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Resumen

En esta tesis se desarrolla el concepto del Transporte de Jets motivado por los estudios
de Daniel Pérez-Palau en [1,2] y se aplica en casos particulares del problema circular
restringido de tres cuerpos. El Transporte de Jets integra (o transporta) el flujo de una
ecuacion diferencial alrededor de una vecindad (o jet) U en lugar de una dnica condicién
inicial xo. Para hacerlo, se parametriza a U con un polinomio de d variables, donde d es la
dimension del espacio fase. Este polinomio se opera con cualquier método de integracion
numérica para lograr el transporte, que en el caso de esta tesis se aplicara el método
de Taylor por cuestiones de precision. Como el método de Taylor depende de x,, para
obtener a x,1, el Transporte de Jets dependera de Uy, para obtener Uy, ., y como Uy,
es un polinomio, operar con éste requiere de la implementacion de un élgebra polinomial,
que estara guiada por la construccion de Haro en [3|. Para obtener la vecindad Uy, de
X, basta con evaluar al polinomio en cuestién. Tener parametrizadas las variaciones de
la vecindad permite su manipulacién antes de evaluarla. Por ello, se proponen en la te-
sis varios indicadores y algoritmos que aprovechan dicha parametrizacion para obtener
informacion acerca del sistema de ecuaciones diferenciales. Algunos de estos indicadores
ya fueron estudiados por Daniel Pérez en sus articulos como los campos escalares dados
por el tamano maximo de las vecindades o los campos de maxima expansion y contrac-
cion de puntos del espacio fase. Por otro lado, ha estudiado la probabilidad de colision
entre satélites y la Tierra usando el Transporte de Jets. Esta tesis explora dichos resul-
tados y extiende un poco el analisis. Adicionalmente, nuevos indicadores son propuestos
y puestos a prueba: uno involucra la variacion de parametros de un sistema de ecuacio-
nes diferenciales y otro prueba numéricamente la conservaciéon simpléctica de ecuaciones
hamiltonianas via el Transporte de Jets.

Se desarrolla el problema circular restringido de tres cuerpos donde se aplican dichos
indicadores y algoritmos. Especificamente, se busca encontrar la probabilidad de colision
entre asteroides de diferente radio en el sistema Tierra-Luna, probar en un sentido numé-
rico que el integrador preserva la simplecticidad del sistema, estudiar la sensibilidad de
condiciones iniciales y se analiza la variacion del parametro de masa alrededor de puntos
de equilibrio del espacio de configuraciones.

Adicionalmente, se evalia la eficiencia, la precision y los tiempos de computo involucrados
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para los indicadores desarrollados, los cuales estan disponibles en https://github.com /blas-
ko/tesis y se programaron en el lenguaje Julia, haciendo uso de los paquetes TaylorSe-
ries [4] y TaylorIntegration [5].
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Capitulo 1
Introduccion

Las leyes que gobiernan a la Fisica pueden ser casi siempre presentadas como un con-
junto de ecuaciones diferenciales que describen un sistema. Pensemos en la ecuacion de
Shrodinger de la Mecénica Cuéntica, las ecuaciones de Maxwell del Electromagnetismo,
las ecuaciones de Newton y las de Hamilton de la Mecanica Clasica, o las leyes de la Ter-
modinamica en su forma diferencial, por mencionar algunas. Casi siempre se han hecho
modelos simplificados y aproximaciones de la teoria para resolver preguntas especificas
sobre ésta. Un ejemplo es suponer que la moléculas de un gas diluido no interactiian entre
si, lo cual permite resolver analiticamente la ecuacion de estado del gas ideal, que recibe
el nombre de ideal ya que no existe gas alguno que cumpla tal suposicion. Considero dos
principales razones por las cuales se hace este tipo de aproximaciones. La primera es para
entender; si las suposiciones son simples y la cadena logica que nos lleva a los resultados
es clara, es mucho més facil generar intuicién sobre un tema y nos permite extrapolar
a casos mas complicados una vez que se entiende el modelo base. En el ejemplo del gas
ideal uno genera intuiciéon sobre como la fisica estadistica explica las propiedades macros-
copicas como la presion, el volumen o la temperatura y, una vez que se adquiere cierta
experiencia al respecto, se suelen hacer suposiciones mas complejas y/o realistas como el
modelo de Van der Wals, que si toma en consideracion la interacciéon entre las moléculas
de un fluido y predice una transicion de fase en éste. La segunda razon, y que va de la
mano con el objetivo principal de esta tesis, es que resolver ecuaciones diferenciales de
manera analitica resulta dificil en general. Nadie ha podido resolver de manera analitica
el sistema de ecuaciones diferenciales que describen al problema restringido de tres cuer-
pos, cuyo estudio lleva més de 300 anos. La dificultad en encontrar la solucién explicita
de diferentes ecuaciones diferenciales ha impulsado a analizarlas sin tener que resolverlas
explicitamente. Nacen herramientas como el estudio de érbitas periddicas, puntos sin-
gulares, puntos de equilibrio, analisis de estabilidad, entre otras. Estas no solucionan al
problema, pero ayudan a entender como funcionan ciertos aspectos dindmicos. Sin em-
bargo, hoy tenemos métodos para encontrar dichas soluciones sin resolverlas de forma
analitica con el precio de que no son exactas del todo; éstos se conocen como métodos
numeéricos y métodos cualitativos.
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Los métodos numéricos, a los cuales les prestaremos principal atenciéon en este trabajo,
encuentran la solucién aproximada' de una condicién inicial que represente el estado
de un sistema en un momento dado. En esta tesis se propone extender el concepto de
condicién inicial al de vecindad inicial, lo cual se conoce como “Transporte de Jets”.
Es decir, el transporte encuentra el flujo de un conjunto de condiciones vecinas a una
condicién xg dada bajo un sistena de ecuaciones diferenciales ordinarias. Estas ideas ya
se han abordado antes en los trabajos de Daniel Pérez-Palau [1,2,6] y en los trabajos de
Makino y Berz [7,8|, donde han explorado aplicaciones como la probabilidad de colision
entre satélites orbitando la Tierra, la navegacion de naves espaciales via filtros de Kalman
o encontrar estructuras lagrangianas en el espacio fase. El nombre Transporte de Jets
viene inspirado de la evolucion de los jets en la fisica de particulas, que siempre vienen
en paquete, tal como el jet de gluones descrito por Peskins en [9)].

La tesis estd organizada de la siguiente manera: el capitulo 2 presenta el concepto de
Transporte de Jets como una herramienta de los métodos numéricos, especificamente
montandolo sobre el método de Taylor, donde se construye un algebra polinomial ne-
cesaria para las operaciones polinomiales, y finalmente se pone a prueba al Transporte
de Jets en una serie de ejemplos hamiltonianos sencillos. El capitulo 3 desarrolla una
serie de indicadores dindmicos para el Transporte de Jets, donde se aprovecha el caracter
paramétrico de las vecindades. El capitulo 4 estudia al problema circular restringido de
tres cuerpos, donde se analizan sus ecuaciones, sus puntos de equilibrio, sus constantes
de movimiento y la estructura del espacio de configuraciones. Finalmente, el capitulo 5
presenta los resultados principales utilizando los conceptos del capitulo 2 y los indicadores
de 3 en el problema circular de tres cuerpos desarrollado en el capitulo 4.

IQue las soluciones sean aproximadas no quiere decir que sean malas. Existen métodos hoy en dia,
como el método de Taylor, que pueden ser de precision arbitraria si asi se requiere. Actualmente la
limitante es la capacidad de computo para hacer operaciones y el tamafio finito de la particion que
representa a los nameros en una computadora.
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Transporte de Jets

Consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) descrito por

X(t) = f(x(t),1) (2.1)

con f una funcion que define al campo vectorial del sistema y ¢ su parametro de evolucion.
Sea ¢(t;tg,xg) la trayectoria o flujo de la solucién que en ty se encuentra en Xq. En la
mayoria de los sistemas fisicos, el parametro ¢ describe al tiempo, i.e., t € R, y al sistema
de EDO se le conoce como sistema dinamico.

Pocos son los casos en donde la solucién a x(t) se puede obtener de manera analitica y,
por tanto, estudiar las familias de soluciones para diferentes condiciones iniciales termina
siendo casi siempre un estudio indirecto o aproximado. Se han considerado varias formas
para darle la vuelta a este problema y, en los esfuerzos de lo aproximado, una de las
soluciones més practicas ha sido discretizar al pardmetro temporal t de (2.1) y encontrar,
en saltos discretos de t, el “estado actual” del sistema dado un “estado anterior”.

Gracias a que hoy en dia existe poder de computo para hacer muchas operaciones sim-
ples en poco tiempo, se ha explotado el estudio y uso de métodos iterativos para ob-
tener ¢(t;to,Xo), siendo de gran utilidad en los tltimos afios, como se resume en [10].
Estos se conocen como métodos numéricos de integracion de ecuaciones diferenciales.
Con estos métodos se puede obtener una soluciéon aproximada dada una condiciéon ini-
cial xo := x(tp). Sin embargo, no siempre es suficiente obtener la solucién de una tnica
condicion inicial dada y muchas veces interesa toda una familia de soluciones alrededor
de un punto x, inicial. Esto puede pasar, por ejemplo, en aceleradores de particulas que
disparan paquetes de onda como si fuesen “gotas” sujetas a algin campo externo [9].
En sistemas de muchos cuerpos se ha pensado en familias de soluciones cercanas [11],
yva que dificilmente se conocen las condiciones iniciales de todo el sistema con una pre-
cision profunda. De hecho, en todos los sistemas donde las condiciones iniciales pueden
no saberse con exactitud, un método exhaustivo seria el conseguir todas las soluciones
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de las posibles condiciones iniciales para estos sistemas. Una rama muy relacionada a lo
anterior son los métodos de Monte Carlo, donde, en el caso de las EDO, parte de una
distribucion de condiciones iniciales discretizada y se obtiene cada una de las soluciones
para ésta [12,13]. En un plano méas general, el mundo de las ecuaciones diferenciales
ordinarias ha estudiado exhaustivamente los campos vectoriales que generan las ecuacio-
nes de la forma (2.1). Ha habido gran interés en entender el comportamiento de érbitas
periddicas y puntos de equilibrio o, mas generalmente, la topologia del campo vectorial
que representa las soluciones de las ecuaciones como lo desarrolla Arnold en su libro [14].
Se han desarrollado métodos para encontrar estructuras hiperbolicas en el espacio fa-
se y métricas para catalogar el comportamiento de las soluciones, como lo hace Haller
con el concepto de estructuras coherentes lagrangianas en [15]. Algunos de los resultados
tedricos para esto son el nimero de Euler, que categoriza la topologia del espacio, las
secciones de Poincaré, que son representaciones de la soluciéon en un espacio de menor
dimensionalidad que el espacio fase, donde normalmente se busca que no sea tangente a
las soluciones para entender como éstas cruzan dichas secciones, los exponentes de Lya-
punov, que cuantifica la separacién de soluciones cercanas a una condicién inicial dada,
la derivada de Lie, que compara al campo vectorial de (2.1) contra otro campo vectorial,
la linealizacion de Grobman-Hartman, que toma la parte lineal de x(¢) en localidades
suficientemente pequenas y analiza qué quiere decir “suficientemente”, entre otras.

Muchas de estas preguntas podrian responderse si en vez de encontrar ¢(t;y,Xo) para
una condiciéon xy dada se tuviera una vecindad inicial Uy, alrededor de x( y se encuentra
el flujo para toda esta vecindad; ésto es, en escencia, un “jet” que es “transportado” por
el flujo. La motivacion principal para este desarrollo viene de los trabajos de Daniel-
Perez sobre aplicaciones del Transporte de Jets en [1,2]. Pareceria una idea idéntica a las
simulaciones de Monte Carlo, pero la gran diferencia es que en Monte Carlo se integra
cada solucion de manera independiente dada una distribucion y aqui se integra toda la
vecindad Uy, a la vez. Esta es la principal motivacion detras del Transporte de Jets (TJ);
dada la vecindad inicial Uy, alrededor de x, parametrizada por el vector £, se busca
obtener ¢(t;ty, Xo + &) y evaluar £ en Uy, para obtener ¢(t; o, Uy, ), la deformacion de la
vecindad Uy, al tiempo t. La idea operativa computacional del TJ es muy similar a la
de cualquier método numérico de integacion de EDO: discretiza los pasos del pardmetro
de evolucion (tiempo) en intervalos h, y encuentra un método iterativo para conseguir el
siguiente punto del flujo ¢(t; o, xp). En la Figura 2.1 se observa un esquema cualitativo
de la idea del Transporte de Jets. Vale la pena ilustrar dicha discretizacion con un método
muy sencillo e intuitivo como es el método de Euler. A fin de entender la idea bésica;
mas adelante, usaremos métodos mas precisos en esta tesis.

Sabemos, por definicioén, que
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Figura 2.1: Diagrama esquematico de la idea del Transporte de Jets.

Si tomamos h suficientemente pequena, aunque finita, podemos aproximar

x(t + h) = x(t) + hx(t)

que, si tomamos en cuenta que x(t) = f(x(t),t) y que h es un paso de integracion, se
obtiene

Xpi1 = Xp + A f (Xp, tn), (2.2)

que se conoce como el Método de Euler. Asi, dada x, se puede obtener ¢(t;%o,xo)
iterando (2.2) hasta llegar a t en pasos de h.

Ahora, para la evolucion del TJ se parametriza a la vecindad Uy, usando un polinomio
Py, x, (&) alrededor de x5 € R™

Pt07x()(§) = Xo +€ = Xo + (517£2a "'7§n>Ta

y se evalia con el método de Euler (o cualquier otro) para obtener el flujo de Uy, en
algtin tiempo ¢ posterior @(t;to, Uy, )

PLXO (5) = Pto+h,X0 (5) = Rfo,xo (5) + hf(P(),Xoa tO) =Xo + 5 + hf(XO + f)
Asi, se puede extender el método de Euler al TJ

Ptn,Xo (5) = Pn,Xo (5) = Pn—LXo (6) + hf(Pn—l,Xo (5)7 tn—l) (23)

donde P, x, (&) := P, x,(§) representa al flujo ¢(t; to, xo+£). Basta evaluar este polinomio
en Uy, para obtener ¢(t;to, Uy, )"

Lo(t;to, xo + €) no necesariamente debe ser evaluado en toda una vecindad Uy, ; puede, también, ser
en un tnico punto £ = Jx y obtener el flujo para ¢(t; ¢y, xo + 0x). Esta es una de las principales ventajas
de tener la vecindad de forma paramétrica.
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Es importante notar que la solucion ¢(t;ty,%o) o el conjunto de soluciones ¢(t; ¢y, Ux,)
son sensibles al método de integracion utilizado para encontrarlas dado que la soluciéon
construida es una aproximacion. Se recomienda al lector leer el desarrollo explicito en [2]
para ver estas diferencias.

Para ilustrar un poco lo anterior, merece la pena desarrollar un ejemplo que motive el
uso del Transporte de Jets.

Sea

%= f(x,1) = H o } (21, 29)7 (2.4)

un campo vectorial que describe centros alrededor de zy = (0, 0).

Si se toma Py x, = (21,, T2,) + (§1,&2) como la condicién inicial parametrizada, podemos
desarrollar “a mano” el Transporte de Jets donde, usando el método de Fuler, obtenemos

X1 = Pl,x0(€> = PO,X0(€> + hf(PO,Xo (5)7 tO)

1 —h
= (1‘10 - hx?m hxlo + xQo)T + |: o1 :| (§1a§2)T'

El primer término de x; corresponde al primer paso de integracién de xq sin el TJ. El
segundo término es la solucién de las ecuaciones variacionales de primer orden para el
primer paso con el método de Euler, o dicho de otra manera, una aproximacion lineal
de soluciones cercanas a x( parametrizadas por las &’s. Se puede notar que el hecho de
que el resultado sea lineal en & v & se debe a la linealidad del campo vectorial; campos
vectoriales no lineales tendrian términos no lineales en &, si el orden de los polinomios lo
permite. Gracias a esta parametrizacion, es natural pensar en obtener soluciones cercanas
simplemente evaluando £ en P x,(£) o, més generalmente, en P, x,(£). De este modo, el
TJ plantea ser una alternativa interesante al método de Monte Carlo, ya que habria que
hacer una sola integracion de Uy, y después simplemente evaluar los polinomios. Existen
dos principales desventajas para esto; una es que la integracion de Uy,, al operar con
polinomios y no con ntimeros, suele ser mas lenta que la de una tnica trayectoria en que
pasa por X en ty. La otra es que en general el jet es s6lo una aproximaciéon de la funciéon
original, por lo que puede perder precision en algunos casos, sobre todo si se toman valores
demasiado lejanos a xq o si la funcién es, a priori, poco diferenciable. Naturalmente, el
tiempo en donde uno u otro método es mejor es discutible y dependeré fuertemente de
la complejidad y la dimensionalidad de las ecuaciones presentes en el sistema?.

2Para una discusiéon méas a fondo sobre este tema, revisar el apéndice A, donde se hacen varias
evaluaciones en relaciéon al tiempo de computo y precision del TJ.
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Se podria seguir haciendo el desarrollo del TJ iterativamente con el método de Euler. Por
ejemplo, para el segundo paso para el oscilador armonico se obtiene

X2 =P2,x0(§) = Pl,xo(g) + hf(Pl,XO(f)atn)

1 —h
:(3310 — hl‘go,hxlo +.1'20)T + [ A 1 :| (fl,fQ)T

+h ({ (1] _01 1 ((xlo — hagy, hivy, + 22,)7 + { ill _1h } (fl,fz)T))

. L1y — h2$10 — 2h1‘20 1-— h2 —2h (f 5 )T
T | 2hay, + 29y — WPy, 2h 1 —R% | S50
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Figura 2.2: TJ para la ecuacioén (2.4) con condicién inicial xg = (0,0)7 usando el método
de Euler para Uy, parametrizada en un circulo () = r (cos(a), sin(«)) para un intervalo
temporal [0, 2] en pasos de h = 107%. Se evalué la solucién para los distintos r’s marcados
en la gréfica, en intervalos de 1000h.

y asi sucesivamente. Una vez que se obtiene P, (£) basta con evaluarlo para valores
¢ suficientemente pequenos para encontrar las soluciones en la vecindad de xy. Esto es
conveniente porque se puede evaluar a prioi cualquier valor cerca de x( gracias a la
parametrizaciéon de su vecindad. En la Figura 2.2 se evalia ¢(t;t,xo + £) para para
distintos valores de ¢ y de ¢ alrededor del punto singular x, = (0, 0).

Notemos que (2.4) corresponde a un sistema hamiltoniano cuyas soluciones en el espacio
fase viven en las curvas de nivel dadas por

H(x) = = (2} +23),

DN | —
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0.0005 ™,
— £=(0.0) 0.04h —— Método de Euler
£=(0.16,0) ’ Solucién Analitica
0.0004 H— £-(0.1,0.1) \
N £=(-0.1,0.05) 0.02} \
= 00003} £=(-0.05, —0.02) \%
L > 0.00f
45
E 0.0002 +
- 0.02
0.0001+
-0.04+
0.0000 - - L L . . . L . \ ,
0 1 2 3 4 5 6 1.9985 1.9990 1.9995 2.0000 2.0005 2.0010 2.0015
ty X

Figura 2.3: Diferencias numéricas entre el método de Euler y la solucién analitica para
la ecuacion (2.4). Izquierda: norma de la diferencia entre la solucién real y evaluaciones de
la solucién numérica para distintos valores de £ marcados en la grafica. Se puede observar
un crecimiento lineal del error numeérico, lo cual es una de las consecuencias de usar el
método de Euler. Derecha: seccién del espacio fase donde se observan la solucién analitica
y la solucién numérica para pasos de h = 107% con céndicion inicial xo = (2,0) después
de un periodo.

con solucién analitica

x1(t) = o1 cos (t) — xpg sin (1)
To(t) = xoy sin (t) + zoa cos (t). (2.5)

En la Figura 2.3 se muestran distintas comparaciones de la integracién numeérica contra
las soluciones analiticas de (2.5), donde se observa un error creciente en las trayectoria
calculada, dado por la naturaleza del método de Euler.

Queda claro que el desarrollo de TJ necesita de un algebra polinomial para poder evaluar
los distintos P}, (&) que definen al campo vectorial en cada uno de sus pasos. El problema
de transportar una vecindad Uy, dado un sistema dinamico %(t) = f(¢,x(t)) se reduce al
problema de saber como se evaltian distintos polinomios en cada paso de integracion, asi
como la definicion computacional de sus operaciones. Hay muchos detalles a considerar
en este problema: ;Qué paso de integracion se deberd usar para conseguir la evolucion
temporal de las soluciones? ;Como medimos el error respecto a la solucion real? ;Existe
alguna forma de controlar el error que arrojan el método de integracion y la propagacion
de jets del TJ? ;Cual es la complejidad de las operaciones para la aritmética de polino-
mios? En la siguiente seccion 2.1 se desarrolla el dlgebra polinomial y sus operaciones tal
como son implementadas en el TJ y se ahonda en esta discusion. En la seccion 2.2 se hace
el desarrollo del método de Taylor como integrador computacional adaptativo de sistemas
de EDO. En el siguiente capitulo se desarrollaran herramientas a partir del Transporte
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de Jets y sus caracteristicas, asi como sencillos ejemplos ilustrativos para cada una de
ellas.

§2.1 Algebra Polinomial

La necesidad del algebra polinomial se vuelve imperativa para el TJ como hemos visto en
la seccion anterior. Haremos la construccion de manera formal donde denotaremos dicha
algebra como A(" Pk, +, ), donde "Px es el conjunto de polinomios de orden n con
coeficientes en el campo K tal que, si P(z) € " P, éste se define como

P=P(x):= Zpkxk
k=0

con P : C — K una funcion analitica y p, € K Vk € [0, n].

Esta seccion se divide en tres: la primera trata sobre construccion formal del algebra
en una variable y la demostracion de sus propiedades de campo, la segunda trata sobre
el desarrollo de las operaciones para las funciones estandar dentro de este algebra. La
tercera seccion es la extension de dicha algebra a mas variables, para poder trabajar a
cualquier dimensionalidad.

§2.1.1 Construccion del Algebra

Inspirado en la aritmética usual en C o R, podemos definir (+,-) para A(" P, +, -) de la
siguiente manera:

Sean A,B € "Pg con A=Y} _ apz" y B=3_ bya" ay, b, € KVk € [0,n], entonces,
para la suma, notemos que

Zakxk—l—Zbkxk =ag +ax +---a,x" +by+bix+---+ba"
k=0

k=0
n

=(ao +bo) + (a1 + b))z + -+ + (an + bp)z" =Y (an + by)2"
k=0

asi, se define + en "Pg como

A+ B=> (a+bp)". (2.6)
k=0
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Para el producto, notemos que

> ard® Y bt =(a0 + arz + -+ ana) - (b + b+ -+ bpa”)

=(agho) + (a1bo + agby)x + (azby + a1by + agby)x® + - - - +

n k
—|—Zan bz + O™ Zzak _ibj)z "+ O™

7=0 k=0 j=

asi, se define - en " Px como

n k
= ZZak,jbjxk, (27)

k=0 j=0

donde A- B € "Fg, o sea, un polinomio truncado a orden n que es parte del algebra
planteada y esta en el campo. Adn cuando las operaciones definidas estan inspiradas en
la aritmética de los ntmeros, K puede ser cualquier campo arbitrario, por ejemplo, K
puede ser el campo de los polinomios, como veremos mas adelante.

Proposicion 2.1.1 Para K=R o C, A("Px,+,-) forma un campo.

Dem Basta probar las nueve propiedades de campo con las operaciones de (2.6) y (2.7).
Sean A, By C € "Px

1. A+ B=B+ A

Dem

A+ B = Zakx +Zbkx —Z ay, + by)a"
k=0
:Z(bk + ak)xk = Zbkxk + zn:akxk =B+ A
k=0 k=0 k=0

2. A+ (B+C) = (A+B) + C

Dem

A+ B+C Zaz —|—Z bk—FCkl' —Z(ak+(bk+ck))xk

k=0
n

= z:((owc + bg) + )t = Z(ak + b)a® + Z cp®

=(A+B)+C

10
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3. 30€"Pytalque 0+ A=A

Dem Sea 0(z) = >_,_, 0)2* donde o}, = 0 Vk € [0, n], asf
0+ A= Z(ak + ag)z® = Z(O + ag)z® = Z arz® = A
k=0 k=0 k=0

4, 3 —A€"Pg tal que A+ (—A) =0

Dem Sea —A = —A(z) = Y ;_, axx" donde a, = —ay Vk € [0, n], ast

n n

At (A) =) (ap+ap)r* =) (ap+ (—ap))z* =) 0aF =0
k=0

k=0 k=0
5. A-B=B-A

Dem Hay que probar, basicamente, que Z?:o ag—jb; = Z?:o bi—ja;:
k k
Zak_jbj = Zaibk_i coni=k—j
=0 i=0

k k
:Zbk_iai = Zbk_jaj
1=0 j=0
A-B=B-A
6. (A-B)-C=A-(B-C)

Dem Por un lado

n

A (B . C) = Zakl’k Z(Z bk_jCj)l’k = Z (Zak_j Z bj_icl-)xk

k=0 j=0 0 j=0
n n
k k

= ( g a,,g bpci)x = ( g E arbpci)x

k=0 r+j=k pti=j k=0 r+j=Fk p+i=j

n
= ( E a,,bpci)xk

k=0 r+p+i=k

11
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por otro
n k n n i k
(A-B)-C :Z Z ap—;b cpxt = Z ( aj_ib; ch_j)xk
k=0 ;=0 k=0 k=0 i=0 j=0
:Z(Z(Z pb)cy = Z Zapbcj
k=0 r+j=k pt+i=r k=0 r+j=kp+i=r

:i( Z apbicj)xk

k=0 p+itji=k

Basta ver que, por un cambio de nombre de indices p — r, i — p, 7 — i,

Z aybic; = Z a,bpc;

ptit+ji=k r+pt+i=k

“(A-B)-C=A-(B-C).
7.31e€"Pgtalquel- A=A

Dem Sea 1 =1(z) =Y, _wiz” donde wy =0 Vk > 0y wo = 1, asi:

n

k n n
1-A= Z(Z ak,jwj)xk = Z ap_o - 1z = Z apx® = A
k= k=0 k=0

0 j=0

8. 3Ate"Px tal que A- A~' =1 VA con a, # 0

Dem Sea A™' = A7 (z) = >}, ayx™; con
n k
A-AT = Z(Z ax_ja;)x" asi, buscando
k=0 j=0

k
Zak_jaj:OVk:>Oya0:—

Q,
=0 0

podemos llegar a una féormula recursiva para ay

k—1
1
ap — —— E Qpe—; Q5.
ag 4 7
J=0
Asi, por construccion, se obtiene que A - A7 = 1.

12
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9. A-(B+C)=A-B+A-C

Dem
n n n k
A-(B+C)=) apa"() (by+cp)a®) = (Z ap_j(b; +¢;))a”
k=0 k=0 k=0 j=0
n k k
— ((Z ak_jbj)(z ak_]cj))x =A-B+A-C

k=0  j=0 =0

Asi, quedan demostradas todas las propiedades de campo. |

§2.1.2 Definicién explicita de operaciones con polinomios

Atn con la proposicion 2.1.1 demostrada y con las operaciones bésicas (-, +) definidas,
es practico prestar atencién a otras operaciones que seran de ayuda al trabajar con
elementos de " Pg. Seran la potencia, la composicion y la derivada nuestros “caballos de
batalla” para el desarrollo de casi cualquier funcion existente en la aritmética usual.

Sea A= A(x) = > p_,axx® € "Px. Sim € N,

n n n

n
(S )" =3 w3 (3 )
k=0 k=0 k=0 k=0
n k n n n n n
S et S () = 3 S (S )
k=0 j=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
n
= = mOékl’k
k=0
k k
con “qy = (Z ap—ja;) y "ag = (Z “logaj)
=0 =0

y , aunque no queda clara la forma explicita de ™ay, se muestra que la potencia esté
bien definida y que A™ € " Px.

Con esto ultimo, y sea B =, _, bpx® € "Px, se puede desarrollar

B(A() = B(A) =3 _b(Y_asa)" =3 ba D" Fagal = 305 b tay)at

k=0 j=0

13
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que corresponde a la composiciéon de A en B, la cual esta bien definida y pertenece a
"B
K-

Inspirados en la derivada usual de polinomios de orden n P : C — C, tenemos que

n

= P'(x)=P = Z kppat—t = Z(k + 1)ppy1a®
k=0

k=0

dP(x)
dx

asi, se define la derivada de A como

n

A =Y (k+ Dagpak, (2.8)
k=0
con a,yq := 0 € K tal que A" € "Pg. De la definicion usual de derivada podemos ver

como la regla de la cadena también tiene sentido en este campo, ya que
it g A=Ay M) 05
. A(B@) - A(B(a)) . B(z) - B(a)
zwa  B(x)—B(a) ¢ x—a

= A(B(x))'B(x)',

lo cual se puede traducir a

lim (A(B(x)) + —A(B(a))) . ((B(x) + —B(a))_1 - lim ((B(x) + —B(a)) . (l(x) + —l(a)),

Tr—a T—ra

con las operaciones definidas hasta ahora.

Aun cuando ya tenemos las operaciones basicas del algebra definidas, va a ser de gran
practicidad extender otras operaciones ttiles para el transporte de Uy, para el campo
vectorial que estemos estudiando.

Se define la resta — como
A—B:=A+ (—B). (2.9)

Para la division, sea D(z) € " Pk, tal que B - D = A, entonces

n

k n n k
Z(Z bk,jdj)xk = Zakxk — Zak — (Z bk,jdj)mk =0
k=0 k=0 =0

k=0 j=0
k—1

— ap — (Z &k,jdj + bodk> =0
=0

1 k—1
codp = b—o(ak — Zbk*jdj)
=0
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Se define la divisiéon como

k—1
1
D= A/B con dk = —(ak - Zbk—jdj)' (210)
bo par

Con el mismo espiritu, Haro desarrolla en su articulo [3] una serie de relaciones de recu-
rrencia para las operaciones elementales como sin, cos, exp, log, etc. Se recomienda al
lector consultar dichas relaciones de recurrencia si busca implementar un algebra polino-
mial como aqui.

§2.1.3 Polinomios en varias variables

"Pec v "Pr son campos y tenemos ya varias operaciones definidas sobre " Py, pero la
motivacion del desarrollo de este algebra es hacer polinomios de una variable (que repre-
senten al tiempo) cuyos coeficientes sean polinomios de otras variables (que representen
al espacio fase de @ = f(xz(t))), cuyos coeficientes sean elementos de C o R. Es decir,
nos gustaria trabajar con polinomios cuyos coeficientes sean polinomios, cuyos coeficien-
tes sean, finalmente, nimeros. Sea "Px con K = ™P¢, entonces, con P(z) € "Pgx y
Pely) = S p azu €KY k € [0,m]

P(z) = ZPk(y)xk = Z (Z aj,kyj> a* = Z ajpy’ 7" = P(x). (2.11)

k=0 \j= ke+5=0

Con la definicion planteada en el lado derecho de (2.11) se observa como el polinomio
P(x) cuyos coeficientes son los polinomios Py(y) es equivalente a un polinomio de dos
variables que vive en un espacio que denominaremos, por construccion, " FPr2. Notemos
que el ltimo conjunto de términos tiene orden j + k = n para que P(x) pertenezca, en
efecto, a un espacio de polinomios de orden n. De hecho, para cada elemento de la suma
se tiene que k + j = constante, los cuales se conocen como polinomios homogeneos de
orden k + j.

Inductivamente, se puede construir el espacio " Prx tomando

n

P(ZEl) = Z Z s Z akhk?,...,kKﬁv’{xl}(K_‘f - -:Elfl = Z aka, (2.12)

k1=0 ko=0 k=0 [k|[1=0

con k = (k?l,"' ,k’N)7 ||k’|1 = k?l +k2+ —f-k’N la 1-norma de k y X = (ZL‘l,"' ,Z'N)T.
Asi, quedan bien definidos los polindmios de orden n en N variables con coeficientes en
C (y en R, naturalmente) en el espacio "Fen como la suma de polinomios homogeneos
desde orden 0 hasta N.
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En el caso del Transporte de Jets se trabajara en el espacio VPx, K = M Pra, con N
el orden de la expansion temporal del método de Taylor, M el orden de la expansion
polinomial de f en (2.1) evaluada en Uy, y d la dimension del sistema.

§2.2 Meétodo de Taylor

Como se observa en (2.2), el método de Euler es la aproximacion lineal de x(¢) con h
dado. El método de Taylor es la generalizacion del método de Fuler en el sentido de que
si x = f(x(t),t) es una funciéon analitica, entonces x(¢) también lo es y, por tanto, se
puede expresar como una serie de potencias convergente

x(t + h) Zw h' = i O h' = Z X(i;(t) ht+ O(ANTY), (2.13)

=0 =0
donde z; es la i-ésima derivada normalizada, i.e. z; := x@(t)/i!, con x(¢) la i-ésima
derivada de x(t) evaluada en t. En el caso que x : R — R% entonces i es un indice
multiple tal que z; = x;,..,, € R? e i := [i||;, = 41 + -+ + iq, compactando asi la

notacion para dimensiones d > 1. El término O(hN*!) corresponde al residuo de la
expansion hasta N < oo y, en caso de funciones analiticas, son términos cada vez méas
pequenos mientras estén dentro del radio de convergencia de ésta. Por esto, el residuo no
serd tomado en cuenta explicitamente y sera considerado como el error del método?.

Comparando ambas expansiones en series de potencias de (2.1) y notando que % (Zk:o akt’“) =

Zk:l k‘aktkil,
() = Y iwt Tt =S (i 4+ Dt = Z fit"

1=1 1=0

Asi, se define la relacion de recurrencia

fi
ikl = 7 (2.14)
obteniendo asi
N £
X(tns1) = X(tn) + Y i—}—zl (X(tns1), tn) '+ OBV, (2.15)

=0

el método de Taylor para obtener x(t) = ¢(t; ¢y, Xo) dado xq.

3Los métodos que incluyen el calculo del residuo como un intervalo de error se conocen como Taylor
Models.
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Una enorme ventaja de (2.15) sobre el método de Euler, o cualquier método de integracion
numérica con paso fijo como varios de los Runge-Kutta, es que se puede acotar el residuo
O(hN*1) en términos de h si cambiamos el orden N de la expansion, controlando asi el
error de integraciéon del sistema de EDO para cada paso. Como f y x son analiticas al
menos en un intervalo, entonces su desarrollo en series de potencias es convergente. De
este modo, buscamos que la contribucion del altimo término de la serie sea menor a cierta
tolerancia €rgyior, s decir

1/N
€Taylor )

N
||xN||Ooh S €T aylor = h= (
[E |
Para el caso de funciones pares o impares, es probable que el Gltimo coeficiente de la
serie sea identicamente cero y, para evitar indeterminaciones al encontrar h, se busca la
minima h entre los dos altimos coeficientes de la expansion de x(t + h)

1/n
h= mh <€T“yl‘”) . (2.16)
neN=1L,N] \ ||Zn]| o

Esta dltima ecuacion hace que el método de Taylor sea de precision arbitraria. El paso
es adaptativo para cada iteracion y, dependiendo si uno busca precision o rapidez, uno
selecciona a epqyior grande o chica, respectivamente. Tipicamente, para obtener la mejor
precision posible, €rgyior < €machine, donde €40nine se definie como el minimo valor que
sumado a 1 da como resultado algo diferente de 1 en la computadora. En este caso
Emachine = 2.22 x 10716,

§2.2.1 Meétodo de Taylor para el Transporte de Jets

Para el método que se acaba de desarrollar, cada término satisface que x; € R% Sin
embargo, en el TJ se parametriza la vecindad de la condicién inicial con un polinomio
Poxo (&) € MPra. Dado que Py, (£) = %o + &, la relacion de recurrencia (2.15) puede
reescribirse como

S (P (€), 1) (2.17)

N
Pn+LXo(f) = Pn,xO(f) + Z ;

- 1
=0

1

+

donde P, x, (&) € ¥ Pga V n. Asi, puede encontrarse la solucion ¢(t,,; o, X0 +&) = P,x, (&),
que representa las vecindades del flujo ¢(t,; o, xo) parametrizadas por &.

Notemos que para este punto ya no hay problema en evaluar P, ,(£) va que quedaron
definidas las operaciones necesarias en la seccion 2.1. Sin embargo, hay que prestar aten-
cion a como obtener el paso de integracion h ya que, siguiendo (2.16), debemos tomar
lzmll ¥ para x, € ¥ Pga, definimos la p-norma de la siguiente manera:
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Definicion 2.2.1 Seq ||| : K — RT, P(§) = Y., ar® € K = Y Pga. Se define la p-
norma de P(§) como

1/p
1PN, = (Z ||ak|!§> (2.18)

donde, si ay € R, entonces [lax||, = |ag|.

Asi, la eleccion del paso de integracion tiene sentido ahora también para polinomios. Es
importante mencionar que la definicion de la norma para polinomios en ¥ Pga coincide
con la definicién estdndar de norma. Ademaés, de este modo, el paso de integracién h
coincide por el utilizado por D. Pérez en [6].

§2.2.2 Probando el método de Taylor

Hasta ahora se han desarrollado ejemplos usando tnicamente el método de Euler con
la intencion de mostrar la esencia del TJ. Sin embargo, es momento de poner a prueba
el método de Taylor desarrollado en parrafos anteriores y ver si las ecuaciones (2.15) y
(2.17) son suficientemente precisas con el TJ. Ademas, se analizard la ecuaciéon (2.17)
para explorar e implementar como se puede enriquecer el método a través del desarrollo
de diferentes indicadores.

Para probar el método se tomaran algunos hamiltonianos de la forma

1
H = — p? 2.1
(p.q) 5P +V(q,p) (2.19)
donde
. oH
OH
Y= — 9.2
=3, (2.20)

Tomar este tipo de sistemas es comodo ya que las soluciones viven en curvas de nivel con
H constante que, de paso, representan la conservacion de la energia mecanica. Esto nos
permite hacer una revision de dicha conservacion, la cual deberia ser constante para toda
la trayectoria. Se tomara, a menos que se indique lo contrario, €rqyior < €machine Para que
el analisis de precision sea robusto. Recordemos que en este caso €machine = 2.22 x 10716,

Oscilador armoénico

Sea un sistema dado por una masa m que, al desplazarlo de su estado de equilibrio por
una cantidad x, siente una fuerza restitutiva proporcional a dicho desplazamiento

F(x) =mx = —kx (2.21)
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con [k] = Kgs?yk>0.

Tomando v = x se obtienen

1
X=—p
m
k
V= —— 2.22
A mX ( )
las EDO’s para el oscilador arménico, las cuales son equivalentes, para w? := % =1y
x€R, peR, a(24).
Usando la primera integral de (2.22) y la ecuacion (2.20) se obtiene
1 w?
H = —p*+ —2? 2.23
(p,x) = o —p” + S, (2.23)

con p = mu. Esta cumple con las ecuaciones de (2.20) y es una constante de movimiento
que representa la energia.

1.0 F1.3
L 1.1
05+

0.9

o 00¢r |
0.7

0.5+ -
0.5

1.0+ B
0.3
X L o1

Figura 2.4: Espacio fase para el oscilador armonico representado por la ecuacion (2.23).
En negro aparece la solucién calculada con el método de Taylor para jets con xo = (1,0)7,
tolerancia ergyior = 1072, orden de la expansion N = 24 y orden del jet M = 4. Los
jets fueron evaluados para la vecindad parametrizada por £(a) = 0.1 - (cos(a),sin(a))”,

a € [0,1], mientras que la solucién en gris representa la variacién & = (—0.1,0)7.

Asi, tenemos que las soluciones analiticas son de la forma

x(t) = vo sin (wt) + xq cos (wt)
v(t) = vow cos (wt) — zow sin (wt). (2.24)

19



Capitulo 2

La Figura 2.4 presenta al espacio fase del oscilador armoénico junto con la solucion de una
vecindad U calculada con el Transporte de Jets. En ésta se observa cémo las soluciones
evaluadas en una vecindad inicial parametrizada por un circulo estan siempre en las lineas
de las curvas de nivel del hamiltoniano. Se observa ademas en la figura la estructura de
centros alrededor del inico punto de equilibrio (0,0)7, donde la vecindad calculada por
el TJ oscila siempre a la misma frecuencia w, lo cual es caracteristico de este sistema.
Notemos que en esta figura U recorre diferentes curvas de nivel, por lo que el transporte
fue transparente a conservar la energia del problema.

20 - 300
[— Emachine = 2.22€ — 16] — ligll=0
” ’« —— 1]l =0.05
ﬁm — || =01

. S00 1| — llEIl=014
I — |I€]|=0.25
= e
& -10t hy X
1001
20} . ‘;ﬂ ‘ﬁ
301 ]
0 5000 10000 15000 20000 25000 % 5000 10000 15000 20000 25000
tn th

Figura 2.5: Variaciones de energia y trayectoria para el oscilador armoénico en cada
uno de los pasos temporales de la solucién en unidades de €,,4chine con condicién inicial
xo = (1,0)7 y vecindad parametrizada por £(7) = 0.1 - (cos(7),sin(r))”, 7 € [0,1]. Se
utiliz6 tolerancia erqyior = 10729, orden de la expansién N = 24 y orden del jet M = 4.
Eltn)=Eo 4o 15 energia respecto a la energia inicial Fy = 1

€machine
X(tn)—x% A P ‘
= lx(tn)=xnll, respecto a la soluciéon analitica (2.24) para

€machine

Izquierda: variacion 0E(t,) =
Joule. Derecha: variacion 6x(t)
distintos desplazamientos ¢ respecto de la condicién inicial xo = (0,0)”. Notemos que

aunque el error crece de manera lineal, éste est4 en erminos del error de redondeo de la
magquina, por lo que las soluciones calculadas son muy buenas.

Dada la condicion inicial xo = (1,0)” y tomando m = 1 Kg, k = 1 Kg 5™, el oscilador
tendrd una energia de Ey = H(x¢) = 1 Joules. En la Figura 2.5 se pueden ver las
variaciones 0 E(t,) de la energia en cada paso de integracion asi como la diferencia 0x(t,)
de las soluciones de jet calculadas por el método de Taylor evaluadas en diferentes £’s y
las soluciones analiticas del oscilador armoénico correspondientes al desplazamiento dado
por dichas &s.

Es interesante notar que (2.22) es un sistema lineal de ecuaciones y, por tanto, basta
con un jet de orden 1 para obtener la mejor aproximaciéon de las vecindades de xo. De
hecho, evaluar Uy, en f(x) de (2.1) siempre regresa una cantidad lineal y por tanto, nunca
aparecen términos de orden mayor en las variables del sistema de EDO.
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Péndulo simple

Consideremos un sistema donde una masa m esta anclada al extremo de una varilla de
longitud [ cuya masa es despreciable. Esta varilla estd anclada, a su vez, a un punto
inmovil. Asi, m se mueve bajo la accion de la gravedad g como se muestra en la Figura
2.6, ignorando la resistencia del aire.

mgsin 6 27T \mgcos

Figura 2.6: Diagrama esquematico del sistema del péndulo.

La forma méas natural de trabajar este problema es en coordenadas polares, en donde la
masa m se mueve con una velocidad v = 16 con [ constante, es decir r(t) =1 = 7 =
pr = 0. Esta constriccion reduce en uno los grados de libertad del sistema, haciendo que

éste dependa tnicamente de 6.

Tenemos que

1 1 :
K = §mv2 = 5m1292
U =mgh(0) = mgl (1 — cosf) (2.25)

son la energia cinética y potencial, respectivamente.

Asi, contruimos el lagrangiano del sistema
. 1 .
L£0,0)=K—-U= §m1292 —mgl (1 —cos?).

Sabemos que
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lo cual nos permite plantear el hamiltoniano

v

2ml

H(p,0)=K+U= 5 +mgl (1 —cosf). (2.26)

Las EDO quedan entonces, por (2.20), como

= P
ml?
Py = —mglsin 6, (2.27)

en cuyo dominio (0, pg) € [—m, | X [Pmin, Pmaz] C R? existen dos puntos de equilibrio:
(7,0),(0,0); el primero de libracion y el otro de rotacion. En la Figura 2.7 se puede ver
una representacion del espacio fase donde se exhibe el comportamiento de dichos puntos.
Notemos que, por la periodicidad del espacio en 6, (7,0) = (—m,0).

2r - —r 3.75
- 3.25
1 -

1 2.75
éa_ ok - 2.25
—-1.75

1k -
—1.25
-2 B i | i | I I i T D'?S

-3 -2 -1 0 1 2 3
0 —L 0.25

Figura 2.7: Espacio fase para el péndulo simple representado por la ecuacion (2.26).
En negro salen puntos de la trayectoria calculada con el método de Taylor para Jets con
Xg = (%, O)T, tolerancia epqyior = 10729, orden de la expansién N = 24 y sus vecindades

(jets) evaluadas para &(a) = 0.1 - (cos(c),sin(a))’, o € [0,1].

Tomando unidades donde g =1 ,1 =1y m = 1, entonces, para las condiciones iniciales
pe(0) =0y 0(0) = 7/2, la energia total es

Eo = H(ps(0),6(0)) = 1.
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Para ésta, se puede integrar el Transporte de Jets y ademas, evaluarlo para condiciones
cercanas y ver como se comportan éstas soluciones en el espacio fase, que deben, en teoria,
moverse por las curvas de (2.26). Se puede observar de la Figura 2.8 como para jets de
orden 4, las soluciones se quedan sobre las curvas de nivel que corresponden a su energia
mecanica.

- — 135 - Ojer = & — 135
L125 L125

0.2 0.2r
—r L15 —r 115

=1 L T L
q 00 | 1105 @ 00 - 1.05
02F T 0.95 02F T 0.95
I 0.85 I 0.85

0453 1.4 1.8 u 0453 1.8 u

—-0.75

Figura 2.8: Jets de distinto orden para Uy, parametrizada en un circulo de radio 0.1
£(a) = 0.1 (cos(a),sin(a))” alrededor de x¢ = (Z,0)" en el péndulo simple después de
dos periodos. Se utilizé tolerancia ergyior = 1072° y orden de la expansion N = 24.
Izquierda: Jet de orden 1, el cual no pasa por las curva de nivel de (2.26). Derecha: Jet de
orden 4

Respecto a las variaciones de energia en el sistema, se ve en la Figura 2.9 como JE(t)
varia alrededor de cero como un movimiento browniano. Este ltimo se relaciona con los
errores de redondeo de los nimeros de punto flotante de la maquina y no con el método
de Taylor en si gracias a que eggy o €s suficientemente chica y N suficientemente grande,
a diferencia del método de Euler, como se observa en la Figura 2.3, donde el error crece
de manera lineal. La méaxima variacion respecto a la energia inicial es de 2.28 x 1074, lo
cual corresponde exactamente a 103€,,q4chine-

Hamiltoniano Artificial

Inventemos un hamiltoniano que no necesariamente represente un sistema fisico. Este
ultimo ejemplo servird como motivacion de la siguiente seccion, ya que estaremos anali-
zando las soluciones cerca de una separatrize y se podrd extender un poco la discusion
sobre los jets y la necesidad de contruir algunos indicadores dindmicos relevantes.

Sea

1
H(q,p) = ap® = 54" (2.28)
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0), tolerancia €Taylor = 10720 y orden de la expansion M = 28.

Figura 2.9: Diferencia 0E(t,) :=
inicial xo = (7,

el hamiltoniano del sistema cuyas curvas de nivel representan las soluciones para la EDO

q = 2qp
p=-p’+q. (2.29)

Notemos que este sistema tiene un tinico punto de equilibrio (0,0)” que corresponde a la
energia de H(0,0) = 0. Con esto, podemos obtener la condicion para que las soluciones
estén sobre dicha curva limite o separatriz que divide diferentes regiones del espacio.
Vemos que si

1 q
H(g.p)=ap’ = 50" =0 = p=i\/;

entonces las condiciones iniciales tipo xg = (q, —\/g) vivirdn sobre la separatriz.

Se muestra en la Figura 2.10 el espacio fase dado por el hamiltoniano del sistema. Notemos
que dicha separatriz se puede observar como una parabola horizontal positiva que pasa
por el punto de equilibrio.

Si tomamos ¢y = 0.7 con la condicion anterior, y hacemos un TJ alrededor de dicha
condici6én inicial podriamos ver, en teoria, las trayectorias que toman las soluciones cer-
canas a la curva limite en cada lado de la frontera que ésta impone. En la Figura 2.11 se
observa la deformacion de estos jets conforme pasa el tiempo y es evidente la tendencia
que tienen las soluciones cercanas a diverger.

En este problema se vuelve importante muy rapidamente la precisiéon con la que los
jets nos dan soluciones cercanas ya que la deformacién de la vecindad inicial Uy, es
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Figura 2.11: Solucién para (2.29), con condicion inicial sobre la separatriz, donde gp =
0.7. Aqui, los jets son de orden M = 16, en 8 pasos de integracion desde ty = 0 hasta
tmaz = 1.7, con tolerancia ergyior = 1072° y orden de la expansion N = 28. En gris estan

las soluciones a xg + & sin utilizar T\J.
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Capitulo 2

muy grande. Por esto, se muestra en la Tabla 2.1 la diferencia entre evaluar el jet en
¢ = (0,-0.1)T y hacer el método de Taylor convencional partiendo de ese punto. De
hecho, se observan en la Figura 2.12 la evaluacién de jets de distinto orden para la misma
vecindad inicial alrededor de x,.

\]\/[:1 M=2 M=4 M=8 M=16

i1 | -2.42 -3.97 -7.07  -13.28  -15.95
to | -1.92 -3.1 -0.47  -10.22  -15.95
ts | -1.54 -2.48 -4.37 -8.15 -15.91
ty | -1.21 -1.96 -3.47 -6.49 -12.53
ts | -0.91 -1.49 -2.68 -5.05 -9.79
te | -0.61 -1.05 -1.95 -3.74 -7.34
t7 | -0.29 -0.6 -1.24 -2.52 -5.08

Tabla 2.1: Diferencia logaritmica de 6x = ||¢(t;, to,x0 + (0,—0,1)T) — P; «,((0,-0.1)7)|| para
polinomios P; x,(§) de distinto orden M en &. Se ve que al duplicar M, el error mejora en un
factor 2, aproximadamente.

1.5

1.2

— 0.9

— 0.6
" o3

T 0.0

0.0 0.2 04 0.6 0.8
q L 03

Figura 2.12: Diferencia grafica entre un jet de orden M = 2 contra uno de orden M = 16
para las mismas condiciones.

Recordemos que como (2.29) es un sistema de EDO hamiltoniano entonces debera con-
servar la energia. En la Figura 2.13 se observa la variaciéon de la energia para cada paso
temporal con el jet evaluado en ¢ = (0,£0.1)T, asi como en X, i.e., para el método de
Taylor sin jets. Notemos cémo al principio, en la Figura 2.14 la energia si se conserva,
i.e, las evaluaciones del T.J se mantienen sobre las superficies de nivel del hamiltoniano,
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sin embargo, cuando la vecindad se empieza a deformar mas, la energia empieza a va-
riar més respecto a la de su condicién inicial. Notemos que aunque esta variacion es de
unas 10%¢,,4chine, €l error en la energia es apenas en la octava cifra significativa, dado que

€machine = 2.22 % 10_16.

—— Emachine = 2.22e—16

0.0 0.5 1.0 15
tn

Figura 2.13: Diferencia en energfa 6 E(t,) = —— (H(x(t,)) — H(xo)) para el sistema

€machine

2.29 sin TJ, con tolerancia ergyior = 1072°, orden de expansiéon N = 24 y 8000 pasos
temporales de tg = 0 a tyq, = 1.7.

— £=(0, —0.1)7
0 8f— &=(0,0.1)7

-
hl
37 5
Z S
| :
o
— £=(0, —0.1)"
6| — £=(0,0.1)7
0.0 02 04 06 038
tp
Figura 2.14: Diferencia en energia 0 E(t,) = _ 1h_ (H(x(tn)) — H(x0)) para el sistema

(2.29) con jets de orden M = 16 evaluados en . Se utilizo tolerancia ergyior = 1020,
orden de expansion N = 24 y 40 pasos temporales de tg = 0 a tyq, = 1.7. Izquierda: 0F
respecto a la energia inicial en la primera mitad de la integracion. Derecha: log; 0(0E +1)

respecto a la energfa inicial en toda la integracién.
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Capitulo 2

Todos los ejemplos construidos en la tltima seccién han sido evaluados en una vecindad
con un radio de r = 0.1 alrededor de x,. Sin embargo, nada asegura que ésta sea una buena
eleccion para dicha vecindad. Estudiar cuél es el tamano méaximo que una vecindad puede
tomar para que los jets arrojen soluciones precisas se vuelve una pregunta natural al ver
las graficas y tablas de estos ejemplos. Por otro lado, hemos visto en este iltimo ejemplo
como una vecindad inicial puede deformarse bastante rapido cerca de una curva limite
cuando en el oscilador armonico, en cambio, no se deforma nada. Establecer una métrica
de deformacion se vuelve, también, una forma de andlisis del estudio de vecindades de
alguna condicion x, dada para algin sistema de ecuaciones diferenciales a trabajar. En
el caso del péndulo simple, se observa como después de cada periodo de oscilacion, el jet
se deforma de manera tal que las soluciones cercanas no cruzan la condiciéon inicial al
mismo tiempo que Xg; esto se puede estudiar si pintamos una seccién transversal a las
soluciones del péndulo que pase por Xq y observamos en qué tiempo cruzan las vecindades
ésta seccion. El TJ ha funcionado muy bien en ver como varian las vecindades de las
ecuaciones estudiadas en esta seccion, y esto nos motiva a desarrollar indicadores sobre
la dindmica de los sistemas de ecuaciones en general, atin cuando no se pueda obtener
su solucion explicita. Es importante notar que no siempre se tendrd la posibilidad de
comparar con aspectos cuantitativos como en los ejemplos son las curvas de nivel. Esto
motiva a que dichos indicadores nos ayuden a conocer el espacio fase atun cuando no
sepamos todas las cantidades conservadas.
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Capitulo 3

Indicadores Dinamicos del TJ

En los ejemplos del capitulo anterior se ha evaluado la precision del método de Taylor
con y sin el Transporte de Jets (TJ). Hemos estudiado casos hamiltonianos en donde
las soluciones a las ecuaciones diferenciales viven en curvas de energia constante sobre el
espacio fase. Es importante tener en cuenta que éste es so6lo un subconjunto de casos en la
familia de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias. Nuevos elementos aparecen en
los campos vectoriales impuestos por la forma mas general de (2.1) como érbitas periodi-
cas, atractores, repulsores o atractores extranos [2]. La idea de los indicadores dinamicos
radica en encontrar estructuras que nos permitan catalogar a los campos vectoriales, sean
hamiltonianos o no, y sacar informaciéon relevante acerca de las soluciones al sistema de
ecuaciones dado.

Hay que destacar que el TJ no sirve tinicamente para dar indicadores dinadmicos del
espacio fase. Hay realmente muchas cosas que se pueden aprovechar al tener la solucion
parametrizada por polinomios. Entre éstas estan hacer simulaciones de Monte Carlo o
hacer variacion de los pardmetros de las ecuaciones.

§3.1 Un poco de motivacion via Exponentes de Lyapu-
nov a Tiempo Finito

El Transporte de Jets nos permite saber qué pasa con el flujo entre condiciones iniciales
vecinas. En este sentido, si se hace un transporte alrededor de x(, sabemos como es el
flujo de xo+9x¢. Por esto, los Exponentes de Liapunov a Tiempo Finito (ELTF) emergen
como una motivacion natural a los indicadores que seran propuestos en este capitulo. Un
ELTF es, sin entrar en muchos detalles, el promedio en un lapso finito de tiempo de la
tasa de maxima expansion entre dos condiciones iniciales cercanas. La construcciéon que
aqui se plantea sigue a Shadden, Lekien y Marsden en [16].
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Consideremos dos condiciones iniciales vecinas X v o = Xo + 0Xo en D C R con
flujos &(T';to,%0) v ¢(T';to, x0) respectivamente, después de un intervalo 7' de tiempo,
con 0xy < 1 y en alguna direccion arbitraria . La diferencia entre los flujos después de T’
es

do(T'; o, Xo)

0x(T) = ¢(T's to, xo) — &(T'; to, Xo) = dxo

%0 + O ([|0%0l[3) - (3.1)

Ignorando el término de orden cuadrético en dxg, se puede encontrar la magnitud de la
perturbacion al tiempo 7" via la norma estandar

16%(T)|, = \/<M5XO, M5x0>. (3.2)

dXO dXO

La méaxima expansion de (3.2), se encuentra en la direccién donde dx esté alineada con
el eigenvector asociado al maximo eigenvalor de la matriz*

T o, x0) " do(T:;
Ao, T) 1= 21 d’;s”“]) i d’}:’XO). (3.3)

Es decir,

méx [|0x(T)[| = \/Amax(A) 19 [|* = eI 55 |
X0
con 60Xy en la direccion del eigenvector asociado a Apar(A) ¥y

o(xg,T) := ﬁln Amaz (A (X0, T)) (3.4)

el maximo ELTF integrado a tiempo T asociado al punto que en t, pasa por xq. Como
se mencionaba al principio de la seccion, o(xg,T’) nos da la tasa de méxima expansion
de xo promediada en el intervalo 7. Calcular el ELTF es facil con el TJ ya que, por la
parametrizacién polinomial de ¢(t;to, xg + &), A(Xg, 1) se puede calcular directamente
usando jets de orden M = 1. Con esto, se puede estudiar el espacio fase de una campo
vectorial dado ya que diferentes valores de o representan diferentes tasas de expansion
para la misma escala temporal.

La Figura 3.1 presenta al campo escalar de los ELTF calculados a partir de (3.4) para el
péndulo simple descrito por (2.27). Es interesante ver como la separatrices del péndulo
coinciden con los valores mas grandes de o en el espacio fase. En [15], se hace un analisis
profundo para detectar diferentes regiones en el espacio fase, que ahi nombra como Es-
tructuras Lagrangianas Coherentes, motivado en la parcelas lagrangianas de la mecéanica
de fluidos. Como se muestra en la referencia anterior, no necesariamente el campo escalar

!Esta matriz se suele conocer como el tensor (derecho) de Cauchy-Green.
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Figura 3.1: Campo escalar de los ELTF calculada con (3.4) para el péndulo de (2.27) en
una reticula de 100 puntos por lado, después de un periodo, con tolerancia ergyior = 1010
y orden maximo de la expansiéon M = 25.

de ELTF va a encontrar separatrices, sino puntos cuyas soluciones vecinas se alejan rapi-
damente en el tiempo; esto puede indicar, si, separatrices, pero también caos, o grandes
gradientes de velocidad en el espacio fase.

§3.2 Tamano maximo de las vecindades

Los ELTF son una buena herramienta para ver la tasa de expansion de la variacion entre
dos condiciones vecinas. Esto es una buena motivante para el Transporte de Jets, ya que
no se tiene, a priori, la restriccion de la linealidad que se tiene en el caso anterior. Lo
unico que se hizo para adaptar el TJ al campo de ELTF fue tomar un desarrollo a primer
orden de las soluciones de un campo vectorial dado. Sin embargo, si las expansiones de
los polinomios son de orden N > 1, entonces las deformaciones en las vecindades de
Xy exhibiran términos no lineales para cada término del flujo y, asi, se puede obtener
informaciéon mas precisa con los indicadores pertinentes®. Intuitivamente, entre mayor
sea el orden de expansion de los jets, mejor serd la aproximacion a la solucion real en las
vecindades de xg v mas grandes pueden ser las variaciones respecto a Xg; sin embargo,
no se ha analizado qué tan grandes deben ser dichas variaciones para estar bajo una
tolerancia impuesta.

2La Figura 2.8 es un buen ejemplo de c6mo no siempre las deformaciones lineales son suficientes si la
variacién es suficientemente grande.
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Figura 3.2: Evaluaciéon del TJ para ¢ = (40.1,0)7 en un periodo del péndulo simple
en tres distintas secciones para una tolerancia ergyior = 10710, jets de orden M = 4 y
expansion de orden N = 24 Las integraciones nominales de xg &+ £ se representan con las
curvas negras no sélidas, mientras que la integracién para xg son las curvas negras solidas.
En verde: xo = (7/6,0)T, En azul: xg = (27/3,0)T y En rosa: xg = (157/16,0)%.

Los coeficientes de la expansion de ¢(t;tg, xo + &) dependen de qué tan grandes son las
variaciones de las vecindades de la condicién tomada para el flujo. La Figura 3.2 muestra
como para la misma variacion & = (40.1,0)7 el transporte no siempre se comporta de
la manera. Mas cerca de la separatriz, las evaluaciones se parecen muy poco a flujo real.
Asi, una forma de controlar qué tan grandes pueden ser las variaciones alrededor de xg
es acotar la contribucién del ultimo término a una tolerancia dada; es decir,

a’M max S €jet

donde ¢(t;t0,x0 + &) = Pox,(§) = Z%Zl alPem con alf el maximo coeficiente m =
|m]|, del jet al tiempo ¢,.

Se busca controlar el maximo de estos coeficientes, de modo que

1

gmaa: = min <€j€t ) " . (35)

ml=M \ (™)

es el radio maximo que la vecindad Uy, puede tomar para estar debajo de la tolerancia
impuesta.

Con ésto se establece qué tan grandes pueden ser las variaciones de x, sin que las defor-
maciones del jet repercutan de manera dréstica en las soluciones evaluadas. Esta es una
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manera de establecer una frontera a las vecindades que se puedan tomar alrededor de x,
al aplicar el TJ.

La seccion 2.2.2 muestra como la dinamica del campo vectorial exige que las deforma-
ciones de Uy, sean muy grandes y, como se observo en la Figura 2.14, después de cierto
tiempo la energia deja de conservarse, lo cual implica que la soluciéon ya no obtenida
con el TJ ya no es una buena aproximacion de la solucion real. Visto de otro angulo, la
vecindad en la que se evalu6 era demasiado grande para ser correctamente representada
por la parametrizacion de las soluciones.

0.50 — £=(0, = &mad)’
3

= (0, Emax)T

0.25

G
= 0.00
-0.25¢
0585 05 10 15
th
Figura 3.3: Diferencia de energia §E(t,) = —— (H(x(t,)) — H(x)) para el sistema

€machine

(2.29) con jets de orden M = 16 evaluados en &4 = 0.0235, el cual se calculd con
€jet = 10714, Se utilizo tolerancia €Taylor = 10719, orden de expansién N = 25 y 40 pasos
temporales de tg =0 a tyq, = 1.7.

En la Figura 3.3 retomamos al sistema (2.29) que, en su momento, vimos c6mo la energia
divirgio. Ahora podemos ver que, al establecer una tolerancia €., = 1074, las variaciones
de energia para ambos casos £&,,4, SON MAS pequenas que €mnachine = 2.22 X 10716, Esto
implica que establecer un tamano méximo de las vecindades reduce drasticamente el error
de las soluciones calculadas. Esto, sin embargo, tiene un costo relativamente alto, ya que
Emar = 0.0235 < 0.1, donde 0.1 fue la variacién respecto a Xy que se habia escogido
arbitrariamente en la secciéon 2.2.2.

Emae depende fuertemente de la tolerancia € escogida y de la condicién inicial en donde
se busque saber la variacion maxima posible. En general, entre mas se deforme el jet
con la evolucion del flujo, menores seran las vecindades en las que las evaluaciones de
o(t; to, Xo+&) queden debajo de €. Con esto en mente, el tamafio maximo de la vecindad
puede servir como un indicador similar a los ELTF, ya que es sensible a la separacion entre
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condiciones iniciales cercanas. El tamano de vecindad va a detectar grandes gradientes
de velocidades, presencia de separatrices en el espacio fase y regiones de caos en 6rdenes
no lineales de la vecindad de las soluciones. Se muestra en la Figura 3.4 como ¢(t; o, Uy, )
consta de una Uy, considerablemente mas pequetnia que en la Figura 2.11.

\
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r 0.00
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r—0.15
r—0.20

0.6+

r—0.25
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r—0.30

q

Figura 3.4: Solucion para (2.29), con condicion inicial sobre la separatriz, donde gy = 0.7.
Aqui, los jets son de orden M = 16, en 8 pasos de integracion desde tg = 0 hasta tyq, = 1.7,
evaluados para &nae = 0.025. Se utilizo tolerancia ergyior = 10720 y orden de la expansion
N = 25. En gris estan las soluciones a xg £ &pqe sin utilizar TJ. La tolerancia para &,
es de €jer = 107°.

Dicho lo anterior, y a modo de comparar con los ELTF desarrollados previamente, tome-
mos el caso del péndulo simple, que tiene una separatriz que divide la zona en donde el
péndulo oscila respecto a un punto de equilibrio (“rotacién”) y la zona donde el péndulo
completara periodos completos de oscilacion (“libramiento”). A diferencia de la Figura
3.1, la Figura 3.5 alcanza sus mayores valores en el centro, que es donde las velocidades
del campo vectorial son menores y, en cambio, en los valores de la separatriz, se alcanzan
los minimos valores para ., va que es donde los jets sufren mayores deformaciones.
Sin embargo, esta figura nos da informacion equivalente a los ELTF, ya que, cualitati-
vamente, presenta la misma informacién y nos indica sobre la presencia de la separatriz.
De hecho, si las no linealidades de &4, no contribuyen de manera importante al calculo

de ésta, entonces &4, (%0, T) m

§3.2.1 Tasa de expansién y contracciéon

Otra forma de obtener informacion sobre los flujos es viendo la tasa de deformacion de los
jets propagados en el espacio fase. La ventaja de esto sobre el campo escalar de ELTF o del
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Figura 3.5: Campo escalar de los tamanos maximos de vecindad &,,4, para el péndulo
de (2.27) en una reticula de 60 puntos por lado, después de un periodo, con tolerancia
€Taylor = 10710 y orden maximo de la expansion N = 25.

tamano méaximo de vecindades es que aqui es posible saber en qué direcciéon se tienen
la mayor y menor deformacién respecto a un punto en el espacio fase. Este indicador se
relaciona con el espectro de Lyapunov, que no es méas que el conjunto de eigenvalores
A; obtenidos por las raices del polinomio caracteristico P(\) = det(A — A1). El espectro
de Lyapunov nos dice como crece o se contrae la aproximacion lineal de las soluciones
bajo un cambio invertible de coordenadas. Las tasas de expansién y contraccién de
vecindades del flujo ¢(t; to, x0) (1 y (_, respectivamente) nos dicen cuéles son la maxima
y minima separacion de xg con una variacion £ de radio |£(6)] = &naz-

Para obtener dicho indicador se hace el TJ del orden M deseado integrando hasta t = ¢,
se obtiene el radio maximo de la vecindad con el método de la seccion anterior y se evalia
la frontera de Uy, en P, x,(£(F)). Una vez evaluada, se encuentra el angulo de méaxima
(minima) separacion

04(x0) = méx [Py, (§(0)) = Frx, (0] (3.6)

0€[0,27)

y se calcula
_ |’Pn7x0(£(9i)) - Pn,XO<O)” .

gmax

G+ (Xo)

(3.7)

En el caso de un grado de libertad, como los ejemplos hasta ahora planteados, se ha
parametrizado dicha frontera con £(8) = &nae (cos(0),sin(#))” , 0 € [0, 2x]. Evidentemente
no se puede evaluar la frontera de Uy, en un continuo de puntos en la computadora, asi
que se plantean dos maneras de mejorar la precisiéon sobre dichos maximos y minimos:
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» Aumentar el nimero de puntos con los cuales se evaltia 0ly,

= Encontrar 61 de los puntos disponibles y luego aplicas el método de Newton-Rapson
con P, .

Se pueden encontrar 6. y (4 para toda una rejilla de puntos y obtener dos campos
vectoriales y dos escalares, respectivamente. Los campos vectoriales indican, para cada
punto, la direccion de mayor y menor separacion de la condicién xy dada; los campos
escalares indican la magnitud de esto tltimo. En la Figura 3.6 se pueden ver ambos
campos encimados para el péndulo simple donde, para cada punto de la rejilla, hay un
vector en la direccion de maxima (minima) separacion y en color se indica la magnitud
de dicha separacion.

Figura 3.6: Campos vectoriales dados por (cos(f+(x0)), sin(f+(x0)))” sobre los campos
escalares (+(xo) para el péndulo simple, en rejillas de 15 x 15, con tolerancia erqyior =
10729, orden de los jets M = 3 y orden de la expansién N = 25. Izquierda: Campos dados
por 04 (x0) v (+(x0). Derecha: Campos dados por 6_(x0) v (—(xp).

Es curioso ver que, para los campos escalares de (4, se detecta la presencia de la sepa-
ratriz en un modo similar que en las dos subsecciones anteriores. De hecho, (. puede
utilizarse también como un indicador de separatrices, caos y grandes gradientes de ve-
locidad. La Figura 3.7 nos muestra una version mas refinada de los campos escalares
correspondientes.?

Los indicadores desarrollados hasta ahora en este capitulo han sido tomados del anéalisis
que hace Daniel Pérez-Palau en sus articulos. Estos fueron replicados en esta tesis con el
proposito de hacer una exploracion un poco mas profunda de dichas cantidades. Ademas,
éstos se utilizaran en el capitulo de resultados. De aqui hasta el final del capitulo, los
indicadores propuestos ya no son incluidos en el estudio de Pérez-Palau y son contribuciéon
propia a las aplicaciones del Transporte de Jets.

3Se toma la rafz cibica de (4 para achicar la diferencia entre los valores maximos y minimos y que
la imagen sea més legible.
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Figura 3.7: Campos escalares ((+(x))

|

@

@

S

e

para el péndulo simple, en rejillas de 90 x 90,

con tolerancia ergyior = 10~ 20 orden de los jets M = 3 y orden de la expansion N = 25.
Se toma la raiz ctubica para hacer més clara la imagen. Izquierda: Campo escalar (4 (xg).

Derecha: Campo escalar (_(xq

§3.3 Formas Simplécticas

Consideremos la siguiente funciéon

H- MCR!xR? 5 R

(a,p) = H(q,p)

que define al hamiltoniano, cuyas ecuaciones de movimiento son

Si definimos x :=

donde

(qap) = ($17-'-a

. oH
= 5
_0H
P="%q

T94)T, entonces

OH (x)

iy
J

(3.8)

% =

=1%o (39)
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es una matriz de 2d x 2d, 0 es una matriz de ceros de d X d e I es la matriz identidad de
d x d. Notemos que (3.9) cumple

wl = —w (3.10)

para cualquier d.

Definiciéon 3.3.1 Sea w una matriz que cumple las propiedades (5.10). Se dice que una
matriz g es stmpléctica si
gTwg = w. (3.11)

Las matrices que cumplen la definicion anterior forman un grupo simpléctico denotado
Sd(d), que son un caso particular de los grupos de Lie.

Los grupos de Lie son grupos cuyos elementos dependen de un nimero finito de para-
metros, i.e., g = g(n) = g(m,-..,nn). Dicho esto, y como se menciona en [17], para los
calculos se suele escoger una base para operar dichas matrices y, para transformaciones
infinitesimales del espacio fase, éstas toman la forma

g(dn) =1+ T, (3.12)

con {Ty,...,Ty} un conjunto de rotaciones® sobre el espacio fase.

Notemos que si al grupo de rotaciones (3.12) le imponemos la condicion (3.11) de sim-
plecticidad

2
) Oy
(1+T) w1+ mT)=w = w+ (T)"w+winT + (SnTHwsnT = W,
obtenemos una forma explicita para que éste sea simpléctico
(6nT) w + winT = 0. (3.13)

En caso de tener un hamiltoniano H(x), basta darse cuenta que

2 . 0?H _ _9*H
» H(x) es, al menos, C*(M); esto es, Boion; = Bas0ur-

» Los generadores de las transformaciones infinitesimales del sistema de EDO (2.1)
estan dadas por A;;(x) := %m(jx). A, j(x) son los elementos de matriz de A(x), la
cual se conoce como matriz de estabilidad del sistema.

4Dichas rotaciones representan las deformaciones infinitesimales de las transformaciones de g.
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» La matriz de estabilidad puede representarse en términos de w como A(x) = w=(x),

donde Z(x) = [%%;)] es la matriz hessiana o matriz de segundas derivadas de
10T

» Como H es C?>(M) entonces = es simétrica y, por tanto, = = =7.

Con las observaciones anteriores podemos ver que

Asi, cualquier sistema hamiltoniano es un sistema simpléctico y cumple

At +wA =0 (3.14)

Regresemos, como siempre, al caso del péndulo simple. Sabemos, por (2.26), que es un
sistema hamiltoniano y, por tanto, debe de cumplir (3.14). La matriz de estabilidad de

éste® esta dada por
0 1
Apend(07p9) = |:_ COS(@) 0:| )

entonces

T 10 —cos(@)] | 0 1 0 1 0 1
Apenaw + wApend = [1 0 -1 0 - —1 0] |[—cos(d) 0O

_ [coso(e) (ﬂ N [— c%s(e) _01] _0

probando “a mano”, que es un sistema simpléctico. Sin embargo, la matriz de estabili-
dad también se calculdé a mano, y ese es un proceso que la construccion polinomial del
Transporte de Jets nos puede ahorrar. Dado que parametrizamos las vecindades de la
condicion inicial via xg — Xo + &£ = Pyx,(§), si evaluamos Py «,(€) en el campo vectorial
f obtendremos la parametrizacion de éste alrededor de xq y, como la evaluacién es un

vector de polinomios en &, se puede obtener la matriz de estabilidad cuyos elementos son
A i(6) = 0fi(Po.xg=(0.0) ()

LI\S) T g, :
Ahora, el problema de probar la simplecticidad de esta manera es que la expansion
Po,0,0)(§) es una expansion finita y no representa necesariamente a f(§). Sin embargo,
resulta ser que si un sistema es hamiltoniano, el correspondiente sistema dado por la
expansion de sus funciones en series de Taylor hasta orden M < oo también lo es.

5Se toma por simplicidad y sin pérdida de generalidad g =m =1=1.
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Teorema 3.3.2 Sea

H- MCRxR—=R
(¢,p) = H(q,p)

una funcion escalar que define al sistema

0
oH
D= _8_61 = fg(q,p). (3-15)

Si fi es CY(M) Vi, entonces A H : M — R que define a

oH
2 PM
op ~ n (¢,p)

. OH
p= a—q—PfQ(C],p)

q=

con P]{:_/[(q,p) el desarrollo de Taylor de orden M de f;. °

Dem Como f; es C¥(M) Vi, pueden expresarse como

o0

filg,p) = Z ai,jqipj
i,j=0

fola,p) = Z bi,jqipj-
i,j=0

Asi, por (3.15), resolvemos H(q, p) integrando

00 a; .o
H(q,p) = /fl(q,p)dp =y S LARIC)
i,j=0
H(q,p) = —/f2(q,p)dq == S HdTY +6)
i,j=0
encontrando la relacion
Ai+1,5 _ _bi,jJrl
J+1 1+ 1

6E] teorema, es generalizable para M C R? x R?. La demostraciéon queda como ejercicio para el lector.
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y la forma explicita de /¢;

= bi,O i
t1(q) IZZ.Jrlq
i=0

api
la(p) =) i
i=0

Como todo lo anterior es cierto término a término, podemos truncar a cualquier orden
M < ooy construir H con las expansiones truncadas de P} (q,p) vy PY(¢,p). |

Corolario 3.3.3 S H define un sistema hamiltoniano, entonces H es simpléctico.

Asi, como sabemos que los ejemplos construidos hasta ahora vienen de un hamiltoniano
H(q,p), entonces la expansion polinomial f(F 0,0)(§)) define una matriz de estabilidad
simpléctica.

Otra forma de ver la simplecticidad de un sistema es usando directamente (3.11) e inter-
pretando la matriz g. Hay una vision geométrica que plantea Arnold [14] en su capitulo
de variedades simplécticas, donde una estructura simplética representa la conservacién
de flujo dadas las variaciones respecto éste en el espacio fase. De este modo, la matriz g
se puede representar con el jacobiano de ¢(t;tg,xo) que representa dichas variaciones y,
para cualquier tiempo t de la trayectoria, un sistema es simpléctico cumple

J(dt)  wI(o(t)) = w Vt. (3.16)
tal como se propone en la seccion 42 de dicho capitulo del Arnold.

Esta forma de ver la simplecticidad es una mejor opciéon para ver qué tan buena es la
integracion de un sistema Hamiltoniano dado. Como el TJ parametriza las vecindades de
una trayectoria en el espacio fase, se puede obtener ficilmente el jacobinano para cada
punto de ésta, y comprobar la simplecticidad de los sistemas se vuelve un proceso bastante
directo una vez obtenida la soluciéon. En este sentido, ademas de cualquier constante de
movimiento que pueda tener un sistema, éste es un indicador de qué tan buena es la
integracion siempre que se tenga un sistema simpléctico.

La Figura 3.8 muestra la variacion de la cantidad ¢(¢) para el péndulo simple en términos
de €machine. ESta se define como

S(t) = [[7(6(t) w I (6(1) —w||, . (3.17)

y no es mas que el maximo valor absoluto de los elemento de matriz de (3.16). ¢ es
una forma escalar de representar la simplecticidad del sistema para poder visualizarlo
graficamente para cada paso temporal.

Podemos observar en dicha figura un comportamiento browniano, similar a como pasa
con la energia en los ejemplos de sistemas hamiltonianos planteados hasta ahora.
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Figura 3.8: Representacion escalar de la simplecticidad del péndulo simple con condiciéon
inicial (7/2,0) para 200 periodos (1600 pasos de integracién) con orden del jet M = 2,
orden de la expansion N = 24 y tolerancia erqyior = 10710,

§3.4 Variacion de parametros

El TJ nos permite no sélo parametrizar las vecindades de xy en un campo vectorial dado
sino también los parametros que definen al sistema.

Tomemos, por ejemplo, al oscilador armoénico dado por

i(t) + w’z(t) = 0, (3.18)

con hamiltoniano

H(z,y) = 5 (v +wa?), (3.19)

| —

cony=12yweC.

Complejificando el dominio, sabemos la solucién
ve(t) = Ae™ + Be ™!,
donde, si w? > 0, entonces la proyeccion a los reales es
x(t) = acos(t) + bsin(t) (3.20)
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Figura 3.9: Curvas de nivel dadas por (3.19) para diferentes valores de w?.

y, si w? < 0, la proyeccion es
z(t) = ae*’ + Be . (3.21)

Observamos en la Figura 3.9 como las curvas de nivel cambian para distintas w?. En
particular, observamos que las soluciones cambian de topologia cuando w? cambia de
signo. Con esto, pensar en una parametrizacion del pardmetro resulta una herramienta
poderosa en el estudio de este tipo de sistemas ya que, por un lado, puede funcionar
como un indicador para cambios de topologia o bifurcaciones de las soluciones y, por
otro, ayudar a encontrar conjuntos de soluciones cuando los parametros no se conocen
con exactitud.

Para hacer esto con el Transporte de Jets, basta con incluir al pardmetro o los parametros
que se quieran variar en el sistema de ecuaciones como A = 0, donde A es el conjunto de
parametros que se quieren variar. En este ejemplo el sistema queda como

T=1y
= —w’r
w? =0

La Figura 3.10 muestra el Transporte de Jets para w? para la condicién inicial w? =
w2 + 6£. En este caso wi = 0y 66 = +0.5. Resulta que el TJ si muestra el cambio
de topologia dado por el signo de w?. Sin embargo, hay que ver qué tan precisa es la
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-1.0 05 00 05 1.0 0 100 200 300 40(

X X

Figura 3.10: Solucion para condicién inicial xg = (1,0,0) y variacion del parametro para
dw? = 0.5 en la izquierda y —0.5 en la derecha. dw es un polinomio de orden 30, y el
desarrollo de Taylor para la solucién es de orden 24, con tolerancia de 10720, Son 25 pasos
de integraciéon de 0 a 2.

solucion, donde se puede revisar la conservacion de la energia al evaluar el hamiltoniano
para ambas variaciones.

El flujo conserva la energia cada vez menos conforme pasa el tiempo como se observa en la
Figura 3.11; de hecho, la solucion que diverge mas pierde hasta 15000 epsilons casi al final
de la integracion. Sin embargo, el error maximo en términos absolutos es de 3.63 x 10712,
lo cual es bastante aceptable. Notemos que el caso que mas diverge en energia coincide
con el que méas diverge en el espacio fase. Para w? > 0 las variaciones son de apenas
40€,aneine, donde este sistema es uno que consta de puros centros.

Los indicadores desarrollados hasta ahora refuerzan el estudio del espacio fase como en
los campos escalares y vectoriales de &4 v 0+, permiten tener alternativas al método
de Monte Carlo como en la parametrizacion de parametros, nos dan formas de evaluar
las vecindades en un radio donde el error sea menor a una tolerancia dada y permiten
corrobrar la simplecticidad de un flujo hamiltoniano. Estas se utilizaran en un problema
especifico, el problema circular de tres cuerpos, el cual se desarrollara en el siguiente
capitulo.
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L_ (E(t) — Ep) de la energfa respecto a la condicion

Figura 3.11: Variacion AE = -
inicial para ambas evaluaciones del transporte dw < 0y dw > 0.
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Problema Restringido de Tres Cuerpos

El problema de tres cuerpos interactuando en campos gravitacionales ha sido uno de gran
analisis desde hace més de 300 anos ya que la dindmica de éste tiene comportamientos que
distan de ser obvios. Atin en el caso mas simplificado, o sea, el problema circular de tres
cuerpos (PC3C), presenta alta sensibilidad a las condiciones iniciales, varios puntos de
equilibrio, érbitas periddicas y semiperidédicas y, en general, una rica dindmica. Ademaés,
el PC3C tiene tnicamente dos grados de libertad, lo cual permite un estudio y una
representacion grafica mucho mas clara respecto al caso general. Esto motiva el uso de
las herramientas desarrolladas en el capitulo 3. Para ésto es necesario explorar un poco
la estructura del problema; encontrar sus puntos de equilibrio, sus singularidades y las
“zonas interesantes” del espacio fase.

El caso general se plantea de manera estandar bajo el potencial gravitacional de Newton
entre pares de cuerpos

M M. M
UMl (1'1,1‘2,1'3) =-G 2 G 1m3’ (4.1)
2 1,3
MM M
Unsy (t1,12,13) = —G—— — G 2 (4.2)
T2.1 2.3
M M
U]W3<r17 ro, I'3> = _Gm3 . - Gm3 27 (43)
3,1 3,2

con G la constante de gravitacion universal, r; = x;2 + y;7 + 2;k la posicion de la i-ésima
particula, M; su masa y r;; = ||r; — rj|| la distancia entre las particulas M; y M.

La energia cinética del problema se define de manera usual

3
T(fy,tp,13) = > Mir, (44)
=1

'Notemos la simetria r; ; = r;;, aunque r; ; =r; —Ir; =T; —T; = —T; ;.
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y define un sistema de 6 ecuaciones acopladas dadas por la segunda ley de Newton

M;
.. ] A
Miri = —GMZ E TTI'Z',]‘, (45)
it b
con r; j = :—J un vector unitario en la direccién de r; ;.
¥
Hasta aqui, ninguna restriccion ha sido impuesta, y encontrar simetrias para reducir los
grados de libertad no es facil. Sin embargo, para el problema restringido de tres cuerpos
uno supone que una de las particulas es mucho menos masiva que las otras dos y, por
tanto, las dos més grandes se mueven como si la tercera no existiera. Vale la pena estudiar
primero el caso de dos cuerpos, ver la dindmica entre ellos y luego regresar a la tercer

particula bajo la influencia de estos dos.

§4.1 Problema de dos cuerpos

Dadas que M; y M, son los cuerpos primarios y mg es despreciable, la dindmica de éstos
queda definida por

. My M,
Fl(rl,rz) = M1r1 = -G 3 ryo. (46)
T2
Como 1y o = —T9 entonces Fo = —F, lo cual es equivalente a la tercera ley de Newton. Se

tomara como referencia el capitulo 3 del libro de mecénica analitica de Goldstein [18] para
obtener las soluciones de este problema. Por comodidad llamaremos a r;, simplemente
R y, en términos de ésta, se puede plantear el problema de Kepler, que describe la
aceleracion relativa

. .. . M1 + MQ ~ 5 ~
R = ri —Iro = —GTR = —ER, (47)
con § = G (M; + M,). Multiplicando (4.7) por la masa reducida ~y := % obtenemos

las ecuaciones de movimiento de la fuerza relativa de M; respecto a Ms.

El problema de Kepler conserva el momento angular L := R X p, ya que

dL d

0 0
= = (RXVR) —RX R+ R xR = -RxX GLR =0 (4.8)

y, por tanto, L = constante. Asi, Ry R son perpendiculares a L y por tanto, viven en
un plano que por comodidad se escoge en xy.
Una mejor descripcion del movimiento se puede obtener en coordenadas polares, donde
R = cos i + sin 07,
0 = — sin 0i 4 cos ), (4.9)
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con z = 0 en el plano de movimiento.

Haciendo la regla de la cadena obtenemos las expresiones para RRyR

R = Rcosfi+ Rsinfj = RR, (4.10)
R = (Rcos& — Rsin 09) 1+ (Rsiné’ + R cos 99) j= RR+ R66, (4.11)
R = (R - R92> R+ (Ré + 239) 4. (4.12)

En este sistema de coordenadas es facil ver que
L=|L|= HR x VRH - H (RR 00+ 01%) x (Rz% + RO+ oz%) H — YR,  (4.13)

obteniendo asi
L

O(R) = ot

(4.14)

Con (4.12) podemos replantear (4.7) y obtener las ecuaciones de movimiento en las nuevas
coordenadas

RO+ 2R =0, (4.15)

s

(4.16)

Notemos que la primera queda resuelta por (4.14) mientras que la segunda, usando que
R= %9, se convierte en

R ., dR . 3
- —f0 — RO? = ——
FTEAAT) R
donde )
) . . d
G 2L 2LdR; 217 dR
YR3 ~R3 df Y2 R5 df

Esto y (4.14) se sustituyen en (4.16) para obtener
L (@R 1 (dR\* L\ 8
2R\ do2 R\ db - R

Finalmente, si hacemos u(R) := +, se simplifica la ecuacion diferencial a

1
R’

Lu B

AR (417)
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. L, e . 2
que no es més que un oscilador armoénico con forzamiento constante % Obtenemos
explicitamente la solucion para u:

u(f) = i—f (14 ecos(d —6y)),
LQ

L R(0) = B2 (1 + ecos( — 6))

(4.18)

Esta es la distancia relativa que tienen M; y M> en funciéon del angulo #. Notemos que
(4.18) representa diferentes secciones conicas en coordenadas polares y depende de la
eccentricidad e tinicamente.

§4.2 Problema circular de tres cuerpos

Ahora se tomara a la tercer particula considerando que sea mucho méas pequena que las
otras dos, i.e., mg < My < M. Asi, m3 es ignorada en la dinamica de M, y M; y, por
tanto, la solucion para los cuerpos primarios es la desarrollada en la seccion anterior. Sélo
queda estudiar la dindmica de mg en relacion a M; y M, para describir completamente
al problema.

Para el caso circular, se toma e = 0 y, asi, la distancia entre las masas primarias

LQ
R=_—" 4.19
3 (4.19)
es constante.

Con ésto, la velocidad angular también es constante y, con (4.19) en (4.14), se plantea

. [BR G (M, + M.
Q:=0= %: %. (4.20)

Para la dinamica de ms conviene establecer un marco de referencia en rotacion donde M;
y M, estén en reposo. Dicha rotacion tendra velocidad angular € y estara basada en el
centro de gravedad entre las dos. En el apéndice B se muestra la transformaciéon para dicho
sistema. Especificamente aparecen la aceleracion de Coriolis, la aceleracion centrifuga, y
la aceleracion inercial que es cero en este caso, dado que el origen es el centro de gravedad
entre M; y M,. Dichas fuerzas, aunque se llamen ficticias, no aparecen de la nada. Estas
son el resultado de la rotacion de las masas primarias alrededor del centro de masa y, por
tanto, deberan hacer que el sistema siga siendo conservativo.

Las ecuaciones de movimiento para ms en el sistema en rotacion son

i+20 x i =-VV(r), (4.21)
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conr = (z,y, z) la distancia de ms al centro de gravedad, R =r; —ry = (1, +72,0,0) la
distancia entre My y My y

M,
[ — 14|

V(r) = (—G G- 39%2) , (4.22)

v —raf 2
que se conoce como pseudo-potencial, ya que si la velocidad es distinta de cero, la
fuerza de Coriolis debe ser considerada para la dindmica de la particula.

Con el afan de reducir el nimero de parametros que definen al problema, trabajaremos
en unidades especiales tales que

My + My =1 um,
R=ry—(—r)) =1 ud,

Q-1
ut
d3
— G = 1t2“—. (4.23)
u -um

Estas nos permiten ademas adimensionalizar las ecuaciones de movimiento. Para ésto, es
comodo poner el origen en el centro de masa entre M, y M,, y a éstas alineadas sobre
el eje x, asi CM = (0,0) = (—Mjry + Mary,0) obteniendo —ry = —Ms y 79 = My, ya
dividiendo entre las unidades establecidas en (4.23). Definimos el parametro de masa

M=

con el que podemos replantear todo en términos adimensionales

Ml =1- 122

M, = M

T = =,
ro=1- K,
G=1,
Q=1 (4.24)

Asi, (4.22) se expresa como
1 —p B L

V() = Viz,y) = - @) ()

VEe+u)?+y? @ —1+p)?+y?
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y las ecuaciones de movimiento asociadas a (4.21) son

i = v, (4.26)
Y = vy, (4.27)
0oy g A=t e —14p) (4.28)
pe y — ) .
R LR Y/ Wy )
1 —
by + 20, =y (1 - R a 3) , (4.29)
VE+p)?+y @ —1+p)?+y?

donde todo queda en términos del Gnico parametro p y el sistema es inicamente de dos
grados de libertad, como se mencion6 al principio del capitulo.

Existe una primera integral del sistema si hacemos el producto interno de (4.21) por T,
que resulta en

v = ox dy
Lo oy dV_
— 5(1’ —I—y)— E—V OJ
L,

con C; la constante de integracion que se conoce como constante de Jacobi o energia
de Jacobi el cual sera 1til para el TJ como pardmetro para verificar la precision en las
integraciones.

§4.2.1 Puntos lagrangianos

Atn sin que el problema sea conservativo si no tomamos en cuenta las fuerzas de Coriolis
ya sin ésta la energia mecanica no es una constante de movimiento, vale la pena estudiar
las curvas de nivel del pseudo-potencial, o curvas de velocidad cero, ya que éste nos dara
una buena intuicién sobre como serd la trayectoria de nuestra particula. De hecho, los
puntos de equilibrio seguiran siéndolo cuando se tome el sistema completo, ya que en éstos
la velocidad es cero?. La Figura 4.1 presenta dichas curvas de nivel, donde se observan
tres puntos singulares en el eje alineados a M; y M, que se suelen llamar Lo,L; y Ls,
respectivamente. Otros dos existen para y # 0 los cuales se conocen como Ly y Ls. Estos
cinco reciben el nombre de puntos lagrangianos en honor a los estudios de Lagrange y
Euler sobre el tema [19,20].

2Estos puntos de equilibrio se vuelven érbitas periddicas de velocidad angular constante en el sistema
inercial.
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Figura 4.1: Curvas de nivel para el pseudo-potencial V(z,y) con p =5z, R=1y G =1
unidades adimensionales.

Siguiendo el desarrollo de [21,22], encontraremos donde estan dichos puntos singulares y
se hara un anélisis de estabilidad de éstos.

Los tres primeros se dan cuando y = 0, quedando por resolver iinicamente cuando v, = 0.
Esto plantea una ecuacion de quinto grado en x complicada de resolver analiticamente.
Sin embargo, cuando M; es considerablemente méas grande que Ms, se puede tomar la
aproximacion a primer orden de p y conseguir

(-],
Ly~ (R {1+ (g) } R,O) ,

Ly~ (—R {15?—‘2”} R, 0) . (4.31)

También se pueden obtener estos valores numéricamente para cualquier p, pero hace un
poco méas complicado el anélisis de estabilidad ya que no se consiguen en funcion de pu. Sin
embargo, como se observa en la Figura 4.2, para yu = % si se llega a notar la diferencia.

Para obtener L, y L; es importante destacar que la fuerza centrifuga es, por definicion,
radial hacia afuera. En este sentido, en la direccion radial se deben balancear la fuerza
centrifuga con la gravitacional. Esto hace que el balance en la direcciéon tangencial sea
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Figura 4.2: Proyecciéon del pseudo-potencial en el eje x para ver sus puntos de inflexién.
Aparecen Ly, Ly y L3 calculados con (4.31) (verde) y numéricamente (naranja).

debido tinicamente a los dos cuerpos primarios interactuando bajo sus campos gravita-
cionales. Para ésto, se proyecta la fuerza hacia sus direcciones radiales y tangenciales con
los vectores r| = (z,y) y r1 = (—y, ). Asi

1 1-— T+ r—1+ 1—pwx T
[ :g(_( u)g( B : o« 3#) +MT)
T Ty 1,3 Ta3 13 723
1-— 1 1
'-FL:M(T_T>’
rL 13 Ta3

es decir, la condicion para que la componente tangencial de la fuerza se anule es que
ambos cuerpos estén a la misma distancia de la particula mgs, lo cual tiene sentido ya que
el sistema tiene el origen en el centro de masa entre M; y M.

Para la componente radial, tenemos que

Fn:lI‘n'F:l((3?2+y2)—(1—ﬂ) ((xt,—u)%ry;)—u((x_ls,—ererTz))

al T T3 1,3

pero 113 = ra3, por lo que lo anterior se simplifica a

2 7:E2+y2 1 _ 1
= 7“” R3 Til)’,3 '
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Encontramos asi que ri3 =13 = R. Ly y Ls

cuya base es la distancia entre M; y M. Asi,

forman un triangulo equilatero de lado R,

1—2u V3
L( 2 ,_2>, (132
1—2u 3

tal como se ve en la Figura 4.3.

Figura 4.3: Diagrama que muestra la posicion de Ly y Ls en unidades normalizadas
donde R=1, M; + Ms = 1.

La estabilidad de éstos puede estudiarse viendo como se comportan las ecuaciones de
primera variacion alrededor de los puntos de equilibrio, tal como se hace en [21]|. Para
esto basta construir la matriz de estabilidad

o0 (x) 2 (x)
A(x) = : : ,
o (x) o (x)
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donde x = f(x) y encontrar los eigenvalores de ésta para determinar qué tipo de punto
singular se trata. Para este caso

0 0 1 0
0 0 0 1
A(XLi): Bv'z(;;cLi) 8v‘z(§>y<Li) 0 20| - (434)
61}’1! (X i ) av.y (X i )
8acL ayL —20 0

la cual serd evaluada en los puntos lagrangianos x,,, donde

Ob, 1— 1— 2 — 1+ p)?
90, _ 3u+3( u)gmﬂé) _%Jr?)u(x 5+u)’
Ox 13 713 733 Ta3
di - 1 — )y 2
R T (T T S
dy 1,3 13 Ta3 T2.3
v, 00 1—p)(z+ x—1+
_ 0% _ g, ( u)5( m : D) | (4.35)
dy ox )3 53

con 7; 3 la distancia a M;.

Para Ly, Ly y L3 se puede mostrar que son equilibrios inestables sin importar el valor de
los cuerpos masivos [23|. De hecho, sustituyendo para L; y Lo se obtiene

Ay = +4/1+2V7,
oy = +i\/2V7T - 1,

mientras que en L3 obtenemos

3(1—p)
81
oy = +iVT,

Ay ==

Y

donde Ay € R en ambos casos, lo cual representa sillas en el espacio de configuraciones.

Sustituyendo Lyy Ly en (4.35), se obtiene que 2% = 42 %—Z’ =+2y %L; = j:%g(l—lu),
cuyos eigenvalores son

i
Ay = i§\/2 — /27(1 — 2u)2 — 23,

oy = j:%\/Q +/27(1 — 2p)2 — 23.
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Estos puntos seran estables si sus eigenvalores son puramente imaginarios, cuya condiciéon
se cumple si

2> /27(1 — 2u)2 — 23,
23 < 27(1 — 2p)2.

Lo primero es equivalente a que

1 23
< =—[1—4/— | =0. 4.
S e 5 ( 27) 0.0385, (4.36)

y lo segundo se da siempre que lo primero se cumple?.

Asi, vemos explicitamente la condicion para la estabilidad de los puntos Ly y Ls.

§4.2.2 Curvas de velocidad cero

Un tltimo analisis que vale la pena hacer son las curvas de velocidad cero (CV0). Estas
son el punto maxmimo de retorno para una energia dada en el espacio de configuraciones.
Este estudio se guia de las notas de Mireles en [23]. Podemos pensar, como analogia, que
para una energia potencial dada, una particula en caida libre no podra rebotar mas alto
que cierta altura h de la cual empez6. De hecho, justo cuando la particula alcance dicha
altura, su velocidad sera idénticamente cero y volveréd a caer.

Para encontrar estas curvas en el PC3C, se impone cierta energia de Jacobi C; y se traza
la curva tal que la velocidad sea cero, i.e.,

1
(x7y70a0) = {V | VZECJ}

Como en el ejemplo de caida libre, todas las trayectorias estaran atrapadas “debajo” de
esta curva y restringe las secciones en las que mgs se puede mover.

La Figura 4.4 muestra algunas de estas curvas con consantes de Jacobi alrededor de Ly,
Ly y L3 y algunas variaciones respecto a éstos. Al ser puntos tipo silla, dividen al espacio
en regiones. Kl caso mas interesantes estd entre las energias de Ly y Lo, ya que entre
éstas se pueden disenar condiciones iniciales que se queden siempre orbitando entre los
dos planetas, o que se quede s6lamente en uno de ellos.

La exploracion del problema circular de tres cuerpos nos llevo a la adimensionalizacion de
las ecuaciones de movimiento, resultando que éstas dependan tinicamente del parametro

3Esto es equivalente a que la masa principal sea aproximadamente 25 veces més masiva que la otra
(1/26 = 0.0384 =~ u.).
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CVO0 en G(Ly) CV0 en G(Lz) CVO0 en G(Ls)
1.0F
05
0.0F @) e
0.5+
1.0+
1.0 05 00 05 Lo 10 05 00 05 10 10 05 00 05 10
CV0 en %(q(;_l) +G(L2)) CVO0 en G(Lz) + 6E CV0 en Gj(L3) = 6E
1.0} 1.0F «
05 05
0.0 00f + @) +@ +
0.5 0.5¢F
1.0+ 1.0+ J
-ll.lJ -DI.S O.IEI 0.‘5 1;0 -1‘.0 -DI.5 O.IIJ O.I5 1.ID -ll.tl -D‘.S 0.‘0 O.I5 1.Il]

Figura 4.4: Arriba: CV0 sobre los puntos L1, Ls v Ls, respectivamente. Abajo: CVQ
sobre variaciones en energia sobre las de arriba, donde se tom6 una variaciéon respecto a
la energia de Jacobi §E = 0.05. Se graficaron las energias mayores o iguales a la constante
de Jacobi para ver la “seccién prohibida” de las trayectorias.

i, €l estudio de los puntos lagrangianos y el tipo de equilibrio que tienen, y las CVO0,
que ayudan a determinar las secciones por las que ms se puede mover. Con ésto, las
herramientas del TJ pueden encaminarse de una manera mas eficiente, lo cual se hara a
fondo en el proximo capitulo.
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Resultados

En el capitulo 4 se estudio el Problema Circular de Tres Cuerpos (PC3C). Dos particulas
primarias orbitando en un plano a velocidad constante respecto a su centro de masa y una
tercera influenciada por las otras dos con una dinamica muy rica. Es rica por elementos
como la sensibilidad al pardmetro de masa, dada por la ecuacion (4.36), la sensibilidad
a condiciones inciales cercanas, las regiones discriminadas por su constante de Jacobi, o
sus cinco puntos lagrangianos. Esta seccion busca explotar el Transporte de Jets (JT)
como se describe en el capitulo 2 asi como los indicadores y herramientas desarrolladas
en 3.

Este capitulo se divide como sigue: La secciéon 5.1 parametriza a p y hace un TJ de dicha
parametrizacion. La seccion 5.2 estudia la probabilidad de colision entre dos asteroides
orbitando cerca de la Tierra. Luego, en 5.3 se estudia la simplecticidad del PC3C. Final-
mente, en la seccion 5.4 se presentan los campos escalares y vectoriales de &4 v 0+ v se
compara con los resultados para el campo de ELTF.

§5.1 Parametrizacion de u

Como se analiz6 en la seccion 4.2.1, L; = L;(u), es decir, los puntos de equilibrio del
PC3C dependen todos del parametro de masa del sistema. Los puntos L4(p) v Ls(p) son
de particular interés ya que, a diferencia de los otros tres, seran estables si u < p., donde
te es el parametro critico de la masa dado por (4.36).

El analisis de eigenvalores alrededor de los puntos singulares nos da como es la estabilidad
de dichos puntos. Sin embargo, es interesante ver las soluciones cerca de u. ya que nos
permitirad ver directamente en el flujo el comportamiento de estabilidad de la particula
que visita a Ly o Ls.

29



Capitulo 5

— 0
—— +0Umax

— _GUmax

0.0 0.2 0.4 0.6
x [ud]

Figura 5.1: Espacio de configuraciones para ¢, con variaciones dp = 0 (azul), 0y = dftmaz
(naranja), y 0pt = —0pbmaz (verde), donde dpimaz = &max(Pn) =~ 0.00329. Para el transporte
se us6d un jet de orden M = 18 con condiciones iniciales (L4I,L4y + Ay, 0,0, ,u).

Para esto, se seguira la filosofia de la seccion 3.4, donde se agregara a las ecuaciones de
movimiento la ecuaciéon

p=0

y se hard un TJ en u, es decir, ésta se parametrizara como

p= pio + 0p,

donde du € M Py y, por tanto, u € M Py también. Se introduce la notacion ¢, (¢; to, Xo)
para referirse a este tipo de transporte. Tomando o = . &~ 0.0385, se esté en el limite
entre la estabilidad y la divergencia alrededor de los puntos Ly y Ls.

Para el transporte, tomaremos como condicion inicial a xy = (L4$, Ly, + Ay, 0,0, ,u) con
Ay = 7 x 10~* para no estar exdctamente en L,. Las variaciones de dyu estardn acotadas
por el tamano maximo de vecindad de la expresion (3.5), es decir, [0u| < |dptmaz| =
Emaz(@u) ~ 0.033 en este caso. Se puede ver en la Figura 5.1 una integracion a 40
unidades temporales. Se observa cémo para du > 0, las soluciones se alejan cada vez més
de L4, mientras que para ou < 0 se queda en cierta localidad. Una forma de observar
este comportamiento de manera més clara es si medimos la separacion de ¢, () respecto
de x( para distintos valores de du. La Figura 5.2 muestra esta separacion en funcion
del tiempo. Se puede observar que mientras mayor sea la variacion de p, mayor es la
tendencia y mayor la amplitud de oscilacion.
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0.5 L|—— 26u3
— Ou/3
— 0
_ 04 [ o —6“}'3 I.-"h"-,l
g —— —26ul3
_e:_i 03 ) — —511' II.' lIII
<]
0.2r
0.1r
O.UO 10

Figura 5.2: Diferencia A¢g,(t) = ||¢.(t) — %ol del espacio de configuraciones para éu €
{_5Nmax7 _25/14771(11:/37 _5,Ufmaac/37 07 5,Ufmaa:/37 25Nmax/37 5Nmax}-

Una forma de ver realmente cudndo el flujo no diverge de la localidad de L, es si podemos
aislar la tendencia de la amplitud de los ciclos. Para esto, se puede usar un filtro de
Hodrick-Prescott, que separa una serie de tiempo en tendencia y ciclo. Sea y; la variable
de una serie de tiempo al tiempo t. Se asume que dicha serie estd compuesta de una
componente de tendencia 7, mas una componente ciclica ¢, es decir, 1, = 7 +¢,.'. Asi, uno
puede encontrar la tendencia, como se plantea en [24], bajo el problema de minimizacion

min (Z(yt - )+ )‘i [(Te1 —7) — (72 — Tt—l)]2> ; (5.1)

p
t=1 t=2

con \ un parametro positivo que regula la variabilidad en la componente de tendencia
de la serie.

Tomaremos la solucion matricial lineal de [25]

yi=(AF+1L)7n (5.2)

! Normalmente se incluye una componente de error 1, que, en este caso, serd absorbida por c;.
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al derivar (5.1) respecto a 74, donde

1 -2 1 0 0
-2 5 -4 1 0 0
1 -4 6 -4 1 0 0
0 1 -4 6 —4 1 0
0 1 -4 6 —4 1 0
0o 1 -4 6 4 1
0 1 -4 5 2
0 0o 1 -2 1

ya que ésta es facilmente programable. De (5.2), obtenemos que 7, = (AF +1,) 'y, y
¢ = y; — 7. Aplicando este filtro en la Figura 5.2, se obtiene el ciclo y la tendencia tal
como se presenta en la Figura 5.3. En ésta, se observa como desde la primera variacion
negativa (0 = —dpmas/3) hacia valores mas negativos, la tendencia decrece después
de llegar a un maximo. Esto quiere decir que la distancia respecto al punto inicial no
diverge, como se habia predicho en el andlisis de estabilidad lineal de (4.34). Por otro
lado, es interesante ver como la amplitud de las oscilaciones en la parte ciclico de A¢,, son
mayores entre mayor sea d,, ya que muestra como aunque la particula tiende a acercarse
a L4, ésta se aleja mas cada vez.

_. 03
o
3 —~ -
& 3
T g2 / S
s . =3
P
- g
° G
5 .// :
=01t "
OD 1 L — —
0 10 20 30 40
t[ut] t[ut]

Figura 5.3: Separacion en tendencia (izquierda) y ciclo(derecha) de los valores de la
Figura 5.2 usando un filtro de Hodrick-Prescott con A = 8000.

Hacer esta separacion ayuda fuertemente al analisis de estabilidad de i alrededor de Ly y
Ls cuando p = p. + dp, pero jseguiran siendo las orbitas en el caso donde p < p. como
en el caso Tierra-Luna?
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) e 0
0.875 . —0— +OUmax
0.870
3
— 0.865
>,
0.860
0.855
0.47 0.48 0.49 0.50 0.51
x [ud]

Figura 5.4: Espacio de configuraciones para ¢, con variaciones dpr = 0 (azul), 0p = Sftmax
(naranja), y 0pt = —0fmar (verde), donde dpimazr = &maz(¢u) ~ 0.0063. Para el transporte
se us6 un jet de orden n = 18 con condiciones iniciales (L4I,L4y + Ay, 0,0, u).

§5.1.1 Caso Tierra-Luna

Dado que en la adimensionalizaciéon de las ecuaciones de movimiento el problema queda
planteado tinicamente en términos de p, basta ver que en el caso Tierra-Luna Mp =
5.972 x 10*'kg, My, = 7.348 x 10*?kg y, por tanto, urz, = 0.01215. Notamos que pry, < fie
por lo que alrededor de L, y L5 deberia haber 6rbitas estables, ain cuando .. sea
grande.

Primero, al hacer el Transporte de Jets a 40 unidades temporales y ver el espacio de
configuraciones como se muestra en la Figura 5.4, se observa cémo las tres trayectorias
It = { =0 maz, 0, O fimaz } quedan siempre orbitando alrededor de Ly, es decir, no divergen.
Resulta que 11,4, = 0.0063, lo cual equivale a una variacion del 52.14 % respecto a urr.
Para ponerlo en perspectiva, urp equivale a que la masa primaria (la Tierra) es unas
81 veces mas grande que la secundaria (luna). Asi, prr £ 0fme. equivale a que la masa
primaria sea 53 y 171 veces mas grande que la otra, respectivamente. Anélogo a la Figura
5.2, la Figura 5.5 presenta la separacion respecto a xq de la solucion. Aqui se puede
observar que, aunque al principio (en las primeras 8 unidades, aproximadamente) las
tendencias y oscilaciones siguen el mismo comportamiento que en el caso anterior, éstas
se vuelven rapidamente arbitrarias, sin tener tendencia aparente ni amplitudes crecientes
en los ciclos.

De hecho, en la Figura 5.6 se muestran los gréaficas al aplicar el filtro de Hodrick-Prescott.
Al aplicar dicho filtro, jno se puede observar absolutamente nada! Ni la gréfica de ciclo ni
la de tendencia tienen ninguna coherencia en realciéon a las variaciones del parametro de
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Figura 5.5: Diferencia A¢,(t) = ||¢.(t) — %ol del espacio de configuraciones para éu €

{_5,Umaza _25Nmaz/37 _5Nma:c/37 0, 5,Umaa:/37 zélimaz/‘?'a 6Umaz} integrado a 40 unidades
temporales.

masa. Esto significa que prp + dp es, en efecto, estable para todo el conjunto de valores
op evaluados alrededor de Ly y Ls. Este es un caso donde el TJ es una herramienta
natural para evaluar la estabilidad de estos puntos lagrangianos y para ver como varian
las trayectorias en funcion de los parametros del problema-. Muchas otras exploraciones
se pueden hacer con variacion de parametros en el problema de tres cuerpos. Sin embargo,

este andlisis basta para ver las capacidades del TJ cuando no son especificamente “jets”
los que transporta.

0.020 —— Bt 0.0075 H
—— 20U/ 3max
— Oul3max 0.0050 H
T 0.015F =—10 _
= —— —OUf3max o
= 3 0.0025
;3 X —20u3max =
S /a < e T py
£ 00101 f = -+ -g 0.0000 -
o ~ 7 o
E u
= -0.0025
0.005 f
-0.0050 F
0 10 20 30 40
t [ut]

t[ut]

Figura 5.6: Separacion en tendencia (izquierda) y ciclo(derecha) de los valores de la
Figura 5.5 usando un filtro de Hodrick-Prescott con A = 8000.
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§5.2 Colision de asteroides

Sean a; y as dos asteroides con la misma energia de Jacobi alrededor de la Tierra. Estos
se veran afectados Gnicamente por la atraccion gravitacional de la Tierra y la Luna. Esta
seccion plantea un modelo ilustrativo que permite encontrar la probabilidad de colisién
entre a; y az, donde los pasos a seguir son similares a los planteados en [1]. Cabe mencionar
que éste es un sistema poco realista ya que, en general, habria que considerar la presencia
gravitacional del Sol, la radiacion solar, la geometria de los asteroides y demas efectos
que influyen en la dindmica de a; v as.

Inicialmente, los asteroides se encuentran a X, (tg) + 0Xqa, (to) ¥V Xay(to) + X4, (to), res-
pectivamente, donde 0x,, € "FPg2. La variacién en cada condicion representa el error de
medicion de éstos. Por tomar una referencia, se tomara la incertidumbre del orden de los
datos del asteroide Apophis en los afios 2012 — 2028 [26], donde definimos A4, := 350
km como la incertidumbre maxima para los asteroides.

La Figura 5.7 muestra la trayectoria nominal de a; y ay para condiciones iniciales con
energia C; = —1.81252 < C;(L;). En esta integracion, la minima distancia entre ambos
cuerpos es de 0.00348 que representa unos 1341 kilometros. Sin embargo, aunque para
esta condicion particular los asteroides no chocan, es posible que si lo hagan dentro de
una integracion con variacién hasta de radio A,,,,. Esto se puede hacer con el Transporte
de Jets de la siguiente manera:

= Hacer una integracion nominal de dos asteroides con energias similares o que se
sepa que pueden tener riesgo de colisién.

! . . .
= Obtener las coordenadas q,(fio) donde la distancia entre a; y as es minima.

= Hacer TJ alrededor de las condiciones encontrada en el punto anterior para encon-
trar la parametrizacion de la vecindad que pasa por la zona de posible colision.

= Encontrar la trayectoria de una distribucion de N puntos al evaluar los polinomios
en la bola 0x; < A, alrededor de q((ffl) para ambos asteroides y determinar la
distancia entre cada par de puntos.

= Definir una distancia D,, para la cual los asteroides chocarian y determinar qué
puntos de la distribucién son menores que ésta.

= Determinar la probabilidad de impacto P como la cantidad de veces puntos que
quedan debajo de D,y respecto al niimero de trayectorias totales N?; asf

# (Hxa — Xq H S Dcol)
P = 1 N22 )

(5.4)

65



Capitulo 5

66

0.50

0251

0.00 -

0.25r

-0.50 -

-0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50

Figura 5.7: Integracion nominal a 7T = 10 =~ wunidades temporales, donde
A, (to) = (—0.373098, —0.0804321, 1.21995, Yo, (a; (t0), Yay (t0)s Tas (t0), C7)) ¥ day(to) =
(—0.27324, —0.307896, —0.307576, Ya, (Tay (t0), Yay (t0), Tay (to), Cy)). El circulo naranja re-
presenta a M7, y los circulos verde y gris a qq, (to) ¥ Qa, (to), respectivamente. La zona de
mayor acercamiento se marca con cruces, donde en ésta, la distancia entre los asteroides

es de 0.00348 ~ 1341 km.
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0.03}
0.02 |

> 0.01¢
0.00 -

-0.0116

0.02

Figura 5.8: Transporte de jets de orden 4 alrededor de q((,jOl) (cruces en la figura) donde los

ctimulos son la distribucion de radio dx,, < 350 km evaluados en el polinomio resultante

del transporte. Para el método sélo se toman los ctmulos donde se encuentran q,(inl), pero

la figura busca ilustrar una seccion de la trayectoria de los asteroides.
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Figura 5.9: Distribucion normalizada de distancias entre a1 y as cerca del punto de po-
sible colisién dadas 7000 variaciones iniciales alrededor de qg‘;l y qg‘;l. Las lineas verticales

muestran los valores usados en la Tabla 5.1.

La Figura 5.8 muestra una distribucién normal de 7000 puntos? evaluados en el transporte
alrededor de q(*” para i = {1,2}. La probabilidad de impacto dependera del tamafio
que tengan los asteroides, la cual se presenta en la Tabla 5.1. Se presenta en la Figura 5.9
la distribucion de distancias entre ambos asteroides en la zona de riesgo de colision. Ain
cuando D, e incluso A,,., quedan debajo del escenario més posible en la distribucion, la
probabilidad de impacto es suficientemente grande para no ser ignorada en los asteroides

de mayor dimension.

Dy [km ]| P[ %] | Colisiones [ # ]

0.5 3.7 x 107 18

5 0.0048 2356
30 0.172 84,609
150 4.357 2,135,173

Tabla 5.1: Numero de colisiones y riesgo de choque para asteroides de distintas dimensiones.

Algo relevante al hacer Transporte de Jets es la presicion de éste. Se encuentra que
Emazr(Pay) = 0.0022 ~ 865 km > A..°, por lo que se tiene bastante confianza en la
precision de las evaluaciones de la distribucion. De hecho, al tomar una serie de variaciones

2N = 7000 ya converge a una probabilidad cuyas cifras significativas no afectan el redondeo de la
Tabla 5.1.
3¢ maz(Pa,) €8 practicamente igual a &4 (da, ), por lo que sélo se usa @q, ).
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Figura 5.10: Promedio de la distancia entre la integracién nominal y el TJ para 500
condiciones iniciales con variacion ||0Xq, || = ||0Xa, || = Amaz-
|0%a, || = Az v hacer la integracion nominal de éstas, se encuentra que el error promedio

respecto a éstas es del orden de 107! ~ 4mm, o sea, nada. Esto se muestra en la Figura
5.10.

Asi, ilustramos el método de posible colision entre asteroides, donde se establece la pro-
babilidad de impacto para diferentes zonas de colision. El TJ permitié encontrar dichas
probabilidades ya que en éste, simplemente hubo que evaluar la distribucién de variacio-
nes iniciales en un radio dado. Este método es generalizable a cualquier sistema donde
exista alguna incertidumbre en las condiciones iniciales. Sin embargo, hay que tener cla-
ro que el TJ no es muy preciso para integraciones muy largas ni para vecindades muy
grandes. En este ejemplo, el radio de las variaciones eran 0.46 veces mas pequenas que
Emae- Ademas, se hizo la integracion de jets cerca del punto de posible colision para tener
tiempo de integraciéon cortos.

§5.3 Simplecticidad del problema circular

Se construyeron en el capitulo 4 los potenciales (4.3) y sus respectivas energias cinéticas
(4.4) del problema general de tres cuerpos. Estas nos permiten definir al hamiltoniano

3
H(r1,r2,13,P1, P2, P3) = Z hi(TijTiks Pi), (5.5)

=1
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donde p; = M;r; es el momento conjugado y

1
2M;

hi(Tigsrins Pi) = 5707 + Uni (T, 7o), (5.6)
los hamiltonianos para cada una de los cuerpos. Notemos que (5.5) no depende del tiempo
y, por lo tanto, es un sistema conservativo.

Cuando en la seccion 4.2 se supuso que la masa menor no influye en la dinamica de las
masas primarias, basté con hacer una rotacion con velocidad angular €2 para encontrar las
ecuaciones de movimiento de mgs. Esto fija las masas primarias, cancela sus hamiltonianos
(Up, = —Uyy,) v define al hamiltoniano para la masa menor. Dicha rotacion se puede
realizar bajo el cambio de coordenadas

x = X cos(Qt) — Y sin(Qt),
y = X sin(Qt) — Y cos(Q2t),

con (z,y) y (X,Y) las nuevas y viejas coordenadas para mg, respectivamente, tal como
se muestra en la Figura 5.11.

Figura 5.11: Diagrama del cambio de marco de referencia (X,Y) a (x,y) a velocidad
angular €.

Para obtener el hamiltoniano modificado, que a veces en la literatura literatura se llama

kamiltoniano [18,27], es necesario ver como se modifica el momento conjugado en el nuevo
sistema donde, para esto, se debe conservar el principio de minima accién
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5/,:: (R-P—H(R,P,T)) dr =0

— 5/tt(f‘-p—K(r,p,T))dT:O (5.7)

en ambos ejes, lo cual sucede si

dG(R, p,t)
dt
Aqui P = (P,,P), R = (X,Y), p = (s, py), * = (2,9), K es el kamiltoniano y G =
—r-p+ Ge(R,p,t) es una funcién que genera una transformacion candnica entre ambos

sistemas, también conocida como funcion generatriz de tipo 2 [28]|. Notemos que como

R-P-HR,P)=ri-p— K(r,p,t) + : (5.8)

E__I._. e —|—8G2R+8G2' +(9G2
a ~ TPTEPTHR ap P ot
entonces
0G5
PR
_ 6,
= op
oG
. K(r,p)=H(r,p) + a—;(r, p). (5.9)
Definimos G5 simplemente como
Go(R,p,t) = py (X cos(Q2t) — Y sin(Qt)) +p. (X sin(Qt) + Y cos(2t)) (5.10)
be M

y, con (5.9), permite formular explicitamente al kamiltoniano como

1 M, M,
K — (P4 -G 22 Q(pyr — Py
(r,p) =5 W (p3+p%) O, +Q (pyx — pay)
~ 9G (y.
H(r,p) o (P)

1

- K =
. 2M;

(e — Q)* + (py, + Q)?) — (G% + G% + o («* + y2)> . (5.11)

71,3 2,3 2

Notemos que K = ks, asi que la particula menor define al hamiltoniano del sistema
en el nuevo sistema de referencia. Esta nos permite probar numéricamente la propiedad

70



Resultados

simpléctica del PC3C que, contruido de otro modo, no hubiese sido evidente. Basta con
hacer las transformaciones

y aplicar la relacion (3.16).
1500+
s00}
a00}
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= = 300}
< <
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100}
0 5 10 15 20 25 30 0 10 20 30 a0 50 60
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Figura 5.12: ¢(t) para ¢(t) sin modificar el flujo en unidades adimensionales del
PC3C. Las condiciones iniciales son xg = ((LlI,O.OOLO,O)T +5§) (izquierda) y xo =

((L4z, L4, +0.001,0, O)T + 55) (derecha) para d¢ un polinomio de orden 3.

Si uno no hace dichas transformaciones, parecera que el problema no conserva la forma
simpléctica, tal como en el ingenuo intento que se muestra en la Figura 5.12 para diferentes
condiciones iniciales. Para obtener ¢ se utiliza la ecuacion (3.17) que, como se discute en
la seccion 3.3, opera de manera muy natural con el TJ, ya que la parametrizacion de
vecindades del espacio fase permite computar al jacobiano en cada punto de manera
directa.

La Figura 5.13, en cambio, muestra la conservaciéon simpléctica del PC3C bajo la trans-
formacion (5.13), donde se observa como ¢(t) se mantiene constante durante toda la
integracion. En ésta, se tomaron las mismas dos condiciones iniciales que en la Figura
5.12; una cerca de L4, que es una trayectoria estable, y otra cerca de L, que orbita al-
rededor de la masa primaria menor. Se puede observar como en la condicion més estable
la conservacion de la simplecticidad varia en unos dos 6rdenes de magnitud menos que
cerca de L;. Sin emabrgo, ambas tienen variaciones menor a 107! en cada punto de la
trayectoria, por lo que podemos decir que, en efecto, el sistema es simpléctico. Esta es
una aplicaciéon muy directa para el TJ que aprovecha su estructura paramétrica, de la
cual se pueden obetener el jacobiano o incluso variaciones de 6rdenes mayores.
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Figura 5.13: ¢(t) para ¢(t) con las transformaciones (5.13). Las condiciones iniciales
son xo = <(le,0.001,0,0)T +5g) (izquierda) y xo = ((L4Z,L4y +0.001,0,0)" + 55)

(derecha) para d¢ un polinomio de orden 3.

§5.4 Campos de .. ¥ <+ para el problema circular

El estudio y exploracion del TJ ha utilizado la ecuacion (3.5) en varias ocaciones hasta
ahora. Esta ha sido el parametro que nos ha permitido saber qué tan grandes pueden ser
las vecindades dado cierto error €j., tal como se discute en la seccion 3.2. Este se utiliz6 en
la seccion 5.2 para comprobar que la incertidumbre de mediciéon diera resultados precisos
al evaluar la distribucion de puntos, y en 5.1 para las variaciones del pardmetro de masa y
analizar la estabilidad de Ly. &4, percibe, en esencia, qué tan compleja es la deformacion
de la vecindad y qué tanto se alejan las condiciones vecinas de la condicién nominal a
tiempo fijo, por lo que &,,.. < 1 implica una alta sensibilidad en las condiciones iniciales
cercanas o un gran gradiente de velocidades para la vecindad.

Para esta seccion se hard un anélisis del PC3C de los campos escalares de &,,,. asi como
las tasas de expansion y contraccion discutidas en 3.2.1 con la misma intencion que se hace
en [2]. Dichos campos son comparables con el campo de ELTF desarrollado al principio
del capitulo 3, por lo que se hard una comparacion con estos al final de la seccion. En el
problema restringido el gradiente apunta siempre hacia las masas primarias del sistema,
lo cual se puede observar en la Figura 5.14, donde se calcula el campo escalar para &4,
a T = 0.3 unidades adimensionales. Esta es similar a la representacion de curvas de nivel
de la Figura 4.1 de la seccion 4.2.1 y, al tener un tiempo de integracién muy corto, no
da tiempo a una gran deformacion de las vecindades, planteando tinicamente los lugares
de mayor gradiente de velocidad. En todas las figuras que se presentan se ignoraron los
puntos muy cercanos a las masas primarias, ya que el tiempo de computo es muy grande
cerca de éstos.

La Figura 5.15, en cambio, presenta el mismo campo escalar pero integrada a 7' = 3
unidades adimensionales. Como se menciona al inicio de esta seccion, las dos principales
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Figura 5.14: Campo escalar de los tamanos maximos de vecindad &,,4, en una reticula de
70 x 70 después de 0.3 unidades adimensionales de tiempo en el espacio de configuraciones
del PC3C con p = 0.1. Este se calculé con tolerancia €Taylor = 1077, orden de jets
M = 2 y orden méximo de la expansion N = 20. Las condiciones del PC3C son para
xo = (%0, %0,,0,0)T, con wo, € (—1,1.5), yo, € (—1,1.5).
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Figura 5.15: Campo escalar de los tamanos méximos de vecindad &4, con condiciones
idénticas que para la Figura 5.14 pero integrado a 3 unidades temporales.
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Figura 5.16: Campos vectoriales dados por (cos(f4(xo),sin(f4(xq))” sobre los campos
escalares ¢;(xg) en una cuadricula de 20 x 20, con tolerancia ergyior = 10729, orden de
los jets M = 2 y orden del desarrollo de Taylor N = 25 integrado a 7" = 3 unidades
adimensionales. Las condiciones del PC3C son para xo = (zo,, %o, 0, 0)T con p=0.1. A la
izquierda se observan los puntos cerca de L4, marcada con x, mientras que a la izquierda
se presentan las localidades de Lg.

formas en las que &, sea chica es si el gradiente de velocidades en una vecindad es
muy grande o si la deformaciéon de la vecindad inicial es muy pronunciada. Ambas figuras
muestran como §&,,,, decrece gradualmente al aumentar el gradiente de velocidad hacia
las singularidades. Esto muestra la tendencia de la tercer particula atrayéndose hacia las
masas primarias. Sin embargo, en la Figura 5.15 se observan curvas donde &,,,, €s pequena
respecto a los valores vecinos. Los puntos en estas curvas, a las cuales llamaremos C,,
no reflejan un gran gradiente de velocidad pero si una deformaciéon muy pronunciada del
jet. Aqui seguramente divergieron las condiciones por debajo y por arriba de la condicion
inicial. Notemos que el campo planteado en estas figuras tiene una variacion |£| < &4, en
cualquier direccién arbitraria, la cual no corresponde necesariamente a variaciones con la
misma energia de Jacobi, por lo que no se puede concluir que las curvas C, correspondan
a curvas con cantidades conservadas.

Para reforzar este andlisis, se calcularon las direcciones de mayor expansion para la ve-
cindad de los puntos lagrangianos. La Figura 5.16 presenta dichas direcciones en distintas
secciones del espacio de configuraciones, donde se observa como en las zonas de menor
expansion, equivalentes a las zonas donde &, es pequena, 6, cambia drasticamente. Es-
to nos pensar que dichas curvas pueden ser variedades invariantes en el espacio extendido
de las fases, ya que parecen depender del tiempo. Esta figura presenta una acercamiento
alrededor de L, y L3, donde se observa cémo la direcciéon de 6, cambia cuando se cru-
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Figura 5.17: Campo escalar dado por los ELTF. Las condiciones y la reticula para esta
figura son idénticas a las de 5.15.

za por una curva C,. Lejos de las singularidades el gradiente tiende hacia ellas pero al
cruzar por estas curvas especiales, la direcciéon de expansién maxima cambia de sentido.
Se puede inferir que éstas determinan las regiones donde las trayectorias escapan de sus
orbitas después de un tiempo dado.

Notemos de la Figura 5.17, que el campo escalar para &,,,. es bastante similar al campo
de los ELTF. Se presentan las mismas lineas invariantes que en 5.15. Sin embargo, la
diferencia conceptual es que en el caso de ELTF éstas representan las zonas de mayor
tasa de expansion, mientras que en ., representan el tamano donde las variaciones son
mas pequenas.
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Conclusiones

El Transporte de Jets es una herramienta que permite la propagacion de la vecindad de
una condicién inicial bajo la parametrizacion polinomial de orden M de las funciones
que describen un sistema de EDO de la forma (2.1). Con esto y los indicadores que se
plantearon en el capitulo 3 se llegaron a varias conclusiones acerca del PC3C al someterlos
al TJ y sus herramientas.

El capitulo de resultados ofrece informacién relevante acerca del TJ y el problema circular
de tres cuerpos. En la seccion 5.2, se utiliz6 como una alternativa del método de Monte
Carlo que, dados los andlisis del apéndice A, resultd ser més rapida sin perder precision.
Hay que tomar en cuenta que el transporte resulta una buena alternativa cuando los
tiempos de integracion no son muy largos y cuando la distribuciéon de valores a propagar
quedan por debajo de &,,... Con esto, se pudo analizar la probabilidad de colisiéon entre
dos asteroides orbitando la Tierra, cuya incertidumbre de posicion alcanza hasta 350
kiléometros, para la cual se tomo la del asteroide Apophis.

En 5.1 se hizo un andlisis acerca de la estabilidad de L, gracias a la parametrizacion de
w alrededor de pi.. Esta seccion demuestra como utilizar al TJ como una herramienta de
estabilidad de las ecuaciones; de hecho, se mostrd como para p < . el flujo alrededor de
L, era estable mientras que diverge si pt > fi.

Se obtuvo satisfactoriamente una prueba de que la integracion numérica del PC3C es
simpléctica bajo la tranformacion (5.13) en 5.3, con una precision del orden de 1071,
Esto muestra como la parametrizacion de las vecindades y la diferenciacion automaética
del algebra polinomial ayudan al analisis de sistemas en una forma computacionalmente
directa y precisa. Cabe resaltar como esta precision podria mejorarse si se disminuyera
la tolerancia del método de Taylor erqyi0r 0 se aumentara el orden N de integracion.

Finalmente, se estudié al espacio de configuraciones del PC3C con el campo escalar de
&mae v €l campo vectorial de maxima y minima expansion de 6. Estos se compararon con
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los campos escalares de los ELTF y resulta que encuentran separatrices en zonas pareci-
das. Se observa como crece la complejidad de las soluciones cuando el tiempo transcurrido
de integracion aumenta.

El Transporte de Jets es una herramienta poderosa, pero no se puede utilizar de manera
arbitraria ya que en general es un método tardado en comparacion de las integraciones
nominales. Por esto, se debe tener en cuenta como crece el tiempo de computo y hasta que
punto es preciso. Se pudo sacar una buena cantidad de informaciéon acerca del PC3C vy,
analizando los resultados, se observa como esto puede ser generalizable a otros sistemas.
A fin de cuentas, el PC3C es un “problema de juguete”, en el sentido que generalmente
se necesitan mas variables para describir un objeto celeste con precision. Sin embargo, la
metodologia del TJ no es especifica del problema y se puede explotar en sistemas maés
realistas y de diversas disciplinas.

Hay muchas areas donde el Transporte de Jets puede ser més profundamente explorado
y mejor utilizado:

= En matematicas, se puede explorar mas a fondo el estudio del tamano méaximo
de vecindad &,,.,. En la tesis se propone una féormula que intuitivamente acota el
error debido a la contribucién del dltimo término de un polinomio. Sin embargo,
no se demuestra que éste sea una cota apropiada, por lo cual &,,,. es posiblemente
optimizable. Sim6 hace un analisis sobre los pasos de integracion 6ptimos [29, Ca-
pitulo 15], los cuales pueden ser una buena guia. Otra rama de potencial aplicacion
es la probabilidad, ya que plantear un paquete de probabilidad es directo con el
TJ, sobre todo si éste tiene una distribucién compacta.

= En computacion, un primer paso es paralelizar el codigo para los campos escalares
de &40 v los campos vectoriales de 6., ya que en esta tesis todo fue hecho de
manera secuencial y los calculos se volvieron bastante lentos (tarda del orden de
horas, y paralelizarlo lo llevaria al orden de minutos).

= En fisica veo aplicacion directa a la mecanica cuantica. Con el mismo espiritu que
en Probabilidad, el TJ puede plantear un paquete de ondas inicial que describa al
ensemble del sistema de una forma muy directa. También hay diversas aplicaciones
a la fisica de particulas, ya que en muchos casos éstas no se pueden aislar y necesitan
ser integradas como un jet.

Se le recuerda al lector que la tesis, las figuras, los scripts y los algoritmos son de codigo
abierto y se pueden encontrar en mi repositorio de github en https://github.com /blas-
ko/tesis, esto hace que la tesis sea potencialmente dindmica, por lo cual se recomienda
siempre revisar las fechas en los cambios del repositorio en caso de ser consultada. Cual-
quier duda, sugerencia o propuesta serd gratamente aceptada y escuchada.
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Apéndice A

Precision y tiempos de computo para el
TJ

El Transporte de Jets es una herramienta conveniente por dos principales razones: la
primera es que al integrar la parametrizacion de la vecindad de xy con polinomios de orden
M, se pueden obtener términos variacionales hasta de este orden de manera automaética.
En este sentido, es importante que el transporte sea suficientemente preciso para dichas
variaciones. Se prupuso en la secciéon 3.2 una forma de controlar el error del método
via &nae- En éste apéndice se mostrard, tomando al PC3C, la precision respecto a la
integracion nominal a distintos 6rdenes de jet y distintas condiciones inciales, con todos
los demés parametros fijos.

8 l— Xo=La, L, +0.01,0,0)T | 0.3 1— x,=1(£,,0.01,0,0)"
7 7
S 6f &
= =02}
3 3
& &
I oaF I
£ £
5 £ 01
i~ (=]
s 2 =
0 2 4 6 8 0 %0 2 4 6 8 10
Paso temporal Paso temporal

Figura A.1: Diferencia entre la integracién nominal y el Transporte de Jets para dos
condiciones iniciales del PC3C con p = 0.012. Las integraciones para ambos casos fue-
ron realizadas con una tolerancia ergyior = 10718, orden de la expansion N = 20,
orden del jet M = 4 y 6 unidades temporales a 10 pasos de integraciéon. Izquierda:
x0 = (Lay, La, +0.01,0,0)". Derecha: xo = (L1,,0.01,0,0)""
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En la figura A.1 se muestra cémo la precision de las evaluaciones del jet para variaciones
tamano [|0xo|| = &nax queda siempre del orden del0~®, que es bastante inferior a la cota
méxima dada €;; = 107°. El error de la condicion zq = (L;,0.01,0,0)” es menor, sin
embargo, el tamaifio de la vecindad tuvo que ser mucho méas pequena &, = 2.03 x 107°
comparado con la otra condicién inicial, donde &4, = 2.33 x 1073,

0.00012
3 0.00010 0.003 f
&
S 0.00008
& 5 0.002
I 0.00006 &
£
§ 0.00004 |
& 0.001}
0.00002 |
0.00000 0.000 ¢

2 2 6 8 10
Pasos de integracion

Figura A.2: Izquierda: Diferencia entre la integraciéon nominal y el Transporte de Jets en
términos del &4, correspondiente para diferentes érdenes M del jet con condicion inicial
Xy = (L4w,L4y + 0.01,0,0)T. Las integraciones para ambos casos fueron realizadas con
una tolerancia €rgyior = 10718, orden de la expansion N = 20, €jet = 10~° y 6 unidades
temporales a 10 pasos de integracion. Derecha: Tamano méaximo de vecindad &,,4, para
diferentes érdenes de jet con las condiciones mencionadas.

La figura izquierda de A.2 muestra la misma diferencia que A.1 en unidades de &y, .,
donde varia el orden del jet. Se toma como condicion inicial a xyg = (L4m, Ly, +0.01,0, O)T.
Se observa como el orden de magnitud del error disminuye entre mayor M, ain cuando
para cada caso la cantidad esté dividida entre una &,,,, mayor. A la derecha de la figura
se observa como &, es notablemente mas pequena mientras menor es el orden utilizado.
Esto quiere decir que siempre se puede obtener la misma precision, con el precio de reducir
el didmetro potencial de la vecindad inicial.

La segunda razon que vuelve atractivo al TJ es que propone una alternativa a los métodos
de Monte Carlo. Una vez que el ¢alculo estd hecho, basta con evaluar los polinomios
resultantes para obtener la solucion en las variaciones 0xy dadas. El problema radica en
que las operaciones del algebra polinomial son, por construccién, mucho mas lentas que
las operaciones numéricas estandar. Por esto, se hace un comparativo entre el TJ y el
método de Monte Carlo para distinto nimero de evaluaciones a distintos 6rdenes M de
los jets y, como en las graficas anteriores, se mostrara para el péndulo simple y el PC3C,
con todos los demas parametros fijos.

Se muestra en la figura A.3 la integracion de hasta 5000 condiciones iniciales cercanas
para el péndulo y el PC3C. En ambos casos se tiene un comportamiento parecido donde,
para pocas integraciones, el método de Monte Carlo es mas rapido que el TJ. Esto se
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Figura A.3: Tiempo en segundos de computo en funciéon del nimero de condiciones ini-
ciales propagadas utilizando 6rdenes M = {1,2,3,4} en dorado, violeta, verde y naranja,
respectivamente. Las integraciones para ambos casos fueron realizadas con una toleran-
cla €rgylor = 107!, orden de la expansion N = 20 y 10 pasos de integracion que, en
el caso del péndulo, corresponden a un periodo. lzquierda: péndulo simple con condicién
inicial xo = (7/2,0)”. Derecha: PC3C con condicién inicial xo = (La,, La, +0.01,0,0)"
y pu = 0.012, el pardmetro Tierra-Luna.

debe a la lentitud algebréica de los polinomios operados. Sin embargo, el tiempo que
demora el TJ durante toda la grafica es casi constante para todos los dérdenes; cada
orden con su tiempo caracteristico. Dicho tiempo no es exactamente constante dado que
la evaluacion de los polinomios si requiere tiempo, aunque es mucho menor al de hacer
una integracion mas. En el caso de Monte Carlo, se tiene aproximadamente una recta de
pendiente positiva, lo cual es de esperarse ya que en la vecindad cada integracion demora
aproximadamente lo mismo.

No todas las condiciones iniciales en el espacio fase tardan el mismo tiempo en integrarse
para el mismo intervalo temporal. Por esto, se presenta la figura A.4, donde se observa
la dependencia de computo en funcion de la condicion inicial seleccionada. El compor-
tamiento del TJ sigue siendo casi constante aunque escala de manera considerable para
las dos condiciones evaluadas. En el PC3C se hace mucho mas evidente donde, para
xo = (L4, , Ly, +0.01,0,0)T, el tiempo promedio del transporte ya evaluado es de 89.1
segundos, mientras que para xo = (L1,0.01,0,0)7 es de tan solo 3.05 segundos.

Finalmente, para concluir el apéndice se presentan resultados de tiempo de coémputo para
algunas operaciones elementales usando el algebra polinomial. La tabla A.1 presenta la
velocidad de computo en escala logaritmica para polinomios de dos variables pero con
orden de jet variable desde 1 hasta 32. Como referencia, la primera fila representa el
tiempo que tarda hacer la misma operacion elemental con un niimero de punto flotante
arbitrario.

La tabla A.2, en cambio, mantiene constante el orden del jet a M = 3 pero cambia
el numero de variables para cada operacion. En todos los casos se evalud la funcion
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Figura A.4: Tiempo en segundos de computo en funcién del nimero de integraciones uti-
lizando diferentes condiciones iniciales. Ambos casos fueron realizados con una tolerancia
€Taylor = 10718, orden de la expansion N = 20, orden del jet M = 3 y 10 pasos de integra-
cion que, en el caso del péndulo, corresponden a un periodo. Izquierda: péndulo simple con
condiciones inicial xg = (7/2,0)7 (azul) y xo = (157/16,0)” (magenta). Derecha: PC3C
con condiciones iniciales xg = (L4I,L4y +O.01,O,O)T (azul) x¢ = (L1,0+0.01,0,0)T
(magenta), con u = 0.012.

‘ sin cos exp log
M=0 | -8.02 -8.02 -812 -8.0
M=1 | —-6.06 —6.06 —6.38 —6.34
M=2 | -587 —-588 —6.18 —6.13
M=4 | -559 —-559 —-591 —5.85
M=8 | =52 =52 =55 —548
M =16 | —4.73 —-4.73 —-5.05 —5.02
M=32|—-414 —4.14 —4.45 —4.44

Tabla A.1: Logaritmo base 10 del tiempo que demora hacer ciertas funciones elementales para
polinomios P(x) € M Pye, es decir, polinomios en dos variables de orden M. M = 0 representa la
operacion aritmética con un nimero flotante arbitrario.

elemental en la primera variable independiente del polinomio, pero tomando en cuenta
que P(x) € 3Pga, con d € {1,2,3,4,5}.

Todos los calculos aqui presentados fueron realizados en serie, con un CPU Intel@®Core™i7-
7700HQ @ 2.80GHz x 8. El lenguaje utilizado para el calculo es Julia, version 0.6.0. El
algebra polinomial es operado con el paquete TaylorSeries [5] version 0.7.2 y la integracion
del Transporte de Jets es realizada con el paquete TaylorIntegration [5] version 0.2.1.
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Precision y tiempos de computo para el TJ

sin cos exp log

#vars =0
#vars =1
#vars =2
#vars =3
#vars =4
#vars =9

—-8.02 —-8.02 —-8.12 —8.00
—5.68 —5.68 —5.98 —5.92
—5.60 —5.59 —-590 —5.84
—5.56 —5.56 —5.87 —5.82
—-5.53 —5.53 —5.84 —5.80
—5.47 =547 =578 —=5.74

Tabla A.2: Logaritmo base 10 del

tiempo que demora hacer cada operaciéon elemental para

polinomios P(x) € ®Pga, es decir, polinomios en d variables de orden M = 3. #,,4,s = 0 representa
la operacion aritmética con un nimero flotante arbitrario.
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Apéndice B

Marcos de referncia en rotacion

Sea un marco de referencia que rota respecto algtn eje de simetria con velocidad angular
6(t). Si basamos un marco de referencia inercial tal que el eje de rotacion coincida con el
eje z, la relacion entre ambos se puede expresar en coordenadas cilindricas como

i (t) = cos O(t)i; + sin6(t) 7,
Jr(t) = —sin6(t)z; + cos O(t)7;,
];:T (t) = ]%ia

se refieren a los marcos de referencia rotado e inercial,

(B.1)

[19eh]

donde los subindices “r” y “i
respectivamente. Asi, el cambio de los unitarios respecto al tiempo son

d . , R .
%zr(t) =0(t) (—sinO(t)i; + cosO(t));) ,

%jr(t) = Q(t) (—cos(t)i; —sinb(t));) ,
%/%T = 0. (B.2)

Siguiendo la construccion del capitulo 27 de [14], definimos al vector de rotacion €2 :=

<O, 0, 9) y, con éste, cualquier término de (B.2) se puede expresar como
(B.3)

Sea entonces f(t) = f,(t)i + f,(t)] + f-(t)k una cantidad definida en el marco que rota,
la descripcion de su derivada desde el marco de referencia inercial es, por la regla del

producto,
df df
— | == Qxf
(@)~ (@) +=>
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y, por tanto,

(%)f:(%)g+gx (B.4)

es un operador que expresa la derivada de f en el marco de referencia inercial.

Con (B.4) se pueden expresar la velocidad
vi=1; =V, +Q Xxr,, (B.5)

y la aceleracion

a; :I'l = {(%>T+QX:| [VT+Q X I’r}

Y

=T 20 X+ QX (2 xr,) QX (B.6)

en relacion al marco de referencia inercial del sistema.

Con esto, podemos ver que si una particula de masa m tiene una aceleraciéon r en el
2

marco en rotacion, ésta sentird una serie de fuerzas ficticias si es vista desde un marco

inercial. Al término “2m2 X ©” se le conoce como fuerza centripeta, a “m§2 x (Q x r)”

como la fuerza de Coriolis y a “mS2 X r” como fuerza de Fuler.

Notemos que si la rotacion es uniforme entonces €2 = 0. Ademés, si el sistema es cerrado
en el marco en rotacion, entonces, por la segunda ley de Newton, (B.6) se reduce a

1
P42 xr1, =% -V (—U(rr) + %QQI‘i) . (B.7)
m
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