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Resumen

En esta tesis se desarrolla el concepto del Transporte de Jets motivado por los estudios
de Daniel Pérez-Palau en [1, 2] y se aplica en casos particulares del problema circular
restringido de tres cuerpos. El Transporte de Jets integra (o transporta) el �ujo de una
ecuación diferencial alrededor de una vecindad (o jet) U en lugar de una única condición
inicial x0. Para hacerlo, se parametriza a U con un polinomio de d variables, donde d es la
dimensión del espacio fase. Este polinomio se opera con cualquier método de integración
numérica para lograr el transporte, que en el caso de esta tesis se aplicará el método
de Taylor por cuestiones de precisión. Como el método de Taylor depende de xn para
obtener a xn+1, el Transporte de Jets dependerá de Uxn para obtener Uxn+1 y como Uxn

es un polinomio, operar con éste requiere de la implementación de un álgebra polinomial,
que estará guiada por la construcción de Haro en [3]. Para obtener la vecindad Uxn de
xn basta con evaluar al polinomio en cuestión. Tener parametrizadas las variaciones de
la vecindad permite su manipulación antes de evaluarla. Por ello, se proponen en la te-
sis varios indicadores y algoritmos que aprovechan dicha parametrización para obtener
información acerca del sistema de ecuaciones diferenciales. Algunos de estos indicadores
ya fueron estudiados por Daniel Pérez en sus artículos como los campos escalares dados
por el tamaño máximo de las vecindades o los campos de máxima expansión y contrac-
ción de puntos del espacio fase. Por otro lado, ha estudiado la probabilidad de colisión
entre satélites y la Tierra usando el Transporte de Jets. Esta tesis explora dichos resul-
tados y extiende un poco el análisis. Adicionalmente, nuevos indicadores son propuestos
y puestos a prueba: uno involucra la variación de parámetros de un sistema de ecuacio-
nes diferenciales y otro prueba numéricamente la conservación simpléctica de ecuaciones
hamiltonianas vía el Transporte de Jets.
Se desarrolla el problema circular restringido de tres cuerpos donde se aplican dichos
indicadores y algoritmos. Especí�camente, se busca encontrar la probabilidad de colisión
entre asteroides de diferente radio en el sistema Tierra-Luna, probar en un sentido numé-
rico que el integrador preserva la simplecticidad del sistema, estudiar la sensibilidad de
condiciones iniciales y se analiza la variación del parámetro de masa alrededor de puntos
de equilibrio del espacio de con�guraciones.
Adicionalmente, se evalúa la e�ciencia, la precisión y los tiempos de cómputo involucrados
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Resumen / Abstract

para los indicadores desarrollados, los cuales están disponibles en https://github.com/blas-
ko/tesis y se programaron en el lenguaje Julia, haciendo uso de los paquetes TaylorSe-

ries [4] y TaylorIntegration [5].
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Capítulo 1

Introducción

Las leyes que gobiernan a la Física pueden ser casi siempre presentadas como un con-
junto de ecuaciones diferenciales que describen un sistema. Pensemos en la ecuación de
Shrödinger de la Mecánica Cuántica, las ecuaciones de Maxwell del Electromagnetismo,
las ecuaciones de Newton y las de Hamilton de la Mecánica Clásica, o las leyes de la Ter-
modinámica en su forma diferencial, por mencionar algunas. Casi siempre se han hecho
modelos simpli�cados y aproximaciones de la teoría para resolver preguntas especí�cas
sobre ésta. Un ejemplo es suponer que la moléculas de un gas diluido no interactúan entre
sí, lo cual permite resolver analíticamente la ecuación de estado del gas ideal, que recibe
el nombre de ideal ya que no existe gas alguno que cumpla tal suposición. Considero dos
principales razones por las cuales se hace este tipo de aproximaciones. La primera es para
entender; si las suposiciones son simples y la cadena lógica que nos lleva a los resultados
es clara, es mucho más fácil generar intuición sobre un tema y nos permite extrapolar
a casos más complicados una vez que se entiende el modelo base. En el ejemplo del gas
ideal uno genera intuición sobre cómo la física estadística explica las propiedades macros-
cópicas como la presión, el volumen o la temperatura y, una vez que se adquiere cierta
experiencia al respecto, se suelen hacer suposiciones más complejas y/o realistas como el
modelo de Van der Wals, que sí toma en consideración la interacción entre las moléculas
de un �uido y predice una transición de fase en éste. La segunda razón, y que va de la
mano con el objetivo principal de esta tesis, es que resolver ecuaciones diferenciales de
manera analítica resulta difícil en general. Nadie ha podido resolver de manera analítica
el sistema de ecuaciones diferenciales que describen al problema restringido de tres cuer-
pos, cuyo estudio lleva más de 300 años. La di�cultad en encontrar la solución explicita
de diferentes ecuaciones diferenciales ha impulsado a analizarlas sin tener que resolverlas
explícitamente. Nacen herramientas como el estudio de órbitas periódicas, puntos sin-
gulares, puntos de equilibrio, análisis de estabilidad, entre otras. Éstas no solucionan al
problema, pero ayudan a entender cómo funcionan ciertos aspectos dinámicos. Sin em-
bargo, hoy tenemos métodos para encontrar dichas soluciones sin resolverlas de forma
analítica con el precio de que no son exactas del todo; éstos se conocen como métodos
numéricos y métodos cualitativos.
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Capítulo 1

Los métodos numéricos, a los cuales les prestaremos principal atención en este trabajo,
encuentran la solución aproximada1 de una condición inicial que represente el estado
de un sistema en un momento dado. En esta tesis se propone extender el concepto de
condición inicial al de vecindad inicial, lo cual se conoce como �Transporte de Jets�.
Es decir, el transporte encuentra el �ujo de un conjunto de condiciones vecinas a una
condición x0 dada bajo un sistena de ecuaciones diferenciales ordinarias. Estas ideas ya
se han abordado antes en los trabajos de Daniel Pérez-Palau [1,2,6] y en los trabajos de
Makino y Berz [7, 8], donde han explorado aplicaciones como la probabilidad de colisión
entre satélites orbitando la Tierra, la navegación de naves espaciales via �ltros de Kalman
o encontrar estructuras lagrangianas en el espacio fase. El nombre Transporte de Jets
viene inspirado de la evolución de los jets en la física de partículas, que siempre vienen
en paquete, tal como el jet de gluones descrito por Peskins en [9].
La tesis está organizada de la siguiente manera: el capítulo 2 presenta el concepto de
Transporte de Jets como una herramienta de los métodos numéricos, especí�camente
montándolo sobre el método de Taylor, donde se construye un álgebra polinomial ne-
cesaria para las operaciones polinomiales, y �nalmente se pone a prueba al Transporte
de Jets en una serie de ejemplos hamiltonianos sencillos. El capítulo 3 desarrolla una
serie de indicadores dinámicos para el Transporte de Jets, donde se aprovecha el carácter
paramétrico de las vecindades. El capítulo 4 estudia al problema circular restringido de
tres cuerpos, donde se analizan sus ecuaciones, sus puntos de equilibrio, sus constantes
de movimiento y la estructura del espacio de con�guraciones. Finalmente, el capítulo 5
presenta los resultados principales utilizando los conceptos del capítulo 2 y los indicadores
de 3 en el problema circular de tres cuerpos desarrollado en el capítulo 4.

1Que las soluciones sean aproximadas no quiere decir que sean malas. Existen métodos hoy en día,
como el método de Taylor, que pueden ser de precisión arbitraria si así se requiere. Actualmente la
limitante es la capacidad de cómputo para hacer operaciones y el tamaño �nito de la partición que
representa a los números en una computadora.
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Capítulo 2

Transporte de Jets

Consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) descrito por

ẋ(t) = f(x(t), t) (2.1)

con f una función que de�ne al campo vectorial del sistema y t su parámetro de evolución.
Sea φ(t; t0,x0) la trayectoria o �ujo de la solución que en t0 se encuentra en x0. En la
mayoría de los sistemas físicos, el parámetro t describe al tiempo, i.e., t ∈ R, y al sistema
de EDO se le conoce como sistema dinámico.

Pocos son los casos en donde la solución a ẋ(t) se puede obtener de manera analítica y,
por tanto, estudiar las familias de soluciones para diferentes condiciones iniciales termina
siendo casi siempre un estudio indirecto o aproximado. Se han considerado varias formas
para darle la vuelta a este problema y, en los esfuerzos de lo aproximado, una de las
soluciones más prácticas ha sido discretizar al parámetro temporal t de (2.1) y encontrar,
en saltos discretos de t, el �estado actual� del sistema dado un �estado anterior�.

Gracias a que hoy en día existe poder de cómputo para hacer muchas operaciones sim-
ples en poco tiempo, se ha explotado el estudio y uso de métodos iterativos para ob-
tener φ(t; t0,x0), siendo de gran utilidad en los últimos años, como se resume en [10].
Éstos se conocen como métodos numéricos de integración de ecuaciones diferenciales.
Con estos métodos se puede obtener una solución aproximada dada una condición ini-
cial x0 := x(t0). Sin embargo, no siempre es su�ciente obtener la solución de una única
condición inicial dada y muchas veces interesa toda una familia de soluciones alrededor
de un punto x0 inicial. Esto puede pasar, por ejemplo, en aceleradores de partículas que
disparan paquetes de onda como si fuesen �gotas� sujetas a algún campo externo [9].
En sistemas de muchos cuerpos se ha pensado en familias de soluciones cercanas [11],
ya que difícilmente se conocen las condiciones iniciales de todo el sistema con una pre-
cisión profunda. De hecho, en todos los sistemas donde las condiciones iniciales pueden
no saberse con exactitud, un método exhaustivo sería el conseguir todas las soluciones
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de las posibles condiciones iniciales para estos sistemas. Una rama muy relacionada a lo
anterior son los métodos de Monte Carlo, donde, en el caso de las EDO, parte de una
distribución de condiciones iniciales discretizada y se obtiene cada una de las soluciones
para ésta [12, 13]. En un plano más general, el mundo de las ecuaciones diferenciales
ordinarias ha estudiado exhaustivamente los campos vectoriales que generan las ecuacio-
nes de la forma (2.1). Ha habido gran interés en entender el comportamiento de órbitas
periódicas y puntos de equilibrio o, más generalmente, la topología del campo vectorial
que representa las soluciones de las ecuaciones como lo desarrolla Arnold en su libro [14].
Se han desarrollado métodos para encontrar estructuras hiperbólicas en el espacio fa-
se y métricas para catalogar el comportamiento de las soluciones, como lo hace Haller
con el concepto de estructuras coherentes lagrangianas en [15]. Algunos de los resultados
teóricos para esto son el número de Euler, que categoriza la topología del espacio, las
secciones de Poincaré, que son representaciones de la solución en un espacio de menor
dimensionalidad que el espacio fase, donde normalmente se busca que no sea tangente a
las soluciones para entender cómo éstas cruzan dichas secciones, los exponentes de Lya-
punov, que cuanti�ca la separación de soluciones cercanas a una condición inicial dada,
la derivada de Lie, que compara al campo vectorial de (2.1) contra otro campo vectorial,
la linealización de Grobman-Hartman, que toma la parte lineal de ẋ(t) en localidades
su�cientemente pequeñas y analiza qué quiere decir �su�cientemente�, entre otras.

Muchas de estas preguntas podrían responderse si en vez de encontrar φ(t; t0,x0) para
una condición x0 dada se tuviera una vecindad inicial Ux0 alrededor de x0 y se encuentra
el �ujo para toda esta vecindad; ésto es, en escencia, un �jet� que es �transportado� por
el �ujo. La motivación principal para este desarrollo viene de los trabajos de Daniel-
Perez sobre aplicaciones del Transporte de Jets en [1,2]. Parecería una idea idéntica a las
simulaciones de Monte Carlo, pero la gran diferencia es que en Monte Carlo se integra
cada solución de manera independiente dada una distribución y aquí se integra toda la
vecindad Ux0 a la vez. Ésta es la principal motivación detrás del Transporte de Jets (TJ);
dada la vecindad inicial Ux0 alrededor de x0 parametrizada por el vector ξ, se busca
obtener φ(t; t0,x0 + ξ) y evaluar ξ en Ux0 para obtener φ(t; t0,Ux0), la deformación de la
vecindad Ux0 al tiempo t. La idea operativa computacional del TJ es muy similar a la
de cualquier método numérico de integación de EDO: discretiza los pasos del parámetro
de evolución (tiempo) en intervalos hn y encuentra un método iterativo para conseguir el
siguiente punto del �ujo φ(t; t0,x0). En la Figura 2.1 se observa un esquema cualitativo
de la idea del Transporte de Jets. Vale la pena ilustrar dicha discretización con un método
muy sencillo e intuitivo como es el método de Euler. A �n de entender la idea básica;
más adelante, usaremos métodos más precisos en esta tesis.

Sabemos, por de�nición, que

ẋ(t) = ĺım
h→0

x(t+ h)− x(t)

h
.
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Transporte de Jets

Figura 2.1: Diagrama esquemático de la idea del Transporte de Jets.

Si tomamos h su�cientemente pequeña, aunque �nita, podemos aproximar

x(t+ h) ≈ x(t) + hẋ(t)

que, si tomamos en cuenta que ẋ(t) = f(x(t), t) y que h es un paso de integración, se
obtiene

xn+1 = xn + hf(xn, tn), (2.2)

que se conoce como el Método de Euler. Así, dada x0 se puede obtener φ(t; t0,x0)
iterando (2.2) hasta llegar a t en pasos de h.

Ahora, para la evolución del TJ se parametriza a la vecindad Ux0 usando un polinomio
Pt0,x0(ξ) alrededor de x0 ∈ Rn

Pt0,x0(ξ) = x0 + ξ = x0 + (ξ1, ξ2, ..., ξn)T ,

y se evalúa con el método de Euler (o cualquier otro) para obtener el �ujo de Ux0 en
algún tiempo t posterior φ(t; t0,Ux0)

P1,x0(ξ) := Pt0+h,x0(ξ) = Pt0,x0(ξ) + hf(P0,x0 , t0) = x0 + ξ + hf(x0 + ξ).

Así, se puede extender el método de Euler al TJ

Ptn,x0(ξ) = Pn,x0(ξ) = Pn−1,x0(ξ) + hf(Pn−1,x0(ξ), tn−1) (2.3)

donde Pn,x0(ξ) := Ptn,x0(ξ) representa al �ujo φ(t; t0,x0+ξ). Basta evaluar este polinomio
en Ux0 para obtener φ(t; t0,Ux0)

1.

1φ(t; t0,x0 + ξ) no necesariamente debe ser evaluado en toda una vecindad Ux0
; puede, también, ser

en un único punto ξ = δx y obtener el �ujo para φ(t; t0,x0 + δx). Esta es una de las principales ventajas
de tener la vecindad de forma paramétrica.
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Es importante notar que la solución φ(t; t0,x0) o el conjunto de soluciones φ(t; t0,Ux0)
son sensibles al método de integración utilizado para encontrarlas dado que la solución
construida es una aproximación. Se recomienda al lector leer el desarrollo explícito en [2]
para ver estas diferencias.

Para ilustrar un poco lo anterior, merece la pena desarrollar un ejemplo que motive el
uso del Transporte de Jets.

Sea

ẋ = f(x, t) =

[
0 −1
1 0

]
(x1, x2)

T (2.4)

un campo vectorial que describe centros alrededor de x0 = (0, 0).

Si se toma P0,x0 = (x10 , x20) + (ξ1, ξ2) como la condición inicial parametrizada, podemos
desarrollar �a mano� el Transporte de Jets donde, usando el método de Euler, obtenemos

x1 = P1,x0(ξ) = P0,x0(ξ) + hf(P0,x0(ξ), t0)

= (x10 − hx20 , hx10 + x20)
T +

[
1 −h
h 1

]
(ξ1, ξ2)

T .

El primer término de x1 corresponde al primer paso de integración de x0 sin el TJ. El
segundo término es la solución de las ecuaciones variacionales de primer orden para el
primer paso con el método de Euler, o dicho de otra manera, una aproximación lineal
de soluciones cercanas a x0 parametrizadas por las ξ's. Se puede notar que el hecho de
que el resultado sea lineal en ξ1 y ξ2 se debe a la linealidad del campo vectorial; campos
vectoriales no lineales tendrían términos no lineales en ξ, si el orden de los polinomios lo
permite. Gracias a esta parametrización, es natural pensar en obtener soluciones cercanas
simplemente evaluando ξ en P1,x0(ξ) o, más generalmente, en Pn,x0(ξ). De este modo, el
TJ plantea ser una alternativa interesante al método de Monte Carlo, ya que habría que
hacer una sola integración de Ux0 y después simplemente evaluar los polinomios. Existen
dos principales desventajas para esto; una es que la integración de Ux0 , al operar con
polinomios y no con números, suele ser más lenta que la de una única trayectoria en que
pasa por x0 en t0. La otra es que en general el jet es sólo una aproximación de la función
original, por lo que puede perder precisión en algunos casos, sobre todo si se toman valores
demasiado lejanos a x0 o si la función es, a priori, poco diferenciable. Naturalmente, el
tiempo en donde uno u otro método es mejor es discutible y dependerá fuertemente de
la complejidad y la dimensionalidad de las ecuaciones presentes en el sistema2.

2Para una discusión más a fondo sobre este tema, revisar el apéndice A, donde se hacen varias
evaluaciones en relación al tiempo de cómputo y precisión del TJ.
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Se podría seguir haciendo el desarrollo del TJ iterativamente con el método de Euler. Por
ejemplo, para el segundo paso para el oscilador armónico se obtiene

x2 =P2,x0(ξ) = P1,x0(ξ) + hf(P1,x0(ξ), tn)

=(x10 − hx20 , hx10 + x20)
T +

[
1 −h
h 1

]
(ξ1, ξ2)

T

+ h

([
0 −1
1 0

](
(x10 − hx20 , hx10 + x20)

T +

[
1 −h
h 1

]
(ξ1, ξ2)

T

))
=

[
x10 − h2x10 − 2hx20
2hx10 + x20 − h2x20

]
+

[
1− h2 −2h

2h 1− h2
]

(ξ1, ξ2)
T ,

Figura 2.2: TJ para la ecuación (2.4) con condición inicial x0 = (0, 0)T usando el método
de Euler para Ux0 parametrizada en un círculo ξ(α) = r (cos(α), sin(α)) para un intervalo
temporal [0, 2π] en pasos de h = 10−4. Se evaluó la solución para los distintos r's marcados
en la grá�ca, en intervalos de 1000h.

y así sucesivamente. Una vez que se obtiene Pn,x0(ξ) basta con evaluarlo para valores
ξ su�cientemente pequeños para encontrar las soluciones en la vecindad de x0. Esto es
conveniente porque se puede evaluar a prioi cualquier valor cerca de x0 gracias a la
parametrización de su vecindad. En la Figura 2.2 se evalúa φ(t; t0,x0 + ξ) para para
distintos valores de t y de ξ alrededor del punto singular x0 = (0, 0).

Notemos que (2.4) corresponde a un sistema hamiltoniano cuyas soluciones en el espacio
fase viven en las curvas de nivel dadas por

H(x) =
1

2

(
x21 + x22

)
,
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Figura 2.3: Diferencias numéricas entre el método de Euler y la solución analítica para
la ecuación (2.4). Izquierda: norma de la diferencia entre la solución real y evaluaciones de
la solución numérica para distintos valores de ξ marcados en la grá�ca. Se puede observar
un crecimiento lineal del error numérico, lo cual es una de las consecuencias de usar el
método de Euler. Derecha: sección del espacio fase donde se observan la solución analítica
y la solución numérica para pasos de h = 10−4 con cóndición inicial x0 = (2, 0) después
de un periodo.

con solución analítica

x1(t) = x01 cos (t)− x02 sin (t)

x2(t) = x01 sin (t) + x02 cos (t). (2.5)

En la Figura 2.3 se muestran distintas comparaciones de la integración numérica contra
las soluciones analíticas de (2.5), donde se observa un error creciente en las trayectoria
calculada, dado por la naturaleza del método de Euler.

Queda claro que el desarrollo de TJ necesita de un álgebra polinomial para poder evaluar
los distintos Pj,x0(ξ) que de�nen al campo vectorial en cada uno de sus pasos. El problema
de transportar una vecindad Ux0 dado un sistema dinámico ẋ(t) = f(t,x(t)) se reduce al
problema de saber cómo se evalúan distintos polinomios en cada paso de integración, así
como la de�nición computacional de sus operaciones. Hay muchos detalles a considerar
en este problema: ¾Qué paso de integración se deberá usar para conseguir la evolución
temporal de las soluciones? ¾Cómo medimos el error respecto a la solución real? ¾Existe
alguna forma de controlar el error que arrojan el método de integración y la propagación
de jets del TJ? ¾Cuál es la complejidad de las operaciones para la aritmética de polino-
mios? En la siguiente sección 2.1 se desarrolla el álgebra polinomial y sus operaciones tal
como son implementadas en el TJ y se ahonda en esta discusión. En la sección 2.2 se hace
el desarrollo del método de Taylor como integrador computacional adaptativo de sistemas
de EDO. En el siguiente capítulo se desarrollarán herramientas a partir del Transporte
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de Jets y sus características, así como sencillos ejemplos ilustrativos para cada una de
ellas.

�2.1 Álgebra Polinomial

La necesidad del álgebra polinomial se vuelve imperativa para el TJ como hemos visto en
la sección anterior. Haremos la construcción de manera formal donde denotaremos dicha
álgebra como A(nPK,+, ·), donde nPK es el conjunto de polinomios de orden n con
coe�cientes en el campo K tal que, si P (x) ∈ nPK, éste se de�ne como

P = P (x) :=
n∑
k=0

pkx
k

con P : C→ K una función analítica y pk ∈ K ∀k ∈ [0, n].

Esta sección se divide en tres: la primera trata sobre construcción formal del álgebra
en una variable y la demostración de sus propiedades de campo, la segunda trata sobre
el desarrollo de las operaciones para las funciones estándar dentro de este álgebra. La
tercera sección es la extensión de dicha álgebra a más variables, para poder trabajar a
cualquier dimensionalidad.

�2.1.1 Construcción del Álgebra

Inspirado en la aritmética usual en C o R, podemos de�nir (+, ·) para A(nPK,+, ·) de la
siguiente manera:

Sean A,B ∈ nPK con A =
∑n

k=0 akx
k y B =

∑n
k=0 bkx

k ak, bk ∈ K ∀k ∈ [0, n], entonces,
para la suma, notemos que

n∑
k=0

akx
k +

n∑
k=0

bkx
k =a0 + a1x+ · · · anxn + b0 + b1x+ · · ·+ bnx

n

=(a0 + b0) + (a1 + b1)x+ · · ·+ (an + bn)xn =
n∑
k=0

(an + bn)xk

así, se de�ne + en nPK como

A+B =
n∑
k=0

(ak + bk)x
k. (2.6)

9
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Para el producto, notemos que
n∑
k=0

akx
k ·

n∑
k=0

bkx
k =(a0 + a1x+ · · ·+ anx

n) · (b0 + b1x+ · · ·+ bnx
n)

=(a0b0) + (a1b0 + a0b1)x+ (a2b0 + a1b1 + a0b2)x
2 + · · ·+

+
n∑
j=0

an−jbjx
n +O(xn+1) =

n∑
k=0

(
k∑
j=0

ak−jbj)x
k +O(xn+1)

así, se de�ne · en nPK como

A ·B =
n∑
k=0

k∑
j=0

ak−jbjx
k, (2.7)

donde A ·B ∈ nPK, o sea, un polinomio truncado a orden n que es parte del álgebra
planteada y está en el campo. Aún cuando las operaciones de�nidas están inspiradas en
la aritmética de los números, K puede ser cualquier campo arbitrario, por ejemplo, K
puede ser el campo de los polinomios, como veremos más adelante.

Proposición 2.1.1 Para K = R o C, A(nPK,+, ·) forma un campo.

Dem Basta probar las nueve propiedades de campo con las operaciones de (2.6) y (2.7).
Sean A, B y C ∈ nPK

1. A+B = B + A

Dem

A+B =
n∑
k=0

akx
k +

n∑
k=0

bkx
k =

n∑
k=0

(ak + bk)x
k

=
n∑
k=0

(bk + ak)x
k =

n∑
k=0

bkx
k +

n∑
k=0

akx
k = B + A

2. A + (B+C) = (A+B) + C

Dem

A+ (B + C) =
n∑
k=0

axk +
n∑
k=0

(bk + ck)x
k =

n∑
k=0

(ak + (bk + ck))x
k

=
n∑
k=0

((ak + bk) + ck)x
k =

n∑
k=0

(ak + bk)x
k +

n∑
k=0

ckx
k

=(A+B) + C

10
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3. ∃ 0 ∈ nPK tal que 0 + A = A

Dem Sea 0(x) =
∑n

k=0 σkx
k donde σk = 0 ∀k ∈ [0, n], así

0 + A =
n∑
k=0

(σk + ak)x
k =

n∑
k=0

(0 + ak)x
k =

n∑
k=0

akx
k = A

4. ∃ −A ∈ nPK tal que A+ (−A) = 0

Dem Sea −A = −A(x) =
∑n

k=0 akx
k donde ak = −ak ∀k ∈ [0, n], así

A+ (−A) =
n∑
k=0

(ak + ak)x
k =

n∑
k=0

(ak + (−ak))xk =
n∑
k=0

0xk = 0

5. A ·B = B · A

Dem Hay que probar, básicamente, que
∑k

j=0 ak−jbj =
∑k

j=0 bk−jaj:

k∑
j=0

ak−jbj =
k∑
i=0

aibk−i con i = k − j

=
k∑
i=0

bk−iai =
k∑
j=0

bk−jaj

∴ A ·B = B · A.

6. (A ·B) · C = A · (B · C)

Dem Por un lado

A · (B · C) =
n∑
k=0

akx
k

n∑
k=0

(
k∑
j=0

bk−jcj)x
k =

n∑
k=0

( k∑
j=0

ak−j

j∑
i=0

bj−ici
)
xk

=
n∑
k=0

( ∑
r+j=k

ar
∑
p+i=j

bpci
)
xk =

n∑
k=0

( ∑
r+j=k

∑
p+i=j

arbpci
)
xk

=
n∑
k=0

( ∑
r+p+i=k

arbpci
)
xk

11
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por otro

(A ·B) · C =
n∑
k=0

(
k∑
j=0

ak−jbj)x
k

n∑
k=0

ckx
k =

n∑
k=0

( j∑
i=0

aj−ibi

k∑
j=0

ck−j
)
xk

=
n∑
k=0

( ∑
r+j=k

(
∑
p+i=r

apbi)cj
)
xk =

n∑
k=0

( ∑
r+j=k

∑
p+i=r

apbicj
)
xk

=
n∑
k=0

( ∑
p+i+j=k

apbicj
)
xk

Basta ver que, por un cambio de nombre de índices p→ r, i→ p, j → i,∑
p+i+j=k

apbicj =
∑

r+p+i=k

arbpci

∴ (A ·B) · C = A · (B · C).

7. ∃ 1 ∈ nPK tal que 1 · A = A

Dem Sea 1 = 1(x) =
∑n

k=0 ωkx
k donde ωk = 0 ∀k > 0 y ω0 = 1, así:

1 · A =
n∑
k=0

(
k∑
j=0

ak−jωj)x
k =

n∑
k=0

ak−0 · 1xk =
n∑
k=0

akx
k = A

8. ∃ A−1 ∈ nPK tal que A · A−1 = 1 ∀A con ao 6= 0

Dem Sea A−1 = A−1(x) =
∑n

k=0 αkx
k; con

A · A−1 =
n∑
k=0

(
k∑
j=0

ak−jαj)x
k así, buscando

k∑
j=0

ak−jαj = 0 ∀ k > 0 y α0 =
1

a0

podemos llegar a una fórmula recursiva para αk

αk = − 1

a0

k−1∑
j=0

ak−jαj.

Así, por construcción, se obtiene que A · A−1 = 1.
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9. A · (B + C) = A ·B + A · C

Dem

A · (B + C) =
n∑
k=0

akx
k
( n∑
k=0

(bk + ck)x
k
)

=
n∑
k=0

(
k∑
j=0

ak−j(bj + cj))x
k

=
n∑
k=0

(
(
k∑
j=0

ak−jbj)(
k∑
j=0

ak−jcj)
)
xk = A ·B + A · C

Así, quedan demostradas todas las propiedades de campo.

�2.1.2 De�nición explicita de operaciones con polinomios

Aún con la proposición 2.1.1 demostrada y con las operaciones básicas (·,+) de�nidas,
es práctico prestar atención a otras operaciones que serán de ayuda al trabajar con
elementos de nPK. Serán la potencia, la composición y la derivada nuestros �caballos de
batalla� para el desarrollo de casi cualquier función existente en la aritmética usual.

Sea A = A(x) =
∑n

k=0 akx
k ∈ nPK. Si m ∈ N,

Am =
( n∑
k=0

akx
k
)m

=
n∑
k=0

akx
k

n∑
k=0

akx
k
( n∑
k=0

akx
k
)m−2

=
n∑
k=0

(
k∑
j=0

ak−jaj)x
k

n∑
k=0

akx
k
( n∑
k=0

akx
k
)m−3

=
n∑
k=0

1αkx
k

n∑
k=0

akx
k
( n∑
k=0

akx
k
)l−3

= · · · =
n∑
k=0

mαkx
k

con 1αk = (
k∑
j=0

ak−jaj) y
mαk = (

k∑
j=0

m−1αkaj)

y , aunque no queda clara la forma explícita de mαk, se muestra que la potencia está
bien de�nida y que Am ∈ nPK.

Con esto último, y sea B =
∑n

k=0 bkx
k ∈ nPK, se puede desarrollar

B(A(x)) = B(A) =
n∑
k=0

bk
( n∑
j=0

ajx
j
)k

=
n∑
k=0

bkx
k

n∑
j=0

kαjx
j =

n∑
k=0

(
k∑
j=0

bk−j
kαj)x

k

13
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que corresponde a la composición de A en B, la cual está bien de�nida y pertenece a
nPK.

Inspirados en la derivada usual de polinomios de orden n P : C→ C, tenemos que

dP (x)

dx
:= P ′(x) = P ′ =

n∑
k=0

kpkx
k−1 =

n∑
k=0

(k + 1)pk+1x
k

así, se de�ne la derivada de A como

A′ =
n∑
k=0

(k + 1)ak+1x
k, (2.8)

con an+1 := 0 ∈ K tal que A′ ∈ nPK. De la de�nición usual de derivada podemos ver
cómo la regla de la cadena también tiene sentido en este campo, ya que

A(B(x))′ := ĺım
x→a

A(B(x))− A(B(a))

x− a
= ĺım

x→a

A(B(x))− A(B(a))

B(x)−B(a)

B(x)−B(a)

x− a

= ĺım
x→a

A(B(x))− A(B(a))

B(x)−B(a)
ĺım
x→a

B(x)−B(a)

x− a
= A(B(x))′B(x)′,

lo cual se puede traducir a

ĺım
x→a

(
A(B(x)) + −A(B(a))

)
·
(
(B(x) + −B(a)

)−1 · ĺım
x→a

(
(B(x) + −B(a)

)
·
(
1(x) + −1(a)

)
,

con las operaciones de�nidas hasta ahora.

Aún cuando ya tenemos las operaciones básicas del álgebra de�nidas, va a ser de gran
practicidad extender otras operaciones útiles para el transporte de Ux0 para el campo
vectorial que estemos estudiando.

Se de�ne la resta − como
A−B := A+ (−B). (2.9)

Para la división, sea D(x) ∈ nPK, tal que B ·D = A, entonces

n∑
k=0

(
k∑
j=0

bk−jdj)x
k =

n∑
k=0

akx
k =⇒

n∑
k=0

ak − (
k∑
j=0

bk−jdj)x
k = 0

=⇒ ak − (
k−1∑
j=0

ak−jdj + b0dk) = 0

∴ dk =
1

b0

(
ak −

k−1∑
j=0

bk−jdj
)
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Se de�ne la división como

D = A/B con dk =
1

b0

(
ak −

k−1∑
j=0

bk−jdj
)
. (2.10)

Con el mismo espíritu, Haro desarrolla en su artículo [3] una serie de relaciones de recu-
rrencia para las operaciones elementales como sin, cos, exp, log, etc. Se recomienda al
lector consultar dichas relaciones de recurrencia si busca implementar un álgebra polino-
mial como aquí.

�2.1.3 Polinomios en varias variables

nPC y nPR son campos y tenemos ya varias operaciones de�nidas sobre nPK, pero la
motivación del desarrollo de este álgebra es hacer polinomios de una variable (que repre-
senten al tiempo) cuyos coe�cientes sean polinomios de otras variables (que representen
al espacio fase de ẋ = f(x(t))), cuyos coe�cientes sean elementos de C o R. Es decir,
nos gustaría trabajar con polinomios cuyos coe�cientes sean polinomios, cuyos coe�cien-
tes sean, �nalmente, números. Sea nPK con K = mPC, entonces, con P (x) ∈ nPK y
Pk(y) =

∑m
j=0 aj,ky

j ∈ K ∀ k ∈ [0,m]

P (x) =
n∑
k=0

Pk(y)xk =
n∑
k=0

(
m∑
j=0

aj,ky
j

)
xk :=

n∑
k+j=0

aj,ky
jxk = P (x). (2.11)

Con la de�nición planteada en el lado derecho de (2.11) se observa cómo el polinomio
P (x) cuyos coe�cientes son los polinomios Pk(y) es equivalente a un polinomio de dos
variables que vive en un espacio que denominaremos, por construcción, nPC2 . Notemos
que el último conjunto de términos tiene orden j + k = n para que P (x) pertenezca, en
efecto, a un espacio de polinomios de orden n. De hecho, para cada elemento de la suma
se tiene que k + j = constante, los cuales se conocen como polinomios homogeneos de
orden k + j.

Inductivamente, se puede construir el espacio nPCK tomando

P (x1) =
n∑

k1=0

n∑
k2=0

· · ·
n∑

kK=0

ak1,k2,··· ,kKx
kK
N x

kK−1

K−1 · · ·x
k1
1 :=

n∑
||k||1=0

akx
k, (2.12)

con k = (k1, · · · , kN), ||k||1 = k1 + k2 + · · · + kN la 1-norma de k y x = (x1, · · · , xN)T .
Así, quedan bien de�nidos los polinómios de orden n en N variables con coe�cientes en
C (y en R, naturalmente) en el espacio nPCN como la suma de polinomios homogeneos
desde orden 0 hasta N .
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En el caso del Transporte de Jets se trabajará en el espacio NPK, K = MPCd , con N
el orden de la expansión temporal del método de Taylor, M el orden de la expansión
polinomial de f en (2.1) evaluada en Ux0 y d la dimensión del sistema.

�2.2 Método de Taylor

Como se observa en (2.2), el método de Euler es la aproximación lineal de x(t) con h
dado. El método de Taylor es la generalización del método de Euler en el sentido de que
si ẋ = f(x(t), t) es una función analítica, entonces x(t) también lo es y, por tanto, se
puede expresar como una serie de potencias convergente

x(t+ h) =
∞∑
i=0

xih
i =

∞∑
i=0

x(i)(t)

i!
hi =

N∑
i=0

x(i)(t)

i!
hi +O(hN+1), (2.13)

donde xi es la i-ésima derivada normalizada, i.e. xi := x(i)(t)/i!, con x(i)(t) la i-ésima
derivada de x(t) evaluada en t. En el caso que x : R → Rd, entonces i es un índice
múltiple tal que xi := xi1,··· ,id ∈ Rd e i := ‖i‖1 = i1 + · · · + id, compactando así la
notación para dimensiones d > 1. El término O(hN+1) corresponde al residuo de la
expansión hasta N < ∞ y, en caso de funciones analíticas, son términos cada vez más
pequeños mientras estén dentro del radio de convergencia de ésta. Por esto, el residuo no
será tomado en cuenta explícitamente y será considerado como el error del método3.

Comparando ambas expansiones en series de potencias de (2.1) y notando que d
dt

(∑
k=0 akt

k
)

=∑
k=1 kakt

k−1,

ẋ(t) =
∑
i=1

ixit
i−1 =

∑
i=0

(i+ 1)xi+1t
i =

∑
i=0

fit
i.

Así, se de�ne la relación de recurrencia

xi+1 =
fi
i+ 1

, (2.14)

obteniendo así

x(tn+1) = x(tn) +
N∑
i=0

fi
i+ 1

(x(tn+1), tn)hi +O(hN+1), (2.15)

el método de Taylor para obtener x(t) = φ(t; t0,x0) dado x0.

3Los métodos que incluyen el cálculo del residuo como un intervalo de error se conocen como Taylor
Models.
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Una enorme ventaja de (2.15) sobre el método de Euler, o cualquier método de integración
numérica con paso �jo como varios de los Runge-Kutta, es que se puede acotar el residuo
O(hN+1) en términos de h si cambiamos el orden N de la expansión, controlando así el
error de integración del sistema de EDO para cada paso. Como f y x son analíticas al
menos en un intervalo, entonces su desarrollo en series de potencias es convergente. De
este modo, buscamos que la contribución del último término de la serie sea menor a cierta
tolerancia εTaylor, es decir

‖xN‖∞ h
N ≤ εTaylor =⇒ h =

(
εTaylor
‖xN‖∞

)1/N

.

Para el caso de funciones pares o impares, es probable que el último coe�ciente de la
serie sea identicamente cero y, para evitar indeterminaciones al encontrar h, se busca la
mínima h entre los dos últimos coe�cientes de la expansión de x(t+ h)

h = mı́n
n∈[N−1,N ]

(
εTaylor
‖xn‖∞

)1/n

. (2.16)

Esta última ecuación hace que el método de Taylor sea de precisión arbitraria. El paso
es adaptativo para cada iteración y, dependiendo si uno busca precisión o rápidez, uno
selecciona a εTaylor grande o chica, respectivamente. Típicamente, para obtener la mejor
precisión posible, εTaylor ≤ εmachine, donde εmachine se de�nie como el mínimo valor que
sumado a 1 da como resultado algo diferente de 1 en la computadora. En este caso
εmachine = 2.22× 10−16.

�2.2.1 Método de Taylor para el Transporte de Jets

Para el método que se acaba de desarrollar, cada término satisface que xi ∈ Rd. Sin
embargo, en el TJ se parametriza la vecindad de la condición inicial con un polinomio
P0,x0(ξ) ∈ MPRd . Dado que P0,x0(ξ) = x0 + ξ, la relación de recurrencia (2.15) puede
reescribirse como

Pn+1,x0(ξ) = Pn,x0(ξ) +
N∑
i=0

fi
i+ 1

(Pn,x0(ξ), tn)hi (2.17)

donde Pn,x0(ξ) ∈ NPRd ∀ n. Así, puede encontrarse la solución φ(tn; t0,x0 + ξ) = Pn,x0(ξ),
que representa las vecindades del �ujo φ(tn; t0,x0) parametrizadas por ξ.

Notemos que para este punto ya no hay problema en evaluar Pn,x0(ξ) ya que quedaron
de�nidas las operaciones necesarias en la sección 2.1. Sin embargo, hay que prestar aten-
ción a cómo obtener el paso de integración h ya que, siguiendo (2.16), debemos tomar
‖xm‖∞ y para xm ∈ NPRd , de�nimos la p-norma de la siguiente manera:
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De�nición 2.2.1 Sea ‖·‖ : K → R+, P (ξ) =
∑

k akξ
k ∈ K = NPRd. Se de�ne la p-

norma de P (ξ) como

‖P (ξ)‖p :=

(∑
k

‖ak‖pp

)1/p

(2.18)

donde, si ak ∈ R, entonces ‖ak‖p = |ak|.

Así, la elección del paso de integración tiene sentido ahora también para polinomios. Es
importante mencionar que la de�nición de la norma para polinomios en NPRd coincide
con la de�nición estándar de norma. Además, de este modo, el paso de integración h
coincide por el utilizado por D. Pérez en [6].

�2.2.2 Probando el método de Taylor

Hasta ahora se han desarrollado ejemplos usando únicamente el método de Euler con
la intención de mostrar la esencia del TJ. Sin embargo, es momento de poner a prueba
el método de Taylor desarrollado en párrafos anteriores y ver si las ecuaciones (2.15) y
(2.17) son su�cientemente precisas con el TJ. Además, se analizará la ecuación (2.17)
para explorar e implementar cómo se puede enriquecer el método a través del desarrollo
de diferentes indicadores.

Para probar el método se tomarán algunos hamiltonianos de la forma

H(p,q) =
1

2m
p2 + V (q,p) (2.19)

donde

ṗ = −∂H
∂q

q̇ =
∂H

∂p
. (2.20)

Tomar este tipo de sistemas es cómodo ya que las soluciones viven en curvas de nivel con
H constante que, de paso, representan la conservación de la energía mecánica. Ésto nos
permite hacer una revisión de dicha conservación, la cual debería ser constante para toda
la trayectoria. Se tomará, a menos que se indique lo contrario, εTaylor ≤ εmachine para que
el análisis de precisión sea robusto. Recordemos que en este caso εmachine = 2.22× 10−16.

Oscilador armónico

Sea un sistema dado por una masa m que, al desplazarlo de su estado de equilibrio por
una cantidad x, siente una fuerza restitutiva proporcional a dicho desplazamiento

F(x) = mẍ = −kx (2.21)
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con [k] = Kg s−2 y k > 0.

Tomando v = ẋ se obtienen

ẋ =
1

m
p

v̇ = − k
m

x (2.22)

las EDO's para el oscilador armónico, las cuales son equivalentes, para ω2 := k
m

= 1 y
x ∈ R, p ∈ R, a (2.4).

Usando la primera integral de (2.22) y la ecuación (2.20) se obtiene

H(p,x) =
1

2m
p2 +

ω2

2
x2, (2.23)

con p = mv. Ésta cumple con las ecuaciones de (2.20) y es una constante de movimiento
que representa la energía.

Figura 2.4: Espacio fase para el oscilador armónico representado por la ecuación (2.23).
En negro aparece la solución calculada con el método de Taylor para jets con x0 = (1, 0)T ,
tolerancia εTaylor = 10−20, orden de la expansión N = 24 y orden del jet M = 4. Los
jets fueron evaluados para la vecindad parametrizada por ξ(α) = 0.1 · (cos(α), sin(α))T ,
α ∈ [0, 1], mientras que la solución en gris representa la variación ξ = (−0.1, 0)T .

Así, tenemos que las soluciones analíticas son de la forma

x(t) = v0 sin (ωt) + x0 cos (ωt)

v(t) = v0ω cos (ωt)− x0ω sin (ωt). (2.24)
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La Figura 2.4 presenta al espacio fase del oscilador armónico junto con la solución de una
vecindad U calculada con el Transporte de Jets. En ésta se observa cómo las soluciones
evaluadas en una vecindad inicial parametrizada por un círculo están siempre en las líneas
de las curvas de nivel del hamiltoniano. Se observa además en la �gura la estructura de
centros alrededor del único punto de equilibrio (0, 0)T , donde la vecindad calculada por
el TJ oscila siempre a la misma frecuencia ω, lo cual es característico de este sistema.
Notemos que en esta �gura U recorre diferentes curvas de nivel, por lo que el transporte
fue transparente a conservar la energía del problema.

Figura 2.5: Variaciones de energía y trayectoria para el oscilador armónico en cada
uno de los pasos temporales de la solución en unidades de εmachine con condición inicial
x0 = (1, 0)T y vecindad parametrizada por ξ(τ) = 0.1 · (cos(τ), sin(τ))T , τ ∈ [0, 1]. Se
utilizó tolerancia εTaylor = 10−20, orden de la expansión N = 24 y orden del jet M = 4.

Izquierda: variación δE(tn) = E(tn)−E0

εmachine
de la energía respecto a la energía inicial E0 = 1

Joule. Derecha: variación δx(t) =
‖x(tn)−xn‖2
εmachine

respecto a la solución analítica (2.24) para

distintos desplazamientos ξ respecto de la condición inicial x0 = (0, 0)T . Notemos que
aunque el error crece de manera lineal, éste está en erminos del error de redondeo de la
máquina, por lo que las soluciones calculadas son muy buenas.

Dada la condición inicial x0 = (1, 0)T y tomando m = 1 Kg, k = 1 Kg s−2, el oscilador
tendrá una energía de E0 = H(x0) = 1 Joules. En la Figura 2.5 se pueden ver las
variaciones δE(tn) de la energía en cada paso de integración así como la diferencia δx(tn)
de las soluciones de jet calculadas por el método de Taylor evaluadas en diferentes ξ's y
las soluciones analíticas del oscilador armónico correspondientes al desplazamiento dado
por dichas ξs.

Es interesante notar que (2.22) es un sistema lineal de ecuaciones y, por tanto, basta
con un jet de orden 1 para obtener la mejor aproximación de las vecindades de x0. De
hecho, evaluar Ux0 en f(x) de (2.1) siempre regresa una cantidad lineal y por tanto, nunca
aparecen términos de orden mayor en las variables del sistema de EDO.
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Péndulo simple

Consideremos un sistema donde una masa m está anclada al extremo de una varilla de
longitud l cuya masa es despreciable. Esta varilla está anclada, a su vez, a un punto
inmovil. Así, m se mueve bajo la acción de la gravedad g como se muestra en la Figura
2.6, ignorando la resistencia del aire.

Figura 2.6: Diagrama esquemático del sistema del péndulo.

La forma más natural de trabajar este problema es en coordenadas polares, en donde la
masa m se mueve con una velocidad v = lθ̇ con l constante, es decir r(t) = l =⇒ ṙ =
pr = 0. Esta constricción reduce en uno los grados de libertad del sistema, haciendo que
éste dependa únicamente de θ.

Tenemos que

K =
1

2
mv2 =

1

2
ml2θ̇2

U = mgh(θ) = mgl (1− cos θ) (2.25)

son la energía cinética y potencial, respectivamente.

Así, contruimos el lagrangiano del sistema

L(θ, θ̇) = K − U =
1

2
ml2θ̇2 −mgl (1− cos θ) .

Sabemos que

p =
∂L
∂q̇

= ml2θ̇,
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lo cual nos permite plantear el hamiltoniano

H(p, θ) = K + U =
p2θ

2ml2
+mgl (1− cos θ) . (2.26)

Las EDO quedan entonces, por (2.20), como

θ̇ =
pθ
ml2

ṗθ = −mgl sin θ, (2.27)

en cuyo dominio (θ, pθ) ∈ [−π, π] × [pmin, pmax] ⊂ R2 existen dos puntos de equilibrio:
(π, 0), (0, 0); el primero de libración y el otro de rotación. En la Figura 2.7 se puede ver
una representación del espacio fase donde se exhibe el comportamiento de dichos puntos.
Notemos que, por la periodicidad del espacio en θ, (π, 0) = (−π, 0).

Figura 2.7: Espacio fase para el péndulo simple representado por la ecuación (2.26).
En negro salen puntos de la trayectoria calculada con el método de Taylor para Jets con
x0 = (π2 , 0)T , tolerancia εTaylor = 10−20, orden de la expansión N = 24 y sus vecindades

(jets) evaluadas para ξ(α) = 0.1 · (cos(α), sin(α))T , α ∈ [0, 1].

Tomando unidades donde g = 1 , l = 1 y m = 1, entonces, para las condiciones iniciales
pθ(0) = 0 y θ(0) = π/2, la energía total es

E0 = H(pθ(0), θ(0)) = 1.
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Para ésta, se puede integrar el Transporte de Jets y además, evaluarlo para condiciones
cercanas y ver cómo se comportan éstas soluciones en el espacio fase, que deben, en teoría,
moverse por las curvas de (2.26). Se puede observar de la Figura 2.8 cómo para jets de
orden 4, las soluciones se quedan sobre las curvas de nivel que corresponden a su energía
mecánica.

Figura 2.8: Jets de distinto orden para Ux0 parametrizada en un círculo de radio 0.1
ξ(α) = 0.1 (cos(α), sin(α))T alrededor de x0 = (π2 , 0)T en el péndulo simple después de
dos periodos. Se utilizó tolerancia εTaylor = 10−20 y orden de la expansión N = 24.
Izquierda: Jet de orden 1, el cual no pasa por las curva de nivel de (2.26). Derecha: Jet de
orden 4

Respecto a las variaciones de energía en el sistema, se ve en la Figura 2.9 cómo δE(t)
varía alrededor de cero como un movimiento browniano. Éste último se relaciona con los
errores de redondeo de los números de punto �otante de la máquina y no con el método
de Taylor en sí gracias a que εTaylor es su�cientemente chica y N su�cientemente grande,
a diferencia del método de Euler, como se observa en la Figura 2.3, donde el error crece
de manera lineal. La máxima variación respecto a la energía inicial es de 2.28× 10−14, lo
cual corresponde exactamente a 103εmachine.

Hamiltoniano Arti�cial

Inventemos un hamiltoniano que no necesariamente represente un sistema físico. Éste
último ejemplo servirá como motivación de la siguiente sección, ya que estaremos anali-
zando las soluciones cerca de una separatrize y se podrá extender un poco la discusión
sobre los jets y la necesidad de contruir algunos indicadores dinámicos relevantes.

Sea

H(q, p) = qp2 − 1

2
q2 (2.28)
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Figura 2.9: Diferencia δE(tn) := E(tn)−E0

εmachine
de la energía del péndulo simple con condición

inicial x0 = (π2 , 0), tolerancia εTaylor = 10−20 y orden de la expansión M = 28.

el hamiltoniano del sistema cuyas curvas de nivel representan las soluciones para la EDO

q̇ = 2qp

ṗ = −p2 + q. (2.29)

Notemos que este sistema tiene un único punto de equilibrio (0, 0)T que corresponde a la
energía de H(0, 0) = 0. Con esto, podemos obtener la condición para que las soluciones
estén sobre dicha curva límite o separatriz que divide diferentes regiones del espacio.
Vemos que si

H(q, p) = qp2 − 1

2
q2 = 0 =⇒ p = ±

√
q

2

entonces las condiciones iniciales tipo x0 =
(
q,−

√
q
2

)
vivirán sobre la separatriz.

Se muestra en la Figura 2.10 el espacio fase dado por el hamiltoniano del sistema. Notemos
que dicha separatriz se puede observar como una parábola horizontal positiva que pasa
por el punto de equilibrio.

Si tomamos q0 = 0.7 con la condición anterior, y hacemos un TJ alrededor de dicha
condición inicial podríamos ver, en teoría, las trayectorias que toman las soluciones cer-
canas a la curva límite en cada lado de la frontera que ésta impone. En la Figura 2.11 se
observa la deformación de estos jets conforme pasa el tiempo y es evidente la tendencia
que tienen las soluciones cercanas a diverger.

En este problema se vuelve importante muy rápidamente la precisión con la que los
jets nos dan soluciones cercanas ya que la deformación de la vecindad inicial Ux0 es
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Figura 2.10: Espacio fase del campo vectorial dado por las ecuaciones de (2.29).

Figura 2.11: Solución para (2.29), con condición inicial sobre la separatriz, donde q0 =
0.7. Aquí, los jets son de orden M = 16, en 8 pasos de integración desde t0 = 0 hasta
tmax = 1.7, con tolerancia εTaylor = 10−20 y orden de la expansión N = 28. En gris están
las soluciones a x0 + ξ sin utilizar TJ.
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muy grande. Por esto, se muestra en la Tabla 2.1 la diferencia entre evaluar el jet en
ξ = (0,−0.1)T y hacer el método de Taylor convencional partiendo de ese punto. De
hecho, se observan en la Figura 2.12 la evaluación de jets de distinto orden para la misma
vecindad inicial alrededor de x0.

M = 1 M = 2 M = 4 M = 8 M = 16

t1 -2.42 -3.97 -7.07 -13.28 -15.95
t2 -1.92 -3.1 -5.47 -10.22 -15.95
t3 -1.54 -2.48 -4.37 -8.15 -15.91
t4 -1.21 -1.96 -3.47 -6.49 -12.53
t5 -0.91 -1.49 -2.68 -5.05 -9.79
t6 -0.61 -1.05 -1.95 -3.74 -7.34
t7 -0.29 -0.6 -1.24 -2.52 -5.08

Tabla 2.1: Diferencia logarítmica de δx =
∥∥φ(ti, t0,x0 + (0,−0, 1)T )− Pi,x0((0,−0.1)T )

∥∥ para
polinomios Pi,x0

(ξ) de distinto orden M en ξ. Se ve que al duplicar M , el error mejora en un
factor 2, aproximadamente.

Figura 2.12: Diferencia grá�ca entre un jet de ordenM = 2 contra uno de ordenM = 16
para las mismas condiciones.

Recordemos que como (2.29) es un sistema de EDO hamiltoniano entonces deberá con-
servar la energía. En la Figura 2.13 se observa la variación de la energía para cada paso
temporal con el jet evaluado en ξ = (0,±0.1)T , así como en x0, i.e., para el método de
Taylor sin jets. Notemos cómo al principio, en la Figura 2.14 la energía sí se conserva,
i.e, las evaluaciones del TJ se mantienen sobre las super�cies de nivel del hamiltoniano,
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sin embargo, cuando la vecindad se empieza a deformar más, la energía empieza a va-
riar más respecto a la de su condición inicial. Notemos que aunque esta variación es de
unas 108εmachine, el error en la energía es apenas en la octava cifra signi�cativa, dado que
εmachine = 2.22× 10−16.

Figura 2.13: Diferencia en energía δE(tn) = 1
εmachine

(H(x(tn))−H(x0)) para el sistema

2.29 sin TJ, con tolerancia εTaylor = 10−20, orden de expansión N = 24 y 8000 pasos
temporales de t0 = 0 a tmax = 1.7.

Figura 2.14: Diferencia en energía δE(tn) = 1
εmachine

(H(x(tn))−H(x0)) para el sistema

(2.29) con jets de orden M = 16 evaluados en ξ. Se utilizó tolerancia εTaylor = 10−20,
orden de expansión N = 24 y 40 pasos temporales de t0 = 0 a tmax = 1.7. Izquierda: δE
respecto a la energía inicial en la primera mitad de la integración. Derecha: log1 0(δE+ 1)
respecto a la energía inicial en toda la integración.
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Todos los ejemplos construidos en la última sección han sido evaluados en una vecindad
con un radio de r = 0.1 alrededor de x0. Sin embargo, nada asegura que ésta sea una buena
elección para dicha vecindad. Estudiar cuál es el tamaño máximo que una vecindad puede
tomar para que los jets arrojen soluciones precisas se vuelve una pregunta natural al ver
las grá�cas y tablas de estos ejemplos. Por otro lado, hemos visto en este último ejemplo
cómo una vecindad inicial puede deformarse bastante rápido cerca de una curva límite
cuando en el oscilador armónico, en cambio, no se deforma nada. Establecer una métrica
de deformación se vuelve, también, una forma de análisis del estudio de vecindades de
alguna condición x0 dada para algún sistema de ecuaciones diferenciales a trabajar. En
el caso del péndulo simple, se observa cómo después de cada periodo de oscilación, el jet
se deforma de manera tal que las soluciones cercanas no cruzan la condición inicial al
mismo tiempo que x0; esto se puede estudiar si pintamos una sección transversal a las
soluciones del péndulo que pase por x0 y observamos en qué tiempo cruzan las vecindades
ésta sección. El TJ ha funcionado muy bien en ver cómo varían las vecindades de las
ecuaciones estudiadas en esta sección, y esto nos motiva a desarrollar indicadores sobre
la dinámica de los sistemas de ecuaciones en general, aún cuando no se pueda obtener
su solución explícita. Es importante notar que no siempre se tendrá la posibilidad de
comparar con aspectos cuantitativos como en los ejemplos son las curvas de nivel. Ésto
motiva a que dichos indicadores nos ayuden a conocer el espacio fase aún cuando no
sepamos todas las cantidades conservadas.
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Indicadores Dinámicos del TJ

En los ejemplos del capítulo anterior se ha evaluado la precisión del método de Taylor
con y sin el Transporte de Jets (TJ). Hemos estudiado casos hamiltonianos en donde
las soluciones a las ecuaciones diferenciales viven en curvas de energía constante sobre el
espacio fase. Es importante tener en cuenta que éste es sólo un subconjunto de casos en la
familia de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias. Nuevos elementos aparecen en
los campos vectoriales impuestos por la forma más general de (2.1) como órbitas periódi-
cas, atractores, repulsores o atractores extraños [2]. La idea de los indicadores dinámicos
radica en encontrar estructuras que nos permitan catalogar a los campos vectoriales, sean
hamiltonianos o no, y sacar información relevante acerca de las soluciones al sistema de
ecuaciones dado.

Hay que destacar que el TJ no sirve únicamente para dar indicadores dinámicos del
espacio fase. Hay realmente muchas cosas que se pueden aprovechar al tener la solución
parametrizada por polinomios. Entre éstas están hacer simulaciones de Monte Carlo o
hacer variación de los parámetros de las ecuaciones.

�3.1 Un poco de motivación vía Exponentes de Lyapu-
nov a Tiempo Finito

El Transporte de Jets nos permite saber qué pasa con el �ujo entre condiciones iniciales
vecinas. En este sentido, si se hace un transporte alrededor de x0, sabemos como es el
�ujo de x0+δx0. Por esto, los Exponentes de Liapunov a Tiempo Finito (ELTF) emergen
como una motivación natural a los indicadores que serán propuestos en este capítulo. Un
ELTF es, sin entrar en muchos detalles, el promedio en un lapso �nito de tiempo de la
tasa de máxima expansión entre dos condiciones iniciales cercanas. La construcción que
aquí se plantea sigue a Shadden, Lekien y Marsden en [16].
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Consideremos dos condiciones iniciales vecinas x0 y χ0 = x0 + δx0 en D ⊂ Rd con
�ujos φ(T ; t0,x0) y φ(T ; t0, χ0) respectivamente, después de un intervalo T de tiempo,
con δx0 � 1 y en alguna dirección arbitraria . La diferencia entre los �ujos después de T
es

δx(T ) = φ(T ; t0, χ0)− φ(T ; t0,x0) =
dφ(T ; t0,x0)

dx0

δx0 +O
(
‖δx0‖22

)
. (3.1)

Ignorando el término de orden cuadrático en δx0, se puede encontrar la magnitud de la
perturbación al tiempo T via la norma estándar

‖δx(T )‖2 =

√〈
dφ(T ; t0,x0)

dx0

δx0,
dφ(T ; t0,x0)

dx0

δx0

〉
. (3.2)

La máxima expansión de (3.2), se encuentra en la dirección donde δx0 esté alineada con
el eigenvector asociado al máximo eigenvalor de la matriz1

Λ(x0, T ) :=
dφ(T ; t0,x0)

dx0

∗dφ(T ; t0,x0)

dx0

. (3.3)

Es decir,

máx
δx0

‖δx(T )‖ =

√
λmax(Λ) ‖δx̃0‖2 = eσ(x0,T )|T | ‖δx̃0‖ ,

con δx̃0 en la dirección del eigenvector asociado a λmax(Λ) y

σ(x0, T ) :=
1

2|T |
lnλmax(Λ(x0, T )) (3.4)

el máximo ELTF integrado a tiempo T asociado al punto que en t0 pasa por x0. Como
se mencionaba al principio de la sección, σ(x0, T ) nos da la tasa de máxima expansión
de x0 promediada en el intervalo T . Calcular el ELTF es fácil con el TJ ya que, por la
parametrización polinomial de φ(t; t0,x0 + ξ), λ(x0, T ) se puede calcular directamente
usando jets de orden M = 1. Con esto, se puede estudiar el espacio fase de una campo
vectorial dado ya que diferentes valores de σ representan diferentes tasas de expansión
para la misma escala temporal.

La Figura 3.1 presenta al campo escalar de los ELTF calculados a partir de (3.4) para el
péndulo simple descrito por (2.27). Es interesante ver cómo la separatrices del péndulo
coinciden con los valores más grandes de σ en el espacio fase. En [15], se hace un análisis
profundo para detectar diferentes regiones en el espacio fase, que ahí nombra como Es-
tructuras Lagrangianas Coherentes, motivado en la parcelas lagrangianas de la mecánica
de �uidos. Como se muestra en la referencia anterior, no necesariamente el campo escalar

1Esta matriz se suele conocer como el tensor (derecho) de Cauchy-Green.
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Figura 3.1: Campo escalar de los ELTF calculada con (3.4) para el péndulo de (2.27) en
una retícula de 100 puntos por lado, después de un periodo, con tolerancia εTaylor = 10−10

y orden máximo de la expansión M = 25.

de ELTF va a encontrar separatrices, sino puntos cuyas soluciones vecinas se alejan rápi-
damente en el tiempo; esto puede indicar, sí, separatrices, pero también caos, o grandes
gradientes de velocidad en el espacio fase.

�3.2 Tamaño máximo de las vecindades

Los ELTF son una buena herramienta para ver la tasa de expansión de la variacion entre
dos condiciones vecinas. Esto es una buena motivante para el Transporte de Jets, ya que
no se tiene, a priori, la restricción de la linealidad que se tiene en el caso anterior. Lo
único que se hizo para adaptar el TJ al campo de ELTF fue tomar un desarrollo a primer
orden de las soluciones de un campo vectorial dado. Sin embargo, si las expansiones de
los polinomios son de orden N > 1, entonces las deformaciones en las vecindades de
x0 exhibirán términos no lineales para cada término del �ujo y, así, se puede obtener
información más precisa con los indicadores pertinentes2. Intuitivamente, entre mayor
sea el orden de expansión de los jets, mejor será la aproximación a la solución real en las
vecindades de x0 y más grandes pueden ser las variaciones respecto a x0; sin embargo,
no se ha analizado qué tan grandes deben ser dichas variaciones para estar bajo una
tolerancia impuesta.

2La Figura 2.8 es un buen ejemplo de cómo no siempre las deformaciones lineales son su�cientes si la
variación es su�cientemente grande.
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Figura 3.2: Evaluación del TJ para ξ = (±0.1, 0)T en un periodo del péndulo simple
en tres distintas secciones para una tolerancia εTaylor = 10−10, jets de orden M = 4 y
expansión de orden N = 24 Las integraciones nominales de x0 ± ξ se representan con las
curvas negras no sólidas, mientras que la integración para x0 son las curvas negras sólidas.
En verde: x0 = (π/6, 0)T , En azul : x0 = (2π/3, 0)T y En rosa: x0 = (15π/16, 0)T .

Los coe�cientes de la expansión de φ(t; t0,x0 + ξ) dependen de qué tan grandes son las
variaciones de las vecindades de la condición tomada para el �ujo. La Figura 3.2 muestra
cómo para la misma variación ξ = (±0.1, 0)T el transporte no siempre se comporta de
la manera. Más cerca de la separatriz, las evaluaciones se parecen muy poco a �ujo real.
Así, una forma de controlar qué tan grandes pueden ser las variaciones alrededor de x0

es acotar la contribución del último término a una tolerancia dada; es decir,

a
(n)
M ξMmax ≤ εjet

donde φ(t; t0,x0 + ξ) = Pn,x0(ξ) =
∑M
|m|=1 a

(n)
m ξm, con a

(n)
m el máximo coe�ciente m =

‖m‖1 del jet al tiempo tn.

Se busca controlar el máximo de estos coe�cientes, de modo que

ξmax = mı́n
|m|=M

(
εjet

a
(n)
m

) 1
m

. (3.5)

es el radio máximo que la vecindad Ux0 puede tomar para estar debajo de la tolerancia
impuesta.

Con ésto se establece qué tan grandes pueden ser las variaciones de x0 sin que las defor-
maciones del jet repercutan de manera drástica en las soluciones evaluadas. Esta es una
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manera de establecer una frontera a las vecindades que se puedan tomar alrededor de x0

al aplicar el TJ.

La sección 2.2.2 muestra cómo la dinámica del campo vectorial exige que las deforma-
ciones de Ux0 sean muy grandes y, como se observó en la Figura 2.14, después de cierto
tiempo la energía deja de conservarse, lo cual implica que la solución ya no obtenida
con el TJ ya no es una buena aproximación de la solución real. Visto de otro ángulo, la
vecindad en la que se evaluó era demasiado grande para ser correctamente representada
por la parametrización de las soluciones.

Figura 3.3: Diferencia de energía δE(tn) = 1
εmachine

(H(x(tn))−H(x0)) para el sistema
(2.29) con jets de orden M = 16 evaluados en ξmax = 0.0235, el cual se calculó con
εjet = 10−14. Se utilizó tolerancia εTaylor = 10−10, orden de expansión N = 25 y 40 pasos
temporales de t0 = 0 a tmax = 1.7.

En la Figura 3.3 retomamos al sistema (2.29) que, en su momento, vimos cómo la energía
divirgió. Ahora podemos ver que, al establecer una tolerancia εjet = 10−14, las variaciones
de energía para ambos casos ±ξmax son más pequeñas que εmachine = 2.22× 10−16. Esto
implica que establecer un tamaño máximo de las vecindades reduce drásticamente el error
de las soluciones calculadas. Esto, sin embargo, tiene un costo relativamente alto, ya que
ξmax = 0.0235 � 0.1, donde 0.1 fue la variación respecto a x0 que se había escogido
arbitrariamente en la sección 2.2.2.

ξmax depende fuertemente de la tolerancia εjet escogida y de la condición inicial en donde
se busque saber la variación máxima posible. En general, entre más se deforme el jet
con la evolución del �ujo, menores serán las vecindades en las que las evaluaciones de
φ(t; t0,x0+ξ) queden debajo de εjet. Con esto en mente, el tamaño máximo de la vecindad
puede servir como un indicador similar a los ELTF, ya que es sensible a la separación entre
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condiciones iniciales cercanas. El tamaño de vecindad va a detectar grandes gradientes
de velocidades, presencia de separatrices en el espacio fase y regiones de caos en órdenes
no lineales de la vecindad de las soluciones. Se muestra en la Figura 3.4 cómo φ(t; t0,Ux0)
consta de una Ux0 considerablemente más pequeña que en la Figura 2.11.

Figura 3.4: Solución para (2.29), con condición inicial sobre la separatriz, donde q0 = 0.7.
Aquí, los jets son de ordenM = 16, en 8 pasos de integración desde t0 = 0 hasta tmax = 1.7,
evaluados para ξmax = 0.025. Se utilizó tolerancia εTaylor = 10−20 y orden de la expansión
N = 25. En gris están las soluciones a x0 ± ξmax sin utilizar TJ. La tolerancia para ξmax
es de εjet = 10−5.

Dicho lo anterior, y a modo de comparar con los ELTF desarrollados previamente, tome-
mos el caso del péndulo simple, que tiene una separatriz que divide la zona en donde el
péndulo oscila respecto a un punto de equilibrio (�rotación�) y la zona donde el péndulo
completará periodos completos de oscilación (�libramiento�). A diferencia de la Figura
3.1, la Figura 3.5 alcanza sus mayores valores en el centro, que es donde las velocidades
del campo vectorial son menores y, en cambio, en los valores de la separatriz, se alcanzan
los mínimos valores para ξmax, ya que es donde los jets sufren mayores deformaciones.
Sin embargo, esta �gura nos da información equivalente a los ELTF, ya que, cualitati-
vamente, presenta la misma información y nos indica sobre la presencia de la separatriz.
De hecho, si las no linealidades de ξmax no contribuyen de manera importante al cálculo
de ésta, entonces ξmax(x0, T ) ∝ 1

σ(x0,T )
.

�3.2.1 Tasa de expansión y contracción

Otra forma de obtener información sobre los �ujos es viendo la tasa de deformación de los
jets propagados en el espacio fase. La ventaja de esto sobre el campo escalar de ELTF o del
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Figura 3.5: Campo escalar de los tamaños máximos de vecindad ξmax para el péndulo
de (2.27) en una retícula de 60 puntos por lado, después de un periodo, con tolerancia
εTaylor = 10−10 y orden máximo de la expansión N = 25.

tamaño máximo de vecindades es que aquí es posible saber en qué dirección se tienen
la mayor y menor deformación respecto a un punto en el espacio fase. Este indicador se
relaciona con el espectro de Lyapunov, que no es más que el conjunto de eigenvalores
λi obtenidos por las raíces del polinomio característico P (λ) = det(A− λ1). El espectro
de Lyapunov nos dice cómo crece o se contrae la aproximación lineal de las soluciones
bajo un cambio invertible de coordenadas. Las tasas de expansión y contracción de
vecindades del �ujo φ(t; t0,x0) (ζ+ y ζ−, respectivamente) nos dicen cuáles son la máxima
y mínima separación de x0 con una variación ξ de radio |ξ(θ)| = ξmax.

Para obtener dicho indicador se hace el TJ del orden M deseado integrando hasta t = tn,
se obtiene el radio máximo de la vecindad con el método de la sección anterior y se evalúa
la frontera de Ux0 en Pn,x0(ξ(θ)). Una vez evaluada, se encuentra el ángulo de máxima
(mínima) separación

θ+(x0) = máx
θ∈[0,2π)

‖Pn,x0(ξ(θ))− Pn,x0(0)‖ (3.6)

y se calcula

ζ±(x0) =
‖Pn,x0(ξ(θ±))− Pn,x0(0)‖

ξmax
. (3.7)

En el caso de un grado de libertad, como los ejemplos hasta ahora planteados, se ha
parametrizado dicha frontera con ξ(θ) = ξmax (cos(θ), sin(θ))T , θ ∈ [0, 2π]. Evidentemente
no se puede evaluar la frontera de Ux0 en un continuo de puntos en la computadora, así
que se plantean dos maneras de mejorar la precisión sobre dichos máximos y mínimos:
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Aumentar el número de puntos con los cuales se evalúa δUx0

Encontrar θ± de los puntos disponibles y luego aplicas el método de Newton-Rapson
con Pn,x0 .

Se pueden encontrar θ± y ζ± para toda una rejilla de puntos y obtener dos campos
vectoriales y dos escalares, respectivamente. Los campos vectoriales indican, para cada
punto, la dirección de mayor y menor separación de la condición x0 dada; los campos
escalares indican la magnitud de esto último. En la Figura 3.6 se pueden ver ambos
campos encimados para el péndulo simple donde, para cada punto de la rejilla, hay un
vector en la dirección de máxima (mínima) separación y en color se indica la magnitud
de dicha separación.

Figura 3.6: Campos vectoriales dados por (cos(θ±(x0)), sin(θ±(x0)))
T sobre los campos

escalares ζ±(x0) para el péndulo simple, en rejillas de 15 × 15, con tolerancia εTaylor =
10−20, orden de los jets M = 3 y orden de la expansión N = 25. Izquierda: Campos dados
por θ+(x0) y ζ+(x0). Derecha: Campos dados por θ−(x0) y ζ−(x0).

Es curioso ver que, para los campos escalares de ζ±, se detecta la presencia de la sepa-
ratriz en un modo similar que en las dos subsecciones anteriores. De hecho, ζ± puede
utilizarse también como un indicador de separatrices, caos y grandes gradientes de ve-
locidad. La Figura 3.7 nos muestra una versión más re�nada de los campos escalares
correspondientes.3

Los indicadores desarrollados hasta ahora en este capítulo han sido tomados del análisis
que hace Daniel Pérez-Palau en sus artículos. Éstos fueron replicados en esta tesis con el
propósito de hacer una exploración un poco más profunda de dichas cantidades. Además,
éstos se utilizarán en el capítulo de resultados. De aquí hasta el �nal del capítulo, los
indicadores propuestos ya no son incluidos en el estudio de Pérez-Palau y son contribución
propia a las aplicaciones del Transporte de Jets.

3Se toma la raíz cúbica de ζ± para achicar la diferencia entre los valores máximos y mínimos y que
la imagen sea más legible.
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Figura 3.7: Campos escalares (ζ±(x0))
1/3 para el péndulo simple, en rejillas de 90× 90,

con tolerancia εTaylor = 10−20, orden de los jets M = 3 y orden de la expansión N = 25.
Se toma la raíz cúbica para hacer más clara la imagen. Izquierda: Campo escalar ζ+(x0).
Derecha: Campo escalar ζ−(x0).

�3.3 Formas Simplécticas

Consideremos la siguiente función

H :M⊂ Rd × Rd → R
(q,p)→ H(q,p)

que de�ne al hamiltoniano, cuyas ecuaciones de movimiento son

q̇ =
∂H

∂p

ṗ = −∂H
∂q

.

Si de�nimos x := (q,p) = (x1, . . . , x2d)
T , entonces

ẋi = ωi,j
∂H(x)

∂xj
, (3.8)

donde

ω =

[
0 I
−I 0

]
(3.9)
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es una matriz de 2d× 2d, 0 es una matriz de ceros de d× d e I es la matriz identidad de
d× d. Notemos que (3.9) cumple

ω2 = −I

ωT = −ω (3.10)

para cualquier d.

De�nición 3.3.1 Sea ω una matriz que cumple las propiedades (3.10). Se dice que una
matriz g es simpléctica si

gTωg = ω. (3.11)

Las matrices que cumplen la de�nición anterior forman un grupo simpléctico denotado
Sd(d), que son un caso particular de los grupos de Lie.

Los grupos de Lie son grupos cuyos elementos dependen de un número �nito de pará-
metros, i.e., g = g(η) = g(η1, . . . , ηN). Dicho esto, y como se menciona en [17], para los
cálculos se suele escoger una base para operar dichas matrices y, para transformaciones
in�nitesimales del espacio fase, éstas toman la forma

g(δη) := 1 + δηT, (3.12)

con {T1, . . . , TN} un conjunto de rotaciones4 sobre el espacio fase.

Notemos que si al grupo de rotaciones (3.12) le imponemos la condición (3.11) de sim-
plecticidad

(1 + δηT)T ω (1 + δηT) = ω =⇒ �ω + (δηT)Tω + ωδηT +���
��

���:
O(‖δηT‖2)

(δηT)TωδηT = �ω,

obtenemos una forma explícita para que éste sea simpléctico

(δηT)Tω + ωδηT = 0. (3.13)

En caso de tener un hamiltoniano H(x), basta darse cuenta que

H(x) es, al menos, C2(M); esto es, ∂2H
∂xi∂xj

= ∂2H
∂xj∂xi

.

Los generadores de las transformaciones in�nitesimales del sistema de EDO (2.1)
están dadas por Ai,j(x) := ∂fi(x)

∂xj
. Ai,j(x) son los elementos de matriz de A(x), la

cual se conoce como matriz de estabilidad del sistema.
4Dichas rotaciones representan las deformaciones in�nitesimales de las transformaciones de g.
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La matriz de estabilidad puede representarse en términos de ω como A(x) = ωΞ(x),

donde Ξ(x) =
[
∂2H(x)
∂xi∂xj

]
es la matriz hessiana o matriz de segundas derivadas de

H.

Como H es C2(M) entonces Ξ es simétrica y, por tanto, Ξ = ΞT .

Con las observaciones anteriores podemos ver que

A(x)Tω + ωA(x) = Ξ(x)T��
�*I

ωTω +���:
−I

ωω Ξ(x) = Ξ(x)T − Ξ(x) = 0.

Así, cualquier sistema hamiltoniano es un sistema simpléctico y cumple

ATω + ωA = 0 (3.14)

Regresemos, como siempre, al caso del péndulo simple. Sabemos, por (2.26), que es un
sistema hamiltoniano y, por tanto, debe de cumplir (3.14). La matriz de estabilidad de
éste5 está dada por

Apend(θ, pθ) =

[
0 1

− cos(θ) 0

]
,

entonces

ATpendω + ωApend =

[
0 − cos(θ)
1 0

] [
0 1
−1 0

]
+

[
0 1
−1 0

] [
0 1

− cos(θ) 0

]
=

[
cos(θ) 0

0 1

]
+

[
− cos(θ) 0

0 −1

]
= 0

probando �a mano�, que es un sistema simpléctico. Sin embargo, la matriz de estabili-
dad también se calculó a mano, y ese es un proceso que la construcción polinomial del
Transporte de Jets nos puede ahorrar. Dado que parametrizamos las vecindades de la
condición inicial vía x0 → x0 + ξ = P0,x0(ξ), si evaluamos P0,x0(ξ) en el campo vectorial
f obtendremos la parametrización de éste alrededor de x0 y, como la evaluación es un
vector de polinomios en ξ, se puede obtener la matriz de estabilidad cuyos elementos son
Ai,j(ξ) =

∂fi(P0,x0=(0,0)(ξ))

∂ξj
.

Ahora, el problema de probar la simplecticidad de esta manera es que la expansión
P0,(0,0)(ξ) es una expansión �nita y no representa necesariamente a f(ξ). Sin embargo,
resulta ser que si un sistema es hamiltoniano, el correspondiente sistema dado por la
expansión de sus funciones en series de Taylor hasta orden M <∞ también lo es.

5Se toma por simplicidad y sin pérdida de generalidad g = m = l = 1.

39



Capítulo 3

Teorema 3.3.2 Sea

H :M⊂ R× R→ R
(q, p)→ H(q, p)

una función escalar que de�ne al sistema

q̇ =
∂H

∂p
= f1(q, p)

ṗ = −∂H
∂q

= f2(q, p). (3.15)

Si fi es Cω(M) ∀i, entonces ∃! H :M→ R que de�ne a

q̇ =
∂H
∂p

= PM
f1

(q, p)

ṗ = −∂H
∂q

= PM
f2

(q, p)

con PM
fi

(q, p) el desarrollo de Taylor de orden M de fi. 6

Dem Como fi es Cω(M) ∀i, pueden expresarse como

f1(q, p) =
∞∑

i,j=0

ai,jq
ipj

f2(q, p) =
∞∑

i,j=0

bi,jq
ipj.

Así, por (3.15), resolvemos H(q, p) integrando

H(q, p) =

∫
f1(q, p)dp =

∞∑
i,j=0

ai,j
j + 1

qipj+1 + `1(q)

H(q, p) = −
∫
f2(q, p)dq = −

∞∑
i,j=0

bi,j
i+ 1

qi+1pj + `2(p)

encontrando la relación
ai+1,j

j + 1
= −bi,j+1

i+ 1

6El teorema es generalizable paraM⊂ Rd×Rd. La demostración queda como ejercicio para el lector.
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y la forma explícita de `i

`1(q) =
∞∑
i=0

bi,0
i+ 1

qi

`2(p) =
∞∑
i=0

− a0,i
i+ 1

pi.

Como todo lo anterior es cierto término a término, podemos truncar a cualquier orden
M <∞ y construir H con las expansiones truncadas de PM

f1
(q, p) y PM

f2
(q, p).

Corolario 3.3.3 Si H de�ne un sistema hamiltoniano, entonces H es simpléctico.

Así, como sabemos que los ejemplos construidos hasta ahora vienen de un hamiltoniano
H(q, p), entonces la expansión polinomial f(P0,(0,0)(ξ)) de�ne una matriz de estabilidad
simpléctica.

Otra forma de ver la simplecticidad de un sistema es usando directamente (3.11) e inter-
pretando la matriz g. Hay una visión geométrica que plantea Arnold [14] en su capítulo
de variedades simplécticas, donde una estructura simplética representa la conservación
de �ujo dadas las variaciones respecto éste en el espacio fase. De este modo, la matriz g
se puede representar con el jacobiano de φ(t; t0,x0) que representa dichas variaciones y,
para cualquier tiempo t de la trayectoria, un sistema es simpléctico cumple

J(φ(t))TωJ(φ(t)) = ω ∀t. (3.16)

tal como se propone en la sección 42 de dicho capítulo del Arnold.

Esta forma de ver la simplecticidad es una mejor opción para ver qué tan buena es la
integración de un sistema Hamiltoniano dado. Como el TJ parametriza las vecindades de
una trayectoria en el espacio fase, se puede obtener fácilmente el jacobinano para cada
punto de ésta, y comprobar la simplecticidad de los sistemas se vuelve un proceso bastante
directo una vez obtenida la solución. En este sentido, además de cualquier constante de
movimiento que pueda tener un sistema, éste es un indicador de qué tan buena es la
integración siempre que se tenga un sistema simpléctico.

La Figura 3.8 muestra la variación de la cantidad ς(t) para el péndulo simple en términos
de εmachine. Ésta se de�ne como

ς(t) =
∥∥J(φ(t))TωJ(φ(t))− ω

∥∥
∞ , (3.17)

y no es más que el máximo valor absoluto de los elemento de matriz de (3.16). ς es
una forma escalar de representar la simplecticidad del sistema para poder visualizarlo
grá�camente para cada paso temporal.

Podemos observar en dicha �gura un comportamiento browniano, similar a como pasa
con la energía en los ejemplos de sistemas hamiltonianos planteados hasta ahora.
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Figura 3.8: Representación escalar de la simplecticidad del péndulo simple con condición
inicial (π/2, 0)T para 200 periodos (1600 pasos de integración) con orden del jet M = 2,
orden de la expansión N = 24 y tolerancia εTaylor = 10−10.

�3.4 Variación de parámetros

El TJ nos permite no sólo parametrizar las vecindades de x0 en un campo vectorial dado
sino también los parámetros que de�nen al sistema.

Tomemos, por ejemplo, al oscilador armónico dado por

ẍ(t) + ω2x(t) = 0, (3.18)

con hamiltoniano

H(x, y) =
1

2

(
y2 + ω2x2

)
, (3.19)

con y = ẋ y ω ∈ C.

Compleji�cando el dominio, sabemos la solución

xC(t) = Aeiωt +Be−iωt,

donde, si ω2 > 0, entonces la proyección a los reales es

x(t) = a cos(t) + b sin(t) (3.20)

42



Indicadores Dinámicos del TJ

Figura 3.9: Curvas de nivel dadas por (3.19) para diferentes valores de ω2.

y, si ω2 < 0, la proyección es
x(t) = αeωt + βe−ωt. (3.21)

Observamos en la Figura 3.9 cómo las curvas de nivel cambian para distintas ω2. En
particular, observamos que las soluciones cambian de topología cuando ω2 cambia de
signo. Con esto, pensar en una parametrización del parámetro resulta una herramienta
poderosa en el estudio de este tipo de sistemas ya que, por un lado, puede funcionar
como un indicador para cambios de topología o bifurcaciones de las soluciones y, por
otro, ayudar a encontrar conjuntos de soluciones cuando los parámetros no se conocen
con exactitud.

Para hacer esto con el Transporte de Jets, basta con incluir al parámetro o los parámetros
que se quieran variar en el sistema de ecuaciones como λ̇ = 0, donde λ es el conjunto de
parámetros que se quieren variar. En este ejemplo el sistema queda como

ẋ = y

ẏ = −ω2x

ω̇2 = 0.

La Figura 3.10 muestra el Transporte de Jets para ω2 para la condición inicial ω2 =
ω2
0 + δξ. En este caso ω2

0 = 0 y δξ = ±0.5. Resulta que el TJ sí muestra el cambio
de topología dado por el signo de ω2. Sin embargo, hay que ver qué tan precisa es la

43



Capítulo 3

Figura 3.10: Solución para condición inicial x0 = (1, 0, 0) y variación del parámetro para
δω2 = 0.5 en la izquierda y −0.5 en la derecha. δω es un polinomio de orden 30, y el
desarrollo de Taylor para la solución es de orden 24, con tolerancia de 10−20. Son 25 pasos
de integración de 0 a 2π.

solución, donde se puede revisar la conservación de la energía al evaluar el hamiltoniano
para ambas variaciones.

El �ujo conserva la energía cada vez menos conforme pasa el tiempo como se observa en la
Figura 3.11; de hecho, la solución que diverge más pierde hasta 15000 epsilons casi al �nal
de la integración. Sin embargo, el error máximo en términos absolutos es de 3.63×10−12,
lo cual es bastante aceptable. Notemos que el caso que más diverge en energía coincide
con el que más diverge en el espacio fase. Para ω2 > 0 las variaciones son de apenas
40εmahcine, donde este sistema es uno que consta de puros centros.

Los indicadores desarrollados hasta ahora refuerzan el estudio del espacio fase como en
los campos escalares y vectoriales de ξmax y θ±, permiten tener alternativas al método
de Monte Carlo como en la parametrización de parámetros, nos dan formas de evaluar
las vecindades en un radio donde el error sea menor a una tolerancia dada y permiten
corrobrar la simplecticidad de un �ujo hamiltoniano. Éstas se utilizarán en un problema
especí�co, el problema circular de tres cuerpos, el cual se desarrollará en el siguiente
capítulo.
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Figura 3.11: Variación ∆E = 1
εmachine

(E(t)− E0) de la energía respecto a la condición
inicial para ambas evaluaciones del transporte δω < 0 y δω > 0.
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Problema Restringido de Tres Cuerpos

El problema de tres cuerpos interactuando en campos gravitacionales ha sido uno de gran
análisis desde hace más de 300 años ya que la dinámica de éste tiene comportamientos que
distan de ser obvios. Aún en el caso más simpli�cado, o sea, el problema circular de tres
cuerpos (PC3C), presenta alta sensibilidad a las condiciones iniciales, varios puntos de
equilibrio, órbitas periódicas y semiperiódicas y, en general, una rica dinámica. Además,
el PC3C tiene únicamente dos grados de libertad, lo cuál permite un estudio y una
representación grá�ca mucho más clara respecto al caso general. Ésto motiva el uso de
las herramientas desarrolladas en el capítulo 3. Para ésto es necesario explorar un poco
la estructura del problema; encontrar sus puntos de equilibrio, sus singularidades y las
�zonas interesantes� del espacio fase.

El caso general se plantea de manera estándar bajo el potencial gravitacional de Newton
entre pares de cuerpos

UM1(r1, r2, r3) = −GM1M2

r1,2
−GM1m3

r1,3
, (4.1)

UM2(r1, r2, r3) = −GM2M1

r2,1
−GM2m3

r2,3
, (4.2)

UM3(r1, r2, r3) = −Gm3M1

r3,1
−Gm3M2

r3,2
, (4.3)

con G la constante de gravitación universal, ri = xiı̂+ yi̂+ zik̂ la posición de la i-ésima
partícula, Mi su masa y ri,j = ‖ri − rj‖ la distancia entre las partículas Mi y Mj

1.

La energía cinética del problema se de�ne de manera usual

T (ṙ1, ṙ2, ṙ3) =
3∑
i=1

Miṙ
2
i , (4.4)

1Notemos la simetría ri,j = rj,i, aunque ri,j = ri − rj = rj − ri = −rj,i.
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y de�ne un sistema de 6 ecuaciones acopladas dadas por la segunda ley de Newton

Mir̈i = −GMi

∑
j 6=i

Mj

r2i,j
r̂i,j, (4.5)

con r̂i,j =
ri,j
ri,j

un vector unitario en la dirección de ri,j.

Hasta aquí, ninguna restricción ha sido impuesta, y encontrar simetrías para reducir los
grados de libertad no es fácil. Sin embargo, para el problema restringido de tres cuerpos
uno supone que una de las partículas es mucho menos masiva que las otras dos y, por
tanto, las dos más grandes se mueven como si la tercera no existiera. Vale la pena estudiar
primero el caso de dos cuerpos, ver la dinámica entre ellos y luego regresar a la tercer
partícula bajo la in�uencia de estos dos.

�4.1 Problema de dos cuerpos

Dadas que M1 y M2 son los cuerpos primarios y m3 es despreciable, la dinámica de éstos
queda de�nida por

F1(r1, r2) = M1r̈1 = −GM1M2

r21,2
r̂1,2. (4.6)

Como r̂1,2 = −r̂2,1 entonces F2 = −F1, lo cual es equivalente a la tercera ley de Newton. Se
tomará como referencia el capítulo 3 del libro de mecánica analítica de Goldstein [18] para
obtener las soluciones de este problema. Por comodidad llamaremos a r1,2 simplemente
R y, en términos de ésta, se puede plantear el problema de Kepler, que describe la
aceleración relativa

R̈ = r̈1 − r̈2 = −GM1 +M2

R2
R̂ = − β

R2
R̂, (4.7)

con β = G (M1 +M2). Multiplicando (4.7) por la masa reducida γ := M1M2

M1+M2
obtenemos

las ecuaciones de movimiento de la fuerza relativa de M1 respecto a M2.

El problema de Kepler conserva el momento angular L := R× p, ya que

dL

dt
=

d

dt

(
R× γṘ

)
= γṘ���

0
× Ṙ + R× γR̈ = −R���

0
× G

γβ

r2
R̂ = 0 (4.8)

y, por tanto, L = constante. Así, R y Ṙ son perpendiculares a L y por tanto, viven en
un plano que por comodidad se escoge en xy.

Una mejor descripción del movimiento se puede obtener en coordenadas polares, donde

R̂ = cos θı̂+ sin θ̂,

θ̂ = − sin θı̂+ cos θ̂, (4.9)
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con z = 0 en el plano de movimiento.

Haciendo la regla de la cadena obtenemos las expresiones para R,Ṙ y R̈

R = R cos θı̂+R sin θ̂ = RR̂, (4.10)

Ṙ =
(
Ṙ cos θ −R sin θθ̇

)
ı̂+
(
Ṙ sin θ +R cos θθ̇

)
̂ = ṘR̂ +Rθ̇θ̂, (4.11)

R̈ =
(
R̈−Rθ̇2

)
R̂ +

(
Rθ̈ + 2Ṙθ̇

)
θ̂. (4.12)

En este sistema de coordenadas es fácil ver que

L = ‖L‖ =
∥∥∥R× γṘ

∥∥∥ =
∥∥∥(RR̂ + 0θ̂ + 0k̂

)
×
(
ṘR̂ +Rθ̇θ̂ + 0k̂

)∥∥∥ = γR2θ̇, (4.13)

obteniendo así

θ̇(R) =
L

γR2
. (4.14)

Con (4.12) podemos replantear (4.7) y obtener las ecuaciones de movimiento en las nuevas
coordenadas

Rθ̈ + 2Ṙθ̇ = 0, (4.15)

R̈−Rθ̇2 = − β

R2
. (4.16)

Notemos que la primera queda resuelta por (4.14) mientras que la segunda, usando que
Ṙ = dR

dθ
θ̇, se convierte en

d2R

dθ2
θ̇2 +

dR

dθ
θ̈ −Rθ̇2 = − β

R2
,

donde

θ̈ = − 2L

γR3
Ṙ = − 2L

γR3

dR

dθ
θ̇ = − 2L2

γ2R5

dR

dθ
.

Ésto y (4.14) se sustituyen en (4.16) para obtener

L2

γ2R4

(
d2R

dθ2
− 1

R

(
dR

dθ

)2

−R

)
= − β

R2
.

Finalmente, si hacemos u(R) := 1
R
, se simpli�ca la ecuación diferencial a

d2u

dθ2
+ u =

βγ2

L2
, (4.17)
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que no es más que un oscilador armónico con forzamiento constante βγ2

L2 . Obtenemos
explícitamente la solución para u:

u(θ) =
βγ2

L2
(1 + e cos(θ − θ0)) ,

∴ R(θ) =
L2

βγ2 (1 + e cos(θ − θ0))
. (4.18)

Ésta es la distancia relativa que tienen M1 y M2 en función del ángulo θ. Notemos que
(4.18) representa diferentes secciones cónicas en coordenadas polares y depende de la
eccentricidad e únicamente.

�4.2 Problema circular de tres cuerpos

Ahora se tomará a la tercer partícula considerando que sea mucho más pequeña que las
otras dos, i.e., m3 � M2 ≤ M1. Así, m3 es ignorada en la dinámica de M2 y M1 y, por
tanto, la solución para los cuerpos primarios es la desarrollada en la sección anterior. Sólo
queda estudiar la dinámica de m3 en relación a M1 y M2 para describir completamente
al problema.

Para el caso circular, se toma e = 0 y, así, la distancia entre las masas primarias

R =
L2

γ2β
(4.19)

es constante.

Con ésto, la velocidad angular también es constante y, con (4.19) en (4.14), se plantea

Ω := θ̇ =

√
βR

R4
=

√
G (M1 +M2)

R3
. (4.20)

Para la dinámica de m3 conviene establecer un marco de referencia en rotación dondeM1

y M2 estén en reposo. Dicha rotación tendrá velocidad angular Ω y estará basada en el
centro de gravedad entre las dos. En el apéndice B se muestra la transformación para dicho
sistema. Especí�camente aparecen la aceleración de Coriolis, la aceleración centrífuga, y
la aceleración inercial que es cero en este caso, dado que el origen es el centro de gravedad
entre M1 y M2. Dichas fuerzas, aunque se llamen �cticias, no aparecen de la nada. Éstas
son el resultado de la rotación de las masas primarias alrededor del centro de masa y, por
tanto, deberán hacer que el sistema siga siendo conservativo.

Las ecuaciones de movimiento para m3 en el sistema en rotación son

r̈ + 2Ω× ṙ = −∇V (r), (4.21)

50



Problema Restringido de Tres Cuerpos

con r = (x, y, z) la distancia de m3 al centro de gravedad, R = r1− r2 = (r1 + r2, 0, 0) la
distancia entre M1 y M2 y

V (r) =

(
−G M1

‖r− r1‖
−G M2

‖r− r2‖
− 1

2
Ω2r2

)
, (4.22)

que se conoce como pseudo-potencial, ya que si la velocidad es distinta de cero, la
fuerza de Coriolis debe ser considerada para la dinámica de la partícula.

Con el afán de reducir el número de parámetros que de�nen al problema, trabajaremos
en unidades especiales tales que

M1 +M2 = 1 um,

R = r2 − (−r1) = 1 ud,

Ω = 1
rad

ut
,

=⇒ G = 1
ud3

ut2 · um
. (4.23)

Éstas nos permiten además adimensionalizar las ecuaciones de movimiento. Para ésto, es
cómodo poner el origen en el centro de masa entre M1 y M2, y a éstas alineadas sobre
el eje x, así CM = (0, 0) = (−M1r1 + M2r2, 0) obteniendo −r1 = −M2 y r2 = M1, ya
dividiendo entre las unidades establecidas en (4.23). De�nimos el parámetro de masa

µ =
M2

M1 +M2

con el que podemos replantear todo en términos adimensionales

M1 = 1− µ,
M2 = µ,

−r1 = −µ,
r2 = 1− µ,
G = 1,

Ω = 1. (4.24)

Así, (4.22) se expresa como

V (r) = V (x, y) = − 1− µ√
(x+ µ)2 + y2

− µ√
(x− 1 + µ)2 + y2

− 1

2

(
x2 + y2

)
(4.25)
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y las ecuaciones de movimiento asociadas a (4.21) son

ẋ = vx, (4.26)

ẏ = vy, (4.27)

v̇x − 2vy = x− (1− µ)(x+ µ)√
(x+ µ)2 + y2

3 −
µ(x− 1 + µ)√

(x− 1 + µ)2 + y2
3 , (4.28)

v̇y + 2vx = y

(
1− 1− µ√

(x+ µ)2 + y2
3 −

µ√
(x− 1 + µ)2 + y2

3

)
, (4.29)

donde todo queda en términos del único parámetro µ y el sistema es únicamente de dos
grados de libertad, como se mencionó al principio del capítulo.

Existe una primera integral del sistema si hacemos el producto interno de (4.21) por ṙ,
que resulta en

ẍẋ+ ÿẏ = −∂V
∂x

ẋ− ∂V

∂y
ẏ

=⇒ −1

2

(
ẋ2 + ẏ2

)
=

∫
dV

dt
= V − CJ

∴ CJ = V +
1

2
v2, (4.30)

con CJ la constante de integración que se conoce como constante de Jacobi o energía
de Jacobi el cual será útil para el TJ como parámetro para veri�car la precisión en las
integraciones.

�4.2.1 Puntos lagrangianos

Aún sin que el problema sea conservativo si no tomamos en cuenta las fuerzas de Coriolis
ya sin ésta la energía mecánica no es una constante de movimiento, vale la pena estudiar
las curvas de nivel del pseudo-potencial, o curvas de velocidad cero, ya que éste nos dará
una buena intuición sobre cómo será la trayectoria de nuestra partícula. De hecho, los
puntos de equilibrio seguirán siéndolo cuando se tome el sistema completo, ya que en éstos
la velocidad es cero2. La Figura 4.1 presenta dichas curvas de nivel, donde se observan
tres puntos singulares en el eje alineados a M1 y M2 que se suelen llamar L2,L1 y L3,
respectivamente. Otros dos existen para y 6= 0 los cuales se conocen como L4 y L5. Éstos
cinco reciben el nombre de puntos lagrangianos en honor a los estudios de Lagrange y
Euler sobre el tema [19,20].

2Estos puntos de equilibrio se vuelven órbitas periódicas de velocidad angular constante en el sistema
inercial.
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Figura 4.1: Curvas de nivel para el pseudo-potencial V (x, y) con µ = 1
26 , R = 1 y G = 1

unidades adimensionales.

Siguiendo el desarrollo de [21,22], encontraremos dónde están dichos puntos singulares y
se hará un análisis de estabilidad de éstos.

Los tres primeros se dan cuando y = 0, quedando por resolver únicamente cuándo v̇x = 0.
Esto plantea una ecuación de quinto grado en x complicada de resolver analíticamente.
Sin embargo, cuando M1 es considerablemente más grande que M2, se puede tomar la
aproximación a primer orden de µ y conseguir

L1 ≈
([

1−
(µ

3

)1/3]
R, 0

)
,

L2 ≈
(
R

[
1 +

(µ
3

)1/3]
R, 0

)
,

L3 ≈
(
−R

[
15

5µ

12

]
R, 0

)
. (4.31)

También se pueden obtener estos valores numéricamente para cualquier µ, pero hace un
poco más complicado el análisis de estabilidad ya que no se consiguen en función de µ. Sin
embargo, como se observa en la Figura 4.2, para µ = 1

26
sí se llega a notar la diferencia.

Para obtener L4 y L5 es importante destacar que la fuerza centrífuga es, por de�nición,
radial hacia afuera. En este sentido, en la dirección radial se deben balancear la fuerza
centrífuga con la gravitacional. Ésto hace que el balance en la dirección tangencial sea
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Figura 4.2: Proyección del pseudo-potencial en el eje x para ver sus puntos de in�exión.
Aparecen L1, L2 y L3 calculados con (4.31) (verde) y numéricamente (naranja).

debido únicamente a los dos cuerpos primarios interactuando bajo sus campos gravita-
cionales. Para ésto, se proyecta la fuerza hacia sus direcciones radiales y tangenciales con
los vectores r‖ = (x, y) y r⊥ = (−y, x). Así

F⊥ =
1

r⊥
r⊥ · F =

y

r⊥

(
−(1− µ)(x+ µ)

r31,3
− µ(x− 1 + µ)

r32,3
+

(1− µ)x

r31,3
+
µx

r32,3

)
∴ F⊥ =

µ(1− µ)y

r⊥

(
1

r31,3
− 1

r32,3

)
,

es decir, la condición para que la componente tangencial de la fuerza se anule es que
ambos cuerpos estén a la misma distancia de la partícula m3, lo cual tiene sentido ya que
el sistema tiene el origen en el centro de masa entre M1 y M2.

Para la componente radial, tenemos que

F‖ =
1

r‖
r‖ · F =

1

r‖

(
(x2 + y2)− (1− µ)

(
(x+ µ)x

r31,3
+

y2

r31,3

)
− µ

(
(x− 1 + µ)x

r32,3
+

y2

r32,3

))
,

pero r1,3 = r2,3, por lo que lo anterior se simpli�ca a

F‖ =
x2 + y2

r‖

(
1

R3
− 1

r31,3

)
.
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Encontramos así que r1,3 = r2,3 = R. L4 y L5 forman un tríangulo equilátero de lado R,
cuya base es la distancia entre M1 y M2. Así,

L4 =

(
1− 2µ

2
,

√
3

2

)
, (4.32)

L5 =

(
1− 2µ

2
,−
√

3

2

)
, (4.33)

tal como se ve en la Figura 4.3.

Figura 4.3: Diagrama que muestra la posición de L4 y L5 en unidades normalizadas
donde R = 1, M1 +M2 = 1.

La estabilidad de éstos puede estudiarse viendo cómo se comportan las ecuaciones de
primera variación alrededor de los puntos de equilibrio, tal como se hace en [21]. Para
esto basta construir la matriz de estabilidad

A(x) =


∂f1
∂x1

(x) . . . ∂f1
∂xn

(x)
...

. . .
...

∂fn
∂x1

(x) . . . ∂fn
∂xn

(x)

 ,
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donde ẋ = f(x) y encontrar los eigenvalores de ésta para determinar qué tipo de punto
singular se trata. Para este caso

A(xLi
) =


0 0 1 0
0 0 0 1

∂v̇x(xLi
)

∂x

∂v̇x(xLi
)

∂y
0 2Ω

∂v̇y(xLi
)

∂x

∂v̇y(xLi
)

∂y
−2Ω 0

 , (4.34)

la cual será evaluada en los puntos lagrangianos xLi
, donde

∂v̇x
∂x

= 1− 1− µ
r31,3

+ 3
(1− µ)(x+ µ)2

r51,3
− µ

r32,3
+ 3

µ(x− 1 + µ)2

r52,3
,

∂v̇y
∂y

= 1− 1− µ
r31,3

+ 3
(1− µ)y2

r51,3
− µ

r32,3
+ 3

µy2

r52,3
,

∂v̇x
∂y

=
∂v̇y
∂x

= 3y

(
(1− µ)(x+ µ)

r51,3
+
µ(x− 1 + µ)

r52,3

)
, (4.35)

con ri,3 la distancia a Mi.

Para L1, L2 y L3 se puede mostrar que son equilibrios inestables sin importar el valor de
los cuerpos masivos [23]. De hecho, sustituyendo para L1 y L2 se obtiene

λ± = ±
√

1 + 2
√

7,

σ± = ±i
√

2
√

7− 1,

mientras que en L3 obtenemos

λ± = ±

√
3(1− µ)

8µ
,

σ± = ±i
√

7,

donde λ± ∈ R en ambos casos, lo cual representa sillas en el espacio de con�guraciones.

Sustituyendo L4 y L5 en (4.35), se obtiene que ∂v̇x
∂x

= ±3
4
, ∂v̇y
∂y

= ±9
4
y ∂v̇x

∂y
= ±3

√
3

2
(1−2µ),

cuyos eigenvalores son

λ± = ± i
2

√
2−

√
27(1− 2µ)2 − 23,

σ± = ± i
2

√
2 +

√
27(1− 2µ)2 − 23.

56



Problema Restringido de Tres Cuerpos

Estos puntos serán estables si sus eigenvalores son puramente imaginarios, cuya condición
se cumple si

2 ≥
√

27(1− 2µ)2 − 23,

23 < 27(1− 2µ)2.

Lo primero es equivalente a que

µ ≤ µc :=
1

2

(
1−

√
23

27

)
≈ 0.0385, (4.36)

y lo segundo se da siempre que lo primero se cumple3.

Así, vemos explícitamente la condición para la estabilidad de los puntos L4 y L5.

�4.2.2 Curvas de velocidad cero

Un último análisis que vale la pena hacer son las curvas de velocidad cero (CV0). Éstas
son el punto máxmimo de retorno para una energía dada en el espacio de con�guraciones.
Este estudio se guía de las notas de Mireles en [23]. Podemos pensar, como analogía, que
para una energía potencial dada, una partícula en caída libre no podrá rebotar más alto
que cierta altura h de la cual empezó. De hecho, justo cuando la partícula alcance dicha
altura, su velocidad será idénticamente cero y volverá a caer.

Para encontrar estas curvas en el PC3C, se impone cierta energía de Jacobi CJ y se traza
la curva tal que la velocidad sea cero, i.e.,

(x, y, 0, 0) =

{
V | V =

1

2
CJ

}
.

Como en el ejemplo de caída libre, todas las trayectorias estarán atrapadas �debajo� de
esta curva y restringe las secciones en las que m3 se puede mover.

La Figura 4.4 muestra algunas de estas curvas con consantes de Jacobi alrededor de L1,
L2 y L3 y algunas variaciones respecto a éstos. Al ser puntos tipo silla, dividen al espacio
en regiones. El caso más interesantes está entre las energías de L1 y L2, ya que entre
éstas se pueden diseñar condiciones iniciales que se queden siempre orbitando entre los
dos planetas, o que se quede sólamente en uno de ellos.

La exploración del problema circular de tres cuerpos nos llevó a la adimensionalización de
las ecuaciones de movimiento, resultando que éstas dependan únicamente del parámetro

3Esto es equivalente a que la masa principal sea aproximadamente 25 veces más masiva que la otra
(1/26 = 0.0384 ≈ µc).

57



Capítulo 4

Figura 4.4: Arriba: CV0 sobre los puntos L1, L2 y L3, respectivamente. Abajo: CV0
sobre variaciones en energía sobre las de arriba, donde se tomó una variación respecto a
la energía de Jacobi δE = 0.05. Se gra�caron las energías mayores o iguales a la constante
de Jacobi para ver la �sección prohibida� de las trayectorias.

µ, el estudio de los puntos lagrangianos y el tipo de equilibrio que tienen, y las CV0,
que ayudan a determinar las secciones por las que m3 se puede mover. Con ésto, las
herramientas del TJ pueden encaminarse de una manera más e�ciente, lo cual se hará a
fondo en el próximo capítulo.
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Resultados

En el capítulo 4 se estudió el Problema Circular de Tres Cuerpos (PC3C). Dos partículas
primarias orbitando en un plano a velocidad constante respecto a su centro de masa y una
tercera in�uenciada por las otras dos con una dinámica muy rica. Es rica por elementos
como la sensibilidad al parámetro de masa, dada por la ecuación (4.36), la sensibilidad
a condiciones inciales cercanas, las regiones discriminadas por su constante de Jacobi, o
sus cinco puntos lagrangianos. Esta sección busca explotar el Transporte de Jets (JT)
como se describe en el capítulo 2 así como los indicadores y herramientas desarrolladas
en 3.

Este capítulo se divide como sigue: La sección 5.1 parametriza a µ y hace un TJ de dicha
parametrización. La sección 5.2 estudia la probabilidad de colisión entre dos asteroides
orbitando cerca de la Tierra. Luego, en 5.3 se estudia la simplecticidad del PC3C. Final-
mente, en la sección 5.4 se presentan los campos escalares y vectoriales de ξmax y θ± y se
compara con los resultados para el campo de ELTF.

�5.1 Parametrización de µ

Como se analizó en la sección 4.2.1, Li = Li(µ), es decir, los puntos de equilibrio del
PC3C dependen todos del parámetro de masa del sistema. Los puntos L4(µ) y L5(µ) son
de particular interés ya que, a diferencia de los otros tres, serán estables si µ ≤ µc, donde
µc es el parámetro crítico de la masa dado por (4.36).

El análisis de eigenvalores alrededor de los puntos singulares nos da cómo es la estabilidad
de dichos puntos. Sin embargo, es interesante ver las soluciones cerca de µc ya que nos
permitirá ver directamente en el �ujo el comportamiento de estabilidad de la partícula
que visita a L4 o L5.

59



Capítulo 5

Figura 5.1: Espacio de con�guraciones para φµ con variaciones δµ = 0 (azul), δµ = δµmax
(naranja), y δµ = −δµmax (verde), donde δµmax = ξmax(φµ) ≈ 0.00329. Para el transporte
se usó un jet de orden M = 18 con condiciones iniciales

(
L4x , L4y + ∆y, 0, 0, µ

)
.

Para esto, se seguirá la �losofía de la sección 3.4, donde se agregará a las ecuaciones de
movimiento la ecuación

µ̇ = 0

y se hará un TJ en µ, es decir, ésta se parametrizará como

µ = µ0 + δµ,

donde δµ ∈ MPR y, por tanto, µ ∈ MPR también. Se introduce la notación φµ(t; t0,x0)
para referirse a este tipo de transporte. Tomando µ0 = µc ≈ 0.0385, se está en el límite
entre la estabilidad y la divergencia alrededor de los puntos L4 y L5.

Para el transporte, tomaremos como condición inicial a x0 =
(
L4x , L4y + ∆y, 0, 0, µ

)
con

∆y = 7× 10−4 para no estar exáctamente en L4. Las variaciones de δµ estarán acotadas
por el tamaño máximo de vecindad de la expresión (3.5), es decir, |δµ| ≤ |δµmax| =
ξmax(φµ) ≈ 0.033 en este caso. Se puede ver en la Figura 5.1 una integración a 40
unidades temporales. Se observa cómo para δµ > 0, las soluciones se alejan cada vez más
de L4, mientras que para δµ < 0 se queda en cierta localidad. Una forma de observar
este comportamiento de manera más clara es si medimos la separación de φµ(t) respecto
de x0 para distintos valores de δµ. La Figura 5.2 muestra esta separación en función
del tiempo. Se puede observar que mientras mayor sea la variación de µ, mayor es la
tendencia y mayor la amplitud de oscilación.
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Figura 5.2: Diferencia ∆φµ(t) = ‖φµ(t)− x0‖ del espacio de con�guraciones para δµ ∈
{−δµmax,−2δµmax/3,−δµmax/3, 0, δµmax/3, 2δµmax/3, δµmax}.

Una forma de ver realmente cuándo el �ujo no diverge de la localidad de L4 es si podemos
aislar la tendencia de la amplitud de los ciclos. Para esto, se puede usar un �ltro de
Hodrick-Prescott, que separa una serie de tiempo en tendencia y ciclo. Sea yt la variable
de una serie de tiempo al tiempo t. Se asume que dicha serie está compuesta de una
componente de tendencia τt más una componente cíclica ct, es decir, yt = τt+ct

1. Así, uno
puede encontrar la tendencia, como se plantea en [24], bajo el problema de minimización

mı́n
τ

(
T∑
t=1

(yt − τt)2 + λ

T−1∑
t=2

[(τt+1 − τt)− (τt − τt−1)]2
)
, (5.1)

con λ un parámetro positivo que regula la variabilidad en la componente de tendencia
de la serie.

Tomaremos la solución matricial lineal de [25]

yt = (λF + It) τt (5.2)

1Normalmente se incluye una componente de error ηt que, en este caso, será absorbida por ct.
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al derivar (5.1) respecto a τt, donde

F =



1 −2 1 0 · · · · · · 0
−2 5 −4 1 0 · · · · · · 0
1 −4 6 −4 1 0 · · · · · · 0

0 1 −4 6 −4 1 0 · · · ...
...

. . . . . .
0 1 −4 6 −4 1 0
· · · 0 1 −4 6 4 1

· · · 0 1 −4 5 2
0 · · · · · · 0 1 −2 1


, (5.3)

ya que ésta es fácilmente programable. De (5.2), obtenemos que τt = (λF + It)
−1 yt y

ct = yt − τt. Aplicando este �ltro en la Figura 5.2, se obtiene el ciclo y la tendencia tal
como se presenta en la Figura 5.3. En ésta, se observa cómo desde la primera variación
negativa (δµ = −δµmax/3) hacia valores más negativos, la tendencia decrece después
de llegar a un máximo. Esto quiere decir que la distancia respecto al punto inicial no
diverge, como se había predicho en el análisis de estabilidad lineal de (4.34). Por otro
lado, es interesante ver cómo la amplitud de las oscilaciones en la parte cíclico de ∆φµ son
mayores entre mayor sea δµ, ya que muestra cómo aunque la partícula tiende a acercarse
a L4, ésta se aleja más cada vez.

Figura 5.3: Separación en tendencia (izquierda) y ciclo(derecha) de los valores de la
Figura 5.2 usando un �ltro de Hodrick-Prescott con λ = 8000.

Hacer esta separación ayuda fuertemente al análisis de estabilidad de µ alrededor de L4 y
L5 cuando µ = µc ± δµ, pero ¾seguirán siendo las órbitas en el caso donde µ� µc como
en el caso Tierra-Luna?
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Figura 5.4: Espacio de con�guraciones para φµ con variaciones δµ = 0 (azul), δµ = δµmax
(naranja), y δµ = −δµmax (verde), donde δµmax = ξmax(φµ) ≈ 0.0063. Para el transporte
se usó un jet de orden n = 18 con condiciones iniciales

(
L4x , L4y + ∆y, 0, 0, µ

)
.

�5.1.1 Caso Tierra-Luna

Dado que en la adimensionalización de las ecuaciones de movimiento el problema queda
planteado únicamente en términos de µ, basta ver que en el caso Tierra-Luna MT =
5.972×1024kg,ML = 7.348×1022kg y, por tanto, µTL = 0.01215. Notamos que µTL � µc
por lo que alrededor de L4 y L5 debería haber órbitas estables, aún cuando δµmax sea
grande.

Primero, al hacer el Transporte de Jets a 40 unidades temporales y ver el espacio de
con�guraciones como se muestra en la Figura 5.4, se observa cómo las tres trayectorias
δµ = {−δµmax, 0, δµmax} quedan siempre orbitando alrededor de L4, es decir, no divergen.
Resulta que δµmax = 0.0063, lo cual equivale a una variación del 52.14 % respecto a µTL.
Para ponerlo en perspectiva, µTL equivale a que la masa primaria (la Tierra) es unas
81 veces más grande que la secundaria (luna). Así, µTL ± δµmax equivale a que la masa
primaria sea 53 y 171 veces más grande que la otra, respectivamente. Análogo a la Figura
5.2, la Figura 5.5 presenta la separación respecto a x0 de la solución. Aquí se puede
observar que, aunque al principio (en las primeras 8 unidades, aproximadamente) las
tendencias y oscilaciones siguen el mismo comportamiento que en el caso anterior, éstas
se vuelven rápidamente arbitrarias, sin tener tendencia aparente ni amplitudes crecientes
en los ciclos.

De hecho, en la Figura 5.6 se muestran los grá�cas al aplicar el �ltro de Hodrick-Prescott.
Al aplicar dicho �ltro, ½no se puede observar absolutamente nada! Ni la grá�ca de ciclo ni
la de tendencia tienen ninguna coherencia en realción a las variaciones del parámetro de
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Figura 5.5: Diferencia ∆φµ(t) = ‖φµ(t)− x0‖ del espacio de con�guraciones para δµ ∈
{−δµmax,−2δµmax/3,−δµmax/3, 0, δµmax/3, 2δµmax/3, δµmax} integrado a 40 unidades
temporales.

masa. Esto signi�ca que µTL + δµ es, en efecto, estable para todo el conjunto de valores
δµ evaluados alrededor de L4 y L5. Este es un caso donde el TJ es una herramienta
natural para evaluar la estabilidad de estos puntos lagrangianos y para ver cómo varían
las trayectorias en función de los parámetros del problema-. Muchas otras exploraciones
se pueden hacer con variación de parámetros en el problema de tres cuerpos. Sin embargo,
este análisis basta para ver las capacidades del TJ cuando no son especí�camente �jets�
los que transporta.

Figura 5.6: Separación en tendencia (izquierda) y ciclo(derecha) de los valores de la
Figura 5.5 usando un �ltro de Hodrick-Prescott con λ = 8000.
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�5.2 Colisión de asteroides

Sean a1 y a2 dos asteroides con la misma energía de Jacobi alrededor de la Tierra. Estos
se verán afectados únicamente por la atracción gravitacional de la Tierra y la Luna. Esta
sección plantea un modelo ilustrativo que permite encontrar la probabilidad de colisión
entre a1 y a2, donde los pasos a seguir son similares a los planteados en [1]. Cabe mencionar
que éste es un sistema poco realista ya que, en general, habría que considerar la presencia
gravitacional del Sol, la radiación solar, la geometría de los asteroides y demás efectos
que in�uyen en la dinámica de a1 y a2.

Inicialmente, los asteroides se encuentran a xa1(t0) + δxa1(t0) y xa2(t0) + δxa2(t0), res-
pectivamente, donde δxai ∈ nPR2 . La variación en cada condición representa el error de
medición de éstos. Por tomar una referencia, se tomará la incertidumbre del orden de los
datos del asteroide Apophis en los años 2012 − 2028 [26], donde de�nimos ∆max := 350
km como la incertidumbre máxima para los asteroides.

La Figura 5.7 muestra la trayectoria nominal de a1 y a2 para condiciones iniciales con
energía CJ = −1.81252 < CJ(L1). En esta integración, la mínima distancia entre ambos
cuerpos es de 0.00348 que representa unos 1341 kilómetros. Sin embargo, aunque para
esta condición particular los asteroides no chocan, es posible que sí lo hagan dentro de
una integración con variación hasta de radio ∆max. Esto se puede hacer con el Transporte
de Jets de la siguiente manera:

Hacer una integración nominal de dos asteroides con energías similares o que se
sepa que pueden tener riesgo de colisión.

Obtener las coordenadas q
(col)
ai donde la distancia entre a1 y a2 es mínima.

Hacer TJ alrededor de las condiciones encontrada en el punto anterior para encon-
trar la parametrización de la vecindad que pasa por la zona de posible colisión.

Encontrar la trayectoria de una distribución de N puntos al evaluar los polinomios
en la bola δxi ≤ ∆max alrededor de q

(col)
ai para ambos asteroides y determinar la

distancia entre cada par de puntos.

De�nir una distancia Dcol para la cual los asteroides chocarían y determinar qué
puntos de la distribución son menores que ésta.

Determinar la probabilidad de impacto P como la cantidad de veces puntos que
quedan debajo de Dcol respecto al número de trayectorias totales N2; así

P =
# (‖xa1 − xa2‖ ≤ Dcol)

N2
. (5.4)
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Figura 5.7: Integración nominal a T = 10 ≈ unidades temporales, donde
qa1(t0) = (−0.373098,−0.0804321, 1.21995, ẏa1 (xa1(t0), ya1(t0), ẋa1(t0), CJ)) y qa2(t0) =
(−0.27324,−0.307896,−0.307576, ẏa2 (xa2(t0), ya2(t0), ẋa2(t0), CJ)). El círculo naranja re-
presenta a M1, y los círculos verde y gris a qa1(t0) y qa2(t0), respectivamente. La zona de
mayor acercamiento se marca con cruces, donde en ésta, la distancia entre los asteroides
es de 0.00348 ≈ 1341 km.

Figura 5.8: Transporte de jets de orden 4 alrededor de q(col)
ai (cruces en la �gura) donde los

cúmulos son la distribución de radio δxai ≤ 350 km evaluados en el polinomio resultante

del transporte. Para el método sólo se toman los cúmulos donde se encuentran q
(col)
ai , pero

la �gura busca ilustrar una sección de la trayectoria de los asteroides.
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Figura 5.9: Distribución normalizada de distancias entre a1 y a2 cerca del punto de po-
sible colisión dadas 7000 variaciones iniciales alrededor de qcola1 y qcola2 . Las líneas verticales
muestran los valores usados en la Tabla 5.1.

La Figura 5.8 muestra una distribución normal de 7000 puntos2 evaluados en el transporte
alrededor de q

(col)
ai para i = {1, 2}. La probabilidad de impacto dependerá del tamaño

que tengan los asteroides, la cual se presenta en la Tabla 5.1. Se presenta en la Figura 5.9
la distribución de distancias entre ambos asteroides en la zona de riesgo de colisión. Aún
cuando Dcol e incluso ∆max quedan debajo del escenario más posible en la distribución, la
probabilidad de impacto es su�cientemente grande para no ser ignorada en los asteroides
de mayor dimensión.

Dcol [ km ] P [ % ] Colisiones [ # ]

0.5 3.7× 10−5 18
5 0.0048 2356
30 0.172 84, 609
150 4.357 2, 135, 173

Tabla 5.1: Número de colisiones y riesgo de choque para asteroides de distintas dimensiones.

Algo relevante al hacer Transporte de Jets es la presición de éste. Se encuentra que
ξmax(φa1) = 0.0022 ≈ 865 km � ∆max

3, por lo que se tiene bastante con�anza en la
precisión de las evaluaciones de la distribución. De hecho, al tomar una serie de variaciones

2N = 7000 ya converge a una probabilidad cuyas cifras signi�cativas no afectan el redondeo de la
Tabla 5.1.

3ξmax(φa2
) es prácticamente igual a ξmax(φa1

), por lo que sólo se usa φa1
).
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Figura 5.10: Promedio de la distancia entre la integración nominal y el TJ para 500
condiciones iniciales con variación ‖δxa1‖ = ‖δxa1‖ = ∆max.

‖δxai‖ = ∆max y hacer la integración nominal de éstas, se encuentra que el error promedio
respecto a éstas es del orden de 10−11 ≈ 4mm, o sea, nada. Esto se muestra en la Figura
5.10.

Así, ilustramos el método de posible colisión entre asteroides, donde se establece la pro-
babilidad de impacto para diferentes zonas de colisión. El TJ permitió encontrar dichas
probabilidades ya que en éste, simplemente hubo que evaluar la distribución de variacio-
nes iniciales en un radio dado. Éste método es generalizable a cualquier sistema donde
exista alguna incertidumbre en las condiciones iniciales. Sin embargo, hay que tener cla-
ro que el TJ no es muy preciso para integraciones muy largas ni para vecindades muy
grandes. En este ejemplo, el radio de las variaciones eran 0.46 veces más pequeñas que
ξmax. Además, se hizo la integración de jets cerca del punto de posible colisión para tener
tiempo de integración cortos.

�5.3 Simplecticidad del problema circular

Se construyeron en el capítulo 4 los potenciales (4.3) y sus respectivas energías cinéticas
(4.4) del problema general de tres cuerpos. Éstas nos permiten de�nir al hamiltoniano

H(r1, r2, r3,p1,p2,p3) =
3∑
i=1

hi(ri,j, ri,k,pi), (5.5)
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donde pi = Miṙi es el momento conjugado y

hi(ri,j, ri,k,pi) =
1

2Mi

p2i + UMi
(ri,j, ri,k), (5.6)

los hamiltonianos para cada una de los cuerpos. Notemos que (5.5) no depende del tiempo
y, por lo tanto, es un sistema conservativo.

Cuando en la sección 4.2 se supuso que la masa menor no in�uye en la dinámica de las
masas primarias, bastó con hacer una rotación con velocidad angular Ω para encontrar las
ecuaciones de movimiento dem3. Esto �ja las masas primarias, cancela sus hamiltonianos
(UM2 = −UM1) y de�ne al hamiltoniano para la masa menor. Dicha rotación se puede
realizar bajo el cambio de coordenadas

x = X cos(Ωt)− Y sin(Ωt),

y = X sin(Ωt)− Y cos(Ωt),

con (x, y) y (X, Y ) las nuevas y viejas coordenadas para m3, respectivamente, tal como
se muestra en la Figura 5.11.

Figura 5.11: Diagrama del cambio de marco de referencia (X,Y ) a (x, y) a velocidad
angular Ω.

Para obtener el hamiltoniano modi�cado, que a veces en la literatura literatura se llama
kamiltoniano [18,27], es necesario ver cómo se modi�ca el momento conjugado en el nuevo
sistema donde, para esto, se debe conservar el principio de mínima acción
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δ

∫ t

t0

(
Ṙ ·P−H(R,P, τ)

)
dτ = 0

=⇒ δ

∫ t

t0

(ṙ · p−K(r,p, τ)) dτ = 0 (5.7)

en ambos ejes, lo cual sucede si

Ṙ ·P−H(R,P) = ṙ · p−K(r,p, t) +
dG(R,p, t)

dt
. (5.8)

Aquí P = (Px, Py), R = (X, Y ), p = (px, py), r = (x, y), K es el kamiltoniano y G =
−r ·p +G2(R,p, t) es una función que genera una transformación canónica entre ambos
sistemas, también conocida como función generatriz de tipo 2 [28]. Notemos que como

dG

dt
= −ṙ · p− r · ṗ +

∂G2

∂R
Ṙ +

∂G2

∂p
ṗ +

∂G2

∂t
,

entonces

P =
∂G2

∂R
,

r =
∂G2

∂p
,

∴ K(r,p) = H(r,p) +
∂G2

∂t
(r,p). (5.9)

De�nimos G2 simplemente como

G2(R,p, t) = px (X cos(Ωt)− Y sin(Ωt))︸ ︷︷ ︸
x

+px((X sin(Ωt) + Y cos(Ωt))︸ ︷︷ ︸
y

(5.10)

y, con (5.9), permite formular explícitamente al kamiltoniano como

K(r,p) =
1

2M3

(
p2x + p2y

)
−GM1

r1,3
−GM2

r2,3︸ ︷︷ ︸
H(r,p)

+ Ω (pyx− pxy)︸ ︷︷ ︸
∂G
∂t

(r,p)

∴ K =
1

2M3

(
(px − Ωy)2 + (py + Ωx)2

)
−
(
G
M1

r1,3
+G

M2

r2,3
+

Ω2

2

(
x2 + y2

))
. (5.11)

Notemos que K = k3, así que la partícula menor de�ne al hamiltoniano del sistema
en el nuevo sistema de referencia. Esta nos permite probar numéricamente la propiedad
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simpléctica del PC3C que, contruido de otro modo, no hubiese sido evidente. Basta con
hacer las transformaciones

px → px − Ωy, (5.12)

py → py + Ωx, (5.13)

y aplicar la relación (3.16).

Figura 5.12: ς(t) para φ(t) sin modi�car el �ujo en unidades adimensionales del

PC3C. Las condiciones iniciales son x0 =
(

(L1x , 0.001, 0, 0)T + δξ
)

(izquierda) y x0 =((
L4x , L4y + 0.001, 0, 0

)T
+ δξ

)
(derecha) para δξ un polinomio de orden 3.

Si uno no hace dichas transformaciones, parecerá que el problema no conserva la forma
simpléctica, tal como en el ingenuo intento que se muestra en la Figura 5.12 para diferentes
condiciones iniciales. Para obtener ς se utiliza la ecuación (3.17) que, como se discute en
la sección 3.3, opera de manera muy natural con el TJ, ya que la parametrización de
vecindades del espacio fase permite computar al jacobiano en cada punto de manera
directa.

La Figura 5.13, en cambio, muestra la conservación simpléctica del PC3C bajo la trans-
formación (5.13), donde se observa cómo ς(t) se mantiene constante durante toda la
integración. En ésta, se tomaron las mismas dos condiciones iniciales que en la Figura
5.12; una cerca de L4, que es una trayectoría estable, y otra cerca de L1, que orbita al-
rededor de la masa primaria menor. Se puede observar cómo en la condición más estable
la conservación de la simplecticidad varía en unos dos órdenes de magnitud menos que
cerca de L1. Sin emabrgo, ambas tienen variaciones menor a 10−10 en cada punto de la
trayectoria, por lo que podemos decir que, en efecto, el sistema es simpléctico. Esta es
una aplicación muy directa para el TJ que aprovecha su estructura paramétrica, de la
cual se pueden obetener el jacobiano o incluso variaciones de órdenes mayores.
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Figura 5.13: ς(t) para φ(t) con las transformaciones (5.13). Las condiciones iniciales

son x0 =
(

(L1x , 0.001, 0, 0)T + δξ
)

(izquierda) y x0 =
((
L4x , L4y + 0.001, 0, 0

)T
+ δξ

)
(derecha) para δξ un polinomio de orden 3.

�5.4 Campos de ξmax y ς± para el problema circular

El estudio y exploración del TJ ha utilizado la ecuación (3.5) en varias ocaciones hasta
ahora. Ésta ha sido el parámetro que nos ha permitido saber qué tan grandes pueden ser
las vecindades dado cierto error εjet, tal como se discute en la sección 3.2. Éste se utilizó en
la sección 5.2 para comprobar que la incertidumbre de medición diera resultados precisos
al evaluar la distribución de puntos, y en 5.1 para las variaciones del parámetro de masa y
analizar la estabilidad de L4. ξmax percibe, en esencia, qué tan compleja es la deformación
de la vecindad y qué tanto se alejan las condiciones vecinas de la condición nominal a
tiempo �jo, por lo que ξmax � 1 implica una alta sensibilidad en las condiciones iniciales
cercanas o un gran gradiente de velocidades para la vecindad.

Para esta sección se hará un análisis del PC3C de los campos escalares de ξmax así como
las tasas de expansión y contracción discutidas en 3.2.1 con la misma intención que se hace
en [2]. Dichos campos son comparables con el campo de ELTF desarrollado al principio
del capítulo 3, por lo que se hará una comparación con estos al �nal de la sección. En el
problema restringido el gradiente apunta siempre hacia las masas primarias del sistema,
lo cual se puede observar en la Figura 5.14, donde se calcula el campo escalar para ξmax
a T = 0.3 unidades adimensionales. Ésta es similar a la representación de curvas de nivel
de la Figura 4.1 de la sección 4.2.1 y, al tener un tiempo de integración muy corto, no
da tiempo a una gran deformación de las vecindades, planteando únicamente los lugares
de mayor gradiente de velocidad. En todas las �guras que se presentan se ignoraron los
puntos muy cercanos a las masas primarias, ya que el tiempo de cómputo es muy grande
cerca de éstos.

La Figura 5.15, en cambio, presenta el mismo campo escalar pero integrada a T = 3
unidades adimensionales. Como se menciona al inicio de esta sección, las dos principales
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Figura 5.14: Campo escalar de los tamaños máximos de vecindad ξmax en una retícula de
70×70 después de 0.3 unidades adimensionales de tiempo en el espacio de con�guraciones
del PC3C con µ = 0.1. Éste se calculó con tolerancia εTaylor = 10−7, orden de jets
M = 2 y orden máximo de la expansión N = 20. Las condiciones del PC3C son para
x0 = (x0i , y0j , 0, 0)T , con x0i ∈ (−1, 1.5), y0j ∈ (−1, 1.5).

Figura 5.15: Campo escalar de los tamaños máximos de vecindad ξmax con condiciones
idénticas que para la Figura 5.14 pero integrado a 3 unidades temporales.
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Figura 5.16: Campos vectoriales dados por (cos(θ+(x0), sin(θ+(x0))
T sobre los campos

escalares ς+(x0) en una cuadrícula de 20 × 20, con tolerancia εTaylor = 10−20, orden de
los jets M = 2 y orden del desarrollo de Taylor N = 25 integrado a T = 3 unidades
adimensionales. Las condiciones del PC3C son para x0 = (x0i , y0j , 0, 0)T con µ = 0.1. A la
izquierda se observan los puntos cerca de L4, marcada con ×, mientras que a la izquierda
se presentan las localidades de L3.

formas en las que ξmax sea chica es si el gradiente de velocidades en una vecindad es
muy grande o si la deformación de la vecindad inicial es muy pronunciada. Ambas �guras
muestran cómo ξmax decrece gradualmente al aumentar el gradiente de velocidad hacia
las singularidades. Esto muestra la tendencia de la tercer partícula atrayéndose hacia las
masas primarias. Sin embargo, en la Figura 5.15 se observan curvas donde ξmax es pequeña
respecto a los valores vecinos. Los puntos en estas curvas, a las cuales llamaremos Cs,
no re�ejan un gran gradiente de velocidad pero sí una deformación muy pronunciada del
jet. Aquí seguramente divergieron las condiciones por debajo y por arriba de la condición
inicial. Notemos que el campo planteado en estas �guras tiene una variación |ξ| ≤ ξmax en
cualquier dirección arbitraria, la cual no corresponde necesariamente a variaciones con la
misma energía de Jacobi, por lo que no se puede concluir que las curvas Cs correspondan
a curvas con cantidades conservadas.

Para reforzar este análisis, se calcularon las direcciones de mayor expansión para la ve-
cindad de los puntos lagrangianos. La Figura 5.16 presenta dichas direcciones en distintas
secciones del espacio de con�guraciones, donde se observa cómo en las zonas de menor
expansión, equivalentes a las zonas donde ξmax es pequeña, θ+ cambia drásticamente. Es-
to nos pensar que dichas curvas pueden ser variedades invariantes en el espacio extendido
de las fases, ya que parecen depender del tiempo. Esta �gura presenta una acercamiento
alrededor de L4 y L3, donde se observa cómo la dirección de θ+ cambia cuando se cru-
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Figura 5.17: Campo escalar dado por los ELTF. Las condiciones y la retícula para esta
�gura son idénticas a las de 5.15.

za por una curva Cs. Lejos de las singularidades el gradiente tiende hacia ellas pero al
cruzar por estas curvas especiales, la dirección de expansión máxima cambia de sentido.
Se puede inferir que éstas determinan las regiones donde las trayectorias escapan de sus
órbitas después de un tiempo dado.

Notemos de la Figura 5.17, que el campo escalar para ξmax es bastante similar al campo
de los ELTF. Se presentan las mismas líneas invariantes que en 5.15. Sin embargo, la
diferencia conceptual es que en el caso de ELTF éstas representan las zonas de mayor
tasa de expansión, mientras que en ξmax representan el tamaño donde las variaciones son
más pequeñas.
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Conclusiones

El Transporte de Jets es una herramienta que permite la propagación de la vecindad de
una condición inicial bajo la parametrización polinomial de orden M de las funciones
que describen un sistema de EDO de la forma (2.1). Con esto y los indicadores que se
plantearon en el capítulo 3 se llegaron a varias conclusiones acerca del PC3C al someterlos
al TJ y sus herramientas.

El capítulo de resultados ofrece información relevante acerca del TJ y el problema circular
de tres cuerpos. En la sección 5.2, se utilizó como una alternativa del método de Monte
Carlo que, dados los análisis del apéndice A, resultó ser más rápida sin perder precisión.
Hay que tomar en cuenta que el transporte resulta una buena alternativa cuando los
tiempos de integración no son muy largos y cuando la distribución de valores a propagar
quedan por debajo de ξmax. Con esto, se pudo analizar la probabilidad de colisión entre
dos asteroides orbitando la Tierra, cuya incertidumbre de posición alcanza hasta 350
kilómetros, para la cual se tomó la del asteroide Apophis.

En 5.1 se hizo un análisis acerca de la estabilidad de L4 gracias a la parametrización de
µ alrededor de µc. Esta sección demuestra cómo utilizar al TJ como una herramienta de
estabilidad de las ecuaciones; de hecho, se mostró cómo para µ < µc el �ujo alrededor de
L4 era estable mientras que diverge si µ > µc.

Se obtuvo satisfactoriamente una prueba de que la integración numérica del PC3C es
simpléctica bajo la tranformación (5.13) en 5.3, con una precisión del orden de 10−10.
Esto muestra cómo la parametrización de las vecindades y la diferenciación automática
del álgebra polinomial ayudan al análisis de sistemas en una forma computacionalmente
directa y precisa. Cabe resaltar cómo esta precisión podría mejorarse si se disminuyera
la tolerancia del método de Taylor εTaylor o se aumentara el orden N de integración.

Finalmente, se estudió al espacio de con�guraciones del PC3C con el campo escalar de
ξmax y el campo vectorial de máxima y mínima expansión de θ±. Estos se compararon con
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los campos escalares de los ELTF y resulta que encuentran separatrices en zonas pareci-
das. Se observa cómo crece la complejidad de las soluciones cuando el tiempo transcurrido
de integración aumenta.

El Transporte de Jets es una herramienta poderosa, pero no se puede utilizar de manera
arbitraria ya que en general es un método tardado en comparación de las integraciones
nominales. Por esto, se debe tener en cuenta cómo crece el tiempo de cómputo y hasta que
punto es preciso. Se pudo sacar una buena cantidad de información acerca del PC3C y,
analizando los resultados, se observa cómo esto puede ser generalizable a otros sistemas.
A �n de cuentas, el PC3C es un �problema de juguete�, en el sentido que generalmente
se necesitan más variables para describir un objeto celeste con precisión. Sin embargo, la
metodología del TJ no es especí�ca del problema y se puede explotar en sistemas más
realistas y de diversas disciplinas.

Hay muchas áreas donde el Transporte de Jets puede ser más profundamente explorado
y mejor utilizado:

En matemáticas, se puede explorar más a fondo el estudio del tamaño máximo
de vecindad ξmax. En la tesis se propone una fórmula que intuitivamente acota el
error debido a la contribución del último término de un polinomio. Sin embargo,
no se demuestra que éste sea una cota apropiada, por lo cual ξmax es posiblemente
optimizable. Simó hace un análisis sobre los pasos de integración óptimos [29, Ca-
pítulo 15], los cuales pueden ser una buena guía. Otra rama de potencial aplicación
es la probabilidad, ya que plantear un paquete de probabilidad es directo con el
TJ, sobre todo si éste tiene una distribución compacta.

En computación, un primer paso es paralelizar el código para los campos escalares
de ξmax y los campos vectoriales de θ±, ya que en esta tesis todo fue hecho de
manera secuencial y los cálculos se volvieron bastante lentos (tarda del orden de
horas, y paralelizarlo lo llevaría al orden de minutos).

En física veo aplicación directa a la mecánica cuántica. Con el mismo espíritu que
en Probabilidad, el TJ puede plantear un paquete de ondas inicial que describa al
ensemble del sistema de una forma muy directa. También hay diversas aplicaciones
a la física de partículas, ya que en muchos casos éstas no se pueden aislar y necesitan
ser integradas como un jet.

Se le recuerda al lector que la tesis, las �guras, los scripts y los algoritmos son de código
abierto y se pueden encontrar en mi repositorio de github en https://github.com/blas-
ko/tesis, esto hace que la tesis sea potencialmente dinámica, por lo cual se recomienda
siempre revisar las fechas en los cambios del repositorio en caso de ser consultada. Cual-
quier duda, sugerencia o propuesta será gratamente aceptada y escuchada.
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Apéndice A

Precisión y tiempos de cómputo para el
TJ

El Transporte de Jets es una herramienta conveniente por dos principales razones: la
primera es que al integrar la parametrización de la vecindad de x0 con polinomios de orden
M , se pueden obtener términos variacionales hasta de este orden de manera automática.
En este sentido, es importante que el transporte sea su�cientemente preciso para dichas
variaciones. Se prupuso en la sección 3.2 una forma de controlar el error del método
via ξmax. En éste apéndice se mostrará, tomando al PC3C, la precisión respecto a la
integración nominal a distintos órdenes de jet y distintas condiciones inciales, con todos
los demás parámetros �jos.

Figura A.1: Diferencia entre la integración nominal y el Transporte de Jets para dos
condiciones iniciales del PC3C con µ = 0.012. Las integraciones para ambos casos fue-
ron realizadas con una tolerancia εTaylor = 10−18, orden de la expansión N = 20,
orden del jet M = 4 y 6 unidades temporales a 10 pasos de integración. Izquierda:
x0 =

(
L4x , L4y + 0.01, 0, 0

)T
. Derecha: x0 = (L1x , 0.01, 0, 0)T .
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En la �gura A.1 se muestra cómo la precisión de las evaluaciones del jet para variaciones
tamaño ‖δx0‖ = ξmax queda siempre del orden de10−8, que es bastante inferior a la cota
máxima dada εjet = 10−5. El error de la condición x0 = (L1, 0.01, 0, 0)T es menor, sin
embargo, el tamaño de la vecindad tuvo que ser mucho más pequeña ξmax = 2.03× 10−5

comparado con la otra condición inicial, donde ξmax = 2.33× 10−3.

Figura A.2: Izquierda: Diferencia entre la integración nominal y el Transporte de Jets en
términos del ξmax correspondiente para diferentes órdenes M del jet con condición inicial
x0 =

(
L4x , L4y + 0.01, 0, 0

)T
. Las integraciones para ambos casos fueron realizadas con

una tolerancia εTaylor = 10−18, orden de la expansión N = 20, εjet = 10−5 y 6 unidades
temporales a 10 pasos de integración. Derecha: Tamaño máximo de vecindad ξmax para
diferentes órdenes de jet con las condiciones mencionadas.

La �gura izquierda de A.2 muestra la misma diferencia que A.1 en unidades de ξMmax ,
donde varía el orden del jet. Se toma como condición inicial a x0 =

(
L4x , L4y + 0.01, 0, 0

)T
.

Se observa como el orden de magnitud del error disminuye entre mayor M , aún cuando
para cada caso la cantidad esté dividida entre una ξmax mayor. A la derecha de la �gura
se observa cómo ξmax es notablemente más pequeña mientras menor es el orden utilizado.
Esto quiere decir que siempre se puede obtener la misma precisión, con el precio de reducir
el diámetro potencial de la vecindad inicial.

La segunda razón que vuelve atractivo al TJ es que propone una alternativa a los métodos
de Monte Carlo. Una vez que el ¢alculo está hecho, basta con evaluar los polinomios
resultantes para obtener la solución en las variaciones δx0 dadas. El problema radica en
que las operaciones del álgebra polinomial son, por construcción, mucho más lentas que
las operaciones numéricas estándar. Por esto, se hace un comparativo entre el TJ y el
método de Monte Carlo para distinto número de evaluaciones a distintos órdenes M de
los jets y, como en las grá�cas anteriores, se mostrará para el péndulo simple y el PC3C,
con todos los demás parámetros �jos.

Se muestra en la �gura A.3 la integración de hasta 5000 condiciones iniciales cercanas
para el péndulo y el PC3C. En ambos casos se tiene un comportamiento parecido donde,
para pocas integraciones, el método de Monte Carlo es más rápido que el TJ. Esto se
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Figura A.3: Tiempo en segundos de cómputo en función del número de condiciones ini-
ciales propagadas utilizando órdenes M = {1, 2, 3, 4} en dorado, violeta, verde y naranja,
respectivamente. Las integraciones para ambos casos fueron realizadas con una toleran-
cia εTaylor = 10−18, orden de la expansión N = 20 y 10 pasos de integración que, en
el caso del péndulo, corresponden a un periodo. Izquierda: péndulo simple con condición
inicial x0 = (π/2, 0)T . Derecha: PC3C con condición inicial x0 =

(
L4x , L4y + 0.01, 0, 0

)T
y µ = 0.012, el parámetro Tierra-Luna.

debe a la lentitud algebráica de los polinomios operados. Sin embargo, el tiempo que
demora el TJ durante toda la grá�ca es casi constante para todos los órdenes; cada
orden con su tiempo característico. Dicho tiempo no es exactamente constante dado que
la evaluación de los polinomios sí requiere tiempo, aunque es mucho menor al de hacer
una integración más. En el caso de Monte Carlo, se tiene aproximadamente una recta de
pendiente positiva, lo cual es de esperarse ya que en la vecindad cada integración demora
aproximadamente lo mismo.

No todas las condiciones iniciales en el espacio fase tardan el mismo tiempo en integrarse
para el mismo intervalo temporal. Por esto, se presenta la �gura A.4, donde se observa
la dependencia de cómputo en función de la condición inicial seleccionada. El compor-
tamiento del TJ sigue siendo casi constante aunque escala de manera considerable para
las dos condiciones evaluadas. En el PC3C se hace mucho más evidente donde, para
x0 = (L4x , L4x + 0.01, 0, 0)T , el tiempo promedio del transporte ya evaluado es de 89.1
segundos, mientras que para x0 = (L1, 0.01, 0, 0)T es de tan solo 3.05 segundos.

Finalmente, para concluir el apéndice se presentan resultados de tiempo de cómputo para
algunas operaciones elementales usando el álgebra polinomial. La tabla A.1 presenta la
velocidad de cómputo en escala logarítmica para polinomios de dos variables pero con
orden de jet variable desde 1 hasta 32. Como referencia, la primera �la representa el
tiempo que tarda hacer la misma operación elemental con un número de punto �otante
arbitrario.

La tabla A.2, en cambio, mantiene constante el orden del jet a M = 3 pero cambia
el numero de variables para cada operación. En todos los casos se evaluó la función
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Figura A.4: Tiempo en segundos de cómputo en función del número de integraciones uti-
lizando diferentes condiciones iniciales. Ambos casos fueron realizados con una tolerancia
εTaylor = 10−18, orden de la expansión N = 20, orden del jetM = 3 y 10 pasos de integra-
ción que, en el caso del péndulo, corresponden a un periodo. Izquierda: péndulo simple con
condiciones inicial x0 = (π/2, 0)T (azul) y x0 = (15π/16, 0)T (magenta). Derecha: PC3C

con condiciones iniciales x0 =
(
L4x , L4y + 0.01, 0, 0

)T
(azul) x0 = (L1, 0 + 0.01, 0, 0)T

(magenta), con µ = 0.012.

sin cos exp log

M = 0 −8.02 −8.02 −8.12 −8.0
M = 1 −6.06 −6.06 −6.38 −6.34
M = 2 −5.87 −5.88 −6.18 −6.13
M = 4 −5.59 −5.59 −5.91 −5.85
M = 8 −5.2 −5.2 −5.5 −5.48
M = 16 −4.73 −4.73 −5.05 −5.02
M = 32 −4.14 −4.14 −4.45 −4.44

Tabla A.1: Logaritmo base 10 del tiempo que demora hacer ciertas funciones elementales para
polinomios P (x) ∈ MPR2 , es decir, polinomios en dos variables de orden M . M = 0 representa la
operación aritmética con un número �otante arbitrario.

elemental en la primera variable independiente del polinomio, pero tomando en cuenta
que P (x) ∈ 3PRd , con d ∈ {1, 2, 3, 4, 5}.

Todos los cálculos aquí presentados fueron realizados en serie, con un CPU Intel®Core�i7-
7700HQ @ 2.80GHz × 8. El lenguaje utilizado para el cálculo es Julia, versión 0.6.0. El
álgebra polinomial es operado con el paquete TaylorSeries [5] versión 0.7.2 y la integración
del Transporte de Jets es realizada con el paquete TaylorIntegration [5] versión 0.2.1.
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sin cos exp log

#vars = 0 −8.02 −8.02 −8.12 −8.00
#vars = 1 −5.68 −5.68 −5.98 −5.92
#vars = 2 −5.60 −5.59 −5.90 −5.84
#vars = 3 −5.56 −5.56 −5.87 −5.82
#vars = 4 −5.53 −5.53 −5.84 −5.80
#vars = 5 −5.47 −5.47 −5.78 −5.74

Tabla A.2: Logaritmo base 10 del tiempo que demora hacer cada operación elemental para
polinomios P (x) ∈ 3PRd , es decir, polinomios en d variables de ordenM = 3. #vars = 0 representa
la operación aritmética con un número �otante arbitrario.
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Marcos de referncia en rotación

Sea un marco de referencia que rota respecto algún eje de simetría con velocidad angular
θ(t). Si basamos un marco de referencia inercial tal que el eje de rotación coincida con el
eje z, la relación entre ambos se puede expresar en coordenadas cilíndricas como

ı̂r(t) = cos θ(t)̂ıi + sin θ(t)̂i,

̂r(t) = − sin θ(t)̂ıi + cos θ(t)̂i,

k̂r(t) = k̂i, (B.1)

donde los subíndices �r� y �i� se re�eren a los marcos de referencia rotado e inercial,
respectivamente. Así, el cambio de los unitarios respecto al tiempo son

d

dt
ı̂r(t) = θ̇(t) (− sin θ(t)̂ıi + cos θ(t)̂i) ,

d

dt
̂r(t) = θ̇(t) (− cos θ(t)̂ıi − sin θ(t)̂i) ,

d

dt
k̂r = 0. (B.2)

Siguiendo la construcción del capítulo 27 de [14], de�nimos al vector de rotación Ω :=(
0, 0, θ̇

)
y, con éste, cualquier término de (B.2) se puede expresar como

d

dt
û = Ω× û. (B.3)

Sea entonces f(t) = fx(t)̂ı + fy(t)ĵ + fz(t)k̂ una cantidad de�nida en el marco que rota,
la descripción de su derivada desde el marco de referencia inercial es, por la regla del
producto, (

df

dt

)
i

=

(
df

dt

)
r

+ Ω× f
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y, por tanto, (
d

dt

)
i

:=

(
d

dt

)
r

+ Ω× (B.4)

es un operador que expresa la derivada de f en el marco de referencia inercial.

Con (B.4) se pueden expresar la velocidad

vi = ṙi = vr + Ω× rr, (B.5)

y la aceleración

ai = r̈i =

[(
d

dt

)
r

+ Ω×
]

[vr + Ω× rr]

,

∴ r̈i = r̈r + 2Ω× ṙr + Ω× (Ω× rr) + Ω̇× rr. (B.6)

en relación al marco de referencia inercial del sistema.

Con esto, podemos ver que si una partícula de masa m tiene una aceleración r̈ en el
marco en rotación, ésta sentirá una serie de fuerzas �cticias si es vista desde un marco
inercial. Al término �2mΩ × ṙ� se le conoce como fuerza centrípeta, a �mΩ × (Ω × r)�
como la fuerza de Coriolis y a �mΩ̇× r� como fuerza de Euler.

Notemos que si la rotación es uniforme entonces Ω̇ = 0. Además, si el sistema es cerrado
en el marco en rotación, entonces, por la segunda ley de Newton, (B.6) se reduce a

r̈r + 2Ω× ṙr = r̈i −∇
(

1

m
U(rr) +

1

2
Ω2r2r

)
. (B.7)
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