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Introducción

Sea Σ una superficie y sea α la clase de homotopía libre de una curva en Σ. Queremos
comprender el comportamiento de α comparándola con otras curvas y en relación a
propiedades geométricas, topológicas, algebraicas y combinatorias que podamos medir
en la superficie.

Una de las maneras más inmediatas de hacer esto es contar el número de auto-
intersecciones de α, y más en específico, el número mínimo de auto-intersecciones de
curvas en la clase de homotopía de α, a este número lo llamaremos i(α).

Otra manera, útil para comprender a la curva como un objeto algebraico y como un
objeto geométrico de manera simultánea, es considerar l(α), la longitud mínima de las
palabras que representan a α en alguna presentación del grupo fundamental. De manera
similar surgen n(α), el número mínimo de regiones fundamentales de Σ cortadas por α,
y m(α), el mínimo número de cruces entre α y todas las curvas esenciales en Σ.

Otra más, quizá menos obvia pero igual de relevante en el contexto de la topología
algebraica, es sugerida por el siguiente resultado de Peter Scott([10]): Si Σ es una
superficie y α una curva con intersecciones mínimas en Σ, entonces existe un cubriente
de grado finito donde α se levanta como una curva encajada. Definimos d(α) como el
grado mínimo de una cubierta a la que una curva se levanta como un encaje cerrado.

Ninguna de estas ‘medidas’ revela mucha información si se considera de manera
aislada: en cualquier superficie de género g > 1 para cada n ∈ N existen curvas cuyo
mínimo número de intersecciones es n, y lo mismo se puede decir para las otras funciones
que mencionamos. Solamente cuando se estudian en conjunto es que estas medidas
empiezan a ofrecer profundidad. Esto nos lleva a intentar cuantificar el resultado de
Scott, es decir, acotar d(α) en términos de algunos de los otros invariantes. Varios
autores han contribuido resultados relevantes

En [7], Priyam Patel obtuvo una cota para d(α) en términos de la longitud de una
geodésica hiperbólica en la clase de homotopía de α, y en [1] ese resultado fue utilizado
por Tarik Aougab, Jonah Gaster, Priyam Patel y Jenya Sapir para demostrar que d(α)
está acotado por arriba en función de la topología de la superficie y el número mínimo
de intersecciones de α. En [9], Igor Rivin preguntó si es posible acotar el grado mínimo
en términos solamente del número mínimo de intersecciones, el resultado principal de
la tesis, que se demuestra en el capítulo 3, es el siguiente:

Teorema 5. Si α es una curva o un arco en una superficie orientable Σ, entonces

1. d(α) ≤ i(α) + 1, si Σ es plana.
2. d(α) < 5(i(α) + 1), en otro caso.

1



2 INTRODUCCIÓN

En el curso de probar este resultado es necesario relacionar las medidas que men-
cionamos anteriormente (l(α), m(α) y n(α)) para obtener la información deseada.

En particular, mostramos en el capítulo 2 (Teorema 1) que el número mínimo
de regiones fundamentales cortadas por α es menor que el número mínimo de auto-
intersecciones más 1, este resultado es el que nos permite acotar d(α) en función de
i(α) de manera efectiva, pues en realidad lo que logramos es acotar a d(α) por n(α). En
este capítulo también mostramos (Teorema 3) que la longitud mínima de la palabra que
representa a α se puede acotar en términos de el número mínimo de auto-intersecciones
y de la característica de Euler de la superficie.

En el último capítulo (Corolario 8) reorganizamos algunos de los resultados y tam-
bién probamos (Proposición 1) que el número mínimo de cruces entre α y todas las
curvas esenciales de Σ está acotado por arriba en función de la raíz del número mínimo
de intersecciones de α.

Finalmente, exponemos de manera breve algunas preguntas abiertas que surgen
naturalmente de este trabajo y que consideramos interesantes.

Los resultados que aquí se presentan aparecen originalmente en el artículoMeasuring
complexity of curves in surfaces, escrito por su servidora en colaboración con y bajo la
dirección del Dr. Max Neumann Coto. Al momento de escribir estos párrafos, el artículo
se encuentra en revisión para su publicación, se puede consultar en la página del arXiv
con el identificador 1712.06671v1.



Capítulo 1

Definiciones y prerrequisitos

Suponemos que el lector posee conocimientos básicos de topología general y topo-
logía algebraica (conexidad, compacidad, homotopías, grupo fundamental y espacios
cubrientes) y algunos conocimientos no tan básicos de teoría de grupos (el grupo li-
bre, presentaciones de grupos y subgrupos conmutadores). Para un tratamiento más
detallado de estos temas referimos al lector a [8] y a [5].

Sobre curvas y superficies:

Una superficie (topológica) Σ es un espacio topológico Hausdorff, segundo numerable
y tal que en todo punto tiene una vecindad homeomorfa a una vecindad de R2, o sea,
es una 2-variedad topológica. En este trabajo todas las superficies estudiadas serán
conexas y compactas. Una curva es una función continua α : S1 → Σ y un arco es una
función continua α : [0, 1] → Σ, en ambos casos, usaremos los términos curva y arco
para referirnos tanto a la función como a su imagen en la superficie; reservaremos el
término de lazo para referirnos a curvas basadas en un punto, es decir, curvas cuyos
extremos coinciden en un punto escogido b y el término camino para referirnos a un
arco cuando queremos ser específicos sobre sus extremos. Decimos que una curva (o un
arco) está inmersa en la superficie si el mapeo α falla en ser inyectivo en a lo más un
número finito de puntos y que está encajada si α es inyectivo. Suponemos que todas las
curvas están en posición general, es decir, que α sólo tiene auto-intersecciones dobles
y transversales (las curvas no se ‘tocan’ para separarse inmediatamente). Decimos que
una curva α separa a una superficie si Σ−α no es conexo. Un teorema muy importante
en topología es el siguiente:

Teorema de la Curva de Jordan. Sea α una curva simple en R2. Entonces
R2 − α tiene exactamente dos componentes conexas y α es frontera de ambos.

A pesar de que suene bastante intuitivo, las demostraciones para el caso general,
aunque hay varias, suelen ser todas bastante técnicas: requieren entender, por ejemplo,
homología o el grupoide fundamental. La dificultad yace en el hecho de que una curva
cerrada simple en realidad puede ser bastante complicada. Referimos al lector a [3].
Utilizaremos este resultado, sin enunciarlo de manera explícita, numerosas veces en
esta tesis.

Usaremos, como es común en la literatura, el término de homotopía para referir-
nos específicamente a homotopías relativas a los extremos de la curva y el término de
homotopía libre para referirnos a homotopías en general. Nótese que cualesquiera dos
arcos son libremente homotópicos, así que cuando hablemos de arcos pediremos que los

3



4 1. DEFINICIONES Y PRERREQUISITOS

Figura 1. Si la curva es complicada, el teorema de la curva de Jordan
no es obvio.

extremos, α(0) y α(1), pertenezcan a los componentes de frontera del espacio (y por lo
tanto sólo tendrá sentido discutir arcos si nuestro espacio, que es una superficie, no es
cerrada), y estudiaremos para estos homotopías relativas a los componentes de frontera.
Esto es, permitiremos que los extremos del arco varíen libremente sobre el componente
de la frontera al que pertenecen.

Figura 2. Ejemplos de curvas homotópicas y de curvas libremente homotópicas.

Usaremos el término de cubriente para referirnos tanto a aplicaciones cubrientes
p : Y → X como al espacio Y que cubre a X.

Otro resultado que usamos sin hacer mención explícita es el

Lema de Levantamiento de Caminos. Sea p : Y → X una aplicación cubriente
tal que p(y0) = x0, entonces todo camino α : [0, 1] → X que comienza en x0 tiene un
levantamiento único a un camino α̃ en Y que comienza en y0.

Este resultado se puede extender a

Lema de Levantamiento de Homotopías. Sean f0, f1 : Y → X mapeos conti-
nuos. Sea p : X̃ → X un mapeo cubriente de X. Supóngase que f0 es homotópico a f1
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y que f̃0 : Y → X̃ es un levantamiento de f0. Entonces existe un único levantamiento
H̃ : Y → X̃ tal que H̃(y, 0) = f̃0(y) para todo y ∈ Y .

Ambos resultados se encuentran expuestos con detalle en [3] y en [8].
Es un resultado clásico de topología algebraica que π1(X, x) es isomorfo a π1(X, y)

para todo x, y ∈ X, siempre que el espacio topológico X en cuestión es conexo por
trayectorias. Esto nos permite, para fines prácticos, estudiar los elementos de π1(Σ) sin
hacer mención explícita del punto base, y en muchos casos usando curvas que sólo son
libremente homotópicas. De hecho tenemos el siguiente

Lema. Las clases de homotopía libre de curvas en X (un espacio topológico conexo
por trayectorias) están en correspondencia biunívoca con las clases de conjugación de
π1(X).

Figura 3. a y b son libremente homotópicas pero no homotópicas

Decimos que una curva (o arco) en una superficie tiene intersección mínima cuan-
do tiene el mínimo número de intersecciones posibles en la superficie en su clase de
homotopía. Como los grupos fundamentales de todas las superficies distintas al plano
proyectivo son libres de torsión, las preimágenes de curvas esenciales en la cubierta uni-
versal son líneas topológicas. El siguiente resultado clásico ([4]) da una caracterización
de las curvas con intersección mínima que resulta extremadamente útil:

Teorema. Sea Σ una superficie distinta de RP2 y sea α una curva en Σ, entonces
α tiene intersecciones mínimas si y sólo si su preimagen en la cubierta universal está
formada por líneas encajadas que se intersectan en un solo punto.



6 1. DEFINICIONES Y PRERREQUISITOS

Figura 4. Reduciendo intersecciones por homotopías.

Sobre polígonos fundamentales:

Un polígono fundamental para una superficie compacta Σ es un disco topológico que
se obtiene de cortar a Σ por una gráfica G (en ocasiones usaremos la notación Σ|G para
referirnos a superficies cortada de este modo). G bordea un disco, y este se levanta a
Σ̃ a un polígono P (una región fundamental) y los trasladados de P bajo la acción de
π1(Σ) (que vienen de transformaciones cubrientes) teselan a la cubierta.

Figura 5. Una gráfica que corta a la superficie en un disco.

Los polígonos fundamentales, en esencia, guardan toda la información sobre la su-
perficie: Σ se puede recuperar de P identificando sus lados por pares, y π1(Σ) (o más
bien el grupo de transformaciones cubrientes al que este es isomorfo) está generado por
las transformaciones que llevan a P a los polígonos adyacentes, de los cuales hay uno
por cada lado de P identificado en Σ, y como es posible calcular el grupo de la superfi-
cie partiendo de P usando el teorema de Seifert-van Kampen, esto da una presentación
que tiene un generador (y su inverso) por cada par de lados identificados de P , y una
relación por cada ciclo formado por identificaciones de las aristas alrededor de cada
vértice de P . Así, distintos polígonos fundamentales inducen distintas presentaciones
de π1(Σ).

Demostraciones completas de estas afirmaciones, así como varios ejemplos, se pueden
encontrar en [12], [11] y [2].

En este tipo de presentaciones los generadores del grupo fundamental tienen como
representantes a lazos simples en Σ que se cruzan sólo en el punto base, y las relaciones
corresponden a discos en Σ que rodean a los vértices de la gráfica por donde se cortó a
Σ para obtener P .



1. DEFINICIONES Y PRERREQUISITOS 7

Figura 6. π1(Σ) =< a, b, c|acb−1, ba−1c−1 >

En particular, si Σ es una superficie cerrada de género n, entonces existe un polígono
fundamental para Σ que tiene 4n lados, de donde se deduce la presentación usual de
π1(Σ) con 2n generadores (a1, ..., an, b1, ..., bn) y una única relación (

∏
[aj, bj] = 1).

Figura 7. Ejemplos de presentaciones usuales para un toro, un plano
proyectivo y un dos-toro.

En estas presentaciones del grupo de la superficie, a cada clase de homotopía de
curvas le corresponde una palabra w = a1a2...am, donde cada aj es un generador del
grupo (representado por un lazo simple que cruza a un arista de la gráfica en un punto).
Para obtener la palabra correspondiente a una curva basta con recorrerla y observar
qué aristas va cruzando y en qué orden lo hace.

b 

• 
,/ .---------+\ 
( \ " 
~ I 
~.J 

• 

b b ' 
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Sobre propiedades ’residuales’ de los grupos y su significado topológico:

Un grupo G es residualmente finito si para todo elemento no trivial g de G exis-
te un subgrupo H de G de índice finito en G que no contiene a g. Un grupo G es
S-residualmente finito si para todo elemento g en G − S existe un subgrupo H de G
de índice finito en G que contiene a S pero no a g. Un grupo G es localmente exten-
dido residualmente finito (o LERF) si G es S-residualmente finito para todo subgrupo
finitamente generado S de G.

En el artículo mencionado en la introducción ([10]) se demuestra que

Teorema (P. Scott, 1978). Los subgrupos de grupos fundamentales de superfi-
cies son LERF.

En particular, si Σ es una superficie y c ∈ π1(Σ) es un lazo, el subgrupo generado
por c es LERF (*).

Podemos hacer un diccionario de las definiciones algebraicas y su interpretación
geométrica:

Los subgrupos del grupo fundamental de una superficie se traducen a espacios
cubrientes.
Los subgrupos de índice finito se traducen a cubrientes de grado finito.
RF se traduce a que exista un cubriente de grado finito en dónde c no se cierra.
(*) se traduce a que existe un cubriente de grado finito donde c se levanta como
un encaje.

Figura 8. El lazo α = ab se levanta a un encaje en una cubierta de
grado 2, formada al pegar dos copias del 2-toro cortado por las curvas
grises (existe un subgrupo de índice 2 que contiene a ab pero no a a o a
b).



Capítulo 2

Longitud de palabras

En este capítulo introduciremos la noción de descascarado de una gráfica y probare-
mos dos de los resultados principales del trabajo, relacionando, por medio del descasca-
rado, el número mínimo de intersecciones con las dos nociones de longitud de palabras
que definimos a continuación.

Si Σ es una superficie y la cortamos para obtener un disco por medio de una colección
de curvas encajadas que se tocan en un solo punto (en el caso de que Σ sea cerrada) o
por una colección de arcos propiamente encajados (en el caso de que Σ tenga frontera
no vacía) obtenemos una presentación ‘estándar’ de π1(Σ). La longitud mínima de una
palabra que representa a α en una de estas presentaciones y se denota por l(α).

Si cortamos a Σ por una gráfica para obtener un disco, obtenemos una presentación
para π1(Σ) con más generadores y relaciones, y entonces el número mínimo de regiones
fundamentales cortadas por α coincide con la longitud mínima de una palabra en la clase
de conjugación de α tomando el mínimo sobre todas estas presentaciones. Definimos
n(α) como el número mínimo de regiones fundamentales de Σ cortadas por α, para
todas las posibles regiones fundamentales de Σ.

Finalmente, recordemos que i(α) es el número mínimo de auto-intersecciones de
curvas en la clase de homotopía de α.

Teorema 1. Si α es (la clase de homotopía libre de) una curva o un arco en una
superficie compacta Σ, entonces n(α) ≤ i(α) + 1.

Demostración. Tenemos que mostrar que si α es una curva con s auto-interseccio-
nes, entonces existe una gráfica G que corta a Σ en un disco e intersecta a α a lo más s+1
veces. Supongamos primero que α llena a Σ, o sea, que las regiones complementarias
son discos y anillos paralelos a las fronteras. Sea G′ la gráfica dual de α en Σ, así, G′
tiene un vértice pi por cada región complementaria Ri y una arista entre pi y pj para
cada arco de α en que Ri toca a Rj. Luego, G′ intersecta a α una vez en cada arista.
Si Σ tiene frontera no vacía, colocamos los vértices de G′ correspondientes a regiones
adyacentes a la frontera en ∂Σ. Como α llena a Σ, G′ ∪ α corta a Σ en pequeños
cuadriláteros que tienen una esquina en pi, una esquina en un punto de intersección
de α y dos esquinas en los puntos medios de aristas de G′, entonces G′ corta a Σ en
cuadriláteros Ci, C2, ..., Cs (cada uno formado por los cuatro pequeños cuadriláteros que
rodean un punto de intersección de Σ). Podemos pegar C1, C2, ..., Cs por s − 1 de sus
lados (que son aristas de G′) para obtener un único disco poligonal P que es un dominio
fundamental para Σ. Como P tiene s− 1 aristas de G′ en su interior, la frontera de P
tiene 2(s + 1) lados (dos por cada arista que queda de G′). Sea G la imagen de ∂P en
Σ. Entonces G corta a Σ en un disco y G cruza a α a lo más s+ 1 veces.

9



10 2. LONGITUD DE PALABRAS

Si α no llena Σ, seaG′ la gráfica dual para α en Σ que tiene un vértice por cada región
complementaria, y una arista por cada arco de α en que dos regiones son adyacentes. Si
una región Rk no es un disco o un anillo paralelo a las fronteras, escogemos curvas ak,i
en Rk paralelas a las componentes de ∂Rk, sea Sk la subsuperficie de Rk que tiene por
frontera a estas curvas. Obsérvese que existen arcos bk,j en Sk que intersectan a G′ sólo
en pk y que por lo tanto G′ ∪ bk,i corta a Sk en discos. Ahora, α llena a Σ′ = Σ− ∪Si,
y por el argumento anterior hay una subgráfica de G′ en Σ′ que corta a Σ−∪Si en un
disco poligonal P ′ y que cruza a α a lo más s+ 1 veces. Por lo tanto G = G′∪ak,i corta
a Σ en discos y G cruza a α a lo más s+ 1 veces. �

Figura 9. Una gráfica G que llena y que intersecta a la curva α mínimamente.

Ejemplo. Si α es una curva en Σ y Σ−α es conexo, entonces n(α) = l(α) = i(α)+1.
Para mostrar que n(α) ≥ i(α) + 1, obsérvese que una gráfica G en Σ que corta a Σ en
un disco debe cruzar toda arista del complemento de un árbol generado de la imagen de
α. Para probar que n(α) = l(α) obsérvese que como Σ− α es conexo, cualquier gráfica
en Σ se puede deformar para que tenga un solo vértice sin cambiar sus intersecciones
con α.

Sea Σ una superficie y G una gráfica en Σ, escribimos |Σ−G| para denotar el número
de componentes conexas del complemento de G en Σ.

Si G es una gráfica en una superficie Σ y x es un punto en Σ − G, definimos el
descascarado de G desde x como la gráfica ϕxG que se obtiene de G borrando las
aristas que se pueden alcanzar desde x (digamos, trazando un arco de x a la arista)
sin cruzar a G, y borrando los vértices de G a los que ya no llega ninguna arista.
Nótese que si Σ − G es conexa entonces ϕxG = ∅ (es fácil ver que el converso no se
cumple). Más generalmente, como cada vez que se aplica ϕx el número de componentes
del complemento disminuye, entonces ϕ|Σ−G|x G = ∅ para todo x ∈ Σ − G y, además,
existe un x para el cual ϕd|Σ−G|/2ex G = ∅.

Si α es una curva inmersa en Σ, sean pM(α) y pm(α) el máximo y el mínimo número
de veces que es necesario aplicar ϕx para borrar toda la curva α, variando x sobre las
regiones de Σ − α. Es fácil ver que pM(α) ≤ 2pm(α). También se puede probar que
pM(α) y que pm(α) son iguales para todas las curvas con intersecciones mínimas en
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Figura 10. Descascarando una curva desde tres puntos distintos.

una clase de homotopía fija de Σ: existe una homotopía entre ellas que no incrementa
el número de auto-intersecciones ([4]), por lo que la homotopía es regular y consiste
de una series de movimientos triangulares en la imagen de α, y estos movimientos no
afectan la longitud total de los descascarados.

Lema 2. Si α es una curva o un arco inmerso en Σ con auto-intersecciones mínimas,
entonces pM(α) ≤ n(α).

Demostración. Sea G una gráfica en Σ que cruza a α exactamente n veces y corta
a Σ en un disco poligonal P , de tal manera que α intersecta a P en n arcos a1, a2, ..., an.
Dado que α tiene intersecciones mínimas, estos arcos están encajados y se intersectan
entre sí a lo más una vez, así que cada par de puntos en P puede conectarse por un
camino que cruza a cada ai a lo más una vez. Por lo tanto, si A = ∪ai en P , entonces
para cada punto x en P−A se cumple que ϕnx(A) = ∅, y esto implica que ϕnx(α) = ∅. �

Teorema 3. Si α es una curva o un arco en una superficie compacta orientable Σ,
entonces:

1. l(α) ≤ 2n(α)− 2, si Σ es plana y α no es simple.
2. l(α) ≤ 2pm(α)(2− χ(Σ)), si Σ es cerrada.
3. l(α) ≤ 2pM(α)(1− χ(Σ)), si Σ tiene frontera.

Demostración. 1. Tomemos una gráfica en Σ que corte a la superficie en un disco
y cruce a α en n(α) puntos. Como Σ es plana, la gráfica está formada por uno o más
árboles T1, T2, ..., Tk. La frontera de una vecindad regular de ∪Ti es una colección de
arcos a1, a2, ... propiamente encajados que conectan las curvas de la frontera de Σ y que
cortan a Σ en discos, así que quitar cualquier ai de cada Ti deja una subcolección de
arcos que corta a Σ en un disco y que cruza a α a lo más 2n veces. Si algún ai cruza a
α dos veces, podemos quitarlo para obtener l(α) ≤ 2n(α)− 2. Lo mismo vale si α cruza
a al menos dos Ti’s, pues podemos quitar un ai que cruce a α de cada componente. Nos
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queda el caso de que sólo un Ti cruce a α y cada ai cruce a α a lo más una vez. Sean
ei, e2, ...en las aristas de Ti que cruzan a α, y sean Ti1, Ti2, ...Tin+1 los sub-árboles que
se obtienen de Ti al quitar las aristas ei, ..., en. Para cada Tij sea N(Tij) una vecindad
regular de Tij contenida en N(Ti). Tomemos la colección formada por los arcos de
∂N(Tj) para j 6= i, los arcos de ∂N(Tij) para todos los Tij’s, y para cada ei, un arco ai
de ∂N(T ) que contenga a ei. Como esta colección de arcos propiamente encajados corta
a Σ en discos e intersecta a α a lo más n veces, en este caso obtenemos que l(α) ≤ n(α).

2. Sea x ∈ Σ−α tal que ϕn(α)
x α = ∅. α corta a Σ en una colección finita de regiones

compactas R0, R1, R2, ..., Rn con las siguientes propiedades:
R0 contiene a x.
R1, ..., Ri1 son adyacentes (por arcos) a R0

Ri1+1, ..., Ri2 son adyacentes a R1, ..., Ri1 .
Rij+1, ..., Rij+1

son adyacentes a Rij−1+1, ..., Rij .
Cada región Ri es un disco o se puede cortar para obtener un disco poligonal Pi

(cortando por arcos cuyos extremos están en las auto-intersecciones de α). Podemos
pegar los Pi’s para obtener un solo disco poligonal P de la manera siguiente: Partiendo
de P0, para cada k con ij < k ≤ ij+1 elegimos un arco ak de Pk ∩Pk′ para algún k′ ≤ ij
e identificamos Pk con Pk′ por ak. P es una región fundamental para Σ y el cubriente
universal Σ̃ está teselado por las preimágenes Pi de P .

Por construcción, para cada lado li de P hay un camino ci en P partiendo de x
al punto medio de li, y que cruza a α a lo más pm(α) veces. Podemos asumir que
los caminos c1, ..., cn son simples y se intersectan solamente en x, porque si ci y cj se
intersectan en algún otro punto y, siempre podemos intercambiar los subcaminos de x
a y que los componen para obtener caminos con menos intersecciones.

Como ∪ci corta a P en cuadriláteros, la preimagen de ∪ci corta la cubierta universal
Σ̃ en discos ∆k formados por cuadriláteros que rodean a un vértice de un disco Pi. Así,
las transformaciones de cubierta envían ∆j’s a ∆j’s; y sólo la identidad fija a ∆j.
Entonces existe una colección finita de ∆i’s adyacentes cuya unión forma una región
fundamental F , cuyos vértices se identifican con x en Σ, por lo que F tiene 2(2−χ(Σ))
lados.

l(α) es un medio del número de intersecciones de ∂F con las preimágenes de α.
Cada lado de F es la unión de dos ci’s, así que intersecta a las preimágenes de α a lo
más 2pm(α) veces, y F tiene 2(2− χ(Σ)) lados, así que l(α) ≤ 2pm(α)(2− χ(Σ)).

3. La demostración para superficies con frontera es similar al caso anterior, excepto
que empezamos con un punto x en una vecindad de la frontera de Σ, para que al
final arrastremos todos los ai’s a arcos disjuntos que terminen en ∂Σ. Sólo podemos
garantizar que ϕpM (α)

x α = ∅, por lo tanto la cota que obtenemos en este caso es l(α) ≤
2pM(α)(1− χ(Σ)). �



2. LONGITUD DE PALABRAS 13

Ejemplos. Las cotas en el Teorema 3 son óptimas: Para la parte 1, tomamos una
curva α que rodee las fronteras de Σ en ’zig-zag’ como en la figura 11. Para la parte 2,
consideremos las potencias de una curva simple que separa a una superficie de género
2g como una suma conexa de dos superficies de género g (ver la figura 12). Para la parte
3, consideremos una superficie Σ de género g con una sola componente de frontera, y
sea α la potencia enésima de un lazo homotópico a ∂Σ. Si cortamos a Σ por arcos
propiamente encajados para obtener un disco, cada arco intersecta a la frontera en dos
puntos, por lo que debe de cruzar α al menos 2n veces y por lo tanto l(α) = 2n · 2g =
(i(α) + 1)(1− χ(Σ)).

Figura 11. Una curva plana α con l(α) = 2n(α)− 2

Figura 12. Una curva α con n(α) = i(α) + 1 y l(α) = (i(α) + 1)(2− χ(Σ))





Capítulo 3

Grado mínimo de cubiertas

Enunciaremos y demostraremos a continuación el resultado principal, acotando el
grado mínimo de una cubierta de una superficie a la que una curva se levanta como un
encaje en función del número mínimo de intersecciones de la curva, dando respuesta
a la pregunta de Igor Rivin mencionada en la introducción. Casi todo el capítulo se
compone de la prueba del Teorema 5, que aunque se basa en la idea sencilla del Lema
4, resulta mucho más delicada, pues n(α) es más difícil de manejar que l(α). Armaremos
las cubiertas ’por pedazos’, partiendo a la curva de manera conveniente y levantando
los sub-arcos resultantes, será necesario asegurarse de que todas las ’cubiertas’ que
obtuvimos de los pedazos se puedan pegar sin problemas a una cubierta de la superficie.

Recordemos que se define d(α) como el grado mínimo de una cubierta de Σ a la que
α se levanta como una curva encajada cerrada. Para estimar este grado, partimos del
siguiente lema de [10].

Lema 4. Si α es una curva inmersa en una superficie con frontera Σ′, entonces
d(α) ≤ l(α). Si α es un arco inmerso en Σ′, entonces d(α) ≤ l(α) + 1.

Demostración. Sea µ1, µ2, ..., µk una colección de arcos propiamente encajados y
ajenos tales que cortan a Σ′ en un disco poligonal D. Si fijamos una orientación para
µj’s, esta induce signos a los cruces con α, sea entonces µi1 , µi2 , ..., µil la sucesión de
cruces (con signos) con αi. Entonces µij 6= −µij+1

, o habría una isotopía de α que
elimina esos dos cruces.

Los cruces con los µij ’s separan a α en una colección de arcos α1, α2, ... encajados
en D. Moviéndose por α, identificamos copias D1, D2, ... de D, subiendo a una nueva
copia cada vez que α intersecta a algún µj (identificando un arco µ′j en ∂Di con un arco
µ′′j en ∂Di+1). Hacemos esto módulo l(α) si α es una curva. Por último, identificamos
los arcos restantes µ′k y µ′′k en las fronteras de todos los Di’s de forma arbitraria resulta
en una cubierta de Σ en donde α se levanta sin auto-intersecciones. �

Observación. No siempre es necesario subir a un nuevoDi cada vez que α cruza un
arco µi. Si α tiene un subarco simple que cruza los arcos de corte en una subsucesión
µis , ..., µit , donde µis+1 , ..., µit−1 difieren de µis y µit , y µis 6= µit o µis = µit y α los
cruza en la misma dirección, entonces es posible permanecer en el mismo Di en los µij ’s
intermedios y subir solamente en µis y µit .

Ejemplo. Sea P un 4n-gono y sean a1, a2, ..., an n arcos en P tales que cada ai
une lados opuestos pares. Identificando los lados pares de P en pares obtenemos una

15
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superficie con frontera Σ, podemos elegir los emparejamientos de tal forma que los ai’s
se unan en una sola curva cerrada α. P es una región fundamental para Σ, así que toda
cubierta (de Σ) se obtiene pegando copias de P . Como todos los ai’s se intersectan
entre si, es necesario levantar cada ai a una copia diferente de P para quitar todas las
auto-intersecciones, por lo tanto d(α) ≥ n ≥ l(α).

Teorema 5. Si α es una curva o un arco en una superficie orientable Σ, entonces:
1. d(α) ≤ n(α), si Σ es plana.
2. d(α) < 5n(α), en otro caso.

Demostración. Si Σ es plana, entonces la gráfica en Σ que corta a la superficie en
un disco y cruza a α en n(α) puntos es una colección de árboles T1, T2, ... que conectan
las curvas de la frontera de Σ. Necesitaremos el siguiente

Lema 6. Cada árbol es la unión de caminos ajenos por aristas λ1, λ2, ..., λr y
µ1, µ2, ..., µs de tal forma que λi conecta vértices de grado 1 y cada µk conecta algún λi
a otro λj o a algún vértice de grado 1.

Demostración del Lema 6. Basta con mostrar que en cada árbol T existen ca-
minos λ1, ..., λr que empiezan y terminan en los vértices de grado 1 y que contienen a
todos los vértices de grado mayor que 2. Procederemos por inducción sobre el número
de vértices de T , de paso, mostraremos también que se puede elegir un vértice de grado
1 de manera arbitraria para que pertenezca o no a los caminos antes mencionados. Para
v ≤ 3 el resultado es inmediato. Supongamos ahora que el resultado se cumple para
todos los árboles con menos de v vértices, y sea T un árbol con v vértices. Cortamos T
por un vértice p de grado g > 1 para obtener sub-árboles T1, ..., Tg de tal manera que p
tiene grado 1 en cada Ti. Como cada Ti tiene menos vértices que T , podemos aplicar la
hipótesis de inducción para escoger caminos en T1, T2 y en T3, ..., Tg de tal forma que p
pertenezca a los caminos en T1, T2 pero no a los caminos en el resto de los sub-árboles.
Entonces, como los Ti’s son sub-árboles de T , podemos obtener caminos disjuntos en T
con las propiedades deseadas identificando caminos (en los sub-árboles) que contengan
a p.

Con esto terminamos de demostrar el Lema 6. �

Cada árbol Tk se puede ver como la unión de caminos λi que unen vértices de grado
1 y caminos µj que unen unos λi’s con otros λi’s o con vértices de grado 1. Sea Σ′ la
superficie obtenida al cortar aΣ por los λi’s y sean α1, α2, ...αk los arcos de α en Σ′.
Por el Lema 4, para cada αk hay una cubierta Σk de Σ′ a la cual αk se levanta como
un arco encajado α̃k y el grado de la cubierta es el número de veces que αk cruza a ∪µi
más 1. Si pegamos las superficies Σk apareando los arcos en sus fronteras que cubren
a las dos copias de cada λi en Σ′ siempre obtenemos una cubierta de Σ. Para obtener
una cubierta donde α se levante como una curva cerrada simple basta con pegar el arco
de ∂Σk en donde α̃k termina con el arco de ∂Σk en donde α̃k+1 comienza para cada
k, y luego pegar los arcos que faltan con arcos correspondientes de cualquier manera
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posible. El grado de esta cubierta es la cantidad de veces que α cruza a los µi’s más la
cantidad de αk’s, que es la cantidad de veces que α cruza a los λi’s.

Supongamos ahora que Σ es cerrada. Sea G una gráfica en Σ que corta a la superficie
en un disco y que intersecta a α n(α) veces. Sea N(G) una vecindad regular de G, así,
N(G) es homeomorfa a Σ−D2. Sea G′ una subgráfica maximal de G, cuyos componentes
conexas tienen vecindades planas y no tienen vértices de grado 1 o aristas separantes.
Entonces un arco en N(G′) que cruza a G′ una vez conecta diferentes componentes de
∂N(G′). G − G′ no tiene ciclos, pues la vecindad de un ciclo sería plana y podríamos
extender G′. Por lo tanto, G − G′ sólo está compuesta por árboles y cada camino en
G − G′ conecta diferentes componentes de ∂N(G′), ya que si no podríamos añadir el
camino a G′ para obtener una subgráfica más grande que G′ con una vecindad plana.

Borremos una curva de la frontera de cada componente de N(G) y conectemos
al resto por arcos ’cortos’ que crucen a N(G), se puede ver que N(G) se retrae por
deformación a la unión de las curvas restantes y de los arcos cortos, a los que llamaremos
λ1, λ2, ... y ν1, ν2, ... respectivamente. Sea Σ′ la superficie que se obtiene al cortar a Σ
por los λi’s.

Las componentes de G − G′ en Σ′ son árboles, cuyas vecindades regulares tienen
por frontera a arcos en Σ′. Si eliminamos un arco de la frontera de cada componente de
N(G − G′) en Σ′, y llamamos a los arcos que nos quedan µ1, µ2, .... entonces la unión
de los λi’s, νj’s y los µk’s corta a Σ en un disco.

Figura 13. De la gráfica G a una jerarquía.

Por lo tanto tenemos que:
1. Los νj’s y los µk’s cortan a Σ′ en un disco.
2. Cada µj y cada νk conecta diferentes componentes de la frontera de Σ′, y
3. α cruza a los λj’s y a los µk’s menos de 2n(α) veces y no cruza ningún νi.

Si α no cruza a ninguno de los λi’s entonces α es una curva cerrada en Σ′ y podemos
encontrar una cubierta Σ̄′ de Σ′ en donde α se levante como una curva encajada como
en el Lema 4. Si para cada λj, las dos curvas λ′j y λ′′j en ∂Σ′ tienen el mismo número
de preimágenes de cada grado en Σ̄′, entonces podemos aparearlas para obtener una
cubierta de Σ en donde α se levante como un encaje. No podemos esperar que esto
siempre ocurra, pero en caso contrario basta tomar un automorfismo φ de Σ′ que in-
tercambie cada λ′j con λ′′j y ’duplicamos’ la cubierta p : Σ̄′ → Σ′ tomando una copia



18 3. GRADO MÍNIMO DE CUBIERTAS

Σ̄′′i de Σ̄′i y considerando la cubierta φ ◦ p : Σ′′i → Σ′. Ahora, Σ̄′ ∪ Σ̄′′i tienen el mismo
número de preimágenes de cada grado para cada λ′j y λ′′j así que podemos pegarlas por
sus fronteras para obtener una cubierta de Σ en donde α se levante como una curva
cerrada encajada. El grado de esta cubierta es a lo más 2|α∩

⋃
µj| = 4|αi∩G| = 4n(α).

Si α cruza a algunos de los λi’s entonces estos separan α en una colección de arcos
α1, α2, ..., αs in Σ′. Por el Lema 4, para cada α1 hay una cubierta Σ′i de Σ′ en donde αi
se levanta como un arco encajado α̃i, y el grado de la cubierta es a lo más el número
de veces que αi cruza a ∪µj, más 1. Queremos pegar los Σi’s para obtener una cubierta
de Σ en donde α se levante como un encaje. Para esto requerimos que las cubiertas
cumplan una condición adicional:

(*) αi une dos curvas distintas en ∂Σi, y estas se proyectan con grado 1 a ∂Σ′.

Lema 7. Si un arco αi en Σ′ no se puede deformar por una homotopía a ∂Σ′,
entonces existe una cubierta Σi de Σ′, de grado a lo más |αi ∩∪µj|+ 2, en donde αi se
levanta como un encaje y satisface la condición (*) enunciada anteriormente.

Demostración del Lema 7. Sean c y c′ las curvas de la frontera de Σ′ en que αi
comienza y termina (el caso de que c = c′ es posible).

Caso 1. l(αi) = 0. Entonces α está en el disco Σ′|∪µj así que αi es un arco simple.
Si c 6= c′ entonces αi satisface la condición (*) y podemos tomar Σi = Σ′.

Si c = c′ y αi no separa a Σ′ entonces hay una curva cerrada γ que cruza a αi
una vez, así que pegar dos copias de Σ′|γ nos da una cubierta doble de Σ′ en donde
αi se levanta como un encaje que satisface (*). Si c = c′ y αi separa a Σ′, entonces
cada componente de Σ′|αi

tiene al menos dos curvas en su frontera (en caso contrario
tendría género positivo y al menos dos arcos µj’s la cruzarían, estos arcos no pueden
tener ambos extremos en c, así que tienen que cruzar a αi). Por lo tanto debe existir
un arco γ que cruce a αi en sólo un punto y que conecte componentes diferentes de c
de la frontera de Σ′, así que identificando dos copias de Σ′|γ obtenemos una cubierta
doble de Σ′ en donde αi se levanta como un encaje que satisface (*).

Ahora supongamos que l(αi) ≥ 1. Sea µi1 , µi2 , ..., µil la sucesión de cruces de α con
los µj’s.

Aplicar de manera directa la construcción en el Lema 4 puede no funcionar, porque
es posible que al inicio αi se ’enrolle’ alrededor de c, como en la figura 14. Si la secuencia
µi1 , µi2 , ... inicia como la secuencia completa de cruces de c con los µj’s, entonces subir
o quedarse a la misma altura en los µij ’s que cruzan a αi no permitiría que la curva se
proyectara a c inyectivamente.

Para evitar esto, comenzamos por desenrollar los dos extremos de αi por medio de
una secuencia de movidas triangulares que reduzcan las intersecciones de αi con los µj’s
hasta que no haya más movidas posibles.

Obsérvese que si hay una cubierta de Σ′ donde el arco modificado α′i se levante como
un encaje α̃′i que cumpla la condición (*), entonces α′i se puede isotopar a αi y α̃i será
isotópico (por movidas triangulares) a α̃′i. Por lo que α̃i satisface la condición (*) y α̃i es
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Figura 14. Desenrollando el principio del arco αi.

un encaje (pues si una movida triangular creara una intersección entonces los extremos
de los dos arcos involucrados en la movida estarían en la misma curva de la frontera).

Ahora construimos una cubierta siguiendo la parametrización de αi y subiendo
en cada µij que cruza a αi. Tenemos que mostrar que los arcos µi sobrantes pueden
identificarse para que las curvas de la frontera donde el levantamiento de αi comienza
y termina sean diferentes y se proyecten a c y a c′ con grado 1.

Subir cada vez que αi cruza un arco µij se traduce como identificar µ+
ij ,j

con µ−ij ,j+1

si µij tiene signo positivo, e identificar a µ−ij ,j con µ+
ij ,j+1 si µij tiene signo negativo.

Todos los otros arcos µ±j,k están libres de identificaciones (por el momento).
Si µi1 no intersecta a c, entonces los arcos µ±j,1 están libres para todos los µj’s que

intersectan a c, así que podemos identificar a µ−j,1 con µ+
j,1 para obtener una curva c̃ que

cubra a c una sola vez.
Si µi1 intersecta a c, la dirección en que αi cruza a µi1 determina una dirección

para c. Etiquetemos a los µj’s que intersectan a c cíclicamente en esa dirección como
µ0, µ1, µ2, ..., donde µ1 = µi1 , y escojamos la orientación de estos µj’s para que las
intersecciones en esta dirección sean positivas. Observemos que el punto inicial p de αi
no se encuentra en el intervalo de c entre µ0 y µ1, pues si no existiría un movimiento
triangular que quitaría la intersección de αi con µ1.

Así que µ+
1,1 se identifica con µ

−
1,2 y todos los otros µ±j,1 están libres. Si µi2 /∈ {µ1,−µ0}

entonces µ+
1,2 y µ−0,2 están libres, así que podemos identificar a µ−1,1 con µ+

1,2 ya a µ+
0,1

con µ−0,2.
Si µik /∈ {µ1,−µ0} pero µij ∈ {µ1,−µ0} para j < k entonces µ+

1,k y µ−0,k están libres
(pues si no µik−1

∈ {−µ1, µ0} o µik ∈ {µ1,−µ0}), y entonces podríamos identificar a
µ−1,1 con µ+

1,k y a µ+
0,1 con µ−0,k (ver figura 15a).

Si µij ∈ {µ1,−µ0} para todo j, entonces µ+
1,l+1 y µ−0,l+1 están libres, así que podemos

identificar a µ−1,1 con µ+
1,l+1 y a µ+

0,1 con µ−0,l+1 (ver figura 15b).
En todos los casos anteriores, identificar los arcos restantes µ−j,1 con µ+

j,1 hace que la
curva c̃ que contiene el punto inicial del levantamiento α̃ cubra a c una vez.

Ahora es necesario asegurarse de que la curva c̃′ que contiene al punto final de α̃
cubra a c′ una vez, y de que c̃ 6= c̃′. Esto puede requerir añadir otro nivel a la cubierta
(aumentar su grado en 1).
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Figura 15. Identificaciones en las curvas de la frontera sobre c y c′.

Caso 1. Si µil no intersecta a c′, entonces todos los arcos µ±j,l+1 están libres para
todos los µj que intersectan a c′, así que podemos identificar a µ−j,l+1 con µ+

j,l+1 para
obtener una curva c̃′ que cubra a c′ una vez. c̃′ 6= c̃ ya que c̃′ está en el nivel (l+1)-ésimo.

Si µil intersecta a c′, la dirección en que α cruza a µil determina una dirección para
c′. Como antes, etiquetamos los µj’s que intersectan a c′ cíclicamente en esa dirección,
terminando en el punto final p′ de α, como ..., µr, µr+1, así ocurre que µil = µr, y las
orientaciones de los µj’s positivas en esta dirección. Obsérvese que p′ no está en el
intervalo de c′ entre µr y µr+1.

Caso 2. Si µij /∈ {µ1,−µ0} para algún j ≤ l, entonces el único arco ya identificado
en el nivel l+1 es µ−r,l+1. Podemos tomar una copia extra Σl+2 e identificar el arco µ+

r,l+1

con el arco µ−r,l+2 y el arco µ−r+1,l+1 con el arco µ+
r+1,l+2. (Ver la figura 15c.)

Caso 3. Si µij ∈ {µ1,−µ0} para todo j ≤ l, y en particular µr = µ1 o µr =
−µ0, entonces las identificaciones de µ−1,1 con µ+

1,l+1 y de µ+
0,1 con µ−0,l+1 tienen que

reemplazarse por µ−1,1 con µ+
1,l+2 y µ+

0,1 con µ−0,l+2. El único arco identificado en el nivel
i+ 1 es µ−r,l+1. Ahora tenemos dos subcasos:

3a. Si el arco µ1 o el arco µ0 no intersectan a c′, podemos identificar a µ+
r,l+1 con

µ−r,l+2 y a µ−r+1,l+1 con µ+
r+1,l+2. Identificando todos los demás arcos µ+

j,l+1 con los µ−j,l+1
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resulta en una curva que cubre a c′ una sola vez y que contiene a los extremos de α̃ (ver
la figura 15d).

3b. Si ambos arcos µ0 y µ1 intersectan a c′, los únicos otros arcos identificados en los
niveles l y l+ 1 son µ+

1,l con µ
−
1,l+1 o µ−0,l con µ

+
0,l+1, y µ

−
1,l (con µ

+
1,l−1) o µ

+
0,l (con µ

−
0,l−1).

Así que podemos identificar a µ+
1,l+1 con µ−1,l+2 y a µ−0,l+1 con µ+

0,l+2, a µ
+
1,l con µ

−
1,l+1, y

a µ−0,l con µ
+
0,l+1. Obsérvese que, como Σ′ es orientable, y los signos de los intersecciones

de µ1 y µ0 con c coinciden, entonces los signos de las intersecciones de µ1 y µ0 con c′
también deben coincidir, así que los pegados son como en la figura 15e. Identificando
todos los demás arcos µ+

j,l+1 con µ−j,l+1´s y los µ+
j,l+2 con µ−j,l+2´s hace que las dos curvas

de la frontera sobre c′ donde α̃ puede terminar (las curvas que contienen a los arcos
sobre c′ en el nivel l + 1, excepto el arco entre µr y µr+1) cubran a c′ una vez.

Así concluye la demostración del Lema 7. �

Si algún αi es homotópico a un arco en la frontera de Σ′, entonces no hay cubiertas
de Σ′ en donde αi se levante y además comience y termine en distintas curvas de la
frontera, así que es necesario modificar nuestra construcción.

Consideremos un subarco maximal α′ de α formado por un número impar de αi’s,
digamos αsαs+1...αt, homotópico (fijando sus extremos) a un arco de algún λr. Entonces
α′ es simple o está formado por un lazo homotópico a λnr y dos arcos que lo conectan a
λr. El lazo debe cruzar a la unión de los λi’s y los µj’s al menos n veces, pues se puede
cortar en n curvas libremente homotópicas a λr, y cada una cruza a las otras al menos
una vez.

Mediante una homotopía, podemos mover α′ por λr y unirlo con αs−1 y αt+1 en
un sólo arco αs−1α

′′αt+1 en Σ′, donde α′′, la imagen de α′, es paralela a una curva de
la frontera. La homotopía reduce el número de intersecciones de α con los λi’s por al
menos 2, pero puede aumentar el número de intersecciones con los µj’s en más que eso.
Obsérvese que αs−1α

′′αt+1 no es homotópico a un arco en ∂Σ′.
La sucesión de cruces de α′′ con los µj’s es igual a la sucesión de cruces de λr con los

µj’s repetida n veces, más un segmento inicial de esa misma sucesión. En la sucesión de
cruces de αs−1α

′′αt+1 con los µj’s los últimos cruces de αs−1 pueden cancelarse con los
primeros cruces de α′, y los primeros cruces de αt+1 pueden cancelarse con los últimos
cruces de α′′, pero después de eso, lo que queda de la sucesión de cruces de α′′ sigue
siendo monótono. Por la observación que sigue al Lema 4, no es necesario subir en todos
los cruces de α′′ con los µj’s para construir la cubierta para αi−1α

′′αj+1: basta con subir
en el primer µj y cada vez que α′′ vuelve a cruzar a ese µj, y no subir en ninguno de
los otros µj’s hasta alcanzar el último µj qu cruce a α′′. Así que para levantar α′′ basta
con subir n + 2 veces. Por lo tanto la cubierta de Σ′ en donde αi−1α

′′αj+1 se levanta
como un encaje tiene grado a lo más |αs−1αs...αtαt+1 ∩ ∪µj| + 3, y este número no es
mayor que la suma de las cotas individuales para cada αs−1, αs, ..., αt+1.

Ahora, identificamos las cubiertas Σ′i correspondientes a los arcos αi por las curvas
de la frontera en que los levantamientos de los arcos comienzan y terminan, de esta
forma α se levanta a una curva encajada cerrada. El resto de las curvas de la frontera
de losΣ′i aún tienen que aparearse con otras curvas para obtener una cubierta de Σ.
Como mencionamos antes, esto se puede hacer siempre que para cada λj, las dos curvas
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λ′j y λ′′j en ∂Σ′ tengan el mismo número de preimágenes de cada grado en tΣ′i. Si esto
no ocurre, duplicamos los Σi’s con distinto número de preimágenes (como hicimos en
el caso en que α no cruzaba a los λi’s) para garantizar que el apareamiento se puede
realizar.

Para estimar el grado de la cubierta, observemos que los arcos α1, α2, ... en Σ′ cuya
unión es α son de dos tipos: arcos αi’s ‘largos’ que corresponden a los arcos de α cortados
por la subgráfica G′, y arcos αi’s ‘cortos’, que ocurren donde α cruza por N(G′). Los
αi’s largos contienen a todos los puntos de intersección de α con los µj’s, y los αi’s
cortos son simples y conectan curvas distintas en la frontera de Σ′.

Las cubiertas Σi para los arcos αi cortos son triviales y no hay necesidad de du-
plicarlas, pero las cubiertas Σi para los arcos αi largos tienen grado |αi ∩

⋃
µj| + 2 y

puede ser necesario duplicarlas, así que si S es el conjunto de índices que corresponde
a los αi cortos y L es el conjunto de índices que corresponde a los αi largos, entonces
|S| < |α ∩G′| y |L| = |α ∩G′| y el grado total de la cubierta es a lo más∑

i∈S
1 + 2

∑
i∈L
|αi ∩

⋃
µj|+ 2 < |α ∩G′|+ 2(2|α ∩ (G−G′)|+ 2|α ∩G′|) ≤ 5|α ∩G| =

5n(α). �



Capítulo 4

Corolarios y últimos comentarios

En esta última parte, combinamos los resultados principales de los otros tres ca-
pítulos para dar cotas para n(α), l(α) y d(α) en función de i(α). Después, estudiamos
la medida de complejidad que nos falta, m(α): la proposición que la relaciona con i(α)
se encuentra en este capítulo porque no tenemos resultados que la relacionen direc-
tamente con el resto de las funciones que analizamos en las páginas anteriores, pero
aún así guarda cierto atractivo. Por último, discutimos algunos de los problemas que
surgieron naturalmente durante nuestra investigación y que consideramos que vale la
pena explorar.

Corolario 8. Sea α una curva en una superficie Σ, entonces:
1. (1 +

√
8i(α) + 1)/2 ≤ n(α) ≤ i(α) + 1

2. d(α) < 5(i(α) + 1), si Σ es orientable.
3. l(α) ≤ (i(α) + 1)(2− χ(Σ)), si Σ es cerrada.

Demostración. La primera parte del corolario se sigue del Lema 1 y del hecho de
que α cruza a alguna región fundamental D de Σ por n(α) arcos, estos arcos se pueden
deformar por una homotopía (rel ∂) para que estén encajados y se crucen entre sí a lo
más una vez, por lo que α es homotópico a una curva que tiene a lo más n(α)(n(α)−1)/2
intersecciones. La segunda parte es el Teorema 5 y la tercera se sigue del Teorema 3 y
del Lema 2. �

Como existen curvas con cualquier número de intersecciones que se levantan a en-
cajes en cubrientes de grado 2, i(α) no está acotado por ninguna función que dependa
solamente de d(α).

Figura 16. Una curva que se levanta a una cubierta de grado 2.

23
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Si α es una clase de homotopía libre de curvas en Σ, sea m(α) el número mínimo
de veces que una curva esencial en Σ intersecta a α. Es fácil ver que este mínimo
corresponde a las intersecciones de α con alguna curva simple en Σ, y que m(α) ≤
2pm(α).

Proposición 1. Si α es una curva en una superficie Σ, entoncesm(α) ≤ 2
√
i(α)+1.

Demostración. Podemos suponer que α corta a Σ en una colección de discos, pues
de otro modo m(α) = 0. Sea c una curva esencial en Σ que intersecta a α exactamente
m = m(α) veces.

La cubierta universal Σ̃ está teselada por discos cuyos lados son líneas que se pro-
yecta a α. Sea c̃ una de las líneas que se proyectan a c, y sea R un disco cortado por c̃.
Definimos la distancia entre dos regiones en Σ̃ como el mínimo número de veces que es
necesario cruzar a las preimágenes de α para ir de una región a otra, y consideremos
las regiones a distancia t de R (para t < m/2 estas son las regiones que se combinan
con R después de descascarar t veces α). Como cualquier curva esencial en Σ cruza a α
al menos m veces, se sigue que las regiones a distancia m−1

2
o menos de R se proyectan

a diferentes regiones en Σ.
Los regiones a distancia t de R se tocan solamente en vértices, y para cada t > 1,

la unión de las regiones a distancia t y t− 1 es un anillo. La línea c̃ cruza dos regiones
R′ y R′′ a distancia t de R. R′ y R′′ se conectan por una ’cadena’ de regiones que
rodean a R y están, alternadamente, a distancia t y t − 1 de R. Si 2t + 1 ≤ m, cada
una de estas cadenas debe estar formada por al menos 2t+ 1 regiones (si no fuera así,
podríamos reemplazar un arco de c por otro arco que cruzara menos regiones). Como
las dos cadenas sólo tienen en común las regiones R′ y R′′, juntas están formadas por al
menos 4t regiones distintas, y como alternan entre estar a distancia t y estar a distancia
t− 1 de R, al menos 2t regiones están exactamente a distancia t.

Figura 17. Regiones a distancia 1 y 2 de R.
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La función r(t) que cuenta el número de regiones a distancia a lo más t de R
satisface r(t)− r(t−1) ≥ 2t y también r(1) ≥ 3 por lo que r(t) ≥ t2 + 2. Si m es impar,
entonces tomando t = m−1

2
tenemos que i(α) + 2 ≥ |Σ− α| ≥ r(t) ≥ t2 + 2 por lo que

i(α) ≥ (m− 1)2/4 y 2
√
i(α) + 1 ≥ m.

Si m es par, entonces las regiones R′ y R′′ a distancia t = m/2 de R se proyectan
a la misma región de Σ, por lo que no podemos argumentar como lo hicimos arriba.
En este caso, afirmamos que existen al menos t regiones a distancia t que se proyectan
a regiones diferentes en Σ. Esto se sigue de que R′ y R′′ se pueden conectar por una
cadena de regiones que rodean a R y alternan entre estar a distancia t y t − 1 de R.
Una cadena con s regiones da una curva en Σ que cruza s veces α, si dos regiones en
la cadena (que tendría que estar a distancia t) se proyectan a la misma región en Σ,
podemos esquivar las regiones entre estas para obtener una curva en Σ que cruce a
α menos veces, y que pase alternadamente por las regiones a distancia t y t − 1. La
cantidad de regiones que dicha curva cruza en Σ debe ser al menos n = 2t, por lo que
al menos t regiones se encuentran a distancia t de R. Tomando t = m

2
obtenemos que

i(α)+2 ≥ |Σ−α| ≥ r(t−1)+t ≥ t2−t+3, o sea, que i(α) ≥ m2/4−m/2+1 > (m−1)2/4

y 2
√
i(α) + 1 > m. �

Sobre lo que queda por hacer:

Todavía restan algunas preguntas abiertas.

Pregunta 1: ¿Hay una buena cota para el grado mínimo de una cubierta de Σ donde
un levantamiento de α no se cierre (en términos de i(α), por ejemplo)? (Esto se relaciona
con que el grupo de la superficie sea residualmente finito.)

Si g(α) es el grado mínimo de una cubierta donde α se levanta como un arco encajado
(no cerrado),

Pregunta 2: ¿cuál es la relación entre d(α) y g(α)? ¿Será que d(α) ≤ g(α)? No
tenemos ni siquiera ejemplos donde d(α) sea mayor que 2n(α)

Varias de las cotas dadas en estas páginas son óptimas, pero los ejemplos sugieren
que la cota para d(α) en función de n(α) se puede mejorar.

Pregunta 3: ¿Es cierto que d(α) ≤ 2n(α)?

Parece natural preguntarse si estas medidas de complejidad se comportan monóto-
namente, es decir, si una curva α (con auto-intersecciones mínimas) es cortada y pegada
por algunas de sus auto-intersecciones para obtener una curva α′ entonces claramente
n(α′) ≤ n(α) y l(α) ≤ l(α). Uno esperaría que se cumplan las desigualdades estrictas,
pero el ejemplo en la figura 18 muestra que esto no siempre es cierto.
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Pregunta 4: Incluso en el caso particular de que α′ sea un sublazo de α, ¿se cumple
que d(α′) ≤ d(α)?

Figura 18. n(α) = 4 = n(α′).
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