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l. INTRODUCCIÓN 

Partamos dd Bigtú(•nte C'uunciado : Si uu cierto número de pen'rma:; se c.>nctwntra. 

aleatoriamente distribuido en un rcdnto, y en un momento dado cada persona conta

mina n su vecino m:l!'l cerc1wo 1 ;,cuál t'~ la proLabilidacl de no ser contnminado? 

Pod<>mos gc11crali1.ar este prnli!enHl de la s.iRtiirnu• maur·ra : C(1I.1~idl:ren-;e ,.V ptT!iO· 

nas díspucstn. .. 'l alcatoriamc11tt.' cu un c.'~pacio acot.ndn 1•11 rl ,1¡;:~~·~ 0;:c;;;-;,,. i:":i.1 llli ci1~rru 

momento, cnda pf'I'S<11m cositurnina a ~ll '.'('cinn 111t'tb c1'rc:1w• Nll! 11m1 prn,1ahi1idw.<l p. 

¡,Cuál es In proporción dr> JH'r:>o1tas q1tt• IHJ ~;on aforrada~; Ct1íl1Jdo ¡\' ti1~11rle a infiuitfl, 

d1~sprcciundo lus cozT1'1"rior1C's dt' f1011tt•n1':' 

Este problema, llanu1do t!Pl \'rciuo 1níd(litu { thr 1•ir:io·11,1 ni:i9li f1011r p1obkm '¡ fuf· plnn · 

tc:ndo jH1r A.Lílock CJI HlG/1()} y res111·ltn Pil!'it d y p g~'llPrnhos por n. TarJ y F Y. \\'u. U) 

Ln probtibilidad ln1::.cadü ~1· t::-:pfl:!'>a <'011:0 nn poliuomii::1 finito i:n p. 
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El cmmcindo di: t'stc~ problenllt sugiere> 1111 prnblenrn. nfiu : Si la.s JV personn.s cstim 

colocadns nl nznr tiÍguic'11<lo una dístrílrndón unifornH~· en nn t·~paC'iu acotado eu d 

dimensiones, ¿rt'.in11> :;l' distribuirían Lts di~;tanria" t•ntrf' rnd¡1 per:'nua y su \'Peino nHÍ~; 

CPrn1110': Callf' h:.1c,,r m1t;ir qt1t• cxi'itt·n ¡wr~onas (jlll' no ~m1 d -rednn m<;s ccrnwo d" 

nndi(' (y por lu trullo no <;nn í'n11t:nnin.ad:1:~ rnn mm. prob::!iilid:1d f!,~ 1:no), :1:;Í ccirnu 

y su¡;erir una C'Xprf':1it'i11 analítica pr1ra la distrilnwión d(' <li<itarwia.'> 1'ntrP \'1•rini"• ndt ... 

r.crcuno:; e¡¡ 1',i!JaCilJ.; c:1dillianu...; t·n d dinien~ionf:.:i. B11-:camu~ la f;0Jució11 dp do:-; manrras 

l. Con:-.ide::u1<lo que l'l ('...,par:io no ('S <1nitado (es ci"1~ir. rn1 1'xi~lt: frontern ). pro¡)() 

ncmos una demostracÍl!lil de la f•xpre~,it!l!l a1rnlític;1 de la fl!uciúH dt• distrib11t:i611. 

tomnrcmos pant do3 dimcusione:-; un nw(lradn tk ;\r1•11 nnn, y p11r<t tre~ dimt-n· 

:;iones un cubo tl1_· v¡)hJmPn uno. \'nriando el núnwH• dt: p1u1!0.-. (la df'nsidad). 

utilizamlo dos mí·todo_, de tiju.:;l1~ d,:: cnr:a!"l a (bt\1~: 1.·x¡wrimeutalt's 1 y t•111pl1"'nndu 

dos ge1H'rndon.:~ d~ nÚm('fO:-i al aznr, cornpar~uo_; ln.s Jifl·rt•ntr·s o¡w.iooe;, p11ra. t"H-

la re~pnesta al 1•l\)Lk1rn1 a prinn): ckspu/·s lrnccmo·> u~,(' de la h'·ruica dt•;;arn>llad:1 

pnrn nt;v·;ir llll prohlema :,1·nwjantr del cual ir-;nor<Hfül, b r(';,pa~·:.ta. 

al azar. Podrínmo:- dcfüiir una scctlf'Bl'.i:i µ;c'IH'rada por rornp11tndora como ;1k·atorin ..,¡ 

el progrnnrn dd1·r11linísta que producf' J;:i f:t'(t11·1win t·s clifrn·nt1• y t.>.<..tadbticamnit<' 1w 

úirn:lctt.:Íül1<uio t:ut1 ('¡ proy,rarna q1w 1n1lizo la serie prodnnda. E:' decir, r1ia!e:;r¡11HT<t d(Js 

geHt!radnn.·~ dt• t'a.-;nnlc~; d"!Jf'n prodw:ir c;;tadístkamc11t<' lo.,; mi~mo'i fl'Slll! iirlo-; nia11d(1 

*Se clice qa-: 1ma ,,,Ji,..},k 1\1.-.~tori.l '<: ·li~1riln1~e u;1iformrm.-1\l<: si .•u íu1n u',n d.,. .j.-n~1d:t'l ...,t.i rl:i.1b p1•1 fx{•) "' 
r!:;,l1u,~)(r) "lmll.'lltfWJ~ ,J.., nlwr<l 1-n ud~lui!I' q11~ ~:::U.~ b '" 1, rs cl~dr, HW\ di.,1nl'11t"),'.11 w1if"rm•: .-11 d i11t~n·,1lo 

(O, l). 



son nplica.<los a. un problcmh parlicuhU'. Si no snce<l~~ a.sí, cntoncc?:i (al menos desde el 

punto de vistn del usnarin f'H particular), culln<lo mt·uo.<: uno de dlog IK" PS un buen 

generador.l'.\) 

11. SOLUCIÓN ANALiTICA 

Teorema : La funcit)n ,lr: (li:nsídnd de lf\ <lh,trihuciün• <le 1ru1 distí1nci11s dÜL't' 

vednos má.'"i ('crcanns cirnndo lo:3 puntos se distribuyen uuiforrnemcnlc en un Pspndo en 

d dimensiones está dndu por: 

Dcmostrnción : 

Sc1l p la proLabili<fo<l de 1~nrn11trar un punto en tm volnmcn dv. tamaüo uno en 

un espacio de d <limcusioncs. Elltunces ]J es proporcio1wl u. la dcus.idnd de puntos p. 

TnnH'lllCJS un voluincn de radio /' y diridftmo.::J,., f'n /1 c:í.scarw.; dt_> radio 7'¡ y de nnchn 

U1\. Este volumen (~.'itá dado por i 1~ = cdr1, d~mdi~ c1 es nna- cc1n~lt111te quf' (h~pcnde 

de la dim<'nsionnlidad. 

La prohnhilid11d de que no ()tllíf:l un punto t>ll la i-l~1>irnn cr\srarn. I''> 

-----------------· 



Por lo tnnto, In prolJnhilidnd de qui~ el primer Vf:CÍllO al p1111to en el centro de ln esfom 

en d dirncnsiouc~ esté en la ctíscnra n --{·sima t~stnrÍH dada por : 

r1-·l 

w(r)D.r = II (1 - pcJ_,rf- 1 D.r,)pc,1 •. 11-H D.r 
i=I 

Ahoru, si n ~:... 11 cntoncrs 

Si <lenotmn;;;:, pu· s L!. t.~ Ji."ita11c¡ü 1uíai1ili~, Cl.1illo tenemos que p (s/r)', Vj, 

entonc1~~ si:::- prJ, Vj , por lo que 

PllfU cnront.rar A y <'-J, píl.rtimq~ d~ q11e !''."' tomíl. la media de \a distribud(111 (por 

definición) como uno, y normalizi:imos. Por lo tanto, se o:itir·ne 

que es el resultado buscn.dn. 

Propiedades de la <listribución de Brody : 

Los momentos dC' í·"ib-t fu1wi.:111 d1~ pro!mbili<lr:d (que c:;t;\n bien definidos súlu par:1 

d > O) c1tán dados por : 

-~ (d-·-k)/[ ,d' 1·1k ¡1~ = j, s'-'(s)ds = r -J-- r( -;[·-) 



Si d = 1, obtenemos lo ~iguit'nte : w(s) == f{2),.,·0c-r{'2)~ ~ f~-s que t'!'> nn caso 

pn.rticuln.r d<~ ln fundc'.in de tknsidad 1·xpow:.·n<·iri!• don<le ,\ :-:.: l. 

Si d = 2, nos f'11routramos ('On In. <lí.';trihucir'm de \Yi~WT ( q1lf' ~·s ln mNlidn .-stndí:-:tita 

comúnm1•nte utilin1dn para repn.':'iL'IÜar l~1 rr1>11l~ir'in de IÚ\'t'lf·s de f!twrgfoH)): 

Si d -• X·, t'ntonr1•s ¡i; _ __. 1 ·~1 h·, tk rlrmr[» Far[..-Y} :::: E[.Y:;:J · (E{~\])2 = 

pS - (¡1 1

1)".: == O. lo c¡11P sig11ifl1'i1 qu~' li:1w11¡0::; b distrib11c:1'1n ddta :le Dirnr. 1 F-sto 

puc<le apwd11r.~· 1 n la fi,;nrn 1 (donde .'>t' !~ndica la dcn~id<1t1 (le 1a distribncí('lll <le 

Ilrody para. <listintoc; \'<tlon·::. dd p:tr/trn!..:t rn d), y<~ que 111 nttmi:-ub.r rl 1 d v:dur maximo 

ele In funci<'.in flUll1f'!lla, y tit':1d1• :t lnrtili;nr:;e 1·11 .r ~-.:. 1. 

2.5 

FIGURA 1 : Distribución de Brody 

•.S" 1licequr X til!'11r '"1' d1~trihl1,,:.11 n¡;•,urn,;_.¡ ~1 •11 r.:1,. .. 1<·,., ·k .Jr11•id::. l nt.'1. ,1,..,\,.1·<.r Jx(r)"' ,,.-·· 1p.c._1\;'), ,,,u 

.\ > O. La "l'tlalll"' tle X ru.!. <Lvh p1,r ~ y h qrin.iltil. ¡;1.r -f¡ 
t U\ dUiui11111i6n drlta ,1~ l11r.1" (!1! - f~ )l q1i .. •l.1a dduiid'> ¡-.,r IM ~i..;1Ji~¡,lr~ [>l''i'¡~,1.vlr•· 11) .f{~ - t~.) = Ll ~i ! i- !,,, (2) 

J:'.,,, .S(t - to)dl = 1, (3) b trrui•Í•>rm ... !11 de- L11pL'l.n dr .'{! - t,1j ~. e-• 1 ~ l 11.1" ¡,, di•111b1íi<~ll d~ tlr"'l) ni:u1•i,., ·l .... .-..~, 

1c 1itnl!' (1ur. lo= l. 



111. SOLUCIÓN NUMÉRICA EN El CASO DE DOS DIMENSIONES 

Prclhninnres 

Para encontriU' numérica.nwntí' hi solución del problema,~,(~ utiliz11ron \·ari1ts 1i'·n1in1,q 

nltenrntiva..-:, de tal rna1wra q\1(· ~,.pudiera vi·r ruúl rf'sulta la mil;; ('ficientt' p<u·a alíLCHr 

este tipo dr. problema 

l. Gencrndort~s de 111'1meros al azar: S«·emph!m·o11 dos gent•radurcs d¡• cas1wlcs: 

d dt' la programote<·a il1•l I:\fSL (1) y el ¡:;cm·rador propuesto por Drody. (~•) S<· 

hacC' UH an;\Ji,;is C1llllfH1r<1ti\'•.J ik l<i:-, n·:-.11ltad():i r¡t1L' 11rrnj;1 c;1<la 1mo rle f':..los 

gt·rv•rath1res. 

2. Ajuste de curvas : SL' c•1mparnn dos tr;c11ica.s clr: :1j1htf' d(• cun·as n histop;ra

mas: El método Sirnplex (") y el m/·todo dt~ mí11im:t \·i. 

3. P1·uebas de hipcltcsi~ : Se ntiii<.~n cnmu pn1cba di! ho11ílad d(' HJ!l~tc la. prueba 

x"~. Pnra comparar lo:> 1k-s rn6todv.c: dt• aju~te d(' i'llíYh:i t-'C emplea una pnlt·l1a 

pnram~tricu (ln. e;.;t<Ldistka t parn difen,ucia . ..; nplU'e:ub .. "j y una no paramétrir:n 

(la prueba del signo). 

Méto<lo 

Se tomó un nrndr;1do de lado uuu, y utilizando ambos gcuern<lnrt•s df' núrnnos al ll7.nr, 

se lnnzarcm JV p11nt.P~ al ;izar (donde cndn covrdC'na<hl !;C difitrihnyr unifomwmcnte). 

En un principio, t.:1~ ltici1·ron e~tadisticns para A1 igual n 10,000 , 25,000 . 50.000 

y 100)000. Para roder liarl'r n.::o del tcon·ma dt•l límitc rc11trni,H ya que llO Sí~ CO!l()('(' 

-+El •~~rn:i4 Jd lmul~ r~:i.trol 11fi11n.1 q\lt' ~i Y1, }'i, ... , l',. ~on \'1ui.tl,I~ :i.l.-:tturill~ iw!rprridirnte-. itl1:11tkruHrfltr di,lrihuid.1!1 
LL>U mr.1li;;1. ¡< )' 1.-ui,:u1:..,, '-') < ,·_.,:, t'l\tCl\~f, )'' =: t I::~I 1"1 c1,nHrt,c 6 llrM funruin <le dÍ•trih111::i.\n norm1J <~lit mr.tl1/\ /'y 

v1uil\1u11- ~- E,r:lrdr,V - S(J•,~).Si:r°"r~clc,.cnnuck!,,y"·c1>\ima.rnn.t• = ~i ¿:;:,10··,-}"¡J,cntonu!I == ~.'...::!-_] 
B<': di,trihuy<' .::t.mu una 1 df St11áer.t (''>U n - 1 it;n11JU'l de l1hi'rt;vL Pn.r.a lrui ap!irMÍMl~\ r1ilctkr..., dd t-: .. rrml\ clfl limitl" 
<.Cill.i•J, 14 <iJ.UvNu.,.,;¡,~u,.,.. li!Ull;i.nt., Ül!t'Ull ~' n ~;',AJ, 



}fu : d f:. 2 1 cnlculamlo la esta(lí~tica t. Los \'<ilort:!.i críticos de la cstndlst1ca cu cnf'st1ón 

~on ±2.045 pa.ra un niv1'l de síp;uificnn•i1t ü ::::: 5%; t's dcí"ir 1 si lil t cakuludn ,-.5 rnnyor 

que 2.0·!J o menor que -~.0"10~ se rcdrn.:rn. la h1pútcsi:l nula. Lo~~ n·:·mlt:tdos obtcuitlos :-:P 

mue::;tran n routinuadúu t'll !u Tal>la 1. 

Tabla 1 

Interpretación el<! lo Tnbla 1 

Ilít .. <iÚlldnuos tu la tabla anterior, podnuos h:1cer la..s siguientes ob~crvaciont·s y sarnr 

nlgunas conclusiones : 

.. Con el c:1·ncrn<lor de ctisnules de Brod)', aju:,t11rnlo una Clll'\'it con el 1ni.;toclo Simpl<.'X 

llU11C'h ~ rcchm:a la hipót!'~i:-; nula. 

~ Con el gc.nC'rador de C.h!.'llalc:; de Drody, lrnr-if'tlllo el ajn~tc rninimiznndn la \ 2 

usocihda, .se uola. uua t.'lt1r!l ~li:.mimicit'.iJJ del ;'t.lor dl• la estadística f <"onfornw nmn1_.11l1t 

el número ele ptmtn:;. S1Jlo se rechaza la biptlfC'si~ m1la para In d obtenida p;II'a 10,000 



y 25,00U µuntos púr cundrndo. E~sto se <lebr nl cfccro dt- bnr<l1\ lo c11nl analiznmos mfü, 

t.ar<l<'. 

- Con r·l génerador IMSL y el método de njustc de mínillla ,\ 2, e~ claro el r<'chazo de 

la hipótesis rmla f'U todos Jog casos, dado qm~ los cuatro YaloH'r- f obtt-nidos 80n mayores 

que 3. 

~ Con l'l gf·ncradr,r l~dSL y el rnhodn de ajuste 5'imp/•fX1 no si• rcrlm,:a la liipúlP~i~ 

nula pnrn :25,UOO y 10(\000 puntos por i:uadrndo~ pr:ro el \·alor d1' la Pstr~dístit"<t f rn 

nmh0« C"rt.'in'o e~ t;u1 ccrc<1lio ;d t';Jor aitíco t~n c11f'~t!ó11 1 (p:c eualquier <tfinn;:1cir'.in !:>erín 

¡wligrcr'<L Síu nnhargr11 d,lda.-; ia·; '"'it ¡¡1 li-.t í1·;1~· f ubt1:ni,!;1,;~ p;ir.t 10,0üO y :Jü,OfJO ¡nmtos, 

y por l<t c.nG,tlÍa al ·•;d"r »rítico. w,:.; indinm111,~-. il pcl!"iir (¡iw si rn·l'1cn1 d tarnaüo d,• 

la Illllt':-.trn ( i.1·., ú 1l fol'rn ·:11<i}'<H a :rnL ... ,. ri·rl·r~.':\~+-.. '.:: l:i¡;~~~c.-.i.~· 1it1LL Si 1•stc funa 

- Lns T¡¡fi/ns A' 13, e y f) d1•\ A pr;ndici> cnnf inii·¡¡ l1 l.; da j ! ,..: qt11' fu~TlHI UI iliziid•J:' p:-!Ht 

consrn1it la T11!Jfo l. La.'- ¡irimcrt! .. :3 dos rnl111nnus m11r::.ir;tr1 Jo<, i.·alclP.''> clr. d 0!1t1.'!Ji1lo-; 

con d Simpfrx y .'itl t!rrur re.•;¡wrtivn; J¡¡<i 1'1lti111a." do" r1i!11111m1~; l~!tlf'->I nin lo .... \'aluri-.,., 

d1~ d olJtenidns co11 el mhc)do de mínima \.1 y t•l t·alrir de t':sta, h:lbicndo partido 1k 

histogr:iw;1s r:on :l2 drL»1•s. F:l \'t\lr•!' i:::-í~irn 1!1· la \.·z llli!1;u1d<) 1m ril\'cl d(• signifirnni·ia 

n:::;::: 5y:, y :W ~r<tdn:; ti•· lihcrtnd (32 da.;;t'!~ l!lt'rio·; r.n p;1r/trnetrn 1:stirn11do mf'!l(lS unn) 

c·s 4:J.7730. Cim un a;:¡tefr;ro 1'stiu1 m:in·ados ln~~ valon•s di· la,\:! 111ÍI1i111il que exrrd1·u ,-.J 

V"alor níticci. Un:i. !-:implt~ i11.-ipt~cci/>!! dt· las t abla:i perrnitt.• v1·r r¡1H~ l'fl tm .!!;ran ut'imi.·rn rl1' 

c1t.-:o;; d rnlor de~ la mínimn ,\::e~; m;:iyor que d \•nlor nitico f'U cucstit'.i11 1 ¡wro es 1wturin 

qtw i1w;uiabkm('utc P'it.:' i11'1mt'm "" ~~~:~::~:~ :::;.; .. !,i :-.(: dtiii.-'.rt t•i gcllf·r;1dur 1.\lSL. En la 

Tc1hfo 2 :W res11mc e:_.:to. 



Tabla 2 : Valores de \:' sobre el valor etílico 

--··~r--c;1~,~fad<~:- ··1-··-c;~;1u.ru-;1nr 1 

.___l_O-,O-O_O_¡_n_11:;¡;,;;---¡i ___ ~¡'¡;;~~*- 1' - ~.~:1~\0-11 

25,000 punto[! 1;,, de 30 1 G de :lO 
50.000 ¡nmtn~ 1 1~ 1fr :m i H tk 30 

L_10_0_,r_1o_t~!~~~~~!\-· _¡ __ ·--· 2_~'~.~1~_._L __ --~·~-~'.:_.?_~~ J 

Es clnro que un gt•twradnr C':i mejor si ni lom:tr un 11únv:rd ¡:,wn<lt· dr~ mí.m<·ros 

g<'ncrados, no ~·e prt'~<·utan problema .. .; imn1111·11t1':-.; •.'il ~:-·1.J! (1t~u. r11Jl 1~i ~1·11~·1¡¡(\,,; l~.!SL, 

los resultndos etnpeora.n no~nblunrn!c 1·11;rnrlo tf•llf·mos lUO,OUO pu;1tns pN rn~u-lrndn. 

j'h q11+· 2i 1lc In~, 30 rnlnf("" 11 .... In mí1iim:1 \·~ l'X(l'(l1·n ··l \''1k·r r·!'Íf!Cll. n.,lwrfa ;.,11n'd1·r 

(como efoctivnmt~nte s11rcd1· ron Pl gciwrndor d,, Ur(]dy) qu" <tl il\Hllcntar f'i mhiwro dr· 

punto;; por cundr[Ldo, d mímeru tl1' vece:; <i~": t'l ·;;.Jor mÍllimo d" b \ 2 exccd,, ;i] v;dr)r 

crítico disminuye. 

I~lSL t•s mrno~ bueno qw.· t:l 1~~·nenHlor ck ílrody. T1Jdo-. !u~; cilkulos b:1:;11do:~ ('fl d 

generador L\ISL, :;ohrr todo ~i la S('rit· l'mpkada conc;ta c\P \<lrin.."i dcn'nas df' miks 1 

involucran de unn. 11 otrn manera un t-rror que apnrc:cr- .-:cmtimmmcnte y que no ¡-rnn'tl' 

existir :-;i se utiliza el g1:1H:rador (le Brody. Esto ce; :m iudi<'arlor ele pn~iJ¡Jes 1:orrc1aciom·_i;; 

y ciclos en las u·ri('S ,t;('UPíitdas por t>l I;..ISL. Como l:1s cons1'1'.llt'!WÍas que pned<'H t rnPr 

las corrrlacioncs y ciclo." pui:deu :~er \¡n.st<111tes graw·t•, \!>J en í.'l resto dd pff~('nt e t r11b;1jo 

i>mplr·an•mos 1'mknnH'lltf; t>l g(•1J1'J·adnr tk c:1:~mdc::.. de Urody. 

Corrección de F'l11ctuacioncs 

Una lmcua maní'ílt de ;~:niuort\J" 111~; l\nd11:1cinn1'.; e . ..::tilrlí~,tic;b 11111' pr(':,(T:tan todo'; 10:3 

hi~togn.11na~ (lo nrnl p111.•ck obscrvar:.it~ 1·11 la F'ig111<1 2. do11d1· <.:(, ~rafü·a 1m hif'tngrmnn 

calculado y In curva rijnstadh) ba . .:;ta 11hr1ra tibtr·nido~ t·~;. :.igu1cndo ei 1':-.plritn de· 1h:i 

mntric<~s estociist.ic<L'·)~i ~llpt·r'fHJ!ltT lo:-. n·,.,,ult;1d11n cibt1~niduc ;d Ji¡iJJ('r \·¡uiado b .c;rmillri 

del generador. Para logrnrlo. en rada u110 <l1_• lo:l cnntro i:r1sus ( 10,000, ::!5.000 , 00,000 



JO 

y 100,000 pnnl(J:l), se hizo lo siguÍt>ntt•. Pnra (·ada intr-rvnlo de d.i~tnndn.s, 5i? suma.ron 

ln-. trPintn. hn.1rns que se obtuvifTUll (nna por cndí\ hi~10¡:;1·runa). y s<' ilividit•rou entn.· 

FIGURA 2 : Un Histograma Típico 

TABLA 3 : Fluctuaciones Corregida& 
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En to<los los casos el valor d.e hi ,\ '.:! tl.'-ioí"'i1Hla it li\ d ul1tPnid;1 cu11 (_·! Siwplt:x y a In 

d ohll·nida por C'l método rlf' mínima \;; ''s tuudm1:l!fc ad1nisil1l1· (1•l vhl()r crí1in.J 1·s 

43. 7730), ademc:'L':i de que mmca ::-e rc·rh;irn !a hipútc~is m1la !!,, : fl ~::: 1 

Conclusión 

Los n.'sultudos unt.Ílcricos JH:rmikn afürn<tl' ljllt~ f'l parñrnrtro Jiq;-::r;1do. la d. e:; <'Íl'c· 

tiva111c11lf~ 21 y pur lo tnuto, la fm1ri/111 de ,\¡~)tri!mrlón de la ll'i~t;rncia r.ntrP 1:ada punto 

y su vedoo más ct.Tcanu C<iiuride roa la di~lrihncir'm dP \\"i¡.'.;iwr. 

IV. ANÁLISIS DE LA EXISTENCIA DE BORDE 

El trabajar sobre un cuadrado de dim<'n~iones fijas y totalme11te a<'otaclo puedt~ tr<H'r 

consigo la cxi!-il1~uC'ia de un cierto efrcto de bo1d<:. Así por Pj(•mplo. exbte un cif'rtn 

número de pw1tos (que llanmrr·mos punto., ¡1d1gro.rn.,) cuyo . .:; n~ci11os m:Ís rcrcnnos mny 

probnhlt•mentc pueden esr.ur fuera d(•l cuadrado. Sin embttrgu 1 como sólo con~iderar::o:

ln<> puntos dentro del cundrado 1 re:;ti!ta. que no tornamos la cli:;t anda mínima, t1illo la 

distancia mínima dentro <ld cundr:1do. Estn pl'rturha Ir•"' ník11!n-; parn Pitrnntrr•r ln d. 

por lo <¡UC' tiene S(·ntido ,·cr qw~ tan ~rnndt• 1:::; este dr:ctn. E:1 ncccs<:lrio por lo tn.nro \"1'r 

CÓUlo C'S la relación de pttnfoJ pcl1gro.rn.:t nm !"('0-:pt.>C!O 1d ntÍtllf'l"O tntn.J dP puntof.', y \"f•f 

c<lmo éstn c«1mbiet. al Yntinr 1V (111h11f.•ro total ele puutos). Entunrf'.'3, hnscnrcrnos una 

relac-ibn entre ¡V, JVP (uúrncro ch· ¡nrnfo.~ pcli9ro~~oJ) y la distmiria mínimn promedio 

rutre los puntos {que llnmnrr'mos 8 l. Esta rf'lacil'.i11 pnr·dr> w'r~r r·n h\ TRhl:t ..J 

gra.fica en la.<; Figur-;1.<; 3 .r .J. 
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Tabla 4 : Distancia Mínima Promedio 

PuntÚs por -r··¡5¡~·t¿WCin ¡;~ima¡ 
cuadrado ( :V)_I -~omtdio r Ó ) ___ 

1 2 r 0.5WS41 1 
3 1 0.3SV 11'.l i 

1 0.322 230 1 
;f o.~so 976 

1 
1 0.248 982 1 

7 0.226 g¡.¡ 

s 0.210 300 
o 0.195 3üi 

10 0.182 700 
10 O.IH031 
2ú 
50 

100 l. 0.12·! 827 .1 
0.074 071 

--- 0.05'.'._.12.l __ ! 

FIGURA 3 : Número de Puntos vs. Distancia Promedio 

() ft f 12~CC·!_r.~~:?? - -·-· 

"\ O• 

º' 

·-· :~~~:=:=·=:: ~~.-:-~:.=:.~~J 
10 •~ :'..<! ~J 1,1 "'.) "¡ ,,. 

tlUm.lf(;rJIJÍ.•lf'I',, 

FIGURA 4 : Número de Puntos vs. Distancia Promedio 



A la rdaciú11 iuu::.trnd<.i. u1 !;.i Ta!...ifa .J pock·mo5 :ijn~tadi> q11;1 ri1n·r1 dt· };1 fom¡;\ 

b = ]\!-•1
, donde 1Y es rl w'i11wn1 de punto-; por cuadr;1du, y n d parúmctro a ajustar. 

Por minirnus cundrndo:;· obtenemos qur n ""= O.'iO {con una de~Yinciúu l.'::;t 1índn.r de 

0.úlG). Esto significa t~ntonces qnc la di~tan1·ia proJTH'(!in dist11i1111yc r·xpom:nrialrncntf' 

confornll' aumcntn d m'inwrn df' pnntos t'l1 el rnridr<1dn. 

Utilizni·t·nws <':~tt· 11:.'n1lt;1do p:ira l'flC{)J1trar la r•_·l;ici¡'m di· p11nto~. peli~;ro·~ns c:nn 11•<;

pccto al total fk: pu11to~ ('!1 el nrndrn1lii. Si diYidimt6 cada lad•i rli'l c.·11adra1lo «n '/l ~ 1/8 

partes, entonct·!' la frauj;1 dP anrho h ttlrrdnlo1 de la. froriti-r<\ c1;n~tn dr •l(1l - 1) t'ltf\

drnclos de Ílrca fi 1 . El númer1J lotld d{' 111111\u'"' 1·!J el n¡adr;1du .• V, e;, entonrcs igunl a 

pfln 2, donde pes In d<'11...:idaJ d1' punto.-. f:J mi11w1u dr· puntci.~ pdi!/l•i.~o.~ 1·-.,!.<~ d<11lo 

por 4(11 - 1 )h2 p. La razón lrn~;rncla, ~V,,/;\' . pnr }r¡ t •rnto, 1'S ig;11al a 

N, IG(11 -· l)Ó'fl ~ ·1111-_l} ºº 
fi;' ~ -4fió'n·,--- 11'' n 

~ ·t/l -- ,.,,,.~ ,..;: -!,\' 

,,, 
'-.;_\'-

EntPflC'('S, 1Y,,/.Y ~lisminnyc· conforuw anITif'fJta .Y. 1•s iii·cir. la prüpnrción de punto,~ 

¡idigro.rn.~ ti<•nclc a cero si el mímcro de p1lt1tu~• por nt:idrndn ticndt• :1 i11finit.o. Utiliznndo 

lo ru1ltTior podemos cn1·011t rar la proporcitl11 d1• punto.~ ¡nligro.10.~ para ocho l'H~;n~, cinco 

de lns nml!·s at11carl'HIOS 11111nt'·ricnm!'ntc p:11'it t.•ncont.rnr cu;í.l l'5 el f'fccto quf• tit·w: la 

frout 1·1 a :-l)hn· In d eslimada antcrionw·nt r. 
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Tabla 5 : N y la Proporción de Puntos Peligrosos 

r-y ··-- ·;¡,... s-··-'i\C=:J 
t ___ !_[;-o 0.2.120 --¡f¡-¡ 

100 0.!5W 15.3 1 ''ºº 0.0500 25.5 

ii:~~~ J ~r:1: .. ~01~0-~.~;3~ ~H I/, 

25.0ílO 

1 

,, 82.5 

"º·ººº 0.00~1 10~. 7 
_IQO_,ü_ü.Q __ gr~:;__-'_1_2G :; , 

hi:,togramrt!1 n1da una 1 p<::.ra ~O. HJO. :;no, 1.000 y 1 ,DOO p1mtn:;; por n1adn1do. Se da11 

las Pstimnciont's del pariundro d p.-ir 1·! n1t'·1rH!o Simpl1•x ~·por mínirnn \ 1. ;1'-i <'(•rnn 

sus rPspf'divos crrnrt'!\. La:"; últiinlt:> do<> cnh1mrn1:~ (1it'!l•·1miuarh;;; lím1fr i11fi-riory limif1; 

~upcrwr) form<Hl el Í11k¡\·;tlo .Jr1nd1· el pnr;Í111t>t~··_i t/ dn 111! Y.·'.or c~1' \ 2 menor q111; !.'! 

vulur críti!'o. A11nq1w 1tCL'!'l:1rÍ«mn.-. ];~ hip/¡t1_",¡', !lltb ~:icu1Jll" ¡i:ira d :· '.2, e~ dar<J qoi 1 

ambos l!l!··todu:~ de ;-ijui.;t1· i11\·t1ri,tbl 1 '111~'nt1· d;:11 urn1 r/ 11wnor fJ1!1~ '2. AdVin:'•!i, ronfnr11w 

Esto p1H1de entPnik-1:,1~ rJ¡· b c;ig11i1·llk :1w.1wn1. C11ar1do .Yr/.V r·~ ~líHJdc, i>! IIÚ!ll(TO 

d~~ puntos pnrn !u.-; ( ual•':i ?to ·~i' fO!llil !:1 di:,1a;1ci<1 mínima nu e . .., dc:-:pwrialJ!P. Entuur:c.'-', 

f:n C'stos c<L<;o:; ~e IOina como di::it;m<:Ín mínima 11\ ckl ::1•g1¡11du wdnt> (y 1'n ;dgunos 

;i.umrn~I.', lo r11;1l (.: :, t(_\1111tl ;,.i 'ill1-" lo1i<i:-, lac. 1\1:--lillKia:-, 11111ii11Ht-" obtf'llid:1!; !:'C di\·id(•¡¡ 

1.intrc <'! pronwdio prHn nonn;:1i:-;1r y lo¡:~r;1r de 1·;;ta ni;1111•r;1 m1a iw·din d(' unn. C'nmn d 
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que cfectívnmcnte corrcspouden a primPros \'ccino~ Be ven disminuídas ron n~spt•do u! 

promedio total, por lo qrn· la gn'dka de i<l fmH:il'.lll <le (h~u-;ida<l ~e iadi11<t rn1í.s l1acia. la 

izquicrdn, que es lo qm.· :rncedc nrnndo d par:lnwtro rl cfo,miuuyc. 

Tabla 6 : El efecto de frontera y la d óptima 

¡___1_V __ ¡__<_i.:..(_S_-;;_-_"_:'P~C:'.-lJ1;.~~~-i0]~~~;::~~-[!;sv.-,/~¡--¡ 
W l.GGS 3:!0 1 0.03D 5SS-. l l.890 108 ) 0.027 606 , 

100 1.071 :;33 0.02G /OS 1 1.913 753 ¡· 0.020 !l83 I 
500 i.o.:o 20.1 0.001 .;¡v LD~3 isn o.oos 22.s 

1,000 LDSJ G·li 1 O.OOG 78~ 1 LD/4 322 j 0.007 478 
'--"'1,c:s:c.oo=-_1_ _ _:_1.c:D~'2 675 u.no¿, 71-1 t.976 850 L o ooa 005 , 

V. SIMPLEX vs. MÍMIMA \:' 

el mt~lodo de mínima \ 1 para f'\ nj11st(' de rnrvas a hisloJ.;raurn0;; dados pn.rn la 

obtención de pu.ni.metros pobln<.·ionah•:- .. La hipótc~is nuln JI., e~ qw: nmbos métodos dan 

cstndísticamentc d mismo rt1sultndo. St' utilizan dos pn1cbn.s (13 prueba f de diferencia~ 

nparenrlns y la prueba del ~igno) sohr(' Jo-; dntos de las Td1hts A, D. C y D dd :\¡¡/·wlic1.•. 

Pruebn de diferencias nparendas·: En los cuatro ra~·OS en nu•stió11 ( 10.000 

25,000, 50,000 y 100,000 punto;) c1Jculam•.>s d(Simp/cJ:) - d(\')- En la 1ii/Jfa 

puede apreciarse que siempre la t r.alculnda e::i positiva. (es decir, c1 promedio dt• la8 

difercncin.'1 t::i positivo); para un uiw~l de siguificrmcin de '-1' = ;:;e;{., los valon·:-> níticn~ 

pnrn una t con 20 grndos <le libertad (30 f'lcmr:nto."-' de la muc~trn. lTH'tlOS uno) l1aci1·nclo 

*l"f'"·'~h.,rf~rlH""r"".<:'it-·.~1"'::~-!·.·c:-:-.·:::•~:-. ... ,".::.::·.:··-'· ., .• -~:.. ....... :,.,J•··;·--••'"*'"~ .. _,.,.., 
~n amLM ll[llU't'("Cfl por J'llfl'f, Tnmi.r~1nl"! rnmn tJr/,fr~i1 nnll\ lf, · "! •· l'i =:-O J' r0mr.i hl¡:!.fr~i• .i.hrnnth·,1 11" ¡q - ;1¡ ;.~ 
O. C-0mo Ju oh~crviKionr.t tal.in t1¡111.r1:~J.'\.,, pur.•l~n ti<'dbirsc r.u1w.1 (.\',, Y.J, V1:....: 1, •.. ,n, rlund~ .\', r.':'i un11. t>b~1:rv11.d<'-11 dt 

111. población l y~', ros unn. ,,¡,~n· .. 1.ci..'in di:]., l"~Ll"'-ión 2. Si: c11ku!11. ,f, =X, - Y,,;¡= ¿::~, '1•, )'~u \'l\fiMLI\ m•1Mtrnl. "?i· 
Enconcei1, p.v11n1uficiwtc-mcute gn1.mlc 1 = 1-=:¡J~ ~i: <liHri\,11}•· CM1io u.r~ t dr Str.Jrnt cim n - 1 gr11doe de libc1t.\<I. 
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Ullll. pn1cha <le dos colu..s s<Jll ::f:~.0·1.5, por lo qu·· en 3 rlc ·1 ni ... c;,os si.~ rechaza In hip/>t~·~is 

nuln JJ0 : las dos pr11e'111s so11 iguale,;. 

Pruclrn del signo:" Pa.ra un nin·! de ~ignitiraucia dr· o = 5)'{: y u11a pnwba de dos 

colas, lo'l \'tdore:; críticos '.-iOll J:l.DG. En lo'.> cuatro ca.s{ls, el valor de la Z calculada 

es positivo y mayor que d \'al1Jr críti..-::o, por lo r1ue c:.tn prn<:ba 110 par:'unl'trica 11ns 

iu<lic:a 1pH' f.'! v11lo1 d1·I pa¡(LHlf'tr11 ''~.timado i'mµleawl1J 1·! rn(~todo Simp/,•x r·., mayor r¡ur• 

em1Jh•a11du d m1!lotlo de mínirna \ '· 

Tabla 7 : Simplcx vs. Mínima r·! 

Conclusión : La L':-tirnnd~in de un parámdrn ulfo~;\ndo d mhodo Simplcx da 

t!n general n1lon·s por arribi1 de la estimación del pnriunetro usando el método cfr· 

míuitua X'l. Corno conse1·.w~nda, :-:i ~e utiliza «omo pn1dia dt~ bondad de njuste la 

X2, la probabilidad de rechnZLlT la hipótesis nula planteada nmn,..,ntri ,.¡ <l" i~•i~i:-:;~ h 

estimación dd mt':lodo Siwplex . .-\ lo largo del pre:¡rntr.: tntbajo se scg-uirán presf'ntandn 

!ns t.·stiurncioncs de pc1.rámf'tro~3 por ambos nH~to<los. 

-~~--~~-·~~~~-

-' Li. ¡1ruei..a Jd •ig110, iJ 1gi.1QJ que Li. prueht'I Je c!jf,~n~nciM 11p.vci.<lin, (<!fl.lli5le e11 cc,mpunr oL-.erv:i.cion~ que llpl\rr<'••n 
P"f f'lln'~, es d.-cir, pue(l:-11 !:•cTiLir~e de b forn111 (X,, V,),\"¡= I, ... , n. Omítirno~ toda,, hs ob5o:t"\'IM:itlflr;s dllnde X,=-·}',. 
St11 r"" P(X, - }', >O) 'I "'"" q =: 1 - p:::: !'(X, - }~ <U). Si 1K•i intere511 \'CT ,¡ IM publlll'ion.-, .,J/l i¡,11,,!<:S, t'ntonr"~ 
l.'l. hipót~'\¡, null'> Jrr.i. 11": .!'::::: Ll.5 v I'\ 11h,.nntin H,. ·;-:;'-!'J.~.~; Je~ d t.Úmc•u ,l.:"'''-"' o¡ue X, - ; , > ü, en1011ces 
-¿ = ~;;f 'e ¡_fütiiLup• t:c>Jn•) 11n11 nunnl\I <.>n 01ed1n. cero y v11ri11ni.a uno, aj ll'nrmo~ ditz o 1wl, ol1vn·11.rin11r~ ,por lo 

qu~ rfvlo l'I n.lor dr. Z y liaL¡ernl., C!.<-<i,.¡;itlo un nl'd ,J~, 5ignH1r11.11d.i., ¡mrdr o no rrdtl\Z41"" Jl., 
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VI. CAMBIO DE d A d·l DIMENSIONES 

En cstn pnrtt~ aplicaremos Jo-.; rt':rnltndos obtenidos t'll b:~ ".eccione; llnteriorcs para 

ata.car tul problema riel cual no cono<:crno~; b r1•-;p11c:;ta. Snlwmo~ ya f}ll!' la distrihuri6n 

ele Brody representa la dl:üribución <le di-,tanrÍk"; ~·ntrt~ ~·1·t·i?10-; 111:\s rLTCíl!loc; c11 un 

espacio euclidiano de d dimc11sioncs. Efito 1•c; v1Uido pnrn 1/ i::;11:il n un e:-:tno ¡10:.iti1t). 

Aden11Í.<J ~abemos que \<J.lnn!s ('l'fcann:~ ad r1·prt'.1l'ula11 ln di~tribuc\/111 liusc:ada niando 

existen corrccdones de frontf'ra. Nos prcg1111L\:n1)'; : ¡,(}w~ r1•pn·:-f·r~tn la di:.trihncir'm 

de Brody cuando d no es un ent('ro ni un valor qw.· n·pn•.i.,cutc a1t-,'llllíl ("(lITr'c1·iúu dt~ 

fro11tt.~ra? ;.Es posible que n.·prt~scnie lo mi:-:mo cuando el t•sp:i .. --:in no es de dinwr: ... j("1n 

entera (un fractal)'? No sabiendo si la distrib111:i~Jn Je Drudy ~cr;i. útil, :Lbordnren10'1 d 

Riguit·ntP problcmn.. 

¿Qué suredc sí en Veil rlt! tomar un cundradu dt• J;vl(J uno, tornamn'l 11n rcrtf;_n_!!,11lo 

con un Indo fijo (la base, de longitud uuo) y el otro (la altura) lo V<i.mns disminuy<)11do 

de manera que su longitud ticnd<l ll cero'? Si la den.-,idad di~ p1111tos Po· ln !'lúkit'flf.11m1·11te 

grande, snbC'ffiO:i que en el cundrndo la di".>trilH1•iÚll dí• \Vlgner ( i.c .. la di!-<tribución <h: 

Drody cuando d = 2) es In respuesta al probkm;t pl;:mtr.-ado; si la alttirtl f''l C{'fO, entonces 

sabernos que la distribución rxponendfü cou ,\ ..:= 1 ft.:pn.'5í'JÜn el ien1~nn1'!lú estudiado 

(In distribución de Ilrody cuando d = 1). ¿Qué ~uccde en Jo:. pa~os intrrmcdicis? 

¿L1~ distribución utilizada ron d E [l, 2] 1•s una but'.ua aproximaciim a lo ubsenado 

experimentalmente? 

Comcnzllremos por hn.cer un (•studio gní.fko dd problPrnn A f'Hflti1•11r•··i·':'. ':"r:' r:c:-.c:-. 

tan los histogramas obtcuj<los h<lcit•mlu variar la altura <lcl rect:Íia(nlri. 
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1 por 0.1 

1 por 0.01 
0000 ---------·-----·-

2000 

1 por 0.001 



JI) 

1 por 0.0001 

oro wo 100 200 2w 

1 por 0.000 01 
0000~-------------¡ 

'""' 

100 1.00 zoo 2 50 

1 por 0.000 001 
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1 por 0.000 000 1 

En tod;L9 ln.<i figura .. 'i, ~e grafican la fu1J1:i(~l1 expwwncial <"OH A:=.: 1 y la distribuciiill <le 

\Vigncr (qt!f' rorr1' •po!id1•11 ;t b fin:c!r',1: de E:-cdy .:a;i¡:..J~, ti -- 1 y t;uaudo J = 2) sobre 

el histogrmna 1.ibtenido nrnrn:ricamente rlc lns <lit>tauci;1s miuimas en un n'ctiíngulo de 

las dimensiora·s c~¡wdfinuh•-'>. Cm1;0 podrá clarnmentc ob·:e1Tarse, r.1wn,lo la alr.tU«t 

dPl rcct;Íugulo l'S mayor tille fl. l 1 u0 rambia la distribución obt{'nida para t'} cundrado 

de lado uno. Sin emlrnrgo 1 ;:.l ir di.-:minuyendo la ~llt 11ra, la rola de la distrihtieil'III 

va aumentando. Adcmic;, el tJHnt o dowlc St' alrt1.t1;~a el nd1ximo :;e rr.rorrc haci;L la 

izquierda. Cu¡,¡.; pur ruIJ~,tru1:~:iú11 la l!1t·dm <':-1 uno t.rn q11i: t,c di\·idió entre d proIW!tlio 

parn. normalizar) 1 l':;;to significa <¡lit' :-.e da un aumento gradual <IP la varianzn. 

En la Tnhfo 8 se mu1;stra cual es la distaucia mínima promedio según la altura. El 

mínimo se alcanza cuando estnrno:: en l.'} ca!,ü de la. línea recta. 
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Tabla 8 : Valores promedio de la distancia mínima 

.._ __ A_I_t1_1r_"-· _f2!2tancia 5~(0Ti~~ 
0.01 0.000 22G 7 1 

0.001 0.000 072 s 
0.000 1 0.0(JÜ 02·1 .¡ 

0.000 01 0.000 01 l 2 1 
0.000 001 0.000 010 3 

0.000 000 1 0.000 OJO O 
------~--~-

Si compn.ramo!l lns rEst.;:u1cia5 ni.í11ima .. <> ¡n1111H dio y liis f,rt:'diot.'i, po<l1?mos ohsi:n·<ir que 

conforme esta <listancia promf'dio es 1w:nor qnc: lo. alt11n\ J<'i rectúngnlo, la curva sigue 

mwiten.icndo una fonna pmccida a la dh~tribuc:i1'iu de \Vigm•r. En l'1 rt'ctitngulo de 1 por 

0.000 01, la distancia promedio t~s mayor que la a.lt uni, y(".\ l'll f·stc rí::-'io cu:indo la pmt<' 

a.sintotica de la curvn SP. n.:-cmejn mucho a la di~;.1.rilmción cxponc11ci1il. El único ¡nmto 

en donde hay un poco de problema e:; t.;H d int( r\·1L10 alrf'ckdor del C!'ro. La probaliifülad 

de que la distancia entre un p1mto y su v1~ri110 mú.s n•rcano :;;t•:1 1'.no sigllí~ sit·ndo cero 

(i.e., limr--oP(X < :r) =O). E~•to <hoja de 5('f cit"rto c11:mdo to1111u11nr1 11n rectr'm~ulo 

de n.lturn 0.000 0001. Sin embargo, u1 (·~k últirno «a.'>o, dada b JHTci:,i<)n m11rn~ricn rlc 

la computadora, y companuido los resultado.'> que Sf' obtif•rwn nw.11do tnnmmo.<1 !a lírn~a 

recta, In perturLnciún causa<la por la altura es de;,prt·cinbl1~ y no:i f'ncontrnmo~ «11 <"] 

cuso de la distribución ~xpoucncial. 

Para ningün en.so es posible el hacer el aiustl• d1' J., .Ji.,tr;\,q,.;/,!: r!" B:-'1~!~· ¡::~;-~. ,:J¡/•ü 

valor de d. Es decir, t>l cn.mhio ch~ dos a una dimensión e~ di.'i~·nnt.in11n ('fl d. 

Sigue entonces quedando una pregunta abierta. ¡,Qué. n:pres(•nta .._,ntmir~c~; la distri

bución <le Brody cunn<lo se toma una d HO entf!ta'~ 



VII. CONCLUSIONES Y RESULTADOS 

l. La distrihur:ión <lL' llrnrly ,._.;la ftmd<J11 df• prnb;1hiliditd que n•prr>s~:uta la dista.w~ia 

entn! tm punto y su \'ecino rn:;s rt.'rcarw ::-i (·~;tos ~f' di~trihuyl'n uniformemente y 

el c!lpncio C:• no acotado y '.•in fruntt-ra. La función dq>emlt' lmira1lll!I1te dt• un 

pa.rl1tn<'trn : la dimen;,iornlli<Ld d··I 1.·~,pa(i(j \ d,J. 

2. Si el e.:.pario e:-; acrnadeo, h di:·-ttil1u1i('m d1• Drody si¡:,ur~ :df'udo 1:frdiYa paru 

rcprc:;f!11ta.r la distribllcir'm df' \'t'rino., 111ú.c, cercano:-i 1·11 "t'pnrios «uclidia110:' de d 

dim('nsionr:-i. Sin emhargq, d p11nÍ.mf'tro t·fl 1·u1'stit\11 (''\ ligerartwnft• menor que b 

dirnrrn;.iomt!idud (kl espacio e11 el (j\\C! .w ~·:,tú trnlinjand'l. Es daru que el efrcto dr~ 

Ctlndrndo, f'S d(•cir, el IlÚllletn rJ1• punfo.~ ¡'di!)T'¡l,i(JJ e:¡ invl'f'.iti.IllCilfe !JnlIJOfCÍonaJ 

u la denf-ii<lwl d1• punto~ .. 

3. Los rer.nltado!J d'-'I g1·1wrad1)r d!' nú1111T•;', <Ll azar rlc la p111~-,rc~1notcca cl('l I~fSL 

son significativanw11!.P l;H'IW') L111'no., '.~uc los r1·:;11lt;1do:1 obtcni~ln'.• utilíz;1ndu el 

gcncrndor de Dmdy; ronforrnt· mmH·11t:1 f l nú:iwro d!· t';t;;unk:-; utilizado. !ns rr· 

&ttltndos df'l D.ISL •'1llJH'1.lfiUL <.:j1·:1dn qt'" !t)s r, .~11l1:1dlJ'_' •. 1li!n1irln': cou el gerwrad•n 

de Brody se mautir·twn relar h·;11n1:nt1· ._..-.;i.-.;t:11d t ::. E~; d··cir, dt\ .... d1~ el punto ch· vist :L 

del problema. tratado t'll ''.~t.: trabajo, d hf'll'-'rildnr D.ISL un prndure el fí'~ultadn 

esperado, ;;i.•nclo qwuc r·! g;c11erador <lt! Drody ~-i; c:-:to t'~, el gerwrador I:OfSL no 

cumple con la ddiniri;m de tul hur>n p.;ew·rnc!nr Ji' núrnt·ros al azar, rOI!JP lo 

f.'Xpusimo~ t•n 1111 prirwipin. 

4. Una buena trnmi·rn de aminornr la~; íl11ctuac:one:, t:stadh;ticn.s n1andn se tiene un 

problt~!Wl en qac t"'I uo f·xist(' t'I prnl)l1•rt1fl 1J• 1m1('Hrro e.s, siguii wJ,, el 1.•-,píritu 

de lns mnt.ricr·s cstoc;í~tica:,, prornf'diar los liisto.¡,;rn..mas; t>sto t''i posibl(' grnc-ias 

a qul' ~./.lü ~e Jqa·w.it: de un gc'lll'r'HIM dt• ca .. <niale; y de tiempo de prot.<'.SP.dor 

<le cornput.ndorn. Los t(•:mlt<tdm; 11sí obh·nidos :,on rndicalmcute mt-jorcs que los 

rcsultndos obtenidos de o! rns !IlnIH'r;L'•. Lo<; valore:" d•-' 11t pnH.•ba ,\' 2 de hondn<l 
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de njustc son pnrtit11hi.rnl('ntc h1wnoti cuando H.' lince 1:~tn t'.Orrccdón (llq;m1do nl 

extr('mo de obtener rnl1Jrr·s rnenon:s qiw 2 para una\ 'J coti :Jl grado<: de lihcrtncl). 

5. Si se utiliza t:"OUlü 111{:todo d(' aju.o..,f{' d\· un par;í.mctro t'l Simplex, <>ntoncc.<J e,;; 

necesario tencl cuidado con la pn1eba df• bor1clad dP ajt1">t1~ 1pw ~,e· aplique. En 

la. mnyoría d(! los ca.sos, la 1·stimaci('H1 por Simplt~x :'-Obff'~tirnn d \7d1J: ohtf·nido 

por d 1nr~tnd0 de míu!n1:1. .\ 1 , p.._u ln q1P.' ~¡ su \·alnr mí11imn t'.>tú nmy i:-1·r-ca di•! 

valor crítico, el \'a!or olitcnido nm c·l Sim¡ii~·x 1~n 1:uPst~1Sn .:-1_r:1 11·l·haztldn ante la 

prueb1t A 2 de bondad de ajuste. 

6. Pueden hacerst! prm·bn.-; rl(• hip/t~e:::_, p;,_¡ ¡l 1111h í11li11idad <lt• va!nrt."" de d e¡¡c1m~ 

trando el intervalo ~i;trn J dom.le d valor dr la \ 1 f'~ menor r¡tw d valor crítico. 

Esto es posible gracias n la tontinuidad dP la for:('it'm d1• ílr1 .. !y :ti \·~:..;;~;:~· ! . .i d_;. 

mcnsiomJidad y a la contirJuidad de la funcir)n ,y1 . 

7. Al hacer el cambio ch~ do:; climcn~io1w.'i n 1111a dimen.'iiún haciendo u~ndcr a ccni d 

lado de un rectángulo y m:mteniendo d otro const.anlt~ ( <' igual a uno), ~,(~ 'lb~l'rva 

que micntrn.s la distancia mínima pronwrEo ~ea menor (¡ue l'l la<io variablei S" ob

tiene la cfüJtribución de \\'ig-rwr para nlt un-1:; mayores que 0.1, y (lit:tribucioncs rnny 

parecidas n In de \Vignrr cc1n u;,;l 1w1yor v1u·i1mza phra ;:dtura!.'-1 rn<'nores. Cuando 

la distnncia mínímn promC'dio cstf\ ('Il In \'rdudrul de la altura rlcl rect;ingulo, 

entonces d máximo de la fm1ci6n i>e rPr.orzt' }¡¡1da la df'rcr:ha 1 pero !íl. probabili· 

dnd de que ln distnrrcin sea cero !.iÍgue siendo cero ( l, c. ;,:e nwnticne f>l frnónwno 

de t<'pulsjóu).(~). Existe un p11Hto c11 qt11.' los c;í!culos dejru1 de ~1cr nÍPctado;::; pC1r 

la altura del n·.ctñnE111t) y ~:n' ::;~.:.,;,~1.lim>~ t:n pr1;~1cncia dí• 1111a línea reda y l<l 

distribución exponencial. 

B. Sigue quedando ubierto el significado dl'l pa.rámet ro d cuanrb no es un 1•1:tero. 

¿Reprcscnti:iní Ja (ii~tribución de dbt<uicin.s l'rltre n:cinns nHi.s cercanos Nl un 

espacio de dimensión no entera~ 
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TABLA A : 10,000 puntos 

Gm1rrador <k Drnf:y 

Hbto¿..,rrnmc:.<:. ron 32 1·l:15c,; 

d(5'111 1/J-) Error 1 d( \ 'l--[-71 
2.05188-rr·s::T;T· ¡-2·01:i-:¡¡¡-3-I :liTIT-j 
1.971 608 13,00G , 1 97'.I on:1 ; -i:i 2;, 1 
2 008 72G 0,210 1 l 0'0 2<i2 1 30 !O 1 
1 988 062 10, ¡r¡¡ 1 1 •]; Q 7.¡ l 1 •l] ¡',') 

2 OOG ~1l:i 1 B.~09 J l 07'i ¡;,.¡ j ~I) 2·¡• i 
2 030 753 o.s:;1 ' 2 001 1:;s 1 31: :n j 
2009 100 j 12 l·l:l i J 073 Oll .¡72:;• ¡ 

2.011 ,15c; 

1

.
1

. 
1 1,Ei2 

1 '...'.U~~ J..• i ll .JIJ.bU 1

1

· 

2.00G 771 Jó,193 1.QSU 79G -!S.G7' . 
1.978 296 11,.120 1.070 192 .12.71 
1.976 !JG2 21 1222 1.00:3 157 (iL5tP 
2.014 1·13 12,93'> 1.007 ,,30 1 :1s.o-1 
1.992 2·J.l 'i',OH 1.091 738 

1

_

1 

2;·.22 
1.002 200 1 o,rns i.as-1 .:-rn . 2s .. 5:i 
1.003 212 1G,3·ll i.ooo 37.¡ 55.oa· 
1.941 llG 15:WS l.9·10 13! ·12.35 
1.997 865 10,137 l.978 W2 42.2G 
2.005 170 20,619 1.087 187 GS.7G' 
1.999 589 2U97 l.09ó :1SG 40. 77 
2.019 390 lo,3SG l.9S9 017 3.J.·fU 
1.992 085 l3.:IS4 1.973 GOG 1 40.27 
2.022 705 20 12-!l '.2.011 G·47 t."1.8G~ 

l.9GG 92.J lG.07'• l.9G5 l 1·1 i 42. l l 
1.9!)5 '277 .1.1,u.tc; J.Uf)ti :JC:í' l 51.íJ 1 

1.973 85G ll,OIJG J l.9:i7 -1~7 i 3~.'I 
l.99fi 740 15,889 1 1.067 001 1 52.0S' 
2.032 428 l0,7·lD 1 2.Ull 187 20.99 
1.907 499 18.7% 1.937 201 '¡ 51.0i" 
2.006 594 ll 8,880 1 l.O!J.l 151 20.G3 
l.981 851 . 11,274 _ l.OS2 GGO L __ :J.!_!~~__J 
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TABLA A : 10,000 puntos 

Gcnern<lor l~!SL 

Histograui;L'! ('on 32 dti.'iCt> 

d(Smpl.rL ·1---~~ d(\') \' 
1.050 280 JD,05·1 Ta755:15 42.7-1 
1.on 2GG 17,777 !.Dli7 7G3 G-1.57' 
1.0515 flOl i ~.1 ~7 l.D~O -WO 2913 
1.976 67::' ij,!)7;) !.975 DGS 41.71 
!.9'.i7 1% 18,G21 l.DtiD 315 H.ll·l' 
1.92-1 -!S0 2G.CG5 1.042 535 GS.75• 
2.0u3 éG-! 8,2!1 1.os2 :ice 28.05 
1.991 ~:~s 1 '2,7C'.J LOG7 251 3;(:!~ 

1.016 2i0 14,88·1 1.953 Gl•l 41.03 
1.033 07·1 18,002 l.0·13 051 50.HI' 
J.Dl17 :ml l'..?.2DG l .')3J ~)(lJ :11. ~17 
J.074 S-15 G,~J:J 1.053 31·1 2G.GO 
l.071 sss 17,2¿}7 1.~G5 i>G7 G3.8S.* 
i.~177 8(;3 ~2,St)G l.DG5 S&I 47.22; 
2.012 l·W !D,070 l.%2 OOG 5·!.G3' 
2.032 GG2 21,05G 1.080 017 62.2G' 
1.087 :JG8 10.016 l.ú74 118 2G.'..'!G 
1.081 tJ~G 13,8-12 l.DGS S31 5:3.9P 
1.014 cm l:J\857 l.073 005 4G.44' 

2.023 ººº 23,LiOS l.DS•! •135 G5.G7' 
2.015 1·11 10,0·ID l.083 500 37.0G 
2.028 320 9,42() 2.0!1 033 25.50 
2.014 837 13.0213 1.Ulli 300 58.DD' 
2.014 G55 15,0-15 2.003 13G 45.31" 
1.DSG 131G 15,H"i l.OGO GOS 47.00' 
2.005 481 ·!,950 UJSl31W 37.77 
1 qr,._i "?:,.1 .:,e ~7 , n•- ~., ..... 20.f;j .... ..1·r1 •J<J,.,, 

2.022 083 10,G84 2.018 425 32.1·1 
!.9G4 40ü 25,393 l.990 047 G2.88' 
1.995 073 13,323 1.98713130 38.01 
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TABLA B : 25,000 puntos 

Histognurn1 ... 1.:on 32 da.',i·11 

d(SmplrL. 
2.001 352 
2.001 07G 
2.031 372 
2.029 397 
2.02G 21·1 
2.00G 390 
1.907 350 
1.900 115 
l.OGJ 2Gü 
1.902 ln7 
1.000 ;·22 

2.0JG 7G8 
2 001 DG3 
1.064 18-l 
2.00G 53.¡ 
1.991 00·1 
1.901 32·1 
l.007 125 
2.010 089 
2.004 933 
1.908 5GO 
2.043 728 
l.988 285 
1.995 j.¡.j 

2.0IG 7"/S 
l.9GG 235 
2.000710 
2.007 071 
1.D:J-~ ::.sv 
2.00'1 877 

Errnr 1 di\') 1 \., 1 

GJ~;ijiJ-¡-J(j{)(; ]g~·-j-5f'):f·-1 
J:,,oa.s 

1 
1 aoo lD 1 1

1 

nos : 
"•(I l"•(\ ., 00' "'G '"I '""¡• t 
'l~-~·¡·¡~~ f -1 ",ln~ ~l~'l :'.(')·1~~~ ! 

) 1 1 -·'-' j ·~JI • '" 1 / ... J 

¡_:.:, .. ¡.¡¡; ,

1

. 2.002 S9D i' CG.5fi' 
:!G,0!)'.) 1.!J37 -~ ¡;:, -t~tOG 

'.:?S,Sj.! 1.002 GOS 30.03 
.10.101 ¡ 1.arn 897 

1 
·13.23 

23,0:lf) 1.971 2~1G ~!1.:ií) 

·t·1,7:?.7 1 1.0S~ G07) ! tl'.1.44" 
:~¡ ,71 Ci 

1

1 1.~JS~ 030 1 35.S·1 
~~5:205 ' 2.~l g ~)~~ ' .HJ.38 
:::.s,c:..;~) I i .:,J.J o:.i.) ·lfi.Lri • 
2.1,n50 1.or.a 77~ 34 o-t 
25,0S1 l.!)02 07!1 -10.G2 
3G.752 1.983 :!OS i ·ti.OS 
3:">.illíG 1.001 34' 1 5-l..17' 
.i·¡.s~2 1.991 ~sn 5~LGli" 

00.~2t; 2.ll03 (JO! 1 ·!:Uc> 
33,l·rl 2.00(1 ¡3.¡ f 4~1.GG' 

33,3/S 1.9% 73' J7 (11 
·!5 ,'.!32 2.0'2G '.J88 1 ·19.fifi ._ 

C.Sf1ü l.OSG í"lf) 20.ó& 

:n,075 _

1

, _.rª .• 00~ 0-t Gl~·,,.·3c 1 w.aa 4·1,48\l 2.ül l íóli .J.l.0S' 
G3,G~3 1.Di'l 328 40.58 .. 
28.153 .JG..13' 
·l·!.821 1 2.007 488 1 .¡;1.5.¡ 
'0C1,"iú!. ! 1.U~:J í[JO 1 Gl.89~ ¡ 
nw_~~~~~s· J 
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TABLA 13 : 25,000 puntos 

Generador lll!SL 

d(Srnplx) Error d¡y') Zl 
~-55'~3,.._,1---G~2~,l~l9~3,_,11--2~.ü"'l"'2'~G'°'o'°'1-1~4~G"".2'"'.¡~•--11 

1.933 565 IS.:120 

1

1.972 lll2 22..!G 1 

1.905 272 37,2~9 1.988 403 .\2.0;; 1 

1.9/G 230 11 ·IG,8~7 1.913 007 52.91* 
l.9SS 4·13 ·1·1.·l~:J 1.0/fJ :¡97 RO.O!* 
1.976 515 
2.0·ll ·101 
1.995 391 
1.947 762 
2.0lG 937 

1.980 900 1 
2.013 1 ¡.¡ 
1.973 00·1 
2.002 [,'2/ 
l.DS9 256 
2.010 3.¡:¡ 
2.001 210 
1.987 7:l0 
2.013 574 
1.990 829 

37,3!)1 ' 1.9G<i HO 5? 11 • 1 

¡g¡¡ ¡¡¡¡ fü ¡¡¡¡ 11 

3~,3·11 1.975 .¡49 41.29 
23,79·1 1.DDO 208 51.19* 
39,73G 1.971 OG5 1ü.2G 
·12,GOJ l.DDi 012 ·15.Do' 
2G,054 1.980 70·1 30.SG 
55,079 l.996 589 ·17.79* 
G2,.594 1.97'1 270 GS.99* 
47,%8 1.988 665 -14.42' 
43,922 1.979 411 56.08* 
·l8,4:J2 1.994 592 47.75* 

?.nnx r1r.1 57 1 ~'57 '..?JY)3 512 1~.r:s• 

1.973 231 3C•,5SS 1.973 318 Gó.63' 
1.981 5'.:~ 3G,638 l.U8'/ 200 56.05' 
2.002 58.j 26,675 2.002 701 36.49 
1.991 470 3S,3G2 1.991 9G2 42.24 

i:;~~ !'.:.; ~;:~~~ 1 ::;~~ ~;~ 1 ~~:~~: J 
1.997 034 1 2~,&30 1 UJS2 ·131 ¡ J4.0u 
1.999 215 32,503 1.90·1 272 ! 30.DO 

1.971 011 ~,21!__ 1 1.os;:_5ss.J~ 



TABLA C: 50,000 puntos 

Generador de Drody 

Histogrrurn1..-; l·o11 32 cln.<;1•:_;, 

d(Sm~1--E_· r_r~m~· J_ ~-~¡¡\2'1 
2.015 5.\2 35,9231 2.liOG 381 :J4.41 
2.026 897 59,G22 2.020 908 30.'12 
2.007 34G Gl ,121 2.000 G98 :l9.52 
2.017 146 47.2GG :!.008 DSG 37.lS 
2.021 SG5 52,n12 ! 2.01-1 477 1 3s.:¡:, 

1.994 5GS 7~,05·1 1 1.991 ~5f1 1 .i:l.%' 
1.990 [109 38,004 1 1.001 303 i 37.13 
1.995 ú\Jti f"2,·J3ti l.0d·i 6uü ·i0.D2' 
1.982 f.10 39,059 !.988 914 2G.47 
2.014 GSG lOS,710 2.002 483 -iS.97' 
2.010 913 45,G:Jó 2.00G 995 39.70 
2.013 989 ·!5,3G4 2.007 878 2.J.01 
1.995 207 8G,834 1.9$9 SfiG 39.85 
2.003 52•1 40,83·1 1.995 oSG 30..\2 
1.991 o.¡5 35,923 1.990 520 2G.G3 
2.001 992 53.1F7 1.9% G% ~1.G7 

1.997 351 87,111 1.9DI 302 52.0fi* 
2.015 ·172 
2.011 27G 

12~.·IG.2 

67,081 
2.005 ·197 
2.00:; 913 

1.990 199 G5,882 1.991 821 
1.907 116 so. 159 1.999 143 
2.014 850 G·l,13.¡ 2.007 737 
1.983 742 9G.G52 1.98G 310 
1.995 SlG S<i,131 

1

1 1.990 JOG 
1.999 77,¡ 0 l,S2G l.99S 511 

1.990 ·146 39,0·12 l l.9SQ 2·17 
1.992 025 75,526 1.986 464 
1.990 458 102,13S 1.989 229 
1.981 150 92,738 1 1.98~ 921 

.___2_0_2_1_3_31~'---J-.9-'-,2_r._o _L 2 01)3 r,ng 

57.02• 
51.05* 
35.10 

1 

37.G5 
35..18 
50.GS* 

1
1 5:1.08' 

<!7.30' 
1 23.69 
1 5ó.9S' 

1 

57.20 ... 
53A·1-f 
39.!i5 .1 ___ ,__J 
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TABLA C : .1í0/HJO punto:, 

Gcn<'rndor !~!SI, 

Histogrnma.s i.:ou 32 da..·ws 

d(Smp/x) Error i '.ÍI\') 
J.002 05rT~·:j3c -- ¡-:-füiT'!Tr-
i.as1 sao 51,.IGOI' 1.ll91 2UO 
2.001 -!72 1 35,l Jt; ?..001 3f.2 

J.%5 2·18 ¡' GIJ,%-\ l 1.%0 f,¡JJ 
1.002 477 ' 9G.1:,:1 1 I.!l!l~l 115;, 

1.978 ,';~lG !, 'º· JG5 1 !.!l7S u;,o 
2.021 005 s;,,:;3c :i n11 .;1í· 
2.001 535 ¡ 1·1.300 

1
1 l .Q09 l:'.iG 

J.DG9 P30 1

1 

7G,! 72 ! 1.97'2 G·IO 
J.982 OG:l ~l.llfH l !l:'·I ·171 
~.018 A30 \ tH,:J.J:¡ 

1 
2 015 Wl 

2.001 <OS !I l 15.-l5G 1 1.u.:;7 027 
1.982 05f> .¡.¡ ,D:,,, US2 3D:l 
1.'JSO :e:~ ~,\\, ~-)·.1 l.~~ l ti:I:J 
1.092 ·100 1 58,0i,G l.'.i'.11 DG2 
2 IJOG lOO 1 óD,-1-IC i09G ·l!lD 
l.!J~lS f>Gl 1

11 

IG~.OD9 1.'.)S0 G7G 
l.OOG :!72 5c•,-IG3 J.05·1 lle• 
1.0SR -17~) 1 :i5,975 !.OIS fil.S 

~:;;; ;~~ 1 1 .~.~:.!_·.~?~1
1 

::;~~ ;~~ 
1.075 SGl '" l.'.lSG 1~7 
J.971 óGl l llG,tiDé> !.!),,:¡ 074 
2.009 :JOD n,20G 2.010 918 
1.987 123 G·!.-127 i.VSS 5% 
1.9DG OOG lü0,3Gó J.993 G51 
2.001 5,¡7 i .j(;,13:, 1 1.997 ¡gg 
1.988 280 

1 
77..t?O 1.092 G72 

1.980 388 / /0,72S ! l.DD·l ~J12 
l~u 104 _J_ 50.2:i_:;_J_.!.__~ao :iGG L 

.A'...J 
I0.69 1 32.o.¡ 

:lO.·lll 
·iG.íl7._ ( 
D0.50" 
.w .. w· 
11.2f, 

·W.37 
38. 71 
Gl..t:i .. 
32.-13 
01.GO' 
:mm 
.so.s2• 
30.28 
31.1:1 
73.~Yi" 

:11.oa 
·lü.2G' 
37.'..":2 
!J"i.·l·t-* 
.;i.SG' 
·l'i.70* 
.JS.20• 
-li.:Jl 
M.39' 
20.93 
02.15• 
19 51 
30.03 
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TABLA D : 100,000 puntos 

G('ncrndor de Ilrndy 

Histo~amns con 32 eln .. 'w:> 

d(Smpl:i:) Error j d¡ t'l·--1·-71 
2 ooo 272 -g(f,818-,-? oih ·,.¡.¡-- --;¡¡¡-:¡¡7 
2.014 ffiél 109,879 2.00S GD7 13 3; i 
2.00G -107 111,\113 ¡ 2 000 29-l 1 28 ?; 
2.00::; 082 01,6?8 1 2 0110 615 24 ~8 1 
2 OOG 210 75,602 2 001 018 j :>:l W 

::;;; ~~~ ;;;,;,~~ 1 ; ~;; ~~~ 1 ::~ ~~ 1 

1.996 995 102,SG9 1 2.001 331 
1 

29.:JS 1 
1.097 lGG 79,9-W 2.000 s·¡3 25.Sfl 
2.014 143 111.835 1 2.000 .¡.JG ~0.95 
2.005 742 ISS,940 2.00G 037 -l7.M' 
2.003 708 138,889 2.001 8-13 35.G5 
2.00G 340 138,780 2.004 2G8 37..lll 
2.026 971 112,177 2.013 OSI 4G 4·l' 
2.000 2GO 235,259 1.997 2·l8 49.W* 
1.003 284 15·1,270 !.ODG 813 50.2G't" 
2.001 443 75,S-13 i.99:1 sw 21.71 
2.011 238 201,7.09 2.00·1 GG5 54.28' 
1.990 74G SG,5-12 1.989 100 27.23 
l.992 G86 l-!G,23-1 J.994 535 38.38 
1.092 04.J 165 ,0-14 1.993 075 1 51.1 ·l. 

2.007 007 l\_~~.·r,'.:131 :<.úitJ J \1-l 1 3G.·13 
!.905 337 V l.99G 2119 37 23 
2.011 1n 74,sw ¡ 2.007 9G7 ¡ 22.41 
2.005 lti9 l 78,G56 2.003 SG:J 41.75 
1.077 709 12G,82S 1.983 I0:l 1 3 l&G 
1.906 973 97,.!20 1 1 904 208 35.19 
J.995 412 131,714 1.992 768 4ii ,¡,¡• 1 
1.00G 44G e2,874J 1.003 338 1 30 38 1 
2.00ó 40G 81,112 _ 2.000 7:1~0 07 _j 
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TABLA D : 100,000 puntos 

Genen1dor I~JSL 

d1811_!J'i!.:L 1 Bi_r!'L_, _ _<}J__tj_ __ ~~-
2.oof> OO:J T"T.43,002 1 2.0IJS OG9 100.22' 
LODO 12G 1 520,055 1 J.993 GG4 100.4'!* 
,l.O:JS ·17(1 l·JQ,051 1 l.991 955 30.95 
2.000 ooo ~O·l.72-t · un .:2-1 70.M' 
1 99" 0 o- I ~"4 ''89 1 1 'IOl' OSº SO «1• 

1:00~ ~5; 1 ;~2:JG7 1 ; DS.~ o;·~ .¡7:~;. 
;-~~; ;~'. 1 :·;::;~: 1 ~:~~-~ 1~~ ~~:~~: 
1.986258 1 10::,117 ! 1.9900-12 52.15' 
1.979 ·IG4 1 318.GlS , 1.%1 932 5G.9S' 
2.000 G73 4S2.3'17 2.110~ ;·¡3 JO-LG7' 
1.993 8.15 33·1,087 l.99·! 49G GS.Gü' 
1.095 790 279,23·1 1.092 365 ::;0.11 • 
2.003 G28 21.:> 1153 2.002 02'.J 5G.30" 
UJ92 879 187 ,OC3 1.907 005 36.64 
1.903 ~03 220,250 l.90::. 230 
1.997 -183 238.093 1.99-! 823 
l.D89 2fül lfiS,G'il l.900 420 
2.008 2S2 293,207 2.010 393 

l.081 6651 232,7·!7 1.9-SO O.JI 
UJ9J .!2:J 31ó,188 l.99-1 535 
2.014 ·!92 173,541 J.()99 094 
1.98·1 010 , 179.871 1 9~1 n2 

42.S2 
48.13' 
•19.04. 
72.571-
57.19• 
66.GO' 
G3.81' 
~o.~~1 

2.lJU~ 543 1 l 10,611 1 2.00G 278 .JG.20' 
2.000 815 . 137,701 1 l.904 727 47.73' 
1.996 200 l237,Gü3 1.993 ·lOS 47.25' 
2.007.j]1 241,931 2.000 047 58.17' 
1.991 2-!8 623,223 1 J.986 995 140.13' 
1.gg7 091 433,295 1 1.995 610 86.93' 
1.995 ogo 300,21G _J__2Y_&_n_4_5_9~ ___ w_._so_·~ 
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TABLA E : 50 puntos 

Histogranms prorn•!(Uo con 6 ciases 

d(Srnp/x) Error J(\ 2
) J \:,,,,, 1 lim.inf. 

'---'-1-.9~so'"",-6~31_, ____ 1 _1--1-.slia577_1 ___ ow-tl-·T is1 s20 

2.023 119 2 !.9·14 Sóll ,. 0.40 1.212 328 
1.951 342 l.S!J3 G37 0.22 , 1.!Sl IJD 
2.054 290 !.9Gü 577 O.ó·l 1 1.2!5 857 
1.951 342 J.803 G37 0.22 1.181 llél 
1.951 342 2 1.893 G37 0.22 1.181 J 10 

lim.sup. 1 

?·?~? ~;41 
2.¡¡1,I ¡,,.¡ j 
2.53 ! 9·13 ! 
2.080 ·170 
2.531 9·13 
2.G34 0-1:1 

1.9!l2 201 !.SGS 3;'.13 0.22 l.! 77 GGG 2.545 GD3 
2.007 997 1.918 925 0.37 1.217 809 2.5-!2 G29 
1.899 50() 1.8GS 3!i3 0.20 1.148 83·1 2.524 4G2 

1 1.956 637 !.SGG 577 O. ¡g 1.187 820 :~.535 4-14 

1.989 011 1.919 831 1 1) 35 1 205 712 2 5:; 1 93() 1 
1.956 911 1 896 7oü o 2u l.! 70 G3~. 2 :;.1:1 OG3 
1.951 342 1.so3 G37 o.n us1 119 2.031 o 13 
1.9GG637 1-::0a1·r 01Q 11c_-•,qu .. ~·1•1•11 

...__1_.9_5_6_ü_37~~---"--i_:s_';_G_i3~ l_ois J_ ;·;878;o 1~-~~~~~lj 

TABLA F : 100 puntos 

Histogramas promedio con G cla.scs 

dlSmv/x) Error d(x'l '-'~•IÍ'L 1 lim.inf. .\_iim .sup. 
1.930 074 9 1.ns 031 ·0.23 1.381 G-l 1 2.433 GlG 
2.002 174 JO !.920 ·153 0.35 1.435 316 2.473 088 
1.951 342 9 !.803 637 0..15 1.377 751 2.370 51G 
2.017 745 11 1.930 71G 0.-13 1.452 827 2.477 3D7 
1.947 G22 G J.941 G5G 0.15 U991GG 2.4·15 9-10 
2.011 465 5 1.919 03G 0.17 1.431 !Gl 2.483 936 
1.989 356 G J.918 ·173 0.58 J..t03 988 2.3SS 151 
1.975 224 9 J.91G 2:11 o.r.n 1.400 :i.tr. ? ~~r, 709 
1.954 519 9 ;;: ; ;;11 :;: 1 

1.377 7G1 2.370 01G 
1.974 3G9 7 1.403 ·159 2.38G 822 
1.985 491 7 1.869 03G 1.04 1.379 155 2.315 910 
1.922 790 11 1.909 750 0.771 1.343 827 2.291 18·1 
1.978 308 7 !.918 473 0.52 1.394 7SG 2.393 952 
1.962 269 8 1.937 423 0.30 1..!05 3-12 2.4GO 917 
1.970 253 10 J.S67 139 1.10 1.384 _4:JD j 2.309 212 

1 



TABLA G : 500 puntos 

Hhito!!,rmnas pwnwdio con G cln.'it'·i 

cl{SmplJ.') Errnr r i/¡ \ 'l ¡ ¡ ',,.~-llu;1.111f. [ /111u11p. ¡ 
i.n11TGii--r-----·:¡1ff-'J- íji\:1831-, --;_; G'l¡-1111:s-:EíG- 1---? ei~¡1,a11 
1.D71 3-l3 1

1 

?:JI) l.D:\3 :¡:;¡ 2 ;.:, I l ·;21 2flG 1 2 ¡;¡7 !G:i 1 

1.980 25~ 172 1.0~G 599 :! :>1 1 l 709 fJ(n , ? 13.J 73-l 
1.07~ 4GQ 1 17-1 ! i.U'.22 f1S8 1 l(> 1' l.íll.~ 002 

1 

2 132 r~J 1 

l.D7S 791 , 1D3 

1 

l.DlG ·112 ~.G7 L711G 717 2118 ~·lG 1 

1.9GS 4:]1 ! !S:G i .n1a 7.19 2.lH 1 i .íOO i 1a 2.1:Jo ~·s.i ¡ 
1.977 72~ i l!>l l.'.JH 329 2.53 1 l.70:i 2D! 2117 3G:l 1

1 
2.000 550 l:~:~ ! 1.~135 1[(, :.?.03 1.7'.:'.t~ OGO 2.141 0'20 
l.97G 37D 20í. · l.;J:;;, 1:13 :!.G~ 1 i ."i2G ~l~o 2.1•! l ,¡¡;¡· 1 

1.981 00-1 2ü:i '¡' l.'.llG GG'l ~.CtJ ' l.",'lJG ·l:Jl 2 l!D 102 

~:;;~~~~. ~~~ ~~~;~;~ 1 "··!O 1 ~-~i1~~1:~ ;~~~::;~ i 
1.98,t DDG 1 176 ! Ul!l :n:1 1 ~.07 1 l ;·ns 3:l8 11 2.122 20G 1 

L9so og2 , 2o:J 1 l.923 "º i :'.:•s 1 !. 1o:i :1:,3 2. 130 223 

_ _'._:?.~1_231 J ___ ~L ___ 2:~~'~L-~~9_j__~21i22~'.- L_ __ 2~1 o:ia_J 

TABLA 11 : 1000 pnnt.os 

d(Smpb·¡·~,:;'<_:i_:__L __ !U_\_'..!_ ___ \},e::._ /i111.inf. lim .. rnITTli. 
1.977 099 1 32 1 ; 972 331 IJ 12 --¡-:--¡;¡<¡:¡-i_i;¡- 2.181-lGG 
1.979 333 ~:l 

1

1 977 -181 O lG 1.752 44-1 2.188 91G 

l.9854G8 I 17 19/éJS;,¡ 0.18 1.75-1814 2.190GBG 1 

1.9SG 1 JO 17 1.97·1 -13!l tl 2-1 l. 751 G02 2.183 074 
1.991 '13·! 14 1 1.979 ó5 l 0.28 l.i5G 511 2.187 QSS j 
1.flflíl'?:íO 1 17 1 1.~78DI3 íl.2!1 l.75G07ü 2.1873-18 1 
1.984 3Sl 1 l i : 1.972 739 ll.lf, 17ó-l 101 2.JS9 57,1 1 

tmm 1 f~ 1 ~-mm H~ ;:mm rn~m 1 
1.98-l 112 ! 13 1.970 DG2 1 0.-!G 1 1.750 125 1· 2.177 7QG 1 

1.DSl 228 1 22 LDGl 10-1 1 0.G7 [ 1.7-12 GGS 2.lGó 53S [ 
1 OSI 802 1 l 1 1.'.J77 01.'J 

1 

0.lG l :.7S'.2 C7S ¡ '.2.1~0 350 1 

05871 lG 1.985220 0.20 1.7G03S3 1 2.195S55J 
7 90-1 1 23 1.978 782 l 0.35 J. 75;¡ g.¡.¡ 2.189 817 __ _] _____ -- ------------ --------- --·--------------



d(Smp/x) 
1.98·1 913 
1.977 977 
1.981 197 
1.987 117 
1.900 356 
1.985 132 
1.974 611 
1.985 936 
1.989 114 
1.973 153 
1.972 547 
1.982 200 
1.980 557 
1.085 316 
1.989 995 
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TABLA I : 1500 puntos 

Histogramrl..'l promedio con 12 cla:ws 

Error 
33 
31 
28 
33 
31 
43 
13 
13 
w 
18 
32 
27 
w l 24 __ _:~ 

d(;.:'I ~lim.inf. -- - _\_ff.4\)41 ___ í- 70:q5¡--
/ím .. rnp. 
iTfa s:J'f .. 
2.14!1 220 
:?,2:37 2·H 
2.H·t 777 
2.153 000 
2.HJ /OS 
2.HS 2-IG 
2.152 248 
2.154 688 
2.1.J4 069 
2.136 000 

1.972SI1 
1.975 ·lOO o. 21 i.102 370 
1.988 002 0.1:.i 1.723 7ó8 
1.973 049 O.ól 1.703 7lü 
1.981 871 0.51 l.SOO 4-ll 
1.973 679 0.53 J.79.J 2·10 
U73 817 0.12 1.itHJ 187 
L97D 819 0.30 l. 'ID7 7S9 
us2 4r,a ,),.JO 1.800 020 
1.970 841 0.2G 1.788 410 
1.%3 372 0.2·1 1.781 942 
!.OSI 861 
1.97·1 337 l 1.976 216 
1.084 292 

o.:n 1 1.1us ü3J 1 2.155 690 
0.37 1.792 JW 2.146 9S5 
0.29 1 1.704 186 2.148 844 

___:'..2S ~~~~~lGl _L_::l57 ;-21 ¡ 
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