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INTRODUCCION

A IMPERA

Ficura 1. BRONZO DI RIACE - DIVIDE ET IMPERA por Epicuro

Divide et Impera! méaxima latina que en espanol se traduce como jDiwvide y Do-
minaras! Es un principio bien conocido que ha sido aplicado en distintos ambitos en
la historia de la humanidad como politica, filosofia, psicologia, economia, etc. y es
utilizada incluso de forma coloquial para expresar que es mas facil realizar una tarea
al dividirla en tareas mas sencillas. El mismo Descartes, en su Discurso del Méto-
do, afirma que la ciencia se realiza dividiendo un problema en partes mas pequenas

I
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para después realizar la sintesis y llegar a una solucién. En politica, para mantener
el poder es necesario dividirlo en concentraciones més pequenas. Julio César y méas
tarde Napoledén acunaron esta maxima en su intento fallido de conquistar el mundo. Es
interesante preguntarse que tan cierto es tal principio, que tanto es conveniente dividir
(en este caso el poder) sin perder el dominio o control sobre el sistema; es decir, en
que momento es adecuado detenerse.

Resulta que en Teoria de graficas nos podemos hacer una pregunta similar. Si
tenemos una grafica G = (V(G), E(G)) y sabemos cual es el minimo nimero de
vértices que necesitamos para dominar a todos los vértices de G (llamado nimero
de dominacion y denotado por v(G)) nos gustarfa saber cual es el minimo nimero
de aristas que deben ser subdivididas una sola vez (llamado nimero de subdivision y
denotado por sdy(G)) para que v(G) aumente. Este es precisamente el problema que
nos compete en este trabajo. El concepto de nimero de subdivision de una gréafica es
bastante nuevo, haremos un viaje desde su origen hasta algunos de los trabajos mas
recientes. En el capitulo 1 estudiaremos los conceptos y pardmetros necesarios para
abordarlo.

Como podemos ver, el concepto de numero de subdivision de una gréafica estd
intrinsecamente relacionado con el de conjunto dominante y numero de dominacion
por lo que prestaremos especial atencion a este tema.

El origen

Al igual que muchos conceptos en teoria de graficas que se han originado a partir
de juegos y problemas probabilisticos, el concepto de dominacién tiene su origen en el
juego de las reinas dominantes que data de los anos 1850 y consiste en lo siguiente:
Tomemos un tablero de ajedrez de 8 x 8, siguiendo las reglas usuales de movimiento
de la reina, queremos saber cudl es el minimo nimero de reinas que necesitamos poner
en el tablero de tal forma que todas las casillas sean ocupadas o amenazadas por una
reina. En ese entonces se encontré que el minimo ntimero de reinas necesario para
dominar un tablero de 8 x 8 es 5. Este problema se reduce a encontrar un conjunto
dominante de cinco vértices para una grafica G con |V (G)| = 64 y diremos que habra
una arista entre dos vértices si pertenecen a la misma linea, columna o diagonal. En
la figura 2 vemos el ejemplo de una posible solucion.

El problema fue abordado mateméticamente en los anos 1860, pero fue hasta 1958
cuando Claude Berge, en su libro Théorie des Graphes et ses Applications definié el
concepto de numero de dominacion de una grafica, al que llamé coeficiente de esta-
bilidad externa. El nombre de conjunto dominante y numero de dominacion fue dado
por Ore en 1962 en su libro Graph Theory quien ademas dio los primeros resultados
al respecto. La notacién que se utiliza actualmente fue introducida por Cockayne y
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FiGurA 2. El problema de las 5 reinas

Hedetniemi en 1977. A partir de entonces se han realizado numerosos trabajos en do-
minacion. En el capitulo 1 hablaremos acerca de la dominacién en graficas, daremos
algunas definiciones y estudiaremos algunos parametros y resultados importantes. Nos
enfocaremos en la dominacion cldsica.

Conozcamos ahora un poco acerca del tema principal de este trabajo que es el
numero de subdivision de una grdfica. Durante el proceso de investigacién y reco-
pilacién de informaciéon nos encontramos con algunas dificultades para conocer con
precision el origen del concepto de nimero de subdivision.

El concepto de numero de subdivision fue dado por S. Velammal en 1997 en su
tesis de doctorado Studies in Graph Theory: Covering, Independence, Domination
and Related Topics. En todos los articulos que usamos como referencia, se menciona
esta tesis como el origen del concepto y se menciona que en el ano 2000, Arumugam
conjetur6 que para toda gréifica G, se tiene que 1 < sdvy(G) < 3. Al parecer la tesis
de doctorado de Velammal fue publicada hasta muchos anos después, pero ya era
usada y citada en todos estos trabajos. Resulta curioso también que en ninguna de
estas publicaciones se menciona la referencia escrita del trabajo de Arumugam, en
todos ellos se habla de una comunicacion privada en la que surgié dicha conjetura. La
tnica referencia escrita con la que contamos es [Arull], un trabajo conjunto entre
Velammal y Arumugam en el ano 2011, en donde se introduce el concepto de niimero
de subdivision, se prueban los primeros resultados al respecto y se da la conjetura de



iv 0. Indice general

Arumugam. Entonces, aunque el nimero de subdivisién de una grafica fue definido
por Velammal muchos anos atrés, al igual que la conjetura de Arumugam y se dieron
los primeros resultados al respecto, hubo muchos otros trabajos que fueron publicados
antes.

Algunas conjeturas y resultados importantes

A partir de la definicién del nimero de subdivision de una grafica de Velammal
en 1997 surgieron diversos trabajos, asi como conjeturas y discusiones. Hagamos un
pequeno recorrido a través de estos trabajos para entender como ha evolucionado
el conocimiento que tenemos. Ademas de dar las primeras definiciones, resultados y
algunas cotas para el nimero de subdivision de una grafica, Velammal y Arumugam
demostraron que:

Si G es un arbol de orden n > 3, 1 < sd,(G) < 3.

Resultado del que daremos una demostracion detallada en el capitulo 2. Poco
tiempo después (en el ano 2000) Arumugam conjeturd que:

Para cualquier grafica G se cumple que 1 < sd,(G) < 3.

En el ano 2001 en [Mer01] Haynes et al. dan un contraejemplo a esta conjetura,
entonces proponen que:

Para cualquier grafica G se cumple que 1 < sd,(G) < 4.

En [Hed04] O. Favaron, T.W. Haynes y S.T. Hedetniemi dan resultados que pa-
recian llevar a la veracidad de esta nueva conjetura, sin embargo, en una comunicacion
privada entre Favaron y Zuazua, Favaron comenté que también ha sido probada su
falsedad aunque hasta ese momento no habia sido publicado tal resultado. En [Mer01]
Haynes et al. probaron que:

Para toda grafica G, sdy(G) < v(G) + 1 y conjeturaron que para toda
grafica G con grado minimo 6(G) > 2 se tiene que sd, < §(g) + 1.

En [Hed04] O. Favaron, T.W. Haynes y S.T. Hedetniemi demostraron que esta
conjetura es cierta para algunos casos particulares, sin embargo, en [She08b] O. Fa-
varon, H. Karami y S.M. Sheikholeslami dan un contraejemplo y ademas se demuestra
un resultado contundente:

Para cada par de enteros positivos r y ¢, tales que r + ¢ > 4, existe una
grafica G con 0(G) =ry sd,(G) > r +q.
Gracias a este resultado, ahora sabemos que el nimero de subdivision de una
grafica, en general, puede ser tan grande como se quiera.
En 2002 Bhattacharya y Vijayakumar [Vij02] dan otro contraejemplo a la conje-
tura de Arumugam, que estudiaremos en el capitulo 2.
Atn cuando la conjetura de Arumugam no es cierta, se han publicado diversos tra-
bajos en busca de cotas y otros resultados para algunos tipos de graficas. En particular,
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se han realizado trabajos respecto al nimero de subdivision de drboles. Sabemos que
para todo arbol G de orden n > 3 se tiene que 1 < sd,(G) < 3, entonces resulta intere-
sante dar una clasificacion de arboles respecto a su nimero de subdivision. En el ano
2008, [Fav09] H. Aram, S.M. Sheikholeslami y O. Favaron hacen dos caracterizaciones
de arboles cuyo nimero de subdivision es 3; nosotros estudiaremos una de ellas en el
capitulo 3, dando la construccion de una familia de arboles que pertenecen a esta clase.
Por otro lado, en el mismo ano se publican dos caracterizaciones de arboles de clase
1; es decir, arboles cuyo niimero de subdivision es 1. Una de estas caracterizaciones es
dada por Karami y Sheikholeslami en [She08a], la cual es también una construccién
de la familia de arboles que satisfacen lo anterior, ésta es parecida a la caracterizaciéon
de arboles de clase 3 que mencionamos anteriormente. Nosotros estudiaremos la otra
caracterizacién de arboles de clase 1, que dieron Mynhardt y Benecke en [Myn08],
en donde se da un Teorema que demostraremos detalladamente en el capitulo 4. A
partir de estos resultados tendremos entonces una caracterizaciéon completa de arboles
respecto a su numero de subdivision.

En 2013, [Top13] Dettlaff, Raczek y Topp demostraron que determinar el niimero
de subdivisién de una grafica es un problema N P-completo. Este resultado motivé el
concepto de numero de multisubdivision de una grafica, calcularon el nimero de mul-
tisubdivision de algunas clases de graficas, dieron algunas cotas y probaron resultados
importantes para arboles. En el capitulo 5 estudiaremos algunos de estos resultados,
vamos a estudiar si existe alguna relacién con respecto al nimero de subdivisién de
una grafica, por supuesto, con especial atencién en aquellos resultados referentes a
arboles. Podremos apreciar como es que este concepto le da un giro al trabajo que se
puede realizar y estudiaremos si la caracterizacion que mostramos respecto al niimero
de subdivisiéon de arboles también es buena respecto al nimero de multisubdivision.






CAPITULO 1
PRELIMINARES

En esta seccién vamos a introducir algunos conceptos y notaciéon que utilizare-
mos en el desarrollo de este trabajo. En general, los conceptos basicos, notacion y
terminologia que usaremos son aquellos utilizados en [Mur76].

1.1. Vecindades

Si G es una grafica con conjunto de vértices V(G) y conjunto de aristas F(G).
Para cada vértice v € V(G), definimos:

1. La wvecindad abierta de v como N(v) ={u € V(G) | uwv € E(G)}, si u € N(v)
decimos que u es vecino de v.

2. La vecindad cerrada de v es N[v] = N(v) U {v}.

Ahora, para un conjunto S C V(G) definimos:

. La vecindad abierta de S como N(S) = J,cq N(v).

La vecindad cerrada de S como N[S] = N(S)US.

5. Sea u € S, decimos que v es un wvecino privado de u con respecto a S si
NplNS = {u}.

6. La vecindad privada de u con respecto a S es pn[u, S] = {v | N[v]NS = {u}}.

=~

Notemos que si v € pn[u, S] entonces u = v si y s6lo si u es un vértice aislado en
S, en cuyo caso diremos que u es su propio vecino privado.

Siv e V\ S diremos que v es un vecino privado externo de u.

Veamos el siguiente ejemplo para entender mejor este concepto.

En la Figura 1 tomemos el conjunto S = {2,4,6} y encontremos la vecindad
privada de sus vértices respecto a S.
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FiGura 1. Una grégica G

= pn[2,S] = {1,3}. Donde 1 y 3 son vecinos privados externos de 2 con respecto a
S. Observamos también que 2 no es su propio vecino privado, pues es adyacente
abenS.

= pnf[4,S] = {4,5}. En este caso podemos ver que 4 es su propio vecino privado
pues es un vértice aislado en S.

= pn[6,S] = {0}. Podemos observar que 6 no tiene vecinos privados respecto a
S, pues N[6] NS ={2,6}.

1.2. Graficas diversas

Recordemos algunos tipos de graficas que serén ttiles para ejemplificar algunos
conceptos:

1. Un ciclo C,, de orden n > 3 es una grafica conexa de tamano m = n que es
2-regular.
2. Un drbol T es una grafica conexa que no tiene ciclos.
3. En un arbol T'= (V(T'), E(T)) tenemos que:
a) Una hoja o vértice terminal es un vértice que es adyacente a sélo un vértice,
es decir, es un vértice de grado 1.
b) Un vértice soporte débil es aquel que es adyacente a una hoja.
c¢) El conjunto soporte de G, denotado por sop(G) es el conjunto de todos los
vértices soporte de G.
d) Una arista terminal es la arista que une al vértice terminal con su vértice
soporte.
e) Un wvértice soporte fuerte es aquel que es adyacente a dos o méas hojas.
f) Una trayectoria P, es un arbol de orden n tal que didm(FP,) =n — 1.
4. Una estrella K;,_1 es una grafica tal que, existe v, € V(G) con 6(v,) =n —1
y 0(v;) = 1 paratodoi=1,...,n — 1.
5. Un vértice universal es un vértice que es adyacente a todos los demas vértices
de la grafica.
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6. Una grdfica completa K, es tal que cada par de vértices son adyacentes entre
siy es (n — 1)-regular.

1.3. Dominacion

Como mencionamos anteriormente es necesario conocer algunos resultados de do-
minacion en graficas para poder entrar en materia. En esta seccion estudiaremos defi-
niciones y pardmetros de dominacién en gréficas, utilizaremos [S1a98] como referencia

principal. Sea G = (V(G), E(G)) una grafica.

DEFINICION 1.1. Un conjunto S C V(G) se llama conjunto dominante de G si
N[S] = V(G), en ese caso decimos que S domina a G y se escribe S = G.

DEFINICION 1.2. Un conjunto S C V(G) se llama un conjunto dominante total
de G si N(S) =V (G).

DEFINICION 1.3. El ntimero de dominacién (total) de una grdfica G, denotado por
Y(G)((G)) es la cardinalidad de un conjunto dominante (total) minimo de G.

DEFINICION 1.4. Un ~-conjunto (v,-conjunto) de G es un conjunto dominante
(total) de G con cardinalidad v(G) (v(QG)).

Veamos cudl es el nimero de dominacion de algunas graficas. Sea n un nimero
natural.

» Sea K, una grafica completa, tenemos que v(K,) = 1. Dado que cada par de
vértices son adyacentes entre si, entonces basta con un vértice para dominar a
todos los demas. En la Figura 2 tenemos la gréfica completa K19 y podemos
ver que basta tomar un solo vértice para dominar a todos los demas.

» Sea K, una estrella, tenemos que v(K;,) = 1 pues el vértice central domina
a todos los demas vértices.

En la Figura 3 tenemos la estrella K; 9 donde podemos ver que basta tomar el
vértice universal u para dominar a todos los deméds vértices de la grafica.

LEMA 1.5. El numero de dominacion de un ciclo C, o una trayectoria P, es
YCn) =(F) = [5].

DEMOSTRACION. Sean = 3k—[con (0 <[ < 2y G un ciclo C,, o una trayectoria B,.
Afirmamos que v(G) = k. Sea D un conjunto dominante minimo tal que |D| < k — 1,
como §(v) < 2 para todo v € V(G), entonces el nimero de vértices dominados por D
es a lo méas 3k — 3; pero 3k —3 < 3k — 1 con 0 <[ < 2; es decir, 3k — 3 < n para todo
n € N. De aqui tenemos que D no domina a todos los vértices de G. Por lo tanto,
todo conjunto dominante minimo de G tiene cardinalidad |D| > k. Ahora, sil =0 o
[ =1,sea D= {vyy3.]0 <7 < k—1} es un conjunto dominante de cardinalidad k. Si
[ = 2, tenemos que D = {v913,]0 <7 < k — 2} U {v3;_2} es un conjunto dominante
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FIGURA 2. v(Ky) =1

FIGURA 3. v(K;9) =1

con cardinalidad |D| = k. Por lo tanto v(G) = k.
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En la Figura 4 tenemos una trayectoria P;o donde podemos observar que el conjunto
D = {2,5,7,9} es un conjunto dominante minimo. Tenemos entonces que y(Pyy) =

=1
O, O O, O, (o)
FIGURA 4. v(Py) =4

Consideremos la siguiente situacion para ejemplificar los conceptos que definimos
previamente. Sea G = (V(G), E(G)) una gréfica cuyos vértices representan al perso-
nal del departamento de finanzas de una empresa. Se requiere elegir a un grupo de
empleados que asistan a un curso de capacitacién de tal forma que los proyectos de
la empresa no queden desatendidos. Entonces habra una arista entre dos empleados si
ambos trabajan juntos en algin proyecto. Tenemos la grafica que aparece en la Figura
5.

En la grafica de la Figura 5 podemos ver que la empresa podria enviar al curso a:
D = {Sara, Gloria, Yogui, Pinky, Chata, Ale, Lau},

pues D es un conjunto dominante, que en particular es un conjunto dominante total
pues en D no hay vértices aislados. Sin embargo, si la empresa desea enviar al menor
numero posible de empleados, entonces las personas que deben tomar el curso son
S = {Conny, Enrique, Cris}, pues S es un conjunto dominante minimo, asi v(G) = 3.

DEFINICION 1.6. Un conjunto S C V(G) es un conjunto dominante critico de G
si para cada vértice w € S se tiene que S\ {u} no es un conjunto dominante.

Para entender mejor la diferencia entre un conjunto dominante minimo y un con-

junto dominante critico, pensemos en una estrella K;;. Sea D = {vy,vg,--- , 14} un
conjunto dominante de K ,; D es un conjunto dominante critico, pues D' = D \ {v;},
t=1,---,t, no domina a K;;. Pero D no es un conjunto dominante minimo, puesto

que v(Ky4) = 1.

DEFINICION 1.7. N(G) C V(G) es el conjunto de vértices de G que no pertenecen
a ningin v(Q)-conjunto.

Los teoremas que veremos a continuacion fueron dados por Ore en 1962 y son los
primeros teoremas respecto a dominacion.

TEOREMA 1.8. Un conjunto dominante S de G' es un conjunto dominante criticode
G si y solo si para cada vérticeu € S, se cumple una de las siguientes dos condiciones:

1. Siu es un vértice aislado en S;
2. Si existe un vértice v € V'\ S tal que N(v) NS = {u}.
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Ficura 5. Grafica del personal

DEMOSTRACION. Supongamos que S es un conjunto dominante critico de G. En-
tonces, para cada vértice u € S, se tiene que S \ {u} no es un conjunto dominante;
es decir, existe v € V' '\ S U {u} que no es dominado por ningin vértice en S\ {u}.
Entonces para v tenemos los siguientes casos:

= Si v =w en cuyo caso u es un vértice aislado de s;
» Siv e V\S. Sivnoesdominado por S\ {u}, pero es dominado por S, entonces
v es adyacente s6lo a u en S; es decir, N(v) NS = {u}.

Ahora, sea S es un conjunto dominante de GG tal que para cada vértice u € S se
satisface alguna de las dos condiciones. Supongamos que S no es un conjunto domi-
nante critico; es decir, existe u € S tal que S\ {u} es un conjunto dominante; entonces
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u es adyacente a algun vértice en S\ {u}; es decir, N(v) NS # {u} lo cual contradice
la condicién b). Por lo tanto, S es un conjunto dominante critico. U

A partir de este Teorema y de la definicién de vecino privado, tenemos el siguiente
corolario.

COROLARIO 1.9. Un conjunto dominante S es un conjunto dominante critico si y
solo si cada vértice en S tiene al menos un vecino privado. Es decir, para cada u € S
se tiene que pnlu, S] # 0.

TEOREMA 1.10. Toda grdfica conexa G de orden n > 2 tiene un conjunto domi-
nante S cuyo complemento V' \ S también es dominante.

DEMOSTRACION. Sea T un &rbol generador de Gy sea u € V(G). Consideremos
los siguientes conjuntos de vértices: S = {v € V(T) | d(u,v) =2k para 1 < k <n}y
S"'={v e V(T) | d(u,v) =2k — 1 para 1 < k < n}. Tenemos que V(T) = SUS"y
SN S" = (. Por construccién S es un conjunto dominante de G y S" =V \ S también
lo es. 0

TEOREMA 1.11. Si G es una grdfica sin vértices aislados, entonces el complemento
V\ S de todo conjunto dominante critico S es un conjunto dominante.

DEMOSTRACION. Sea S un conjunto dominante critico de G. Supongamos que
existe un vértice u € S que no es dominado por ningin vértice de V' \ S. Como G
no tiene vértices aislados, entonces u es dominado por al menos un vértice en S\ {u}
pero esto no es posible, pues S es critico. Por lo tanto, cada vértice en S es dominado
por al menos un vértice en V' \ S; es decir, V' \ S es dominante. 0J

Analicemos la grafica de la Figura 6

-
e O )
FiGUuRA 6. Una gréafica G

En la Figura 6 tomemos S C V(G), S = {1,3,5,7,8,10,12}. S es un conjunto
dominante critico de G pues para todo u € S se tiene que S \ {u} no es un conjunto
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dominante. Observemos que para cada u € S se tiene que u es un vértice aislado en
S, que es la primer condicién del Teorema 1.8. En la misma grafica G consideremos
D cV(G), D =1{2,6,9,11}. En este caso tenemos que D es un conjunto dominante
minimo y critico. Observemos que 6 es un vértice aislado en D y ademés cada vértice
v € V\ {u} tiene un vecino privado en D, que son las condiciones del Teorema 1.8 y
el Corolario 1.9.

Observacién. Sabemos que en una grafica GG todo conjunto dominante de G' debe
dominar a todos sus vértices terminales, para tal efecto es posible tomar sélo conjuntos
dominantes que contengan a todos sus vértices soporte. Por lo tanto, para toda gréfica
siempre podemos encontrar un y-conjunto que contenga a todos sus vértices soporte.
En lo sucesivo siempre consideraremos este tipo de conjuntos dominantes.



CAPITULO 2
SUBDIVISION

2.1. Conceptos importantes

Ahora que ya conocemos los conceptos y pardametros de los que echaremos mano
en los siguientes capitulos, haremos un recorrido por los trabajos que se han hecho en
torno al tema de subdivision. En [Mur76] se define la subdivision de una arista como
la siguiente operacion de gréficas:

DEFINICION 2.1. Sea G = (V(G), E(G)); para e = uwv € E(G), definimos una
wueva grdfica G, = (V(G.), B(G.) tal que (V(Ge) = V(G) e} y B(G.) = (B(Go)\
{e} U (uz, zv).

Decimos que G, se obtiene de G subdividiendo la arista e, a la cual se le llama
arista subdividida. Al nuevo vértice z € V(G.) se le llama vértice de subdivision.

Si en G subdividimos un conjunto de aristas {es, e, ..., ¢} € E(G), lo denotaremos
por: Ge, ey, er-

La siguiente definicién fue introducida por Velammal y Arumugam en [Arull].

DEFINICION 2.2. El ntimero de subdivisién de una grdfica G, sdvy(G) es el mini-
mo numero de aristas que deben ser subdivididas una sola vez, de tal forma que se
incremente su numero de dominacion.

Puesto que el nimero de dominacién de K5 no cambia cuando su tnica arista es
subdividida, entonces asumiremos que la gréafica es de orden n > 3.

En la grafica G de la Figura 1 tenemos que D = {wy, vy, vg, s, V10, V12} €S un
v -conjunto de G, entonces y(G) = 6. Tomemos G' = G4, ¥ sea z el vértice de
subdivisién. 7(G) no aumenta, pues el conjunto Dy = D\ {vo} U{x} es un ~y-conjunto

de G. Para G"=G,,,, tenemos que D; también es y-conjunto de G. Ahora, si tomamos

9
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F1cura 1. Grafica G con v(G) =6 y sdy(G)=3.

(;H

v3v4 )

sdy(G) = 3.

tenemos que Dy = Dy U {2z} es un vy-conjunto y asi y(G%., ) = 7 por lo tanto

V3V4

2.2. Numero de subdivisién de algunas graficas conocidas

Calculemos sdy(G) para algunas gréficas:

= sdy(K,) = 1. Basta subdividir cualquier arista para que su nimero de domi-
nacién aumente.

2 sid <m < n;
3 sim=2yn>2.

sdy(Kmn) = {
PROPOSICION 2.3. Para una trayectoria P, o un ciclo C, se tiene que:

1 sin=0( mdd 3);
sdy(Py,) = sdvy(Cy) =} 2 sin=2( mdbd 3);
3 sin=1( mdbd 3).

2.3. Resultados

Estudiemos algunos resultados respecto al numero de subdivision que nos seran
utiles mas adelante.

LEMA 2.4. SiG es una grdfica que tiene vértices soporte fuertes, entonces sdy(G) =
1.

DEMOSTRACION. Sean u,v,w € V(G) tales que uw, wv € E(G), con §(v) =
d(u) = 1. Sabemos que w € D para algtin conjunto dominante D. Si subdividimos
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cualquiera de las dos aristas terminales, tenemos que w sigue siendo vértice soporte
y por otro lado, v(G) aumentard pues el vértice de subdivisién serd vértice soporte y
por lo tanto debera pertenecer también a un conjunto dominante. Entonces sdy(G) =
1. O

LEMA 2.5. Si G es una grdfica que tiene vértices soporte adyacentes entre s,
entonces sdy(G) < 3.

DEMOSTRACION. Sean u,z,y,v € V(G) tales que z, y son vértices soporte adya-
centes entre si y u, v son sus hojas, respectivamente. Es suficiente subdividir las aristas
ux, xy y yv para que el numero de dominacién aumente. Por lo tanto, sdy(G) < 3. O

DEFINICION 2.6. Parat > 1, una estrella subdividida sKi, se obtiene al subdividir
las t aristas de la estrella K ;.

Observemos que y(sKy ;) = t.

LEMA 2.7. Sea G una grdfica, si G es una estrella subdividida sK,;, cont > 2,
entonces sd(G) = 2.

DEMOSTRACION. Sea K, una estrella con u su vértice soporte fuerte. Sea N(u) =
{wy,wa, ..., w }, sea G = sKy1; y D = {1, 2, ...,2:} el conjunto de vértices de subdi-
visién. Tenemos que D es un 7(G) — conjunto con |D| = t. Ahora, en G consideremos
las aristas e; = ux; y e = x;w;. Veamos qué ocurre al subdividir aristas.

i) Si subdividimos la arista ey con el vértice z, en G, tenemos que Dy = {D \
{z;}} U {2} es un v(G,,) — conjunto con |Ds|] = ~v(G) — 1+ 1, es decir,
YGey) = 7(G).

ii) Si subdividimos la arista e; con el vértice y, entonces en G., tenemos que
Dy = D es un y(G,,) — conjunto con |D;| = v(G).

De i) y ii) tenemos que sd,(G) > 1.

iii) Sisubdividimos e; y ey con los vértices y y z respectivamente, en G, ., tenemos
que todo Y(Ge, ,) — conjunto contiene al soporte de G, ¢,; pero sop(Ge, e,)
no es un conjunto dominante de G, ., porque el vértice z dominaria a z; y w;,
pero z ya no dominaria a y y necesitariamos aumentar un vértice mas para
dominar a y.

Por lo tanto [sop(Ge,e,)| < 7(Geyren), entonces t < 7(Ge,e,), €s decir,
NG) < V(Gepes)-
De donde sd,(G) = 2.

O

LEMA 2.8. Sea G' una grdfica.

1. Si G’ es de orden al menos 2 y G es la grdfica obtenida a partir de G' al anadir
una estrella subdividida sKy; cont > 1 y una arista que una el centro c de la
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estrella a un vértice y de G', entonces v(G) = v(G') +t. Mds ain, si G' tiene
orden al menos 3, entonces sd(G) < sd,(G").

2. 81 G' tiene una arista ya o un camino ybc unidos a ella, y G es la grdfica
obtenida a partir de G' al anadir una arista xz y una arista que une al vértice
x con el vértice y, entonces v(G) = v(G') + 1. Mds ain, si y es un vértice
soporte de G' y G’ tiene orden al menos 3, entonces sd,(G) < sd(G').

DEMOSTRACION. 1. Supongamos que 7(G) < v(G') +t. Sea D un v(G) —
conjunto; sabemos que sop(sKi;) = {x1,xs,...,2:} C Dy que |D| < v(G') +
t, entonces D' = D \ sop(sK;,) tiene que dominar a G’. Entonces, |D'| =
|ID| —t < 4(G") +t —t, de aqui tenemos que y(G) > v(G") + t. Por lo tanto,
Y(G) = v(G') +t. Ahora, sea sd(G') =k, 1 <kysea H=0G . . UsKy;

tenemos que y(H) = y(G')+1+ty G, ., . >7v(G").Sea Dun~(G, .,  ..).
Tenemos que D U sop(K;,) es un conjunto dominante minimo de G, .,
pues: V(Geyep,er) = VGl ey o) T > V(G) +t = v(G). Por lo tanto,
sd,(G) < sd,(G).

2. Sea D' un v(G') — conjunto, entonces D' U{z} domina a G. De donde v(G) <
v(G")+1. Ahora, sea D un v(G) —conjunto, tenemos que D\{z} es un conjunto
dominante de G' y v(G') < |D| — 1 = v(G) — 1, de donde v(G) > v(G’) + 1.
Por lo tanto, v(G) = ~«(G’) + 1. Por otro lado, por el inciso anterior, con
t = 1tenemos que sd,(G) < sd,(G').

U

2.4. Numero de subdivisiéon de arboles

El Teorema que demostraremos a continuacion fue uno de los primeros resultados
que se dieron en torno al numero de subdivisién, fue propuesto y demostrado en
[Arull] por Velammal y Arumugam.

TEOREMA 2.9. Para cualquier drbol T de ordenn > 3 se tiene que 1 < sd.,(T') < 3.

DEMOSTRACION. Si n = 3, sdy(T) = 1 pues T = P5. Si n > 4, tenemos los
siguientes casos:

1. Si el arbol T tiene al menos un vértice soporte fuerte u, adyacente a dos hojas
vy w. Subdividamos la arista uv, con x el vértice de subdivisién; llamemos T}
a este nuevo drbol. Sabemos que todo v(7')-conjunto es un conjunto dominante
de T de cardinalidad minima y recordemos quey(G) < v(G.) + 1 para toda G.
Ahora, sea D" un ~(7T7)-conjunto tal que |D’| = ~(T), es decir, v(Ty) = v(T).
Consideremos un conjunto de vértices de T1: A = {w,u, x,v}. Para que todos
los vértices de A sean dominados, basta tener dos de ellos en cualquier v(77)-
conjunto, es decir: [AN D'| =2, sea AN D" = {z,2}. En T consideremos el
conjunto D = D'\ {z1, 25} U {u}, el cual es un conjunto dominante de 7" pues
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contiene a u. Entonces tenemos que: |D| = |D'|—2+1, es decir, |D| = v(T) —1.
pero esto no es posible, pues D seria un (7")-conjunto con cardinalidad menor
que (T"). Por lo tanto, v(T1) = v(T') + 1 y ast: sdvy(T) = 1.

2. En el arbol T todo vértice soporte es débil. Sea u un vértice soporte débil de T’
tal que d(u) = 2, u es adyacente a un vértice terminal v y a otro vértice w. Si al
subdividir uv = ey se tiene que y(T") < v(T,), entonces sd,(T") = 1. Suponga-
mos que no es asi, subdividamos uv y uw con los vértices s y r respectivamente
y llamemos T} a este nuevo arbol. Siy(T") < v(T}) entonces sd, (1) = 2. Supon-
gamos que D es un y(T})-conjunto tal que |Dy| = v(T), es decir, v(T71) = ~v(T)
Consideremos el conjunto de vértices de Ty, A = {w, s, u,r,v} Para que todos
los vértices de A sean dominados, basta tener dos de ellos en cualquier v(77)-
conjunto, es decir, |AN D;| = 2, de donde tenemos las siguientes posibilidades:

i) Si AN Dy = {r,s} tenemos que el conjunto D = D; \ {r,s} U{u} es un
v(T)-conjunto, donde |D| =~(T) —2+ 1, |D| = v(T') — 1, pero esto no es
posible. Por lo tanto, v(T") < v(T}).

ii) Si ANDy = {r,u}, entonces el conjunto D = Dy {r,u}U{u}, D = Di\{r}
es un (7')-conjunto, con |D| = ~(T) — 1, asi, y(T') < y(T1). De i) y ii),
sd,(T) < 2.

iii) Si AND; ={r,w}y Nw)\ s = {x1, 29, ..., 2}

Sea T el arbol obtenido a partir de T} al subdividir la arista wz;, 1 <17 <n
con z; el vértice de subdivisién.
Sea Dy un y(T3)-conjunto tal que |Dy| = v(T'1), es decir, y(Ty) = v(17). Si
w € Dy, sesigue que Dy = Do\ z; es un y(7})-conjunto con |Dq| = v(17)—1.
Por lo tanto, v(71) < y(T%).
Ahora, supongamos que w ¢ Do,
» Si z;,2; € Dy, entonces Dy = Dy \ z; es un v(T})-conjunto con |D;| =
~v(T1) \ 1. Por lo tanto, v(T7) < v(T3).
» Si z; € Dyy x; ¢ Dy, tenemos que Dy = {Dy \ z;} U{w}\ AU{r} es
un y(77)-conjunto con |Dy| = y(T7) — 4. Se sigue que, v(11) < v(13).
» Siz;,x; € Do, se tiene que Dy = Dy \ {z;} es un v(77)-conjunto con
|D1| = ~y(T1) — 1. Asi, y(Th) < y(T3).
De aqui tenemos que en T3, existe una arista wz; tal que v(71) < y(73), es
decir, sd.(T") < 3.

O

En los siguientes capitulos veremos ejemplos de arboles que tienen nimero de
subdivisién 1 y 3. En la Figura 2 tenemos un ejemplo de un arbol con nimero de
subdivisién 2. Como podemos ver, v(1") = 7. Si subdividimos una arista con el vértice
wy y(Te,) = 7. Ahora, si subdividimos una segunda arista con el vértice ws entonces
Y(Tt,e,) = 8. Por lo tanto sd.(T") = 2.
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()
N\

FIGURA 2. Arbol con sd.(T) = 2

2.5. El contraejemplo

Hasta este punto hemos estudiado algunos resultados que se han dado acerca del
nimero de subdivisién de una grafica. Para entender la relevancia de esta seccion,
recapitulemos un poco.

En la seccién anterior demostramos que si 7" es un arbol, entonces 1 < sd.(T") < 3.
Sabemos que en [Arull]| Velammal conjeturé que la desigualdad anterior se cumple
para cualquier grafica G. A partir de esta conjetura surgieron varios trabajos buscando
demostrarla, en los que se dieron algunas cotas. En [Mer01], Haynes et al. propusieron
que para cualquier grifica G con §(G) > 2, sd,(G) < 6(G) + 1. Sin embargo, en
[Hed04], Favaron, Haynes y Hedetniemi demostraron que dicha cota no es adecuada, y
que en general, para una grafica G se tiene que sd,(G)—0(G) puede ser arbitrariamente
grande para cualquier entero positivo §(G). A partir de este resultado sabemos que la
conjetura de Velammal no es cierta.
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A continuacién estudiaremos un interesante ejemplo de una grafica cuyo numero
de subdivisién es mayor que 3, dado en [Vij02] por Bhattacharya y Vijayakumar.

Sean Vi={wv1,va,v3, vy, U5, Vg, U7, Vs, Vg, 10} v Voa={A C Vi | |A| = 4} es decir, A
contiene a todos los subconjuntos de cuatro elementos de V;. Entonces, V5] = Cf, =
210.

Construyamos una grafica bipartita G con V(G)=V,UV, y E(G)={vAlv € V}, A €
Voy v € A}. Es decir, para cualesquiera dos vértices v € V; y A € V5 v es adyacente a
A siy solosive A En la Figura 3 podemos ver cémo es la grafica G.

Bhattacharya y Vijayakumar demostraron en [Vij02] que para esta grafica G se
tiene que v(G) = 7 y que al subdividir tres aristas de G, 7(Ge, eye5) = 7, €s decir,
es necesario subdividir mas de tres aristas para que el nimero de dominaciéon de G
aumente.

F1GURA 3. Gréfica G con sd, > 3

Construyamos un ejemplo particular de un v — conjunto de G. Primero, tomemos
seis vértices de Vi. Sea Dy = {1,3,4,5,7,9}. Entonces, con D; dominamos a todos
los vértices A; € Vs, excepto el vértice {2,6,8,10}. De esta forma, para dominar a
todos los vértices de V5 v los cuatro vértices que nos falta dominar en V; tomamos:
D = D,U{2,6,8,10} con |D| = 7. Es decir, D es un v — conjunto de G. Notemos que
esta forma de construir el v — conjunto sirve para cualquier conjunto D; con |D;| = 6
que tomemos.
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Veamos que ocurre al subdividir tres aristas de G. Sean vy, v9,v3 € Vi v Ay, Ag, A3 €
V5. Consideremos las siguientes aristas.

e =v1 Ay, convy =3y A ={3,4,1,2}.
m ey = Ay, con vy =2y Ay ={5,2,6,7}.
» e3 = w33, con vz =8y Az = {1,5,7,8}.

Al subdividirlas tendremos la grafica G, ¢, .,. Ahora construiremos un ejemplo de
un v — conjunto de Ge, ¢y es-

Tomamos los tres vértices de V; que son adyacentes a las aristas subdivididas, en
este caso {3,2,8} ademds, también de Vi tomamos tres vértices distintos de vy, vo
y vg que aparezcan en A;, Ay y As. Tomaremos {4,7,5}. Entonces tenemos D; =
{3,2,8,4,7,5}. De nuevo, para dominar a todos los vértices de G, ¢, ., sélo falta
dominar a Vi \ Dy y para hacerlo, basta tomar el vértice {2,6,9,10}. Entonces nuestro
v — conjunto serd el siguiente: D = Dy U {2,6,9,10} con |D| = 7. Notemos de nuevo
que el proceso funciona al subdividir cualesquiera tres aristas.

Por lo tanto G es un ejemplo de una grafica con sd,(G) > 4. Lo que contradice
la conjetura de Velammal. Es decir, para una grafica GG en general, no es cierto que
1 <sd,(G) <3.

Ya sabemos que la desigualdad es cierta en el caso en que que G es un arbol, en los
siguientes capitulos nos dedicaremos a estudiar el niimero de subdivision de arboles.



CAPITULO 3
ARBOLES DE CLASE 3

Los arboles pueden ser clasificados como arboles de clase 1, 2 o 3, dependiendo de
si su numero de subdivision es 1, 2 o 3, respectivamente. En este capitulo se mostrara
una caracterizacion de los arboles de clase 3. Describiremos un proceso de construccion
de una familia de arboles etiquetados.

3.1. Construyendo la familia

DEFINICION 3.1. Sea F la familia de drboles etiquetados tal que:

1. Contiene a Py, donde las dos hojas tienen etiqueta A y los dos vértices soporte
tienen etiqueta B.

2. Es cerrado bajo las dos operaciones opy y opa, que extienden a un drbol T,
uniendo otro drbol a un vértice v € V(T) llamado vértice fijador y son definidas
a continuacion.

La etiqueta de un vértice, la denotaremos por eti(v).

opl: Sieti(v) = A, entonces pegamos a v una trayectoria xyz y la arista va. Donde
eti(r) = eti(y) = By eti(z) = A.

op2: Si eti(v) = B, entonces pegamos a v una trayectoria zy y la arista vz. Donde
eti(r) = By eti(y) = A.

En la Figura 1 podemos ver en que consisten las dos operaciones.

Si Te F, A(T) y B(T) son los conjuntos de vértices con etiquetas A y B respec-
tivamente en T'; los cuales dependen de la forma en la que T' se construye a partir de
un Py inicial. Veremos que de hecho, todas las posibles construcciones de T dan lugar
a la misma particion A(7) U B(T) de V(T').

Ahora, consideremos las siguientes observaciones para T € F y v € V(T).

17



18

3. Arboles de clase 3

©
©
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OO0

FIGURA 1. Operacion opl (izq), Operacion op2 (der)

Observacion 1: Si el vértice v es una hoja, entonces eti(v) = A. Ya que si
eti(v) = B por la definicién de opl y op2 entonces v seria adyacente a un
vértice en A(T) y a uno en B(T) y no serfa una hoja.

Observacién 2: Si el vértice v € sop(T), entonces eti(v) = B. Pues si eti(v) =
A, por la definiciéon de opl v podria ser un vértice fijador o una hoja y bajo
la op2 v sélo podria ser una hoja, en ningtin caso seria un vértice soporte.

Observacion 3: Si eti(v) = A, entonces N(v) C B(T). Puesto que eti(v) = A,
si viene de una opl entonces v es un vértice fijador y por lo tanto adyacente
a un vértice en B(T') o v es una hoja. Si v viene de una op2 también es una
hoja y por lo tanto en ambos casos v es adyacente a un vértice soporte que por
la observacién 2 esta en B(T)

Observacién 4: Sieti(v) = B, entonces v es adyacente a exactamente un vértice
de A(T) y al menos a un vértice de B(T'). Bajo opl puede ocurrir que v es
adyacente a un vértice fijador en A(T") y al menos a un vértice en B(T') (podria
ser adyacente a mas vértices en B(T) si éste fuera vértice fijador para una
op2) o puede ocurrir que v sea vértice soporte, en cuyo caso es adyacente a
una hoja en A(T) y al menos a un vértice en B(T'). Bajo op2, v podria ser
un vértice fijador, un vértice soporte o adyacente a un vértice fijador y por lo
tanto adyacente a cuando menos un vértice en B(T') y a exactamente uno en
A(T).

Observacién 5: Si los vértices u,v € A(T) entonces d(u,v) > 3. Por la obser-
vacién 3 tenemos que N(v) € B(T) y N(u) € A(T), entonces v y v no son
adyacentes y por lo tanto d(u,v) # 1. Ahora, supongamos que u es adyacente
a un vértice x € B(T), por la observacién 4, x no puede ser adyacente a otro
vértice en A(T'), es decir, z no es adyacente a v y por lo tanto d(u,v) # 2.



3.2. Propiedades de la familia 19

Ademas, también por la observacion 4 sabemos que existe al menos un vértice
y € B(T) adyacente a x. Si y fuera adyacente a v entonces d(u,v) = 3. Por lo
tanto d(u,v) > 3.

Observacién 6: Para cualquier T' € F todos sus vértices soporte son débiles. Si
v € sop(T) tenemos que eti(v) = B (por la observacién 2). Ademds sabemos
que N(v) € A(T) (por la observacién 1) pero por la Observacién 3 v es adya-
cente a exactamente un vértice en A(T). Por lo tanto v es un vértice soporte
débil.

En la Figura 2 tenemos un ejemplo de como se veria un arbol en la familia F.

FiGura 2. T e F

3.2. Propiedades de la familia

LEMA 3.2. SiT € F y T se obtiene de Ty = Py por una sucesion de operaciones

opl,--+ ,op™ entonces A(T) es un vy(T)-conjunto y v(T) = m + 2.

DEMOSTRACION. Por la observacién 4, sabemos que si v € B(T), es adyacente
exactamente a un vértice de A(T') y al menos a un vértice de B(T'), entonces A(T) es
un conjunto dominante de 7.

Sea D un «(7T')-conjunto, tenemos que, |D| < |A(T)|.

Por otro lado, sabemos que N|[x] N N[y] = 0 para todo =,y € A(T). Por la obser-
vacién b, sea v € D, como |N[v] N A(T)| < 1, entonces |D| > |A(T)|, por lo tanto
|D| = |A(T')|, y asi A(T") es un (T)-conjunto.
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Ahora, puesto que |A(P;)] = 2 y con cada operaciéon opl y op2 se agrega un
vértice a A(T), entonces |A(T)| = m + 2. d

De aqui, si un arbol de F' se construye a partir de Py, por diferentes sucesiones de
operaciones, entonces todas las sucesiones tienen longitud m = (T') — 2.

LEMA 33. Sea T € F y z € A(T), existe D un v(T)-conjunto tal que z € D y
pnlz, D] = {z}.

DEMOSTRACION. Recordemos que pn|z, D] = {z} quiere decir que z es un vértice
aislado en D, es decir, z es su propio vecino privado.

Sea Ty = P, y T se obtiene a partir de Py al aplicar op!,---,op™ operaciones
sucesivas. La prueba sera por induccion sobre m.

Si m = 0, entonces Ty = P, y por lo tanto, existe D, un ~y(P;)-conjunto tal que
z € Dy pnlz, D] = {z}.

Supongamos que m > 1y que para T, ; se cumple que si z € A(T,,_1) existe D,
un 7y(7,,—1)-conjunto, tal que z € D y pn[z, D] = {z}.

Por el Lema 3.2, tenemos que y(7,,-1) = (m+2)—1y por lo tanto ¥(T},,—1) = m+1.

T se obtiene de T,,_; al aplicar la operacion op™, para la cual tenemos dos posibi-
lidades: op™ = opl o op™ = op2.

Si op™ = opl, siguiendo la definicién, a T},,_; le anadimos una trayectoria xwwv a un
vértice y € A(T,,—1) y la arista xy. Sabemos que eti(z) = eti(w) = By eti(v) = A.
Sea z € A(T), si z € A(T,,—1), por hipétesis de induccién, existe D, un v(T},_1)-
conjunto tal que z € Dy pn[z, D] = {z}. De donde, D" = DU{w}es un v(T')-conjunto
y pnlz, D'| = {z}. Ahora, sea z = v, por hipétesis de induccidn, existe D, un y(T,,_1)-
conjunto, tal que y € Dy pnly, D] = {y}. Por lo tanto, D' = (D \ {y}) U {z,v} es un
~(T)-conjunto y pnlv, D'| = {v}.

Si op™ = op2 tenemos que, 1" se obtiene de T}, ; al anadir una trayectoria xw y
una arista zy con y € B(T,,_1). Sabemos, por definicién que eti(x) = By eti(w) = A.
Sea z € A(T). Si z € A(T,,,—1), por hipétesis de induccién existe D, v(T,,_1)-conjunto
tal que z € Dy pn[z, D] = {z}. Por lo tanto D’ = D U {w} es un (7')-conjunto y
pnlz, D'] = {z}. Ahora, si z = w, por la observacién 4, y tiene exactamente un vecino
en A(T,,—1), digamos v. Por hipétesis de induccién, existe D, un ~(7},_1)-conjunto,
tal que v € D'y pnlv, D] = {v}. Entonces D’ = (D \ {v} U{y, w} es un v(7T')-conjunto
y pn{w, D'} = {w}. O

LEMA 3.4. Sea T € F, T, obtenido a partir de T' al subdividir una arista e de T
yz € A(T). Entonces y(T.) = ~(T) y existe un y(T,)-conjunto que contiene a z.

DEMOSTRACION. Sea T' € F. Sabemos que al subdividir cualquier arista e de T
se tiene que y(T.) > ~(T) vamos a demostrar que cualquier conjunto dominante de
T, de orden ¥(T') es un y(T.)-conjunto, es decir v(T.) < (7). Sea e € E(T) y sea
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T, el arbol obtenido al subdividir la arista e con el vértice a. La prueba se hara por
induccion sobre m. Si m = 0, entonces v(P5) = y(FPy) = 2 y existe un y(Ps)-conjunto
que tiene un vértice terminal.

Supongamos que m > 1. Tomemos (T,,-1)e, sea z € A(Ty,—1), entonces ¥((Trn—1)e) =
Y(Trm—1) y existe un v((7;,-1))-conjunto que contiene a z. T,,, lo podemos obtener de
T,,_1 al aplicar op1 o op2. Consideramos dos casos:

1. Si la operacién op™ = opl. Sea y € A(T,,—1) anadimos la trayectoria zwv
y la arista zy; por definicién tenemos que eti(z) = eti(w) = By eti(v) =
A. Supongamos que e € E(T,,_1) por hipétesis de induccion, v((T—1)e) =
Y(Trm—1) = v(T) =1y para cualquier vértice z € A(T,,_1) existe un Y((T}—1)e)-
conjunto, D, que contiene a z. Si z € A(T,,_1), sea D1 = D,U{w}; si z = v, sea
Dy = D,U{v}. En ambos casos se tiene que D; es un conjunto dominante de T,
que contiene a z de orden (7). Si z € A(T,,-1) entonces Dy = A(T,,—1) U{w}
es un conjunto dominante de 7, de orden v(7") y por lo tanto Dy es un (7%)-
conjunto que contiene a 2. Si z = v, por el Lema 3.3 en T,, ; existe D un
v(T)-conjunto que contiene a y tal que pnly, D] = {y}, entonces Dy = (D —
{y}) U{v,a} es un conjunto dominante de 7, de orden v(T'), por lo tanto, D;
es un y(7,)-conjunto que contiene a z.

2. Si la operacién op™ = op2. Supongamos que e € F(T,,_1). Por hipdtesis de
induccién tenemos que Y((Trn-1)e) = Y(Trno1) = Y(T) =1y si z € A(T)-1),
existe D, un y((7,,—1)e)-conjunto que contiene a z. Supongamos ahora que
subdividimos la arista xy de la trayectoria yrw. Si 2 = w tenemos que Dy =
D, U{w}.Siz € A(Tpm-1), D1 = A(T,,—1)U{x}. Siz = v, porel Lema 6, en T,,,_4
existe D un «(7T')-conjunto que contiene a y tal que pnly, D] = {y}, entonces
D, = (D \ {v}) U{y,w}. En todos los casos D; es un conjunto dominante de
T, de orden y(T'), por lo tanto, D; es un y(7;)-conjunto que contiene a z.

0

3.3. La caracterizacion

TEOREMA 3.5. Si T es un drbol tal que T € F, entonces sd, (1) = 3.

DEMOSTRACION. La demostracién se hard por induccién sobre m. Si m = 0 en-
tonces 1" = Py tenemos que sd.(Fy) = 3.
Supongamos que m > 1y que sd(T) =3siT € Fy T,y = op'---op™ (Py).
SeaT € F,e, fe E(T). Sea T, s, sabemos que y(T¢ r) > v(T).
Consideremos dos casos:
1. Si T = op1(T,,_1), entonces, para e y f tenemos tres posibilidades:
» Cuando las aristas e, f € E(T),,—1). Entonces T, ; se obtiene de Tim-1).;
al afadir la trayectoria yrwv al vértice y € V(T(;n-1), ). Por hipétesis
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de induccién y por el Lema 3.2 tenemos que v(7,,) = v(T1n—1) + 1, pues
A(Ty,—1) es un y(71,,—1)-conjunto y A(T,,) es un (71,,)-conjunto. Enton-
ces Y(Tim-1).;) = V(Ln-1) = ¥(T) — 1. Sea D un (T, 1), ;)-conjunto,
tenemos que D; = D U {w} es un (7, s)-conjunto, y asi tenemos que
’Y(Te,f) < 'V(T)

= Si ocurre que |{e, f} N E(T,,—1)| = 1. Supongamos que e € E(T,,_1) y que
f = zw. Consideremos T{,,—1), por hipdtesis de induccién y el Lema 3.2
tenemos que Y(T(m-1),) = Y(Tm-1) = ¥(T) — 1 asi, por el Lema 3.4 existe
un (7{m-1).)-conjunto D que contiene a y. Entonces, Dy = DU {w} es
un (T, r)-conjunto y asi y(7. ) < (7).

= Si las aristas e, f € yrwv. Supongamos sin pérdida de generalidad que
e =azwy f = wv. Sea w el vértice de subdivision de f. Como y €
A(Ty,—1) v por el Lema 3.3 existe un v(7},_1)-conjunto D tal que y € D'y
pnly, D] = {y}. Entonces, D; = (D \ {y}) U {x,w'} es un (7, ¢)-conjunto
y ast ¥(Te,y) < ¥(Tw-1) +1=7(T) por lo tanto y(Te,r) < (7).

2. T = op2(T,,—1). Para e y f tenemos tres posibilidades:

» Si las aristas e, f € E(T,,—1). Tenemos que T, s se obtiene de Tim-1)e
al anadir la trayectoria yzw a y € B(T,,—1). Por hipdtesis de induccién
y el lema & tenemos que Y(T(n-1y, ;) = V(Tm-1) = ¥(T) — 1. Sea D un
Y(T(m-1). ; )-conjunto, entonces Dy = D U {w} es un (T, s)-conjunto y asi
A (Top) < H(T).

» Cuando tenemos que [{e, f}NE(T,,-1)| = 1. Supongamos que e € E(T,,_1)
y [ = yx. Sea D un y(T(;,—1),)-conjunto, entonces D; = D U {z} es un
(T s)-conjunto y asi ¥(To.g) < (T).

» Si las aristas e, f € yxw es decir, e = yx y f = zw. Sea w' el vértice de
subdivisién de f y ¢ el tnico vecino de y con etiqueta A en T,,_;. Por el
Lema 3.3 existe D un ~(7,,—1)-conjunto tal que ¥ € D y pn[y’, D] = {y'}.
Entonces, D; = {D\ {y'}} U{y,w'} es un (T ¢)-conjunto y asi y(1¢ ;) <
2(T).

En todos los casos D; es un conjunto dominante de orden +(7'), por lo tanto
sd(T) = 3. O

TEOREMA 3.6. Un drbol de orden n > 3 es de clase 3 si y solo si T € F.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 3.5 es suficiente demostrar que la condicién es
necesaria. La prueba es por induccion sobre el orden n de T'. Por el Lema 2.7, P, es el
tnico arbol de orden 4 tal que sdy(T) =3y Py € F. Sean > 5 y supongamos que el
enunciado es cierto para todo arbol de clase 3 y de orden mas pequeno que n.

Sea 1" un arbol de orden n y sd,(17') = 3. Por el Lema 2.7 los vértices soporte de
T no son fuertes. Sea P = {vy, vy, ,v;} una trayectoria de longitud méxima en 7.
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Tenemos que deg(vy) = deg(v;) = 1y deg(ve) = deg(v;—1) = 2, por lo tanto [ > 5.
Consideremos dos casos:

1. Si el vértice vg es soporte, sea T" = T'\ {v1,v2}. Por el Lema 2.8, T" es de clase
3y por hipétesis de induccién pertenece a F. Por la observacién 4, v € B(T")
entonces T' = op2(7”) y por lo tanto T' € F.

2. Si el vértice v3 no es soporte, sean 7" y T” las componentes de T — v3vy
que contienen a vy y vz respectivamente. Puesto que P es una trayectoria de
longitud méaxima de T, todos los vecinos de vz diferentes de vy son vértices
soporte. Entonces 7" es una estrella subdividida sK;; con ¢t > 1. Mas ain,
|[V(T")| > 3 de lo contrario T serfa una estrella subdividida sK; 41 lo cual
contradice que sd,(7') = 3 por el Lema 2.7. Ahora, por el Lema 2.8, 7" es de
clase 3 y asi T" pertenece a F por hipotesis de induccién. Si vy es un vértice
soporte o tiene un vecino que lo es, consideremos a Ty, ¥ Tuyvs; Sean D un
~(T)-conjunto y D’ un (7}, ., )-conjunto. El conjunto D contiene a v4 0 a uno
de sus vecinos en 7" y no contiene a vz; entonces, |[D' NV (Ty,,)| =t +1 =
IDNV(T|+ 1y |D'NnV(T")| = |DNV(T")]|, por lo tanto y(T},.,) > v(T) lo
que contradice que sd, (1) = 3. Entonces, deg(vs) = 2 y v4 es una hoja de 7" o
deg(vy) > 3y todos los vecinos de vy en 7"\ v5 estan a distancia exactamente
2 de una hoja de T, pues P es la trayectoria mas larga. En el primer caso
tenemos que vy € A(T") por la observacién 1. En el segundo caso, todos los
vecinos de vy en 1" — v5 estén en B(T") por la observacién 1 y la observacién
5, ademds, no tienen vecinos en A(7”) salvo vy. Entonces, por la observacion
4, vy € A(T") y asf T = opl(op2' ---op2!™)(1"), es decir, T € F.

OJ






CAPITULO 4
ARBOLES DE CLASE 1

Existen dos trabajos en los cuales se da una caracterizacion de los arboles de clase
1, [MynO08] y [She08a]. Nosotros estudiaremos la caracterizacién dada por Benecke
y Mynhardt en [8], pues la caracterizacion dada en [She08a] es muy parecida a la que
acabamos de estudiar para arboles de clase 3. Dicha caracterizacién se enuncia en el
siguiente teorema.

TEOREMA 4.1. Sea T un drbol de orden n > 3, sd,(T) =1 si y solo si T tiene
una hoja que no pertenece a ningun y(T)-conjunto o tiene una arista cuyos vértices
no pertenecen a ningun v(T')-conjunto.

DEMOSTRACION. Supongamos que 7' tiene una hoja u € N(T) y sea v su vértice
soporte, consideremos Ty, con w su vértice de subdivisién. Sea D" un (7, )-conjunto.
De donde, en T,, tenemos que u es una hoja y ahora w es su vértice soporte, de aqui,
Hu,w} N D'| =1.Sea D = (D' \ {u,w}) U {u} de forma que |D| = |D'| y tenemos
que, D es un conjunto dominante de T' que contiene a u tal que |D| > ~(T') puesto
que u € N(T). Por lo tanto, sdvy(T) = 1.

Ahora supongamos que 7' tiene una arista e = zy tal que x,y € N (T). Con-
sideremos T, con w el vértice de subdivision y sea D’ un +(7,)-conjunto. Como
D' > w, D'N{x,y,w} # 0 y como D’ es un conjunto dominante critico, entonces
D' N (z,y,w)| < 2. Asi, para w tenemos dos posibilidades:

» Si w ¢ D' entonces, D' es un conjunto dominante de 7" tal que = € D’ o
y € D'; y como z,y € N(T), de donde, |D’| > v(T), por lo tanto sd.(T) = 1.
s Siwe D' yax¢ D oy ¢ D'. Sin pérdida de generalidad, si z ¢ D', tenemos
que D = (D" \ {w})U{x} es un conjunto dominante de 7" que contiene a z tal

25
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que |D| = |D'|. Asi, como z € N(T), tenemos que |D| = |D'| > ~(T), por lo
tanto, sd,(T") = 1.
Ahora supongamos que sd., (1) = 1, entonces, en T existe e = uv tal que y(1¢) =
v(T) 4+ 1. Sea w el vértice de subdivisién. Para u y v tenemos dos posibilidades:

= Si alguno de los dos vértices es una hoja en T (supongamos que u es una
hoja), necesariamente v € N (T). Si existiera un vy-conjunto D de T tal que
u € D, entonces, D' = (D \ {u}) U{w} serfa un conjunto dominante de 7" con
|D'| = ~v(T'). Lo que contradice que sd,(7") = 1. Por lo tanto, T tiene una hoja
ue N(T).

» En caso de que ninguno de los dos vértices es una hoja, es decir, 6(u) > 1y
d(v) > 1. Si {u,v} C N(T), entonces la arista e = uv satisface la segunda
condicién del Teorema y ya terminamos. Supongamos que {u,v} € N(T), te-
nemos que, existe un y-conjunto D de T tal que u,v € D. de aqui, D dominaria
a T, lo que de nuevo contradice el hecho de que sd,(T) = 1.

Supongamos que alguno de los dos vértices estd en un y-conjunto y el otro no. Es
decir, u ¢ N(T) o v ¢ N(T). Entonces existe D un y-conjunto de T tal que |[{u,v} N
D| = 1. Sin pérdida de generalidad, supongamos que v € D. Vamos a demostrar varias
cosas:

a: Primero veamos que v € pn(u, D), es decir, u domina a v en T'. Supongamos
que no es asi. Sea v’ un vértice tal que v’ € (N(v) N D)\ {u}, entonces en T,
tenemos que u domina a w y u’ domina a v. De donde, todos los demads vértices
de T, siguen dominados por los mismos vértices de D que ya dominaban en 7',
es decir D > T¢, lo cual contradice que sd,(T") = 1. Por lo tanto, v € pn(u, D).

b: Ahora, sea N(v) \ {u} = {wi,ws, -+ ,w;}, puesto que v no es una hoja,
entonces t > 1. Sea T; el subarbol de T—vw; que contiene a w; y D; = DOV (T;).
Como v ¢ D, tenemos que D; > T; para cada i y ademds es minimo, pues si
no lo fuera, podriamos obtener un conjunto dominante de 7" mas pequeno que
D. Asi, w; € N(T;) para cada i = 1,--- ,t, pues si para alguna i ocurriera que
w; pertenece a un y-conjunto de 7', éste tendria a u y no tendria a v, es decir,
u no dominaria a v, lo cual contradice a.

c: Consideremos ahora un subarbol T, de T'— vw; que contiene a v. Tenemos que
v € N(T,), pues si hubiera un v-conjunto D, de T, que tuviera a v, de aqui,
podemos construir un conjunto dominante de 7,, D" = (D, \ {v})U{w}ul D;.
Entonces |D’| = |D|, pero esto contradice que sd,(T") = 1.

d: Ahora veamos que efectivamente v € N(T'). Supongamos que v € H con H
un ~y-conjunto de 7T'. Consideremos H, y H; como en b y ¢, sustituyendo D por
H. Como v € H,, tenemos que H, es un conjunto dominante de T, pero como
vimos en ¢ no es minimo, entonces, |H,| > |D,| y de aqui, |H;| < |D;| para
alguna 7. Supongamos que i = 1. Tenemos que H; domina a 77 —w; pues w; es
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el Unico vértice dominado por algin vértice de H — Hy, de donde, el conjunto
H; U {w;} es un y-conjunto de Ti, lo que contradice b.

e: Finalmente, veamos que para cada i = 1,--- , ¢ se tiene que w; € N (T). Tome-
mos ¢ fijo. Supongamos que w; € S con S un y-conjunto de 7. Consideremos
S,y S; como en b y c, sustituyendo D por S. Tenemos que S; domina a T; y
contiene a w;, entonces S; no es minimo. Hay dos posibilidades. Si para algin
J # i ocurre que |S;| < |Dj|, podemos suponer que j = 1. Por lo tanto S
domina a 7T} — w; pues w; es el Unico vértice dominado por algin vértice de
S — Si. Pero entonces el conjunto S; U {w;} es un ~-conjunto de Tj, lo que
contradice b. La otra posibilidad es que |S,| < |D,| y como S, es un conjunto
dominante de T, \ {v}, de donde, el conjunto S, U {v} es un y-conjunto de T,
lo que contradice c.

Por lo tanto, vw; es una arista de T tal que v € N (T) y w; € N(T) para todo
i=1,--- L
0

A partir de esta caracterizacion de los arboles de clase 1 y la mostrada en el capitulo
3 de los arboles de clase 3 tenemos entonces una caracterizacién completa de arboles
respecto a su nimero de subdivisién.

4.1. Algunos ejemplos

Ya tenemos ejemplos de arboles de clase 2 y clase 3. En el capitulo 2, en la Figura
2 vimos un ejemplo de un arbol de clase 2, en el capitulo 3, en la Figura 2 mostramos
como se veria un arbol de clase 3.

Veamos ahora dos ejemplos de arboles de clase 1.
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En la Figura 1 mostramos un arbol de clase 1 que satisface la primera condicién
del Teorema 4.1.

Como podemos ver, la arista e = xy satisface que z,y € N(T). Tenemos que
~v(T) =5 y si subdividimos la arista e, entonces v(7,) = 6.

De esta forma tenemos que sd, (7)) = 1.

FIGURA 1. Arbol de clase 1

En la Figura 2 tenemos un arbol de clase 2 que satisface la segunda condicion del
Teorema 4.1.
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El vértice z satisface que z € N(T). Podemos ver que ¥(T') = 6 y si subdividimos
la arista cuyo vértice final es z con el vértice w, entonces y(7;,) = 7.

Asi, sd,(T) = 1.

FIGURA 2. Arbol de clase 1

En el siguiente capitulo estudiaremos un nuevo parametro, definido en 2013, que
surgi6 a partir del concepto de subdivisién. Veremos como estan relacionados y si es
posible enriquecer las caracterizaciones que ya hemos estudiado.






CAPITULO 5
MULTISUBDIVISION

En los capitulos anteriores demostramos algunos resultados respecto al nimero
de subdivisién de una grafica, estudiamos algunas conjeturas que resultaron falsas
respecto a este pardametro y mostramos una caracterizacion para arboles respecto a
su nimero de subdivisién. En [Top13], Dettlaff, Raczek y Topp continuaron con el
estudio del nimero de subdivision de una grafica y demostraron que determinar el
numero de subdivisién de una grafica es un problema N P-completo; lo cual motivé
la definicion de un nuevo parametro, que estudiaremos en este capitulo. Veamos las
siguientes definiciones:

Sea G = (V, F) una gréfica, con |V(G)| = n, |E(G)| = m. Consideremos la si-
guiente modificacién de gréaficas. Sea e = uv € E(G), t € N; G, denota la grafica
obtenida a partir de G al subdividir la arista e con ¢ vértices, es decir, en lugar de la
arista e, tendremos una trayectoria {uzi,--- ,z,v}. Decimos entonces que la arista e
fue multisubdividida en G. Notemos que cuando t = 1, se escribe G, y se reduce al
caso de subdivision.

() (o)) (o)

FiGUurA 1. Arista multisubdividida

DEFINICION 5.1. El ntimero de multisubdivisién de una arista uv, msd(uv) es el
minimo numero de subdivisiones de la arista wv, tal que el numero de dominacion de
G, v(G) aumente.

31
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DEFINICION 5.2. El niimero de multisubdivisién de una grafica G con m > 0,
denotado por msd(G) es: msd(G) = min{msd(uv)|uv € E(G)}.

A partir de estas definiciones, nos preguntamos que similitudes y diferencias existen
entre el nimero de subdivisién y multisubdivisién de una grafica, si son comparables y
que relacion hay entre ellos, en qué casos estos parametros son iguales y en particular,
para este trabajo, nos interesa saber que ocurre en el caso en que G es un arbol.

En este capitulo estudiaremos algunos resultados dados en [Topl3| respecto al
nimero de multisubdivisién de una grafica G y analizaremos su relacién (en caso de
haberla) con su nimero de subdivisién.

5.1. Subdivisién vs. Multisubdivision

Para comenzar, prestemos atencion a una sencilla pero importante observacion
entre estos dos parametros que queremos estudiar y que nos sera util mas adelante.

Observacién. Para toda grafica G sd,(G) = 1 si y s6lo si msd(G) = 1. Es decir,
sd,(G) = 1 significa que basta subdividir una arista de G’ una sola vez para que su
nimero de dominacién aumente, es decir, msd(G) = 1.

En el capitulo 2 calculamos el nimero de subdivision de algunas graficas, veamos
que ocurre con esas mismas graficas respecto al nimero de multisubdivision.

» Sabemos que sd,(K,) = 1, entonces, por la observacién anterior tenemos que
msd(K,) = 1.

= Notemos que en un ciclo C, o una trayectoria P,, subdividir una vez cier-
to nuimero de aristas resulta en una gréafica isomorfa a la que se obtiene de
multisubdividir una arista con ese mismo nimero de vértices. Por lo tanto:

1 sin=0( mdd 3);
sdy(Py,) = msd(P,) = { 2 sin=2( mdd 3);
3 sin=1( mdd 3).

= Dado que sd,(K;,) = 1, entonces msd(K,;) = 1.

» Sabemos que Y(K,, ) = 2. Si subdividimos una arista uv, con el vértice de sub-
divisién x entonces el nimero de dominacién no aumenta, pues D = {u,v} es
un conjunto dominante. Si multisubdividimos uv con los vértices de subdivisién
x,y entonces el numero de dominacién tampoco aumenta, pues D = {u,v} es
un conjunto dominante. Pero si multisubdividimos una arista uv con los vérti-
ces de subdivisién x,y, z entonces necesitamos D = {u,y, z} para dominar a
todos los vértices. Por lo tanto, msd(K,, ) = 3.

Sabemos que en general, para una grafica G no es cierto que 1 < sd,(G) < 3
y en realidad sabemos que el nimero de subdivision de una grafica G no se puede
acotar superiormente. En [Topl13|, Dettlaff, Raczek y Topp demostraron que para
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toda grafica G, 1 < msd(G) < 3. De aqui, existe una grafica G tal que msd(G) <
sd,(G). Sin embargo, en el capitulo 2 encontramos que sd.,(K,,,) = 2 y en la seccién
anterior vimos que msd(K,,,,) = 3. Es decir, hemos encontrado una grafica G tal
que sd,(G) < msd(G). De lo anterior podemos concluir que en general estos dos
parametros son incomparables entre si.

5.2. ;Y para arboles?

En el capitulo 3 demostramos que para todo arbol 1" se tiene que 1 < sd,(T") <3
y ahora sabemos que para toda grafica G y en particular para todo arbol T, 1 <
msd(T) < 3. Es natural preguntarse cuando ocurre que sd. (1) = msd(T).

Dado que sd,(T') = 1 si y sélo si msd(T) = 1, podemos decir que los arboles de
clase 1 respecto al niimero de subdivision también son arboles de clase 1 respecto al
nimero de multisubdivisién.

Ahora, basta preguntarnos si existe un arbol 7" tal que sd,(T) =2y msd(T) =3
0sd,(T) =3y msd(T) = 2.

En el capitulo 3 estudiamos la familia F dada en [Fav09] por Aram, Sheikholeslami
y Favaron, y vimos en el Teorema 3.6 que un arbol 7" es de clase 3 siy s6lo si T" pertenece
a dicha familia. Resulta que en [Top13], Dettlaff, Raczek y Topp demuestran que si
tomamos esa misma familia F, se tiene que, para un arbol T', msd(T') = 3 si y sélo si
T € F. Por lo tanto, para todo arbol T', sd.(T)=msd(T).

De esta forma podemos saber cuando un arbol es de clase 1, 2 o 3 respecto a estos
dos parametros. Es decir,

itenemos una caracterizacién completa para arboles respecto al nimero
de subdivision y multisubdivisiéon!






[Arull]
[Fav09]
[Hed04]

[Mer01]

[Mur76]
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[S1a98)]
[Top13]
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