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Introduccion

El estudio de las dlgebras de Boole se inici6 con los trabajos de Boole (1847-1854)
y Peirce (1880), quienes se dedicaron a estudiar puramente algebras de proposiciones
o clases. Fueron Whitehead (1898) y Huntington (1904) quienes para su estudio
tomaron una perspectiva mas abstracta. Un analisis del periodo de tiempo en que se
desarrollaron dichos trabajos muestra que si la teoria de grupos puede considerarse
el area més antigua del algebra abstracta, las algebras de Boole puede reclamar el
segundo sitio, sin embargo hay una diferencia muy importante entre el estudio de
ambas areas en el siglo XX y esta fue marcada por los trabajos de Stone.

A diferencia de los pioneros en el estudio de las algebras de Boole, Stone no era un
algebrista ni un logico, él se dedicaba al analisis funcional, concretamente al estudio
de operadores en espacios de Hilbert, donde algunos de sus trabajos eran en torno al
algebra de Boole de proyecciones ortogonales conmutativas. Dicha algebra de Boole
se escapa del resultado clasico de clasificacion probado por Lindenbaum y Tarski que
afirma qué las algebras de Boole isomorfas a un algebra de subconjuntos son precisa-
mente las que son completas y atémicas. Por otro lado tampoco es obvio que exista
una representacién como subdlgebra de un conjunto potencia para dicha estructura.
Asi, para encontrar dicha representaciéon Stone comienza un estudio topolédgico en la
familia de ultrafiltros de un algebra de Boole, idea que no era parte de los métodos
algebraicos de esa época. Dicha idea se describe brevemente a continuacién mediante
una analogia.

En geometria algebraica clésica a todo anillo conmutativo unitario R se le asocia
el conjunto de todos sus ideales primos, el que se denota por Zar(R). Dicho con-
junto tiene una topologia cuyos abiertos es la familia de subconjuntos 7 = {O, }er,
definida mediante:

Oo = {P € Zar(R) | a ¢ P}.

Al conjunto (Zar(R), T) se le conoce como el espectro de Zariski del anillo R.

7



8 INTRODUCCION

Como espacio topoldgico el espectro de Zariski es un espacio Ty que en general
no es Hausdorff y ademas es casi-compacto. También, todo subconjunto cerrado de
Zar(R) es union finita de conjuntos cerrados a los que se les conoce como conjuntos
irreducibles y en particular, Zar(R) tiene una descomposicién de este tipo.

La asignacion que a todo anillo conmutativo unitario le asigna su espectro de
Zariski resulta ser funtorial al definir para f : R — S un morfismo de anillos,
Zar(f) : Zar(S) — Zar(R) mediante Zar(f)(P) = f~'(P). La asignacién Zar :
R1ng” — Top se conoce como el funtor espectro de Zariski y es ampliamente
estudiado en algebra conmutativa y geometria algebraica.

Por otro lado, se tiene una segunda asignacion que a todo anillo conmutativo uni-
tario le asocia un espacio topoldgico. Dicha asignacién asocia a un anillo conmutativo
unitario el conjunto de todos los ultrafiltros del algebra de Boole de sus idempotentes,
el que se denota por Sp(R). De manera anédloga a lo que sucede con Zar(R), la familia
de subconjuntos 7" = {Oe}eeldem( R)» cuyos elementos estdn definidos mediante:

O. = {U e Sp(R) | e ¢ U}

es una topologia en Sp(R) y al espacio topoldgico (Sp(R),7’) se le conoce como
el espectro de Pierce del anillo R.

A diferencia del espectro de Zariski de un anillo, el espectro de Pierce es un
espacio Hausdorff y compacto. De hecho, este espacio es lo que se conoce como un
espacio topolégico profinito.

Ademas, el espectro de Pierce tiene algunas propiedades analogas a las del es-
pectro de Zariski, por ejemplo, todo subconjunto abierto-cerrado del Sp(R) es unién
finita de subconjuntos abiertos-cerrados del espectro de Pierce y asi, nuevamente,
Sp(R) posee una descomposicién de esta forma. Ademds, todo morfismo de anillos
f : R — S induce una funcién continua Sp(f) : Sp(S) — Sp(R) cuya regla de
correspondencia es Sp(f)(U) = f~H(U). La asignaciéon Sp : R1ng” — Prof resulta
ser un funtor que se conoce como el funtor espectro de Pierce, donde Prof denota la
categoria de espacios topologicos profinitos.

El objetivo de este trabajo es estudiar dicho funtor usando el teorema de Dualidad
de Stone, el cual establece una antiequivalencia entre la categoria de algebras de Boole
y la categoria de espacios topoldgicos profinitos.

Un espacio topoldgico es profinito si es limite de un sistema proyectivo de espacios
topoldgicos discretos y finitos. Para entender dicha definicién es necesario conocer
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el concepto de limite de un funtor y por lo tanto en el primer capitulo se estudian
los conceptos de limite de un sistema proyectivo y el de limite de un funtor. Se dan
algunos ejemplos de limites que entre otras cosas muestran que este concepto gene-
raliza algunas construcciones basicas de la teoria de categorias y se demuestra que
en el caso de la categoria de conjuntos, el limite proyectivo de un sistema proyectivo
coincide con el limite de dicho funtor. Dicho teorema motiva una manera de definir
el limite de un sistema proyectivo de espacios topolégicos y con esto se tiene como
consecuencia la existencia de limites para sistemas proyectivos en la categoria de
espacios topologicos. Este resultado es de gran importancia pues permite construir
un espacio profinito dado cualquier sistema proyectivo de espacios topoldgicos finitos
y discretos.

Sin embargo, aparece la pregunta de: jcémo determinar de manera sencilla si
un espacio topoldgico es profinito?, cosa que de la definicion es muy dificil. Asi,
el segundo capitulo esta destinado al estudio de los espacios topolégicos profinitos.
Para esto se introducen la nocion de espacio totalmente disconexo y la de espacio
totalmente separado, las cuales son estudiadas y se muestra que la segunda nocién
es mas fuerte que la primera pero no coinciden en general. En este capitulo se define
la categoria de espacios topoldgicos profinitos y se demuestra un importante teorema
de caracterizacion de dichos espacios, a saber: un espacio topoldgico es profinito si
y sélo si es compacto y totalmente separado. Usando este teorema se dan algunos
ejemplos de espacios topolégicos profinitos.

El tercer capitulo estd dedicado a la demostracion del teorema de Dualidad de
Stone. Asi, en este capitulo se construyen las transformaciones naturales que per-
miten obtener la antiequivalencia de categorias de la que habla dicho teorema y en
la construccién de dichas transformaciones se establecen también algunos resulta-
dos de estructura para las categorias de dlgebras de Boole y de espacios topoldgicos
profinitos. También se muestra una “segunda version” del teorema de Dualidad de
Stone la cual establece una antiequivalencia entre la categoria de anillos de Boole y
la categoria de espacios topoldgicos profinitos.

En el cuarto capitulo se da la construccién del funtor espectro de Pierce de un
anillo conmutativo unitario y de algunos espacios asociados a este funtor. Para es-
to, primero se define el concepto de ideal regular y se obtienen algunas propiedades
de esta familia de ideales. También se estudian algunas propiedades de los ideales
regulares méaximos y después de mostrar su existencia se da una topologia en di-
cho conjunto. Asi, una vez definido el espectro de Pierce de un anillo conmutativo
unitario, se demuestra que este espacio topoldgico es homeomorfo al de los ideales
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regulares maximos del anillo en cuestién. Este resultado permite definir el espacio es-
tructural de Pierce de un anillo y el capitulo termina estudiando algunas propiedades
de este espacio.

Con respecto al pentltimo capitulo, este estd dedicado al uso del teorema de
Dualidad de Stone para demostrar que el funtor espectro de Pierce tiene un adjunto
derecho. Dicha adjuncion tiene como consecuencia un resultado que permite conocer
cuando el adjunto derecho del espectro de Pierce es fiel y pleno, a saber, cuando
el anillo en cuestién tiene exactamente dos idempotentes. Posteriormente se utiliza
nuevamente el funtor espectro de Pierce para definir un nuevo funtor y se demuestra
que dicho funtor también tiene un adjunto derecho.

Para terminar, en el iltimo capitulo se discuten algunas conclusiones y aplica-
ciones de teoria desarrollada y se dan referencias para el estudio de dichas aplica-
ciones.



Capitulo 1

Limites.

A lo largo de este trabajo Set denotara la categoria de conjuntos y Top la
categoria de espacios topoldgicos. También, el conjunto potencia de un conjunto X
se denota por P(X), la clase de objetos de una categoria A se denota por A y la
categoria opuesta a dicha categoria por A°?. Ademas, los conjuntos unitarios en los
que no importa quien es su elemento se escribirdn como {pt}.

En este capitulo I denotara una categoria pequena y A, B dos categorias.

1. El limite proyectivo de un sistema proyectivo.

Se recuerda la definicion de transformacion natural.

DEFINICION 1.1. Sean F,G : A — B dos funtores. Una transformacion natural
de F en G es una familia de morfismos n = {na : F(A) — G(A)}aea en B, tal que
para todo morfismo f: A — B en A se tiene que G(f)ona =npo F(f), es decir, el
siguiente diagrama conmuta:

Se usara la notacion n : F' = G para indicar que n es una transformacion natural

de F' en (.

Si F': A — B es un funtor, entonces la familia de morfismos 1 = {14 : F((A) —
F(A)}aca es claramente una transformaciéon natural. Por otro lado, si F,G, H :
A — B son funtores, n : F = G y 7 : G = H, entonces la familia de morfismos
Ton={ra0na: F(A) = H(A)}aea es natural. Esto permite hablar de la categoria
de funtores de A en B, que se denota mediante Funct(A,B), cuyos objetos son los
funtores entre A y B y los morfismos son las transformaciones naturales entre dichos
funtores.

11



12 1. LIMITES.

DEFINICION 1.2. Un sistema proyectivo de A indizado en I es un funtor [ :
I°? — A. La categoria de sistemas proyectivos de I en Set se denota mediante I".

Se define una asignacion de I°? — Set, denotada por pt;~, mediante:
pti~ (i) = {pt}

ptin(t = j) = Lipy,
dondei,j €l ei— je€ Homy(i, 7).

Dicha asignacion es un funtor y se hace notar que la asignacion en los objetos es
constante y estd determinada por el hecho de que {pt} es un objeto final en Set. De
hecho, esta ultima propiedad se transfiere al funtor definido.

LEMA 1.1. El funtor pt;n es un objeto final de la categoria 1.

DEMOSTRACION. Sea 3 € I". Se construye una transformacién natural g* : 3 =
ptin tal que para todo i € I'y x € (i), B (x) = pt.

Véase que J* esta bien definida. Sean i,5 € I 'y f : i — j. Se quiere probar que
el siguiente diagrama conmuta:

80) 22 8(i)

o

{pt} ot {pt}

En efecto, si € 5(j) entonces:

(87 o B(f))(x) = B; (B(f)(x))
= pt
= Lipy (pt)
= 1y (5 (2))
(1{pt} 0 5 )(z)
= (ptir(f) o Bj)(x)
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Esto prueba que * : = pt;a. En lo que respecta a la unicidad sea v : 8 = ptja.
Como para toda ¢ € I se tiene que 7; : B(i) — ptia(i) y ptia(i) = {pt}, entonces
para todo = € [(i), vi(x) = pt = B (). Por lo tanto, para toda i € I, 5f =~ y
asi g% = .

[

De la proposicién anterior se tiene que Hom (3, pt;a) consta de un sélo elemento.
Asi, se tiene la siguiente definicion.

DEFINICION 1.3. Si 8 € I", entonces se define el limite proyectivo de 3 mediante:
Homp~(ptrs, B)

Es comun denotar al limite proyectivo de 5 € I" mediante 1&116 o r&liel B(1).
Por otro lado, nétese que 1&16 es un conjunto pues @5 C P(Homset({pt}, B(1))).
Ademss, dicho conjunto induce una familia de funciones {¢; : lmp — 5(7)}icr,
donde ¢;(n) = n;(pt). Asi, por la propiedad universal del producto en Set existe
©: I'&nﬂ — [Lic; B(2) tal que para toda i € I, m; 0 p = ;. Esta funcién permite dar
una caracterizacién como conjunto del limite proyectivo.

PROPOSICION 1.1. Si 3 € I entonces se tiene el siguiente isomorfismo de con-
Juntos:

W § = {x € [[ie; B(0) | para toda f :i— j, B(f)(z;) = 2}

DEMOSTRACION. Se define L := {x € [[,.; 6(¢) | paratoda f : i — 7, B(f)(x;) =
x;} y sea ¢ la funcién construida en el parrafo previo. Se afirma que esta funcién es
la buscada.

Sin € lim 3, entonces por construccién ©(n) € [1,e; B(i). Por otro lado, si f :
1 — j, entonces:
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Esto prueba que im(yp) C L. Por otro lado, si € L entonces se define n € T&lﬁ
de manera que para toda i € I, n(pt) = ;. Veamos que 7 estd bien definida y para
estosean i,j € I y f : 1 — j. Se quiere probar que el siguiente diagrama conmuta:

A Ptra(f) .
ptin(j) ——= ptr(3)

njl lm

87) —= B)

Para ver esto se evalua en pt:

(B(f) omy)(pt) = B(f)(n;(pt))
= B(f)(x;)
= n:(pt)
= 0i(Lipey (1))
= (mi © Lipty) (pt)
= (n; optrn(f))(pt)

Por lo tanto 7 € lim 8. Ademds, ¢(n)(i) = mi(e(n)) = (m o @)(n) = ¢i(n) =
n;(pt) = x;. Esto prueba que L C im(p), de lo que se concluye que L = im(¢p).

Para probar que ¢ es inyectiva, sean 7, 7 € lim /3 tales que ¢(n) = ¢(7). Entonces,
para todo i € I se tiene que (m; 0 p)(n) = m(p(n)) = mi(p(7)) = (m; 0 p)(7). Pero de
la propiedad universal del producto se deduce que ¢;(n) = ¢;(7) v asi n;(pt) = 7:(pt).

Este razonamiento permite concluir que para toda ¢ € I, n; = 7;. Por lo tanto

2. El limite de un funtor.

DEFINICION 1.4. Sea F': A — B un funtor.

1. Un cono de F es una pareja (B,{pa}aca) tal que B € B y para todo A € A
se tiene un morfismo pa : B — F(A) tal que para toda f : A — A’, con
A A € A, se tiene que F(f)opa =par.
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2. Un limite de F' es un cono (L, {pa}aca) de F, tal que para todo cono (M, {qa}aca)
de F, existe un unico morfismo m : M — L tal que para todo A € A,
paom = qa. En un diagrama conmutativo esto seria:

PA) —P ()
Y Dar
L
A
ga 'yy
M

PROPOSICION 1.2. Sea F : A — B un funtor. Si F tiene un limite entonces este
es unico salvo isomorfismo.

DEMOSTRACION. Sean (L,{pa}taca) v (L',{qa}aea) dos limites de F. Como
(L', {qa}aca) es un cono de F, entonces existe un unico morfismo m : L' — L
tal que para todo A € A, py om = qa.

Por otro lado (L, {pa}aca) es un cono de F', entonces existe un tinico morfismo
m' : L — L' tal que para todo A € A, gaom/ = pa.

Asi, para todo A € A se tiene que pso(mom’) = ps. Pero tomando (L, {pa}aca)
como un limite de F' y (L,{pa}aca) como cono, se cumple que para todo A € A,
paolp =paymom/ 1 : L — L. Luego por unicidad mom’ = 1;.

Un argumento similar muestra que m’ om = 15, y por lo tanto L = L'. U

El siguiente resultado muestra que los conceptos desarrollados en este capitulo
son esencialmente el mismo.

TEOREMA 1.1. §i 8 € I entonces 1&15 es el limite de [3.

DEMOSTRACION. Como se vio anteriormente @ [ es un conjunto y este induce
una familia de funciones {y; : l&lﬁ — (i) }ser cuya regla de correspondencia es

wi(n) = ni(pt).
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Nétese que (@5, {@i}icr) esun conode Bpuessii,j€l, f:i—jyne l'glﬁ,
entonces:

B(f)(e;(n))

B(f)(n;(pt))
i(Pt)

i(n)

1l
€ 3

Sea (M,{¢;}icr) un cono de . Por la propiedad universal del producto en Set
existe una tnica q : M — [[,.; 6(4) tal que para toda i € I, m; 0q = g;.

Se afirma que im(q) C @5. Para probar esto considere 4,5 € I, f : i — j vy
m € M. Entonces, se tiene que:

Esto prueba que im(q) C 1'&15.

Se considera ahora i € I. Se quiere probar que ¢; o ¢ = ¢; y para esto basta con
probar que estas funciones tienen la misma regla de correspondencia.

Sim € M, entonces:

La unicidad de ¢ es consecuencia de la propiedad universal del producto. Por lo
tanto @ﬁ es el limite de f3.
O
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Una consecuencia inmediata de la proposicion anterior es la siguiente:

COROLARIO 1.1. §i 8 € I entonces el el limite proyectivo de [3 es tinico y es
1somorfo al limite de B y al conjunto

L ={x €[l,;;80) | para toda f:i—j, B(f)(x;) = x;}.

CONVENCION 1.1. El concepto de limite proyectivo puede usarse en otras cate-
gorias, por ejemplo, en Top. Se usard el término limite proyectivo y limite de manera
indistinta para cualquier sistema proyectivo de conjuntos ¢ de espacios topologicos.

El limite de un funtor generaliza muchas construcciones basicas de la teoria de
categorias. Los siguientes ejemplos muestran en qué sentido se afirma esto.

EJEmpLO 1.1. Sea F' : 1T — A wun funtor donde la categoria 1 es discreta. Se
recuerda que una categoria discreta tiene como objetos los elementos de un conjunto,
digamos I, y los inicos morfismos son las identidades en cada elemento de I.

Se afirma que si el limite de F' existe, y este es (L,{p; : L — F(i)}ic1), entonces
L = [l,e; F(i). Para probar esta afirmacion se prueba que L cumple la propiedad
universal del producto de la familia {F(i)}icr. Sea una familia de morfismos {f; :
A — F(i)}ier donde A € A. Al satisfacerse de manera trivial que para todo i € I,
F(1;) o fi = 1pw o fi = fi, la propiedad universal del limite permite concluir que
existe un unico f : A — L tal que para todo v € I, p;o f = f;. Pero esto ultimo es la
propiedad universal del producto.

Lo que muestra este ejemplo es que si el limite de un funtor cuyo dominio es una
categoria discreta existe, este es isomorfo al producto de una familia de objetos en
el codominio. Por otro lado, se puede realizar el proceso inverso, es decir, partir de
una familia de objetos indizada en un conjunto no vacio y definir un funtor dotando
al conjunto indicador con estructura de categoria discreta. Asi, el producto de dicha
familia existe si y solo si dicho funtor tiene limite.

EJEMPLO 1.2. Sean A,B,C € A, o € Homy(A,C), f € Homy(B,C) y F :
A — B un funtor. Nuevamente supéngase que F' tiene limite, sea este (L, {pp : L —
F(D)}pega,p,cy)- Se afirma que L = P(F(c), F(3)) donde P(F (), F'(B)) denota la
fibracion (pullback) de F(«) y F(f).
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En efecto, como F(a)opa y F(B)opp son morfismos de L — F(C), al ser L el
limite de F, se cumple que F(a)opa = F(B)opp = pc. Asi, el siguiente diagrama
conmuta:

I pA F(A)
PB\L F(a)
F(B) —— F(C)

Si para D € B ezisten dos morfismos fa : D — F(A) y fg : D — F(B)
tales que F(a) o fa = F(B) o fg, entonces definase fo : D — F(C) como fo =
F(a) o fa = F(B) o fg. Ast, de la propiedad universal del limite existe un tunico
morfismo f: D — L tal que ppo f = fa, ppof = [ ypcof = fc. Esto muestra
que L satisface la propiedad universal de la fibracion de F(«) y F(B). Por lo tanto
se concluye que L = P(F(«), F(5)).

EJEMPLO 1.3. Este ejemplo se obtiene al adaptar la construccion del ejemplo
1.2. Sean A,B € A, a,f € Homuy(A,B) y F : A — B un funtor. Si F tiene
limite y este es (L,{pp : L = F(D)}pea,py), entonces L = Eq(F (), F(B)), donde
Eq(F(«a), F(B)) denota el igualador de F(«) y F(5).

3. El limite en la categoria de espacios topolégicos.

A todo conjunto parcialmente ordenado (I, <) se le puede asociar una categoria
7 cuyos objetos son los elementos de I y para todo ¢,7 € I se define:

{pt}, Sii<j
0, e.o.c.

Homz(i,7) = {

De la definicién resulta claro que Z es una categoria pequena y localmente
pequena.

DEFINICION 1.5. Un conjunto parcialmente ordenado (I,<) es un conjunto di-
rigido si para todo i,5 € I existe k € I tal que 1 <k y j < k.
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Sean 7 la categoria asociada a un conjunto dirigido (I, <)y f un sistema proyecti-
vo de Top indizado en Z. Para todo 4, j € I se denotard X; := (i) y 5] := B(i — j),
donde se hace notar que 3} : X; — X; es una funcién continua.

Asi, el conjunto L definido en el corolario 1.1 se puede escribir como:

L={z€[l,e;Xi| paratoda f:i— j, Bl(z;) =z}

Dado que L C J],.; Xi, entonces L es un espacio topoldgico con la topologia
inducida por [, ; X;. Asi, la funcién inclusiéon ¢ : L — [],.; X; es continua y por
lo tanto para toda ¢ € I, la funcién p; : L — X; definida mediante p;, = m; o ¢ es
continua pues las proyecciones del producto {m;};c; son continuas.

Se tiene el siguiente resultado.

PROPOSICION 1.3. Fl limite proyectivo de 8 es (L, {p;}icr)-

DEMOSTRACION. Para ver que (L, {p;}icr) es un cono de S sélo resta probar que
si 4,7 € I son tales que ¢ < j, entonces 3] o p; = p;. Nuevamente basta ver que estas
funciones tienen la misma regla de correspondencia y para probar esto sea x € L,
entonces:

(B! o pj)(x) = Bl (x)

:x’b

= pi(x).

Para terminar considerese M un espacio topoldgico y {m; : M — X, };c; una fa-
milia de funciones continuas tales que (M, {m;};cr) es un cono de §. Por la propiedad
universal del producto topoldgico existe una unica funciéon continua m : M —
[L;c; Xi tal que para todo i € I, m; o m = m;.

Se afirma que im(m) C L y para probar esto sean © € M e i,j € [ tales que
i < j. Al evaluar en m(x);:
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Por lo tanto im(m) C L y asi L es el limite proyectivo de 3. O

Notese que aunque la prueba del resultado anterior se realizé para sistemas
proyectivos inducidos por un conjunto dirigido, nunca se utilizé la propiedad de
ser conjunto dirigido. Sin embargo en muchos textos clasicos de topoldgia general
las construcciones de limites se hacen para este tipo de sistemas (ver [E, pp 98—104]
6 [W, pp 211-214)).



Capitulo 2

Espacios topoldégicos profinitos.

Para X un espacio topolégico se denotard por Clopen(X) = {A C X | A es
abierto y cerrado en X}. Para x € X la componente conexa de dicho punto se
denota por C,.

1. Espacios totalmente disconexos.

Si X es un espacio topoldgico conexo, entonces la componente conexa de todo
punto es X. La nocién dual a la de espacio conexo es la de espacio totalmente
disconexo pues en estos espacios la componente conexa de todo punto tiene un tinico
elemento que es el punto en cuestién.

DEFINICION 2.1. Un espacio topolégico X es totalmente disconexo si para todo
re X, C,={z}.

Es importante mencionar que la nocién de espacio totalmente disconexo no gene-
raliza la nocién de espacio inconexo pues el espacio X = {pt} con la topologia discreta
es totalmente disconexo y conexo. Por otro lado, existen espacios que son disconexos
pero no totalmete disconexos. Por ejemplo, X = [0, 1]U[2, 3] con la topologia inducida
de R es disconexo pero no es totalmente disconexo pues Cy = [0, 1].

Algunas propiedades relativas a espacios totalmente disconexos se muestran en
el siguiente resultado.

PROPOSICION 2.1. Si X es un espacio topoldgico, entonces:

1. X es totalmente disconexo si y solo si todo conexo es unitario.

2. 51Y C X esun espacio con la topologia inducida y X es totalmente disconexo
entonces Y es totalmente disconexo.

3. St {X;}ier es una coleccion no vacia de espacios totalmente disconexos en-
tonces [[,c; Xi es un espacio totalmente disconexo con la topologia producto.

21
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DEMOSTRACION. Para la ida de la afirmacién 1 sean X un espacio totalmente
disconexo y C' C X un conexo. Como C' # () existe z € C' vy, por ser la componente
conexa de x el conexo mas grande que tiene como elemento a x, se tiene que C' C
C, = {z}. Asi, se concluye que C' = {z}. Para el regreso considere z € X. Como
C, es un conexo y = € C, entonces C, = {x}. Esto prueba que X es totalmente
disconexo.

Para la afirmacién 2, sea z € Y y denétese por CY la componente conexa de z en
Y. Como x € X y C, es el conexo més grande que tiene como elemento a x entonces
CY C C, = {z}. De esto se concluye que CY = {x}.

Si {X}ier es una coleccion de espacios totalmente disconexos y C' C [],.; X; es
conexo, entonces para todo i € I, m;(C) C X; es conexo pues m; es continua. Por la
afirmacion 1 de esta proposicién existe un unico z; € X; tal que m;(C) = {z;} y por
lo tanto C' = {(z;);er }. Al usar nuevamente la primera afirmacién de esta proposiciéon
se tiene que [[,.; X; es totalmente disconexo. U

En este trabajo tendra mayor importancia una nocién topolégica més fuerte que
la estudiada hasta este momento.

DEFINICION 2.2. Un espacio topolégico X es totalmente separado si para todo
x,y € X conx #y, existen U,V € Clopen(X) tales quex € U, y € V yUNV = .

De la definicién es claro que todo espacio totalmente separado es Hausdorff. Sin
embargo, hay espacios Hausdorff que no son totalmente separados, por ejemplo, R
con su topologia usual.

Los espacios totalmente separados cumplen dos propiedades andlogas a las mostradas
en la proposicién 2.1 para espacios totalmente disconexos. Se tiene asi el siguiente
resultado.

PROPOSICION 2.2. Si X es un espacio topoldgico, entonces:

1. X es totalmente separado si y solo si para todo x,y € X con x # y, existe
U € Clopen(X) tal quex €U yy ¢ U.

2. 51Y C X esun espacio con la topologia inducida y X es totalmente separado
entonces Y es totalmente separado.

3. St {X;}ier es una coleccion no vacia de espacios totalmente separados en-
tonces [[,c; Xi es un espacio totalmente separado con la topologia producto.
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DEMOSTRACION. Para la afirmacion 1 el regreso es claro. Para la ida sean x,y €
X con z # y. Por hipétesis existen U,V € Clopen(X) tales que z € U,y € V' y
UNV =0. Asi, V C X\ U y por lo tanto y ¢ U.

Si Y C X es un subespacio topolégico y =,y € Y con = # y, entonces por la
afirmacién 1 existe U € Clopen(X) tal que z € U y y ¢ U. Por definicién de la
topologia inducida se tiene que U N'Y € Clopen(Y) y claramente x € UNY y
y¢euny.

Sean {X;};c; una coleccién de espacios totalmente separados y z,y € [[,c; Xi
tales que x # y. Dado que existe iy € I tal que z;, # vy;,, entonces existe U;, €
Clopen(X;,) tal que z;, € U;, v y ¢ U,,. Esto permite definir una coleccién de
conjuntos indizada en I mediante:

v = { Yo SE =0
X, Sit#i

Por definicién para todo i € I, V; C X; y ademas [[,., V; € Clopen(]],.; X;).
También se tiene que = € [[;c; Vi v y € [1;¢; Vi- Por lo tanto [];c; X; es totalmente
separado. O

Como se menciond anteriormente los dos conceptos definidos en esta seccion se
encuentran relacionados.

PROPOSICION 2.3. S1 X es un espacio totalmente separado entonces X es total-
mente disconero.

DEMOSTRACION. Sean X un espacio totalmente separadoy x € X. Como z € C,
entonces {z} C C, y si se supone que dicha contencién es propia entonces existe y €
C, tal que y # x. Asi, por la afirmacién 1 de la proposicién 2.2 existe A € Clopen(X)
talquez € Ay y ¢ A.

Por otro lado C, = (C, NA)U(C, N X\ A) y dado que C, N Ay C,N X\ A son
cerrados en X, no vacios, pues z € C,NAyy € C,NX\ A,y ajenos, estos conjuntos
forman una desconexién de C, lo que es una contradiccion pues C, es conexo. Asi,
la contencién {z} C C, no puede ser propia y por lo tanto C, = {z}. O

La proposicion reciproca de la anterior no es cierta en general. Un ejemplo de
un espacio totalmente disconexo que no es totalmente separado se construye con la
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tienda de Kuratowski-Knaster (ver ejemplo 2.6). Sin embargo, se tiene una condicién
bajo la cual ambos conceptos coinciden.

PROPOSICION 2.4. Si X es un espacio compacto y Hausdorff entonces X es to-
talmente disconexo si y solo si es totalmente separado.

DEMOSTRACION. El regreso es la proposicién 2.3. Asi, sean X un espacio com-
pacto, Hausdorff y totalmente disconexo. Dado que para todo x € X el conjunto
{A € Clopen(X) | z € A} # 0, pues X es un elemento de dicho conjunto, definase
Q. :=[){A € Clopen(X) | z € A}. Si se prueba que para todo = € X, C, = Q,,
entonces la conclusion de esta proposicion se sigue del hecho de que para x,y € X
con z # y, se tiene que y ¢ C, = {z} = Q,, y por lo tanto existe A € Clopen(X)
tal que x € Ay y ¢ A, con lo que se concluye que X es totalmente separado. Se
probard esta afirmacién.

Obviamente C, = {z} C @, y para probar la segunda contencién basta con
probar que @), es conexo pues como x € (., al ser C}, el maximo conexo con esta
propiedad, se tendré que @, C C, = {z}.

Supdngase que @), = AUB con A, B cerrados ajenos y sin pérdida de generalidad
que x € A. Dado que A y B son compactos, por ser subconjuntos cerrados de un
espacio compacto, entonces existen U,V C X vecindades ajenas de A y B, es decir,
ACU,BCV yUNV =0. Asi, como @, es compacto, por ser un espacio cerrado
en un espacio compacto, y @, C U UV, entonces existen Ay, ..., A, € Clopen(X)
tales que Q, C ﬂ?zl A, cUuuv?

Definase C' := ﬂ?zl A, y nétese que C' € Clopen(X). Ademds, U N C es un
abierto en X y se afirma que de hecho U N C' € Clopen(X). En efecto,

ISiU C X esun conjunto abierto en un espacio compacto X, entonces dada {A;};cr una familia
de cerrados en X tales que ﬂiel A; C U, se tiene que existen i1, ...,1, € I tales que ﬂzzl A, CU.
Para una prueba de esta afirmacién vedse el corolario 3.1.5 de [E, pp 124].
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(U C)nUuv)
=UnCcn)uTnNCNV)
(U cyu@ncnv)

_ Donde la segunda igualdad es consecuencia de que ¢' C U UV y por lo tanto
UNC CUUV. La quinta igualdad se obtiene al notar que U NV = (0, pues dado
y €V, como UNV =), entonces y ¢ U. Esto prueba que V'C X \ U y por lo tanto
unv =0.

De esta contencién se concluye que U N C' es cerrado en X. Como x € UNC
entonces Q, CUNC. Ademds BC Q, CUNC CUydadoqueUNV =0y
B C V, entonces B = (). Esto termina la prueba de que @, es conexo. 0

Vale la pena mencionar que en la prueba de la proposicion anterior se definié un
conjunto (), que en la literatura se conoce como la cuasicomponente del punto x € X.
Se puede probar que en todo espacio topoldgico C,, C @), v el resultado anterior mues-
tra que cuando el espacio en cuestiéon es compacto y Hausdorff ambas componentes
coinciden.

Para terminar esta seccién se muestran algunos ejemplos de espacios con las
propiedades estudiadas.

EJEMPLO 2.1. 51 X es un conjunto con la topologia discreta, entonces X es
totalmente separado pues si x,y € X con x # vy, entonces {x} € Clopen(X),
x €{x} yy ¢ {x}. La proposicion 2.3 permite concluir que X es también totalmente
disconexo.

EJEMPLO 2.2. Sea X un conjunto con la topologia cofinita. St C' C X es tal que
C = AUB con A, B C X abiertos, no vacios y ajenos, entonces X \C = X\ ANX\B
y por definicion de la topologia, X \ C' es finito. Esto prueba que si C es disconexo
entonces X \ C es finito y por lo tanto si X \ C es infinito entonces C' es conezo.
Ast, si X es infinito, entonces existen conjuntos conexos con mas de un punto, por
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ejemplo, si x,y € X con x # y, entonces {x,y} es conexo. Esto permite concluir que
st X es infinito entonces X con la topologia cofinita no es totalmente disconexo y
por la proposicion 2.3 tampoco es totalmente separado.

Un ejemplo concreto de este caso lo da la topologia de Zariski en K un campo
algebraicamente cerrado, pues el complemento de un abierto es un conjunto formado
por las raices de los generadores de un ideal en K|x] que es finitamente generado y
por lo tanto, dicho conjunto es finito.

St X es finito, entonces la topologia cofinita coincide con la discreta y este caso
ya fue discutido en el ejemplo 2.1.

EJEMPLO 2.3. Q es un espacio totalmente separado con la topologia inducida
por R pues es facil probar que para todo x,y € R\ Q con x < y, se tiene que
(z,y) € Clopen(Q). Asi, dados a,b € Q con a < b, se tiene que existe y € R\ Q tal
que a < y < b. Por lo tanto (a — |y|,y) € Clopen(Q) y es tal que a € (a — |y|,y)
yb ¢ (a—|yl,y). Por la afirmacion 1 de la proposicion 2.2 se concluye que Q es
totalmente separado y por la proposicion 2.3 dicho espacio es totalmente disconexo.

EJEMPLO 2.4. Sea p € N un primo. El campo de nimeros p-ddicos Q, es total-
mente separado® y por lo tanto totalmente disconexo. Ademds, el anillo de enteros
p-ddicos Z, == {x € Q] |x|, < 1} hereda ambas propiedades de desconexion por la
afirmacion 2 de las proposiciones 2.1 y 2.2.

EJEMPLO 2.5. Considerese C' el conjunto ternario de Cantor. Este conjunto es
totalmente disconexo pues si A C C es un conexo tal que a,b € A con a < b, en-
tonces [a,b] C A. Dado que ezxiste n € NT tal que 37™ < b — a entonces a,b € C,,
donde C,, es el n-ésimo conjunto de la construccion de C. Pero, como 37" < b—a
estos elementos no pueden estar en el mismo intervalo pues cada uno de estos mide
37" y por lo tanto [a,b] € C,. Dado que C C C, entonces [a,b] € C, lo que es una
contradiccion. Asi todos lo conexos en C son unitarios y por el teorema 2.1 C es
totalmente disconexo. Mds aun C es compacto, pues es un subconjunto cerrado con-
tenido en [0,1] que es compacto. Como dicho espacio es también Hausdorff entonces
la proposicion 2.4 permite concluir que C' es totalmente separado.

2Ver corolario 3.8 [G, pp 60-64]
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EJEMPLO 2.6. La tienda de Kuratowski-Knaster K. Sean C' el conjunto ternario

de Cantor y p = (%,%) € R2. Considere ademds E C C el conjunto de puntos
extremos del conjunto de Cantor, F = C\ E y dendtese por L; al segmento de recta

que une el punto (t,0) € C x {0} con p.
Se definen dos subconjuntos de R? de la siguiente manera:

Xp={(x,y) eR? | (v,y) €Ly, teE, yecQ}
Xp=A{(z,y) €ER* | (z,y) € Ly, te F, y eR\Q }

y sea K = Xp U Xp con la topologia inducida por R?. Dicho espacio se conoce
como la tienda de Kuratowski y Knaster.

FEste espacio es un ejemplo nada trivial de un espacio conexo, sin embargo K\
{p} es totalmente disconexo pero no totalmente separado. La prueba de estos hechos
pueden encontrarse en [Ei, pp 353-356] y [SS, pp 145-147].

2. Espacios profinitos.

DEFINICION 2.3. Un espacio topoldgico es profinito si es el limite proyectivo de
espacios topologicos finitos y discretos.

La categoria de espacios topoldgicos profinitos tiene como objetos los espacios
profinitos y como morfismos a las funciones continuas. Esta categoria se denotara por
Prof.

El objetivo de esta seccién es dar una caracterizacion de los espacios profini-
tos a partir de propiedades topoldgicas mas usuales. Para esto se requieren algunos
resultados previos.

LEMA 2.1. St X y Y son espacios topologicos con Y Hausdorff, entonces para
todo par de funciones continuas f,q : X — Y, el igualador de f y g es un conjunto
cerrado en X.
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DEMOSTRACION. Se recuerda que en la categoria de espacios topoldgicos el igua-
lador de f y g es el conjunto Eq(f,g) = {z € X|f(x) = g(z)} con la topologia
inducida por X. Para ver que este conjunto es cerrado en X se demostrarda que
X\ Eq(f,g) es abierto en X.

Sea xg € X \ Eq(f,g), entonces f(zo) # g(xo) y dado que f(xo),g(x0) € Y y Y
es Hausdorff, entonces existen U,V C Y abiertos tales que f(xg) € U, g(xg) € V' y
unv =40.

Es claro que f~1(U)N g (V) C X es un conjunto abierto en X pues f y g son
funciones continuas. Por otro lado, zg € f~1(U)Ng~ (V) y ademés f~(U)Ng (V) C
X\ Eq(f,g). Por lo tanto X \ Eq(f,g) es un conjunto abierto en X.

0

Un resultado que se deduce de la proposicion anterior y que seré de gran impor-
tancia en la prueba del teorema principal de este capitulo se muestra a continuacion:

PROPOSICION 2.5. El limite proyectivo de espacios topoldgicos totalmente sepa-
rados y compactos es totalmente separado y compacto.

DEMOSTRACION. Sea (3 un sistema proyectivo sobre Top indizado en I y como
antes dendtese para todo i € I, X; := [(i) asi como para i,j € [ coni < j a

Bl = Bi — j).

Dado que todo espacio totalmente separado es Hausdorff, entonces el limite
proyectivo de estos espacios coincide con el limite proyectivo en la categoria de es-
pacios Hausdorff que por el teorema de Tychonoff coincide, como conjunto, con el
limite en la categoria de espacios topoldgicos.

Asi, como L C [],.; X; y por las afirmaciones 2 y 3 de proposicién 2.2, [],.,; X;
es totalmente separado, entonces L es totalmente separado.

Para ver que L es compacto, ndtese que como [ [, X; es compacto, por el teorema
de Tychonoff, y Hausdorff, entonces basta con probar que L es cerrado en el producto.

En efecto, pues
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L:{JIEHXi

iel
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1<j

(3 om)(e) = ) |

Pero para todo 7,57 € I con ¢ < j, las funciones Bf son continuas al igual que
las proyecciones. Ademas, el codominio de las funciones ﬂg om; y m es X; que es
Hausdorff. Luego entonces por el lema 2.1 Eq(ﬁf om;,m;) es cerrado y como L es
interseccion de conjuntos cerrados entonces es cerrado.

O

Hay que notar que es sencillo adaptar la prueba del resultado anterior para pro-
bar que el limite de una familia de espacios totalmente disconexos y compactos es
totalmente disconexo y compacto.

TEOREMA 2.1. Un espacio topolégico es profinito si y solo st es compacto y
totalmente separado.

DEMOSTRACION. =) Sea X es un espacio profinito, entonces X = @Xi donde
todo X; es finito y discreto. Dado que todo X es finito entonces es compacto y al ser
discreto es totalmente separado. Asi, por la proposicién 2.5 X es totalmente separado
y compacto.

<) Sea X un espacio compacto y totalmente separado. Definase el conjunto
R ={RC X x X | X/R es discreto y finito} y nétese que R # () pues X x X € R.
Dado que R es un conjunto parcialmente ordenado con la contencién inversa, este
tiene estructura de categoria, la que de hecho es R°. Por lo tanto se define una
asignacién 3 : (R°?)? — Top mediante:

p(R) = X/R
Br = BR — 9)([z]r) = [z]s
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Dados R,S € R tales que R C S, es claro que 35 estd bien definida y que
es continua pues el dominio de esta funcién es un espacio discreto. Ademds esta
asignacién resulta ser un funtor. Asi, puede considerarse el (@R X/R, pr) y se
afirma que X = lim , X/R.

Se recuerda que para todo R € R se tiene la funcién proyecciéon en R 7z : X —
X/R, cuya regla de correspondencia es mr(z) = [z|g, donde x € X. Dado que X/R
tiene la topologia cociente, la funcién anterior es continua y ademas para R, S € R
tales que R C S, se tiene que 35 o mp = mg pues dado x € X:

(B o mr)(z) = BR(mr(x))
= Bi([z]r)
= [z]s

= mg(x)

Asi, por la propiedad universal del limite en Top existe una unica funcién con-
tinua A : X — l'glR X/R tal que para todo R € R, pro A = mg. Se demostrard que A
es un homeomorfismo y dado que X es compacto y l&n R X/R es Hausdorff, pues de
la proposicion 2.5 se tiene que este espacio es totalmente separado, entonces basta
probar que dicha funcién es biyectiva.

Para ver que A es inyectiva sean z,y € X con x # y. Como X es totalmente
separado existe A € Clopen(X) tal que x € Ay y ¢ A. Dado que el conjunto
{A, X\ A} es una particién de X, entonces existe una relacion de equivalencia R4 € R
inducida por esta particion. Asi, zr, # yr, v por lo tanto A\(x) # A\(y).

Respecto a la suprayectividad de A\ observese que dado que A es cerrada, pues su
dominio es un espacio compacto y el codominio un espacio Hausdorff, entonces basta
con probar que la imagen es densa en l&n R X/R. Para probar esta iltima afirmacién

sea ([2%]r)rer € Im_ X/R y se quiere probar que si V C X es una vecindad de

([®]Rr) Rer, entonces V N A(X) # () y para esto basta con encontrar una familia de
vecindades bésicas de ([z%]r)rer que satisfagan esta propiedad. Esta serd la forma
de proceder.

Dados Ry, ..., R, € R definase el conjunto Ug, g, = ﬂ?;l péj([ij]Rj). De la
definicién es claro que estos conjuntos son vecindades de ([z%]r)rer v que si V' C
lm X/R es una vecindad cerrada de ([x%|g)rer, entonces existen Ry, ..., R, € R
tales que para toda j € {1,...,n} se tiene que Vz, C X/R; es cerrado y [:L‘Rj]Rj € Vg,
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Por lo tanto para toda j € {1,...,n}, p]_{;([[L’Rj]Rj) - p}};(VRj) y asi Ug,.. .k, C
ﬂ?ﬂ pl_%Jl (VRJ) =V.

Lo que resta probar es que para cualesquiera Ry, ..., It,, € R se tiene que Ug, . gr,N
AX) # (. En efecto, sean Ry, ..., R, € Ry se afirma que existe Ry € R tal que para
todo j € {1,...,n}, Ry C R;. Es suficiente probar esto para n = 2 pues el resultado
se generaliza utilizando induccién sobre n. Sean {U;}i_, y {V;}7, las particiones

inducidas por R; y R, respectivamente, entonces es claro que X = Uf;’;l UynNVj.

Asi, el conjunto {U; NV, | U;NV; # @}:’;il C Clopen(X) es una particién finita
de X y por lo tanto esta induce una relaciéon de equivalencia Ry tal que Ry € R y
claramente Ry C Ry, R».

Regresando al caso general considerese Ry la particién tal que para todo j €
{1,...,n} satisface que Ry C R;. Dado que [#™]r, € X/Ry y como ademés para todo
j € {1,...,n} se tiene que pg,(([r7°|r)rer) = [t™]r, = [27]g,, donde la tltima
igualdad se obtiene por la construccién de Ry, entonces ([27]g)rer € Ur,.._r, . Por
otro lado es claro que A\(zf0) = ([2°]z) rer y esto permite concluir que ([27]g)rer €
Ur,....r, N AX).

U

Como primera aplicacion del teorema anterior se discutira si los espacios topoldgi-
cos mostrados en los ejemplos 2.1 al 2.6 son profinitos.

EJEMPLO 2.7. Un espacio discreto es profinito si y solo si es finito pues los
conjuntos compactos con la topologia discreta son precisamente los conjuntos finitos.

EJEMPLO 2.8. 5@ X es un conjunto con la topologia cofinita este siempre es
compacto. Sin embargo, como se vio en el ejemplo 2.2 este no es totalmente disconezxo
si X es infinito. De hecho, X es profinito con la topologia cofinita si y solo st X es
finito, pero como se menciond antes en este caso dicha topologia coincide con la
topologia discreta.

EJEMPLO 2.9. Q con la topologia inducida por R es un espacio totalmente sepa-
rado pero no es profinito pues Q no es compacto con esta topologia.



32 2. ESPACIOS TOPOLOGICOS PROFINITOS.

EJEMPLO 2.10. Sea p € N primo. El campo de nimeros p-ddicos no es profini-
to pues no es compacto. Sin embargo, el anillo de enteros p-ddicos es un espacio
profinito pues Z, = Bo(1) que es un conjunto compacto. Los resultados relativos a la
compacidad de estos espacios pueden consultarse en [G, pp 63-64].

EJEMPLO 2.11. El conjunto de Cantor C es compacto pues es un conjunto cerra-
do, por ser inteseccion de conjuntos cerrados, en un espacio compacto, a saber [0, 1].
Asi, C es un espacio profinito.

EJEMPLO 2.12. La tienda de Kuratowski-Knaster K y el espacio K\ {p} no son
profinitos pues no son totalmente separados.

El dltimo resultado de esta seccién muestra que si un espacio es Hausdorff y
compacto, entonces todas las definiciones de este capitulo coinciden.

COROLARIO 2.1. 57 X es un espacio topoldgico compacto y Hausdorff entonces
son equivalentes:

1. X es profinito.

2. X es totalmente separado.

3. X es totalmente disconezxo.

4. La topologia de X tiene una base de conjuntos abiertos-cerrados.

DEMOSTRACION. De teorema 2.1 se tiene que las afirmaciones 1 y 2 son equiva-
lentes y por la proposicion 2.4 que 2 y 3 también lo son. Para 3 = 4 supéngase que
X es totalmente separado y sean U C X un abierto no vacio y x € U. Para todo
y € X \ U existe A, € Clopen(X) tal que x € A, y y ¢ A,. Dado que X \ U es
cerrado y { X'\ Ay }yex\v es una cubierta abierta de dicho conjunto, de la compacidad
de X \ U se deduce que existen y1,...,y, € X \ U tales que X \U C UJj_, X\ A, y
por lo tanto ﬂ?:l A, CUyxe€U. Esto prueba que existe una base de conjuntos
abiertos y cerrados en X.

Para 4 = 3 sean z,y € X con x # y. Como X es Hausdorff existen V,U C X
abiertos tales que * € U,y € V. y UNV = (). Pero por hipétesis existe A €
Clopen(X) talquez € Ay ACU. ComoVC X\UyX\UC X\ A se tiene
que y ¢ A. De la afirmacion 1 de la proposicién 2.2 se concluye que X es totalmente
separado. O
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Para concluir el capitulo se van a realizar algunas observaciones. Los espacios
topoldgicos que satisfacen la afirmacion 4 del corolario anterior se conocen como
0-dimensionales. Un espacio topoldgico es un espacio de Boole si es compacto, Haus-
dorff y 0-dimensional, asi el corolario anterior afirma que para espacios Hausdorff y
compactos la propiedad de ser profinito coincide también con la de ser O-dimensional
y ambas con la de ser un espacio de Boole.

Por otro lado un espacio topolégico es de Stone si es compacto, Hausdorff y
totalmente disconexo. Por lo tanto en el corolario también puede agregarse a las
equivalencias la propiedad de ser un espacio de Stone.






Capitulo 3

El teorema de dualidad de Stone.

En este capitulo se utiliza el material basico de algebras de Boole que se encuentra
en el apéndice A, asi como el apéndice D para la parte categérica.

1. Filtros, ideales y ultrafiltros.

DEFINICION 3.1. Si B es un dlgebra de Boole entonces F C B no vacio es un
filtro sobre B si:

1. Para todo x,y € F, x Ny € F.
2. Para todo x € F yy € B tal que x <y, se cumple que y € F.

Un filtro es propio si F & B. Un ultrafiltro es un filtro propio mdzimo con respecto

al orden inducido por la contencion en el conjunto de filtros propios de un dlgebra de
Boole.

Toda &lgebra de Boole es un filtro sobre si misma. Todo filtro F en un algebra
de Boole tiene al 1. Ademés, F es propio siy sélo si 0 ¢ F. Por otro lado, la imagen
inversa de un filtro mediante un morfismo de algebras de Boole es un filtro. La familia
de filtros es cerrada bajo intersecciones arbitrarias. Por esta razén todo subconjunto
de B puede extenderse a un filtro conocido como el filtro generado por ese conjunto.
La construccion de dicho filtro es estandar pues este corresponde a la interseccion de
todos los filtros que contienen a dicho conjunto. Esta construcciéon permite probar
que la familia de filtros de un algebra de Boole forma una reticula completa respecto
a la contencién.

EJEMPLO 3.1. Si z € B, entonces el conjunto x T={y € B | x <y} es un filtro
en B. Este filtro es propio si y solo si x # 0 y de hecho este conjunto es el filtro
generado por {x} en B.

EJEMPLO 3.2. 51 X es un espacio topologico y x € X, entonces se define el
conjunto F, = {A € Clopen(X) | x € A}. Este conjunto es un filtro en Clopen(X).

35
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DEFINICION 3.2. Si B es un dlgebra de Boole entonces T C B no vacio es un
ideal sobre B si:

1. Para todo x,y € Z, xVy € L.
2. Para todo x € T yy € B tal que y < x, se cumple que y € T.

Un ideal es propio siZ & B. Un ideal propio es mdzimo si es mdzimo con respecto al
orden inducido por la contencion en el conjunto de los ideales propios de un dlgebra
de Boole.

Nuevamente toda algebra de Boole es un ideal sobre si misma. De manera dual
a como sucede con filtros, todo ideal tiene como elemento al 0 y un ideal Z es propio
siy sélo si 1 ¢ Z. Todas las propiedades restantes que satisfacen la familia de filtros
de un algebra de Boole, son satisfechas también por la familia de ideales de dicha
algebra. Asi, la imagen inversa de un ideal mediante un morfismo de &dlgebras de
Boole es un ideal y toda familia no vacia de ideales de un algebra de Boole es cerrada
bajo intesecciones. Por lo tanto todo conjunto puede extenderse a un ideal que se
conoce como el ideal generado por dicho conjunto, que nuevamente se construye al
intersectar todos los ideales que contienen a dicho conjunto. Con esto se tiene que la
familia de ideales de un algebra de Boole forma un reticula completa respecto a la
contencion.

El concepto dual al de filtro en un algebra de Boole es el de ideal. El siguiente
resultado muestra en que sentido son duales estos conceptos.

PROPOSICION 3.1. Eziste un isomorfismo de drdenes entre los ideales vy filtros
propios de un dlgebra de Boole.

DEMOSTRACION. Sea B un dlgebra de Boole y se denota por 3 ={Z & B | T es
un ideal} y § = {F & B | F es un filtro}. Se afirma que las funciones f: J — § y
g : § — J definidas mediante f(Z) ={x € B| 2 €L} y g(F) ={xr € B | 2° € F}
estan bien definidas, son morfismos de 6rdenes parciales, fog =15y go f = 15.

Para ver que f estd bien definida sea Z € J. Para probar que f(Z) es un filtro
en B sean x,y € f(Z). De la definicién se tiene que z¢ y¢ € Z y como Z es un ideal
entonces x°Vy© € Z. Al usar las leyes de De Morgan se tiene que (zAy)¢ € Z y por lo
tanto z Ay € f(Z). Por otro lado si z € f(Z) y y € B son tales que x < y, entonces
y¢ < z¢ Como z¢ € Z e 7 es un ideal entonces y° € Z y por lo tanto y € f(Z). Esto
prueba que f(Z) es un filtro de B y como 1 ¢ Z, pues Z es un ideal propio, entonces
0¢ f(Z). Por lo tanto f(Z) € §.

La prueba de que g esta bien definida es andloga. Para probar que f og = 15 sea
F € § y notese que:
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(f o g)(F) = f(g(F))
={reB[a®ecy(F)}

={reB|zeF}
=F
= 15(F)
La prueba de que g o f = 15 es andloga. Para ver que f es un morfismo de

ordenes parciales basta con ver que es una funcién mondtona, por ser biyectiva. Sean
Z,J €Jtalesque Z C J. Six € f(Z) entonces z¢ € Z y por lo tanto z¢ € 7, de lo
que se deduce que x € f(J). Esto prueba que f(Z) C f(J) y esto concluye también
la prueba de la afirmacién. O

El resto de esta seccién se estudiaran algunas propiedades de los filtros en un
algebra de Boole.

PROPOSICION 3.2. Si B es un dlgebra de Boole, entonces todo filtro propio puede
extenderse a un ultrafiltro.

DEMOSTRACION. La prueba de esta proposicién es un argumento estdndar del
uso del Lema de Zorn. Sea F' C B un filtro y considere el conjunto S = {G C B | G
es filtroy F C G}. Como F € S entonces S # () y también es claro que (S, C) es un
conjunto parcialmente ordenado.

Si {F,}aea es una cadena no vacia de elementos en S, entonces es claro que para
todo B € A, Fg C Jyen Fo y que 1 € [J,cn Fo- Se afirma que (J e Fa es un filtro
en B.

a€cA

En efecto, si z,y € UaeA F,, entonces existen ag,; € A tales que z € F,, y
y € F,,. Como {F,},ca es una cadena se puede suponer sin pérdida de generalidad
que F,, C F,, y por lo tanto z,y € F,,. Como este conjunto es un filtro en B
entonces x Ay € Fy,, y por lo tanto x Ay € |J,cn Fa-

Por otro lado si € (J,cp Fa ¥ ¥ € B es tal que < y, con la misma notacién
del parrafo anterior x € F,, y por lo tanto y € F,,, pues F,, es un filtro. Asi,
Y € Upen Fa v esto termina la prueba de que (J, . Fo es un filtro propio en B.

Lo que se ha probado es que dada una cadena de elementos en S esta es acotada
superiormente. Entonces el Lema de Zorn asegura que existe M € § maximo y esto
termina la prueba. 0
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Vale la pena mencionar que el resultado anterior se conoce como el teorema del
ultrafiltro y que fue probado originalmente por Ulam en 1929 y Tarski en 1930.
Ademas, este tiene como consecuencia inmediata la existencia de ultrafiltros en toda
algebra de Boole no trivial.

PROPOSICION 3.3. Si B es un dlgebra de Boole, entonces para todo x,y € B tales
que x £ y existe un ultrafiltro U tal que x €U yy ¢ U.

DEMOSTRACION. Sean x,y € B tales que 2 £ y. Es claro que z # 0y que y # 1,
asi que considerese el filtro (xAy©) 1. Por una observacion previa zAy¢ # 0y se deduce
de la proposicién 3.2 que existe Y un ultrafiltro tal que (zAy®) 1C U. Como xAy° < x
entonces x € Y. Por otro lado y ¢ U pues en caso contrario 0 = (x A y°) Ay € U, lo
que seria una contradiccion. Asi, U es el ultrafiltro buscado. U

COROLARIO 3.1. Si B es un dlgebra de Boole, entonces para todo x € B con
x # 0, existe U un ultrafiltro tal que x € U.

DEMOSTRACION. Sea x € B con = # 0. Entonces « £ 0 y por la proposicién 3.3
existe Y un ultrafiltro tal que x e U y 0 ¢ U. 0

PROPOSICION 3.4. Si B es un dlgebra de Boole, entonces todo filtro propio es la
interseccion de todos los ultrafiltros que lo contienen.

DEMOSTRACION. Sea F un filtro propio y deffnase ® = {U | U es ultrafiltro
y F C U}. Por la proposicién 3.2 D # () y ademés es claro que F C (D. Si la
contencién anterior fuera propia, entonces existe z € (D tal que = ¢ F. Asi, si
(FU{z°}) es el filtro generado por el conjunto F U {z°} y como z # 0, 1, entonces
existe U € © tal que F U {z¢} CU. Por hipétesis x € U y por construccién z¢ € U
por lo que 0 =z A x° € U, pero esto es una contradiccion. O

Como se menciono entre los resultados anteriores se encuentra la prueba de la
existencia de ultrafiltros asi como otras propiedades que satisface dicha familia de
subconjuntos. Por ejemplo, la proposicion 3.3 es una condiciéon de separacion de
puntos. El siguiente resultado da distintas caracterizaciones para los ultrafiltros.

PROPOSICION 3.5. Si B es un dlgebra de Boole y F & B es un filtro, entonces
son equivalentes:

1. F es un ultrafiltro.
2. Para todo x € B, x € F ¢ ¢ € F.
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3. Para todo x,y € B tales que x V y € F se tiene que x € F oy € F.
4. Existe un morfismo de dlgebras de Boole f : B — {0,1} tal que f~'(1) = F.

DEMOSTRACION. 1 = 2) Si F es un ultrafiltro y « € B es tal que z ¢ F,
entonces considere el conjunto G = {y € B | xVy € F} que es un filtro. Nétese que
0 € G siysolosixe F, por lo que este filtro es propio. Es claro que F C G y de
esto se concluye que F = G. Como z V z¢ =1 € F, entonces ¢ € G y por lo tanto
e F.

2=3)Siz,y € Bson tales que x Vy € Fy x ¢ F, entonces por 2, ¢ € F. Asi,
TNy =x°N(xzVy) €Fycomozt Ay <y, al ser F un filtro se deduce que y € F.

3 = 4) Definase f = x# que cumple con que (xz) '(1) = F. De la hipdtesis se
tiene que esto es un morfismo de algebras de Boole.

4 = 1) Por hipétesis existe un morfismo de algebras de Boole f: B — {0,1} tal
que f~1(1) = F. Sea G un filtro tal que F & G C B. Entonces, existe z € G\ F y
asi f(z) =0. Como x V¢ =1y f es morfismo, entonces f(z)V f(z¢) =1y por lo
tanto f(x°) = 1. De esto se deduce que 2 € G. Como = € G y G es filtro entonces
0=xANz¢€qG. Porloque§G=B.

0

En virtud al lema anterior el conjunto F, definido en el ejemplo 3.2 es un ultra-
filtro pues si A € Clopen(X), entonces este puede o no tener a x como elemento.
Asi, A€ F, 6 A ¢ F, segin sea el caso.

También en virtud a los resultados anteriores se puede definir lo siguiente:
DEFINICION 3.3. Si B es un dlgebra de Boole entonces se define el conjunto
Spec(B) ={U & B | U es ultrafiltro}

y para todo H C B filtro, se define
Op ={U € Spec(B) | H ¢ U}.

Sea B un algebra de Boole y dendtese por Filter(B) al conjunto de filtros de B.
La definicion 3.3 permite definir la siguiente funcion:

O : Filter(B) — P(Spec(B))
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La funcién definida tiene propiedades muy interesantes tal y como lo muestra el
siguiente resultado.

PROPOSICION 3.6. La funcién O es un morfismo inyectivo de conjuntos par-
cialmente ordenados donde Filter(B) y P(Spec(B)) son conjuntos parcialmente
ordenados respecto a la contencion. Ademds, se satisfacen las relaciones:

1. OB = Sp@C(B) Yy OlT = @
2. Para toda familia {Fi}ie; C Filter(B), Oyy,_, ry = U;c; OF.-
3. Para todo F,G € Filter(B), Opng = Or N Og.

DEMOSTRACION. Para ver que dicha asignacién es un morfismo de conjuntos
parcialmente ordenados sean F,G € Filter(B) tales que F' C G. Entonces es claro
que O C Og. Por otra lado si Or C Og, entonces Spec(B)\ Og C Spec(B)\Or y
usando la proposicién 3.4 se tiene que F' = [ Spec(B)\ Or C [ Spec(B)\ O¢ = G.

Del hecho de que la asignacién es un morfismo de conjuntos parcialmente orde-
nados se deduce la inyectividad pues si Op = Og, entonces O C Og y Og C Op.
De esto se deduce que F'C Gy G C F. Por lo tanto F' = G.

Las igualdades mostradas en 1 son consecuencia de que los ultrafiltros son filtros
propios y de que todo filtro, y por tanto todo ultrafiltro, tiene como elemento al 1. Si
{F;}icr C Filter(B), entonces para todo j € I, F; C |J,; Fi € (U,¢; Fi)- Usando el
hecho de que O es morfismo se tiene que para toda j € I, O, € Oyy,_, ) v por lo
tanto (J;c; Or, C Oy, - Por otro lado, si U € Spec(B) \ U,¢; OF,, entones para
toda ¢ € I, F; C U. Usando que U es un filtro y la definicién de filtro generado, se
tiene que (U,c; i) € U y por lo tanto U € Spec(B) \ Oy, _, r)-

Si F, G € Filter(B), entonces al ser O morfismo, se tiene que Opng € Op N Og.
Sit € OpNOg entonces F €Uy G Z U por lo que existen z € F\U yy € G\U.
Asi, zVy e FNGyxzVyé¢U, pues en caso contrario al ser U ultrafiltro, se tiene
que z € U oy € U lo que serfa una contradiccién. Esto prueba que FNG € U y por
lo tanto U € Opng, lo que prueba la contencién que faltaba.

O

COROLARIO 3.2. Los conjuntos Filter(B) y 7 = {On}nerier(n) S0n isomorfos
como conjuntos parcialmente ordenados y T es una topologia en Spec(B).

En virtud del corolario anterior, se llamara el espectro de B al espacio topolégico

(Spec(B), 7).
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El siguiente resultado permite conocer una base de la topologia en el espectro de
un algebra de Boole.

PROPOSICION 3.7. Para todo b € B los conjuntos Oy = {U € Spec(B)|b ¢ U}
son abiertos y cerrados en Spec(B) y forman una base de la topologia.

DEMOSTRACION. Sean b € B y U € Spec(B) tal que b € U. Al ser U un filtro
se tiene que b T1C U y por lo tanto U € Spec(B) \ Opr. De hecho, nétese que cada
una de las implicaciones anteriores son vélidas en la otra direccién y esto prueba la
igualdad de conjuntos.

Por otro lado, Spec(B) \ Oy = {U € Spec(B) | be U} = {U € Spec(B) | b* ¢
U} = Opeyr- De lo que se deduce que el complemento relativo al Spec(B) de este
conjunto es un abierto y por lo tanto es un cerrrado también.

Si F' € Filter(B), entonces F' = | J,.xb Ty por lo tanto Op = (J,cpp Ot Esto
prueba que dichos conjuntos son una base de la topologia para el espectro. O

NOTACION 3.1. Para todo b € B se escribird Oy en lugar de Oy y U, = Spec(B)\
Oy.

Con esta notaciéon y las ultimas dos proposiciones es sencillo probar el siguiente
resultado.

PROPOSICION 3.8. Sea B un dlgebra de Boole. Para todo a,b € B se tiene que:
1. 01 = UO = @ Yy OO = U1 = Spec(B)
2. a<bsiysdlosi O, C O, yU, CU,.
3. Oa/\b - Oa U Ob Y Ua/\b - Ua N Ub'
4. Oavb = Oa N Ob Yy Uavb = Ua U Ub.
5. Obc = Ub Yy ch = Ob

DEMOSTRACION. Todo ultrafiltro tiene como elemento al 1 por lo que O; =0 y
por lo tanto U; = Spec(B). Ningun ultrafiltro tiene como elemento al cero, entonces
Oy = Spec(B) y por lo tanto Uy = (). Esto prueba la afirmacién 1.

Sia <byU € U, entonces a € U. Como U es un filtro entonces b € U y
asi U € Uy. Por lo tanto U, C U,. Por otro lado si U, C U, entonces (U, C (| U,.
De la proposicién 3.4 se tiene que b 1= (U, v a 1= [\ U,, por lo que b 1C a 1. Asi,
b € a?y por lo tanto a < b. Ademas, por propiedades del complemento relativo es
claro que O, C O, si y sélo si U, C U, y esto concluye la prueba la afirmacion 2.
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Para la afirmacién 3 nétese que (a A b) = (a T V b 1). Por lo tanto de la
proposicién 3.6 se deduce que Oupp = Ot v 5y = Oy U Op. La segunda afirmacién
se obtiene al aplicar el complemento relativo al Spec(B) en la igualdad anterior.

La afirmacién 4 se deduce de la igualdad a T A b 7= (a VvV b) 1y de la proposicién
3.6 se deduce que Ouyp = Opt & 11 = O, N Op. Nuevamente la segunda afirmacién se
obtiene al aplicar el complemento relativo al Spec(B) en la igualdad anterior.

Para la tltima afirmacién si U € Spec(B), entonces U € Oye si y sélo si b° ¢ U
y al ser U ultrafiltro esto sucede si y sélo si b = (b°)¢ € U. Por lo tanto U € U, y de

esto se concluye que Oy = U,,. Para la segunda igualdad aplicar la igualdad probada
a be. U

También se tiene el siguiente resultado.

COROLARIO 3.3. Sean B un dlgebra de Boole y a,b € B. Entonces son equiva-
lentes:

1. O, =0,
2.U, =0,
3.a=25

DEMOSTRACION. Es claro de la definicién que 1 = 2. Para probar que 2 = 3
supéngase que U, = U,. Entonces (U, = [ Us, pero por la proposicién 3.4 a t= (U,
y b t= (U,. Por lo tanto a = b 1 y de esto se concluye que a = b. La prueba de
que 3 = 1 es obvia. 0

El obtener de manera explicita el Spec(B) para un algebra de Boole B es en
general complicado. Por ejemplo, dado un lenguaje de primer orden puede definirse
el algebra de Lindenbaum de dicho lenguaje, la que resulta ser un algebra de Boole.
En este caso Spec(B) = 2N donde 2N es el espacio de sucesiones de ceros y unos, que
de hecho es homeomorfo al conjunto clasico de Cantor. La prueba de esta afirmacién
puede encontrarse en [Ha).

2. El teorema de dualidad de Stone.

El primer objetivo de esta seccién es exhibir que el espectro de un algebra de
Boole es funtorial.

PROPOSICION 3.9. Si B es un dlgebra de Boole, entonces Spec(B) es un espacio
topoldgico profinito.
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DEMOSTRACION. Por el teorema 2.1 la afirmacién es equivalente a probar que
Spec(B) es un espacio totalmente separado y compacto.

Sean U,V € Spec(B) con U # V. Por ser U un ultrafiltro, entonces U € V'y
asi existe b € B tal que b € U y b ¢ V. Esto significa que Y ¢ O, y V € O,. De la
proposicién 2.2 se concluye que Spec(B) es un espacio totalmente separado.

Para ver que Spec(B) es compacto supéngase que Spec(B) = (J;c; Op, v que
no existe una subcubierta finita de dicha cubierta. Notese que basta con considerar
cubiertas formadas por elementos de la forma O, pues estos elementos son base de la
topologia del espectro. Entonces el conjunto F = {b € B | Jiy, ..., i, € I,b;, A...A\b;, <
b} define un filtro en B y ademds 0 € F si y sélo si existen iy, ..,i, € I tales que
bi, A...A\b;, = 0. Pero si esto 1ltimo se cumpliera, entonces el conjunto {O, }icq1,....n}
es una cubierta finita de Spec(B) lo que seria una contradiccion. Asi, F es un filtro
propio y por lo tanto existe U € Spec(B) tal que F C U. Usando la hipétesis existe
bj € B tal que U € Oy, es decir, b; ¢ U y por lo tanto b5 € U. Por otro lado, b; € F
y por lo tanto 0 = b; A b € U lo que es una contradiccion. O

La proposicién anterior permite derivar una serie de resultados muy importantes.
El primero de ellos permite clasificar a todos los conjuntos abiertos-cerrados en el
espectro.

COROLARIO 3.4. Si U C Spec(B), entonces U es un abierto-cerrado si y solo si
existe b € B tal que U = U,,.

DEMOSTRACION. No hay nada que probar en el regreso. Para la ida conside-
re U C Spec(B) un abierto-cerrado. Como Spec(B) es compacto entonces U es
compacto y dado que U = |J,cy Uy para X C B, entonces existen by, ..., b, € B tales
que U = J._, Uy, = Up,v..w,, donde la tltima igualdad se tiene por la proposicién
3.8. OJ

El siguiente resultado serd de gran importancia en el teorema principal de este
capitulo.

COROLARIO 3.5. Toda dlgebra de Boole es isomorfa al dlgebra de Boole de los
conjuntos abiertos-cerrados de su espectro.

DEMOSTRACION. Sea B un dlgebra de Boole y se define:

(3.1) ng : B — Clopen(Spec(B))
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b|—>Ub

Por la proposicién 3.8 esta funcién es un morfismo inyectivo de algebras de Boole
y por el corolario anterior esta funcion es suprayectiva. Asi, es un isomorfismo. [

Nétese que la funcién definida en la ecuacién (3.1) tiene un subindice que hace no-
tar la dependencia de esta respecto al algebra de Boole en cuéstion. Esta observacién
es muy importante ya que posteriormente se demostrara que esta funcién establece
un isomorfismo natural entre dos funtores. Ademas dicha asignacion se conoce en la
literatura como el isomorfismo de Stone.

El siguiente corolario, que si bien no tiene gran relevancia para nuestro objetivo,
es un teorema de estructura para las algebras de Boole y es uno de los resultados
mas importantes del trabajo de Stone pues dice que los conjuntos potencia contienen
a todas estas dlgebras.

COROLARIO 3.6. (Teorema de representacion de Stone) Toda dlgebra de Boole
es isomorfa a una subdlgebra de Boole de subconjuntos de un conjunto.

DEMOSTRACION. Sea B un élgebra de Boole y definase X = Spec(B). Es sencillo

ver que X es un conjunto pues X C P(B) y por el corolario 3.5 se tiene que B =
Clopen(Spec(B)). Ademsés es claro que Clopen(Spec(B)) C P(X). O

La importancia del resultado anterior radica en que durante mucho tiempo se
quizo clasificar a las algebras de Boole y se crefa que todas ellas eran isomorfas a un
algebra de subconjuntos. Sin embargo, Lindenbaum y Tarski (1935) probaron que las
algebras de Boole que son isomorfas a un algebra de subconjuntos son precisamente
las que son atomicas y completas. Asi, el resultado anterior dice que aunque el
resultado buscado no es cierto para algebras de Boole en general, siempre hay una
representacion en un algebra de subconjuntos. Por otro lado se puede dar una prueba
del teorema de representacion de Stone que no depende de la topologia, esta se puede
consultar por ejemplo en [H, pp 205].

El siguiente corolario dice que para algebras de Boole finitas el espectro se puede
determinar de manera sencilla y de hecho este se vuelve trivial.

COROLARIO 3.7. Sea B un dlgebra de Boole, entonces B es finita si y sélo st
Spec(B) tiene la topologia discreta.
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DEMOSTRACION. =) Supdngase que B es un dlgebra de Boole finita. Dado que
Spec(B) C P(B), entonces Spec(B) es finito. Como dicho espacio es Hausdorff,
entonces Spec(B) tiene la topologia discreta.

<) Por el isomorfismo de Stone se tiene que B = Clopen(Spec(B)). Asi, como
Spec(B) tiene la topologia discreta se tiene que Clopen(Spec(B)) = Spec(B) y por
lo tanto B = Spec(B). Como el espacio Spec(B) es compacto y discreto entonces
es finito y del isomorfismo se deduce que B es finita. 0

Regresando al objetivo planteado al inicio de esta seccion nétese que la proposi-
cién 3.9 tiene como consecuencia directa la definicion, a nivel de objetos, de una
asignacion de la categoria de algebras de Boole a la de espacios topoldgicos profini-
tos.

Por otro lado también se induce una asignacién entre los morfismos de la categoria
de dlgebras de Boole y de espacios topoldgicos profinitos, pues si f : B — B’ es un
morfismo de &dlgebras de Boole, entonces este induce una funcién continua Spec(f) :
Spec(B’) — Spec(B). Asi, si U € Spec(B’) entonces por la proposicién 3.5 existe
g : B — {0,1} un morfismo de &lgebras de Boole tal que g~'(1) = U. Como
go f: B — {0,1} es un morfismo de dlgebras de Boole, nuevamente al aplicar la
proposicién 3.5 se tiene que f~H(U) = (go f)71(1) C B es un ultrafiltro. Con esto
se concluye que la regla de correspondencia es Spec(f)(U) = f~1(U). Adema4s, esta
funcion es continua pues, si b € B:

Spec(f) 1 (Oy) = {U € Spec(B') | Spec(f)(U) € Oy}
= {U € Spec(B') | [ (UU) € Oy}
= {U € Spec(B') | b ¢ fH{U)}
= {U € Spec(B') | f(b) ¢ U}
= Or)

La prueba de que la asignacion Spec : Bool” — Prof es funtorial, es una
consecuencia directa de las propiedades de la imagen inversa de una funcion.

El siguiente objetivo es ver que la asignacion que a cada espacio topolégico profini-
to le asocia el algebra de Boole de sus conjuntos abiertos-cerrados, es también fun-
torial.

PROPOSICION 3.10. Todo espacio topoldgico profinito es homeomorfo al espectro
del dlgebra de Boole de sus conjuntos abiertos-cerrados.
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DEMOSTRACION. Sea X un espacio topoldgico profinito y se define la asignacién
(3.2) Tx : X — Spec(Clopen(X))

z— F,

donde F, es el ultrafiltro definido en el ejemplo 3.2.

Como X es un espacio compacto y Spec(Clopen(X)) es Hausdorff, para ver que

Tx es un homeomorfismo basta con probar que es continua y biyectiva (ver [E, pp
12-13]).

Si U € Clopen(X), entonces nétese que 7 (Oy) = {z € X | 7x(z) € Oy} =
{reX | F,eOp}t={2eX|U¢F,}={reX|x¢U}=X\U. Dado que

este conjunto es abierto entonces 7x es continua.

Para z,y € X tales que z # y y al ser X profinito se tiene que existe U €
Clopen(X) talquez e Uy y ¢ U. Ast, U € F, y U ¢ F, y por lo tanto F, # F,.
Esto prueba que 7x es inyectiva.

Sea U € Spec(Clopen(X)) y considerese el conjunto & ={Y C X | Y € U}.
Como U es un filtro entonces & es cerrado bajo intersecciones finitas y como X
es Hausdorff entonces (& # 0.! Sea € (& y si Y € U, entonces © € Y pues
x € (6. De esto se deduce que U C F, y como () ¢ F, entonces F, es un filtro
propio. Por lo tanto U = F, y esto concluye la prueba de que 7x es suprayectiva. [J

Nuevamente hay que notar que la funcién definida en la ecuacion (3.2), a la que
se le conoce como el homeomorfismo de Stone, depende del espacio en cuestién y
la razon por la cual esta lleva un subindice es porqué esta establece un isomorfismo
entre dos funtores. Sin embargo, antes de probar esto hay que definir todavia un
funtor entre la categoria de espacios topoldgicos profinitos y algebras de Boole.

La definicién a nivel de objetos es estandar pues a todo espacio topoldgico profini-
to se le asigna el conjunto de sus subconjuntos abiertos-cerrados, que es un algebra
de Boole. A nivel de morfismos la asignacién es nuevamente contravariante y a to-
da funcién continua entre espacios profinitos f : X — Y se le asocia una fun-
cién Clopen(f) : Clopen(Y) — Clopen(X) cuya regla de correspondencia es
Clopen(f)(U) = f~Y(U). Por continuidad esta funcién estd bien definida y por
propiedades de la imagen inversa es un morfismo de algebras Boole.

Wer [E, pp 12-13]
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Asi, la asignacién Clopen : Prof” — Bool es funtorial nuevamente por propiedades
de la imagen inversa.

Se termina esta secciéon probando un importante resultado relativo a los dos
funtores definidos anteriormente.

TEOREMA 3.1. (Dualidad de Stone) Existe una antiequivalencia entre las cate-
gorias Bool y Prof dada por los funtores Spec : Bool” — Prof y Clopen :
Prof? — Bool.

DEMOSTRACION. Por el teorema D.2, lo tinico que falta demostrar es que Speco
Clopen = 1p.or y que Clopen o Spec = 1goo1. Para el primer caso sea f: X — X'
una funcién continua entre espacios profinitos. Se quiere probar que el siguiente
diagrama conmuta:

X 1Prof(f) X/

- l lfx,

Spec(Clopen(X)) Spec(Clopen(X'))

(SpecoClopen)(f)

En efecto, pues si z € X entonces:

((Spec o Clopen)(f) o 7x)(z) = Spec(Clopen(f))(F)
= Clopen(f)~'(F,

~—

= {U € Clopen(X") | f1(U) € F,}
={U € Clopen(X’) | z € f1(U)}
= {U € Clopen(X') | f(z) € U}

= F i)

= 7x/(f(2))

= (7x7 © lprot(f))(2)

En el segundo caso se quiere probar que si f : B — B’ es un morfismo de algebras
de Boole, entonces el siguiente diagrama es conmutativo:
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B 1Bool(f) B/
TIBi iUB/
Clopen(Spec(B)) Clopen(Spec(B’))

(ClopenoSpec)(f)

Para esto sea b € B, entonces:

((Clopen o Spec)(f) o n)(b) = Clopen(Spec(f))(Uy)

= Spec(f)"(Us)

= {U € Spec(B’) | Spec(f)(U) € Uy}
= {U € Spec(B') | f HU) € Uy}
={U € Spec(B) | be [ (U)}

= {U € Spec(B') | f(b) e U}

= Ufb

= np (f(b))

= (1B © 1Boal(f))(b)

3. El teorema de dualidad de Stone para anillos de Boole.

DEFINICION 3.4. Sea S un anillo unitario y no necesariamente conmutativo. Se
dice que S es un anillo de Boole si todos sus elementos son idempotentes.

Si el conjunto de los elementos idempotentes de un anillo unitario S se denota
por Idem(S), entonces S es un anillo de Boole si y sélo si Idem(S) = S.

PROPOSICION 3.11. Sea S un anillo de Boole, entonces:

1. Para todo x € S, 2x = 0.
2. S es conmutativo.
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DEMOSTRACION. Para la primera afirmacién sea x € S, entonces (z+1)% = z+1.
Pero (r+1)? =2*+2x+1 =2+ 2x+1 por lo que 2z + (z+1) = z + 1. Al cancelar
z + 1 se tiene que 2z = 0.

Para la segunda afirmacién sean x,y € S y como (r + y)? = z + y, entonces
xy +yz = 0. Dado que de la primera afirmacién 2(xy) = 0, entonces por la unicidad

del inverso aditivo xy = yz.
OJ

Denétese por BR1ng a la categoria de anillos de Boole con los morfismos de
anillos. Asi, la segunda afirmacién del resultado anterior dice que existe un encaje
de esta categoria en la categoria de anillos conmutativos unitarios con los morfismos
de anillos, la que se denotara por CR1ng.

Un primer ejemplo de anillo de Boole es el anillo cero, sin embargo, el primer
ejemplo no trivial de anillo de Boole lo constituye Zs. De hecho este anillo tiene una
propiedad muy interesante en la categoria BR1ng.

PROPOSICION 3.12. Zs es el objeto inicial de la categoria BR1ng.

DEMOSTRACION. Si S € BR1ng, entonces se define pg : Zy — S mediante
ps(0) =0y ps(1) = 1. Esta asignacién estd bien definida por la primera afirmacién
de la proposicién 3.11, es claramente un morfismo de anillos y es el inico con dominio
Zy y codominio S. U

Lo que esta diciendo esta proposicion es que todo anillo de Boole tiene en au-
tomético estructura de Zo-algebra (ver apéndice C).

Por otro lado, el siguiente resultado dice que de hecho la categoria de anillos de
Boole tiene otra presentacion con la que ya se ha trabajado antes.

PROPOSICION 3.13. Las categorias BR1ng y Bool son isomorfas.

DEMOSTRACION. Se define la asignaciéon B8R : Bool — BR1ng que a nivel de
objetos tiene por regla de correspondencia BR(B, A, V, ¢,0,1) = (B, +, ), donde las
funciones +, - : B x B — B se definen mediante:

a+b=(aNb)V (a®AD)

a-b=aANb
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con a,b € B.

Es sencillo ver que con estas operaciones (B, +,-) es un anillo conmutativo uni-
tario. Ademads, es un anillo de Boole pues al ser B un dlgebra de Boole se tiene que
para todo a € B, a A a = a.

Es claro que si f : B — B’ es un morfismo de algebras de Boole, entonces f es un
morfismo de anillos con la definicién de las operaciones que hacen de B y B’ anillos
de Boole. Por lo tanto se define BR(f) = f y también se deduce de manera sencilla
que BR es un funtor y que ademsés es fiel y pleno.

Por otro lado, si (S,+,) € BR1ng, entonces al definir las funciones V,A :
SxS—Sy .5 —= S con las reglas de correspondencia:

aNb=ab
aVb=a+b—ab
a“=1—a

donde a,b € S, se tiene que (S, V, A, 0,1) € Bool.

Asi, al definir la asignacién B : BR1ng — Bool mediante B(S, +,-) = (S, V, A, 4,0,1)
como en la discusion previa, es claro que BR y 8 inducen una correspondencia biyec-
tiva entre los objetos de las categorias Bool y BR1ng. Respecto a los morfismos
nuevamente se define B(f) = f y por lo tanto dichas categorias son isomorfas. [

Como una primera consecuencia, el resultado anterior permite dar una gran can-
tidad de ejemplos de anillos de Boole pues se recuerda que dado X un conjunto,
P(X) tiene estructura de algebra de Boole. Asi, P(X) es un anillo de Boole donde
el producto de dos subconjuntos corresponde a la interseccion de ellos.

Sin embargo, el resultado mas importante de esta seccion se obtiene al unir el
resultado anterior y el teorema de Dualidad de Stone.

TEOREMA 3.2. (Dualidad de Stone en anillos de Boole) Existe una antiequiva-

lencia de categorias entre las categorias de espacios topologicos profinitos Prof y de
anillos de Boole BR1ng.
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DEMOSTRACION. Considerese el funtor Clopen o B : Prof” — BR1ng. Para
ver que este funtor es una equivalencia de categorias se va a probar que es fiel, pleno
y denso (ver teorema D.2).

Por el teorema de Dualidad de Stone y el teorema D.2 el funtor Clopen es fiel
y pleno, y de la prueba de la proposicion 3.13 el funtor BfR también lo es. Por lo
tanto, Clopen o B*R es fiel y pleno.

Para ver que es denso sea B € BR1ng, entonces BR(B(B)) = B y como
B(B) € Bool y Clopen es denso, por el teorema de Dualidad de Stone, entonces
existe X € Prof tal que B(B) = Clopen(X). Por lo tanto B = BR(B(B)) =
BR(Clopen(X)) y esto concluye la prueba. O

Originalmente el teorema de Dualidad de Stone, que se encuentra enunciado en
[S2], establece una “equivalencia matemética” entre los anillos de Boole y los espacios
de Boole. La nocion de equivalencia matematica es lo que hoy en dia se conoce como
una equivalencia de categorias y fue usada por primera vez en el famoso articulo
Tohoku de Grothendieck. Asi, notese que del teorema 3.2 y el corolario 2.1 se deduce
la version moderna del teorema de Dualidad de Stone original, es decir, la existencia
de una antiequivalencia de categorias entre la categoria de espacios de Boole con las
funciones continuas y la de anillos de Boole.






Capitulo 4

El funtor espectro de Pierce.

En este capitulo R denota siempre un anillo conmutativo unitario. Ademas, se
recuerda que la categoria de anillos conmutativos unitarios se denota por CR1ng.

1. Ideales regulares de un anillo.

Para un anillo R se denota por Idem(R) al conjunto de sus idempotentes, el cual
es siempre diferente del vacio pues 0 es un elemento de dicho conjunto.

Definanse dos funciones binarias V, A : Idem(R) x Idem(R) — Idem(R) y una
funcién ¢ : Idem(R) — Idem(R), tales que para e, f € Idem(R):

eVf=e+f—ef
eNf=ef
ec=1—c¢
Estas funciones estan bien definidas pues si e, f € Idem(R), entonces:

(eVf)?=(e+ f—ef)
= def —ef+ fed+ f2— fef —efe—ef?+ (ef)?
—c+f—ef
=eV f

Y es muy sencillo ver que e A f, e € Idem(R). De hecho, las funciones definidas
dan estructura de dlgebra de Boole a Idem(R).

PROPOSICION 4.1. (Idem(R),A,V, €,0,1) es un dlgebra de Boole.
53
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DEMOSTRACION. Sean e, f,g € Idem(R). Primero ndtese que es claro que A es
asociativa y tanto A como V son conmutativas. Veamos que V es asociativa:

(eVfilvg=(et+f—ef)+g—(e+[f—ef)g
=et+f—ef+g—eg—fg+efg
=e+(f+g—fg)—elf+g—fg)
=eV(fVyg)

También se satisfacen las identidades de absorcion pues

(evfine=(e+ f—ef)e
=e+ fe—ef

=€

Y de manera andloga se tiene que (e A f) Ve = e. Ademds, e Ne® =e(l —e) =
e—e’=0yeVe=ct+e—eeC=e+(l—e)=1.

Para las propiedades distributivas se tiene que:

(evVfin(evg)=(e+f—ef)let+g—eg)
=eteg—eg+ fe+ fg—feg—ef—efg+efg
=e+ fg—efg
=eV(fAg)

De manera andloga se prueba que e A (fV g) = (e A f) V(e Ag) y con esto se
concluye la prueba. 0

Se recuerda que como a toda algebra de Boole se le puede asociar una estructura
de reticula, entonces el dlgebra de Boole de los idempotentes de un anillo Idem(R),
es una reticula al definir para e, f € Idem(R): e < f si e A f = e o, de manera
equivalente, e < fsieV f = f.

En esta seccion se estudiaran ciertas clases de ideales cuyos idempotentes cumplen
una caracteristica especial.

DEFINICION 4.1. Un ideal I de R es reqular si es generado por sus elementos
idempotentes. En tal caso se escribira I < R.
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EJEMPLO 4.1. Los ideales 0 y R son ideales requlares de R pues) = 0R y R = 1R.

Noétese que si R es un dominio entero, entonces Idem(R) = {0, 1}. Por lo tanto
los tinicos ideales regulares de dicho anillo son 0 y R. Sin embargo, el que un anillo
tenga exactamente dos elementos idempotentes, y por lo tanto dos ideales regulares,
no implica que dicho anillo es un dominio entero. Como ejemplo de esta afirmacion
considerese C°([0,1],R) el anillo de funciones continuas reales con dominio [0, 1].
Ahora, si f € Idem(C?([0,1],R)), entonces im(f) C {0,1}. Si se supone que f # 0
y [ # 1, entonces existen zg,z1 € [0, 1] tales que f(z9) =0y f(z1) = 1. Dado que f
es continua, el teorema del valor intermedio permite concluir que existe x5 € [0, 1] tal
que f(z2) = 3, lo que es una contradiccién. Por lo tanto Idem(C°([0, 1], R)) = {0, 1}.
Ademis C°(]0,1],R) no es un dominio entero pues las funciones f, g : [0,1] — R
definidas mediante f(z) = max{l — 2x,0} y g(z) = max{2z — 1,0} son continuas,
f+9 # 0 pero fg=0.

EJEMPLO 4.2. Considere a R con su topologia usual y a Q C R con la topologia
inducida. Si A € Clopen(Q) entonces la funcion caracteristica de A, x4 : Q — R
es continua pues para U C R abierto se tiene que:

Q, Si0,1eU
_ Q\A, Si0eUyle¢U
Gl ={ @V S i
A, Si0¢U yleU
0, Si0,1¢U

En cualquier caso x ;' (U) C Q es abierto y por lo tanto para todo A € Clopen(Q),
xa € C°(Q,R).

Ademds, es claro de la formula del producto de funciones caracteristicas que
para todo A € Clopen(Q), x4 € Idem(C°(Q,R)). Por lo tanto para todo A €
Clopen(Q), xaC°(Q,R) < C°(Q,R).

Este ejemplo es muy interesante pues muestra un anillo con una cantidad infinita
de ideales requlares pues como se dijo en el ejemplo 2.3, para cualesquiera z,y € R\Q
con x <y, se tiene que (z,y) € Clopen(Q).

El siguiente resultado da una caracterizacion de los ideales regulares.

PROPOSICION 4.2. Sea I un ideal de R. Son equivalentes:
1. I es reqular.
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2. Para todo x € I existe e € I idempotente tal que x = xe.
3. Para cualesquiera x+,...,x, € I existe e € I idempotente tal que para todo
ke{l,..,n}, o = xye.

DEMOSTRACION. Es claro que 3 = 2 y que 2 = 1. Para probar que 1 = 3 sean
Z1,...,x, € I. Usando la hipétesis existen {ey,...,e,} C Idem(R) tales que para

todo j € {1,....,n}, z; =3 1", rPe; donde r¥ € R.

7

Se define e := e, V ... Ve, y como para todo i € {1,...,m} se tiene que ¢; < e,

entonces e;e = ¢;. Asi, dado k € {1,...,n} se tiene que zpe = (3, Tgk)ei)e =

S ?"Z(k)eie =>" rgk)ei = 1. Esto prueba la afirmacién. O

El siguiente resultado muestra que el conjunto de ideales regulares de un anillo
es cerrado bajo ciertas operaciones de ideales.

PROPOSICION 4.3.

1. El producto de una cantidad finita de ideales requlares es un ideal reqular.

2. La interseccion de una cantidad finita de ideales requlares es un ideal reqular
y esta coincide con el producto de dichos ideales.

3. La suma de cualquier familia de ideales regulares es un ideal reqular.

DEMOSTRACION. Para la afirmacién 1 observe primero que si la familia de ideales
regulares es vacia, entonces su producto es R, que es un ideal regular. Asi, considere
el caso de una familia no vacia de ideales regulares que ademéas puede reducirse al
caso de dos ideales regulares, pues el resultado se generaliza utilizando induccién
sobre el numero de elementos de la familia. Entonces sean I,J < Ry x € IJ. De la
definicién del ideal I.J existen iy, ...,i, € Iy j1,...,Jn € J tales que x = Y7 ixJ.
Por la afirmacién 3 de la proposicion 4.2 existen e € [ y f € J idempotentes tales que
para todo k € {1,...,n} se tiene que ixe =i v jrf = jr. Notese que ef € I.J y que
este elemento es idempotente. Ademds, z(ef) = > ;_ (ixjx)(ef) =D r_ (ixe)(Juf) =
> r_iikjr = x. La afirmacién 2 de la proposicién 4.2 permite concluir que IJ < R.

En lo que respecta a la afirmacion 2, nuevamente se tiene que la interseccién de
una familia vacia de ideales regulares es R, que es regular y coincide con el producto
de los elementos de la familia. De manera analoga a la prueba anterior, para probar
el resultado en una familia finita no vacia de ideales regulares basta con considerar
el caso de dos ideales regulares y de hecho, por la afirmaciéon 1 de esta proposicion,
basta con probar que para I, J < R se tiene que IJ = I N J. Se recuerda que para
anillos conmutativos siempre es cierto que IJ C I N J. Por otro lado, siz € INJ
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entonces como = € [ existe e € [ idempotente tal que x = ex. Dado que x € J se
deduce que ex € I.J y esto prueba la contencién que faltaba.

Se considera ahora {I,}.ca una familia de ideales regulares de R. Si A = ()
entonces y_ A Io = 0, que es regular. Ahora, si A # () entonces sea x € A 1o
Asi, existen ay,...,a, € A tales que para todo j € {l,...,n}, 2o, € Io, y =
Z;;l T, Al usar la segunda afirmacién de la proposicion 4.2, para todo j € {1, ..., n}
existe e; € Iaj idempotente tal que Ta €5 = Tay- Sea e = e; V... Ve, y entonces es
claro que e € Y - I, y que este elemento es idempotente. Ademds, para todo j €
{1,....,n}, eje = e;. Para terminar nétese que ve = (3 7, Ta;)e = (3_j_, Ta,€j)e =
Z?Zl To, €€ = Z?Zl To;e; = . Por lo tanto Y .\ Io < R. d

DEFINICION 4.2. Un ideal reqular mdzimo es un ideal reqular que es mdzimo
con respecto al orden inducido por la contencion en el conjunto de ideales requlares
PTropLos.

Algunas propiedades de los ideales regulares maximos que seran de utilidad se
encuentran en el siguiente resultado.

PROPOSICION 4.4.

1. Todo ideal regular propio se puede extender a un ideal regular maximo.

2. Para todo e € Idem(R) no unidad existe M < R mdximo tal que e € M.

3. St M < R es mdximo, entonces para todo e € Idem(R) se tiene que e € M
6l—ec M.

DEMOSTRACION. La primera afirmacion es una prueba estandar del uso del lema
de Zorn. Sea I < R propio y se define el conjunto S = {J < R |J C R, I C J}.
Como I € S entonces S # () y ademds (S, C) es un conjunto parcialmente ordenado.
Si {Ja}aea es una cadena no vacia de elementos en S, entonces |J, . Jo €s un ideal
de R. Lo tnico que resta probar es que es regular y para ello se va a probar que este
ideal satisface la afirmacién 2 de la proposicién 4.2. Si x € [, Jo, entonces existe
ap € A tal que z € J,,. Pero como J,, < R se tiene que existe e € Idem(.J,,) tal que
r = re. Dado que e € Idem(| J . Jo) esto concluye la prueba de que (J,cp Jo < R
y como para todo S € A, Jz C | Jo, entonces el lema de Zorn permite concluir
que existe M € § maximo.

a€A

Para e € Idem(R) que no es unidad, el ideal Re es propio y regular. Por la
afirmacién 1 existe M < R maximo tal que Re C M, de donde e € M.
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Sean M < R méaximo y e € Idem(R) tal que e ¢ M. Entonces el ideal M + Re es
regular por la afirmacion 3 de la proposiciéon 4.3 y ademas M < M + Re. Usando la
maximalidad de M se concluye que M + Re = R, de lo que se deduce que existe r € R
tal que 1 —er € M. Como M es un ideal (1 —¢€)(1 —er) € M, pero (1 —e)(1—er) =
1—er—e+e*r=1-e, lo que concluye la prueba.

O

Para R un anillo se denota por Mg al conjunto de ideales regulares maximos de
R. Por otro lado, para I < R se define el conjunto Oy = {M € Mp | I ¢ M}. Es
muy sencillo adaptar la prueba de la proposicién 3.6 para probar que estos conjuntos
satisfacen las siguientes propiedades:

PROPOSICION 4.5.

1. 00:@ yOR:MR.
2. Para I,J <Q R se cumple que O~y = OrNQOy.
3. Para cualquier familia {1 }aca de ideales requlares de R se tiene que Oy

eala
UaEA Ola'

Como consecuencia de esta proposicion la coleccién de conjuntos {O;}r«r es una
topologia en Mp. Nétese que en el caso en que R es un dominio entero la topologia
definida es la indiscreta.

2. Definicion del funtor espectro de Pierce.

LEMA 4.1. Sea f: R — S un morfismo de anillos. Entonces:
1. f(Idem(R)) C Idem(S).
2. La funcion Idem(f) : Idem(R) — Idem(S) cuya regla de correspondencia
es Idem(f)(e) = f(e) es un morfismo de dlgebras de Boole.

DEMOSTRACION. Sea e € Idem(R), entonces f(e)? = f(e?) = f(e). Esto prueba
que f(e) € Idem(S) y por lo tanto la afirmacién 1.

Para probar que Idem(f) es un morfismo de dlgebras de Boole nétese primero

que como f es un morfismo de anillos entonces f(0) = 0y f(1) = 1. Por lo tanto
Idem(f)(0) =0 y Idem(f)(1) = 1.

Sean e, €’ € Idem(R), entonces:
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Idem(f)(e V€'

fleve)

(
(e+e —e€)
(e
(e

)+ (e') — f(e)f(€)
)V f(€)
Idem(f)(e) v Idem(f)(¢')

f
f
f

También se tiene que:

Idem(f)(eAe') = f(ene)

I
-
=B
[¢)
2
=

e) Aldem(f)(€')
Y para terminar la prueba que:

Idem(f)(e%) = f(e%)
=f(1—¢)
=1-f(e)
= f(e)’
= Idem(f)(e)°
[

El resultado anterior permite definir el funtor espectro de Pierce Sp : CR1ng” —
Prof mediante:

Sp(R) = Spec(Idem(R))

Sp(f: R — S) = Spec(Idem(f))

De la definiciéon es claro que este funtor resulta ser la composicién de los funtores
Idem y Spec. De ahi que es contravariante. Ademés, al espacio profinito Sp(R) se
le llama el espectro de Pierce o espectro de Boole del anillo R.
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El primer resultado que se va a probar es una propiedad del espectro de Pierce de
un anillo. Para ello se recuerda que por el corolario 3.4 para B un algebra de Boole,
U C Spec(B) es abierto y cerrado, si y sblo si existe b € B tal que U = Uj,. Se tiene
entonces el siguiente resultado.

PROPOSICION 4.6. SiU, € Clopen(Sp(R)), entonces existen ey, ..., e, € Idem(R)
tales que:
l.e= Z?:l €;.
2. Para todo i,5 € {1,..,n} con i # j se tiene que e;e; = 0.
3. Ue=U;_, U,

DEMOSTRACION. De la proposicién 3.7 y la afirmacién 5 de la proposicién 3.8
existen fi, ..., f,, € Idem(R) tales que U, = |J;_, Uy,.

Se definen e; = f; y para todo k € {2,...,n}, e, = fi A (\/f;ll f;)¢. Por cons-
truccion es claro que ey, ...,e, € Idem(R). Por otro lado si i,j € {1,...,n} y son
tales que 7 # j, entonces sin pérdida de generaliad se puede suponer que ¢ < j. Asi,
como e; < ffye; < f;, entonces eje; = e; Ae; < fP A fi = 0. Como en toda élgebra
de Boole se satisface que 0 < eje;, entonces e;e; = 0. Esto prueba la afirmacion 2.

De la construccion es claro que U, = Uy, y que para todo k € {2,...,n} se tiene
que U,, = Uy, \ (U= U;). De esto se deduce que J, U, = U}, Uy, = Us, lo que

prueba la afirmacién 3.

Mediante un argumento de induccién es sencillo probar que e;V...Ve, = Y " | e;—
Zl§i<j§n eiej+....4+(—1)"e; - ....- e,. Por la afirmacién 2 todos los términos salvo el

primero se anulan y por lo tanto e; V... Ve, = > ", €;. Como Usr o, = Ueyv..ve, =
Ui, Ue, = U, por el corolario 3.3 se concluye que e = ", e;. O

COROLARIO 4.1. Euisten ey, ...,e,, € Idem(R) tales que Sp(R) = U, U.,,
Sor e =1yparatodoi,j€ {1, ..,n} coni#j, ee; =0.

DEMOSTRACION. Como se vio anteriormente U; = Sp(R). El resultado se ob-
tiene al aplicar la proposicién anterior. 0]

Dado que el anillo cero es conmutativo y unitario, a este puede calcularse su
espectro de Pierce. El siguiente resultado muestra que sucede en esta situacion.

PROPOSICION 4.7. R =0 si y sdlo si Sp(R) = 0.
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DEMOSTRACION. Para demostrar la ida nétese que si R = 0 entonces Idem(R) =
{0}. Ademés, si F es un filtro de Idem(R) y al ser F # (), entonces F = {0}. Esto
prueba que el dlgebra de Boole Idem(R) no tiene filtros propios y por lo tanto no
tiene ultrafiltros, es decir, Sp(R) = 0.

El regreso de la proposicién es por contrapositiva. Si R # 0 entonces 1 # 0 y por
el corolario 3.1 existe U un ultrafiltro tal que 1 € U. Asi, U € Sp(R) y por lo tanto

Sp(R) # 0. .

LEMA 4.2. Sean L una reticula completa y P un conjunto parcialmente ordenado.
Si existe f . L — P un isomorfismo de conjuntos parcialmente ordenados, entonces
P tiene una estructura de reticula completa tal que f es un isomorfismo de reticulas
completas. Ademds, si L es un marco entonces P tiene una estructura de marco tal
que f es un isomorfismo de marcos.

DEMOSTRACION. Sea f : L — P un isomorfismo de conjuntos parcialmente
ordenados. Si {z;}ie; C P, entonces {f~(z;) }ier € L'y como L es una reticula com-
. _ _ P _
pleta existen \/,.; f7'(z:) ¥ Nies [~ (2:). Se afirma que ;o @ = f(Viep [ ) y

A i = f(Niey £ (x:)). Se probard la primera afirmacién.

Como para toda j € I, f~!(x;) < V,o; f (), entonces al ser f un morfismo de
conjuntos parcialmente ordenados se tiene que para toda j € I, x; = f(f ! (z;)) <
f(Vicr 1 (2:)). Esto prueba que f(\/,c; f~'(2;)) es una cota superior de la familia
{x;}ier. Por otro lado, si existe y € P tal que para todo j € I, z; < y, entonces para
todo j € I, f~1(xz;) < f~'y) y por lo tanto \/,.; f~(z;) < f~(y). Al aplicar f y
usar el hecho de que este es un morfismo de conjuntos parcialmente ordenados se
tiene que f(\ f~ () < f(f~'(y)) = y. Esto concluye la prueba de la afirmacién y
la otra prueba es analoga.

Para ver que f es un morfismo de reticulas completas sea {y; }ic; C L. Entonces

TNVicrvi) = fNVier [H(w2)) = \/f;l f(y;). De manera andloga se prueba que
F(Nicrvi) = /\fj6 ; f(y:) y al ser f biyectiva, f es un isomorfismo de reticulas com-

pletas.

Si L es un marco entonces para ver que P es también un marco, se definen
el supremo e infimo como antes y lo que falta probar es que para todo y € Py

{z;}ier € P se cumple que y A (\/f)el :E,) = \/f;,(xi AY).

En efecto,
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YA (\:/Ix) =y A f(ie\/zf_l(xi)>
A f (V)

el

A\ x)

el

i
- ( A )
(

Asi, f es ya un morfismo de marcos y al ser biyectiva es un isomorfismo de marcos.

0

PROPOSICION 4.8. El marco de ideales requlares de un anillo R es isomorfo al
marco de conjuntos abiertos del espectro de Pierce del anillo R.

DEMOSTRACION. Por el corolario 3.2 el marco de los conjuntos abiertos de Sp(R)
es isomorfo como conjunto parcialmente ordenado al conjunto Filter(Idem(R)).
Ademds, por la proposicién 3.1 el conjunto Filter(Idem(R)) es isomorfo como con-
junto parcialmente ordenado al conjunto de los ideales del dlgebra de Boole Idem(R).
Si se prueba que el conjunto de ideales regulares es isomorfo como conjunto parcial-
mente ordenado con el conjunto de ideales de Idem(R), entonces el lema 4.2 permite
concluir el resultado deseado.

Si el conjunto de ideales regulares de R se denota por Zg y el conjunto de ide-
ales del élgebra de Boole Idem(R) por Z(Idem(R)), entonces se define f : Zp —
Z(Idem(R)) cuya regla de correspondencia es f(/) = Idem(/). Hay que probar que
esta funcién esta bien definida.

Primero observe que como 0 € Idem(I) entonces Idem(I) # 0. Si e, e €
Idem(]), entonces e, e’ € I y como [ es un ideal de R entonces ee’ € [ y asi eVe' =
e+ e —ee’ € 1. Al ser dicho elemento idempotente se tiene que e Ve’ € Idem(I).
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Por otro lado si e,¢/ € Idem(R) son tales que e < ¢’ y ¢ € Idem(I), entonces
e/ € I. Como I es un ideal de R se tiene que ee’ € I, pero e¢’ = e y por lo tanto
e € Idem(I). Esto prueba que f estd bien definida.

Por otro lado si I,J € Zg y son tales que I C J, entonces es claro que f(I) =
Idem(/) C Idem(J) = f(J). Por otro lado si f(I) C f(J) entonces Idem(I) C
Idem(J). Asilos generados por estos conjuntos satisfacen que (Idem(/)) C (Idem(J)).
Pero como [ y J son regulares entonces I = (Idem(/)) y J = (Idem(.J)) por lo que
I C J. Esto prueba que f es un morfismo de conjuntos parcialmenete ordenados y
por lo tanto es inyectivo.

Para ver que f es suprayectiva sea J € Z(Idem(R)). Si [ es el ideal generado por
J en R entonces es claro que I < R. Ademads, J C I y por lo tanto J C Idem([/). Por
otro lado, si e € Idem([]), entonces existen ey, ...,e, € J y r1,...,r, € R tales que
e= Z?Zl r;e;. Se define ¢ = e; V... Ve, y entonces claramente e’ es un idempotente
y ademads para todo k € {1,...,n}, e, < €', por lo que exe = e;. Asi, se tiene que:

n
ee’ = ( g riei)e'
i=1
n

z : /
= ;€€
=1
n

= E Ti€;
i=1

=€

Lo que prueba que e < ¢ y como ¢ € J entonces e € J. Esto prueba que
Idem(7I) C J y por lo tanto Idem(/) = J. Esto quiere decir que f(I) = J y por
lo tanto f es suprayectiva. Con este argumento se termina la prueba de que f es un
isomorfismo entre los conjuntos Zp y Z(Idem(R)).

O

El siguiente resultado relaciona los espacios topoldgicos definidos en esta seccion
y en la anterior.

PROPOSICION 4.9. El espectro de Pierce de R es homeomorfo al conjunto de
1deales requlares mdzimos de R.
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DEMOSTRACION. Se definen las asignaciones f : Sp(R) — Mg mediante f(U) =
({e € Idem(R) | 1 — e € U}), que es el ideal generado por el conjunto de idem-
potentes {e € Idem(R) | 1 —e € U}, y g : Mr — Sp(R) mediante g(M) =
U{e € Idem(R) | 1 — e € M}, que es el ultrafiltro que extiende al filtro {e €
Idem(R) | 1 —e € M}.

Para ver que f estd bien definida primero se observa que 1 ¢ f(U) pues 0 ¢ U
por ser este un ultrafiltro. Por otro lado, sea I un ideal regular de R y supéngase que
fU) <I<Rel#R. Sizel,entonces por la proposicién 4.2 existe e € Idem(])
tal que x = xe. Sie ¢ f(U), entonces 1 —e ¢ U y como U es un ultrafiltro, entonces
eeU,porloquel—e € f(U)yasil—e € I. Deestosededucequel = (1—e)+e€ [
por lo que I = Ry esto es una contradiccién. Asi, e € f(U) y entonces z = ze € f(U).
Por lo tanto f(U) = I y esto prueba que f(U) es un ideal regular maximo.

En lo que respecta al conjunto F = {e € Idem(R) | 1—e € M}, nétese que 0 ¢ F
pues1 ¢ M.Sie, f € F,entonces 1 —e, 1—f € M. Asil—ef =(1—-f)+(1—e)f € M
y por lo tanto ef € F. Para terminar si e < f con e € F y f € Idem(R), entonces
ef=e Asi, 1 —f=(1—f)—(1+e)f € My porlo tanto f € F. Esto prueba que
F es un filtro y por lo tanto puede extenderse a un ultrafiltro.

Las funciones anteriores son inversas y ademaés notese que si I es un ideal regular
de R, entonces:

f7(On) ={U eSp(R) | fUU) € Or}
={U eSp(R) | I fU)}

={U eSp(R) | f~'(I) L U}
= Op-1()

De manera andloga se prueba que para F un filtro se tiene que g7 (Or) = Og-1(r),
lo que prueba que las funciones definidas son homeomorfismos. 0

3. El espacio estructural de Pierce de un anillo.

Se recuerda que para R un anillo, My es el conjunto de ideales regulares maximos
de R.

Considere entonces | |y;cr, /2/M la unién ajena de los anillos 2/M donde M €
Mpg. Se quiere definir una topologia en dicho espacio y para esto dados r € R e
I < R se define la funcién
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st O — |_| R/M
MeMp

cuya regla de correspondencia es:
(4.1) sp (M) = [r]u,

donde [r]5s denota la clase de equivalencia de r médulo M, es decir, [r|y € R/M.

Ast, | e Mn R/M tiene la topologia final inducida por la familia de funciones

{Sf}lgR, reR-

DEFINICION 4.3. El espacio estructural de Pierce del anillo R es el espacio
topoldgico | |yrepq,, R/M con la topologia final dada por la familia de funciones {s}}iar, rer-

Las funciones definidas poseen también las siguientes propiedades que se heredan
del hecho de que cada uniendo en el espacio estructural de Pierce tiene estructura
de anillo.

LEMA 4.3. Si I < R, entonces se satisfacen las igualdades:

1. Para todo r,t € R, sl., = sl + s].

2. Para todo r,t € R, sl, = slsl.

r

3. Para todo e € Idem(R), si°, = 0.

DEMOSTRACION. Sean r,t € Ry M € Oy. Entonces s!,(M) = [r + tjy =
[r]ar + [t = sL(M) + sE(M). Esto prueba la afirmacién 1.

También se tiene que sL, (M) = [rt]a = [r]a(tlr = sL(M)s!(M). Lo que muestra
la segunda afirmacion.

En lo que respecta a la ultima afirmacién sea e € Idem(R) y M € Og,. Como
e ¢ M, de la afirmacién 3 de la proposicién 4.4 se concluye que 1 —e € M. Por lo
tanto sf_ (M) = [1 — e]ar = [0] . O
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Lo que prueba el resultado anterior es que para todo I < R el conjunto ST =

{s]: Or = Upem, B/M | 7 € R} es un anillo conmutativo con 1, donde el uno de

este anillo es la funcién s.

En las siguientes proposiciones se identifica Sp(R) con el conjunto de ideales
regulares maximos de R.

LEMA 4.4. Para todo r € R el conjunto U, = {M € Sp(R) | r € M} es abierto.

DEMOSTRACION. Sea r € Ry definase J = [\ycgp(r) ren Idem(N). Se afirma
que J={e€R|e*=¢, VN € Sp(R)(r¢ N=e€ N)}.

Si e € J, entonces para todo N € Sp(R) tal que r ¢ N, e € Idem(N). Asi,
e? = ¢y dado que N € Sp(R) es tal que r ¢ N, siempre se tiene que ¢ € N
pues Idem(NN) C N. Para la segunda contencién sea f € {e € R | e? = ¢, VN €
Sp(R)(r ¢ N = e € N)}. Dado N € Sp(R) tal que r ¢ N, como f € Ny f*=f,
entonces f € Idem(/V). Como el ideal considerado es arbitrario entonces para todo

N € Sp(R) tal que r ¢ N se tiene que f € Idem(N) y por lo tanto f € J.

Ademas, como para todo N € Sp(R) tal que r ¢ N se cumple que Idem(NV) es
un ideal en el algebra de Boole Idem(R), entonces J es también un ideal en dicha
algebra. De la prueba de la proposicion 4.8 se concluye que existe un unico I < R
tal que Idem(/) = J. Se afirma que O; = U,.

Para la primera contencién sea N € Oy, entonces esto sucede si y s6losi I ¢ Ny
esto quiere decir que existe e € I idempotente tal que e ¢ N, de lo que se deduce que
existe e € J tal que e ¢ N. Pero de la afirmacién previa se concluye que r € N al
usar la contrapositiva de la proposicién definida en el conjunto, y esto es equivalente
a decir que N € U,.. Esto prueba que O; C U,.

Notese que para tener la segunda contenciéon basta con probar que para todo
N € Sp(R) tal que r € N, existe e € J tal que e ¢ N. Suponiendo la hipdtesis
se tiene que al ser N regular existe e € Idem(NV) tal que r = re. Asi, para todo
M € Sp(R) tal que r ¢ M, se tiene que e ¢ M pues en caso contrario r = re € M lo
que seria una contradiccién. Esto prueba que para todo M € Sp(R) tal que r ¢ M,
e ¢ M y por la afirmacién 3 de la proposicién 4.4 se tiene que 1 — e € M por lo que
l—e€Jyademas 1 —e ¢ N por ser N maximo.

Como O; es un abierto por definiciéon de la topologia en el conjunto de ideales
maximos entonces U, es abierto.

O
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Se tiene el siguiente importante resultado.

PROPOSICION 4.10. Para cualesquiera r € R e I < R, el conjunto im(sl) C
Lnser, I2/M es abierto.

DEMOSTRACION. Sean t € Ry J < R. Se quiere probar que (s{)~*(imsl) C O,
es abierto.

En efecto, pues:

(s7) " (im(s;)) = (s{) 7 (5:(O1))
= {M €0, | /(M) e sl(0)}
={M e O, | [tlu € 5,(Or)}
={M €Oy | [tly =r]n,N € Or}
={M e O;NO; | [t =[rlm}
={MecO;,NO; | [t—rlm=[0]m}
={MeO;NO; |t—reM}
={M ecOyn|t—1r€e M}
= O NU;,

Por el lema anterior U,_, es abierto y por definicion de la topologia O j~; también,
por lo que (s/)~1(im(sl)) es abierto.

O

Para el siguiente resultado se requiere recordar una definicién de topologia gene-
ral.

DEFINICION 4.4. Un morfismo de espacios topoldgicos [ : X — Y es étale si
para todo x € X existe U C X wvecindad de x y V' una vecindad de f(x) tal que la
funcion fly : U — V' es un homeomorfismo.

La nocién de que un morfismo en la categoria de espacios topoldgicos sea étale
es mas débil que la de ser un homeomorfismo pero no son iguales. Un ejemplo tipico
es la funcién f : [0,1) — S' definida mediante f(t) = €*™*. Esta funcién no es un
homeomorfismo pero si es un morfismo étale.
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TEOREMA 4.1. Para todo R anillo la funcion p : | |y, B/M — Sp(R) cuya
regla de correspondencia es p([r|y) = M es étale y suprayectiva.

DEMOSTRACION. La suprayectividad de p es obvia. En lo que respecta a la con-
tinuidad de esta funciéon nétese primero que para todo r € R e I < R se tiene que
posl: O — Sp(R). Se afirma que esta composicién es la inclusién de Oy en Sp(R)
la que se denotara por tp,. Para probar esto, lo inico que resta probar es que ambas
funciones tienen la misma regla de correspondencia.

Sea M € Oy, entonces:

Esto prueba que po sl = 10,.

Ahora, dado O; C Sp(R) abierto, se tiene que para todo J < Ry r € R,
(s p7H(Or)) = (pos]) "1 (Or) = 15, (Or) = Opny. Como este conjunto es abierto

y tanto J < R como r € R son arbitrarios, entonces se concluye que p~*(0;) C
Laser, £2/M es abierto y por lo tanto p es continua.

Para probar que p es étale sea [r]y € [yep, B/M y observe que [r]y € im(sf).
Ademsds, este conjunto es abierto por la proposicion 4.10. Se afirma que la funcion
inducida pli,sry + im(s¥) — p(im(sf)) es un homeomorfismo, donde por lo de-
mostrado anteriormente p(im(sf)) = Op = Sp(R).

T

De hecho se va a probar que pl;, sk o sht = lsp(r) ¥y que sBo Plim(st) = Lim(sh)-

La primera igualdad es consecuencia de que por lo demostrado antes p o s =
Lo = tsp(r) = lsp(r). Por otro lado, si [t|x € im(sf), entonces existe M’ € Sp(R)
tal que [t]y = sB(M') = [r]ar, por lo que N’ = M’ y asi [t]y = [r]n+. Esto muestra
que para probar la afirmacién basta con evaluar en elementos de la forma [r|y:
y ast 87 0 plimesry([F]n) = sE(Dlimsry([r]n7)) = sE(N') = [r]nr. Esto concluye la
prueba. 0

Hay algunas observaciones que hacer respecto a la prueba del teorema anterior,
pues se tiene gran analogia con el concepto de haz fibrado. Se recuerda que si E y
B son espacios topoldgicos, un haz fibrado es una funcién continua y suprayectiva
7 : E — B.Six € B, entonces el conjunto 7~ !(z) se conoce como la fibra en el
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punto z, la cual es siempre no vacia pues la funcién es suprayectiva. Ademas, una
seccion es una funcion continua s : B — E tal que mos = 1. En la prueba anterior
se probo que la funcion p es continua, suprayectiva y ademas que para cualesquiera
I SRyreR, posl =10, Asi, a las funciones s : Oy — UMeMR R/M tales
que po s = Lo, se les conoce como secciones de p y como para todo M € Sp(R),
p Y (M) = R/M, alos espacios R/M se les conoce como fibras del espectro de Pierce
de R.

TEOREMA 4.2. Para todo e € R idempotente, el conjunto de secciones de p
definidas en el conjunto abierto Og. es un anillo y este es isomorfo al ideal principal

Re.

DEMOSTRACION. Sea e¢ € Idem(R). Se define la funcién ¢, : R — S cuya
regla de correspondencia es ¢.(r) = s%¢. De las afirmaciones 1 y 2 del lema 4.3 se
deduce que esta funcién es un morfismo de anillos. Asi, im(¢.) C ST es un subanillo
y por lo tanto un anillo.

Se quiere caracterizar el nicleo de dicho morfismo. Para esto sea r € nuc(¢,).
Entonces ¢¢(r) = Ogre, de lo que se deduce que para todo M € Oge, [r]ar = [0]m
y asf 1 € M, es decir, r € (¢, M. Por otro lado, (y;cp, M = ﬂegMM =
Mi_cers M = R(1 — e), donde la segunda igualdad se obtiene de la afirmacién 3 de
la proposicién 4.4. Asi, r € R(1 — e) y por lo tanto nuc(¢.) C R(1 — e). Ademas, si
r € R(1 — e), entonces existe a € R tal que r = a(l — ¢), de lo que se deduce que
Pe(r) = s = 559 = sis1c, = 570 = 0. Aqui, la tercera y cuarta igualdad se
obtienen de las afirmaciones 2 y 3 del lema 4.3. Esto prueba que r € nuc(¢.) y por
lo tanto nuc(¢e) = R(1 —e).

Al aplicar el primer teorema de isomorfismo para anillos se deduce que R/R(1 —
e) = im(¢.). Pero como R = Re® R(1 —e), el segundo teorema de isomorfismo para
anillos afirma que R/R(1—e) = Re/{e} = Re. De esto se concluye que Re = im(¢,).

Para concluir la prueba basta con ver que im(¢.) = S7°.

Es claro que im(¢.) C ST, Entonces sea o € Sy comoo : Op, — Unrenm,, /M,
entonces usando el axioma de eleccién existe un sistema de representantes {7} areay
tales que para todo M € Og,, o(M) = [rar]u-

Por otro lado, de la proposicién 4.10 se tiene que im(sfe) C | yenq, R/M es

™M

un conjunto abierto y por la continuidad de o se concluye que o' (im(sf¢)) C O,

es un conjunto abierto. Dendtese a este conjunto por Uy, y observese que como
sBe(M) = [ry]y = o(M) entonces M € Uyy;.

™™
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De la proposicién 3.7 se tiene que el conjunto {O,}ccrdem(r) €8 una base de la
topologia del Sp(R) y asi existe ey, € Idem(R) tal que M € Oy v Oy C Uy

Nétese que el argumento anterior vale para todo M € Opg, y esto prueba que
Ogre C U veoy, Oey- Ademds, de la construccion se tiene que para todo M € Oge,

OeM - ORe> por lo que UMeORe OeM - ORe y asi ORE = UMEORe OeM'

Como Sp(R) es compacto y Oge es un cerrado, entonces Og, es un compacto, de
lo que se deduce que existen My, ..., M, € Og, tales que O, = U?Zl Ocy, -

Ademas, por construcciéon para todo i € {1,...,n} se tiene que O,,, C Uy, v
asi, al fijar ¢ € {1,...,n} se tiene que para todo N € Oc,,, existe N' € Ope tal que
Re

o(N) = TMi(N’) = [rag]nr, v por lo tanto [ry]y = [ras]ne. De esto se deduce que

_ / ’ . . o n
N = N’y ademds esto permite definir r =3 7| raren;.

Se afirma que ¢ = s y como estas funciones tienen el mismo dominio y codo-
minio, lo Unico que falta probar es que tienen la misma regla de correspondencia.
Sea M € Opge, entonces existe un unico i € {1,...,n} tal que M € O,,, . Esto quiere

decir que ey, ¢ M y para todo j # i, ey, € M. Asf,

enM;

sie(M) = [r]u

Esto concluye la prueba de la afirmacién. 0

COROLARIO 4.2. El anillo de secciones continuas de p definidas en el espacio
estructural de Pierce de R es isomorfo a R.

DEMOSTRACION. Dado que 1 € Idem(R), entonces el teorema anterior implica
que S® = 1R = R, pero S™ = {s: Sp(R) = |yyem,, R/M | s es una seccién de p},
lo que concluye la prueba. 0]
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PROPOSICION 4.11. Si R # 0 e I < R, entonces I es un ideal reqular mdximo si
y sdlo si R/1 es un anillo con exactamente dos idempotentes.

DEMOSTRACION. Para la ida ndtese que es claro que {[0],[1]} € Idem(R/I),
asi para probar la contencién restante sea [z] € Idem(R/I). Dado que [2?] = [z]* =
[z], entonces x? —z € I. Como I es regular, por la proposicién 4.2 existe e € Idem([)
tal que e(z?—x) = x? —x, expresién que se puede reescribir como (1—¢)x = (1—e)x?,
con lo que se deduce que (1 — e)r € Idem(R) pues ((1 —e)z)?> = (1 —e)?2? =
(1 —e)z? = (1 — e)x. Por lo tanto el ideal I + R((1 — €)x) es regular y adem4s se
tiene la siguiente cadena de ideales I C [ + R((1 —e)xz) C I + Rz C R.

Por hipétesis I es méximo por loque I = I+R((1—e)z) 6 I+ R((1—e)z) = R. Si
sucede el primer caso, entonces dado que © = ex+(1—e)z € I+ R((1—e)z), entonces
x € Iy asi [z] = [0]. En lo que respecta al segundo caso se tiene que I + Rr = R
por lo que existen y € [ y r € R tales que y 4+ rz = 1. Al multiplicar dicha expresion
porz —1lsetienequexr —1=ylz—1)+re(z—1)=ylz—1)+r@@*—z)€ly
asi [z] = [1].

Esto prueba que Idem(R/I) C {[0],[1]}, con lo que Idem(R/I) = {[0],[1]} ¥y
asi se concluye la prueba de la proposicién en esta direccién.

Para el regreso supéngase que I es un ideal regular tal que Idem(R/I) = {[0], [1]}.
Si e € Idem(R), entonces [e]? = [e?] = [e], por lo que [e] = [0], en cuyo caso e € I,
6leJ=[1],conloquee‘=1—ec€ .

El argumento anterior prueba para todo e € Idem(R), se tiene quee € [ 6 1—e €
I. Para concluir la prueba sea J < R tal que I C J C R. Entonces existe e € Idem(.J)
tal que e ¢ I. De la observacién previa se concluye que 1 — e € I y por lo tanto
l—eecJ. Asi,1=e+(1—e¢) € Jyentonces J = R. Esto prueba que I es un ideal
regular maximo. 0






Capitulo 5

Calculo de dos funtores adjuntos derechos.

En este capitulo R denota siempre un anillo conmutativo unitario. De igual mane-
ra todas las R-algebras seran siempre conmutativas y unitarias. La categoria de R-
algebras conmutativas y unitarias se denota por CR-Alg.

1. CA&lculo de un adjunto derecho del funtor Sp.

En el capitulo anterior se estudiaron algunas propiedades del funtor espectro de
Pierce cuyo dominio es la categoria de anillos conmutativos unitarios CR1ng y con
codominio la categoria de espacios topoldgicos profinitos Prof.

Es claro que para la categoria CR-~Alg existe un encaje en la categoria de anillos
conmutativos unitarios. Abusando de la notacién se denota por Sp : CR-Alg” —
Prof al funtor que resulta de la composiciéon de dicho encaje con el funtor espectro
de Pierce. El objetivo de este capitulo es mostrar que dicho funtor, al que también
se llamara en lo sucesivo funtor espectro de Pierce, tiene un adjunto derecho y para
esto se requieren una serie de resultados previos.

LEMA 5.1. Sea f: X — R una funcion con X un espacio topologico profinito y
R un anillo conmutativo unitario con la topologia discreta. Son equivalentes:

1. f es continua.
2. Ezisten {U;}, C Clopen(X) y r1,...,7, € R tales que {U;}_, es una par-
ticion de X y f =D 0 miXu;-

DEMOSTRACION. 1 = 2) Supdngase que f es continua. Como R tiene la topologia
discreta entonces para todor € R, f~'(r) € X es abierto. Dado que X = J,cp f7'(r)
y este espacio es compacto, entonces existen 71, ..., 7, € R tales que X = ., f~(r:)
y para todo i € {1,....,n}, f~1(r;) # 0.

Es claro que si r,s € Ry son tales que r # s, entonces f~'(r)N f~1(s) =0y
asf el conjunto {f~!(r;)}!“; es una particién X. Ademds, del hecho de que R tiene la
topologia discreta se deduce que para todo i € {1,...,n}, {r;} € Clopen(R) y como

73
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f es continua entonces para todo i € {1,...n}, f~!(r;) € Clopen(X). Por lo tanto se
define para todo i € {1,...,n}, U; = f~1(r;) v asi resulta claro que f = >"1"  rixv,.

2 = 1) De la hipétesis f = > rxu, con {U;}1; C Clopen(X) una particién
de X yri,....,7, € R. Como R tiene la topologia discreta, para ver que f es continua
basta con ver que para todo r € R, f~!(r) C X es abierto.

Sea r € R, para la prueba de dicha afirmacién se procede por casos pues si existe
i € {1,....,n} tal que r = r;, entonces f~'(r) = U; que es un abierto. Ademaés, si
para todo i € {1,...,n} se tiene que r # r;, entonces f~1(r) = (. Por lo tanto f es
continua.

O

En el resto de este capitulo se considera a R como espacio topoldgico con la
topologia discreta. Se tiene asi el siguiente resultado:

LEMA 5.2. Para todo espacio topoldgico profinito X, el conjunto C(X,R) ={f :
X — R | f es continua } es una R-dlgebra.

DEMOSTRACION. Al utilizar la estructura de anillo de R es posible definir dos
operaciones en C(X, R) de manera puntual, que corresponden a una suma y un
producto en dicho conjunto.

Nétese que si C. : X — R denota la funcién constante con valor r € R, entonces
es claro que esta funcién es continua pues para todo A C R se tiene que:

X, SireA
_1A — )
¢ (A) {(7), Sirg¢ A

De esta observacion se deduce que la funcién constante con valor 1 es continua.
Para ver que C(X, R) es un anillo, lo iinico que falta probar es que la suma y producto
de dos funciones continuas es continua.

Sean f,g € C(X, R). Por el lema 5.1 existen {U;}_; y {V;}}2, subconjuntos de
Clopen(X) y 71, ..., 7%, 81, .-, 8m € R tales que {U;}7, y {V;}7L, son particiones de
X, f=2m1miXu ¥ 9= D5, 8jXy;- Asi, se tiene que:

m

f+g= ZZ(H + 55)Xuiny;

i=1 j=1
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n m
fg= Z Z TiSiXuinv;
i=1 j=1
Como el conjunto {U; NV | U; N'V; # 0}2, C Clopen(X) es una particién de
X, entonces las formulas anteriores se pueden reescribir con sumandos distintos de
cero y al usar nuevamente el lema 5.1 se concluye que f + g, fg € C(X, R).

El que C(X, R) sea un anillo conmutativo unitario se sigue del hecho de que R lo
es, y para ver que C(X, R) es una R-algebra se define la funcién

(5.1) pex.r) - R — C(X, R)

r— C,

Por una observacion previa esta funcion esta bien definida y ademés es claramente
un morfismo de anillos. Asi, esto concluye la prueba de que C(X,R) es una R-
algebra. O

Dos propiedades que vale la pena mencionar se encuentran en la siguiente proposi-
cién.

PROPOSICION 5.1. Para todo anillo conmutativo unitario R se tienen los siqui-
entes isomofismos de R-dlgebras.
1. C(0,R) = 0.
2. C({pt},R) = R.

DEMOSTRACION. Sea R un anillo conmutativo unitario. Para la primera afirma-
cién nétese que la funcién vacia es el tinico elemento de C(), R). Al definir la suma
y producto de manera obvia se tiene el resultado deseado.

En lo que respecta a la segunda afirmacién, primero nétese que el espacio topoldgi-
co {pt} consistente de un sélo elemento con la topologia discreta es totalmente sepa-
rado y compacto, por ser finito, entonces {pt} € Prof. Como se vio anteriormente, la
funcién definida en la ecuacién (5.1) es un morfismo de R-algebras y por otro lado,
se define ¥ : C({pt}, R) — R mediante ¢¥r(f) = f(pt). Se afirma que esta funcién
es inversa de pe((pi},R)-

En efecto, si f € C({pt}, R) entonces:
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(Pe(pty,r) © YR)(f) (L) = pepey.r)(Vr(f))(PE)
= pe(pty,r) (f(P1))(P1)
= Cypr) (pt)
= f(pt)
= legpey.r) () (pt)

Esto prueba que pe(qpi),r) © Yr = le(piy,r)- Por otro lado si r € R entonces:

(YR © pepy.r) (1) = Yr(pepy,r) (1))
= ¢R(OT)
= C,(pt)

= 13(7’)

Esto prueba que ¥g o pe((p},r) = 1r y entonces 1r es un morfismo de R-dlgebras.
Asi, se tiene que g es el isomorfismo.
O

Lo que sigue es ver que la asignaciéon C(_, R) es funtorial. Para esto se observa
que para f : X — Y una funcién continua entre espacios topolégicos profinitos,
se define una funcién Cr(f) : C(Y,R) — C(X, R) cuya regla de correspondencia es
Cr(f)(a) = ao f, donde a € C(Y, R). Es claro que esta asignacién esta bien definida
pues la composicién de funciones continuas es siempre continua. Ademas, es muy
sencillo probar que la asignacién Cp : Prof — CR-Alg” definida mediante:

Cr(X)=C(X,R)
CR<f X = Y) = CR(f>

es funtorial. Se afirma que este funtor es el adjunto derecho de Sp y para probar
esto se van a construir la unidad y counidad de dicha adjuncién.

Primero se tratara la construccion de la counidad y para esta se utilizard el
teorema de Dualidad de Stone (Teorema 3.1).
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LEMA 5.3. Para todo espacio topoldgico profinito X, la funcion:
(5.2) ex : Clopen(X) — Idem(Cgr(X))

UHXU

estd bien definida y es un morfismo de dlgebras de Boole.

DEMOSTRACION. Sea X un espacio topolégico profinito. La prueba de que la
funcién ey estd bien definida es consecuencia de que para todo U € Clopen(X), la
funcién yp es continua, prueba que es similar a la mostrada en el ejemplo 4.2, v es
un elemento idempotente en el anillo Cr(X).

Para ver que dicha funcién es un morfismo de algebras de Boole primero observe
que claramente ex(f) = xg = 0 y que ex(X) = xx = 1. Sean U,V € Clopen(X),
entonces:

ex(UUV) = xouv
= Xu + Xv — XuXv
=Xv VvV Xv
=ex(U) Vex(V)

También,

ex(UNV) = xvav
= XUXv
= Xv AN Xv
=ex(U) Aex(V)

Para terminar con la prueba,

ex(X\U) =xx\w
=1-xu
= XU
=ex(U)°
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El siguiente resultado es de gran importancia para la naturalidad de la counidad.

LEMA 5.4. La familia de morfismos € es una transformacion natural entre los
funtores Clopen e Idem o Cy.

DEMOSTRACION. Sea f : X — Y una funcién continua entre espacios topolégicos
profinitos. Se quiere probar que el siguiente diagrama conmuta:

Clopen(Y) v Idem(Cr(Y))
Clopen(f) l icR(f)
Clopen(X) — Idem(Cr(X))

€X

En efecto, sea U € Clopen(Y'). Entonces se tiene que:

(€x o Clopen(f))(U) = ex(f~(U))
= X1 (v)
=xvolf
= Cr(f)(xv)
= (Cr(f) o &v)(U)
[

Asi, los resultados anteriores permiten obtener el siguiente importante resultado.

PROPOSICION 5.2. Si para todo espacio topoldgico profinito X se define ex = Tglo
Spec(ex), entonces la familia de morfismos € = {ex}xeprof €5 una transformacion
natural entre los funtores Sp o Cr y 1prof.

DEMOSTRACION. Sea f : X — Y una funcién continua entre espacios topolégicos
profinitos. Al aplicar el funtor Spec al diagrama del lema 5.4 se tiene el siguiente
diagrama conmutativo:

Sp(Cr(X)) Specl™) . Spec(Clopen(X))
(SpoCr)(f) l J/ (SpecoClopen)(f)
Sp(Cr(Y)) Spec(Clopen(Y'))

Spec(ey)
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Ademas, por el teorema de Dualidad de Stone Spec o Clopen = 1p,o¢ y por lo
tanto se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

—1

Sp(Cr(X)) Spec(ex) Spec(Clopen(X)) x X
(SpoCr)(f) l l (SpecoClopen)(f) f
Sp(Cr(Y)) ——— Spec(Clopen(Y)) = Y

Y

Lo que prueba que la familia de morfismos € es natural.
O

Ahora se quiere definir la familia de funciones que resultard ser la unidad de la
adjunciéon. Dado que se quiere que 7 : 1cr-alger = Cr © Sp sea una transformacién
natural, esto es, que para toda R-dlgebra A, n4 : A — Cr(Sp(A)) sea un morfismo en
en CR-Alg®, entonces a cada uno de estos morfismos le corresponde un morfismo en
CR-Alg, que se denotara de la misma manera, 14 : Cr(Sp(A)) — A. Para simplificar
las cosas se van a definir dichos morfismos en CR-Alg y para esto se requieren
nuevamente algunos resultados previos. Entre estos se encuentra un resultado que se
deduce del lema 5.1.

COROLARIO 5.1. Para toda f € Cr(Sp(A)) existen {U.,}, C Clopen(Sp(A))
particion de Sp(A) y r1,...,rn € R tales que eq,...,e, € Idem(A), > " e, =1y
=3 rixu.,-

DEMOSTRACION. Sea f € Cgr(Sp(A)). Por el lema 5.1 existen rq,...,7, € R
y {U;}, C Clopen(Sp(A)) tales que {U;} , es una particién de Sp(A) y f =
2 i TiXu-

Sea i € {1,...,n} fijo. Como U; € Clopen(Sp(A)), entonces por el corolario 3.4
existe e¢; € Idem(A) tal que U; = U,,. Como {U,,}", es una particién de Sp(A),
entonces Uy = Sp(A) = U, U, = Usr ., v por el corolario 3.3 se tiene que
>, e; = 1. Esto concluye la prueba de la afirmacién. 0

PROPOSICION 5.3. Sea A una R-dlgebra. Se define la funcion na : Cr(Sp(A)) —
A mediante:

n

(5.3) na(f) = Zﬁ‘@i

=1



80 5. CALCULO DE DOS FUNTORES ADJUNTOS DERECHOS.

donde {U,,}?_, es una particion inducida por f segin el corolario 5.1. Entonces,
esta funcion estd bien definida, es decir, no depende de la particion y es un morfismo
de R-dlgebras.

DEMOSTRACION. Por construccién de la particién, cualquier otra particién debe
refinar a esta y de hecho, por la proposicién 4.6 para todo ¢ € {1,...,n} se tiene
que U, = U7:1 Ui, donde para toda 7 € {1,...,n} y j € {1,...,n;} se tiene que

J

fi € Idem(R), ¢, = Y1, i y para todo j # k, fif} = 0.

Asi,

n

naf) =Y miei

=1

DM

i=1 j=1

Esto prueba que 714 esta bien definida.

Para ver que 14 es un morfismo de R-dlgebras se tiene que probar primero que es
un morfismo se anillos. Para ello sean f, g € Cr(Sp(A)) asi como {U,,}", y {Us,}1,
dos particiones asociadas segun el corolario anterior a f y g respectivamente, y tales
que para todo i € {1,...,n}, flv,, = y para todo j € {1,...,m}, g|Ufj = ;.

Como Sp(4) = Ui, UL, Ue, N Uy, = Uiz U2, Ueing;, entonces el conjunto
{Ueing; | € A fj # 0}52, es una particion del espectro de Pierce de A y esta cumple
que para cualesquiera i € {1,...,n} y j € {1,...,m} tales que ¢; A f; # 0, f|Uei/\f]- =7

Y9

Uens; = 55° Por lo tanto,
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malf +9) =S+ 5 A fy)

4,j=1

=) (ritspel;

ij=1

(S (E0) (E)(E
— zj; rie; + XE s f;
:;m+¢@

Donde en la cuarta igualdad se utilizé el hecho de que Y i e; = >0, f; = 1.

Por otro lado, también se tiene que:
o) = (e ) ()
i=1 j=1
= Z risjeifj

ij=1

n,m
= E 7”1'8]'61' A fj

ij=1

=na(f9)

Ademés, como U; = Sp(A) entonces n4(1) = 1-1 =1y esto concluye la prueba
de que esta funcion es un morfismo de anillos.

Para probar que esta funcién es un morfismo de R-algebras se quiere probar que
el siguiente diagrama conmuta:

Cr(Sp(A)) — A

PCR(sp(A))T /

R
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En efecto, si r € R entonces:

(14 © perspan) (1) = nalper(spa) (1))
=na(Cy)
=r-1

= pa(r)l
= pa(r)

Esto concluye la prueba de que n4 es un morfismo de R-algebras.

Se tiene asi la propiedad més importante de la familia de morfismos definida.

PROPOSICION 5.4. La familia de morfismos 1 = {na}acr-aig €s una transforma-
cion natural entre los funtores 1g.aigr y Cr o SP.

DEMOSTRACION. Sea f : A — B un morfismo de R-dlgebras. Se quiere probar
que le siguiente diagrama conmuta:

Cr(Sp(A)) — A
CR(SP(f))l lf
Cr(SP(A)) -

Si g € Cr(Sp(A)) tiene por particién del espectro de Pierce al conjunto {U., },
y cumple que para toda i € {1,...,n}, glv., = ri, entonces como Sp(f) : Sp(B) —
Sp(A) ndtese que:

Sp(B) = Sp~'(Sp(A))

()

=1
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Donde la tiltima igualdad se obtiene de la relacién Sp~'(O,,) = Of(c,), demostra-
da en la pagina 45.

Como f es un morfismo de anillos entonces para todo i € {1,...,n}, f(e;) €
Idem(B). Por lo tanto {Uy(,)}i-; es una particién del espectro de Pierce de B.

Ademds, como Cr(Sp(f))(9) € Cr(Sp(B)) y dado que para toda i € {1,...,n},
Sp(f)(Ufen) = Sp(f)(Sp(f)~(U.,)) C Uk, entonces CR(Sp(f))(g)|Uei es constante
y de hecho igual a r;. Por lo tanto ng(Cr(Sp(f))(g9)) = > i f(e:)-

Por lo tanto,

(f ona)g) = f(nalg))

i=1

= ns(Cr(SP(f))(9))
= (nB o Cr(SpP(/)))(9)

O

En este momento se disponen de todas las herramientas para probar uno de los
resultados principales de este capitulo.

TEOREMA 5.1. Para todo anillo conmutativo unitario R, el funtor Cr : Prof —
CR-Alg” es el adjunto derecho del funtor espectro de Pierce Sp : CR-Alg”” —
Prof.

DEMOSTRACION. Lo tinico que resta probar es que € y 7 satisfacen las identidades
triangulares.

Sea A € R-Alg. Se quiere probar que el siguiente diagrama conmuta:

Sp(A) —=". Sp(Cr(Sp(A)))

€Sp(A)
1sp(a)

Sp(A)
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Sin embargo, por el teorema de Dualidad de Stone, basta con probar que el
siguiente diagrama conmuta:

Idem(na)
Idem(A) " (Sp(Cr(SP(A))))
(m Tem)oﬁlmm

Idem(A)

donde nl/de\/m(A) es la funcién definida en la ecuaciéon 3.1.

Sea e € Idem(A). Como Sp(A) = U, U Sp(A) \ U. = U, U U;_, entonces
nalxv.)=1-e+0-(1—e)=ce.

Ahora, al evaluar se tiene que:

(nao (ESp(A) ° ﬁIdem(A)))(€> = UA(ESp(A) (nIdem(A)(e)))
= na(esp(a)(Ue))

= nalxwv.)
=€

- 1Idem(A) (6)

Esto prueba la conmutatividad del diagrama y al aplicar el funtor Spec se tiene
la primera identidad triangular.

Sea X € Prof. La segunda identidad triangular estd expresada en el siguiente
diagrama.

Ncr(X)

Cr(Sp(Cr(X)))

CREXT lepx)
Cr(X)

Cr(X)

Sea g € Cr(X). Dado que X = J,cp 9 ' (1) y como {g7"(r)},cr €s una cubierta
abierta, por tener R la topologia discreta y ser g continua, de la compacidad de X
se deduce que existen ry,...,7, € R tales que para toda ¢ € {1,...,n}, g7 '(r;) # 0y

X=U",97'(r;). Ademds, g =31, TiXg~1(ry)-
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Por otro lado, como para todo i € {1,...,n} se tiene que g~!(r;) € Clopen(X),
entonces X,-1(r,) € Cr(X). Se afirma que {UXg%(ri)}lT';l es una particién formada por
conjuntos abiertos-cerrados del Spec(Cr(X)). Lo tinico que resta probar es que esta
familia es una particion:

Sean i,j € {1,...,n} tales que i # j, entonces:

Uy, .. MUy =U

91 (r 9= 1(r;) Xg=1(r)Xg=1(r;)

Xg=1(ry)ng=1(r;)
= wa
=U

Por otro lado se tiene que:

j=1
= UCl
= Sp(Cr(X))
Ademas, se tiene que (g o GX)(ngq(T,)) = {r;} y con esto se tiene que:

(Mer(x) © Crex )(9) = Meg(x)(Cr(ex)(9))
= Tep(x)(9 © €x)

(5.4) = riXe ()
j=1

=g
= leax)(9)
]

PROPOSICION 5.5. Sea R un anillo conmutativo unitario con la topologia discreta.
Entonces son equivalentes:

1. R tiene exactamente dos idempotentes.
2. El funtor Cg es fiel y pleno.
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DEMOSTRACION. Por el proposicién D.1. del apéndice D, la segunda afirmacién
es equivalente a que la counidad es un isomofismo en Prof, es decir, un homeomor-
fismo.

1=2)Si X =0, entonces Cr(X) es el anillo cero. Asi, Sp(Cr(X)) =0 y por lo
tanto la funcién ex : 0 — 0 es un homeomorfismo.

Si X # (), entonces al ser los espacios X y Sp(Cgr(X)) Hausdorff y Sp(Cr(X))
compacto, para probar que ey es un homeomorfismo basta ver que es continua y
biyectiva, pero como la primera afirmacién ya se demostrd, simplemente se probara la
biyectividad. Sin embargo, por el teorema de Dualidad de Stone basta con probar

que la funcién ex : Clopen(X) — Idem(Cg(X)) es un isomorfismo de dlgebras de
Boole.

Sean A, B € Clopen(X) tales que ex(A) = ex(B). Entonces se tiene que x4 =
XB v esto sucede si y sélo si A = B. Esto prueba que €x es inyectiva.

Para ver que esta funcién es suprayectiva sea f € Idem(Cgr(X)). Como por
hipétesis Idem(R) = {0, 1}, entonces im(f) C {0,1} y asi se define A = f~1(1). Al
tener R la topologia discreta y al ser f continua, se deduce que A € Clopen(X) y
ademas es claro que f = xa = ex(A). Esto prueba que €y es suprayectiva y concluye
la prueba en esta direccién.

2 = 1) Considere el espacio topoldgico {pt} consistente en un sélo elemento
con la topologfa discreta. Como {pt} € Prof, la hipdtesis afirma que €f,y es un
homeomorfismo, por lo que Sp(Cr({pt})) = {pt}. Ademss, Cr({pt}) = R y por
lo tanto Sp(R) = {pt}. Asi, Sp(R) tiene un tnico ultrafiltro, de lo que se deduce
que R # 0, y dado que 1 es un elemento de dicho ultrafiltro, entonces 1 # 0 y
asi {0,1} C Idem(R).

Por otro lado si e € Idem(R) con e # 0, entonces el filtro e 1 es propio y por la
proposicién 3.2 existe U, un ultrafiltro tal que e TC U,. De manera andloga y como
1 # 0, existe U; un ultrafiltro tal que 1 1C U;. Dado que |[Sp(R)| = 1 entonces
U, = U, y al usar la proposicién 3.4 se concluye que e = (J{U C Idem(R) | U es
ultrafiltroy e 1C U} = U, =U; = 1 1. Por lo tanto e = 1 y asi Idem(R) = {0, 1}.

OJ
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2. Calculo de un adjunto derecho para un funtor inducido por Sp.

Se tiene el siguiente resultado.

LEMA 5.5. Sean R un anillo conmutativo unitario y S una R-dlgebra, entonces
las categorias CR-Alg”™ /S y CS-Alg” son isomorfas.

DEMOSTRACION. Se define el funtor F' : CR-Alg”/S — CS-Alg” mediante
F(A, f) = A. Esta asignacién estd bien definida pues dado f : A — S un morfismo
en CR-Alg, entonces se tiene que f : .S — A es un morfismo CR-Alg y este da una
estructura de S-dlgebra a A. También, si h € Homcr-aiger/a((B, f), (C, g)) entonces
se define F'(h) = h. El funtor definido establece claramente una correspondencia
biyectiva entre los objetos de ambas categorias, es fiel y pleno. Por lo tanto, es un
isomorfismo de categorias. 0

LEMA 5.6. Sean R un anillo conmutativo unitario y S una R-dlgebra, entonces
hay un isomorfismo de categorias entre Prof/{pt} y Prof.

DEMOSTRACION. Se define una asignacién G : Prof/{pt} — Prof mediante
G(X,f) = X, ysi h € Homprot/piy (X, f), (Y, g)) entonces G(h) = h. Esta asig-
nacion es claramente un funtor, establece una biyeccion entre los objetos de ambas
categorias, es fiel y pleno, pues {pt} es objeto final de Prof. Asi, G establece el
isomorfismo de categorias deseado. 0

El siguiente resultado muestra que si un funtor tiene un adjunto derecho y la
categoria del dominio tiene una propiedad especial, entonces es posible inducir una
adjuncién entre dos categorias sobre objetos (ver apéndice D).

PROPOSICION 5.6. Sean A y B dos categorias tales que A tiene fibraciones. Si
F: A — B es un funtor con un adjunto derecho G : B — A, entonces para todo
A € A el funtor Fy : AJA — B/F(A) donde Fa(B,a) = (F(B), F(«)), tiene
por adjunto derecho al funtor G4 : B/F(A) — A/A definido mediante G4(B,Y) =
(P(na, G(B)),7), donde 7y es definido por la fibracion:

Pna, G(B)) *—= G(Y)

| o

A GF(A)

nA
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DEMOSTRACION. Sean t € Homu (T, A) y € Homg(Y, F(A)). Se quiere probar
que HO?TLA/A((T, t), GA<Y, ﬁ)) = HOMB/F(A)(FA(T, t), (Y, ﬁ))

Para probar dicho isomorfismo se va a probar que Homy a((T,t), Ga(Y,B)) =

Homycra) (T, naot), (G(Y),G(8))) y que Hompgra) (T, naot), (G(Y), G(B))) =
Homgpay(Fa(T,t), (Y, 3)). Asi, por la transitividad de = se tiene el resultado de-
seado.

Se define ®; : Homp a((T,1), Ga(Y, B)) = Homa,cray (T, naot), (G(Y),G(5)))
mediante la regla de correspondencia ®;(¢) = § o p. Esta funcién estd bien definida
pues

(G(B) o @1)(p) = G(B) o (60p)
(G(B)od)oyp

=(Maoy)oyp

1o (voyp)

donde la tercera igualdad se obtiene del cuadrado que define la fibracién y la
cuarta igualdad de que p € Homy a((T,t), Ga(Y, )).

Sea Uy : Homp ara)((T,naot), (G(Y),G(8))) = Homua((T,t), Ga(Y,B)) cuya
regla de correspondencia es W; (1)) = [, donde [ se define mediante la fibracién:

Como por construccién v o Wy (¢)) =y ol =t entonces ¥y esta bien definida.

Ademas se afirma que ®; o ¥; = LHomy oy (Tmast)(G(Y),G(8)) ¥ due U,0d, =
LHom,a((T,),Ga(vV,68))-

Si € Homp aray(T,naot), (G(Y),G(B))), entonces con la notacién de antes:
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(@10 W) () = O1(W1 (1))
= &y(1)
=dol

= 1Homy jap ) (Tmaot) (GV).G(8) (V)

La segunda igualdad se prueba de manera andloga y esto termina la prueba del
primer isomorfismo.

Para el segundo isomorfismo sea ®; : Homyara)(T,na o t), (G(Y),G(5))) —
Homg,pay(Fa(T,t), (Y, )) cuya regla de correspondencia es ®y(a) = ey o F/(v).

Primero se quiere ver que esta funcién esté bien definida, es decir, que fo®y(a) =
F(t). Como G(B) o v = my ot entonces FG(f) o F(a) = F(na) o F(t), de lo que se
deduce que epay 0 FG(f) o F(a) = €pay © F(na) o F(t). De la naturalidad de e
se tiene que ep(a) 0 FG(B) = [ oey y de una de las identidades triangulares que
€rca) © F(na) = 1pay. Por lo tanto se tiene que:

fo®y(a) =Lo(ey o Fa))
= (er(a) 0 FG(P)) o F(a)
= (epeay o F'na) o F(t)
= 1pay o F(t)
= F(t)

Por otro lado, se define Wy : Homg pa)(Fa(T,t), (Y, 3)) = Homa,aray(T,nao
), (G(Y),G(B))) mediante ¥9(§) = G(§) o nr.

Para ver que esta funcién estd bien definida se quiere ver que G(/3)oWq(§) = naot.
Dado que B o & = F(t) entonces G(f) o G(§) = GF(t) y por la naturalidad de n se
tiene que n4 ot = GF(t) o np. Asi, se deduce que:

G(B) 0 W3(§) = G(B) o (G(£) o nr)
= GF(t)onr
=mnaot
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Lo que resta probar es que ®y0W¥, = 1H0mB/F(A)(FA(Tat)v(Yvﬂ)) y que ademas Woody =
Lttom, 6 ay (Tinaot) (GOYV).G(8))) -
Con la misma notaciéon de antes y usando la naturalidad de € se tiene que €y o

FG(§) = £ o epry. Ademds, al usar una de las identidades triangulares se tiene que
er(r) © F'nr = 1pr). De esto se deduce que:

(P20 Wy)(E) = Pa2(G(E) o nr)
= ey o F'(G(§) o nr)
= (ey o F'G(€)) o Fr
= { o (epr) o Fr)
=¢§olpy
=<

= 1Homs, peay (Fa(T).v,8)) (§)

La otra igualdad se prueba de manera analoga y con esto se concluye la prueba.

O

COROLARIO 5.2. Sean R un anillo conmutativo unitario y S una R-dlgebra con
exactamente dos idempotentes. Entonces para todo espacio topoldgico profinito X se

tiene que S ®@r C(X,R) = C(X,9).

DEMOSTRACION. Sea S una R-algebra con exactamente dos idempotentes, en-
tonces Sp(S) = {pt}. Al usar el resultado previo se tiene que el funtor Spg :
CR-Alg”/S — Prof/Sp(S) tiene por adjunto derecho al funtor (Cg)s : Prof/Sp(S) —
CR-Alg™/S, donde este funtor estd definido mediante la cofibracién:

Cr(Sp(S)) — s

CR(OC)\L J/’Y

Cr(X) ——= (Cr)s(X)

donde o : X — Sp(.S) es una funcién continua.

Por otro lado, se afirma que S ®g Cr(X) es la cofibracién de ng y Cgr(a). Para
probar esto considerese la situacion del siguiente diagrama donde la funcién ¢; : S —
S ®r Cr(X) esta definida mediante ¢1(s) = s ® (4, donde s € S y C} es la funcién
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constante con valor 1. Ademés, la funcién iy : Cr(X) — S @ Cr(X) tiene por regla
de correspondencia t5(f) =1 ® f, donde f € Cr(X).

Ps

R S

PCR(X)\L J/LI

Cr(X) —> S ®r Cr(X)

Veamos que ¢; es un morfismo de R-algebras. Es claro que ¢;(1) = 1 ® C4. Sean
s,s' € S, entonces:

u(s+s)=(s+s)0C
=500 +5 @0
= 11(8) + t1(s)

11(ss') = ss' @ C4
=(s®C))(s & CY)
= 11(s)e1(8").

Ademas, si r € R entonces:

u(r-s) = ulps(r)s)
t(ps(r))e(s)

= (r® Ci)u(s)

=r(1®Ci)u(s)

= ru1(s).

De manera analoga se prueba que ¢5 es un morfismo de R-algebras. Ademas, como

esto implica que t1 0 pg = P3gaCa(X) Y L2 © PCr(X) = PSonCr(X), entonces el diagrama
anterior conmuta.

Si existen L una R-dlgebra, oy : S — Ly ag : Cr(X) — L dos morfismos de R-
algebras tales que ajops = ap0pc,(x), entonces considerese el morfismo de R-4lgebras
h=Tfo(a ®az),donde a; ® g : S®rCR(X) — L®pg L es el producto tensorial de
los morfismos de R-algebras oy y aw, asi como 7z el morfismo de R-algebras inducido
por el producto en L que es un morfismo R-bilineal.
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Se quiere ver que h oty = a1 y que h o1y = ag. Para probar esto lo tinico que
resta ver es que dichas funciones tienen la misma regla de correspondencia y sélo se
probara la primera de las igualdades pues la segunda es andloga. Sea s € .S, entonces:

(hou)(s) a1 @ az)(t1(s))
a1 & OéQ)(S ® Cl>
ap(s) ® as(Ch))

s)ae(Ch)

—~ o~ —~

1

I
o o = = E

—~
V2)
~—

—

donde la ultima igualdad es consecuencia de que s es un morfismo de R-algebras
y por lo tanto as(Cy) = 1.

Esto prueba que S ®pz Cr(X) es la cofibracién de pe,x) ¥ ps. Por lo tanto el
siguiente diagrama es una cofibracién entre pc,xyoh'y psoh.

Cr(Spec(9)) h R a S

pcR(X)Oh\L pCR(X)\L \Lbl

Cr(X) Cr(X) — 5 @5 Ca(X)

lepx)

donde h el es isomorfismo entre Cgr(Spec(S)) y R, que se recuerda estd dado por
h(f) = f(pt). Veamos que pc,x) o h = Cr(a) y que pg o h = ng. Lo tinico que falta
ver es que estos morfismos tienen la misma regla de correspondencia.

Sea f € Cr(Spec(S)), entonces.

(Perx) © M)(f) = pepx) (h(f))
= penx)(f(pt))
= f(pt)cl
= Crp)

— foa

= Cr(a)(f)

Por otro lado si s € .S, entonces:
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(ps 0 h)(f) = ps(h(f))

f(pt))
p

(pt)1s
(pt)
s(f)

S

(
(

Il
AT

S

S

Il
=

Il
=3

Con esto se ha probado que S ®g Cr(X) es la cofibracién de g y Cr(c), por lo
que (CR)S(X) ) SR CR(X)

Ademéds, por el teorema 5.1 se tiene que (Cr)s(X) = C(X,.5), lo que concluye la
prueba.
0

LEMA 5.7. Para todo espacio profinito X y f : X — Sp(R) una funcidén continua,
el conjunto Hom progsp(r) (X, f), (Uprem, /M, p)) es una R-dlgebra.

DEMOSTRACION. Sean «, 8 € Homprot/spr) (X, f); (Uprenm,, B/M,p)). Nétese
que como poa = pof3 = f, entonces para todo z € X se tiene que a(x), 5(x) € R/ f(x)
y por lo tanto se definen la suma y el producto de dichas funciones de manera puntual.
Ademés, esta resulta ser una nuevaAfuncio'n continua. Se define también la funcion
1 X = Uyem, B/M mediante 1(x) = [1]), donde z € X. Esta funcién es
continua y es sencillo ver que es el elemento unitario del producto definido. Asi, el
conjunto Hompro/sp(r) ((X; f), (Upresm,, ££/M, p)) es un anillo conmutativo unitario.

Se define ahora la funcién p : R — Homprot/sp(r) (X, f), (Uarerr,, 2/M,p)) con
la regla de correspondencia p(r)(z) = [r]s). Esta funcién estd bien definida pues
para r € R, la funcién p(r) es continua y ademds satisface que p o p(r) = f pues
dado x € X se tiene que:

Esto prueba que p(r) € Hompro/sp(r) (X, f), (Uprem,, /M, p)). Ademds, por la
definicion de las operaciones en el codominio es claro que esta funcion es un morfismo

de anillos y por lo tanto Homprot/sp(r) (X, f); (Upresm, ££/M,p)) es una R-dlgebra.
U
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TEOREMA 5.2. Para todo anillo conmutativo unitario R, el adjunto derecho del
funtor

Spr : CR-Alg”” — Prof/Sp(R)
A (Sp(A), Sp(pa))

estd definido mediante el funtor

Cgr : Prof/Sp(R) — CR-Alg™”
(X, ) = Homprogspr) (X, ), (Unresmr,, B/M, D))

DEMOSTRACION. Sean A € CR-Alg y (X, f) € Prof/Sp(R). Se quiere probar
que Homcr-aigr (4, €r(X, f)) = Homprot/sp(r) (SPR(A), (X, f))-

Si R = 0 entonces Sp(R) = 0 y asi Prof/Sp(R) = Prof. Por otro lado,
Cr(X, f) ={0} =0y ademds CR-Alg = {0}. Asi, la afirmacién es obvia.

El caso que falta tratar es en el que R # 0. Para esto primero nétese que si
U € Clopen(X) entonces se define una funcién xu : X — |ycpq,, £2/M mediante
la regla de correspondencia:

Xu(z) = .
v {[O]f(x), SizgU

Es claro que esta funcién es continua y que p o xy = f, por lo que xy €
Homprot/spr) (X, [): (Unream, /M, p)). De hecho, dicha funcién es un elemento
idempotente en dicho anillo.

Para construir el isomorfismo sea ¢ € Homg-aigor(A, €r(X, f)). Entonces ¢ :
Cr(X, f) = A es un morfismo de R-algebras y asi se define 7, : Clopen(X) —
Idem(A) cuya regla de correspondencia es 7,(U) = ¢(xv). Es claro por propiedades
de las funciones caracteristicas y del hecho de que ¢ es un morfismo de anillos
que T, es un morfismo de dlgebras de Boole, entonces al aplicar el teorema de
Dualidad de Stone, la funcién 7, = 7x' o Spec(r,) es continua. Se afirma que

7., € Hompro/sp(r) (SPR(A), (X, f)), es decir, que f o7/, = Sp(pa).

Para probar esta afirmacion se utiliza nuevamente el teorema de Dualidad de
Stone, por lo que primero se va a probar que el siguiente diagrama es conmutativo:
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Idem(R)

Mdem(R) J{

Clopen(Sp(R))
Clopen(f) l

Clopen(X) — Idem(A)

En efecto, sea e € Idem(R), entonces se tiene que:

7,(Clopen(f)(Midem(r)(€)))
7,(Clopen(f)(O,))
=7,(f71(O))

= p(Xr-100)

= e o([Uyw)

=e-1

= pale)l

= pale)

(rp0 Clopen(f) o UIdem(R))(e)

—~

Donde la quinta igualdad se obtiene de la observacién siguiente: x € f~1(O,) si
y s6lo si f(z) € O, y esto sucede si y sélo si e € f(x), de donde [0]7z) = [€] ()
Anélogamente se prueba que si z ¢ f~1(O,) entonces [1]u) = [€] ). De esto se
deduce que xr-10,) = [elf@) = € [1]f@) ¥y al ser ¢ un morfismo de R-dlgebras se
tiene que ¢(e - [1@) = e @([1fw@))-

Al aplicar el funtor espectro al diagrama anterior y al utilizar la naturalidad de
771 se tiene el siguiente diagrama conmutativo.

—1

Spec(Clopen(X)) x X

Spec(y)

Sp(A)
Spec(Clopen(f)) i lf
Spec(Clopen(Sp(R)))T_1 Sp(R)

Sp(R)
Spec(Mdem(r))

Sp(pa)
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Asf, el teorema de Dualidad de Stone permite concluir que f o 7/, = Sp(pa).

Considerese Fy x5y : Homcr-a1gr (A, Cr(X, f)) = Hompro/sp(r) (SPr(A), (X, f))
definida mediante Fy (x,5)(¢) = 7. Esta asignacién es natural y se afirma que es una
biyeccion.

Primero nétese que si g € Homprot/sp(r) (X, f), (Uarerr, 2/M)), entonces para
todo r € R, sf(Sp(R)) € [yren, B/M es un abierto y asi g~'sf*(Sp(R)) C X es
abierto. Claramente | |y, v, R/M = U, sF(Sp(R)) y asi X = U,z 9" (sF(Sp(R))).
Por lo tanto {g ' (s®(Sp(R)))},cr es una cubierta abierta de X y como X es profini-
to, compacto y Hausdorff, entonces por el corolario 2.1 dicha cubierta admite un
refinamiento constituido por conjuntos abiertos-cerrados, es decir, existen {U;}7_; C
Clopen(X) tales que X = |J._,U; y si € U, entonces existe r; € R tal que
g(x) = [ri]f()- Por lo tanto g = > 7" | mxv,-

Para la inyectividad de la asignacién sean ¢, 1) € Homprot/sp(r) (X, [); (Unresm, /M D))
tales que Fa (x5 (@) = Fax,p (). Entonces por el teorema de Dualidad de Stone

T, = Ty y asi para toda i € {1,...,n}, o(xv;) = 7(U;) = 7(U;) = ¥(xv,). Por lo
tanto:

elg) =¢ ( z:; mei)
= Zz:; rip(xv;)
= Zz:; riv(xu:)

= w(fjnm>

=1

=U(g)

Esto prueba la inyectividad de dicha asignacion. En lo que respecta a la suprayec-
tividad sea h € Hompro/sp(r)((SP(A),Sp(pa), (X, f))). Como h : Sp(A) — X es
una funcién continua, por el teorema de Dualidad de Stone esta funcién es inducida
por un morfismo de 4lgebras de Boole h : Clopen(X) — Idem(A) tal que para todo
e € Idem(R), h(f1(0,)) =e- 1.
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Por otro lado, si g € Homprot/sp(r) (X, f), (Uprem,, 7£/M,p)), entonces existen
{U;}~, C Clopen(X) tales que X = |J;", U; y ademds para todo = € U; existe
r; € R tal que g(x) = [r;]f@). Con estas observaciones se define la asignacién ¢ :
HomProf/Sp(R)(<X7 f)7 (|_|M€/\/1R R/M7 p)) — A mediante Sp(g) = Z?:l T h(Uz>

Se afirma que ¢ estd bien definida, es decir, no depende de la descomposicién de g.
Sig=) i_iTi"Xv: = D_j—1 Tj-Xv; donde {U;}7_; y {V;}}2; son dos familias de conjun-
tos abiertos-cerrados que son una particién de X, entonces para todo ¢ € {1,...,n}
y j € {1,...,m} definase W;; = U; N'Vj. Es claro que {W;;};i2; C Clopen(X) y
que los elementos diferentes del vacio de dicha familia forman una particiéon de X.
Més atn, para todo i € {1,...,n} fijo, la familia {Wj;}7., es una particién de U;
y entonces E(U;n:l Wij) = 205, h(W;;). Por lo tanto r; - h(U;) = DT - h(Wy)
y de manera andloga se prueba que s; - h(V;) = Y1 s; - h(W;;). Asi, para probar
la afirmacién basta con mostrar que para todo i € {1,...n} y j € {1,...,m} se
tiene que ;- h(W;;) = s; - h(Wj;). Sin embargo, como para todo r € X existen
tnicos ¢ € {1,..,n} y j € {1,...,m} tales que [sj|fz) = h(x) = [ri]w), entonces
ri —s; € f(z). Asi las cosas, la prueba de esta afirmacién se reduce a mostrar que si
U € Clopen(X) y r € R, entonces para todo x € U y r € f(z), r- h(U) = 0.

Sea x € U tal que r € f(z), entonces se deduce que f(U) ={M € Sp(R) | y €
U fly) = M} € {M € Sp(R) | f(z) = M} € {M € Sp(R) | r € M} = U, y por
el lema 4.4 U, es abierto. Asi, por el corolario 2.1 existen {e;};c; C Idem(R) tales
que U, = U,; Oc,. Dado que f(U) C U,c; O, entonces U C J,.; fHO,,) y como
U es un compacto, por ser un conjunto cerrado contenido en X que es compacto,
también se tiene que existen ey, ..., e, € Idem(R) tales que U C U, f~H(O,,). Asi,
UL, UnfHO.,) =Un UL, fHO.)) =U. Por lo que:
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r B(U) = r.ﬁ(OUﬂ fl(Oei))

Como paratodoi € {1,...,n} se tiene que O, C U,, entonces (\{M € Sp(R) | M €
Ot =M €Sp(R) |e; ¢ M} =({M € Sp(R) | 1—e; € M} = R(1—¢;) y dado
quer € ({M € Sp(R) | M € O,,}, entoncesr € R(1—e;) y como R = Re;SR(1—e¢;)
entonces re; = 0. Por lo que para todo i € {1,...,n}, pa(re;) = 0 y entonces la suma
es cero. Por lo tanto la funcién ¢ esta bien definida.

Ademas, si U € Clopen(X), entonces como xy = 0- xx\v + 1 - xu, se tiene que
e(U)=0-g(X\U)+1-g(U) =g(U). Asi, se deduce que para todo U € Clopen(X),
7.(U) =g(U) y que 7, = g, por lo que 7, = g. Esto prueba que la asignacion Fy (x )
es suprayectiva y esto concluye la prueba de la adjuncion. O

PROPOSICION 5.7. El funtor €g : Prof/Sp(R) — CR-Alg”™ es fiel y pleno.

DEMOSTRACION. Como el funtor €x es adjunto derecho del funtor Spp, para
ver que este es fiel y pleno se va a probar que la counidad de la adjuncién es un
isomorfismo, esto es, que para todo (X, f) € Prof/Sp(R), €x 5 : SP(Cr(X, [)) —
(X, f) definido mediante ex = Fe,(x,f),(x.f)(Len(x)), €s un isomorfismo.

Sea g € Idem(Cgr(X, f)), entonces para todo z € X, g(x) € Idem(R/f(x)).
Ademas, dado que para todo z € X se tiene que f(x) € Sp(R), entonces f(z)
es un ideal maximo y regular, por lo que la proposicion 4.11 permite concluir que



2. CALCULO DE UN ADJUNTO DERECHO PARA UN FUNTOR INDUCIDO POR Sp. 99

%ﬂem(R/f(x)) = {[0] @), 1] @)} de lo que se deduce que g(x) = [0]¢w) 6 g(x) =
f@)-

Considerese los conjuntos sgp(R)(Sp(R)) y s?p(R)(Sp(R)), que son abiertos por
la proposicién 4.10 y disjuntos pues para todo M € Sp(R) se tiene que 1 ¢ M.

Dado que por el teorema de Tychonoff el producto de espacios compactos es
compacto y el producto de espacios totalmente separados es totalmente separado,
entonces el producto de una familia finita de espacios topoldgicos profinitos es un
espacio topoldgico profinito y por lo tanto el espacio {0,1} x Sp(R) es profinito.

Se afirma que Idem(€x(X, f)) = Homprot/spr)((X, [), ({0,1} x Sp(R),m2)),
donde 79 es la proyeccion en la segunda coordenada del producto.

En efecto, se define oy : Idem(€r(X, f)) — Homprog/sp(r)((X, f), ({0,1} x
Sp(R),m)) mediante a;(g) = g x f. Para ver que esta funcién estd bien definida
lo primero que se tiene que probar que es continua, pero como 7 o a(g) = gy
9 0 a1(g) = f son funciones continuas, por definicién de la topologia producto, la
funcién a4 (g) es continua y de hecho, de la segunda igualdad, se tiene que «a;(g) €

HOmProf/Sp(R)((Xa f)a ({07 1} X Sp<R)7 7T2))'
Por otro lado se define 31 : Homprog/sp(r) (X, f), ({0, 1} xSp(R), m2)) — Idem(Cr(X, f))

mediante la regla de correspondencia f;(h)(x) = [m1(h(x))] ). Se tiene que probar
que esta funcién esta bien definida. Asi si x € X, entonces:

(po fi(h))(x) = p(Bi(h)(x))

Lo que prueba que po1(h) = f. Lo que resta probar es que (31 (h) es idempotente
y para esto dada z € X,

Bi(h)* (@) = [m1(h(2))]})
= [m1(7(2))*) 5@
= [m(h(@))] ()
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donde la tercera igualdad se obtiene del hecho de que m(h(z)) € {[0]¢(2), [1] () }-
Esto concluye la prueba de que la funcion esté bien definida.

Lo tnico que falta probar es que a; 031 = lHoumf/Sp(R)((X,f),({()’l}xsp(R)m)) y que
10 a1 = dem(Homprot/sp(r) (XD (Unse an, BIM2)))-

Para la primera igualdad sea h € Hompro/sp(r)((X, f), ({0,1} x Sp(R),m2)),
entonces para todo z € X se tiene que h(z) = (m(h(z)), f(x)). Asi, para z € X:

(a1 0 A1) (h)(x) = 041( (h)(x))

(
( (h(x)),f(fv))
= h(z)

= L Hompyog/sp(r) (X.),({0,1}xSp(R),m2)) (1) ().

Lo que prueba la primera igualdad. Por otro lado, si ¢ € Idem(€x(X, f)) en-
tonces,

(60 a)(g)(x) = (a(g x

=g()

= Ltdem(Homprot/spim (X.1)-(Unreaty, B/M2) (9) (7).

Esto concluye la afirmacion.
Ahora se afirma que Homprot/sp(r) (X, f), ({0,1} x Sp(R),m2)) = C(X,{0,1}).

Para esto se define oy : Homprog/sp(r) (X, f), ({0, 1} xSp(R), m)) — C(X, {0,1})
mediante la regla de correspondencia a(g) = m0g, donde 7 : {0,1} xSp(R) — {0, 1}
es la proyeccién en la primera coordenada. Es claro que esta funcién es continua pues
es una composicion de dos funciones continuas.

Por otro lado se define f, : C(X,{0,1}) — Hompyot/spr)((X, f), ({0,1} x
Sp(R),m)) mediante fy(h) = h x f. Esta funcién es continua pues 7 o 53(h) = h
y m 0 Bo(h) = f son funciones continuas y de hecho, por la segunda igualdad esta
funcién esta bien definida.
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Para terminar el isomorfismo resta probar que a0 8, = l¢(x f0,1}) ¥ que Sr0an =
LHomeprot/sp(r) (X.0).({0,1} xSp(R),m2))

Sea h € C(X,{0,1}), entonces:

(a2 0 Ba)(h) = aa(B2(h))

Por otro lado si g € Homprot/sp(r) (X, f), ({0,1} x Sp(R), 7)) entonces,

(B2 0 a2)(g) = Pa(2(g))
= Ba(m109)
= (mog)x f
=g
= LHompot/spcm (X.0).({0.1} xSp(R).72)) (9)
Los isomofismos obtenidos permiten concluir que Idem(Cx (X, f)) = C(X, {0,1})

y al aplicar el funtor Spec se tiene que Sp(€x(X, f)) = Spec(C(X, {0,1})). Como
Spec(C(X,{0,1})) = X, se tiene el resultado deseado. O






Capitulo 6

Conclusiones.

En teoria de categorias la nocion de isomorfismo entre categorias es muy restric-
tiva pues exige unicidad a nivel de objetos en la asignacion es cuestion. Por otro
lado, en muchas areas de la matematica existen teoremas que permiten caracterizar
a ciertos objetos salvo isomorfismo, y es por esta razén que es mucho mas practico
el concepto de equivalencia de categorias.

Uno de los ejemplos por excelencia de la utilidad de dicho concepto se da en la
geometria algebraica clasica con el conocido resultado que establece una antiequiva-
lencia entre las categorias de variedades algebraicas afines y K-algebras reducidas
finitamente generadas, con el cual es posible establecer un potente diccionario entre
geometria y algebra.

En el presente trabajo se estudio otro ejemplo de antiequivalencia de categorias
que es el teorema de Dualidad de Stone, el cual muestra que dos objetos matematicos
que en principio aparentan ser muy distintos, como lo son los espacios topoldgicos
profinitos y las algebras de Boole, no lo son. El camino hacia el enunciado y prueba
de este teorema fue particularmente fructifero pues se obtuvieron distintos resultados
de estructura de las categorias involucradas y posteriormente al establecimiento de
dicho teorema, se realizé un estudio del funtor espectro de Pierce.

De acuerdo a Mac Lane (1981) hay dos ideas claves en el trabajo de Stone y su
teorema de representacion, una de ellas es la introduccién de los métodos topdlogicos
para el estudio de un problema algebraico. Dicha accién rompio el esquema de trabajo
de los topologos generales de ese momento (entre ellos la escuela polaca de Sierpinski,
Kuratowski, etc.) quienes para la construccién de espacios topolédgicos se apoyaban
de la intuicién geométrica. Asi, el trabajo de Stone fue uno de los primeros en los que
se construyeron espacios topologicos a partir de estructuras algebraicas. Desde una
vision diferente el empleo de la topologia como técnica para el estudio de estructuras
algebraicas no fue aceptada por todos los algebristas del momento, uno de los mayores
detractores fue Garret Birkhoff quien en conversaciones con Artin, Mac Lane y otros
matematicos, afirmé que “eso no era hacer algebra, pero no era algo que un algebrista
no pueda hacer”. Sin embargo, hoy en dia es muy frecuente usar técnicas topologicas
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para resolver problemas en otras areas y vale la pena mencionar que después de estar
establecido el teorema de Stone, Birkhoff obtuvo también un analogo para reticulas
distributivas, sin embargo su trabajo paso casi desapercibido por la falta de métodos
topologicos.

De acuerdo a Mac Lane la segunda idea clave es la prueba de un importante
resultado donde Stone mostroé la equivalencia entre las algebras de Boole y los anillos
de Boole [S1], lo que hoy en dia se sabe es un isomorfismo entre categorias. El trabajo
de Stone fue muy importante para los precursores de la teoria de categorias pues
en [S2] se encuentran ocultos los conceptos de funtor, isomorfismo de categorias,
equivalencia de categorias (en el sentido en que Grothedieck las definié en su famoso
articulo Tohoku) y la idea de funtor adjunto. Segin Johnston el teorema de Stone
fue una de las mayores influencias para introducir en el mundo matematico la teoria
de categorias por Eilenberg y Mac Lane.

Una vez consolidado el trabajo de Stone comenzaron las aplicaciones. Algunas
de las primeras dos aparecieron en topologia y andlisis funcional y fueron dadas
por Stone en [S2]. La primera de ellas fue la construccién de una compactificacién
maxima para espacios completamente regulares, que es lo que hoy se conoce co-
mo la compactacién de Stone-Cech, y la segunda su generalizacién del teorema de
aproximacién de Weierstrass, es decir, el teorema de Stone-Weierstrass. Vale la pena
mencionar que la compactacién de Stone-Cech fue desarrollada de manera indepen-
diente por Stone y Cech, sin embargo, en el trabajo de Stone hay nuevamente un
resultado de caracter categorico pues Stone muestra que dicho espacio satisface una
propiedad universal. Ademas, en dicho estudio se utilizan propiedades del anillo de
funciones acotadas y continuas de un espacio topoldgico X en R. En una segunda
etapa de trabajo Stone logra caracterizar este anillo en terminos algebraicos en sus
articulos de 1939 y 1941, mientras que Gelfand da una descripcién del caso complejo
en sus articulos de 1939 y 1941, dicha descripcion fue el inicio de lo que hoy se conoce

como la dualidad de Gelfand.

En otro articulo Stone usa la equivalencia probada para dar una caracterizaciéon
topoldgica del concepto de completez de un algebra de Boole en 1935 en su articu-
lo titulado Postulates for Boolean algebras and generalized Boolean algebras, cosa
que lo lleva a definir el concepto de espacio extremadamente disconexo, los cuales
tienen muchas aplicaciones en analisis funcional. También el 1937 define los espa-
cios coherentes en su articulo “Topological representation of distributive lattices and
Brouwerian logics”, que son los primos no Hausdorff de los espacios de Stone, sin
embargo este campo aun estd en desarrollo.
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En resumen y como Johnston lo escribe en la introduccién de su libro [J], el
trabajo de Stone se puede resumir como el primer paso a la algebrizacion de la
categoria de espacios compactos Hausdorff.

Las influencias del trabajo de Stone aiin son mas pues Deudonné afirma en su libro
“Cours de géométrie algébrique” que este influencié a Zariski. También se cree que
Grothedieck conocia su trabajo y de hecho por tal razén tomé la palabra “espectro”
para el conjunto de ideales primos con la topologia definida por ellos.

Respecto al concepto de espacio profinito este ha sido de gran relevancia en dis-
tintas areas de la matematica pues existen diversos ejemplos de este tipo de espacios
en Teorfa de Galois (con los grupos profinitos), Geometria Algebraica y Topologia.
En torno a estas tltimas dos areas existen en la literatura muy variados e interesantes
resultados. Por ejemplo, es posible calcular las componentes conexas de Zar(R) para
todo anillo conmutativo unitario R en terminos del conjunto de ideales regulares
méximos del anillo R (ver [T, pp 7]). Por otro lado, también es posible probar que
existe una topologia en Zar(R)/ ~ que hace de este espacio un espacio topoldgico
profinito, donde ~ es la relacién de equivalencia definida por las componentes conexas
del espectro de Zariski (ver [T, pp 8]). Con esto puede darse también una topologia
en Max(C(X))/ ~ que hace de este espacio un espacio topoldgico profinito, donde
Max(C(X)) denota al espectro maximo del anillo de funciones continuas reales de
un espacio topolégico X (ver [T, pp 8-9]).

Sin embargo, los resultados descritos anteriormente no son tnicamente una for-
ma de dar ejemplos de espacios profinitos, pues uno de los resultados mas fuertes
que pueden deducirse de dichos resultados, es la prueba de que la categoria de espa-
cios profinitos es una subcategoria reflectiva de la categoria de espacios compactos
Haussdorff (ver [T, pp 11]).

De entre las muchas y variadas aplicaciones del teorema de Stone, que constituye
la primera parte de la tesis, en este trabajo se opté por mostrar algunas aplicaciones
de la teoria desarrollada a anillos conmutativos unitarios. Regresando a lo que sucede
en geometria algebraica, la equivalencia de categorias ahi probada es un primer paso
a la teoria de esquemas, en el sentido de que uno puede preguntarse que sucede
con el andlogo geométrico cuando en lugar de considerar K-algebras reducidas y
finitamente generadas, se consideran anillos conmutativos unitarios. En paralelo a
esto los teoremas 5.1 y 5.2, que son aquellos en los que se calcula un adjunto derecho
de dos funtores asociados al espectro de Pierce, son el primer paso al desarrollo de
una teoria de Galois en anillos conmutativos, la cual tuvo su origen con los trabajos
independientes de Grothendieck y Auslander-Goldman y cuyo desarrollo formal fue
concluido por A. R. Magid en [M]. Asi, se ha expuesto uno de los resultados béasicos



106 6. CONCLUSIONES.

necesarios para iniciar el estudio de dicha &rea, los ingredientes que faltan son la
nociéon de morfismo descendente y algunos resultados de pregavillas internas, cuyo
desarrollo puede consultarse en [M] y en el capitulo 4 de [BJ], lo que muestra que
incluso en el terreno algebraico quedan atin aplicaciones de esta teoria.

Después de discutir brevemente la influencia del trabajo de Stone y la variedad
de aplicaciones que tiene, la moraleja de esta historia es aquella frase que en 1938
dijo Stone: “One must always topologize™.



Apéndice A

Algebras de Boole.

DEFINICION A.1. Un dlgebra de Boole es una tupla (A, A, V, ¢ 0,1) que consta
de un conjunto no vacio A tal que 0,1 € A, dos funciones binarias \,V : Ax A — A
y una funcion unaria ©: A — A tales que para todo a,b,c € A:

l.aANb=bANayaVb=>bVa.

aN(bAc)=(aNb)ANcyaV (bVe)=(aVDb)Ve.
(anb)Va=ay(aVb) ANa=a.

aNa®*=0yaVa =1.

aN(bVe)=(anb)V(anc)yaV (bAc)=(aVb)A(aVec).

O LN

Las igualdades que se muestran en la tercera propiedad que define a un algebra
de Boole se conocen como las identidades de absorcién. El resto de las igualdades
reciben un nombre candnico.

EJEMPLO A.1. El ejemplo por excelencia de un dlgebra de Boole es el conjunto
potencia de un conjunto X, al definir para A,B € P(X), ANB=ANB, AVB=
AUB, A=X\A,0=0y1=X.

EJEMPLO A.2. Una variante del ejemplo anterior es considerar el conjunto FC(X) =
{A e P(X) | A es finito o X\ A es finito}. Con las mismas operaciones y elementos
distinguidos en el ejemplo anterior dicha coleccion es un dlgebra de Boole, que se
conoce como el dlgebra de Boole finita-cofinita del conjunto X .

EJEMPLO A.3. El tercer ejemplo, que es de hecho muy importante para este
trabajo, se obtiene al considerar el conjunto de elementos idempotentes de un anillo
conmutativo unitario R, denotado por Idem(R), en el que se definen para e, f €
Idem(R): eNf=ef, eV f=e+ f—ef, e =1—e. Con estas operaciones, los
elementos cero y uno, que corresponden a los elementos 0 y 1 del anillo R, Idem(R)
tiene estructura de dlgebra de Boole.
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EJEMPLO A 4. Si X es un espacio topoldgico, entonces el conjunto Clopen(X) =
{A C X | A es abierto y cerrado} es un dlgebra de Boole con las mismas funciones
definidas en el ejemplo A.1. Algunos autores la llaman el dlgebra de Boole carac-
teristica o dual del conjunto X.

DEFINICION A.2. Para A y B dlgebras de Boole, f : A — B es un morfismo de
dalgebras de Boole si f(0) =0, f(1) =1 y para todo a,b € A, f(a Nb) = f(a) A f(b),
flavb) = fla)V f(b) y f(a®) = fla)".

EJEMPLO A.5. Sea f: X — Y wuna funcion. Se define una nueva funcion f, :
P(Y) — P(X) mediante la regla de correspondencia f.(D) = f~1(D), donde D €
P(Y). Es sencillo probar que f,. es un morfismo de dlgebras de Boole.

La categoria de algebras de Boole se denota por Bool.

De manera alterna se tiene el concepto de reticula que es un orden parcial en el
que para todo par de elementos el supremo e infimo existen. Una reticula L tiene
complementos si existen dos elementos 0,1 € L tal que para todo a € L existe b € L
tal que sup{a, b} = 1y inf{a,b} = 0. Puede probarse que estos elementos son tinicos
y que el elemento asociado b es tnico, por tal razon este se llama el complemento de
a.

Asi, a toda dlgebra de Boole puede asignarse una reticula con complementos y
distributiva al definir el orden parcial a < b si a Ab = a y visceversa, es decir, a toda
reticula con complementos y distributiva puede asignarse estructura de algebra de
Boole al definir a V b = sup{a,b} y a A b = inf{a, b}. En ambos casos la asignacién
del complemento de un elemento es el complemento en la estructura correspondiente
y el elemento cero y uno son los mismos. Esta correspondencia puede extenderse
también a morfismos estableciendose asi una biyeccién entre los objetos de estas
categorias. Ademads, a nivel de morfismos esta asignacién es fiel y plena, es decir, hay
un isomorfismo de categorias entre la categoria de algebras de Boole y la de reticulas
con complementos y distributivas. Por esta razén, en la literatura suele encontrarse
como definiciéon equivalente a la definicién A1, a un algebra de Boole como una
reticula con complementos y distributiva.



Apéndice B

Marcos y Locales.

DEFINICION B.1. Un marco L es una reticula completa que satisface que para
toda familia {x;}ic; de elementos de L yy € L:

y A (\/xl) =\(ziny).

i€l el

EJEMPLO B.1. Sea X un espacio topoldgico y dendtese por QX)) al conjunto de
los subconguntos abiertos de X. Si {A;}icr € Q(X), entonces se definen:

Vai=Ua

el el
/\Ai: (ﬂAi)o.
el el

Ast, Q(X) tiene estructura de reticula completa y de hecho, Q(X) es un marco.

DEFINICION B.2. Un morfismo de marcos f : L — L' es una funcidn que
preserva supremos arbitrarios e infimos finitos.

EJEMPLO B.2. Sean X,Y espacios topologicos y f : X — Y continua. Se define
la funcion f.: QY) — QX) cuya regla de correspondencia es f.(U) = f~Y(U). La
funcion f, es un morfismo de marcos.

Es sencillo probar que la composicién de morfismos de marcos es un morfismo de
marcos y que la funcién identidad en un marco es un morfismo de marcos.

La observacién previa permite hablar de la categoria de marcos la que se denota
por Frm. La categoria opuesta a la categoria de marcos es la categoria de locales
denotada por Loc.
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110 B. MARCOS Y LOCALES.

En muchos textos no suele hacerse distincion a nivel de objetos entre los marcos
y locales. No sucede asi con los morfismos pues para la categoria de locales a sus
morfismos se les suele llamar funciones continuas (ver [J, pp 39]).

En la categoria de marcos es sencillo probar que todo morfismo biyectivo de
marcos es un isomorfismo, pues la funcién inversa de dicho morfismo es un morfismo
de marcos.



Apéndice C

R-algebras.

Sean A y R anillos conmutativos unitarios y f : R — A un morfismo de anillos.
Se define una accién de Ren A, - : R X A — A mediante la regla:

r-a= f(r)a

Con esta accion es sencillo probar que A tiene estructura de R-médulo.

DEFINICION C.1. Se dice que A un anillo conmutativo unitario es una R-dlgebra
st existe un morfismo de anillos py : R — A. Al decir que A es una R-dlgebra siempre
se piensa en la estructura de R-modulo que induce el morfismo pa en A.

EjEMpPLO C.1. Del hecho de que Z es un objeto inicial en la categoria de anillos
conmutativos unitarios se deduce que todo anillo conmutativo unitario es una Z-
dalgebra.

DEFINICION C.2. Sean A y B R-dlgebras. Un morfismo de anillos f : A — B es
un morfismo de R-dlgebras si es un morfismo de R-maoddulos.

El siguiente resulado da una caracterizacion 1til de los morfismos de R-élgebras.

ProPOSICION C.1. Sean A y B R-dlgebras y f : A — B un morfismo de anillos.
Son equivalentes:

1. f es un morfismo de R-dlgebras.
2. pp=[opa
La sequnda condicion se expresa en el siguiente diagrama conmutativo:

A-1.p

ol

R
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112 C. R-ALGEBRAS.

Es sencillo probar que la identidad en toda R-dlgebra es un morfismo de R-
algebras y que la composcion de dos morfismos de R-algebras es un morfismo de
R-algebras. Esto permite hablar de la categoria de R-algebras conmutativas la que
se denota por CR-Alg.

Ademas, en la categoria de R-algebras no se hace distincion entre los morfismos
biyectivos de R-algebras y los isomorfismos pues se puede probar que si f: A - B
es un morfismo de R-algebras biyectivo, entonces f~! : B — A es un morfismo de
R-algebras.

Por otro lado si A es una R-algebra e I C A es un ideal, entonces I es un R-
submodulo de A y por lo tanto el anillo cociente A /I tiene automaticamente una
estructura de R-médulo.

Otra construccion importante que hereda la categoria de R-modulos a la categoria
de R-algebras es la existencia de un producto tensorial para dos objetos. Los detalles
de esta construccion pueden consultarse en [A, pp 30-31].



Apéndice D

Algunos conceptos categoéricos.

Sean A una categoria y A € A. Se recuerda que la categoria de objetos sobre A,
denotada por A /A, tiene por objetos a los morfismos en A cuyo dominio es un objeto
cualquiera de la categoria y cuyo codominio es A. Los objetos en esta categoria se
suelen denotar mediante (dom(f), f).

En lo que respecta a los morfismos de dicha categoria, se define:

HOTnA/A((vi)?(Cag)) = {h € HomA(B7C) | gOh = f}

DEFINICION D.1. Sean A,B,C € A, f : A — C yg: B — C. La fibracién de
f v g es una tripleta (P,psa: P — A,pg : P — B) donde P € A y se satisface que
fopa = gopg. Ademds, se tiene la siguiente propiedad universal: Para cualquier
par de morfismos en A, hy : Q — A y hg : Q — B tales que fohy = go hg, existe
un unico q : QQ — P tal que paoq = ha yppoq = hp, es decir, el siguiente diagrama
conmuta:

Sean A y B dos categorias.

DEFINICION D.2. Un funtor F : A — B es un encage si es fiel, pleno e inyectivo
en los objetos de A.
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114 D. ALGUNOS CONCEPTOS CATEGORICOS.

DEFINICION D.3. Sean F: A — B y G : B — A dos funtores. Se dice que F es
un adjunto izquierdo de G, o equivalentemente que G es un adjunto derecho de F,

si existe un isomorfismo natural ya g : Hom(F(A), B) = Hom(A, G(B)), para todo
AeA yBeB.

El siguiente teorema da una caracterizacion de cuando dos funtores son adjuntos.

TEOREMA D.1. Sean F: A —- B y G: B — A dos funtores. Son equivalentes:
1. F es adjunto izquierdo de G.

2. Fxisten € : FG = 1 yn : 1o = GF tales que los siguientes diagramas,

conocidos como las identidades triangulares, conmutan para todo A € A y
B e B:

F(A) —2(FGF)(A)

€EF(A)
1rca)

F(A)
G(B) —<L(GFG)(B)
) G(eB)
a(B)
G(B)

La transformacion natural 7 se conoce como la unidad de la adjuncién y a € se
le conoce como la counidad de la adjuncién. Una prueba de este teorema se puede
encontrar en [KS, pp 29].

El siguiente resultado juega también un papel importante en un par de resultados
del capitulo 5. La prueba de dicho resultado se puede encontrar en [B, pp 114] y [KS,
pp 29-30].

PROPOSICION D.1. Sean F : A — B y G : B — A dos funtores tales que F es
adjunto derecho de G. Entonces son equivalentes:

1. F es fiel y pleno.
2. La counidad de la adjuncion es un isomorfismo.

TEOREMA D.2. Sea F : A — B un funtor. Entonces son equivalentes:
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1. F es fiel y pleno y tiene un adjunto izquierdo G fiel y pleno.

2. F tiene un adjunto G y la unidad y counidad de la adjuncion son isomorfis-
mos.

3. Emiste un funtor G : B — A y dos isomorfismos naturales tales que GF = 1,
Y FG = 11@

4. F es fiel, pleno y para todo B € B existe A € A tal que F(A) = B.

Una prueba de este resultado puede encontrarse en [B, pp 115-116]. Ademas, a
la dltima propiedad de la cuarta afirmacion se le conoce como que el funtor F' sea
denso o esencialmente suprayectivo.

DEFINICION D.4. Un funtor F : A — B que satisface las equivalencias del teore-
ma D.2. se llama equivalencia de categorias.

Todo isomorfismo de categorias es una equivalencia pero no reciprocamente. Un
ejemplo que prueba esta ultima afirmacion es considerar una categoria A cuya familia
de objetos es N y para n,m € N se define Homy(n,m) = M,x,(K), donde K es
un campo. En esta categoria la composicién esta dada por el producto de matrices
y las identidades son las matrices identidad. Si K-Vect; denota la categoria de K-
espacios vectoriales de dimension finita, y para todo V' € K-Vect; se fija Sy una
base, entonces se define la asignacién F' : K-Vect; — A mediante F(V) = dimg (V)
y para T' € Homg(V,W) se define F(T) = [T]g‘v/" Esta asignacién resulta ser una
equivalencia de categorias pero no puede ser un isomorfismo pues A es un conjunto
mientras que K-Vect; es general una clase propia.
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