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Introduccion

La ensefianza de las matematicas, de conceptos y temas matematicos se puede hacer de
diferentes formas y desde diferentes enfoques: se puede hacer de modo expositivo, como tipo
taller, se puede hacer de manera conductista, constructivista o cognoscitivista, se puede
trabajar en equipos o de forma individual, con grupos cooperativos o colaborativos, se puede
trabajar aprendizaje basado en problemas, por proyectos o por medio de la resolucién de
problemas, se pueden utilizar registros de representacion, se puede trabajar interpretacién de
conceptos, por ejemplo fisica 0 geométricamente, se puede modelar, se puede estudiar por
medio de sus aplicaciones en otras areas de conocimiento, se pueden usar TIC como
herramienta did4ctica, se puede usar la visualizacion dinamica, incluso se puede hacer en
modalidad presencial, en linea, o combinandolas. Hay una gran cantidad de formas, métodos,
enfoques y paradigmas, asi como combinaciones de estos, para ensefiar matematicas, y
constantemente se desarrollan mas, y en todos se involucran cuestiones pedagogicas y
didacticas, mismas que se estudian, disefian, crean y desarrollan como en cualquier otra area
de conocimiento. En este caso estamos hablando de la Matematica Educativa.

El fin dltimo que se busca en la matematica educativa es que el alumno aprenda matematicas,
para ello se disefia, se planea, se hacen propuestas, se desarrollan teorias, se aplican, se
analizan, se cuestionan, se modifican, se consolidan y evolucionan, es decir, se hace
docencia.

Para hacer docencia hay diferentes aspectos que se deben considerar, la disciplina, la
didacticay la pedagogia, se deben estudiar, conocer y comprender estas tres partes para lograr
una mejor ensefianza. Entendiendo que los Gltimos dos aspectos son referentes al primero,
sin tergiversar sus contenidos.

Este primer aspecto de la ensefianza, la comprensidn y conocimiento de la disciplina de las
matematicas, es la base. No es suficiente, pero por supuesto es primordial y necesario. Se
requieren solidos conocimientos de matematicas para ensefiar matematicas, asi como una

amplia vision de las mismas.



Esta investigacion aborda este aspecto primordial de la ensefianza de las matematicas, la
comprension y conocimiento de la disciplina, especificamente para el concepto de limite, y
se hace usando la historia de las matematicas como objeto de estudio. El fin es estudiar el
concepto de limite a través de su historia, buscando entender de mejor forma el concepto,
siguiendo su evolucion y sobre todo su necesidad en el desarrollo del conocimiento
matematico. Considerando su ensefianza principalmente a nivel bachillerato, se decidio
trabajar enfatizando los aspectos geométricos, priorizar las ideas, problemas y concepciones
geométricas que dieron paso al concepto, esto para encontrar conexiones de un concepto tan
abstracto como el de limite, con objetos matematicos méas concretos. Igualmente se determind
trabajar el desarrollo del concepto desde los griegos hasta el siglo XVII.

La presente investigacion esta dirigida para el profesor de matematicas, para lograr una mejor
comprension del concepto de limite, entendiendo su evolucion, necesidad y relaciones con
diferentes areas de las matematicas. Incluye demostraciones formales. Se analizan los
trabajos de diferentes matematicos: Euclides, Arquimedes, Kepler, Cavalieri, Saint-Vicent y
Dehn, para argumentar sobre la necesidad y evolucion del concepto de limite.

Para su estudio se requieren principalmente conocimientos geométricos, de los Elementos de
Euclides, de algebra, sistemas axiomaticos, calculo, nimeros reales, limites y teoria de
integracion.

En el capitulo 1, se presentan problemas geométricos que se relacionan con el concepto de
limite y las concepciones que sobre éste tenian los griegos. Se demuestra la proposicién XI11.5
de los Elementos de Euclides, se analiza la demostracion, especialmente el método de
exhaucion utilizado en ella. Se presenta el tercer problema de Hilbert y se describe la
respuesta de Dehn a éste. Se interpreta este resultado con relacion al concepto de limite y el
método de exhaucion.

En el capitulo 2, se centra la atencion en mostrar la evolucién del concepto de limite
analizando los trabajos de Kepler, Arquimedes, Cavalieri y Saint-Vincent. Se analizan las
respuestas que ellos dieron para resolver problemas geométricos de areas y volumenes, a
partir de las que surgieron diferentes conceptos, como el de serie, métodos de integracion
geométrica y el de limite.

Finalmente, en el capitulo 3, se interpretan los resultados analizados y desarrollados en los
capitulos previos, se argumenta a través de ellos para concebir la evolucion y necesidad del



concepto de limite en el desarrollo de las matematicas. También se describe como estos

aspectos, y la historia de las matematicas repercuten en la ensefianza del concepto.



1. Elmeétodo de exhaucidon

En general el método para resolver problemas en calculo es por aproximacion, plasmado en
el concepto de limite. No obstante que este concepto se desarroll6 en el siglo XIX, ideas
referentes al mismo ya eran usadas y estudiadas por los griegos. Muestra de ello son las
paradojas de Zenon. Las paradojas mas conocidas son:

e Ladicotomia. La imposibilidad para realizar un movimiento, ya que siempre se debe
recorrer primero la mitad del camino, y previamente la mitad de la mitad y
previamente la mitad de la mitad de la mitad, asi sucesivamente, lo que hace
imposible moverse.

e Aquiles. La imposibilidad de que Aquiles alcance a una tortuga en una carrera porque
cada vez que la tortuga avanza Aquiles primero debe llegar al lugar donde la tortuga
estuvo previamente, como la tortuga sigue avanzando esto ocurre sucesivamente y
Aquiles no la puede alcanzar.

e El vuelo de la flecha. La imposibilidad de que una flecha alcance su blanco, porque
previamente debe volar la mitad de la distancia al blanco, y previamente la mitad de

la mitad, asi sucesivamente, por lo que la flecha no puede salir del arco.

Aunque estos argumentos son claramente falsos, pues la evidencia fisica lo muestra, el
problema era como refutarlos. Aristételes los Ilamé “falacias”, aunque no los pudo refutar.
Ahora sabemos que para responder las paradojas de Zenon hacen falta conceptos como
infinitesimal, infinito y continuidad, es decir, elementos de limites. Si bien los griegos no
Ilegaron a estos conceptos como los entendemos actualmente, si tenian concepciones de ellos,
realizaban procesos infinitos, y uno de los métodos mas antiguos para ello es el método de
exhaucion.

La creacion del método de exhaucion se atribuye a Eudoxo, y es ampliamente utilizado por

Arquimedes, quien lo usa para demostrar teoremas relacionados con areas y volimenes de
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figuras limitadas por curvas o superficies, resultados que son parte de sus obras: Sobre la
esferay el circulo, Medida del circulo y Método sobre los teoremas mecanicos. Por ejemplo,
la primer proposicion que demuestra en el Método es la cuadratura de la parabola: Sea ABC
un segmento comprendido entre la recta AC y la seccién ABC de un cono rectangulo®. Digo
que el segmento ABC es cuatro tercios del triangulo ABC.

Por otro lado, al inicio de la obra Sobre la esfera y el circulo, Arquimedes hace mencién de
resultados sobre areas y volimenes que los atribuye a Eudoxo, como: toda piramide es un
tercio del prisma que tiene misma base y altura que la piramide, y todo cono es la tercera
parte del cilindro que tiene la misma base y altura que el cono. Para la demostracion de estos
resultados se requiere del método de exhaucion.

De manera sintética, con el método de exhaucion se trata de realizar un proceso repetidas
veces, hasta un punto determinado, sabiendo que tal punto se alcanzara.

Entonces, para usar el método de exhaucién se requiere poder repetir un proceso
indefinidamente y tener una garantia de que en algin momento tal proceso concluird. Para
poder tener tal garantia Arquimedes supone un lema que actualmente conocemos como el
Axioma de Arquimedes®: dadas dos magnitudes geométricas desiguales ( lineas, superficies,
s6lidos), la mayor excede a la menor por una magnitud tal que, afiadida sucesivamente a si
misma, puede exceder a su vez a cualquier magnitud del mismo género que las relacionadas;
este axioma también se desprende de los trabajos de Eudoxo, especificamente de su teoria de
proporciones, que es presentada por Euclides en el Libro V de sus Elementos. El axioma
viene de la Definicion 4 del Libro V: Se dice que guardan razén entre si las magnitudes que,
al multiplicarse, pueden excederse una a otra.

Referente al trabajo de Eudoxo, Euclides, no sélo expone su teoria de proporciones si no que,
al igual que Arquimedes, también usa el método de exhaucién. Este método es la base del
Libro XII de sus Elementos, especificamente lo usa para demostrar las proposiciones 2, 5,
10, 11, 12 y 18 de dicho libro. Sin embargo, aunque ambos usan el método de exhaucion,
hay una diferencia respecto a como lo aplican, y radica en la forma de garantizar que el
proceso que repiten indefinidamente en algin momento concluira. Euclides no usa el axioma

de Arquimedes, no supone este lema, €l demuestra una proposicion equivalente, y lo

! Esta obra es conocida simplemente como el Método.
2 Arquimedes llama a la parabola “seccién de cono rectangulo”.
¥ Algunos textos mencionan que lo que asume Arquimedes es un lema, no un axioma.



demuestra usando la Definicion 4 de la teoria de proporciones de Eudoxo. La proposicion es
X.1: Dadas dos magnitudes desiguales, si se quita de la mayor una magnitud mayor que la
de su mitad y, de la que queda, una magnitud mayor que su mitad y asi sucesivamente,
quedara una magnitud que sera menor que la magnitud menor dada.

Para este trabajo el interés particular esta en la proposicién XI1.5 y el uso del método de

exhaucion en su demostracion. En lo siguiente se demuestra y analiza esta proposicion.

1.1 Proposicidn XII.5.

Las piramides con base triangular que tienen la misma altura son entre si como sus bases.

Demostracion:

Consideremos dos pirdmides con la misma altura y con bases triangulares ABC y DEF . Sean
G y H los vértices de las pirdmides, respectivamente.

Se quiere demostrar que la pirdmide ABCG es a la piramide DEFH como la base ABC es a
la base DEF. Es decir,

triangulo ABC _ piramide ABCG
triangulo DEF ~ piramide DEFH "

Supongamos que la piramide ABCG no es a la piramide DEFH como la base ABC es a la

base DEF. Entonces, existira un solido W tal que asi como la base ABC es a la base DEF
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entonces la piramide ABCG serd a W. El s6lido W puede ser o bien menor o bien mayor que
la pirdmide DEFH.

Analicemos el primer caso, es decir, la piramide ABCG es a un solido W menor que la
piramide DEFH como la base ABC es a la base DEF.

Por la proposicion XI11.3* la piramide DEFH se divide en dos piramides iguales entre si y
semejantes a ella, y en dos prismas iguales, que tomados juntos son mayores que la mitad de
la pirdmide. Sea u, tales piramides y v, tales prismas.

Las piramides obtenidas de la division de la piramide DEFH, es decir u,, se dividen a su vez
de la misma forma en dos piramides y dos prismas, con las mismas caracteristicas. Sea u,
estas nuevas piramides y v, estos nuevos prismas. Se continla este proceso hasta que se
tengan piramides menores que el excedente por el que la piramide DEFH sobrepasa al s6lido
W. Esto se puede hacer por la proposicion X.1. Podemos suponer que para ello se requiere
repetir el proceso n veces. Asi, u, son tales pirdmides y v,, los prismas correspondientes.
Entonces u,, es menor que la diferencia entre la piramide DEFH y el s6lido W, de dénde el
solido W es menor que la diferencia entre la piramide DEFH y u,,.

Pero esta Gltima diferencia son todos los prismas que han resultado de continuar el proceso
de division en la pirdmide DEFH n veces, es decir, vy, v,, v, **-,U, tomados juntos.

Por tanto, todos los prismas en la piramide DEFH, resultantes de repetir el proceso de
division sucesivamente n veces, tomados juntos, son mayores que el sélido W.

Sea la piramide ABCG también dividida de la misma forma y un nimero igual de veces. Por
tanto, por X11.4°> como la base ABC es a la base DEF, entonces los prismas en la piramide
ABCG son a los prismas en la piramide DEFH, es decir, la base ABC es a la base DEF como
todos los prismas en la pirdmide ABCG son a todos los prismas en la piramide DEFH.
Como habiamos planteado que la base ABC es a la base DEF como la piramide ABCG es al
s6lido W, entonces, por la proposicion V.11° la pirimide ABCG es al sélido W como todos

los prismas en la piramide ABCG son a todos los prismas en la pirdmide DEFH.

4 XI11.3 Toda pirdmide con base triangular se divide en dos piramides iguales, semejantes una a la otra
y a la pirdmide entera, y teniendo bases triangulares, se dividen en dos prismas iguales que son
mayores que la mitad de la pirdmide entera.
> X11.4 Si hay dos piramides de la misma altura que tienen triangulos como base, y cada una de ellas
se divide en dos piramides iguales entre si y semejantes a la piramide entera y en dos prismas iguales;
entonces tal y como la base de una piramide es a la base de la otra, entonces seran todos los prismas
de una pirdmide a todos los prismas iguales en nimero a la otra piramide.
® V.11 Las razones gue son iguales a una misma razén son iguales también entre si.
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Por tanto, por la proposicion V.16 la piramide ABCG es a todos los prismas en la piramide
ABCG como el s6lido W es a los prismas en la pirdmide DEFH.

Pero la piramide ABCG es mayor que los prismas en ella; por tanto el sélido W también debe
ser mayor que los primas en la piramide DEFH. Pero habiamos deducido que los prismas en
la piramide DEFH son mayores que el sélido . Por tanto, obtuvimos una contradiccion.
La contradiccién viene de suponer que existe un solido W menor que la pirdmide DEFH, tal
que asi como la base ABC es a la base DEF entonces la piramide ABCG es a W. Por tanto,
tal sélido no existe. Por tanto la piramide ABCG no es a ningln s6lido menor que la piramide
DEFH como la base ABC es a labase DEF.

Anélogamente se prueba que la piramide DEFH no es a ningun sélido menor que la pirdmide
ABCG como la base DEF es a la base ABC.

Para tratar el segundo caso probaremos que la piramide ABCG, no es a ningun sélido W
mayor que la piramide DEFH como la base ABC es a la base DEF.

Supongamos que la afirmacién anterior es cierta, entonces, el solido W es a la piramide
ABCG como la base DEF es a la base ABC.

Entonces existird un sélido W' tal que asi como el sélido W es a la piramide ABCG,

la piramide DEFH es a dicho sélido

w _ piramide DEFH
piramide ABCG w’ '

Entonces, por la proposicion V.11, se sigue que

triangulo DEF _ piramide DEFH
triangulo ABC w' '

Pero como el sélido W es a la piramide ABCG como la piramide DEFH es al s6lido W',

entonces, por la proposicion V.16

7'V.16 Si cuatro magnitudes son proporcionales, también por alternancia seran proporcionales.
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w _ piramide ABCG
piramide DEFH w’ '

Pero el sélido W es mayor que la pirdmide DEFH; por tanto la pirdmide ABCG también debe
ser mayor que el solido W'.

Por tanto, la base DEF es a la base ABC como la pirdmide DEFH es a algun solido menor
que la piramide ABCG. Pero esto acaba de ser probado previamente como absurdo.

Por tanto la piramide ABCG no es a ningln sélido mayor que la piramide DEFH como la
base ABC es a la base DEF; y tampoco es a ningun sélido menor que la piramide DEFH
como la base ABC es a la base DEF.

Por tanto la base ABC es a la base DEF como la piramide ABCG es a la piramide DEFH. m

En la demostracion de la proposicion XI1.5 se usa el método de exhaucion cuando repetimos
indefinidamente el proceso de dividir una piramide en dos piramides y dos prismas con
ciertas caracteristicas. Mismo que siempre podemos realizar en cualquier piramide por la
proposicion XI1.3. No obstante, para usar el método de exhaucion no basta con sélo repetir
indefinidamente un proceso, es necesario que tal proceso termine; en este caso queda
garantizado al pedir repetir el proceso hasta que se obtengan piramides menores que la
diferencia entre la piramide DEFH y el s6lido W. La proposicion X.1 nos dice que en
determinado momento esta repeticion indefinida del proceso de dividir piramides alcanzara
la condicion mencionada, y la iteracion del proceso concluira.

Otro aspecto de las demostraciones que usan el método de exhaucién es que se realizan por
reduccién al absurdo. Como en la demostracion de la proposicion XI1.5, se quiere demostrar

que para ciertas magnitudes a, b, ¢ y d, se satisface la expresion % = 2, donde a y b son los

triangulos ABC y DEF, respectivamente; mientras que c y d son las pirdmides ABCG y

DEFH, respectivamente. Se supone que no se satisface dicha expresién. Entonces existe d’,
la cuarta proporcional, para a, b y c; es decir a, b, ¢ y d’ satisfacen % = é. Ademas d' debe

ser mayor, menor o igual que d, y con el método de exhaucion se prueba que d’ no puede ser
ni mayor ni menor que d. En la prueba presentada, en el primer caso d’ = W,y en el segundo
casod' = W'

Se puede describir el método de exhaucién aplicado en la proposicion XI5, dada la

existencia de la cuarta proporcional W, como sigue:
13



Al.  Se determina una magnitud v, tal que v; > %(pirémide DEFH)

A2.  Se realiza repetidamente el proceso de division en la pirdmide DEFH y en las

pirdmides obtenidas sucesivamente, hasta que (piramide DEFH — W) > u,

piramide ABCG w

B.  Se establece la proporcién —— - = ———
piramide ABCG—up piramide DEFH—-uy,

De B se deduce que la cuarta proporcional debe ser la que se proponia, es decir,
piramide DEFH = W.

v, son los dos prismas que resultan al dividir la pirdmide DEFH, u,, son las piramides que
resultan de continuar el proceso de division sucesivamente en las pirdmides resultantes, n
veces, con n tan grande como se requiera, hasta que se cumpla la desigualdad planteada; y
u’,, son las pirdmides de realizar el proceso de division sucesivamente en la piramide ABCG
n veces. Claramente v; y u; son magnitudes distintas pero relacionadas entre si por el
proceso de division sucesivo de las piramides.

Se tiene que v, + u; = piramide DEFH, asi u, = piramide DEFH — v, es decir, u, es el
resultado de quitar los prismas a la piramide DEFH, que son mayores que la mitad de ésta, y
el resultado son dos piramides. u, es el resultado de quitarle a u, los prismas que resultan de
aplicar el proceso de division precisamente a u,, a las dos piramides resultantes del proceso
anterior; dichos prismas son mayores que la mitad de u,. Entonces, siguiendo el proceso
sucesivamente se sigue que u; > u, > u; > -+ > u,. De este modo dadas las magnitudes
piramide DEFH y (piramide DEFH — W), a la mayor se le quita sucesivamente una
magnitud mayor que su mitad, y la Proposicion X.1 asegura que en algin momento el
resultado serd menor que la magnitud menor dada, con lo que se garantiza que el proceso de
dividir repetidamente las pirdmides terminara.

En ambos casos de la demostracion de la proposicion XI1.5, y en general, la existencia de la
cuarta proporcional no se sigue de los Postulados de Euclides, se supone. De este modo uno
de los elementos fundamentales para probar esta proposicion no es parte del sistema
axiomatico de Euclides.
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1.2 El tercer problema de Hilbert

La proposicion 1.38 de los Elementos de Euclides, que dice: Triangulos con bases iguales y
que estan entre las mismas paralelas, son iguales; que es un caso particular de la proposicion
VL1, que dice: Los triangulos y paralelogramos que tienen la misma altura son entre si como
sus bases, es la proposicién equivalente a la proposicion XI1.5. Ambas son proposiciones que
tratan de objetos equivalentes en espacios diferentes, y cuyas afirmaciones son equivalentes.
No obstante en la demostracion de la proposicion 1.38 no se requiere el método de exhaucion,
ni de la existencia de la cuarta proporcional. Esta proposicion se deduce Unicamente de los
cinco Postulados.

Esta diferencia entre las demostraciones de las proposiciones 1.38 y XII.5 es fundamental,
como se evidencia con un analisis mas general.

La proposicion 1.38 nos dice cuando dos triangulos tienen la misma &rea, andlogamente la
proposicion XI1.5 nos dice cuando dos pirdmides tiene el mismo volumen, y la respuesta es
la misma, cuando sus bases y sus alturas son iguales. Cabe mencionar que esta seria una
interpretacion moderna de ambos resultados, pues ni el concepto de area ni el de volumen
entendidos como numeros estan presentes en los Elementos de Euclides.

Siguiendo con este analisis mas general, se requiere un concepto:

Definicién 1.2.1. Dos poligonos son tijera-congruentes si uno puede ser cortado en un
namero finito de poligonos y éstos se pueden rearmar, por rotaciones y traslaciones, para

formar el segundo poligono.

Claramente dos poligonos que son tijera-congruentes tienen la misma area, y el resultado
converso, dos poligonos son tijera-congruentes si tienen la misma area, se conoce como el
teorema de Wallace-Bolyai-Gerwien.

Por tanto, dos triangulos tienen la misma area si y sélo si son tijera-congruentes. Es decir,
es condicion necesaria y suficiente para que dos triangulos tengan la misma area; mientras
que la proposicién 1.38 nos da sélo la condicién suficiente para ello.

Lo equivalente a lo anterior en términos de volumen se puede expresar de la siguiente

manera:
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Definicion 1.2.2. Dos poliedros son tijera-congruentes si uno puede ser cortado en un
namero finito de poliedros y éstos se pueden rearmar, por rotaciones y traslaciones, para
formar el segundo poliedro.

En particular, dos tetraedros, dos piramides que son tijera-congruentes tienen el mismo
volumen. Pero si tienen el mismo volumen no necesariamente son tijera-congruentes. Este
hecho fue demostrado por Max Dehn en 1900, y corresponde a la respuesta del tercer
problema de Hilbert, de su famosa lista de 23 problemas que presentd en Paris en el Congreso
Internacional de Matematicas, durante el mismo afio. Con estos problemas Hilbert esperaba
orientar a los matematicos de la época, e imaginaba que serian parte importante del desarrollo
futuro de las matematicas.

Actualmente, de acuerdo a Yandell, cuatro de los 23 problemas son vagos en sus
afirmaciones y no se han resuelto en su totalidad, debido a la ambigiedad de su
planteamiento: 12, 19, 20 y 23; tres no se han resulto: 6, 8 y 16; y 16 de ellos ya estan
resueltos: 1, 2, 3,4,5,7,9, 10, 11, 13, 14, 15, 17, 18, 21, y 22. Ciertamente, esta famosa lista
de problemas influencio fuertemente el desarrollo de las matematicas en el siglo XX.

El tercer problema de Hilbert, que Dehn respondid, es conocido como el problema fécil de
Hilbert, pero por fécil s6lo debemos entender que fue el primero de los 23 en ser resulto,
Hilbert lo enunci¢ asi: Dado un poliedro, ¢ es siempre posible cortarlo en una cantidad finita
de piezas poliédricas que puedan ser ensambladas de modo que quede armado un cubo con
el mismo volumen?

Dehn resolvio el tercer problema de Hilbert usando algebra y definiendo un invariante, el
invariante de Dehn, él probo que dos poliedros son tijera-congruentes si y solo si tiene el
mismo volumen y el mismo invariante de Dehn. En particular, prob6 que el invariante de
Dehn para un cubo es cero, mientras que el invariante de Dehn para un tetraedro regular es
distinto de cero. De este modo, un tetraedro regular no puede ser cortado en una cantidad
finita de piezas que puedan volver a ensamblarse formando un cubo con el mismo volumen.
Entonces, el concepto tijera-congruentes caracteriza el area de triangulos, pero no el volumen
de piramides. Esto muestra la necesidad de elementos distintos en la demostracion de la
proposicion XI1.5 con respecto a la proposicién 1.38; area de triangulos y volumen de

piramides no son conceptos equivalentes. Con respecto al volumen de las pirdmides se
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requiere de algo mas que los cinco Postulados de Euclides, se requiere de un método no

elemental, como el método de exhaucién y la existencia de la cuarta proporcional.
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2. Meétodos de integracion geométrica

Los matemaéticos griegos, entre muchas aportaciones, desarrollaron diversos métodos para
resolver problemas geométricos, como el método de exhaucion y la neusis, la concepcion de
curvas mecanicas como la cuadratriz y de otros instrumentos como el mesolabio, que disefi6
Eratostenes, ademas del uso del método deductivo para demostrar resultados generales. No
obstante, también se plantearon problemas para los que no lograron la solucion deseada, de
éstos los més famosos son: la cuadratura del circulo, la triseccion del angulo y la duplicacién
del cubo, so6lo con regla y compas. Usando diferentes métodos e instrumentos si resolvieron
estos tres problemas, lo que no lograron fue resolverlos usando solo regla'y compas, pero no
lo lograron porque no es posible hacerlo, aunque en aquel entonces esto no se sabia.

Los esfuerzos por resolver problemas que en alguna época quedaron pendientes o la busqueda
de lograr diferentes soluciones, generalmente llevan a generar nuevos conceptos, como el
invariante de Dehn, o también a desarrollar nuevos métodos y técnicas.

En el siglo XVII comenzaron a surgir nuevas técnicas y concepciones en la resolucion de
diversos problemas, como en la cuadratura de la hipérbola. Algunos de estos problemas
surgieron por el interés en otras areas, como por ejemplo la astronomia. En efecto, uno de los
primeros matematicos en usar los infinitesimales para calcular areas y volumenes fue Johanes
Kepler.

Los problemas de calcular areas y volumenes de ciertas regiones acotadas por lineas curvas
o superficies ya habian sido tratados por los griegos, y fueron abordados mediante el método
de exhaucion. Aunque éstos siempre se referian a poligonos regulares o secciones conicas,
pero para el siglo XVII se trabajaban curvas mas generales, y solidos generados por rotar
éstas curvas alrededor de una recta.

En su Nova stereometria, Kepler calculd el area de un circulo de radio AB considerando a su
circunferencia formada por una infinidad de puntos. Con estos puntos construyo triangulos

isdsceles con dos de sus vértices en la circunferencia y el tercero en el centro de la misma;
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luego Kepler extiendio la circunferencia hasta hacerla un segmento de recta BC, de modo
que los triangulos que construyd con la circunferencia resultan en triangulos sobre el

segmento de recta, todos de altura el radio del circulo.

El area del triangulo AABC es el area de todos los triangulos que lo forman, que son iguales
a los sectores circulares correspondientes del circulo. Por tanto, el area del tridngulo AABC
es igual al area del circulo, asi Kepler obtuvo que el area del circulo es un medio de la
circunferencia por su radio.

Al considerar a la circunferencia formada por una infinidad de puntos, y a su vez al circulo
por una infinidad de triangulos, podriamos decir que Kepler usé de cierta manera el método
de infinitesimales, ya que las bases de los triangulos deben ser infinitamente pequefias para
tener la igualdad de las areas.

Kepler expreso este resultado de la siguiente forma: el &rea del circulo es al cuadrado de su
didmetro como 11 es a 14, que resulta ser una aproximacion al valor de m: 3.142857143.
Esta misma aproximacion es también obtenida por Arquimedes. En su obra Medida del
circulo, que consta sélo de tres proposiciones, en la Proposicién 2. El circulo guarda con el
cuadrado levantado sobre su diametro la razon de 11 a 14.

Arquimedes ademas de esta aproximacion ya habia también obtenido el resultado de Kepler
en la proposicion 1: Todo circulo es igual a un tridngulo rectangulo cuyo radio es igual a
uno de los lados que forman el &ngulo recto y el perimetro es igual a la base. Ambos calculan
el area del circulo comparandola con el &rea de un triangulo rectangulo, pero la demostracion
de Arquimedes es muy diferente a la de Kepler.

Arquimedes primero supone que el circulo es mayor que el triangulo descrito en la
proposicion 1, he inscribe en él un cuadrado. Luego, partiendo los arcos resultantes a la mitad
inscribe otro poligono, repitiendo el proceso hasta que la diferencia del circulo con el
poligono sea menor que el excedente del circulo respecto al triangulo, que implica que el

poligono es mayor que el triangulo.
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Luego considera el segmento NO del centro del circulo al punto medio de un lado del
poligono y ortogonal a éste, que es menor que el radio del circulo, y ya que el perimetro del
poligono es menor al del circulo, entonces el poligono es menor que el triangulo. Por tanto,
el circulo no puede ser mayor que el triangulo.

Después Arquimedes supone que el circulo es menor que el triangulo. Circunscribe un
cuadrado, y de los puntos medios de los arcos resultantes traza tangentes formando un nuevo
poligono circunscrito. Y dado que el triangulo PRQ es mayor que la mitad de la figura
RMAN, se puede repetir este proceso hasta que la diferencia del poligono circunscrito con el

circulo sea menor que el excedente del tridngulo respecto al circulo.

Lo que implica que el poligono circunscrito resultante es menor que el tridngulo. Pero esto
es imposible, pues el segmento OA es el radio del circulo, y el perimetro del poligono
circunscrito es mayor que la circunferencia. Entonces, el circulo no puede ser menor que el
triangulo. Por tanto, el circulo es igual al triangulo rectangulo con angulo recto formado por

el radio del circulo y base la circunferencia.
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La demostracion de Arquimedes es por reduccién al absurdo usando el método de exhaucién,
que requiere la proposicion X.1 de Euclides®, y obtiene el resultado acotando el area del
circulo construyendo sucesivamente figuras de las que si puede calcular su area, a diferencia
de Kepler, que usando infinitesimales la calcula directamente descomponiendo el circulo en
una infinidad de figuras que si puede calcular su &rea, y suma el area de la infinidad de
figuras. Arquimedes hace una aproximacion sucesiva infinita de modo que garantiza que tal
aproximacion se detendra en algin momento, y Kepler suma una infinidad de cantidades
sabiendo que el resultado seré finito.

El método de exhaucion, y posteriormente el de infinitesimales, no eran los Unicos para
calcular areas y volumenes. Matematicos como Galileo y Arquimedes usaban el método de
indivisibles, en el que también se descomponen las figuras en otras figuras y se hacen sumas

infinitas.

2.1 Indivisibles

El padre del método de indivisibles es Buonaventura Cavalieri, un discipulo de Galileo. El
desarroll6 una teoria completa de indivisibles en sus obras: Geometria indivisibilibus
continuorum nova quadam ratione promota (Geometria, avances en una nueva forma por
los indivisibles del continuo) y Exercitationes geometricae sex (Seis ejercicios geométricos).
La esencia del método de indivisibles es considerar un objeto geométrico como formado por
objetos de una dimensién menor. En este método, para una region se considera su area a
través de omnes lineae (todas las lineas) que la forman, y en el caso de los s6lidos su volumen
a través de todos los planos que lo forman. Cavalieri consideraba una regula (regla), una
recta o plano que toca a la region o al sélido en el vértice, y a partir de ella trazaba lineas o
planos paralelos equidistantes hasta abarcar toda la region o todo el sélido, y el espacio
delimitado por la region o el sélido y cada par de rectas o planos paralelos, es un indivisible

correspondiente a dicha region o sélido.

8 Proposicion X.1. Dadas dos magnitudes desiguales, si se quita de la mayor una magnitud mayor que
la de su mitad y, de la que queda, una magnitud mayor que su mitad y asi sucesivamente, quedara
una magnitud que sera menor que la magnitud menor dada.
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Dada una region plana F, se denota a omnes lineae (todas las lineas) que forman a F por
Or (). De este modo la idea esencial de la teoria de indivisibles es pensar que Oz (1) = F.
Uno de los principales resultados de la teoria de indivisibles es el siguiente:

Si dos figuras planas tienen la misma altura y si las secciones hechas por las lineas paralelas
a las bases y a iguales distancias de ellas estan en razdn, entonces las figuras planas también
estan en la misma razon.

En particular, si dos figuras planas F; y F, son iguales, entonces Op, (1) = Og,(1). Por
ejemplo, se considera un rectangulo F de lados a y b, y con su diagonal se divide en dos
triangulos rectangulos congruentes a y 5. Y a cada segmento AC en el triangulo a le
corresponde uno y sélo un segmento DE en el tridngulo 3, entonces 0, (1) = Op(D).

Y mas aln, cada segmento AB en el rectangulo F esta formado por un segmento del triangulo
a y uno del triangulo S. Por tanto, O (1) = 0, (1) + 0g(D) =2 0,(D)
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a
Esto muestra que el area del tridngulo a, que es igual a la del tridngulo S, es la mitad del

producto de los lados del rectangulo, o en simbologia moderna:
fa b p ab
—xdx =—.
0 2

La teoria de indivisibles de Cavalieri resultd en lo que actualmente conocemos como el
Principio de Cavalieri.

Entre los matematicos que trabajaron con los indivisibles estan: Galileo, Torricelli, Grégoire
de Saint-Vincent, Descartes, Roberval, Pascal, Tacquet, Mengoli, Barrow, Wallis, James
Gregory, y Leibniz.

No obstante, durante el siglo XVII surgié otro método para calcular areas y volumenes
independiente de los indivisibles, y se debe a Grégoire de Saint-Vincent.

2.2 Obra geométrica

Opus geometricum (obra geométrica), es el trabajo de Grégoire de Saint-Vincent quien
fuera el mas talentoso discipulo de Clavius. En esta obra Saint-Vincent presentaba un
intento de cuadrar el circulo usando métodos infinitesimales, que, aunque fall6 en este
objetivo, mucho de su trabajo en esta obra significd importantes aportaciones al calculo
que conocemos actualmente.

Saint-Vincent fue el primer matematico en estudiar problemas relacionados con la

reflexion y refraccion, y uno de los problemas que surgid fue la triseccién del angulo,
. , , .1 1 1 1 - 2
y al trabajar en este problema él encontr6 que la serie Ty togtes igual a >

a este valor €l le Ilama el término, que en latin significa limite. A diferencia de
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Euclides que en su proposicion X.1 sélo afirma que la magnitud ser4 menor que la
magnitud menor dada, Saint-Vincent afirma que la cantidad sera exhaustiva (que se
alcanzard), da ese “brinco” de no s6lo acercarse tanto como se quiera, sino de “llegar
a” alcanzar un valor determinado.

Arquimedes, en su Cuadratura de la parabola demuestra que un segmento parabélico

4 -/ . . . ST . -,
es del triangulo inscrito construido en el segmento parabdlico, para ello él también

determina el valor de una serie geomeétrica de la forma:

1 1) 1\"
a+Za+<—> a+---+(—> a+--

donde a es el triangulo inscrito. Para determinar el resultado Arquimedes usa el
método de exhaucién, y nuevamente lo hace por reduccion al absurdo, usando la
proposicion X.1 de Euclides para aproximarse tanto como requiera garantizando que
tal aproximacion se alcanzara, y usa también la existencia de la cuarta proporcional.
A diferencia de Saint-Vincent, que calcula la serie de manera directa, y no requiere la
existencia de la cuarta proporcional. La concepcion es diferente en el método de
obtener el valor de la serie, entre acotar y calcular, incluso al método de exhaucion
también se le hace referencia como el método indirecto de prueba, que evita el empleo
de limites (Hawking, 2006, pag. 79). Por tanto, podemos decir que Saint-Vincent es el

primero en concebir y llamar un limite como tal.

2.2.1 Series geométricas

De los aspectos mas significativos del trabajo de Saint-Vincent son sus aportaciones
sobre series, que desarrolla en el segundo libro de su Opus geometricum. El trabajo
sobre series surge como necesidad al resolver problemas geométricos, por eso es parte

de su Opus geometricum. Este trabajo tiene como base las siguientes tres definiciones:

24



Definitio Prima. Geometricam seriem voco quantitatem finitam, diuifam secundum

continuationem cuiuscunque rationis datz.’

Definitio Secunda. Progressio Geometrica est quotcunque terminorum secundum

eandem rationem continuatio.*

Definitio Tertia. Terminus progressionis est seriei finis, ad quem nulla progressio
pertinget, licet in infinitum continuetur; sed quouis interuallo dato proprius ad eum

accedere poterit.™

Saint-Vincent llama progresion a una sucesion finita de términos de la serie,
actualmente una suma parcial, y afirma que el término, el limite de la progresion es el
final de la serie, que la progresion no puede alcanzar, aunque continué
indefinidamente, pero que se puede aproximar a él méas que cualquier cantidad dada.
Plasma una clara idea de lo que es una serie y su limite. En términos actuales nos dice
que una serie converge si la sucesién de sumas parciales converge. Esta concepcion
es el centro de la teoria de series que se desarrollo en el siglo XVI1 'y XVIII.

Usando series, Saint-Vincent resolvié las paradojas de Zenon, mostré que los
intervalos entre la tortuga y Aquiles, estan en progresion geométrica, y en este caso,
aunque la cantidad de intervalos sea infinita, la suma es finita. Para entender el
movimiento se requiere del concepto de limite. Del mismo modo resuelve otro

problema no resuelto hasta entonces, la cuadratura de la hipérbola.

° [Las] Series geométricas se pueden formar a partir de una longitud fija, dividida de acuerdo con la

secuencia de cualquiera de las razones dadas.

19 [Una] Progresién geométrica es la continuacién de cualquier nimero de términos de acuerdo con
la misma razon.

1 El término de la progresion es el final de la serie, que [aunque] se nos permita continuar
indefinidamente, ninguna progresion puede alcanzar, pero es posible llegar tan cerca como de

cualquier intervalo dado.
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Al trabajar el angulo de contacto, el &ngulo entre una curva y su tangente en el punto
de contacto, encontrd dificultades para progresar siguiendo las concepciones griegas,
y entonces afirmo que en el campo de los infinitesimales los principios basicos de
geometria dejan de aplicar, en particular, la nocién comdn: el todo es mayor que las
partes. Este cambio de paradigma es el que nos lleva a entender mejor el concepto de
infinito, y posteriormente a desarrollar teorias como la de ndmeros transfinitos de
Cantor. Del mismo modo, el desarrollo de series geométricas del trabajo de Saint-
Vincent, posteriormente llamo la atencién de Leibniz y fue el punto de partida para

algunas de sus investigaciones matematicas.

2.2.2 Integraciéon geométrica

Una de las aportaciones de Saint-Vincent en su Opus geometricum es el desarrollo de
su metodo de integracion geométrica, su ductus plani in planum (llevando el plano al
plano) es una de las mas significativas e importantes para el subsecuente desarrollo
del calculo.

El ductus plani in planum se trata de construir un solido, ductus, por medio de dos
regiones planas F y G, de F en G, unidas por la misma linea base AB, trazando en
dichas regiones rectas paralelas equidistantes, poniendo en angulo recto la regién F
con la region G coincidiendo en la linea base AB, construyendo entonces todas las
secciones solidas que se formarian a partir de las paralelas trazadas. Por ejemplo, sea
F la regién ABLM y G el rectangulo ABCD, con linea base AB, trazando rectas
paralelas equidistantes en ambas regiones, la region F se hace ortogonal a la region
G, y se construyen las secciones solidas que se forman a partir de las paralelas

trazadas, construyendo de este modo el sélido ABCML, el ductus de F en G.
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Con este método es posible obtener sélidos particulares, como el cubo que es el ductus
de un cuadrado en €l mismo (ductus plani in se —llevando el plano en si mismo-).
Con su método, Saint-Vincent puede determinar el volumen de sélidos a partir de las
propiedades geométricas euclidianas de las regiones que lo formaron, considerando
que el volumen del sélido es la suma de los volimenes de las secciones solidas que lo
forman.

Los desarrollos de Saint-Vincent fueron base para el trabajo de diversos matematicos,
tales como: Pascal, Tschirnhaus, Jean-Charles de la Faille, Paul Guldin y Leibniz, éste
Gltimo se ayudd del método de integracion de Saint-Vincent para formular su célculo
integral.

La diferencia importante del ductus plani in planum de Saint-Vincent con los
indivisibles de Cavalieri, es que Saint-Vincent construye los sélidos de secciones sélidas

y aprovecha las propiedades euclidianas de las figuras planas con las que los forma, se trata
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entonces de, dado un sélido, determinar las regiones para construir el ductus que corresponda
a dicho sélido. Mientras que Cavalieri considera el sélido dado, y lo piensa como formado
por planos, y suma todos estos planos para determinar el volumen de dicho sélido. A este
respecto el matematico André Tacquet afirmo:
una magnitud geométrica esta hecha de homogéneos — un solido de solidos, una
superficie de superficies, una linea de lineas — no de heterogéneos o partes de menor
dimensién como afirma Cavalieri. Lineas no pueden ser generadas de puntos, solidos
de superficies; y de hecho ninguna cantidad finita puede ser generada a partir de
indivisibles (Citado en Baron, 1969, p. 147).
El Principio de Cavalieri que conocemos y aplicamos actualmente, que es resultado de la
teoria de indivisibles, es valido porque ahora tenemos el concepto de limite, mediante el cual,
de una infinidad de puntos, en el paso al limite, se puede obtener una recta. Pero sin este
concepto no se puede refutar la afirmacion de Tacquet.
Vemos que, desde los griegos, el problema que se esta buscando resolver es calcular areas y
volumenes, desarrollar métodos cada vez mas generales para ello, y es en el alcance de esa
generalidad que surge el concepto de limite como una necesidad, de la mano del célculo de
series, 1o que también nos permite entender mejor el movimiento, y que posteriormente

Ilevara a la concepcion de la integral.
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3. Algunas consideraciones finales

Algunos de los problemas que han interesado a los matematicos por mucho tiempo son los
de cuadraturas de figuras geométricas, y la busqueda de su solucion ha generado y requerido
del desarrollo de nuevos conceptos, técnicas y métodos matematicos. Conceptos como los
infinitesimales, indivisibles y limite; técnicas como las infinitesimales usadas por Kepler, y
el célculo de series de Saint-Vincent; métodos como el de exhaucion de Eudoxo, muy usado
por Arquimedes, el método de indivisibles de Cavalieri y el ductus de Saint-Vincent.

Entre estos problemas estd la cuadratura del circulo con regla y compas, que requirid
deldesarrollo del algebra para saber que es irresoluble. El problema de la cuadratura de la
parabola lo resolvié Arquimedes usando el método de exhaucion. En el siglo XVII Saint-
Vicent resolvio la cuadratura de la hipérbola, problema que requiri6 previo el desarrollo de
series que realiza el propio Saint-Vincent, en el que estd presente la nocion de infinito y la
de limite.

Y es a mediados del mismo siglo XVII que Isaac Newton y Gottfried Leibniz, aprovechando
el trabajo de los matematicos que les precedieron, formularon los métodos y técnicas de lo
que actualmente es el calculo.

De los conceptos fundamentales del célculo es el de limite, que fue concebido primero por
Saint-Vincent. El alcanza la nocién de limite al estar trabajando sobre problemas
geométricos, cuadraturas y calculo de voliumenes.

De este modo, el concepto de limite surge y se desarrolla en la motivacion e interés de

resolver problemas geométricos sobre calcular areas y volimenes.
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3.1. Necesidad del concepto de limite

El problema de determinar areas ya lo tenian los griegos, y ellos podian resolverlo para una
gran cantidad de figuras geométricas usando sus propiedades euclidianas, y también
entendian los alcances de resolver el problema de este modo. Sabian que no se puede
determinar areas de circulos de esta forma, que se requieren otros elementos, como se
evidencia en la proposicion XIl.2 Circulos son uno al otro como los cuadrados de sus
diametros, que es demostrada por Euclides usando el método de exhaucion.

En el uso del método de exhaucion esta presente la nocion de aproximacion infinita, pero no
es un método general para determinar cualquier area acotada por una curva, y el método por
si s6lo no puede determinar si luego de la aproximacion infinita se alcanzara algun resultado,
es decir, no garantiza la existencia del limite. Cada aplicacion del método es particular, para
cada caso se requiere de un particular e ingenioso método de aproximacion que en conjunto
con la proposicién X.1'2 garanticen que el limite va a existir, y de ahi deducir el resultado
deseado.

Del mismo modo, como se detallé en el capitulo 1, los griegos entendian que no es lo mismo
determinar areas que determinar volumenes, que para determinar volimenes se requieren
mas que las propiedades euclidianas, incluso para figuras formadas de poligonos, como las
piramides.

Y en 1900, al resolver el tercer problema de Hilbert, Dehn demostr6 que el uso de otros
métodos para el célculo de volimenes no es por limitaciones de conocimientos, habilidades
0 técnicas de los matematicos griegos y posteriores, sino que son necesarios. La nocion de

limite es necesaria para resolver problemas geométricos de areas y volimenes.

3.2. Evolucién del concepto de limite

Aunque los griegos abordaban los problemas de determinar areas y volimenes, en los

Elementos de Euclides no se calculan, solo se determinan comparaciones entre las figuras.

12 Proposicion X.1. Dadas dos magnitudes desiguales, si se quita de la mayor una magnitud mayor
que la de su mitad y, de la que queda, una magnitud mayor que su mitad y asi sucesivamente,
quedara una magnitud que serd menor que la magnitud menor dada.
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Los conceptos de area y volumen implican medir, comparar con una unidad de medida, para
lo que se requiere la nocion de unidad, pero ésta nocidn no esta presente en los Elementos.
Euclides trabaja con magnitudes, establece razones entre magnitudes, por ejemplo: entre
circulos y sus diametros, entre pirdmides con alturas iguales y sus bases; él compara las
figuras en si, como magnitudes, con las magnitudes de algunos de sus elementos; contrario
al célculo de areas y volumenes que asocia a las figuras una medida, un namero.

Todos los trabajos de aproximacion infinita de Euclides, Arquimedes y Kepler requerian de
una aproximacion especifica y particular para cada problema, porque dependian de la figura
sobre la que se aproximaban, no contaban con un método de aproximacion infinita general,
independiente de la figura de aproximacion.

El concepto de limite actual surge del interés y resolucion de problemas geométricos de areas
y volimenes. Ademas se requirio de conceptos como el de infinito, serie, medida y nimero;
pero aunado a estos, y debido al rigor matematico actual, se requiere una concepcién mas
para lograr el concepto de limite como tal: la completez de los reales. Esta Ultima no era
siquiera cuestionada en otras épocas, pero actualmente es fundamental para el concepto de
limite.

Inicialmente se querian resolver problemas geométricos de areas y volimenes, y del trabajo
y evolucion sobre estos problemas, en el camino de lograr un método general para ello, surge
el concepto de limite como una concepcion necesaria, que permitio lograr la respuesta

general a dichos problemas, que es precisamente la integral.

3.3. Sobre la ensefianza del concepto de limite

El célculo es un &rea muy importante en el desarrollo histérico y conceptual de las
matematicas, y por ende también lo es en la ensefianza de las mismas. El concepto de limite
es un concepto base en el desarrollo, surgimiento y concepcion del calculo, esto lo hace
fundamental en la ensefianza de esta disciplina.

La nocidn de limite es importante en las matematicas por ser parte del calculo, pero también
lo es por su desarrollo historico y conceptual, que esta intrinsecamente relacionado con otros
importantes conceptos, como los ya mencionados: infinito, serie, medida y nimero. Cada
uno de estos se puede concebir actualmente en un area distinta de las matematicas: conjuntos,

calculo, teoria de la medida y aritmética, respectivamente.
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Por tanto, para la ensefianza de las matematicas se vuelve vital la correcta comprension del
concepto, su concepcion, necesidad, implicaciones y relaciones con diferentes areas de las
matematicas para poder ensefiarlo. No se puede ensefiar 1o que no se sabe.

Una manera de comprender mejor la concepcion y relaciones entre conceptos matematicos
es a través del estudio de su historia. Como se mostrd en este trabajo con el concepto de
limite, desde el interés en resolver problemas geométricos de areas y volumenes, se mostrd
su evolucidn, necesidad y su interrelacion con otros conceptos y areas de las matematicas, a
través de analizar diferentes problemas relacionados, dificultades existentes, soluciones
generadas y la evolucion histérica de éstas.

El estudio de historia de las matematicas no necesariamente es para llevarla al salon de clases
con los alumnos, pero si es para la mejor comprension de quien ensefia. Este proceso muestra
la evolucién y necesidad de un concepto matematico, lo que evidencia su importancia 'y razén
de ser, que a su vez debe detonar en una mejor ensefianza del mismo.

En la ensefianza es importante y necesario considerar y partir de los conocimientos previos
de los alumnos para lograr aprendizajes significativos. En el caso de la ensefianza del
concepto de limite a alumnos de bachillerato, se pueden considerar como conocimientos
previos los propios problemas geométricos que se buscaban resolver, el célculo de éareas y
vollimenes; y buscar generar un desequilibrio cognitivo®™ en los estudiantes, al confrontarlos
con la dificultad de resolver el problema no sélo para poligonos, evidenciar que sus
conocimientos sobre areas y volimenes de poligonos, no son suficientes en una concepcién
mas amplia del problema, como por ejemplo, el area de la elipse o una seccion parabdlica,
incluso del circulo, y como respuesta a éste Gltimo presentar la trabajada por Kepler o de
Arquimedes, desarrolladas en el capitulo previo.

En este sentido también se puede enfatizar al alumno la diferencia entre magnitud y niamero,
y la forma como se trabajaban los problemas de areas y volimenes previo a la concepcion
del nimero. Este aspecto es significativo para mostrar a los estudiantes que las matemaéticas
evolucionan, crecen y se desarrollan, y que lo hacen por el trabajo de los matematicos.

Este enfoque de ensefianza del concepto de limite permite mostrar al alumno de bachillerato

la interrelacion entre diferentes areas de las matematicas, como la geometria y el céalculo,

Bun desequilibrio cognitivo es un desajuste en la estructura conceptual o tedrica de un alumno. Este
desajuste lo obliga a analizar eso que generd el desajuste para poder reestructurar su cuerpo de
conocimientos, y en el proceso integra el nuevo conocimiento relacionandolo con lo que ya sabia,
asimilacion y acomodacion, es decir, un aprendizaje significativo.
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mostrando gque conceptos de este segundo resultan de generalizar problemas y concepciones
geomeétricas, ya conocidas por los alumnos.

El estudio de la historia de un concepto matematico también permite comprender mejor
algunas dificultades del mismo. La comprension del concepto de limite es dificil, se puede
notar en los conceptos que lo rodean: infinito, serie, medida, niamero e incluso completez.
Para la comprension del concepto, el alumno debera tener algunas nociones sobre estos
elementos tedricos.

Comprender la evolucion de un concepto también permite entender las implicaciones que
éste tiene, asi como los resultados y teorias que se derivan o generan a partir de él, esto
enriquece la comprension de las matematicas, que a su vez debe derivar en una mejor
ensefianza de esta disciplina.

Esta investigacion muestra la necesidad y evolucidén del concepto de limite a partir de
problemas geométricos de calcular areas y voliumenes, muestra la importancia del concepto
dentro de la disciplina. Para ensefiar la importancia de algo primero se tiene que entender tal
cosa. En la ensefianza de las matematicas es necesario que la importancia de los
conocimientos matematicos no sea Unicamente curricular o para resolver problemas de
aplicaciones, su importancia se debe entender y concebir como parte y forma de la

construccién y evolucién del propio conocimiento matematico.
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