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Resumen

En esta tesis estudiamos una solucion a la teoria de gravedad de Lovelock en cinco di-
mensiones espacio-temporales acoplada de manera no minimal a un campo escalar, que
corresponde a una configuracién de agujero negro con una retroaccion en la métrica por
parte del campo. Se presentaron las propiedades termodinamicas de esta solucion, y se
estudié en particular la ley de areas iguales de Maxwell para la entropia térmica. Una
vez estudiadas las caracteristicas principales de dicha solucién, nos concentramos en el
resultado principal de este trabajo, que es el calculo del funcional de entropia de entrela-
zamiento holografica para la teoria de gravedad estudiada previamente. Para esto usamos
el método de entropia gravitacional generalizada, sugerido por Lewkowycz y Maldace-
na. Un resultado importante es que las potencias del campo escalar en los términos de
acoplamiento de esta teorfa no modifican de forma sustancial los resultados previamente
conocidos, salvo que estas mismas potencias aparecen como factores dentro del funcional.
Una vez obtenido este resultado, estudiamos la forma explicita del funcional de entropia
de entrelazamiento para la teoria cudntica dual a la solucién de agujero negro con pelo
escalar. Para ello, calculamos la métrica inducida, asi como las cantidades geométricas
que aparecen en el funcional de entropia de entrelazamiento holografica.

Abstract

In this thesis we studied a black hole solution to Lovelock gravity theory in five dimensional
space-time, with a scalar field non-minimally coupled, which backreacts on the metric. The
thermodynamic properties of this solution were presented, and as a particular case, the
Maxwell’s equal area law for the thermal entropy was studied. After reviewing the semi-
classical properties of this solution, we proceeded to obtain the main result of this work,
which is the holographic entanglement entropy functional for this theory. This calculation
relies on the method developed by Lewkowycz and Maldacena , which we applied to the
particular case of Lovelock theory conformally coupled with the scalar field. An important
result is that the powers of the scalar field which appear in the coupling terms of the gravity
theory do not modify the previously obtained results, except that these powers appear as
factors inside the functional. Once we obtain this result, we studied the explicit form of
the entanglement entropy functional for the quantum dual of the hairy black hole, so we
calculate the induced metric, as well as all the other geometric quantities appearing in
the holographic entanglement entropy functional.
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Capitulo 1

Marco Teorico

1.1. Introduccion

No de los mayores retos de la fisica tedrica contemporanea es entender cuél es el

significado de los conceptos de espacio-tiempo y de materia cuando los exploramos

a escalas de distancia cercanas o inferiores a la escala de Planck!.
Segun la teoria de la Relatividad General, que Einstein formulé hace méas de cien anos,
la presencia de materia o energia deforma la geometria del espacio tiempo circundante,
dando lugar a lo que conocemos como fuerza de gravedad. Gracias a esta teoria, podemos
describir la dinamica de objetos macroscopicos como planetas, estrellas y galaxias con una
gran precision, ademas de predecir fenémenos novedosos como la deflexién gravitacional
de la luz, la existencia de ondas gravitacionales y de agujeros negros.
Por otro lado, sabemos que a escalas pequenas la materia y energia aparecen en forma de
constituyentes fundamentales, cuyas propiedades e interacciones se entienden hoy en dia
con gran precision a través del Modelo estdndar de la fisica de particulas. Esta teoria se
basa en la descripcién de estos constituyentes (particulas) como fluctuaciones cuénticas
de un conjunto de objetos dindmicos que llenan todo el espacio; tales objetos los conoce-
mos como campos. Estos campos interactian entre si a través de particulas mensajeras,
que corresponden a tres de las cuatro fuerzas fundamentales que conocemos; la fuerza
electromagnética, la fuerza nuclear débil y la fuerza nuclear fuerte. La verificacién experi-
mental del modelo estdndar nos permite afirmar que son en realidad los campos y nos las
particulas los ingredientes fundamentales de la materia. Este hecho es una consecuencia
no trivial que surge al intentar conciliar la mecanica cuantica con la relatividad especial
(es decir, al considerar cuerpos con masas pequenas moviéndose a altas velocidades).
Esto claramente sugiere que para describir la fuerza de gravedad a escalas pequenas,
podriamos interpretar a la Relatividad General como una teoria efectiva, la cual seria en
realidad el limite clésico (a escalas grandes) de una teorfa cuéntica de campos. Esta teoria
tendria como unidad fundamental de excitacion del campo de gravedad a una particu-
la hipotética conocida como graviton. Desafortunadamente, la consistencia de la teoria
cuantica de campos nos obliga a descartar a la gravedad como una interaccion cuanti-
zable 2. Este problema ha dado lugar a décadas de investigacién, y se han desarrollado
distintas estrategias para atacarlo, aunque hasta la fecha existen pocos programas satis-
factorios.
Una de las pocas teorias que incorporan la interaccion gravitatoria a escalas cuanticas, y
probablemente la mejor opcion que tenemos hasta la fecha para entender como funciona

'Escala de distancia que se define como el inverso de la energfa a la cual la geometria cldsica dejarfa
hipotéticamente de tener validez. En 4 dimensiones su valor numérico es de Ip = 1,616221073%m
2Ver Seccién 1.2.
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el mundo a esas escalas es la teoria de cuerdas. Esta, se basa en la suposicién de que
a niveles ultra-energéticos, lo que detectamos como particulas, no son mas que finas he-
bras unidimensionales de energia, que conocemos como cuerdas. Segun la interpretacion
fenomenolégica de esta teoria, los distintos modos de vibracién de estas cuerdas, produ-
cirfan las distintas particulas que conforman el Modelo Estandar. Ademds, en este tipo
de teorias aparece una particula cuantica con las propiedades del graviton, por lo que son
consideradas como teorias de gravedad cuantica.

A pesar de que la teoria de cuerdas incorpora de una forma simple y elegante varios
conceptos cruciales para la formulaciéon de una teoria fundamental de la naturaleza, no
existe evidencia experimental de que esta en verdad describa a la realidad que conocemos,
ademas de involucrar fenémenos que parecerian contradecir la evidencia empirica, tales
como la existencia de dimensiones adicionales, supersimetria, etc.. Mas formalmente, la
teoria de cuerdas es un lenguaje que nos permite construir distintos modelos fenome-
nolégicos que en principio, podriamos buscar emparentarlos con la realidad. Esto esta en
completa analogia con el lenguaje de la teoria cudntica de campos, y los distintos mo-
delos fenomenolégicos que podemos construir con este (como el Modelo Estandar). En
este sentido, en ninguno de los dos casos estamos trabajando teorias fundamentales que
describen la realidad en su totalidad, sino como teorias efectivas que aproximan un cierto
sistema abierto a una cierta escala energética 3.

Atn si estos modelos no tienen relacién directa con la evidencia experimental podemos
trabajar con ellos, pensandolos como una especie de laboratorios teéricos y explorar las
consecuencias fisicas que tienen. En el caso de la teoria de cuerdas que conocemos como
Tipo 1IB, existe una propiedad muy importante que ha revolucionado el entendimiento
de la gravedad cuéantica y de la misma teoria de cuerdas. Dentro del lenguaje de cuerdas,
existen varios tipos de dualidades entre distintas teorias o entre distintos limites de una
misma teoria. Una de estas dualidades relaciona a una solucién de la teoria de cuerdas
tipo I1IB que contiene cuerdas cerradas, con una teoria que contiene cuerdas abiertas y
otro nuevo tipo de ingredientes llamados branas. Al considerar un limite particular en
ambos lados de esta dualidad, obtenemos una correspondencia entre la teoria de cuerdas
IIB en el limite de bajas energias, y una teoria cuantica de campos fuertemente acoplada.
El limite a bajas energias de la teoria de cuerdas tipo IIB implica la apariciéon de un
fondo gravitacional conocido como Anti-de Sitter, con modos de cuerda cerrada débil-
mente acoplados. Del lado de la teoria de campos, obtenemos la teoria que conocemos
como Yang-Mills maximamente supersimétrica o SYM N=/. Esta iltima es una teoria de
norma no-Abeliana, tal como las teorias de interaccién fuerte e interaccién electrodébil
en el modelo estandar, y que ademas tiene la importante propiedad de tener invariancia
conforme, y es por tanto una teoria conforme de campos. Este escenario es 1til para para
explorar propiedades genéricas de las teorfas de norma no-Abelianas.

Esta dualidad entre teorias de cuerdas y teorias de campos, conocida como Corresponden-
cia AdS/CFT o Norma-Gravedad, ha abierto la puerta a toda una avalancha de trabajos
que buscan relacionar la dindmica de la gravedad con el comportamiento de las interac-
ciones cuanticas en la teorias de campo duales. Una de las aplicaciones méas importantes
en este rubro es en la comprension de la fuerza de interaccion nuclear fuerte. Esta fuerza
esta descrita por una teoria cuantica de campos conocida como cromodindamica cudantica
(o QCD por sus siglas en inglés) que es una teorfa de norma no-Abeliana, y contiene a
particulas fundamentales de materia llamadas quarks, mediados por particulas mensajeras

3El lenguaje de campos y de cuerdas incorpora de manera natural la forma en la que las teorias se
comportan al variar la escala energética, a través del formalismo del grupo de renormalizacion. Esto nos
brinda una manera de argumentar si una teoria tiene validez fisica como teoria completa o solo a nivel
efectivo
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de interaccion fuerte, conocidas como gluones. A energias muy grandes, aparece un nuevo
estado de la materia formado por quarks y gluones interactuado muy débilmente, forman-
do una especie de sopa o plasma. A esto se le conoce como el plasma de quarks y gluones
o QGP. En éste régimen las teorias de QCD y SYM N=4 son muy similares, por lo que
podemos considerar a esta ultima como un modelo efectivo de la primera y obtener ob-
servables mediante la correspondencia AdS/CFT. De esta forma, se han logrado calcular
propiedades como la viscosidad o entropia del plasma y comparar estas predicciones con
los resultados empiricos obtenidos en experimentos de altas energias donde se ha logrado
reproducir el QGP, como en el Large Hadron Collider en el CERN. Como ejemplo, la co-
rrespondencia holografica predice un valor para la viscosidad del QGP que es proporcional
por un factor de 0.8 al valor obtenido experimentalmente. Este resultado es importante
no solo por la cercania numérica de los resultados, sino porque ademas existen muy pocos
ejemplos de cdlculos no perturbativos en QCD. Ademés, la correspondencia AdS/CFT
se ha abierto lugar en la aplicacion a otras teorias de campo, como sistemas de materia
condensada (superconductores, superfluidos, etc.), fisica de fluidos, y como es el caso en
el presente trabajo, en la fisica de agujeros negros.

A esta dualidad también se le da el nombre de hologrdfica, ya que la teoria de campos
puede pensarse como la frontera asintética en d dimensiones espacio-temporales de la
teoria dual de gravedad que también se conoce como el bulto, y que es un espacio de d+ 1
dimensiones. De esta forma, la teoria de campos codifica la informacién en el bulto de la
misma forma en que un holograma codifica la informaciéon de una imagen tridimensional
en una pelicula bidimensional.

Dentro del diccionario de la correspondencia AdS/CFT existe un resultado que a su vez
ha repercutido positivamente durante los tltimos anos en el camino hacia formular una
teoria de gravedad cuantica. En el conjunto de observables que podemos calcular en una
teoria de campos, existen cantidades que contienen informacién acerca de como los estados
cuanticos de la teoria estan entrelazados entre si, es decir, como afectan las mediciones que
realizamos en nuestro laboratorio a los grados de libertad cudnticos fuera de él, o viscever-
sa. La mayor parte del tiempo tenemos acceso a realizar mediciones en un subsistema de
una teoria cuantica de campo, sin embargo ignoramos cémo reaccionan a estas mediciones
los grados de libertad en el exterior de nuestro subsistema. Una cantidad u observable que
cuantifica la cantidad de informacién que perdemos al restringirnos tinicamente al subsis-
tema al cual tenemos acceso es la entropia de entrelazamiento de este subsistema. Esta
se define como la entropia de Von Neumann asociada a la matriz de densidad reducida de
A, que a su vez se define como la traza de la matriz de densidad total respecto a los gra-
dos de libertad del complemento de A. La correspondencia AdS/CFT brinda una manera
muy simple de obtener esta cantidad; nos dice que la entropia de entrelazamiento de un
subsistema A es igual al drea de una cierta superficie de codimension 2, que se obtiene
de minimizar el drea de las superficies cuya frontera en la regién asintotica que corres-
ponde a la teoria conforme, coincide con la frontera del subsistema A. Esta prescripcion
para calcular entropias de entrelazamiento en teorias de campo con un dual holografico
es la formula de Ryu-Takayanagi, y a la cantidad calculada en una teoria de gravedad de
Finstein mediante esta prescripcién se le llama entropia de entrelazamiento hologrdfica.
Una de las incognitas principales que surgen al interpretar esta receta, es cudl es cudl es la
relacion que guarda con otra equivalencia similar obtenida por Hawking y Bekenstein en
1974, y que involucra a la entropia térmica de un agujero negro y el area de una cierta su-
perficie bidimensional. Un agujero negro es una solucién a las ecuaciones de la Relatividad
General que tiene la interesante propiedad de tener una densidad tan grande, que ninguna
forma de energia, ni siquiera la luz, pueden escapar de su potencial gravitatorio una vez
que han traspasado esta region bidimensional, que se conoce como el horizonte de eventos
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del agujero negro. Cerca del horizonte, la curvatura* del espacio tiempo es tan grande,
que ocurre un proceso de produccion de pares, donde una de las particulas producidas
es absorbida y la otra es emitida por el agujero negro. Las particulas emitidas escapan
en forma de radiacion, por lo que el agujero negro adquiere propiedades termodindmicas,
como temperatura y entropia. A este tipo de radiacion se le conoce como radiacion de
Hawking y la entropia del agujero negro, conocida como entropia de Bekenstein-Hawking
resulta ser igual al drea del horizonte de eventos dividida por cuatro veces la constante
de gravitacién universal. Este resultado pareceria ser bastante extrano desde la perspec-
tiva de la fisica clasica, dado que parece contradecir la definicién de entropia como una
cantidad extensiva. Sin embargo, esto puede entenderse si consideramos que existe una
correlacion cuantica entre las dos particulas producidas debido a que sus estados de Fock
aparecen entrelazados. Esto implica que los grados de libertad (originados en la produc-
cién de pares) se distribuyen a lo largo de la regiéon donde hay mayor entrelazamiento,
que es el horizonte de eventos. Este argumento parece darnos una pista acerca del origen
de la relacién entre area y entropia de entrelazamiento discutida en el parrafo anterior.
., Cual es entonces la conexion precisa entre la entropia de entrelazamiento y la entropia
del agujero negro? A pesar de que todavia no podemos responder completamente esta
pregunta, en los tultimos anos se han realizado avances importantes en esta direccion, y
uno de ellos relaciona las correcciones cudnticas en la entropia de entrelazamiento con co-
rrecciones en la curvatura a la entropia de Bekenstein-Hawking. Regresando unos parrafos
atras, vimos que las teorias de de cuerdas proporcionan una manera natural para incorpo-
rar interacciones gravitatorias a escalas cudnticas. En algunas de estas, aparecen términos
en la accién de cuerdas que corrigen al término de Einstein-Hilbert (orden lineal) en la
accion gravitacional con términos a orden superior en la curvatura, es decir, que modifican
las ecuaciones de movimiento de gravedad en el régimen de altas energias, incorporan-
do términos cuadraticos, etc. en la curvatura Riemmanniana. Estas correcciones, ademas
pueden incluir acoplamientos con campos de materia de todo tipo. Lo que esto sugiere,
es que en nuestro universo, la dindmica contenida en las ecuaciones de gravedad podria
necesitar correcciones de este estilo, y hasta el momento ha resultado exitosa porque no
tenemos forma de hacer experimentos en el régimen de altas energias (que implica ir a
regiones donde la curvatura es muy grande, como en un agujero negro).

Por otro lado, la entropia de entrelazamiento es divergente en una teoria de campo, debido
a que hay una infinidad de grados de libertad entrelazados. Si consideramos un parametro
de corte finito, la divergencia dominante resulta ser proporcional al drea de la regién de
entrelazamiento, y las divergencias subdominantes empiezan a cobrar relevancia cuando
vamos a bajas energias del lado de la teoria de campo. En trabajos recientes, se ha sugeri-
do que las correcciones en la teorfa de gravedad (en el UV del lado de gravedad) modifican
las divergencias subdominantes en la entropia de entrelazamiento, y por tanto contienen
informacion acerca de las correcciones en el IR de la teoria de campo dual.

Cabe entonces preguntarse si existe una manera genérica de saber como se modifica a
nivel funcional la entropia de entrelazamiento holografica cuando modificamos la teoria
de gravedad agregando términos a orden superior en la curvatura. La respuesta a esta
pregunta fue proporcionada en 2013 por Lewkowycz y Maldacena en [10], donde generali-
zaron el método de Gibbons y Hawking para calcular la entropia gravitacional de agujeros
negros, a una relacion entre cantidades geométricas en ambos lados de la corresponden-
cia, que sin embargo también puede aplicarse a cualquier regiéon en un espacio-tiempo
solucion a las ecuaciones de gravedad que tenga una frontera. Este trabajo busca aplicar
este método para obtener el funcional de entropia de entrelazamiento holografica en una

4Propiedad del espacio tiempo que determina la forma en que medimos distancias localmente. Ma-
tematicamente, estd dada en términos del tensor de Riemmann y sus contracciones.
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teoria de gravedad que involucra tanto correcciones a orden superior en la curvatura como
acoplamientos con materia escalar. Especificamente, tenemos una soluciéon a una teoria
de gravedad de Lovelock en 5 dimensiones en un fondo de agujero negro con un campo
escalar acoplado de manera conforme reaccionando en la métrica.

La eleccion de trabajar en este escenario se debe principalmente a dos razones. La primera
es que en esta teorfa existen soluciones con un fondo gravitacional Anti-de Sitter (si asi lo
decidimos), por lo que en principio podemos encontrar una teoria (3+1)-dimensional de
campo dual bajo la correspondencia AdS/CFT. Una forma en la que podemos estudiar
esto, es comparar la termodindmica (transiciones de fase, etc.) de la entropia de entre-
lazamiento holografica calculada del lado gravitacional de la correspondencia AdS/CFT
mediante la prescripcion de Lewkowycz y Maldacena, con la entropia de entrelazamiento
en teorias térmicas de campo, por ejemplo, teorias de materia condensada. Si encontrara-
mos esta teoria de campos dual, tendriamos un nuevo escenario donde aplicar o poner a
prueba toda la maquinaria de la correspondencia que conocemos. La segunda razoén es que
en esta teoria de gravedad, el campo de materia escalar aparece acoplado a la métrica y a
la curvatura de una manera particular que hace que las ecuaciones de movimiento no se
separen en una parte que depende sélo del campo escalar, y otra que dependa solamente
de la métrica y la curvatura como sucede en el caso mas simple de acoplamiento mini-
mo. Ademas, bajo una cierta redefinicion de la métrica y del campo escalar, aparece una
dualidad que intercambia la parte puramente gravitacional de la accion, con los términos
de acoplamiento con el campo escalar. Esta ambigiiedad en la definiciéon de los campos
de materia y gravedad podria sugerir una conexiéon mas profunda entre estos conceptos
que ain no se ha entendido bien. El objetivo de esta tesis es entender la termodinamica
de la entropia de entrelazamiento en este fondo gravitacional, y en concreto, cémo afecta
la forma del acoplamiento con el campo de materia al funcional de entropia de entrelaza-
miento holografica.

Para familiarizar al lector con el contexto de los cdlculos que realizaremos, empezaremos
esta tesis con una breve pero necesaria introduccién en los temas que proveen de las he-
rramientas tedricas con las que trabajaremos. En la Seccion 1.2 revisaremos los conceptos
fundamentales de la Relatividad General con énfasis en las soluciones de agujero negro
y su generalizacién a teorias de orden superior. En la Seccion 1.3 estudiaremos la teoria
cuantica de los campos, asi como casos especiales que nos interesan, como son QCD y
las teorias conformes de campo. En la Seccién 1.4 daremos una introduccion a la teoria
de cuerdas y D-branas, con la motivacién de contextualizar la deduccion heuristica de
la correspondencia AdS/CFT, que concluiremos en la primera parte de la Seccién 1.5.
Dentro de esta misma seccién estudiaremos las entradas mas importantes del diccionario
de la correspondencia, y concluiremos con la Seccién 1.6 que se dedica a la entrada del
diccionario en la que se basan los calculos realizados en este trabajo, que es la férmula de
Ryu-Takayanagi.
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1.2. Teoria General de la Relatividad

El objetivo de esta seccion es brindar una breve introduccion a los conceptos més impor-
tantes dentro de la teoria de la Relatividad General y la Geometria Riemmanniana, con
énfasis en las soluciones de agujero negro en distintos fondos gravitacionales y en teorias
de gravedad con correcciones a orden superior en la curvatura, escenarios que usaremos
en gran parte de este trabajo. Esta seccion puede ser complementada con el Apéndice A,
que se especializa en el estudio de la geometria diferencial de hipersuperficies encajadas
en espacios con un numero arbitrario de dimensiones.

Antes de pasar al caso general, revisemos algunos conceptos de la teoria especial de la
relatividad. La idea principal de esta teoria es suponer que las tres dimensiones espaciales
que observamos, asi como la dimensiéon temporal, pueden ser descritas por un mismo
espacio métrico, donde la pseudo-distancia® entre puntos (t,z,y, z), (t + dt,x + dz,y +
dy, z + dz) se obtiene de la siguiente manera:

ds® = —dt* + da* + dy® + d2* (1.1)

siendo ds el elemento de linea de la trayectoria seguida. A este espacio lo conocemos
como espacio de Minkowski. Este hecho es consecuencia de postular que la velocidad de
la luz ¢, es la misma para cualquier sistema de referencia inercial, ademas de pedir que
isotropia del espacio. La idea que liga esta descripcion de la estructura espacio-temporal
con la fuerza de gravedad fue propuesta por Einstein, y se conoce como el principio de
equivalencia:

Los resultados de cualquier experimento local realizados en un marco de referencia que cae
libremente en un campo gravitacional son independientes de la velocidad y de la posicion
de este.

Como veremos mas adelante, esto puede reformularse en términos de trayectorias que
minimizan la distancia y que viven en espacios curvos. Este tipo de espacios curvos se
conocen como variedades diferenciales, concepto que definiremos a continuacién.

1.2.1. Curvatura y Ecuacién de Einstein

Formalmente, una variedad diferencial d-dimensional es un espacio topoldgico junto con
una familia de pares {(U;, ¢;)} llamados cartas, donde ¢; es un homomorfismo del sub-
conjunto abierto U; a un subconjunto de R, y tal que estos subconjuntos abiertos cubren
todo el espacio topologico. Ademéas debe cumplirse que para las intersecciones no vacias
Ui NU; el mapeo ¢; o gbj_l debe ser una funcién suave, o diferenciable hasta un cierto
orden. Intuitivamente puede pensarse como un espacio suave, que podemos cubrir con
una familia de pedazos pequenos que se ven como R? y en la que ademds tenemos una
manera de decidir si una funciéon que va de la variedad a R es bien comportada, a través
del conjuto de cartas. Consideremos una variedad descrita por un conjunto de coordena-
das z*. La manera en que medimos distancias en esta variedad esta determinada por la
métrica g,,(z*), un campo tensorial®de rango (0,2) que nos permite escribir el elemento

5La eleccién de la signatura permite incluir un signo menos en la definicién de elemento de linea, por lo
que es de la forma (—1,1,1,1), lo que significa que esta es una variedad pseudo-Riemmanniana. Cuando
la signatura es positiva, se dice que es una variedad Riemmanniana.

6Si un objeto T#1#2:#n que depende de las coordenadas satisface la regla de transformacién

V1V2...Vn - it >
sz i () — Ozl dxfr2  Qxfm dxP1 dxP1  QxPl gy pia.. pin (4 . _
Ttz (T) = G G e o Hr a2 (Z), entonces se dice que es un campo ten

sorial de rango (n,m). En particular un campo vectorial es un tensor de rango (1,0).
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de linea ds® como:
ds® = g, (v)dztdz” (1.2)

Podriamos intentar escribir la ecuaciéon que rige el comportamiento de una particula bajo
la influencia de la gravedad en términos de un potencial gravitatorio, de manera anédloga a
como se procede en gravedad Newtoniana. Sin embargo, gracias al principio de equivalen-
cia, y bajo la suposicion de que, en ausencia de fuerzas, las particulas siguen trayectorias
que minimizan localmente la distancia, llamadas geodésicas, podemos deducir que una
particula que cae bajo la influencia de este potencial gravitatorio es equivalente a una
particula que sigue una geodésica en una variedad diferencial. De esta manera, lo que an-
tes entendiamos como una particula bajo la accién de la fuerza de gravedad, se vuelve una
particula siguiendo una trayectoria que esta determinada por las propiedades geométricas
del espacio-tiempo. La accion de la particula relativista puede escribirse considerando que
de entre todas las trayectorias posibles, esta seguira la que minimice la longitud de su
trayectoria:

= —m/dD V—ds® = —m/dD V=g drrday dX (1.3)

La ecuacion que se obtiene a partir de esta accién se escribe en términos de la métrica
como:
d?zH dx dx?

e Tl o

—0 (1.4)

donde A es el pardmetro de la trayectoria 2#(\), y ', es la conexion de Levi-Civita, o
simbolo de Christoffel, que se define en términos de las primeras derivadas de la métrica
como:

I, = —%g”“ (Gpaw + Guaw — Guv.a) (1.5)
Si una ecuacién ha de describir la fisica de manera independiente del sistema de referencia,
entonces debe involucrar objetos que transformen de la misma forma en ambos lados de
la ecuacién. Por ejemplo, si una ecuacién contiene un covector (tensor de rango (0, 1)),
V#, proporcional a la derivada parcial d,, entonces esta ecuacién no es fisica, dado que
0, no transforma como un covector, sino como un vector. Frecuentemente encontramos
expresiones que involucran derivadas parciales en una forma en la que dicha ecuacién no se
puede expresar de manera independiente del marco de referencia. La manera de solucionar
esto es definir una nueva versién de derivada que transforma de manera covariante:

VoVl = OV + TV + . = TV (1.6)

Entonces dada una ecuacién que involucra derivadas parciales, podemos volverla inde-
pendiente del marco de referencia sustituyendo las derivadas parciales ordinarias por la
derivada covariante que acabamos de definir. A este procedimiento, junto con la susti-
tucion 7, — g, se le conoce como acoplamiento minimo, y es la manera mds simple
de agregar interacciones con campos de materia, es decir, términos en la accion Sy; que
definiremos mas adelante.

Con estas herramientas, podemos escribir las ecuaciones de campo de Einstein:

Guw + Mg = R — 2(R +2M) g = 87GNT 0, (1.7)
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donde Gy es la constante de Newton, y A es la constante cosmoldgica 7. Del lado izquierdo
de la ecuacién aparecen cantidades que se construyen a partir de la métrica donde el tensor
de Ricci Ry, y el escalar de curvatura R

R= gle;w; Rul/ = g)\agpaRu,\zf> (18)
se definen como las tnicas dos contracciones posibles del tensor de Riemmann;
Ru)u/p = aﬂrg\y o aVFI;\M + FKZ/LFZV - iurgu' (19)

En el lado derecho de la ecuacién aparece el tensor de energia-momento;
2 65
T,u,l/ N —— M7
V=g 5guu

un tensor simétrico de rango 2, que contiene la informacion acerca de la densidad de
energia y momento, asi como de los esfuerzos para una configuracion de materia descrita
por la accién Sy;.

(1.10)

La accién que proporciona estas ecuaciones de movimiento se conoce como la Accion de
Finstein-Hilbert y se escribe como:

1 4
—_— — . 1.11
167TGN/'de\/ g R+ Su (1.11)

Esta integral necesita ser evaluada en la variedad diferencial M que representa al espacio-
tiempo. Si ademads esta variedad posee una frontera O M, la presencia de las segundas
derivadas de la métrica en las ecuaciones de movimiento ocasiona que el principio varia-
cional no esté bien definido. Para arreglar esto, debemos imponer, mediante la adicién de
un término de frontera en la accién gravitacional, condiciones de frontera sobre la métrica
y su derivada. York, Gibbons y Hawking dedujeron la forma en que estas condiciones
modifican la acciéon gravitacional:

S:SEH+SM—|—SGHy, (112)

con el término de frontera de Gibbons-Hawking-York dado por:

S = Spu+Su =

1
Semy = PyvVhK, 1.13
GHY = ¢ Gy /(9 N Y ( )
donde h y K son respectivamente el determinante de la métrica inducida y la traza de la
curvatura extrinseca, que se definen en el Apéndice. En una teoria de gravedad arbitraria,
debemos obtener e incluir estos términos de frontera en la accién para que el principio
variacional esté bien definido. Comentaremos mas sobre esto en el Capitulo 1.2.

Dada una solucién a las ecuaciones de gravedad g, frecuentemente es 1til estudiar cudles
son las transformaciones de coordenadas, o difeomorfismos que dejan invariante la geo-
metria del espacio-tiempo, es decir, cuales son las simetrias de la métrica, también llama-
das isometrias. Dado un tensor g, y un campo vectorial ¢, definimos la derivada de Lie®
como;

LCg;w = Ccvcgab + gacvbCC + gcbvagc = vaCb + vbCa (114)

"Valor numérico que representa la densidad de energia del vacio. Est4 relacionada de manera inversa-
mente proporcional con el radio de curvatura. De esta manera A = 0 para un espacio plano, es positiva
para un espacio esférico y negativa para un espacio hiperbdlico. Cantidad inicialmente introducida por
Einstein para dar consistencia a su modelo estdtico del universo, antes de que fuese descartado por las
observaciones de Hubble.

8En general, podemos definir una derivada de Lie para tensores de rango arbitrario. Aquf nos restrin-
gimos sélo al caso de un tensor de rango (0,2).
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Figura 1.1: a) Diagrama de Penrose del espacio de Minkowski 1+1 dimensional. I+ e I-
denotan el futuro y pasado causal respectivamente, mientras que i+ e i— son el futuro
y pasado temporal. El punto a la derecha que delimita el diamante representa el infinito
espacial. b) Diagrama de Penrose de Minkowski en 2+1 dimensiones, donde una de estas
es compacta y periddica en la direccién senalada en la figura.

Esta operacion recibe el nombre de derivada debido a que evalia el cambio del tensor a lo
largo del flujo del campo vectorial. Si existe un campo vectorial para el cual la derivada de
Lie de la métrica a lo largo de este campo se anula, significa que la métrica es invariante
cuando hacemos el cambio de coordenadas generado por el flujo del campo, es decir, existe
una isometria asociada con este campo vectorial. A un campo de este tipo se le conoce
como campo vectorial de Killing, y estd definido por la ecuacién:

Legu =0 (1.15)

Por ejemplo, consideremos la métrica de una 2-esfera descrita por las coordenadas 6, ¢.
Claramente, la métrica ds? = df? +sin? 6 d¢? es invariante bajo rotaciones a lo largo de
la direccién ¢. A nivel infinitesimal, esto es una transformacién de la forma ¢ — ¢ + d¢.
El generador de esta transformacion es entonces el campo vectorial J, es un campo de
Killing asociado a esta simetria, y por tanto satisface la ecuacion Ly, g,, = 0.

Antes de pasar al estudio de las soluciones de las ecuaciones de gravedad que nos interesan
para este trabajo, revisemos un método que resulta ser muy 1til para visualizar geométri-
camente una solucién a las ecuaciones de campo (que en general se extiende infinitamente),
en una regién finita que representamos mediante un diagrama. A este tipo de diagramas,
que se obtienen mediante una transformacién de las coordenadas espaciotemporales, se
les conoce como diagramas de Penrose. Veamos como ejemplo a un espacio-tiempo de
Minkowski (141)-dimensional. Para obtener el diagrama, hacemos una transformacién de

coordenadas u4 = t & x que lleve la métrica a la forma ds* = —du,du_, seguida de la
transformacion Ly
U4+ = tanﬁi ) '&i = T 5 . (116)

En esta forma, la métrica ds* = k(—d7r?+df?) vuelve a ser la de un espacio 2-dimensional
plano, salvo un factor de escala k = (4cos?(u; )cos®(u_)) ™!, que podemos podemos omitir
mediante una transformacién de Weyl para obtener el espacio finito de Figura 1.2.1(a). La
forma de diamante resulta de la restriccién |7 £ 6| # 7, que se sigue de la definicién 1.16.
Analogamente podemos construir el diagrama de Penrose para el espacio de Minkowski
en d + 1 dimensiones (Figura 1.2.1(b)).
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1.2.2. Agujeros negros

En este trabajo, nos interesan soluciones a las ecuaciones (1.7) que tengan simetria esféri-
ca, es decir, que sean invariantes bajo rotaciones en cualquier direccion espacial. Estas
soluciones estan descritas en un fondo asintéticamente plano por la métrica de Schwarz-
child, que en 4 dimensiones se puede escribir como

ds* = —(1 — %)‘%ﬁ? +(1— g)dﬁ + r2dQ?. (1.17)
Esta geometria corresponde al campo gravitacional de una estrella o masa esférica cuando
es observada a distancias grandes r >> 2M. Cerca de la region r = 2M, la geometria
se deforma de manera que las geodésicas alcanzan el infinito temporal en el punto r =
2M, donde tenemos una singularidad, al igual que en r = 0. Sin embargo, podemos
deshacernos de la primera de estas singularidades si hacemos un cambio de coordenadas
a las coordenadas de Kruskal, definidas por

—22 4y =[r(2M) "t = 1)er@MT (1.18)
(y+2)(y — 2)" L =7 (1.19)
La métrica en estas coordenadas se escribe como:
32M3 _
ds® = Z——e "M (dy? — d2?) + r2dQ0? (1.20)
r

Ahora la singularidad en » = 2M se localiza en la regién temporal que separa las regiones
[ y IT en la Figura 1.2.2. Esta region es lo que conocemos como el horizonte del agujero
negro. Cualquier punto en la regién exterior I puede enviar senales de luz que alcancen el
futuro temporal t = 0o y el futuro causal 1. Sin embargo, cualquier rayo de luz que sea
enviado desde la regién I, no alcanzara el futuro ¢ = co ni ningin punto de la regién I. La
region II es lo que se conoce como el interior del agujero negro. Ademas, tenemos la region
IV, una solucion hipotética que se conoce como agujero blanco, donde cualquier rayo de
luz alcanza la regién I. Por ultimo tenemos la regién III, que es idéntica a la regién I,
salvo que estan fuera de contacto causal. A diferencia de este tipo de agujeros negros, en
esta tesis trabajaremos principalmente soluciones en un fondo que no es asintoticamente
plano. Sin embargo, estas geometrias atin poseen las caracteristicas principales del agujero
de Schwarzchild, y su correspondiente diagrama de Penrose se divide en regiones andlogas
a las regiones del diagrama 1.2.2. En el resto de este trabajo nos enfocaremos sélamente
en las regiones [ y II.

Dado que este tipo de objetos no emite ningin tipo de luz, podriamos preguntarnos qué
otro tipo de cantidades observables pueden asociarse al agujero. Se ha encontrado [32]
que ademas de la masa, solo existen otras dos de estas observables tales que la solucion
sigue siendo un agujero negro; la carga () y el momento angular J. Por ejemplo, podemos
agregar un término [ d*z\/=gF,, F" a la accién de materia, donde F),, se define como
la intensidad de campo del potencial vectorial electromagnético A,. Imponiendo simetria
esférica y resolviendo las ecuaciones de Einstein resultantes obtenemos la métrica del
agujero negro cargado, conocida como métrica de Reissner-Nordstrom. El agujero negro
con rotacién se describe a través de la métrica de Kerr, o mas generalmente (cuando el
agujero rota y ademds tiene carga) con la métrica de Kerr-Newman, dada por:

.2

,sin” 6
2 ?
p

2
ds* = —p? (di + d92> + (dt — asin? Hdd))Z% + ((r* + a*)d¢ — adt) (1.21)

A
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Figura 1.2: Diagrama de Penrose para la métrica de Swcharzchild. La regién I representa el
exterior del agujero negro, con el horizonte de eventos localizado en la linea temporal que separa
a la regién I de la region II. Los puntos I,/ se definen de la misma manera que para el
diagrama de la Figura 1.2.1, y la regién r=0 representa la singularidad en el centro del agujero,
que separa causalmente a la regién III de la region 1.

donde,

_ 2_ .2, 2. 9 2 2, .2
a=45 P=T +a“cos®0, A=r"—rri+a”+rp, (1.22)

siendo ry = 2GM el radio de Schwarzchild, y rq = Q*G/4me, una escala de distancia
correspondiente a la carga eléctrica. Las métricas correspondientes a tener solo una de
estas observables pueden obtenerse a partir de 1.22, igualando las otras observables a cero.
Como veremos mas adelante, existen escenarios donde es posible encontrar otro tipo de
observables, o pelos al agujero. Para ello tendremos que considerar modificaciones a la
accion de Einstein-Hilbert, como las teorias que estudiaremos en la Seccién 1.2.3.

Recientemente [2], se ha encontrado evidencia de que los agujeros negros existen en la
naturaleza, por lo que brindan un escenario donde poner a prueba las predicciones de la
relatividad general. Ademas de esto, es interesante estudiarlos por varias razones, entre
las que se encuentra el hecho de que cerca del horizonte la curvatura del espacio-tiempo
genera fendémenos semiclasicos que nos brindan un acercamiento a la gravedad cuéntica.
En 1974 Hawking [28], trabajando en teoria de campos en espacios curvos, y basdndose
en trabajos previos de Bekenstein argumenté que la métrica cerca del horizonte implica
un proceso de creacion de pares de particulas, donde se producen pares entrelazados,
uno de los cuales es absorbido, y el otro emitido por el agujero, produciendo radiacion.
Mediante una descripcion estadistica de los pares cuanticos en términos de una funcion
de particién, dedujo también una forma de asociar cantidades termodinamicas al agujero
negro. La temperatura y entropia asociadas a este proceso de emision de radiacion a partir
del horizonte se conocen como la temperatura de Hawking y la entropia de Bekenstein-
Hawking:

K A
T=-2= = — 1.23
on’ P TGy (1.23)
donde k4 es la gravedad superficial, definida en términos del vector de Killing asociado al
horizonte k* como k% = —1/2(V*k")(V,k,), y A es el drea del horizonte de eventos. Un

hecho importante es que la entropia en este caso escala como el area del horizonte, cuando
la entropia debe ser por definicién una cantidad extensiva. Esta aparente inconsistencia
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serd relevante més adelante cuando consideremos correcciones cuanticas en términos de
la entropia de entrelazamiento. En virtud de estas relaciones entre la termodindmica y la
geometria del agujero, podemos enunciar las siguientes leyes de la mecdanica de agujeros
negros:

Ley Cero: La gravedad superficial ks = es constante en el horizonte de eventos.
Primera Ley: La relacion entre los cambios en la masa M, la carga @), el momento angular
J y el drea del horizonte Ay, estd dada por:

A
dM = ﬁs% + wpdJ + ®.dQ, (1.24)
™

donde wy, es la velocidad angular y ®. es el potencial electrostdtico.
Sequnda Ley: El darea del horizonte Aj, nunca decrece en un proceso fisico.
Tercera Ley: Es imposible alcanzar ks = 0 mediante algin proceso fisico.

Hasta el momento hemos considerado solamente soluciones en un fondo asintéticamente
plano, esto es, tales que lejos de la solucién el espacio-tiempo es el espacio de Minkowski.
Sin embargo, hemos visto que al considerar teorias con constante cosmoldgica, es posible
obtener fondos gravitacionales con una curvatura distinta de cero. Por ejemplo, pode-
mos resolver la ecuaciéon de Einstein con constante cosmoldgica negativa para obtener la
solucion conocida como AdS-Schwarzchild:

2 2 -1
r r
ds® = — (ﬁ + 1> dt* + (ﬁ + 1) dr?® + r*dQ? (1.25)
Esta métrica resultara de interés mas adelante cuando estudiemos la dualidad entre este
fondo y una cierta teoria de campo a temperatura finita.

1.2.3. Teorias de Gravedad con correcciones de orden superior

A pesar de que la teoria de Einstein ha resultado exitosa en la prediccion de fenémenos a
escalas macroscépicas, e incluso en nuestros dias se siguen comprobando sus predicciones
como en los experimentos de LIGO, existen razones para pensar que no proporciona una
descripcion completa de la teoria de la gravedad. Completa, en el sentido de ser valida a
cualquier escala de distancia o equivalentemente, a cualquier escala de energia. Concre-
tamente, si intentamos aplicar las técnicas de la Seccién 1.3.2 para cuantizar la teoria de
Einstein, la teoria resulta ser no renormalizable. En pocas palabras, este problema implica
que existe una infinidad de términos que se deben agregar a la accién gravitacional linea-
lizada para que las amplitudes de probabilidad en la teoria no divergan. Esta dificultad
conduce a la idea de que la acciéon gravitacional debe ser corregida con términos que co-
bren cada vez mayor relevancia al ir escalas de distancia pequenas. Todas estas ideas sobre
la validez de las teorias de campos a escalas distintas de distancia quedaran clarificadas
una vez que hayamos estudiado el formalismo del grupo de renormalizacién, en la Seccion
1.3.2. También resultara 1util mas adelante pensar en teorias de gravedad en dimension
arbitraria, por lo que dejaremos de ahora en adelante la dimensién espacio-temporal D
implicita. Este paso a dimensiéon arbitraria conlleva consecuencias topoldgicas no triviales.
Por ejemplo, existe un resultado conocido como el teorema de Gauss-Bonnet, que bési-
camente nos da una forma de calcular la caracteristica de Euler ® x(M) asociada a una

9Nimero entero que determina la forma de una superficie independientemente de las deformaciones
continuas que apliquemos sobre esta. Esta relacionado con el genus, que representa el niimero de orificios
que tiene dicha superficie.
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variedad M a partir de escalares formados con contracciones del tensor de Riemmann. En
4 dimensiones podemos escribir:

1
72

d*2/=g(Rapea R — AR, R™ + R?) = x(M) (1.26)
M

Si intentaramos extender la teoria de Einstein agregando este invariante topoldgico a la
accion de Einstein-Hilbert, al tomar la variacién de la acciéon, dicho invariante conduciria a
un término de frontera que podemos tomar igual a cero, dejando invariantes las ecuaciones
de movimiento. Sin embargo, podemos considerar esta misma acciéon en 5 dimensiones,
dando lugar a la teoria conocida como gravedad de Gauss-Bonnet, cuya accion se escribe
como:

Scp = Sen + / dPz /=g A (R* — 4R R + RypeaR™™) . (1.27)
M

Aqui X es la constante de acoplamiento de Gauss-Bonnet. En contraste con el caso 4-
dimensional, en esta teoria si aparece una contribuciéon no trivial a las ecuaciones de
movimiento a partir del segundo término en la accion. Las ecuaciones de movimiento
toman la forma:

1
Gab - Agab - /\<_gab ((R2 - 4RabRab + RabcdRade)

2 (1.28)
— ORRap + ARy RS + 4Reg R — 2RacdeR§d€> = 87G Ty

Esta teoria es interesante porque las ecuaciones de movimiento se ven modificadas a mayor
orden en la curvatura pero siguen siendo de segundo orden en derivadas de la métrica,
por lo que es posible encontrar soluciones como en gravedad de Einstein, tales como
geometrias esféricas con métricas tipo agujero negro, etc. El hecho de que aparezca la
contribucion entre paréntesis al pasar de 3+1 a 4+1 dimensiones es andlogo a considerar
la accion de Einstein-Hilbert en 2+1 dimensiones y en 3+1 dimensiones. En 2 dimensiones
espaciales, la variacion de la accion de E-H conduce a una identidad trivial, debido a que
en 2 dimensiones el escalar de curvatura es la caracteristica de Euler. Sin embargo, en
3 dimensiones espaciales, esta misma accién proporciona las ecuaciones (1.7). Podemos
generalizar esta identidad a dimensién arbitraria considerando extensiones dimensionales
de un conjunto de invariantes topolégicos, conocidos invariantes de Chern-Weyl, en el
mismo sentido en que la accion de Einstein-Hilbert es la extensiéon dimensional de la
caracteristica de Euler. Estas extensiones, dan lugar a la teoria de gravedad de Lovelock,
definida por la accion:

i(salbl...(sakbkakR

c crd
2k C1d1... dek 1d1"'R hok +IB7 (129)

D;l}
a1b1 apbg
=0

[7
si= [ dPe vy Y
M e

donde el simbolo | | denota la parte entera de un nimero, y Ig corresponde a un término de

frontera andlogo al término de GHY (1.13), que escribiremos explicitamente en el Capitulo

2. También definimos la delta de Kronecker generalizada como el producto antisimetrizado
de las deltas de Kronecker usuales:

c1dy...cpdy a1 ¢b ar $b
6aibi...aib: = (Qk)'é[ciadiéc:éd% (130)
De hecho, la accién definida en (1.29) resulta ser la accién mdas general de gravedad

pura sin torsiéon que proporciona ecuaciones de segundo orden en la métrica, y dadas
por un tensor simétrico de rango 2. En D > 4, esta teoria es una generalizacion de la
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gravedad de Einstein con correcciones a orden O(R*) en la curvatura, con k < [(D—1)/2].
Explicitamente hasta orden k = 3, la accién se escribe como:

S ~ / dPzv/=glao + a1 R + as(Raped R — AR R™ + R?)
M

+ a5 (R® + BRR™ Ry, — 12RR R + 24R“ Ry, Ry + 16R“ Ry 2 (131

+ 24 R Ry RE + 8RR R + 2R R RY) + ..,
donde los puntos suspensivos denotan términos de orden superior en curvatura o términos

de frontera. Las ecuaciones de campo que obtenemos al variar esta accion, en ausencia de
fuentes se pueden escribir como:

[P5]
2
a
b _ k_ cbaraz...azr pbibs bor_1bor
Go = Z 9k+1 5ab1b2~-.b2k R a1a2"‘Ra2k_1a2k =0. (1.32)
k=0

La teoria de Lovelock es una extension de la teoria de Einstein que puede pensarse a un
orden k fijo, como un truncamiento de una teoria fundamental de gravedad. Es por esto,
que las constantes de acoplamiento aj que aparecen en la accién (1.29), a pesar de que
son independientes entre si, deben corresponder a una unica escala de longitud. Cuando
estudiemos mas adelante las herramientas de la teoria de cuerdas, veremos que en ciertos
modelos de gravedad cuantica aparecen correcciones a la acciéon de Einstein-Hilbert en la
forma del término cuadratico en la accién (1.31). En este tipo de teorias también aparecen
términos de orden superior en convolucion con campos de materia en la accion. Por esto,
serd importante considerar acoplamientos de la accién de Lovelock con acoplamientos a
materia.

En gravedad de Gauss-Bonnet se conocen soluciones explicitas de agujero negro [8, 13], y
como veremos mas adelante, también existen en gravedad de Lovelock cuando considera-
mos acoplamientos conformes a materia escalar. Cabe preguntarnos cémo se ven afectadas
la propiedades termodinamicas del agujero negro en este tipo de generalizaciones. Ya que
el procedimiento de Hawking para la deduccién de la férmula (1.23) para la entropia
requiere la evaluacion explicita de la accién gravitacional, este resultado es valido tnica-
mente en gravedad de Einstein. En general, para una teoria de gravedad cuya Lagrangiana
L(R,.»,) dependa de combinaciones del tensor de Riemmann y de la métrica, la entropia
de Bekenstein-Hawking se debe generalizar a la relacién [5]:

SW:/ de\/E—eM,\el,p, (1.33)
M

0 prAp

donde €, es el tensor binormal al horizonte de eventos y h es la métrica inducida. A esta
formula se le conoce como entropia de Wald. En la Seccién 4 evaluaremos explicitamente
esta férmula para gravedad de Gauss-Bonnet, e interpretaremos el resultado como un caso
particular de otra cantidad, conocida como de entropia de entrelazamiento holografica.

1.3. Teorias Cuanticas de Campo

Durante la primera mitad del siglo XX las ideas acerca de la naturaleza de las particu-
las sufrieron una revolucién con la introduccién de la teoria cuantica de Schrédinger y
Heisenberg, con la que entendemos bastante bien la dinamica de procesos moleculares,
atémicos y nucleares. Sin embargo, al considerar particulas que se mueven con velocidades



1.3. TEORIAS CUANTICAS DE CAMPO 15

cercanas a la de la luz, debemos incorporar la teoria de la relatividad especial en nuestra
descripcion. Los primeros intentos de generalizar la ecuacién de Schrodinger fracasaron,
principalmente por el hecho de que se interpretaban como ecuaciones de una particula
cuantica. Ahora entendemos, que la naturaleza estd constituida por otro tipo de objeto
fundamental, el campo, del cual las particulas no son més que excitaciones cuanticas. Sa-
bemos que una ecuacién relativista vélida ha de ser invariante bajo cambios de sistema de
referencia. Esto restringe las posibles transformaciones que dejan invariante las ecuaciones
de movimiento que describen la dindmica del campo, y al cuantizar la teoria, este hecho
tiene como consecuencia que las excitaciones cuanticas del campo deben transformar de
forma adecuada bajo esta simetria. En este caso, el conjunto de transformaciones que
deben dejar invariantes las ecuaciones de movimiento son las matrices de Lorentz junto
con las rotaciones en 3 dimensiones. Juntos forman el grupo matricial que conocemos co-
mo SO(3,1). Si consideramos ademads la invariancia bajo traslaciones espacio-temporales
obtenemos el grupo de Poincare. En general, cada tipo distinto de particula debe ser
entonces una representacion'® de un cierto grupo de simetria. Ademés de las simetrias
espacio-temporales, podemos tener simetrias internas y simetrias de norma. Estas tulti-
mas dan lugar a representaciones vectoriales o campos de norma, que estudiaremos més
adelante. También existe otro tipo de simetria que relaciona particulas bosénicas con fer-
midnicas, llamada supersimetria, que discutiremos en la Seccién 1.3. Restringiéndonos por
el momento a las simetrias espacio-temporales, la tarea principal de la teoria cuantica de
campos es encontrar las posibles representaciones del grupo de Poincare y cuantizarlas
para obtener particulas fundamentales. Comenzaremos con el caso mas sencillo, que es el
de la teoria escalar de Klein-Gordon.

1.3.1. Campos cuanticos y diagramas de Feynman

Consideremos por simplicidad un campo que es invariante bajo transformaciones de coor-
denadas, esto es, un campo escalar. La regla de transformacién de este campo bajo una
transformacion de Lorentz 2# — 2 = Aliz” es simplemente ¢(z”) — ¢'(2¥) = ¢(AL " ak).
La dindmica del campo escalar esta descrita por la Lagrangiana de Klein-Gordon;

Lic = 0,00"¢ — %m2¢2, (1.34)

que proporciona, después de aplicar el principio variacional de Hamilton a la accién co-
rrespondiente, la ecuacion de Klein-Gordon:

O¢ — m?¢ =0, (1.35)

Clasicamente esta ecuacion describe a un objeto que se extiende en 3 dimensiones espa-
ciales, y que puede oscilar andlogamente a como lo hace una membrana en 2 dimensiones,
y a una cuerda en una dimension. Para obtener la version cuantica de esta teoria, la forma
mas sencilla es seguir el procedimiento de cuantizacion candnica. Esto significa suponer
que cada modo de oscilacién ayp, afo en la siguiente descomposicion en modos de Fourier
del campo

dBp 1 . .
P

puede entenderse como un operador de descenso o ascenso de un oscilador armoénico
cuantico con momento p. Para satisfacer las relaciones de conmutaciéon usuales sobre

10En teorfa de grupos, una representacién es un objeto que conserva las propiedades de transformacién
del grupo en cuestién. Por ejemplo, en el caso del grupo de Lorentz SO(3,1), las matrices de Lorentz
forman una representacién vectorial, o fundamental de este grupo.
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estos operadores, [ap, aL,] = 2763(p’ — p), debemos imponer las siguientes relaciones de
conmutacién sobre el campo y su momento conjugado 7(z#) = % ;
[p(x),7(y)] = ihd*(x —y) , [6(x),7(y)] = [7(x),7(y)] = 0. (1.37)

De esta manera, interpretamos a las particulas como cuantos de ondas planas sobre el valor
de fondo del campo. Cada par de operadores de ascenso y descenso crea antiparticulas o
particulas respectivamente cuando actia sobre el estado base del sistema. De esta manera
podemos construir estados de varias particulas, que estan construidos a partir de una
base de un espacio de Fock. Esta es una teoria libre, en el sentido de que no hay términos
de interaccion en la Lagrangiana, y la tinica constante que determina toda la dinamica
es la masa del campo. Podemos calcular la amplitud de probabilidad de propagacién de
un cuanto desde un punto x a un punto y, que es el tipo de cantidad que usualmente se
mide en los experimentos. Para preservar causalidad, debemos considerar una cantidad
que considere la amplitud de particula y antiparticula. Esto esta dado por el propagador
de Feynman:

T H d*p je— i (x—y)

0 T 0) = T—y) = , 1.38
OITole)owl0) = Dete =) = [ G (1.38)
que es una funcién de Green del operador de Klein-Gordon. A pesar de que el caso del
campo escalar se usa generalmente como modelo introductorio, existen casos importantes
en los que es necesario considerar campos escalares en la teorfa. Por ejemplo, en el modelo
estandar, el campo que se encarga de dar masa al resto de las particulas es el campo de
Higgs, descrito por un campo escalar que se acopla al resto de las particulas.

Habiendo entendido la teoria libre de Klein-Gordon, podemos preguntarnos qué otras
representaciones del grupo de Poincare podemos construir. El siguiente caso en simplicidad
es estudiar la representacion espinorial, que al cuantizar da lugar a particulas de espin

1/2, como los electrones. Para ello, debemos definir las matrices 4x4 «* que satisfacen el
algebra de Clifford:

{7} =201, (1.39)

donde el simbolo { } denota anticonmutacién de matrices. Si definimos S# = L[ ~"],
podemos probar que las matrices M(A) = " satisfacen las reglas de conmutacién del
grupo de Poincare y por lo tanto, forman una representacion de este ultimo. Estas matrices
actuan sobre columnas de cuatro componentes llamados espinores de Dirac. La ecuacion
relativista que describe a un campo de espinores se obtiene de la Lagrangiana

L =(in"0, — m)y, (1.40)

y se puede escribir como:
i _
(iv"0, — m)Y(z) = 0, (1.41)
que es conocida como ecuacion de Dirac. Siguiendo el método de cuantizacién canodnica
podemos deducir que las excitaciones de este campo aparecen como particulas de espin

1/2. Ademas, estas excitaciones estdn cargadas eléctricamente, debido a la existencia de
una simetria interna asociada al grupo U(1) que nos permite hacer la transformacién

)(w) — M, (1.42)

donde 6 es un parametro constante arbitrario. En virtud del teorema de Noether, esta si-
metria da lugar a una corriente conservada cuya carga correspondiente puede identificarse
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con la carga eléctrica. El propagador para esta teoria es el propagador de Dirac,

Sp(z,y) = / (d4p P, (1.43)

2m)4 p? —m? +ie

donde el sfmbolo p se define como p = v,p*. La simetria U(1) es de cardcter global. Esto
quiere decir que el pardmetro 6 que determina la transformacion (1.42) es independiente
de la posicion en el espacio-tiempo. Si queremos que esta transformacién siga siendo una
simetria cuando hacemos que este parametro dependa del punto z donde hacemos la
transformacién, debemos considerar el cambio de variables conjunto:

Y(x) — A Oy(x) A, — A, — A (x), (1.44)

junto con la sustituciéon

0, — D, =0,+ieA, (1.45)

en la accién (1.40). El campo A, es un vector de cuatro componentes que transforma en la
representacion fundamental de SO(3,1) conocido como campo de Mazwell, y su excitacién
fundamental es una particula de espin 0, sin masa, que corresponde al foton, particula que
es mediadora de la interaccion electromagnética. La Lagrangiana que describe al campo
de Maxwell se define en términos de la intensidad de campo F,, = 0,A, — 0, A,, y se
conoce como Lagrangiana de la electrodindmica cudntica, o QFED:

_ 1 ,
LQED = w(w"lﬁu - m)w - ZFWF“ ) (1-46)

donde Ip = YuD*. Las ecuaciones de movimiento que resultan de esta Lagrangiana corres-
ponden a las ecuaciones de Maxwell con fuentes eléctricas junto con la ecuacién de Dirac
(1.41). La transformacién (1.44) nos da una libertad adicional que nos permite redefinir
el campo A, restando una derivada total de una funcién arbitraria A(x). A esta libertad
se le conoce como invariancia de norma. Esta redundancia ocasiona que al cuantizar, la
teoria contenga cantidades que no son observables. Existen dos caminos para lidiar con
esta ambigiiedad en la definicién de la teoria. El primero de ellos consiste en cuantizar
canonicamente fijando la norma desde el principio y por otro lado, podemos cuantizar
quedandonos con las componentes no fisicas y después imponer constricciones sobre los
operadores de creacién y aniquilacién que descarten estas componentes. Las teorias inva-
riantes de norma son sumamente importantes en la naturaleza, ya que el modelo estandar
de la fisica de particulas es una teoria de este tipo cuyo grupo de simetria se descompone
en un producto de representaciones que dan lugar a las tres fuerzas fundamentales que
engloba esta teoria.

Al encender interacciones entre los campos mediante la adicion de términos de acopla-
miento a la Lagrangiana, como el término proporcional a e en (1.46), la descomposicién
en modos de Fourier que resuelve las ecuaciones de movimiento ya no resulta vélida, y
de hecho resulta imposible encontrar el valor exacto de las amplitudes de dispersién de
la teoria, salvo en casos excepcionales. Sin embargo, en muchos casos de interés podemos
considerar a la teoria de campo como interactuante pero débilmente acoplada, 1o que sig-
nifica que el parametro que determina la intensidad de las interacciones, conocido como
constante de acoplamiento (por ejemplo, e en (1.46)), es pequeno en comparacién con las
escalas energéticas en las que realizamos experimentos. Restrinjamonos por el momento
a la teoria escalar ¢* con constante de acoplamiento )\, definida por la Lagrangiana:

1 A
Lgs = 0,00"¢ — §m2¢2 — E¢4' (1.47)
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Figura 1.3: Algunos de los diagramas de Feynman que aparecen en la expansién perturbativa
del correlador de cuatro puntos, ref. Se indica a qué orden en esta expansién aparecen. Las
lineas azules corresponden a propagadores, y los puntos internos a vértices. La contribucién
correspondiente se obtiene del producto de estas cantidades, considerando la simetria de cada
diagrama.

Lo mejor que podemos hacer es seguir el método desarrollado por Feynman, Schwinger y
Tomonaga, que consiste en hacer una expansion perturbativa del hamiltoniano en términos
de propagadores de Feynman. Equivalentemente, podemos optar por seguir el formalismo
de integrales de trayectoria o de camino formulado por Feynman. Este método, nos permite
interpretar las amplitudes de probabilidad de una teoria cuantica como promedios sobre
las trayectorias clasicas recorridas por una particula. Comenzammos definiendo la integral
de trayectoria que calcula la amplitud de propagaciéon de un punto a otro del espacio-
tiempo:

() () = / D &1, (1.48)

donde la medida de integracién se define como D¢ = lima, o [1,¢(z,). Fisicamente, esta
definicion nos dice que la amplitud de probabilidad de que las excitaciones cuanticas del
campo se propaguen de un punto a otro del espacio, puede calcularse sumando sobre
todas las trayectorias cldsicas, pesadas con el factor €. Podemos definir un propagador
ordenado en el tiempo, que esta dado por

Do dlan)dlas)eapli [y d' L]

T—00(1—ie) | D¢ expli [~ d'zL]

donde |§2) es el estado base de la teorfa interactuante. Se puede demostrar que en el caso

libre esto equivale al propagador de Feynman. Podemos definir en general, el correlador
de n puntos

G(d(1)p(x2)...0(xy)) = (Qd(x1)p(x2)...0(x,,)|2) (1.50)

mediante la insercién de n campos en la integral de trayectoria que aparece en el numera-
dor de (1.49). Estas cantidades contienen toda la informacion fisica sobre las interacciones
en la teoria, y nos permiten calcular las observables que se miden mas frecuentemente en
los experimentos, conocidas como amplitudes de dispersion. El formalismo de integral de
trayectoria nos brinda una manera de obtener cualquier correlador en términos de pro-
pagadores de Feynman, mediante la implementacion de Por ejemplo, el correlador de n
puntos para la teoria ¢* se puede calcular a partir de la funcional generatriz

2] = / Dé cap( — i / d2(Licer + Ling) + / e 7)), (1.51)
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Figura 1.4: a) Diagrama a nivel arbol que aparece en el calculo de la amplitud de dispersién para
el proceso ete+ — — ptu~. b) Diagrama con un lazo fermiénico que aparece en la expansién a
orden 2 para el mismo proceso. La integracién sobre todo el espacio de momentos ocasiona que
esta contribucién sea infinita.

tomando n derivadas funcionales respecto a J:

1 ) ) o

[ Do €5) 0 (1) 6. (22) “'5J(:1cn)Z[J]

(1.52)

G(p(x1)P(x2)...0(x,)) = (

J=0

Podemos hacer una expansion perturbativa de la funcional generatriz usando la suposicion
de que la teorfa estd fuertemente acoplada. Para la teorfa ¢* obtenemos:

A=Y +ar / s (7 } ATz, ) (1.53)
ST Ll Y\57() W% ‘
donde A~! es una funcién de Green del operador de Klein-Gordon A = —9% —m?, y Z,

es la funcional generatriz de la teoria de Klein-Gordon con A = 0. Como caso particular,
analicemos el correlador de 4 puntos. La ecuacién (1.52) nos dice que tenemos que tomar
cuatro derivadas funcionales de (1.53) y evaluarlas en cada punto externo. Si organizamos
esta expansion en términos de diagramas, donde a cada linea le corresponde un propaga-
dor libre, y a cada punto que une lineas externas el factor de vértice —i\, podemos ver
que obtenemos una serie de diagramas como los de la Figura 1.3.1. Después de dividir
entre el denominador en (1.49), que representa las contribuciones de las fluctuaciones del
vacio, obtenemos la siguiente relacién:

G(p(21)P(2).-¢(xn)) = (QUT(P(21)...0(22)|2)

1.54
= {Suma sobre todos los diagramas conexos con n puntos externos}. (1.54)

En la Figura 1.3.1 se muestran algunos de los diagramas que aparecen hasta orden 2 en la
expansion para el correlador de 4 puntos de esta teoria. Al conjunto de normas para asociar
las partes del diagrama con cantidades como propagadores, se le conoce como reglas de
Feynman, y dependen de la teoria teoria en cuestion. Por ejemplo, para QED tenemos
particulas de espin 1/2 y particulas de espin cero que interactian con una intensidad
determinada por la constante de acoplamiento e. La forma de la Lagrangiana de QED
determina los vértices de interaccién entre estas particulas. Las reglas de Feynman de esta
teoria nos dicen que debemos asociar un factor de —ie a cada vértice de interaccion, y que
las lineas que representan la propagacion de (anti)fermiones corresponden al propagador
de Dirac (lineas rectas en la Figura 1.3.1), mientras que las lineas que representan la
propagacién de fotones (lineas onduladas en 1.3.1) corresponden al propagador de la
teorfa de Maxwell. Consideremos el diagrama de la Figura 1.3.1 a), que aparece en la
expansion del proceso de dispersién ete™ — putu~. Las reglas de Feynman nos permiten
calcular la contribucién de este diagrama a la amplitud de dispersion total mediante:

/

o (0) (—iey") u®(p) (_22“”) i’ (k) (—iey") o™ (K'), (1.55)
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donde ¢ = p+p’ es el momento del fotén, que por conservacién de momento equivale a la
suma de los momentos salientes k y k’. Los espinores u y v son soluciones a la ecuacion
de Dirac, y los indices s,r denotan componentes de espin.

1.3.2. Renormalizacién y teorias conformes

Supongamos que queremos calcular la contribucién del diagrama de la Figura 1.3.1 b).
La integral en el espacio de momentos que proviene del lazo fermiénico (a orden 2 en la
expansién perturbativa), requiere ser evaluada en el rango de —oo a oo, dando lugar a
una divergencia. Genéricamente, los diagramas con lazos presentan este tipo de divergen-
cias. La razén de esto se debe a que el vacio cuantico esta fluctuando constantemente con
infinitos grados de libertad, y por lo tanto su energia es infinita. Para obtener cantidades
finitas en las amplitudes de dispersién, debemos redefinir los parametros que aparecen en
la Lagrangiana como parametros desnudos, de manera que esta se separa en una parte
renormalizada (libre de divergencias) y otra parte que incluye contratérminos, para absor-
ber las divergencias en los correladores. En el caso de QED, por ejemplo, la Lagrangiana
toma la forma:

- _ 1 y
LQED = wo@’}/uau - mo)wo - (107/10%1@014’; - _Fo,uZ/F#

4 (1.56)

= LQED ren + LQED cont

donde )
LQED ren = V(iv"0, — m)Y — qpy,p A* — ZFWFW (1.57)

y los contratérminos se escriben como:

LQED cont — _}l(ZA - 1)F;U/FMV + Z(Zw - 1)?/331/1 - (Zwmo - m)@'l/}

(/i — VA A = 0Ty Fy PP 625000 — i — 5 Zuqiyo A

(1.58)
donde la cantidad Z4 se define en términos de la relacién A, = A, ,/v/Z4, y andlogamen-
te para Z,. Podemos calcular las contribuciones de los contratérminos a los correladores
divergentes mediante un procedimiento conocido reqularizacion, que implica sustituir las
integrales divergentes por integrales parametrizadas por alguna cantidad sobre la cual
tomaremos un cierto limite al final del calculo para recuperar la descripcién inicial. Apli-
cando este procedimiento, se encuentra que las cantidades 077, 075, 6Z3 y dm dan lugar
a nuevos términos de interaccién que absorben las divergencias en los correladores, pro-
porcionando un resultado finito.

Si en una teoria de campos es posible remover todas las divergencias en las amplitudes
de dispersién mediante la adicién de un nimero finito de contratérminos, se dice que la
teoria es renormalizable. La propiedad de renormalizabilidad nos brinda una manera de
clasificar a las teorias de campo y decidir si son o no buenas candidatas para describir
la naturaleza. Por ejemplo, el modelo estandar de las particulas elementales resulta ser
una teoria exactamente renormalizable, sugiriendo que las teorias fundamentales de la
naturaleza deben compartir esta propiedad. En contraste, la relatividad general no es
renormalizable a nivel cuantico. Esto significa que para absorber todos los infinitos en los
correladores debemos anadir una cantidad infinita de contratérminos, de modo que este
procedimiento se vuelve imposible de realizar en la practica.
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El método de renormalizacion nos permite deducir como las cantidades fisicas de la teoria
dependen de la escala energética p que define a la teoria de campo, conocida como escala
de renormalizacion. Esta informacién esta codificada en la funcion beta, y en la dimension
anomala definidas respectivamente como

~0g ~ po(InZ)

(1.59)

donde g es la constante de acoplamiento y Z es la cantidad definida en (1.58). La forma
en que la funciéon beta depende de la escala energética esta contenida en la ecuacion de
Callan-Symanzyk, que en el caso de QED resulta:

0 0 0
M—+ﬁ4—+52—+N’Y) Gn(T; 92, 94, 1) = 0. 1.60

< o 994 992 ( ) (1.60)
Aqui g1(p) vy go(p) son funciones que se relacionan directamente con la constante de aco-
plamiento y la masa de los campos. Esta ecuacién nos permite deducir que el acoplamiento
o constante de estructura fina, definida como agrp = €*/4m, calculada hasta un lazo en
la expansion perturbativa, depende de la escala energética como:

OéQED(Mref) (1.61)

agep(p) = 7
1= %QQED(/“LTef) ln(lu’//vbref)

donde ji,.f es una escala de referencia a la cual esta expresion deja de tener validez.

Otro concepto importante que introduciremos a continuacion tiene que ver con un tipo de
teorias que tienen propiedades interesantes desde la perspectiva del grupo de renormaliza-
cioén, y que mas adelante apareceran también en el contexto de teoria de cuerdas. Cuando
la funcién beta es igual a cero, la teoria en cuestion se ve de la misma manera a cualquier
escala energética que la exploremos, y por lo tanto, también es invariante ante reesca-
lamientos de distancia. Esta propiedad implica un tipo de simetria, que se conoce como
wnwvariancia conforme. Una variedad D-dimensional es llamada con formalmente plana si
el elemento invariante de linea puede ser escrito en la forma

ds* = e dz - dx (1.62)

donde el producto punto representa una contraccion con la métrica de Minkowski 7,
El grupo conforme es el subgrupo del grupo general de transformaciones coordenadas
que preserva la condicién (1.62). Geométricamente, el grupo conforme preserva angulos
entre puntos mientras se distorsionan las distancias. Ademés de los cambios de esca-
la, las transformaciones conformes pueden ser rotaciones (incluyendo boosts de Lorentz)
y traslaciones ademds de un tipo de transformaciones mas complicadas conocido como
trans formaciones conformes especiales. En dos dimensiones, el grupo conforme tiene
un subconjunto de dimensién finita que corresponde al grupo SL(2,C)/Z?. En este ca-
so podemos realizar una complexificaciéon de las coordenadas de un campo, de la forma
(20, 1) — ¢(z, Z). Esto nos permite introducir la definicién de dimensién con forme. Si
un campo ¢(z, z) transforma bajo el cambio de escala z — Az de acuerdo a

B(2,2) = ¢(2,2) = N'A"p(Nz, A7) (1.63)
se dice que tiene dimensién conforme (h,h). Si el campo campo en cuestién transforma
bajo z — f(z) como
8_f)h(8_f

SN CARTTONC) (1.649)

622 = /(.2 = (
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Figura 1.5: Libertad asint6tica en QCD. La constante de estructura fina tiende a cero conforme
vamos a a energias grandes. En cambio, a energias pequenas, el acoplamiento crece, y la teoria se
vuelve confinada y fuertemente acoplada. Esto contrasta con el caso de QED donde la constante
de acoplamiento tiende a cero cuando vamos a energias pequenas.

es llamado campo primario de dimensién conforme (h, h). Si restringimos f al subgrupo
SL(C)/Zs, el campo ¢ se conoce como campo cuasi-primario. Un resultado importante
es que en algunas de las teorias de este tipo las funciones de correlaciéon de n puntos
pueden derivarse exactamente a partir de las simetrias de la teoria, incluso sin necesidad
de conocer la accion. En el caso de la funcién de dos puntos de dos campos cuasi-primarios,
la simetria conforme de SL(2,C)/Z, fija la funcién de correlacién a la forma:

dijOn; b,

(¢i(2)0;(w)) = o —w)h (1.65)

donde d;; es una constante llamada constante de estructura. Para una funcion de corre-
lacién de tres puntos tenemos:

(61(22) balz2)a(23)) = Cras (1.66)

= _hitho—hs ho+h3—h1 h1+h3—h2
219 + 293 + 213

donde z;; = 2z; — #;. Cuando la teoria conforme tiene dimensiéon D > 2, es posible deducir
expresiones similares para las funciones de correlacién, imponiendo restricciones sobre
estas a través de la invariancia bajo el grupo conforme.

1.3.3. QCDy SYM N =4

La teoria que describe a la fuerza fuerte, responsable de que los protones permanezcan
confinados en los nicleos, es una teoria de norma no-Abeliana con grupo de norma SU (3).
Esto quiere decir que el campo de norma transforma en una representacion matricial de
este grupo, y que este grupo no presenta la propiedad de conmutatividad en sus elementos.
Las particulas que corresponden a esta representacién son bosones de espin uno, llama-
dos gluones. En la secciéon anterior estudiamos el caso familiar de una teoria de norma
abeliana, y argumentamos que la densidad Lagrangiana corresponde al escalar formado
por la contraccién de dos tensores [,,. La Lagrangiana que generaliza esto a teorias no
abelianas da lugar a la teoria de Yang-Mills;

LYM = —T?"{F’LWF“V}7 (167)

donde F),, se define de manera andloga al caso de QED, pero ahora el campo A, es
una matriz que es un elemento del algebra de SU(3). La traza aparece porque en este
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caso la combinacién F,, F*” no es invariante de norma en contraste con QED, mientras
que su traza si lo es. Podemos agregar también materia fermionica en la representacion
fundamental de SU(3) si definimos los espinores de Dirac y su regla de transformacién
bajo este grupo como:

1/)15)(@
P8 (z) = w;;m = PO =U @)W (z) = exp(if (x)t' ) (z),  (1.68)
3S (95)

donde 6;(x) es una matriz que parametriza la transformacién, y ¢! representa a los ge-
neradores del dlgebra del grupo SU(3). El indice ¢ corre de 1 a 3, y corresponde a la
carga fuerte o de color. Estos fermiones aparecen en tres generaciones, denotadas por el
indice (s), que corresponden a la carga electrodébil o de sabor. A las particulas fermiénicas
que resultan de cuantizar esta teoria se les conoce como quarks. Cuando consideramos la
accion de Yang-Mills acoplada minimamente a la Lagrangiana de Dirac para los quarks,
obtenemos la teoria conocida como cromodinamica cuantica, o QCD:

Laen = B (i) —m) e — {Tr{(FL)’} (1.69)

Anélogamente al caso de QED, podemos deducir tanto las reglas de Feynman como los
correspondientes contratérminos. De la misma forma podemos determinar la funcién beta
a un lazo, y la forma en que la constante de acoplamiento depende en la escala energética
en una teoria de Yang-Mills con grupo de norma SU(N) al mismo orden en la expansién

perturbativa:
2m

(11N, —2N,) In(p/Agep)”

ayn(p) (1.70)
Aqui N, es el nimero de colores, y Ny el nimero de sabores, mientras que Agcp es una
constante caracteristica de la teoria, a la cual ay); diverge. Fisicamente, es una escala
de corte, por debajo de la cudl la interaccién fuerte se vuelve fuertemente acoplada. En
el caso del grupo de norma SU(3) con 3 sabores esta funcién resulta negativa. Como
consecuencia, en escalas energéticas bajas la teoria esta fuertemente acoplada y resulta
imposible hacer una expansion perturbativa en términos de un pardmetro pequeno. A esto
se le conoce como libertad asintotica, y se ilustra en la Figura 1.3.3. Este hecho vuelve
muy dificil la tarea de obtener predicciones experimentales en el régimen de bajas energias
donde la teoria estd fuertemente acoplada, y ha dado lugar a que se desarrollen nuevas
estrategias para entender y describir la fuerza fuerte.

A temperaturas comparables con Agcp el acoplamiento se vuelve pequeno y las particulas
se desconfinan. Esto da lugar a un estado de la materia formado por gluones y quarks
que interactuan débilmente, formando una especie de plasma, conocido como plasma de
quarks y gluones. Como a altas temperaturas los cambios en la escala de renormalizacién
son despreciables, la teoria se vuelve aproximadamente conforme. Es posible crear este
estado de la materia en el laboratorio durante un tiempo muy corto, acelerando iones
pesados a velocidades ultrarelativistas y haciéndolos colisionar.

Una propiedad importante que presentan algunas teorias de norma es un tipo de simetria
que no es espacio-temporal ni interna, sino que se encarga de mezclar los campos bosonicos
y fermiénicos de manera que la accion quede invariante, y que a cada particula de la teoria
le corresponda una particula con estadistica opuesta (superpareja). A esto se le conoce
como supersimetria. Los generadores de la transformacion se conocen como supercargas,
y se denotan como ()4, de forma que al actuar con ellas sobre los campos obtenemos las
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correspondientes superparejas. Pueden existir distintas formas de hacer una transforma-
cién de este tipo, y en ese caso tendremos mas de una supercarga. A pesar de que gran
parte de la comunidad de fisicos tedricos de altas energias creen que es bastante probable
la existencia de supersimetria en la naturaleza, ain no hay evidencia experimental que
nos permita sustentar esta afirmacion.
Existe un ejemplo importante de una teoria supersimétrica que puede considerarse como
prima de QCD y que es util como laboratorio tedérico para explorar propiedades generales
de las teorias de norma no-abelianas. A esta teoria le conocemos como super Yang-Mills
N =4, o simplemente SY M N = 4. Esta denominacién proviene del hecho de que tene-
mos 4 supercargas, o equivalentemente 4 formas distintas de rotar los campos entre si de
manera que la teoria se quede invariante. Estos campos estan contenidos en el multiplete
de norma que escribimos como (A,, A%, X*). La Lagrangiana de SY M estd dada por:

—1 v 61 [y Y i i

L= sy = TT{%FMVF“ + o g P = > iXa8"Dyde — Y D, X'D'X
(2

a

2
ab i ~  Naryi b 9y M i 12
+§b:gYMq /\a[X,Ab]Jr;Cmb)\ [X,)\]JrTZ[X LX)
a,0,1 a,0,1 2,7
(1.71)
1=1,2,...,6 a,b=1,..,4

donde gy y 07 son las constantes de acoplamiento de la teorfa, mientras que las C?,
son las constantes de estructura del algebra de supersimetria. El contenido de campos
en una teoria de Yang-Mills con un nimero de supersimetrias A/ < 4 arbitraria consis-
te principalmente de multipletes de componentes del campo de norma A,,, fermiones de
Weyl izquierdos 1, y A, y campos escalares ¢ y H. En particular para N' = 4, tenemos
el multiplete de norma (A, A7 ¢'), donde A2, A = 1,2,3,4 son fermiones izquierdos de
Weyl, v ¢! I = 1,2,...,6 son campos escalares reales. Bajo el grupo de supersimetrias
SU(4)g el campo de norma A, es un singulete, los fermiones de Weyl se transforman en
la representacién fundamental 4, y los escalares ¢! bajo la representacién 6.

Otra simetria que presenta esta teoria es invariancia conforme, simetria que se preserva
ain cuando cuantizamos la teoria, como puede comprobarse calculando la funcién beta.
Esta invariancia puede mezclarse con la supersimetria N' = 4, dando lugar a un grupo
que engloba a estas dos simetrias, conocido como grupo superconforme, y nos brinda una
manera de organizar los operadores de la teoria en términos de familias generadas por
operadores primarios superconformes.

Cuando consideramos esta teorfa a una temperatura finita 7" ~ Agep la invariancia
conforme y la supersimetria se rompen, y el contenido de materia consiste en una sopa
de gluones y materia exética que es similar al plasma de quarks y gluones de QCD.
Por esto, SYM N = 4 se vuelve relevante, ya que aproxima bastante bien a QCD en
este régimen. Si de alguna manera pudiéramos realizar calculos no perturbativos en esta
teoria, tendriamos un modelo fenomenoldgico para realizar predicciones en QCD a altas
temperaturas.

1.4. Teorias de Cuerdas y D-Branas

A pesar de que la teoria cuantica de campos ha resultado exitosa al explicar tres de las
cuatro interacciones fundamentales a escalas cuanticas, falla al intentar incorporar a la
gravedad como una teoria fundamental, dado que la relatividad general es una teoria
no renormalizable. Desde finales de los anos 70’s, se conoce una alternativa que permite
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Figura 1.6: Derecha: Parametrizacién de un segmento en el espacio 2 dimensional (o, 7). Iz-
quierda: La funcién X (7,0) mapea este segmento a la hoja de mundo encajada en un espacio
D-dimensional. En el caso de cuerda cerrada, la coordenada o es periddica, y la hoja de mundo
tiene la topologia de un cilindro.

incorporar a la gravedad como una teoria cudntica, y de paso unificarla con todas las
otras interacciones fundamentales. Si bien atin no provee de evidencia experimental para
ser corroborada, es sin duda hasta ahora la mejor opcién que tenemos para entender
la gravedad cuéantica. La idea principal de esta teoria consiste en suponer que a escalas
comparables con la longitud de Planck, la realidad consiste de objetos unidimensionales,
cuyos modos de vibracién cuanticos dan lugar a las distintas particulas que conocemos.
Debido a su importancia para el marco teérico donde se realizaran los calculos de este
trabajo, dedicaremos esta seccion a estudiar los temas mas importantes de la teoria de
cuerdas, comenzando con la descripcién de la cuerda bosdnica relativista.

1.4.1. Cuerda bosoénica, supercuerda y tipo IIB

Imaginemos un objeto unidimensional (como una liga) que se mueve en un espacio d + 1-
dimensional en la ausencia de fuerzas externas. Recordemos la accién para particula re-
lativista (1.3). Al ser extremizada, esta accién proporciona la trayectoria que minimiza
la longitud recorrida por la particula. Una cuerda a su vez, describe una superficie bidi-
mensional al moverse en el espacio d + 1-dimensional, conocida como hoja de mundo. En
analogia con la particula relativista, podemos deducir la dindmica de la cuerda a partir de
un principio variacional, exigiendo que el drea de la hoja de mundo sea minima. Podemos
parametrizar la hoja de mundo con las variables o,7 y escribir el encaje de la cuerda
X*"(o,7) en el espacio tiempo como funcién de estas (ver Figura 1.4.1). La accién para la
cuerda, o accion de Nambu-Goto se escribe como:

Sne = —T/dUdT\/—h, (1.72)

donde hg, es la métrica inducida, que hemos definido para cualquier dimensién en el
Apéndice, y en dos dimensiones se escribe como hq, = g,,,0, X" 0, X". Esta accién presenta,
ademads de simetria de Lorentz en las coordenadas espacio-temporales (en espacio plano),
invariancia bajo reparametrizaciones en la hoja de mundo. Es posible partir de una acciéon
equivalente a la de Nambu-Goto introduciendo una métrica independiente del encaje de
la cuerda, en la hoja de mundo v,5(7,0). En este caso obtenemos la accidn de Polyakov:

Sp=-T / drdo/ =370, X" 05 X" (1.73)
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Ademas de las simetrias que satisface la accién de Nambu-Goto, esta accion presenta inva-
riancia bajo transformaciones de Weyl, que son reescalamientos de la forma e~?h,z sobre
el campo auxiliar h,s. Usando esta simetria y la invariancia bajo reparametrizaciones,
podemos hacer una elecciéon de norma que simplifique la forma de las ecuaciones de movi-
miento. Las ecuaciones que se obtienen corresponden a la ecuacién de onda, mas ciertas
constricciones sobre el tensor de energia momento (7T, = %). Por lo tanto, podemos
construir la solucién X#(7,0) como una superposicién de modos de Fourier''. Armados
con la solucion clasica, podemos implementar el programa de cuantizacién candnica y
construir el espacio de estados en términos los operadores de ascenso y descenso o, o
con n € Z analogos a los que aparecen en la teoria de campos. Si exigimos que se satisfa-
gan las reglas de conmutacion del algebra de Poincaré, podemos deducir que el tinico valor
de la dimensién D que es consistente con las relaciones de conmutacion de los generadores
de Lorentz es D = 26. El espectro de particulas consiste para cuerda abierta de particulas
vectoriales de espin cero como el fotén, junto con una torre infinita de estados masivos,
mientras que para la cuerda cerrada siempre aparece un campo tensorial de rango 2 y
espin cero, que corresponde al cuanto del campo gravitatorio, o gravitén entre otros cam-
pos que detallaremos mas adelante.

Al igual que en teoria cuantica de campos, en teoria de cuerdas podemos calcular amplitu-
des de dispersion a nivel perturbativo en términos de diagramas de Feynman generalizados,
valiéndonos de la invariancia conforme en la hoja de mundo, que nos permite determinar
la evolucion de los estados en el plano conforme mediante la insercion de operadores pun-
tuales. La principal diferencia con QFT, es que en este caso es el mismo objeto el que da
lugar a todas las interacciones de la teoria, que por lo tanto estdn controladas por una
unica constante de acoplamiento, la constante de cuerdas g.. Si obtenemos las amplitudes
de dispersién para la teoria, podemos organizar esta informacién en una accién efectiva
para la teoria, que se escribe en términos de los campos generados por la cuerda.

Podemos generalizar la accion de la cuerda para que incluya fermiones en su espectro.
Concretamente, incorporamos D (2D para cuerdas cerradas) fermiones de Majorana en
la representacién vectorial del grupo de Lorentz SO(D — 1,1). La accién resultante co-
rresponde a la suma de la accidén bosénica y la accion de Dirac para los D fermiones sin
masa:

T _
S = Sbosém'ca - 5 / d20_ ¢#aapa¢u (174)

donde p® son las matrices de Dirac en dos dimensiones. Esta accion resulta ser invariante
bajo un conjunto de transformaciones que relacionan las coordenadas bosonicas X* con
el campo fermidénico ¥* en la hoja de mundo. Como mencionamos al introducir la teoria
de Yang-Mills supersimétrica, este es un tipo de transformaciones de supersimetria. A
las teorfa de cuerdas que incluyen supersimetria (y como consecuencia, fermiones) se les
conoce como teorias de supercuerdas. Histéricamente, el concepto de supersimetria surge
dentro de la teoria de cuerdas con el objetivo de incluir materia fermiénica en su espectro.

Al aplicar el principio variacional a la accién (1.74), debemos imponer dos tipos distintos
de condiciones de frontera que dividen el espectro en cuatro sectores :

(T, m) = +¢H(r, =) (1.75)

"La solucién explicita para cuerda abierta con condiciones de frontera de Neumann es
XH(r,0) = a* + PPpht + il Dm0 Lt e="™7 cos(mo), donde o, son los modos de Fourier de la
descomposicién. Para cuerda cerrada existen dos conjuntos independientes de estos modos de oscilacion
okt y su conjugado a¥,, y la solucién es anadloga al caso de cuerda abierta.
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Y (1, m) = —YpH (T, —m) (1.76)

Las primera condicién (1.75) es periddica y le conoce como condiciéon de Ramond(R),
mientras que la segunda (1.76) condicién es antiperiédica y se le llama condicién de
Neveu-Schwarz(NS). El espectro resultante se divide en cuatro sectores (NN, NR, RN,
RR), que corresponden a las 4 combinaciones de condiciones de frontera posibles para
un fermién y su superpareja. El espectro de supercuerdas resulta libre de taquiones, lo
cual significa que la teoria tiene un estado vacio estable. Al requerir que se cumpla la
invariancia de Lorentz, obtenemos una constriccion sobre la dimensién del espacio-tiempo
D, resultando D=10.

Actualmente se conocen 5 tipos distintos de teorias de supercuerdas que estan relaciona-
das entre si, las cuales se consideran limites de una teoria mas general, llamada teoria M.
Una de estas teorias es de particular interés para este trabajo, ya que es la que describe el
fondo sobre el que se desarrolla la correspondencia hologréfica, tépico a desarrollar en la
siguiente seccion. A esta teoria se le conoce como teoria de cuerdas tipo 1B, y consiste de
cuerdas cerradas supersimétricas que se propagan en un espacio 10-dimensional. El nom-
bre IIB, proviene del hecho de que hay presentes 2 supersimetrias, que en 10 dimensiones
corresponde a 32 componentes de los generadores de supercarga. El espectro de campos
que producen los modos de oscilacion de las cuerdas puede dividirse en los 4 sectores de
supercuerdas descritos anteriormente. En el sector R-R, tenemos un campo escalar ¢(x)
conocido como dilaton, con una componente fisica, y dos tensores de rango 2: el graviton
hyn v el campo antisimétrico de Kalb-Ramond, BMN(xL). Ademads, tenemos 3 campos
fermidnicos en el sector R-R; C'(zM), Can(z%), y Ciinpr(zF), que son respectivamente
el campo escalar del azion, la 2-forma R-R, y la 4-forma autodual. Estos tres campos,
junto con el campo de Kalb-Ramond corresponden a generalizaciones del potencial elec-
tromagnético A,, y por lo tanto tienen una carga R-R asociada, y sus intensidades de
campo son invariantes bajo las correspondientes transformaciones de norma. Por tltimo,
tenemos también las parejas supersimétricas del dilaton y del gravitén, que se denominan
respectivamente dilatino y gravitino, y se pueden acomodar en los sectores R-NS y NS-R.

Como mencionamos anteriormente, podemos determinar la manera en que estos campos
interactian entre si mediante las amplitudes de dispersién de la cuerda. Esta informacion
puede resumirse en una accién efectiva para la teoria de cuerdas IIB. Si ademas suponemos
que estamos en el régimen de energias bajas, donde E < I, podemos despreciar los modos
masivos y quedarnos solamente con los campos no-masivos. La teoria resultante se conoce
como supergravedad IIB o SUGRA IIB. La accién efectiva para esta teoria se tiene la
forma:

1

1
SSUGRA = /dloflf\/ _gE{RE — 5(8Mg0)2E — E6—<,0HMNPH£7/1NP + }, (177)

donde la etiqueta F indica que estos campos estan calculados en el marco de Einstein, que
, « . , . p(x) E

no es mas que la redefinicién de la métrica gy n(z) = gun(z) = e 2 gypn(z)). El campo

Hy/np es la intensidad de campo de la 2-forma R-R, y los puntos suspensivos denotan

acoplamientos de los otros campos de norma.

1.4.2. Solucién de p-brana negra y D-branas

Existen distintas soluciones a la teoria de supergravedad IIB, sin embargo aqui sélo exa-
minaremos una de ellas, que corresponde a un fondo de gravedad conocido como p-brana
negra. Este fondo es maximamente supersimétrico, lo cual quiere decir que se conservan
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las 32 supersimetrias de SUGRA IIB. Esta solucién puede entenderse como una fuente
de carga N bajo el campo de norma A,;; que tiene como grupo de isometrias al grupo
ISO(p). Si suponemos que la simetria de las 10 — p coordenadas en esta métrica es esférica
cuando la fuente de carga R-R estd en el origen, la carga del campo A, estd dada por
la integral de la intensidad de campo, que corresponde a la p + 2-forma F ,, sobre una
esfera (8 — p) dimensional S¥7P. Esta integracion nos permite separar la métrica en una
parte espacial originada por la fuente > 7 | dz'dz" y una solucién con simetria esférica en
las 10 — p coordenadas exteriores a esta fuente:

ds® = —A+(T)A_(r)_%dt2 + A%(T)dfi >+ All(T)AZO")dTQ

. (1.78)
+ AT (T’)ngip

donde ngfp es la métrica en una esfera S®°P unitaria, y v = —% — ?%z. El campo del

dilatén y las funciones A estan dados como:
Ap(r)=1— () (1.79)

r
@ 2 G-p)

" = gynA(r) = (1.80)
A1 = g [A_(r) " = 1) d2® A .. A da® (1.81)

El nombre de p-brana negra hace referencia a que estas soluciones comparten la mayoria
de las propiedades de los agujeros negros cargados, que como vimos anteriormente estan
descritos por la métrica de Reissner-Nordstrom. La topologia del horizonte en este caso
es de la forma S®P x RP. Vemos que el horizonte de eventos estd localizado en r = r,
y para p > 6 ademas tiene una singularidad en r = r_. La masa y la densidad de carga
estan dadas por:

_ 2 7—p T—p _
M= (7—p)(27r)7dpl§3((8_p)r+ )—7"_ ) Q—
donde d, es un factor numérico. Cuando ry > r_ el horizonte de eventos cubre a la
singularidad de la misma manera que en el caso del agujero de Schwarzchild. En el caso
critico, ry = r_ y si p # 3, el horizonte de eventos y la singularidad coinciden, originando
una singularidad nula. El dilaton puede diverger o anularse en r = r,. Sin embargo, la
singularidad en este caso puede tratarse mas facilmente que la singularidad en el régimen
ry < r_. Para el caso p = 3 el dilatén es constante y la superficie en r = r, es regular,
por lo que la singularidad impone la condicién r, > r_ sobre la coordenada radial. Esta
condicién se transforma en la siguiente relacién entre la masa y la carga, conocida como
cota BPS:

7 L
5 Porr) (1.82)

> N
— (2m)pditt!

Esta desigualdad determina los valores que puede tomar M una vez que fijamos la carga
R-R dada por N = €2s_,, donde €, es el volumen de una esfera n-dimensional. Cuando
se cumple la igualdad, M es la minima masa que pueden tomar las branas dada la carga
N, por lo que a las soluciones se les llama p-branas negras extremales. En este caso el area
del horizonte de eventos se anula, y la mitad de las supersimetrias se conserva siempre
y cuando estemos en el régimen donde la teoria es tratable con gravedad clasica. Esto
sugiere que las p-branas negras extremales corresponden al estado base de las p-branas
negras dada la carga Q).

(1.83)
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Una teoria de cuerdas abiertas requiere que impongamos condiciones de frontera en los
extremos de la cuerda. Hasta el momento hemos considerado implicitamente condiciones
de frontera sobre las velocidades de los extremos, llamadas condiciones de Neumann. Aho-
ra podemos pensar en restringir el movimiento de los extremos a una superficie dada, esto
es, imponer condiciones de Dirichlet en los extremos. En este caso surgen consecuencias
interesantes para nuestra discusion. En primer lugar, la superficie sobre la cual se mueven
los extremos puede considerarse a si misma como un objeto dindmico de la teoria, que
llamamos Dp — brana. Esta superficie es un objeto dinamico extendido, que se entiende
como la generalizacion de una cuerda a objetos p-dimensionales. Las branas son objetos
de tipo solitonico, es decir, soluciones no perturbativas a ecuaciones de movimiento no-
lineales, que poseen una gran energia y producen excitaciones macroscopicas en forma de
campos. Una Dp-brana puede tener dos tipos de excitaciones. El primero corresponde a
sus fluctuaciones y deformaciones en las direcciones normales o transversales. Estas estan
descritas por un conjunto de d — p campos escalares no masivos ¢' con i = p + 1, ...,d,
los cuales solo dependen de las coordenadas z# tangenciales al volumen de mundo de la
D-brana. El segundo tipo de excitaciones corresponde a las direcciones tangenciales a la
brana, y estd descrito por un campo de norma abeliano A, con p = 0, ..., p, cuyo grupo de
simetrias es U(1). Podemos explicar el origen de este campo, si consideramos al extremo
de la cuerda como una carga que actia como generador del campo de norma sobre el
volumen de mundo. Es decir, el extremo de la cuerda genera un campo de Maxwell que
vive en el volumen de mundo de la Dp-brana. Cuando el campo de norma no es muy
intenso y la deformacion externa de las branas es despreciable, la accion que resume estos
dos tipos de excitaciones esta dada por la accion de Dirac-Born-Infeld:

SDB] = —TDp/deO\/—det(gW -+ QWZEFW,) (184)

Donde g, es la métrica inducida sobre el volumen de mundo, y F,, = 9,4, — 0, A, es la
intensidad del campo de norma. Si no hay un campo de norma en el volumen de mundo,

F,, = 0y la accién se reduce a

S = —TDp/dp’le/—det(gW) = —TDp/deU\/—g (1.85)

que puede considerarse como una generalizacion de la accién de la cuerda para un objeto
con p dimensiones espaciales. En el espacio plano, la métrica inducida en la D-brana esta
dada por:

G = Ny + (2719000, (1.86)
donde 7, es la usual métrica de Minkowski en (p + 1) dimensiones.

Si realizamos una expansion en potencias de g,,, y F),,,, y nos quedamos solamente con los
términos cuadraticos, la accién se transforma en:

1 1 1 . 4
SDBI = Q_(ZF/WFMV -+ éau#a“gbz + ) (187)
YM

donde introdujimos la constante de acoplamiento gy s dada por:
Gy = 202m)P 20, (1.88)
Esta es la accién que describe un campo de norma junto con d — p campos escalares.

Consideremos ahora el caso de n Dp-branas paralelas. Sean ' las posiciones de la brana i
con i = 1,2, donde x representa el conjunto de 9 — p coordenadas normales. La separacion
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entre las branas es r = 22 — x!'. Existen 4 tipos de configuraciones en las cuales pueden
estar los extremos de una cuerda, y cada uno genera un campo de norma distinto. Estos
campos de norma podemos denotarlos como (A#)ﬁ, donde 7,5 = 1,2 denotan la brana en
la que se encuentra cada extremo de la cuerda. Si la cuerda tiene ambos extremos sobre
la misma Dp-brana (i = j), el campo de norma correspondiente es no masivo, como se
explicé anteriormente. Sin embargo, cuando una cuerda une a las dos Dp-branas, obte-
nemos estados masivos, donde el operador de masa esta dado como M = 57— donde r
es la coordenada radial. Si acercamos las dos Dp-branas hasta que coincidan, tendremos
M = 0, y como consecuencia, los 4 campos (A#)z- seran no masivos. Entonces podemos
ver a estos campos como componentes de matrices de 2 x 2 que forman una representacion
del grupo de norma U(2).

En un caso mas general, podemos “apilar” un nimero arbitrariamente grande N, de Dp-
branas, en cuyo caso, obtendremos 2™¥¢ campos de norma no masivos, que forman matrices
de (N, x N,) en la representacién adjunta del grupo de norma U(N,). En particular, nos
interesa considerar N, D3-branas en la teoria tipo IIB descrita anteriormente en el limite
de bajas energias, cudndo la teorfa de cuerdas se reduce a SUGRA IIB. Estudiando las
fluctuaciones de este sistema obtenemos un campo de norma A,, seis campos escalares
¢' con i=1,...,6, y cuatro fermiones de Weyl, todos ellos en la representacién adjunta
de U(N.). A bajas energias, podemos realizar una expansiéon perturbativa y la accién
resultante estd dada por (3.18), que resulta ser la parte bosénica de la accién de Yang-Mills
en (3+1) dimensiones con supersimetria global N' = 4 (que abreviaremos N’ =4 SY M).
La constante de acoplamiento de Yang-Mills corresponde a tomar p = 3 en la ecuacion
(1.88) y es:

Gy = 4Ty, (1.89)

El subgrupo diagonal U(1) de U(N,) describe el movimiento del centro de masa del siste-
ma de branas, por lo que los modos correspondientes a la dinamica intrinseca de estas se
desacoplan de los modos correspondientes a SU(N,), que describen el movimiento relativo
entre D-branas. La teoria también incluye cuerdas cerradas propagandose en el bulto del
espacio 10-dimensional. A bajas energias (en comparacién con el inverso de la longitud
de la cuerda, i), la intensidad de las interacciones entre cuerdas cerradas y abiertas es
despreciable, y podemos concluir a partir de la accién (1.87) que la teoria en el volu-
men de mundo 4-dimensional de las D3-branas se reduce a N' = 4 SY M en un espacio de
Minkowski con 4 dimensiones, que esta incrustado en el espacio de cuerdas 10-dimensional.

A partir de las amplitudes de propagacion entre modos de cuerdas abiertas y cerradas
podemos escribir una accién efectiva para los modos de supergravedad interactuando con
los modos de cuerda abierta en la Dp-brana. Esto da lugar a una acciéon generalizada que
nos dice que la Dp-brana se acopla un campo de norma, y por tanto posee una carga
R-R, con Tp, igual a su densidad de carga. Por otro lado, sabemos de la forma de Spp;
sabemos que T, es la constante de acoplamiento para la propagacién de gravitones. Esto
hecho es relevante, ya que la misma cantidad determina la amplitud de propagacion de
cuerdas cerradas. Mas atn, si calculamos las amplitudes de dispersion de cuerdas abiertas
entre dos branas paralelas, con uno de los extremos de la cuerda en cada brana obtenemos
exactamente el mismo valor que si consideramos la propagacion de una cuerda cerrada de
una brana a otra. Este resultado se conoce como dualidad de cuerdas abiertas-cerradas y
nos permite deducir la manera en que la tensiéon depende de la constante de acoplamiento
de cuerdas abiertas: .

= 1.90
2yt .

Tp, =
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Podemos entender mas a fondo este resultado si examinamos de nuevo la pila de N Dp-
branas. Se puede deducir el resultado de que la masa y la carga R-R de la Dp-brana
estdn dadas exactamente por las ecuaciones (1.82), y la ecuacién (1.83), que corresponde
a las condiciones para una p-brana negra extremal. Esto nos lleva a la conjetura de que los
modos de cuerda cerradas generados por la pila de N Dp-branas (teorfa de norma SU(N))
son exactamente iguales a los modos de cuerdas cerradas propagandose en el fondo de p-
brana negra. De manera mas precisa, la solucién de p-brana negra sélo es vélida cuando
E > ¢g.N, mientras que la expansion perturbativa para modos de cuerda abierta en la pila
de Dp-branas requiere que consideremos ' < [.N por lo que estas dos descripciones nos
hablan de un mismo sistema, pero descrito a escalas energéticas mutuamente excluyentes.

1.5. Correspondencia Norma Gravedad

La discusién de la seccién anterior ha hecho énfasis en la propiedad de que los dos escena-
rios descritos ahi, son en realidad el mismo sistema, descrito por dos lenguajes distintos
que son validos a distintas escalas energéticas. El objetivo de esto, ha sido brindar todo el
marco tedrico para la deduccion de un resultado que provee de las herramientas tedricas
que utilizaremos en este trabajo. Como veremos, cuando consideremos la relacion anterior
en un régimen energético particular, obtendremos una dualidad entre una teoria de campo
y una teorfa de gravedad. A este resultado se le conoce como correspondencia AdS/CFT,
o correspondencia hologrdfica, o norma/gravedad.

1.5.1. Limite de ultra-bajas energias

Regresemos a la solucién de p-brana negra de la ecuacion 1.78, cuya métrica puede escri-
birse para el caso extremal con p = 3 en la forma

ds? = H(r)"Y2(=dt® + da® + dy? + d2%) + H(r)Y?(dr? + r2dQ32) (1.91)
L 4
H(r)=1+ (—) , L'=d4ng.NI} (1.92)
r

En este caso el dilatén es constante, y su exponencial es igual a la constante de cuerdas.
El campo de norma se escribe como Cpa3 = g;'(1 — H(r)™'). La cantidad L representa
el radio de curvatura del espacio alrededor de la solucién, que pedimos que sea grande, de
forma que podamos quedarnos con la solucién de gravedad clasica. Esta condicion implica,
de la segunda de las ecuaciones (1.92), que la cantidad g.N igualmente debe ser grande
mientras que la expansion perturbativa en modos de cuerda cerrada requiere que g, < 1.
Sabemos de la dualidad de cuerdas abiertas-cerradas que este sistema es equivalente una
pila de N D3-branas en espacio plano con £ < g.N, con cuerdas abiertas interactuando
débilmente.

Ahora analicemos qué sucede si consideramos este sistema a energias ultrabajas, £ <
i , % o lo que es lo mismo, a escalas distancia mucho mayores que la longitud de cuerdas
y que el radio de curvatura del fondo. En el lado de la brana negra la condicién F < g.N
implica (por la ecuacién (1.92)) que E~! < L, por lo que los modos de cuerda cerrada
resultan demasiado grandes para ser absorbidos por la brana, que tiene una seccion eficaz
proporcional a una potencia de L. Los modos de cuerda cerrada se propagan entonces
en un fondo plano, y estan desacoplados por completo de los modos en el interior de la
brana. Del lado de las D3-branas, la teoria igualmente se desacopla en modos de cuerda

cerrada en espacio plano dando lugar a una teoria de SUGRA libre, y modos de cuerda
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Figura 1.7: Dualidad entre el fondo gravitacional generado por el sistema de 3-brana negra
extremal con carga R-R N (izquierda) y una pila de N D3-branas encajadas en un espacio
plano-10 dimensional (derecha). En el lado izquierdo tenemos cuerdas cerradas propagandose
cerca del horizonte y lejos de él, donde el espacio tiempo es aproximadamente plano. Del lado
derecho tenemos cuerdas abiertas propagandose en las D3’s y cuerdas cerradas en Minkowski
10-dim.

abierta en la pila de D-branas, que en este limite corresponde a SY M N = 4 con grupo
de norma U(N).

En la brana negra ademas sucede un efecto de corrimiento al rojo, debido a que la compo-
nente temporal de la métrica, que determina la energia propia de un observador en térmi-
nos de la energia de un observador en infinito a través de la férmula E,,,, = \/—_gtflEoo,
depende de la coordenada radial r. El efecto de este corrimiento es que al imponer la
condicién £ < 1/L sobre la energia en infinito, la teoria se reduce a SUGRA IIB libre
en un fondo plano siempre y cuando nos mantengamos en la regién r > L. Sin embargo,
en la region r < L, podemos tener E,,,, arbitrariamente grande y ain satisfacer esta
condicién, debido a que

L4
gu=H(r) "2 =1+ T—4)—1/4. (1.93)

, ;. . 4 4 . .
Ademas, en este régimen podemos aproximar 1+ f—4 ~ {j—4 y obtenemos el siguiente fondo
gravitacional,

2 L2
ds? = {%(—dtQ +d2?) + “pdr®} + 149 (1.94)

donde el término entre llaves corresponde a la métrica del espacio conocido como Anti-de
Sitter, mientras que el resto de la métrica describe a una esfera 5-dimensional de radio
L. Recordando nuestro punto de partida, que podemos visualizar esqueméaticamente en
la Figura 1.5.1, podemos comparar los sistemas que tenemos hasta el momento en las
dos descripciones. En el lado de la pila de N D3-branas tenemos una teoria de norma
SYM N = 4 mas modos de supergravedad IIB desacoplados propagdndose en fondo
plano, y por tanto podemos separar la acciéon en la forma:

SN p3 = Ssym N=4 + SSUGRA 1IB- (1.95)

La solucién de p-brana negra se separa en el fondo AdSs x S° , y en los modos lejos de la
p-brana, que corresponden a supergravedad IIB en fondo plano. De esta forma, la accién
para la geometria de brana negra se escribe como:

S3fbrananegra = SAd55><S5 + SSUGRA I1IB (196)

Claramente, si estos dos sistemas han de ser equivalentes en esta aproximacién, las acciones
(1.95) y (1.96) deben coincidir, y notando que en ambos lados aparece la accién de la teoria
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SUGRA IIB, podemos cancelar este término, y llegamos a la conclusién de que
{N =4 SYM en Minkowski 4 — dim} = {cuerdas tipo IIB en AdSs x S°}  (1.97)

Este es el enunciado principal de la correspondencia norma/gravedad [39]. Notemos que
el lado derecho de esta relacion las interacciones estan controladas por la constante de
t’Hooft A\ = ¢g.N, que en este lado de la dualidad es mucho mayor que uno, por lo que
la teoria esta fuertemente acoplada, mientras que en el lado izquierdo las interacciones
estan controladas por la constante de cuerdas g. que es pequena, por lo la teoria esta
débilmente acoplada. Este resultado nos permite relacionar cantidades calculadas en el
lado de gravedad para obtener informacion de la teoria de norma fuertemente acoplada,
en el régimen donde no es posible realizar cdlculos perturbativos de QFT.

1.5.2. Diccionario de AdS/CFT

Antes de analizar alguna de las entradas del diccionario de AdS/CFT, estudiemos la
geometria del fondo conocido como Anti-de Sitter. Este espacio, se define en 5 dimensiones
como la cubierta universal de un hiperboloide de radio L? encajado en un espacio plano
con signatura (4,2). Es un espacio de curvatura negativa, hecho que se ve reflejado en el
signo negativo de la constante cosmoldgica. En las coordenadas globales (1, p, 2) la métrica
se escribe como:

ds®> = L*(dp® — cosh®p dr* + senh®p dQ)3), (1.98)

donde dQ% = db* + sen®0(d¢? + sen?¢dip?), con las coordenadas (6, ¢, 1)) periédicas. Si
redefinimos la coordenada radial como tan o = senhp y desechamos un factor conforme
mediante una transformacion de Weyl, podemos representar a este espacio en una region
finita. En la Figura 1.5.2 a) se muestra el correspondiente diagrama de Penrose, dado en
coordenadas globales. Notemos que el infinito espacial es una superficie tipo tiempo, por
lo que los rayos de luz pueden alcanzar esta regién en un tiempo propio finito. En analogia
con lo que sucede en el espacio de Minkowski, donde un observador acelerado describe
s6lo una porcién del espacio completo (coordenadas de Rindler), también podemos definir
un conjunto de coordenadas asociadas a un observador acelerado en AdS. A ese conjunto
se le conoce como coordenadas de Poincare, y cubren la porcién sombreada en la Figura
1.5.2 b) , también conocida como parche de Poincare. En estas coordenadas la métrica se

escribe como: )

R _
ds® = ;(—dt2 + dz* + d2?) (1.99)
Vemos que esta ecuacién coincide con el primer término de (1.94), que determina la solu-
cion de p-brana negra extremal, por lo que las coordenadas espaciales del espacio plano
en el que vive la teoria SY MN = 4, T deben identificarse especificamente con las coor-
denadas del parche de Poincaré en AdSs.

Como primera prueba de consistencia veamos cémo se relacionan las simetrias de las
teorfas en los dos lados de la correspondencia. El espacio AdSs x S° tiene, por definicién,
al grupo conforme SO(2,4) como grupo de isometrias. Este grupo actia sobre la frontera
de AdS5 como el grupo de conforme 4-dimensional, por lo que la métrica resulta invariante
bajo transformaciones conformes. En particular, para dilataciones de la forma (\(¢,z) —
A(t, %),z — Az) podemos comprobar facilmente la invariancia de la métrica:

R? R?
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Figura 1.8: a) Seccién transversal del diagrama de Penrose de AdSs cuando las coordenadas
periddicas se toman como constantes. La coordenada radial « tiene un rango finito, por lo que
el infinito espacial estd localizado en « + w/2. b) En el cilindro completo de AdS descrito por
las coordenadas globales, podemos definir coordenadas que describen a un observador acelerado
en AdS restringiéndo el espacio al parche de Poincaré, representado como la regién sombreada
del diagrama.

Del otro lado de la dualidad, AdSs corresponde a una teoria N' = 4 SY M, que es méxi-
mamente supersimétrica y tiene 32 supercargas dadas por los 4 generadores de supersi-
metria Q7 (A =1,..,4). Los generadores de supercarga transforman en la representacién
fundamental del grupo SU(4). En esta teoria aparecen ademds seis campos escalares
¢; (i =1,...,6) que transforman en la representaciéon fundamental de SO(6) ~ SU(4).

En la descripcién de p-brana negra en cuerdas I1B, la solucion también es maximamente
supersimétrica con 32 espinores de Killing, que identificamos con los generadores de su-
percarga de NV = 4 SY M. La simetria rotacional de la S%-esfera estd dada por el grupo
SO(6) ~ SU(4), que corresponde a la simetria-R de la teoria de Yang-Mills. Los seis
campos escalares ¢; corresponden a las coordenadas de la S°-esfera, que son coordenadas
extra en la formulacién de gravedad. Las isometrias de este espacio compacto son duales,
y estan en relacién uno a uno con las rotaciones internas de los supercampos y campos
escalares en N =4 SY M.

Cabe preguntarnos también a que corresponde el contenido de materia en ambos lados
de la dualidad. Como ejemplo, recordemos que la constante de acoplamiento de la teoria
de norma, g%,,, se mapea a la constante de acoplamiento de cuerdas g, mediante (1.89),
que a su vez esta definida como la exponencial del campo del dilatén ® siempre y cuando
identifiquemos a la C'F'T con la frontera de AdS r — oo. La forma en que se acoplan los
operadores de la teoria de norma determina las condiciones de frontera de los campos en
el bulto.

La ecuacion para un campo de masa m en el espacio Euclidiano tiene dos soluciones
independientes que escribimos como 242 y 22 donde

d [d
A=\ + Rem? (1.101)

por lo que las condiciones de frontera consistentes con este campo masivo implican que
[41]
lim ®(z,7) — lim [®(x,€) = e 2¢(z)] (1.102)

r—00 e—0
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Como @ es una cantidada adimensional y € es una longitud, ¢ debe tener unidades de
(longitud)®~<, de donde obtenemos que el operador O(z) tiene dimensién A. Por lo tanto,
este resultado general nos dice que existe una correspondencia biunivoca entre los opera-
dores invariantes de norma de la teoria de campo y los campos del bulto de AdS. Ademés
del ejemplo del dilatén, otro caso importante es el campo del gravitén hgy, que tiene como
operador dual al tensor de energia-momento 7,,.

Usando lo anterior podemos obtener una receta para calcular correladores en la teoria de
norma. Si diferenciamos la funcién de particién de la teorfa de gravedad (que podemos
escribir en términos de la accién clésica) sucesivamente respecto a ¢ tenemos;

< H (9(:75,)> = H % logZqrr[J]li=0 (1.103)

Podemos ver que cada derivada involucra a algin operador O que mapea un estado del
campo ¢ dentro del bulto de AdS. El lado izquierdo de esta ecuacion se puede calcular
considerando el limite de N grande, donde la aproximacion de punto silla permite usar la
accion clasica de supergravedad en lugar de la accién completa de cuerdas IIB. Entonces,
para calcular las amplitudes de interaccion entre particulas de la teoria de norma podemos
encontrar diagramas andlogos a los diagramas de Feynman en el lado de la teoria de
gravedad, y usar las funciones de correlacién correspondientes a estos. De la discusion sobre
la correspondencia campo/operador, es natural postular que las funciones de particiéon en
ambos lados de la dualidad coinciden exactamente. A esta entrada se le conoce como la
correspondencia bulto/frontera, y se escribe como:

Zrerdal®] = Zorr|p(x)] ~ exp(ST @) (1.104)

donde ¢ y ® son duales bajo la correspondencia campo-operador, y donde S es la
accion de supergravedad renormalizada, que corresponde a una accién clasica evaluada
en las soluciones ® determinadas por la condicién de frontera (1.102).

La funcién de particién mas general de la CFT puede incluir una fuente para cada operador
invariante de norma, por lo que interpretamos a ¢(x) como el conjunto de todas estas
fuentes. Concluimos que las funciones de correlacion conexas en el limite de N, grande y
A constante en la teoria de norma estan dadas simplemente como las derivadas funcionales
de la accion clasica de gravedad:

B 6715’(7‘671) [q)(e:]
3o (x1)...00(x,) lg=0
Gracias a este procedimiento es posible calcular observables que podemos comparar con

experimentos de QCD, por ejemplo, la viscosidad y entropia del plasma de quarks y gluo-
nes, descrito en la introduccién.

(O(x1)...0(xy))

(1.105)

Estudiemos ahora qué sucede si en lugar de que la teoria de norma se encuentre en el
estado vacio, podemos describirla por una matriz de densidad de un ensamble térmico
con temperatura finita. En este caso el valor esperado del tensor de energia momento
determina El resultado, que obtenemos después de realizar la expansion de Fefferman-
Graham '2 de la métrica, es el siguiente:
2 2 2 2
ds” = —(1+ 5 = 75)d + (L4 75 — 7%) " 'dr® + 1% (1.106)

12FEsta es una expansién de la métrica que a orden cero coincide con el fondo Anti-de Sitter, y que
a admite fluctuaciones a mayor orden en la métrica. Estas fluctuaciones estdn determinadas por la
informacion sobre el contenido de campos en la teoria cuantica dual. Explicitamente toma la forma
ds? = (£)2(gu (2, z)datda” + d2?), con g — pv(z, 2) = v + g P22 + ..
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Esto es exactamente la métrica de un agujero negro en un fondo asintéticamente AdS,
conocido como AdS — Schwarzchild, que ya habiamos presentado en la Seccion 1.2. El
horizonte del agujero negro se halla localizado en » = ry. En las coordenadas de Poincaré,
podemos escribir esto como

7,2

R2
— (=

r2(1— 14

Notemos que en esta forma, la métrica es independiente de la dimensién de la coordenada
z. Dicho de forma més precisa, si la coordenada radial cumple r € (rg,00), entonces,
(1.107) corresponde a la regién externa de una brana negra en AdSz;.;. Como puede
verificarse, este espacio-tiempo es invariante bajo traslaciones a lo largo de las coordenadas
de la frontera tanto temporales como espaciales, e invariante rotacionalmente a lo largo de
las coordenadas espaciales en la frontera AdS. Por lo tanto, identificamos naturalmente a
las propiedades termodindamicas (como la temperatura) de una brana negra en un espacio
AdS con aquellas de la teoria N = 4 SY M dual. Cuantitativamente, la temperatura de la
CFT esta dada por la temperatura de Hawking en AdS-Schwarzchild, la cual calculamos
usando el método desarrollado en [31, 28]. Para esto, debemos exigir que la continuacién
Euclidiana de la métrica (1.107) mediante la sustitucién ¢t — —itg

4
ds? 1 :—Z)dﬂ +di?) + dr?. (1.107)

7"2 R2
ds* = ﬁ(fdt% + da? + das + da3) + Wd?“2 (1.108)
sea no-singular en r = ry. Esto implica que debemos tomar la coordenada temporal como
periédica con periodo
1
= — = — 1.109
-7 (1109
Entonces, la temperatura de Hawking 7" es identificada con la temperatura de la CF'T en
la frontera, ya que la coordenada Euclidiana t¢g coincide con la coordenada temporal en
el lado de la teoria de norma.

1.6. Entropia de Entrelazamiento Holografica

Es bien sabido que en la mecanica cuantica existen predicciones que parecen contradecir
el principio de localidad del espacio-tiempo. Este hecho fue notado por Einstein, Podolsky
y Rosen en su famoso articulo de 1935 [3], donde se argumenta que, bajo la suposicién
de localidad y realidad de las teorias fisicas, la mecénica cudntica debia ser una teoria
incompleta, debido a que predice que un observador B puede conocer, por ejemplo, el
espin de una particula en dos direcciones simultaneamente, contradiciendo el principio
de incertidumbre, si se tiene un canal de comunicacién con un observador A que mide el
espin de otra particula que estuvo inicialmente en interaccion con la primera. Esto se debe
a que el estado que describe a ambas particulas no puede separarse como un producto
tensorial de estados , condicionando . A un estado de este tipo se le conoce como estado
enredado, o entrelazado. Posteriormente, en 1964 Bell [4] demostré que si se asume la
suposiciéon de EPR, es posible deducir una desigualdad que debe cumplirse en caso de
que la mecéanica cuantica sea una teoria incompleta que debe incluir variables que estan
ocultas, o que no estan siendo consideradas en nuestra descripcion. Experimentalmente,
la evidencia indica que en ciertos sistemas es posible violar estas desigualdades, demos-
trando que la mecénica cuantica no es una teoria de variables ocultas, y que podemos
considerarla como la descripcion correcta a escalas en las que la constante de Planck cobra



1.6. ENTROPIA DE ENTRELAZAMIENTO HOLOGRAFICA 37

relevancia. La existencia de estados entrelazados es probablemente la caracteristica mas
importante que distingue a los sistemas clasicos de los cuanticos. Por esta razon resulta
crucial cuantificar la manera en que un subconjunto de estos estados se entrelazan con el
resto, cuando estan distribuidos sobre una region dada. Una observable que codifica esta
informacion es la entropia de entrelazamiento. La importancia de esta cantidad para este
trabajo yace en el hecho de que si la teoria cuantica en la que definimos a la entropia de
entrelazamiento tiene un dual holografico, la correspondencia AdS/CFT nos brinda una
manera sencilla de calcularla en términos de cantidades geométricas en el bulto. Mas atn,
cuando esta teoria consiste de un ensamble térmico, el dual de gravedad corresponde a la
métrica de un agujero negro, y la entropia de entrelazamiento calculada en esta métrica
estd estrechamente relacionada con la correspondiente entropia térmica de Bekenstein-
Hawking. En cierto sentido, la primera resulta ser una versiéon cuantica corregida de la
segunda. Esto nos brinda un escenario en el que podemos aplicar las nociones bésicas de
la termodinamica para extraer informacién acerca de como se acomodan las correcciones
cuanticas al considerar teorias de gravedad cuantica, y por otro lado, entender con qué
tipo de teoria estamos tratando del lado de la teoria de campos. En particular, podemos
aplicar este andlisis al escenario de gravedad descrito en el Capitulo 1.2, lo cual es el
objetivo principal de este trabajo.

1.6.1. Entropia de entrelazamiento

Consideremos una teoria cuantica, que vive en una variedad d-dimensional. Por ejemplo,
una cadena de espin puede considerarse como una variedad unidimensional, o una su-
perficie semiconductora puede modelarse en una variedad bidimensional. En sistemas de
muchos cuerpos la distribucion de estados en los que es posible encontrar al sistema esta
codificada en la matriz de densidad:

p:an|\I/n><\I/n|, (1'110)

donde {|¥,,)} son los posibles estados del sistema, y el factor p, determina el peso pro-
babilistico de cada uno de estos estados. En el caso en el que solo hay un posible estado,
con probabilidad 1 de que el sistema se encuentre en este, se dice que es un estado puro.
Un estado que no es puro se le llama estado mezclado.

En general, este tipo de sistemas puede extenderse indefinidamente en el espacio, y fre-
cuentemente sélo tenemos posibilidad de realizar mediciones en un subconjunto del total
de estados de la teoria. Supongamos que el conjunto de estados al que tenemos acceso se
encuentra localizado en una regién A del espacio. Si llamamos B a la regién complemen-
taria a A, podemos definir una nueva nocién de matriz de densidad, que responde a la
pérdida de informacion que resulta del hecho de que sélo podemos realizar mediciones en
la region A. A este operador le conocemos como matriz de densidad reducida:

pPA = TrB(p) = anBK\I]nB‘\DnBHz? (1'111>
ng

donde {V, .} representa el subconjunto de estados de {VU,} que se encuentran en la
regiéon B. La informacion acerca del sistema total que se pierde cuando separamos los
subsistemas estd codificada en la intensidad del entrelazamiento entre las dos regiones,
por lo que una cuantificacién del entrelazamiento cuantico nos dard informacion acerca de
cémo responde el subsistema A cuando modificamos el estado de B. En analogia con la
definicion estadistica de la entropia como el logaritmo del nimero de grados de libertad,
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podemos definir a la entropia de entrelazamiento como la entropia de Von Neumann de
la matriz de densidad reducida del sistema A :

Sa=—=Tr(pa log(pa)) (1.112)

Ahora podemos deducir algunas propiedades bésicas de esta observable. Supongamos que
el sistema se encuentra en un estado puro. Sustituyendo la matriz de densidad reducida
(1.111) , podemos escribir

Sa=—=Tr(pa log(pa)) = Y [Aal* log(|Aal?) = =Tr(pp log(pp)) = Sp  (1.113)

Por lo tanto, en un estado puro la entropia de entrelazamiento es simétrica entre las dos
regiones. La entropia de entrelazamiento de una region sélo puede anularse si la corres-
pondiente matriz de densidad reducida es una matriz diagonal, por cudl el mismo estado
del subsistema debe ser un estado puro. Si el sistema se encuentra en un estado mezclado,
podemos representar el ensamble en términos de la densidad de Gibbs en lugar de la suma
en (1.110), y en este caso no se satisface esta igualdad.

Existe otro conjunto de propiedades que relacionan de forma general la entropia de en-
trelazamiento de varios subsistemas, a través de una serie de desigualdades. Si A |, B, y
C son tres subsistemas que no se intersectan entre si, entonces se cumple que:

Sayprc + S8 > Sarp + Spizc (1.114)

Sa+Sc > SA+B+SB+C' (1.115)

A estas desigualdades se les conoce en conjunto como condicién de subaditividad fuerte.
Bajo ciertas condiciones, esta relacion puede interpretarse como una generalizacion de la
segunda ley de la termodindmica para sistemas cudnticos [27]. Si tomamos a B como el
conjunto vacio, obtenemos la condicion de subaditividad débil:

SA+C > Sas+ Se (1.116)

Esta desigualdad nos permite definir una cantidad definida positiva, llamada in formacion
mutua:

I(A,B) = Susc — Sa+Se >0 (1.117)

Esta otra observable codifica la correlacion total entre los grados de libertad de las regio-
nes A y B. La informacién mutua es un concepto importante en teoria de la informacion,
ya que presenta algunas ventajas respecto a la entropia de entrelazamiento, como ser finita
y proporcional a la entropia de entrelazamiento de cada subsistema.

Una teoria cuantica de campos es ciertamente una teoria cudntica, por lo que es igual-
mente valido definir la entropia de entrelazamiento en estos escenarios. Sin embargo, en
este caso surge una dificultad que resulta del enorme nimero de grados de libertad en
la teoria. Aunque por ahora no estudiaremos la manera calcular la entropia de entrela-
zamiento en QFT (ver Seccién 1.4 ), cabe mencionar que los casos en los que se puede
calcular esta cantidad de manera analitica y ain numéricamente son escasos. La entropia
de entrelazamiento en una QFT es infinita por definicién, ya que es proporcional al ntiime-
ro de grados de libertad, que en una teoria cudntica de campos son infinitos y densamente
distribuidos. Para lidiar con estos infinitos, es necesario llevar a cabo un procedimiento
de regularizaciéon andlogo al que estudiamos en la Seccién 1.3.2. Si imaginamos a la teoria
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como una reticula discreta, con un pardmetro de corte en distancia e, podemos integrar
hasta este limite y expandir en términos de un parametro chico, y obtenemos un resultado
conocido como la ley de Area para entropia de entrelazamiento:

Area{A}

ed—l

Sa=c, + {Divergencias subdominantes} + Sfinita (1.118)
Este resultado nos dice que la contribucién dominante a las divergencias en la entropia
de entrelazamiento proviene de los grados de libertad que estan distribuidos a lo largo de
la region que separa los dos subsistemas. Si tomamos el corte ¢ como proporcional a la
longitud de Planck, e identificamos la constante ¢, con 7, entonces el primer término en
esta identidad corresponde exactamente a la entropia de Bekenstein-Hawking, que es otro
ejemplo de una ley de Area. Cuando estudiamos esta relacién bajo la interpretacion de
la correspondencia holografica surgen consecuencias interesantes que parecen relacionar a
las correcciones cuanticas de la entropia clasica con modificaciones a la accién de la teoria
de gravedad en el bulto. Para adentrarnos en mas en esta relacion, pasaremos ahora a la
prescripcion holografica para obtener la entropia de entrelazamiento, férmula que se ha
convertido en uno de los resultados mas importantes de la correspondencia AdS/CFT.

1.6.2. Foérmula de Ryu takayanagi

Consideremos ahora que la teoria cudntica definida sobre la variedad ¥ tiene una teoria
dual de gravedad, definida sobre una variedad M, de la cual ¥ es frontera en el infinito
de la coordenada radial r. Una cierta region A en X define a su vez toda una familia de
superficies de codimension 2 encajadas en el bulto, bajo la condicién de que la frontera de
cada una de estas superficies coincida con la frontera de A en X. El siguiente resultado,
nos dice que la entropia de entrelazamiento de la regién A, es proporcional al elemento
de esta familia que tiene area minima [53]:

Area(Xin)
S, = 4(;—5\6;“) (1.119)
A este resultado se le conoce formula de Ryu-Takayanagi. Notemos que el lado derecho de
esta ecuacion esta bien definido siempre que la teoria de gravedad viva en una variedad
con una frontera, por lo que esta relaciéon tiene sentido ain cuando la teoria cuédntica
no esté necesariamente bien definida. Al lado izquierdo de esta ecuacién se le conoce en
general como entropia de entrelazamiento hologrdfica, que abreviaremos como HEE por
su siglas en inglés. Esta relacién es sorprendente desde el punto de vista tradicional, ya
que relaciona cantidades que parecieran no tener ninguna relacion a priori. Del lado de
la teoria de campo tenemos una cantidad que depende completamente de la dinamica
cuantica del sistema, mientras que en la teoria de gravedad tenemos una cantidad que
depende unicamente de la geometria y extension de la particion inducida por la CF'T en el
bulto de la teoria dual. Notemos ademas que este es un ejemplo de un calculo puramente
clasico nos permite obtener informacién de una teoria cuantica fuertemente acoplada.
Dada una solucién a la ecuacion de Einstein, podemos calcular el area de la superficie X
en el bulto que comparte frontera con A, en términos de la métrica inducida en X, hgyy:

Area = / Ay vh (1.120)
D

min

En los casos en los que se conoce la expresion analitica para la entropia de entrelazamiento
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en la teorfa de campos '3, la férmula de Ryu-Takayanagi reproduce exactamente estos
resultados, aiun cuando la teoria cuantica se encuentra en el régimen de acoplamiento
fuerte. La ecuacién (1.119) resulta valida siempre y cuando la teoria de gravedad sea la
teoria de Einstein, y puede incluir acoplamientos con campos de materia siempre que el
acoplamiento sea de tipo minimo. Dejaremos la prueba de esta férmula para la Seccién
1.4, donde ademas generalizaremos el método para deducir la relacion correspondiente
cuando la teoria de gravedad incluye correcciones de orden superior, o materia acoplada
no minimalmente.

Como ya mencionamos anteriormente, para lidiar con las divergencias en la entropia
de entrelazamiento se debe regularizar la integracion del lado de la teoria de campos,
idealizando a la teoria de campo como una reticula con espaciamiento a. En el lado de la
teoria de gravedad, vemos que la métrica de AdS en coordenadas globales diverge cuando
p — o0, por lo que, para regular la correspondiente divergencia en la integral 1.120 es
necesario imponer un radio de corte py y restringir el espacio a la regién acotada por
p > po- Entonces es natural relacionar esta cantidad con un pardmetro de corte UV en la
CFT mediante la correspondencia AdS/CFT. Si definimos el pardmetro adimensional de
corte UV 6, encontramos la relacién holografica e”® ~ 6. Por ejemplo, en el caso de una
teoria cuantica definida sobre una variedad unidimensional, podemos escoger A como un
segmento finito de longitud L. En una CFT con espaciamiento reticular a encontramos
explicitamente:

oyt = 2 1.121
¢ : (1.121)

Es posible deducir las propiedades bésicas de la entropia de entrelazamiento a partir de
la formula de Ryu-Takayanagi de una manera geométrica y elegante. Por ejemplo, en un
estado puro, que corresponde del lado de gravedad al vacio maximamente simétrico de
Anti-de Sitter, es la misma superficie la que minimiza el area de la familia de superficies
que terminan en A o en su complemento, demostrando la férmula (1.113). En [54] se
realiza la deduccién holografica de la desigualdad de subaditividad fuerte, mientras que
en este trabajo dejaremos s6lamente la demostracion grafica de la Figura 1.6.2.

En el caso en que el estado de la teoria de campos en el que se encuentra nuestro sis-
tema es dependiente del tiempo, existe una generalizacion covariante de la férmula de
Ryu-Takayanagi, que nos dice que la HEE corresponde al drea de una superficie extremal
[48, 49]. Esto es consecuencia de que las geodésicas tipo tiempo se extienden indefinida-
mente en el espacio, y en general no existen superficies tipo tiempo de area minima, por
lo que deben considerarse también soluciones tipo punto silla.

En general podemos tener mas de una superficie que sea candidata a proporcionar la
HEE, bajo la tnica condicion de que las superficies de entrelazamiento en el bulto y en la
frontera sean homdlogas. Esto quiere decir que la unién de la superficie ¥ y la regiéon A
en nuestra definicién de HEE, debe formar una superficie de codimensiéon uno en el bulto
de AdS. Si la métrica corresponde a la de un agujero negro, debido la periodicidad de las
coordenadas angulares, existen siempre dos superficies homologas a una region dada A en
la frontera r — oo. La condiciéon de minimalidad nos indica que debemos elegir de entre
estas dos superficies, a la superficie que tenga la menor area [50].

Otro aspecto interesante es que la HEE puede usarse como parametro de orden en tran-

13Un ejemplo en el caso de un intervalo de longitud L en una CFTy con dual holografico en AdSs,
donde la entropia de entrelazamiento toma la forma S4 = ¢/3log[L/a], siendo a un pardmetro de corte
y ¢ la carga central de la CFT. La férmula de R-T reproduce exactamente este resultado.
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Figura 1.9: Demostracién grafica de la desigualdad de subaditividad fuerte. El lado izquierdo de
esta desigualdad puede calcularse sumando las dreas de las superficies de drea minima que conec-
tan las regiones A con By B con C (izquierda). Sin embargo, esto es equivalente a considerar el
area de las superficies homélogas a A y B que se construyen a partir de las intersecciones de las
curvas anteriores (centro). Por iltimo, sabemos que el drea de estas superficies debe ser mayor
al drea de la superficie de drea minima que es homdloga a cada una de las regiones (derecha).
Por lo tanto, se tiene la desigualdad 1.114.

siciones de fase. Por ejemplo, se sabe que un agujero negro presenta transiciones de fase
tipo Van-der Waals. Si calculamos la HEE en una métrica de este tipo encontramos que
transicion de agujeros negros de radio pequeno a agujeros negros de radio grande. Uno de
los objetivos de este trabajo es extender este razonamiento a soluciones 5-dimensionales
en gravedad de orden superior que presentan un acoplamiento particular con materia es-
calar. Para ello, debemos generalizar la formula de RT para incluir este tipo de teorias,
problema que discutiremos en la Seccién 1.4.



42

CAPITULO 1. MARCO TEORICO



Capitulo 2

Agujeros Negros de Lovelock con
Pelo

podemos pensar en acoplar materia al campo gravitacional. La forma ma&s simple

en la que podemos hacer esto es seguir el procedimiento detallado en la Seccién
1.2, conocido como acoplamiento minimo. Sin embargo, podemos considerar otros tipos
de acoplamiento, y en particular cuando tenemos un campo escalar no masivo, podemos
definir un acoplamiento de tipo conforme, que involucra explicitamente productos del
campo con la curvatura Riemmanniana y que ademas presenta un tipo de simetria bajo
reescalamientos. La eleccion de este acoplamiento estd motivada, entre otras razones, por
modelos de teoria de cuerdas donde existen interacciones de este tipo entre un campo de
gravedad y campos escalares, como el campo del dilatén. Ademaés presenta, como veremos
a lo largo del capitulo, varias consecuencias interesantes que intentaremos interpretar
desde la perspectiva de la correspondencia holografica estudiando el comportamiento de
la entropia de entrelazamiento holografica en una solucién particular de esta teorfa.

H Abiendo estudiado en la Seccién 1.2.3 la teoria de gravedad de Lovelock en el vacio,

2.1. Acoplamientos conformes

El primer paso es notar que podemos construir, para cada orden k en la expansién en la
accion de Lovelock, un conjunto tensores que comparten las propiedades del Riemmann
pero que involucran productos antisimetrizados del campo escalar y sus derivadas cova-
riantes:

4 a 4 1 — S a 2 a
S’ = O Reil + S0 0VaV"0 + %5[& VaoVo — S006,V,0V e, (21)

52 [e™d]

En este trabajo llamaremos por comodidad a este tensor, tensor de materia conforme. El
adjetivo conforme proviene de que este tensor (y como consecuencia la accién gravitacional
(2.4)) resultan invariantes (salvo un factor de escala) ante una transformacion de Weyl
dada por:

Gab = € Gap, ¢ — e, (2:2)

donde s es el peso conforme. Bajo este cambio de variables, el tensor definido en (2.1)

transforma como:
S, — TG 3. (2.3)

Esta invariancia nos da una libertad adicional, que nos permite elegir arbitrariamente
el peso conforme sin que se vean afectadas las ecuaciones de movimiento. Con estas
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definiciones podemos construir el acoplamiento entre gravedad de Lovelock y materia
escalar, que podemos escribir en forma compacta como [6] :

[P54]
S 1 a a c c

][97 ¢] = / de _g Z ﬁacfslléc:s: (akRal%}le"'Ra;ﬁJZk—i_

M — (2.4)

Bk ¢mkS Cldl...S dek> + Ip

a1b1 apby
2k(1—s)—D PR , L
donde my, = % y I es el término de frontera andlogo a término de GHY (1.13) que
escribiremos explicitamente en la iltima seccién de este capitulo. Escogiendo el peso con-
forme como s =1 — % y expandiendo la accién hasta primer orden con los acoplamientos
dados como:

1 1 A
W="gE "=iee ®="pr h="L (25)
obtenemos
1 A (D —2) A 2D
= [ dPsy=g _ Lot - Z D pp_ LuBh ). (2
/M v g<167rGR R L T s L D!¢D2+) (2:6)

Los primeros dos términos dentro del paréntesis corresponden a la accién de Einstein-
Hilbert con constante cosmoldgica. El tercer término, corresponde al término de acopla-
miento minimo, mientras que el cuarto término es la contribucién a primer orden del
acoplamiento conforme. Finalmente, tenemos una potencia de ¢ que puede considerarse
como un término de autointeracciéon del campo y no estd acoplado con la parte gravita-
toria de la teoria.

Las ecuaciones de movimiento pueden escribirse en términos del tensor de energia mo-
mento

(B3]
/Bk my, sca1bi...apby qeid crd
Tab = JGob Z Wﬁb k(;aclldi...c:disaibll”' a:b:7 (27)
k=0
y del tensor de Einstein generalizado de gravedad de Lovelock, (1.32) como:

G =Tw (2.8)

La ecuacién de movimiento para el campo escalar puede obtenerse andlogamente variando
la accién (2.4) respecto a ¢:

(23]

(2k—D)Bk mi—1 cc1dy...cpdi ocid crd
D g S S (2.9)
k=0

Estas ecuaciones de movimiento resultan ser de segundo orden en la métrica, a pesar de
que en la accién gravitacional aparecen términos de orden superior en la curvatura. Este
hecho facilita la obtencién de soluciones como las que discutiremos en la siguiente seccion,
ademas de que asegura que el espectro de modos linealizados esté libre de modos de norma
negativa, o fantasmas.

2.2. Solucién de Agujero Negro

Recordemos la discusién de la Seccion 1.2.2, donde analizamos las propiedades de los agu-
jeros negros en espacio asintoticamente plano 4-dimensional. Resaltamos que ademas de
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la carga, masa, y momento angular no existen otros parametros observables que podamos
asociarle a agujero. Este resultado general se conoce como teorema de imposibilidad de
pelo o teorema de no-pelo. Por ejemplo, la métrica de Schwarzchild satisface un teorema de
unicidad, que generalizado a agujeros con carga y masa dan lugar al teorema de no-pelo.
Este resultado es en particular importante para la llamada paradoja de la informacion
[25].

Si ahora generalizamos nuestra teoria de gravedad a mayores dimensiones o a teorias que
incluyen correcciones a orden superior, podriamos preguntarnos qué sucede con las con-
diciones sobre la existencia de agujeros negros con pelo. De hecho, en gravedad de Gauss-
Bonnet y de Lovelock se conocen teoremas de no-pelo que responden a esta pregunta. A
pesar de esto, se sabe que dichos teoremas pueden evadirse si suponemos el acoplamiento
del tipo que acabamos de describir en la secciéon anterior. Imponiendo simetria esférica
podemos deducir que la métrica adquiere la siguiente forma:

ds? = —F(r)dt* + F7(r)dr? + r2d¥3,_,. (2.10)

Después de elegir un valor particular para el peso conforme, la solucién para el campo
escalar toma la forma sumamente simple
N
o(r) = —, (2.11)
r
donde N es una constante que se relaciona con las constantes de acoplamiento a través
de las siguientes ecuaciones de constriccion:

(27 125 i
> kb N =0, ) (D(D—1) 4+ 4k N2 =0 (2.12)
k=1

k=0

Puede comprobarse que estas ecuaciones admiten soluciones particulares para valores
k> 2y D > 5. Notemos que la solucién para el campo escalar 2.11 es regular en todo el
rango r > 0, y en particular lo es en el horizonte de eventos. Podemos definir una carga
escalar en términos de la intensidad del campo escalar y las constantes de acoplamiento
como:
[25]
Qo= > (D—2k—1)h NP~ (2.13)
k=0

La funcién métrica puede obtenerse entonces a partir de la ecuacion polinomial

(P54

(D-1)! (1-F@r)\" MD-1) Qo
kz:; i (D — 2k —1) ( r2 ) " VolgrP-1 - D (2.14)

Aqui M es en principio una constante de integracion arbitraria que corresponde a la masa
del agujero negro. En este trabajo nos interesan soluciones hasta orden O(R?), donde la
funciéon métrica toma la siguiente forma:

r?  r?H(r)
Firy=14+—— 2.15
(N=1+_~-—= (2.15)
con & definido en términos de los acoplamientos de gravedad como:
D —4)(D -3
g 2D=-HD=3 (2.16)

2&1
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La funcién H(r) satisface una ecuacién cuadrética en r y por tanto tiene dos raices. Sin
embargo, la raiz negativa en el limite @ — 0 presenta una divergencia. La raiz positiva
debe considerarse como la unica solucién fisica. En este caso, en el limite & — 0 F(r)
puede escribirse como:

- 167 MG 167GQ3
PO == = D =2y T Vols(D = 2)(D — 3)1205
167GQq 2A72 i
" DO-DD-27= D-nDb-2 %
(2.17)

donde Ql y QO estan definidos por medio de (2.20). En este trabajo nos especializaremos
en el caso 5-dimensional con a; = 0 (0 @=0 de manera equivalente). Considerando ademaés
la eleccién del peso conforme como s = 1/5, la accién gravitacional (2.4) puede escribirse
explicitamente hasta orden 2 tomando a ag y a; igual que en (2.5), mediante:

_ D A R 25 13
Moo= [ a%0 V=i + qng + 00+ oS .

+ 26 (Sudap S — 45,5 + 52)),
La funcién métrica toma entonces la formas:
Fry=1-22_ %, " 219

donde hemos redefinido la masa y la carga escalar, y la constante cosmoldgica en términos
de las cantidades:

Qo ~ M ~ Qo

A:_(D—l)(D—Q)al’ M:VOZX;(D—Z)(Zl’ QOZ(D—l)(D—Q)al

(2.20)

Notemos que la solucién para el campo escalar en este caso escala como una potencia
—1/5 de la coordenada radial r:

5() = 75 (2.21)

de donde vemos que el campo retroactiia en la métrica explicitamente a través de la
inclusién del término cibico en (2.19), que esta regulado por la carga escalar Q. Las so-
luciones con QD = 0 pueden tener masa M sin estar acotada por debajo, y pueden ademas
tener entropia negativa, por lo que debe tenerse necesariamente la condiciéon Qo < 0 para
que la solucién tenga sentido fisico. Las relaciones de constriccién entre los acoplamientos
pueden conjuntarse con la definicién de la carga escalar y de la intensidad de campo para
escribir las siguientes ecuaciones,

9% - 647G 185, \ %2 185, \ /10
by = —L — I N=c-22 92.92
2= Top Q0= 5 ( 5 b0> ’ 6( 5 b0> ’ (2.22)

que restringen el espacio de pardmetros de la teoria. Las ultimas dos ecuaciones de (2.22)
definen un cambio de variables de los pardmetros (b, b1) — (Qo, N), por lo que podemos
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describir al sistema con cualquiera de estas dos parejas de parametros. Notemos por
ultimo la relacién que guarda la primera de las ecuaciones (2.22) con las constricciones de
causalidad que satisfacen los acoplamientos de la teoria de Lovelock con D = 5, predicha
por la correspondencia AdS/CFT:
27
aoaz < =;a;. (2.23)
Estas soluciones comparten la mayor parte de sus propiedades con las soluciones en gra-
vedad de Einstein y tiene un horizonte de eventos localizado en el radio finito r,, que se
obtiene de la raiz positiva del polinomio F(r), ecuacién que puede escribirse en el caso
a = 0 como:
S 4 kL*rt — ML*r? — QoLry + Q1L* = 0. (2.24)

2.3. Termodinamica de la soluciéon

Asi como para la métrica de Schwarzchild en la aproximacion semiclasica podemos apli-
car los principios de la mecdanica estadistica a la acciéon Euclidea para obtener la termo-
dindmica de estos objetos, igualmente podemos hacerlo en las soluciones que acabamos
de describir. En particular, se sabe que en el caso de gravedad pura de Lovelock existe un
transicion de fase tipo Hawking-Page [22], que implica que una transicién de fase con una
carga escalar distinta de cero ocurre s6lamente a altas temperaturas. La temperatura de
Hawking se escribe como [6]:

1 X D-3 ~ —1
S — D -3 2&(D — 5
A7 (46) + r? (Qori™ +( Jra + 21 i (2.25)

— /~\(D — 1)7"2 — (D —-3) ~fr,7l_2D).

T(Th) =

Podemos ahora integrar la primera de las leyes de la mecanica de agujeros negros, enun-
ciadas en la Seccién 1.1, para obtener la entropia térmica [6]:

rb=2 4P

La constante Sy es una contribuciéon que aparece debido a que, como mencionamos antes,
la entropia puede ser negativa cuando QO > (. Esto es debido a la presencia de la constante
Sp, cuyo signo depende del signo de Qo. Equivalentemente este resultado puede obtenerse
mediante la formula de Wald (1.33) para la entropia. Desde esta perspectiva vemos que
Sp corresponde a las contribuciones de los términos de orden superior. La forma que toma
el primer término en la entropia (2.26) corresponde al término de drea Sgy corregido con
el segundo término, que corresponde a una potencia positiva de 7, para D = 5:

5= A 1 o@p-y (2.27)

4Gy h '

A partir de ahora y en los siguientes capitulos consideraremos el caso particular @ = 0.
Notemos que en este caso la correccion a Spy se anula, dejadndonos solamente con la en-
tropia de Bekenstein-Hawking. También consideraremos inicialmente Q1 = 0 aunque més
adelante volveremos a encender el campo de Maxwell. Con esta eleccion de los acopla-
mientos la férmula para la temperatura se vuelve:

Th 1 Qo
7= 0
127 * 2wy, Amry

(2.28)
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Para calcular el resto de las cantidades termodinamicas de interés debemos recurrir a la
accion Euclidea de la teorfa. En particular, en un ensemble a temperatura fija y volumen
fijo el potencial termodinamico adecuado de analizar es la energia libre de Helmholtz F 445
que esta dada en términos de la accién euclidea como SFays = Ig. Para calcular el lado
derecho de esta ecuacién es necesario conocer la forma del término de frontera en (2.4),
que pospondremos para la ultima seccién. El resultado para la energia libre es [6]:

Lary 1ari 5 mQorn  17Qy 5 WQ(Z)
8GL*? 8 G 4 GL? 8Gr, 16 Gry

Fads = (2.29)

Esta forma obtenida hace manifiesta la transicion de fase tipo Hawking-Page que men-
cionamos anteriormente, como podemos comprobar graficamente a partir de la discon-
tinuidad en la derivada de la gréfica de la Figura 2.4 a), caracteristica de este tipo de
transiciones de fase. Podemos calcular andlogamente usando los principios de la mecanica
estadistica semiclasica, la entropia a partir de Faqs:

dFaqs 1 7T27’2 5 Qoﬂ'Q

Sads =B = 2.30
y la masa del agujero negro como:
5 372 N T2
Mags = Fags + f—25 = 2 (2.31)

g~ 8 GnLor,

Podemos hallar expresiones similares para el caso en que la solucién es asintoticamente
plana. También podemos anadir el radio de curvatura, o equivalentemente, la constante
cosmoldgica como una variable termodinamica a nuestra descripcion, interpretando a esta
ultima como una presién[29]. La relacion correspondiente es:

A3
8t 4rl?

(2.32)

Existe un resultado en la teoria de transiciones de fase conocido como la ley de dreas iguales
de Maxwell, que usaremos en esta tesis para estudiar el comportamiento de la entropia de
entrelazamiento holografica. El comportamiento termodindamico de un agujero negro en
un fondo asintéticamente AdS es andlogo al de un fluido de Van-der Waals real, por lo que
es valido aplicar el andlisis de transiciones de fase en este caso. El comportamiento critico
del fluido de Van-der Waals ocurre en la isoterma critica 7' = T, donde el diagrama P-V
tiene un punto de inflexién, por lo que se cumplen las siguientes relaciones:

oP 0P
(W)T,N =0 (W)T,N =0 (2.83)

Cuando la temperatura del sistema estd por debajo de la temperatura critica el diagrama
P — V tiene un comportamiento oscilatorio alrededor una cierta presiéon P*, a la cual
coexisten las dos fases, y que cumple que las areas delimitadas por esta isobara y la
curva P(V) por arriba y por debajo de la interseccién son iguales. A fin de que la ley
de areas iguales de Maxwell se satsfaga, esto nos indica que debemos sustituir en este
intervalo oscilatorio la curva P(V) por la isobara P*. Esta ley se establece en el caso P-V
en términos de la diferencial de energia libre de Gibbs:

dG = dM — TdS — SdT, (2.34)
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Figura 2.1: a) Diagrama P vs V a T < T, constante para el agujero negro 5 dimensional con
pelo, en el caso con @ = Q1 = 0. La construccién de Maxwell predice que en la transicién de fase
el comportamiento oscilatorio entre Vi y Vo debe ser reemplazado por la recta T que divide la
gréafica en dreas iguales. b) La temperatura T™ puede obtenerse a partir de la energia libre de
Gibbs, que presenta una discontinuidad debido a la transicién de fase. La presién de coexistencia
T* puede determinarse a partir de la interseccién A. Grafica obtenida en [14].

Sabemos que la teoria de transiciones de fase, que las fases coexistentes tienen una misma
energia libre, asi que usando este hecho junto con la primera ley de la termodindmica
obtenemos la ley de dreas iguales de Maxwell integrando la ecuacién 2.34 a T, Qo v Q1
constantes. La energia libre de Gibbs puede obtenerse de manera andloga a la energia
libre de Helmholtz, y en el caso a Q1 = 0 resulta:

T o 5Qy  ~ (10r, 1
G==(r-2L 4222 — . 2.35
8(Th L2+2r;§+Q°< I +rh> (2.35)

Los valores criticos para el radio de horizonte, temperatura y presién estan dados en
términos de la carga escalar como :

i(—f@o)z/g p — 9 ﬁ .
20 70, 7 200r \ '

En [36] se obtuvieron los diagramas P — V' y G — r, (Figura 2.3) para este caso, y se
verificé que se cumple con la ley de areas iguales de Maxwell. El andlisis anterior se realizé
en [14] para el espacio P — V, pero también se puede obtener para los diagramas 7' — S
y ® — Q; en el caso con carga eléctrica. Como en este trabajo estamos interesados en
la entropia (tanto termodindmica como de entrelazamiento), podemos hacer el andlisis
anterior en el caso T'— S. En este caso la transiciéon ocurre una isocarga critica con carga
escalar constante Qo.. Para cargas (en valor absoluto) por debajo de este valor tenemos
un comportamiento oscilatorio para el diagrama T'— .S, y debemos sustituir la curva por la
isocarga que divide las dreas encerradas por arriba y por debajo de ésta en areas iguales.
En este caso, la funciéon que juega el papel de G en el diagrama P — V' es la energia
libre de Helmholtz (2.29), cuya gréfica se muestra para los valores L = 4, Qo =—lenla
Figura 2.4 a) . En este caso la carga escalar puede calcularse en términos de la presién
critica, o del radio de curvatura L vy obtenemos Q.. = —2,1032 de modo que se satisface
1Qo| < |Qoe|- La forma de la gréfica de la Figura 2.4 a) indica la presencia de la transicién
de fase, y la interseccién de la parte creciente y decreciente de la grafica nos indica la
temperatura de coexistencia T analoga a P*, que resulta T = 0,1131.

Ahora podemos graficar T' como funcién de la entropia alrededor de 7™, donde vemos el
comportamiento oscilatorio esperado. Integrando numéricamente desde S; hasta Sy pode-
mos obtener las areas acotadas por arriba A; y por debajo As. Obtenemos los siguientes

re = (=5Q0)"/?, T, = — (2.36)
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Ll R Set T S

T™ -1

a) 03 0.4 05 08 07 b‘j

Figura 2.2: a) Gréfica de la temperatura como funcién de la energia libre de Helmholtz. Notamos
el mismo tipo de comportamiento que en el diagrama P-V a T constante para la energia libre de
Gibbs, y podemos determinar la temperatura de coexistencia T%*. b) Gréfica de la temperatura
como funcién de la entropia para T' < T.. Vemos el comportamiento oscilatorio esperado, y
graficando la temperatura T podemos verificar que se satisface la ley de areas iguales.

valores para las areas y para el error relativo entre ellas:
Ay = 0,15887, As = 0,15896, RelErr = 0,05677 %, (2.37)

Este error se debe principalmente a la falta de precisién del método grafico que utilizamos
para encontrar las intersecciones, por lo que podemos concluir que en este caso también
se satisface la ley de areas iguales de Maxwell.

2.4. Términos de frontera

Existe otra propiedad en esta teoria que nos permite pensar en la parte de materia de la
accion como una teoria de gravedad pura una vez que realizamos una cierta redefinicion
de la métrica y del campo escalar. A esto se le conoce a partir de [6] como dualidad de
marco. La transformacién de los campos nos lleva del espacio de parametros descrito por
el conjunto (bg, by, ..., b[%}) al espacio (ag, a, ..., a[%l). La accidn inicial puede escribirse
en forma compacta como

[P54]
_ 1 ”
1[99 /M e /=G Y 500 (R + g ¢S50, (2.38)
k=0

donde 6*) es una abreviacién para la delta de Kronecker generalizada, y las cantidades
R® y S se definen analogamente en términos de las contracciones de Rf;lfj y 5’2‘5 a orden
k que aparecen en la accién (2.4). Consideremos ahora el cambio de variables

AN ¢
G — (g> s O — %Z' (2.39)

Bajo este reescalamiento el tensor de Riemmann y el tensor de materia conforme trans-
forman como:

Ao J2/s—2¢#—2s Q\p

Rul/ - ¢ 6 S/u/

S/i\l;/) _ &2/5—252—25¢(2)R2£ (240)
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Reescribiendo la accion en términos de los nuevos tensores tenemos

[[guu; (b] = ”(f/&) 0 gw/a (Z)Og/(;]
(25 (2.41)

/ " /=g Z 59 By T RO+ g

Vemos que la accion tiene esencialmente la misma forma que la acciéon original, salvo
—D—2k

. ., —D—2k , .
la apariciéon de los factores ¢, ° y & s en cada término. Notemos que ahora los
acoplamientos (bg, by, ..., b[D—l]) acompanan a las contracciones del tensor de Riemmann
2

mientras que los acoplamientos (ag, ag, ..., ot ]) ahora regulan las interacciones con la
parte de materia. En este sentido, entendemos a este tipo de transformacién como una
que intercambia la parte de materia escalar con la parte gravitacional. A un orden k dado
(0 a dimensién dada), podemos elegir el peso conforme de manera que la potencia de los
factores sea cero, y en ese caso la accién toma exactamente la misma forma que la accion
original, dando lugar a una autodualidad.

Un ejemplo de una solucion autodual gracias a la dualidad de marco sucede en el caso en
(34+1) dimensiones. En cite se demuestra que, si se cumplen ciertas relaciones entre los
acoplamientos, la siguiente métrica es solucién de la teoria:

A A o
ds? = — (—gr (1 + ) ) dt? + (—§r2 +(1+ g)2> dr? + 1%y, (242)

con el campo escalar dado como

3 W
2.4
= 87TGT+M (243)

d>., es el elemento de linea de un espacio dos dimensional con curvatura constante -y
normalizada a +1,0 y u es una constante de integracion. A fin de que esto sea una solucién,
el acoplamiento de la parte conforme esta relacionado con la constante cosmoldgica y la
constante de Newton, de manera que solo uno de estos dos acoplamientos es independiente.
Haciendo la transformacion (2.39), obtenemos:

ds* = S:G(ff);) [—(—%r +9( 1+ ))dt2

. (2.44)
Ay v+ E2) @ 4252
3 r K
y el campo escalar reescalado resulta
8tGr+p
¢ =dol\| 5~ (2.45)
1

Podemos elegir libremente los parametros ¢g y &, asi como redefinir la coordenada radial

en términos de p:
/3 ur
pu— = —_— pumy 2-46
¢0 S 87TG, p r+ ,U/7 ( )

Sustituyendo esto en la formula 2.44 obtenemos de vuelta el elemento de linea y la solu-
cién para el campo escalar, con r y u sustituidos por las nuevas variables p y i, de donde
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podemos ver la autodualidad de la solucién.

También podemos analizar cémo transforma la soluciéon de agujero negro 5 dimensional
bajo dualidad de marco. En general, las soluciones para D > 4 no presentan autoduali-
dad, sino que se mapean a otras configuraciones que necesariamente deben ser también

soluciones a la teoria dual. En el caso con dimensién arbitraria s = —1,
N2F(r) N2
=2 2 2 2 752
ds® = — = dt” + Fir)re dr® 4+ N°d¥7,_,. (2.47)

La geometria dual a esta solucion consiste del producto de un espacio bidimensional
My y una (D — 2) esfera de radio N. El valor asintdtico de esta geometria depende del
valor de A que aparezca en la accién, siendo RM x SP=2si A < 0, 0 AdS, x SP=2si A = 0.

Como una ultima aplicacién de la dualidad de marco, podemos obtener sencillamente los
términos de frontera que aparecen en la accién (2.4) a partir de los términos de frontera
ya conocidos para la teoria de Lovelock pura. En este tltimo caso se sabe que el término
de frontera para la accién (B.1) con acoplamientos (c, .., Cro=1 ]) es:

(23]

k—1
In, =Y a Y Gu / P \/Ihle A (2.48)
k=0 1-0 M ‘
KpKal...KBlé al+1ﬁl+1mR ak—1Bk—1
o=l VLT 4141 Hk—1VE—1 )
donde h es la métrica inducida en la frontera de la teoria OM, }?Myaﬁ es el tensor de
Riemmann calculado a partir de h, K W"‘ﬁ es la curvatura extrinseca de M que se define
en el Apéndice, y (i es un numero que depende solamente de k y [. La accién completa
de Lovelock con materia conforme se puede dividir entonces en dos partes, aplicando la
transformacion (2.39) a la parte de materia tinicamente:

I1g, 9] = Iy |g) + Iy (d] (2.49)

Claramente la relacién entre la accién y los términos de frontera es aditiva, por lo que
podemos obtener el término de frontera para la acciéon completa mediante:

Iglg, ¢ = I {a}9] + I, 11} [d] (2.50)

Conocemos el primer término, y el segundo se obtiene realizando la transformacién inversa
G = ¢~2/°g y sustituyendo en el tensor de curvatura extrinseca, que puede escribirse en
términos del tensor L%:

. B 1
p= 0L L= 0K — STtV e, (251)
donde II es la proyeccién ortogonal en la frontera y n® es el vector unitario normal a
esta. Sustituyendo esto de vuelta en (2.50) obtenemos la forma explicita del término de
frontera como una expansiéon en k y en [:

D—1

T} k—1
. D—1 OPUIVTL e fbf—1 Vo —
=303 G | a7 VIS

k=0 [—-0

2.52

(a KPK™ KBZR arr1Bi41 R agp_1Bk—1 ( )

AV A RN A9 .

HlH1Vi41 T UM E—1VE—1

4 bk¢mk+1LpLa1 Lflzg ar41B141 5‘ ak—lﬁk—l)'

oLt Hi+1Vi41 Y ME—1VE—1



Capitulo 3

Entropia Gravitacional (Generalizada

difica la forma de las cantidades termodinamicas calculadas a partir de la funcién

de particion estadistica, que a su vez se obtiene de la accion Euclidea. Un ejemplo
de esto es la féormula de Wald (1.33) para la entropia, que funciona en teorias donde la
Lagrangiana depende de manera general de el tensor de Riemmann. El diccionario de la
correspondencia AdS/CFT depende tanto en la forma de la accién en el lado gravitacio-
nal como en el contenido de campos en la teoria cuantica, de manera que si queremos
encontrar un dual hologréfico a una solucién particular de la teorfa de gravedad (como
es en este caso el agujero negro 5-dimensional), los observables de la teorfa cudntica dual
se veran modificadas por su dependencia en la accién gravitacional. El resultado es que,
dada una forma particular de la acciéon de gravedad, las cantidades calculadas mediante la
correspondencia hologréfica deben modificarse, y en general no es claro a qué corresponde
el contenido de campos (y por lo tanto la teorfa dual) en la teorfa cudntica dual bajo
la correspondencia AdS/CFT. En particular nos interesa estudiar la cantidad geométri-
ca, que calculada en el bulto de AdS, es dual a la entropia de entrelazamiento de esta
teoria cuantica. Como demostraremos en la Seccion, la férmula de Ryu-Takayanagi sélo
es valida si la teoria de gravedad en consideracion es la teoria de Einstein, y en general,
la HEE obtiene correcciones a orden superior en la curvatura, de manera analoga a como
la entropia termodindmica se modifica por su dependencia en la accién gravitacional. En
esta seccion estudiaremos el problema de encontrar el método para generalizar el calculo
del funcional de la entropia de entrelazamiento holografica en una teoria arbitraria de
gravedad, que puede parafrasearse en el siguiente enunciado:

I A inclusiéon de términos de orden superior en la accién gravitacional claramente mo-

Consideremos una teoria de gravedad cuya accion depende de la métrica, el tensor de
Riemmann, las contracciones de este y posibles campos de materia acoplados de manera
arbitraria, junto con una solucion a las ecuaciones de gravedad con una frontera, ;Cudl

es la forma que toma el funcional de entropia gravitacional (o entropia de
entrelazamiento hologrdfica cuando identificamos la frontera con una teoria dual bajo
AdS/CFT) y cudl es la superficie de codimension-2 donde este debe ser evaluado?

Antes de responder esta pregunta, que resulta ser bastante general, revisaremos la solu-
cién que encontraron Gibbons y Hawking hace més de 40 anos para un caso particular
de este problema. Como mencionamos anteriormente, la entropia del agujero negro puede
de hecho entenderse como un caso particular de entropia de entrelazamiento holografica,
donde el horizonte resulta ser la superficie de area minima en la cual evaluamos el fun-
cional de Ryu-Takayanago, de forma que el procedimiento para encontrar la entropia en
soluciones esféricas en gravedad de Einstein con un horizonte de eventos resultard como
un antecedente para ilustrar el método que responde de manera general al problema que
acabamos de exponer.

93
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3.1. Método de Gibbons-Hawking para Entropia Gra-
vitacional

En 1974 Stephen Hawking, basdndose en trabajos previos de Bekenstein, argumenté me-
diante una aproximacion semiclasica que en la cercania del horizonte de eventos ocurre un
proceso de produccion de pares, cuyos productos pueden ser absorbidos por el agujero o
emitidos hacia el exterior en forma de radiacién. La aproximacion semiclasica consiste en
describir la dinamica de la gravedad cerca del agujero negro en términos de una funcion
de particién que asigna una probabilidad a cada trayectoria cldsica posible (atin cuando
no extremicen la accién). Dicho de otra forma, ain cuando no sepamos cémo cuantizar
la teoria de gravedad, podemos interpretar a la accién como la de una teoria cuantica,
y obtener la funciéon de particién térmica. De esta forma, si logramos obtener el valor
de la accion Euclidea para la solucién a las ecuaciones de campo, podemos calcular la
funcién de particion de la teoria, y por tanto podemos calcular la entropia siguiendo los
procedimientos usuales de la mecéanica estadistica, mediante la férmula:

S=-B(0;—1)InZ (3.1)

donde = 1/kT, o bien, mediante la integracién de la primera ley de la mecanica de agu-
jeros negros (1.24). Primero estudiemos el método para obtener la accién Euclidea para
una solucién con un horizonte, por ejemplo, la métrica de Schwarzchild de la ecuacion
(1.17). Para el presente caso nos interesa la forma que toma la métrica en coordenadas de
Kruskal. Recordemos de aquella seccion que estas coordenadas nos permiten deshacernos
de la singularidad desnuda en r = 2M. La singularidad en r = 0 ahora se localiza en
la superficie 22 — 32> = 1. Esta una singularidad en la curvatura y no puede remover-
se mediante un cambio de coordenadas. Sin embargo, podemos evadirla si definimos la
coordenada compleja ¢ = iz, donde el elemento de linea se escribe como:

32M3 1

[—— — 1]e 2 (d¢? + dy?) + r2d?, (3.2)

d2
° r 2M

donde ahora r estd determinada mediante:

Gty = (ﬁ — 1)eh, (3.3)
Esta es la métrica de Schwarzchild en su forma Fuclidea, o con signatura positiva. Toman-
do a ( y y como reales, obtenemos la secciéon Euclidea, donde r es positivo y mayor que
2M . Redefiniendo la coordenada temporal como 7 = it podemos ver de la definicién (3.2),
que esta coordenada debe ser periddica con periodo 87 M, y puede interpretarse como una
coordenada angular alrededor del eje r = 2M. La accién ahora esta libre de singularida-
des, y podemos calcular la accién en una seccién ¥, acotada por la superficie r = r,. La
accién completa se escribe como (en unidades naturales donde Gy = h = ¢ = 1):

1

[=—
167 »

d*z/—gR + / d*zv/—hB. (3.4)

0%

Sin embargo notamos que el escalar de curvatura evaluado con la métrica es cero, por lo
que la accion resulta:

1 1 0
I=— Kd¥Y = —— dx.. 3.5
8T Jos 8m on /62 (35)

En la segunda igualdad la parcial se toma respecto a n, un vector unitario normal a lo
largo del cual se desplazan los puntos de la frontera. El resultado de tomar esta derivada
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es:
d
KdY = —32M 7(1 — 2Mr~Y)Y2—(ir*(1 — 2Mr~ 1)1/
/ " e i ) )
= —32n%M (2r — 3M)

Para espacio plano podemos tomar a K como K = 2/r, por lo que la accién toma la
forma:

1
I=o / KdY = —47%M (1 — 2Mr=YY22r = miM k™" + O(M?r,"),  (3.7)
s

donde & es la gravedad superficial k = (4M)~! para la solucién de Schwarzchild. Anélo-
gamente podemos obtener la entropia para la accion de Reissner-Nordstrom, usando la
accion gravitacional para un campo electromagnético con intensidad de campo Fi;. En ese
caso, la accion Euclidea completa para parte de gravedad mas la parte electromagnética
se escribe como:

I =in Y (M — Q) (3.8)

Para un espacio (Anti-)de Sitter el procedimiento es similar, solo que ahora debemos
considerar el término de constante cosmologica. En espacio de Sitter obtenemos que la
acciéon Euclidea es I = —12miA~!. Ahora que entendemos como calcular la accién podemos
aplicar estos resultados al cdlculo de la entropia térmica. Para ello necesitamos la funcion
de particion de gravedad:

7 =Tr(ePH) = / Do exp{il[¢]} (3.9)

También podemos considerar un ensamble gran canodnico, donde tenemos potenciales
quimicos p; asociados a las cantidades conservadas C;. En ese caso la funcién de par-
ticion puede escribirse como:

Z="Tr [exp <B{H - Z /MQ}) } (3.10)

Supongamos que tanto la métrica como los campos tienen un valor de fondo sobre el
cual hay grados de libertad que fluctiian a orden cuadratico, por lo que podemos escribir
(9=90+7,¢ =0+ qg) Ahora podemos expandir en una serie de Taylor alrededor del
valor de fondo de la métrica y de los campos, como:

Ilg, ¢] = Igo, bo] + L2[g] + L1[¢] + ..., (3.11)

donde I5[g] y I5[¢] corresponden a las fluctuaciones cuadraticas de g y ¢ respectivamente,
y los puntos suspensivos denotan correcciones de orden superior. La funcién de particién
entonces esta dada como:

InZ =il[go, po] + ln/'Dg exp{ils[g]} + ln/Dgz; exp{ily[¢]}. (3.12)
El argumento termodinamico usual implica que:

InZ=WT", (3.13)

donde W =M — TS — >, 1;C; es el llamado potencial termodindmico del sistema. En
la métrica de Kerr-Newman obtenemos una temperatura T = x(27~!) y el valor de este
potencial es:

W= %(M Q). (3.14)



56 CAPITULO 3. ENTROPIA GRAVITACIONAL GENERALIZADA
Ahora usamos la férmula de Smarr generalizada [28],
1 L1

de donde obtenemos el famoso resultado:

S=A (3.16)

3.2. Meétodo de Lewkowycz-Maldacena

Regresando al problema de calcular la entropia de entrelazamiento hologréafica en una
teoria de gravedad arbitraria, notamos la similaridad entre este problema y el de calcular
la entropia térmica del agujero negro. En ambos, tenemos una soluciéon a las ecuaciones
de gravedad que tiene una frontera, sobre la cual imponemos condiciones consistentes
con la solucién. La diferencia principal radica en que el agujero negro es una solucion
con simetria esférica (simetria U(1)), mientras que una superficie de Ryu-Takayanagi, en
principio puede tomar cualquier forma arbitraria. Por esto, tenemos que generalizar el
método de Gibbons-Hawking para incluir soluciones sin simetria U(1). El primer paso
hacia este objetivo es entender cudl es el dual holografico del método que nos permite
obtener la entropia de entrelazamiento en una teoria de campos. Como mencionamos en
la Seccién 1.2, una teoria de campos tiene un nimero infinito de grados de libertad, y
por lo tanto no resulta obvio como aplicar la férmula para calcular la traza de la matriz
de densidad reducida. Para resolver esto debemos aplicar un resultado que nos permite
traducir este problema en el de obtener la traza en un espacio de réplicas, formado por
n copias de la variedad inicial. El objetivo de esta seccion sera estudiar este método y
deducir su dual holografico, que nos permitira obtener el funcional de HEE en una teoria
arbitraria a partir de la forma de la accién de gravedad, para después aplicar el método
al calculo explicito de este funcional en varios casos de interés para esta tesis.

3.2.1. Truco de réplica para EE

En el formalismo de la integral de trayectoria la traza de la matriz de densidad reducida
esta representada mediante una integral que suma sobre todas las trayectorias asociadas
a los estados que viven en una regién A. La definicién (1.112) requiere que calculemos la
traza de p4 In(p), de manera que la integral de trayectoria ahora involucra un logaritmo
en el integrando que dificulta el calculo. Para solucionar este problema, podemos notar
que si definimos la n-ésima entropia de Renyi como:

1
1-—n

Sh InTr[ph], (3.17)
entonces la entropia de entrelazamiento puede obtenerse a partir de esta cantidad tomando
el limite n — 1:

I [pZ] —1 n .
Por tanto podemos reemplazar el problema de calcular la traza de p4 In(p’;) sobre todos
los grados de libertad de la teoria de campos, por el de tomar la traza del producto de
n matrices de densidad reducidas, cada una correspondiendo a una de las n copias de la
teoria. Este ultimo problema pareceria en principio mas complejo que el original, sin em-
bargo, notemos que este truco permite deshacernos del logaritmo en (1.112), facilitando
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Figura 3.1: a) La variedad 2 puede visualizarse como un cilindro con coordenada angular
periédica 7. El periodo, puede identificarse con el inverso de la Temperatura, por lo que la
funcién de particién se identifica con la de un ensemble a temperatura 7. b) La funcién de
particion en el espacio réplica se calcula integrando sobre todas las variedades réplica, con
condiciones ciclicas entre cada variedad, que nos permitan integrar solamente sobre los grados
de libertad de A.

el calculo. A este resultado se le conoce como el truco de réplica [19].

Para hacer mas explicito el procedimiento para obtener la entropia de entrelazamien-
to, consideremos como caso particular una teoria de campo definida sobre una varie-
dad D-dimensional 2 con un campo escalar real ¢(x). La accién entonces esta dada por
Spld] = [, dPzL[$(x)] donde L es la densidad Lagrangiana. En el formalismo del grupo
de renormalizacién, idealizamos nuestra QFT como una reticula de espaciamiento finito
a e identificamos a cada punto de la reticula con el parametro discreto x. En un espacio-
tiempo Euclideo, el tiempo esta representado por la coordenada imaginaria 7 = it la cual
es periddica con periodo § = 1/kT. Entonces podemos visualizar al espacio-tiempo 2
como un cilindro de circunferencia 5 (Figura 3.2.1 a) ). Si consideramos un sistema con
temperatura 7' la matriz de densidad estd dada por la ecuacién (1.110), por lo que la fun-
cién de particion corresponde a una integral funcional. En la métrica Euclidea operador
de evolucién temporal es U(7) = =) donde H es el operador hamiltoniano del sistema
cuantico. Mientras 7 crece, el sistema tiende a regresar al estado de minima energia, por
lo que el operador U(7) proyecta cualquier funcién de onda en el estado base para 7 — oo.
Utilizando esto, podemos escribir el funcional de onda del vacio como

Wolo] = (610) = [ Do eI € (3.19)

Aqui la variedad ¥ corresponde a una superficie tal que su frontera se haya en 7 = 0, y
se encuentra en el estado definido por las configuraciones de campo |¢) de nuestra teoria.
Tomar el limite 7 — oo es equivalente a hacer el tamano de la dimensién temporal infi-
nito, es decir § — oo, por lo que el funcional de onda representa a un sistema que esta a
temperatura cero.

En el espacio réplica, tenemos n de estos funcionales de onda, cada uno evaluado sobre una
réplica de la variedad s y debemos tomar la traza del producto de estos n funcionales. Esto
es equivalente a hacer una sola integral de trayectoria de los campos sobre el producto de
n funcionales como el de (3.19), imponiendo las siguientes condiciones de frontera sobre
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los campos, que nos permiten integrar solamente a lo largo de los grados de libertad en
A (ver Figura 3.2.1 b)):

¢;(0%,2) = ¢;41(07,2) z€ A
¢;(07,2) = ¢;(07,2) ze€B
donde las etiquetas + significan evaluar tomando el limite por la izquierda (-) o por la

derecha (+). Con estas condiciones, podemos escribir el funcional para una de las réplicas
como:

(3.20)

1 t=00

palos =5 | Do e T[ 80w (2,7 = 0) = 61 (@) [[ 60 (2,7 = ) = 6-(2)),

(3.21)

t=—o00

de manera que la traza T'r[p’;] puede calcularse tomando el producto de estos funcionales,

[Palrion_[PAldas g [PAl s (3.22)

e integrando sobre todas las configuraciones de campo sujetas a las condiciones (3.20).
En términos de la integral de trayectoria (3.21), podemos definir una funcién de particién
Z, para la n-ésima réplica de manera que podemos reescribir la traza que aparece en la
entropia de Renyi de manera compacta:

1 Z,
Zin,Al =Tra p)y = —/ D¢ eSnldl = 20 (3.23)
4 (Z)n (t,x)ERn (Z)n
y por lo tanto la entropia de entrelazamiento se puede calcular como:
, 1 n
S =— 7111_% p— 1(ln Zn —nlIn(Z)") (3.24)

Como una caso particular en donde podemos evaluar la integral consideremos una teoria
de campo conforme en (1+1) dimensiones. En las coordenadas complejas u = z + it,
w = x — it, las condiciones de frontera (3.20) pueden escribirse como

¢i(e*™ (w —u)) = dita(w — u)
¢i(e*™ (w —u)) = dima(w — u)
El conjunto de variedades en el espacio réplica presenta simetria bajo el intercambio de

las réplicas. Si existen campos locales que obedecen esta invariancia entonces son denomi-
nados campos de torsion. Entonces la condicién de frontera (3.25) puede ser interpretada

(3.25)

como la insercién de dos de estos campos de torsién W, () y U, *) en los puntos w = u
y w = v para cada una de las k-superficies Riemannianas unidimensionales. Estos ope-
radores de campo mapean las distintas copias de nuestra teoria a lo largo de los cortes
en la region A. De (3.23), la matriz de densidad reducida estd dada como la funcién de
particién con un corte en los puntos frontera entre las regiones A y B. En el método de
réplica, esto corresponde a insertar los operadores de torsién en los puntos frontera u y v.
Entonces la traza de la matriz de densidad puede expresarse en términos de estos campos

como
n—1

Tra py = [0 ()0, (). (3.26)
k=0
Por tanto, para este método general basta con conocer una expresion para el valor esperado
de los operadores de torsion de la teoria considerada. En particular, para teorias conformes
en una dimension espacial es posible evaluar directamente este producto, dando lugar a
los resultados mencionados en la Seccién 1.6.
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Figura 3.2: a) Representacién de una solucién a las ecuaciones de gravedad con una frontera
(gris). La condicién de frontera correspondiente se indica mediante la protuberancia en la fron-
tera. b) Extendemos la geometria anterior al espacio de réplicas con n = 4, eligiendo las nuevas
condiciones de frontera de forma ciclica, de manera que el periodo de la coordenada 7 es ahora
27n. Para obtener la orbidad B, tomamos el cociente de esta variedad con el grupo Z,, de
manera que hacemos de nuevo el periodo de 7 = 2.

3.2.2. Dual gravitacional del truco de réplica

Ahora podemos hacer uso del diccionario de la correspondencia AdS/CFT para intentar
traducir el método anterior al lenguaje gravitacional. Todos los resultados de esta y la
siguiente seccion estdan basados en [10], donde se desarroll6 el método general para calcular
el funcional de entropia de entrelazamiento, ademés de proporcionar la prueba de la
formula de Ryu-Takayanagi. Frecuentemente nos referiremos a este método como metodo
L-M. Para teorias con un dual holografico podemos construir una solucién en el bulto B,,,
cuya frontera sea M,,. La correspondencia bulto/frontera (1.104) nos permite relacionar
la funcién de particion calculada en M, con la accién del bulto en la capa de masa en B,
en el limite de N grande :

Zn=Z[M,) = e 1Bl (3.27)

donde los puntos suspensivos denotan contribuciones a orden mayor que 1/N. Notemos
que nuestra definicion inicial de n como un niimero natural que etiqueta a las réplicas es de
hecho incompatible con la operacion de limite, que esta definida sobre todos los niimeros
reales. Para que este limite tenga sentido, debemos hacer una continuacion analitica de n
hacia todos los reales. Del lado de campos, este procedimiento resulta dificil de realizar
en general. Sin embargo, un hecho clave es que el lado dual brinda una manera mucho
mas sencilla de hacer esta continuacién analitica. La razén de esto es que podemos ex-
tender facilmente la geometria a una variedad compacta, u orbifolio (orbifold en inglés)
de B,, donde las configuraciones en el bulto estan bien definidas para n real. Veamos
como podemos definir esta nueva configuracién. La frontera M,, para un nimero n entero
presenta simetria Z, que nos permite permutar ciclicamente las réplicas. Supongamos que
esta simetria se puede extender hacia el bulto para la solucién tipo punto silla dominate.
Por lo tanto, basta con considerar el orbifolio:

B, =2" (3.28)

En la Figura 3.2.2 se muestra graficamente como podemos construir esta variedad a partir
de la solucion inicial y sus correspondientes condiciones de frontera, para el caso parti-
cular n = 4. Los puntos que la simetria Z, deja invariantes forman una superficie de
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codimensién 2 con un defecto cénico en el bulto, que terminan en la regién 0A en la
frontera, como puede entenderse a partir del siguiente argumento. En el orbifolio En, la
frontera corresponde a la variedad M,,/Z, = M;. Como la simetria de réplica actia sobre
la coordenada periédica 7 como 7 — 27n, en la frontera 0A esto corresponde a un des-
plazamiento por 27, dejando invariantes estos puntos. Podemos extender la definicién de
la coordenada temporal periddica hacia el bulto, de manera que los puntos fijos forman
una superficie de codimensién 2, que llamaremos C,,. La soluciéon en el bulto B, debe
ser regular en todos sus puntos, por lo que los puntos invariantes bajo 7 — 27n deben
tener un defecto cénico en C,, con apertura 27/n, o de manera equivalente con éngulo de
déficit (2 — 27 /n). Sabemos también por construccién que la accién en el espacio réplica
es idénticamente igual a la accién en el orbifolio con el periodo 7 recorrido por 2wn, de
manera que:

I[B,] = nI[B,]. (3.29)

Notemos que a diferencia del método de Gibbons-Hawking, en este caso no necesitamos
de un término de frontera tipo GHY. La razén de esto es que I[B,,] por si sola no contiene
ninguna contribucién en C),, y por lo tanto debemos incluir tanto el término de GHY
junto con los contratérminos correspondientes en la definicién de I[B,].

Lo ultimo que nos resta por hacer es continuar analiticamente el pardmetro n, y para
ello debemos escoger una forma particular de la métrica a partir de la simetria Z, en la
superficie de codimension dos C,,. Si logramos hacer esto, podemos calcular la entropia
de Renyi facilmente, sustituyendo (3.29) en (3.24), y notando que

[S— - ([[Bn] - [[Bﬂ) . (3.30)

Después de hacer la continuacién analitica, podemos calcular la entropia de entrelaza-
miento a partir de la sencilla férmula:

S = lim —*

n—1mn —

(][Bn} - I[Bﬂ) = 0,1[B,)| (3.31)

n=1"

3.2.3. Conos aplastados regularizados

Ahora que tenemos una expresién para la entropia en términos de la accién Euclidea,
podemos entender cémo hacer la continuacion analitica en una manera que enfatice que
la contribuciéon proviene del horizonte. Identificando a la coordenada 7 como periddica
con periodo 27, podemos escribir la entropia como:

S =—no,[InZ, —In Z7],—1, (3.32)
o bien, podemos definir el pardmetro pequeno € como:
1
=1—-- 3.33
e=1--, (333)

con la intencién de posteriormente hacer una expansion perturbativa en términos de éste.
Asi, podemos reescribir nuestra férmula para la entropia como

S = —0.1|B,]| (3.34)

e=0"

Recordemos que I[B,] no tiene ninguna contribucién proveniente de la singularidad céni-
ca, por lo que podemos definirla en términos de una pequena regién alrededor de C,,. Para
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Figura 3.3: Representacion grafica de la férmula (3.35). La forma inicial de esta férmula con-
tiene la diferencia entre las acciones de la geometria original en el espacio de réplica, y la de
la geometria de la orbidad B,,, que contiene una singularidad cénica en el origen. Estas corres-
ponden al primer y ultimo término en la Figura. Para realizar el cdlculo, notamos que podemos
anadir y sustraer la geometria de un cono regularizado con el parametro de corte a, que esta
libre de singularidades.

el presente caso, consideremos que esta region esta definida por p < a, donde a puede
tomarse como un parametro de corte. Entonces podemos calcular la acciéon Euclidea in-
tegrando sobre la region p > a y tomando el limite p — 0 al final de los calculos. Antes
de tomar este limite, resulta natural cerrar la variedad definida por la frontera p = a
llenando la regién que sustrajimos, p < a, por una geometria regular. A esta geometria le
llamaremos geometria del cono aplastado regqularizado, o simplemente cono reqularizado
cuando la solucién tenga simetria U(1).

Una manera mas formal de definir esta geometria es considerar (3.24), sumar y restar la
accion correspondiente a una geometria suave, que es la misma que la del cono con la
singularidad lejos del origen, y un cono aplastado regularizado cerca de este. Esta geo-
metria no es una solucion de las ecuaciones de gravedad y por tanto es una configuracion
off-shell , es decir, fuera de la capa de masa, cuya funciéon de particién denotamos como
Z°/7 . Entonces podemos escribir la férmula para la entropia como:

S = —nd,[(In Z, — In 227y — (In 2977 —1n Z})] =1 (3.35)

La geometria correspondiente a cada término que aparece en esta accion se representa
graficamente en la Figura 3.2.3. Es posible escoger la configuracién fuera de la capa de
masa de manera que difiera de una solucién a las ecuaciones de movimiento tinicamente
por una cantidad a primer orden en €. Por lo tanto, al considerar variaciones al orden
més bajo, el primer paréntesis en (3.35) da lugar a una variacién a primer orden respecto
a la solucién con periodo n, que justo corresponde al lado izquierdo de las ecuaciones de
gravedad con coordenada 7 periddica, y por lo tanto es cero.

Finalmente, falta calcular solamente el segundo paréntesis de (3.35), que contiene la di-
ferencia entre la accién de un cono con una singularidad y un cono regularizado. Por lo
tanto, la unica contribucién proviene de la region cercana a la singularidad, que es ex-
tensiva en el area del horizonte p = a. En gravedad de Einstein con campos de materia
acoplados de manera minimal, esto nos permite calcular la contribucion correspondiente
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haciendo la integral [ d2$\/§R a lo largo de las coordenadas paralelas al cono. Esta in-
tegral la evaluaremos en la siguiente secciéon una vez que hayamos obtenido la expansiéon
perturbativa de la métrica y el resultado es:

/ d*z\/gR ~ 47 (1 — n), (3.36)
Cono Regularizado

por lo que el resultado final toma la forma esperada:

1 . Area
S = Area —n@n/ d*x R> = 3.37
167TGN< ) < Cono Regularizado \/g 4GN ( )

Existe otro enfoque de este problema que nos servird para dejar ain mas claro como es
que la contribuciéon proviene del horizonte. Como vimos en la deducciéon de la féormula
(3.31), podemos sustituir la evaluacién de In Z,, por:

InZ, = nlln Z,)ox, (3.38)

donde el subindice 27 indica que el periodo de la coordenada 7 corresponde a 27, de ma-
nera que se trata de la accién en la orbidad. Sustituyendo directamente esta equivalencia
en la férmula (3.31), obtenemos:

S = —n?0,[In Z,)ar (3.39)

Aqui, tomar la derivada respecto a a n significa variar la apertura del angulo de déficit,
de manera que tanto la métrica como los campos tienen que ajustarse al nuevo valor de n.
Sin embargo, notemos que en este caso la curvatura de la singularidad cénica no aparece
en la geometria original, de manera que las condiciones de frontera en el origen tiene que
modificarse para remover esta singularidad. Dado que en n = 1 tenemos una solucion
de las ecuaciones de movimiento, esperariamos que una variacion a primer orden de esta
accion diera lugar a las mismas ecuaciones de movimiento y por lo tanto, los términos
a primer orden se deberian de anular. Sin embargo, la modificacion a las condiciones de
frontera que acabamos de mencionar induce la aparicion de un término de frontera en
la accion, que constituye la contribucion usual de area a la férmula para la entropia. En
concreto, podemos escribir estas contribuciones como:

S=—0InZ)or| _, = /Egang+/E¢8n¢
(3.40)

Area

4GN

1

* @ / 0 dD*2y\/§ (V¥0ngup — 9"V pOngyw) =
o

E, y Ey4 son los lados izquierdos de las respectivas ecuaciones de movimiento para la
métrica y los campos, y por lo tanto son iguales a cero. Las coordenadas y denotan las
coordenadas a lo largo de la superficie p = 0. Esto nos deja con el término de frontera,
que lejos de la singularidad p = 0 se anula, pero mientras nos acercamos al origen cobra
relevancia y resulta ser igual al area de la superficie de codimensién dos.

A pesar de que los dos acercamientos que acabamos de estudiar dan lugar al funcional
correcto para calcular la entropia de entrelazamiento hologréfica, atin no queda claro cudl
es la localizacién de la superficie C,, donde debemos evaluar este funcional. Para resolver
este problema, ahora haremos uso de la periodicidad 27 de la coordenada 7 en la geometria
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de la orbidad B, y escribiremos la métrica como una expansion perturbativa regularizada
alrededor de la p = 0 por una funcién que suaviza la singularidad cénica.

ds? = *A[dzdz + **T(2dz — 2d2)?] + (gij + 2Kaij2" + Qupijrz’)dy'dy’

oa . (3.41)
+ 2ie”(U; + Vo) (2dz — zdz)dy" + ...,
donde la funcién reguladora se define con el valor particular siguiente:
A= —% In(p? + a?) (3.42)

Esta pareceria ser una eleccién completamente arbitraria que escogemos para simplificar
los calculos, pero como veremos mas adelante, el resultado final no depende del esquema
de regularizacién como es de esperarse. La deduccién de esta férmula se explica mas
detalladamente en el Apéndice, y puede escribirse en la forma mas simple:

dS2 = ,0726(61,02 + ,02d7'2) -+ (gz] —+ 2Km;jxa)dyidyj + ... (343)

Con esta expansién podemos evaluar los términos que aparecen en la accién, y extraer
aquellos que dependan linealmente en €, que son los tnicos que no se anulan después de
derivar y evaluar en € = 0. Por otro lado, podemos localizar la superficie de codimen-
sién dos notando que al sustituir la expansién perturbativa (3.41) en las ecuaciones de
movimiento, aparecen términos que contienen divergencias en las coordenadas complejas
2 y z. Estos términos deben anularse, debido a que podemos suponer que el tensor de
energia-momento para los campos no diverge en ningtin punto. Estas constricciones de-
terminan una ecuacién que nos permite encontrar cual es la superficie C,, sobre la cual
debemos evaluar el funcional de HEE. Podemos también listar las componentes del ten-
sor de Riemmann que tienen una contribucion a orden lineal en € y que aparecen en la
expansion de escalar de curvatura. Esto corresponde a las componentes R.z.z, R.i.;, Rzizj
a orden cuadratico en z y Zz:

Rz ~ —eme® 0P (2!, 27), (3.44)
€

Ry ~ _ngijy (3.45)
€

Rozz ~ — = K. 3.46

2% J ( )

Ademas, con el objetivo de analizar las divergencias en las ecuaciones de movimiento
listamos el resto de las componentes componentes que contienen divergencias a orden
mas bajo en z o Z. Esto corresponde tinicamente a las componentes z y Z del simbolo de
Christoffel.

T%, ~—— (3.47)

2, ~—= (3.48)

El resto de las componentes a orden cuadratico en z y Z se listan en el Apéndice.

3.3. Prueba de la formula de Ryu-Takayanagi

Armados con la expansién (3.41), podemos proceder a aplicar el método de Lewkowycz-
Maldacena a la obtencién del término de area a partir del método de términos de frontera



64 CAPITULO 3. ENTROPIA GRAVITACIONAL GENERALIZADA

discutido en la seccion anterior. Recordemos que la accién de Einstein-Hilbert con cons-
tante cosmologica toma la forma:

1
167TGN

Ilg, ¢] = / dPxy/=g(R — 2A) + Lat, (3.49)
donde en término I,,,; incluye posibles acoplamientos de tipo minimal con campos de
materia, denotados conjuntamente como ¢. Podemos ver que este término, al igual que la
contribucion de la constante cosmoldgica no contribuye al funcional de entropia, dado que
los tinicos términos proporcionales a € son los que aparecen en las ecuaciones (3.44)-(3.46),
y los acoplamientos de este tipo no contienen al tensor de Riemmann y sus contraccio-
nes. Por lo tanto, la tinica contribucién que podria aparecer, proviene de los simbolos de
Christoffel. Sin embargo, notemos que la potencia proporcional a €, en este caso viene
acompanado por una divergencia en z(z). Como detallaremos mdas adelante, al integrar
un término de este tipo respecto a la coordenada temporal periddica 7, obtenemos cero,
ya que podemos escribir z = e~ p, y la integral sobre la exponencial se anula al evaluar
en T =7+ 2.

Por lo tanto, la inica contribucién a la entropia de entrelazamiento proviene de los térmi-
nos a orden mas bajo (distinto de cero) en z y Z que son proporcionales a € en la expansién
del escalar de curvatura. Escribamos la accion explicitamente en términos del tensor de

Riemmann: .

- 4P /5(g™g" .
i | PVEE" ) R + (3.50)

Como el escalar de curvatura contribuye a primer orden en z y Z, el resto de las canti-
dades que aparecen en este producto deben tomarse al orden mas bajo en la expansion
perturbativa:

_ 1
gF =24 . J—g= 5\/%“ + .. (3.51)

Sustituyendo estas expresiones en la accién, junto con la expansion para la componente
2zzz del tensor de Riemmann, obtenemos:

o / dPydrdp (5 VR (26?5 (2, 22))

167TGN e=0

(3.52)

_ 2m D—2 @)1 2\ _ 1 D—2
_167TGN/d y dr dpd' (x,x)——4GN dP2yV/h
_Area
4Gy

La superficie C,, puede determinarse en principio resolviendo las ecuaciones de movimiento
para la geometria del cono regularizado, sin embargo notemos que la expansion en términos
de las coordenadas complejas contiene divergencias a orden lineal, que deben anularse para
asegurar que la parte que sélo depende de los campos de materia sea no-divergente. En
concreto, sabemos que las ecuaciones de Einstein toman la forma

1
Gap — Ngap = (Rab - §gabR) + Agay = 8TGNTwp (3.53)

Consideremos la componente zz de estas ecuaciones. De la expansién (3.41), podemos ver
que las componentes zz no contienen términos divergentes, por lo que basta considerar la
contribucion proveniente del tensor de Ricci:

R.. ~2K.~ (3.54)
Z
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Como el lado derecho de las ecuaciones de Einstein debe estar libre de divergencias, la
contribucion que da lugar a esta divergencia debe anularse:

K. =0, (3.55)

que justo es la ecuacion de una superficie de area minima. La condicién que obtenemos si
consideramos la componente zZ es exactamente la misma. Por lo tanto, podemos concluir
esta seccion con el enunciado de Ryu-Takayanagi, valido en gravedad de Einstein con
campos acoplados minimalmente:

Area{ mm} (3.56)

5= 4G N

Para resaltar la conexién entre el método de Lewkowycz-Maldacena y la formula de Ryu-
Takayanagi, notemos que el primero estd bien definido para cualquier solucién a las ecua-
ciones de Einstein con una frontera. En cambio la férmula holografica de R-T es una
conjetura en el contexto de la correspondencia AdS/CFT, donde identificamos la CFT
con la frontera de AdS, y por lo tanto resulta ser un caso particular del método L-M.

3.4. Aplicacién del método de Lewkowycz-Maldacena
a teorias de Gauss-Bonnet y de Lovelock

Como primera aplicacion del método de L-M en un caso distinto al de la teoria de Eins-
tein, veamos como obtener la entropia de entrelazamiento holografica en las teorias de
Lovelock. Estas teorias resultan ser un caso particular de un conjunto de teorias donde la
Lagrangiana depende de manera arbitraria en el tensor de Riemmann y sin embargo sus
ecuaciones siguen siendo de segundo orden en derivadas. En este caso, se logréo demostrar
la forma del funcional en [11], mientras que aqui solo esbozaremos la prueba y aplicaremos
la féormula general a las teorias que nos interesan. Podemos escribir la accién de manera
general como:

S= / 4P JGL(Rue). (3.57)

La tarea principal consiste en deducir todas las posibles combinaciones de tensores de
Riemmann que dan lugar a términos lineales en € una vez que sustituimos la expansion
(3.41). Como sabemos, cudndo aparece un sélo tensor de Riemmann en la accién tenemos
un término proporcional a € que proviene de la componente R,:.:. Notemos que esta
expansion de Taylor se realiza en términos de las coordenadas complejas z y Z, mientras
que aqui debemos hacer la expansién en Taylor de la Lagrangiana alrededor de € = 0:

oL
aRabcd e=0

El término a orden cero no contribuye al funcional, ya que toda esta expresién al final
debe ser derivada respecto a € (por la férmula (3.34)). Con esto en mente, nos queda-
mos solamente con el segundo término en la expansion, que incluye sélo a un tensor de
Riemmann. Por lo tanto, la contribucién en este caso proviene de:

‘C(Rabcd) - *C(Rabcd) ‘6:0 +

Raped + .. (3.58)

1
R.s5 ~ —§€2AV2A = —mee?5P (21, 2?). (3.59)
Esto implica que el inico término en la acciéon que contribuye a este orden es:

I = —4/dD (2\/E 2A)8}2£ Tee? 0P (2! 2?). (3.60)
2727 1€=0
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Integramos respecto a las coordenadas transversales, con ayuda de la delta de Dirac:

oL
M= -2 / dP2yvh
e y\/—aRzZzE

(3.61)

e=0

Ahora que tenemos una expresién para el tinico término proporcional a € en la accién I,
podemos aplicar la férmula (3.70) para obtener el funcional de entropia de entrelazamien-

to:
SEE = —(95](1)| —0 QW/dD_Qy\/E oL
= aRzézE
Comparando esta férmula con (1.33), vemos que este término corresponde a la entropia
de Wald. Para el tipo de teorias que estamos considerando, existe ademas otra posible
contribucion a orden lineal en € cuando consideramos el producto de dos tensores de
Riemmann, el primero de ellos contribuyendo en la componente

(3.62)

y el otro tensor de Riemmann en su forma conjugada, R:;:;. Podria parecer que este
término (asi como todos los términos de orden superior al lineal) no contribuye debido a
la dependencia cuadratica en e. Sin embargo, como demostraremos, al integrar respecto
a p, esta dependencia se ve promovida a una potencia lineal de e que si contribuye al
funcional. También puede verse que este es el inico término posible que se ve promovido
después de realizar la integracién. Por lo tanto, el ultimo término que nos falta considerar
es:

0*L
212] zkz

donde incluimos un factor de simetria de 4 por cada tensor de Riemmann. Si separamos
la integral respecto a p del resto de la integral, podemos ver que toma la forma

/ pdp(V,A) (V. A)e P, (3.65)

donde hemos agrupado todos los factores €24 provenientes de la métrica y de los Riemmann
en el factor e=#4. Si ahora insertamos la forma de A a partir de la geometria del cono
regularizado que estamos utilizando, podemos escribir:

/OO(VZA)(VZA)eﬁA — (a—0)
0 2 e (3.66)
= Z/o PPdp(p* + a*) 22 — (a — 0)

donde el segundo término corresponde a la sustraccion del término sin regularizar, que
llevamos a cabo para obtener un resultado finito, en analogia con el procedimiento de
renormalizacion en teoria de campos. La integral puede resolverse analiticamente, y ob-

tenemos:

2 a2

€T o, a1 ‘OO

— +a”)2" | = — —(a—0 3.67
[+ (5 - =) b o0 (300
Como podemos ver, el primer término aqui da cambia la potencia cuadratica de ¢ a un

factor a una potencia lineal, que si contribuye a la entropia. Quedandonos sélo con el
primer término y haciendo la integracion respecto a p obtenemos

€

~1 (3.68)

[ pao(9.a)ve)e s~
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El factor de 8 depende de la teoria de gravedad, y se obtiene contando las potencias de
e que aparecen en I®, las cudles pueden provenir de el determinante de la métrica, la
métrica inversa y los tensores de Riemmann. Sabemos que /g contribuye con un término
€24, mientras que las dos métricas inversas contribuyen e=?4 cada una. Las contribuciones
de los tensores de Riemmann se obtienen a partir de la métrica a orden cuadratico en p, y
puede demostrarse que por cada Q..;; ¥ Qzz; debemos asociar un factor de e=24, asf como
un factor e~ por cada Vj; y K,i;, y ningun factor exponencial al resto de los tensores en la
expansion (1',U;,Q.z; y rikjl). Si definimos que el indice a corra sobre todos los términos
en la expansion de los tensores de Riemmann, el término en el integrando se vuelve una
suma sobre «. Sea ¢, el nimero total de ()..;; ¥ (zz;; mas un medio del total de V,; y
K,ij en el a-ésimo término. Entonces el producto de todos los e se escribe (considerando

tanto el determinante como las métricas inversas) como

e2A (e 24) 2= 2ga+DA (3.69)

Y

de donde obtenemos 5 = 2(g, + 1). Por lo tanto el resultado final para esta contribucién
a la accién se puede escribir como [11]

E K...K-
5(2) — _85 16 /dd zij 42 Zkl
BE ( e y\/_z aRzzzyaRzkzl o Ga + 1
L K. Kz
=167 [ d° =2
7T-/ y\/_z <8R212]8Rzkzl)a e + 1

Juntando esto con la primera contribucién que habiamos obtenido, podemos escribir el
funcional completo de entropia de entrelazamiento holografica para una teoria general
dependiente del tensor de Riemmann [11]:

S = 27r/dD 2y\/_{ Z( rL )a KZinZ’“}. (3.71)

aRzizjaRzkél Ga +1

(3.70)

aRZZZZ

Notemos que la deduccion de este funcional no implica nada acerca de la forma de la
superficie de codimension dos donde debe ser evaluada. En principio, esto se puede ob-
tener resolviendo las ecuaciones de movimiento en la geometria del cono regularizado,
calculo que puede resultar bastante complicado en general. Sin embargo se conjetura que
esta superficie debe ser la que extremiza el funcional de HEE [11, 10]. Como esto no esta
demostrado, tendremos que probar esta afirmacién para cada caso que estudiemos.

Como primer ejemplo, veamos cémo aplicar la férmula (3.70) al tipo de teorfas cuya
Lagrangiana tiene la forma:

Lz = MR? + MRy R™ + A\3Rapea R, (3.72)

que incluyen a la teoria de Gauss-Bonnet cuando tomamos los acoplamientos como A\; =
A3 = Ao/4 = A. Al considerar también un término de Einstein-Hilbert debemos agregar un
término de area entra 4Gy al funcional de HEE. Evaluando la derivada de la Lagrangiana
obtenemos el funcional de entropia de entrelazamiento:

1 3
Spp = —4m / APy Y20 R + Ao (R“ .= §KaKa> +2X3(R*,, — Ko K*)]  (3.73)

En el caso de gravedad de Gauss-Bonnet esto se reduce al funcional de Jacobson-Myers
[26]:

1
Spp = —— | d®yVh(1+ AR) (3.74)
4Gy
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Para determinar la superficie en la cual hay que evaluar este funcional, debemos insertar la
expansién (3.41) en las ecuaciones de movimiento (1.32), y extraer los términos divergen-
tes. De las ecuaciones en el Apéndice, pueden obtenerse todos los productos de tensores
de Riemmann que contienen divergencias. En [24], se obtienen las siguientes divergencias
en las componentes de las ecuaciones de movimiento:

Divergencias en la componente zz (2Z):

—iKz B AL2e
2z 2z

[K.R —2K.;;RY 4+ (—K? + 3K.K? — 2K?)]. (3.75)

Divergencias en la componente zi (Zi):

AL2e ~ -
— 2K,V (K?) — 2K, V,;(K,) + 2K’ V(K

22 |: Zvj( zz) Zvl( Z) + Z’LV]( Z) (376)

— 2K Vi(KF) + 2K, Vi(KF) = 2K,V (K — 2i%)].

Divergencias en la componente %7:
AL [ (Koig K = 2K KE Koy + KKK, — KK P hy + K hy)

e 2 ) (3.77)

+ ?(Kg Yhij — 2K, K5 — KPP hy; + 2K, K.

En estas expresiones hemos abreviado K®? = K!K¢ y K® = K¢K!K¢. En principio
las componentes ij y iw contienen divergencias, a diferencia de gravedad de Einstein.
Sin embargo, si suponemos que O(K) ~ az/e con a < 1, estas componentes tienden a
cero. Ademds, tenemos que O(K?3) < O(K), de manera que los términos K©®) pueden
ignorarse. Después de todas estas suposiciones obtenemos [24]:

K, + M’ [K,R —2R"K ;] = 0 (3.78)

Como puede comprobarse descomponiendo la métrica inducida en coordenadas tangencia-
les y normales a la superficie, esta es justamente la ecuacién que satisface una superficie
que minimiza el funcional de Jacobson-Myers, por lo tanto la HEE se obtiene evaluando
este funcional en la superficie que lo minimiza. Esta férmula es andloga a la de Ryu-
Takayanagi para el caso de gravedad de Gauss-Bonnet.

En el caso de la teoria de Lovelock, igualmente podemos aplicar la férmula general (3.70)
para obtener el funcional. En este caso, la situacién es méas complicada debido a que
tenemos términos a orden arbitrario que contienen productos de un ntimero arbitrario de
tensores de Riemmann. En [11], se demuestra que las derivadas que aparecen en este caso
pueden obtenerse a partir de la Lagrangiana de la accién (B.1), que a orden k denotamos
como Lo, cOMO:

8£2k<R) _ k 5a0¢1/31---0¢k—15k—125

OR.-.- - 9k—2 H1V1. -1V —122
ZZZZ

v Hk—1Vk—1( 2%\2
Ral"[;1 1”'R0¢k—k151k—k1 "g¥)?, (3.79)
mientras que el producto de la segunda derivada de Lo por los dos tensores de curvatura
extrinseca que aparecen en (3.70) se puede escribir como:
0?Lon(R) 8k ik .ip_ 1k ool j !
8K21K2 _ k‘ _ 1 511 1---2k—1 k_lR' Mlyl...R- Jk—2 k—2K Jk—lK k—1
aRzizj aRZkZl ! & 2k ( )

Jiligr—1lk—1 " Tirka ig—2kK_2 Zig_1 Zkg_1°

(3.80)
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Sustituyendo estas expresiones en (3.70), y simplificando la expresion resultante como se
indica en [11], obtenemos:

SEE = —47Tk3/dD_2y\/E[,2k_2(T‘)
. (3.81)
— _27T/dD—2y\/E 50&151.“0(]@,16]@,17, ,Uflyl. r He—1VE—1

Qk—2 THIV1-fe— 1V —1 a1fr T oap—1Br—1

Ahora podemos aplicar el método discutido la Seccién 3.3 para gravedad de Einstein, con
la finalidad de obtener la localizacion de la superficie de codimensién dos. Sabemos que
las ecuaciones de movimiento en el caso de gravedad de Lovelock toman la forma (1.32),
y podemos definir la componente ab del lado izquierdo de estas ecuaciones de movimiento
como FE,,. Consideremos unicamente la componente 2z de esta cantidad, que podemos
escribir usando las ecuaciones de movimiento de Lovelock como:

(2R, i
Z — ( ZZP1U202--- KKk PE zZo1 V202 VLOL
E z 2k-+]_ 5220’1V20’2...Vk0-kRZp1 R,U,ng ”'R,U‘kpk +
/{72 € b . ) l (382)
. Jglliky.dg—_1kg—1 Jili Je—1lk—1
T 9k—2 ZKZi 6jjlll--']'k—1lk71 Rilkl "'Rik,lkk,l +

donde hemos usado en el paso del segundo renglén la expansién familiar para el tensor de
Riemmann, R,;,; = €K,;;/z + ..., y donde los puntos suspensivos denotan términos que
son menos divergentes cuando p — 0. Los indices contraidos en esta expresion son todos
distintos de z o Z.

Rikﬂ = Tikﬂ + 6_2A9ab<Km‘lejk - Kainbkl) (3.83)

y por lo tanto el término méas divergente resulta ser:

z _ © Jsllikyip—1kg—1 . g1l Jr—1lk—1

K z 2%k—2 <KZZ 5jj1l1---jk—1lk—1 Tivky = Tip_1kp_s T (384>

Cuando consideramos a € como una cantidad pequena pero finita, debemos quedarnos con

el término entre paréntesis, y después de exigir que esta divergencia se anule obtenemos
la ecuacién para la superficie:

Jsllikroig—1kk—1,, jil Je—1lk—1 __
KZZ' 5jjlll~-~jk—1lk—1 Tivky Tig_1kpy = 0. (3'85>
Por otro lado, podemos deducir cual es la ecuaciéon que satisface una superficie que mi-

nimice el funcional Sgg. La ecuacién de movimiento para las coordenadas de encaje se
obtuvo en [11], y se pueden escribir como:

SEE

Ha - 2Km‘j$.
)

(3.86)

Como puede verse de (3.81), el funcional Sgg corresponde a la accién para una teoria
de Lovelock a orden 2%k — 2, con el tensor 75 en lugar del tensor de Riemmann, por lo
que la ecuaciéon de movimiento correspondiente se obtiene de la derivada funcional que
aqui aparece contraida con K,;;. Ahora notemos que la parte de la ecuacion (3.85) que
estd contraida con K7, es exactamente la ecuacién de movimiento para una teorfa de
Lovelock a orden 2k — 2, por lo cual concluimos que la ecuacion que satisface la superficie
de codimension 2 que aparece en el funcional de HEE, es la misma que la de la superficie
que minimiza el funcional Sgg, como habiamos conjeturado en un inicio.
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3.5. Generalizacion a Acoplamiento no-minimal

Hasta el momento hemos estudiado la forma de obtener el funcional de HEE tinicamente
en teorias de gravedad pura, o que a lo sumo incluyen un acoplamiento de tipo minimo
con campos de materia. En este tipo de acoplamiento no aparece explicitamente el tensor
de Riemmann o sus contracciones, y por lo tanto no contribuye al funcional de entropia de
entrelazamiento holografica. El siguiente paso en complejidad es entender cémo aplicar el
método de Lewkowycz-Maldacena a un acoplamiento entre un campo escalar y la métrica,
de forma que haya una contribucion no trivial en la HEE debido a la presencia explicita
del escalar de curvatura en el término de acoplamiento. En concreto, consideraremos la
accion de gravedad de Einstein-Hilbert en cinco dimensiones con el acoplamiento conforme
de (2.4), que puede escribirse en la forma méas familiar:

[¢2 = /d5$\/ (16 GR+ )\(b2R> + [mata (387)

donde I,,,; incluye el resto de los términos que aparecen en la accion y que son indepen-
dientes del tensor de Riemmann:

Lnat = / dPrv/—g (—L — @¢D¢+¢10/3 ) . (3.88)

La eleccion de D esta motivada por la correspondencia holografica, donde una teoria de
gravedad 5 dimensional se mapea a una teoria cuantica 4-dimensional. Notemos que esta
accién se obtiene a partir de 2.4 eligiendo el peso conforme como s =1—D/2, D=5y
los acoplamientos de la siguiente forma:

1 1

TG T 16nGy

el by =1, by = A\ (3.89)
La constriccién sobre el espacio de pardmetros by = b? /by pareceria impedir que desprecie-
mos el acoplamiento con el término a orden cuadratico en el tensor de materia conforme,
sin embargo, cabe mencionar que estas constricciones aparecen bajo la condiciéon de que
la solucién tipo agujero negro que describimos en la Seccion 2.2 sea analitica. Por lo tanto
ain con by = 0, esta teoria estd bien definida. Las ecuaciones de movimiento para la
métrica, que resultan de variar la accion se pueden obtener a partir de las ecuaciones del
Apéndice, y se escriben como

1 1
Rap — §gabR + Agul/ = 8nGNTw = 87GN (gab¢10/3 - )‘(Sab - §gabs)) : (390)

Expandiendo los tensores S,, v S en sus componentes, y separando la parte dependiente
del Riemmann, podemos definir un tensor de energia-momento efectivo que incluye sélo
términos que dependen del campo escalar y de la métrica,

T = (bogapd™™® — A(—26V4 vb¢+10va¢vb¢ ggab VedpVeo + 2g000¢)), (3.91)

con el cual podemos escribir las ecuaciones de movimiento de gravedad en la forma com-

pacta:
Gop(1 4 8TGNAG®) + Ngap = 8TGNT ST (3.92)

Anélogamente podemos escribir las ecuaciones de movimiento para el campo escalar, que
resultan:

1_30¢7/3 + A <¢R _ ED¢) (3.93)
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Ahora que tenemos bien definida la teoria, procedemos aplicando el método L-M para
obtener la contribucién del segundo término de (3.87), de la misma manera que hicimos
en el caso de gravedad de Einstein. La tnica diferencia aqui es que el campo escalar aparece
explicitamente en el término de acoplamiento, de modo que necesitamos una expresion
para la expansion del campo escalar en la métrica del cono regularizado alrededor de p = 0.
Sabemos que el método de condiciones de frontera nos permite obtener una expresion para
la métrica con la singularidad conica regularizada, notando que en la frontera UV de B,
es siempre M;. Andlogamente, el campo escalar cerca de la singularidad p = 0 admite
una descomposicién de la forma

b= &0 + qﬁgl)xa + gbﬁ)x“xb..., (3.94)

donde las funciones ¢q, ¢1, etc. , son finitas cuando p — 0, y pueden determinarse a partir
de las condiciones de frontera. Al igual que para la expansién de la métrica, la condicion
de que la solucion sea regular alrededor de la singularidad, junto con la simetria Z,, indica
que esta debe ser una expansién en p?~2¢ | 2z y z:

O =0.2+ ¢:Z + 022" + 222 + ¢az(22)' (3.95)

Esta expansion, junto con la de la métrica (3.41), nos permiten encontrar las contribu-
ciones a orden mas bajo en el funcional de HEE. Este funcional se obtiene a partir de los
términos proporcionales a € que aparecen en la expansion a orden més bajo en z y Z.

Iy = A / dPr/—g $*R =\ / dPrv/—g 299 Rocpa (3.96)
M M

Analicemos cuéles son los posibles lugares donde puede aparecer cada término propor-
cional a e. Primero consideremos la posible contribucién con el tensor de Riemmann a
orden cero en (z,z). Esto quiere decir que la dependencia en e debe venir de la expansién
a orden més bajo de la cantidad \/—g¢?*. A primer orden en 2 y Z, el tensor de Riemmann
contiene tres términos proporcionales a €, (3.44-3.46), de los cuales sélo (3.44) es distinto
de cero después de realizar la integral en 7 como se discutié en la Seccién 3.3. El resto de
los factores dependientes de e corresponden al determinante de la métrica y a la métrica
inversa, que pueden escribirse como:

_ 1
g =24, Jog= 5\/%6214 + ... (3.97)

Como estamos tomando el tensor de Riemmann a primer orden en la expansion, estos
términos sélo contribuyen a orden mas bajo, y por lo tanto podemos obtener el funcional
de HEE a partir del término:

Rz ~ —mee?46® (z', 2% (3.98)
Para obtener la contribucién de este término, debemos tomar a /—g¢? a orden cero:
2,13 L 54 2\ (0) —24\2(__2A<(2)
Sxgz = A [ d*xd’y 3¢ Vi) (62 02(2e724)2 (w2463 (21, 12))
= )\/ded3y\/ﬁ(4w)¢2(x,y)(0)5(2)(:r) (3.99)
= 47\ / Pyvhe?(0,y).

Notemos que ¢(0,y) corresponde al término de orden 0 en p, que es la solucién para el
campo escalar. Ahora podemos anadir el funcional de Ryu-Takayanagi, correspondiente



72 CAPITULO 3. ENTROPIA GRAVITACIONAL GENERALIZADA

a la parte de Einstein-Hilbert de la accién, para obtener el funcional de HEE completo
para esta teoria:

SEE = SRT + S/\¢2 = /dSy\/ﬁ(L + 47T)\¢2)
4G N
(3.100)
(14 16rGuAgR) T
4G N

Falta encontrar la superficie en la que evaluar este funcional. Al igual que en los casos
anteriores, usaremos las ecuaciones de movimiento (3.93) para demostrar que la superficie
de codimension dos en la que debemos evaluar este funcional corresponde a una super-
ficie que minimiza Sgg. Analicemos estas ecuaciones componente por componente. En
la parte de materia, T;,f ! contiene cinco términos, de los cuales tres contienen sélo pri-
meras derivadas covariantes actuando sobre el campo escalar, y por lo tanto son simples
derivadas parciales que no contienen divergencias. La métrica, por si sola no contiene
términos divergentes, ni tampoco la expansién para el campo escalar (3.95). Por lo tanto
solo quedan dos posibles términos con divergencias en T;,f f , que contienen dos segundas
derivadas covariantes. Esta segunda derivada da lugar a un término proporcional a 2!
(z7!) cuando tomamos la componente zz (2Z), debido a la presencia de las componentes
de los simbolos de Christoffel:

Tl ~ 2(=9VaVio + gupd o) (3.101)
La componente zz da:
e a € F74 € zZzZ €
Tzsz ~ 2(_¢Vzvz¢ + gzqu(g bvavb¢>> ~ 2(¢;az¢ - gzz(g ;8z¢ + g %ang)

€ € =5 € _- €
- 2¢;az¢ - 2¢;az¢ + 2gzzgzzgaf¢ - ngzgzziaigba

z

(3.102)

sin embargo, este 1ultimo término contiene un factor g..¢**, a orden dos en la expansién
dada anteriormente, y estas componentes de la métrica contienen factores de z y z (como
puede verse de (3.41)), que hacen que esta divergencia sea subdominante. Lo mismo sucede
si consideramos la componente zZz de la ecuacién de movimiento. Por lo tanto Tflfc 1o
contiene ninguna divergencia dominante que debamos de fijar a cero, y solo resta el lado
izquierdo de las ecuaciones de movimiento, que se escribe como:

1
Gap(1 + 2 + Agap = (Rap — §gabR)(1 + A¢%) + Agas
. (3.103)
== (Rab - §gabQCdRcd)(]- + )\QSQ) + Agab:

donde por conveniencia hemos absorbido la constante numérica 87wGy en la definicién de
A. Sabemos que la expansién de la métrica y del campo escalar no contienen términos
con divergencias. Por lo tanto la tnica contribucién debe provenir de la expansion del
tensor de Ricci, donde sabemos de las ecuaciones (3.44-3.46) que las tnicas divergencias
estan en las componentes zz y zZ. Estas componentes contribuyen al orden méas bajo en
la expansion perturbativa, mientras que las componentes zz y zz de la métrica son cero a
este orden. Esto significa que el segundo término en el primer paréntesis sélo contribuye
con una divergencia si consideramos la expansion a un orden mas alto, lo que significa
que no contribuye a la ecuacién de la superficie de codimension dos. Asi, la tinica posible
divergencia proviene del término:

R..(1+ X¢?) ~ 2K,;;9" — (1 + A¢?) = 0. (3.104)

€
z
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Fijando este término igual a cero para que no haya divergencias en las ecuaciones de
movimiento obtenemos la ecuacion:

K.;g7 = K, =0, (3.105)

Esta es la misma ecuacion que satisface la una superficie de area minima en gravedad
de Einstein, como obtuvimos en la Seccién 3.3. Por otro lado, la ecuacién de movimiento
para el campo escalar, (3.93) sélo contiene una potencial divergencia, que proviene del
término O¢ ~ g**£0.¢ + g**<0:¢. Las derivadas respecto a las coordenadas complejas son
cero a orden mas bajo, por lo que este término se anula trivialmente. Podemos intentar
empatar la condiciéon que hemos obtenido con la condicién de extremalidad en el funcional

que obtuvimos. En este caso, tenemos:

Sps . (0L 6hy 5L 66
— g sxm o 22
SXn / d x(éhij oxn’ 56 OXH

6X“> . (3.106)

Como en gravedad de Einstein, pedir que el primero de estos dos términos se anule, es
equivalente a la condiciéon de que la traza de la curvatura extrinseca sea cero, que empata
con la condicién (3.105). Para que la superficie sea minima, se debe cumplir ademés que:

n20V ¢ ~ ¢(d.¢ + 0:0) =0 (3.107)

Por lo tanto, la superficie de codimensién dos que satisface (3.105) cuando la teoria de
gravedad es, también extremiza el funcional de HEE que obtuvimos. Notemos que este
analisis es completamente independiente de la potencia de ¢ que aparece en la accion
(3.87), y por lo tanto, es inmediata la generalizacién a cualquier término en la Lagrangiana
de la forma ¢™R. En la siguiente seccién, evaluaremos explicitamente este funcional en el
caso en el que tomamos el peso conforme de la teoria (2.4) como s = —é, dando lugar
a un término de este tipo con n = 15. Sin embargo, la dependencia en las coordenadas
y que resultan de considerar una solucion particular para el campo escalar resulta ser
independiente de la eleccion del peso conforme.
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Capitulo 4

Funcional de Entropia Gravitacional
Generalizada

la entropia gravitacional generalizada en la teoria expuesta en el Capitulo 2, en-

focdandonos en principio en la accion en 5 dimensiones.
El procedimiento que seguiremos serd primero evaluar la accién en términos de las ex-
pansiones (3.41) y (C.18). Después integramos a lo largo de las coordenadas normales
a la superficie de codimensién dos, y eventualmente renormalizamos haciendo tender el
parametro de corte a — 0. Los términos que contribuyen al funcional seran los términos
proporcionales a € (después de hacer la integracién), que son tnicos los que sobreviven a
la derivacién 0, |.—g. Para las coordenadas tangenciales usaremos la nomenclatura y* con
i=0,...,D — 2y para las normales, cualquiera de los conjuntos (p, ), (z*,z?), o (2, 2).

EN esta seccion aplicaremos el método de Lewkowycz Maldacena para el calculo de

4.1. Contribuciones de la accion al funcional de en-
tropia

En esta seccion calcularemos las contribuciones de la accién a la entropia de entrelazamien-
to mediante el método de conos aplastados desarrollado en la seccion anterior. Partimos
de la accién gravitacional para la teoria de gravedad de Lovelock acoplada con materia
conforme en 5 dimensiones espacio-temporales, que obtenemos de evaluar la férmula (2.4)
en D =5y s=—1/5. Esta elecciéon de s nos permitird usar mas adelante la soluciéon de
agujero negro de la Seccién 2.2.

—A 1
I — dD — 25 13 2 2 |:| o 2 . c
0.0 = | P0v=a( o + o+ ™ + i (R + 20000 - 2607076 +
Bod(¢" (Reaas R — 4R R 4+ R?) + 800> Ry V* V' — 480 Rapp* V9V o+

¢*R( — 40¢0¢ — 60V,9V*¢) + 35400(V.0V°®)* + 25600(¢0e) (V.0 V°P)
— 1740(¢0¢)? + 7200(¢V .0 V,0V V) + 300¢2(vavb¢vavb¢))>

(4.1)
Resultara conveniente separar en la forma
gy, ) = Igg + Ir + Iy + Iy + Igg + Iu, (4.2)
donde
Ipy = / d5x\/_—g<_—A + LR) (4.3)
M &G 167G /)’ ’
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In= 5 / Fey =g 6°R, (4.4)
M

1
Iy = —4804, / d°r/=g (Rap + ggabR) PPV Vo, (4.5)
M
1
Iy = 8052/ d°z/—g (Ray — §gabR) PV, (4.6)
M
IGB = 52/ d5fL’\/ —g (b5 (RcdabRCdab - 4RabRab + Rz) s (47)
M

hu= [ %0 =g (506 + 10" (20006 — 2007.6V°0)
M
+ Ba(35400(VpV4)? + 25600(¢0¢) (VpVep) — 1740(¢0¢)?  (4.8)
+ 7200(¢V .6V, 6VEVES) + 300¢2(vavb¢vavb¢))).

Como veremos més adelante, el funcional de entropia de entrelazamiento hologréfica re-
cibira contribuciones de cada uno de estos términos, de manera que podemos separarlo
como:

Sepg = Sgg + Sp+ Sy + Sy + Sag + S (4.9)

Calcularemos término por término estas contribuciones aislando los términos a primer or-
den en € en la expansién perturbativa. Notemos que todos los términos en la Lagrangiana
que son independientes del tensor de Riemmann y sus contracciones, han sido agrupados
en el término S),. Es facil ver que estos términos no contribuyen al funcional, ya que la
métrica y el campo escalar no contienen términos proporcionales a € al orden mas bajo,
y al ser integrados, estos términos solo contribuyen con potencias subdominantes de e.

El termino de Einstein-Hilbert Sgy contribuye a la entropia de entrelazamiento con el
término usual de area:

A 1
El analisis del término Sy es totalmente andlogo al caso del acoplamiento ¢? R estudiado en
la Seccién 3.87. La diferencia aqui es tinicamente la potencia del campo ¢. Como podemos
ver de la expansion de la ecuacién (C.18) con n = 15 (y en general para n arbitrario), se
cumple que la dependencia en e aparece de tal forma que al integrar las contribuciones
a segundo orden en z(Z), no hay términos lineales en e. La tinica contribucién proviene
entonces del escalar de curvatura al mismo orden que en el caso n = 2, multiplicado por la
contribucién a orden cero en el campo. De esta manera podemos escribir su contribucion
al funcional como:

Sp = b /dSy(\/ﬁ o). (4.11)
4G N

Asi, ahora resta calcular las contribuciones de los términos Iy, Iy v Igg. Para ello nos

apoyaremos en el trabajo de [20].

4.1.1. Término con primeras derivadas del campo

El acoplamiento que aparece en Iy es similar al que aparece en la teoria de gravedad de
Horndeski [21], que es de la forma G, V?¢V’¢. La diferencia principal aqui, es que el
tensor de Einstein es sustituido el tensor G, = R, + %gabR, ademds de un factor de ¢3
multiplicando a toda esta expresion. Como demostraremos mas adelante, debido a que esta
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potencia del campo escalar no contiene términos dominantes proporcionales a €, el anélisis
en ambos casos es completamente analogo. Consideremos la accién (4.5). Este término
a su vez contribuye con un término proporcional al tensor de Ricci y otro proporcional
al escalar de curvatura. El tensor de Ricci aparece contraido en sus dos indices, por lo
que aparecen términos con todas las combinaciones de indices posibles. Estudiando con
cuidado la estructura de los tensores de Riemmann y de Ricci (ver ecuaciones (C.9)-(C.15)
en el Apéndice), podemos ver que sélo tres de esos términos son proporcionales a €:

R* ~ 8e g K i,V A, (4.12)
R ~ 8e g K,V A, (4.13)
R* ~ 2e7*V? A, (4.14)

Como vimos en el caso de gravedad Einstein, a segundo orden en la expansion en coor-
denadas normales, s6lo hay un término a orden € en el escalar de curvatura, y puede
escribirse como:

R~ 27V A. (4.15)

Sustituyendo estos cuatro términos en la expresién (4.5):

St = O0cly |e=o= —4800: / d°x\/=g¢* (R*0:¢0:¢ + R70,¢0.¢ + R0:¢0.¢
M

1
+ ngcqschs) = —480/, / Pr/=g¢* (8¢ (K:V:A(0:0)* + K.V.A(0.4)%)
M
1
+ 2 4V2 A(0:00.6 + gezAVCqchgb)).

(4.16)
El siguiente paso sera integrar respecto a las coordenadas normales a la superficie de
codimensién dos. Recordando la forma de la funcién reguladora A(p) = —§In(p? + a?) =
—£1n(zz + a*), podemos calcular las derivadas que aparecen en (4.12) y (4.13):

€ z € z
Vid= -~ VA= -t = 417
22z + a? 227+ a? ( )

De esta manera, para los primeros dos términos en la accién que son proporcionales a K
y K., podemos sustituir la forma polar z = p e™*” y obtener las integrales de la forma:

27 [e8)
p .
—480 d dp———=€" — (a = 0). 4.18
o [ ar [t =0 (1.13)

La integral respecto a 7 es proporcional a €™ evaluada sobre desde 0 hasta 27, por lo que
se anula, y por lo tanto toda la integral también se anula. Esto se debe a la sencilla razon
de que en la expansion en coordenadas normales hemos impuesto condiciones periddicas
sobre la métrica. En general, cualquier término que dependa de esta forma en z o z serd
cero por la misma razén. Si consideramos 6rdenes superiores en la expansién del factor
¢® que aparece en esta accién, obtendremos de nuevo una integral que se anula por la
periodicidad de 7. Esto se debe a que cualquier potencia de ¢ que dependa de e contiene
sélo potencias pares de p, como podemos ver de (C.18).

Esto nos deja con el tltimo término en (4.16). Como también vimos en el caso de gravedad
de Einstein, el término V2A resulta ser proporcional a la delta de Dirac y a €. Realizar
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la integral sobre p requiere evaluar todo ese término en z = z = 0. Escribiendo /—¢g =

1e24/h, tenemos:

Sp = —4808, / d3y(%e2A\/E)(26_4A)¢3(@z¢3z¢ + ée”‘VcW%) |2=0

oM (4.19)

— 4805, /a PyVigH (7 0:00.0 oo+ (VetV°0) |-co ).
M

El primer término aqui se anula porque sélo involucra derivadas respecto a las coordenadas
normales. El segundo término incluye una contraccién de derivadas (V.¢pV¢p) que se
descompone en una parte que al ser evaluada a orden cero en z se anula, y otra parte que
depende sélo de las coordenadas tangenciales [20]:

P’V pVh ~ $°h70,60;0. (4.20)

La integracion de la delta de Dirac evaltia al campo escalar en p = 0, de forma que al
final obtenemos la siguiente expresion:

Sy = —2407 3, / BP*yvV'h b 9;00;¢0¢°. (4.21)
oM

4.1.2. Término con segundas derivadas del campo

Calcularemos la contribucién (4.6) de manera similar. En este caso, tenemos al tensor
Ga = Rap, — % gap R contraido en sus dos indices de la misma forma que en el caso anterior,
de forma que aparecen exactamente los mismos términos proporcionales a € que en ese
caso. Sin embargo notemos aqui una diferencia importante. En el caso anterior, al evaluar
las primeras derivadas covariantes del campo no hay contribuciones lineales a € prove-
nientes de la métrica porque, al actuar sobre el campo escalar, esto es simplemente una
derivada parcial. En este caso, tenemos que tomar dos derivadas covariantes del campo,
por lo que en la expansién aparecera el simbolo de Christoffel, I'?* (I'Z% ). De la ecuaciones
(3.41), notamos que las componentes zz y Zz son proporcionales a e:
ez ~—- [z~ —

€
. B . (4.22)
Por lo tanto, tenemos en principio una contribucién ocasionada por la forma de la derivada
covariante, V.V.¢ ~ 0?¢ + I'?_0¢ y similarmente para la componente z. Sin embargo,
puede verse que € viene acompaniado del factor 21 (z71), que expresados en su forma
polar dan lugar a integrandos de la forma pe**”. Por el argumento que nos permitié fijar
el término (4.18) igual a cero, sabemos que las integrales que solo dependen en 7 de esta
forma funcional también se anulan. Ahora bien, como en la accién aparece esta derivada
covariante multiplicada por el tensor G, la tnica posible contribucién de este término
proviene de los productos

2T 00
Sg = 0dy| ~ 805236/ / drdp (Ggg)riz + Ggf;) |e=0
€ o Jo
2m [e's) 1 ) 1
~ 8080, / / drdp (Gg?(——) +GY (—j)) (4.23)
0 0 z z

=0.

€

00 2 2
~ —8062/ dp p~? (GQ/ dr e™ ™ + Gg;—)/ dr e”)
0 0 0

Por lo tanto, la parte de la derivada covariante que involucra al término de Christoffel no
contribuye al funcional, dejdndonos tinicamente con la la derivada parcial respecto a z(z)
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actuando sobre el campo. Para este caso, podemos atribuirle toda la dependencia lineal
en € al tensor G, tal como en el caso anterior toda la esta dependencia estaba contenida
en el tensor R, + %gabR . De aqui en adelante el andlisis en ambos casos es el mismo,
pero ahora en lugar de la ecuacién (4.16). tendremos la siguiente ecuacién:

Str = 0cli |emo= 805 / d’x\/=g¢* (R*0:0:¢ + R70.0.¢ + R70:0.¢
M
- %Rng) = 8003, / Pay/=g¢" (8¢ (K:V:A02¢ + K.V, AD29) (4.24)
M
+2e*V?A(0;0,¢ — %eQAng)),

y en lugar de (4.19) tendremos:

SH/ = 80/82 / d3y(leZA\/ﬁ)(26_4A)¢4(8582¢ - 16214[]@5) |z:0

om 2 2 (4.25)

=508, [ dyVhot(e 0.0 |0 ~3(00) | ).
oM

Evaluando la cantidad entre paréntesis a orden cero en z, vemos que el término con 0,z¢
se anula, mientras que el término que incluye al D’Alembertiano se vuelve:

¢'0¢ ~ ¢ (h79,9;¢), (4.26)

por lo que finalmente el funcional toma la forma:

Sy = —408,(4m) / Pyv'h ¢*h9,8;6. (4.27)

ox

4.1.3. Término de Gauss-Bonnet modificado

La ultima contribucién a la entropia de entrelazamiento holografica que tenemos que cal-
cular proviene del término (4.7) en la accién, que es similar al término de Gauss-Bonnet,
salvo que aparece multiplicado por una potencia de ¢. En la ausencia de este factor, la
contribucién correspondiente se calculé en [11], cuyo andlisis se explicé detalladamente en
el Capitulo 3, y sabemos que es una suma de dos términos, uno proporcional al escalar de
curvatura construido con la métrica inducida, y otro proporcional a la curvatura extrinse-
ca. A su vez, estos dos términos provienen respectivamente de una contribucion lineal en
el tensor de Riemmann y otra a orden cuadratico en la curvatura. Aqui el problema es
similar, salvo que tenemos que evaluar la contribucién, si es que existe, del campo escalar.

Del analisis realizado en [11], sabemos que la accién de Gauss-Bonnet contiene dos térmi-
nos proporcionales a €. Veamos como la presencia del campo escalar multiplicando en la
accion afecta a cada uno de estos términos. El primero, proviene de la tinica componente
del tensor de Riemmann proporcional a €, que es la zzzZ;

1
Rz ~ Ze“va. (4.28)
Para obtener la contribuciéon de un solo tensor de Riemmann, tenemos que tomar la

derivada del Lagrangiano respecto a esta componente. La evaluacion de este término es
similar a la del término Sk en la ecuacién (4.11), gracias a la presencia de la delta de
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Dirac. Tenemos:

oL 1
GB _ 4ﬁ2/d5$\/_ ¢5 RGiBi |€:0 Z62Av214

:52/d,0d7'd3 (ze*2Vh) ¢ aaéG_B_ le—o e*A(4med(xt, 2?)) (4.29)

oL
N 27T52/ Py 55 | (67

Podemos ver que al menos para este término, la contribucién de la acciéon Lz = ¢°Lap
al funcional puede calcularse siguiendo la receta de Dong en [11];

S = or / Pyv'h ( aRm) (4.30)

que coincide con la entropia de Wald. Para Gauss-Bonnet, podemos evaluar facilmente la
derivada respecto al tensor de Riemmann y obtenemos:

JLcp
8Rz222
donde R es el escalar de curvatura de la superficie de codimensién 2, que obtenemos al

poner p = f(z) y 7 = 0 en la métrica para la solucién. De esta manera la contribucién
completa en (4.29) puede escribirse como:

=R, (4.31)

e=0

SE) = 4xpB, / PyvVh R ¢° (4.32)
0%

Sabemos qué forma toma el funcional de HEE para el caso de gravedad de Gauss-Bonnet
pura [11, 24]. Dicha contribucién proviene del producto de dos tensores de Riemmann,
como estudiamos en la Seccién 3. Esta contribucién aparece a orden cuadrético en z y Z.
Por lo tanto, vamos a considerar todas las posibles contribuciones a orden cuadréatico en
la expansién en coordenadas complejas, y determinaremos cudles de estos términos son
proporcionales a €. En el primer caso, podemos considerar la potencia de ¢ que aparece
en la accion a segundo orden en este expansiéon, por lo que el término de Gauss-Bonnet
deberd aparecer a orden cero. Sabemos de la ecuacién (C.18), que la dependencia en e
de las potencias del campo, estd en la forma p®~2¢, donde « es un niimero entero, y al
integrar este término sobre p, no hay ningtin término proporcional a €, y por lo tanto no
contribuye al funcional de entropia de entrelazamiento. Para el término a orden cero en el
campo escalar, y orden cuadratico en los tensores de Riemmann, obtenemos esencialmente
lo mismo que para el caso sin campo escalar evaluado en la superficie de codimensién dos,
por lo que el resultado es simplemente :

2L
) / pdp dr dPy/§¢° =2 (2K iV . A) (2K 1 V2A) =0

aRzizj aRZkZl
4 2 2\ Be 3 5 & Lgg
=2r | p’dp(p” +a”)>2 d y\/ﬁ¢>ziﬁi——j§§§——‘(Qf(m)(Qf(kﬂ (4.33)
0 212] zkzl
= —47re/d3 \@ngK K
Y 8Rzizj 8R2k¢zl H

Evaluamos la segunda derivada respecto al Riemmann de la Lagrangiana de Gauss-
Bonnet:

—F—— K Ky = 2K, 4.34
aRzizjaRZkZl M ( )
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Haciendo las contracciones vemos que estos dos términos se cancelan entre si, por lo que
la contribucién total de este término también se anula. Sabemos que en la expansién de
Taylor para dos variables ¢ y Rupeq, @ segundo orden aparecen tres términos, de los cuales
hemos considerado tnicamente el término a orden cero en el campo escalar. Ademas
de esto, podriamos tener contribuciones a segundo orden en el campo o con derivadas
cruzadas en la expansion de Taylor, como:

O oL oL
/M dPz\/g (a—ﬁ;(@z + gbgi)) ( 5 RGBJ (2K.;; V. A) + 3 St

Vo)) (439

Z0Zj

Sabemos que las contribuciones que provienen de la primera derivada de la Lagrangiana
son lineales en la expansion en las coordenadas z, Z, por lo que podriamos tomar la parte a
orden uno de phi para obtener un término cuadratico. Este término serd proporcional a e.
Sin embargo, notemos que la divergencia en el segundo factor se cancela con las potencias
lineales en el primero, o bien, aparece multiplicada por factores de e*™", que anulan la
contribucion después de hacer la integral sobre 7. Por lo tanto, no hay contribucién de
dicho término.

Con todas estas consideraciones, recordemos de la Seccion 3, que en teoria de Gauss-
Bonnet pura (y en general para cualquier teoria dependiente del Riemmann con segundas
derivadas en las ecuaciones de movimiento), aparece un término anémalo, debido a la
promocién de un término cuadratico en € a un término lineal, que surge de la integral
a lo largo de la coordenada radial [11, 12]. Por lo tanto, podemos preguntarnos si este
término atn se ve promovido a una potencia lineal de € cuando el orden en el que aparece
la potencia del campo escalar es distinto de cero. Al considerar una potencia del campo
escalar multiplicando este factor surge una diferencia importante respecto a los célculos
previos. En todos los casos anteriores tuvimos la ventaja de que al sustituir las posibles
contribuciones en el tensor de Riemmann y sus contracciones (todas a primer orden en
este tensor), la expansion se separa en una parte lineal en € y otra parte que no contribuye
a la integral a este orden. Ademas, la evaluacién del campo escalar se facilitaba debido a
que en todos los casos esta contribucion aparecia acompanada de una delta de Dirac que
evaluaba al campo escalar en p = 0. En concreto, consideremos el término:

0*Lap
dp dr d° (2K, V. A) (2K, VA 4.
[ o dr 5 19 ) 2KV 2A) (4.30)

Recordando la expansién del campo escalar en (3.95), podemos escribir la dependencia
en € de una potencia arbitraria del campo escalar como:

k
an ~ Z Olk(p2 + a2>((l+n—k)—e(n—k)) + .., (437)

donde hemos realizado la sustitucién p? — p? + a?, que interpretamos como una regulari-
zacion de la singularidad coénica, que definimos reemplazando la geometria cerca de dicha
singularidad por una geometria suave determinada por el parametro de corte a. Los Cj; son
los correspondientes coeficientes de la expansion, y los puntos suspensivos denotan térmi-
nos que contienen factores de z o z, como ¢* ~ ¢°_(p? + a?)*1=9 ¢® ~ ¢>_(p* + a?)>1 79,

etc. Los términos de esta forma no contribuyen porque inducen factores de e*", que se
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anulan al integrar respecto a 7. Separando la parte dependiente en p,

OO n—k)—e(n— Be—
Cin / Pdp(p? + a2) (=R (2 4 2y Ee2 (4 )
0

Il
=] 7
Mk

Cir / plp(p? + a?) (TR — (0 — 0)
0

& o 2 2\ I+n+k(e—1)+Be/2—ne —2a’
= Z Clk [(CL + P ) <

2
+2l+2n+2k(e—1)+ﬂe—2ne

I - o,
(4.38)

Debido a la forma del denominador en estos dos términos, vemos que sélamente el segun-
do puede dar lugar a un denominador proporcional a € a orden dominante, por lo que
ignoramos el primer término. Después de regularizar y evaluar los limites de integracion,
obtenemos la siguiente contribucion:

k
€ 2(I+n+k(e—1)+Be/2—ne) 2 )] 4
2.2 Cu [(“ (21 + 20+ 2k(e — 1) + Be — 2ne (439)

La condicién para obtener una potencia e ! en el denominador es entonces:
204 2n -2k =0, 2k —2n =0, (4.40)

o de manera equivalente

n=*k 1=0. (4.41)

Como la suma sobre k de (C.18) corre hasta n — 1, es imposible satisfacer esta condi-
cién con n # 0. Se sigue entonces que el inico factor de ¢™ que da lugar a una potencia
cuadratica después de integrar un término lineal en €, ocurre tnicamente con n = 0, es
decir, si no aparece explicitamente el campo escalar en la accién. Dicho de otra manera,
la presencia del campo escalar en la accién arruina la dependencia lineal del tinico posible
término a orden cuadrético en el Riemmann que puede ser promovido a un factor pro-
porcional a € tras la integracion en p. Por lo tanto, la tinica posible contribucién de este
término viene de considerar el campo escalar a orden cero en e.

Se sigue que la contribucién total del término que incluye al escalar de Gauss-Bonnet
multiplicado por una potencia del campo da lugar a la siguiente contribucion al funcional
de HEE:

Sep = 47, ( / ByvViRe® + 2 /8 ¢5K) . (4.42)
¥ >

4.1.4. Funcional de HEE para la solucién de agujero negro 5-
dimensional.

Gracias al analisis de la seccion anterior, podemos sustituir los resultados de las ecuaciones
(4.11), (4.21), (4.27) y (4.42) en la ecuacién (4.9), y escribir el funcional total de entropia de
entrelazamiento holografica en gravedad de Lovelock acoplada conformalmente a segundo

(a® 4 p?)(—2 4+ 2l + 2n + 2k(e — 1) + fe — 2ne)
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orden con materia escalar:

1
Spp = —— [ dy/h + ampy / PyVh
4G N

—47r<6052 / Pyv'h b7 9;09;¢¢° + 404 / Pyvh ¢4hijaiaj¢> (4.43)
oM ox
4 PyvVhRe® + 2 5K),
vans ([ @iRg vz [ o

o de manera equivalente:
1 . -
Sk = [ dyV(5g +An(510 + BaRG — 6050°h 0,60,0 — 10526'h70,0,0)
)

+252/8 P°K
>

(4.44)
Este funcional es el resultado principal de este trabajo. Notemos que, las potencias de ¢
proporcionales a cada uno de los acoplamientos que aparecen dentro de la integral, son
exactamente las mismas que aparecen en la accién (2.4). Este hecho es consecuencia de
que el campo escalar no contribuye a este funcional mas alla de orden cero en la expan-

sion en coordenadas complejas, y por lo tanto todas estas potencias inocuas del campo se
heredan al funcional de HEE.

Como un ejemplo concreto, procedamos al calculo explicito de este funcional para la so-
lucién a la teoria (2.4) estudiada en la Seccién 2.2. Esto es, un agujero negro con pelo
escalar en 5 dimensiones. En la frontera de la geometria asintéticamente AdS, considere-
mos una regién espacial 3-dimensional a tiempo constante, que llamaremos A. Sabemos
que esta solucion tiene simetria esférica, por lo que podemos delimitar la regiéon A desde
—0 a 0 , donde 6 del angulo de apertura medido desde el origen en coordenadas polares.
Como la simetria esférica se extiende hacia el bulto, entonces el perfil de las superficies
de codimensién 2 que terminan en A pueden representarse por medio de una funcion de
la coordenada angular, r(). Podemos calcular ficilmente el determinante de la métrica
inducida a partir de este ansatz y de la funcién métrica de la solucién del agujero negro:
M 0 T‘2

f(r)—l—ﬁ—%—l—l—2 (4.45)
Primero calculamos las componentes del tensor h;;, donde los indices sélo toman los va-
lores €2 y 6 ya que estamos suponiendo que la superficie es independiente del resto de las
coordenadas en el bulto. Tenemos:

1”/2
h99 = guuauXraerr = goo + grr(r/)z = f(T’) + 72, (446)
h¢¢ = guya“qu@”rqu = 7“2 Sin2<9) = g#,ﬁ“Xwa”erp = hww, (447)

hrg = hr¢ = hw, = h9¢ = h9¢ = h¢¢ = 0. (448)
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Tomando el producto de (4.46) y (4.47) obtenemos el determinante de la métrica inducida:

(T/>2

h = r*sin?(0) ( + 7“2) . (4.49)
f(r)

Ademas necesitamos el escalar de curvatura inducido en la superficie, y la traza de la

curvatura extrinseca. Para ello definimos una funcién que en esencia es la funcion A que

regulariza la geometria del cono aplastado, pero calculada en la geometria en la capa de

masa;

2
o2 _ T _
e’ == = F =1n(r/z). (4.50)
De esta manera podemos calcular las cantidades geométricas correspondientes a la solucion
de agujero negro. Para el escalar de curvatura obtenemos:

R =22 —4V?F — 6(0F)?, (4.51)

donde hemos calculado tenemos las siguientes identidades:
1
et =r?sin®(0),  V2F = ——0p(\/heeh®0sF), (OF)? = h% (0, F)*.  (4.52)
vV hoe

Para obtener la traza del tensor de curvatura extrinseca, debemos definir un vector normal
apuntando hacia afuera de la superficie de codimension dos:

Ng =\ hggéga, ,na =V h€059a, (453)
en términos del cual podemos calcular la curvatura extrinseca:
K = (h* — n*n®)V,n,. (4.54)

Notemos que también aparecen segundas derivadas del campo escalar, que podemos cal-
cular sustituyendo la solucién ¢ = N/r'/® en el funcional de HEE:

N _ N r'? 1 N

— _ 2 "2
h2]81¢a]¢ - h@eae 701/5 69 r1/5 - (f(T) + r )(_5T6/57a ) ? (455)
y
N r’? 6 N . 1N
— 2 _ 2 / "
hzj(?ﬁj(b = h99(69> 7"1/5 - (f(T’) +7r ) (—25 _Tll/Sr — g—TG/ST ) . (456)

Aqui, el simbolo ’ denota la primera derivada respecto a la coordenada 6. Sustituyendo
estas expresiones en el funcional (4.44), podemos obtener la forma explicita para el caso
de interés:

o o 2 21/2 1 N3 2 ., 1IN
Spp = 4#/0 dG[r sin“(0) <;(2> +7r ) }(W —6052m<f(r> +r )(—gmr)

N4 2 6 N » 1N N¥  N° 283
—4 o 2 e e e/ e
0627“4/5(f(7“) +r) (257’11/5T 570/5 ) 6 r3 * r 7’2sin2(9))
0 N2 =1/2 nr5
0 (r") 2) N . )
+87Tﬂ/ d@(——l—r —(rcos(@) + ' sin(0
[ (5 (1 cos(0) + ' sin(0)

0 12 1/2 5,.12 2
_ ’ . (r") 1 N°r r
=aa [ (G5 +7) ] (g~ 25 (7 )
5,11 12 5 15
(

6o )2 ) —1/2 zr5 . )
—|—87r62/0 do (f(?“) + 7 ) —(rcos(0) + ' sin(0))

r

(4.57)
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Para evaluar este funcional debemos conocer el perfil 7(6) de la superficie de codimensién
dos. Basandonos en los resultados previos del Capitulo 3, conjeturamos que esta superficie
coincide con la que extremiza el funcional. Seria interesante demostrar esto de manera
precisa, sin embargo, lo dejaremos para un trabajo posterior.
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Capitulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

En este trabajo, utilizamos las herramientas de la correspondencia AdS/CFT para es-
tudiar una teoria de gravedad con correcciones de orden superior, que admite soluciones
tipo agujero negro con una carga escalar que retroactia en la métrica. En particular, nos
especializamos en el cdlculo del funcional de la entropia de entrelazamiento holografica.
Con este objetivo en mente, primero desarrollamos todas las herramientas necesarias para
formular y entender la correspondencia AdS/CFT.

Como aprendimos en el primer capitulo de este trabajo, se necesita entender primero la
forma en la que describimos el mundo a escalas ultra-energéticas, que a diferencia del
mundo macroscépico, esta regido por la mecanica cuantica. La teoria de gravedad de
Einstein parece ser incompatible con los procedimientos de cuantizacion conocidos, y es
por esto que nos preguntamos si existe la posibilidad de que la gravedad esté en realidad
descrita por una teoria mas general que la de la relatividad general. Esto nos llevéd a
explorar las teorias con correcciones de orden superior en la curvatura. El ejemplo que
mejor se estudio en esta tesis fue la teoria de gravedad de Lovelock. Ademas de considerar
el caso de gravedad pura, o con acoplamiento minimal, analizamos una manera particular
de acoplar esta teoria de gravedad a un campo de materia escalar no masivo, que tiene
soluciones esféricas con un horizonte, que a su vez presentan una retroaccion del campo
escalar en la métrica. Ademas de esto, tiene otras propiedades interesantes. Esta solucion
resulta invariante bajo una transformacion de Weyl que nos permite elegir libremente un
peso conforme en la teoria. También presenta un tipo de dualidad cuando reescalamos
conjuntamente la métrica y el campo escalar, de forma que obtenemos soluciones que son
equivalentes bajo este reescalamiento a otras soluciones de la misma teoria, y en casos
particulares, estas soluciones pueden ser autoduales. Otro resultado importante es que, al
igual que en otras soluciones de este tipo, que aparecen en otras teorias de gravedad como
Reissner-Nordstrom o Gauss-Bonnet, existe una transicién de fase totalmente andloga a
la transicién de Van der Waals, que puede entenderse como una transicion de agujeros
negros de radio chico, a agujeros con radio grande. En [14], se encontr6 que en el ensemble
a Sy T fijas, se satisface la ley de areas iguales de Maxwell para la entropia térmica. En
este trabajo realizamos el calculo andlogo para el ensemble con P fija, v Ty Qq variables,
en un caso particular de la eleccion de la carga escalar y del resto de los acoplamientos
en la solucion. Como era de esperarse, obtuvimos que la ley de areas de Maxwell también
se satisface en este caso.

Aprendimos, que podemos interpretar los términos con correcciones como contribuciones
que son pequenas cuando la curvatura es débil, pero que cobran mayor relevancia en
geometrias altamente curvadas, como la superficie de un agujero negro. Mas alla de los
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experimentos que realizamos en el LHC, no tenemos ninguna certeza de cémo se comporta
el mundo en este régimen. Sin embargo, sabemos que la teoria de cuerdas es un candidato
a unificar la gravedad y la mecanica cudntica en estas escalas. Si en verdad describiera a
nuestro universo, esta teoria nos permitiria explorar e intentar entender las propiedades
cuanticas de ciertas teorias con correcciones de orden superior, y en particular, de sus
soluciones tipo agujero negro. La teoria de cuerdas, nos permite al mismo tiempo deducir
un enunciado que nos brinda toda una maquinaria para relacionar cantidades calculadas
en una teorfa cuantica de tipo conforme con una teoria de gravedad en un fondo asintéti-
camente AdS. En este contexto, sabemos que la entropia de entrelazamiento hologréfica
es una cantidad 1til para entender la termodinamica de los agujeros negros y el papel que
esta juega en el diccionario de la correspondencia AdS/CFT. Las soluciones de agujero
negro que elegimos estudiar comparten la propiedad de ser AdS en la asintotica, asi que
es natural preguntarnos si existe un dual holografico a dichas soluciones. Una manera de
averiguar esto es calcular la entropia de entrelazamiento holografica. En una teoria de
Einstein (que es donde generalmente se trabaja en la correspondencia hologréfica), dicha
cantidad se puede obtener de manera muy sencilla extremizando el drea de una familia
de superficies. Sin embargo, se sabe que al considerar teorias de gravedad més generales
que Einstein, esta prescripciéon deja de ser valida.

Enfocandonos en este problema, en el Capitulo 3 estudiamos cuédl es la generalizacion de
la formula holografica de Ryu-Takayanagi cuando consideramos una teoria de gravedad
arbitraria, y se entendié por qué esta férmula no funciona en el escenario de gravedad a
orden superior en el que estamos trabajando. Para entender como se modifica este fun-
cional, tuvimos que recurrir al método de Lewkowycz-Maldacena, que consiste en hacer
una continuacién analitica de la variedad definida en el espacio de réplicas, a un orbifolio
con simetria Z,. Esto requiere hacer una expansion de Taylor en términos de coordenadas
normales a la superficie que queda fija por la simetria Z,. El calculo, basicamente se re-
duce a insertar esta expansion de Taylor en la accion gravitacional y extraer los términos
proporcionales al parametro pequeno e. Como caso simplificado de la teoria para la que
queremos encontrar la entropia de entrelazamiento, estudiamos la manera de aplicar este
método a una teoria con un acoplamiento de tipo no-minimal, que consiste simplemente
en afadir un término ¢?R a la accién de Einstein-Hilbert. El resultado que obtenemos,
consiste, ademas del término usual de area procedente de la accién de Einstein-Hilbert,
de un término que también contiene al area de la superficie de codimension 2, y ademés
contiene un factor proporcional a la potencia ¢? del campo escalar. Este funcional debe
ser evaluado en una superficie de area minima, que se reduce a extremizar el funcional de

HEE.

En el Capitulo 4, aplicamos el método de L-M a la teoria de gravedad expuesta en el
Capitulo 2, considerando D =5y s = —1/5, donde aparecen varios términos con contri-
buciones lineales y cuadraticas en el tensor de Riemmann. Basandonos en trabajos previos
[11, 24, 20], encontramos que estas contribuciones en la accién aparecen como variantes de
teorias de gravedad bien estudiadas y donde se ha obtenido el correspondiente funcional de
HEE, como son gravedad de Horndeski y gravedad de Gauss-Bonnet. La novedad en este
caso es que estos términos aparecen multiplicados por potencias (en principio arbitrarias)
del campo escalar. Para entender cémo cambiaba la contribucion de estos términos al in-
volucrar estas potencias, recurrimos a la expansion de Taylor del campo escalar, andloga
a la descomposicion que se realizé para la métrica. En esta eleccién de coordenadas, la ex-
pansion en Taylor no induce términos proporcionales a € mas que a orden subdominante, y
por lo tanto no hay contribucion de estos factores a orden mayor que cero. El resultado es
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que el funcional de entropia de entrelazamiento holografica recibe contribuciones de todos
estos términos como si fuesen teorias independientes, y la potencia del campo escalar que
aparecia en la accion se hereda al funcional de entropia de entrelazamiento holografica.
Una conclusion importante es que este funcional debe ser evaluado en la solucién a las
ecuaciones de movimiento de gravedad, y una vez que se obtiene la localizacién de la
superficie de codimension 2 en la que hay que evaluar el funcional, solo basta sustituir el
perfil 7(0) correspondiente en esta solucién, que representa una superficie de codimensién
dos con simetria esférica, parametrizada por la coordenada #, en el funcional de HEE.
El resultado principal de este trabajo es que el funcional de HEE esta dado por

Sip = / PyVi( gt An (516" + BRE — 60807 0,90, — 408,67 0,0,0)

(5.1)

+26, [ VoK
Una vez que tenemos la forma general del funcional de HEE, podemos estudiar cual es la
forma que toma cuando nos restringimos a las soluciones esféricas que estudiamos en la
Seccion 2. Calculamos las cantidades geométricas que aparecen en el funcional obtenido,
como son la métrica inducida, el escalar de curvatura, y la traza del tensor de curvatura
extrinseca. Debido a la simetria esférica y a la forma de la soluciéon para el campo, el
calculo se simplifica bastante, y de hecho se puede obtener a partir de resultados obtenidos
anteriormente [24, 56|, con la diferencia de que tenemos que incluir las potencias del
campo escalar que aparecen en el funcional de entropia de entrelazamiento. El resultado
que obtuvimos es:

B 6o . (7,/)2 1/2 1 N5p/2 2
Sge = 47?/0 de [T2 sin?(6) <f(r) + 7’2> } <W - 12627 <f(r) + 7~2>

van ¢ o #) 23 o) + 5 ) (52)
+ 87752/0 do ((f(7)“) r >1/2 NT5(T cos(f) + ' sin(6))?

Como trabajo futuro, podriamos intentar verificar que este funcional es independiente de
la eleccion del peso conforme, lo cual es natural, dado que las ecuaciones de movimiento
de nuestra teorfa son invariantes bajo una transformacion de Weyl. Ademaés de esto seria
también interesante estudiar cémo transforma este funcional bajo la dualidad de marco
estudiada en la Seccién 2.4. Como se ha mostrado en otros trabajos, es posible obtener el
funcional de HEE en teorias con correcciones a orden superior mediante una redefinicion
de campos que transforma por ejemplo, una teoria del tipo f(R) en la teoria de gravedad
de Einstein. Haciendo entonces la transformacion inversa correspondiente. El funcional
(4.44) presenta también otras propiedades que comparte con resultados andlogos obte-
nidos por ejemplo, para gravedad de Gauss-Bonnet. En particular, para estas teorias se
cumple que la contribucién adicional al término de area tiene signo negativo, y por lo
tanto, la entropia de entrelazamiento sélo es no-negativa para un rango particular de en-
tre todos los posibles valores del acoplamiento. Esto puede intentar relacionarse con las
condiciones de estabilidad termodinamica de la solucién en el espacio de parametros.

Claramente, un trabajo futuro inmediato es resolver el problema de demostrar que la
superficie de codimensién dos en la que tenemos que evaluar este funcional realmente
corresponde a la que nosotros proponemos aqui. Para ello, debemos insertar la expansion
de la métrica y del campo escalar directamente en las ecuaciones de movimiento. Estas



90 CAPITULO 5. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

ecuaciones, pueden determinarse hasta orden k = 2 (siendo k el orden en el que aparece el
tensor de Riemmann) a partir de las contracciones de tensores de materia conforme que
listamos en el Apéndice B. La superficie de codimension dos se determina entonces bajo
la condicién de que los términos que contienen divergencias en las coordenadas complejas
se anulen. Como en todos los casos donde se ha realizado este calculo, esperariamos que
la respuesta a esta pregunta sea que la superficie de codimensiéon dos que buscamos sea
la que minimice el correspondiente funcional de HEE !. Para ello, debemos deducir las
ecuaciones que resultan de pedir esta ultima condicién. Por otro lado podemos insertar
las expansiones (3.41) y (C.18) en las ecuaciones de movimiento de la teorfa e imponer la
condicién de que los términos con divergencias se anulen. Empatando estas constricciones,
podremos obtener el resultado deseado.

Una vez que hayamos demostrado esta conjetura, podremos evaluar con seguridad este
funcional explicitamente para superficies de entrelazamiento con simetria esférica, prin-
cipalmente, aunque también esperamos que el procedimiento se pueda llevar a cabo en
otras configuraciones. Para realizar este calculo, se debera recurrir seguramente a métodos
numéricos que nos permitan resolver la ecuacién diferencial que determina a la superficie
buscada. Debido a la complejidad del funcional que obtuvimos, esperariamos que esta
ecuacion sea bastante complicada. En particular, podriamos trabajar en un ensemble a
temperatura 7" en la vecindad de la transicién de fase tipo Van der Waals y estudiar si la
ley de areas iguales de Maxwell se satisface también para la entropia de entrelazamiento
holografica, como se ha hecho en trabajos anteriores para gravedad de Einstein y gravedad
de Gauss-Bonnet. Un resultado importante de este trabajo es que entendimos como llevar
a cabo el procedimiento de Lewkowycz-Maldacena en una teoria que incluye tanto correc-
ciones de orden superior como contribuciones no triviales del campo escalar al funcional
de entropia de entrelazamiento.

Ademas de la teoria tipo Lovelock que estudiamos en este trabajo, existen teorias que
comparten propiedades similares, y que también tienen soluciones tipo agujero negro. Un
caso particular es la teoria de gravedad cuasi-topoldgica de [9]. La forma de los términos
de acoplamiento en la accién en ambos casos es similar, en el sentido de que se construye
a partir de convoluciones del tensor de Riemmann con potencias del campo escalar. Por lo
tanto, podriamos aplicar todas las herramientas de este trabajo al calculo del funcional de
entropia de entrelazamiento también a este tipo de teorias. Dado que ya hemos demostrado
que las potencias del campo escalar no producen contribuciones anémalas al funcional de
HEE, el calculo en ese caso deberia ser relativamente sencillo.

!Durante la realizacién de este trabajo se publicé [23], donde se demuestra de manera general que en
una teorfa de gravedad con correcciones a orden superior en la curvatura, la superficie de codimension
dos se obtiene a partir de la extremizacion del funcional de HEE.



Apéndice A

Geometria diferencial de
hipersuperficies

Este apéndice contiene las férmulas y resultados més importantes en geometria diferencial
de superficies de codimensién arbitraria, con énfasis en las herramientas que se utilizan
en la relatividad general y la teoria de cuerdas.

Sea una variedad M (D-dimensional) descrita por las D coordenadas z*. Una hipersuper-

ficie de Mes una subvariedad S descrita por las D —1 coordenadas y'. El encaje de S en M

se denota por la funcién X*(y), y la derivada de esta funcién es una matriz D x (D — 1):
oxH

2 83/2’ ( )

que es el jacobiano de la transformacién, con el cual podemos formar la retraccion o
pull-back de M en S:
V; = M,L-MUM. (AQ)

Analogamente podemos definir un empuje, o push-forward de S en M:
vt = MMV (A.3)

Si en nuestra M variedad hay definida una métrica g,,, lo anterior se puede generalizar
facilmente. Por ejemplo, podemos retraer la métrica para formar la métrica inducida:

'Vij = M;‘M;‘/g#y (A4)

Notemos que podemos usar g,, para subir y bajar indices griegos, mientras que usamos
7i; para subir y bajar indices latinos. Se dice que un vector v* en M es tangente a S si
existe un vector v* en el espacio tangente a S tal que se satisfaga (A.3). Las operaciones
de retraccién y empuje aplicadas consecutivamente a un vector v da como resultado este
mismo vector. El empuje de la retraccién de un vector v* es tangente a S, y esta operacion
define un operador de proyeccion ortogonal:

Pt = MMM (A.5)

Para hipersuperficies que no sean nulas, o tipo luz, podemos siempre definir un covector
unitario normal n, por medio de las ecuaciones:

M!n,=0, n,n"=o. (A.6)

P! = ok — (£1)nfn,, (A7)

v
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La métrica inducida v;; contiene la informacién acerca de la geometria intrinseca de la
hipersuperficie, y podemos calcular tensores de curvatura al igual que con la métrica g, .
Podemos definir también una curvatura asociada al encaje de S, que es capturada por la
derivada covariante del vector unitario normal a lo largo de S:

K; = MV ,n,. (A.8)

Esta definicion puede ponerse en términos de un tensor con indices solamente en S,
tomando la retraccién de K;,:

MYMEN g, = —n, MI'V M, (A.9)

o de manera alternativa, podemos construir un tensor con indices solamente en M por
medio del push-forward del mismo tensor:

K., = P)V,n,. (A.10)

A estos dos tensores que acabamos de definir se les conoce indistintamente como tensor
de curvatura extrinseca. La curvatura promedio de la hipersuperficie puede codificarse
entonces en la traza del tensor de curvatura extrinseca:

Si escogemos un conjunto de coordenadas en M dadas por (a,%"), y elegimos S como una
hipersuperficie de o constante, descrita por las coordenadas 1. Entonces se satisfacen las
siguientes identidades:

MF: MZ=0, M =4, (A.12)
Yij = Yij» (A-13)

ne = x|V, n; =0, (A.14)
Ki' = —no-F%. (A15)

Un caso particular de esta eleccion de coordenadas son las coordenadas normales Gaus-
sianas. Desde cada punto en S podemos enviar geodésicas con velocidad inicial paralela
al vector n*. Entonces cada punto de S tendra una sola geodésica pasando por éste, con
la coordenada y' describiendo el punto ¢(p) y el pardmetro afin o parametrizando a la
geodésica en el punto p.

Por definicion tenemos que el vector normal unitario en coordenadas normales Gaussianas
sobre la superficie S' es:

n’ =1 n"'=0. (A.16)
En la vecindad de S, podemos ver que este mismo vector es el normal unitario a las
superficies S aun lejos de estas. Por lo tanto, podemos definir la métrica como:

ds® = +do® + vi;(y, o)dy'dy’ . (A.17)

Usando esta ecuacién, y la definiciéon de la métrica inducida podemos obtener también el

tensor de curvatura extrinseca en estas coordenadas:
1

Kij = 505 (A.18)

A continuacion se lista una serie de férmulas ttiles para describir la geometria de M en
términos de las coordenadas Gaussianas para una superficie de o constante S:

g% = +1 (A.19)



g0 =0
gij _ ,yij

Vgl = vl
Fé’k - F;‘ik

I, = FKj;
Ffrj - Kij

i, =T, =T5, =0
Riju = Rij F (KK — KjpKa)
Rijre = Vil — VK
Rigjo = — Ky + K["K™
Rijoo = Ricoo = Rovos =0
Ry =R, F (K” + KK;j — 2KikKkj)

R, = V;Kji — 0K

Roe = ="Ky + KVE;

R=R T (27“&-]- + K? — 3Kinij)
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Apéndice B

Tensores en las ecuaciones de
movimiento de Lovelock + Materia
conforme

B.1. Accién de gravedad

En este apéndice escribiremos explicitamente la accion de gravedad de Lovelock acoplada
a materia conforme hasta orden k£ = 2, dejando la dimensién D y el peso conforme s
arbitrarios.

Hod) = [ d°x =5 Z et o (n R R+ B oS 505,50
R
— dD da cdab 4R, ab 2 mo
/M T N\ — (_87TG+—G+a2(RdbR RbR +R)+Bo¢
+ 1™ S + B20™ (Sedap S — 48 S® + 52))7

(B.1)
donde hemos usado la definicién de la delta de Kronecker generalizada
ci1dy...cid a1 ¢b ar, b
Ogrbroarty = (Qk)!é[cllédi...écféd’;} (B.2)

y recordamos que la potencia del campo escalar ¢ a orden k esta determinada por my =
2k(1—s)—D g _— .

%. Recordamos también la definicién del tensor de acoplamiento conforme con
materia:

1, sog 1-5)
S’ = ¢*Ryi’ + Vg Ve + ( )6[ Va ¢Vb]¢——5 109V, 6V'6 (B3)

Primero calcularemos las contracciones de este tensor que aparecen en la tercera linea de
la ecuacién B.1. Para esto, sustituimos las definiciones B.3 y B.2, y el hecho de que el
tensor S cumple con las mismas propiedades de simetria que el tensor de Riemmann.

1-—
S 5 = 0 R + 26 (Lomavevo+ 2R, V%V%——wa)

_s_D D—-1)(D -
+ 22222 D) gy (v.g9eg) + 22 54+ 20 + G(eney
L 80— 32 (D=2 0 sv,6veves %quavbwaquﬁ

(B.4)
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./ o d .
Ahora calculamos la contraccion Sq, = gpeS,,

Sup = & Ryt 2 8_ 2 6V (1- S)S(f - 2)va¢vb¢+(2_‘z—;mgab vcwcmégmm
(B.5)
con la cual podemos construir el segundo término que aparece en la accion:
Sabsab _ ¢4RabRab + 2¢2 (Rab<D S_ 2¢vavb¢ + (1 — S)S(2D — 2) Va¢vb¢)
2—s—D 1 2(1 —s)(D —2)? D?>—-D
+ R P 969794 Son0)) + (2L 22 ng)vgves + T P omo?
L 220 D02+ 2= a=DID) g oy
_ _ _ _9)2
R = L R AT
(B.6)

Falta calcular la contraccién escalar S, que obtenemos a partir de ref.:

(=D? 4+ 3D — 2sD + 2s — 2)
2

S— R+ > 6O + V.6V (B.7)

(D-1)

Tomando el cuadrado de este escalar obtenemos:

S* = ¢'R* + 4(DS; 2k (p0)? + @&Dqﬂ%
N 2(-D?+3D _3228D + 25 — 2)¢2R(VC¢VC¢) N (-D*+3D —stD + 2s — 2)? (V.pV°0)?
4(D —1)(-D? - —
N (D —1)( +?;? 2sD + 2s 2)(¢D¢)<V0¢Vc¢)
(B.8)

Sustituyendo las ecuaciones (B.4), (B.6) y (B.8) en la accién gravitacional obtenemos la
forma explicita de la accién.

B.1.1. Contracciones a segundo orden en la curvatura

Ahora escribiremos explicitamente la ecuacion de campo que resulta de variar la accion.
Haremos esto a partir de la forma general, evaludndola hasta segundo orden en k. Usando
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la delta de Kronecker generalizada, podemos escribir:

4(1 —s)

c e cde 4 cyove c e
SacdeSdee = gafo deSbcd = ¢4RacdeRbd + 2¢2(E¢Racbev \Y ¢ + QZSRacbeV ¢v Qb
—4s(1 —s)

st

2 Ruv6v0) + gu (P2 (Voo Vo) + 50 (VaTssV V)

— S 006(V.oveg) + 20

, —A1=s)(D—s-1)

st

VTV GV6) + 50 (Va6 — 2V.V.09°V40)

(VuoVi0) (Veov0) + =P 0, 9,0(9.09°0)

4(1 - s)

O(VeVadVehVyo + VepV o VoV,0)
(B.9)

1
SCdScabd - ¢4RCdRcabd + ¢2 <g¢(R§vcva¢ - Rvavb(b - gabRCdvcvd(b + szcvb¢)+

L2 (RiV.0Va6 — RY,0V10 — 0u V0¥ a6+ RV.6V40) — 5 (R — ) (Ved¥°0) ) +

82
¢° (Rmbd (D S_ 2¢v0vd¢ I 8)3(2D - 2)v0¢vd¢> — Ra <(2_j—2_D) V.oV + §¢D¢>)
D(D —2) (2D + s — 4)

— SOV (Veb V) + g (VedV 0) (60)
MEELLES

(VapV0)(VepVeP)
(B.10)

55w = 6 RRa+ 0*R(Z— 26V, 946 + G 8>8(2D “9,6V,0 + @f—g_mgab V.6V
D— _p? . .
b S0000) + R (P gmg o SRR DER g ey ) -

2(D—1)(D —2) ¢*0¢ (Vo Vo) +

N (=D*+ 3D —2sD + 25 — 2)(D — 2)
g3
N (—=3D* +9D — 4sD + 4s — 6)
s3

2D =)0 =20 =5) g G,0)(00) + 2(D8; Lgn600)

82
(VepV0)(6VaVio)
—D?+4+3D —2sD+2s—2)(2—s—D)

0(Vo89°6)(60) + &
—D? 43D —2sD +2s —2)(1 —s)(D —2)
84

g4

Gab (chbvcgb)vaqbvbgb
(B.11)

% (Ve V) + &
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D -2 1—3s)(D—2
Sachc - ¢4RacRg + ¢2Rac (T¢VCVb¢ + ( S)S<2 )VC¢Vb¢>

D= 20V, V.o6 + (1= S)S(QD — 2)va¢v6¢> +20% Ry <<2_‘E—Z_D)Vc¢v0¢ + écbmqﬁ)

_9)\2 _ )2 _
L2 9.9.0vwi + L= P =g v sveov,o

. _ 2
+ U= 22 (G 49,0VVi0 + VY 6V50V40)

<3
— s — D)? — 5 —
+ 8—129ab(¢[]¢)2 + %Qab(chﬁvcgﬁy + 2(2—8;;,D)

22222 D022 45 9,5(v.gveg) + 222 = PN
oV Voo00) + L=NL =2 g 45,6000

S

+&ﬁ(

(¢H9) (Vo Vo)

D= 9D = 2) (5 5956)9,0V40

2(D — 2)

+ 3

(B.12)



Apéndice C
Geometria del cono aplastado

En este apéndice desarrollaremos los pasos necesarios para la obtencién de la expansion
ref para la métrica y para el campo escalar. Comos se mencion6 en la Secciéon ref, partimos
del espacio réplica B,,, que esta definido como n copias de la variedad Bj, sujeto a las
condiciones ciclicas de periodicidad 7 = 7 + 27n. En este espacio, la métrica del cono
aplastado puede escribirse en términos de las coordenadas cuasi-cilindricas (p, 7,9"), en
una vecindad suficientemente pequena de C),, la superficie de codimensién 2 que queda
fija bajo la accién de la simetria Z". Esta simetria intercambia ciclicamente las réplicas,
de manera que al nivel de la coordenada peridédica actiia como una rotacién discreta de
la forma 7 — 7 + 27 /n.

La tarea es obtener la continuacion analitica de la métrica en el orbifolio En = B,/Z".
En B, se debe pedir entonces que se satisfaga la condicién de regularidad en el origen,
ademas de la simetria Z". Esta simetria implica que toda la dependencia en 7 debe apa-
recer en la forma e*™7. La regularidad en p = 0 implica ademds que este término debe
venir acompanado por una potencia p". En esta eleccion particular de las coordenadas, la
coordenada rho se define en la direccién de las geodésicas que parten de C,, y por lo tanto
debe ser ortogonal a las coordenadas y* fijando la componente gz a cero. La coordenada
T es a su vez ortogonal al a la coordenada espacial en B,,, y esto implica que g5, = 0. De
esta manera, sabemos que la métrica mas general en estas coordenadas puede escribirse
como

ds® = dp* + p*F(p, 7)d7* + G(p, ¥)dy'dy’ + H(p, 7)d7dy". (C.1)

uncion rminan rtir ndicion: r ndencia en
Las funciones F', Gy H se dete an a partir de las condiciones sobre la dependencia e
p v tau mencionadas anteriormente, y escribiendo esta dependencia explicita en términos

de una expansién de Taylor para p° y
tilderho" e

O(l,ﬁQ,ﬁneiim) _ Z (Z ékm52m> ﬁ\k\neiikm" (CQ)

k=—oco \m=0

donde los C},, son los correspondientes coeficientes de la expansion. Obtenemos que los
coeficientes que aparecen en ref, toman la forma:

F(p,7) =1+ p°0(1, 52, pe*™) (C.3)

99



100 APENDICE C. GEOMETRIA DEL CONO APLASTADO

G(p.7) = gy + O, i"e*™) (C.4)
H(p,7) = PO, je™™), (C.5)

donde O(p?%, p"e*™™) denota la parte de O(1, p?, p"e*™"") que no contiene la constante que
proviene de tomar k = m = 0.

Podemos pasar al orbifolio B" haciendo una transformacién de coordenadas, de manera
que la periodicidad cambie de 7 = 7 4 2mn a 7 = 7 + 27. Esto implica la siguiente
transformacion:

p= (£>n, T =nf. (C.6)

n

En términos del pardametro auxiliar e =1 — %, y sustituyendo este cambio de variables en
la métrica (C.1), obtenemos la siguiente expresién para la métrica:

d52 :pre:{ d,02+,02[1 2 260(1 p pn i’m‘r)]dTZ}

. C.7
+ 95 +(9(p pret N dy'dy’ + p* > O(1, p%, pre T ) drdy’ (€7

Ahora procedemos a realizar la continuacion analitica a valores reales arbitrarios de e.
Para ello, sustituimos en la expansion de Taylor (C.2) la definicién de e:

0(1 p pne:tmT _ Z (Z Chom p(2 2e)m >~k :I:'LkT ) (CS)

k=—o00

En [11] se menciona que aunque esta es la prescripeion mds sencilla y natural para realizar
la continuacién anlitica al orbifolio B,,, no es la tnica. En particular, otras prescripcio-
nes podrian afectar la definicién de ¢, en (3.70). Ahora podemos pasar a coordenadas
complejas z = pe'”, Z = e~ y escribir la métrica en la forma:
ds? = e*A[dzdz + **T(2dz — 2d2)?] + (gij + 2Kaij2® + Qupijrz’)dy'dy’
+ 2ie*MU; + Vya®) (2dz — 2d2)dy’ + ...,

(C.9)

donde los coeficientes tensoriales T', K,;;,Qabij,U; y V,; se obtienen a partir de la ex-
pansion en Taylor (C.8). En particular, K,;; resulta ser el tensor de curvatura extrinseca
definido en ref, y ninguno de estos coeficientes contiene dependencia alguna en z o Z,
a excepcion de Qu;, que contiene una potencia p>~2¢. Los puntos suspensivos denotan
términos en la expansion de Taylor que aparecen solamente a orden mayor a p®>=29). Usan-
do la expansién anterior podemos obtener todas las componentes del tensor de Riemmann:
Rabcd = 1264AT€ab€cda ( )

Rabci = 362A€ab‘/::ia ( )

Rapij = 2*' e (0,U; — 0;U;) + 6" (Koju Kt — KainKoj1), (C.12)

Raivj = e*4 (€ (0:U; — 0;U;) + 43U U] + gleaijbil — Qabij ( )

Ruijie = OpKaij — Vo Kaji + 2609 KeijUs — ( <3 k), ( )

Rigji = Tirgt + €22 g (Kot Kyjr, — Koij Kont) (C.15)
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El analisis anterior es igualmente valido si consideramos un campo escalar ¢ acoplado
a la métrica de manera arbitraria. En este caso la regularidad en p = 0 dicta que la
continuacién analitica al orbifolio B™, debe ser una expansién en términos de p? y p"e*"7:

(b — 0(1,ﬁ2,[3n€iim—) — (b(y)(O) + O(ﬁ2,ﬁn€iim—), (Cl6)

donde hemos elegido el término constante como la solucion del campo, que en principio de-
pende de las coordenadas , evaluado en una parametrizacién particular que determinamos
a partir de la forma de la superficie de entrelazamiento. Por ejemplo, en el caso de super-
ficies esféricas en 5 dimensiones, donde el campo escalar sélo depende de la coordenada
radial 7, podemos parametrizarla como (), que corresponde a tomar ¢(r(y)) = ¢(y).
Evaluando explicitamente la expansién en Taylor hasta orden p?~2¢ obtenemos:

=0 + b2+ hsZ+ ha2® + P22+ Gs(22) T L (C.17)

Si consideramos potencias del campo escalar de la forma ¢", podemos extraer la depen-
dencia en € en la siguiente expresion:

n—1

k
¢ = () + D Oyt (C.18)

=0 k=0

donde los Cy, son los coeficientes de la expansiéon. Los puntos suspensivos denotan términos
que no dependen de e. Notemos que en esta expresion toda la dependencia en € esta
contenida en potencias de la forma p*+?,
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