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1
Nunca persegui la gloria
ni dejar en la memoria
de los hombres mi cancion;
yo amo los mundos sutiles,
mgravidos y gentiles
como pompas de jabon.
Me gusta verlos pintarse
de sol y grana, volar
bajo el cielo azul, temblar
stubitamente y quebrarse.

1
sPara qué llamar caminos
a los surcos del azar?...
Todo el que camina anda,
como Jesis, sobre el mar.

XXIX
Caminante, son tus huellas
el camino, y nada mds;
caminante, no hay camino:
se hace camino al andar.
Al andar se hace camino,
y ol volver la vista atrds
se ve la senda que nunca
se ha de volver a pisar.
Caminante, no hay camino,
sino estelas en la mar.

XLIV
Todo pasa y todo queda;
pero lo nuestro es pasar,
pasar haciendo caminos,
caminos sobre la mar.

ANTONIO MACHADO
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Introduccion.

En 1917 el matematico japonés Soéichi Kakeya propuso el siguiente problema:

Problema de Kakeya. ;Cudl es la menor drea requerida para rotar 180° y de forma
continua un segmento de recta de longitud uno en el plano, de modo que vuelva a ocupar
su posicidon original?

Podria pensarse que este curioso acertijo, conocido como el problema de Kakeya,
es meramente una curiosidad matematica, una atractiva pregunta a la cual dedicar unos
minutos de ocio. Sin embargo, a partir de 1970 (y, principalmente, después de los anos
90) han surgido conexiones de este problema con areas insospechadas de las matematicas
contemporaneas. Hoy en dia la palabra «Kakeya» aparece cada vez con mayor frecuencia
en la literatura matematica y, casi de manera constante, los vinculos que se han logrado
establecer con el problema de Kakeya parecen ser una fuente inagotable de sorpresas.

El propoésito fundamental, pues, de esta tesis es, por una parte, describir de for-
ma detallada la solucién del problema de Kakeya y, por otro lado, presentar al lector
un enfoque més reciente del mismo. En este sentido, establecido un doble objetivo, el
presente trabajo se divide esencialmente en dos partes:

La primera parte esta dedicada, naturalmente, al problema de Kakeya. En el capitulo
uno se introduce, muy brevemente, la historia del problema as{ como los personajes
involucrados en su solucién. En el capitulo dos se expone el primer paso para dar
solucién al problema: los conjuntos de Besicovitch. Un conjunto de Besicovitch es
un subconjunto del plano que contiene un segmento de recta de longitud uno en cada
direccién. En 1928 el matemético ruso Abram S. Besicovitch -de él el nombre de dichos
conjuntos— demostroé que existen conjuntos de Besicovitch jde area cero! En el capitulo
tres, finalmente, se expone la solucion del problema de Kakeya a partir de los conjuntos
de Besicovitch.

La segunda parte de esta tesis trata una versién mas reciente del problema de Kakeya
conocida como el problema finito de Kakeya. En 1999 el matematico Thomas Wolff
propuso un andalogo para campos finitos del problema de Kakeya: si F" es un espacio
vectorial sobre un campo finito F, y si definimos un conjunto finito de Kakeya como
un subconjunto de F” que contiene una recta en cualquier direccién, entonces Wolff
conjeturaba lo siguiente:
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Problema finito de Kakeya. Sea K C F"™ un conjunto finito de Kakeya. Entonces
K tiene cardinalidad a lo menos

K| = Cy[F[",
donde C,, > 0 es una constante que depende unicamente de n.

En el capitulo cuatro se introduce de forma mas detallada la conjetura anterior. Asi,
el objetivo del resto de la tesis es claro: dar solucién al problema finito de Kakeya. Con
esto en mente, en el capitulo cinco se desarrolla la teoria necesaria para, finalmente,
en el capitulo seis dar completa y cabal solucién al problema finito de Kakeya. En el
capitulo siete se aborda un conjunto relacionado con los conjuntos finitos de Kakeya:
los conjuntos finitos de Nikodym. La finalidad de lo anterior es ejemplificar las técnicas
introducidas en los capitulos cuatro y cinco resolviendo una conjetura analoga para los
conjuntos de Nikodym. Por ultimo, se presentan dos apéndices: uno sobre la medida de
Jordan y otro sobre campos finitos. El primero de ellos formaliza la nocién intuitiva
de area. Ahora bien, aunque en la mayoria de los resultados no se utilizan propiedades
de los campos finitos mas alla de su finitud, en el segundo apéndice se exponen las
propiedades bésicas de los campos finitos para el lector interesado en profundizar en el
tema.




Parte 1

El problema de Kakeya.







Capitulo 1

Introduccidon: motivacion historica.

1.1. El problema de Kakeya

En su articulo de 1917 (Kakl7) el matematico japonés Soichi Kakeya, entonces
profesor en la Universidad de Sendai, propuso el siguiente interesante problema con
aspecto de acertijo:

Problema 1.1.1 (Problema de Kakeya). En la clase de las figuras convezas del plano
en las que puede rotarse 180° y de manera continua un segmento de recta de longitud
uno (siempre permaneciendo dentro de dicha figura), ;cudl es la de menor drea? !

Seria interesante que el amable lector abandonase temporalmente la lectura del
presente trabajo y dedicase un momento a buscar su propia solucién al problema de
Kakeya. Suponiendo que ya se ha dedicado un tiempo a la cuestiéon, y antes de dar
soluciones definitivas, vamos a explorar posibles soluciones que quiza se hayan pensado:

Un primer intento de solucién al problema 1.1.1 apunta a rotar el segmento a lo
largo de media circunferencia de radio uno como se muestra en la figura 1.1 (a). En
efecto, basta tomar el segmento OA como el radio de la semicircunferencia y rotarlo
180° alrededor de O hasta coincidir con el punto B. Después, se puede trasladar ho-
rizontalmente hacia la izquierda —esto no modifica el area utilizada— hasta su posicién
inicial. El drea utilizada con este procedimiento es § = 1.5707....

Puede mejorarse la solucién anterior si consideramos un circulo de didmetro uno
como en la figura 1.1 (b). Haciendo coincidir el didmetro con el segmento AB y girandolo
180° alrededor del centro de la circunferencia, éste queda invertido ocupando un area
igual a 7 = 0.7853.... Sin embargo, todavia podemos hacerlo mejor. Consideremos un
tridngulo equildtero de altura uno, llamémoslo ABC'. Coloquemos el segmento sobre el
lado AB con uno de sus extremos en el vértice B. Giremos 60° alrededor del extremo del
segmento que se ha fijado y deslicemos sobre el lado BC. De nuevo, giremos 60° alrededor

del vértice C' y avancemos a lo largo de AC. Ahora, podemos rotar de nueva cuenta

! Algunos autores enuncian el problema de Kakeya considerando una rotacién de 360°; ambas for-
mulaciones son equivalentes. En efecto, si se puede lograr la rotacion del segmento 180°, repitiendo
el procedimiento se obtiene una rotaciéon de 360°. Reciprocamente, si se puede realizar una rotaciéon
de 360°, claramente se puede obtener una de 180°. Por simplicidad, en este trabajo se considerara la
formulacién del problema de Kakeya con 180°.
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60° alrededor del vértice A y, finalmente, desplazarnos hacia abajo sobre AB. Como

resultado, hemos invertido el segmento dentro del tridngulo ABC. Este procedimiento,

en efecto, mejora la solucidon pues el drea del triangulo es % = 0.5773.... La figura 1.2

muestra lo anterior.

(a) (b)

Figura 1.1: Movimiento de un segmento de longitud uno en: (a) Semicirculo de radio 1y

area % (b) Circulo de diametro 1y area

I

El mismo Kakeya conjeturd que el tridngulo equilatero era la figura que resolvia el
problema mas no present6é una demostracion de dicha afrimacién. Por otro lado, segin
menciona Kakeya en su articulo con M. Fujiwara de 1917 (FKI17), a sugerencia del
matematico Tadahiko Kubota éstos consideraron el problema sin la restriccién de la
convexidad para la figura buscada. Naturalmente, esto hizo al problema mas atractivo
pues permitia considerar un nimero mayor de figuras. Kakeya y Fujiwara conjeturaron
que la deltoide ! (también llamada trictspide o hipocicloide de Steiner) inscrita en una,
circunferencia de didmetro % resolvia el problema modificado. (Ver figura 1.3.) Es facil
convencerse de que un segmento de longitud uno puede rotarse dentro de tal figura pues
ésta posee la siguiente interesante propiedad: si v denota a la deltoide, para cualquier
punto P en «, la tangente en P a « contiene un segmento AB interior a la figura y de
longitud uno, independientemente del punto P que se tome. Sorprendentemente, el drea
de esta figura es § = 0.3926... (jincluso mejor que para el caso convexo!), aunque nada
daba indicios de que esto no pudiese mejorarse.

El primer avance significativo al problema fue hecho por el mateméatico hiingaro Ju-
lius Pal. Huyendo del caos politico de posguerra posterior a la Primera guerra mundial,
en 1919 se traslada de su natal Hungria a Copenhague, Dinamarca, donde pudo concen-
trarse en su investigacion. Asi, en 1921, demostré en (Pal21) que, de hecho, el triangulo
equilatero si es la figura convexa de menor area en la que puede rotarse un segmento

! Consideremos un circunferencia de radio R (llamada directriz) y en su interior otra circunferencia
(llamada generatriz) de radio menor, r = %, tangente a la primera. Una deltoide es la curva que describe
el movimiento de un punto situado sobre la circunferencia generatriz que gira, sin deslizamiento, por
el interior de la circunferencia directriz. Es un caso particular de las hipocicloides.
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Figura 1.2: Triangulo equilatero de altura uno y area %
de longitud uno. Esto llevé al convencimiento de que el problema sin la restriccion de
convexidad era de mayor interés. Mas tarde, el problema modificado de esta manera es
lo que llegarfa a conocerse como El problema de Kakeya.

Con todo, el problema seguia abierto: ;en qué figura no convexa del plano, de area
muy pequena, podia invertirse un segmento de longitud uno? Sin lugar a duda quedaba
mucho camino por recorrer para dar soluciéon definitiva al problema de Kakeya.

1.2. El problema de Besicovitch

Aqui comienza la parte mas interesante en la historia del problema de Kakeya. En
1917 Rusia atravesaba anos cruciales; la revolucion civil transformaria el pais y nada
volveria a ser igual. Tras graduarse en 1912 de la Universidad de San Petersburgo, el
matematico Abram S. Besicovitch ! se trasladé a Perm, en los Urales, para trabajar
como profesor en la ultima universidad rusa creada antes de la revolucion soviética. Ahi
Besicovitch trabajaba en problemas relacionados con el andlisis y, en particular, hubo
uno en el que centré su atenciéon. Este problema involucraba integrales de Riemann y
puede enunciarse como sigue:

Problema 1.2.1 (Problema de Besicovitch). Dada una funcion f : R?> — R Riemann-
wntegrable en una region del plano, ses siempre posible encontrar un sistema ortogonal

de ejes coordenados u, v tal que la funcion g (u) = /f(u,v)dv exista como integral

'Los datos biograficos que se mencionan a continuacion sobre Abram S. Besicovitch fueron tomados
de (Tay75)
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Figura 1.3: Deltoide de drea g inscrita en una circunferencia de didmetro %

de Riemann para todo u, que g (u) sea Riemann-integrable y que /g(u)du sea tgual al

valor de la integral sobre la region de R??

Besicovitch observé que podia dar respuesta negativa a esta pregunta —acentuando
que la integral sobre regiones del plano y la integral iterada son objetos de naturaleza
distinta. La idea del contraejemplo de Besicovitch dependia fundamentalmente de la
existencia de un conjunto compacto B, de drea cero (més precisamente, de medida de
Jordan cero en el plano. Ver el apéndice A), que tuviese un segmento de longitud uno
en cualquier direccién. Si dicho conjunto podia construirse, entonces era posible mani-
pularlo de manera conveniente y, de forma muy ingeniosa, definir una funcién en dicho
conjunto que serfa integrable en el plano pero no de manera iterada. No abordaremos
en el presente trabajo la solucién al problema de Besicovitch, para esto nos referimos
a (Dun06); lo importante aqui es resaltar que, de hecho, él fue capaz de contruir dicho
conjunto (Bes19), llamado Conjunto de Besicovitch. Sin embargo, el aislamiento pro-
vocado por el conflicto armado entre la Guardia blanca del Zar contra el Ejército rojo
bolchevique no permitio la circulacion del trabajo de Besicovitch (en 1928 se publicaria
de nuevo en Mathematische Zeitschrift (Bes28)). Por las mismas circunstancias, el pro-
blema propuesto por Kakeya tampoco fue investigado en Rusia en ese periodo. Dado
que ambos problemas involucraban un conjunto, con la menor area posible, que tuvie-
se un segmento de longitud uno en cualquier direcciéon (en adicion para el de Kakeya
que pedia la condicion del movimiento continuo del segmento dentro del conjunto) el
vinculo era claro. De hecho, Besicovitch llegaria a considerar ambos problemas como
«problemas gemelosy (Bes63).

La oportunidad de recibir la beca Rockefeller daba la oportunidad a Besicovitch de
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salir de Rusia hacia el occidente, pero esto se vio truncado al serle negado el permiso de
salida por parte de las autoridades rusas. En 1924, finalmente, decide abandonar Rusia
por cuenta propia, pasando un ano en Copenhague junto a Harald Bohr, importante
matematico menos conocido que su hermano, el fisico Niels Bohr. De alli Besicovitch
pasé a Inglaterra donde estuvo varios meses en Oxford. G. H. Hardy, uno de los maés
ilustres matematicos ingleses, le ayud6 a ingresar como profesor en la Universidad de
Liverpool. Finalmente, en 1927 se estableceria en Cambridge donde realizaria el resto
de su labor de investigacion.

Realmente no se conoce quién hizo la conexién entre le problema de Besicovitch y
el de Kakeya, pero lo cierto es que una vez pasados los periplos que Besicovitch tuvo
que pasar para abandonar Rusia, éste conocié de algiin modo el problema y notd que
de manera muy simple podia modificar su construcciéon de 1919 para dar una notable
solucién al problema, dando una respuesta totalmente inesperada: no hay una figura de
4drea minima con las condiciones del problema de Kakeya. En otras palabras, la tarea
de rotar continuamente un segmento de longitud uno dentro de un conjunto puede
realizarse jocupando un area tan pequena como se desee!







Capitulo 2

El conjunto de Besicovitch.

El objetivo ultimo de este capitulo es describir la construccién de un conjunto de
Besicovitch en el plano de drea cero . Los conceptos desarrollados para esto tltimo seran
el primer paso en la solucién del problema de Kakeya. Vale la pena precisar entonces a
qué nos referiremos a lo largo del presente trabajo con un conjunto de Besicovitch:

Definicion 2.0.1. Un conjunto compacto B de R™ se llamard conjunto de Besico-
vitch si contiene un segmento de recta de longitud uno en cada direccion. Mds precisa-
mente,
11
VeeS" 3z, eR" tal que{xe+t6:t€ [2,2]} CB
donde S ! = {x € R": ||z|| = 1}, la esfera unitaria en R™.

Nuestro interés, pues, estard en el caso n = 2. La laboriosa construccién original de
Besicotvich (Bes19) (Bes28) ha sido significativamente simplificada muchas veces (Pe-
rron (Per28), van Alphén (vA42), Rademacher (Rad62), Schoenberg (Sch62), el mismo
Besicovitch (Bes63), Cunningham (Cun71) y Fisher (Fis73)). La idea central en to-
das las construcciones es formar un «arbol de Perron-Schoenberg». En este trabajo se
presenta una version detallada que puede consultarse en (Fal86), (dG76) y (Stel6).

2.1. Un pequeno arbol con muchos frutos.

Con el objetivo de exhibir un conjunto de Besicovitch de drea tan pequenia como
se desee, O. Perron e 1.J. Schoenberg observaron, de manera independiente, que era
mucho mas facil formular primero la manera en que puede ser construido un conjunto,
de area tan pequena como sea posible, con un segmento en toda direccién dentro de
un intervalo de 60°; después, seria suficiente tomar copias rotadas apropiadamente de
dicho conjunto para obtener uno nuevo con un segmento de recta en cualquier direc-
cién y con las caracteristicas del area requeridas. Esta es la idea detras del «arbol de
Perron-Schoenbergy. Pero jcomo puede construirse un «arbol de Perron-Schoenbergs?
En términos generales, la construcciéon se basa en el siguiente procedimiento:

!De forma mas precisa se puede hablar de medida de Jordan cero, pero, para los objetivos de esta
tesis, basta el concepto usual e intuitivo de drea.

11



2. EL CONJUNTO DE BESICOVITCH.

Partamos de un triangulo equildtero, llamemoslo ABC, de altura uno y con base
sobre una recta L. Evidentemente, éste contiene un segmento de recta de longitud
uno para cada angulo en el intervalo [60°,120°] con respecto a L. Podemos entonces
construir tridngulos mas pequenos, digamos 11,75, ..., T,, dividiendo la base de ABC
en n intervalos de igual longitud Iy, Io, ..., I, y después trasladarlos de forma adecuada
para que el area de la union de los triangulos trasladados 17, T5, ..., T), sea tan pequena
como queramos. (Ver figuras 2.1 y 2.2.)

A

4 Ty T,

Figura 2.1: Divisién de un tridngulo ABC en n subtridngulos.

Los elementos clave de la construccién un «arbol de Perron-Schoenberg» ! son, por
una parte, en cuantos tridngulos pequenos dividamos al tridngulo original y, por otro
lado, la distancia que sean trasladados dichos tridngulos. De estos factores dependera qué
tan pequena sea el area de la figura resultante. Los siguientes dos resultados establecen
de manera rigurosa esta idea.

Notacién 2.1.1. En todo lo que sigue, al drea de un conjunto S C R? se le denotard
por A(S).

Lema 2.1.2. Sea T un tridngulo con base sobre una recta L. Dividamos la base de T en
dos segmentos de igual longitud, y unase el punto de division con el vértice opuesto del
tridngulo T para formar dos triangulos adyacentes Ty y To (que llamaremos triangulos
elementales), con base y altura de longitudes, respectivamente, b y h. (Ver figura 2.5.)
Tomese % < a < 1. Entonces, si movemos a lo largo de L al triangulo Ty una distancia

'De aqui en adelante por un «arbol de Perron-Schoenberg» nos referiremos a una figura obtenida
con el procedimiento descrito.

12
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Figura 2.2: Construccion del «arbol de Perron-Schoenbergy.

igual a 2(1 — )b hasta sobreponerse con el tridngulo Ty, la figura resultante S satisface
las siguientes propiedades:

1. S consiste de un tridngulo T', semejante a T, y de dos tridngulos mds pequenos
T} y T, que llamaremos tridngulos auxiliares. Ademds, A (T") = o?A (T).

2. El drea de S estd dada por la siguiente expresion:

A(S)=[a?+2(1—a)’] A(T).
(Ver figura 2.4.)

Demostracion. 1. Basta inspeccionar los angulos del triangulo T” para concluir que
éste es semejante a 1. Ademas, los tridngulos auxiliares son resultado inmediato de la
construccion de S. Ahora, la longitud de la base de T” es igual a 2b — 2(1 — )b = 2ab;
mientras que la base de T' mide 2b. De estos dos hechos se sigue que la razén de semejanza
entre éstos es o, y, por tanto, A(T") = a?A(T). De esta tltima igualdad podemos
precisar la altura de T” (algo que usaremos méas adelante en la prueba): ésta es igual a
ah. Aqui concluye la primera parte de la demostracion.

2. Para calcular el area de los triangulos 77 y T4 vamos a hacer uso de la siguiente
construccién: por el punto de intersecciéon de los tridngulos auxiliares, tracemos una
recta paralela a L; esto define cuatro triangulos: Ay 1, Ay 2, Ag1y Ago. (Ver figura 2.5.)

Notese que A1 es semejante a 11 y que A es semejante a Th —una vez mas, es
suficiente observar los dngulos para convencerse de esto—, ambos a razén de semejanza

13



2. EL CONJUNTO DE BESICOVITCH.

T=T,UTy

T1 T2

A
\ 4

2b

Figura 2.3: Division del tridngulo T" para obtener los dos triangulos elementales T; y T5.

Figura 2.4: Traslacion del tridngulo T5 a lo largo de L hasta sobreponerse con T7.

1 — a. Més atn, A;; es congruente con Ao y Ajo es congruente con Apq. Asi, los
cuatro triangulos tienen base de longitud (1 — )b y altura (1 — a)h. Luego,

A(A11) = A(Ars) = A(As1) = A(Ass) = %(1 —a)?A(T).
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2.1 Un pequeno arbol con muchos frutos.

S
A A
l 2,1 A (1—-a)h
\4
A
ah
L
\4
-«
2(1 —a)b

Figura 2.5: La recta [ paralela a L. Note que los tridngulos A; 1, A1 2, 421y Asa 2 tienen
la misma area.

Finalmente, como A (S) = A(T")+A (T])+ A (T3), podemos combinar los resultados
anteriores para concluir que

A(S)=[a®+2(1—a)’] A(T).
Esto termina la demostracion. O

Teorema 2.1.3. Consideremos un tridngulo, T, con base sobre la recta L. Dividase la
base de T en 2" segmentos de igual longitud, y unamos los puntos de division con el
vértice opuesto del triangulo T para formar 2™ tridngulos elementales Ty, Ts, ..., Ton (ver
figura 2.6). Sin es lo suficientemente grande, existe una traslacion, a lo largo de L, de
cada T; (1 < i < 2") de tal forma que el drea de la figura (cerrada) resultante S, que es
la union de los tridngulos trasladados T;, sea tan pequenia como se desee.

Observacion 2.1.4. La traslacion de cada tridngulo T; como se describe en el teorema
2.1.83 se aplica tanto al tridngulo como a su frontera. Esto es, la imagen de cada T; bajo la
traslacion es una figura cerrada. Por lo tanto, la figura S resultante es compacta. Ndtese
ademds que, como algunos tridngulos comparten frontera, se agregan 2™ — 1 segmentos
de recta en la construccion. Sin embargo, esto no afecta en el drea pues hay un nimero
finito de dichos segmentos.

Demostracion. Construyamos la figura S a través de una serie de pasos que involucran
repetidas aplicaciones del lema 2.1.2 para un valor fijo de o que serd precisado mas
adelante.

15



2. EL CONJUNTO DE BESICOVITCH.

Figura 2.6: La construccion descrita en el teorema 2.1.3 para n = 3.

Paso 1. Para este primer paso consideraremos pares de tridAngulos elementales Tj.
Para cada 4, 1 < i < 2""!, movamos a lo largo de la recta L al triangulo Tb; en la
direccion de Ty;—1 una distancia igual a 2 (1 — «) b para obtener figuras Sil, cada una de
éstas formada por el tridngulo Ti1 (semejante a Th;—1 U Ty;) y dos tridngulos auxiliares
A} 4, A, Més atn, A (T}') = o® A (Tyi—1 U Ty;). Ademds, segin el lema anterior, cada
figura S; cumple que

A (Sll) = [a2 + 2(1 — 01)2] A (Tgi_l U Tgi) .

Esta primera aplicacién del lema 2.1.2 para todos los tridngulos elementales da lugar
a una coleccién {Si 1< < 2”*1} de nuevas figuras que satisface lo siguiente:

2n—1 2n—1
Z A (Szl) < [042 + 2(1 - oz)2] Z A (Tgi_l @] TQi)
=1 =1

= [o® +2(1 - a)’] A(T).

La figura 2.7 ilustra esta situacion para n = 3.

Hagamos una pausa. Es importante observar que, para cada i, 1 < i < 2”1 un
lado del tridngulo T4;_; es paralelo y de igual longitud al lado opuesto del tridngulo Ty;;
asi, podemos trasladar las 277! figuras Sil de manera que la figura que formen contenga
un tridngulo Dj, semejante al tridngulo inicial 7' con razén de semejanza «, més los
tridngulos auxiliares que ya teniamos con un grado de superposicion mayor (hecho que

16



2.1 Un pequeno arbol con muchos frutos.

//
' fM

i\

S
)
%)
e

Figura 2.7: La traslacién de T; para formar S? para n = 3.

asegura que el area, en efecto, va disminuyendo cada vez mas). Notese que la longitud
de la base del tridngulo D; es igual a 2"ab. En efecto, la base del tridngulo original
T es 2™b; ahora, cada tridngulo elemental T5; se desplazé a lo largo de la recta L una
distancia 2 (1 — )b, y como hay 2"~! de dichos tridngulos, se sigue que la base del
tridngulo D es igual a

2" — [2"71 - 2(1— a)b] = 2"ab.

Mas atn, por construccion, la base del tridngulo D; esta dividida en 2"~! partes
iguales de longitud 2ab. Esto permite repetir el lema 2.1.2 en el segundo paso. De hecho,
un razonamiento andlogo entre cada paso es lo que permitird hacer la construcciéon de
S de manera iterada. En otras palabras, entre cada paso de la construccion de la figura
final S se debera realizar una traslaciéon adecuada de las figuras para poder aplicar el
lema 2.1.2. La figura 2.8 muestra esto para n = 3

En resumen, la primera aplicacién del lema 2.1.2 para todos los tridngulos elemen-
tales T; dio lugar a una colecciéon de figuras {5’11 1< < 2”*1} con las siguientes
propiedades:

(a) Cada figura Sil estd formada por un tridangulo T,L»1 semejante al triangulo Th; 1 UTh;
mas dos tridngulos auxiliares A%Z—_l, A%i.

(b) Trasladando adecuadamente las figuras S} es posible obtener un triangulo Dy (que
es la unién de los tridngulos Tll) semejante a T —con razén de semejanza a—, con
base de longitud 2"ab y tal que

21'1,71
AD) =A(|J T | =24,

i=1

17



2. EL CONJUNTO DE BESICOVITCH.

\

\

va«s?\ |
Dy / " \

/ ah

(I1—-a)h

A

Figura 2.8: El tridngulo D; que se obtiene en el paso 1 aparece con su frontera punteada.

(c) El &rea total de todos los tridngulos auxiliares A}, ;, AL, que acompaiian a los
triangulos T} no sera mayor que 2 (1 — a)* A (T).

(d)

gn— 1

dA(SH) < [0 +2(1 - )] A(T).
i=1

Ahora si, ya podemos seguir la demostracion.

Paso 2. En el segundo paso de la construccién centraremos nuestra atencion en con-
secutivos Sl-l. Para cada i, 1 <14 < 272, traslademos a lo largo de L a 5211» en la direcciéon
de S3,_; un distancia 2 (1 — ) (2ab) = 22 (1 — «) ab para obtener 2”2 figuras S?, cada
una formada por un triangulo T? semejante a Ty, ; U T): més dos tridngulos auxiliares
A2, |, A%, Ademas, al igual que en el paso 1, se pueden trasladar convenientemente las
figuras S? para obtener una coleccion de figuras {Slz 1 <i < 2”*2} con las siguientes
caracteristicas:

1. Cada figura Si2 contiene un tridngulo Tf, semejante a T21i71 UT21i. Ademsés, si Do es
la unién de todos los T? (trasladados), Dy es un tridngulo semejante al tridngulo
D; del paso anterior y cuya area esta dada por A (Do) = o*A(T).

(Ver figura 2.9.)
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2.1 Un pequeno arbol con muchos frutos.

2. Los triangulos T7 estdn acompafados de tridngulos auxiliares cuya drea total no

es mayor que 2(1 — a)%2a?A (T).
W /
\‘ ‘ Y.
/

En efecto,

|

N0

o?h

St S3

Figura 2.9: La construcciéon del paso 2 para n = 3. El triangulo D5 es la unién de los
triangulos T? y T3, cuya frontera aparece punteada en la imagen.

1. La semejanza de Tf con T21,L»_1 U T21i es inmediata. Sea Dy la unién de todos los
triangulos (trasladados) T2. Claramente Dy y D; son semejantes. Ahora bien,
podemos calcular la longitud de la base del tridangulo Dy restando el total del
desplazamiento de las figuras S3; a la longitud de la base del tridgngulo D; del
paso anterior:

La base de D1 es igual a 2™ab, mientras que el desplazamiento total de las figuras
So; es 2" (1 — a) ab, ya que cada figura S; se desplazé 2% (1 — o) ab y hay 272
de ellas. Por lo tanto, la longitud de la base del tridngulo Dy es

2"ab — 2" (1 — o) ab = 2"a?b.

De aqui se sigue que la razén de semejanza de los tridngulos Do y D; es . Por lo
tanto
A(Ds) = a*A(Dy) = o*A(T).
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2. EL CONJUNTO DE BESICOVITCH.

2. Para esta parte utilizaremos la misma técnica que en el lema 2.1.2 para calcular
el drea de los triéngulos auxiliares. Cada T? estd acompafiado de dos tridngulos
auxiliares A%Fl, A%i. Por el punto de interseccién de éstos, tracemos una recta [
paralela a L. Esto da lugar a cuatro tridngulos de 4reas iguales; basta entonces
calcular el area de uno de ellos, digamos, A%Fl’l. (Ver figura 2.10.)

Dicho tridngulo es semejante a T21i, con razéon de semejanza 1 — o pues, mientras
que el primero tiene base igual a 2(1 — a)ab, la del segundo mide 2ab. Luego,

A (A%i—l,l) = (1—a)’4 (Tgll) = (1 — a)%a’hb.
De aqui se sigue que A (A%Z-_l) = 2(1 — a)%a®bh. Ya que puede ocurrir que los

tridAngulos auxiliares se sobrepongan, el area total de éstos esta acotada superior-
mente; es decir,

on—1 on—1
A U A3 1] < A(A3%)
i=1 i=1
= 27(1 — a)a’bh
=2(1—a)a?A(T)

Para acotar el area total de las figuras SZ»Q, 1 <i< 2" ! tenemos que tener en cuenta
el drea del tridngulo Ds, los tridngulos auxiliares del paso 1 y los nuevos tridngulos
auxiliares obtenidos en este paso que acompanan a cada uno de los tridangulos TZ-Q. Asi,
se tiene que

2n72
> A(S?) <a’A(T) +2(1 - @)’ A(T) +2(1 — a)*a®A(T)
=1

= [0 +2(1 — @)? (1 +a?)] A(T).

En resumen, la segunda aplicacién del lema 2.1.2 para todas las figuras S} dio lugar
a una colecciéon de figuras {SZQ 1< < 2"‘2} con las siguientes propiedades:

(a) Cada figura S? estd formada por un triangulo T? semejante al triangulo Ty, ; UT5:
mas dos tridngulos auxiliares A%i_l, A%i.

(b) Trasladando adecuadamente las figuras S? es posible obtener un tridngulo Do
(que es la unién de los triangulos T7 trasladados) semejante a Dy —con razoén de
semejanza a—, con base de longitud 2"a?b y tal que A (Ds) = o*A (T).

(c) El 4rea total de todos los tridngulos auxiliares A3, ;, A3, que acompafian a los
triangulos T2 no sera mayor que 2 (1 — a)? a?A (T).
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2.1 Un pequeno arbol con muchos frutos.

S2
I A%i,l A%i—l,l
A%i,Q ‘/ ‘/ A%z’—m
L
-
4(1 — a)ab

Figura 2.10: (a) A partir de S} ; y S} se obtiene la figura S2. (b) Los tridngulos auxiliares

2
A3, | vy A2 aparecen con su frontera punteada.

(d)

2n—2

> TASH) < [0t +2(1 - a)® (1+a?)] A(T).
=1

21



2. EL CONJUNTO DE BESICOVITCH.

A este punto de la demostraciéon ya podemos inferir lo que ocurre en cada etapa
de la construccion: en el paso k (2 < k < n) partimos de una coleccion de figuras

{Sf_l 1< < 2”_1} tal que
(i) Cada figura SF~! contiene un triangulo 7",
(ii) La union de todas las figuras Sffl es una figura formada por

1. Un tridngulo Dy_1, que es la unién de todos los tridngulos Tf*l, con base de
longitud 2"a*~1b y dividida en 2" ~**+1 partes iguales de longitud 2¥~1a*~1b.
Mas ain, A (Dj_;) = o?*k=DA(T).

2. Tridngulos auxiliares cuya area total no serd mayor que

k—2

2(1-a)> o”| A(T). (2.1)

J=0

Como la base del tridngulo Dy_; esta dividida en partes iguales, podemos aplicar el
lema 2.1.2 a las figuras Sf_l. Para cada i (1 <4 < 2" %) trasladamos a lo largo de la
recta L a .5’5;1 en la direccion de 55;_11 una distancia

2(1—a) (2k71ak71b> =281 —a)ar b

para obtener 2"~ * figuras Sf, cada una de ellas formada por un tridngulo Tf mas dos
tridngulos auxiliares A’gi_l, A’;i.

Anélogamente a lo hecho en los pasos 1 y 2 es posible realizar una traslacién ade-
cuada de las figuras Sf de modo que su unioén contenga un triangulo Dy, semejante al
tridngulo Dj_1, con razéon de semejanza «, junto con tridngulos auxiliares. Més adn,

A(Dy) = a?A(Dg1) = o A(T),

y el area total de los tridngulos auxiliares A’;Z-_l, ASZ- que acompanan a los triangulos TZk
no sera mayor que 2(1 — a)?a?*=2A (T).

En consecuencia, para acotar el area total de las figuras Sf, con 1 < i < 2nk
tenemos que considerar el drea del tridngulo Dy, el 4drea de los tridngulos auxiliares de
la etapa anteior (ecuacion 2.1) y el area de los triangulos auxiliares de este paso. Con
esto en cuenta, se sigue que

an—k k-1

3 A(Sf) <o +201-a) ¥ | A(T).

i=1 §=0

Paso n. En el paso final, terminamos con una figura S (que siguiendo la notaciéon

usada antes corresponderia a S7'), para la cual se cumple que

n—1
o™ +2(1 —a)22a2i A(T).
=0

A(S) <
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2.1 Un pequeno arbol con muchos frutos.

(Ver figura 2.11.)

Figura 2.11: La figura que resulta en el ultimo paso para n = 4.

Pero
n—1 00
21— )Y o <2(1-a)’> o

i=0 =0
201 - a)?
 1-a?
21 -a)
 1l+a
<2(1—-a),

de donde,

A(S) < [o®" +2(1 — a)] A(T).

Para finalizar la demostracién mostremos que la figura S puede tener area tan pe-

quefia como se desee. Sea € > 0. Elijamos «, % < a < 1, tan préximo a uno como sea
€

1A(T)

. Con esta eleccion se puede garantizar que A(S) < e. O

necesario para que (1 —a) < y n € N, suficientemente grande, de forma que

o < °
2A(T)
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2. EL CONJUNTO DE BESICOVITCH.

Observacion 2.1.5. Ndtese que fijando la posicion del primer tridngulo elemental T1, y
realizando la construccidon anterior con respecto a éste, en el paso final de la construccion
del teorema 2.1.3, el vértice superior de cada T; no se moverd a la izquierda del vértice
superior de T1 una distancia mayor que 2™b. De hecho, el vértice superior del tridngulo
Ton, que por construccion es el tridngulo que mds se desplaza en las construccion, se
moverd una distancia igual a 2" (1 — ™) b del vértice superior de T;.

En este sentido, es posible asequrar que, utilizando la construccion del teorema 2.1.3,
se puede obtener una figura de drea tan pequeria como se desee trasladando cada tridngulo
elemental una distancia no muy grande. La idea detrds es relativamente simple: dividir
la base del tridngulo original en tridngulos elementales de bases suficientemente pequenas
y, después, aplicar la construccion anterior en cada uno de ellos. Este serd el camino
que segquiremos en la prueba del siguiente resultado que formaliza estas ideas.

Teorema 2.1.6. Con la misma notacion que en el teorema 2.1.3, sea U C R? un
conjunto abierto que contenga al tridngulo T'. Entonces, dado € > 0, la construccidon de
S puede realizarse de manera que S CU y A(S) < e.

Demostracion. Sea U C R? con las caracteristicas del enunciado anterior y sea € > 0.
Realmente la region de U que nos interesa es aquella que se encuentra muy cerca de
T, asi, al ser éste tultimo acotado, podemos suponer que U también lo es. (Més tarde
esto facilitara recurrir a argumentos relacionados con la compacidad.) Para probar el
resultado buscamos trasladar los puntos de T de manera que el area de éste sea muy
pequena, pero sin moverlos demasiado ya que buscamos permanecer dentro de U. En
este sentido, primero vamos a encontrar una cota superior, digamos ¢, con la propiedad
que al trasladar en cualquier direccién a un punto arbitrario de T una distancia menor
que ¢, éste permanezca en U.

Con el fin de encontrar dicha J, consideremos la funcion distancia d, : OU — R,
donde QU denota la frontera de U p un punto del tridngulo T, definida por d,(z,p) =
|z — p|. Se puede demostrar que d, es una funcién continua en la frontera de U.
Ademas, como OU es un conjunto compacto, la funcién distancia alcanza su infimo
segun el teorema del valor extremo. Con esto en cuenta, podemos considerar una nueva
funcion ¢ : T — R (que si esta bien definida por lo anterior) tal que, para cada punto
peTl,

W(p) = inf{llz — | : = € OUY}.

La funcién 1 definida de este modo es continua y, por la compacidad de T y otra
aplicacion del teorema del valor extremo, ésta también alcanza su infimo; hagamos éste
igual a §. Escojamos ahora n > b donde b es la longitud de la base del tridngulo

T. Dividamos la base de T' en n tridngulos elementales 11,75, ..., T,,, v apliquemos el
teorema 2.1.3 a cada uno de ellos (no al tridangulo T', el teorema se aplica a cada T;).
Consideremos algtn 7T;. Segin el teorema 2.1.3 a dicho tridngulo lo podemos dividir
en triangulos elementales mas pequenos cuya traslacion tiene como resultado una figura
S; con A(S;) < € Mas aun, como se menciond en la observacién posterior al teorema

2.1.3, lo anterior puede realizarse moviendo cada tridngulo elemental involucrado una
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2.2 Conjuntos de Besicovitch de &rea cero.

distancia mas pequenia que la longitud de su base. En otras palabras, las figuras que

: b :
conforman a S; se han movido no més que — < 4. Por tanto, los tridngulos que forman

n
S; quedan contenidos en U. Repetir esto para cada T; nos lleva una coleccién de figuras
{Si:i=1,2..n}. Sea

Entonces
A(S)=A (U 5¢> <Y A(S) <k
i=1 i=1

y, en la obtencion de S a partir de T', ninguna figura se ha movido una longitud mayor
ad,conlocual SCU. O

2.2. Conjuntos de Besicovitch de area cero.

Para concluir este capitulo demostraremos la existencia de conjuntos de Besicovitch
en R? de area cero.

Teorema 2.2.1. Ezisten conjuntos de Besicovitch en R? de drea cero.

Demostracién. Primero vamos a construir un conjunto By de 4rea cero que contiene un
segmento de longitud uno en toda direcciéon posible dentro de un sector de 60°. Después,
tomando la unién de By con copias congruentes de éste rotadas 60° y 120°, se obtiene
el conjunto requerido.

La construccién consistird de aplicaciones repetidas del teorema 2.1.6. Sea S7 un
tridngulo equilatero de altura uno y con base sobre una recta L. Sea, ademas, U; un
conjunto abierto que contenga a S1 y tal que A (71) < 2A(S1), donde U; denota la
cerradura de U;. Como s6lo nos interesa lo que ocurre cerca de Sy, podemos suponer
que U; es acotado (siempre puede tomarse la interseccién de Uy con una bola de radio
suficientemente grande que contenga a Sp). Aplicando el teorema 2.1.6 a S} podemos
obtener una nueva figura cerrada Sy C U; con A (S3) < 272, Puesto que S5 es la union
de un numero finito de tridngulos, podemos encontrar un conjunto abierto Us tal que
So C Uy C Uy y de forma que A(Us) < 2A4(S3). De manera similar, es posible aplicar
de nuevo el teorema 2.1.6 a cada tridngulo elemental de la figura Sy de tal forma que
la figura resultante S3 esté contenida en Us y que A(S3) < 273. Al igual que antes,
S3 C Us C Uy para algun conjunto abierto Us con A (73) < 2A(S3).

Repitiendo este proceso obtenemos una sucesion de figuras (S;) asi como una suce-
sion de conjuntos abiertos (U;) que satisfacen la siguientes propiedades:

1. Cada conjunto U; es abierto.
2. 5; CU,.
3. U; CU;_;.
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2. EL CONJUNTO DE BESICOVITCH.

4.

5.

A(U;) <24(8;) <27+

Cada S; es la unién de un namero finito de tridangulos elementales con bases sobre
L y de alturas de longitud uno. Asi cada S; contiene un segmento de longitud uno
para cada angulo (con respecto a L) en el intervalo [60°,120°].

Sea

-
=0

Es importante destacar que By es cerrado y esta contenido en Uj, donde este tltimo
es acotado. Luego, By es compacto. Veamos que este conjunto tiene las propiedades
mencionadas al principio de la prueba.

(1)

(i)

A(Bp) = 0. En efecto, dado € > 0 arbitrario, por 4, A(By) < 27! < ¢ para
i suficientemente grande. Asi, 0 < A(By) < € para todo ¢ > 0. Por lo tanto,
A (Bp) =0, como se afirmé.

By contiene un segmento de longitud uno en toda direccién dentro de un sector
de 60°. Por construccion, cada S;, y por tanto cada Uj;, tiene un segmento de
longitud uno en cada direcciéon formando un angulo de al menos 60° con L. De-
bemos probar que esto es también cierto para By. Sea 6 un angulo en el intervalo
[60°,120°]. Segun 5, para cada i existe M; C S;, un segmento de longitud uno en
la direccién 6. Para toda i, el segmento M; tiene extremos de la forma (x;,y;),
(x; + cos(0),y; + sen(0)). Ademas, por 2, M; C U;. Notemos que, para una j
fija, M; C U, para i > j pues la sucesién de conjuntos {ﬁi}z‘eN es decreciente
(utilizando la propiedad 3) y que U; es un conjunto compacto. En consecuencia,
la sucesion de extremos {(z;,¥i)};cy tiene una subsucesion que convergente. Sea
(z,y) el punto al que converge dicha subsucesion. Andlogamente, la sucesion de
extremos {(z; + cos(0),y; + sen(0))},cy contiene una subsucesion que converge al

punto (z + cos(0),y + sen(9)).
Consideremos el segmento M de longitud uno cuyos extremos son los puntos (z, 2
y (x + cos(0),y + sen(d)). Veamos que M C By. En efecto, puesto que M; C U;

si ¢ > j, por ser cada U; cerrado se cumple que M C 7] para toda 5. Por lo tanto

OO JR—
Mgﬂm:%
1=0
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Capitulo 3
Calles en todas direcciones ocupando
area minima.

El objetivo de este capitulo es describir la solucién al problema de Kakeya. Para
simplificar un poco, vamos a adoptar primero la siguiente definicién.

Definicién 3.0.1. A un segmento de recta de longitud uno en R? le llamaremos aguja.
En estos términos, el problema de Kakeya puede enunciarse como sigue:

Problema 3.0.2. Consideremos una aguja en el plano. ;Cudl es la menor drea requeri-
da para rotar continuamente una aguja 180°, hasta regresar a su posicion original pero
invertida?

En la introduccién se mencioné que Besicovich utilizé las ideas que le permitieron
construir el conjunto del teorema 2.2.1 para dar solucién al problema de Kakeya. Es
facil observar que, aunque dicho conjunto contenga una aguja en cada direccién, las
operaciones realizadas para su construcciéon imposibilitan el movimiento continuo de la
aguja dentro de él. De manera sencilla, pero absolutamente eficaz, Julius P4l comunicé a
Besicovitch la manera de remendar el problema. En la siguiente seccién describiremos la
sugerencia de Pal a Besicovitch para, finalmente, en la seccion 3.2 presentar la soluciéon
al problema 3.0.2.

3.1. Ingeniosas traslaciones.

La sugerencia de Pal a Besicovitch consiste en utilizar las «conexiones de Pal».
Claro, esto no dice nada al lector, pero antes de explicar qué son y como funcionan
dichas conexiones, motivemos la idea de Pal con el siguiente problema:

Supongamos que tenemos una aguja AB sobre una recta [ y queremos trasladarla
continuamente hasta colocarla sobre el segmento A’B’ en otra recta I’ (paralela a 1),
separada de la primera una distancia vertical h. ;Cudl es la menor area posible que
se debe ocupar para completar esta operacion? (Ver figura 3.1(a).) Quizés, lo primero
que venga a la mente sea hacerlo mediante una traslaciéon en la direccién del vector
que une a A con A’. Al realizarlo de este modo, el area que ocupamos es el drea del
paralelogramo que se muestra en la figura 3.1 (b), y que es igual a 1-h = h.
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3. CALLES EN TODAS DIRECCIONES OCUPANDO AREA MINIMA.

A B I A B l
— @ o A .
® 4 o ' o °©
A B A B

(a) (b)
Figura 3.1: Traslacion de una aguja de la recta [ hasta otra paralela I’.

La solucién que buscamos es la idea detras de las «conexiones de Pal»: primero,
tracemos el segmento AB’. Si rotamos AB alrededor del extremo A hasta sobreponerse
con AB’, podemos deslizar la aguja hasta que B y B’ coincidan. Por ultimo, basta rotar
AB alrededor de B para colocarla sobre la recta I’. La figura 3.2 muestra lo anterior. El
area que abarcamos con esta operacién corresponde a los sectores descritos durante las
rotaciones de AB. Lo conveniente de esta construcciéon es que la rotaciéon —y, por tanto,
el area de los sectores— puede realizarse girando un angulo muy pequeno.

l/

Figura 3.2: Ejemplo de una conexion de Pal.

Si tomamos en cuenta que el objetivo de Besicovitch era remediar el problema del
movimiento de la aguja sin agregar demasiada area al conjunto que habia logrado cons-
truir, la sugerencia de P4l cae como anillo al dedo. El siguiente lema presenta las ideas
hasta aqui discutidas de forma rigurosa.

Lema 3.1.1. Sean L1 y Lo rectas paralelas en el plano. Entonces, dado € > 0, existe
un conjunto E, con A(E) < €, que contiene a dichas rectas y tal que una aguja puede
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3.2 La solucién al problema de la aguja.

moverse continuamente de L1 a Ly sin salirse de E.

Demostracion. Sean x1 y zo puntos en las rectas L1 y Ls, respectivamente. Definamos
FE como el conjunto que contiene a Ly y Lo, el segmento M que une los puntos x7 y
9, v los sectores de circulos con centros en x;, radio 1 y el menor de los 4ngulos que
forman las rectas L; con M (i = 1,2). Es claro que el 4rea total de E puede hacerse tan
pequenia como se desee haciendo z1 v xo suficientemente alejados entre si. Més adn, el
segmento de longitud uno puede moverse de L1 a Lo rotando a éste en el primer sector

tomando un area menor que 5 —lo que permite un angulo aproximadamente igual a

e, trasladarlo a lo largo de M vy, por ultimo, rotarlo en el segundo sector. (Ver figura

3.3.) O
X1 Ll

Lo

Figura 3.3: Podemos construir conexiones de Pal con un area tan chica como queramos.

3.2. La solucién al problema de la aguja.

En esta secciéon daremos solucién al problema de Kakeya construyendo un conjunto
de Kakeya. La siguiente definicién aclara a qué nos referimos con dicho conjunto:

Definicion 3.2.1. Llamaremos conjunto de Kakeya a cualquier conjunto de R? en
el que una aguja puede invertirse continuamente hasta su posicion original.

Observacion 3.2.2. Usualmente no se hace distincion en la literatura entre un «con-
junto de Besicovitchy y un «conjunto de Kakeyay. Aqui optamos por distinguirlos debido
a que para el seqgundo se tiene la condicion extra del movimiento para la aguja.

Los arboles de Perron—Schoenberg junto con las conexiones de Pél son los ingredien-
tes esenciales de la solucién para el problema de Kakeya:

Partamos de un tridngulo equilatero de altura uno como en la figura 3.4. Formemos
ahora un arbol de Perron- Schoenberg como en el teorema 2.1.3 (ver figura 3.5). Como
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3. CALLES EN TODAS DIRECCIONES OCUPANDO AREA MINIMA.

ya se menciond, la aguja no puede moverse continuamente dentro de esta figura, sin
embargo, s{ puede rotarse dentro de los tridngulos elementales que forman el &rbol. Con
esto en cuenta, fijemos nuestra atencion en el subtriangulo (77) que tiene por lado el
lado izquierdo del tridngulo original y en aquel (Tp) que tiene el lado derecho. Como
cada tridangulo elemental tiene un lado paralelo al lado de otro subtridngulo, podemos
usar las conexiones de Pal, de area tan pequena como queramos, para mover la aguja
entre dos tridngulos con lados paralelos. Asi, para completar el movimiento de la aguja
en un arco de 60° necesitamos rotarla desde el lado izquierdo de T7 hasta el lado derecho
de Tp usando el resto de los tridngulos elementales junto con las conexiones para dar
saltos de uno a otro.

T] TD

Figura 3.4: Triangulo con subtriangulos distinguidos 17 y Tp.

En resumen, la estrategia para resolver el problema de Kakeya es la siguiente:

1. Coloque la aguja sobre el lado izquierdo del triangulo 77 con uno de sus extremos
sobre el vértice superior (ver figura 3.6).

2. Rote la aguja, en el sentido contrario de las manecillas del reloj, alrededor del
vértice superior hasta llegar al lado derecho de T7. Después, localice el tridngulo
con lado paralelo al lado derecho de T;. (Ver figura 3.7.)

3. Utilice las conexiones de P4l para llevar la aguja hasta el tridngulo con lado
paralelo al lado derecho de T7. (Ver figuras 3.8 3.9 y 3.10.)

4. Continte hasta llegar al lado derecho del tridangulo Tp.

Por dltimo, agregue dos copias del drbol de Perron—Schoenberg rotadas 60° y 120°;
realice los mismos pasos anteriores en cada una de ellas para terminar la rotacién de
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3.2 La solucién al problema de la aguja.

Figura 3.5: Movimiento de la aguja desde T} hasta Tp dentro de un arbol de Perron-
Schoenberg.

180° y sittie la aguja ya invertida en su posicion original. En la figura 3.11 se aprecia el
resultado de este paso final.

La meta original era realizar todo lo anterior ocupando un &area tan pequefia como
se desee. El teorema a continuacién establece rigurosamente esto.

Teorema 3.2.3. Para cada ¢ > 0, existe un conjunto de Kakeya K en R? de drea
MENOT qUE €.

Demostracion. Sea T un tridngulo equilatero de altura uno y con base en una recta L.

Utilizando el teorema 2.1.3 podemos dividir a T en m = 2F triangulos elementales y
. £ .

deslizarlos a lo largo de L para obtener una figura Si, con A (Sg) < 1 que es la unién de

los triangulos 17, Ty, ..., T;, (es decir, T} es el resultado de trasladar el triangulo 77). Mas
ain, Sk contiene una aguja en toda direcciéon dentro de un intervalo de 60°. Tomando

. . . . €
tres copias apropiadamente rotadas de Sy se obtiene un conjunto Kj con A (K1) < 3 y

que contiene una aguja en toda direccion.

Ahora, K es la unién de 3m triangulos elementales T; (1 < i < 3m); ademaés, para
cada 4, un lado de T es paralelo al lado opuesto de Tj,;, por lo cual, usando el lema
3.1.1, podemos agregar un conjunto Ko a Kj, que es la unién de 3m — 1 conexiones

. .2 / A € .
de Pal entre los los tridngulos T; y Tj41, de area menor que —. Lo anterior da como

resultado un conjunto K = K; U Ko, de area menor que ¢, dentro del cual es posible
rotar continuamente una aguja 180°. O
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3. CALLES EN TODAS DIRECCIONES OCUPANDO AREA MINIMA.

Figura 3.6: Aguja sobre el lado izquierdo del tridngulo T7.

iProblema resuelto!

John Edensor Littlewood, en su famoso texto A Mathematician’s Miscellany (1it53),
menciona que la solucién que Besicovitch dio al problema de Kakeya establece el primero
de dos resultados contraintuitivos en el trabajo de Besicovitch. El segundo se dio a
conocer en 1947 cuando Besicovitch dio solucién al problema de Crum (ver (Bes4T7)).
FEste problema pregunta por el maximo ntimero de poliedros convexos no sobrepuestos
para los que, por pares, comparten al menos una parte de sus caras. La respuesta
en dimension dos es 4 (apelando al teorema de los 4 colores) y se pensaba que para
el caso de dimensién tres el ntimero estaba entre 10 o 12. De hecho, para dimensién
tres, Besicovitch demostré que jhay un nimero infinito de dichos poliedros! Asi, para
una pregunta bastante sencilla Besicovitch dio la sorprendente respuesta de ser cero y
para otra razonable pregunta dio la igualmente sorprendente respuesta de ser infinito.
Cabe mencionar que en 1958 la Asociaciéon Americana de Mateméticas produjo un filme
sobre el problema de Kakeya donde el mismo Besicovitch expone su solucién al problema
(ver (0A62)). Cualquier oportunidad de ver este trabajo no debe ser desaprovechada.
También pueden ser de interés (Numlb) y (Matlba).
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3.2 La solucién al problema de la aguja.

Ty

Tr

Figura 3.7: Aguja sobre el lado derecho del tridngulo T7. El tridngulo de color verde tiene
un lado paralelo al lado derecho del triangulo T (ver figura 3.4.
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3. CALLES EN TODAS DIRECCIONES OCUPANDO AREA MINIMA.

Figura 3.8: Uso de las conexiones de Pal para mover la aguja.
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3.2 La solucién al problema de la aguja.

Figura 3.9: Uso de las conexiones de Pal para mover la aguja.
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Tp

17
Tp /
/i
A
)
/\
/

Figura 3.10: Uso de las conexiones de Pal para mover la aguja.
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3.2 La solucién al problema de la aguja.

Figura 3.11: Ejemplo de un conjunto de Kakeya.







Parte 11

El problema finito de Kakeya.
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Capitulo 4

Introduccion.

Por el sencillo planteamiento del problema de Kakeya, podria pensarse que éste es
inicamente un poco méas que una curiosidad matematica. Esto, sin embargo, no podria
estar mas alejado de la realidad. En recientes afios, la palabra «Kakeya» aparece cada
vez con mayor frecuencia en la literatura matemaética, y los conceptos relacionados con
el problema original han llevado a establecer nuevos vinculos con areas insospechadas
de las mateméticas, entre las que destacan, por mencionar algunas, andlisis armoénico,
trasformada de Fourier, combinatoria, teoria de ntmeros y hasta ecuaciones de on-
da. (Excelentes referencias donde se explican las conexiones mencionadas son (Wol99),
(Bou00) y (Tao01).) En este sentido, lo que se ha llegado a conocer como la congetura de
Kakeya ha jugado un papel fundamental para establecer nuevos horizontes alrededor del
problema de Kakeya. Para poder enunciar dicha conjetura, recordemos que un conjunto
de Besicovith en R™ es un subconjunto compacto B C R" que contiene un segmento de
recta de longitud uno en cualquier direccién !. En estos términos la conjetura de Kakeya
establece lo siguiente:

Conjetura 4.0.1 (Conjetura de Kakeya). Un congunto de Besicovitch en R™ tiene
dimension 2 igual a n.

Para n = 1 la conjetura es inmediata, y para n = 2 fue completamente resuelta
por Roy O. Davies (Dav71). Sin embargo, permanece abierta en los demds casos y
parece volverse cada vez menos asequible conforme la dimensiéon aumenta. Hoy en dia
se considera uno de los mayores problemas abiertos en la teoria geométrica de la medida.

Dadas las numerosas conexiones de la conjetura 4.0.1 con otras ramas de las ma-
teméticas, asi como los pocos avances significativos en su solucién, se han considerado
diversos anéalogos a ésta con la esperanza de obtener nuevas ideas que permitan estable-
cerla de manera completa. Como consecuencia natural, se ha desarrollado una maqui-

! Al igual que en el caso del plano, se sabe que existen conjuntos de Besicovitch en R" de medida
de Lebesgue cero (ver (Wol99)). El lector puede pensar el concepto de medida de Lebesgue como una
generalizaciéon a mayores dimensiones del concepto de area y volumen.

’De forma mas precisa, se pregunta por la dimensién Hausdorff o Minkowski. No entraremos en
detalles sobre estos conceptos ya que no es el tema central del presente trabajo. Para una completa
exposicion sobre las definiciones y demas propiedades sugerimos al lector consultar (Fal86), (Mat15b)
y (SS09).

41



4. INTRODUCCION.

naria de nuevas técnicas que, en muchas ocasiones de forma inesperada, han ayudado a
resolver problemas aparentemente pertenecientes a un contexto completamente ajeno.

En este trabajo estaremos interesados en un analogo particular a la conjetura de
Kakeya, conocido como el problema finito de Kakeya, propuesto por Thomas Wolff
en 1999 (Wol99). El enunciado es un «modelo a escalay de la conjetura 4.0.1, y es extre-
madamente conveniente pues evita todas las tecnicidades involucradas en el concepto
de dimension (dimension Hausdorff o Minkowski). Antes de entrar con todo detalle al
problema finito de Kakeya, primero establezcamos los conceptos necesarios.

Notacion 4.0.2. En todo lo que sigue, F denotard un campo (y a menos que se haga
alguna precision, como ser finito o infinito, se pensard en un campo arbitrario). Ademds,
dado un campo F, denotaremos por F™ al espacio vectorial sobre F (también llamado
F—-espacio vectorial) de dimension n.

Definicién 4.0.3. Sea F un campo. Para cada par de vectores x,y € F™, con x # 0,
definimos la recta l(y; x) C F" que pasa por y en la direccion de x como

ly;2) ={y+tx:teF}.
Con esto en cuenta, pasamos ahora a definir un conjunto finito de Kakeya.

Definicion 4.0.4. Sea F un campo finito. Un conjunto K C F" es un conjunto finito
de Kakeya si, para cada x # 0 en F", existe y = y, € F" tal que I(y;z) C K.

Para todo lo que sigue, nos referiremos a un conjunto finito de Kakeya simplemente
como conjunto de Kakeya. Ademads, la gran ventaja de considerar estos conjuntos de
Kakeya es que la dnica nocion de tamano a considerar es la de cardinalidad. Como
estamos trabajando en campos finitos al considerar conjuntos de Kakeya, la cardinalidad
de estos conjuntos serd siempre finita. La cardinalidad de un conjunto serd denotada
por |- .

Podemos entonces enunciar el problema finito de Kakeya en este contexto.

Conjetura 4.0.5 (Problema finito de Kakeya). Sea F un campo finito. Si K C F" es
un conjunto de Kakeya, entonces

K| = CuF[",
donde C,, > 0 depende sdlo de n, pero no de la cardinalidad de F. !

Para n = 1 la solucion es inmediata (el inico conjunto de Kakeya es ), asi que el

problema se vuelve interesante para n > 2. El mismo Wolff estableci6 en (Wol99) una
n+2

cota de la forma C,|F| 2~ (obsérvese que esto resuelve la conjetura 4.0.5 para n = 2).
Subsecuentemente esta cota fue mejorada en (Rog01), (BKT04), (MTT04) y (Tao05)
tanto para el caso general n como para pequefnios valores de éste (n = 3,4). Pese a

'En la conjetura 4.0.5 se debe pensar a n como fijo. Ademas, algunos autores precisan que se deben
considerar valores muy grandes para la cardinalidad del campo F.
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que importantes matematicos trabajaron en el problema finito de Kakeya, por ejemplo
Terence Tao, ganador de la medalla Fields, el avance era similar al de la conjetura 4.0.1
original (aunque hay que decirlo, el problema llevaba relativamente poco de haberse
propuesto y recibié mucha menos atencion que su analogo en el caso euclidiano). Hasta
antes del 2009 la mejor cota para la conjetura 4.0.5 era de la forma C’n|F|47n ((Rog01) y
(MT"04), basados en resultados de (KT99)). Sin embargo, en ese mismo aiio, Zeev Dvir
sorprendié a la comunidad matemaética tras resolver en (Dvi09) el problema finito de
Kakeya utilizando un breve (jtan solo una pagina de extension!) y hermoso argumento
que explota el comportamiento de ciertos polinomios en los conjuntos de Kakeya; una
prueba digna de «El libro» (AZ14).

Las técnicas introducidas por Dvir en (Dvi09) forman parte de lo que ahora se
conoce como el método polinomial, el cual busca imponer una estructura algebraica
a problemas geométricos utilizando polinomios. En los tltimos afios ha sido de gran
utilidad para la solucion de problemas en combinatoria (ver (Taol3), (Dvil2), (UoTv16),
(0Tv16) y (Fral3)); ademés ha tenido una influencia importante en las ciencias de la
computacion (ver (Jukll) y (Gutl6)). Sin embargo, como menciona Terence Tao en
(Tao09), es una pena que el método polinomial sea fundamentalmente dependiente de
la estructura algebraica de los campos finitos, ya que dificulta una aplicacién directa
para resolver la conjetura de Kakeya en el caso euclidiano. Sin embargo, el método
polinomial es interesante por si mismo y, en la medida de lo posible, en el presente
trabajo se buscard resaltar lo atractivo de esta nueva técnica. Asi, el objetivo esta
marcado: lo que nos ocupara de aquf en adelante serd presentar la solucién de Dvir al
problema finito de Kakeya con todo detalle, preservando el espiritu pionero —salvo por
algunas observaciones sugeridas a Dvir por Terence Tao y Noga Alon— de la prueba
original de Dvir para apreciar el método polinomial en todo su esplendor.
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Capitulo 5

El método polinomial.

A grandes rasgos, hay dos ingredientes esenciales en la demostracion de Dvir de
la conjetura finita de Kakeya. El primero de ellos es la generalizacién a polinomios en
varias variables de la siguiente proposicién:

Proposicion 5.0.1. Sea F un campo y d > 1 un entero. Denotemos por Fx] al conjunto
de los polinomios en x con coeficientes en .

(i) Sip(z) € Flz]| es un polinomio no cero de grado a lo mds d, entonces

|[{z € F:p(x) =0}| <d.
(ii) Dado un congunto A CF de cardinalidad a lo mds d, existe un polinomio diferente
de cero p(x) € F[z] de grado a lo mds d tal que p(a) = 0, para cada a € A.

Si ya se cuenta con cierta experiencia estudiando polinomios en x con coeficientes
en R o C, la proposiciéon anterior debe ser un tanto familiar. Sin embargo, las ideas
desarrolladas por Dvir exigen introducirnos en un contexto més general, contemplando
un campo arbitrario F. De hecho, cuando nos adentremos en su prueba de la conjetura
finita de Kakeya, serd evidente la dependencia absoluta de un tipo particular de campos:
los campos finitos. !

Por ahora no se mencionard nada del segundo ingrediente, pues es mas atractivo
abordarlo una vez que se haya generalizado la proposicién 5.0.1. En este sentido, la
tarea que nos ocuparé en este capitulo serd, primero, probar en la seccién 5.1 la propo-
sicion 5.0.1; después, en la seccién 5.2, veremos su generalizaciéon a polinomios en varias
variables. Finalmente se abordara el segundo ingrediente de la demostracién de Dvir.

5.1. Polinomios en una variable.

Retomando la posible familiaridad que pudiese existir con los polinomios en = con
coeficientes en R o C, también deben conocerse conceptos como el grado de un polinomio,
polinomio cero, asi como las operaciones de suma y multiplicacidn entre polinomios. Asi,

Ver apéndice B.
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5. EL METODO POLINOMIAL.

para empezar, vamos a recuperar todas estas nociones considerando polinomios en x
con coeficientes en un campo arbitrario.
Primero vamos a definir lo que es un polinomio en x con coeficientes en un campo.

Definicion 5.1.1. Sea F un campo. Un polinomio p(z) con coeficientes en F es
una suma formal infinita
S

1€EN

donde a; € F y a; = 0 para todos, salvo un nimero finito de valores de i.

Llamaremos a los valores a; los coeficientes de p(x). Ademés, diremos que a; es el
coeficiente de z° en p(z), para cada i = 0, 1,... Si para alguna i > 0 ocurre que a; # 0,
el més grande de dichos valores de i es el grado de p(z), el cual se denotara por deg(p).
De ser el caso que no existiese dicha i > 0, si ademas ay # 0, entonces p(x) es de grado
cero. Por ultimo, si a; = 0 para cada valor de i, llamaremos a p(z) el polinomio cero,
denotado por 0, y definimos su grado como —1°.

Por supuesto, siguiendo estrictamente a la definicién 5.1.1, para F = R, j2 + 22
no serfa un polinomio! Siempre tendriamos que escribir 2 + 0z + 122 + 02> 4 ... En
otras palabras, en la practica, estamos acostumbrados a identificar un polinomio con
expresiones finitas de la forma

n
E a;r' = apx” + ...+ a1z + ag.
=0

Por lo tanto, acordemos que si en p(z) = ap+ a1+ ... + apx™ + ... ocurre que a; = 0
para toda i > n, entonces podemos denotar p(z) por a,x" + ... + a1z + ag. Esto es una
convencion practica, y no una buena manera de definir lo que es un polinomio, ya que,
ciertamente, si aceptdramos la definicién de un polinomio como una suma formal finita,
los polinomios 0+ajz v 04 a2+ 0x? con coeficientes en algtin campo F serfan distintos
como sumas formales, pero queremos entenderlos como el mismo polinomio tal como lo
hacemos en la practica. Siguiendo la definicién 5.1.1, ya no existe este problema.

Otros acuerdos que facilitaran la notacién son los siguientes: si alguna a; = 1,
podemos quitarla de la suma formal, asi que identificaremos, por ejemplo, 2 + = con el
polinomio 2 + 1z con coeficientes en R. Por dltimo, convengamos que es posible omitir
de la suma formal cualquier término Ox; o ag = 0, si ag = 0 pero no todas las a; = 0.
De este modo, por ejemplo, 0,5, z,7 + 23 son todos polinomios con coeficientes en R.

Antes de continuar, vale la pena dar algunos ejemplos sobre el grado de un polinomio.
Consideremos los polinomios 72° + 322 + 8, —9 y 0 con coeficientes en R. Entonces,
deg(72° + 322 +8) = 5, deg(—9) = 0 y deg(0) = —1. Dicho sea de paso, cuando un
elemento del campo F se considera como un polinomio, a éste se le llama polinomio
constante.

! Algunos autores definen el grado del polinomio cero como —oo; otros, por el contrario, adoptan
no definirlo. Nosotros seguiremos la definicion que aparece en (AZ14).
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5.1 Polinomios en una variable.

La suma y multiplicacion de polinomios con coeficientes en un campo F estan defi-
nidas de la manera usual. Si

f(x)=ag+ a1z + ...apz™ + ...

g(x) =by+brx + ... + bz + ...
entonces, para el polinomio suma, se tiene
f@)+g(x)=co+czx+..+cpax" + ...,
donde ¢, = ay,, + by, y, para el polinomio multiplicacién, tenemos

f(@)g(z) =do + diz + ... + dpz” + ...,

n

donde d,, = E a;b,—i, para cada n € N. De nuevo, ¢; y d; ambas son cero para todos,
i=0
excepto un numero finito de valores de 7, asi que las definiciones anteriores tienen sentido.
Con lo anterior en consideracion, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 5.1.2. El conjunto F|x] de todos los polinomios en x con coeficientes en un
campo . es un anillo bajo la suma y multiplicacion polinomial.

Asi, Q[z] es el anillo de los polinomios en x con coeficientes racionales; Zp[z] (p
primo) el de los polinomios con coeficientes en los enteros modulo p, etc.

Ejemplo 5.1.3. En Z3[x| tenemos
(P +22+ D)+ @+)=2>+2+ Dz +(1+1)=2°+2.
Todavia en Zg[x] se tiene que
(x+2)2z%+z+1) =223+ 1+ )2+ 2+ Do +2 =223 + 222 4 2.

Otro importante aspecto sobre polinomios, usado quiza de forma muy ingenua en la
practica, es la «evaluacion de un polinomio». La siguiente definicién precisa a qué nos
referimos con lo anterior.

Definiciéon 5.1.4. Sea F un campo. Para cualquier p(x) € F[z], podemos asociar al
polinomio p(z) una funcion p : F — F como sigue: si

p(2) = apz"™ + an_12" ' + ... + a1z + ao,
entonces, para cada v € F, se define p(r) € F como
p(r) = apr™ + an_17" 4 .+ a1 + ag.

La funcion p es llamada funcion polinomial inducida por p(x).
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5. EL METODO POLINOMIAL.

Por ejemplo, si consideramos el polinomio p(z) = 22 + 1 con coeficientes en R,
podemos evaluar p(x) en, digamos, /2 para obtener p (\/i) = 3. No entraremos en la
formalizacion de este hecho, pero si nos valdremos de él en lo sucesivo. Una excelente
referencia donde se explica de manera rigurosa y detallada el trasfondo de la «evaluacién
de un polinomio» es el texto de Fraleigh (Fra03).

Observacion 5.1.5. FEstudiando polinomios en x con coeficientes en R (C), es raro
hacer la distincion entre el polinomio como elemento de R[z] (C[z]) o como funcion
de R en R (de C en C). Mas al considerar campos arbitrarios, puede suceder que dos
polinomios sean diferentes incluso si definen la misma funcidn polinomial.

Consideremos, por ejemplo, los polinomios con coeficientes en Z3 f(x) = 2* + x4+ 1
y g(x) = 23 + 22 + 1. Ciertamente son distintos polinomios (note que tienen grado
distinto), sin embargo, f(0) = 1 = ¢(0), f(1) =0 = g(1) vy f(2) =1 = g(2); esto
es, como funciones de Z3 en Zs, f y g son iguales. Mds atin, si F es un campo con q
elementos, existen sdélo q? funciones distintas de F en F, mientras que hay un nimero
infinito de distintos polinomios con coeficientes en .

Esta ambigiiedad, por otro lado, no ocurre al estudiar polinomios con coeficientes
en un campo infinito. Es por esta razon que al estudiar polinomios en Rlz] o Clz] no
actuamos cautelosamente en este sentido. Mds tarde se dard una prueba de este hecho.
(Ver teorema 5.1.13.)

Evaluar un polinomio en un elemento distinguido esta intimamente relacionado con
el concepto clasico de «resolver una ecuacién polinomialy. En lugar de hablar de resolver
una ecuacién polinomial, nos referiremos a encontrar las raices o ceros de un polinomio.

Definicion 5.1.6. Sea F un campo y p(z) € Flx] un polinomio. Un elemento a € F es
una raiz (a veces también llamado cero) de p(x) si p(a) = 0 (pensando a p(x) como
funcion de F en F, esto significa que a — 0 bajo p).

Para aclarar a qué nos referiamos en el parrafo anterior a la definicién 5.1.6, veamos
un ejemplo.

Ejemplo 5.1.7. En el contexto de la definicién 5.1.6 podemos llevar el problema clésico
de hallar todas las soluciones reales de la ecuaciéon polinomial 22 +z —2 = 0 a encontrar
todos los ceros de p(x) = x? +x —2 en R. Ambos problemas, en efecto, tienen la misma
respuesta pues

{aER:p(a):O}:{xER:fL‘2+x—2:O}:{—2,1}.

Con lo dicho hasta aqui sobre polinomios en x con coeficientes en un campo es
suficiente para comenzar a probar la proposicion 5.0.1.

En todos los resultados siguientes I denotarad un campo arbitrario. Comenzamos
con el siguiente lema sobre el grado del producto de dos polinomios.

Lema 5.1.8. Si f(x),g(x) € Flz] son dos polinomios distintos de cero, entonces

deg (fg) = deg(f) + deg(g)-
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Demostracion. Escribamos

f(z) = apz™ + ... + a1z + ag

g(z) = bpx™ + ... + bix + bo,
donde n = deg(f) y m = deg(g); en particular, a,, # 0y by, # 0. Asi,

f(2)g(x) = agbo + (aghy + arbo) x + ... + apbpx™ ™™

donde a, b, # 0 es el coeficiente de la potencia més grande de z que puede aparecer en
p(x)g(x). Por lo tanto

deg (fg) = n+m = deg(f) + deg(g).
0

El siguiente teorema es una herramienta imprescindible para probar el primer punto
de la proposicion 5.0.1.

Teorema 5.1.9 (Algoritmo de la divisién para F[z]). Sean

f(x) = apx™ + a4 ... + ag

g(x) = by ™ + b 1™+ . 4 b

dos polinomios de F[zx], con by, # 0 y m > 0. Entonces, existen polinomios tinicos q(x)
y r(z) en Fz] tales que f(x) = g(z)q(x) + r(x) y deg(r) < deg(g).

Demostracion. Primero veamos la parte de la unicidad del teorema. Supongamos que el
polinomio f(x) puede escribirse como f(z) = g(x)g1(x) + r1(x) y también en la forma
f(z) = g(z)g2(x) + ra2(x), con deg(r1) < deg(g) y deg(re) < deg(g). Igualando estas
dos expresiones para f(z), se tiene que g(x)q1(x) + r1(x) = g(x)g2(x) 4+ r2(x), o bien,
[01(%) — q2(x)] g(2) = r2(x) — r1(2).

Ahora bien, observemos que el lado derecho de la ecuaciéon anterior tiene grado
menor que deg(g), asi que el lado derecho debe cumplir lo mismo. Esto implica que
q1(x) — g2(x) debe ser igual al polinomio cero pues, de no ser asi, por el lema 5.1.8 se
cumpliria que deg(g) < degl(q1 — ¢2) g]. Luego, ¢1(z) = ¢2(z). Finalmente,

ri(x) = f(z) — qu(x)g(x) = f(2) — @2()g(x) = ra(x).

Por lo tanto, los polinomios ¢(z) y r(x) son tnicos.

Ahora si, pasemos a la parte de la existencia de los polinomios ¢(x) y r(x). Se
distinguen dos casos inmediatos: si f(x) es igual al polinomio cero, o bien, deg(f) <
deg(g). En cualquier de ellos basta tomar ¢(z) = 0 y r(z) = f(z). Asi, podemos
suponer que el polinomio f(z) es distinto del polinomio cero y que deg(f) > deg(g).
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5. EL METODO POLINOMIAL.

Vamos a utilizar inducciéon matemética sobre n = deg(f). El caso base es n = 0. En
esta situacion tanto f(x) como g(z) son polinomios constantes (diferentes de cero), y

fz

es suficiente tomar ¢(x) = 7@) y r(x) = 0 para obtener el teorema si deg(f) = 0.
g(x

Supongamos ahora que el resultado es verdadero para cualquier polinomio de grado
menor que n (no sélo para aquellos de grado n — 1). Sean

flx) =apa™ + g™+ ...+ ag

g(x) = bpax™ + bn_12™ L+ .+ by,

a
con ay, by, distintos de cero y donde n > m. Notemos que el polinomio b—nzv

comparte con f(x) el término a,x™, por lo cual
hx) = f(x) - =*a" "g(x) (5.1)

es un polinomio de grado menor que n (o posiblemente igual a cero) al ser el lado derecho

., . a B
de la ecuaciéon 5.1 igual a | ap—1 — b—nbn,l 1
m

més términos de grado menor. Se

distinguen, entonces, dos casos:

I Si el polinomio h(x) = 0. En este caso se tiene que

flz) = Z—;x”*mg(x).

Por lo tanto, basta tomar ¢(z) = I yn—m y r(z) = 0 para obtener el resultado

bm

en este caso.

IT Si el polinomio h(x) es diferente del polinomio cero. Como deg (h) > 0, podemos
aplicar la hipotesis de induccion a los polinomios h(x) y g(z) para obtener ¢;(z) y
r(z) en F[z] ocurriendo que h(x) = g(x)q1(z) + r(x), con deg(r) < deg(g). Luego,

ﬂm:g@>%?%m+mm>+wm. (5.2)

a
Finalmente, basta tomar ¢(z) = b—n:c"*m + q1(x) en la ecuacion 5.2 para concluir
el resultado para este caso. "

En consecuencia, por el principio de induccién matematica, se concluye que el teo-
rema es valido para cada n € N. ]

Los siguientes dos corolarios son consecuencia inmediata del teorema 5.1.9:
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5.1 Polinomios en una variable.

Corolario 5.1.10. Un elemento a € F es un cero de p(x) € Flz] si, y solo si, v — a es
factor' de p(x).

Demostracion. Supdéngase primero que para a € F se tiene que p(a) = 0. Entonces por
el teorema 5.1.9, existen polinomios ¢(z) y r(z) en F[z] tales que

f(x) = (x —a)q(z) +r(x)
donde el grado de r(x) es menor que 1 (el grado de = — a). Luego, r(z) debe ser un
polinomio constante, digamos r(xz) = ¢ para algun ¢ € F. De donde,
p(z) = (x —a)q(x) + c.
Con lo anterior en cuenta se sigue que
0 = p(a) = 0q(a) +c,

es decir, ¢ = 0. Por lo tanto p(x) = (z — a)q(z), de modo que x — a es un factor de

p(x) € F.
Reciprocamente, si para a € F, x — a es un factor de p(z) € F[x], entonces, para
algtin polinomio ¢(x) € Flz], p(x) = (z — a)q(z). Asi, p(a) = 0g(a) = 0. O

Corolario 5.1.11. Un polinomio distinto de cero p(x) € F[x] de grado d tiene a lo mds
d raices en F.

Demostracion. Vamos a realizar la prueba utilizando induccién matematica sobre d, el
namero de raices de p(z). Para d = 0, el polinomio p(z) € F[z] es constante, digamos
p(x) = c¢ para alguna ¢ # 0 en F. Luego, p(z) no tiene raices en F, quedando asi
demostrado el caso base.

Supongamos ahora que el resultado es verdadero para cualquier polinomio diferente
de cero en F[z] de grado d — 1. Sea p(z) € F[z] no cero y de grado d. Si p(x) no tiene
raices, se concluye la prueba. Por otro lado, si p(x) tiene una raiz a € F, entonces, por
el corolario anterior, p(x) = (z — a)g(x) para algin polinomio ¢(z) € F[z] de grado
d — 1. Por la hipotesis de induccion, g(x) tiene a lo mas d — 1 raices en F. Ahora bien,
cualquier raiz b # a en F del polinomio p(z) satisface que 0 = p(b) = (b—a)q(b), y, como
F no tiene divisores de cero 2, b es también una raiz de g(x) en F. En consecuencia, el
nimero total de raices de p(xz) en Fesalomas 14 (d—1) =d.

Por lo tanto, por el principio de induccién matematica, se concluye que el resultado
es verdadero para cada d € N. ]

Con el corolario 5.1.11 queda demostrado el primer punto de la proposicion 5.0.1.
Este resultado serd muy 1til en su forma contrapositiva para concluir que un polinomio
determinado es, en realidad, el polinomio cero, si éste tiene demasiadas raices. Vale la
pena entonces enunciar el corolario 5.1.11 en estos términos.

1Si f(x), g(x) € Fz], se dice que g(x) es un factor de f(z) si f(x) = g(x)q(x), para algin polinomio
q() € Fla]

2Recordemos que si a # 0 y b # 0 son dos elementos en un anillo R tales que ab = 0, decimos que
a y b son divisores de cero.
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5. EL METODO POLINOMIAL.

Corolario 5.1.12. Sea p(x) € F[x] un polinomio de grado d. Si el nimero de raices de
p(x) en F es (estrictamente) mayor que d, entonces p(x) es el polinomio cero.

Obsérvese también que, para el caso de campos finitos, no podemos usarlo de esta
manera con polinomios de grado |F|, o mayor, ya que no hay |F| + 1 elementos que
puedan funcionar como raices.

Con ayuda del corolario 5.1.11, podemos demostrar que no hay ambigiiedad al consi-
derar funciones polinomiales cuando se trabaja en campos infinitos. Mas precisamente:

Teorema 5.1.13. Sea F un campo infinito y p1(x),p2(xz) € F[z]. Entonces pi(x) y
p2(x) inducen la misma funcion de F en F si, y sdlo si, p1(z) = p2(x).

Demostracion. Supongamos primero que p;(x) = pa(z). Veamos que ambos polinomios
definen la misma funciéon polinomial. Siguiendo la definicién 5.1.4, tanto p;(x) como
p2(x) tienen asociados, respectivamente, las funciones p; y pa de F en F. Asi, s6lo
resta probar que pi(r) = pao(r), para cada r € F (es decir, tienen la misma regla de
correspondencia). Pero esto se sigue inmediatamente de la hipotesis.

Reciprocamente, sean, respectivamente, p; y p2 las funciones de F en F inducidas
por pi(z) y p2(x), y supongamos que éstas coinciden. Entonces pi(r) = pa(r), para
cada r € T, por lo cual, p1(r) — p2(r) = 0, para toda r € F. Esto quiere decir que
cada r € F es una raiz del polinomio p1(z) — p2(x), y como F es infinito, quiere decir
que hay un namero infinito de ellas. De aqui se puede concluir que pi(z) — pa(z) es
el polinomio cero, pues de no ser el caso se estarfa contradiciendo el corolario 5.1.11.
Luego, p1(z) — p2(x) = 0, de donde, p;(z) = pa(x). O

Para abordar el punto (i7) de la proposicion 5.0.1, primero revisemos la siguiente
definicién que nos ayudaré a enunciarlo de una manera mas breve.

Definicion 5.1.14. Sea F un campo y p(x) € Flx] un polinomio. Se dice que p(z) se
anula en un conjunto A CF si p(a) =0 para cada a € A.

Lema 5.1.15. Sea d > 1 un nimero entero. Para cualquier conjunto A C T de cardi-
nalidad |A| < d, existe un polinomio diferente de cero p € Flz| de grado a lo mds d que
se anula en A.

Demostracion. Es suficiente tomar el polinomio p(x) = H (x —a). O
acA

Alternativamente, se presenta a continuacién otro argumento para demostrar el lema
5.1.15 usando las técnicas introducidas por Dvir. Como se mencioné en la introduccién,
gran parte de sus ideas estan relacionadas con conceptos clasicos de &lgebra lineal.

Probemos primero el siguiente lema:

Lema 5.1.16. Sean Polyy (F) y FA, respectivamente, el F-espacio vectorial de los poli-
nomios de grado a lo mds d con coeficientes en F y el de las sucesiones finitas (Y )acA-
Entonces, la funcién T : Polyg (F) — FA definida por T(p) = (p(@))gen, para cada
p(z) € Polyy (F), es una trasformacion lineal.
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5.2 Polinomios en varias variables.

Demostracion. En efecto,

T(cpr + p2) = ((cp1 + p2) (@) 4ea
Ccp1 (a))aeA + (p2 a))aEA
¢(P1(a))gea + (P2(a)) 4en
=cT(p1) +T(p2),
para cualesquiera p1(x), p2(x) € Polyy (F) y ¢ € F. Por lo tanto, T es una trasformacion
lineal. O

= (
=(

Corolario 5.1.17. Sea d > 1 un nimero entero. Dado un conjunto A CF de cardina-
lidad |A] < d, eziste un polinomio no cero p(z) € Flx] de grado a lo mds d que se anula
en A.

Demostracion. Sean Polyg (F), F4 y la transformacion lineal T como en el lema ante-
rior. Una base para el espacio Polyg (F) estd dada por el conjunto {1,z, ..., z%}. Luego,
dim [Polyg (F)] = d 4 1. Por otro lado, la dimensién del espacio F4 es igual a |A| < d.
Puesto que el rango de T, R(T), es un subespacio de F4, dim [R(T)] < dim (F4). De
aqui se sigue que
0<(d+1)—|A]
= dim [Poly, (F)] — dim (FA)
< dim [Polyq (F)] — dim [R(T)].
En otras palabras, el nicleo de T es no trivial, por lo cual existe p(z) € Poly, (F)

que se anula en A. ]

5.2. Polinomios en varias variables.

En esta seccién nos ocuparemos de la generalizacién de la proposicion 5.0.1 para el
caso de polinomios en varias variables. Para comenzar, mencionaremos, muy brevemen-
te, algunos aspectos bésicos sobre dichos polinomios.

Sea F un campo. Un polinomio en las variables z1,...,z, con coeficientes en
F se define como una expresion formal p(zy,...,z,) de la forma
i i
p(x1,...,xn) = E Ciyrin @] - X
i150enyin >0

donde los coeficientes ¢;, .. ;, estan en I, y so6lo un ntimero finito de ellos son diferentes
de cero. Por supuesto, los mismos acuerdos para facilitar la notacién mencionados para
polinomios en una variable se utilizaran en este caso. Asi, por ejemplo,

p(a1,22) = 2] + a3 — 3122 + 1

q(x1,29, - ,xp) =21 ... p+ 21+ ...+ Ty
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5. EL METODO POLINOMIAL.

son polinomios, respectivamente, en dos y n variables con coeficientes en algiin campo.
En completa analogia con el anillo F[z|, denotaremos por F[z1, z2,...,z,] al anillo de
los polinomios en 1,2, ..., T, con coeficientes en F.

En n variables, un monomio es un polinomio de la forma a:zf ---xin donde la
suma i1 + ... + i, se llama el grado del monomio. Asi, el Gnico monomio de grado
cero es la constante 1. (Obsérvese que todo polinomio es una combinacién lineal de
monomios con coeficientes diferentes de cero tomados del campo F.) El grado de un
polinomio p(x) € Flay,za,...,2,]", deg(p), se define como el maximo de los grados de
sus monomios para los que sus coeficientes sean distintos de cero. También diremos que
p(z) € Flz1,z9,...,x,] es homogéneo si todos sus monomios con coeficientes no cero
tienen el mismo grado. Por ejemplo, el monomio zix3x3 tiene grado 5, mientras que
el polinomio p(z1,x2,x3) = Zx‘llx% + 3x1x%w3 tiene grado 6 ya que x‘ll:r% es el monomio
de mayor grado. Ademas, el polinomio p(z1,72) = 2% + x172 es homogéneo de grado

2. Finalmente, un polinomio p(xz) € Flzy,x9,...,2z,] se dice ser el polinomio cero,
denotado por 0, si todos sus coeficientes son iguales a cero. Se define el grado del
polinomio cero 0 € F [z, z2,...,x,] como —1.

En algunas ocasiones estaremos interesados en considerar todas las variables, salvo
una, de un polinomio como «fijas» y considerar al polinomio como uno en una variable
con sus coeficientes siendo ahora polinomios en el resto de las variables. Por ejemplo,
si pensamos al polinomio p(w1,7s) = 2379 + 23 + 2123 como un polinomio (s6lo) en

la variable x1, entonces el coeficiente de :c:l)’ y de x1 en p(z1,x2) son, respectivamente,

x2+ 1y x3. También, interpretando las indeterminadas 1, . .., ¥, como variables, serd
atil interpretar un polinomio p(z1,...,x,) € Flx1,x9,...,2,] como una funciéon de F”
en F.
Definicion 5.2.1. Sea F un campo. Para cualquier p (x1,...,x,) € Flz1,29,...,2,],
podemos asociar al polinomio p (z1,...,xy,) una funcion p : F* — F como sigue: si
Z i i
p(l‘l,...,fﬁn) = Ci17~~-7inx11 ”"'ETZL’
U100 20
entonces, para cada (r1,...,m,) € F", se define p (r1,...,m) € F como
_ i1 7
p(riy...,m) = E Ciryooin] T
11,80 20
La funcion p es llamada funcion polinomial inducida por p (r1,...,x,).

Por supuesto, al igual que en el caso de una variable, debemos ser cuidadosos al
considerar a dicho polinomio como funciéon o como elemento de F[xy, za, ..., x,], pues,
trabajando con campos finitos, puede ocurrir que dos polinomios induzcan la misma
funcién. En este sentido, es importante tener en mente el siguiente ejemplo:

!Para facilitar la notacién, cuando sea conveniente escribiremos p(x) en lugar de p (z1, ..., zn) para
denotar a un polinomio en F [z1, ..., z,].
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5.2 Polinomios en varias variables.

Ejemplo 5.2.2. Consideremos el polinomio p(x1,r2) = 2% + 1 con coeficientes en Z.
Este polinomio satisface que p(z1,72) = 0 para cada (r1,79) € Z3; asi, éste induce la
misma funcion que el polinomio 0 € Z [z1, x2]. Sin embargo, claramente, p(z1,x2) no es
el polinomio cero.

Con esto en cuenta, para un campo F, no se debe caer en la trampa de pensar que
el polinomio 0 € F [z, z9,...,2,] es el tnico que, considerado como funcion, evalia a
cada elemento de F™ en el cero de F.

Por 1ltimo, los siguientes conceptos serdn de gran utilidad para todo lo sucesivo:

Se dice que un vector (ay,...,a,) € F" es un cero o raiz del polinomio p(x1,...,z,)
en Flzy,x9,...,2,] si p(ai,...,a,) = 0. En el corolario 5.1.11 probamos que, para el
caso de un polinomio p(x) € F[z] diferente de cero, éste no podia tener méas de deg(p)
raices en . Por supuesto, en general, este no es el caso para polinomios en varias va-
riables: por ejemplo, el polinomio p(x1,x2) = w122 con coeficientes en R se anula en
todas las parejas (z1,0), (0,x2), con z1,z2 € R. Por lo tanto p(z1, z2) tiene un nimero
infinito de raices. En consecuencia, si de alguna forma queremos generalizar el teorema
del factor para polinomios en varias variables, conservando la relacion entre el grado y
el nimero de ceros de un polinomio, un punto central serd considerar polinomios con
coeficientes en un campo finito. Mas adelante veremos en el teorema 5.2.4 que éste es
el caso. Finalmente, diremos que un polinomio p(z) € F[z1, z2,...,x,] se anula es un
conjunto A C F” si p(a) = 0 para cada a € A.

Ahora si estamos listos para demostrar las generalizaciones de los puntos (i) y (i7)
en la proposicion 5.0.1.

5.2.1. Lema de DeMillo-Lipton-Zippel-Schwartz.

Primero vamos a probar la generalizacién del corolario 5.1.11 analizando el compor-
tamiento de los polinomios en rectas. Para esto, necesitamos el siguiente lema previo:

Lema 5.2.3. Sea F un campo finito, con |F| = q, y sea p(x) € Flxy,z2,...,2,] un
polinomio de grado d < q. Si p(x) = 0 para cada x € F", entonces, p(x) es el polinomio
cero.

Demostracion. La prueba se realizara por induccién matemaética sobre n, el nimero de
variables de p(z). Caso base: n = 1. Sea p(x) € Flz]. Si p(z) no es el polinomio cero,
entonces, sabemos que éste tiene a lo mas d < ¢ raices en F. Asi, existe a € F tal que
p(a) # 0. Con esto queda demostrado el resultado para n = 1. Analicemos ahora el caso
n > 2:

Hipotesis de induccion: para cualquier polinomio f(z) en F [z1, 29, ..., 2,_1] de gra-
do menor que ¢ se cumple que, si f(z) = 0 para cada x € F*"~! entonces f(x) es el
polinomio cero.

Sea p(z1,...,x,) € Flz1,z9,...,2,] un polinomio de grado d < ¢. Supongamos,
ademés, que p(z1,...,2z,) = 0 para todo (z1,...,x,) € F". Asi, tenemos que mostrar
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5. EL METODO POLINOMIAL.

que p(z1,...,%,) es el polinomio cero. Para esto, vamos a descomponer a p(x1,...,Ty)
en sumandos de acuerdo a las potencias de la variable z,, como sigue:

k

p(xla ce. 7xn) — Zfi(xlv cee )xnfl)xip

1=0

donde f; € Flzy,...,zp—1] para 0 < i < k < d, con k la mayor potencia a la cual
aparece la variable x,, en p(x). Ahora bien, sea a = (a1,...,a,_1) € F*~! y definamos
pa(Tn) € Flxy,] como pa(zy) = f(ai,...,an—1,y). Sabemos que p,(x,) = 0 para cada
x, € F; ademas, deg(p,) < k < d < ¢, por lo que volvemos al caso n = 1. Luego,
pa(Tn) es el polinomio cero, es decir, fi(ay,...,an—1) = 0, para toda 0 < i < k. Pero
la eleccion de a € F*~! fue arbitraria, por lo cual, en realidad, f;(z) = 0 para cada
x € F*~!, También se cumple que deg(f;) < d < ¢, asi que, utilizando la hipotesis de
induccion, para cada 0 < i < k, f;(x) debe ser el polinomio cero. En otras palabras,
todos los coeficientes de f;(x), y por lo tanto de p(x) € F[z1,x2,...,zy], son cero. En
consecuencia, p(z) es el polinomio cero.

Por lo tanto, por el principio de induccién matemaética, se concluye que el resultado
es verdadero para cada n € N. O

Teorema 5.2.4. Sea F un campo finito con q elementos. Todo polinomio diferente de
cero p(z) en Flx1,x9,...,2,] de grado d tiene a lo mds dg"~ ! raices en F™.

Asi, por ejemplo, este teorema asegura que el polinomio p (21, 22, r3) = 3 +x179+73
tiene a lo mas 8 rafces en Z%.

La prueba a continuacion se debe a Zeev Dvir (Dvi09) y a Dana Moshkovitz (Mos10).

Demostracion. El caso n = 1 del teorema esta considerado en el corolario 5.1.11, asi que
podemos suponer que n > 2. Mas ain, sin perdida de generalidad, podemos suponer
que 1 < d < ¢ '. La demostracién se hara reduciendo al caso n = 1. Escribamos
p(z) = f(z)+ g(x), donde f(z) es un polinomio, no cero, homogéneo de grado d y g(z)
tiene s6lo monomios de grado estrictamente menores que d. Por el lema 5.2.3, f(w) # 0
para algtn vector w en F". Més aun, como f(x) es homogéneo de grado d > 1, w # 0
(pues f(0) = 0 al ser f(z) homogéneo). Ahora, a cada vector u € F™ asociémosle la
recta l, = {u+tw : t € F} por u en la direccion w. Asi, I, N1, = () siempre que v & [,,.
En efecto, si y € I, NI, entonces existen t1,ty € F tales que y = u+tjwy y = v+ tow.
De donde, u + tjw = v + tow, o bien, v = u + (t; — t2) w. Luego, v € [, lo cual es una
contradiccién a la suposicién inicial.

Obseérvese que al ser w # 0, cada recta [, contiene |l,| = ¢ puntos. De este modo,
n

el espacio F™ puede partirse en v _ g !

rectas. Queda, por tanto, demostrar que el

namero de raices del polinomio p(x) en cada cada recta [, es a lo mas d.

'En efecto, si d > q entonces dg" "' > ¢", lo cual da lugar a una cota superior inmediata para el
nimero de raices posibles.
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5.2 Polinomios en varias variables.

Para probar esto, notese que, para cada u € F", la funcion p,, (t) = p (u + tw) es un
polinomio en ¢t de grado a lo mas d. Més aun, este polinomio es diferente de cero ya que
el coeficiente del término ¢ en p, (t) es g(w) # 0. Por lo tanto, utilizando el teorema
del factor, p,(t) tiene a lo més d raices. En otras palabras, el polinomio p(z) se puede
anular en a lo mas d puntos de la recta I,. Como sélo hay ¢"~! rectas en la particion
de F", el ntmero total de raices de p(z) no puede exceder d¢" !, como buscabamos
probar. O

Ejemplo 5.2.5. Consideremos el espacio Z3 ysea p (r1,72) = 22 + 29+ 1 € Z3 [21, 72).
En la notacion del teorema anterior, p (x1,x2) = f (z1,22) + g (x1,x2), donde el polino-
mio f (z1,72) = 23 es homogéneo de grado 2 y g (z1,72) = 9 + 1. Ademés, p(z) tiene
a lo més 6 raices en Z2 segtn el teorema 5.2.4. Por otro lado, (1,1) € Z3 es tal que
f(1,1) # 0. Asi, las rectas

l(0,0) = {t(lv 1) e F} = {(070)) (17 1)7 (2 2)}7
Z(O,l) :{<07 1)+t<171) :tGF}:{(O, )7( ),(2,0)},
Z(O,Q) ={(0,2) +t(1,1) : t e F} = {(0,2),(1,0),(2,1)},

forman una particién del espacio Z3. En la recta l(0,0), (1,1) es una raiz de p(z); en la
recta l(o,1), p() no tiene rafces; y en la recta l( 2), (0,2) y (2, 1) son raices de p(x). En
consecuencia, el polinomio p(x) tiene exactamente 3 raices en Z3.

Un resultado mas general fue demostrado independientemente por Richard A. De-
Millo y Richard J. Lipton (DL78), Richard Zippel (Zip79) y Jacob T. Schwartz (Sch80).

Teorema 5.2.6 (DeMillo-Lipton-Zippel-Schwartz). Sea F un campo y d un entero posi-
two. Para cada conjunto finito A C F tal que |A| > d, se cumple que cualquier polinomio
no cero p(x) € Fx1,29,...,7,] de grado d tiene a lo mds d|A|"~! raices en A™.

Demostracion. Vamos a demostrar el resultado utilizando induccién matematica sobre
n, el namero de variables de p(x).

Para n = 1, por el corolario 5.1.11, el polinomio no cero en una variable p(z) tiene
a lo mas d raices en F. Ahora analicemos el caso n > 2. Supongamos que el resultado es
verdadero para cualquier polinomio de n—1 variables, y consideremos p(z) un polinomio
diferente de cero en F[z1,z2,...,z,]. Para contar el ntumero de raices de p(x) en A",
primero vamos descomponerlo en sumandos de acuerdo a las potencias de la variable
T, COMO sigue:

k
p(.’lﬁ') = Zgl ($1,ZL’2, ceey xn—l) xz
i=0
donde g; (z1,22,...,2n—1) € Flz1,29,...,24—1] para 0 < ¢ < k < d. Ademas, como
p(x) es diferente cero, existe un indice i de forma que g; (z1,z2,...,T,—1) Sea N0 cero;

sea k el mayor de dichos indices. Con esto en cuenta, escribamos cada v € A™ en la
forma v = (a,b) con a € A" 1, b € A, y estimemos el namero de raices p(a,b) = 0. Se
pueden distinguir los siguientes dos casos:
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5. EL METODO POLINOMIAL.

Caso 1. Raices (a,b) tal que gx(a) = 0.

Como gk (z1,x2,...,2p—1) # 0y deg(grx) < d — k —pues el grado del polinomio
gi (x1,79,...,2n_1) 2!, es a lo mas d-, el polinomio gy (z1,72,...,2,_1) tiene a lo més
(d—Fk)|A|"~2 raices en A1, por hipétesis de induccion. Ahora bien, para cadaa € A"~}
hay a lo méas |A| diferentes posibles elecciones para el elemento b. Esto quiere decir que el
ntmero de raices de p(z) en A™ que caen en este primer caso son a lo mas (d—k)|A|" L.

Caso 2. Raices (a,b) con gi(a) # 0.

Observemos que p(a,x,) € F[z,] es un polinomio distinto de cero, de una sola
variable, z,, v de grado k. Asi, para cada elemento a, hay a lo més k posibles elecciones
de b en A de modo que p(a,b) = 0. Ya que existen a lo mas |A|"~! posibles elecciones
para el elemento a, tenemos a lo mas k|A|"~! raices de p(z) en este caso.

Sumando el nimero maximo de raices posibles en ambos casos, se sigue que hay a
lo mas

(d—k)|A]" " + kA" = d|A™!

raices de p(x) en A™. Por lo tanto, por el principio de induccién matemaética, se concluye
que el resultado es verdadero para cada n € N. ]

Observacion 5.2.7. Aunque la demostracion, utilizando induccion matemdtica, del teo-
rema 5.2.6 parezca menos intuitiva (en el sentido geométrico) que la prueba del teorema
5.2.4, la primera tiene la ventaja de no requerir el lema 5.2.3. De hecho, este iltimo
resultado puede deducirse del teorema 5.2.6.

Con esto queda demostrada la generalizacion de la parte (i) en la proposicion 5.0.1.
Por otro lado, como ya se menciond, no hay un analogo de ese resultado que permita
acotar el numero de raices de un polinomio en varias variables para el caso de campos
infinitos. Sin embargo, hay un resultado que sf dice «algo» en este sentido.

Lema 5.2.8. Sea F un campo infinito y sea p(x) € Flx1,x9,...,x,] un polinomio. Si
p(z) = 0 para cada x € F", entonces, p(x) es el polinomio cero.

Observacion 5.2.9. Dellema 5.2.8 se sigue que, sip(x) € F[x1,z2,...,xy] es diferente
de cero, entonces existe a € F" tal que p(a) # 0; un resultado bastante intuitivo.

Demostracion. La prueba se realizard por induccién matematica sobre n, el nimero
de variables de p(z). Caso base: n = 1. Sea p(z) € F[z]. Si p(xz) no es el polinomio
cero, entonces, sabemos que éste tiene a lo mas deg(p) raices en F. Como F es infinito,
claramente existe a € F tal que p(a) # 0. Con esto queda demostrado el resultado para
n = 1. Analicemos ahora el caso n > 2:

Hipotesis de induccion: para cualquier polinomio f(z) en F [z1, x2, ..., zp_1] se cum-
ple que, si f(z) = 0 para cada x € F*~ ! entonces f(z) es el polinomio cero.

Sea p(z1,...,oy) € Flzy,z9,...,2,] un polinomio tal que p(x1,...,x,) = 0 para
todo (x1,...,zy,) en F™. Asi, tenemos que mostrar que p(x1,...,z,) es el polinomio
cero. Para esto, vamos a descomponer a p(z1,...,z,) en sumandos de acuerdo a las
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5.2 Polinomios en varias variables.

potencias de la variable z,, como sigue:

k
p(T1,. .. xn) = Z fi(z1, ..., xn_1)xy,

i=0
donde f; € Flxy,xo,...,2n-1] para 0 < i < k < deg(p), con k la mayor potencia a
la cual aparece la variable z,, en p(z). Ahora bien, sea a = (a1,...,a,-1) € F* 7!y
definamos po(zy,) € Flz,] como pa(zy) = f(ai,...,an—1,x,). Sabemos que pg(z,) =0
para cada x,, € F, por lo que volvemos al caso n = 1. Luego, p,(z;,) es el polinomio cero,
es decir, fi(a1,...,a,_1) = 0, para toda 0 < i < k. Pero la eleccién de a € F*~! fue

arbitraria, por lo cual, en realidad, fi(x) = 0 para cada x € F*~!. De donde, utilizando
la hipotesis de induccién, para cada 0 < i < k, f;(z) debe ser el polinomio cero. En
otras palabras, todos los coeficientes de f;(z), y por lo tanto de p(z) € F [z1, 22, ..., zy],
son cero. En consecuencia, p(x) es el polinomio cero.

Por lo tanto, por el principio de induccién matemaética, se concluye que el resultado
es verdadero para cada n € N. O

Con ayuda del lema 5.2.8 podemos establecer un anélogo al teorema 5.1.13 para
polinomios en varias variables.

Teorema 5.2.10. Sea F un campo infinito y p1(x), p2(z) € F[z1, 22, ..., 2], Entonces
p1(x) y po(x) inducen la misma funcion de F™ en F si, y sdlo si, p1(x) = p2(x).

Demostracion. Supongamos primero que pj(z) = p2(x). Veamos que ambos polinomios
definen la misma funcién polinomial. Siguiendo la definicién 5.2.1, tanto p;(x) como
p2(x) tienen asociados, respectivamente, las funciones p; y po de F” en F. Asi, so6lo
resta probar que pi(r) = pao(r), para cada r € F™ (en otras palabras, tienen la misma
regla de correspondencia). Pero esto es una consecuencia inmediata de la igualdad de
los polinomios pi(x) y pa(x).

Reciprocamente, sean, respectivamente, p; y py las funciones de F™ en F inducidas
por p1(x) y p2(z), y supongamos que éstas son iguales. Entonces p1(r) = p2(r), para cada
r € F™, por lo que p1(r)—p2(r) = 0, para toda r € F™. Esto quiere decir que el polinomio
p1(x) — p2(z) se anula en todo F”. Utilizando el lema 5.2.8 se sigue que p1(z) — pa(z)
es el polinomio cero. Por lo tanto, p1(z) — p2(x) = 0, de donde, p1(z) = p2(x). O

Pasemos ahora a establecer la generalizacion de la parte (i7) del teorema 5.0.1. Para
esto, nos valdremos del siguiente lema que versa sobre el espacio de los polinomios de
grado acotado.

Lema 5.2.11. Sea F un campo. El F-espacio vectorial Polyy (F™) de polinomios en

d
Fx1,x9,...,2,] de grado a lo mds d tiene dimension < —;—n)

Demostracion. Una base para el espacio Polyg (F™) esta dada por el conjunto de los
monomios x"x2 ... ' con i1 +is+ ...+ i, < d:

2 3 d
{1,x1,...,xn,wl,mlxg,...,xl,...,xn}.
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Asi, necesitamos contar el nimero total de monomios en la base. En este sentido,
lo anterior es equivalente a contar el nimero de sucesiones (i1, 42, ...,i,) de enteros no
negativos restringidos a la condicién i1 +is+. ..+, < d. Consideremos pues la funcion
f definida por

fliryigy ..o yin) = (i1 + 1,01 +ia+2,... .01 +ig+ ... +ip +n).

Es decir, la imagen de cada sucesion (iy,i2,...,4,) es la sucesion estrictamente
creciente
n+l<iy+io+2<...<it+io+...+10,+n,

lo cual determina el subconjunto {i; + 1,41 +i2+2,...,91 +i2+ ...+ i, +n} de n
elementos (el hecho que la sucesion sea estrictamente creciente asegura esto) del conjunto
{1,2,...,n+d}.

Veamos que la funcion f es inyectiva. Sean a = (a1, az,...,a,) y b = (b1,b2,...,by)
dos sucesiones de niimeros enteros no negativos tales que a; + a2 + ... +a, < dy
b1 + b2+ ...+ b, <d,y supongamos que f (a) = f (b). Debemos mostrar entonces que
a = b, es decir, tenemos que probar que a; = b;, para cada ¢ = 1,2,...,n. En efecto,
como

(a1+1,a1+a2+2,...,a1+as+...+ap+n) = (b1+1,b1+b2+2,...,b1+ba2+...+b,+n),

entonces

a1 +1=b+1
a1 +as+2=>5by +by+2

ai+as+...+a,+n=0by+byg+...+b,+n.

De la primera ecuacién se obtiene que a; = b1 y, sustituyendo en la segunda ecuacién,
resulta que ag = by. Continuando con este proceso se obtiene de la ultima igualdad que
an = by, y, €n consecuencia, a = b.

Asi, f es una funcién biyectiva en su imagen, por lo cual el nimero de monomios es
igual al nimero de subconjuntos de n elementos escogidos de uno con n + d, es decir,
n+d

n
Por lo tanto,

igual a

dim [Polyy (F")] = (” Z d) .

O]

Ejemplo 5.2.12. Consideremos el espacio Polys (Fz) Una base para éste estd dada
por:
{1,x1,x2,x%,xlxg,:vg,x?,x%acg,xlxg,xg},
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2+3
cuya cardinalidad es ( _:;_ ) = 10. Asi, cualquier polinomio p (z1,x2) € Polys (]FQ) se
puede expresar como
p(x1,22) = ao,0 + a1,0x1 + ag,122 + 612,033% +a112122+
+ (1072I§ + CL37()SU‘I’ + (12711’%1‘2 + (1172331:1}% + (ongm%.
Lema 5.2.13. Sea F un campo y d > 0 un nimero entero. Dado un conjunto A C F"
n+d
de cardinalidad |A] < ( ;— ), existe un polinomio no cero p(x) € Flr1,x2,..., 2]

de grado a lo mds d que se anula en A.

Antes de probar el lema 5.2.13, veamos un ejemplo para apreciar como funciona.
Consideremos el espacio Z3. Segtn el lema mencionado, dado el conjunto

A={(0,0,1,1,1),(0,0,1,1,0),(0,1,1,0,1),(1,0,0,1,1),(0,0,1,0,0)}

existe un polinomio no nulo p(x1,...,25) € Za[x1,...,2s5] de grado uno que se anula
en A ya que
541
|A|:5<< T >:6.

Por ejemplo, p (z1,...,25) =21 + a3+ 1.

Ahora daremos la demostracion del lema 5.2.13.

Demostracion. Sea Polyg (F") C F[z1,z2,...,x,] el F-espacio vectorial de los polino-
d
mios de grado a lo mas d. Por el lema 5.2.11, sabemos que dim [Polyy (F")] = (n ZZ_ )

Consideremos también al espacio vectorial F4 de todas las sucesiones finitas (yq)acA-
Este tiene dimension igual a |A|, la cual por hipotesis es menor que dim [Polyg (F™)].

Ahora bien, consideremos la transformacion lineal T : Polyy (F") — F4 definida
por T'(p) = (p(a)),eca (ver lema 5.1.16). Como el rango de T', R(T'), es un subespacio
vectorial de F4, se sigue que dim [R(T)] < dim (F4). En consecuencia,

0< (” ;‘ d) — |4
= dim [Polyy (F")] — dim (F*)
< dim [Polyq (F")] — dim [R(T)] .

Esto es, la transformacién T tiene nticleo no trivial. Por lo tanto, existe un polinomio
no cero p(x) € Poly, (F™) que se anula en el conjunto A. O

Para finalizar esta seccién, pasemos al segundo ingrediente de la prueba de Dvir.
Este es una perspicaz observaciéon sobre el comportamiento de ciertos polinomios que
se anulan en un conjunto de Kakeya.
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Teorema 5.2.14. Sea F un campo, con |F| = q, y p(x) € F [x1,z2,. .., 2] un polinomio
de grado a lo mds q — 1. Si p(x) se anula en un conjunto de Kakeya K C F™, entonces
p(x) es el polinomio cero.

Demostracion. Supongamos, por el contrario, que p(z) no es el polinomio cero. Escri-
bamos a éste de la siguiente manera:

p(x) = po(x) + p1(x) + ...+ pa(x), (5.3)

donde p;(x) € F[z1, z2,...,x,] es homogéneo de grado 7, para cada 0 < i < d. Podemos
notar que pg(z) no es el polinomio cero pues d es justo el grado de p(z). Ademas, como
sabemos que este Gltimo se anula en el conjunto no vacio K, se sigue que d > 0.

Sea v € F"\ {0} una direccion arbitraria. Como K es un conjunto de Kakeya,
sabemos que éste contiene a la recta {u + tv : t € F}, para algin v = u, € F™. Luego,
como el polinomio p(z) se anula en todo K, en particular, se tiene que p(u + tv) = 0
para cada t € F.

Observemos que el lado izquierdo de la ecuacion p(u + tv) = 0 es un polinomio en
la variable ¢ de grado a lo méas ¢ — 1 —ya que deg(p) < ¢ — 1 — que se anula en todo
el campo F. Esto implica que p(u + tv) es exactamente el polinomio cero pues, de no
serlo, por el teorema del factor (corolario 5.1.11), éste tendria a lo més ¢ — 1 raices en
IF, pero hemos dicho ya que se anula en F, el cual contiene ¢ elementos.

Ahora, fijemos nuestra atencién en el coeficiente del monomio ¢ en la ecuacién 5.3.
Dicho coeficiente es exactamente pgy(v). Lo anterior junto con el hecho que p(u+tv) sea
el polinomio cero permite concluir que pg(v) = 0. Pero al ser la eleccion del vector v
arbitraria, resulta que pg(v) para cada v € F™ \ {0}; ademés, py(0) =0 ya que d >0y
pa(x) es homogéneo de grado d. Asi, el polinomio pg(x) se anula en todo el espacio F™.

En consecuencia de lo anterior se sigue que p4(x) debe ser el polinomio cero. Si esto
no fuese de esta manera, como deg(pg) < ¢ — 1, segtn el lema 5.2.4 py(x) tendria a lo
mas

dg" ' < (¢-1)¢" ' < ¢"
raices en [F".

Sin embargo, establecimos al principio de la prueba que el polinomio py(x) era
distinto de cero ya que d es el grado del polinomio p(x). Asi hemos llegado a una
contradiccién y el resultado queda demostrado. O

En pocas palabras, lo que el teorema 5.2.14 asegura es que un polinomio de grado
suficientemente pequeno que se anule en un conjunto de Kakeya, debe ser el polinomio
cero. Combinando el lema 5.2.13 y el teorema 5.2.14 se obtiene la solucion a la conjetura
de Kakeya, la cual se abordara en el siguiente capitulo.
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Capitulo 6

Solucion al problema finito de Kakeya.

El objetivo de este capitulo es presentar la solucién de Dvir al problema finito de
Kakeya. Sin embargo, vamos a comenzar con el caso particular n = 2. (Este caso ya se
habia establecido desde la publicacion del articulo de Wolff (Wo0l99).) Analégamente a
lo que ocurre con la conjetura de Kakeya, es interesante que por muchos anos fuera el
dnico avance contundente en la conjetura finita de Kakeya. La prueba que se presenta
aqui, y que se debe a Keith M. Rogers (Rog01), es un argumento relativamente sencillo
de conteo y, aunque la prueba es notable por si misma, es de nuestro interés exponerla
al lector para hacer clara la diferencia conceptual de la prueba de Dvir con la de Rogers.

La demostracion de Rogers toma como base la siguiente observacion.

Observacion 6.0.1. Sea F un campo, con |F| = q.
q" -1

(i) Hay

distintas direcciones para orientar una recta en F™,

(ii) Cualesquiera dos rectas distintas en F™ se intersecan en a lo mds un punto.
Estas propiedades se establecen, respectivamente, en los lemas 6.0.2 y 6.0.3.

Lema 6.0.2. Sea F un campo finito. Dados dos vectores x1,x9 € F™" \ {0} y y € F™,
entonces, l(y;x1) = l(y; x2) i, y solo si, existe « # 0 en F tal que x1 = axs.

Demostracion. Supongamos primero que existe a # 0 en F tal que 1 = axs.

1. Siy+tx; € l(y;x1), con t € F, entonces y + tx; = y + (ta) 2, donde ta € F.
Luego, y + tx1 € l(y; x2).

@
(note que se puede dividir entre o pues éste es diferente de cero). Luego, y+txq €

I(y; z1)-

t t
2. Siy+txy € l(y;x2), con t € F, entonces y + txe = y + <> 71, donde — € F
a

De 1y 2, se sigue que I(y;z1) = l(y; x2).

Reciprocamente, si I(y;x1) = l(y; x2), entonces, para 1 = t; € F, existe ty € F tal
que y + 1 = y + taxs. De donde, x1 = axgy, con a = t2 (note que a = ty # 0, pues, si
lo fuera, 1 = 0 contradiciendo que z1 € F™ \ {0}). O
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De aqui en adelante se dira que dos vectores z1, 2 € F"\ {0} apuntan en direcciones
distintas si z1 # axy para todo « # 0 en F. Ahora bien, si |F| = ¢, entonces hay ¢" — 1
vectores no cero en F"; ademés, segiin el lema anterior, para un vector no cero dado
hay otros g — 1 que apuntan en la misma direccién. Por lo tanto, el niimero de posibles

direcciones es .
qg—1

Lema 6.0.3. Sea F un campo finito. Dos rectas distintas | (y1;x1) y ! (y2; x2) en F™ son
ajenas o se intersecan en un punto.

Demostracion. Supongamos que a,b € [ (y1;x1) N1 (y2; x2). Entonces

Y1 +tor = a = ya + thwo (6.1)
y

Y1+ tyrr = b = ya + tjxa, (6.2)
con t,,th,t;,t) € F, y donde t], # t;,t, # t (si ocurriese la igualdad, en ambos casos,

se llegaria a que a = b). De 6.1 y 6.2 se obtiene, respectivamente, que
Y1 — Y2 = tyxa — 1,1
Y1 — Yo = tyxa — tya1.

De donde, tjxy — t,x1 = tjx2 — tyx1, 0 bien, (t; —t,)x1 = (] —t,) x2. En conse-
cuencia,

" /!
T = il]) — z;l x2,
b a
ty —to .
con 3 — € IF diferente de cero. Por lo tanto, por el lema 6.0.2 , I (y1;x1) = [ (y2; x2); 1o
a

cual (l;)ontradice nuestra suposicién inicial. Se concluye entonces que dos rectas distintas
en F" si se cortan, lo hacen en tan s6lo un punto. ]

Con esto ya podemos establecer el problema finito de Kakeya para n = 2.

Teorema 6.0.4. Sea F un campo finito con q elementos. Si K es un conjunto de Kakeya
en F2, entonces

2
K| > L.
2

2

-1
Demostracion. Por (i) de la observacion 6.0.1 sabemos que hay T = q+ 1 direccio-

nes para orientar una recta en F2. Como K debe contener al menos una recta en cada
direccion, éste debe contener al menos g + 1 rectas distintas; sean l1, 12, ..., g1 dichas
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rectas. Ademas, recordemos que cada una de estas rectas tiene ¢ elementos y que dos
rectas distintas se cortan a lo més en un punto. Por lo tanto,

|K‘ > ’ll‘-f—’lg—ll‘+’l3—(l1Ul2)|+...+’lq+1—(Z1Ul2U...Ulq)|
>q+(q—1)+...+1+0

_alg+1)
2
2
>4
=2

O

Ejemplo 6.0.5. Consideremos el espacio vectorial Z32. Por (ii) de la observacién 6.0.1
sabemos que hay cuatro posibles direcciones para orientar una recta: tomemos, por
ejemplo, (1,0), (1,1), (1,2), (0,1). Utilizando la misma notacién que en el teorema
6.0.4, tomemos las rectas l1,lo2,l3 v l4 como sigue:

b= {(1,0) + £(1,1) : £ € Zs} = {(1,0),(2,1), (0,2)},
lo ={(1,0) +¢(1,2) : t € Z3} = {(1,0),(2,2),(0,1)},
I3 ={(1,0) +(1,0) : t € Z3} = {(1,0),(2,0),(0,0)},
ls ={(2,0)+t(0,1): t € Zs} = {(2,0),(2,1),(2,2)} .

Ciertamente, cada una de las rectas anteriores interseca a todas las que le preceden.
Ahora, consideremos K un conjunto de Kakeya en Z%. Para ilustrar la estrategia que
seguimos en la prueba del teorema anterior para acotar la cardinalidad de K, pensemos
que los tnicos elementos de K son aquellos elementos en I; U ly Ul3 Uly. Entonces

32
7=|K| 23+2+14+0=62 7.

Pasemos ahora al caso general n. Combinando el lema 5.2.13 y el teorema 5.2.14 se
obtiene de manera inmediata la solucién a la conjetura finita de Kakeya.

Teorema 6.0.6 (Zeev Dvir). Sea F un campo finito. Si K C F™ es un conjunto de
Kakeya, entonces
- n
K‘Z<]F|+n 1>2HF\.
n n!

Demostracion. Supongamos que |F| = ¢. La segunda desigualdad se sigue de la defini-
cién del coeficiente binomial:

<q—|—n—1

n

29

" >=;lq(q+1)---(q+n—1)2

Vamos a concentrarnos, pues, en la primera desigualdad. Si

-1 -1
()= (0)
n qg—1
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6. SOLUCION AL PROBLEMA FINITO DE KAKEYA.

entonces, por el lema 5.2.13 existe un polinomio no cero p(x) € F[z1, x9, ..., z,] de grado
d < q—1 que se anula en el conjunto K. Pero esto contradice al teorema 5.2.14. Por lo

tanto,
_ n
K| > (q—i—n 1) Zq*,
n

como buscabamos probar. O

Obsérvese que, en realidad, hemos probado que todo conjunto de Kakeya K en F"
satisface que

n+q—1 1, 1
|K|Z< " >=n!q +0n ("), (6.3)

donde O, (q"‘l) denota términos que son potencias de ¢ con exponente a lo més n —
1. Para n = 2 la cota inferior que se obtiene a partir de la ecuacién 6.3 corrobora
informacién que se conocia previo al articulo de Dvir. Por ejemplo, Terence Tao y

Gerd Mockenhaupt probaron en (MT*04) que existen conjuntos de Kakeya en F? de

. . F|? F . . ‘ :
cardinalidad % + % Para dimensiones méas grandes, sin embargo, la constante %

fue mejorada significativamente a 2% en (DKSS09). De manera més precisa, Dvir et al.
establecieron el siguiente resultado:

Teorema 6.0.7. Sea F un campo finito, con |F| = q. Para cualquier conjunto de Kakeya

K en F™, se cumple que |[K| > 2—nq”.

Las ideas desarrolladas en (DKSS09) para llegar al teorema anterior son, en esencia,
semejantes a las que presentamos aqui, mas ellos utilizan argumentos mas sofisticados
sobre polinomios con ceros de mayores multiplicidades. Asi, posterior a la prueba de
Dvir, el estudio de los conjuntos de Kakeya estd enfocado en calcular valores exactos
para la constante C,, del problema finito de Kakeya. El caso n = 2 esta completamente
resuelto pues tenemos la cota % y en la siguiente seccién veremos una construccién del
mismo tamano. Para n = 3, el resultado més reciente se puede encontrar en (LSW16).
En este articulo se prueba el siguiente teorema:

Teorema 6.0.8. Sea F un campo finito con q elementos. Existe una constante C' > 0
tal que, si ¢ > C y K CF3 es un conjunto de Kakeya, entonces se cumple que

|K| > 0.2107¢°.

Queda, por tanto, mucho por estudiar sobre los conjuntos finitos de Kakeya.

Para concluir este capitulo, continuamos nuestra descripcién de los conjuntos de
Kakeya proporcionando una cota superior para éstos. Contrastando los teoremas 6.0.7
y 6.0.11 podemos observar que hay un factor de 2 entre la cota inferior y superior de
los conjuntos de Kakeya, y un interesante problema abierto es tratar de reducir dicho
factor.

Antes de presentar con todo detalle el teorema 6.0.11, enunciaremos la siguiente
definicién y un lema que sera fundamental para establecer la cota superior buscada.
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Definicion 6.0.9. Sea F un campo. Si existe un entero positivo m tal que ma = 0
para todo a € F, entonces al menor de dichos enteros positivos m se le llamard la
caracteristica del campo F, y se dird que F tiene caracteristica positiva. Si no
existen dichos enteros positivos, entonces se dird que F es de caracteristica cero.

Lema 6.0.10. Sea F un campo finito con q elementos.
1
(i) SiF es de caracteristica impar, el nimero de cuadrados ' en F es i(q +1).

(ii) Si Si F es de caracteristica par, el nimero de cuadrados en IF es q.
Demostracion. Ver lema B.1.54 en el apéndice B. O
Pasemos ahora al resultado central de esta secciéon: el conjunto de Kakeya K C F”

mas pequefio que se conoce tiene cardinalidad

n

q
anl

K| < + 05 (")

La construccion se debe a Dvir (DKSS09) (para el caso en que F es un campo de
caracteristica par) y a Shubhangi Saraf y Madhu Sudan (SS08) (para el caso en que F
es de caracteristica par), y ambas son una generalizacion de la construccion hecha por
Mockenhaupt y Tao para el caso n = 2 que mencionamos antes.

Teorema 6.0.11. Sea F un campo finito de cardinalidad q. Para cada n > 2 existe un
congunto de Kakeya K de cardinalidad

n

q
anl

K| < + 0, (¢"7).

Demostracion. Para realizar la demostracion, se consideraran dos casos segtn la carac-
teristica de I sea par o impar.

Caracteristica impar. Consideremos el conjunto
K, = {(a1, e n_1,B3) €F" i, B €F y a; + % es un cuadrado en IF} ,

y sea K = K, U (F"! x {0}). Se afirma que (i) K es un conjunto de Kakeya y (ii) K
tiene cardinalidad como se indica en el enunciado de este teorema.

(i) Por definicion de conjunto de Kakeya, tenemos que mostrar que, para cualquier
v =(v1,...,0,) # 0 en F", existe a = a, € F" tal que la recta

l(a;v) ={a+tv:teF} CK.

Caso 1. Si v, = 0, para a = (0,...,0) € F” se tiene que a + tv € F*~! x {0} C K,
para todo t € F. Luego, I (a;v) C K.

!Sea F un campo. Diremos que a € F es un cuadrado en F, si existe b € F tal que a = b°.
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6. SOLUCION AL PROBLEMA FINITO DE KAKEYA.

Caso 2. Si v, # 0, hagamos

V1 2 v 1 2
=((—]) ,...[ == 0].
“ <<2vn> ’ 7(2%) ’ >

Entonces, para cada t € T, el punto a+tv tiene coordenadas (aq, ..., ¥p—1, 3),

2
Vs
donde «; = <2Z> + tv; y B = tv,. De aqui tenemos que

n

2up,

2
Vs
o + B2 = <Z—|—tvn> ,
el cual es un cuadrado paracada:=1,....,.n — 1.
Por lo tanto, a + tv € K,, C K, de donde, [ (a;v) C K.
Por los casos 1y 2 de (i) se concluye que K es, en efecto, un conjunto de Kakeya.

(ii) Veamos ahora que la cardinalidad de K satisface la cota superior indicada en el
enunciado del teorema. Primero, note que la cardinalidad de K,, es exactamente

-1
qg+1\"
= (1)

1
Esto es asi pues hay ¢ posibilidades para seleccionar a 8 € F y ¢+t

elecciones

para cada oy + 2, con i = 1,...,n — 1. Asi, la cardinalidad del conjunto K es a lo
més
q+1

n—1 n
_ _ q _
K<l = (T v = o, Y).

Caracteristica par. Sea

K= {(al,...,an_l,ﬂ) €F":q;,cFy Iy el tal que o = 72 —1—%6}.

Notese que K asi definido ya contiene al conjunto F*~! x {0} que se uni6 a K, en
la construccién anterior. Esto es asf ya que al ser el campo F de caracteristica par, cada
elemento de F es un cuadrado.

Nuevamente veamos que (i) K es un conjunto de Kakeya y (ii) K tiene la cardina-
lidad indicada.

(i) Una vez mas, por la definicion de conjunto de Kakeya, debemos probar que, para
cada v = (v1,...,v,) # 0 en F", existe a = a, € F™ tal que la recta

l(a;v) ={a+tv:teF} CK.
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Caso 1. Si v, = 0, al igual en la construccién anterior, tomemos a = (0, ...,0) € F™.

Entonces, para cada t € T,
a+tv = (tvy,...,tv,_1,0) € F*71 x {0} C K.

Por lo tanto, I (a;v) C K.

Caso 2. Si v, # 0, consideremos

(% 2 Un—1 2
Up, Up,
Asi, para cada t € F, el punto a + tv tiene coordenadas (a1, ..., ay—1, ), con
2
v; v;
Q; = <Z> +tv; y B = tv,. Con esto en cuenta, haciendo v; = —, para
Un Un
cada i =1,...,n — 1, se obtiene que

n

2
v
Vi + B = <Uz> + tv; = .
Por lo tanto, a + tv € K, lo cual permite concluir que [ (a;v) C K.

Por los casos 1 y 2 de (i) se concluye que K es, ciertamente, un conjunto de
Kakeya.

El niimero de elementos de la forma (aq, ..., a,_1,0) € K es ¢"~ ! (una vez méas
estamos utilizando el hecho que, al ser F un campo de caracteristica par, todos
sus elementos son cuadrados). Asi, queda por estimar el nimero de puntos de la
forma (aq,...,an—1,0) € K para  # 0 fijo. Se afirma primero que

q

\{72+67:76F}\=2

Para probar la afirmacion, hagamos A = {72 +pBy:ve€E F} y consideremos la
funcion f : F — A tal que f(y) = 7 + 7B. Notese que para esta funcion se
cumple que, para toda v € F, f(v) = f(7) con 7 = v+ 8 # v. En efecto,

f(r)=7"+78
= (v 4B+ (v +8)8B
=72 +98+2 (8 + 5%
=7 +18
=f()

donde 2 (76 + BQ) = 0 ya que el campo F es de caracteristica par. Asi, la funcion
f «envia» dos elementos distintos de ' a uno mismo en A, esto es, la funciéon f es
2 a 1 sobre su imagen. Luego, el conjunto A tiene la cardinalidad que se afirmé. En
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6. SOLUCION AL PROBLEMA FINITO DE KAKEYA.

consecuencia, para  # 0 fijo, el nimero de puntos de la forma (71, ..., yn—1, 5) € K

q n—1
es (5) .

Por lo tanto, el conjunto K tiene cardinalidad

n—1 n
K| =(q¢-1) (%) +q" ! = 2371 + On (") (6.4)

(el factor ¢ — 1 después de la primera igualdad en 6.4 corresponde a las posibles
elecciones de 8 # 0 en ).

O]
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Capitulo 7

El problema finito de Nikodym.

7.1. Introduccidn.

Como se menciond en la introduccioén, se sabe que el articulo de Zeev Dvir (Dvi09)
significd el principio de una nueva técnica, conocida como el método polinomial,
que en los tltimos anos ha permitido la solucién de problemas combinatorios utilizan-
do polinomios en varias variables. A grandes rasgos, el método polinomial impone un
estructura algebraica a problemas geométricos—combinatorios (es decir, problemas que
s6lo involucran puntos, rectas e incidencias) y se puede resumir, grosso modo, como
sigue:

El problema que se busca resolver es entender ciertas propiedades de un subcon-
junto A de un espacio vectorial finito. Para esto, se encuentra un polinomio, de grado
«convenientey, que se anule en el conjunto A; después se usa dicho polinomio para estu-
diar, ya con un nuevo enfoque establecido —a saber, el enfoque polinomial—, el problema
original. Lo verdaderamente atractivo, la sorpresa, de esta nueva estrategia —como se
pudo apreciar en la solucién del problema finito de Kakeya— es que al estudiar conjuntos
finitos, la transicion del problema original al estudio de polinomios requiere inicamente
argumentos elementales de &lgebra lineal.

En lugar de abordar el método polinomial desde un punto de vista teérico, en este
capitulo se presentard, a través de una aplicacién intimamente relacionada a los con-
juntos de Kakeya, la nueva técnica en plena acciéon. En este sentido, en la practica se
pueden distinguir los siguientes tres pasos a seguir para utilizar el método polinomial:

(a) Dado un conjunto A C F™, con F un campo finito, el problema a resolver es acotar
la cardinalidad de A.

(b) Encontrar (via el lema 5.2.13) un polinomio p(z) € F [z, 2, ..., x,], diferente de
cero, de grado «suficientemente pequefio».

(¢) Utilizar las propiedades inherentes al conjunto A junto con el polinomio p(z) para
concluir que este tltimo se anula en «demasiadosy puntos de F". Concluir una
contradiccion (apelando al teorema 5.2.4).

Intuitivamente, el método polinomial es una técnica eficaz, pues, como ya vimos
en el corolario 5.1.11 y en el teorema 5.2.4, el nimero de raices de un polinomio esta

71



7. EL PROBLEMA FINITO DE NIKODYM.

estrechamente relacionado con el grado del mismo.

7.1.1. El problema finito de Nikodym.

El problema que abordaremos para el ilustrar el método polinomial sera el problema
finito de Nikodym. Comenzamos definiendo un conjunto finito de Nikodym.

Definicion 7.1.1. Sea F un campo finito con q elementos. Un conjunto N C F"™ serd
llamado conjunto finito de Nikodym si, para cada x € F" \ N, existe y # 0 en F"
tal que la recta l(z;y) que pasa por x en la direccion de y satisface que

Fzyy) = Uz y) \ {z} C N.
Ejemplo 7.1.2.

(i) Claramente, dado un campo finito F, el F-espacio vectorial F™ es un conjunto
finito de Nikodym.

(ii) Sea
N = {(1,1),(2,2), (1,2), (2,0, (1,0), (2, 1)} € Z3.

Veamos que N es un conjunto finito de Nikodym. En efecto;
Z% \ N = {(0, 0)? (07 1)7 (07 2)} .

Ahora, el vector (1,1) € Z2 satisface que

0,0); {(0,0) +¢(1,1) : t € F} \ {(0,0)} = {(1,1),(2,2)} C N,
l*((O’l),( : )):{( D +t(1,1): ¢ € FR\{(0,1)} = {(1,2),(2,0)} C N,
7((0,2); (1,1)) = {(0,2) + #(1,1) : £ e F} \ {(0,2)} = {(1,0), (2, 1)} € N.

Por lo tanto, N C Z3 es un conjunto finito de Nikodym.

De forma similar a los conjuntos finitos de Kakeya, la pregunta que nos ocupara en
lo que sigue es: jqué tan pequeno (en el sentido de la cardinalidad del conjunto) puede
ser un conjunto de Nikodym? Esta pregunta lleva a la siguiente conjetura.

Conjetura 7.1.3 (Problema finito de Nikodym). Sea F un campo finito. Si N C F" es
un conjunto finito de Nikodym, entonces

[N| = CnlF[",

donde C,, > 0 depende sdlo de n, pero no de la caridalidad de F. '

! Al igual que en la conjetura finita de Kakeya, en el problema finito de Nikodym se debe pensar a
n como fijo y se deben considerar valores muy grandes para la cardinalidad del campo F.
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7.1 Introduccion.

Al igual que en el caso del problema finito de Kakeya, el correspondiente para el
conjunto de Nikodym también es un «modelo a escalay de un problema en el espacio
euclidiano. A continuacién se presenta una breve introduccion historica a dicho proble-
ma.

En 1927 el matematico polaco Otto M. Nikodym, estudiando la estructura geomé-
trica de los conjuntos medibles en el plano, mostré en (Nik27) como construir en R?
un conjunto Ny dentro del cuadrado de lado uno @ = [0, 1]2 (que llamaremos cuadrado
unitario), tal que Ny tiene area A (Np) = 1 y satisface la siguiente propiedad: para cada
x € Ny, existe una recta [(z) C R? que pasa por z para la cual I[(z) N Ny = {z} (cuando
un conjunto cumple esta propiedad usualmente se le llama linealmente accesible).

La construccién original de Nikodym es complicada, pero fue significativamente sim-
plificada por Davies (Dav52) quién, ademas, prob6 que era posible construir el conjunto
Ny de forma que exista un nimero no numerable de rectas por cada punto x € Ny que
s6lo intersequen a Ny en x. De manera sorpresiva la construccion del conjunto Ny puede
realizarse a partir de los arboles de Perron—Schoenberg, hecho que establece un punto
de contacto con los conjuntos de Kakeya en R?. Para los detalles de esta construcciéon
nos referiremos al texto de M. de Guzman (dG76).

Con lo anterior en cuenta, llamaremos conjuntos de Nikodym a los complementos
de conjuntos como Ny. Mas precisamente, diremos que un conjunto N C [0,1]" es un
conjunto de Nikodym, si tiene medida de Lebesque cero y para cada x € [0, 1]" existe
una recta [(z) € R™ que pasa por z tal que I(z) N[0,1]" \ {x} esta contenido en N.
Al igual que en el caso de los conjuntos de Besicovitch, se tiene la siguiente conjetura
sobre los conjuntos de Nikodym:

Conjetura 7.1.4 (Conjetura de Nikodym). Todo conjunto de Nikodym en R™ tiene
dimension ' igual a n.

La conjetura de Kakeya y la correspondiente para los conjuntos de Nikodym estan
estrechamente relacionadas: la conjetura de Kakeya implica la conjetura de Nikodym
(ver (Mat15b)). Esta relacion entre los conjuntos de Kakeya y de Nikodym hacen pre-
sentir la posibilidad de una relacién profunda entre ambos conjuntos. En efecto, dichos
conjuntos se han estudiado paralelamente, y asi como hay un vinculo entre ambas conje-
turas, se ha logrado relacionar a los dos conjuntos a partir de formulaciones distintas de
la conjetura de Kakeya que no contemplaremos aqui (una vez més, sacrificio hecho para
evitar la parte técnica de estos conceptos), pero que pueden consultarse en (Mat15b),
(Car92) y (T199) para el lector interesado. En ese sentido, para el contexto que nos
aqueja, es decir, el contexto de los campos finitos, ya no es ninguna sorpresa que también
haya una relacion entre los conjuntos finitos de Kakeya y de Nikodym. Mas adelante
estudiaremos a fondo esta relacion (ver teoremas 7.2.8 y 7.2.9). Nuestra primera tarea,
sin embargo, serd resolver el problema finito de Nikodym.

! Dimensién Hausdorff o Minkowski
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7. EL PROBLEMA FINITO DE NIKODYM.

7.2. Solucién al problema finito de Nikodym.

En todo lo que sigue, por brevedad, llamaremos a un conjunto finito de Nikodym
simplemente como conjunto de Nikodym. Para comenzar, conviene presentar los siguien-
tes dos lemas.

Lema 7.2.1 (Lema de anulacion). Sea F un campo. Si un polinomio p(x) de grado d en
F[z1, 22, ..., 2] se anula en d+1 puntos de la recta l(y;x) = {y + tz : t € F}, entonces,
en realidad, p(x) se anula en toda la recta l(y;x).

Observacion 7.2.2. Claramente, estamos presuponiendo en el enunciado del resultado
anterior que, en el caso de ser F un campo finito, d < |F| ya que de otro modo no se
cumplirian las hipdtesis del lema. Es decir, si el grado del polinomio p(z) fuese igual a
|F|, o mayor, no habria d + 1 puntos en los cuales p(x) pueda anularse.

Demostracion. Definamos el polinomio ¢(t) € F[t] como ¢(t) = p (y + tx), es decir, q(t)
es el polinomio p(x) restringido al a recta [ (y;x). Asi, ¢(t) es un polinomio en una
variable de grado menor o igual que d. Ahora bien, puesto que el polinomio p(x) se
anula en d + 1 puntos de la recta [ (y; z), se sigue que ¢(t) se anula en d + 1 valores de
t € F (en otras palabras, ¢(t) tiene d+ 1 raices en ). De aqui se puede concluir que ¢(t)
es el polinomio cero. En efecto, si esto no fuese asi, por el corolario 5.1.11) ¢(¢) tendria
a lo més d raices en F; lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto ¢(t) es el polinomio
cero, y, en consecuencia, p(z) se anula en toda la recta I(y; z). O

El siguiente lema es una ligera modificacién al lema 5.2.13.

Lema 7.2.3. Sea F un campo. Para cualquier conjunto finito A C F", existe un poli-

nomio diferente de cero p(x) en F[x1,xo, ..., 2,] que se anula en A y de grado a lo mds
n|A[Y/".

Demostracion. Supongamos que n > 2 ', y definamos d > 0 como el mayor entero tal
que d < n[A]l/”. Por como se ha elegido a d, se sigue que d + 1 satisface que

d+1 > n|AY",

d+1\"
<+) > Al
n
Ahora bien,

(n;rd> _ (n;l;d) _ (d+ 1)(161'—;??.;7:(614-71) - (d:;nl)"

de donde,

)

+d
d

cero p(x) € F[z1,z2,...,x,] de grado a lo més d y que se anula en el conjunto A. O

por lo cual |A4] < " > Luego, por el lema 5.2.13 existe un polinomio diferente de

'El caso n = 1 ya qued6 establecido en el corolario 5.1.11
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7.2 Solucién al problema finito de Nikodym.

Ahora si estamos listos para dar solucion al problema finito de Nikodym. Se pre-
sentan aqui dos soluciones distintas: la primera de ellas puede consultarse en el texto
de Larry Guth (Gutl6), mientras que la segunda surge como una consecuencia de un
resultado de Liangpan Li sobre cotas inferiores que satisfacen los conjuntos de Nikodym
(ver (1i08)). Comencemos por la solucién de Larry Guth.

Teorema 7.2.4. Sea F un campo, con |F| =q. Si N CF" es un conjunto de Nikodym,

entonces 1
N| > —q".
INT= Tgny

Demostracion. Sea. N C F™ un conjunto de Nikodym. Supongamos, por el contrario,
que

1
N ",
INT< Fonyn?

Entonces, por el lema 7.2.3, existe un polinomio no cero p(x) € F[z1,x2, ...z, que
se anula en N y tal que

no o1k
1/n q " q
deg(p) < n|N|"" <n [(mn)n] = <qg-L

Utilizando las propiedades del conjunto N veamos que, de hecho, el polinomio p(x)
se anula en todo el espacio F". Sea xy un punto arbitrario de F™ \ N. Por la definicién
de conjunto de Nikodym, existe y € F" diferente de cero tal que I*(xg;y) € N. Ahora
bien, el polinomio p(x) se anula en N, asi que p(z) se anula en ¢ — 1 puntos de la
recta [(xo;y). Puesto que deg(p) < ¢ — 1, el lema de anulacién implica que p(z), en
realidad, se anula en toda la recta [(xg;y). En particular, p(xg) = 0, y, como la eleccion
de xy € F™ \ N fue arbitraria, se sigue que p(z) se anula completamente en F" \ N. Lo
anterior, junto con el hecho que p(z) se anula en el conjunto N, permite concluir que
p(z) se anula todo F”, como se afirmé.

Tenemos, entonces, que p(z) = 0 para cada z € F™ y que deg(p) < ¢, asi, segin el
lema 5.2.3, p(x) debe ser el polinomio cero. Sin embargo, se estableci6 al principio de la
prueba que p(z) era un polinomio no cero. Por tanto hemos llegado a una contradiccion
v el resultado queda demostrado. O

Pasemos ahora a la segunda solucién del problema finito de Nikodym. Para es-
to, precisemos primero la cota inferior para los conjuntos de Nikodym establecida por
Liangpan Li.

Teorema 7.2.5. Sea F un campo finito con q elementos. Cualquier conjunto de Nikodym

N CF" satisface que
IN| > n+q—2
n '
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7. EL PROBLEMA FINITO DE NIKODYM.

Demostracion. Sea N C F™ un conjunto de Nikodym. Supongamos, por el contrario,

que
]N]< n+qg—2
n .

Entonces, por el lema 5.2.13, existe un polinomio no cero p(x) € F [z1, 22, ...x,] que
se anula en N y de grado a lo més ¢ —2 < ¢ — 1.

Al igual que en el teorema 7.2.4, veamos que el polinomio p(z) se anula en todo
el espacio F". Sea x( un punto cualquiera de F™ \ N. Por la definicién de conjunto de
Nikodym, existe y # 0 en F™ tal que [*(zo;y) € N. Ahora bien, el polinomio p(x)
se anula en N, asi que p(x) se anula en ¢ — 1 puntos de la recta [(zg;y). Puesto que
deg(p) < ¢ — 1, el lema de anulacion implica que p(z), en realidad, se anula en toda la
recta [(zo;y). En particular, p(xg) = 0, y, al ser g € F™\ N arbitrario, resulta que p(x)
se anula completamente en F™.

Asi, p(x) = 0 para cada x € F™ y deg(p) < ¢, por lo cual, segin el lema 5.2.3, p(x)
debe ser el polinomio cero. Sin embargo, al principio de la prueba se dijo que p(z) era
un polinomio no cero. Por tanto hemos llegado a una contradiccién y el resultado queda
demostrado. O

Observacion 7.2.6. Aliernativamente, tanto la prueba del teorema anterior como la
del teorema 7.2.4 se pueden concluir a partir del teorema 5.2.4 como sigue:

Después de probar que p(x) se anula en todo F™, se puede decir lo siguiente: al ser
p(x) un polinomio diferente de cero y de grado deg(p) < q — 2, por el teorema 5.2.4,
éste tiene a lo mds
1

(¢-2)¢" "' <q- "' =q"

raices en F™. Lo cual contradice que p(x) = 0 para cada x € F™.

Como consecuencia del teorema 7.2.5 se tiene el siguiente resultado:

Corolario 7.2.7. Sea F un campo, con |F| = q. Si N CF" es un conjunto de Nikodym,
entonces 1
N| > —q"™.
NI = 2n!q

Demostracion. Sea N C F™ un conjunto de Nikodym. Entonces, por el teorema 7.2.5

sabemos que
-2
N| > <n +q >
n

Ahora bien, como ¢ > 2, entonces:

(a)

<n+q - 2) _(ntq=2.q@-1) ¢ He-1)
n n! - n!
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7.2 Solucién al problema finito de Nikodym.

n
(b) Como ¢! < %, se sigue que

qn qn—l qn qn 1 1 1 N
 _ - - — — | > —q".
n! n! 2n! + 2 4 n!) — 2n!q

Juntando (a) y (b) se concluye el resultado. O

Una vez que se dio solucion al problema finito de Nikodym, podemos pasar a la
siguiente pregunta: ;cémo se relacionan los conjuntos de Kakeya con los conjuntos de
Nikodym? Una primera respuesta se obtiene a partir del siguiente teorema.

Teorema 7.2.8. Sea F un campo finito de cardinalidad q. St K C F"™ es un conjunto
de Kakeya, entonces el conjunto

N=A{tk:teF ke K}
es un congunto de Nikodym. Asi, |N| < q|K]|.

Demostracion. Sea. K C F"™ un conjunto de Kakeya. Por definicién de conjunto de
Nikodym, necesitamos demostrar que, para cada x € F"\ N, existe y # 0 en F” tal que
I (23y) € N.

Sea x € F"\ N. Obseérvese que 0 € N, asi que z # 0. Luego, como K es un conjunto
de Kakeya, existe y, € F” tal que y, + sx € K, para todo s € F. Se distinguen los
siguientes dos casos sobre y, € F™:

(i) Si y, # 0. En este caso, haciendo y = y, se sigue que
Fzsy)={oz+sty:seF\{0}} ={s'(y+sz):s€F\{0}} CN.

(ii) Si y, = 0. En esta situacion se tiene que sz € K, para toda s € F. Ahora bien, si
so € F es no cero, spx # 0. Luego, haciendo y = sgzx se obtiene que

U (z;y) ={x+r(sozx) :r € F\{0}} = {7”71 [(r + s0) ] :TEF\{O}} C N.

De los casos (i) y (ii) se concluye que N es un conjunto de Nikodym. O

Una segunda conexién entre los conjuntos de Kakeya y de Nikodym puede extraerse
de la primera versién de Dvir para solucién al problema finito de Kakeya. Dvir menciona
en (Dvi09) que el uso del método polinomial lo llevé en primera instancia a una cota
inferior de la forma C,,¢"~! (posteriormente, con algunas observaciones hechas por Te-
rence Tao y Noga Alon, pudo finalmente establecer la cota requerida); dicha cota puede
obtenerse tomando el conjunto de Nikodym que se consideré en el teorema anterior. La
prueba que se presenta a continuacion contiene ligeras modificaciones de los argumentos
originales de Dvir, pero el espiritu de su prueba original permanece a través del uso del
método polinomial.
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7. EL PROBLEMA FINITO DE NIKODYM.

Teorema 7.2.9. Sea F un campo finito, con |F| = q. St K C F" es un conjunto de

Kakeya, entonces
K|l>|— e
K] = <10n> e

Demostracion. Supongamos, por el contrario, que

1 n
K< (—) ¢"
K| < <10n> q

Sea NV un conjunto de Nikodym como en ¢l teorema 7.2.8. Asi, el conjunto NV satisface
que

1 n
N| <qlK|< | — "
M <kl < (55-) a

Ahora bien, por el lema 7.2.3, podemos encontrar un polinomio diferente de cero
p(z) € Flx1,x9, ..., 2] que se anula en N y de grado

n " | q
deg(p) < n|N|Y/ Sn[(lon)n] =—<q—-L

Sea xo un punto cualquiera de F™ \ N. Por la definicién de conjunto de Nikodym,
existe y # 0 en F™ tal que [*(x0;y) € N. Ahora bien, el polinomio p(x) se anula en N,
asf que p(z) se anula en ¢ — 1 puntos de la recta I(zo;y). Puesto que deg(p) < g —1, a
partir del lema de anulacion 7.2.1 se sigue que p(x) se anula en toda la recta I(xo;y).
En particular, p(xg) = 0, y, al ser g € F™ \ N arbitrario, resulta que p(z) se anula
completamente en "\ N. Lo anterior, junto con el hecho que el polinomio p(z) se anule
en N, permite concluir que p(x) se anula en todo F™.

Por otro lado, al ser p(x) un polinomio diferente de cero y de grado deg(p) < ¢ — 2,
por el teorema 5.2.4, éste tiene a lo mas

n—1 n

(g—-2)¢" ' <q "1 =g¢q

raices en F". Lo cual contradice que p(x) = 0 para cada z € F™. Por lo tanto,

1 \" .
|K|><10n> q" L

Una vez resuelta la conjetura finita de Nikodym, el estudio de estos conjuntos se
ha centrado en tratar de establecer mejores cotas inferiores para éstos. En ese sentido,
para concluir este capitulo, se presentardn en la siguiente seccién algunos resultados
para el caso n = 2 y, muy brevemente, se pasara revista de lo que se sabe para mayores
dimensiones.

O
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7.3 Conjuntos de Nikodym en dos dimensiones.

7.3. Conjuntos de Nikodym en dos dimensiones.

En contraste con la cota que se obtiene en el teorema 6.0.6 para los conjuntos de
Kakeya, la correspondiente cota para los conjuntos de Nikodym en el teorema 7.2.5
no se compagina con las estimaciones conocidas del tamano de dichos conjuntos. Para
n = 2, por ejemplo, el teorema 7.2.5 arroja una cota de la forma

<q+2—2> _ale-1) _ ¢

Como veremos en el siguiente teorema (ver (Li08)), esta cota se puede mejorar a
2 2
% + 0,(q), que es mayor que ¢*/2 + O, (q) para q > 14.

Teorema 7.3.1. Sea F un campo, con |F| = q. Cualquier conjunto de Nikodym N € F?
satisface que

2
N > 3¢° + On(9).

.. o . q .
Demostracion. Sea s el maximo entero menor o igual que 3" La prueba se hara por
Casos.

I. Si |F?2\ N| < s(q— 1)+ 2q. Entonces,

IN| > ¢* —s(g—1) —2g

q
>q"— (1)~ 2
—gq *gfl

II. Si |[F2\ N| > s(¢ — 1) + 2¢. Como N es un conjunto de Nikodym, para cada
xr € F?\ N existe y, # 0 en F? tal que I* (z;y,) € N. Ahora bien, por (i) de la
observacién 6.0.1 sabemos que hay q + 1 posibles direcciones para orientar una
recta en F2, por lo cual, podemos partir el conjunto

{l(m;yx)gFQ:meFQ\N}

en ¢ + 1 de acuerdo a las direcciones de cada recta. Sea {G; : 0 <i < ¢} dicha
particién. Sin perdida de generalidad, podemos asumir que

Gol > |G1] > |Ga| > ... > |Gyl

Luego, como cada recta en F? tiene ¢ puntos, se sigue que

q

q+q+|Gallg—1) > > |Gl
i=0

> |F*\ N|

>s(qg—1) 4+ 2q.
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7. EL PROBLEMA FINITO DE NIKODYM.

De donde, 2¢+|G2|(¢g—1) > s(¢—1)+2q, y, en consecuencia, |G2| > s. Puesto que
|Go| > |G1| > |G2|, podemos tomar s rectas paralelas de cada conjunto Go, G y
Go. Sea Wy, W1 v Wa, respectivamente, los conjuntos formados por las S rectas
paralelas tomadas de Go,G1 v Ga. Es decir, W; C G; y |[W;| =5 (i =0,1,2).

Cada recta en Wy tiene ¢ — 1 puntos en N, y todas las rectas ahi son paralelas
(i.e., no tienen puntos en comin). Por lo tanto,

IN| > [N A W,| = s(q - 1).

Ahora centremos nuestra atencién en las rectas de Wh:

(i) Cada recta tiene ¢ — 1 puntos en N.
(ii) Dos rectas diferentes en W7 no tienen puntos en comun.

(iii) Cada recta en Wy interseca a todas las rectas de Wy (segun el punto (ii) de
la observacion 6.0.1).

En resumen, cada recta en W tiene ¢ — 1 — s puntos en N que no pertenecen a
Wo. De aqui se obtiene que

IN[>s(g—1) +s(g—1—5).

Haciendo un anélisis andlogo para las rectas en Wy, se puede concluir que

IN| > s(g—1)+5s(g—1—5)+s(qg—1-2s)

=3s(¢q—1—35s)
q—3 q
>3(42) (a-1-9)
>3 (15 ) (-1~
~ 22 g1
= 3q q .
Juntando los casos I y II se obtiene el resultado. O

En (FLS10), Chunrong Feng, Liangpan Li y Jian Shen mejoraron la cota del teorema
7.3.1a ¢?*—¢*/?—q, y, recientemente, en (LSW16) se logré un pequefio (pero significativo)
avance al establecer la cota ¢2 — ¢3/2 — 1, que es la mejor que se conoce hasta ahora.
Para n = 3, se conoce la cota (0.38 — o(1)) ¢> !. Por tltimo, para el caso general n se
sabe la cota (1 —o(1)) ¢", que marca una clara distincién con las cotas que se conocen
para los conjuntos de Kakeya. Las demostraciones tanto para el caso n = 3 como para
el caso general n se pueden consultar en (LSW16).

'o(1) representa una funciéon de q que tiende a cero cuando ¢ tiende a infinito.
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Apéndice A

Medida de Jordan.

Salta a la vista lo arido de este apéndice, pues se traté de ser lo més concreto
posible. Aqui se presenta el concepto preciso de drea que se adopta para este trabajo.
Dicho concepto de drea recibe el nombre de medida de Jordan. Cabe destacar que esta
no es la tinica manera de definir el concepto de drea de manera rigurosa (una definicion
extremadamente importante, que se utiliza para conjuntos méas generales, es la medida
de Lebesgue), sin embargo, la medida de Jordan tiene la ventaja de ser mas intuitiva y
bastante adecuada para los fines de esta tesis. Para el lector interesado en profundizar
en el concepto abstracto de medida, se recomienda consultar (Taoll) y (Coh80).

El tratamiento del concepto de drea que se muestra aqui sigue el texto de Richard
Courant (CJ12), por lo que las pruebas que aqui se omitan pueden consultarse ahi. Se
hace notar que, aunque nos enfoquemos aqui en el caso del plano, las ideas se pueden
generalizar de manera natural a dimensiones superiores con cambios en la terminologia:
el remplazo del término drea por volumen, cuadrado por cubo y asf sucesivamente.

A.1. Areas en el plano.

Para definir el drea —y por tanto llegar a un valor A (S) determinado de modo tnico—
para un conjunto acotado S C R? se usan subdivisiones sucesivas del plano en cuadrados
de lado 1, %, %, %, ... (se puede demostrar que cualquier otra manera de dividir el plano
en cuadrados o rectangulos conducird a la misma drea) por medio de rectas paralelas
equidistantes de los ejes coordenados. Los cuadrados congruentes proporcionan un modo
sencillo de cubrir el plano sin espacios vacios o traslapes .

Como primer paso, utilizaremos la rejilla asociada al plano coordenado, proporcio-
nada por las rectas x = 0,£1,+2, 43, ... y y =0, +1,+£2,+£3, ...., la cual divide al plano
completo en cuadrados cerrados de lado 1. Denotemos por Ag (S) a la suma de las dreas
de todos los cuadrados que tienen puntos en comin con el conjunto Sy por A, (5) ala
suma de las dreas de aquellos cuadrados contenidos completamente en S. A continua-
cién, dividamos cada cuadrado en cuatro cuadrados iguales de lado % y denotemos por
A;r (S) a la suma de las dreas de aquellos subcuadrados que tienen puntos en comin

'Diremos que los conjuntos A1, As, ..., A, no se traslapan si para cada i € {1,2,...,n} todo punto
interior de A; es exterior a A; para toda j # i.
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con Sy por A7 (S) a la suma de las dreas de aquéllos contenidos completamente en
S. Como cada cuadrado unitario completamente contenido en S da lugar a cuatro sub-
cuadrados completamente contenidos en S, se tiene que A, (S) < Ay (S5) y, de modo
semejante, Ad (S) > A7 (S).
La n-ésima subdivisiéon del plano, con n € N, se obtiene de las rectas
i k

96':27,.@:27,

donde 7,k € Z. Entonces se divide al plano en los cuadrados cerrados R} de lado 27"
dados por

&z{(w)eRQ:;gxsl;l, ,<y< k;l}

La idea es formar aproximaciones desde abajo y desde arriba para el drea del con-
junto S, formando la suma A, (S) de las dreas de todos los cuadrados R}, que estan
completamente contenidos en S y la suma A} (S) de las dreas de todos los cuadrados

. que tienen puntos en comin con S. En este momento, seguramente, el lector ya
haya observado que, para cada n € N, se estd suponiendo conocida el drea de cada
cuadrado R en las definiciones de las sumas A} y A, Y es que si la conocemos, es
decir, si queremos que el concepto de drea que vamos a desarrollar se corresponda con
el concepto intuitivo de drea, se espera recuperar que el drea de un cuadrado de lado [
sea [?. Puesto que necesitamos partir de algin lugar nuestro tratamiento del concepto
de drea, se definird el drea de un cuadrado RJ}. de lado 27" como 272" Mas adelante
veremos que la medida de Jordan —lo que llamaremos drea— de cada cuadrado R} es
igual a su drea.

Con lo anterior en cuenta, se tiene ! que

A, (S)= Do 27 AL ()= Y 27
R CS R} NS#D

(Ver figura A.1.)
Es claro, por la definicién, que

0< A, (S) <AL(S).

Ahora bien, al pasar de la n-ésima subdivision hacia la (n + 1)-ésima, se divide
cada cuadrado R? en cuatro cuadrados R7; L. Si el cuadrado R?, estd contenido en el
conjunto S, deben estarlo sus partes RP}l. Si, ademéas, una parte R’ contiene un
punto de S, entonces lo mismo se cumple para el cuadrado completo R} . Se concluye
2 que sumas sucesivas satisfacen la desigualdad

A () < Ayyy (S) < Afy, (S) < AL (S). (A1)

!Si ningtn cuadrado R, esta completamente contenido en S, se hace A, (S) = 0.
2Aqui se esta usando implicitamente el hecho que la suma de las areas de los cuatro cuadrados

R que constituyen a R?, es igual al area de R?,, lo cual, en este contexto se deduce de la identidad
4. 2—2(n+1) — 2—2n.
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A.1 Areas en el plano.

Figura A.1: Aproximaciones interior y exterior para el 4rea del disco unitario D : z2+?
1, para n = 0,1,2, donde Ay (D) = 0, A7 (D) = 1,A; (D) =2y A5 (D) = 41, AT (D)
6, AZ (D) = 12.

A

Por lo tanto, de A.1 se sigue que la sucesion de sumas { A, (S)},,cy es no decreciente,
con la cota superior AT; asf, converge hacia un limite, digamos,

A" (S) = nh_}rr;OA; (5).

Analogamente, la sucesion de sumas {A;F (S)} es no creciente, con la cota inferior

A7 vy, por tanto, convergente:

neNs

AY(S) = Tim AF(S).

n

Por A.1 se tiene que, para cada n € N
0< A; (S) < A™(S) < AT (S) < A% (S).

A los ntimeros A~ (S) y AT (S) se les denomina, respectivamente, drea interior y
drea ecxterior del conjunto S.

Obseérvese que el drea interior A~ (S) = 0 si, y solo si, S no tiene puntos interiores,
ya que un conjunto sin puntos interiores no contiene cuadrado R} alguno, de modo
que A, (S) = 0 para todo n € Ny, en consecuencia, A~ (S) = 0. Un conjunto con
puntos interiores contiene algiin cuadrado RJj. para n suficientemente grande, de modo
que A, (S) > 0 para n grande y, asi, A~ (S) > 0.
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A.2. Conjuntos medibles segiin Jordan.

Definicién A.2.1. Sea S C R? un conjunto acotado. Se dice que S es medible segtin
Jordan ! si el drea interior y el drea exterior de S coinciden.

Se denotard ol valor comin por A y se le dard el nombre de area o medida de
Jordan de S:

A~ (S) = AT (S) = A(S).

Al comenzar, definimos el drea de los cuadrados RJ}. de las definiciones de la manera
usual en que se estd acostumbrado a calcular el area de un cuadrado. Veamos que, de
hecho, nuestra nueva nocién de area, es decir, la medida de Jordan, y la definida para
dichos cuadrados coincide. Esto es, cada cuadrado RJ}. tiene area —medida de Jordan—

2727 en el sentido de la definicién general pues, si S = RY y m >n, m,n €N, entonces
A (S) = (2P 272m — 972, (A.2)

y
A;i-n (S) — [(2m—n)2 +4 (2m—n) + 4:| 2—2m _ 2—2n + 22—m—n + 22—2m_ (A3)

De las ecuaciones A.2 y A.3, se sigue que

Im A, (S)= lim Al (S)=27%"

m—0o0 m— 00

Por lo tanto, A (S) = 272",
De forma mas general, cualquier rectangulo S con lados paralelos a los ejes coorde-
nados:

S:{(x,y)eRz: a<z<b c<y<d}

tiene area igual a (b — a) (d — ¢), como es de esperar con base en la geometria clasica.
En efecto, dado un nimero entero positivo n, se pueden hallar nimeros enteros «, 5,y
y 0 tales que

2" <a<(a+1)27", 27" <b< (B+1)27"
W2 < e< (P+1)27 82 <d < (64+1)27

Asi,

A (S)=B-a-1)(—y-1)2"2">(b—a-2"")(d—c—2'")

n

'En lugar de usar la frase «el conjunto S es medible segiin Jordan, simplemente se dira «S tiene
area».
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AT (S)=B—a+1)(f—y+1)27"" < (b—a+2""") (d—c+2'").
Luego, cuando n — oo,

A(S) :nh;n;OA; (8)= lim A (S)=(b—a)(d—c).

n—oo
El siguiente resultado establece condiciones necesarias y suficientes para que un
conjunto acotado del plano tenga éarea.

Teorema A.2.2. Sea S C R? un conjunto acotado. Entonces S tiene drea si, y sdlo si,
la frontera de S, 0S, tiene drea cero.

Ejemplo A.2.3. Un ejemplo de un conjunto que no tenga area —en el sentido de la
medida de Jordan— es el conjunto S = [0, 1]2 N Q?, es decir, el conjunto de los puntos
(x,y), donde = y y son nimeros racionales entre 0 y 1. En efecto, como 9S = [0, 1]2,
entonces A (0S) = 1. A partir del teorema A.2.2 se concluye que el conjunto S no es
medible segtin Jordan.

Para concluir este apéndice, se resumen en el siguiente teorema las propiedades
elementales de la medida de Jordan.

Teorema A.2.4.
(i) Cualquier subconjunto de un conjunto de drea cero, tiene drea cero.

(1) La unidn de cualquier nimero finito de conjuntos de drea cero tiene drea cero. En
particular, cualquier conjunto finito de puntos tiene drea cero.

(iii) Sea S C R2. Entonces S tiene drea cero si para cada € > 0 existen subconjuntos
acotados S1,Sa, ..., Sy, de R? tales que

SclJSiy D AT(S) <=
=1 =1

(iv) Supdngase que la frontera de un conjunto acotado S C R? estd contenida en
un numero finito de arcos, cada uno de los cuales estd dado por una ecuacion
y = f(z) ox = g(y), con la funcion f o g definida y continua en un intervalo
cerrado acotado I C R. Entonces S tiene drea.

(v) Sean S y T dos subconjuntos medibles segiin Jordan de R?.

(a) SUT y SNT son medibles segiin Jordan. Ademds, para el caso de la union,
se cumple que
ASUT)<AS)+A(T).

Mids ain, si S yT no se traslapan, entonces

A(SUT) = A(S) + A(T).
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A. MEDIDA DE JORDAN.

(b) Si, ademds, S C T, entonces T\ S tiene drea y

A(T\S)=A(T)—A(S).
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Apéndice B
Campos finitos.

Al igual que en el apéndice anterior, el caracter arido de este apéndice se debe a
la brevedad. Aqui se presentan algunos resultados bésicos sobre campos finitos con el
objetivo de brindar al lector cierta familiaridad con este tipo de campos. Se tomé como
base el texto de R. Lidl y H. Niederreiter (LN97). Para las pruebas que aqui se omiten,
el lector puede consular el mismo (LN97) asi como (Fra03), (Rot10) y (Nic12).

B.1. Estructuras algebraicas.

B.1.1. Grupos.

En el conjunto de los enteros Z las operaciones de suma y multiplicacién son bien
conocidas. Se puede generalizar la nocién de operacidn a conjuntos arbitrarios.

Definicion B.1.1. Sea A un conjunto, y denotemos por A x A al conjunto de todas las
parejas (a1,a2), con a; € A (i = 1,2). Una funcion e : A x A — A se llamard una
operaciéon binaria en el conjunto A.

Por supuesto, bajo esta definicion, estamos asegurando que (i) se asigna exactamente
un elemento a cada pareja posible de elementos en el conjunto A, y (ii) la imagen de
(a1,a2) € A x A esté en en conjunto A; a esto ultimo se le conoce como la propiedad de
cerradura de la operaciéon e. Por convencion, a la imagen del elemento (aj,a2) € A x A
bajo la operacién e se le suele denotar por a; e as.

Ejemplo B.1.2.

1. En el conjunto de los enteros positivos ZT, para cada a,b € ZT, definase la
operacion e por a e b que es igual al minimo entre a y b, o al valor comun si @ = b.
Asi, 5023 =5;34e10=10y 404 =4.

a

2. No hay una operacion en Q tal que (a,b) — 7

3. Sea A el conjunto de todas las funciones de R en R. Definase e como la suma usual
de dos funciones, esto es, f @ g = h donde h(z) = f(x) + g(z), para f,g € Ay
x € R. Esta manera de definir e satisface la definicién B.1.1 y nos da una operacién
binaria en A.
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Con el concepto de operacién binaria en un conjunto, podemos introducir las si-
guientes estructuras algebraicas', que se suponen familiares al lector.

Definicion B.1.3. Un grupo (G, e) es un conjunto G, junto con una operacion binaria
e definida en G tal que se cumplen las siguientes propiedades:

G1. e es asociativa, es decir, para cualesquiera a,b,c € G,

ae(bec)=(aeb)ec.

G2. Eziste un elemento e € G tal que,
aec=ceq=a
para todo a € G. El elemento e € G se llama elemento identidad para e en G.

G3. Para cada a € G eziste un elemento a=' € G tal que

Al elemento ™' € G se le llama el inverso de a € G respecto a .

St ademds el grupo satisface

G4. Para cualesquiera a,b € G
aeb=beaq,

el grupo se llamard abeliano o conmutativo.

Por brevedad, escribiremos simplemente G para denotar al grupo (G, e). Como es de
esperar, tanto el elemento identidad e € G como el inverso a~' de un elemento a € G
son tnicos. Més atn, (a e b)f1 = b lea!, para a,b € G. También para facilitar la
notacién se escribira ab, en lugar de a e b, para denotar el producto de los elementos
a,b € G. En algunas ocasiones es 1til escribir, respectivamente, a +b y —a en vez de
aebya ! y, en este caso, se suele decir que se estd tomando un grupo aditivo (pero,
preferentemente, se apelara a esta notacion cuando se traten grupos abelianos), en lugar
de uno multiplicativo).

La propiedad asociativa posibilita escribir expresiones de la forma ajas...a,, con
a; € G (1 <i<n),sin caer en ambigiiedades pues, sin importar co6mo se coloquen los
paréntesis, dicha expresion siempre representa un mismo elemento en . Para denotar
que se ha aplicado n veces, n € N, la operaciéon e a un elemento a € GG con él mismo, se
escribird

a" = aa...a (n factores a).

YPor estructura algebraica nos referimos a un conjunto con una o varias operaciones binarias defi-
nidas en él.
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Cuando G es un grupo multiplicativo, la expresion a’ se llamaré la n—ésima potencia
de a € G. Por otro lado, si G se toma como grupo aditivo, se escribira

na=a+a+..+a (nsumandos a).
Con la notacién descrita antes, se tiene las siguientes propiedades elementales:
Proposicion B.1.4. Sea G un grupo.

(i) Si G es un grupo aditivo, entonces para cualquier a € G se cumplen las siguientes
propiedades:

1. (—n)a =n(—a).
2. na+ ma = (m +n)a.
3. m(na) = (mn)a.

(i) Si G es un grupo multiplicativo, todo a € G satisface que
1. a™ "= (a_l)n.
2. a"a™ = g"t™,
3. (a™)"™ =a"m.

Para finalizar las convenciones, adoptaremos también que, paran =0 € Z, a’ = e,

en la notacion multiplicativa, y que 0a = 0 (aqui el 0 del lado derecho representa al
elemento identidad del grupo), en la notacion aditiva.

Ejemplo B.1.5.

1. El conjunto Z de los nimeros enteros forma un grupo con la operacion suma (de
hecho, es un grupo abeliano).

2. El conjunto GL,, (R) de matrices invertibles de n x n con entradas reales, junto
con la multiplicacion de matrices forma un grupo. (Para n > 1 este grupo no es
abeliano.)

Definicion B.1.6. Un grupo multiplicativo G es ciclico si existe un elemento a € G
tal que, para cada b € G, b = d*, para algin nimero entero i. El elemento a € G con
esa caracteristica se llama generador del grupo ciclico, y escribimos G = (a).

Se sigue de la definicién que todo grupo ciclico es conmutativo. Ademas, nétese que
puede haber mas de un elemento generador del grupo, por ejemplo, en el grupo aditivo
7 los generadores son 1y —1.

Definicion B.1.7. Dado un conjunto A, un subconjunto R de A x A es una relacion
de equivalencia en A si éste satisface lo siguiente:

e Para cada a € A, (a,a) € R (reflezividad)
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e Si(a,b) € R, entonces (b,a) € R (simetria)
e Si(a,b) € Ry (b,c)€ R, entonces (a,c) € R (transitividad)

Recordemos que una relacion de equivalencia R en un conjunto A induce una par-
ticion en A —esto es, A se puede expresar como la unién de subconjuntos no vacios y
mutuamente ajenos. Dado un elemento fijo a € A, podemos tomar el conjunto de todos
los elementos equivalentes a él bajo la relaciéon R, para obtener la clase de equivalencia
del elemento a € A, denotada por

[a] ={be€ A: (a,b) € R}.

La colecciéon de todas las diferentes clases de equivalencia forman una particion del
conjunto A.

Definiciéon B.1.8. Sean a,b € Z y n un entero positivo. Decimos que a es congruente
con b moédulo n, lo escribimos como a = b (mod n), si a = b+ kn, para algin entero
k (i.e., la diferencia a — b es un mailtiplo de n).

Como se sabe, la relacion de «congruencia modulo n» es una relacion de equivalencia
en el conjunto Z de los numeros enteros. Asi, podemos tomar la particién del conjunto
7Z inducida por las clases de equivalencia, las cuales son:

{0, =2n,—n,0,n,2n, ...},
{,=2n+1,-n+1,1,n+1,2n+1,...},

mn—1={.,—n—-1,-1,n—1,2n—1,3n—1,...}.

Podemos definir en el conjunto {[0],[1], ..., [n — 1]} de clases de equivalencia la ope-
racion [a] + [b] = [a + b], donde a y b son, respectivamente, elementos arbitrarios en los
conjuntos [a] y [b], v a + b es la suma usual de ntumeros enteros. Con esto en cuenta
tenemos el siguiente teorema.

Teorema B.1.9. Sea n € N. El conjunto {[0],[1],...,[n — 1]} de clases de equivalencia
mddulo n junto con la operacion [a]+[b] = [a + b] forma un grupo. (El elemento identidad
es [0] y el inverso de [a] es [—al.)

A este grupo se le llama grupo de enteros mddulo n, y se denota por Z,,.

Zy, es, en realidad, un grupo ciclico con el elemento [1] como generador. Més ain,
este grupo tiene orden n segun la siguiente definicion.

Definicién B.1.10. Un grupo se dice finito (infinito) si tiene un ndmero finito (in-
finito) de elementos. El nimero de elementos en un grupo finito se llama el orden del

grupo.

Notacion B.1.11. El orden de un grupo finito G se denotard por |G|.
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Definicion B.1.12. Un subconjunto H de un grupo G es un subgrupo de G si él
mismo es un grupo con respecto a la operacion de G. (Los subgrupos de G diferentes de
los subgrupos triviales G y {e} se llaman subgrupos no triviales.)

Definicion B.1.13. El subgrupo de G que consiste de todas las potencias de un elemento
a € G, se llama el subgrupo generado por el elemento a y se denota por {(a). Este grupo
es necesariamente ciclico. Si (a) es finito, entonces se dird que el orden del elemento a
es el entero mds pequerio i tal que a* = e. En caso contrario se dird que a es de orden
infinito.

Para n € N, el subgrupo (n) del grupo aditivo Z de los nameros enteros esté estre-
chamente ligado con la relacion de congruencia modulo n, pues a = b (mod n) si, y sélo
si, a — b € (n). Asi, el subgrupo (n) define un relaciéon de equivalencia. Esta situacion
se generaliza con el siguiente teorema.

Teorema B.1.14. Sea H un subgrupo de un grupo G. La relacion Ry en G definida
por (a,b) € Ry si, y sdlo si, a = bh para algin h € H (y cuando el grupo es aditivo,
a =b+ h para algin h € H), es una relacion de equivalencia.

Las clases de equivalencia bajo la relacion Ry se llaman clases laterales izquier-
das de G modulo H y se denotan por aH ={ah:he€ H} (oa+ H={a+h:he H}
cuando el grupo es aditivo), donde a es un elemento fijo de G. De manera andloga se
pueden obtener las clases laterales derechas de G modulo H, las cuales son de la
forma Ha = {ha : h € H}. Claramente, si el grupo es abeliano las clases laterales
izquierdas y derechas médulo H coinciden.

Ejemplo B.1.15. Sea (Z12,+) y H el subgrupo {[0],[3],[6],[9]}. Las distintas clases
laterales izquierdas mdédulo H estdn dadas por:

[0] + H = {[0], [3], [6], [9]},
[+ H = {[1], [4], [7], [10]},
21+ H = {[2],[5], [8], [11]} .

Teorema B.1.16. Si H es un subgrupo finito de un grupo G, toda clase lateral (iz-
quierda o derecha) de G mddulo H tiene el mismo niimero de elementos que H.

Definicion B.1.17. El nimero de clases laterales se llama el indice de H en G.

Teorema B.1.18. Sea G un grupo finito y sea H un subgrupo de G. El orden de G es
igual al orden de H por el indice de H en G. En particular, tanto el orden de H como
el orden de cualquier elemento a € G dividen ol orden de G.

El siguiente teorema resume las propiedades principales de los grupos ciclicos. En
dicho resultado se apela a la funcion ¢ de Euler, la cual estd definida como sigue: para
cada n € N|

dp(n)=1{keN:1<k<nyk esprimo relativo con n}|.
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Sin € N tiene descomposicién en nimeros primos de la forma p'p52...a%", entonces

wr=n(i-3) - 4)-(-2)

1 2 4
P ] 1 30)=2-3:5-—-—" - =8&.
or ejemplo, ¢(30) 5°3°F
Teorema B.1.19.

(a) Todo subgrupo de un grupo ciclico es también un grupo ciclico.

En los siguientes inciso se habla de un grupo ciclico (a) de orden m.

(b) En un grupo ciclico finito {a) de orden m el elemento a genera un subgrupo de

orden —————, donde mecd(k, m) denota al maximo comun divisor de k y m
med(k, m)
(¢) Para cualquier divisor positivo d de m, (a) contiene exactamente un subgrupo de
indice d. Para cualquier divisor positivo f de m, (a) contiene precisamente un
subgrupo de orden f.

(d) Sea k un divisor positivo de m. Entonces, {a) contiene ¢(k) elementos de orden
k.

e rupo (a) contiene ¢(m) generadores, a saber, las potencias a” para las cuales
Elg tiene ¢ g d ber, 1 tencias a” l l
med(r,m) = 1.

Definicion B.1.20. Sean G y H dos grupos. Una funcion f : G — H es un ho-
momorfismo de G en H si f preserva la operacion de G. Esto es, si ® y x son las
operaciones de G y H respectivamente, entonces, f preserva la operacion de G si para
cualesquiera a,b € G, f(a eb) = f(a) x f(b). Si, ademds, es una funcion biyectiva el
homomorfismo se llama isomorfismo y se dice que G y H son isomorfos, lo cual se
denota como G = H. Por dltimo, un isomorfismo de G en si mismo se llama auto-
morfismo.

Observacion B.1.21. Si f : G — H es un homomorfismo de un grupo G en un
grupo H, y e es el elemento identidad en G, entonces del hecho que ee = e, se sigue que
fle)f(e) = f(e), de donde ¢’ = f(e), con € el elemento identidad en H. Ademds, como

¢ = f(e) = f (aa™") = f(a)f (a7

1

se obtiene que f (a_l) = (f(a)fl, para cada a € G. de la ecuacion aa™" = e se obtiene

que f (a™1) = (f(a))™t, para todo a € G.

Definicion B.1.22. El nuacleo de un homomorfismo f : G — H de un grupo G en
un grupo H es el conjunto (de hecho, es un subgrupo de G)

ker (f) ={a € G: fa) = e},
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donde e denota el elemento identidad de H.
La imagen de f es el conjunto (es, en realidad, un subgrupo de H)

im (f) ={f(a):a €Gj}.

Ejemplo B.1.23. Consideremos la funcién f del grupo aditivo Z de los ntimeros enteros
al grupo Z,, definida como f(a) = [a], para cada a € Z. Entonces,

fla+b) =[a+b] =[a] + [b] = f(a) + f(D),

para a,b € Z. Luego, f es un homomorfismo. Mas aun, ker (f) estd formado por todos
los elementos a € Z tal que [a] = [0]. Ya que lo anterior se cumple para los multiplos a
de n, se sigue que ker (f) = (n), el subgrupo de Z generado por n.

Definicion B.1.24. Un subgrupo H de un grupo G se llama subgrupo normal de G si
aha=' € H para todo a € G y h € H.

Noétese que todo subgrupo de un grupo abeliano es normal. El siguiente teorema
brinda algunas caracterizaciones alternativas de los subgrupos normales.

Teorema B.1.25. Sea H un subgrupo de un grupo G.

(i) Dado a € G, definamos el conjunto aHa™' como aHa™' = {aha_l che H}
Entonces, H es un subgrupo normal de G si, y sélo si, H = aHa™', para todo
a €.

(1) H es un subgrupo normal de G si, y solo si, aH = Ha, para cada a € G. En otras
palabras, H es un subgrupo normal de G si, y sdlo si, las clases laterales izquierdas
y derechas de G mddulo H coinciden.

El siguiente teorema asegura que el conjunto de clases laterales (izquierdas) forman
un grupo.

Teorema B.1.26. Si H es un subgrupo normal de un grupo G, entonces el conjun-
to de clases laterales (izquierdas) de G mddulo H forma un grupo con la operacion

(aH)(bH) = (ab)H.

Definicion B.1.27. Dado un subgrupo normal H de un grupo G, el grupo formado
por las clases laterales (izquierdas) bajo la operacion descrita en el teorema B.1.26 es
llamado grupo cociente (o grupo factor) de G mddulo H, y se denota por G/H.

Si G/H es finito, su orden es igual al indice de H en G. Por lo tanto, segun el
teorema B.1.18, para un grupo finito G, se cumple que

|Gl
G/H|= —.
|/||m

El siguiente teorema es un resultado fundamental en la teoria de grupos.
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Teorema B.1.28 (Primer teorema de isomorfismo). Sea f : G — H un homomorfismo
de grupos. Entonces, el nicleo de f es un subgrupo normal de G y

G/ker (f) =im (f)

(bajo el isomorfismo aker (f) — f(a), con a € G).

Reciprocamente, si H es un subgrupo normal de G, la funcion ¢ : G — G/H
definida por (a) = aH, para a € G, es un homomorfismo de G en G/H tal que
ker (¢) = H.

Ejemplo B.1.29. Con la notacién del teorema anterior, tomemos G = Z, H = Z,
y el homomorfismo f : Z — Z, definido por f(a) = [a]. Entonces, ker (f) = (n)
y im (f) = Zy,, de donde, por el primer teorema de isomorfismo, (n) es un subgrupo
normal de Z y Z/{n) = Z,.

B.1.2. Anillos y campos.

En la mayorfa de los conjuntos numéricos usados en la aritmética elemental hay dos
operaciones binarias distintas: suma y multiplicaciéon. Ejemplos de lo anterior son los
numeros enteros, racionales y reales. A continuacion se introduce el concepto de anillo;
estructura algebraica bien conocida que comparte muchas de las propiedades de los
conjuntos numéricos mencionados.

Definicion B.1.30. Un anillo (R,+,-) es un conjunto R, junto con dos operaciones
binarias + y -, que llamaremos suma y multiplicacion, definidas en R tales que se
satisfacen las siguientes propiedades:

R1. (R,+) es un grupo abeliano con elemento identidad 0 € R.
R2. La multiplicacion es asociativa.
R3. Para cualesquiera a,b,c € R se cumple
(i) la ley distributiva izquierda, es decir
a-(b+c)=a-b+a-c
(ii) la ley distributiva derecha, es decir
(a+b)-c=a-c+b-c.

Al igual que en el caso de los grupos, denotaremos por R al anillo (R, +, ). Ademas,
usaremos el simbolo 0 (llamado elemento cero, o simplemente cero) para referirnos al
elemento identidad del grupo abeliano R con respecto a la suma, y al inverso (aditivo)
del elemento a € R se denotard por —a; también abreviaremos a + (—b) por a — b.
En vez de escribir a - b, usualmente escribiremos ab para el producto de a y b. Como
consecuencia de la definicién de anillo tenemos la siguiente propiedad: a0 = 0a = 0,
para cada a € R. Méas ain, de lo anterior se deduce que (—a)b = a(—b) = —ab, para
cualesquiera a,b € R.

La definicién que sigue contempla anillos con algunas propiedades especificas.
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Definicion B.1.31. Sea R un anillo.

(i) R es un anillo con uno o unitario si eziste un elemento 1 € R tal que 1 #0 y
l-z=2-1=ux para cada x € R.

(i) R es un anillo conmutativo si la operacidn - es conmutativa, es decir, si para
cada z,y € R, se cumple que x -y =1y - x.

(#4i) R es un dominio entero si es un anillo conmutativo y con identidad 1 # 0 para
el cual, si ab =0, entonces, a =0 0b=0, con a,b € R.

(iv) R es un anillo de division si el conjunto de los elementos en R diferentes de
0 € R forman un grupo con la operacion -.

(iwv) Un anillo de division conmutativo es un campo.

Ejemplo B.1.32.

1. Sea (R, +) cualquier grupo abeliano. Defina a-b = 0 para todo a,b € R. Entonces
R es un anillo.

2. Los numeros enteros forman un dominio entero, pero no un campo.
3. Los ntmeros enteros pares forman un anillo conmutativo sin uno.

4. Las funciones de R en R forman un anillo conmutativo con uno bajo las definiciones

de f+gy f-gdados por (f +g)(z) = f(z) +g(x)y (f-g)(z) = f(z)-g(z) para
cada = € R.

5. Las matrices de 2 X 2 con entradas en los niimeros reales forman un anillo no con-
mutativo con uno respecto a las operaciones de suma y multiplicacién de matrices.

Puesto que nuestro estudio esta enfocado en campos, haremos algunas precisiones
sobre la definicion de campo. En primer lugar, un campo es un conjunto F con dos
operaciones binarias, llamadas suma y multiplicacién, y con dos elementos distinguidos
0y 1,con 1+ 0. Més aun, F es un grupo abeliano con respecto a la suma, teniendo como
elemento identidad al 0 € F. Los elementos diferentes de cero forman un grupo abeliano
con respecto a la multiplicacion (a este grupo lo llamaremos grupo multiplicativo, y se
denotara por F*) con elemento identidad 1 € F (al que llamaremos uno). Por tltimo, las
operacion de suma y multiplicacién estan relacionadas por las leyes de distributividad.
El elemento 0 € F es llamado elemento cero (o simplemente cero) y el elemento 1 € F
serd llamado identidad multiplicativa o, simplemente, uno.

La propiedad (#i) que aparece en la definicion B.1.31 —a saber, si ab = 0, entonces
a =00 b= 0-se expresa diciendo que, en el anillo R, no hay divisores de cero distintos
de 0. En particular, un campo no tiene divisores propios de cero pues, si ab =0y a # 0,
multiplicando por a~! se obtiene que b = 0.

Como vimos antes un campo es, en particular, un dominio entero. El reciproco en
general no es cierto (ver punto 2 en el ejemplo B.1.32) salvo que el dominio entero sea
finito.
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Teorema B.1.33. Todo dominio entero finito es un campo.

Observacion B.1.34. Sea R un dominio entero finito. Para demostrar que R es un
campo necesitamos probar que R es un anillo de division conmutativo. R ya es conmu-
tativo por ser un dominio entero, asi que sélo resta probar que es un anillo de division,
es decir, que los elementos diferentes de O forman un grupo bajo la operacién -. La aso-
ciatividad y la existencia del elemento identidad 1 € R se garantiza por ser R dominio
entero. Ast, sdlo resta probar que cada elemento diferente de cero tiene inverso.

Demostracion. Con la notaciéon de la observacion anterior, supongamos que los elemen-
tos de R son aq,as,...,a,. Para cada a € R fijo, con a # 0, consideremos los productos
aai,aas, ..., aa,. Notese que aa; # aa; para cada i, j, con i # j. En efecto, si aa; = aa;
para algin i # j, entonces a(a; — a;j) = 0, de donde, a; = a; pues a # 0. Asi que
a; = aj, lo cual es una contradicciéon. Ahora, como hay n de dichos productos, cada
elemento de R es de la forma aa; para algan i (i = 1,2,...,n). En particular, 1 = aay,
1 <7 < n. Puesto que R es conmutativo, también se cumple que 1 = a;a, por lo cual
a; es el inverso (multiplicativo) de a. Por lo tanto, los elementos diferentes de 0 de R
forman un grupo, y, en consecuencia, R es un campo. 0

Definiciéon B.1.35. Un subconjunto S de un anillo R es un subanillo de R si éste es
cerrado bajo las operaciones + y -, y, ademds, S es un anillo bajo dichas operaciones.

Definicién B.1.36. Un subconjunto J de un anillo R es llamado un ideal si éste es
un subanillo de R y, para cada a € J yr € R, se tiene que ar € J yra € J.

Definicién B.1.37. Un dominio entero en el que todo ideal es principal se llama do-
minio de ideales principales.

Ejemplo B.1.38.

1. Sea R = Q, el conjunto de los nimeros racionales. Entonces el conjunto de los
nimeros enteros 7. es un subanillo de Q pero no es un ideal ya que, por ejemplo,
1€Zyi€Q,peroi-1€Z,

2. Sea R un anillo conmutativo y a € R. Entonces el conjunto J = {ra:r € R} es
un ideal.

Definiciéon B.1.39. Sea R un anillo conmutativo. Entonces el ideal mds pequerio (en
el sentido de la contencidn) que contiene al elemento a € R es (a) = {ra:r € R}. Se
dice, ademds, que (a) es el ideal principal generado por a € R.

Por definicién, los ideales son subgrupos normales del grupo aditivo de un anillo,
por lo cual, un ideal J de un anillo R genera una particién en clases laterales ajenas,
llamadas clases residuales médulo J. La clase residual de un elemento a € R se denotara
por [a] = a+J, ya que esta tltima consiste de todos los elementos en R de la forma a+j
para algin j € J. En completa analogfa con la relacién de congruencia para los enteros,
diremos que a,b € R son congruentes modulo J, lo cual escribiremos a = b (mod J),
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si a—b € J (en otras palabras, si éstos estan en la misma clase residual modulo J).
Se pueden verificar las siguientes propiedades que cumple la relacién de congruencia
definida antes:

(a) a =0b (mod J) implica a +7 = b+ (mod J), ra = rb (mod J), para cualquier
r € R, y na = nb (mod J) para cualquier n € Z.

(b) Si, ademés, r = s (mod J) entonces a+r =b+s (mod J) y ar = bs (mod J).

Con esto en cuenta, se puede concluir que el conjunto de clases residuales de un
anillo R médulo un ideal J forma un anillo con respecto a las operaciones

(a+J)+(b+J)=(a+b)+J, (B.1)
(a+J)(b+J)=ab+ J. (B.2)

Definicion B.1.40. El anillo de clases residuales de un anillo R mddulo el ideal J bajo
las operaciones B.1 y B.2 se llama anillo de clases residuales (o anillo de factores)
de R mddulo J, y se denota por R/J.

Ejemplo B.1.41 (El anillo de clases residuales Z/(n)). Al igual que en el caso de
grupos, denotamos la clase lateral o residual de a € 7Z mddulo un entero positivo n
por [a], asi como por a + (n), donde (n) es el ideal principal generado por n. Asi, los
elementos de 7Z./(n) son

0]=0+(n),[1]=1+(n),...,[n—1]=n—14 (n).

Con el trabajo desarrollado hasta aqui ya podemos dar un primer resultado sobre la
estructura de los campos finitos —es decir, sobre campos que contienen sélo un nimero
finito de elementos.

Teorema B.1.42. Z/(p), el anillo de clases residuales de enteros médulo el ideal prin-
cipal generado por un nimero primo p, es un campo.

Ejemplo B.1.43. Sea p = 3. Entonces Z/(p) estd formado por los elementos [0], [1] y
[2]. Las operaciones en este campo se describen en las tablas:

+ [ o) [ - | 0] (1] [2]
o] | (o] (1] 2] [0] | [0] [0] [0]
A pr o] g2
21| 2] o] (1 27 [0] 2] 1]

Observacion B.1.44. Debe haber cautela y no suponer de antemano que al formar
anillos de clases residuales se van preservar las propiedades del anillo original. Por
ejemplo, la propiedad de no tener divisores de cero del anillo Z no se preserva en Z/(n),
con n un nimero compuesto.
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Se puede extender de manera natural el concepto de homomorfismo de grupos a
anillos de la siguiente manera:

Definiciéon B.1.45. Sean R y S dos anillos. Una funcion ¢ : R — S es un homo-
morfismo si parae cualesquiera a,b inR se cumple que:

pla+b) =wp(a)+¢d) y plab) = p(a)p(d).

Esto es, un homorfismo para anillos ¢ preserva las operaciones + y - del anillo R,
asf como induce un homomorfismo de grupos entre el grupo aditivo de R y el correspon-
diente de S. Otros conceptos, tales como nicleo, imagen o isomorfismo, se definen de
manera anéloga para el caso de homomorfismos entre anillos. En este sentido, también
tenemos un teorema de isomorfismo anélogo al teorema correspondiente para grupos.

Teorema B.1.46 (Teorema de homomorfismo para anillos). Sean R y S dos anillos,
y consideremos el homorfismo de anillos ¢ : R — S. Entonces ker () es un ideal y
el anillo im(R) es isomorfo al anillo de clases residuales R/ker () (bajo la funcién
o(r) — r+ker (¢), parar € R).

Reciprocamente, si J es un ideal del anillo R, entonces la funcion ¢ : R — R/J
dada por ¥(r) =r+J, para r € R, es un homomorfismo de R en R/J con ker (¢) = J.

Se pueden utilizar funciones entre conjuntos para conferir a un conjunto sin estruc-
tura aquélla que ya posea una estructura algebraica conocida. Para aclarar a que nos
referimos con lo anterior, consideremos un anillo R y sea ¢ una funcién biyectiva de R
en un conjunto S; entonces en términos de ¢ se puede definir una estructura de anillo al
conjunto S que convierta a ¢ a un isomorfismo de anillos. El punto clave es el siguiente:
sean si, s € S y sean 11,72 € R los elementos determinados de manera tnica (en otras
palabras, determinados por la funcion biyectiva @) por ¢(r1) = s1y ¢(r2) = s2. Enton-
ces definiendo s + s2 como @(r1 + 1r2) vy 182 por p(r1r2) la funcion ¢ cumplird todas
aquellas propiedades que lo hagan un isomorfismo. La estructura asi dada al conjunto
S puede llamarse estructura de anillo inducida por ¢. En caso que R tenga ademés
otras propiedades (por mencionar algunas, que sea dominio entero o campo) entonces
S «heredaray dichas propiedades. La utilidad de todo lo anterior, el punto clave, es que
se puede dar una representacién mas «manejable» para los campos finitos Z/(p).

Definiciéon B.1.47. Sea p un nimero primo. Si F,, denota al conjunto {0,1,...,p — 1}
de nidmeros enteros y ¢ : Z/(p) — Fp, es la funcion definida por p(a) = la], para
a=0,1,....,p—1, entonces, F,,, provisto con la estructura inducida por ¢, es un campo
finito, llamado el campo de Galois de orden p.

Observacion B.1.48. Por lo discutido antes, la funcion ¢ : Z/(p) — Fp es un
isomorfismo con

¢ ([a+0]) = ¢ (la]) + ¢ ([b]),
¢ ([ad]) = ¢ ([a]) ¢ ([b]) -

El campo finito F), tiene elemento cero 0, identidad 1 y su estructura es la estructura
de Z/(p). Por lo tanto los elementos de F), se pueden tomar como los enteros médulo p.
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Ejemplo B.1.49. 7Z/(2) es isomorfo a Fy = {0,1}. Las tablas para las dos operaciones
+ y - en Fy se muestran a continuacion:

+]01 o1
0[o1 ofoo0
110 1|01

Tomando a Z como grupo aditivo, un elemento diferente de cero b € Z tiene orden
infinito, esto es, si nb = 0, entonces n = 0. Por otro lado, para el anillo F,, (p un nimero
primo), un elemento no cero b € ), satisface que pb = 0. En otras palabras, viendo a
F, como grupo aditivo, b € F tiene orden p. Conviene generalizar esta propiedad para
entender mas a fondo la estructura de los campos finitos.

Definicion B.1.50. Sea R un anillo. Si existe n € Z, con n > 0, tal que nr = 0
para todo v € R, entonces, al menor de dichos enteros positivos n se le llamard la
caracteristica del anillo, y se dird que R tiene caracteristica (positiva) n. Si no eziste
tal entero positivo n, se dird que R liene caracteristica cero.

Ejemplo B.1.51.
1. El anillo Z,, de los enteros médulo n tiene caracteristica n.
2. Z,Q,R y C tienen, todos, caracteristica cero.

Teorema B.1.52. Sea R # {0} un anillo unitario y sin divisores de cero. Si R tiene
caracteristica positiva, entonces ésta debe ser un nimero primo.

Demostracion. Notese primero que, como el anillo R tiene elementos diferentes del
cero, R tiene caracteristica n > 2. Supongamos que n no es un numero primo. Entonces
existen a,b € Z,con 1 <a <nyl<b<n,tal que n = ab. Entonces, por definicién
de caracteristica, 0 =n-1=(a-b)1 = (a-1)(b-1), y esto implica que o bien a-1 =0 o
b-1 =0 pues R no tiene divisores de cero. De aqui se sigue que ar = (a - 1)r = 0 para
todor € Robr = (b-1)r =0 para todo r € R. Pero, en cualquier caso, esto contradice
la definicion de caracteristica del anillo R. O

Usaremos principalmente el concepto de caracteristica para un campo. En ese sen-
tido, tenemos el siguiente resultado como consecuencia del teorema B.1.52.

Corolario B.1.53. Todo campo finito tiene caracteristica igual a un nimero primo.

Demostracion. Sea F un campo. Por el teorema B.1.52 es suficiente mostrar que que F
tiene caracteristica positiva. Consideremos los multiplos 1,2-1,3 - 1,... de la identidad
1 € F. Ya que F es finito, debe haber s6lo un nimero finito de elementos distintos en I,
por lo cual existen ntmeros enteros k,m, con 1 < k < m, tal que k-1 = m -1, o bien,
(m—k)1 =0. Asi, (m — k)r = [(m — k)1]r = 0 para todo r € F. Por lo tanto, IF tiene
caracteristica positiva. O

Lema B.1.54. Sea F un campo finito con q elementos.
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(i) Si F es de caracteristica impar (en otras palabras, si la caracteristica es distinta

1
de 2 segiin el corolario B.1.53), el mimero de cuadrados ' en F es Q(q +1).

(15) SiF es de caracteristica par, el nimero de cuadrados en T es q.

Demostracion. Sea F* el grupo multiplicativo de los elementos no cero del campo. La
funcién ¢ : F* — F* dada por ¢(z) = 22 es un homomorfismo de grupos.

(i) Sila caracteristica es impar, ker (p) = {—1,1} ya que la ecuacién 22 — 1 = 0 tiene
dos soluciones: —1 y 1. Luego, por el teorema B.1.28 sabemos que

im () =F"/ker ().

Luego,
|| qg—1

O frer ()1 T 2

Estos son los cuadrados de los elementos distintos del cero. En F hay otro cuadra-

-1 qg+1
+1=—.

2

(ii) Sila caracteristica de F es par, es decir, si la caracteristica de F es 2 (ver corolario
B.1.53) entonces, como 22 —1 = (z —1)(x +1) = (z + 1)?, la ecuaciéon 22 —1 =0
tiene so6lo una solucién. Por lo tanto, siguiendo la misma idea que en el punto
anterior, se sigue que

, q
do, a saber, el cero. Por lo tanto, el niimero de cuadrados es

RSN B
I T

Con esto ya tenemos el nimero de cuadrados que corresponden a los elementos
distintos del cero. Contando al cero se concluye que el nimero de cuadrados es
igual a q.

O]

B.1.3. Polinomios.

Sea R un anillo arbitrario. Un polinomio p(x) sobre R es una expresion de la forma

n
p(x) = Zai:zri =ag+a1x+ ... +a,x”,
i=0

donde n es un namero entero no negativo, los coeficientes a; (0 <1i < n) son elementos
de Ry x es un simbolo que no pertenece a R, llamado una indeterminada sobre R. Se
aceptard que, cuando a; = 0, el término a;z° sea omitido en la expresién de p(z). En
particular, el polinomio p(z) puede escribirse, cuando sea conveniente, en la forma

p(x) = ap + a1z + ... + apa™ 4+ 02" 4 . 4 02"

!Sea F un campo. Diremos que a € F es un cuadrado en F, si existe b € F tal que a = b°.
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con h un nimero entero positivo. Asi, se puede suponer que, dados dos polinomios p(z)
y g(x) sobre R, éstos involucran las mismas potencias de x.

Los polinomios
-3t v ole) = Y

son iguales si, y s6lo si, a; = b; para cada 0 < ¢ < n. Se define la suma de f(x) y g(z)

COomo
n

f(@) + g(2) = 3 (a; + b)a’

=0

Para definir el producto de dos polinomios sobre R, supongamos que

Zalx y g(x be

y definase
n+m

=2 aa,
k=0

donde

Cr = Z aibj.

i+j=k
0<i<n, 0<j<n

Con estas operaciones los polinomios forman un anillo.

Definiciéon B.1.55. El anillo, R[x], formado por los polinomios sobre R junto con las
operaciones de suma y multiplicacion de polinomios se llama el anillo de polinomios

sobre R.

El elemento cero de R[z] es el polinomio cuyos coeficientes son todos 0; este polino-
mio se llama polinomio cero y se denota por 0 (se haré explicito en el contexto cuando
el simbolo 0 denota al elemento cero de R o al polinomio cero).

Definicién B.1.56. Sea p(x) = ap + a1z + ... + apz™ € R[z] un polinomio no cero (asi
que podemos suponer que a, # 0).

e Fl coeficiente a,, es llamado el coeficiente principal de p(z) y a ag se le llama
el coeficiente constante.

e An e N sele llama el grado de p(x) y se denota por n = deg(p). Por con-
vencidn, deg(0) = —1. Ademds, a los polinomios de grado d < 0 los llamaremos
polinomios constantes.

e Si el anillo R tiene identidad 1 y el coeficiente principal de p(x) es 1, a p(x) se le
llama polinomio moénico.
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Sea F un campo (no necesariamente finito). De aqui en adelante consideraremos
polinomios sobre F. Es tutil, ademds, presentar el siguiente concepto: se dice que un
polinomio g(z) € F[x] divide al polinomio f(z) € F[z] si existe h(z) € Flz] tal que
f(x) = g(x)h(zx). Ademas diremos que g(x) es un divisor de f(z), o que que f(z) es un
maltiplo de g(x), o que f(x) es divisible entre g(z).

Teorema B.1.57 (Algoritmo de la divisién para F[x]). Sea g(x) un polinomio dife-
rente de cero en F|x]. Entonces, para cualquier f(z) € Flx| existen unicos polinomios
q(x),r(x) € Flz] tales que

f(@) =q(z)g(z) + r(z),

donde deg(r) < deg(q).

Usando el algoritmo de la division se puede demostrar que todo ideal de F[z] es
principal.

Teorema B.1.58. F[x] es un dominio de ideales principales. De hecho, para cada ideal
J # (0) eziste un tdnico polinomio mdnico g(z) € Flz| tal que J = (g(z)).

A continuacion se introduce un tipo importante de polinomios.

Definiciéon B.1.59. Un polinomio p(z) € F[x] se dice irreducible sobre F (o irredu-
cible en F[z], o primo en F[x]) si p(x) es no constante y cada vez que p(x) = a(x)b(x),
con a(x),b(x) € Flx], entonces, o0 a(x) es constante o lo es b(x). En caso contrario se
dice que p(x) es reducible sobre F.

Observacion B.1.60. El campo en el que se esté considerando al anillo de polinomios
es de suma importancia en la definicion anterior. Por ejemplo, el polinomio x* + 1 es
irreducible en R]x] pero reducible en Clx|, con factorizacion (z +1i)(x — ).

Para entender la estructura de Flz], conviene estudiar a los polinomios irreducibles.
En este sentido, la importancia de los ultimos radica en que todo polinomio en F|x]
pueden expresarse como producto de polinomios irreducibles de una manera (esencial-
mente) Gnica, tal como se indica en el siguiente teorema.

Teorema B.1.61 (Teorema de factorizacion unica en F[z]). Cualquier polinomio p(x)
en Flz] no constante puede expresarse de la forma

p(x) = alp1(z)]” [p2(2)]? ... [pr(2)]* (B.3)

donde a € F, p1(x),p2(x), ..., pp(x) son distintos polinomios mdnicos e irreducibles en
Flx] y e1,e2,...,ex son enteros positivos. Mds ain, la factorizacion B.3 es dnica salvo

el orden de los factores; ademds a B.3 se le llamard la factorizacion canodnica de p(x)
en Flx].

Una pregunta central sobre polinomios en F[z] es saber cuando un polinomio dado es
irreducible. Para nuestros propositos (construir ejemplos de campos finitos) estaremos
interesados en encontrar polinomios irreducibles sobre IF,,. Un método para determinar
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los polinomios irreducibles sobre I, de grado d consiste en calcular primero los polino-
mios reducibles sobre F,,, y después descartarlos del conjunto de polinomios ménicos en
F[x] de grado d. Cuando d o p no son muy grandes, este métodos sera suficiente para
nosotros. Para métodos mas sofisticados para encontrar polinomios irreducibles pueden
consultarse el capitulo 3 (secciones 2 y 3) de (LN97). Para aclarar ideas, veamos el
siguiente ejemplo.

Problema B.1.62. Encontrar todos los polinomios irreducibles sobre Fo de grado 3.

Solucién. Primero, notese que todos los polinomios diferentes de cero en Fylz]| deben
ser monicos. Ahora bien, todos los polinomios de grado 3 se pueden expresar en la forma
23 +a12? +azx+az, donde cada coeficiente a; € {0, 1}. Por lo tanto hay 23 = 8 de dichos
polinomios. Por altimo observe que un polinomio de grado 3 en Fa[z] es reducible si, y
s6lo si, éste tiene un divisor de grado 1. Por lo tanto, basta calcular todos los productos
( + ag)(x? + bix + bg) para obtener los polinomios irreducibles. Hay 6 polinomios de
grado 3 que son reducibles, restando 2 irreducibles, a saber: 2% +x4+1y 2 +224+1. O

Teorema B.1.63. Sea p(z) € F[z] un polinomio. El anillo Flz]|/ (p(x)) de clases resi-
duales es un campo si, y sdlo si, p(x) es irreducible sobre F.

Para construir ejemplos de campos finitos estaremos interesados en la estructura del
anillo de clases residuales F[x]/ (p(x)), con p(z) € F[x] un polinomio no cero arbitrario.
En este sentido, convendra tener en mente lo siguiente:

i Flz]/ (p(x)) esta formado por las clases residuales g(z) + (f(z)), con g(z) € Flx].

(
ii Sean g(z),h(x) € Flz]. Dos clases residuales g(z) + (f(z)) v h(x) + (f(z)) son
equivalentes si, y solo si, g(x) — h(x) € (f(z)), esto es, si, y s6lo si g(x) — h(zx) es
divisible entre f(z). Lo anterior es equivalente a decir que g(z) y h(x) tienen el

mismo residuo al dividirlos entre f(x).

iii Segun el algoritmo de la divisién para F[z] (ver teorema B.1.57) cada clase residual
g(x) + (f(x)) contiene un unico elementos r(z) € F[z] tal que deg(r) < deg (f) —
saber, el residuo que se obtiene al dividir g(x) entre f(z). El proceso de pasar de
g(z) a r(x) se le suele llamar reduccion modulo f(x).

iv. A partir del punto iii se puede concluir que las distintas clases residuales contenidas
en F[x]/ (f(x)) son precisamente las clases r(x)+(f(z)), donde r(x) corre en todos
los polinomios en F[x] con deg(r) < deg(f). En particular, si F = F,, (p un nimero
primo) y deg(f) = n, entonces el nimero de elementos en [,/ (f(z)) es igual al
ntmero de polinomios en F,[z] de grado menor que n, a saber, p".

Ejemplo B.1.64.

1. Sea p(z) = = € F[x] Los p" = 2! = 2 polinomios en Fa[z] de grado menor que 1
determinan todas las clases residuales en Fa[z]/(z). Por lo tanto,

Falz]/(x) = {[0] = 0+ (x), 1] = 1 4 (x)}
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es isomorfo a Fy.
. Sea f(x) = 2> + 2 + 1 € Fy[z]. Entonces Fa[z]/ (p(x)) es un campo finito (ya que

p(z) es irreducible y por el teorema B.1.63) con p" = 22 = 4 elementos:

Falz]/ (p(z)) = {0+ (p(x)), 1 + (p(2)) , = + (p(2)) ,x + 1+ (p(x))} .

Las tablas para las operaciones de este campo se muestran a continuacion (re-

cordar que la caracteristica es 2). Al realizar operaciones en Fo[z]/ (p(x)) observe
que, como se reemplaza cada ocurrencia de p(x) por 0, el representante de cada
clase residual tiene grado menor que 2.

+ [0] [1] [z] [z +1]
[0] [0] 1] [z] [z +1]
[1] [1] o  [fz+1]  [2]
[] [z] [z +1] (0] [1]
[z +1] | e +1] [2] 1] [0]
o] 1] [z] [z +1]
o] o] (0] [0] [0]
Ay (o [ [z] [z +1]
[z] [ O] [2] e+l [
[+1 1[0 [z+1]  [1] []

Note ademas que, en la tabla de multiplicacién,

[z + (p(2))] [z + (p(2))] = 2° + (p(x)) = p(z) —z — 1 =2+ 1+ (p(z)),
[+ (p(2)] [z + 1 + (p(2))] = 2® + 2 + (p(2)) = p(x) — 1 + (p(z)) = 1 + (p(2)) ,
[+ 1+ (p(2)) [z + 1 + (p(2))) = 2+ 1+ (p(2)) = p(z) —x+(p(x)) = 2+ (p(x)) -

Este es nuestro primer ejemplo de un campo finito cuyo numero de elementos jno

es un nimero primo!

. Sea p(z) = 22 + 2 € F3[z]. Se puede observar que F3[z]/ (p(x)) es un anillo con
9 elementos que no es un dominio entero, mucho menos un campo (observe que

p(z) no es irreducible). Sus elementos son:
Fslz]/ (p(x)) = {[0], (1], (2], [«], [z + 1], [ + 2], [22], [2 + 1], [22 + 2]}
Para ver que no es un dominio entero basta notar que
24+ 1z+2=[x+1z—-1=[@2-1]=[22+2]=[0],

pero, claramente, ni [z + 1] ni [z + 2] son iguales a [0].
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Si F es un campo arbitrario y p(x) € F[x], podemos «reemplazary la indeterminada
x en p(x) por un elemento fijo de F para obtener otro elemento de F. Més precisamente,
si p(x) = ap + a1z + ... + apz™ € Flz] y b € F, al reemplazar = por b se obtiene
p(b) =ao+arb+ ... +a,b" €F.

Definicién B.1.65. Un elemento a € F se llama raiz (o cero) del polinomio p(x) en
Flx] si p(a) =0.

Ejemplo B.1.66. El polinomio 2 — 2 no tiene raices en Q. En R, por otro lado, v/2 y
—+1/2 son raices de dicho polinomio.

Las raices de un polinomio estan ligadas al concepto de divisibilidad.

Teorema B.1.67. Un elemento b € F es un raiz de p(x) € Flx] si, y solo si, x — b
divide a p(x).

Definicién B.1.68. Sea b € F una raiz de un polinomio p(z) € Flz]. Si k es un entero
positivo tal que p(x) es divisible entre (x — b)*, pero no entre (x — b)F*!
se le llama la multiplicidad de b. Si k =1, b se llama raiz simple (o cero simple)
de p(x), y si k > 2 se llama raiz maltiple (o0 cero miltiple) de p(x).

, entonces a k

Teorema B.1.69. Un elemento a € F es una raiz de multiplicidad de un polinomio
p(x) € Fz] si, y solo si, a € F es una raiz tanto de p(x) como de su derivada p/(x).

Demostracion. Supongamos primero que a € F es un raiz multiple de p(z). Entonces
p(z) = (z — a)¥q(x), con k > 2, para algtn ¢(z) € F[z]. Claramente p(a) = 0, asi que
solo resta comprobar que a € F es raiz de p/(x). Tomando la derivada de p(z) se sigue
que

(@) = (z —a)*q(z) + (z — )¢ (2).
De aqui se puede concluir que p/'(a) =0 (ya que k —1 > 1).

Reciprocamente, supongamos que a € F es una raiz tanto de p(x) como de p'(x).
Como p(a) = 0, existe un polinomio ¢;(z) € Flz| tal que p(z) = (x — a)g1(x). Tomando
la derivada de p(x) se obtiene que p/'(z) = ¢i(z) + (x — a)¢j(z). De aqui se sigue
que p'(a) = q1(a), pero, como a € F es raiz de p'(x), resulta que ¢i1(a) = 0. Luego,
q1(z) = (z — a)go(x) para algin polinomio go(x) € Flz]. Con lo anterior en cuenta, se
concluye que p(x) = (z — a)?qo(x), esto es, la multiplicidad de a € F es al menos 2, por
lo que es una raiz multiple. O

Ejemplo B.1.70. Consideremos el polinomio p(x) = 2® — 722 + 162 — 12 € R[z].
Dicho polinomio puede expresarse como p(z) = (x —2)%(z — 3), asi que 2 y 3 son raices,
respectivamente, de multiplicidades 2 y 1. Ahora bien, p/(x) = 32% — 142 + 16 que puede
factorizarse como p'(z) = (x — 2)(3z — 8), asi que se verifica que 2 es también una raiz

de p/(z).
Concluimos esta seccién con el siguiente resultado.

Teorema B.1.71. Sea F un campo. Si p(x) € Flx] es un polinomio no cero de grado
n, entonces p(x) tiene a lo mds n raices en F.
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B.1.4. Extensiones de campo.

Definicion B.1.72. Sea F un campo. Un subconjunto K de F se llamard un subcampo
de F si él mismo es un campo bajo las operaciones definidas en F. En este contexto, F
se dird ser una extension (de campo) de K. Si ademds K # F, diremos que K es un
subcampo propio de F.

Ejemplo B.1.73. FEl campo Q de los nimeros racionales es un subcampo propio del
campo R de los nliimeros reales, quien a su vez es un subcampo propio del campo de los
numeros complejos C.

Observacion B.1.74. Si K es un subcampo del campo finito Z,, (p un nidmero primo)
entonces K debe contener a los elementos 0 y 1 en F y, por lo tanto, a todos los elementos
de Zy por la cerradura de K bajo la suma. Asi, el campo Z;, no contiene subcampos
Propios.

Con la observacion anterior en cuenta, podemos considerar la siguiente definicién:

Definicion B.1.75. Un campo que no contenga subcampos propios se llamard campo
primo.

Ejemplo B.1.76. Por el argumento de la observaciéon anterior, cualquier campo de
orden p, con p un niimero primo, es un campo primo. Otro ejemplo de campo primo es
el campo Q de los nimeros racionales.

La interseccién de cualquier coleccién no vacia de subcampos de un campo F dado
es también un subcampo de F. Si se toma la interseccién de todos los subcampos de F,
se obtiene el subcampo primo de F. Claramente éste es un campo primo.

Teorema B.1.77. Sea F un campo. El subcampo primo de F es isomorfo a F), (con p
un nimero primo) o a Q, segun la caracteristica de F sea p o 0.

Definiciéon B.1.78. Sea F un campo y K un subcampo de F. Para cualquier subconjunto
M de T se define el campo K (M) como la interseccion de todos los subcampos de F que
contengan tanto a M como a K (es decir, el subcampo mds pequenio de F que contenga
tanto a K como a M ). A dicho campo se le llama la extension (de campo) de K obtenida
agregando los elementos en M.

e Si M es finito, M = {aq, ag, ..., }, se escribird K (aq, ag, ..., o).
e Si M = («), entonces L = K («) se dice ser una extension simple de K.

Observacion B.1.79. Sea F un campo, K un subcampo de F y u,v € F. Ya que K(u)
es una extension de K, podemos considerar la extension K(u)(v) de K(u).
Veamos que K(u,v) = K(u)(v).

(1) Es facil observar que K(u)(v) contiene a K, u y v. De donde, al ser K(u,v) el
minimo subcampo con esa propiedad, se obtiene que K(u,v) C K(u)(v).
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(i1) Primero, obsérvese que K(u,v) contiene a K(u). En efecto, K(u,v) contiene a
K y a u por lo cual contiene a K(u), ya que éste es el minimo subcampo que
contiene a K y u. También se cumple que K(u,v) contiene a v, lo cual implica
que K(u)(v) € K(u, v) ya que el primero es el minimo subcampo con esa propiedad.

De (i) y (i) se sigue que K(u,v) = K(u)(v). Un razonamiento andlogo junto con el
principio de induccion matemdtica permate concluir que

K (u1,u2) = K (u1) (u2)

K (w1, u2,u3) = K (ur, uz) (u3)

K (wgy ooy tn—1,un) = K (1, ooy un—1) (uy) .

Definicion B.1.80. Sea K un subcampo de un campo F y o € F. St o satisface una
ecuacidn polinomial (no trivial) con coeficientes en K, esto es, si

ana” + ...+ a1 +ag =0,

con a; € K (i =0,1,....,m) y no todos cero, entonces « se dice ser algebraico sobre K.
Una extension L de K se llama algebraica sobre K (0 extension algebraica de
K) si todo elemento de L es algebraico sobre K.

Ejemplo B.1.81.
1. /3 € R es algebraico sobre Q ya que es raiz del polinomio 23 — 3 € Qlz].
2. i € C es algebraico sobre R ya que es raiz del polinomio 22 + 1 € R[z]

3. m € Rno es algebraico sobre Q. Un elemento que no es algebraico sobre un campo
F se dice trascendental sobre F.

Dado o en un campo F y algebraico sobre algin subcampo K de F, el conjunto
J={f(z) € K[z] : f(a) =0} es un ideal de K[z] (ademas J # (0) pues « es algebraico
sobre K). Asi, por el teorema B.1.58 existe un tnico polinomio g(z) € K|z] tal que
J = (g9(x)).

Definicion B.1.82. Sea K un subcampo de un campo F. Si a es algebraico sobre K, al
inico polinomio monico g(x) € K[z| que genera al ideal J = {f(z) € K[z] : f (o) = 0}
de K[z] se le llama polinomio minimo (o polinomio irreducible) de a sobre K.
Nos referiremos al grado de g(x) como el grado de a sobre K.

El siguiente teorema resume las propiedades principales del polinomio minimo de la
definicién anterior. En particular, la tercera de ellas serd la mas 0til para nosotros.

Teorema B.1.83. Sea F un campo y K un subcampo de F. Si o es algebraico sobre K,
entonces el polinomio minimo de o sobre K tiene las siguientes propiedades:
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(1) g(x) es irreducible en K[z].
(11) Dado un polinomio f(x) € K[z], f(a) =0 si, y solo si, g(x) divide a f(z).
(i1) g(x) es el polinomio mdnico de menor grado que tiene a o como raiz.

Ejemplo B.1.84.

1. /3 € R es algebraico sobre Q ya que es rafz del polinomio z® —3 € Q[z]. Ademas,
puesto que z° — 3 es irreducible sobre Q, éste es el polinomio minimo de /3 sobre
Q; el grado de /3 sobre Q es 3.

2. i =+/—1 € C es algebraico sobre el subcampo R de C ya que es raiz del polinomio
22+ 1 € R[z]. Como 22 + 1 es irreducible sobre R, éste es el polinomio minimo de
1 sobre R y, por tanto, el grado de ¢ sobre R es 2.

Extensiones de campo como espacios vectoriales.

Sea L una extension de campo de K. Un enfoque til para estudiar a I es considerar
a éste como espacio vectorial sobre K. Para convencerse de que, en efecto, L es un K-
espacio vectorial basta observar que los elementos de L (que son los «vectores» ) forman
un grupo abeliano bajo la suma. Mas ain, cada vector v € L puede multiplicarse por
un «escalar» r € K de modo que rv € L (aqui 7v denota simplemente el producto entre
los elementos r y v del campo L). Es claro que también se cumplen las propiedades para
el producto por escalares.

Ejemplo B.1.85. Sea L = C y K = R. Fdcilmente se puede comprobar que C es un
R-espacio vectorial. Ademds, como C = {a + bi : a,b € R} es claro que una base para
este espacio es {1,i}.

Definicion B.1.86. Sea L una extension de campo de K. Si L, visto como K-espacio
vectorial, es dimensionalmente finito, entonces L se dice una extensiéon finita de K.
La dimension del espacio vectorial L sobre K se llama el grado de L sobre K y se
denota por L : K].

Ejemplo B.1.87. Del ejemplo B.1.85 se sigue que C es una extension finita de R de
grado 2.

Teorema B.1.88. Si L es una extension finita de K, y M es una extension finita de
L, entonces M es una extension finita de K y

IM:K] =[M:L][L:K]. (B.4)

Observacion B.1.89. La formula B.4 se extiende de manera natural como sigue: para
los campos
KCFC...CF,1 CFy,

se cumple que

[F, : K] = [F,, : Fp_q]... [F1 : K].
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Teorema B.1.90. Toda extension finita de K es algebraica sobre K.

Demostracion. Sea L una extension finita de K y hagamos [L : K| = n. Para a € L, los
n + 1 elementos 1, a, ..., a™ deben ser linealmente dependientes, por lo cual existe una
combinacion lineal a,a™ + ... + ajae + a9 = 0, con a; € K (i = 0,1,...,n) y donde no
todos los escalares a; son cero. Lo anterior implica que o € LL es algebraico sobre K. [

Sea F una extension de Ky o € F algebraico sobre K. El siguiente teorema asegura
que la extension simple K(a) de K obtenida al agregar el elemento « es una extension
finita (y, por tanto, una extension algebraica) de K.

Teorema B.1.91. Sea a € F un elemento algebraico de grado n sobre K y sea g(x) el
polinomio minimo de o sobre K. Entonces:

(a) K(«) es isomorfo a K[z]/ (g(x)).
(b) [K(a):K]l=ny{l,a,..,a" '} es una base del K-espacio vectorial K ().
(¢) Cada 8 € K(a) es algebraico sobre K y su grado sobre K divide a n.

Observacion B.1.92. El teorema B.1.91 nos dice que los elementos de la extension
finita K («) de K se pueden expresar como polinomios en a. Ademds, cada 5 € K(«)
se puede exrpresar de manera como

B=an 10"+ ...+ ara + ag,
cona; €K (i=0,1,....n—1).

Ejemplo B.1.93.

1. Consideremos la extension simple R (i) de R. En el ejemplo B.1.84 vimos que i € C
tiene a 2 + 1 como polinomio minimo sobre R. Asi, R (i) = R[z]/(z%2 +1) y {1,4}
es una base para el R-espacio vectorial R (i). Por lo tanto C = R (4).

2. Tomemos la extensién simple Q (\‘75) de Q. Ya vimos en el ejemplo B.1.84 que
el polinomio 2% — 3 es el polinomio minimo de /3 sobre Q. En consecuencia,

Q(V3) = Qlz]/(z*-3) y {1, /3, (\?’/g)z} es una base para el Q—espacio vectorial
Q (\3/3) Ademas,

@(%) Z{a+b\7§+c(\7§)2:a,b,ce(@}.

Obsérvese que el teorema B.1.91 supone que K y a son, respectivamente, un sub-
campo y un elemento de un campo més grande F. En lo que sigue estaremos interesados
en construir extensiones algebraicas sin considerar de antemano un campo maés grande.
En ese sentido, el siguiente teorema es uno de los resultados més importantes en teoria
de campos; éste dice que, dado un polinomio no constante sobre un campo, existe una
extension de campo en la cual el polinomio referido tiene una raiz.
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Teorema B.1.94. Sea p(x) € K[z] un polinomio irreducible sobre un campo K. Enton-
ces, existe una extension algebraica simple K («) de K, donde o es una raiz de p(x).

Demostracion. Sea L = K[z]/ (p(z)) el anillo de clases residuales, el cual es un campo
segun el teorema B.1.63. Sus elementos son clases residuales [f(z)] = f(z) + (p(x)), con
f(z) € K[z]. Para cualquier a € K, podemos pensar a éste como un polinomio constante
en K[z] y considerar la clase residual [a] € L.

Con ayuda de la clase residual [a] podemos identificar de manera natural a K con
un subcampo de L a través del homomorfismo (de anillos) ¢ : K — L definido como
¢(a) = la], para cada a € K. Este homomorfismo es inyectivo ya que, si p(a) = ¢(b),
es decir, si [a] = [b], con a,b € K, entonces [a — b] = [0]. Luego, a — b € (p(z)), de
donde, a — b debe ser un multiplo del polinomio p(z); éste ultimo, recordemos, es de
grado positivo. Asi, necesariamente se debe cumplir que a — b = 0 y, por tanto, a = b.
Como toda funcién es suprayectiva sobre su imagen, podemos asegurar que ¢ es un
isomorfismo sobre su imagen e identificar a K con K’ = im (¢). En otras palabras,
podemos pensar a L. como una extension de K.

Ahora bien, para cada f(z) = ap + a1z + ... + a,z™ € K[z], se tiene que

[f(@)] = [ao + a17 + ... + ama™]
= [ao] +[ar][7] + . + ] 1] ®5)
=ag+ay[z]+ ...+ am [2]",

haciendo la identificacion de [a;] con a;, para cada i = 0,1,...,m. Por lo tanto, todo
elemento de IL puede expresarse como un polinomio en [z] con coeficientes en K. Como L
contiene a K (estrictamente, contiene a la «copia» K’ de K) y a [z], entonces K ([z]) C L
(pues K ([x]) es el minimo subcampo con esta propiedad). Para la otra contencién basta
observar que cualquier campo que contenga a K y a [z] debe contener las expresiones
de la forma B.5. Por lo tanto, L es la extension simple K ([z]) de K obtenida al agregar

Por ultimo, veamos que, en realidad, L es una extension algebraica simple de K. En
efecto, si p(z) = by + biz + ...bpx™, entonces

p([x]) =bo + bi[z] + ... + bp[z]" = [bo + b1z + ... + bya™] = [p(x)] = [0].

Es decir, [z] es una raiz de p(z). En consecuencia, haciendo o = [z] se cumple el

resultado.
O

Ejemplo B.1.95. Como ejemplo del proceso formal de agregar una raiz mencionado en
el teorema anterior, consideremos el campo F3 y al polinomio p(z) = 22 +x+2 € F3[z], el
cual es irreducible sobre F3 (esto se puede comprobar evaluando a p(x) en cada elemento
de F3). Sea o una «raiz» de p(x) en el sentido que « es la clase residual [z] = 2+ (p(x))
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en L = F3/ (p(z)). Explicitamente se tiene que

p(e) = p([z])
=p(x+ (p(x)))
= [z + (p(2))]” +
Z(JC +1:+2)
= p(z) + (p(z))
=0+ (p(2))
= [0].

[ ( (@)] + 2+ (p(2))]

La otra raiz de p(x) en L es 2a + 2 ya que

p(2a+2) = (20 +2)* + (20 + 2) + 2
=’ +a+2
=0.

De acuerdo al punto () del teorema B.1.91 se sigue que la extension finita L = Fg («)
es igual al conjunto

{0,1,2, 0, + 1, + 2,20, 20 + 1, 2 + 2} .

Por ultimo, las operaciones del campo L se muestran en las tablas B.1 y B.2.

+ 0 1 2 a a+1 a+2 2 20+1 2a+2
0 0 1 2 « a+1 a+2 2c 20+1 2a+2
1 1 2 0 a+1 a+2 a 204+1 2a+2 2c
2 2 0 1 a+2 le’ at+l 2a+1 2c 20+ 1
« « a+1 + 2 2c 20+1 2a+2 0 1 2
a+1 a+1 a+2 a 204+1 2a+2 2c 1 2 0
a+2 a+2 «Q a+1l 2a+2 2c 20+ 1 2 0 1
2a 2c 204+1 2a+2 0 1 2 « a+1 a+2
20+1 | 2a+1 2a+2 2a+1 1 2 0 a+1 a+2 a
204+ 2 | 2a+ 2 2« 20+ 1 2 0 1 a+2 a a+1

Tabla B.1: Tabla de suma para el campo F3 ().

Ejemplo B.1.96. Consideremos el polinomio p(x) = 22 + x + 1 € Fa[z], el cual es
irreducible sobre Fo. Sea o la raiz [x] = x+ (p(z)) de p(x). Entonces la extension simple
L = Fs (a) consiste de cuatro elementos: 0,1, ,a + 1 (la otra raiz de p(x) es o + 1).
El modo de operar los elementos del campo Fy () se basa en las tablas B.3 y B.4.
(Comparar con el punto 2 de ejemplo B.1.64.)

Observacion B.1.97. Note que tanto en el ejemplo B.1.95 como en el B.1.96 se obtiene
la misma extension de campo al agregar la otra raiz del polinomio p(x). Esto se debe al
stguiente teorema.
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+ 0 1 2 « a+l ao+2 2c 20+1 2a+2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 o a+1l a+2 2c 20+ 1 2a+2

2 0 2 1 2a 20+ 2 2a+1 a a+2 a+1

a 0 lo 2cv 20 + 1 1 a—+1 a+2 2a+2 2
a+1 |0 a+1 2a+2 1 a—+2 2¢ 2 a 20 + 1
a+2 |0 a+2 2041 a+1 2¢ 2 200+ 2 1 «Q
2c 0 2 « o+ 2 2 20+2 2a+1 «a+1 1
20+1 |0 241 a+2 2a+2 « 1 a+1 2 2a
20+2 |0 2a+2 a+1 2 20 +1 « 1 2c a+2

Tabla B.2: Tabla de multiplicacién para el campo Fj («).

+ 0 1 o' a+1
0 0 1 o a+1
1 1 0 a+1 «
o a a—+1 0 1
a+1l|a+1 « 1 0

Tabla B.3: Tabla de suma para el campo Fs (a).

: 0 1 leY a+1
0 0 0 0 0
1 0 1 « a+1
a 0 « a—+1 1
a+1|0 a+1 1 o

Tabla B.4: Tabla de multiplicacion para el campo Fy («).

Teorema B.1.98. Sea p(z) € K[x] un polinomio irreducible sobre el campo K. Si o y
B son raices de p(z), entonces K(a) y K(B) son isomorfos.

Demostracion. Se sabe por (a) del teorema B.1.91 que tanto K (a) como K(5) son
isomorfos a K[z]/ (p(x)) ya que el polinomio irreducible p(x) es el polinomio minimo de
a 'y (. Por lo tanto,

de donde, K (o) 2 K (). O

Nuestro siguiente objetivo serd encontrar una extensién de campo que contenga
todas las raices de un polinomio dado.

Definicion B.1.99. Sea p(z) € K[z] un polinomio de grado positivo y F una extension
de campo de K. Se dice que p(x) se descompone en F si p(x) puede expresarse como
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producto de factores lineales en Flx] —esto es, si existen oy, aa, ...,an € F lales que
p(x)=a(r—o1)(x—a2)...(z —ay),

donde a es el coeficiente principal de p(z). Si p(x) se descompone en F y si, ademds,
F =K(a1,a9,...,a,), entones F se dice ser un campo de descomposicion de p(x)
sobre K.

Por lo tanto, un campo de descomposicion F de un polinomio p(z) sobre K es una
extension de campo que contiene todas las raices de p(z), y es el «mas pequeno» en el
sentido que ningtin otro subcampo contiene todas las raices de p(z). El siguiente teorema
responde a las pregunta jes siempre posible encontrar un campo de descomposicién?
De ser asi, jcudntos campos de descomposicion existen?

Teorema B.1.100 (Existencia y unicidad de campos de descomposicion). Sea K un
campo y p(x) un polinomio no constante en K[z].

(a) Eziste un campo de descomposicion de p(x) sobre K.
(b) Cualesquiera dos campos de descomposicion de p(x) sobre K son isomorfos.

Observacion B.1.101. El teorema anierior permite hablar de el campo de descom-
posicion de p(x) sobre K. Este se obtiene a partir de K al agregar un nimero finito
de elementos algebraicos sobre K y, por tanto, utilizando el teorema B.1.88 y el punto
(b) del teorema B.1.91 se puede mostrar que es una extension finita. En efecto, sea
E =K (uy, ..., up—1,up), con u; algebraico sobre K para todo i = 1,....,n — 1,n. Vamos
a probar utilizando induccion sobre n, el numero de elementos algebraicos sobre K, que
E es una extension finita de K.

Sin =1, [E: K] es finito por el punto (b) del teorema B.1.91. Veamos el cason > 2.
Hipétesis de induccion: supongamos que K (ui,...,un—1), con ui,...,un—1 algebraicos
sobre K, es una extension finita de K. Hagamos L = K (uq,...,up—1). Por el inciso (b)
del teorema B.1.91, se sabe que E =L (uy,) es una extension finita al ser u, algebraico
sobre K (y, por tanto, sobre L). Asi, tanto [E : L] como [L : K] son finitos. Luego, [E : K]
es finito por el teorema B.1.88. Por lo tanto, por el principio de induccidn matemdtica,
se concluye el resultado.

Problema B.1.102. Encontrar el campo de descomposicion de p(z) = 2% + 2 € Q|x]
sobre Q.

Solucién. El polinomio p(z) se descompone sobre C pues p(z) = (a: - zﬂ) (ZC + zﬁ)
Sin embargo, C no es el campo de descomposicion de p(z); es suficiente agregar una
raiz de p(z) a Q. Claramente, el campo K = Q (Z\@) contiene las dos raices de p(z), y
no hay ningin subcampo mas pequeno con esta propiedad. Por lo tanto K es el campo
de descomposicion de p(x). O

Los campos de descomposiciéon serdn fundamentales para dar la caracterizacién de
los campos finitos en la siguiente seccién.
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B.2. Caracterizacién de los campos finitos.

En la seccion pasada abordamos los ejemplos mas familiares de campos finitos: para
cada numero primo p, el anillo de clases residuales Z/(p) es un campo finito con p
elementos (ver teorema B.1.42) que puede ser identificado con el campo de Galois [F,, de
orden p (ver definicién B.1.47). El campo F,, juega un rol fundamental en la teoria de
campos ya que, segtn el teorema B.1.77, todo campo de caracteristica p debe contener
una copia isomorfa de [F,, y, en consecuencia, puede pensarse como una extensiéon de
). Esta observacion junto con el hecho que todo campo tiene por caracteristica a un
ndmero primo (ver corolario B.1.53), es fundamental para clasificar a los campos finitos.

Para comenzar esta seccién, enunciamos el siguiente lema que establece una condi-
cidén necesaria sobre el numero de elementos de un campo finito.

Lema B.2.1. Sea F un campo finito con un subcampo K de orden q. Entonces |F| = ¢,
donde m = [F : K].

Demostracion. F es un espacio vectorial sobre K y, como F es finito, éste es, de hecho,
un K-espacio vectorial dimensionalmente finito. Si m = [F : K], una base para F debe
consistir en m elementos, digamos vy, va, ..., Uy,. Ahora bien, cada elementos de F puede
expresarse de manera tnica como combinaciéon lineal de la base, esto es, puede expresarse
como

ajv1 + a2V + ... + AU,

donde a; € K para todo ¢ = 1,2,...,m. Puesto que cada a; puede tomar g valores, se
sigue que F tiene exactamente g™ elementos. ]

Teorema B.2.2. Sea F un campo finito. Entonces, |F| = p™ (p un nimero primo),
donde p es la caracteristica de F y n es la dimensidon de F sobre su subcampo primo.

Demostracion. Como F es finito, su caracteristica es un nimero primo, digamos p, segiin
el corolario B.1.53. En consecuencia, por el teorema B.1.77, el subcampo primo K de F
es isomorfo a [F),, y, por tanto, éste contiene p elementos. La conclusion del teorema se
sigue del lema B.2.1. O

Asi, todos los campos finitos deben tener orden igual a una potencia de un primo
—no hay un campo finito con 6 elementos, por ejemplo. La siguiente pregunta interesante
que surge en nuestro estudio de campos finitos es la siguiente: dado un ntimero primo
p, existe siempre un campo finito de orden p", para cada potencia p™? Los siguientes
dos lemas permiten responder la pregunta anterior.

Lema B.2.3. Sea F un campo con q elementos. Entonces cualquier elemento a € F
satisface la ecuacion a? = a.

Demostracion. Claramente la ecuacion a? = a se satisface para a = 0. Por otro lado,
los elementos diferentes de cero forman un grupo de orden ¢ — 1 bajo la multiplicacién.
Usando el hecho que a/¢! = 1 para cualquier elemento @ en un grupo finito G, se sigue
que a?~! = 1 para todo a # 0 en F. Luego, a4 = a. ]
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Lema B.2.4. 5i F es un campo finito con q elementos y K es un subcampo de F,
entonces el polinomio x4 — x € K[z] se puede factorizar en F[z] como

2l —x = H(x—a), (B.6)

a€lF
y, por tanto, F es el campo de descomposicion de z9 — x sobre K.

Demostracion. Como el polinomio 9 — x tiene grado q, éste tiene a lo mas ¢ raices en
F. Por el lema B.2.3 todos los elementos de F son raices de dicho polinomio, y hay ¢
de ellas. Por lo tanto, el polinomio 9 — x se factoriza como en la ecuaciénB.6, y no se
puede descomponer en un subcampo mas pequeno. ]

Teorema B.2.5 (Existencia y unicidad de campos finitos). Para cada nimero primo
p y cada entero positivo n existe un campo finito con p" elementos. Ademds, cualquier
campo finito de orden q = p"
Fp.

es isomorfo al campo de descomposicion de x4 — x sobre

Como consecuencia de la unicidad del teorema B.2.5 podemos hablar de el campo
finito con ¢ elementos (o sea de el campo finito de orden g).

Notacién B.2.6. A un campo finito con q elementos se le suele denotar por Fy. Otra
notacion usual para el campo finito con q elementos es GF(q), donde «GF» hace refe-
rencia a «Campo de Galoisy. Esta notacién es en honor a Evariste Galois (1811 —1832)
quien, en 1830, fue la primera persona en estudiar con seriedad las propiedades generales
de los campos finitos.

Dado un primo p y un entero positivo n, ya vimos que es siempre posible considerar
un campo finito de orden p™. Sin embargo, ;cémo se puede construir dicho campo?
Bueno, partiendo del campo primo I, se puede obtener el campo de orden p" agregando
raices de polinomios: si p(x) € Fp[z] es un polinomio irreducible ! sobre F, de grado n,
entonces agregando una raiz de p(x) a F, (en otras palabras, tomando la extension de
campo [}, (o) de F),, con v una raiz de p(x)) se obtiene el campo finito con p™ elementos.

Ejemplo B.2.7.

(i) En el ejemplo B.1.95, se construyd un campo L = Fs («) de 9 elementos, donde a
es una raiz del polinomio x + x +2 € F3[z]. Por el teorema B.2.5, L es el campo
finito con nueve elementos, es decir, Fy.

(1) En el ejemplo B.1.96, se construyd un campo L = Fo (o) de 4 elementos, donde o
es una raiz del polinomio x> +x +1 € Fo[z]. Por el teorema B.2.5, L es el campo
finito con cuatro elementos, es decir, Fy.

'En principio no es claro si para cada entero positivo n existe un polinomio irreducible en Fp[z] de
grado n. Puede consultarse en (LN97) que lo anterior si se cumple.
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(iii) Consideremos el polinomio p(x) = 23+ x + 1 € Fo, el cual es irreducible sobre Fo
ya que no tiene raices en Fay. Sea o la raiz [x] = x + (p(x)) de p(z); entonces la
extension simple L = Fy () consiste de ocho elementos:

0,1,a,a+1,042,042—1—1,0424—@,0424—@—1—1.

Por el teorema B.2.5, L es el campo finito con ocho elementos, es decir, Fg. Fl
modo de operar los elementos del campo Fg se basa en las tablas B.5 y B.6.

+ 0 1 @ a+1 a? a?+1 24+a  aPta+l

0 0 1 @ a+1 a? a?+1 o+ a a?ta+1

1 1 0 a+1 a a?+1 a? +a+l  o?+a

o o a+1 0 1 a’+a a?+a+1 a? a?+1
a+1 a+1 « 1 0 a?+a+1 a?+a a?+1 «

a? a? a?+1 o’ +a a?+a+1 0 1 « a+1
a?+1 a?+1 a? a?+a+1 a?+a 1 0 a+1 «
a?+a a?+a a?+a+1 a? a?+1 « a+1 0 1

a?+a+1|a+a+l o+« a?+1 a? a+1 a 1 0

Tabla B.5: Tabla de suma para el campo Fg.

. 0 1 « a+1 a? a?+1 o’ +a a?+a+1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 a a+1 a? a?+1 o’ +a a?+a+1
« 0 a a? o+« a+1 1 a’4+a+1 a?+1
a+1 0 a+1 a?+a a?+1 a+a+1 a? 1 a
o? 0 a? a+1 a’4+a+1 a®+a a a?+1 1
a?+1 0 a?+1 1 a? « a+a+1 a+1 o +a
o+« 0 a? +a a’l4+a+1 1 a?+1 a+1 «a o?
a2+a+1|0 a?+a+1 a?+1 a 1 a?+a a? a+1

Tabla B.6: Tabla de multiplicaciéon para el campo Fg.
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