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Resumen

Este trabajo considera la geometría que adoptan, ya sea lineal o angular, los sistemas

tipo AH2 donde A es un metal alcalinotérreo o un calcógeno (BeH2, MgH2, CaH2, H2O y

H2S) bajo la perspectiva de la topología química cuántica. Para ello, se obtuvieron curvas

de energía potencial de estos sistemas en función del ángulo de enlace de 90◦ a 180◦, bajo el

nivel de teoría M06-2X/cc-pVTZ. Cada uno de los puntos de la curva de energía potencial

se analizó con la partición de la energía electrónica de acuerdo con el método de átomos

cuánticos interactuantes (IQA, por sus siglas en inglés) en términos intra e interatómicos,

así como clásicos y de intercambio-correlación. Lo anterior se realizó para evaluar qué

componentes de la energía electrónica son afectados de manera más importante con el

cambio de geometría, encontrando que el balance entre el componente iónico y el covalente

es el factor determinante de la geometría que adopta el sistema. Los resultados de IQA

fueron complementados con el cálculo de cargas atómicas e índices de deslocalización de

acuerdo con la teoría cuántica de átomos en moléculas. De esta forma, se pudo obtener una

perspectiva diferente a la tradicional para entender la geometría de las moléculas estudiadas

con base en observables mecánico-cuánticos.
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1. Introducción

La geometría de las moléculas se define como la posición tridimensional relativa de sus

átomos. Esta geometría afecta propiedades físicas y químicas como, por ejemplo, puntos de

fusión y de ebullición, la densidad y la reactividad. Si se reduce el estudio a moléculas triatómi-

cas naturalmente surge la pregunta ¿por qué algunas moléculas triatómicas son lineales y otras

angulares? La longitud y el ángulo de enlace se pueden medir experimentalmente utilizando téc-

nicas como la difracción de rayos X. Por ejemplo, se conoce que la molécula del agua presenta

una distancia O – H de 0.9584 Å y un ángulo H – O – H de 104.45◦ [1]. Pero esto no responde la

interrogante acerca de las razones que determinan la geometría de moléculas triatómicas y la

Química no se conforma con conocer la forma de las moléculas, sino busca la interpretación, el

origen y en la medida de lo posible, la predicción de las mismas.

Se han desarrollado modelos para explicar y predecir la estructura molecular, entre los que

se encuentran los modelos de hibridación y el de repulsión de los pares electrónicos de la ca-

pa de valencia [2]. Aunque estos modelos pueden proporcionar una explicación de la geometría

observada, no se tiene en cuenta el origen físico de estas diferencias en la estructura molecular.

En este trabajo, se estudian las razones que determinan la geometría de los hidruros triatómicos

BeH2, MgH2, CaH2, H2O y H2S en términos de Topología Químico Cuántica. El objetivo princi-

pal de este trabajo es examinar tales geometrías considerando observables mecánico-cuánticos

como una explicación alternativa a aquellas que consideran orbitales moleculares, los cuales no

son invariantes ante transformaciones unitarias. Algunas de las preguntas que podemos hacer-

nos en este contexto son:

¿qué sucede con las interacciones intra e interatómicas cuando cambia la geometría mo-

lecular?

¿por qué unas moléculas adoptan una configuración lineal y otras angular en términos de

estas interacciones?

¿por qué en el caso de moléculas que son angulares y pertenecientes al mismo grupo, sus

ángulos son distintos como es el caso de H2O y H2S, las cuales tienen propiedades muy

distintas?

Para dar respuesta a estas preguntas, se estudiaron los sistemas mediante la aplicación del

enfoque de IQA, el cual es una partición de la energía electrónica construida con base en la
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matriz reducida de primer orden, ρ1(r1, r′1) y la densidad de pares ρ2(r1, r2) [3,4]. El uso de IQA

permite interpretar los cambios en las interacciones intra e interatómicas que experimenta una

molécula cuando se aleja de su geometría de equilibrio.

Para realizar los cálculos IQA considerados en este trabajo, se hizo uso de la teoría del

funcional de la densidad (DFT, por sus siglas en inglés) en los cálculos de estructura electrónica.

Además, se utilizó la teoría cuántica de átomos en moléculas (QTAIM, por sus iniciales en

inglés) [5] que es un método de análisis de funciones de onda que caracteriza el enlace químico de

un sistema basándose en la topología de la densidad de carga electrónica. Más específicamente,

tal caracterización se llevó a cabo con base en el cálculo de cargas atómicas y de índices de

deslocalización entre pares de átomos.

2. Marco teórico

2.1. Teoría del funcional de la densidad

La teoría del funcional de la densidad aplicada a sistemas electrónicos, es un procedimiento

variacional alternativo a la solución de la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo.

La DFT apareció en 1964 cuando P. Hohenberg y W. Kohn publicaron los dos teoremas fun-

damentales de esta teoría [6], la cual considera la densidad electrónica ρ(r) como su variable

fundamental.

La densidad electrónica, para estados estacionarios y para una configuración nuclear dada,

se define como la integral múltiple sobre todas las coordenadas de espín y todas las variables

espaciales, excepto una, de la función de onda de un sistema electrónico:

ρ(r1) = N

∫
ds1 . . .

∫
dsN

∫
dr2 . . .

∫
drN |Ψ(x1,x2, . . . ,xN)|2, (2.1)

donde xi representa de manera conjunta a las coordenadas espaciales ri y de espín si del i-ésimo

electrón del sistema.

8



2.1.1. Teoremas de Hohenberg y Kohn

Los operadores de energía cinética (T̂ ), de potencial externo (V̂ext) y potencial de repulsión

electrostático interelectrónico (V̂ee) forman el Hamiltoniano electrónico Ĥ de un sistema con

M núcleos y N electrones,

Ĥ = −1

2

N∑
i

∇2
i︸ ︷︷ ︸

T̂

−
N∑
i

M∑
A

ZA
|ri − rA|︸ ︷︷ ︸

V̂ext

+
1

2

N∑
i6=j

1

|ri − rA|︸ ︷︷ ︸
V̂ee

. (2.2)

El primer teorema de Hohenberg y Kohn establece que la densidad electrónica del estado

basal determina (hasta una constante aditiva) el potencial externo V̂ext. Como la densidad elec-

trónica también fija el número de electrones del sistema, entonces también determina Ĥ así

como sus funciones y valores propios, los cuales equivalen a los valores permitidos de energía

que puede adoptar el sistema. Lo anterior implica que la energía del estado basal E0 junto con

sus componentes de energía cinética, repulsión electrón-electrón y atracción núcleo-electrón

deben ser funcionales de la densidad electrónica,

E0[ρ0] = T [ρ0] + Eee[ρ0] + Ene[ρ0], (2.3)

donde T [ρ0] es el funcional de energía cinética,Eee[ρ0] es el funcional de repulsión electrostática

interelectrónica y Ene[ρ0] es el funcional de la energía de atracción núcleo-electrón.

El segundo teorema de Hohenberg y Kohn establece que para cualquier densidad de prueba

ρ̃0, la energía obtenida por el funcionalE0[ρ̃0] es una cota superior de la energía del estado basal

E0. Esta última se obtiene si y solo si el funcional E0 actúa sobre la densidad exacta del estado

basal. Este teorema también se conoce como teorema variacional de Hohenberg y Kohn, y se

puede expresar de la siguiente manera,

E0 ≤ T [ρ̃] + Eee[ρ̃] + Eext[ρ̃]. (2.4)

Ahora se define el funcional de Hohenberg y Khon, FHK[ρ] como,

FHK[ρ] = T [ρ] + Vee[ρ], (2.5)

donde el funcional Vee[ρ] se puede expresar como,

Vee[ρ] = J [ρ] + EXC[ρ], (2.6)
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en el que J [ρ] es el funcional Coulómbico de la repulsión electrónica yEXC[ρ] es la contribución

no clásica de la interacción interelectrónica que contiene todos los efectos de la corrección

de la autointeracción, del intercambio y correlacción de Coulomb. Nótese que el funcional de

Hohenberg y Kohn no depende del potencial externo, se trata por tanto de un funcional universal

aunque su forma es desconocida.

Sustituyendo la definición dada en la ecuación (2.10) en la expresión (2.4) se obtiene,

Eext = FHK[ρ] + Vext[ρ]. (2.7)

La ecuación (2.7) permite obtener las propiedades electrónicas del sistema de un modo tan rigu-

roso como el dado por la función de onda. Para poder aplicar este formalismo a la realización de

cálculos prácticos, Kohn y Sham [7] formularon un procedimiento en el que plantean el cálculo

de la energía cinética bajo la suposición de un sistema ficticio en el que los electrones no inter-

accionan. En este sistema el funcional de la energía cinética aproximada es,

Ts = −1

2

N∑
i

〈ϕi|∇2|ϕi〉, (2.8)

donde ϕi son espín orbitales (llamados también orbitales de Kohn-Sham) que satisfacen,

ρ0(r) =
N∑
i

∑
ω

|ϕi(r, ω)|2. (2.9)

En la ecuación (2.9), ρ0 es la densidad electrónica del estado basal del sistema de interés. Debido

a que Ts no proporciona la energía cinética exacta del sistema, Kohn y Sham establecieron la

siguiente separación del funcional FHK[ρ],

FHK[ρ(r)] = Ts[ρ(r)] + J [ρ(r)] + EXC [ρ(r)], (2.10)

donde EXC es la energía de intercambio y correlación, que se puede expresar como,

EXC [ρ(r)] ≡ (T [ρ(r)]− Ts[ρ(r)]) + (Vee[ρ(r)]− J [ρ(r)]). (2.11)

Este funcional agrupa todas las interacciones interelectrónicas no clásicas (intercambio y co-

rrelacción), la corrección por autointeracción en J [ρ(r)], así como la diferencia entre la energía

cinética exacta y la dada por el sistema no interactuante.

Finalmente, si se aplica el teorema variacional de Hohenberg y Kohn a los orbitales de
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Kohn-Sham ϕi, se obtiene un conjunto de ecuaciones denominadas ecuaciones de Kohn-Sham,−
1

2
∇2 +

∫
ρ(r2)

r12
dr2 +

M∑
A

ZA
r1A

+ µXC(r1)︸ ︷︷ ︸
υKS

ϕi = εiϕi, (2.12)

donde υKS es el potencial de Kohn-Sham, M es el número de núcleos de la molécula y µXC

corresponde al potencial de intercambio y correlación, dado por la expresión,

µXC[ρ] ≡ δEXC[ρ(r)]

δρ(r)
. (2.13)

El conjunto de ecuaciones (2.12) se resuelven mediante un proceso iterativo similar al des-

crito para el método Hartree-Fock; esto se realiza mediante distintas aproximaciones del poten-

cial µXC , ya que se desconoce su forma exacta.

La aproximación de densidad local (LDA, por sus siglas en inglés), fue una de las primeras

alternativas para calcular la energía de intercambio y correlación, EXC . No obstante, esta apro-

ximación solamente es aplicable para una distribución uniforme de la densidad electrónica, lo

cual no ocurre en átomos o en moléculas. Para solucionar este problema, se toman en cuenta los

cambios de la densidad electrónica a través de su gradiente, utilizando una expansión de Taylor.

En la literatura este enfoque se conoce como la aproximación de gradiente generalizado (GGA,

por sus siglas en inglés). Hay varios tipos de funcionales de intercambio basados en GGA, co-

mo el funcional de Becke, B, que utiliza un parámetro empírico que se ha optimizado mediante

energías de intercambio conocidas. [8] Otro ejemplo es el funcional de correlación de Lee Yang

Parr (LYP) que también se basa en GGA. [9]

Más recientemente, se han desarrollado funcionales que contemplan la segunda derivada

de la densidad, dando origen a los funcionales meta-GGA los cuales implican el cálculo del

laplaciano de la densidad, que es muy dispendioso. Un enfoque diferente considera la depen-

dencia del funcional de intercambio y correlación de la energía cinética. Algunos funcionales

de intercambio y correlación tienen en cuenta ambas vertientes, pero una gran mayoría de los

funcionales desarrollados ignoran el laplaciano de la densidad en su funcionamiento, con el fin

de evitar ser computacionalmente costosos en comparación con la aproximación GGA.
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2.1.2. Funcionales de la densidad del grupo de Minnesota

La serie M06 son funcionales desarrollados por Truhlar y Zhao [10] orientados al estudio de

la termodinámica, cinética química, interacciones no covalentes, estados excitados, y metales

de transición. Dicha serie está constituida por cuatro funcionales: M06, M06-2x, M06-HF y

M06-L, los cuales dependen de la densidad de energía cinética (vide infra). Los tres primeros se

clasifican como funcionales híbridos meta-GGA y M06-L pertenece a la familia de los funciona-

les puros. Los funcionales híbridos de la serie M06 fueron diseñados mediante la optimización

de una serie de parámetros empíricos, así como la inclusión del intercambio proveniente del

método Hartree-Fock (HF). Los funcionales M06 y M06-2x dependen de tres variables, la den-

sidad de espín (ρσ), el gradiente reducido de densidad de espín (χσ), y la densidad de energía

cinética de espín (τσ), que se definen como,

χσ =
|∇ρσ|

ρ
4
3
σ

, τσ =
1

2

oc∑
i

|∇φiσ|2, con σ = α, β, (2.14)

donde φiσ es el i-ésimo orbital de Kohn-Sham ocupado multiplicado por la función de espín

σ. Estos funcionales incluyen términos basados en el funcional VSXC [10] e incorporan el inter-

cambio exacto de Hartree-Fock en distintas proporciones mediante el parámetro X ,

Exc =
X

100
EHF

X +

(
1− X

100

)
EDFT

X + EDFT
C . (2.15)

Para la serie M06, los porcentajes de intercambio provenientes del método de Hartree-Fock

indicados por el parámetro X son 0, 27, 54 y 100 para los funcionales M06-L, M06, M06-

2x y M06-HF, respectivamente [10]. El funcional M06-2x ha mejorado el rendimiento para la

termoquímica del grupo principal, las barreras energéticas y las interacciones no covalentes en

comparación con M06-L, M06-HF y M06. [10]

2.2. Teoría cuántica de átomos en moléculas

La teoría cuántica de átomos en moléculas desarrollada por Bader y colaboradores [5], es una

generalización de la mecánica cuántica a sistemas abiertos en términos de la topología de la

densidad electrónica ρ(r). La QTAIM describe cuantitativamente diversos conceptos químicos,

tales como enlace químico, estructura molecular, deslocalización electrónica y pares electróni-

cos, entre otros. [5]
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La topología de la densidad electrónica es determinada por las fuerzas atractivas de los nú-

cleos atómicos sobre los electrones. Tales fuerzas le confieren a este campo escalar su principal

característica topológica: máximos locales en las posiciones nucleares [11], las cuales son ade-

más puntos críticos. Un punto crítico de un campo escalar f , se define como aquel donde el

gradiente de f es igual al vector cero (∇f = 0). Si la función f es la densidad electrónica, que

depende de tres variables espaciales, el vector gradiente de la densidad,∇ρ(r), se define como,

∇ρ(r) =
∂ρ

∂x
i +

∂ρ

∂y
j +

∂ρ

∂z
k. (2.16)

El vector ∇ρ(r) es siempre perpendicular a una isosuperficie de densidad y apunta en la direc-

ción en la que la densidad crece más rápidamente. Para clasificar topológicamente los puntos

críticos, se calcula la matriz de segundas derivadas de la densidad electrónica, denominada

como matriz Hessiana evaluada en el punto rc,

Hρ =


∂2ρ
∂x2

∂2ρ
∂x∂y

∂2ρ
∂x∂z

∂2ρ
∂y∂x

∂2ρ
∂y2

∂2ρ
∂y∂z

∂2ρ
∂z∂x

∂2ρ
∂z∂y

∂2ρ
∂z2


r=rc

(2.17)

La matriz Hessiana de la ecuación (2.17) puede ser diagonalizada porque es simétrica y real.

La diagonalización de Hρ es equivalente a una rotación del sistema de coordenadas (x, y, z)→

(x′, y′, z′) superponiendo las nuevas coordenadas x′, y′, z′ con los ejes principales de curvatura.

La rotación del sistema de coordenadas es lograda a través de una transformación unitaria,

r′ = rU, donde U es una matriz unitaria construida a partir de los vectores propios de la matriz

Hessiana, (∇2ρ)νi = λiνi, con i = 1, 2, 3. Una propiedad importante de toda matriz Hessiana

es que su traza es invariante con respecto a cualquier rotación del sistema de coordenadas. La

traza de la matriz Hessiana de ρ(r) es conocida como el Laplaciano de la densidad electrónica

∇2ρ(r),

∇2ρ(r) =
∂2ρ(r)

∂x2
+
∂2ρ(r)

∂y2
+
∂2ρ(r)

∂z2
. (2.18)

Los puntos críticos son clasificados de acuerdo a su rango (ω) y firma (σ) y se simbolizan como

(ω, σ). El rango es el número de curvaturas distintas de cero de ρ en el punto crítico. Un punto

crítico de la densidad con ω < 3 es inestable y desaparecerá o dará lugar a dos puntos críticos

bajo pequeñas perturbaciones de la densidad causada por movimientos nucleares infinitesima-

les. Por esta razón, los puntos críticos con rango menores a tres, generalmente no se encuentran
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en distribuciones de carga de equilibrio y casi siempre se tienen puntos críticos con ω = 3. La

firma es la suma algebraica de los signos de las curvaturas, es decir, cada una de las tres curva-

turas contribuye en ±1 dependiendo si es una curva positiva o negativa. Existen cuatro tipos de

puntos críticos estables que tienen tres valores propios distintos de cero, los cuales se indican

en la Tabla 2.1.

Tipo de punto crítico (CP) Abreviatura λ1 λ2 λ3 (ω, σ)

Nuclear NCP − − − (3, −3)

De enlace BCP − − + (3, −1)

De anillo RCP − + + (3, +1)

De jaula CCP + + + (3, +3)

Tabla 2.1: Puntos críticos no degenerados de la densidad electrónica. Los valores propios de la matriz

Hessiana se designan con la letra λ tal que λ1 ≤ λ2 ≤ λ3. [11]

El nombre de cada punto crítico hace referencia al elemento de estructura molecular con el

cual se encuentra relacionado. Un punto crítico (3, −3) es un máximo en todas las direcciones

y al coincidir habitualmente con la posición de un núcleo se denomina punto crítico nuclear

(NCP, por sus siglas en inglés). Un punto crítico (3, −1) es un máximo en dos direcciones y

un mínimo en la dirección restante. Este punto crítico aparece en un punto intermedio entre

dos átomos enlazados y es denominado como punto crítico de enlace (BCP, por sus iniciales

en inglés). Un punto crítico de anillo (RCP, por sus siglas en inglés) es un máximo en una

dirección y un mínimo en dos direcciones (razón por la cual se denota como (3,+1)) y aparece

en moléculas que contienen estructuras cíclicas (por ejemplo el benceno o estructuras en las que

un enlace de hidrógeno hace parte del ciclo). Por último, un punto crítico de jaula (CCP, por sus

iniciales en inglés) es un mínimo local de la densidad electrónica y se observa en estructuras

tridimensionales cerradas como el tetraedrano C4H4 o la estructura del hielo. En la Figura 2.1

se exhibe un mapa de relieve y otro de contornos de ρ(r) del dímero del ácido fórmico, donde

se presentan las distintas clases de puntos críticos no degenerados de la densidad electrónica.

El número y el tipo de puntos críticos que pueden coexistir en una molécula o cristal siguen
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Figura 2.1: Mapas de relieve y de contorno de la densidad electrónica del dímero del ácido

fórmico. Las flechas negra, roja y verde señalan puntos críticos nucleares (3,−3), de enlace

(3,−1) y de anillo (3,+1), respectivamente. La figura fue tomada de la referencia [12].

una estricta relación topológica, conocida como la regla de Pointcaré-Hopf, [11] que establece,

nNCP − nBCP + nRCP − nCCP =

 1 (Moléculas o cúmulos moleculares finitos)

0 (Cristales infinitos)
(2.19)

donde nX representa el número de puntos críticos de ρ(r) del tipo X. La violación de la ecuación

(2.19) implica un conjunto de características inconsistentes, es decir, que se han omitido uno o

más puntos críticos y que es necesaria una búsqueda adicional de los puntos críticos faltantes.

2.2.1. Propiedades de enlace dentro de la teoría QTAIM

La superficie que limita un átomo en una molécula es aquella en que el flujo del campo

de vector de gradiente de la densidad electrónica es cero. La presencia de una superficie in-

teratómica de flujo cero entre dos átomos enlazados en una molécula, siempre va acompañada

de otra característica topológica clave. Existe, en el espacio real, una única línea de densidad

localmente máxima, denominada “camino de enlace”, que une sus núcleos. La ruta de enlace es

un indicador universal de enlaces químicos de todo tipo; interacciones débiles, fuertes, de capa

cerrada y de capa abierta.

El punto en el camino de enlace con el valor más bajo de la densidad electrónica (mínimo a

lo largo del camino) es el punto crítico de enlace y es en ese punto donde el camino de enlace

intercepta la superficie de flujo cero que separa los dos átomos enlazados. Las interacciones
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de enlace químico se caracterizan y clasifican de acuerdo con las propiedades de la densidad

electrónica y de la energía en el BCP, conocidas colectivamente como propiedades de enlace.

Algunas de estas propiedades son:

Densidad electrónica en el BCP (ρb), refleja la fuerza de un enlace químico, su orden de

enlace. ρb es mayor a 0,2 ua en un enlace covalente y menor a 0,1 ua en una interacción de capa

cerrada (por ejemplo enlace iónico, de van der Waals, hidrógeno, etc.).

Laplaciano de la densidad electrónica en el BCP (∇2ρb), es la suma de las tres curvaturas

en el punto crítico (los tres valores propios de la matriz Hessiana), ecuación (2.18). Las curva-

turas negativas miden el grado en que la densidad se concentra a lo largo del camino de enlace

y la curvatura positiva mide el grado en que se agota en la región de la superficie interatómica

y se concentra en las cuencas atómicas individuales. En enlaces covalentes ∇2ρb < 0. Por el

contrario, en las uniones de capa cerrada, por ejemplo, en las interacciones iónicas, de enlace de

hidrógeno o van der Waals, la interacción se caracteriza por un agotamiento de la densidad en

la región de contacto de los dos átomos y ∇2ρb > 0. En las interacciones fuertemente polares,

hay una acumulación significativa de densidad de electrones entre los núcleos, como en todas

las interacciones compartidas, pero el laplaciano en este tipo de unión puede ser de cualquier

signo.

Elipticidad de enlace (ε), mide el grado en que la densidad se acumula de forma preferen-

cial en un plano dado, que contiene la ruta de enlace. Si λ1 = λ2, entonces ε = 0 y el enlace es

cilíndricamente simétrico. Por lo tanto ε es una medida del carácter π del enlace hasta el límite

del doble enlace para el cual la elipticidad alcanza un máximo. Al pasar de un enlace doble a

uno triple, la tendencia se invierte y la elipticidad disminuye al aumentar el orden de enlace,

porque en el límite de un orden de enlace igual a tres el enlace recupera su simetría cilíndrica.

Radio de enlace de un átomo (rb), es la distancia de un BCP del núcleo A que determina

el radio unido del átomo A relativo a la interacción definida por el BCP. Si la ruta de enlace es

coincidente con el eje internuclear, luego la suma de los dos radios de enlace asociados, deno-

minados longitud de camino de enlace, es igual a la longitud de enlace. Sin embargo, si la ruta

de enlace es curva o está químicamente forzada, la longitud del camino de enlace excederá la

longitud del enlace. Se encuentran ejemplos de este último comportamiento para las interaccio-

nes ligadas a hidrógeno y para la unión dentro de moléculas cíclicas.

Deslocalización electrónica entre las cuencas (δ(A,B)), es la magnitud de intercambio

16



entre los electrones de la cuenca del átomo A con los que se encuentran en la cuenca del átomo

B y para sistemas de capa cerrada se define como,

δ(A,B) = 2|F α(A,B)|+ 2|F β(A,B)|, (2.20)

donde F σ(A,B) está dada por:

F σ(A,B) = −
∑
i

∑
j

∫
A

dr1

∫
B

dr2{φ∗i (r1)φj(r1)φ∗j(r2)φi(r2)}

= −
∑

i

∑
j
Sij(A)Sji(B),

(2.21)

con Sij(Ω) = Sji(Ω) como la integral de traslape de los orbitales espaciales φi(r) y φj(r) sobre

la región Ω y σ indica la coordenada de espín α o β.

Si la integral doble en la ecuación (2.21) se realiza en una sola cuenca atómica, por ejemplo

el átomo A, esto daría la correlación total de Fermi para los electrones en la región A,

F σ(A,A) =

∫
A

dr1

∫
A

dr2ρ
σ(r1)h

σ(r1, r2), (2.22)

donde hσ(r1, r2) es el agujero de Coulomb para electrones con coordenadas de espín σ. El

valor límite de F σ(r1, r2) es −Nσ(A), es decir, el número de electrones σ en el átomo A. Así,

el índice de localización, λ(A,A), está definido como,

λ(A,A) = |Fα(A,A)|+ |F β(A,A)|. (2.23)

El límite de localización total, si bien se encuentra bastante cerca de su límite (≥ 95 %) en

sistemas iónicos, por lo general ocurre que |F σ(A,A)| < Nσ(A) en sistemas covalentes, lo que

indica que los electrones en la región A se intercambian con frecuencia en regiones fuera de los

límites de A, es decir, están deslocalizados.

Puesto que la correlación de Fermi cuenta todos los electrones del sistema, la suma de

los índices de localización y la mitad de todos los índices de deslocalización equivale a N , el

número total de electrones en la molécula. Esto, a su vez, proporciona una medida de cómo

estos electrones se localizan dentro de las cuencas atómicas individuales y se deslocalizan entre

ellos, lo que en efecto da como resultado la contabilidad de los electrones en la molécula,

N =
∑
A

λ(A) +
1

2

∑
A

∑
B6=A

δ(A,B). (2.24)

La medida en que la suma de los índices de localización y deslocalización, ecuación (2.24),

proporciona la población total de electrones en el sistema, es un indicador global de la calidad
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de las integraciones atómicas. Es importante notar que se puede calcular un índice de desloca-

lización entre cualquier par de átomos, ya sea que estén unidos por una trayectoria de enlace

o no. El índice de deslocalización δ(A,B) es una medida del orden del enlace covalente que

existe entre dos átomos [5].

2.3. Átomos cuánticos interactuantes

El método de análisis de función de onda de átomos cuánticos interactuantes [13,14] se basa en la

topología químico cuántica [15] y consiste en una división de la energía electrónica en la aproxi-

mación de Born-Oppenheimer. La partición IQA ha sido aplicada con éxito a una variedad de

sistemas y procesos en Química [16–19] ofreciendo una alternativa para la interpretación de fenó-

menos químicos. El método de IQA se basa en la matriz reducida de primer orden ρ1(r1, r ′1) y

en la densidad de pares ρ2(r1, r2), de acuerdo con la siguiente expresión,

E =
1

2

∑
A6=B

ZAZB

rAB

+

∫
r′1=r1

dr1 ĥ(r1)ρ1(r1; r
′
1) +

1

2

∫
dr1

∫
dr2

ρ2(r1, r2)

r12

= Vnn + 〈T̂ + V̂ne〉+ 〈V̂ee〉. (2.25)

El operador ĥ(r1),

ĥ(r1) = −1

2
∇2

1︸ ︷︷ ︸
T̂

−
∑
A

ZA
rA1︸︷︷︸
V̂ne

, (2.26)

es la parte monoelectrónica del operador Hamiltoniano correspondiente a la suma de la energía

cinética T̂ y la atracción núcleo-electrón V̂ne mientras que ZX, Vnn y V̂ee denotan el número

atómico del núcleo X y las repulsiones nucleares e interelectrónicas, respectivamente.

La energía cinética y los términos de la energía potencial que involucran a partículas dentro

de un átomo, dado un esquema de partición del espacio tridimensional como en QTAIM, dan

lugar a la energía intra-atómica para un átomo A,

EA
intra = TA + V AA

ne + V AA
ee . (2.27)

Un procedimiento similar puede llevarse a cabo con respecto a los términos de la energía que

involucran partículas en dos átomos obteniendo,

EAB
inter = V AB

nn + V AB
ne + V BA

ne + V AB
ee , (2.28)
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en la que,

V AB
nn =

ZAZB

rAB

, (2.29)

donde,1

TA = −1

2

∫
A, r′1=r1

dr1∇2ρ1(r1; r
′
1), (2.30)

V AB
ne = −ZA

∫
B

dr1
ρ(r1)

r1A
, (2.31)

V AB
ee =

2− δAB

2

∫
A

dr1

∫
B

dr2
ρ2(r1, r2)

r12
. (2.32)

La suma de la ecuación (2.27) y (2.28) para cada átomo y par de átomos equivale a la energía

electrónica,

E =
∑
A

EA
intra +

1

2

∑
A6=B

EAB
inter, (2.33)

donde esta ecuación permite la división de E en componentes intra e interatómicos, lo cual ha

proporcionado un entendimiento detallado de distintos sistemas y procesos en Química. [13]

También, es posible obtener una partición de la energía de interacción IQA en componentes

coulómbicos, de intercambio y de correlación mediante la división de la densidad de pares en

sus contribuciones coulómbicas (ρJ2), de intercambio (ρX2 ) y de correlación (ρcorr2 ),

ρ2(r1, r2) = ρJ2(r1, r2) + ρX2 (r1, r2) + ρcorr2 (r1, r2) = ρJ2(r1, r2) + ρxc2 (r1, r2), (2.34)

con

ρJ2(r1, r2) = ρ(r1)ρ(r2), (2.35)

ρX2 (r1, r2) = −ρ1(r1; r2)ρ1(r2; r1), (2.36)

ρcorr2 (r1, r2) = ρ2(r1, r2)− ρJ2(r1, r2)− ρX2 (r1, r2) y (2.37)

ρxc2 = ρcorr2 (r1, r2) + ρX2 (r1, r2) = ρ2(r1, r2)− ρ(r1)ρ(r2). (2.38)

Asimismo, se puede obtener información acerca de la interacción electrón-electrón por medio

de la división de ρ2(r1, r2) de la siguiente manera,

V AB
ee = V AB

J + V AB
X + V AB

corr, (2.39)

1Los átomos A y B en las ecuaciones (2.31) y (2.32) pueden ser iguales como en la expresión (2.27) o diferentes

como en la fórmula (2.28).
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donde,

V AB
σ =

∫
A

dr1

∫
B

dr2
ρσ2 (r1, r2)

r12
con σ = J, X, corr o xc. (2.40)

La ecuación (2.39) sugiere que la energía de interacción entre dos átomos puede ser separada

en dos componentes, uno clásico,

V AB
cl = V AB

J + V AB
ne + V BA

ne + V AB
nn , (2.41)

y otro cuántico, (intercambio-correlación), por lo que se puede reescribir la energía de interac-

ción en la ecuación (2.28) como,

EAB
int = V AB

cl + V AB
xc . (2.42)

Los términos V AB
cl y V AB

xc se relacionan con las contribuciones iónicas y covalentes de la in-

teracción entre los átomos A y B respectivamente.

3. Metodología

Los hidruros que se estudiaron en esta investigación son BeH2, MgH2, CaH2, H2O y H2S. Algu-

nos de estos hidruros presentan geometrías lineales y otros angulares. Los cálculos de estructura

electrónica se llevaron a cabo con la metodología M06-2X/cc-pVTZ debido a que con ella se

obtienen geometrías cercanas a las experimentales de los sistemas de interés. Con este nivel de

teoría, se hicieron barridos de ángulos de 90◦ a 180◦ en cada molécula. Para cada punto del

barrido se realizaron cálculos de punto simple para encontrar su respectiva densidad electróni-

ca. Estos cálculos se llevaron a cabo con el código Gaussian 09 [20]. Tal densidad electrónica se

utilizó para realizar la partición de la energía electrónica de acuerdo con el método de IQA y

el análisis de la topología de la densidad electrónica como lo indica la teoría QTAIM con el

programa AIMALL [21].

4. Resultados y discusión

La Figura 4.1 muestra las curvas de energía potencial en función del ángulo H – A – H de los sis-

temas examinados. Como se puede discernir en las gráficas y tal como se esperaba, la geometría

de los hidruros de metales alcalinotérreos es lineal (o cercana a ella) mientras que las del H2O
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y H2S es angular. La Tabla 4.1 muestra los ángulos a los cuales se encontraron los mínimos de

energía de estos sistemas.

Molécula Ángulos de energía mínima Ángulo experimental

BeH2 179.9◦ 180.0◦

MgH2 179.9◦ 180.0◦

CaH2 154.9◦ 155.0◦

H2O 105.0◦ 104.5◦

H2S 90.0◦ 92.1◦

Tabla 4.1: Ángulos correspondientes a los mínimos en las curvas de energía potencial de la Figura 4.1

y los respectivos ángulos experimentales.

La explicación tradicional de los valores de los ángulos de menor energía en las curvas de

energía potencial mostradas en la Figura 4.1 se basa en el esquema mostrado en la Figua 4.2

conocido como diagrama de Walsh para especies H – A – H. Tal diagrama muestra la energía de

los orbitales moleculares en función del ángulo de enlace en esta especie ternaria. Cuando dicho

ángulo es 180◦, el ordenamiento de la energía de los orbitales moleculares correspondientes es,

2σg < 1σu < 1πu < 3σg < 2σu,

independientemente del número de los electrones de valencia. Cuando se cambia la geometría

lineal a angular, se modifica el potencial externo que actúa sobre los electrones y por ende

las energías de los orbitales. Además, el traslape entre los orbitales atómicos es diferente, por

ejemplo, el solapamiento entre los orbitales 1s de los hidrógenos con las funciones 2py y 2pz de

A se vuelve distinto de cero y estos últimos orbitales dejan de ser de no enlace. Por otro lado,

el cambio del grupo puntual de D∞h a C2v rompe con la degeneración de los orbitales πu. El

orden de energía de los orbitales moleculares cuando el ángulo H – A – H es 90◦ es,

2a1 < 3a1 < 1b2 < 4a1 < 2b2.

El diagrama de Walsh se utiliza bajo el principio que la geometría molecular depende de

los orbitales de valencia que se encuentran ocupados. De esta manera, las especies con pocos

electrones de valencia como CaH2, MgH2 y BeH2 tenderán a ser lineales debido a la estabilidad
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Figura 4.2: Diagrama de correlación de Walsh para los electrones de valencia de una molécula

AH2. La figura fue adaptada de la referencia [22].
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de los orbitales 2σg y 1σu, mientras que el aumento en el número de electrones de valencia

favorecerá geometrías angulares debido al perfil del orbital 3a1–1πu.

El uso del diagrama de Walsh se realiza bajo el supuesto de que se puede estimar la energía

del sistema con base en la energía de sus orbitales. Dicha suposición se basa en que la energía

asociada a un determinante de Slater se puede calcular como,

E =
∑
a

εa −
1

2

∑
a

∑
b

[aa|bb]− [ab|ba], (4.1)

donde εa es la energía del espín orbital χa(x) y las sumas van sobre los espín orbitales ocupados

del determinante indicados como a y b. Finalmente, [pq|rs] denota integrales bielectrónicas,

[pq|rs] =

∫
dx2

∫
dx1

χ∗p(x1)χq(x1)χ
∗
r(x2)χs(x2)

r12
. (4.2)

No obstante su utilidad en estimaciones cualitativas, el diagrama de Walsh tiene algunas limita-

ciones como:

la geometría molecular depende únicamente del número de electrones en la capa de va-

lencia, lo cual implica que los sistemas MgH2, BeH2 y CaH2 deberían tener el mismo

ángulo de enlace. Ídem para H2O y H2S.

los orbitales y sus energías asociadas no son observables mecánico cuánticos. De hecho,

las energías orbitales sólo están definidas en los métodos de Hartree-Fock y Kohn-Sham

(KS) canónicos. No obstante, las condiciones variacionales en HF y KS no implican nece-

sariamente el cálculo de energías orbitales [23]. Además, la invarianza de un determinante

de Slater con respecto a transformaciones unitarias de sus orbitales ocupados dificulta la

elección de un conjunto de estas funciones para realizar el análisis de dicha función de

onda.

Estas limitaciones en el uso de los diagramas de Walsh para el análisis de la geometría mo-

lecular de los hidruros AH2 examinados motivaron el estudio de tales geometrías de equilibrio,

mediante topología química cuántica, en particular, por medio de la partición de la energía elec-

trónica IQA. Las curvas de la Figura 4.1 muestran que los cambios ∆Einter y ∆Eintra tienen

signos contrarios cuando el sistema se aleja de su configuración de equilibrio, lo que indica que

el balance entre estas dos cantidades determina el ángulo de energía mínima del sistema. No

obstante, en las moléculas lineales BeH2 y MgH2 así como en el H2S, el rango de las energías
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interatómicas es considerablemente mayor que el de las intra-átomicas. Esta situación se invier-

te en el H2O donde el intervalo de Eintra es más grande que el de Einter y en CaH2 se tiene una

situación intermedia. Lo anterior indica que la descripción del enlace químico cambia más fuer-

temente en los sistemas BeH2, MgH2 y H2S, mientras que en el CaH2 y H2O, las interacciones

dentro de los átomos contribuyen en cierta medida a la geometría molecular del sistema.

La Figura 4.3 muestra la descomposición de la suma de las energías interatómicas en sus

contribuciones clásica y de intercambio-correlación. En todos los casos, el término Exc es cre-

ciente con el ángulo H – A – H. El comportamiento de Exc es consistente con el que muestran

los índices de deslocalización en la Figura 4.4. Tanto la Figura 4.3 como la 4.4 indican que

la covalencia de los enlaces A – H y H···H aumentan cuando el ángulo H – A – H se encuentra

cerca de 90◦. Estos resultados señalan que entre más covalente sea el enlace A – H existirá una

mayor tendencia a una geometría angular, como se indica en las Figuras 4.1 y 4.4. El índice de

deslocalización A – H incrementa como,

δ(A,B)(Be−H) < δ(A,B)(Mg−H) < δ(A,B)(Ca−H) < δ(A,B)(H−O) < δ(A,B)(H−S),

(4.3)

mientras que el ángulo de enlace aumenta en la dirección contraria,

]H−S−H < ]H−O−H < ]H−Ca−H < ]H−Mg−H ≈ ]H−Be−H. (4.4)

En lo que respecta al carácter iónico de la interacción, la Figura 4.5 muestra la evolución

de las cargas atómicas del átomo central con el ángulo de enlace. Debido a que el sistema es

eléctricamente neutro y que los átomos de hidrógeno son equivalentes, esto es, que existe una

operación de simetría que transforma un átomo en otro, se cumple que q(A) = −2q(H). La

magnitud de la carga del átomo central en el ángulo de equilibrio aumenta en un orden similar

al del ángulo de enlace de acuerdo con las desigualdades,

|q(S)| < |q(O| < |q(Ca)| ≈ |q(Mg)| < |q(Be)|. (4.5)

Como es de esperar, los enlaces con un mayor carácter iónico son aquellos que involucran a

los metales alcalinotérreos. Además, con excepción del H2S, la contribución clásica de Einter

26



 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 1

 1.1

 1.2

 90  100  110  120  130  140  150  160  170  180

δ
(A

,B
)

Ángulo

Índice de deslocalización

Be−H Mg−H Ca−H O−H S−H

Figura 4.4: Cambio en el índice de deslocalización, δ(A,B), de las interacciones A – H como

función del ángulo de enlace en los hidruros examinados en este trabajo.

−1.5

−1

−0.5

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 90  100  110  120  130  140  150  160  170  180

E
ne

rg
ía

 (
ua

)

Ángulo

Cargas átomos centrales

Be Mg Ca O S

Figura 4.5: Variación en las cargas atómicas como función del ángulo de enlace en los hidruros

considerados en esta investigación.

27



es decreciente con el ángulo H – A – H (Figura 4.3), es decir el componente iónico del enlace

aumenta con la linealidad de la especie AH2.2 Este comportamiento es contrario al que muestra

la contribución covalente del enlace A – H mostrado en la misma Figura 4.3. Tales gráficas de

los componentes V AB
cl y V AB

xc como función del ángulo de enlace indican que si la interacción

A – H es preferentemente covalente entonces el sistema adoptará geometrías angulares y si es

preferentemente iónico, la geometría que se adoptará será lineal. Así, el balance entre los com-

ponentes covalente e iónico del enlace y no el número de electrones en los orbitales de valencia

como se considera en los diagramas de Walsh, es el factor que determina el ángulo de equilibrio

en los hidruros ternarios estudiados.

5. Conclusiones

Se examinó el valor del ángulo de enlace de los sistemas BeH2, MgH2, CaH2, H2O y H2S uti-

lizando técnicas de topología química cuántica, en particular, mediante la partición energética

de átomos cuánticos interactuantes y la teoría cuántica de átomos en moléculas. El análisis de

índices de deslocalización, cargas atómicas y los componentes clásico y de intercambio y co-

rrelación como función del ángulo de enlace indican que el componente covalente se favorece

en geometrías angulares con respecto a arreglos lineales y la contribución iónica tiene el com-

portamiento opuesto. De esta manera, el ángulo de enlace estará dado por el balance entre las

contribuciones iónicas y covalentes en la interacción. De este modo, se presenta una raciona-

lización alternativa a la ofrecida por los diagramas de Walsh basada en valores promedio de

observables mecánico cuánticos que están completamente determinados por el vector de estado

del sistema.
2El hecho de que el perfil de V AB

cl para el sulfuro de hidrógeno sea substancialmente diferente a los otros

sistemas puede estar relacionado con su evolución de las cargas atómicas como función del ángulo de enlace.

Mientras que dichas cargas se mantienen relativamente constantes para las moléculas BeH2, MgH2, CaH2 y H2O,

las cargas QTAIM en la molécula de H2S cambian fuertemente con el ángulo hasta el punto que pueden cambiar

de signo como se indica en la Figura 4.5.
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