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1 El saber está escondido 2 Trecho de felicidad
en un fondo de materia pues es trecho de saber
tan profunda, limpia, etérea de pasión por aprender
que en ella todo está asido. de vivir con dignidad
Tanto que hemos aprendido de ejercer la libertad
y es apenas un comienzo del pensar-discernimiento,
de esta gran pintura-lienzo pues no hay más noble esfuerzo
del mundo que nos rodea que aprender para avanzar,
A la iniciada tarea dirigir y navegar
aún le falta trecho extenso. la nave del pensamiento.

∇ · E = 4πρ ∇×B = 0
3 Y permítanme empezar 4 Divergencia igual a cero
a decir esta versada. nuestro próximo deber
En una gesta esforzada y es magnético saber
Gauss y Coulomb como a un rey sin fuentes ni sumideros
coronaron esta ley solo giros verdaderos
que es prodigio de la ciencia: dentro de este campo todo.
�La eléctrica divergencia (es) Esta es verdad sin dolo
4p la densidad y surge la diferencia
de la carga en libertad con la eléctrica elocuencia
o ligada si hay presencia�. porque aquí no hay monopolos.

∇× E = −1
c
∂B
∂t

∇×B = 1
c
∂E
∂t

+ 4π
c
J

5 El gran Faraday lo dijo: 6 El rotacional mangnético
�Aplica el rotacional es prodigio maxweliano
al campo-electricidad� el el resumen, mi hermano,
y con mérito predijo: de un logro y saber poético: (pues)
�A este resultado �jo este es el campo eléctrico
que lo cubren grandes mantos en el tiempo derivado
debes igualar por tanto entre c multiplicado
a menos c fraccional y sumado a la corriente (y)
por variación temporal 4p entre c es la fuente
de tu magnético campo�. como Ampere lo había soñado.
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7 A través de la materia 8 Y hay también emanaciones
van partículas cargadas al cruzar una frontera.
y así es que son emanadas Impurezas ½quien las viera!
tantas luces, ½cosa seria! que suscitan radiaciones
Polarización sin mella y han llevado a discuciones
que ha avistado el gran Cherenkov donde Ginzburg junto a Tamm
y la explicación que tengo lograron desentrañar
la encontraron Frank y Tamm con un método señero
½Que pocas veces se dan que la imagen, compañero,
tantos logros tan extensos! es la clave aquí a tratar.

9 De Jackson junto a Durand 10 Y de los siglos pasados
surge nueva inspiración otro gran frente ha surgido
y la polarización y te lo digo mi amigo
es lo que nos viene a guiar. existen otros estados
Villavicencio et. al. que parecen combinados
tomaron pie de la nota de nuestras antiguas fases:
y este saber no se acota para �uir son voraces
a solo la transición mantienen orden adentro
Cherenkov sin discusión de nueva ciencia epicentro
otro gran triunfo se anota. y son líquidos cristales.

11 Y termino relatando 12 Aquí acaban estos versos
esta increíble fusión y ahora viene la teoría
de Cherenkov, radiación con la historia, vida mía
y transición empalmando y haran un relato intenso.
se enredan como jugando Y de temas tan diversos
y crean al transitar surgió aquí la inspiración,
por el líquido cristal las ideas fueron creación
toda una nueva idea y son Décima Espinela
y el que quiera ½Que la lea, porque ella es la centinela
pues aquí está su nidal! de toda una tradición.
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1 Introducción

En esta tesis presentamos los resultados de nuestra investigación entorno a la radiación
emitida por cristales líquidos colestéricos debido al paso de una partícula cargada.
Aunque este fenómeno es super�cialmente parecido a la radiación de Cherenkov, como
demostraremos a lo largo de esta tesis, este fenómeno reviste características únicas que
nos hacen acercarlo al fenómeno de radiación de transición. Como demostraremos en
el capítulo 5, este hecho se debe a la estructura especial que tiene el tensor dieléctrico
en un cristal líquido colestérico, el cual varía de una manera helicoidal. Para entender
cualitativamente este nuevo fenómeno, será necesario hacer primero una breve revisión
de las principales características de la radiación de Cherenkov y de la radiación de
transición, donde haremos además una descripción sucinta de las nuevas metodologías
desarrolladas para investigar este fenómeno. Por otra parte, es necesario comprender
sucintamente la fenomenología detrás de los cristales líquidos, y de los cristales líquidos
colestéricos en particular, para �nalmente conjuntar estos dos grandes tópicos y mostrar
el nuevo desarrollo teórico.

A pesar de ser dos fenómenos macroscópicos ampliamente utilizados en las mismas
áreas, la radiación de Cherenkov y la radiación de transición di�eren en muchos aspec-
tos clave: la radiación de Cherenkov se re�ere a la emisión de radiación por el paso de
una partícula cargada en el seno de un medio dispersivo con una velocidad constante
mayor a la velocidad de fase de la luz en el medio. Por otra parte, la radiación de
transición se presenta cuando una partícula cargada se desplaza a velocidad constante
dentro de un medio inhomogéneo, y en el caso más sencillo, podemos considerar que
la radiación de transición aparece cuando la partícula atraviesa la frontera entre dos
medios homogéneos con características electromagnéticas (constante dieléctrica, con-
ductividad, permeabilidad, etc.) diferentes. Durante este tránsito se emite un pulso
radiativo y es a esta radiación a la conocemos como radiación de transición.

La radiación de Cherenkov y la radiación de transición varían tanto en la magnitud
de las emisiones como en la dirección de la radiación y también en su dependencia
con la velocidad de la partícula excitadora. En el caso de la radiación de Cherenkov,
tenemos un límite inferior de la velocidad que la partícula debe tener para lograr emitir
radiación a su paso por el medio; este límite inferior es la consabida velocidad de la luz
en el medio. Por el contrario, en el caso de la radiación de transición cualquier valor de
la velocidad de la partícula mientras atravieza la frontera de los medios dará pie a la
emisión de radiación, si bien la intensidad de ésta se ve disminuida considerablemente
a medida que la velocidad de la partícula es menor.

En el caso de la radiación de Cherenkov, para calcular la intensidad del campo
radiado se suele hacer una transformación de Fourier en el tiempo del campo electro-
magnético de la carga dentro del medio y posteriormente se utilizan las ecuaciones de
Maxwell transformadas con el término fuente apropiado para la carga puntal movién-
dose a velocidad consntante. Finalmente, se encuentra el campo de radiación a través
del potencial vectorial. Este es el procedimiento estándar utilizado por Frank y Tamm
[1]. Aunque las expresiones a las que Frank y Tamm llegaron predecían de manera cor-
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recta la magnitud y la dirección de la radiación emitida, este método ha sido críticado
por ser oscuro y por esconder la física que se encuentra detrás de este fenómeno.

Recientemente, Villavicencio et. al. han presentado un nuevo enfoque con el que es
posible hacer un tratamiento más directo del fenómeno de radiación de Cherenkov. En
esencia, este método consiste en darse cuenta de que la radiación no proviene directa-
mente de la partícula, ya que está tiene un movimiento a velocidad constante; lo que la
partícula realmente hace es propiciar la aparición de dipolos atómicos o moléculares a
medida que atraviesa el material. Estos dipolos desparecen una vez que la partícula se
encuentra su�cientemente lejos, por lo tanto, son dipolos que varían su magnitud en el
tiempo y por lo tanto radían. Cuando la velocidad es menor que la velocidad de fase de
la luz dentro del medio, la radiación proveniente de los dipolos se suma de manera desc-
tructiva, de modo que no es posible deterctar radiación a gran distancia. Sin embargo,
cuando la partícula rebasa la velocidad de fase de la luz entonces los dipolos suman
su contribución radiativa de manera constructiva y tenemos radiación a gran distancia.
Las expresiones que se obtienen mediante este método directo coinciden de manera ex-
acta con las expresiones encontradas por Frank y Tamm, e incluso permiten un cálculo
más sencillo y directo de la radiación proveniente de otro tipo de distribuciones de carga
que atraviesan el medio como pueden ser dipolos o pulsos electromagnéticos.

Debido a la sencillez de su manejo, esta nueva formulación resulta apropiada para
investigar el paso de una partícula cargada a través de un cristal líquido colestérico.

Los cristales líquidos colestéricos están compuestos por el típo de moléculas cono-
cidas como calamíticas, que son moléculas de forma alargada. El caso más sencillo de
cristal líquido de moléculas calamíticas es el llamado cristal líquido nemático. En un
nemático, los centros de masa de cada una de las moléculas se desplazan libremente
por el volumen del material como si de auténticas moléculas de un líquido se trataran,
sin embargo, en su viaje a través del volumen mantienen una orientación preferencial,
y esta orientación se convierte en un campo de orientaciones macroscópico. En su
con�guración de menor energía, el campo vectorial apunta en una sola dirección.

Otro caso ampliamente estudiado de cristal líquido de moléculas calmíticas son
los llamados cristales líquidos quirales o cristales líquidos colestéricos. En este caso
las moléculas que conforman al cristal líquido tienden a ordenarse en una estructura
de planos con simetría de hélice. Podemos visualizar esta estructura de la siguiente
manera: en un primer plano todas la moléculas tienden a apuntar en una dirección que
se encuentra dentro del mismo plano, al avanzar al siguiente plano, todas las moléculas
apuntarán nuevamente en una dirección determinda y dentro del plano pero esta nueva
dirección será ligeramente distinta de la dirección del plano precedente. Este cambio
en la dirección de orientación es constante a medida que nos desplazamos entre planos
adyacentes, de modo que al acumular su�cientes planos consecutivos obtendremos una
estructura quiral y la dirección en la que apuntan las moléculas al avanzar entre planos
es una función periódica del espacio. Esta estructura molecular se re�eja de una manera
directa sobre las propiedades ópticas del material. El tensor dieléctrico del cristal líquido
tiene una periodicidad análoga a la periodicidad de la hélice de orientaciones.

La estructura única de los cristales líquidos colestéricos da pie a la aparición de
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fenómenos de interacción entre la luz y el material que son únicos y los abordaremos con
cierta profundidad a lo largo de este texto. Entre otros resultados podemos mencionar
que existen algunas bandas de frecuencia donde el transito de una onda de luz polarizada
circularmente está prohibida para el signo de giro igual al giro de la hélice del colestérico.
En este caso, si tenemos incidencia de una onda como la hemos descrito, ésta se re�ejará
totalmente, mientra que la onda complementaria con la dirección de giro contraria
ingresará por completo dentro del medio sin ser dispersada.

Con este panorama podemos entender las características generales de la radiación
emitida por un colestérico al paso de una partícula cargada. En este caso tendremos
dos emisiones radiativas distintas: la primera es análoga a la radiación de Cherenkov
y cumple la condición usual de aparacer solamente cuando la velocidad de la partícula
es mayor que la velocidad de fase de la luz dentro del medio. El otro tipo de emisión
aparece independientemente de la velocidad de la partícula, y como demostraremos,
es profundamente depeniente de la estructura quiral del cristal líquido. Este nueva
radiación es análoga a la radiación de transición en el sentido de que aparece para
cualquier velocidad, y podemos considerar que la estructura del colestérico, con su
organización en planos, juega un papel análogo al de la inhomogeneidad generadora en
el caso de la radiación de transición. Esta tesis ha sido escrita con el propósito de hacer
una exposición exhaustiva de las propiedades de este nuevo fenómeno.

Los temas tratados dentro de este texto están organizados de la siguiente manera: en
el capítulo 2 haremos una revisión de la radiación de Cherenkov y su tratamiento teórico
usual. Tomaremos un poco de tiempo para desarrollar los principales acontecimientos
históricos alrededor de este importante tipo de radiación debido a que no se le ha
prestado la atención necesaría en textos en español. En el capítulo 3 desarrollare-
mos la teoría usual para la radiación de transición y también una propuesta novedosa
hecha por Durand y Jack para comprender algunos aspectos claves de esta radiación.
En el capítulo 4 presentaremos el nuevo tratamiento para la radiación de Cherenkov
desarrollado por Villavicencio et. al. y discutiremos sus caratrerísticas. En el capítulo
5 haremos una exposición de la principales propiedades ópticas y electromagnéticas de
los cristales líquidos colestéricos y deduciremos algunos de los principales resultados
que se obtienen al hacerlos interactuar con campos electromagnéticos. En el capítulo
5 presentaremos el fenómeno de radiación de transición dentro de un cristal líquido
colestérico. En este capítulo mostraremos las modi�caciones que se tienen que hacer
para poder utilizar el método del capítulo 4 cuando pasamos de tener una constan-
te dieléctrica a un tensor dieléctrico. En el desarrollo de este caso mostraremos el
surgimiento de los dos tipos de radiación que hemos mencionado e investigaremos de
manera pormenorizada el segundo tipo de radiación. Por último, en el capítulo 6
haremos un recuento de todo lo expuesto en nuestro trabajo, discutiremos su pertinencia
y mencionaremos las perspectivas de investigación a futuro que se abren a partir de este
trabajo.
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Figura 1. Resplandor de Cherenkov de las barras del reactor del Research Neutron Source Heinz Maier-
Leibnitz (FRM II) de la Universidad Técnica de Munich.

10



2 Radiación de Cherenkov

La radiación de Cherenkov, o sea la radiación de choque que emite un medio dispersivo
cuando una partícula cargada incide dentro de él a una velocidad mayor que la velocidad
de fase de la luz para un cierto intervalo de frecuencias, constituye un fenómeno esencial
para la física de hoy en día como lo atestiguan la multitud de detectores de partículas
creados con base en este fenómeno y las décadas de su uso [2, 3, 4, 5]. La radiación de
Cherenkov ha sido clave en muchos tareas cientí�cas de gran importancia, entre las que
podemos mencionar el descubrimiento y caracterízación de partículas subatómicas [6], la
comprensión de algunas propiedades de la radiación cósmica [2, 3, 5, 7], la detección de
neutrinos [9, 10, 11, 12] y recientemente su aplicación en cuestiones médicas [13, 14, 15].

En este capítulo haremos una revisión exhaustiva de los principales tópicos alrededor
de la radiación de Cherenkov. Comenzaremos haciendo una breve revisión histórica
acerca de su descubrimiento, sobre el cual es difícil encontrar referencias escritas en
español. Luego desarrollaremos la teoría clásica de Frank y Tamm, que fue la primera
explicación teórica de este fenómeno y que causó no poco revuelo en la comunidad
cientí�ca por las nuevas suposiciones que incluía. Por último, desarrollaremos algunas
de las consecuencias de la teoría de Frank y Tamm, como el tiempo que dura el centelleo
de Cherenkov, el efecto del frenado de la partícula y las correciones cuánticas de los
resultados originales de Frank y Tamm.

2.1 Breve historia de la radiación de Cherenkov

La historia del descubrimiento y explicación de la radiación de Cherenkov es un capítulo
apasionante de la física que recorre todas las grandes escuelas de principios del siglo
XX, y es un ejemplo perfecto de cómo el quehacer de la física está surcado por igual de
teorías y experimentos unidos de manera inextricable para ayudarnos a ahondar en los
secretos de la naturaleza.

La historia de la radiación de Cherenkov comenzó como una especulación en la
mente de tres grandes cientí�cos: Oliver Heaviside, William Thompson (Lord Kelvin)
y Arnold Sommerfeld. Tanto Kelvin[16]1 como Sommerfeld [17] especulaban que si
una partícula viajaba una velocidad mayor que la de la luz debía aparecer un cono de
radiación electromagnética de choque análogo al cono de choque supersónico descrito
por Mach. Ambas propuestas revelan una gran intuición, pero fueron desechadas una
vez que Einstein estableció la teoría de la relatividad en 1905.

Sorprendentemente las especulaciones de Heaviside [18, 19], que fueron anteriores a
los escritos tanto de Kelvin como de Sommerfeld, se referían a partículas cargadas que

1If this uniform �nal velocity of the atom exceeds the velocity of light, by ever so little, a non-

periodic conical wave of equi-voluminal motion is produced, according to the same principle as that

illustrated for sound by Mach's beautiful photographs of illumination by electric spark, showing, by

changed refractivity, the condensational-rarefactional disturbance produced in air by the motion through

it of a ri�e bullet. The semi-vertical angle of the cone, whether in air or ether, is equal to the angle

whose sine is the ratio of the wave velocity to the velocity of the moving body.
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viajan dentro de un dieléctrico con una velocidad mayor que la velocidad de la luz en
el dieléctrico, lo cual no implicaba que la partícula superara la velocidad de la luz en el
vacío. Con estas suposiciones, Heaviside fue capaz de probar que debía existir un cono
de radiación en cuyo vértice estaba la partícula y que el semiángulo θ del cono debía
satisfacer

senθ =
c0

v
,

donde v es la velocidad de la carga y c0 es la velocidad de la luz en el medio.
Como ya dijimos, con la llegada de la relatividad la idea de que hubiera partículas

que viajaban más rápido que la velocidad de la luz se volvió un tabú dentro de la física.
Por otra parte, aún no se conocían fenómenos donde partículas cargadas pudiera cumplir
las condiciones que Heaviside había planteado. Todas estas situaciones contribuyeron
a que las ideas de estos grandes hombres fueran olvidadas [20].

Sin embargo, en otro frente de la física se estaban abriendo paso los fenómenos
que llevarían al descubrimiento de la radiación de Cherenkov. Este otro frente era la
investigación de las sustancias radiactivas.

La primera en notar la luminosidad característica de este fenómeno fue la pionera
de la investigación de la radiactividad, madame Marie Curie. Ella se dio cuenta que
cuando un líquido estaba cerca de una fuente radiactiva potente -como un compuesto
de radio- emitía una característica luminosidad azul pálida; pero su preocupación por
la naturaleza fundamental de la radiación la distrajo de indagar este brillo azulado [21].

El primer estudio exhaustivo de la radiación proveniente de los líquidos cercanos
a fuentes radiactivas fue debido a Lucien Mallet. El primer artículo respecto a este
tema, publicado por Mallet, apareció en 1926 bajo el título Luminescence de l'eau et
des substances organiques soumises au rayonnement gama [22](Luminiscencia del agua
y otras sustancias orgánicas sometidas a radiación gamma). En su primer experimento
determinó que la mayor intensidad de luz se obtenía cuando el contenedor tenía una
profundidad de unos 10 cm de agua sometidos a radiación. Con menos o más agua la
intensidad de la radiación era menor. Éstos sugería que el fenómeno de autoabsorción
era muy pequeño o no estaba presente. En su siguiente experimento utilizó placas
fotográ�cas para mostrar que el velado que producía la luz del líquido era mucho mayor
-cinco o seis veces mayor- que el velado que producía la fuente radiactiva misma. Mallet
también logró demostrar que la mayor parte de la radiación tenía una longitud de onda
corta, como era de suponer a partir del color azulado de la luz.

En trabajos posteriores de 1928 y 1929 [23, 24], Mallet hizo una medición exhaustiva
del espectro de esta radiación, encontrando que era continuo en un intervalo de 2400 Å a
4360 Å, aunque estos límites se debían a la capacidad de sus instrumentos de medición.
El trabajo de Mallet signi�có un paso adelante en la investigación experimental del
efecto Cherenkov, pero las mediciones y los experimentos de Mallet fueron olvidados
por la comunidad cientí�ca y no tuvieron el impacto que merecían [25, 26, 27].

Poco tiempo después, en 1934, la investigación de la luminosidad proveniente de los
líquidos en contacto con sustancias radiactivas fue retomada por una recién formada
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Figura 2. Serguei Ivanovich Vavilov y Pavel Alekseievich Cherenkov.

escuela cientí�ca, la de la Unión Soviética. En este nuevo ambiente cientí�co cuatro
�guras claves le darían un lugar de�nitivo a esta radiación dentro de la física. El primero
de estas cuatro �guras es Serguei Ivanovich Vavilov (�gura 2).

Vavilov es recordado en Rusia como uno de los grandes pioneros para la creación
de la gran escuela de física que surgió durante los primeros años de la Unión Soviética.
Al provenir de una familia acomodada, Vavilov tuvo que sufrir los vaivenes políticos
del nuevo estado soviético. Tanto él como su hermano fueron grandes cientí�cos, pero
las convulsiones políticas y sociales dentro de la URSS hicieron que su hermano fuera
a prisión y acabara sus años cautivo mientras que Serguei subía cada vez más alto en
sus responsabilidades administrativas y académicas [28].

A mediados de 1932 Vavilov fue nombrado jefe del Departamento de Física del
Instituto de Física y Matemáticas de la Academia Soviética de Ciencias Físicas, que
en ese momento se encontraba en Leningrado. Poco después este Departamento se
convirtió en el Instituto de Física de la Academia de Ciencias y se trasladó a Moscú,
con Vavilov como su director.

Con Vavilov la vida académica y cientí�ca en el Departamento, y posteriormente
Instituto, incrementó su calidad a un ritmo constante. En una época en la que la ciencia
soviética, y sobre todo la física, apenas se notaba en el mundo, Vavilov logró construir
uno de los institutos que luego sería clave en el desarrollo de la Guerra Fría debido a la
gran calidad de su enseñanza y a sus investigaciones en la frontera de la ciencia. Entre
otras cosas, Vavilov creó seminarios en los que asistieron �guras prominentes de la física
y las matemáticas, lo cual bene�ció al ambiente de investigación y a los alumnos de la
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institución.
La atmósfera del instituto que dirigía Vavilov, que dio pie a grandes descubrimientos

durante el siglo XX, era muy propia: grandes cientí�cos con diferentes personalidades
convivían en un ambiente que les posibilitaba discutir constantemente entre ellos y
con los alumnos. Algunos de los lugares preferidos para discutir estaban fuera de los
seminarios programados, y los pasillos solían ser los lugares predilectos de convivencia.
Era un ambiente de con�anza donde se hablaba con franqueza, y muchas grandes ideas
surgieron en estas pláticas casuales, además de que no había una preocupación histérica
por el robo de ideas. Aunque la especialidad de Vavilov era la óptica, supo ver que
el futuro de la investigación estaba en la física nuclear, y como director se aseguró de
darle un sitio prominente. Vavilov también dispuso que todos los alumnos graduados
estuvieran bajo la tutela de algún investigador destacado. Uno de los estudiantes bajo su
tutela directa, y el segundo personaje de esta historia, fue Pavel Alekseievich Cherenkov
(�gura 2). Entre todos los temas propuestos por Vavilov a Cherenkov para llevar a cabo
sus investigaciones, él eligió el estudio de la luminiscencia de algunas sales de uranilo(
UO+2

2

)
bajo la acción de la radiación gamma proveniente de compuestos de radio [30].

El propósito de Cherenkov en este tema era hacer algunas comprobaciones rutinarias
acerca de las propiedades de la supuesta �uorescencia observada bajo la in�uencia de
los rayos gamma [28, 31]. Ésto es muy natural si recordamos la formación y los interéses
de Vavilov. En ese momento, ni Vavilov ni Cherenkov tenían idea de los trabajos hechos
por Mallet o de las ideas expuestas por Heaviside [25].

Para llevar a cabo sus mediciones Cherenkov utilizó un método que Vavilov junto a
otro cientí�co, E. M. Brumberg, habían desarrollado para la medición de fuentes lumi-
nosas muy tenues, el llamado método de extinción visual (quenching) [29, 30]. A falta
de aparatos sensibles de medición, este método resultó ser el mejor que Cherenkov tenía
la mano para llevar a cabo sus mediciones. Este método se basa en dos características
cruciales del ojo:

1. El ojo tiene un umbral mínimo de intensidad luminosa por debajo del cual no
distingue ninguna iluminación.

2. Este umbral es aproximadamente constante para un mismo ojo si tiene las mismas
condiciones cada vez que se mide.

El método consiste en lo siguiente: antes de iniciar las mediciones el observador
tiene que adaptarse a condiciones de completa oscuridad por lo menos durante una
hora. Después de este tiempo la sensibilidad del ojo aumenta decenas de miles de veces.
Luego el observador procedía a hacer las mediciones. Para ello utilizaba el aparato que
se muestra de manera esquemática en la �gura 3. Este aparato está constituido de la
siguiente manera: en 1 tenemos al líquido que emite la luz que vamos a medir. Debajo
de él esta la fuente radiactiva que estimula la radiación luminosa. La luz del líquido es
recolectada por la lente L1 y posteriormente se re�eja en el prisma 2 para llegar hasta
el lente L2 y luego pasar a través del diafragma 3, que tiene una pequeña abertura de
6 mm de diámetro. Luego de pasar por el diafragma la luz atraviesa la cuña óptica
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Figura 3. Arreglo experimental para la medición de la luz proveniente de un líquido sometido a radiación

gamma utilizado por Cherenkov [28].
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4. Esta cuña óptica es transparente en su extremo más angosto y se opaca a medida
que avanzamos al otro extremo. El aparato tiene un mecanismo para poder cambiar
la ubicación de la cuña óptica y así dejar pasar más o menos luz, además de estar
graduada para saber cuánto se avanza. Opcionalmente, se pueden poner los �ltros de
color en 5 a la luz proveniente de la cuña óptica, mientras que L3 es una lente para
ampli�car la imagen proveniente de la cuña. El elemento en 6 es un prisma con el que
es posible medir el estado de polarización de la luz. Los elementos 5 y 6 pueden ser
removidos o agregados según se requiera. Por último, se puede agregar una placa de
plomo para proteger al observador de la radiación proveniente de la fuente radiactiva
[30]. A pesar de esta protección, la cantidad de radiactividad con la que Cherenkov
trabajaba se consideraría bastante alta para los estándares de hoy en día.

El método de extinción consiste en utilizar la cuña óptica moviéndola desde su
punto más transparente hasta el momento en el que el observador deje de notar la luz
proveniente del líquido. Con esto podemos tener una medida relativa de la intensidad
de distintas fuentes o de distintas longitudes de onda de la misma fuente. Este era un
método de medición muy tedioso y agotador, ya que entre otras cosas se necesitaba la
presencia de un ayudante que prendiera la luz y registrara la posición de la cuña óptica
mientras el observador se ponía una gruesa protección en los ojos y no se podía hacer
mediciones por más de dos horas y media al día, de lo contrario los ojos se cansaban y
empezaban a aparecer errores en las mediciones.

Curiosamente la presencia de estos ayudantes fue crucial en el desarrollo de la teoría
de la radiación de Cherenkov, ya que uno de los ayudantes esporádicos de Cherenkov fue
el profesor adjunto Ilya Mikhailovich Frank [25] (�gura 4). Vavilov también intervino
de manera constante en las mediciones de Cherenkov, ayudando y sugiriendo nuevas
ideas [27].

Las intenciones de Cherenkov eran investigar fenómenos de �uorescencia en solu-
ciones de sales de uranilo. Sin embargo en el otoño de 1933, mientras Cherenkov
realizaba sus primeras mediciones, decidió comprobar si el contenedor o el solvente
aportaban alguna luminosidad extra para poder restarla a sus mediciones de la �uo-
rescencia del compuesto. Cherenkov se llevó una gran sorpresa cuando encontró que
el solvente mismo producía la radiación que había estado observando en la solución
completa. Inmediatamente fue a la bodega del instituto para tomar todos los líquidos
transparentes que pudo y repitió el experimento, y sorprendido observó como todos los
líquidos que sometía a los rayos gamma emitían aproximadamente la mísma intensidad
de radiación (±15%) [32]. Esto preocupó bastante a Cherenkov, ya que quería decir
que todas las mediciones hechas hasta entonces eran erróneas. Sin embargo, cuando
Vavilov supo de este hecho, se dio cuenta de que se encontraban ante un nuevo efecto
que sería interesante investigar, así que le sugirió Cherenkov cambiar el curso de sus
investigaciones e indagar la luminiscencia proveniente de los solventes puros.

Posteriormente, Cherenkov comprobó que la luminiscencia que estaba observando no
tenía nada que ver con la �uorescencia observada hasta entonces. Un primer experimen-
to que le ayudó a comprobarlo fue medir la luminiscencia proveniente de muestras cada
vez más puras de agua. Cherenkov comprobó que la luminosidad de las muestras no
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Figura 4. Ilya Mikhailovich Frank e Igor Yevgenyevich Tamm.

variaba apreciablemente. Por otra parte, si se agregaban inhibidores de �uorescencia,
como nitrato de plata, yoduro de potasio o nitrobenceno, la luminiscencia tampoco
se veía afectada, e incluso cuando el líquido se calentaba no había variación. Todos
estos hechos estaban en �agrante contradicción con las propiedades conocidas de la
�uorescencia.

Con todos estos experimentos Cherenkov puso fuera de toda duda que éste era
un nuevo fenómeno y se dio a la tarea de investigar el espectro de esta nueva fuente
luminosa. El primer artículo de Cherenkov reportando lo que había medido en esta
luminiscencia fue publicado a �nales de mayo de 1934 en los informes de la academia
rusa de ciencias [33]. En otro artículo, aparecido ese mismo mes, Vavilov comentó algu-
nas hipótesis acerca de las causas de esta luminosidad pero sin llegar a una conclusión
de�nitiva, aunque consideró que los electrones liberados por la radiación gamma me-
diante el efecto Compton podían ser los causantes de la luminiscencia a través de un
proceso de frenado (bremsstrahlung) [34].

Tomando esta sugerencia en cuenta, Cherenkov comprobó que la misma luminiscen-
cia era obtenida si los líquidos se ponían cerca de una fuente de radiación beta. Aunque
todos estos resultados eran excitantes, el interés por el nuevo fenómenos se mantuvo res-
tringido a un número relativamente pequeño de investigadores dentro del Instituto, los
allegados más próximos a Vavilov y Cherenkov, aunque éstos eran bastante entusiastas.

Otro de los experimentos claves para elucidar la naturaleza de la radiación fue
someter al líquido a un campo magnético. Aunque no se sabe quién propuso esta idea,
el hecho es que al hacerlo Cherenkov observó que la intensidad de la luz detectada por
su aparato era menor. Esto no se debía a que la luminosidad emitida disminuyera, sino
a que había una dirección con mayor luminosidad y al aplicar el campo magnético esta
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dirección variaba.
La anisotropía en la distribución de la radiación fue el hecho clave que llevó al

establecimiento de la teoría que explicó este fenómeno. Frank escribiría tiempo después
que cuando le comentó a Ígor Tamm (�gura 4), otro alumno del instituto y amigo suyo,
sobre este descubrimiento, éste le contestó inmediatamente: �esto signi�ca que hay una
radiación coherente en la trayectoria de los electrones de un tamaño comparable a la
longitud de onda de la luz" [25]. Esta a�rmación de Tamm tiene sentido si tomamos
en cuenta que la dirección de la radiación está conectada con el tamaño de la región
emisora. Si las regiones de emisión son pequeñas comparadas con la longitud de onda
de la luz emitida (L� λ), el patrón de emisión está orientado en todas direcciones.
Pero si el tamaño de la región de emisión es grande comparado con la longitud de onda
(L� λ), la radiación se vuelve direccional.

A partir de estas observaciones se desprenden otras: la radiación no puede ser el
resultado de la interacción de un electrón con un sólo átomo, debido a que la región de
interacción es el orden de magnitud de la luz emitida, y esto quiere decir que el electrón
interactúa con cientos de miles de átomos a la vez. Frank tomó nota de todas las ideas
de Tamm y creó un modelo simple para encontrar la adición de todas las ondas emitidas
por una fuente en movimiento. Para esto utilizó la formulación de frentes de onda de
Huygens (�gura 5). Mediante este método podemos encontrar la conocida fórmula
para el ángulo de emisión de la radiación de Cherenkov en términos de la velocidad del
electrón y el índice de refracción del medio.

Frank discutió con muchos colegas esta formulación simple de la radiación de Cheren-
kov, y aunque más de uno se mostró escéptico, Vavilov encontró muy interesante la
explicación y aprobó la formulación de Frank, alentándolo a llevarla hasta sus últimas
consecuencias. Otro de los físicos del Instituto, L. I. Mandelstamm, les hizo notar a
Frank y Tamm que una partícula moviéndose a velocidad constante no podía radiar,
como se desprende de las ecuaciones de Maxwell. La única posibilidad que existía es
que la presencia del medio modi�cara de alguna manera las ecuaciones y la radiación
fuera posible. En ese momento esta posibilidad no era evidente.

Finalmente, en 1936 después de un una serie de conversaciones con Frank, Tamm
decidió escribir las ecuaciones de Maxwell para una carga puntual que se mueven uni-
formemente en línea recta en un medio dispersivo. El resultado fue sorprendente: todas
las características de la radiación estaban presentes en esta formulación, incluso algunas
adicionales como el estado de polarización de la luz emitida. El artículo con la teoría
de Frank y Tamm fue publicado a inicios de 1937 [1]. Después de esta publicación,
Cherenkov realizó nuevas mediciones que con�rmaron todos los resultados predichos
por la teoría.

A pesar de esto, todavía tendría que pasar tiempo para que la explicación de Frank
y Tamm fuera ampliamente aceptada. Un primer intento de Cherenkov de publicar una
nota en inglés en la revista Nature fue infructuoso [31], sin embargo Vavilov lo alentó
para que mandara su publicación a la revista americana Physical Review, donde el
artículo fue impreso en 1937 [35]. Al año siguiente, un par de cientí�cos estadounidenses,
G. B. Collins y V. G. Reiling sorprendidos por el resultado decidieron comprobar lo sug-
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Figura 5. Adición constructiva de frentes de onda al paso de un electrón con una velocidad mayor que la

velocidad de fase de la luz en el medio [28].
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erido en el artículo para lo cual utilizaron electrones acelerados a energías de alrededor
de 2 MeV, con una intensidad de corriente de aproximadamente 10 mA. En el reporte de
sus mediciones [36], Collins y Reiling remarcan que sus experimentos están de acuerdo
con las expresiones obtenidas por Frank y Tamm pero son renuentes a aceptar su ex-
plicación y argumentaron que era imposible que los electrones moviéndose a velocidad
constante produjeran radiación, de modo que debía existir un proceso de frenado que
era el responsable de las emisiones. Sin embargo, la teoría de Frank y Tamm superaría
con el tiempo todas estas objeciones.

A partir de estas primeras publicaciones, la radiación de Cherenkov comenzó a
abrirse paso a un fructífero camino dentro de la física. En la década siguiente, un nuevo
aparato vendría a revolucionar este campo: el fotomultiplicador. El primer intento de
combinar el efecto Cherenkov con el poder del fotomultiplicador fue hecho por Getting
en 1947. El primero en lograr la medición de partículas aisladas cargadas viajando
a gran velocidad fue Jelley en 1951. Poco después, Mather y Marshall publicaron
sus primeras mediciones directas de velocidad de partículas aceleradas utilizando el
efecto Cherenkov [27]. Posteriormente en 1955 Chamberlain y su equipo de trabajo
anunciaron descubrimiento del antiprotón con una con�guración que incluía detectores
de Cherenkov [6].

Desde entonces la radiación de Cherenkov ha sido un aliado infaltable en la física
de altas energías y en la investigación de partículas cósmicas. Un ejemplo en nuestro
país es el High Altitude Water Cherenkov detector (HAWC), un detector de partículas
cósmicas que utiliza agua como medio de emisión de radiación de Cherenkov [37].

2.2 Teoría de Frank y Tamm de la radiación de Cherenkov

A continuación expondremos la teoría desarrollada por Frank y Tamm. Esta explicación
está basada principalmente en las referencias [1, 27].

Para el desarrollo de su teoría, Frank y Tamm tomaron en cuenta varias simpli�-
caciones, entre otras que el medio era continuo, homogeneo e isotrópico. El valor del
índice de refracción puede variar dependiendo de la frecuencia de la radiación consi-
derada. Por otra parte el medio tiene una permeabilidad magnética µ = 1. También
supondemos que la trayectoria de la partícula es rectilínea y con velocidad constante.

Para proceder a realizar los cálculos debemos tomar la transformada de Fourier en
el tiempo de todos los campos involucrados. En el caso del campo eléctrico tenemos:

E =

+∞∫
−∞

Eωeiωtdω.

Procediendo de esta manera, la relación ente el campo eléctrico y el campo de
desplazamientos dentro del medio es

Dω = n2Eω, (1)
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donde n es el índice de refracción del medio.
Las ecuaciones de Maxwell en el medio son:

∇ ·H = 0, (2)

∇×H =
4π

c
J +

1

c

∂D

∂t
, (3)

∇ · E = 4πρ, (4)

∇× E =
1

c

∂H

∂t
, (5)

donde c es la velocidad de la luz en el espacio libre, J la densidad de corriente y ρ la
densidad de cargas libres.

Haciendo la transformada de Fourier en la variable tiempo de las ecuaciones de
Maxwell y reescribiéndolas como funciones del potencial vectorial A y del potencial
escalar φ llegamos al siguiente conjunto de ecuaciones:

Hω = ∇×Aω, (6)

∇2Aω +
ω2n2

c2
Aω = −4πJω

c
, (7)

∇2φω +
ω2n2

c2
φω = −4π

n2
ρ, (8)

Eω = − iω
c
Aω −

ic
ωn2
∇ (∇ ·Aω) , (9)

donde hemos hecho uso de la ecuación (1) y donde utilizaremos la norma de Lorenz

∇ ·Aω +
iω
c
n2φω = 0. (10)

Si una partícula con carga q se mueve a través del medio a lo largo del eje z con una
velocidad constante v, la densidad de corriente es igual a

J = Jz ẑ = qδ (x) δ (y) δ (z − vt)v, (11)

donde δ denota la función de Dirac. Tomando en cuenta que v = vẑ, las componentes
Jx y Jy son ambos cero. Tomando en cuenta que δ (aτ) = 1

|a|δ (τ) y que δ (τ) = δ (−τ)
podemos realizar la transformación de Fourier correspondiente en Jz:
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Jz (ω) = Ft [Jz]

= Ft [qvδ (x) δ (y) δ (z − vt)]

= qδ (x) δ (y)
1

2π

∞∫
−∞

δ
(
t− z

v

)
eiωtdt

=
q

2π
δ (x) δ (y) eiω

z
v ,

donde Ft denota la transformada de Fourier en el tiempo. Si tomamos en cuenta que
δ (x) δ (y) = δ(ρ)

2πρ
, podemos relizar un cambio de coordenadas a coordenadas cilíndricas

(ρ, φ, z) y obtenemos

Jz (ω) = q
δ (ρ)

4π2ρ
e−iωz/v. (12)

Para las componentes del potencial vectorial en la ecuación (7) podemos tomar
Aρ = Aφ = 0; para la componente Az proponemos que

Az (ω) = u (ρ) e−iωz/v. (13)

Insertando esta propuesta en la ecuación (7) obtenemos que

∂2u

∂ρ2
+

1

ρ

∂u

∂ρ
+ s2u =

q

πcρ
δ (ρ) , (14)

donde

s2 =
ω2

v2

(
β2n2 − 1

)
= −σ2, (15)

donde β = v
c
. Por lo anterior podemos concluir que u es una función cilíndrica que

satisface la ecuación de Bessel

∂2u

∂ρ2
+

1

ρ

∂u

∂ρ
+ s2u = 0 (16)

en todo punto del espacio con la excepción del polo ρ = 0. Para encontrar la condición
que u debe satisfacer en ρ = 0, primero reemplazemos el lado derecho de la ecuación
(14) por una función f (ρ) de�nida como

f (ρ) =

{
− 2q
πcρ0

ρ < ρ0

0 ρ > ρ0

.

Si integramos la ecuación (14) sobre la super�cie de un disco de radio ρ0 y tomando
el límite ρ0 → 0 obtenemos que
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lim
ρ→0

ρ
∂u

∂ρ
= − q

πc
. (17)

Ahora, consideremos dos casos posibles: primero, la partícula que se mueve a baja
velocidad, es decir a una velocidad tal que βn < 1. En este caso s2 < 0 y σ2 > 0. La
solución de la ecuación (16) que satisface la condición (17) y desaparece en el in�nito
es:

u =
iq
2c
H(1)

0
(iσρ) , (18)

donde H(1)
0 es la función de Hankel del primer tipo. Si σρ � 1, se puede usar el valor

asintótico de H(1)
0 y obtener, de acuerdo con las ecuaciones (13) y (15), que

Az =
q

c

∞∫
−∞

exp [−σρ+ iω (t− z/v)]√
2πσρ

dω, (19)

por lo tanto, en el caso de velocidades pequeñas, el campo de radiación de la partícula
disminuye exponencialmente con ρ, de modo que en un punto alejado de la trayectoria
no observaremos radiación.

Segundo caso, a velocidades altas, cuando βn > 1, el parámetro s en la ecuación
(15) es real y la solución general de las ecuaciones (14) y (16) representa una onda
cilíndrica. Especi�cando que la solución u represente una onda saliente y no una onda
entrante, obtenemos la siguiente solución para la ecuación (16) y que satisface (17):

u = − iq
2c
H(2)

0 (sρ) , ω > 0, (20)

y una expresión conjugada compleja si ω < 0, donde s es positiva. Usando el valor
asintótico de H(2)

0 para sρ� 1 obtenemos que

Az (ω) = − q

c
√

2πsρ
exp

[
iω
(
t− zcosθ + ρsenθ

c/n

)
+

3

4
πi
]
, ω > 0,

donde θ se de�ne por la relación de coherencia cosθ = 1/βn, y por lo tanto si βn > 1
observaremos una onda se propaga a lo largo de la dirección θ. El vector del campo
eléctrico de la onda se encuentra alineado con el plano meridiano (z, ρ).

Calculando el valor de los campo en la zona de radiación con ayuda de la ecuación
(6) y (7), hay tres y sólo tres componentes de campo distintas de cero, que son

Hφ = − a√
ρ

∫ √
scosχ · dω

Eρ = − a
c
√
ρ

∫ √β2n2−1

β2n2
√
s
cosχ · ωdω

Ez = + a
c
√
ρ

∫ (
1− 1

β2n2

)
1√
s
cosχ · ωdω

, (21)

donde a = q
c

√
2
π
y
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χ = ω

[
t− zcosθ + ρsenθ

c/n

]
+
π

4
.

Hay que recordar que al integrar alguna de las ecuaciones en (21) tenemos que tomar
como intervalo de integración aquel cuyos valores de ω sean tales que βn (ω) ≥ 1. La
energía total irradiada a través de la super�cie de un cilindro de longitud l cuyo eje
coincide con trayectoria de la partícula es igual a:

E = 2πρl

+∞∫
−∞

c

4π
[E ·H] dt.

Con ayuda de la fórmula

+∞∫
−∞

cos (ωt+ α) cos (ω′t+ β) dt = πδ (ω − ω′) ,

donde α y β son dos fases arbitrarias, podemos llegar a la ecuación fundamental para
la potencia radiada por unidad de longitud de la radiación de Cherenkov:

dE
dl

=
q2

c2

∫
βn>1

(
1− 1

β2n2

)
· ωdω. (22)

Debemos analizar con cuidado esta expresión. Si consideramos que el índice de
refracción es una constante, que no depende de ω, entonces el resultado de la integración
en ecuación (22) es in�nito. Este resultado no tiene sentido físico, pero debemos recordar
que el índice de refracción siempre depende de la frecuencia (medios dispersivos), y solo
en un intervalo de frecuencias se puede complir con la condición βn (ω) > 1.

Siendo más especí�cos, podemos decir que en la mayoría de los medios transparentes
en longitudes de onda visibles las bandas de absorción suelen encontrarse en la región
ultravioleta y en algunas longitudes de onda mayores que el visible. En la región de
rayos X tenemos que siempre n (ω) < 1 y por lo tanto la radiación de Cherenkov está
prohibida, mientras que en las frecuencias de radio n (ω) =

√
ε , con ε la constante

dieléctrica del medio, y de nuevo hay una banda de paso como en la región visible.
Por último, señalaremos otra limitación de la radiación de Cherenkov, que aunque en

la práctica es arti�cial, de todas maneras es instructiva, nos referimos al tamaño �nito
del electrón. Para que la radiación de Cherenkov tenga sentido, ésta debe limitarse a
longitudes de onda mayores que el "diámetro" d clásico del electrón. Si integramos la
ecuación (22) desde ω = 0 a ω = c/nd (es decir, de λ =∞ a λ/2π = d) obtenemos

dE
dl

=
q2

2n2d2

(
1− 1

β2n2

)
. (23)

Puesto que d = 5.6× 10−13 cm y λmin = 2πd = 3, 5× 10−4
o

A. Aunque este límite es
arti�cial, ya que esta longitud de onda está en la región de los rayos γ, es interesante
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saber que Sommerfeld[17] obtuvo una expresión muy similar a la ecuación (23) en el
caso de un electrón que se mueve en el vacío con una velocidad constante v > c. Este
resultado fue anterior al establecimiento de la teoría de la relatividad.

2.2.1 Energía radiada y distribución espectral

Con el propósito de encontrar la potencia radiada por un dieléctrico podemos proceder
de dos maneras: podemos medir el índice de refracción para un conjunto su�cientemente
grande de frecuencias y construir la función de dispersión del material o podemos mode-
lar el comportamiento del medio dispersivo a partir de algunas suposiciones razonables.
Ambos procedimientos tienen ventajas y desventajas. En este capítulo nos interesa
ganar intuición acerca de los procesos que se están llevando a cabo, así haremos una
estimación de la potencia radiada tomando en cuenta un modelo sencillo para calcular
el índice de refracción de un medio transparente. Comencemos considerando que el
medio está consituido por un conjunto de atómos con sus electrones ligados pero que
son capaces de desplazarse de su posición promedio al aplicar un campo eléctrico y
crear un dipolo p, entonces

P = Np = −Nes,

donde N es la densidad de electrones ligados por unidad de volumen y e es la carga del
electrón, p es el momento dipolar de cada uno de los dipolos, P es la polarización total
y s es el vector de desplazamiento de las cargas. Si consideramos que los electrones
regresan de una manera suave a su posición de equilibrio cuando dejamos de aplicar el
campo E, podemos modelar su comportamiento por la siguiente ecuación diferencial:

ms̈ + fs = −eE,

donde f es la fuerza restituyente. Esta ecuación puede reescribirse como:

s̈ + ω2
0s = − e

m
E,

donde ω2
0 = f

m
. Escribiendo esta ecuación en términos de la polarización P obtenemos

que (
∂2

∂t2
+ ω2

0

)
P = −Ne

2

m
E. (24)

Recordando las ecuaciones de Maxwell, ecuaciones (3) y (5) y considerando que el
dieléctrico no tiene cargas ni corrientes libres podemos llegar a

1

c2

∂2

∂t2
(E + P ) = ∇2E. (25)

Podemos eliminar a P en la ecuación (25) utilizando la ecuación (24) de modo que
obtenemos
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1

c2

(
∂2

∂t2
+ ω2

0

)(
∂2

∂t2
E −∇2E

)
+
Ne2

m

∂2

∂t2
E = 0. (26)

Tomando en cuenta que estamos trabajando con ondas planas, consideremos una onda
plana dada por Ey = Aei(kx−ωt). Al sustituir esta expresión en ecuación (26) tenemos
que

(
−ω2 + ω2

0

) (
−ω2 + c2k2

)
− Ne2c2

m
ω2 = 0.

Al despejar a k obtenemos

k2 =
ω2

c2

(
1 +

Ne2

m (ω2
0 − ω2)

)
.

A partir de esta expresión podemos calcular el cuadrado del índice de refracción que es

n2 (ω) =
c2

(ω2/k2)
= 1 +

Ne2

m (ω2
0 − ω2)

= 1 +
A

ω2
0 − ω2

, (27)

donde A = Ne2/m. La ecuación (27) es análoga a la ecuación (11) de la sección 17 de
[38]. Con esta expresión, podemos hacer una estimación de la energia radiada utilizando
la ecuación (22). Al sustituir la ecuación (27) en (22), obtenemos la siguiente expresión
aproximada para la pérdida de energía por unidad de longitud para un electrón rápido
(β ∼ 1):

dE
dl

=
q2ω2

0

2c2
(ε− 1) ln

(
ε

ε− 1

)
, (28)

donde ε = n2 (0) = 1 + A/ω2
0 es la constante dieléctrica del medio.

En un medio típico ω0 = 6.1015s−1, entonces dE/dl es del orden de varios keV por cm,
o sea ∼ 0.1% de la pérdida de energía por ionización para varias partículas relativistas.

Con frecuencia es más útil expresar la intensidad de la radiación en términos del
número de fotones. A partir de la ecuación (22) es fácil deducir que el número de fotones
emitidos por un electrón dentro de una intervalo espectral de�nido por las longitudes
de onda λ1 y λ2 es igual a

N = 2παl

(
1

λ2

− 1

λ1

)(
1− 1

β2n2

)
,

o puesto que 1/βn = cosθ (ángulo de emisión de Cherenkov) entonces

N = 2παl

(
1

λ2

− 1

λ1

)
sen2θ,

donde α es la constante de estructura �na e2~c = 1/137 y n es el índice de refracción del
medio. La distribución espectral de la radiación puede expresarse de varias maneras.
Dado que la intensidad de la luz de frecuencia ν = (ω/2π) puede escribirse como
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E = N ·hν donde h es la constante de Planck, podemos escribir la distribución espectral
de cualquiera de las siguientes cuatro formas:(

d2E
dl dω

) (energía por unidad de trayecto y por
unidad de intervalo de frecuencia)(

d2E
dl dλ

) (energía por unidad de trayecto y por
intervalo de longitud de onda)(

d2N
dl dω

) (núremo de fotones por unidad de trayecto
y por unidad de intervalo de frecuencias)(

d2N
dl dλ

) (número de fotones por unidad de trayecto
y por intervalo de longitud de onda)

2.2.2 Campo de radiación en las cercanías del frente de onda

El campo, que es estacionario respecto al electrón, es discontinuo y está limitado por
el cono

z = vt− ρ
√
β2n2 − 1,

para el cual el vértice ρ = 0 y z = vt, coincide con la posición instantánea del electrón.
Este cono no es el cono Cerenkov normal sino el complementario que coincide con el
frente de onda.

Inmediatamente fuera de este cono el campo es cero. Si consideramos que el índice
de refracción es constante, entonces en la super�cie del cono los vectores A, E y H son
in�nitos y disminuyen gradualmente a medida que nos movemos hacia el interior del
cono. Dentro del cono la magnitud de los campos está dada por las siguientes relaciones
simples

Hφ = −Qβρ/R3

Eφ = −Qρ/n2R3

Ez = +Q (vt− z) /n2R3 (29)

donde

R =

√
(z − vt)2 − ρ2 (β2n2 − 1)

Q = 2q
(
β2n2 − 1

)
(30)

En presencia de dispersión, los campos no son in�nitos y las expresiones correspon-
dientes a la ecuación (29) y (30) son mucho más complejas y dependen de ω y de la ley
de dispersión (dn/dω) para el medio.
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2.2.3 Duración del destello luminoso

Puesto que en un medio no dispersivo todas las frecuencias se suman en el mismo
cono, la duración del impulso de luz en cualquier punto al que llegue la radiación sera
in�nitamente corto. Sin embargo, si el medio es dispersivo, el ángulo de Cherenkov θ
es diferente para diferentes longitudes de onda y los trenes de ondas se separarán entre
sí. La duración ∆t del impulso luminoso observado a lo largo de una línea paralela al
eje de la partícula, a una distancia ρ a partir de este eje es

∆t =
ρ

βc

{√
β2n2 (ω2)− 1−

√
β2n2 (ω1)− 1

}
(31)

=
ρ

βc
(tanθ2 − tanθ1)

donde ω1 y ω2 son los límites de frecuencia del receptor de luz y θ1 y θ2 los correspon-
dientes ángulos de Cherenkov.

Por ejemplo, supongamos que consideramos la observación del �ash de luz a una
distancia de 10 cm al lado de la trayectoria de un electrón rápido que viaja a través
de agua (β = 1, n = 1.33 y θ = 41°). A partir de (31), tomando por ejemplo el
intervalo de longitudes de onda entreλmin = 4000Å y λmax = 6000Å encontramos que
∆t = 5× 10−12s.

2.3 Modi�cación de algunas de las suposiciones de Frank y

Tamm

En la práctica, las suposiciones de Frank y Tamm son poco realistas, y nuevos e in-
teresantes efectos pueden aparecer si permitimos que algunas de estas suposiciones se
relajen. A continuación veremos algunas modi�caciones en el caso de que tomemos en
cuenta un cambio en las condiciones movimiento y ahora sea el líquido el que esté en
movimiento, una expresión para el frenado de la partícula y algunas de las consecuencias
de tomar en cuenta efectos cuánticos.

2.3.1 Efectos por cambio de sistema de referencia

Hasta este momento hemos trabajado sobre la base de pensar que el electrón se mueve
a través de un medio dieléctrico y un observador mide los efectos producidos en un
sistema de referencia inercial. En el caso de que el observador y el electrón estuvieran
quietos dentro de su sistema inercial y fuera el medio dieléctrico fuera un líquido en
movimiento, aparecerían ciertos efectos interesantes. Este problema fue investigado en
1956 por Nag y Sayied en [40].

Dado que el campo eléctrico en el sistema de reposo del electrón es estacionario,
se deduce que la intensidad magnética H desaparecerá. Sin embargo, la inducción
magnética B es distinta de cero siempre que n 6= 1. Este campo magnético es causado
por las variaciones de la polarización del medio a medida que se mueve a través del
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campo eléctrico no homogéneo que rodea al electrón (estacionario). Como podemos
ver, la in�uencia del campo de polarización siempre resulta ser crítica. La presencia del
vector B, y la in�uencia del movimiento del medio dispersivo en el campo del electrón,
son responsables de la radiación que se observaría en un sistema que se mueve con
respecto al medio y estacionario con respecto de la partícula.

Nag y Sayied asumieron que su medio tenía propiedades tanto magnéticas como
dieléctricas, y por ello sus resultados son más generales que los de Frank y Tamm. El
rendimiento de la radiación en la formación de Nag y Sayied está dado por

dE
dl

=
q2

c2

∫
βn>1

µ

(
1− 1

εµβ2

)
ωdω

La asimetría de ε y µ en esta ecuación proviene de la asimetría entre D y B en las
ecuaciones de divergencia (2) y (4), derivadas a su vez de la inexistencia de monopolos
magnéticos libres.

2.3.2 Frenado de la partícula

Volviendo al caso de la radiación de Cherenkov normal, podemos preguntarnos cuan
estricta es la condición, asumida durante el tratamiento de Frank y Tamm, de que la
velocidad de la partícula es constante. A medida que la partícula atraviesa el medio,
perderá energía por ionización y bremsstrahlung, y su dirección de movimiento también
se verá afectada por estos procesos y por difusión de Coulomb no radiativa. A medida
que la partícula se ralentiza, el valor de β cambiará y, por lo tanto, el ángulo de
Cherenkov θ. Para que la coherencia se mantenga es necesario que la desaceleración
de la partícula no sea demasiado rápida. La condición que hay que satisfacer puede
escribirse como

T ·
(
dv

dt

)
� (c/n) ,

donde T es el período de la la radiación que estemos considerando y (dv/dt) es la
desaceleración del electrón. Esta condición en la práctica se satisface fácilmente en
la región visible, incluso para la fuente dominante de pérdida de energía, a saber,
ionización, que es (dE/dl) ∼ 2MeV · g−1 · cm-2 .

2.3.3 Modi�caciones cuánticas del efecto Cherenkov

Hasta ahora hemos presentado la teoría clásica de la radiación de Cherenkov y hemos
despreciado muchos efectos microscópicos que tienen relevancia a ciertas escalas. En
partícular, hemos ignorado los efectos debidos a la reacción de la radiación emitida sobre
el movimiento de la partícula. Cuando se tienen en cuenta estos efectos, las expresiones
para la condición de radiación y la producción de energía tienen formas que di�eren
ligeramente de las obtenidas en la teoría original. Ginzburg hizo un tratamiento de los
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efectos cuánticos en 1940 [41]. La discución a continuación está basada en un artículo
de R. T. Cox aparecido en 1944 [42].

Es posible llegar a la condición de radiación utilizando la conservación del momento
y de la energía. Siguiendo a Cox, supongamos que una partícula cargada de masa en
reposo m está viajando a través del medio a una velocidad u constante. Supongamos
que en algún momento de su trayectoria emite un fotón de energía hν en un ángulo
θ respecto a la dirección original de la partícula. Entonces la partícula experimentará
una pérdida instantánea de energía y ahora viajará con una nueva velocidad v en algún
ángulo φ respecto a su dirección original. La conservación del momento nos dice que

mv

(
1− v2

c2

)− 1
2

cosφ+
h

λ
cosθ = mu

(
1− u2

c2

)− 1
2

,

y

mv

(
1− v2

c2

)− 1
2

senφ− h

λ
senθ = 0.

Por otra parte, la conservación de la energia nos dice que

mc2

(
1− u2

c2

)− 1
2

= mc2

(
1− v2

c2

)− 1
2

+ hν.

Eliminando φ y v y escribiendo ν = c/nλ, donde n es el índice de refracción del
medio, obtenemos:

cosθ =
c

nu
+ h

(
1− u2

c2

) 1
2 n2 − 1

2mun2λ
,

que podemos reescribir como

cosθ =
1

βn
+

(
Λ

λ

)(
n2 − 1

2n2

)
, (32)

donde Λ es la longitud de onda de Broglie de la partícula

Λ =
h
√

1− β2

mu
=

√
1− β2

β
λ0,

y λ0 es la longitud de onda Compton, λ0 = 0.024
o

A.
El segundo término en la ecuación (32) por el cual la emisión cuántica di�ere de la

de la radiación clásica es extremadamente pequeño.
Con la condición cuántica para la radiación, ecuación (32), Ginzburg usó la ecuación

de Schrödinger para obtener la siguiente expresión para la radiación emitida por una
carga q sin momento magnético[41]:
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dE
dl

=
q2

c2

∫ {
1− 1

β2n2 (ω)

[
1 +

n4

4

(
~ω
mc2

)2

+ n2

(
~ω
mc2

)]}
ωdω. (33)

Estrictamente hablando, la expresión (33) sólo es válida en el caso no relativista.
Dado que βn > 1 debemos asumir que n es grande. Hay que notar que la ecuación 33
di�ere de la expresión clásica sólo por la presencia de dos términos pequeños de orden
superior. Es interesante notar que mientras la expresión clásica para (dE/dl) diverge
para un medio dispersivo, la ecuación (33) no lo hace.

Como podemos ver, el campo de la radiación de Cherenkov se puede extender
en muchas direcciones, pero el tratamiento que adoptemos in�uencia fuertemente la
metodología que podemos utilizar. En la siguiente sección trataremos el problema de la
radiación de transición, y veremos el enfoque clásico con el que está se ha comprendido
y un enfoque alternativo que nos lleva a los mismos resultados.
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3 Radiación de transición

Si una carga se mueve con velocidad constante dentro de un medio material con
propiedades electromagnéticas constantes tanto en el espacio como en el tiempo la
radiación de Cherenkov es la única forma de radiación que se genera. Pero si el medio
no es homogéneo, o sus propiedades varían con el tiempo, entonces la situación cam-
bia por completo y en este caso se puede presenta una nueva forma de radiación: la
radiación de transición [43].

En la situación real la radiación de transición coexiste con la radiación de Cherenkov
y también con otros tipos de radiación debidas al paso de partículas cargadas, como
la radiación de bremsstrahlung o la radiación de sincrotrón. Sin embargo la radiación
de transición se diferencia claramente de cualquier otra forma de radiación, ya que a
diferencia de la radiación de bremsstrahlung y la radiación de sincrotrón, la radiación
de transición ocurre bajo la condición de que la partícula se mueva en todo momento a
velocidad constante, en lo cual es análoga a la radiación de Cherenkov, pero a diferencia
de esta última la radiación se da para cualquier velocidad.

El caso más sencillo en el que podemos observar la generación de radiación de
transición es cuando una partícula cargada cruza la frontera entre dos medios con
propiedades eléctricas distintas, pudiendo ser uno de los medios el vacío. En este caso
el origen de la radiación es sencillo de explicar: mientras la partícula viaja en el primer
medio, el campo electromagnético total tiene dos componentes: i) el propio campo
electromagnético de la partícula en el primer medio ii) más el campo de la partícula
imagen que se forma en el otro medio. En el momento en el que la partícula cruza
la frontera entre los dos medios ella y su imagen se aniquilan parcial o totalmente
dependiendo de la situación concreta y al pasar al siguiente medio se crea una nueva
partícula imagen que ahora está en el segundo medio y que es distinta de la primera
imagen. En este proceso de aniquilación y reconsstrucción es cuando la radiación se
emite. La radiación de transición es un fenómeno asimétrico, ya que la intensidad de
la radiación di�ere dependiendo de cual sea el medio de origen y cual sea el medio en
que incide la partícula.

La radiación de transición fue propuesta teóricamente en 1946 por I. Frank y V. L.
Ginzburg [44] en un artículo publicado en ruso, y poco después en un breve resumen
en inglés. En este artículo los autores consideraban que la partícula viajaba desde el
vacío hacia un conductor perfecto (medio metálico). En este caso, el material se puede
considerar como un espejo perfecto al crear la partícula imagen y la radiación emitida
es igual a la radiación que tendríamos si una carga q y otra −q viajaran y frenaran
abruptamente en un mismo punto [45].

En los años en que se propuso la existencia de la radiación de transición, no existían
detectores su�cientemente precisos ni fuentes de partículas aceleradas su�cientemente
poderosas para comprobar la existencia de este proceso [46]. Para �nales de la década de
1950 se hicieron los primeros esfuerzos para detectar esta radiación. La característica
crucial en la que se basaron estos experimentos era que la radiación debía tener un
estado de polarización muy preciso según lo habían predicho Ginzburg y Frank, y como
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lo remarcaron en otros trabajos [44, 46, 47]. La primer con�rmación experimental del
fenómeno fue hecha por Goldsmith y Jelley en 1959 [48], y a partir de esta comprobación
la cantidad de artículos referentes al tema se incrementó exponencialmente, sobre todo
en relación a la creación, comprensión y mejoramiento de detectores de partículas. Hoy
en día la radiación de transición es un tópico ampliamiente estudiado y los detectores
basados en este principio se encuentran en una gran cantidad de aceleradores [49, 50,
51, 53]. A pesar de esto, no debemos dejar de lado el hecho de que la radiación de
transición es un fenómeno ubicuo y su importancia teórica en áreas como la astrofísica
está fuera de toda duda [54, 55].

Figura 6. Representación esquemática de la radiación de transición y del establecimiento de la carga

imagen cuando una partícula cargada incide en una super�cie metálica

La radiación de transición ha sido estudiada en una gran variedad de medios, y
en las últimas décadas, con el surgimiento de nuevos materiales con estructuras únicas
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como los cristales líquidos, el estudio de este efecto en medios periódicos ha adquirido
gran relevancia [56].

En la siguiente sección desarrollaremos una formulación para la radiación de tran-
sición conocida como el método de imágenes, de modo que podamos comprender sus
características más relevantes. En la sección subsiguiente presentaremos un método
nuevo propuesto por de Durand y Jackson que toma en cuenta ciertas restricciones
y que es más sencillo que el método de imágenes y nos da mayor intuición sobre la
situación física. Este nuevo método será la base para realizar nuestro análisis de la
radiación de transición y la radiación de Cherenkov que ocurre en un cristal líquido
colestérico.

3.1 Teoría de las imágenes para la radiación de transición

La siguiente discusión del método de imágenes para la radiación de transición está
basada en las referencias [45, 57, 58, 59]. En lo que sigue supondremos que tenemos dos
medios distintos con una frontera plana entre ellos y que una partícula viaja perpendic-
ularmente a esta frontera (�gura 6). Los dos medios son isotrópicos y con constantes
de eléctricas ε1 y ε2. Las ecuaciones de Maxwell que tomaremos en cuenta son las
ecuaciones para los rotacionales de los campo, o sea

∇×H =
1

c

∂D

∂t
+

4π

c
J, (34)

∇× E = −1

c

∂B

∂t
, (35)

donde la densidad de corriente de la partícula es

J = qvδ (r− vt) ≡ qvδ (x) δ (y) δ (z − vt) . (36)

Al igual que en el caso de la radiación de Cherenkov, es conveniente trabajar en
una representación transformada. En este caso trabajaremos con las transformada de
Fourier de todos los campos para llagar al espacio de frecuencias y también transfor-
maremos al vector r⊥, que es el vector perpendicular a la trayectoría de la partícula,
para llegar a la representación en el espacio de κ, el cual es un vector con las com-
ponentes κx y κy, mientras que en la coordenada z no haremos transformación, como
indicamos a continuación:

J (r, t) =

∫ ∫
Jκ,ωexp (iκ · r⊥ − iωt) d2κdω,

E (r, t) =

∫ ∫
Eκ,ωexp (iκ · r⊥ − iωt) d2κdω,

H (r, t) =

∫ ∫
Hκ,ωexp (iκ · r⊥ − iωt) d2κdω. (37)

35



En el caso de la densidad de corriente, a partir de la ecuación (36) podemos encontrar
que

jκ,ω =
qeiωz/v

(2π)3 . (38)

Resulta conveniente diferenciar a las componentes del vector de campo eléctrico E en
su compontente paralela a la velocidad de la partícula E y su componente perpendicular
a esta,E⊥. Por de�nición podemos escribir que

E =
E · v
v

, (39)

E⊥ = E− (E · v)v

v2
. (40)

El vector E⊥ tiene dos componentes: Ex y Ey. Para simpli�car la discusión, a partir
de aquí omitiremos los subíndices κ y ω, ya que sólo trabajaremos con las cantidades
transformadas. Al proyectar las ecuaciones (34) y (35) en la dirección de la velocidad
v de la partícula y transformar obtenemos las siguientes ecuaciones

κxHy − κyHx = −ω
c
εE − 4πi

c
jq, (41)

Hy = − c
ω

(
κxE + i

∂Ex
∂z

)
, (42)

Hx =
c

ω

(
κyE + i

∂Ey
∂z

)
, (43)

y combinando el valor de Hy y Hx en las ecuaciones (42) y (43) obtenemos que(
κ2 − ω2

c2
ε

)
E + i

∂

∂z
(κ · E⊥) =

4πi
c2 (2π)3 qe

iωz/v, (44)

donde κ2 = κ2
x + κ2

y. Ahora proyectaremos las ecuaciones de Maxwell, ecuación (34)
y (35), en la dirección perpendicular a la velocidad v, y al combinarlas, eliminar H y
tomar la transformación obtenemos que(

∂2

∂z2
+
ω2

c2
ε

)
(κ · E⊥) = iκ2∂E

∂z
. (45)

Al actuar con el operador ∂2

∂z2
+ ω2

c2
ε en ambos lados de la ecuación (44) y usando la

ecuación (45) podemos eliminar κ · E⊥ para tener una sola ecuación para E

∂2

∂z2
(εE) + ε

(
ω2

c2
ε− κ2

)
E = − 4πiωq

c2 (2π)3

(
ε− c2

v2

)
eiωz/v (46)
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Para llegar a estas ecuaciones hemos tomado en cuenta el hecho de que dentro
de cada medio la constante de permitividad ε es independiente de z, sin embargo al
llegar a la frontera, la permitividad tiene una discontinuidad, de modo que tenemos
que resolver la ecuación (46) en cada uno de los medios y después ajustarlos para que
cumplan con las condiciones de frontera, que son las condiciones usuales, o sea, las
componentes normales del vector de inducción magnética y la componente tangencial
del campo eléctrico debe ser iguales en la frontera:

ε1E1|z=0 = ε2E2|z=0, (47)

(κ · E⊥)1 |z=0 = (κ · E⊥)2 |z=0. (48)

Consideremos la solución de la ecuación (46) en uno de los dos medios. Esta solución
debe ser la suma del campo de la carga q dentro del medio, o sea

Eq =
4πiq

(
1− c2

v2ε

)
ω (2π)3 (ε− c2

v2
− κ2c2

ω2

)eiωz/v, (49)

y por otra parte el campo de radiación

ER =
4πiq
ω (2π)3a exp

[
±iω
c
z

(
ε− κ2c2

ω2

)1/2
]
. (50)

donde a es una constante de amplitud a determinar. Las componentes del campo E
paralelas a la velocidad v de la carga cumplen que E = ER + Eq. El signo positivo en
ecuación (50) corresponde a una propagación en la dirección z > 0, y el signo negativo
corresponde a una propagación en la dirección z < 0. El campo ER en la zona de
radiación es el campo de la radiación de transición. Como este campo se debe propagar
hacia fuera de la frontera, en el medio 2 debemos tomar el signo positivo de la ecuación
(50) y en el medio 1 debemos tomar el signo negativo de la ecuación (50). De todas
maneras debemos tener en cuenta que el campo descrito por la ecuación (50) se convierte
en un campo de radiación solamente si

ε >
κ2c2

ω2
(51)

De otra manera, si ε < κ2c2

ω2 entonces el campo en ecuación (50) decae exponencial-
mente al alejarse de la frontera. Por esto, tanto para el signo positivo como negativo
tenemos satisfacer que: (

ε− κ2c2

ω2

)1/2

= i
ω

|ω|

(
κ2c2

ω2
− ε
)1/2

(52)
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Para poder hacer uso de las condiciones de frontera en las ecuaciones (47) y (48)
debemos conocer las componentes tangenciales del campo eléctrico. Las podemos en-
contrar fácilmente a partir de (45) para el campo de la carga (superíndice q) y para el
campo de radiación (superíndice R)

(κ · E⊥)q = − κ2c2Eq

vω
(
ε− c2

v2

) (53)

(κ · E⊥)R = ∓ω
c
ER

(
ε− κ2c2

ω2

)1/2

(54)

Ahora podemos ocupar las condiciones de frontera (47) y (48) para obtener las
ecuaciones que determinen las amplitudes a1 y a2, que provienen de la expresión general
(50) donde tenemos una amplitud a indeterminada, de modo que a1 es una constante
proporcional a la amplitud del campo en el medio 1 y a2 proporcional al campo en el
medio 2, de modo que obtenemos las siguientes ecuaciones:

κ2c2/ω2

ε1 − c2/v2 − κ2c2/ω2
− ε1a1 =

κ2c2/ω2

ε2 − c2/v2 − κ2c2/ω2
− ε2a2, (55)

κ2c2/ω2

vε1 (ε1 − c2/v2 − κ2c2/ω2)
+
a1

c

(
ε1 −

κ2c2

ω2

)1/2

=
κ2c2/ω2

vε2 (ε2 − c2/v2 − κ2c2/ω2)
+
a2

c

(
ε2 −

κ2c2

ω2

)1/2

(56)

Se puede obtener información de estas ecuaciones aún sin resolverlas. En particular
en el caso de la radiación producida por partículas ultrarelativistas, ó sea cuando su en-
ergía total es grande comparada con su energía en reposo, E /Mc2 = (1− v2/c2)

−1/2 � 1,
la ecuación (55) nos indica que hay una cantidad de radiación emitida muy considerable
cuando los campos de la partícula di�eren signi�cativamente en los dos medios, o en
otras palabras, si los factores −ε + c2/v2 + κ2c2/ω2 tienen valores signi�cativamente
diferentes en los dos medios. Ahora consideremos el intervalo de altas frecuencias, en
el cual podemos aplicar la fórmula del plasma para la permitividad,

ε = 1−
ω2
p

ω2
, (57)

donde

ω2
p =

4πNe2

m
,

donde N es la densidad de electrones libres en el medio y m la masa del electrón, que
es válida para cualquier medio. En este caso tenemos que
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(
−ε2 +

c2

v2

)
+
κ2c2

ω2
≈
ω2
p

ω2
+

(
Mc2

E

)2

+
κ2c2

ω2
(58)

Cuando ω � ωp o sea para ε ≈ 1 y κ2c2/ω2 ≈ θ2 � 1, donde θ es el ángulo entre
k, el vector de onda de la radiación emitida, y v, la velocidad de la partícula, todos los
términos de la ecuación (58) tienen el mismo orden de magnitud si

ω ∼ ωpE

Mc2
, θ ∼ Mc2

E
, (59)

por lo tanto consideraremos mayormente la radiación de alta frecuencia emitida en la
direccíon delantera, asumiendo que las condiciones en (59) se cumplen. En este caso,
las ecuaciones (55) y (56) adoptan la forma

θ2

θ2 + (ωp1/ω)2 + (Mc2/E )2 + a1 =
θ2

θ2 + (ωp1/ω)2 + (Mc2/E )2 + a2, (60)

θ2

θ2 + (ωp1/ω)2 + (Mc2/E )2 − a1 =
θ2

θ2 + (ωp1/ω)2 + (Mc2/E )2 + a2, (61)

donde ωp1 y ωp2 son las frecuencias de plasma en el medio 1 y 2, respectivamente. Las
ecuaciones (60) y (61) nos muestran que a1 = 0, o sea, no hay radiación emitida hacia
atrás, y la radiación dirigida hacia delante tiene una amplitud

a2 =
θ2
(
ω2
p2 − ω2

p1

)
ω2
[
θ2 + (ωp1/ω)2 + (Mc2/E )2] [θ2 + (ωp1/ω)2 + (Mc2/E )2] . (62)

Podemos adelantar que la intensidad de la radiación será proporcional a |a2|2. La
desaparición de la radiación dirigida hacia atrás es consecuencia de las condiciones (59)
que determina la aproximación que hemos utilizado. En realidad, esto sólo es una
aproximación, como veremos a continuación. En el caso general tampoco es tan difícil
encontrar las amplitudes a1 y a2 a partir de (55) y (56). En este caso obtenemos que

a2 =
v

c

κ2c2

ω2ε2
(ε2 − ε1)

[
1− v2

c2
ε2 −

v

c

(
ε1 −

κ2c2

ω2

)1/2
]

×

{(
1− v2

c2
ε2 +

κ2c2

ω2

)[
1− v

c

(
ε1 −

κ2c2

ω2

)1/2
]

×

[
ε1

(
ε2 −

κ2c2

ω2

)1/2

+ ε2

(
ε1 −

κ2c2

ω2

)1/2
]}−1

, (63)
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a1 =
v

c

κ2c2

ω2ε1
(ε2 − ε1)

[
1− v2

c2
ε1 −

v

c

(
ε2 −

κ2c2

ω2

)1/2
]

×

{(
1− v2

c2
ε1 +

κ2c2

ω2

)[
1− v

c

(
ε2 −

κ2c2

ω2

)1/2
]

×

[
ε1

(
ε2 −

κ2c2

ω2

)1/2

+ ε2

(
ε1 −

κ2c2

ω2

)1/2
]}−1

. (64)

Bajo la condición (59), la ecuación (63) se convierte en (62) mientras que para la
radiación hacia atrás tenemos que

a1 ≈
θ2 (ε2 − ε1)

4
[
θ2 + (ωp1/ω)2 + (Mc2/E )2]

=
θ2
(
ω2
p1 − ω2

p2

)
4ω
[
θ2 + (ωp1/ω)2 + (Mc2/E )2] , (65)

con lo que vemos que la radiación realmente no desaparece. Para una partícula no
relativista, o sea v � c, los parámetros de la radiación emitida hacia el medio 1 y
hacia el medio 2 son aproximadamente iguales (siempre y cuando las magnitudes de las
permitividades ε1 y ε2 sean parecidas).

Ahora que conocemos los campos radiados, calculemos la energía y expresémosla en
términos de las amplitudes a1 y a2. En este caso no será necesario calcular el vector
de Poynting, sino que bastará calcular la energía del campo de radiación ER para un
tiempo t → ∞, cuando el campo de radiación y el campo de la carga se encuentran
separados.

Por simplicidad, ignoraremos dispersiones en la ecuación para la energía y tomare-
mos en cuenta el hecho de que en la onda plana, ecuación (50), la energía eléctrica es
igual a la energía magnética. De este modo la energía emitida será

WR
2 =

1

4π

∫ ∫
ε2

[(
ER
⊥ (r, t)

)2
+
(
ER (r, t)

)2
]
d2r⊥dz, (66)

donde hemos considerado solamente el campo en el medio 2.
Dado que estamos interesados en la energía total emitida en el medio 2, debemos

asumir que el campo de radiación está alejado a alguna distancia de la frontera y que
forma un paquete de ondas que está enteramente contenido dentro del medio 2. De este
modo podemos integrar sobre z desde −∞ a ∞ sin tomar en cuenta las fronteras y las
zonas amortiguadas. De acuerdo a la ecuación (51) tenemos que

∣∣ER
⊥,2
∣∣ =

ω2

κ2c2

(
ε2 −

κ2c2

ω2

) ∣∣ER
2

∣∣2 , (67)
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donde hemos tomado en cuenta la colinealidad de los vectores E⊥ y κ debido a la
simetría axial del problema.

Ahora sustituyamos las expansiones de la ecuación (37) en la ecuación (66), tomemos
en cuenta la expresión (67) e integremos sobre las coordenadas z, r⊥, ω′ y κ′, haciendo
uso de la de�nición y de las propiedades de la delta de Dirac

δ (x) =
1

2π

+∞∫
−∞

eiωxdω =
1

2π

+∞∫
−∞

e−iωxdω, (68)

∫
ϕ (x) δ (f (x)− y) dx =

[
ϕ (x)∣∣ df
dx

∣∣
]
f(x)=y

. (69)

Procediendo de este modo el resultado es

WR
2 =

q2

πc

∞∫
0

dκ2

κ2
dωε2

(
ε2 −

κ2c2

ω2

)1/2

|a2|2 . (70)

Es conveniente considerar el ángulo θ2 entre k y v, para el que tenemos sen2θ =
κ2c2/ω2ε2. De este modo, usando la ecuación (63) obtenemos para la radiación hacia
adelante

WR
2 =

∞∫
0

dω

π/2∫
0

2πsenθ2dθ2W
R
2 (ω, θ2) , (71)

y calculando explícitamente

WR
2 (ω, θ2) =

q2v2

π2c3
ε
1/2
2 cos2θ2sen2θ2 |ε2 − ε1|2

∣∣∣∣1− v2

c2
ε2 −

v

c

(
ε1 − ε2sen2θ2

)1/2∣∣∣∣2
×
∣∣∣∣(1− v2

c2
ε2cos2θ2

)[
1− v

c

(
ε1 − ε2sen2θ2

)1/2]
×
{
ε1cosθ2 +

[
ε2
(
ε1 − ε2sen2θ2

)1/2]}∣∣∣−2

. (72)

Podemos encontrar la energía para la radiación emitida hacia atrás usando un pro-
cedimiento similar:

WR
2 =

∞∫
0

dω

π/2∫
0

2πsenθ1dθ1W
R
2 (ω, θ1) . (73)

Aquí θ1 es el ángulo entre k y −v, y
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WR
2 (ω, θ1) =

q2v2

π2c3
ε
1/2
2 cos2θ1sen2θ1 |ε2 − ε1|2

∣∣∣∣1− v2

c2
ε2 −

v

c

(
ε1 − ε2sen2θ1

)1/2∣∣∣∣2
×
∣∣∣∣(1− v2

c2
ε2cos2θ1

)[
1− v

c

(
ε1 − ε2sen2θ1

)1/2]
×
{
ε1cosθ1 +

[
ε2
(
ε1 − ε2sen2θ1

)1/2]}∣∣∣−2

. (74)

Para partículas ultrarelativistas podemos encontrar el resultado para la radiación
en la dirección hacia delante no solamente a partir de la ecuación (72) sino también
directamente de la ecuación (62):

WR
2 (ω) =

q2

πc

∞∫
0

θ2dθ2


[
θ2 +

(ωp1
ω

)2

+

(
Mc2

E

)2
]−1

+

[
θ2 +

(ωp2
ω

)2

+

(
Mc2

E

)2
]−1


2

. (75)

Si una partícula pasa hacia el medio con ε2 proveniente del vacío (ε1 = 1) entonces
la ecuación (74) nos da

WR
2 (ω, θ) =

q2v2

π2c3
sen2θcos2θ

∣∣∣∣(ε− 1)

[
1− v2

c2
+
v

c

(
ε− sen2θ

)1/2]∣∣∣∣
×
∣∣∣∣(1− v2

c2
cos2θ

)[
1 +

v

c

(
ε− sen2θ

)1/2] [
εcosθ +

(
ε− sen2θ

)1/2]∣∣∣∣−2

, (76)

donde hemos omitido el subíndice 1 en θ1. Este resultado es precisamente el obtenido en
[166]. Podemos encontrar la energía de radiación de una partícula que viaja del medio
hacia el vacío reemplazando v por −v. Obtenemos el mismo resultado si ponemos
ε1 = ε y ε2 = 1 en ecuación (72).

Para la radiación emitida hacia atrás por una partícula ultrarelativista en el intervalo
de ángulos marcados por la ecuación (59) obtenemos la siguiente fórmula

WR
1 (ω, θ) =

q2

π2c

∣∣∣∣ε1/2 − 1

ε1/2 + 1

∣∣∣∣2 θ2[
θ2 + (Mc2/E )2]2 . (77)

La densidad espectral de la radiación emitida hacia atrás exhibe un pico muy águdo
en θ ∼ Mc2/E . Los ángulos θ ∼ 1 también hacen una contribución a la intensidad
cuando se integra sobre todos los ángulos. Esto lo podemos ver a partir de la divergencia
logarítmica de la integral

∫∞
0
WR

1 (ω, θ) dθ2 para valores grandes de θ2. Para valores
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donde ln (E /Mc2) � 1 podemos ignorar la contribución de los ángulos mayores y
obtenemos

WR
1 (ω) ≈

θmax∼1∫
0

πdθ2WR
1 (ω, θ) ≈ 2

q2

πc

∣∣∣∣ε1/2 − 1

ε1/2 + 1

∣∣∣∣2 ln E

Mc2
. (78)

Para la dependencia en la frecuencia el procedimiento es similar. A frecuencias altas
podemos usar la fórmula de plasma para la ecuación (78), lo que nos da WR

1 (ω) ∼ ω−4

o sea, las frecuencias menores tienen la mayor contribución. Por lo tanto, no podemos
utilizar la fórmula de plasma para un medio isotrópico arbitrario.

Como ya hemos notado, una partícula ultrarelativista emite la mayoría de su ra-
diación en la dirección delantera paralela a su velocidad. En este caso la ecuación (75)
muestra que no solamente la distribución angular de la radiación se elonga en la di-
rección del movimiento de la partícula sino que también la mayor parte de la energía
se emite en unos ángulos del orden θ ∼ Mc2/E . La aproximación de plasma para la
permitividad prueba ser aplicable para cualquier medio al calcular la intensidad de la
radiación integrada sobre los ángulos, dado que la mayor parte de la energía de radiación
corresponde a frecuencias altas. Para �nalizar, consideremos dos casos concernientes
a la concentración de electrones libres en los medios: primero, cuando la diferencia
en la concentración de electrones (N = |N1 −N2|) en la frontera de los dos medios es
pequeña, ∆N/N � 1, la integración sobre la coordenada angular nos da

WR
2 (ω) =

q2

6πc

(
∆N

N

)2 ω4
p

ω4

1[
ω2
p/ω

2 + (Mc2/E )2]2 . (79)

La densidad espectral de la radiación se mantiene constante hasta la frecuencia
ω ≈ ωpE /Mc2 y luego decrece como ω4. Esto nos indica que la frecuencia característica
es signi�cativamente mayor que la frecuencia de plasma (para E /Mc2 � 1), y por lo
tanto la aproximación de plasma es aplicable. La energía total radiada está dada por

WR
2 =

∞∫
0

WR
2 (ω) dω =

q2ωp
24c

E

Mc2

(
∆N

N

)2

. (80)

Una comparación de la energía de radiación emitida hacia adelante y de la energía
de radiación emitida hacia atrás con�rma que la radiación emitida hacia adelante es la
radiación dominante. El segundo caso, cuando la concentración de partículas varía de
manera muy marcada al cruzar la frontera (∆N/N = 1), tenemos que

WR
2 (ω) =

2q2

πc

{[
1

2
+
ω2

ω2
p

(
Mc2

E

)2
]
ln

[
1 +

(ωp
ω

)2
(

E

Mc2

)2
]
− 1

}
. (81)

Para frecuencias pequeñas ω � ωpE /Mc2 la densidad espectral de radiación no es
constante sino que exhibe una dependencia logarítmica en la frecuencia de la radiación
y la energía de la partícula:
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WR
2 (ω) ≈ 2q2

πc

(
ln

ωpE

ωMc2
− 1

)(
ω � ωp

E

Mc2

)
. (82)

Para frecuencias altas, ω � ωpE /Mc2 , de modo que sigue decreciendo como ω−4:

WR
2 (ω) =

q2

6πc

ω4
p

ω4

(
E

Mc2

)4(
ω � ωp

E

Mc2

)
. (83)

La energía de la radiación integrada sobre la frecuencia está dado por

WR
2 =

∞∫
0

WR
2 (ω) dω =

q2

3c
ωp

E

Mc2
, (84)

la cual se incrementa linealmente con la energía de la partícula.
En todo el tratamiento anterior hemos desarrollado el método de imágenes y nos

hemos restringido sobre todo a los casos en los que la aproximación de plasma para
el valor de la permitividad del medio es válida. Esta aproximación es de interés para
muchas situaciones prácticas. Otros autores han utilizado otros enfoques, en partic-
ular Bolotovskii y Serov han desarrollado un método para calcular la radiación sin
hacer una transformación de Fourier en la variable del tiempo [60]. Otros trabajos han
criticado algunos de los resultados puntuales del formalismo del método de imágenes,
señalando que con otras formulaciones se obtienen valores distintos para algunos án-
gulos de emisión [61, 62], mientras otros han puesto de relieve que la implementación
computacional del método de imágenes tiene di�cultades para algunas geometrías [63].
A continuación desarrollaremos una teoría alternativa para explicar el fenómeno de
radiación de transición.

3.2 Teoría del campo de polarización variable para la radiación

de transición

3.2.1 Características generales: cono de emisión, longitud de formación y
volumen de coherencia

Como ya hemos mencionado, Durand [54] y Jackson [64] han desarrollado una nueva
teoría para explicar la radiación de transición. Esta nueva teoría esta basada en el
campo de polarización producido por la partícula al pasar de un medio dieléctrico al
siguente, y nos permite conocer el mecanismo físico que está detrás tanto de la radiación
de transición como de la radiación de Cherenkov y por ello lo desarrollaremos con alguna
amplitud. Consideraremos la misma geometría que en el caso anterior con una partícula
relativista con velocidad v que incide de manera normal a la frontera plana entre los
dos medios, y nuevamente identi�caremos a la velocidad de la partícula con el eje z.
Consideraremos que la partícula proviene del vacío e ingresa en un medio caracterizado
por un índice de refracción n (ω).
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Como hemos adelantado en este caso la partícula cargada induce un campo de pola-
rización P (x′, t) dependiente del tiempo en el medio. La polarización emite radiación,
y la radiación proveniente de distintos puntos dentro del medio se combina coherente-
mente en los alrededores de la trayectoria de la partícula para generar la radiación de
transición.

Para empezar, queremos adquirir una visión general de los mecanismos detrás de
la radiación de transición. La distribución angular y la existencia de una longitud de
formación D dentro del dieléctrico, donde el fenómeno tiene lugar, son una consecuencia
directa del requerimiento de coherencia para que tengamos una radiación apreciable a
gran distancia. El campo de excitación de la partícula está dado por

Ez = − qγvt(
ρ2 + γ2 (z − vt)2)3/2 ,

Eρ =
qγvt(

ρ2 + γ2 (z − vt)2)3/2 ,
donde γ es el factor de Lorentz, v es la velocidad de la partícula, q la carga que tiene
esta partícula y donde podemos ver que estamos trabajando en coordenadas cilíndricas
(ρ, φ, z). En la �gura 7 se puede encontrar una representación esquemática del fenómeno
y los ángulos involucrados. La dependencia de estos campos en un punto x = (z, ρ, φ)
en potencias inversas de

[
ρ2 + γ2 (z − vt)2] implica que la componente de Fourier de

frecuencia ω se moverá en la dirección z con velocidad v y tendrá una amplitud pro-
porcional a eiωz/v, además de que tendrá una magnitud radial signi�cativa solamente
a distancias del orden ρmax w γv/ω. Por otra parte, la polarización dependiente del
tiempo t en él punto x genera una onda cuya forma en la zona de radiación es

A
eikr

r
· e−ik(zcosθ+ρsenθcosφ), (85)

donde θ es el ángulo de emisión medido a partir de la dirección de desplazamiento de
la partícula, k = n(ω)ω/c y A es proporcional a la fuerza excitadora de la partícula
incidente. Asumimos que la radiación será observada en el hemisferio delantero. Una
superposición coherente proveniente de diferentes puntos dentro del medio ocurrirá
siempre que el producto del campo excitador de la partícula generadora no cambie su
fase signi�cativamente en la región considerada. Por lo tanto para saber si la radiación
que observaremos será signi�cativa, basta con multiplicar la amplitud de la transfor-
mada de Fourier del campo

(
eiωz/v

)
por el factor de fase en la ecuación (85), de modo

que obtenemos

ei
ω
v
ze−i

ω
c
n(ω)cosθze−i

ω
c
n(ω)ρsenθcosφ = ei

ω
c ( 1

β
−n(ω)cosθ)ze−i

ω
c
n(ω)ρsenθcosφ. (86)

En la dirección radial la coherencia se conservará solamente si la fase que involucra
a ρ en (86) es unitaria o menor en la región 0 < ρ . ρmax donde el campo de excitación
es apreciable, de modo que sólo observaremos radiación si
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Figura 7. Representación esquemática de la radiación de transición. La partícula viaja a velocidad

constante a lo largo del eje z y al ingresar a un medio dielectrico (caracterizado por ε) desde el vacío

provoca un campo de polarización en el punto x.

ω

c
n (ω)

γv

ω
senθ . 1

o bien, si consideramos que γ � 1, podemos aproximar esta expresión escribiéndola
como

n (ω) γθ . 1. (87)

Dado lo anterior podemos a�rmar que la distribución angular está con�nada a un cono
de semiángulo θ dirigido hacia adelante con γθ . 1, como en todos los procesos de
emisión relativista.

El factor dependiente de z en la amplitud es

ei
ω
c ( 1

β
−n(ω)cosθ)z,

donde β es el factor β de Lorentz. Por lo anterior podemos concluir que la profundidad
de penetración d (ω) hasta la cual la coherencia es mantenida está dada por
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ω

c

(
1

β
− n (ω) cosθ

)
d (ω) w 1.

Podemos utilizar la aproximación del plasma n (ω) ' 1−
(
ω2
p/ω

2
)
para frecuencias

por encima de la región óptica donde la radiación de Cherenkov no ocurre, β−1 '
1 + 1/2γ2 para una partícula relativista, y cosθ ' 1 de modo que tenemos

d (ν) ' 2γc/ωp
ν + ν−1

, (88)

donde hemos introducido una frecuencia adimensional variable

ν =
ω

γωp
. (89)

De�nimos la longitud de formación D como el mayor valor de d(ν) como función de ν:

D = d (1) =
γc

ωp
(90)

Para sustancias con densidades del orden de la unidad la frecuencia de plasma es
ωp ' 3 × 1016 s−1 lo que corresponde a una energía de ~ωp ' 20 eV. De este modo,
c/ωp ' 10−6 e incluso para γ & 103 la longitud de formación D es sólo de unos cuantos
micrometros. En aire y en condiciones normales de presión y temperatura este factor es
30 veces más grande debido a la baja densidad. El volumen de coherencia adyacente a la
trayectoria de la partícula y la super�cie a partir de la cual una radiación de transición
de frecuencia ω proviene es

V (ω) ∼ πρ2
max

d (ω) ∼ 2πγ

(
c

ωp

)3
1

ν (1 + ν2)
,

Este volumen decrece en tamaño rápidamente para ν > 1. Por lo tanto podemos esperar
que la ausencia de factores compensadores el espectro de la radiación de transición se
extenderá hasta ν ' 1 pero no mucho más allá.

3.2.2 Cálculo del campo de polarización

Hasta aquí hemos obtenido una visión general del mecanismo de la radiación de tran-
sición. Bajo estas condiciones la radiación esta con�nada a ángulos pequeños en la
dirección delantera (γθ . 1) y es producida por un campo de polarización variable en
un pequeño volumen adyacente a la trayectoria de la partícula. Su espectro se extiende
hasta frecuencia del orden ω ∼ ωp.

Ahora desarrollaremos explícitamente el mecanismo de radiación mediante el campo
de polarización variable. Debemos enfatizar que este es un cálculo que sólo es válido
bajo la condición de que nos encontremos en frecuencias por encima de la frecuencia
de resonancia óptica. Para estas frecuencias el valor del índice de refracción no se
encuentra lejos de ser unitario. El campo de la partícula incidente en estas frecuencias
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no es signi�cativamente diferente en el medio de como lo es en el vacío, esto signi�ca
que podemos evaluar la componente de Fourier de la polarización inducida P (x′, ω)
mediante

P (x′, ω) '
[
ε (ω)− 1

4π

]
Ei (x

′, ω) , (91)

donde Ei es la transformada de Fourier del campo eléctrico de la partícula en el vacío.
La propagación de la onda radiada por la polarización se describe mediante el número
de onda k = ωn (ω) /c apropiado para el medio. El campo de radiación lejos de la
fuente cuasi-puntual P (x′, ω) d3x′ es

dErad =
eikr

R
(k×P)× k d3x′, (92)

donde k es el vector de onda en la dirección de observación y R ' r−k̂·x . Sustituyendo
la ecuación (91) en la ecuación (92) e integrando sobre el hemisferio z > 0 el campo
total radiado a la frecuencia ω es

Erad =
eikr

r

[
ε (ω)− 1

4π

]
k2

∫
z′>0

(
k̂× Ei

)
× k̂eik·x

′
d3x′.

Tomando en cuenta nuevamente la aproximación de plasma para la permitividad elet-
rica, ecuación (57)

ε (ω) ' 1−
ω2
p

ω2
,

el campo radiado para ω � ωp se convierte en

Erad '
eikr

r

(−ω2
p

4πc2

)∫
z′>0

(
k̂× Ei

)
× k̂eik·x

′
d3x′. (93)

Tomando en cuenta que

d2I

dωdΩ
= 2 |A (ω)|2 , (94)

donde A (ω) es la transformada de Fourier del potencial vectorial es posible mostrar
que

d2I

dωdΩ
=

c

32π3

(ωp
c

)4
∣∣∣∣∫
z>0

(
k̂× Ei

)
× k̂eik·xd3x′

∣∣∣∣ (95)

corresponde a la energía radiada por unidad de ángulo sólido y por unidad de frecuencia.
Los campos excitadores Ei están dados por

Eρ (x, ω) =

√
2

π

qω

γv2
eiωz/vK1

(
ωρ

γv

)
,
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Ez (x, ω) = −i
√

2

π

qω

γ2v2
eiωz/vK0

(
ωρ

γv

)
. (96)

La integral en (95) se pueden evaluar de la siguiente manera. Primero notemos que
la dependencia de Ei en z sólo es mediante el factor eiωz/v, y por ello podemos podemos
escribir

F ≡
∫
z>0

[
k̂× Ei

]
× k̂eik·xd3x′

=

∫ ∫
dx dy

[
k̂× Ei

]
z=0
× k̂eiksenθx

∞∫
0

dz ei(ω/v−kcosθ)z

=
i− iei(ω/v−kcosθ)Z(

ω
v
− kcosθ

) ∫ ∫
dxdy eiksenθx

[
k̂× Ei

]
z=0
× k̂.

El límite superior Z en la integración sobre z es un instrumento formal para mostrar
que las contribuciones de diferentes valores de z se suman constructivamente y causan
que la amplitud crezca hasta que Z & D. Más allá de la profundidad D la rotación de
la fase impide un mayor crecimiento. Para un medio realmente semi in�nito (muestras
de materiales con un grosor grande comparado con D) podemos quitar la exponencial
oscilante en Z y obtener para una sola de las interfaces

F =
i(

ω
v
− kcosθ

) ∫ ∫ dxdy e−iksenθx
[
k̂× Ei

]
z=0
× k̂.

El campo eléctrico transversal a k̂ se expresar en términos de las componentes Eρ
y Ez y de los vectores de polarización εa y εb como[

k̂× Ei

]
× k̂ = (Eρcosθcosφ− Ezsenθ) εa + Eρsenφεb,

donde θ es el ángulo polar a partir de k̂ y se ha suprimida la prima. La componente
paralela a εb se convierte en cero al realizar la integración debido a que ésta es impar
en y. De este modo, sustituyendo (96) obtenemos que

F =
iεa(

ω
v
− kcosθ

) ∫ ∫ dxdy e−iksenθx
[
cosθ

x√
x2 + y2

Eρ − senθEz

]
z=0

=
iεa(

ω
v
− kcosθ

)√ 2

π

qω

γv2

∫ ∫
dxdy e−iksenθx[

cosθ
x√

x2 + y2
K1

(
ω

γv

√
x2 + y2

)
+ i

senθ
γ

K0

(
ω

γv

√
x2 + y2

)]
.
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El primer término se puede transformar mediante una integración por partes en x
utilizando la siguiente sustitución

x√
x2 + y2

K1

(
ω

γv

√
x2 + y2

)
= −γv

ω

∂

∂x
K0

(
ω

γv

√
x2 + y2

)
,

de modo que

F = εa

√
2

π

qsenθ
v
(
ω
v
− kcosθ

) (kcosθ − ω

vγ2

)∫ ∫
dxdy e−iksenθxK0

(
ω

γv

√
x2 + y2

)
.

La integral restante se puede evaluar a partir de la transformación del coseno

∞∫
0

K0

(
β
√
z2 + t2

)
cos (αz) dz =

π

2
√
α2 + β2

exp
(
− |t|

√
α2 + β2

)
, (97)

el resultado para F es

F = εa
2
√

2πzesenθ
(
kcosθ − ω

vγ2

)
v
(
ω
v
− kcosθ

) (
ω2

γ2v2
+ k2sen2θ

) . (98)

En la aproximación de movimiento relativista (γ � 1), ángulos pequeños (θ � 1) y
frecuencias altas (ω � ωp) esta expresión se convierte en

F ' εa4
√

2π
q

c

(
c

ωp

)2
γ

ν2

√
η(

1 + 1
ν2

+ η
)

(1 + η)
, (99)

donde ν es la frecuencia dimensional variable en (89) y η = (γθ)2 es una variable angular
apropiada. Con dΩ = dφ(cosθ) ' dφdη/2γ2 , la distribución de energía en ν y η es

d2I

dνdη
=

π

γ2
γωp

d2I

dωdΩ

' q2γωp
πc

[
η

ν4
(
1 + 1

ν2
+ η
)2

(1 + η2)

]
. (100)

A bajas frecuencias el espectro alcanza su máximo en η ' 1 para luego caer relati-
vamente lento como η−1 hasta que el valor η = ν−2 se alcanza. Entonces decae como
η−3. Para ν & 1, el espectro alcanza un pico en η & 1

3
y cae como η−3 para η � 1. En

η = 0 el denominador en la ecuación (100) es (1 + ν2)
2 lo que muestra que para ν � 1

hay una intensidad despreciable en cualquier ángulo.
Al integrar el espectro de energía sobre la variable angular η obtenemos
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dI

dν
=
q2γωp
πc

[(
1 + 2ν2

)
ln
(

1 +
1

ν2

)
− 2

]
, (101)

que tiene los siguientes límites para ν pequeña y ν grande

dI

dν
' q2γωp

πc

{
2ln
(

1
eν

)
ν � 1

1
6ν4

ν � 1.
(102)

El espectro diverge logarítmicamente a bajas frecuencias la integral es �nita. La
energía total emitida en la radiación de transición por cada interface es

I =

∞∫
0

dI

dν
=
q2γωp

3c
=

z2

3 (137)
γ~ωp. (103)

donde hemos considerado q = ze. Podemos estimar que alrededor de la mitad de la
energía se emiten en el intervalo 0.1 ≤ ν ≤ 1. En un lenguaje cuántico, podemos
decir que una cantidad apreciable de la energía aparece como fotones relativamente
energéticos. Por ejemplo con γ = 103 y ~ωp = 20 eV los quanta están en la región de
los rayos X suaves entre 2 y 20 keV.

El factor γ que aparece en la ecuación (103) hace que la radiación de transición sea
un mecanismo apropiado para identi�car partículas e incluso para medir sus energías
cuando éstas son muy grandes y otros mecanismos no son factibles.

En la práctica para construir detectores basados en el principio de transición de
radiación se necesita construir medios hechos de varias capas con propiedades electro-
magnéticas distintas. Bajo esta circunstancia las partículas atraviesan y salen de cada
medio emitiendo un pulso de radiación, y lo único que se necesita es que cada una de
las capas tengan un grosor mayor a la longitud de formación D.

Como podemos ver el método del campo de polarización variable resulta de gran
utilidad para comprender en una primera aproximación a la radiación de transición. En
el siguiente capítulo presentaremos el desarrollo que hicieron esta teoría Villavicencio
et. al. en el caso de la radiación de Cherenkov [65], la cual será nuestra base para
abordar el problema de una partícula viajando dentro de un colestérico.
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4 Teoría alternativa para la radiación de Cherenkov

4.1 Polarización dependiente del tiempo en un dieléctrico y ra-

diación de Cherenkov

Como pudimos ver en el capítulo 2, la formulación clásica de Frank y Tamm [1] es
capaz de reproducir las características principales experimentales de la radiación de
Cherenkov, sin embargo, esta formulación ha sido criticada ya que en muchos aspectos
resulta forzada y puede llevar a varios errores de interpretación, como Kobzev ha notado
[66]. En esta formulación se considera explícitamente la carga como la fuente emisora
de la radiación, lo cual está en contra de los conceptos usuales del electromagnetismo,
ya que una carga que se mueve sin aceleración es incapaz de radiar. Por esta y otras
razones fue que la radiación de Cherenkov tardo tiempo en ser tomada en cuenta por la
comunida cientí�ca, y como hemos visto incluso Collins y Reiling [36], que comprobaron
experimentalmente su existencia, pensaban que la fuente de la radiación debía ser algún
tipo de frenado de la carga dentro del medio.

A partir de 1995 Roa-Neri, Villavicencio y Jiménez han propuesto en varios artículos
[65, 67, 68, 69] un nuevo enfoque para comprender la radiación de Cherenkov basados
en las ideas expuestas por Durand[54] y Jackson [64] para el fenómeno de radiación
de transición y que hemos revisado brevemente en el capítulo anterior. El argumento
principal expuesto en estos artículos es que la radiación electromagnética es emitida de
manera indirecta por la polarización que la partícula induce en el medio; esta polar-
ización es mayor en el volumen cercano a la partícula, y decrece cuando ésta se aleja
(�gura 6). Este campo de polarización variable en el tiempo es el verdadero emisor tanto
de la radiación de Cherenkov como de transición. Aunque Jackson [64] enfatiza que este
es una simpli�cación para el caso de la radiación de transición, también nos trasmite
que es una formulación físicamente correcta siempre y cuando se consideren frecuencias
que estén por encima de la región de resonancia óptica, ya que en estas regiones el
índice de refracción es cercano a la unidad. En el caso de la radiación de Cherenkov
las frecuencias relevantes satisfacen esta misma condición como lo indican Villavicencio
et. al. [69].La siguiente discusión está basada en las referencias mencionadas en este
párrafo.

Consideremos un medio lineal, homogéneo e isotrópico. Aplicando una trasforma-
ción de Fourier en la variable temporal a la relación entre la polarización y el campo
eléctrico dentro de este medio obtenemos:

P (r′, ω) =
ε (ω)− 1

4π
E (r′, ω) = χ (ω)E (r′, ω) . (104)

Notemos que cuando la partícula entra en un medio con una susceptibilidad depen-
diente de la frecuencia ε (ω), el campo sentido por el medio se verá apantallado de modo
que tenemos que considerar una carga efectiva q/ε(ω). La transformada de Fourier del
campo eléctrico producido por una distribución de carga viajera ρ (r′, t) = qδ (r′ − v · t)
es por lo tanto [64]
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E0 (k′, ω) =
2iq
ε (ω)

[ ω
c2
v − k′

] δ (ω − k′ · v)

k′2 − ω2

c2

. (105)

Ahora investiguemos cuáles son los campos de radiación producidos por una dis-
tribución dipolar que varía en el tiempo. El campo de radiación producido por un solo
dipolo p es el siguiente:

B = k2
(
k̂× p

) eikr

r
, (106)

E = B× k̂. (107)

Para obtener el campo de radiación total, tenemos que elegir un sistema de refer-
encia. En nuestro caso optamos por el sistema de referencia donde el medio está en
reposo. En este caso tendremos que cada punto del campo dipolar contribuye de la
siguiente manera al campo total de radiación:

dErad (r, ω) = k2 e
ikR

R
k̂×

(
P (r′, ω)× k̂

)
d3r′, (108)

y

dBrad (r, ω) =
√
ε (ω)k̂× dErad (r, ω) . (109)

La distancia R = |r− r′| es la distancia entre el dipolo emisor y el lugar de medición
de la onda radiada. En este caso también debemos tomar en cuenta que el vector k
es el vector de onda, que apunta en la dirección de observación y tiene una magnitud
dada por k = ω

√
ε(ω)/c. Como estamos considerando que el punto de observación está

su�cientemente alejado de la fuente y que el volumen emisor es �nito, podemos hacer
la siguiente aproximación para la distancia entre las puntos emisores y el punto de ob-
servación: R ' r − r′ · k̂, donde r es la distancia del origen de coordenadas al punto
de observación, k̂ es la dirección del vector de onda que apunta hacia el lugar de obser-
vación y r′ es la coordenada de la posición del punto emisor. Con estas aproximaciones
podemos reescribir la ecuación (108) y obtenemos

dErad (r, ω) = k2 e
ikr

r
k̂×

(
P (r′, ω)× k̂

)
e−ir

′·k̂d3r′. (110)

Para obtener la radiación total debemos hacer la integral de ecuación (110) sobre
todo el volumen, de modo que:

Erad (r, ω) = k2 e
ikr

r

∫
k̂×

(
P (r′, ω)× k̂

)
e−ir

′·k̂d3r′. (111)
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Figura 8. Campo de polarización variable inducido por al paso de la partícula cargada a través del medio

[28].

Podemos sustituirP (r′, ω) en ecuación (111) por su transformada espacial de Fourier

P (r) =
1

(2π)3/2

∫
dk′eik

′·rP (k′) , (112)

con esta expresión podemos realizar el siguiente manejo algebraico
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Erad (r, ω) =
k2eikr

r

∫
k̂×

[
1

(2π)3/2

∫
P (k′, ω) eik

′·r′d3k′

]
× k̂e−ir

′·k̂d3r′

=
(2π)

3/2 k2eikr

r

∫
d3k′

[(
k̂×P (k′, ω)

)
× k̂

[
1

(2π)3

∫
e−i(k−k

′)·r′d3r′
]]

=
(2π)

3/2 k2eikr

r

∫
d3k′

[(
k̂×P (k′, ω)

)
× k̂δ (k− k′)

]
= (2π)

3/2 k2 e
ikr

r

[
k̂×P (k, ω)× k̂

]
.

Por lo tanto el campo de una distribución de radiación dipolar se puede calcular a
través de la expresión [65]

Erad (r) = (2π)
3/2 k2 e

ikr

r

[
k̂×P (k, ω)× k̂

]
. (113)

Hemos realizado una de las integraciones aprovechando el hecho de que obtenemos la
función delta de Dirac en la variable k− k′. Podemos sustituir el campo de polarización
por su expresión explícita en ecuación (104) en términos del campo de la partícula y la
permitividad del medio

Erad (r, ω) = (2π)
3/2 k2χ (ω)

eikr

r

[
k̂× E0 (k, ω)

]
× k̂, (114)

Ahora podemos sustituir la ecuación (105) en este resultado para obtener:

Erad (r, ω) = (2π)
3/2 k2 e

ikr

r
χ

2iqω
εc2

δ (ω − k′ · v)

k2 − ω2

c2

[
k̂× v

]
× k̂, (115)

donde hemos de�nido χ ≡ χ (ω) y ε ≡ ε (ω). De�niendo el vector φ mediante

φ̂ =

(
k̂× v

)
× k̂∣∣∣(k̂× v

)
× k̂

∣∣∣ ,
podemos reescribir la ecuación (115) como:

Erad (r, ω) = (2π)
3/2 k2 e

ikr

r

χ

c2k2 − ω2

2iqω
ε
δ (ω − k′ · v) v senθ φ̂. (116)

Recordando que ck = ω
√
ε y que χ = ε−1

4π
, podemos escribir χ

c2k2−ω2 = 1
4πω2 , y al

combinar este resultado con los otros factores podemos escribir la ecuación (116) como

Erad (r, ω) = (2π)
1/2 ieikr

r

qω

c2
δ (ω − k′ · v) v senθ φ̂. (117)
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Esta es nuestra expresión para el campo de radiación. Como vemos en el argumento
de la delta de Dirac hemos recobrado la expresión usual para el ángulo de emisión de
la radiación de Cherenkov, ya que

ω − k · v = 0 ⇒ ω − kvcosθ = 0 ⇒ cosθ =
1

β · n (ω)
,

donde nuevamente β es el factor de Lorentz, β = v
c

= ω
k
, y θ es el ángulo entre la

velocidad de la partícula y la dirección de propagación de la onda de radiación. Para
poder trabajar con la delta de Dirac que aparece en (117) es conveniente seguir un
procedimiento heurístico propuesto por Panofsky y Phillips [71], y utilizar la de�nición
de la función delta como el siguiente límite:

δ (ω − k · v) = δ (ω − kvcosθ) =
1

v
δ
(ω
v
− kcosθ

)
=

1

v
lim
L→∞

1

2π

L/2∫
−L/2

ei[(
ω
v
−kcosθ)z]dz

=
1

2πv

[
ei[(

ω
v
−kcosθ)L/2] − e−i[(

ω
v
−kcosθ)L/2]

i
(
ω
v
− kcosθ

) ]

= lim
L→∞

L

2πv

sen
[(

ω
v
− kcosθ

)
L
2

][(
ω
v
− kcosθ

)
L
2

] . (118)

Para simpli�car esta expresión podemos de�nir f = ω
v
− kcosθ. Con estas expre-

siones, ahora podemos escribir la ecuación (117) como:

Erad (r, ω) =
ieikr

(2π)
1/2 r

qωL

c2

sen
[
fL
2

](
fL
2

) senθ φ̂. (119)

En esta expresión, podemos entender a L como la distancia recorrida por la partícula
dentro del medio, y por tanto podremos utilizarla sin el límite L→∞ para considerar
un recorrido limitado de la partícula.

4.2 Energía radiada por el medio

En los análisis usuales de la radiación de Cherenkov se suele calcular la energía radiada
por unidad de distancia recorrida, para recuperar esta cantidad a partir de la ecuación
(119) debemos calcular la energía radiada por unidad de frecuencia y por unidad de
ángulo sólido. Como vimos en el capítulo anterior podemos obtener esta cantidad a
partir de la ecuación (94). Al hacer los cálculos para nuestro caso obtenemos que

d2E
dΩdω

=
c

2π

√
ε |rErad|2 . (120)
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Sustituyendo la ecuación (119) en la ecuación (120) obtenemos que

d2E
dΩdω

=
c

2π

√
ε

∣∣∣∣∣r eikr

(2π)
1/2 r

iqωL
c2

sen
[
fL
2

](
fL
2

) senθ

∣∣∣∣∣
2

=
q2ωkL2

(2π)2 c2

sen2
[
fL
2

](
fL
2

)2 sen2θ. (121)

Integrando la ecuación (121) sobre el ángulo sólido obtenemos:

dE
dω

=
q2ωkL2

(2π)2 c2

2π∫
0

dφ

π∫
0

sen2 (fL/2)

(fL/2)2 sen2θdcosθ
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2πc2
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−1
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ω
v
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)
L
2

)((
ω
v
− ku

)
L
2

)2

(
1− u2

)
du, (122)

donde u = cosθ. Notemos que de acuerdo con nuestro problema, en el punto donde
u = uc = ω/ (vk) la expresión fL/2 se anula, por lo que en ese punto existe un máximo
muy agudo en correspondencia con el ángulo de máxima emisión de la radiación de
Cherenkov, y la mayor parte de la contribución de esta integral provendra de este punto,
esto nos asegura que el resultado prácticamente no variará si hacemos la sustitución
u→ uc en el factor 1− u2, de modo la ecuación (122) se convertirá en:

dE
dω

=
q2ωkL2

2πc2

(
1− u2
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) 1∫
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η1

sen2α

α2
dα, (123)

donde

η1 =
1

2

(ω
v
− k
)
L, η2 =

1

2

(ω
v

+ k
)
L.

Analicemos la integral en la ecuación (123), es una expresión por demás interesante,
ya que su comportamiento depende de los valores adoptados por las variables ω, k, y v.
No olvidemos que para obtener nuestras expresiones �nales es necesario tomar el límite
cuando L→∞. Para el límite superior η2=L

2

(
ω
v

+ k
)
, debido a que tanto ω como k y v

son cantidades positivas, no importa cual sea su relación, al tomar el límite tendremos
que este tiende a in�nito. El caso del límite inferior η1 = L

2

(
ω
v
− k
)
es mucho más

delicado, en este caso tenemos dos posibilidades:

1. Si ω/v − k > 0 entonces η1 → ∞ y por lo tanto la integral en la ecuación (123)
tiende a cero;
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2. Si ω/v − k < 0 (y por lo tanto v > ω
k

= c
n
, la condición usual para la radiación de

Cherenkov) entonces η1 → −∞ y por lo tanto la integral es igual a π, ya que el
dominio de integración es toda la recta real.

Conjuntando estos resultados y realizando la integración llegamos al siguiente resultado:

dE
dω

=
q2ωL

c2

(
1− ω2

v2k2

)
Θ
(
v − ω

k

)
, (124)

donde Θ es la función escalón de Heaviside. Como vemos, el comportamiento de esta
integral nos advierte de una situación física muy clara: solamente cuando la velocidad
de la partícula supera la velocidad de fase de una onda monocromática con frecuencia
ω tenemos la emisión de radiación con dicha frecuencia en el ángulo de Cherenkov, de
otra manera, si la velocidad de la partícula es menor que la velocidad de fase, no habrá
una onda emitida.

Para saber cual es la energía promedio emitida por el medio por unidad de longitud
atravezada por la partícula y por unidad de frecuencia ángular de las ondas emitidas
debemos calcular

d2E
dωdz

=
q2ω

c2

(
1− ω2

v2k2

)
Θ
(
v − ω

k

)
. (125)

Por último, para saber la energía irradiada por la partícula por unidad longitud
atravezada, debemos integrar la ecuación 125 en ω

dE
dz

=
q2

c2

∫
ωdω

(
1− ω2

v2k2

)
Θ
(
v − ω

k

)
. (126)

Esta expresión es la fórmula usual para la intensidad de radiación por unidad de
longitud que se obtiene mediante la teoría usual de Frank y Tamm, ecuación (22).

Nuestro análisis acaba de mostrar su consistencia con la formulación clasica de Frank
y Tamm. En el proceso hemos visto como al suponer que el campo de polarización es
el responsable de la radiación hemos arribado de manera natural a las características
conocidas de la radiación de Cherenkov, como el ángulo de emisión, la velocidad crítica
y la intensidad de radiación por unidad de longutid. También podemos vislumbrar
una explicación de por que la radiación solo se da para velocidades mayores que la
velocidad de fase: la potencia radiada que vemos a gran distancia esta relacionado de
manera crítica con la integral en la ecuación 123; esta integral solo es distinta de cero
para velocidades mayores que la velocidad de fase, y esto no es más que un re�ejo del
hecho de que una superposición constructiva de las ondas que la partícula genera en el
medio solo se puede dar cuando la velocidad de la partícula es mayor que la velocidad
de fase.

Esta formulación de la radiación de Cherenkov resulta natural y también es un
método muy poderoso, además de ser más sencillo, matemáticamente hablando, que la
formulación usual de la radiación de Cherenkov.
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Villavicencio et. al. han demostrado que esta formulación se puede extender para
tratar distribuciones extensas de carga, además de que es posible obtener la radiación
de Cherenkov inducida por otras distribuciones de carga como dipolos e incluso la
radiación de Cherenkov ocasionada por el paso de un pulso electromagnético dentro del
medio [67, 68].

Todas estas características convierten a esta formulación en una herramienta muy
útil al abordar nuevos problemas relacionados con la emisión de radiación debida a
partículas que viajan dentro de un medio material a velocidad constante. En el sigu-
iente capítulo desarrollaremos los aspectos más relevante sobre la teoría de los cristales
líquidos colestéricos y en el capítulo 6 presentaremos nuestra investigación sobre la ra-
diación establecida en un colestérico por el paso de una partícula cargada utilizando el
método que hemos expuesto en este capítulo.
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5 Cristales líquidos colestéricos

La investigación de los cristales líquidos es un área hoy en día fuertemente cimentada
dentro de la física. El término cristal líquido se re�ere a un conjunto de fases de la
materia que pueden alcanzar algunas sustancias. Cuando una sustancia se encuentra
en una fase de cristal líquido adquiere propiedades únicas, ya que al igual que los
liquidos tiene la capacidad de �uir pero a diferencia de estos tiene varios índices de
refracción, más de un coe�ciente de viscosidad, módulos elásticos y su suceptibilidad
dieléctrica está representada por un tensor de manera análoga a lo que pasa con los
cristales. Podemos decir que los cristales líquidos son fases intermedias entre el líquido
isotrópico y el sólido cristalino, y es debido a esto que se acuñó uno de los nombres con
los que se suelen conocer a estas fases: mesofases.

Todas estas características de los cristales líquidos son posibles debido a que las
moléculas que los componen tienen libertad para desplazarse por el volumen de la
sustancia como si fueran las moláculas de un líquido �aunque los grados de esta libertad
dependen del cristal líquido que estemos considerando� pero al desplazarse conservan
algún tipo de orden.

En el caso más sencillo un cristal líquido está constituido por moléculas con forma de
barra alargada, las cuales apuntan en una dirección preferencial mientras se desplazan
por el volumen del cristal líquido. Esta mesofase es conocida como nemático. Bajo
ciertas circunstancias, se puede formar una mesofase en la cual la dirección preferencial
en la que apuntan las moléculas es una función periódica del espacio y tiene la estruc-
tura de una hélice. A las sustancias que crean esta última estructura de una manera
espontánea se les conoce como cristales líquidos quirales o cristales líquidos colestéricos
(CLC).

La importancia que los cristales líquidos tienen el día de hoy es insoslayable. La gran
mayoría de las pantallas planas que utilizamos, incluyendo las pantallas de los teléfonos
celulares que están en todas partes, basan su funcionamiento en las caracterísicas únicas
de los cristales líquidos.

Existen muchos tipos de cristales líquidos, y en cada caso, para generar cada uno de
los tipos de cristales líquidos, debemos poner restricciones a los grados de libertad del
movimiento las moléculas dentro del cristal líquido, o bien, romper simetrías dentro del
material. En las siguientes secciones haremos una breve revisión de los principales tópi-
cos alrededor de los cristales líquidos, y en particular describiremos las características
únicas de los cristales líquidos colestéricos.

5.1 Breve historia de los cristales líquidos

Los cristales líquidos tienen una historia más que centenaria y son un ejemplo in-
mejorable de como la pasión por la investigación de la naturaleza sostenida por largo
tiempo da lugar a impresionantes desarrollos tecnológicos. La investigación formal de
los cristales líquidos comenzó en 1989 cuando Friedrich Reinitzer (�gura 9), un botánico
austriaco, notó que una sustancia derivada del colesterol de las zanahorias, benzoato
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Figura 9. Friedrich Reinitzer, descubridor de los cristales líquidos. A la derecha un par de muestras de

benzoato de colesterilo: (a) a una temperatura entre los 150 °C y los 189 °C; (b) a una temperatura

ligeramente mayor a 189 °C.

de colesterilo, parecía tener dos puntos de fusión: en un primer punto, a unos 150
°C, la sustancia se convertía en un líquido lechoso y viscoso; al seguir aumentando la
temperatura y hasta llegar a los 189 °C, el líquido súbitamente se volvía claro y dis-
minuía su viscosidad [72, 73]. Asombrado, Reinitzer decidió que había que investigar
más profundamente esta sustancia, y encontró que en su estado lechoso interactuaba
de manera muy particular con la luz polarizada. Posteriormente, comunicó sus resulta-
dos al célebre cristalógrafo Otto Lehman (�gura 10), quien hizo los primeros estudios
cristalográ�cos de los cristales líquidos y con el tiempo se convirtió en el gran paladín
de su estudio [74, 75, 76].

Durante los primeros años de investigación, los esfuerzos se centraron en describir la
interacción de la luz polarizada con los cristales líquidos, concretamente en la descrip-
ción de lo que hoy en día conocemos como texturas, estudio para el que fue crucial el uso
del microscopio de polarización perfeccionado por Lehman (�gura 8). La primer gran
compilación de estos resultados se la debemos al propio Lehman, con su monumental
monografía aparecida en 1904 [77], donde se describían más de 400 texturas de cristales
líquidos en láminas pintadas a mano.

Pocos años después se establecieron varios resultados cruciales. Alexander Vörlan-
der lanzó la idea de que las moléculas de cristales líquidos debían tener una forma
alargada, y que posiblemente en estas fases las moleculas se desplazaban manteniendo
una orientación preferencial [78]. Charles Mauguin investigó la interacción de la luz
con cristales líquidos encerrados dentro de una celda que le permitía crear una con�gu-
ración quiral, análoga a la con�guración que hoy en día sabemos que tienen los cristales
líquidos colestéricos y que describiremos más adelante [79]. Mauguin también investigó
la interacción de los cristales líquidos con campos magnéticos y llegó a la conclusión de
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Figura 10. Otto Lehman, el gran paladín de las primeras investigaciones sobre los cristales líqudios. A la

derecha una representación de su microscopio de polarización.

que era posible reorientar a las moléculas utilizando estos campos [80].
El siguiente gran paso adelante en la investigación de los cristales líquidos fue dado

por George Friedel, quien en 1922 publicó una extensa investigación sobre las texturas
observadas hasta ese momento en los cristales líquidos y postuló que los cristales líquidos
se trataban de una nueva fase de la materia, y acuñó el termino mesofase para referirse
a ellos [81, 82]. Friedel también introdujo los nombres contemporáneos con los que
conocemos a los distintos tipos de cristales líquidos, a saber: nemáticos, esmécticos y
colestéricos. En la siguiente sección describiremos todos estos tipos de cristales líquidos.

Durante la década de 1920 y 1930 las investigaciones en torno a los cristales líquidos
siguieron incrementándose, y en 1933 ocurrió una reunión cientí�ca crucial en la historia
de la investigación de estos materiales: la reunión de estudiosos de los cristales líquidos
bajo el auspicio de la Sociedad Faraday de Inglaterra. Esta reunión fue convocada por
una de las grandes cabezas de la cristalografía en esos momentos, Sir William Bragg.
Esta reunión cohesionó por primera vez a la comunidad interesada en los cristales
líquidos. Entre los trabajos que se expusieron en la reunión se incluían cuestiones
como la nomenclatura para los cristales líquidos, teorías moleculares, modulos elásticos
y coe�cientes de viscosidad. Un trabajo que vale la pena destacar es el de Vseldov
Frederiks, un cientí�co ruso que hizo estudios muy precisos sobre la interacción de los
cristales líquidos con campos electromagnéticos, descubriendo el efecto nombrado en
honor a él y que más tarde tendría una importancia capital para el desarrollo de las
modernas tecnologías de pantallas de cristales líquidos [76, 83, 84].
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La investigación en torno a los cristales líquidos continuó su camino a lo largo de la
década de 1930, pero a �nales de esta década comezó a abandonarse debido al cambio
en las prioridades de las naciones debido al inminente comienzo de la Segunda Guerra
Mundial. Durante una década la investigación en torno a los cristales líquidos quedó
practicamente paralizada. A mediados de la década de 1950 la investigación empezó a
resurgir tanto en Inglaterra como en Alemania, donde vale la pena mencionar el trabajo
de de Vries [85]. Para �nales de la década los cientí�cos estadounidenses mostraron
interés por primera en este tópico.

Aunque la investigación básica en torno a los cristales líquidos continuó durante la
década de 1960, en esta época se dio un cambió radical en el tema debido a la creación
de las primeras aplicaciones tecnológicas de los cristales líquidos, que de inmediato
atrajeron la atención de grandes compañías. Los primeros avances en este sentido se
hicieron en los laboratorios de la RCA, y el primer efecto electroóptico observado en esta
línea fue el de los llamados dominios de Williams [86], descubierto por Richard Williams.
Al saber sobre este efecto, George Heilmeier, también de la RCA, decidió centrarse en el
estudio de los cristales líquidos, �nalmente creando el primer dispositivo electroóptico
de cristales líquidos [87], con los que fue posible crear prototipos de pantallas para
relojes y ventanas opacables.

A pesar de estos primeros logros, la RCA abandonó la investigación en torno a
los cristales líqudios [76]. En una de las mayores ironías de la historia, los desarrollos
estadunidenses fueron retomados por un socio comercial menor y que en ese momento
estaba tratando de hacerse un espacio dentro del mundo de la tecnología electrónica:
Japón.

Durante la segunda mitad de la década de 1960 Japón se encontraba inmerso dentro
de una guerra tecnológico-comercial en la que varias compañías japonesas trataban de
crear un nuevo implemento electrónico clave: calculadoras. Los primeros modelos de
calculadoras electrónicas creados por los japoneses eran pesadas, utilizaban una gran
cantidad de energía y costaban tanto como un automovil. Sin embargo, la exacerbada
competencia, que en algún momento implicó a alrededor de 50 empresas creando cal-
culadoras dentro de Japón, hizo que para �nales de la década de 1960 se produjeran
calculadoras fáciles de transportar que podían comprar todos los departamentos de
contaduría de las empresas japonesas [88].

Para 1970, las grandes empresas japonesas se encontraban preparándose para un
último asalto y la gran meta era crear una calculadora completamente portátil y que
estuviera al alcance del bolsillo de cualquier persona. En esta línea, Casio creó en
1972 la primera calculadora realmente portátil. Sin embargo su principal inconvetiente
eran el gran consumo eléctrico de los tubos al vacío de su pantalla, que disminuían
considerablemente la duración de sus pilas. En un intento por superar este producto,
uno de los directivos de Sharp ordenó a sus equipos de investigación indagar en la
viabilidad del uso de cristales líquidos para crear una pantalla. Este directivo tuvo esta
idea después de ver los desarrollos hechos en la RCA a través de un documental de la
televisión japonesa. Aunque nadie en el equipo de desarrollo tecnológico de la empresa
sabía nada de estas sustancias, al cabo de poco tiempo se volvieron expertos en ellas, y
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Figura 11. Elsi-mate 805, la primer calculadora portátil con pantalla de cristales líquidos

http://www.vintagecalculators.com/html/facit_1106_sharp_el-805s.html

en 1973 Sharp presentó la primera calculadora con pantalla de cristales líquidos (�gura
11).

Hoy en día todas las calculadoras portátiles tienen pantallas que funcionan a base
de cristales líquidos, pero la evolución de las pantallas de cristales líquidos no se de-
tuvo en ese momento, y las generaciones posteriores vieron incrementarse el número de
pantallas que presentaban, primero de una forma rudimentaria y luego cada vez más
so�sticada, imágenes con información que permitía interactuar con los nuevos aparatos
desarrollados. Las pantallas de la gran mayoría, si no es que todos, los celulares actuales
funcionan con bases en las propiedades de los cristales líquidos, al igual que muchas de
las pantallas planas gigantes que ahora vemos en todas partes, de ahí el nombre con
el que se les conoce comunmente: Liquid Crystal Displays o LCD. El triunfo de Casio
y Sharp selló la guerra de las calculadoras y le dieron a Japón un aparato con el que
incursionó de manera exitosa en el mercado mundial de la tecnología. A partir de ese
momento, la primicia en el desarrollo de la industria electrónica paso de los Estados
Unidos al lejano oriente [88].

A pesar del predominio de las empresas japonesas en la creación de pantallas de
cristales líquidos, gran parte de la investigación básica en torno a estas sustancias con-
tinuó haciendose en Europa y los Estados Unidos y grandes descubrimientos fueron
realizados ahí en las siguientes décadas. Podemos tomar como ejemplo la creación del
modo de operación helicoidal por parte de Helfrich y Schadt en 1971 [89]. A partir de
esta época, la investigación de los cristales líquidos han seguido un desarrollo fuerte-
mente marcado por su utilización tecnológica, y su importancia ha permeado en áreas
tan distantes como la medicina [90], pero los cristales líquidos son sin lugar a dudas
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un tópico que siempre tendrá más que ofrecernos en su investigación básica, como lo
demuestra su utilización como moduladores espaciales de luz, cristales fotónicos ajusta-
bles, interruptores ópticos, etc. [91].

5.2 Tipos principales de cristales líquidos

A continuación haremos una discusión acerca de los principales tipos de cristales líqui-
dos, describiendo sus aspectos clave como su tensor dieléctrico y la forma en que inter-
actuan con la luz, haciendo hincapié en los cristales líquidos nemáticos y los cristales
líquidos colestéricos. Para una mayor discusión del tema el lector puede refererirse a
[92, 93, 94, 95].

Desde el inicio mismo de la investigación en torno a los cristales líquidos uno de
los principales atractivos de estos fue su forma de interactuar con la luz, la cual sólo
había sido vista antes en algunos tipos de minerales cristalinos. Dentro de cada tipo
de cristal líquido existe un tipo de orden particular, el cual es de largo alcance, y por
otra parte también existe algún tipo de movimiento aleatorio propio de los líquidos.
En el caso de un cristal existen grupos de moléculas que están arreglados de manera
completamente regular, formando una red periódica en el espacio. En los líquidos
los centros de gravedad de las moléculas varían su posición de manera completamente
aleatoria. Puesto de una manera matemática un cristal está de�nido por el hecho de
que, si un patrón primigenio (o base) está localizado en el punto x0, la probabilidad de
encontrar un patrón equivalente en el punto x = x0 + n1a1 + n2a2 + n3a3 (siendo ni
un entero, i ∈ {1, 2, 3}, y {ai} un conjunto de vectores base) se mantiene �nita cuando
|x− x0| → ∞. Como resultado, su patrón de difracción de rayos X muestra re�exiones
de Bragg muy agudas y bien localizadas características de una red. En otras palabras

lim
|x− x′| → ∞

〈ρ (x) ρ (x′)〉 = F (x− x′) (127)

donde 〈ρ (x) ρ (x′)〉 es la función de correlación densidad-densidad y F (x− x′) es una
función periódica con vector base ai.

Un líquido isotrópico se puede de�nir de una manera similar. Se puede decir que si
existe algún patrón en un punto x0 entonces no hay manera de expresar la probabilidad
de encontrar un patrón similar en un punto x lejano de x0, excepto a través de la
densidad promedio de partículas ρ̄, esto es

lim
|x− x′| → ∞

〈ρ (x) ρ (x′)〉 ' ρ̄2. (128)

En el caso de un líquido existe una longitud de escala, que es la misma en cualquier
dirección ξ fuera de la cual las correlaciones se pierden (o más bien se vuelven despre-
ciables). El patrón de difracción re�eja este mismo hecho mostrando picos difusos con
una anchura ξ−1.

Con estas ideas en mente, es posible de�nir las características de un cristal líquido.
En el caso de los cristales líquidos la función de correlación de densidades no depende
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Figura 12: Distintos tipos de cristales líquidos constituidos por moléculas alargadas: (a) con�guración de

nemático; (b) dos tipos de cristal líquido esméctico; (c) cristal líquido quiral o colestérico
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exclusivamente del módulo |x− x′| sino que depende de la orientación x − x′ con re-
specto algún eje espacial. Esta de�nición nos deja amplias posibilidades para romper la
simetría que existen un cristal, o para imponer una simetría dentro de un líquido. Para
saber cuáles son las posibles mesofases existentes, comenzaremos rompiendo la simetría
de orientación de las moléculas. Los casos más comunes de formas para estas moléculas
son alargadas como un habano. Este tipo de moléculas suelen conocerse como calamíti-
cas. También existen moléculas con forma de disco o puck de hokey. En ambos casos,
obtenemso una fase de cristales líquidos si las moléculas apuntan preferentemente en
una dirección sin perder la capacidad de moverse por el volumen de la sustancia en
libertad. Este tipo de cristal líquido es conocido como cristal líquido nemático.

La siguiente restricción se la agregaremos el cristal líquido nemático de moléculas
calamíticas, y consiste en que las moléculas estén constreñidas a permanecer preferente-
mente dentro de una capa. En este caso no sólo habrá una orientación preferencial, sino
también una estructura suplementaria dentro del líquido. A pesar de esto las moléculas
tienen dos grados de libertad para moverse libremente como líquido, ya que dentro de
las capas se pueden desplazar libremente. Este tipo de cristales líquidos son conocidos
como esmécticos (�gura 12) y se conocen varias subclases dentro de ellos.

Existe otra fase de cristales líquidos que consiste en que las moléculas de tipo dis-
cótico se aglutinen en columnas. Esta es la llamada fase columnar en la cual tenemos
la mayor restricción para el movimiento de las moléculas dentro del cristal líquido.

Es posible tener una sustancia con más de una mesofase, por ejemplo, puede ocurrir
que al calentar una sustancia y fundirla esta pase de fase sólida a convertirse en un
esméctico; luego al aumentar aún más la temperatura, puede convertirse en otro tipo
de esméctico, y al seguir aumentando la temperatura puede convertirse en un nemático,
y �nalmente al seguir aumentando la temperatura la sustancia se volverá un líquido
isotrópico [76].

5.3 Cristales líquidos nemáticos y colestéricos

Existe otro tipo de mesofase en la cual se mezclan las propiedades de los cristales líqui-
dos nemáticos y las de los cristales líquidos esmécticos, los llamados cristales líquidos
quirales o cristales líquidos colestéricos. Los cristales líquidos colestéricos (CLC) están
compuestos por las moléculas del tipo alargado, sin embargo tienen la particularidad
de que su con�guración de mínima energía es una con�guración helicoidal.

Esta con�guración se crea de la siguiente manera: en una primera capa todas las
moléculas apuntan preferentemente en una misma dirección que está dentro del mismo
plano; en la siguinte capa las moléculas también apuntan en una sola dirección, pero
esta nueva dirección es ligeramente distinta de la dirección anterior. Esta diferencia
de orientación es constante al pasar de una capa a la siguiente, de modo que al pasar
por una cantidad su�ciente de capas volvemos a la orientación original de la primera
capa. Ésta es la estructura característica de los CLC, en la cual una hélice indica las
orientaciones preferenciales de las moléculas dentro de cada capa (�gura 13).

Los cristales líquidos nemáticos y colestéricos tienen muchas características en común:
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1. Tanto en los colestéricos como en los nemáticos los centros de gravedad de las
moléculas no tienen un orden de largo alcance.

2. Existe orden en lo que se re�ere la dirección en la que se orientan las moléculas:
éstas tienden encontrarse paralelas con cierto eje común, el cual es conocido como
el vector unitario (o director) n. Esto se re�eja en todas las propiedades sensoriales
macroscópicas: por ejemplo, ópticamente un nemático es un medio uniaxial con
el eje óptico a lo largo de n. En el caso de los CLC el vector director coincide con
la estructura helicoidal de orientaciones de las moléculas.

3. La dirección de n es arbitraria en el espacio, pero en la práctica esta dirección
se impone mediante la acción de fuerzas menores (como puede ser el efecto guía
que tiene las paredes del contenedor). En el caso de los nemáticos esto nos da
la posibilidad de crear campos de orientación muy complejos, e incluso podemos
crear una estructura helicoidal a partir de un nemático. En el caso de los colestéri-
cos también tenemos libertad para variar la estructura, por ejemplo alargando o
disminuyendo la distancia de repetición de la hélice, sin embargo, al deformar
mucho el estado del cristal líquido, la organización quiral se rompe y se generará
una estructura de dominios donde solo localmente se tiene la con�guración de
mínima energía y la hélice cambia de orientación al pasar de un dominio a otro.

4. Los estados del director n y −n son indistinguibles.

5. Las fases nemáticas ocurren solamente con materiales en los que no se distingue
entre derecha e izquierda; puede ser que cada molécula que constituye material
sea idéntica a su imagen en el espejo �moléculas aquirales� o bien, si este no es el
caso, entonces el sistema debe ser 'racémico', o sea una mezcla 1:1 de las especies
izquierdas y derechas de la molécula. En el caso de los CLC, las moléculas tienen
una estructura quiral, o bien, con el agregado de un pequeño dopante la estructura
preferida por el sistema es quiral.

Localmente un CLC es similar a un material nemático. Como el caso del nemático
los centros de gravedad no tienen orden de largo alcance, pero la orientación de las
moléculas si tiene un eje preferencial que se puede etiquetar mediante el vector director
n. Este vector no es constante en el espacio, y como ya dijimos, la con�guración
preferida por el material es helicoidal. Si llamamos z al eje en el cual se desarrolla la
estructura de la hélice, n se caracteriza por las siguientes ecuaciones [96]:

nx = cos (q0z + φ) ,

ny = sen (q0z + φ) ,

nz = 0, (129)

donde p = 2π/ |q0| es conocido como el pitch del CLC. Tanto el eje helicoidal como el
valor de φ son arbitrarios. Existe otro tipo de simetría rota: la estructura es periódica
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Figura 13. Representaciones esquemáticas de la organización molecular en un cristal líquido colestérico.

a lo largo de z y el frecuencia de rotación espacial L es igual a la mitad del pitch (dado
que los estados n y −n son equivalentes):

L =
π

|q0|

Los valores típicos de L son del orden de 3000Å; esta es una distancia mucho mayor
que las dimensiones moleculares típicas. Dado que L es comparable con la longitud de
onda de la luz visible, la periodicidad resulta en difracciones de Bragg de los rayos de
luz incidentes. Discutiremos más ampliamente estos efectos ópticos en las siguientes
secciones.

Tanto la magnitud como el signo de q0 tienen un signi�cado físico. El signo dis-
tingue entre hélices derechas e izquierdas; una muestra dada a una temperatura dada
siempre produce muestras con el mismo signo de giro. Si cambiamos la temperatura
T , entonces q0 también cambiará. En algunos casos q0 (T ) puede cambiar de signo en
una temperatura particular T ∗. Este caso es interesante, ya que en la temperatura T ∗

el material se comporta como un nemático convencional y al cruzar la temperatura T ∗

encontramos que las propiedades físicas tales como calores especí�cos, etc., mantienen
variaciones suaves [93].

Por lo que hemos visto, los nemáticos y los colestéricos son hasta cierto punto dos
subclases de la misma familia, con las siguientes reglas de correspondencia

Sistemas racémicos o aquirales→ nemáticos
Sistmas diferentes de su imagen en el espejo→ colestericos
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5.3.1 Anistrotropía dieléctrica

La constante dieléctrica estática medida a lo largo del vector director
(
ε‖
)
y perpendic-

ular a este (ε⊥) son diferentes. Para una dirección arbitraria del campo eléctrico E, la
relación entre el desplazamiento eléctrico y el campo eléctrico adopta la forma [91, 93]:

D = εE = ε⊥E + εan (n · E) , (130)

donde la diferencia

εa = ε‖ − ε⊥ (131)

puede ser positiva o negativa dependiendo de la estructura química detallada de cada
una de las moléculas constituyentes del CLC y de la frecuencia utilizada para excitar
al medio. En términos generales, podemos hacer las siguientes consideraciones:

1. Si cada una de las moléculas tiene un momento dipolar paralelo (o casi paralelo)
a su eje largo, el dipolo se puede orientar e�cientemente mediante un campo E
a lo largo del eje del nemático (si el campo está a lo largo de la dirección +n,
entonces habrá más dipolo los apuntando la dirección +n en la dirección −n).
Pero un campo perpendicular a n tendrá solamente efectos débiles. En este caso
que acabamos de describir tendremos ε‖ > ε⊥.

2. Si hay un momento dipolar permanente que es más o menos normal a la dirección
del eje largo, la situación será la inversa y tendremos que ε‖ < ε⊥ .

5.3.2 Agentes que in�uyen para cambiar la periodicidad de la hélice

Como hemos visto hasta ahora, el comportamiento de un CLC está condicionado de
una manera crítica por la longitud del periodo de la hélice. En el caso de la radiación
proveniente del paso de una partícula por un CLC esto también es cierto, por lo que
reviste interés conocer los principales agentes capaces de alterar el pitch de un CLC.

Temperatura El primer agente que debemos tomar en cuenta es la temperatura. En
la mayor parte de los CLC, el pitch p decrece a medida que aumenta la temperatura.

dp (T )

dT
< 0

Esta dependencia suele ser pronunciada como se puede ver en la �gura 14. Esta
remarcable dependencia ha sido utilizada desde hace varias décadas para la fabricación
de dispositivos termosensibles. Como hemos visto, dependiendo de la longitud del pitch,
aparece una banda de re�exión para los ángulos cercanos al eje del CLC. Por otra parte,
tanto la región de re�exión como el rango de sensibilidad de la temperatura se pueden
controlar con una mezcla apropiada de distintos CLC. Algunas de las aplicaciones que
se han llevado adelante mediante las propiedades de variación de pitch son:
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Figura 14. Relación entre la temperatura y la longitud del periodo de la hélice en algunos cristales líquidos

colestéricos típicos. En la horizontal se representan la longitud de onda de las re�exiones de Bragg

medidas en las sustancias, que es igual al pitch multiplicado por el índice de refracción n ∼ 1.5. [93]

a) Medición super�cial de temperaturas. En este caso, la super�cie a estudiar se cubre
con una capa delgada de material con CLC. Las diferencias de temperatura se
verán como diferencias de color.

b) Conversión de imágenes infrarrojas a imágenes visibles. Al enfocar la imagen infrar-
roja en el CLC, unas partes aumentarán su temperatura más que otras, dando
pie a variaciones en la longitud de pitch y la imagen infrarroja es traducida a un
esquema de color [76].

Composición química La variabilidad mostrada por los CLC, tanto en pitch, de-
pendencia con la temperatura, valor de constantes dieléctricas, etc., sugiere que las
propiedades de mezclas de distintos CLC pueden ser altamente �exibles y que se pueden
ajustadar a requerimientos preestablecidos.

Uno de los primeros mecanismos que se puede implementar con CLC es el dopamiento
de cristales líquidos nemáticos. La presencia de una pequeña cantidad de moléculas
quirales provoca que la estructura del nemático se vuelva quiral. En este caso, se
sabe que la concentración y el pitch generado en el cristal líquido siguen una relación
predecible como sigue:

P · c = cte,

donde P es el pitch del cristal líquido obtenido y c es la concentración de cristal líquido
dopante.
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En el caso de la mayor parte de la mezclas de CLC, el pitch resultante suele ser
cercano al promedio del pitch de los componentes ponderado por la concentración de
cada uno de los compuestos:

∼
q (T ) '

∑
i

ciqi (T ) .

Aquí, ci es la concentración de cada uno de los componentes de la mezcla. Sin
embargo, se debe considerar que suele haber excepciones a esta regla y se debe probar
su validez en cada caso especí�co.

Por último, ciertos gases causan un cambio signi�cativo en el pitch cuando son
absorbidos por una película de colestéricos [93].

Campos externos Es posible distorsionar el campo de direcciones de un colestérico
mediante la aplicación de un campo eléctrico o magnético. Esta es una de las carac-
terísticas más sorprendentes y útiles de los cristales líquidos, y es por esto que han
sido elegidos una y otra vez como el material prinicipal para muchas aplicaciones de
tecnología óptica.

5.4 Interacción de un colestérico con una onda electromagnética

incidente en la dirección de la hélice

Los CLC interactúan de manera distinta con la radiación electromagnética dependiendo
de la longitud de onda de esta radiación. En general podemos distinguir tres regímenes:
i) cuando la longitud de onda es mucho mayor que el pitch del cristal líquido; ii)
cuando es de la misma magnitud, y iii) cuando es mucho menor que él. Por otra
parte la hélice es muy sensible a las condiciones provenientes del exterior, como campos
electromagnéticos o super�cies orientadoras. Esta combinación única lleva a la aparición
de propiedades ópticas exclusivas de los CLC, las cuales tienen tanto interés cientí�cos
como aplicaciones tecnológicas prácticas. En esta sección haremos una breve revisión
de las propiedades de interacción de un CLC con un onda incidente a lo largo del eje
de la hélice.

Como hemos mencionado, la actividad óptica de los cristales líquidos se debe a su
peculiar estructura helicoidal. Recordemos que el campo de orientaciones, si el eje de
la hélice apuntan en la dirección z y nos encontramos ante un cristal líquido con giro
derecho, es según la ecuación (129)

nx = cosθ = cos (qz) ,

nx = senθ = sen (qz) , (132)
nz = 0.

donde q = 2π
p

y donde p es el pitch. Podemos deducir la expresión para el tensor
dieléctrico a partir de la ecuación (130)
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ε = ε⊥I + εann, (133)

y en el caso del campo de orientaciones (132) podemos escribir explícitamente que

ε =

 ε⊥ + εacos2qz εasenqzcosqz 0
εasenqzcosqz ε⊥ + εasen2qz 0

0 0 ε⊥

 . (134)

Podemos reescribirlo de una forma equivalente mediante:

ε =

 ε⊥ + εa
(

1
2

+ 1
2
cos2qz

)
εa

1
2
sen2qz 0

εa
1
2
sen2qz ε⊥ + εa

(
1
2
− 1

2
cos2qz

)
0

0 0 ε⊥

 . (135)

Supongamos que tenemos una muestra de CLC con su�cientes ciclos de la hélice
como para poder despreciar los efectos de borde. Nos interesa saber la relación de
dispersión para ondas electromagnéticas que viajan en el colestérico con una dirección
paralela al eje de la hélice. En este caso las ecuaciones de Maxwell relevantes son las
siguientes:

∇× E = −1

c

∂B

∂t
, (136)

∇×B =
1

c

∂D

∂t
, (137)

donde hemos supuesto que el medio no es magnético (B = H) y que no hay cargas
ni corrientes libres. Podemos obtener una sola ecuación si aplicamos el rotacional a la
ecuación (136) y combinamos el resultado con la ecuación (137), de modo que obtenemos
que

∇×∇× E = − 1

c2

∂2D

∂t2
. (138)

Recordemos que ∇×∇×E = ∇ (∇ · E)−∇2E, y debido a que no tenemos fuentes
de campo eléctrico, podemos reducir la ecuación (138) a:

−∇2E +
1

c2

∂2D

∂t2
= 0, (139)

donde hay que recordar que D = εE. Nos interesa saber que pasa con las ondas planas
que se propagan dentro del CLC. No tenemos una razón para pensar que estas ondas
cambiarán su dirección, pero posiblemente si se presenten interacciones distintas para
distinas formas de polarización y quizá en la magnitud de la radiación, de modo que
proponemos las siguientes soluciones:

E (r, t) = E0 (r) e−iωt
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D (r, t) = D0 (r) e−iωt (140)

Al sustituir la ecuación (140) en la ecuación (139) obtenemos la siguiente relación
por componentes

∂2

∂z2

 Ex
Ey
0

+
ω2

c2
ε

 Ex
Ey
0

 = 0. (141)

Debemos notar la presencia del tensor dieléctrico ε que tendrá el efecto de mezclar
las dos componetes Ex y Ey. Explícitamente tenemos que

∂2Ex
∂z2

+
ω2

c2

(
ε⊥Ex + εaEx

(
1

2
+

1

2
cos2qz

)
+ εa

Ey
2
sen2qz

)
= 0, (142)

∂2Ey
∂z2

+
ω2

c2

(
εa
Ex
2
sen2qz + ε⊥Ey + εaEy

(
1

2
− 1

2
cos2qz

)
+

)
= 0. (143)

La forma en que están mezcladas ambas componentes en las relaciones (142) y (143)
nos sugiere que una combinación lineal de ambas puede ser solución de las ecuaciones.
Basados en los resultados experimentales, que sugieren una fuerte interacción con ondas
polarizadas circularmente, será interesante ver estas ecuaciones en la represantción de
ondas con polarización cicular. Sean pues

E± = Ex ± Ey. (144)

Para obtener las ecuaciones apropiadas basta con multiplicar a la ecuación (142)
por i y sumarla en un caso y restarla en el otro a la ecuacion (143) para obtener que

∂2E+

∂z2
+
ω2

c2

[(
ε⊥ +

εa
2

)
E+ +

εa
2
e2iqzE−

]
= 0, (145)

∂2E−

∂z2
+
ω2

c2

[(
ε⊥ +

εa
2

)
E− +

εa
2
e−2iqzE+

]
= 0. (146)

Estas ecuaciones siguen estando acopladas, sin embargo, también nos sugieren que la
diferencia entre las dos componentes no es más que una fase. La siguientes expresiones
nos darán la respuesta apropiada:

E+ = aei(l+q)z,

E− = bei(l−q)z. (147)

En este caso, a y b son dos constantes y l corresponde al número de onda de la radiación
que se propaga en el colestérico en el caso de polarización circular.

Sustituyendo la ecuación (147) en las ecuaciones (145) y (146) obtenemos:
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Figura 15. Relación entre la frecuencia y el vector de onda l para la propagación de modos

electromagnéticos dentro de un colestérico en el caso de propagación a lo largo del eje principal. [93]

a (l + q)2 − ω2

c2

[(
ε⊥ +

εa
2

)
a+

εa
2
b
]

= 0, (148)

b (l − q)2 − ω2

c2

[(
ε⊥ +

εa
2

)
b+

εa
2
a
]

= 0. (149)

Si de�nimos k2
0 = ω2

c2

(
ε⊥ + εa

2

)
y k2

1 = ω2

c2
εa
2
, las ecuaciones anteriores se convierten

en: [
(l + q)2 − k2

0

]
a−

[
k2

1

]
b = 0, (150)

[
(l − q)2 − k2

0

]
b−

[
k2

1

]
a = 0. (151)

Podemos escribir estas ecuaciones en forma matricial:(
(l + q)2 − k2

0 −k2
1

−k2
1 (l − q)2 − k2

0

)(
a
b

)
=

(
0
0

)
. (152)

Este es un sistema de ecuaciones homogéneo, por lo tanto tiene solución no trivial
solamente si el determinante de matriz se anula, o sea∥∥∥∥ (l + q)2 − k2

0 −k2
1

−k2
1 (l − q)2 − k2

0

∥∥∥∥ = 0.

Este determinante es equivalente a la siguente ecuación
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−k4
1 +

(
−k2

0 + l2 + q2
)2 − 4l2q2 = 0. (153)

Como vemos la ecuación (153) no depende de las intensidades de las ondas electro-
magnéticas circulares, solo depende del valor de la frecuencia de las ondas ω, del valor
de las constantes dieléctricas, del valor del pitch de la hélice colestérica y de la longitud
de onda de la radiación. Esta es la relación de dispersión que estabamos buscando.
Simpli�cando (153) tenemos que

ε⊥ε‖
ω4

c4
−
(
ε⊥ + ε‖

) (
l2 + q2

) ω2

c2
+
(
l2 − q2

)2
= 0. (154)

Esta es una ecuación cuadrática para ω2, al resolverla obtenemos que:

ω2 =

c2

[
(l2 + q2)

(
ε⊥ + ε‖

)
±
√(

ε⊥ + ε‖
)2

(l2 + q2)2 − 4ε‖ε⊥ (l2 − q2)2

]
2ε‖ε⊥

. (155)

Para esta ecuación tenemos dos soluciones posibles. Tomando la raíz cuadrada conser-
vando solo la parte positiva de la ecuación (155) obtenemos [93, 94, 97] (�gura 15):

ω = c

√√√√(l2 + q2)
(
ε⊥ + ε‖

)
±
√(

ε⊥ + ε‖
)2

(l2 + q2)2 − 4ε‖ε⊥ (l2 − q2)2

2ε‖ε⊥
. (156)

5.5 Teoría de la propagación electromagnética en el formalismo

de las matrices de Jones

Podemos encontrar otras propiedades de los CLC en su interacción con la radiación
electromagnética si trabajamos en otros formalismos. Uno de estos formalismos es el
de las matrices y los vectores de Jones [98]. Como veremos en este capítulo, con esta
herramienta se puede explicar de una manera alternativa las propiedades que hemos
visto en las secciones anteriores y también algunas nuevas como el poder rotatorio y la
transmisión para distintas longitudes de onda en la dirección del eje de la hélice.

5.5.1 Propagación a lo largo del eje óptico para longitudes de onda mucho
menores que la frecuencia de rotación

Consideremos el campo de desplazamiento D producido por un haz electromagnético
dezplazándose a lo largo del eje z

D =

 D0xei(kz−ωt+ϕx)

D0yei(kz−ωt+ϕy)

0

 ,
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entonces, en el formalimso de Jones este haz luminoso se representa mediante el vector
columna

D =

[
eiϕx
eiϕy

]
=

[
A1

A2

]
,

este es el llamado vector de Jones del haz. A1 y A2 son dos cantidades complejas que
contienen la información de correspondiente a la intensidad y al estado de polarización
del haz original. La intensidad del campo la calculamos mediante |A1|2 + |A2|2. Por
otra parte, podemos escribir el estado de polarización del haz de la siguiente manera:
de�niendo a Λ como el ángulo que hace el eje mayor de la elipse de polarización con
el eje x, a ∆ como la diferencia de fase entre la componente x e y del haz, a ς como
la elipticidad de la elipse de polarización y el parámetro α mediantetanα = |A1|/|A2|,
entonces

tan2Λ = cos∆tan2α,

sen2ς = sen∆sen2α.

Los componentes de un sistema óptico, como pueden ser retardadores de fase, po-
larizadores, etc., se representan mediante matrices de 2× 2 que actúan sobre el vector
que representa al haz.

En nuestro caso vamos a calcular la matriz que representa el efecto que el medio
colestérico tiene sobre un haz cuando éste se desplaza a través de su eje. Para lograrlo
será necesario considerar que el material está compuesto por una gran cantidad de
pequeñas capas de grosor pequeño, cada una de las cuales actúa de manera diferenciada
sobre el haz, y el resultado de todas ellas se obtendrá sumando la interacción de cada
una de estas capas hasta llegar a la longitud deseada. Como hemos mencionado, un
CLC se comporta como un cristal líquido nemático localmente cuando consideramos
sus propiedades ópticas. Esto nos indica que cada una de las capas se puede considerar
como un material birrefringente y el CLC será un conjunto de estas capas con su eje
principal ligeramente girado al pasar de una a otra.

La expresión de una matriz para un material birrefringente cuando sus ejes princi-
pales están alineadas con los ejes coordenados es:

G =

[
exp (−iσ) 0

0 exp (iσ)

]
,

donde σ es la mitad de la diferencia de fase que adquieren dos ondas linealmente po-
larizadas después de pasar a través de una sola capa de grosor g, en otras palabras
σ = πgδn/λ, con δn = na−nb. Si consideramos que esta capa está inclinada un ángulo
η respecto de los ejes coordenados entonces debemos reescribir la matriz G como

S1 = SGS−1,
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donde

S ≡ S (η) =

[
cosη −senη
senη cosη

]
,

y donde S−1es la inversa de S.
De este modo, si una haz incidente D0 pasa por esta capa, entonces tendremos un

haz D1 a la salida dado por

D1 = J1D0.

Sí ahora el hazD1 incide nuevamente sobre otra capa birrefringente entonces tendremos
que

D2 = S2GS−2D1 = S2GS−2GS−1D0

= S2
(
GS−1

)2
D0 = J2D0,

donde J2 = S2 (GS−1)
2. Podemos continuar este proceso hasta llegar al siguiente

resultado para una pila de m capas:

Jm = Sm
(
GS−1

)m
=

[
a b
c d

]
. (157)

Podemos demostrar que:

(
GS−1

)m
=

senmθ
senθ

GS−1 − sen (m− 1) θ

senθ
I, (158)

donde

cosθ = cosηcosσ.

Como estamos asumiendo que el grosor de las capas es pequeño, y también σ y η =
2πg/p son pequeños (con p el pitch del CLC), entonces podemos hacer la aproximación

θ2 ≈ η2 + σ2, (159)

y podemos escribir a partir de las ecuaciones (157) y (158) que

a = cosmηcosmθ +
tanη
tanθ

senmηsenmθ

− i
senmθ
senθ

senσcos (m+ 1) η, (160)
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b =
tanη
tanθ

cosmηsenmθ − senmηcosmθ

− i
senmθ
senθ

senσsen (m+ 1) η, (161)

c = −b∗, d = a∗.

Podemos sustituir a este sistema por un rotador y un retardador. Si % es la rotación
producida por el rotador, 2ϕ el retardo de fase y ψ como el ángulo del retardador
respecto a los ejes principales, los efectos de todos estos componentes ópticos se repre-
sentan mediante:

Jm =

[
cosψ −senψ
senψ cosψ

] [
cos% −sen%
sen% cos%

]
×
[
exp (−iϕ) 0

0 exp (iϕ)

] [
cosψ senψ
−senψ cosψ

]
. (162)

Entonces, a partir de las ecuaciones (157) y (162) tenemos que

a = cosϕcos%− isenϕcos (2ψ + %) , (163)

b = −cosϕsen%− isenϕsen (2ψ + %) , (164)

c = −b∗, d = a∗. (165)

Igualando las ecuaciones (160) y (163) obtendremos después de algunas manipulaciones
que

% = m (η − θ′) , (166)

ϕ = cos−1
(
sec2mθ′/sec2mθ

)1/2
, (167)

ψ =
1

2
[(m+ 1) η − %] , (168)

donde

θ′ =
1

m
tan−1

(
tanηtanmθ

tanθ

)
.

y donde m representa el número total de capas. El grosor de estas capas puede ser
incluso de unos pocos Å, de modo que para todo �n práctico podemos considerar que
m es un número muy grande.
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5.5.2 Poder rotatorio

Cuando el pitch no es muy grande, lo que implica 1
2
pδn � λ , lo cual puede ocurrir

cuando η � σ y θ′ ≈ θ, podemos obtener el poder rotatorio de la polarización producido
por m capas de colestérico mediante

% = m (η − θ) = m
[
η −

(
η2 + σ2

)1/2]
= −mσ2/2η,

y el retardo de fase será 2ϕ ≈ 0. Por lo tanto, en este caso el sistema se comportará
como un rotador puro. Si ahora consideramos que m es el número de capas que tenemos
por cada giro de la hélice, o sea mη = 2π y mg = p, entonces el poder de rotación en
radianes por unidad de longitud será

% = −π (δn)2 p/4λ2, (169)

el signo negativo nos indica que el sentido de rotación es opuesto al giro de la hélice
colestérica.

Cuando tenemos que η es comparable o menor que σ, el sistema ya no se puede
representar como un rotador puro. Para valores grandes del pitch la ecuación (167) se
puede escribir como

Jm =

[
cosψ −senψ
senψ cosψ

]{[
exp (−imθ) 0

0 exp (imθ)

]
+senmθ

[ (
senσ
senθ

cosη − 1
) [

senη
senθ

exp (−iσ)
][

− senη
senθ

exp (iσ)
] (

senσ
senθ

cosη − 1
) ]} . (170)

Cuando η y η/σ son extremadamente pequeños, entonces θ → σ y la ecuación (170)
se reduce a [94]:

Jm =

[
cosψ −senψ
senψ cosψ

] [
exp (−imσ) 0

0 exp (imσ)

]
. (171)

La ecuación (171) implica que en cualquier punto dentro del medio hay dos vibra-
ciones lineales a lo largo de los ejes ópticos locales principales. Los ejes de polarización
de cada una de estas vibraciones rota con los ejes principales a medida que viajan a lo
largo de la hélice, y la diferencia de fase es la misma que tendría que si viajaran en un
medio sin torsión. La �gura 16 ilustra la variación que tiene el poder rotatorio como
función del pitch y del grosor de las muestras.

Lo más notable de estos resultados es la dependencia del poder de rotación respecto
del grosor de la muestra, a diferencia de otros elementos ópticos, y del pitch de la
hélice. El poder de rotación cambia de signo a medida que cambia el pitch, lo cual
es muy sorprendente y a primera vista no es intuitivo. Cuando el pitch es grande
comparado con la longitud de onda del haz incidente �o como se le suele llamar, en
el límite de Mauguin� entonces la rotación es en el mismo sentido que la hélice, pero
a medida que el pitch se reduce, entonces la rotación primero disminuye hasta llegar
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Figura 16. Cambio del poder rotatorio de cristales líquidos colestéricos con la longitud de onda de la luz

incidente. El poder rotatorio se mide en radianes entre la longitud de material atravezado por la luz

mientras que en el eje horizonta se considera una longitud de onda �ja (0.5 µm) mientras que el pitch

varía. La birrefringencia de la capa es δn = 0.1. El grosor de las capas es: (a) 1.0 µm, (b) 1.25 µm, (c)

1.5 µm. [94]
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a cero para luego volverse negativa. En cuanto a la dependencia con el grosor de la
muestra, podemos ver que a medida que el grosor es mayor, los máximos de los poderes
de rotación incrementan su valor.

5.5.3 Propagación a lo largo del eje de la hélice para longitudes de onda
del orden de la frecuencia de giro

Cuando la longitud de onda es del mismo orden de magnitud que el pitch, emerge una
nueva fenomenología. El más notable de estos fenómenos es la re�exión total de los
haces con polarización circular que giran en el mismo sentido que la hélice colestérica.
Podemos tener una idea de por qué se da esta fenómeno si recordamos que cuando
1
2
pδn � λ podemos tratar al cristal como un rotador puro, o bien, podemos decir que

los haces con polarización circular izquierda y derecha viajan sin cambio de forma pero
a velocidades ligeramente distintas. Los índices de refracción para las polarizaciones
izquierda y derecha son:

nR = n−
[
(δn)2 p/8λ

]
, nL = n+

[
(δn)2 p/8λ

]
,

y el poder rotatorio es

% = −π (δn)2 p/4λ2, (172)

donde δn = na − nb y n = 1
2

(na + nb).
Supongamos que la hélice del CLC tiene un giro positivo (η > 0) y que incide un

haz con polarización derecha, dado por D0 =

[
1
i

]
, a lo largo de la dirección z. Para

calcular el coe�ciente de re�exión entre la capa número (s+ 1)-ésima y (s+ 2)-ésima
debemos calcular lo siguiente[

ξ
υ

]
=

[
1
i

]
exp {i (s+ 1) η − ϕs+1} , (173)

donde ϕs+1 = 2πnR (s+ 1) g/λ, y donde g es el grosor de cada una de las capas. En la
frontera, la vibración ξ emerge de un medio con un índice de refración na y la vibración
υ emerge de un medio con índice de refración nb. Cualitativamente es obvio que dado
que los ejes principales de la capa (s+ 2) están rotados ligeramente con respecto a los
ejes de la capa (s+ 1) uno de los componentes de la ecuación (173) emergerá de la
capa (s+ 1) y se encontrará con un medio menos denso y otras de las componentes se
encontrará con un medio más denso, y por ello una de las componentes se verá re�ejada
sin ningún cambio de fase y la otra sufrirá un cambio de fase igual a π. Aplicando
las fórmulas usuales para la re�exión en incidencia normal de la super�cie de un cristal
anisotrópico, las componentes re�ejadas referidas a los ejes principales de la capa (s+ 2)
son
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[
ξ′

υ′

]
= −ηδn

2n

[
i
1

]
exp {i [s+ 1η − ϕs+1]}

= −ih
[

1
−i

]
exp {i [s+ 1η − ϕs+1]} ,

donde q = ηδn/2n. Haremos la aproximación senη ≈ η, dado que ya hemos asumido
que η es muy pequeño. Transformando nuevamente a las coordenadas x e y la onda
re�ejada al llegar a la super�cie del cristal líquido será[

X
Y

]
= ih

[
1
−i

]
exp {2i [s+ η − ϕs+1]} ,

lo cual representa una vibración circular derecha viajando en la dirección negativa de
z. Claramente la diferencia de fase entre esta onda y la re�ejada entre la primera
y la segunda capa es 2 (sη − ϕs). Cuando λ = nR, tenemos que 2πnRg/λ = η y
ϕs = sη dado que mg = p y mη = 2π. Por lo tanto, el factor de fase exp [2i (sη − ϕs)]
se convierte en unidad sin importar el valor de s, y por lo tanto tenemos un fuerte
máximo de interferencia. Para una hélice izquierda, η se vuelve negativa y (sη − ϕs) no
se anula; por lo tanto, las ondas de diferentes capas no estarán en fase y la vibración
se transmitirá prácticamente sin cambios.

Usando una apróximación cinemática, o sea despreciando las re�exiones múltiples
entre las m capas, el coe�ciente de re�exión por cada giro de la hélice será

|Q| = m |h| = πδn/n. (174)

5.5.4 Coe�cientes de re�exión

Una solución completa del problema de la propagación a lo largo del eje de la hélice
del CLC tiene que tomar en cuenta múltiples re�exiones. Para poder lograr esto es
apropiado pensar en el cristal líquido como una serie de planos paralelos espaciados por
una distancia p. Cada plano reemplaza las m capas de cada giro de la hélice.

De�niendo el coe�ciente de re�exión −iQ para cada plano para la luz con polar-
ización circular en incidencia normal, podemos asumir la condición dinámica que de
Q esté dado por la ecuación (174). Estamos suponiendo además que la estructura del
colestérico tiene un giro positivo.

Sean Tr y Sr como las amplitudes complejas de la onda primaria y de la onda
re�ejada respectivamente en un punto justo por encima del plano número r, y asignemos
el número r = 0 al primer plano de este arreglo. Si despreciamos la absorción en cada
plano, podemos escribir la siguiente ecuación en diferencias para los coe�cientes Tr y
Sr

Sr = −iQTr + exp (−iϕ)Sr+1, (175)
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Tr+1 = exp (−iϕ)Tr − iQexp (−2iϕ)Sr+1, (176)

donde ϕ = 2πnRp/λ. En estas ecuación hemos tomado al coe�ciente de re�exión igual
para la propagación en la dirección +z y la dirección −z. Reemplazando a r por r − 1
en ecuación (176) obtenemos que

Tr+1 + Tr−1 = yTr, (177)

Sr+1 + Sr−1 = ySr, (178)

donde

y = exp (iϕ) + exp (−iϕ) +Q2exp (−iϕ) . (179)

Supongamos que el líquido está compuesto por v planos. Poniendo Sv = 0, podemos
obtener a partir de la ecuación (178) que

Sv−2 = ySv−1,

Sv−3 = ySv−2 − Sv−1 =
(
y2 − 1

)
Sv−1,

Sv−4 =
(
y3 − 1

)
Sv−1,

etc., además que

S0 =

(
yv−1 − v − 2

1!
yv−2 +

(v − 4) (v − 3)

2!
yv−5 − · · ·

)
Sv−1

= fv (y)Sv−1. (180)

De manera similar, a partir de las ecuaciones (176), (177) y (179) podemos obtener

Tv−1 = exp (iϕ)Tv,

Tv−2 = [yexp (iϕ)]Tv

Tv−3 =
[(
y2 − 1

)
exp (iϕ)− y

]
Tv

y

T0 = [fv (y) exp (iϕ)− fv−1 (y)]Tv. (181)

De este modo podemos escribir a partir de la ecuación (175) que

Sv−1 = −iQTv−1 = −iQexp (iϕ)Tv.

La razón de la amplitud re�ejada a la amplitud incidente será
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S0

T0

= − iQfv (y) exp (iϕ)

fv (y) exp (iϕ)− fv−1 (y)
. (182)

Si asumimos una solución de la forma

Tr+1 = xTr, (183)

donde x sea independiente de r, entonces tendremos que satisfacer la condición

x+

(
1

x

)
= y = exp (iϕ) + exp (−iϕ)−Q2exp (−iϕ) ,

de modo que las condiciones de re�exión son nRp = λ0 o bien ϕ0 = 2π. De esta manera
podemos escribir

ϕ =
2πλ0

λ
= ϕ0 + χ,

donde

χ = −2π (λ− λ0) /λ,

que es una pequeña cantidad en la vecindad de la re�exión. Por lo tanto

x+
1

x
= exp (iχ) + exp (−iχ) +Q2exp (−iχ) . (184)

Esto nos sugiere que en la vecindad de la re�exión podemos escribir

x = exp (−ξ) exp (−iϕ0) = exp (−ξ) , (185)

donde ξ es una cantidad pequeña que puede ser compleja. A partir de las ecuaciones
(184) y (185) podemos escribir

ξ = ±
(
Q2 − χ2

)1/2
.

Cuando

y = exp (ξ) + exp (−ξ) = 2coshξ,

la función f (y) esta dada por

f (y) =
sinhvξ
sinhξ

. (186)

Sustituyendo este resultado en la ecuación (182) obtenemos que

S0

T0

≈ −iQexp (iχ)

iχ+ ξcothvξ
, (187)

o bien
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R =

∣∣∣∣S0

T0

∣∣∣∣2 =
Q2

χ2 + ξ2coth2vξ
.

Para un medio semin�nito, v =∞ en la ecuación (187) y

S0

T0

= − Q

χ± i (Q2 − χ2)
1/2
. (188)

Cuando −Q < χ < Q, entonces ξ es real y podemos escribir

R =

∣∣∣∣S0

T0

∣∣∣∣2 = 1,

y la re�exión es total dentro de este intervalo. Por lo tanto el ancho de la banda de
re�exión total es

∆λ = Qλ0/π,

o bien, si usamos la ecuación (174)

∆λ = pδn. (189)

Este resultado es precisamente el calculado por de Vries [85].

5.5.5 Teoría completa de la transmisión a lo largo del eje óptico

Con el propósito de formular una teoría completa sobre la transmisión de haces de luz
a lo largo del eje óptico necesitamos una expresión para el tensor dieléctrico del CLC
en la representación de las matrices de Jones. De manera análoga a como hicimos con
la capa birrefringente pequeña, en el caso del tensor eléctrico podemos pensar en el
CLC como una pila de capas cada una con las mismas características dieléctricas pero
giradas ligeramente una respecto de la otra. Entonces, sí q = 2π/p el tensor dieléctrico
como función de la coordenada z está dado por

ε =

[
cosqz −senqz
senqz cosqz

] [
εa 0
0 εb

] [
cosqz senqz
−senqz cosqz

]
(190)

=

[
ε+ αcos2qz αsen2qz
αsen2qz ε− αcos2qz

]
,

donde εa = n2
a, εb = n2

b , ε = 1
2

(εa + εb), α = 1
2

(εa − εb) = nδn. La ecuación de onda
para la propagación a lo largo del eje z se representa mediante

∂2E

∂z2
= −ω

2

c2
εE. (191)

De�niendo
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Eder = 2−
1
2 (Ex + iEy) ,

Eizq = 2−
1
2 (Ex − iEy) ,

tenemos que Eder y Eizq son la propagación circular derecha e izquierda a lo largo del
eje z respectivamente. Sustituyendo estas de�niciones en la ecuación (191) obtenemos
que [

∂2Eder
∂z2

∂2Eizq
∂z2

]
= −ω

2

c2

[
ε αexp (2iqz)

αexp (−2iqz) ε

] [
Eder
Eizq

]
. (192)

La solución de la ecuación (192) tiene la forma

V =

[
Aderexp [i (k + q) z]
Aizqexp [i (k − q) z]

]
, (193)

que representa la superposición de dos ondas con polarizaciones circulares opuestas y
con vectores de onda que di�eren por 2q. Sustutiyendo la ecuación (192) en (193)
obtenemos la siguiente ecuación matricial:[

(k + q)2 −K2
m −αK2

−αK2 (k − q)2 −K2
m

] [
Ader
Aizq

]
=

[
0
0

]
, (194)

donde K = 2π/λ y Km = 2πn/λ, siendo λ la longitud de onda en el vacío. Esta
ecuación matricial es análoga a la ecuación (153) de la sección 5.3 y como ya habiamos
visto el sistema tiene soluciones no triviales solamente si el determinante de la matriz
es distinto de cero, lo cual nos lleva a la siguiente ecuación:[

(k + q)2 −K2
m

] [
(k − q)2 −K2

m

]
− α2K4 = 0. (195)

Las raíces de esta ecuación son:

k1 =
[(
K2
m + q2

)
−
(
4K2

mq
2 + α2K4

) 1
2

] 1
2

,

k2 =
[(
K2
m + q2

)
+
(
4K2

mq
2 + α2K4

) 1
2

] 1
2

. (196)

Sustituyendo en la ecuación (193) podemos obtener el siguiente par de expresiones
para Ader y Aizq:

Ader
Aizq

=
αK2

(k1 + q)2 −K2
m

, (197)

Aizq
Ader

=
αK2

(k2 − q)2 −K2
m

. (198)
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También podemos reescribir la ecuación (193) como

V1 =

[
exp (iK1z)

d expi (K1 − 2q) z

]
, (199)

V2 =

[
f expi (K2 + 2q) z

exp (iK2z)

]
, (200)

donde

K1 = k1 + q = q +
[
K2
m + q2 −

(
4K2

mq
2 + α2K4

) 1
2

] 1
2

,

K2 = k2 − q = −q +
[
K2
m + q2 +

(
4K2

mq
2 + α2K4

) 1
2

] 1
2

,

d =
K2

1 −K2
m

αK2
,

f =
K2

2 −K2
m

αK2
.

La diferencia en los valores de los vector de onda K1 y K2 es la responsable de
la actividad óptica de medio, siendo el valor de la rotación por unidad de longitud
% = 1

2
(K1 −K2) rad.

Ahora, si hacemos la aproximación de que (K1 −K2) /q � 1, o de que la rotación
en cada giro de la hélice es pequeño comparado con π, lo cual es válido en la mayoría
de los colestéricos, tenemos que

% =
1

2
(K1 −K2) =

x− (x2 − α2K4)
1
2

4q
,

donde

x = K2
m − q2.

Si x2 < α2K4, entonces % se convierte en una cantidad compleja, donde la parte real
nos da el poder de rotación y la parte imaginaria nos da el dicroismo circular. Dado
que no hemos incluido un mecanismo disipativo, es claro que la parte imaginaria tiene
que ver con la re�exión de una de las componentes. La banda de re�exión está centrada
en x = 0, o bien en Km = q ó λ0 = np, donde λ0 es la longitud de onda en el vacío.
El intervalo de re�exión se extiende desde x = +αK2 hasta x = −αK2, o sea desde
+q2 (δn/n) hasta −q2 (δn/n). Dado que

δx = δ (Km)2 = 2Km (δKm) ∼ 2q (δKm) ,

el ancho espectral de las longitudes totalmente re�ejadas es
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∆λ = pδn. (201)

que es el mismo ancho espectral que obtuvimos en la ecuación (189) y que fue obtenido
por de Vries [85]. Lejos de la banda de re�exión, donde x2 � α2K4, tenemos que

% = −α
2K4

8qx

= − π (δn)2 p

4λ2 [1− (λ2/λ2
0)]
. (202)

El signo del poder de rotación cambia cuando se cruza la banda de re�exión (λ0).
Cuando (λ� λ0), entonces la ecuación (193) se reduce a la ecuación (172), y cuando
λ� λ0, % tiende asintóticamente a 0.

Con esto terminamos nuestra breve revisión para la fenomelogía de los cristales
líquidos. En la siguiente sección presentaremos la radiación de Cherenkov y la radiación
de transición presentes en un cristal líquido colestérico.
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6 Radiación de transición en un cristal líquido coles-

térico

Como hemos visto en las secciones anteriores, lo único que necesitamos para propiciar
la emisión de radiación en un medio a partir de una partícula cargada es que el medio
sea inhomogeneo. En su versión más sencilla la radiación de transición requiere que la
partícula cargada se acerque a la frontera entre dos medios homogeneos, sin embargo,
este esquema tiene algunos inconvenientes, entre otros la baja emisión que se tiene por
cada frontera atravezada y la límitada longitud de formación, lo cual ha llevado a la
fabricación de complejos detectores de radiación basados en el principio de radiación
de transición [64].

A continuación proponemos el uso de un cristal líquido colestérico (CLC). Como
ya habíamos visto en el capítulo 5, la estructura de los CLC incorpora una estructura
helicoidal. La radiación coherente emitida por una carga que se mueven uniformemente
dentro de un medio dieléctrico, el cual puede ser un CLC, ha sido considerada pre-
viamente en otros estudios teóricos. Landau [99] propuso una explicación de algunas
procesos radiativos en términos de la polarización inducida en el medio debido al paso
de una partícula. Esta propuesta de Landau no es la única en este sentido [66], de
hecho, debido al descubrimiento de la radiación de Cherenkov en la Unión Soviética,
la escuela física que ahí se desarrolló y posteriormente en Rusia se ha mantenido con-
stantemente interesada en este tema, lo cual esta demostrado en la proposición de la
radiación de transición por esta misma escuela [44].

El paso de partículas cargadas a través de CLC también ha sido considerado en
varios estudios teóricos [100, 101, 102, 103]. En todos estos trabajo se han establecido
algunos resultados, que muestran que en términos generales el carácter de la radiación
coherente emitida por las partículas rápidas dentro de los CLC es similar a aquella
que se obtiene a partir de partículas que viajan en medios periódicos más simples, con
estructura de capas o estrati�cados. Sin embargo, además de la radiación Cherenkov
usual, que se emite solo cuando las partículas viajan a velocidades mayores que la
velocidad de fase de la luz dentro del colestérico, en estos trabajos también se ha
mencionado que los CLC emiten una forma diferente de radiación coherente que es
inducida por la periodicidad espacial del cristal. Esta otra radiación emitida por los
CLC es generada por su estructura periódica y por ello no emerge a lo largo del cono
generador, el bien conocido cono de Cherenkov, cuyo eje coincide con la trayectoria de
desplazamiento de la partícula y tiene un ángulo de apertura dado por cosθ = 1/βn,
sino que emerge por el llamado cono de difracción, cuyo eje no es paralelo a la velocidad
de la partícula.

Kats [100] ha mostrado que la polarización de la radiación de Cherenkov en un CLC
es elíptica en general, y que los conos de emisión (Cherenkov y de difracción) tienen una
estructura �na, de modo que hay varios ángulos de conos ligeramente diferentes, cada
uno de los cuales tiene su propia polarización. Estas propiedades de la radiación de
Cherenkov dentro de un CLC ha sido establecidas sobre la base de un análisis cualitativo
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de las correspondientes ecuaciones para dispersión y difracción a primer orden de la
radiación. Una descripción analítica de la emisión de Cherenkov fue obtenida para
la dirección del eje óptico del CLC por Shipov y Belyakov [104]. En esta referencia el
problema fue considerado de manera teórica e hicieron análisis de la emisión de radiación
de Cherenkov dentro de un CLC bajo condiciones que corresponden a difracciones de
órdenes mayores de la radiación emitida por la partícula. También se encontraron
expresiones analíticas para la polarización angular y frecuencias características de la
radiación de Cherenkov dentro del CLC asumiendo que la birrefringencia del CLC es
pequeña, lo cual es con�rmado por los valores experimentales de varias fases de CLC.

Una aproximación diferente fue adoptada por Shipov [105] en la cual se asume un
periodo de longitud espacial de la estructura del CLC mucho más grande que la longitud
de onda de la luz incidente. Existe otro estudio concerniente a la emisión Cherenkov en
un CLC bajo condiciones de difracción de órdenes mayores. En este trabajo se muestra
que bajo la condición mencionada, la densidad de energía radiada respecto al ángulo y
frecuencia de la radiación Cherenkov en un CLC es muy diferente de la correspondiente
para un medio homogéneo a pesar de que la radiación integrada es la misma que para
un medio homogéneo [104].

A pesar de todas estas contribuciones al entendimiento de la radiación emimitida por
un CLC, aún hacía falta desarrollar una teoría rigurosa de la radiación establecida en
un CLC debido al paso de una partícula cargada, así que en las secciones subsiguientes
desarrollaremos esta teoría. El procedimiento usual para calcular la energía radiada por
unidad de tiempo y de distancia cuando la partícula viaja a una velocidad constante
dentro de cualquier medio consiste en obtener el vector de Poynting a partir de la solu-
ción de las ecuaciones de Maxwell [106], considerando a la trayectoria de la partícula
como la fuente de la energía radiada. En este capítulo calcularemos la radiación pro-
ducida por una partícula cargada que viaja en una dirección arbitraria dentro del cristal
líquido colestérico, apegándonos a la exposición que hemos presentado previamente en
. A partir de esto calcularemos la polarización inducida dentro del colestéricos por el
campo eléctrico de esta partícula de manera análoga a como lo hicimos en el caso de
la radiación de transición y del efecto Cerenkov en la sección 3.2 y el capítulo 4. Una
vez que tengamos esta información expresaremos el campo de radiación originado por
la distribución dipolar inducido en el colestérico en términos de las susceptibilidades
del medio. Como ya lo hemos mencionado, este procedimiento esta basado en las ideas
de Villavicencio et. al [65], y éstas a su vez en las ideas en [54, 64, 99].

Con el propósito de simpli�car el procedimiento anterior vamos a escribir las ecua-
ciones de Maxwell y la ecuación constitutiva no local del colestéricos en el espacio de
Fourier de frecuencias espaciales y temporales, lo que nos permitirá encontrar una ex-
presión para la polarización dependiente del tiempo dentro del colestérico, para luego
establecer las condiciones de la radiación a través de las ecuaciones de Maxwell. Este
procedimiento nos llevará a en ecuaciones en diferencias que gobiernan la emisión radia-
tiva del CLC. Utilizaremos un procedimiento iterativo para resolver estas ecuaciones y
para lograrlo también asumiremos valores pequeños de la birrefringencia del colestérico,
lo cual nos permitirá encontrar el campo eléctrico producido por la partícula a primer
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orden. Finalmente, con todo esta información podemos encontrar la contribución domi-
nante del campo de radiación, la cual es una expresión análoga a la del efecto Cherenkov
usual más un término de radiación de transición. Una vez obtenido este resultado nos
enfocaremos en los términos del desarrollo que aparecen para velocidades hipolumíni-
cas de la partícula y calcularemos la energía radiante como una función del ángulo de
observación, la frecuencia de la radiación emitida, y la dirección de la velocidad de la
partícula respecto al eje del colestérico.

Debemos remarcar que a pesar de la simplicidad del método del cálculo de la pola-
rización variable del medio, es extraño que esta idea no haya sido utilizado de manera
más extendida para el estudio del efecto Cherenkov, de modo que en adelante alentamos
a que esta poderosa herramienta sea utilizada para tratar este y otros problemas de
radiación en la materia.

También debemos mencionar que aunque en la práctica un CLC no es exactamente
un cristal unidimensional y sólo tenemos un número limitado de periodos dentro de una
muestra real. Sin embargo, varios trabajos han exhibido que el efecto de un número
�nito de períodos consiste en suavizar los extremos de la banda de re�exión, y el estudio
de estos efectos de borde dentro de una muestra �nita se dejan para un estudio posterior.
También asumiremos que nos encontramos con un cristal perfecto en el sentido de
que no hay defectos dentro del medio, los cuales podrían radiar por acción del campo
electromagnético cambiante y que nos encontramos en un medio no magnético.

6.1 Polarización inducida en un colestérico

Empezaremos analizando la respuesta dieléctrica del CLC ante un campo eléctrico
aplicado. De (104) y (133) deducimos que la transformada temporal de Fourier del
tensor de susceptibilidad es

4π χ (r, ω) = [ε⊥ (ω)− 1] I + εa (ω) n̂n̂T , (203)

donde ε⊥ (ω) es la constante dieléctrica perpendicular a la alineación molecular, εa (ω) =
ε‖ (ω) − ε⊥ (ω) la anisotropía dieléctrica, I la matriz identidad, n̂ el vector director
unitario de la estructura helicoidal y n̂T su transpuesto, que según la ecuación (129) es

n̂ =

 cos qz
senqz

0

 , n̂T = (cos qz, senqz, 0) , (204)

donde q es la frecuencia espacial del CLC, que se relaciona con el pitch mediante p = 2π
q
,

y donde hemos supuesto que el eje de la hélice coincide con el eje z (�gura 17).
Dado que trabajaremos en los espacios (r, ω) y (k, ω), omitiremos escribir la depen-

dencia en ω y debemos interpretar A (r) ≡ A (r, ω) y A (k) ≡ A (k, ω).
De�nimos las matrices constantes T±1 y T0 de la siguiente manera (ver Apéndice I):
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T1 =
1

4

 1 i 0
i −1 0
0 0 0

 ; T−1 =
1

4

 1 −i 0
−i −1 0
0 0 0

 ; T0 = −1

2

 0 0 0
0 0 0
0 0 1

 . (205)

Con ayuda de estas matrices podemos escribir la ecuación (203) como:

4π χ (r) = 4π χ̄ I + εae2iqzT1 + εae−2iqzT−1 + εaT0.

Utilizando la convención de suma sobre índices repetidos, podemos escribir (203) y
el tensor dieléctrico, ε (r) = 4π χ (r) + I, como

4πχ (r) = 4π χ̄ I + εaei(2qz)lTl,

ε (r) = ε̄ I + εaei(2qz)lTl, (l = −1, 0, 1) (206)

con la constante y la susceptibilidad dieléctricas promedio de�nidas como

ε̄ ≡ ε̄ (ω) =
ε⊥ + ε‖

2
= ε⊥ +

εa
2
, 4π χ̄ ≡ 4πχ̄(ω) = ε̄− 1. (207)

La transformada de Fourier espacial de (206) es

4π χ (k) = 4π χ̄ Iδ (k) + εaδ (k + lb)Tl,

ε (r) = ε̄ Iδ (k) + εaδ (k + lb)Tl, (208)

donde b = (0, 0, 2q) y hay que tomar en cuenta la suma sobre el índice l.
Como vimos en el capítulo 4, ecuación (113), el campo de radiación se relaciona con

la transformada espacial de la polarización mediante

Erad(r) = (2π)
3/2 k

2eikr

r
k̂×

[
P (k)× k̂

]
, (209)

por lo que debemos calcular P (k). La relación entre la polarización y el campo eléctrico
es P(r, t) = χ(r,t)E(r,t), y de acuerdo con Jackson [106], sección (7.10), en el espacio
recíproco esta misma relación estará dada por la siguiente convolusión

P (k) =

∫
χ (k− k′)E (k) dk′, (210)

Si sustituimos (208) en (210) obtenemos

P (k) =

∫ [
χ̄δ (k− k′) I +

εa
4π
δ (k− k′ + lb)Tl

]
E (k′) dk′, (211)
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y utilizando la propiedad de parida de la delta de Dirac, δ (x) = δ (−x), tenemos que

P (k) = χ̄E (k) +
εa
4π
TlE (k + lb) . (212)

Por último al sustituir (212) en (209) obtenemos que

Erad(r) = (2π)
3/2 k

2eikr

r
k̂×

[
χ̄E (k) +

εa
4π
TlE (k + lb)

]
× k̂. (213)

Ahora debemos calcular la transformada espacial de Fourier del campo eléctrico de
un partícula cargada que viaja a velocidad constante dentro de un CLC.

6.2 Partícula cargada moviéndose en un colestérico

Para calcular el campo de la partícula dentro del CLC utilizaremos las transformadas
temporales de las ecuaciones de Maxwell y las relaciones constitutivas, en unidades
gaussianas [64]:

∇ ·D(r) = 4πρ(r), (214)

∇ ·B(r) = 0, (215)

∇×H(r) =
4π

c
J(r) +

iω
c
D(r), (216)

∇× E(r) = − iω
c
H(r) (217)

D(r) = ε(r)E(r), (218)

B(r) = H(r), (219)

Tomando el rotacional de (217) obtenemos

∇× [∇× E(r)] = − iω
c

[∇×H(r)] . (220)

Utilizando ∇× [∇× E(r)] = −∇2E (r) +∇ [∇ · E(r)] podemos escribir (220) como

−∇2E(r) +∇ [∇ · E(r)] = −4πiω

c2
J(r) +

ω2

c2
D(r), (221)

donde hemos utilizado (216). Utilizando (218) la ecuación (221) se convierte en

−c2∇2E(r) + c2∇ [∇ · E(r)]− ω2ε(r)E(r) = −4πiω J(r). (222)
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Para encontrar transformada espacial del campo eléctrico debemos transformar a
(222). Si representamos la transformada espacial mediente Fk, entonces para el primero
y el segundo término del lado izquierdo de (222) tenemos que

Fk

{
∇2E(r)

}
= k2E (k) , Fk {∇ [∇ · E (r)]} = −k (k · E (k)) . (223)

Para el tercer término de (222) tenemos que

Fk {ε(r) · E(r)} =

∫
ε(k− k′) · E(k′)dk′ = ε̄E (k) + εaTlE (k + lb) , (224)

donde hemos utilizado (206) y notamos que el resultado es análogo a (212).
Para la transformada del término del lado derecho de (222) debemos tomar en cuenta

que la densidad correspondinete a una partícula con carga Ze viajando con velocidad
v es ρ(r,t) = Zeδ(r − vt) y su densidad de corriente J(r,t) = ρ(r,t)v. Esta última
expresión contiene una delta de Dirac en el espacio (r, t), por lo tanto debemos aplicar
la transformada de Fourier espacial y temporal. Explícitamente

F(k,ω) {δ(r− vt)} =

∫ ∫
e−i(k·r−ωt)

δ (r− vt)

(2π)2 dr dt = −δ (ω − k · v)

2π
. (225)

Sustituyendo (223), (224) y (225) en (222) obtenemos que

c2k2E(k)− c2k (k · E (k))− ω2ε̄E (k)− ω2εaTlE (k + lb) = 2iωZevδ (ω − k · v) ,

o bien

E (k) =
c2

c2k2 − ε̄ω2

[
2iZeδ (ω − k · v)

ωv

c2
+ k (k · E (k)) +

ω2

c2
εaTlE (k + lb)

]
.

(226)

La expresión (226) es una ecuación en diferencias para el campo eléctrico en el espacio de
Fourier, esto es consecuencia de la no localidad del medio generada por su distribución
espacial, y es una ecuación exacta que gobierna el campo eléctrico de una partícula que
se mueve dentro de un colestérico.

Podemos simpli�car la ecuación (226) desarrollando la expresión para k (k · E (k)),
para ello tomemos la transformada espacial de la ley de Gauss, ecuación (214):

Fk {∇ ·D (r)} = 4πFk {ρ (r)} ; (227)

tomando en cuenta (218) y ρ(r,t) = Zeδ(r− vt), (227) resulta ser
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−ik ·
∫
ε(k− k′)E (k′) dk′ = 4πZeF(k,ω) {δ(r− vt)} , (228)

Utilizando (224) y (225) podemos escribir (228) explícitamente como

ik · [ε̄E (k) + εaTlE (k + lb)] = 2Zeδ (ω − k · v) ,

y al despejar k · E (k) y aplicar k obtenemos que

k (k · E (k)) = −2

ε̄
Zeiδ (ω − k · v)k− εa

ε̄
k (k · TlE (k + lb)) . (229)

Esta ecuación es una segunda relación no local con argumentos retardados en k.
Finalmente, insertando (229) en la ecuación (226), obtenemos que

E (k) =
2iZec2

(
ωε̄
c2
v − k

)
δ (ω − k · v) + εac

2
[
ω2

c2
ε̄ I− k (k·)

]
TlE (k + lb) .

(c2k2 − ε̄ω2) ε̄
(230)

6.3 Aproximación de birrefringencia pequeña

A partir de este punto consideraremos que la anistropía del CLC es pequeña com-
parada con el valor de la constante dieléctrica tranversal, εa � ε⊥. Esta condición está
respaldada por mediciones experimentales. Con esta aproximación podemos reescribir
la ecuación (230) como

E0(k,ω) =
2Zeic2

(c2k2 − ε⊥ω2) ε⊥

( ω
c2
ε⊥v − k

)
δ(ω−k · v). (231)

Ahora podemos encontrar el campo de radiación inducido por la partícula cargada
hasta primer orden en εa(ω) si sustituimos (231) en la ecuación para el campo de
radiación (213)

Erad(r) = (2π)
3/2 k

2eikr

r
k̂×

[
χ̄E0 (k) +

εa
4π
TlE0 (k + lb)

]
× k̂. (232)

En la ecuación (232) está indicada la suma de tres términos multiplicados por fun-
ciones delta de Dirac, ya que tenemos una repetición del índice l. Cada una de las
deltas está ubicada en los puntos ω−k · v y ω− (k± b) ·v. Los términos multiplicados
por δ (ω − k · v) nos llevan a un cono de radiación análogo al cono de Cherenkov para
un medio isotrópico y homogéneo. Las propiedades de esta radiación son ampliamente
conocidas, así que en esta sección omitiremos su desarrollo. Estamos interesados en
indagar los nuevos términos radiativos con argumentos retardados, que nombraremos
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E± (r, ω). La radiación proveniente de estos términos diferentes del efecto Cherenkov
es

E± (r) = (2π)
3/2

(
Zeεak

2

2πε⊥

)
ieikr

r

(
×T± (ωεv − c2 (k± b))× k̂

)
(
c2 |k± b|2 − εω2

) δ (ω − (k± b) · v)

(233)
donde hemos de�nido T± ≡ T±1 y ε ≡ ε⊥ por simplicidad y hemos factorizado c−2.
Para calcular esta expresión necesitamos evaluar las proyecciones de T± de la ecuación
(205) sobre los vectores v, k y b, esto nos da

T±v =
1

4

 vx ± ivy
±ivx − vy

0

 =
1

4

 vx ± ivy
±i [vx ∓ ivy]

0

 =
1

2
v±S±, (234)

donde hemos introducido las componentes circulares de los vectores de velocidad y de
posición dadas por v± = vx±ivy√

2
, y S± = x̂±i ŷ√

2
. Una identidad similar vale para la

proyección del vector de onda k = (kx, ky, kz)

T±k =
1

2
k±S±,

donde k± = kx±iky√
2

. Finalmente T±b = 0, por lo que podemos escribir

T±
(
ωεv − c2 (k± b)

)
× k̂ =

1

2

(
ωεv± − c2k±

)
S± × k̂, (235)

de este modo al insertar esta expresión en la ecuación (233), nos damos cuenta de que

E± (r, ω) = (2π)
3/2

(
Zeεak

2

4πε

)
ieikr

r

k̂× (ωεv± − c2k±)S± × k̂(
c2 |k± b|2 − εω2

) δ (ω − (k± b) · v)

(236)
Recordando la ecuación (120), la energía radiada por unidad de ángulo sólido y

frecuencia es

d2E±
dωdΩ

=
c

2π

√
ε |rE± (r, ω)|2 . (237)

Si sustituimos la ecuación (236) en (237) obtendremos

d2E±
dωdΩ

=

(
(Zeεa)

2 ck4

4ε3/2

)
|ωεv± − c2k±|2(
c2 |k± b|2 − εω2

)2

∣∣∣k̂× S± × k̂
∣∣∣2 |δ (ω − (k± b) · v)|2 .

o bien, si de�nimos a = (Zeεa)2ck4

4ε3/2
y consideramos solo la derivada respecto a ω tenemos

que
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Figura 17. Geometría del problema y ángulos utilizados.

dE±
dω

= a
|ωεv± − c2k±|2(
c2 |k± b|2 − εω2

)2

∣∣∣k̂× S± × k̂
∣∣∣2 |δ (ω − (k± b) · v)|2 dΩ. (238)

Debemos desarrollar la ecuación (238) para llevarla a una forma más útil, para lo
cual debemos trabajar en cada uno de los término a la derecha de la igualdad. En
primer lugar tenemos que

b (u, θ1) ≡ |ωεv± − c2k±|2(
c2 |k± b|2 − εω2

)2 =
1

2

c4k2
⊥ + ε2ω2v2

⊥ − 2c2ωεk⊥ · v⊥(
c2 |k± b|2 − εω2

)2 (239)

donde k⊥ ≡ |k⊥| y v⊥ = |v⊥| y donde para las expresiones k⊥ · v⊥ y |k± b|2 tenemos
que

k⊥ · v⊥ = kv senθ1 senθ2 cos (φ1 − φ2)

= kv [cosα− cosθ1 cosθ2] = k (vu− vz cos θ1) (240)

|k± b|2 = k2 ± 4qk cos θ1 + 4q2 (241)

99



y donde (θ1, φ1) son las coordenadas angulares esféricas del vector de onda con respecto
a la dirección de la hélice del colestérico, mientras que (θ2, φ2) son las coordenadas
angulares del vector de velocidad respecto al eje de la hélice y donde hemos de�nido
u = cosα (ver �gura 17). En el caso del producto cruz en (238) tenemos

c (θ1) ≡
∣∣∣k̂× S± × k̂

∣∣∣2 =
1

2

(
1 + cos2θ1

)
. (242)

El desarrollo algebraico de las expresiones de la ecuación 239 a 242 se pueden consultar
en el Apéndice II.

Como podemos ver, en la ecuación (238) esta indicada una delta de Dirac elevada
al cuadrado, así que usaremos el mismos procedimiento heurístico que utilizamos en la
sección 4.1, de modo que para esta expresión podemos escribir que

h (u, θ1) = δ (ω − [k± b] · v) =
L

2πv
lim
L→∞

sen
(
f±L

2

)
(
f±L

2

) , (243)

donde f± = ω
v
−
(
k cosα± 2q vz

v

)
= ω

v
−
(
ku± 2q vz

v

)
y α es el ángulo entre k y v.

Los detalles del manejo algebraicos de las deltas de Dirac en esta sección se pueden
consultar en el Apéndice III.

Por último, es conveniente expresar el ángulo sólido dΩ = sin θ1dθ1dφ1 que aparece
en la ecuación (238) en términos de los ángulos α y θ1. En este caso llegamos a la
siguiente expresión

dΩ =
kvsenαdαsenθ1dθ1√

k2v2
⊥sen2θ1 − (kvu− kvz cos θ1)2

≡ w (u, θ1) dusenθ1dθ1, (244)

donde hemos utilizado las identidades v⊥ = v sin θ2 and vz = v cos θ2. Los detalles del
desarrollo de esta expresión se pueden consultar en el Apéndice IV.

De�nimos la función g (u, θ1) como

g (u, θ1) = a · b (u, θ1) · c (θ1) · w (u, θ1) , (245)

de este modo, podemos reescribir 238 como

dE±
dω

= g (u, θ1)h2 (u, θ1) du senθ1dθ1, (246)

y si derivamos respecto a θ1 e integramos (246) con respecto a u = cosα, entonces

d2E±
dωdθ1

=

1∫
−1

du g (u, θ1)h2 (u, θ1) senθ1 ' g (uc, θ1) senθ1

(
L

2πv

)2
1∫
−1

du

{
sen (f±L/2)

f±L/2

}2

,

(247)
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donde uc = (ω ∓ 2qvz) / (kv), es el valor adoptado por u en f = 0 , que es donde
la función contenida entre llaves presenta un máximo muy agudo, de modo que es
razonable deshacerse del resto de la función g (u, θ1) después de evaluarla en este punto.
Al evaluar la integral en (247) obtenemos que (ver Apéndice III)

lim
L→∞

1∫
−1

sen2 (f±L/2)

(f±L/2)2 du =
2π

kL
Θ

[
k − ω

v
± 2qvz

v

]
, (248)

donde Θ es la función theta de Haviside. Cojuntando resultados podemos escribir (247)
como

d2E±
dωdθ1

=
L

2πkv2
g (uc, θ1) senθ1Θ

[
k − ω

v
± 2qvz

v

]
.

Integrando respecto a θ1 y derivando respecto a L tenemos que

dE±
dωdL

=
1

2πkv2
Θ

[
k − ω

v
± 2qvz

v

] 1∫
−1

senθ1dθ1g (uc, θ1) , (249)

y para la integral en (249) tenemos que

1∫
−1

dθ1g (uc, θ1) =

1∫
−1

dθ1a · b± (uc, θ1) · c (θ1) · w (uc, θ1)

=
a

4

1∫
−1

c4k2
⊥ + ε2ω2v2

⊥ − 2c2ωεk (vuc − cos θ1vz)

(c2k2 ± 4c2qk cos θ1 + 4c2q2 − εω2)2

(1 + cos2θ1) kv senθ1dθ1√
k2v2
⊥sen2θ1 − (kvuc − kvz cos θ1)2

,

=

1∫
−1

akvε1/2 [c4k2 (1− x2) + ε2ω2v2
⊥ − 2c2εω (ω ∓ 2qvz − kxvz)] (1 + x2) dx

4 (c2k2 + 4c2q2 − εω2 ± 4c2qkx)2
√
εk2v2

⊥ (1− x2)− ε (ω ∓ 2qvz − kvzx)2
(250)

donde x = cos θ1 y hemos tomado en cuenta que kvuc = ω ∓ 2qvz y k⊥ = ksenθ1.
De�niendo los siguientes parámetros

101



A = c4k2 + ε2ω2v2
⊥ − 2c2εω2 ± 4c2εωqvz,

B = 2c2εωkvz,

C = c4k2

D = c2k2 + 4c2q2 − εω2,

E = ±4c2qk (251)
F = εk2v2

⊥ − εω2 ± 4εωqvz − 4εq2v2
z ,

G = 2εωkvz ∓ 4εqkv2
z ,

H = εk2v2
⊥ + εk2v2

z .

podemos reescribir la integral en (250) como (ver Apéndice III)

P (ω) ≡
1∫
−1

(A+ Bx− Cx2) (1 + x2) dx

(D + Ex)2√F + Gx−Hx2
. (252)

Sustituyendo (252) en (249) tenemos que

d2E±
dωdL

=
(Zeεa)

2 ck4

32πvε
Θ

[
k − ω

v
± 2qvz

v

]
P (ω) , (253)

donde hemos utilizado a = (Zeεa)2ck4

4ε3/2
. Ahora analizaremos (253); en consistencia con

nuestra suposición inicial de anisotropía pequeña, supondremos la relación de dispersión
k =

√
ε
c
ω. Comenzamos reescribiendo (253) en términos de cantidades adimensionales,

para lo cual de�nimos

$ =
k

q
=

ω

q
(

c√
ε

) =
ω

qvp
; β =

kv

ω
=

v(
c√
ε

) =
v

vp
,

$ mide la frecuencia de la onda en unidades del número de onda de la estructura del
colestérico mientras que β mide la razón entre la velocidad de la partícula (v) y la
velocidad de fase de la luz en el medio(vp). Tomando

ω =
c√
ε
q$; v =

c√
ε
β; k = q$; v⊥ =

c√
ε
βsenθ2; vz =

c√
ε
β cos θ2, (254)

los parámetros de la ecuación (251) toman la forma
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A = c4q2
[
$2β2sen2θ2 −$2 ± 4$β cos θ2

]
,

B = c4q2
[
2$2β cos θ2

]
,

C = c4q2
[
$2
]
,

D = 4c2q2,

E = 4c2q2 [±$] , (255)

F = c2q2
[
$2β2sen2θ2 −$2 − 4β2 cos2 θ2 ± 4β$ cos θ2

]
,

G = c2q2
[
2$2β cos θ2 ∓ 4$β2 cos2 θ2

]
,

H = c2q2
[
$2β2

]
.

de modo que la expresión para la energía radiada (253) asume la siguiente forma

d2E±
dωdL

=
(Zeεa)

2 q4$4

32πβ
√
ε

Θ

[
±2β cos θ2

1− β
−$

]
P ($) . (256)

Es importante mencionar que en contraste con el efecto Cherenkov en un medio
isotrópico y homogéneo, en este caso obtenemos radiación para velocidades de la partícula
menores que la velocidad de fase de la luz en el medio. Para tenerlo en claro, si
suponemos que 0 ≤ θ2 <

π
2
y que 0 < β < 1, entonces la ecuacion (256) nos dice que

obtendremos radiación solo si

2β cos θ2

1− β
−$ > 0

donde hemos tomado el signo positivo dentro del argumento de la función de Heaviside.
Esta desigualdad puede reescribirse como

v ≥ vp

(
ω

ω + 2qvp cos θ2

)
(257)

La condición (257) nos dice que el CLC emitirá radiación con una frecuencia angular
ω solo si la velocidad de la partícula es mayor que la condición del lado derecho de
(257). Notemos que cuando las frecuencias angulares son muy grandes comparadas con
2qvp cos θ2, o sea, en el límite cuando ω → ∞, recuperamos la condición usual para la
radiación de Cherenkov v > vp, además, la emisión de radiación será imposible para
valores de la velocidad menores que vp si la partícula viaja en dirección perdendicular
al eje del colestérico

(
θ2 = π

2

)
. Cuando π

2
< θ2 ≤ π debemos tomar el signo negativo

dentro del argumento de la función de Heaviside y obtendremos

v ≥ vp

(
ω

ω − 2qvp cos θ2

)
que es equivalente a (257). Podemos conocer el ancho de banda de emisión para una
velocidad dada si escribimos la condición para la emisión de radiación de la siguiente
manera:
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$ ≤ ±2β cos θ2

1− β
ó bien ω ≤ ±2vpv cos θ2

p (vp − v)
(258)

donde, nuevamante, si θ2 esta en el intervalo 0 ≤ θ2 ≤ π entonces $ está restingida
a la banda 0 ≤ $ ≤ 2β cos θ2

1−β , de�nida por el signo positivo de (258) y de manera
complementaria, cuando tenemos que π

2
≤ θ2 ≤ π debemos usar el signo negativo de

(258) para llegar a la misma restricción. Por lo tanto el espectro de radiación en la
banda de frecuencias bajas es 0 ≤ $ ≤ 2β cos θ2

1−β . Éste ancho de banda se muestra en
la �gura 18 para el intervalo 0 ≤ θ2 ≤ π

2
y para 0 < β < 0.2. Es conveniente recalcar

el hecho de que este resultado con�rma que para cualquier velocidad β > 0 obtenemos
una emisión de radiación, sin embargo el ancho de banda se hace más estrecho ya sea
que la velocidad de la partícula decrezca o que la velocidad de la partícula sea casi
ortogonal al eje de periodicidad.

Figura 18. Ancho de banda de emisión ($) como función de la velocidad de la partícula (β) y el ángulo

de viaje respecto al eje de la hélice del colestérico (θ1).
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Por último antes de dejar esta sección será conveniente recordar que hemos supuesto
que tanto ε ≡ ε⊥(ω) como εa ≡ εa(ω) son cantidades reales de manera que consider-
amos que nuestro sistema es un medio transparente y sin absorción. Siempre que la
radiación electromagnética que consideremos este lejos del espectro ultravioleta, donde
las fases colestéricas suelen presentar algunas resonancias, y lejos de algunas regiones
del infrarrojo cercano [91], esta es una suposición justi�cada.

6.4 Partícula cargada a baja velocidad

Consiredemos una partícula cargada que se mueve a una velocidad mucho menor que
la velocidad de la luz en el medio, de modo que podamos considerar el límite β → 0.
En este caso podemos aproximar β

1−β −→ β, y podemos reescribir el argumento de la
función de Heaviside en (256) como

Θ [±2β cos θ2 −$] ,

por lo tanto, en este límite la energía será radiada en el intervalo de frecuencias tales
que $ ≤ ±2β cos θ2, donde debemos tomar los signos de la forma que hemos indicado
en los párrafos anteriores.

Por otra parte, en consistencia con la suposición de velocidades bajas debemos tomar
solo los términos a primer orden en β en los parámetros de�nidos en (255):

A = c4q2
[
±4$β cos θ2 −$2

]
,

B = c4q2
[
2$2β cos θ2

]
,

C = c4q2
[
$2
]
,

D = 4c2q2,

E = 4c2q2 [±$] , (259)

F = c2q2
[
±4$β cos θ2 −$2

]
,

G = c2q2
[
2$2β cos θ2

]
,

H = 0,

con lo cual la función P ($) se convierte en

P± ($) =

1∫
−1

[$ (2$x± 4) βz −$2 (1 + x2)] (1 + x2) dx

16cq3 (1±$x)2
√
$ (2$x± 4) βz −$2

. (260)

donde hemos de�nido βz ≡ β cosθ2. Sustituyendo estos resultados en (256) obtenemos
que

d2E±
dωdL

=
(Zeεa)

2 q

2 · 44π
√
εc

Θ [±2βz −$]
$4

β

1∫
−1

(A+Bx− Cx2) (1 + x2)

(D + Ex)2√F +Gx
dx (261)
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o bien, de�niendo la distancia adimencional L = Lq y la frecuencia temporal adimen-
sional σ = ω

vq
y tomando en cuenta la energía E0 = (Zeεa)2q

44·2πε y obtenemos que

d2E±
dσdL

= Θ [±2βz −$]$4

1∫
−1

(A+Bx− Cx2) (1 + x2)

(D + Ex)2√F +Gx
dx

donde E± = E±
E0 es la energía adimensional.

Figura 19. Derivada de la densidad de estados (E) vs la frecuencia normalizada ($) parametrizada con el

ángulo de emisión (θ1). Los valores de los parámetros usados fueron β = 0.1, θ2 = 60°,

θ1 = 0°, 10°, 20°, 30°, 40°, 50°, 60°, 70°, 80°, 90° (de abajo hacia arriba).

En la �gura 19 hemos gra�cado la densidad de energía d2E+/(dωdθ1) como función de
la frecuencia normalizada $ y hemos tomado distintos valores de θ1 como parámetros.
La energía radiada es máxima para $ alrededor de 0.08 cuando la emisión es paralela al
eje del colestérico, mientras que para ángulos de emisión mayores vemos un corrimiento
al azul. De hecho cuando θ1 = 400, la frecuencia $ para la cual energía radiada alcanza
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su máximo es en el borde del ancho de banda y continúa así para ángulos mayores.
Por otra parte aún cuando la expresión para d2E−/(dωdθ1) no es idéntica, la grá�ca
correspondiente si es la misma a esta escala, por esto la hemos omitido.

En la �gura 20 presentamos d2E+/(dωdθ1) contra θ1 y esto nos muestra como las
frecuencias mayores contribuyen más a la energía radiada. También la dirección paralela
al eje del la hélice es un máximo para las frecuencias menores y se convierte rápidamente
en mínimo para las mayores. Esta variación en la distribución de la energía radiada
también es evidente en la �gura 21, donde d2E+/(dωdθ1) ha sido gra�cado como función
de ambas variables. El máximo del energía radiada se traslada a grosso modo del esquina
localizada en θ1 = 0, $ = 0.04 hacia θ1 ' 900,$ = 0.06.

Figura 20. Derivada de la densidad de estados (E) vs ángulo de emisión (θ1) parametrizado con la

frecuencia normalizada. Los valores de los parámetros son: β = 0.05, θ2 = 60°, $ = 0.018, 0.03, 0.047, y

0.0512, de arriba a abajo.
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Figura 21. Derivada de la densidad de estados (E)respecto al ángulo de emisión (θ1) y la frecuencia

normalizada ($) dentro de la banda permitida.

Figura 22. Densidad de estados (E) derivada respecto a la frecuencia normalizada ($) como función de

la frecuencia y de la velocidad de la partícula (β).
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Figura 23. Densidad de estados (E) derivado respecto a la frecuencia normalizada ($) vs ángulo de

desplazamiento de la partícula (θ2) y frecuencia de emisión ($).

En la �gura 22 hemos trazado una super�cie para la energía radiada dE+/(dω) contra
$ y β que nos muestra como la banda de frecuencias de emisión se reduce a medida
que consideramos valores más y más pequeños para la velocidad de la partícula β. La
frecuencia a la cual la energía irradiada es máxima coincide con la frontera superior
de la banda permitida cuando consideramos valores pequeños de la velocidad, mientras
que al considerar velocidades mayores este máximo es alcanzado un poco antes.

En la �gura 23 presentamos el energía radiada dE+/(dω) contra $ y θ2. Aquí
mostramos que la energía radiada tiene su máximo cuando la partícula cargada se
mueve paralela al eje del CLC y para frecuencias muy cercanas al límite superior de la
banda. Este tipo de radiación refrena su emisión para intervalos más cortos de ángulos
a medida que la frecuencia se incrementa hasta que desaparece para el borde superior
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de frecuencias.
Para cerrar esta sección realizaremos una estimación numérica de la longitud de

onda en la cual se espera observar la radiación emitida por el CLC. Como ya hemos
calculado la frecuencia con la máxima emisión está alrededor de $ = 0.08 para la
radiación paralela al eje del CLC. De este modo, al usar la de�nición de $ de la
ecuación (254) obtenemos $ = k/q = p/λ donde λ es la longitud de onda observada
en el vacío y p es el pitch del CLC. Si asumimos que el valor del pitch es p = 0.6µm
entonces obtendremos que λ ' 7.5µm, la cual es una longitud de onda dentro del
espectro infrarrojo cercano.
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7 Conclusiones

Hemos elaborado un modelo para calcular el espectro de la energía radiada por una
partícula cargada que viaja dentro de un cristal líquido colestérico (CLC) a velocidad
constante. Con este propósito hemos evaluado la polarización del colestérico inducida
por una partícula cargada la cual puede expresarse en términos del campo eléctrico
de la partícula moviéndose dentro del colestérico. Hemos establecido las ecuaciones
de Maxwell que gobiernan este campo en el espacio recíproco y hemos resuelto estas
ecuaciones en la aproximación de birrefringencia pequeña. Hemos mostrado que existe
radiación para cualquier velocidad de la partícula y hemos calculado el energía radiada
para partículas con velocidades hipolumínicas. Luego hemos calculado el espectro de
radiación en términos de la velocidad de la partícula y el ángulo de desplazamiento de
esta. También hemos obtenido la distribución de energía radiada contra la frecuencia, el
ángulo de visión, la rapidez de la partícula y el ángulo de desplazamiento de la partícula
respecto a la hélice del colestérico.

Este estudio constituye apenas el inicio de la exploración de un fértil campo de
investigación, y las extensiones que se pueden hacer de esta teoría son múltiples e
interesantes. Como ya se dijo explícitamente en el capítulo 6, los cálculos que hemos
hecho consideran que el CLC presenta una anisotropía pequeña, de modo que resultará
de interés explorar que pasa en el caso de anisotropías grandes y será de interés buscar
expresiones generales para valores arbitrarios de la anisotropía. También hemos dejado
de lado por el momento el cálculo de lo que pasa en el caso de longitudes de onda mucho
mayores que el valor del pitch del CLC. Una exploración de estos fenómenos resulta
necesaria, ya que como hemos visto en el capítulo sobre cristales líquidos, la interacción
de los CLC con el campo electromagnético depende de la longitud de onda incidente, y
en particular, dependiendo de la longitud de onda tenemos que el poder rotatorio del
CLC será hacia una dirección u otra, o incluso impedirá el paso de luz a través de él.

Tomando una perspectiva mucho más general, el estudio no tiene por que restringirse
a una fase quiral como lo es la fase CLC. Otras mesofases de cristales líquidos podrían
albergar nuevas e interesantes fenómenologías en cuanto a la generación de radiación
de transición y radiación de Cherenkov en su seno. Hoy en día se suele prestar una
atención primaria a los CLC debido a su estructura única, pero el comportamiento
periódico de los esmécticos podría guardar fenómenologías inesperadas, o aún en el
caso de los nemáticos, con su capacidad de producir con�guraciones quirales, podríamos
esperar crear sistemas ajustables que podrían ayudarnos a identi�car caracteristicas de
la radiación que de otra manera serían difíciles de encontrar. Todo esto pertenece por
ahora el campo de la especulación, pero lo importante es darse cuenta de que el camino
para comprobar esta y otras ideas está abierto.

Todo lo anterior se re�ere al medio, sin embargo, una perspectiva realista, o quizás
más general, también debería buscar los efectos que una carga con volumen �nito provo-
caría en el medio. Estas ideas ya han sido presentadas en otros trabajos [67], pero
hasta donde nostros hemos sabido, su implementación en el caso de CLC u otros tipos
de cristales líquidos sería novedosa. Siguinendo por esta línea, también investigar el
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efecto de un pulso electromagnético dentro del cristal líquido sería importante [68], y
también el efecto de un tren de ondas viajando dentro de un medio como los que hemos
mencionado.

Como hemos dicho, la investigación respecto a la radición de Cherenkov y la ra-
diación de transición dentro de los cristales líquidos es en gran medida una tarea por
emprender.

Por otra parte, esta investigación también se ha inspirado en el diseño de nuevos de-
tectores de radiación que se dio a partir de la con�rmación experimental de la radiación
de transición. Esperamos que este estudio sea útil en el diseño de un aparato capaz
de detectar partículas cargadas que se muevan a baja velocidad usando un colestérico
como base de este instrumento. Nuestras estimaciones numéricas indican una frecuen-
cia dentro del infrarrojo cercano al utilizar los parámetros típicos de un colestérico y
para partículas que se mueven a una velocidad de un 5% de la velocidad de la luz dentro
del colestérico.

Al igual que en los parafos anteriores, debemos decir que a este respecto aún falta
emprender las investigaciones que nos llevaran, en el futuro, a una nueva generación
de detectores de radiación basados en los propiedades únicas de los cristales líquidos y
otras sustancias.
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8 Apéndice I

El producto tensorial n̂n̂T está dado por

n̂n̂T =

 cos qz
senqz

0

 (cos qz, senqz, 0) =

 cos2 qz cos qz senqz 0
senqz cos qz sen2qz 0

0 0 0

 . (262)

Debido a que

cosx =
1

2

[
eix + e−ix

]
; senx =

1

2i

[
eix − e−ix

]
cos2 x =

1

4

[
eix + e−ix

]2
=

1

4

[
e2ix + e−2ix + 2

]
(263)

sen2x = −1

4

[
eix − e−ix

]2
= −1

4

[
e2ix + e−2ix − 2

]
senx cosx =

1

2i

[
eix − e−ix

] 1

2

[
eix + e−ix

]
=

1

4i

[
e2ix − e−2ix

]
,

podemos escribir a la ecuación (262) como

n̂n̂T =
1

4

 [e2iqz + e−2iqz + 2
]

1
i

[
e2iqz − e−2iqz

]
0

1
i

[
e2iqz − e−2iqz

]
−
[
e2iqz + e−2iqz − 2

]
0

0 0 0


=

1

4

 [e2iqz + e−2iqz + 2
]
−i
[
e2iqz − e−2iqz

]
0

−i
[
e2iqz − e−2iqz

]
−
[
e2iqz + e−2iqz − 2

]
0

0 0 0


=

1

4


 e2iqz −ie2iqz 0
−ie2iqz −e2iqz 0

0 0 0

+

 e−2iqz ie−2iqz 0
ie−2iqz −e−2iqz 0

0 0 0

+

 2 0 0
0 2 0
0 0 0


=

e2iqz

4

 1 −i 0
−i −1 0
0 0 0

+
e−2iqz

4

 1 i 0
i −1 0
0 0 0

− 1

2

 0 0 0
0 0 0
0 0 1

+
1

2

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .
De�niendo las matrices constantes T±1 y T0 como

T1 =
1

4

 1 i 0
i −1 0
0 0 0

 ; T−1 =
1

4

 1 −i 0
−i −1 0
0 0 0

 ; T0 = −1

2
ẑẑT = −1

2

 0 0 0
0 0 0
0 0 1

 ,
(264)

donde hemos utilizado que

ẑẑT =

 0
0
1

( 0 0 1
)

=

 0 0 0
0 0 0
0 0 1

 ,
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podemos escribir explícitamente la ecuación (203) como

4π χ(r,ω) = 4π χ̄(ω) I + εa(ω)e2iqzT1 + εa(ω)e−2iqzT−1 + εa(ω)T0

o bien, utilizando la convención de suma sobre índices repetidos

4π χ(r,ω) = 4π χ̄(ω) I + εa (ω) e2i(qz)lTl

donde el índice l adopta los valores l = −1, 0, 1, y donde hemos de�nido la susceptibil-
idad dieléctrica promedio χ̄(ω) de la siguiente manera:

4π χ̄(ω) = ε⊥(ω)− 1 +
εa(ω)

2
.
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9 Apéndice II

La ecuación (236) es

E± (r, ω) = Zeic2 εak
2eikr

ε⊥r

k̂×
(
ω
c2
ε⊥v± − k±

) [
S± × k̂

]
4π
(
c2 |k± b|2 − ε⊥ω2

) sen
[
L
2

(
ω
v
− k cosα∓ 2q vz

v

)]
πvf

(265)
y debemos calculcular la expresión para la energía radiada

d2E±
dωdΩ

=
c

2π
ε1/2 |rE± (r, ω)|2 . (266)

de modo que tenemos que encontrar la norma al cuadrado de cada uno de los términos
de E±. Tomando en cuenta que v± = vx±ivy√

2
, k± = kx±iky√

2
y considerando el término

b (u, θ1) ≡ |ωεv± − c2k±|2(
c2 |k± b|2 − εω2

)2 =
c4k2
⊥ + ε2ω2v2

⊥ − 2c2ωεk⊥ · v⊥(
c2 |k± b|2 − εω2

)2 (267)

podemos escribir que

∣∣∣ ω
c2
εv± − k±

∣∣∣2 =
1

2

∣∣ωε (vx ± ivy)− c2 (kx ± iky)
∣∣2

=
1

2

∣∣(ωεvx − c2kx
)
± i
(
ωεvy − c2ky

)∣∣2
=

1

2

[(
ωεvx − c2kx

)2
+
(
ωεvy − c2ky

)2
]

=
1

2

[
(ωεvx)

2 +
(
c2kx

)2 − 2ωεvxc
2kx + (ωεvy)

2 +
(
c2ky

)2 − 2ωεvyc
2ky

]
=

1

2

[
(ωε)2 v2

⊥ + c4k2
⊥ − 2ωεc2 (vxkx + vyky)

]
=

1

2

[
ω2ε2v2

⊥ + c4k2
⊥ − 2ωεc2 (k⊥ · v⊥)

]
,

donde

k⊥ · v⊥ = kxvx + kyvy

= kxvx + kyvy

= kv (senθ1cosφ1senθ2cosφ2 + senθ1senφ1senθ2senφ2)

= kv (senθ1senθ2cosφ1cosφ2 + senθ1senθ2senφ1senφ2)

= kvsenθ1senθ2 (cosφ1cosφ2 + senφ1senφ2)

= kvsenθ1senθ2cos (φ1 − φ2) ,
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y también podemos escribir a k⊥ · v⊥ como

k⊥ · v⊥ = kxvx + kyvy + kzvz − kzvz
= k · v − (k · ẑ) (v · ẑ)

= kv
[
k̂ · v̂ −

(
k̂ · ẑ

)
(v̂ · ẑ)

]
= kv [cosα− cosθ1cosθ2] . (268)

Para la magnitud de |k± b|2 en (267) tenemos que

|k± b|2 = (k± b) · (k± b)

= |k|2 ± 2k · b + |b|2

= k2 ± 2kbcosθ1 + b2

= k2 ± 4kqcosθ1 + 4q2.

En el caso del producto cruz dentro de (265) tenemos que∣∣∣k̂× [S± × k̂
]∣∣∣2 =

∣∣∣(k̂ · k̂)S± − (S± · k̂) k̂∣∣∣2 =
∣∣∣S± − (S± · k̂) k̂∣∣∣2 ,

S± · k̂ =
(x̂± i ŷ) · k̂√

2
=

(
x̂ · k̂± i ŷ · k̂

)
√

2
=
kx ± iky√

2k
,

∣∣∣S± − (S± · k̂) k̂∣∣∣2 =
1

2

∣∣∣∣x̂− kx
k2

(kxx̂ + kyŷ + kzẑ)± i
(
ŷ − ky

k2
(kxx̂ + kyŷ + kzẑ)

)∣∣∣∣2
=

1

2k4

[
k2
x

∣∣∣∣(kxx̂ + kyŷ + kzẑ)− k2

kx
x̂

∣∣∣∣2 + k2
y

∣∣∣∣(kxx̂ + kyŷ + kzẑ)− k2

ky
ŷ

∣∣∣∣2
]

=
1

2k4

[
k2
x

∣∣∣∣(kx − k2

kx

)
x̂ + kyŷ + kzẑ

∣∣∣∣2 + k2
y

∣∣∣∣kxx̂ +

(
ky −

k2

ky

)
ŷ + kzẑ

∣∣∣∣2
]

=
k2
x

2k4

((
kx −

k2

kx

)2

+ k2
y + k2

z

)
+

k2
y

2k2

(
k2
x +

(
ky −

k2

ky

)2

+ k2
z

)

=
1

2k2

(
k2
y + k2

z

)
+

1

2k2

(
k2
x + k2

z

)
=

1

2

[
1 +

(
kz
k

)2
]
.

Notando que k · ẑ = kz = kcosθ1, o bien kz
k

= cosθ1, podemos escribir∣∣∣S± − (S± · k̂) k̂∣∣∣2 =
1

2

[
1 + cos2θ1

]
.
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10 Apéndice III

En el caso de una delta de Dirac elevada al cuadrado tenemos lo siguiente

δ [ak− b] =
1

a
δ

[
k− b

a

]
(269)

de este modo, en el caso de la ecuación (243) tenemos que

δ [ω − (k∓ 2q) ·v] = δ [ω − k · v ± 2q · v]

= δ [ω − kv cosα ± 2qvz] = δ

[
v (ω − kv cosα ± 2qvz)

v

]
=

1

v
δ
[ω
v
− k cosα± 2q

vz
v

]
=

1

2πv
lim
L→∞

∫ L/2

−L/2
dz exp i

[ω
v
− k cosα± 2q

vz
v

]
z

=
1

2πv
lim
L→∞

∫ L/2

−L/2
dz exp i [f z] (270)

donde hemos utilizado f = ω
v
− k cosα± 2q vz

v
. Dado que

sinc (a x) = lim
a→∞

sin (a x)

x
=
π

2
δ [x] (271)

entonces podemos escribir (270) como

δ [ω − (k∓ 2q) · v] =
1

2πv
lim
L→∞

∫ L/2

−L/2
dz exp i f z

=
1

v

1

π
lim
L→∞

∫ L/2

−L/2
dz exp i f z =

1

v
sinc (fL/2)

=
1

πv
lim
L→∞

sin (fL/2)

f

que es el resultado en (243). Para la integral en (248) , notemos que α =
(
ω
v
−
(
ku± 2q vz

v

))
L
2
,

dα = −kduL
2
, por tanto
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lim
L→∞

∫ 1

−1

sin2 (f±L/2)

(f±L/2)2 du = lim
L→∞

∫ 1

−1

sen2
(
ω
v
−
(
ku± 2q vz

v

))
L
2[(

ω
v
−
(
ku± 2q vz

v

))
L
2

]2 du

= lim
L→∞

−
∫ −1

1

sen2
(
ω
v
−
(
ku± 2q vz

v

))
L
2[(

ω
v
−
(
ku± 2q vz

v

))
L
2

]2 du

=
2

kL
lim
L→∞

α+∫
α−

sen2α

α2
dα

=
2π

kL
Θ

[
k − ω

v
± 2qvz

v

]
.
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11 Apéndice IV

Para el diferencial dΩ tenemos que

dΩ = senθ1dθ1dφ1 = senθ1dθ1
dφ1

dα
dα, (272)

para calcular dφ1
dα

tomemos en cuenta la ecuación (240) que nos dice

cosα− cos θ1 cos θ2 = senθ1senθ2 cos (φ1 − φ2) , (273)

diferenciando implícitamente tenemos que

senα = senθ1senθ2sen (φ1 − φ2)
dφ1

dα
,

y despejando

dφ1

dα
=

senα
senθ1senθ2sen (φ1 − φ2)

,

por lo tanto

dΩ =
senαdθ1dα

senθ2sen (φ1 − φ2)
, (274)

Por otra parte, a partir de la ecuación (240) podemos escribir que

cos (φ1 − φ2) =
cosα− cos θ1 cos θ2

senθ1senθ2

,

y desarrollando tenemos que

cos2 (φ1 − φ2) =

(
cosα− cos θ1 cos θ2

senθ1senθ2

)2

,

sen2 (φ1 − φ2) = 1−
(

cosα− cos θ1 cos θ2

senθ1senθ2

)2

,

sen2 (φ1 − φ2) =

√
sen2θ1sen2θ2 − (cosα− cos θ1 cos θ2)2

senθ1senθ2

,

senθ2sen (φ1 − φ2) =

√
sen2θ1sen2θ2 − (cosα− cos θ1 cos θ2)2

senθ1

. (275)

Substituyendo la ecuación (275) en ecuación (274) obtenemos

dΩ =
kvsenθ1senαdθ1dα√

k2v2
⊥sen2θ1 − (kv cosα− kvz cos θ1)2

. (276)
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12 Apéndice V

En el caso de la función d2E±
dωdθ1

tenemos que

d2E±
dωdθ1

=
L

2πkv2
g (uc, θ1) Θ

[
k − ω

v
± 2qvz

v

]
sin θ1 (277)

donde g (uc, θ1) = a ·b± (uc, θ1) ·c (θ1) ·w (uc, θ1) . Recordemos que estas funciones están
de�nidas por

a =
(Zeεa)

2 ck4

4ε3/2
, b (uc, θ1) =

1

2

c4k2
⊥ + ε2ω2v2

⊥ − 2c2ωεk⊥ · v⊥
(c2k2 ± 4kqc2cosθ1 + 4q2c2 − εω2)2 ,

c (θ1) =
1

2

(
1 + cos2θ1

)
, w (uc, θ1) =

kv√
k2v2
⊥sen2θ1 − (kvuc − kvz cos θ1)2

.

tomando x = cosθ1 y recordando que kvuc = ω ∓ 2qvz, k2
⊥ = k2sen2θ1 = k2 (1− x2),

cosα = u, vz = vcosθ2 y tomando en cuenta la ecuación (268) podemos reescribir
k⊥ · v⊥ como k⊥ · v⊥ = kv [cosα− cosθ1cosθ2] = kvuc − kvcosθ1cosθ2 = ω ∓ 2qvz −
kvzx. Tomando en cuenta todas estas igualdades, podemos reescribir las funciones que
componen a g como

a =
(Zeεa)

2 ck4

4ε3/2
, c (θ1) =

1

2

(
1 + x2

)
,

b (uc, θ1) =
1

2

(c4k2 + ε2ω2v2
⊥ − 2c2εω2 ± 4c2εωqvz) + (2c2εωkvz)x− (c4k2)x2

(c2k2 + 4c2q2 − εω2 ± 4c2qkx)2 ,

w (uc, θ1) =
ε

1
2kv√

(εk2v2
⊥ − εω2 ± 4εωqvz − 4εq2v2

z) + (2εωkvz ∓ 4εqkv2
z)x− (εk2v2

⊥ + εk2v2
z)x

2
.

o bien, si de�nimos

A = c4k2 + ε2ω2v2
⊥ − 2c2εω2 ± 4c2εωqvz,

B = 2c2εωkvz,

C = c4k2

D = c2k2 + 4c2q2 − εω2,

E = ±4c2qk

F = εk2v2
⊥ − εω2 ± 4εωqvz − 4εq2v2

z ,

G = 2εωkvz ∓ 4εqkv2
z ,

H = εk2v2
⊥ + εk2v2

z . (278)
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entonces estas ecuaciones son

a =
(Zeεa)

2 ck4

4ε3/2
, b (uc, θ1) =

1

2

A+Bx− Cx2

(D + Ex)2 ,

c (θ1) =
1

2

(
1 + x2

)
, w (uc, θ1) =

ε
1
2kv√

F +Gx−Hx2
.

Como ya vimos en la sección 6.3, las cantidades en (278) se puedes reescribir como

A = c4q2
[
$2β2sen2θ2 −$2 ± 4$β cos θ2

]
,

B = c4q2
[
2$2β cos θ2

]
,

C = c4q2
[
$2
]
,

D = 4c2q2,

E = 4c2q2 [±$] ,

F = c2q2
[
$2β2sen2θ2 −$2 − 4β2 cos2 θ2 ± 4β$ cos θ2

]
,

G = c2q2
[
2$2β cos θ2 ∓ 4$β2 cos2 θ2

]
,

H = c2q2
[
$2β2

]
,

y en el caso de bajas velocidades, podemos escribir que

A = c4q2
[
±4$β cos θ2 −$2

]
= c4q2A,

B = c4q2
[
2$2β cos θ2

]
= c4q2B,

C = c4q2
[
$2
]

= c4q2C,

D = 4c2q2 = 4c2q2D,

E = 4c2q2 [±$] = 4c2q2E,

F = c2q2
[
±4β$ cos θ2 −$2

]
= c2q2F,

G = c2q2
[
2$2β cos θ2

]
= c2q2G,

H = 0,

Sustituyendo estos resultados en (277) tenemos que

d2E±
dωdθ1

=
L

4 · 2πv
(Zeεa)

2 ck4

4ε

1

16cq3

(A+Bx− Cx2) (1 + x2)

(D + Ex)2√F +Gx
Θ [±2βz −$] sin θ1

donde βz = βcosθ2. Integrando respecto a dθ1 y derivando respecto a L tenemos que

d2E±
dωdL

=
(Zeεa)

2 k4

2 · 44πvεq3
Θ [±2βz −$]

1∫
−1

(A+Bx− Cx2) (1 + x2)

(D + Ex)2√F +Gx
dx (279)
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o bien, recordando que k = $q y β = v
√
ε

c

d2E±
dωdL

=
(Zeεa)

2 q

2 · 44π
√
εc

Θ [±2βz −$]
$4

β

1∫
−1

(A+Bx− Cx2) (1 + x2)

(D + Ex)2√F +Gx
dx (280)

Podemos hacer una adimensionalización completa tomando en cuenta la variable
energía E0 = (Zeεa)2q

44·2πε en la ecuación (279) y de�niendo la distancia adimencional L = Lq
y la frecuencia adimensional σ = ω

vq
obtenemos que

d2E±
dσdL

= Θ [±2βz −$]$4

1∫
−1

(A+Bx− Cx2) (1 + x2)

(D + Ex)2√F +Gx
dx

donde E± = E±
E0 es la energía adimensional.
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