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Introduccion

Existen dos ideas basicas que motivan el estudio de la geometria no conmutativa. La primera
esta relacionada con el cuestionarse por la existencia de espacios para los cuales las herramientas
del andlisis clésico tales como la teoria de la medida, la topologia, el cdlculo y la idea de métrica
pierden su pertinencia, pero para los cuales les corresponde de forma muy natural un algebra no
conmutativa. Tales espacios surgen al tiempo en matemaéticas y en fisica cudntica. Algunos ejem-
plos de tales espacios pueden ser el espacio de representaciones unitarias irreducibles de un grupo
discreto y el espacio de foliaciones asociado a una variedad. La segunda motivacion fundamental
para el estudio de la geometria no conmutativa se relaciona con la extension de las herramientas
clasicas ya mencionadas (haciendo inclusion de la geometria Riemanniana). Este tipo de extension
envuelve una reformulacion algebraica de las herramientas tedricas, transformando todo su aspecto
conmutativo a uno aplicable a situaciones no conmutativas. De esta manera se da lugar a muchos
fendmenos tedricos, a nuevos puntos de vista y nuevas herramientas que incluso pueden ser apli-

cadas al caso conmutativo tales como la cohomologia ciclica y el célculo diferencial cuantizado.

Para nosotros la motivacion mas importante para adentrarnos en el estudio de esta geometria, se
centra en la justificacion de la no existencia del punto geométrico, propuesta por la fisica gravi-
tacional. En este sentido, esta teoria no conmutativa propone una nueva forma de intepretar los
espacios geométricos clasicos. El primer objetivo de este trabajo es exponer la construccién de
una esfera cudntica, donde los puntos cldsicos que deberian conformar a esta esfera (el algebra de
funciones continuas), son reemplazados por un dlgebra C* de operadores acotados definidos sobre

un espacio de Hilbert.

Nuestro método se basa en describir formalmente la contraparte no conmutativa de la construccion
de la esfera de Riemann, obtenida a partir de la compactacién por un punto del plano complejo.
Para esto, consideramos como paso inicial una adecuada deformacion del plano complejo, luego
estudiamos la estructura C*-algebraica asociada a esta deformacion y terminamos entonces por

adjuntarle la unidad algebraica, proceso equivalente en la teoria C* al de obtener su compactacion.

Al adentrarnos en las deformaciones del plano complejo, nos topamos con el concepto de ope-

rador g-normal. Para acercarnos a este concepto, debemos darnos cuenta que en la teoria de grupos

I



v INTRODUCCION

cuanticos nos encontramos frecuentemente y en diferentes situaciones con elementos x que satis-

facen la relacion
(1) xx" = ¢*x'x,

donde ¢ es un numero real positivo. De manera mds general, existe una gran cantidad de espacios
cudnticos que contienen la ecuacidn xy = gyx como relacion de definicion para ciertos generadores
x e y de las dlgebras correspondientes. Esta es la importancia de estudiar el comportamiento de
los operadores g-normales, es decir, operadores que satisfacen la propiedad (1) sobre espacios de
Hilbert. Operadores no triviales de este tipo son necesariamente no acotados, lo cual dificulta el
estudio de estas transformaciones en la teoria C*. Una forma adecuada en la que podemos entender
estos operadores es como deformaciones del operador normal, es decir, operadores T : H —
H sobre un espacio de Hilbert H que satisfacen 77" = T*T, de aqui el nombre por el que son

conocidos.

Una pregunta natural surge al indagar si el proceso de transformacion de la C*-dlgebra conmutativa
Co(C) ala version g-deformada Cy(C,), preserva invariantes topologicos. Este tipo de preservacion
de invariantes nos brinda otra justificacion para llamar a Co(C,) el dlgebra de funciones continuas
anulandose en el infinito sobre el plano complejo cudntico. Sin embargo, también estamos intere-
sados en detectar efectos cuanticos, es decir, situaciones donde los calculos de invariantes difieren
del caso clasico al caso cuantico. En situaciones favorables, el caso cuantico conduce a una sim-
plificacion. Para dar respuesta a estos interrogantes, calculamos la K-teoria de Co(C,) y mostramos
que este espacio tiene los mismos K-grupos que la C*-algebra conmutativa Cy(C). La analogia es
incluso mds estrecha ya que los elementos no triviales de Ko(Co(C,)) pueden ser descritos como ver-
siones g-deformadas de las proyecciones cldsicas de Bott. Sin embargo, como un efecto cudntico,
las clases K pueden ser dadas también como proyecciones del tipo Power-Rieffel 1-dimensionales
en la C*-dlgebra Cy(C,)).

Otro de los objetivos del presente trabajo, es el de extender el procedimiento de construccion de
la esfera cudntica a dimensiones mas elevadas, es decir, construcciones que envuelven un nimero
mayor de generadores de la esfera. Para esto, en principio clasificamos las representaciones de
buen comportamiento de O(Cfl) sobre espacios de Hilbert. Hacemos también un estudio de estas
representaciones sobre un £,-espacio de tal modo que el médulo de cada generador actia como un
operador multiplicacién. Ademads las medidas en este procedimiento, son escogidas de tal forma
que las isometrias parciales de la descomposicion polar sean dadas por un comportamiento analogo
al 1-dimensional, esto es, estas isometrias actuardn como operadores shifts sobre el espacio de
funciones. De esta forma obtendremos relaciones de conmutacion considerablemente simples entre

los operadores multiplicacion y las isometrias parciales. Luego consideramos una *-algebra auxiliar
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de operadores acotados generada por funciones continuas asociadas al médulo de los generadores
y potencias de las isometrias parciales y sus adjuntos. Para su interpretacion como funciones conti-
nuas anulandose en el infinito sobre el plano complejo cudntico 2-dimensional, requeriremos que
las funciones pertenezcan a Cy([0, 00) X [0, 0)) y que al ser evaluadas en 0, no dependan de las
fases. Luego definiremos nuestro espacio deseado al tomar la C*-clausura del dlgebra auxiliar en
la norma de operadores.

Finalizaremos el trabajo exponiendo un estudio de O(CY) para n € N, a través de sus representa-
ciones de buen comportamiento y luego tratando este espacio de manera andloga a sus versiones de

menos dimension.

Esperamos que la exhibicion de todos nuestros resultados sea de total agrado para el lector del

presente documento.






Capitulo 1

Preliminares

1. La teoria de C*-algebras generadas por elementos no acotados.

Una C*-dlgebra A es una *-dlgebra de Banach tal que para todo a € A se cumple la condicion
C*, es decir, ||al*> = |la*al|. Para estudiar las C*-algebras generadas por elementos no acotados
empleamos la teoria de Woronowicz (ver [35]). A continuacion presentamos los conceptos de esta

teoria que intervienen de forma relevante en nuestro trabajo.

DEFINICION 1. Sea H un espacio de Hilbert separable, definimos C*(H) como el conjunto de
todas las subdlgebras C* no degeneradas de B(H). Decimos que la C*-dlgebra A C B(H), es no
degenerada si AH :={ah: a€ A, he H} es denso en H.

DEFINICION 2. Sea H un espacio de Hilbert y A € C*(H); un operador a € B(H) se dice

multiplicador de A, si aA 'y Aa estdn contenidos en A. Denotamos este conjunto por

M(A)={ae€e B(H): aA, Aa C A}.

Se verifica también que M(A) es una subdlgebra C* de B(H) y Ipw) € M(A). Ademas A es ideal
esencial de M(A), esto es, A es ideal de M(A) y si se cumple que m € M(A) y ma = 0 para todo
a € A entonces m = 0. Vale la pena resaltar el siguiente resultado.

ProrosICION 1. M(A) es el dlgebra C* mds grande que contiene a A como un ideal esencial.

DEFINICION 3. Sea A un dlgebra C*, un elemento a € M(A) se dice positivo sobre sp A, si
0<ay aAesdensoen A.

DEFINICION 4. Sea T un operador cerrado densamente definido actuando sobre un espacio de
Hilbert H, definimos la z-transformada de T como el operador zy = z(T) = T(1 + T*T)‘%.

El operador z; contiene toda la informacién de 7, en el sentido que
ol
T = ZT(I - ZTZT) .

Se puede demostrar que [|7']| < oo siy solo si ||z7|| < 1.
1



2 1. PRELIMINARES

DEFINICION 5. Sea H un espacio de Hilbert, A € C*(H) y T un operador cerrado densamente
definido actuando sobre H. Decimos que T es afiliado a A y escribimos T € A", si zr € M(A) y

Zrzr < I es positivo sobre sp A.

Destacamos los siguientes resultados de la teoria de Woronowicz.
ProrosiCION 2. Si T es afiliado a la C*-dlgebra A, entonces T* y T*T también lo son.

ProPOSICION 3. Los multiplicadores de una C*-dlgebra ‘A, son los tinicos elementos acotados
afiliados a A.

Vale la pena mencionar también que todo operador cerrado densamente definido sobre un espacio
de Hilbert H, es afiliado al algebra CB(H) de todos los operadores compactos sobre H.

DEFINICION 6. Rep(A, H) denotard el conjunto de todas las representaciones no degeneradas
de A en H. Por definicion ¢ € Rep(A, H) siy solo si ¢ : A — B(H) es un *-homomorfismo tal que
O(A)H es denso en H.

Se tienen los siguientes resultados concernientes a representaciones de algebras C*.

ProposICION 4. Toda representacion ¢ € Rep(A,H), admite una tinica extension a un
x-homomorfismo ¢ : M(A) — B(H).

Usando la propiedad ¢(z7) = z4r) paratodo T' € M(A), se extiende la accion de la representacion
¢ a los elementos afiliados de A de la siguiente forma, si 7 € A" entonces zr € M(A) y existe un
unico operador cerrado densamente definido S actuando sobre H tal que ¢(z7) = zg. Diremos que
S es la ¢-imagén de T y escribiremos S = ¢(T). Esto significa que la ¢-imagen de un elemento

afiliado T estard dada por
() $(T) = 2 ($(D))).

DEFINICION 7. Sea H un espacio de Hilbert. Sean A y B dlgebras C*, tales que B € C*(H).
Decimos que ¢ es un morfismo de A en B, si ¢ € Rep(A,H) y ¢(A)B es denso en B. El conjunto
de todos los morfismos de A en B serd denotado por Mor(A, B).

LemaA 1. Sean A y B dlgebras C* y H un espacio de Hilbert. Conforme a la notacion anterior

se cumple que:

1. Rep(A,H) = Mor(A,CB(H)).
2. Para todo ¢ € Mor(A, B), se tiene que si T € A" entonces ¢(T) € B.
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DEFINICION 8. Sea A un dlgebra C* y T,,...,T, elementos afiliados con A. Decimos que A
estd generada por Ty,...,T,, segin Woronowicz, si para todo espacio de Hilbert H, toda B €
C*(H) y toda ¢ € Rep(A, H), se tiene que: Si ¢(T;) € B" para todo i € {1,2,...,n}, entonces
¢ € Mor(A, B).

El siguiente resultado, es pieza fundamental en la obtencion del resultado principal del siguiente

capitulo.

TEOREMA 1. Sea A una dlgebra C* y T,,...,T, elementos afiliados con A. El subconjunto de
M(A), compuesto por todos los elementos de la forma (1 +T;T,) ' y 1+ T,T7) " parai=1,...,n,

serd notado por I'. Si se cumplen las siguientes condiciones

1. Ty,..., T, separan representaciones de A, es decir, si |, ¢, € Rep(A,H)y ¢1 # ¢,
entonces ¢\(T;) # ¢,(T;) para algini=1,...,n

2. Existen elementos ry,...,r, €1 tales quer,---r, € A

Entonces A estd generada segiin Woronowicz por Ty, ..., T,.

Fijamos ahora algo de notacién. En adelante, para un espacio localmente compacto X enten-
deremos por C(X), Cp(X) y Cy(X) al dlgebra de las funciones continuas complejo valuadas sobre
X, la subdlgebra de las funciones acotadas en C(X) y la subalgebra de funciones en C,(X) que se
anulan al infinito, respectivamente. Los siguientes dos resultados explican una notacién que muy

frecuentemente utilizamos en el texto.

TEOREMA 2. Sea E una medida espectral sobre un espacio medible (€, IN).

» A cada funcion medible f : Q — C le corresponde un tinico operador Y(f) cerrado
densamente definido en H, con dominio D; = {x €eH: f If(PPdE, () < oo} y satisface
Q

@) (), y) = f fdE., x€Dy, yeH,
Q

donde E, (M) := (E(M)x,y) para todo M € IN.
" V() =W () y W) = AP = PP

Lo anterior lo resumimos por la notacion

W(f) = f FOIEQD.
Q
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TEOREMA 3. (Teorema Espectral)
A cada operador autoadjunto T en H le corresponde una tinica medida espectral E sobre los
conjuntos de Borel de la recta real hasta B(H), tal que

(T(x), y) = f/l dE, (1), x € Dom (T), y € H,

ademds E(sp (T)) = I, a E se le denomina descomposicion espectral de T.

Para la medida espectral E asociada a un operador autoadjunto 7', podemos definir el operador

Y(f) sobre las funciones medibles f sobre R, y por convencién escribiremos

3) f(T) = ‘P(f)=ff(/1)dE(/1)= ff(/l)dE(/l)~

sp (T)

En general se cumple que W(f)¥(g) € WY(fg) v Y(fg) = Y(f)¥(g).

2. Productos cruzados.

A pesar que la teorfa de Woronowicz nos brinda herramientas suficientes para entender cuando
una determinada C*-4lgebra estd generada por un conjunto de operadores no acotados, esta teoria
sufre la crucial desventaja de no ofrecer nocidn alguna de como construir en principio dicha dlgebra
C*. Exponemos a continuacién los pasos que nos llevan a la buena construcciéon de un candidato
a ser la C*-algebra generada por un operador g-normal. Este conjunto estard estrechamente rela-
cionado al concepto de C*-dlgebras dadas por producto cruzado, teoria que extraemos de [33].

Comenzamos por enunciar la Definicion 2.6. de la anterior referencia.

DEFINICION 9. Un sistema dindmico C* es una tripleta (A, G, @) que consiste de una C*-dlgebra
A, un grupo localmente compacto G y un homomorfismo continuo @ : G — Aut(A), donde la

topologia en Aut(A) se define por la convergencia puntual.

Se deduce facilmente que G actua sobre la C*-4lgebra A por automorfismos, esto quiere decir
que la féormula dada por s - x — a,(x) define una accién de grupo. Nos interesa estudiar este
concepto cuando G = Z, A c C(X) y X C [0, 0) es un conjunto cerrado g-invariante no vacio,
aqui estamos considerando g € (0, 1) como una constante y la g-invarianza indica que gX = X. En
este caso vemos que definiendo a(1) := a, entonces el homomorfismo a : Z — Aut(A) satisface
a(n) = af. De esta forma, la accion de Z sobre A estd dada por la formula (n, @) = a(n)(a) = aj(a).

Asi nuestro estudio de estos sistemas C*-dinamicos se limita a un solo automorfismo a(1) = «a;.
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La definicion de producto cruzado A > Z, nos dice que este conjunto estd dado por la cerradura en

la norma universal (Ecuacién (8)) de la *-algebra
4 C(Z,A):={f:Z— A | supp(f) CZ escompacto },

con el producto

frg:= f f k) ai(g)(n — k) du(k)
G
y la involucion

fr(n) = 7" (f(-n)),
lo cual denotamos por A < Z := C.(Z,A). Notamos que supp(f) como subconjunto compacto de

Z, es equivalente a ser finito. Ademas es sabido que la medida de Haar y asociada al grupo Z es la

medida del conteo. Luego la involucién para el caso G = Z satisface

fxgn) = f J k) ar(g)(n — k) du(k) = Z J k) ar(g)(n — k),
G kel
donde I C Z es un conjunto finito de indices. Estas observaciones sugieren una construcciéon mas

explicita del producto cruzado Cy(X) > Z.

Para esto, fijemos nuevamente un g € (0, 1) y consideremos X C [0, co) un conjunto cerrado

g-invariante no vacio. Definamos

) Yq : Co(X) — Co(X),  y,(/H ) := flgx),

es claro que vy, define un automorfismo de Cy(X). Consideremos ahora el dlgebra generada por
Co(X), Uy U sujeta a la relaciones

i) UU* =UU = 1,
i) (UM (QU™) = fyy (U™ para f, g€ Co(X) y n,m € Z,

De forma natural, el numeral i) induce la consideracion U™ = U™ para todo n € N. Destacamos
también el hecho que los elementos de la forma fU* con k € Z son monomios bien definidos
en este dlgebra. Definimos *-alg{Cy(X), U} como el 4dlgebra generada por estos monomios fU* con
f € Cop(X). De esta manera U puede ser entendido como un elemento unitario abstracto y se cumple

la féormula

(6) *-alg{Co(X), U} := | Z fU*: fie CoX), kez).

finito

Dentro de este dlgebra podemos considerar la involucién determinada por

(7) (fUY =y, (HU™,  feCoX), nel,
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donde f denota el conjugado complejo de f. Notamos que U ¢ *-alg{Cy(X), U}, puesto que las
funciones constantes no decrecen al infinito. Ademads *-alg{C((X), U} es isomorfa a la *-algebra
C.(Z,Cy(X)) definida en (4), esto por
CoZ,Co(X)) > f +— ) f(mU" € *alg{Co(X), U},
nez

Ahora definimos la C*-élgebra producto cruzado Cy(X) = Z como la clausura de *-alg{Cy(X), U}

bajo la norma universal
(8) ll@lluniv := sup{llm(¢)|| : 7 es una representacion covariante}, ¢ € *-alg{Cy(X), U},

donde una representacion covariante esta dada por un operador unitario 7(U) € B(H) y una *-re-
presentacién 7 : Co(X) — B(H) tal que 7(3 i, U*) := ¥ n(f;) (U)* define una *-representacién
de *-alg{Cy(X), U}. La existencia de la norma universal se sigue de consideraciones generales, ver
[33]. Queremos ahora entender el producto como un objeto universal para las representaciones co-
variantes del sistema dindmico, este resultado se le debe a Raeburn y serd enunciado més adelante.

Primero, enunciamos un resultado previo (Proposicion 2.34 [33]).

ProPOSICION 5. Supongamos que @ : G —> Aut A es un sistema dindmico. Luego existe un

homomorfismo no degenerado fiel
in: A— M(A >, G),
y un homomorfismo unitario estrictamente continuo
ic:G— UMA %, G),
tal que para f € C.(G,A), r,s € G y a € A se tiene que

ic(Nf(s) = a,(fr7's) vy ia(@f(s) = af(s).

donde UM(A =, G) denota el conjunto de elementos unitarios en M(A =, G). Ademads (i4, ig) es

covariante ya que

ia(a,(a) = ig(ria(a)ig(r)".

TEOREMA 4. [Teorema de Raeburn] Sea (A, G, @) un sistema dindmico. Supongamos que B es

una C*-dlgebra tal que

(a) Existe un homomorfismo covariante (ja, jg) de (A, G, a) en M(B).

(b) Dada una representacion covariante no degenerada (r, U) de (A, G, @), existe una representacion
L=Lyy deBtalque Lo jy=nyLo joG="U.

(c) B=span{ja(@)jc(z): a€A y z€CJ(G)}
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Entonces existe un isomorfismo
ji:B—A>x, G
tal que
joja=ia y joje=ic
donde (i, i) es el homomorfismo covariante candnico de (A,G,a) a M(A =, G) definido en la

Proposicion anterior.

3. Elementos de la K-teoria y la K-homologia en C*-algebras.

3.1. LaK-teoria. Iniciamos esta seccion presentando los conceptos de la teoria K en el marco

de C*-dlgebras. Los siguientes objetos pueden ser consultados en [15].

DEerFINICION 10. Sea A una C*-dlgebra con unidad. Denotamos por Ky(A) al grupo abeliano

generado por | pl, para cada proyeccion p en cada dlgebra M, (A), sujeta a las siguientes relaciones

1. si p y q son proyecciones en M,(A), para algiinn € N, y si p y q estdn conectadas por un
camino continuo de proyecciones en M, (A), entonces [p] = [q].
2. [0] =0, para cualquier tamario de matriz cuadrada nula.

3. [pl + lq] = [p @ q), para cualquier tamario de matrices proyeccion p 'y q.

0
Aqui la notacién p @ g, para proyecciones p,q € M, (A), se refiere a la proyeccion [ g ] en
M, n(A).

DEFINICION 11. Si A es una C*-dlgebra entonces la unitizacion de A es la tinica (modulo *-
isomorfismo canonico isométrico) C*-dlgebra A con unidad multiplicativa la cual contiene a A

como un ideal cerrado de codimension uno.

DEFINICION 12. Sea J una C*-dlgebra sin unidad y J su unitizacion, luego existe una sucesion
exacta corta

0—J—J—C—D0.

Denotamos por Ky(J) al kernel del homomorfismo inducido Ky(J) — K,(C) = Z.

DEFINICION 13. Sea A una C*-dlgebra, denotamos por K,(A) al grupo abeliano con generador

[u] para todo u unitario en cada M,(A), sujeto a las siguientes relaciones

1. Siuyv estin en el mismo M,(A), y si u'y v pueden ser unidos por un camino continuo de
unidades en M, (A), entonces [u] = [v].
2. [1]1=0.
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3. [u] + [v] = [u ® v], para cualquier tamario de las matrices unitarias u y v.

Nuestro objetivo ahora es presentar el teorema de la sucesion exacta de seis términos de la K-
teoria y el teorema de Pimsner-Voiculescu. Para esto necesitamos algunos conceptos previos. Las

siguientes definiciones pueden ser consultadas en [15, 32].

DEFINICION 14. Sea J un ideal en una C*-dlgebra A y x € K{(A/J). Sean u € U,(A]J) y
v € U (A]J) tales que x = [u] y diag(u,v) es homotopica a 1, en U, (A]J). Seaw € U, 1(A)
un lift unitario de diag(u,v). Definimos el mapeo indice 6, : K{(A]J) — Ky(J) por la formula

01(x) := [wp,w'] = [pal,
donde p, =1, ®0.
DEFINICION 15. Sea J un ideal en una C*-dlgebra A. Supongamos que una clase en Ky(A/J)
estd representada por la diferencia [p] — [q], donde p y q son proyecciones en M,(A/J). Conside-

remos lifts de p y q a elementos autoadjuntos x y k en M,,(A). Definimos 6, : Ko(A/J) — K(J)
dado por

62([p] = [q]) = [exp(2nix)] — [exp(2mik)].

Para una vision un poco mas detallada del siguiente resultado, este puede ser consultado en
([28], Seccién B.1.5).

TEOREMA 5. Sea 0 — J — A — A/J —> 0 una sucesion exacta de C*-dlgebras. Luego la

siguiente sucesion ciclica de seis términos es exacta

Ko(J) Ko(A) Ko(A/J)
01 T iﬁz
Ki(A/J) Ki(A) Ki(J).

El siguiente resultado lo podemos consultar en [[32], Seccién 9.3].

TeorREMA 6 (Pimsner-Voiculescu). Para toda C*-dlgebra A y todo automorfismo « de A, la
siguiente suecesion ciclica de seis términos es exacta

id—a.

KA —5 K(A) —— K(Ax,7Z)

I !

Ko(A%7) —— Ky(A) 2 K(A),

donde «, : K.(A) — K.(A) denota el homomorfismo inducido.
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3.2. K-homologia. Iniciamos ahora una breve exposicion de las conceptos y resultados basicos
referentes a la K-homologia de C*-4lgebras, para un tratamiento mas detallado consultar [28]. La
definicién dada por Kasparov, parece ser el tratamiento técnico mas conveniente para el estudio de

la k-homologia. Esta vision utiliza el concepto de Médulos de Fredholm.

Los médulos de Fredholm graduados y no graduados definen, para una C*-algebra A, clases de
equivalencia en los grupos de K-homologia K°(A) y K'(A), respectivamente. Dado que estamos
interesados en el apareamiento de indices de modulos de Fredholm con K-teoria y dado que vamos
a demostrar que los K;-grupos de C*-dlgebras generados por un operador g-normal son triviales,
solamente consideraremos mddulos de Fredholm graduados los cuales se emparejan con las K-

clases.

Recordamos que un Mdédulo de Fredholm (no graduado) sobre una C*-dlgebra A, estd dado por
una *-representacion 7 : A — B(H) sobre un espacio de Hilbert separable H y un operador
lineal F € B(H) tal que (F? — 1)n(a) € K(H), (F — F*)n(a) € K(H) y [F,n(a)] € K(H) para todo
a € A, donde [F,n(a)] := Fn(a) — n(a)F 'y K(H) denota el ideal de operadores compactos en

B(‘H). Un médulo de Fredholm se dice graduado, si H tiene una descomposicién en suma directa

0 F_
H=H e&H,talquer=n_®n, y F= .
F._ 0

En lo que sigue, discutiremos brevemente el apareamiento de indices para el caso especial H_ = H,
y F = (1 ol el cual es suficiente para nuestros propésitos. En esta situacién, un médulo graduado

de Fredholm es equivalente a un par de *-representaciones acotadas 7_ y x, de A sobre un
espacio de Hilbert, digase H, tal que n,(a) — n_(a) € K(H) para todo a € A. Su clase asociada
en K°(A) serd denotada por [(n_,n,)], donde la relacién de equivalencia se define por homotopia
de operadores. Consideremos ahora [p] € Ky(A), donde p € Maty(A) es una matriz proyeccion
autoadjunta. Luego

9) m(p) = w(pyHY — . (pyHY
es un operador de Fredholm con pseudo-inverso
(10) 7(p) : m(PYH" — m (p)yH",

por el teorema de Atkinson [1, Theorem 1.8.3.6] ya que

n_(p)—rn_(p)r(p)rn_(p)
m_(p)(m_(p) — n:(p))7_(p) € K(m_(p)H")

(ld - 7T—(p)7T+(P)) rﬂ_(p)WN
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Es conocido que el mapeo de indice ([(n_, 7, )], [p]) := ind(7,(p) [+ (,)7v) define un apareamiento
entre K°(A) y Ko(A). Dado que

(TP r v ) = ((PYT(P) Ty = (A (PIT (P gy = T (D) b, oymev »
podemos escribir
(11) ([(r—, )], [p]) = dim (ker(m,.(p) [r_pyrev)) — dim (Ker(w—(p) e, ()
Si m,(p) — m_(p) es de clase traza entonces, por el carécter ciclico de la traza,
Try(m.(p) (r_(p) — m(p))) = Trgn ((n_(p) — 7 (p)) 7w (p))
y por [13, Proposition 4.2], se obtiene
(-, 7)), [p1) = Trr (wv(id = 7-(P) 71 (P)) = Tr, (v (id — 7 (P)7-(P))
= Tryv (m-(p) = 7-(P) 1 (P)7-(P)) = Trgen (74 (p) — mo(p)7-(P) 7. (P))
= Trpon(7-(p) (2_(p) = .(p)) = (w4 (p) = 1 (P)7:(P))
= Tryv(n-(p) = 7:(p))
(12) = Tr( Trvtauyn (7-(p) = 7)),

ver [8] y [13] para detalles adicionales.



Capitulo 2
Esfera cuantica no conmutativa generada por un operador ¢g-normal.

1. Operadores g-normales.

El objeto principal de nuestro trabajo y en el cual se basara practicamente toda nuestra exposi-
cién es el plano complejo cudntico, el cual denotaremos por O(C,). Este serd también entendido
como el anillo de coordenadas del plano complejo cudntico definido por un generador y su adjunto
sujetos a una relacion bastante particular. En este capitulo, nos encargaremos de construir una 2-
esfera cudntica a partir del estudio de este objeto y las dlgebras C* generadas por este segun la teoria
de Woronowicz. Posteriormente nos damos a la tarea de generalizar el proceso de la clasificacion

de las representaciones de O(C,).

DEFINICION 16. Definimos el plano complejo cudntico O(C,) como el dlgebra generada por { y

C* sujetos a la relacion (¢ = q*C*¢, donde g € (0, 1), es una constante arbitrariamente fija.

Diremos que un operador { cerrado densamente definido sobre un espacio de Hilbert H es una
representacion de O(C,), si { satisface la relacion que define al plano complejo cudntico, es decir,
si { cumple

* 2 o
(=qd.
Este tdltimo tipo de operadores también son conocidos como operadores g-normales. Estos han
sido estudiados en el marco de la teoria de g-deformaciones cudnticas de espacios (ver [3, 2, 20]).

Dentro de las propiedades mas relevantes de estos operadores debemos destacar las que condensa

el siguiente resultado consultado en [3, 19].

PRrOPOSICION 6. Sea ¢ un operador cerrado densamente definido sobre un espacio de Hilbert H
v ¢ = u|l| su descomposicion polar. Denotemos por E a la medida espectral sobre la o-dlgebra de

Borel ([0, 00)) tal que |{| = f AdE(A). Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes

 es un operador g-normal, es decir, [{* = q*C*L.

ulllu* = ql{|.

uE(M)u* = E(g~'M) para todo M € ([0, o0)).

uf(Zhu* = f(qlll) para toda funcion de Borel f sobre [0, 00), donde f(|]) ::ff(/l)dE(/l).

N Wb~

11
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En adelante mantendremos la notacidn propuesta por esta proposicion, es decir, { serd un operador
g-normal definido sobre un espacio de Hilbert H, notamos su dominio como dom(¢), su descom-
posicién polar estard dada por ¢ = u|{], la proyeccién espectral asociada por teorema espectral a
|£] 1a denotaremos por E. A continuacién daremos una descripcion mds explicita de un operador
g-normal. Para esto transformamos el espacio de Hilbert 4, donde nuestro operador se define, en
una suma directa de subespacios en donde el comportamiento de la representacién puede ser con-
trolado. Notamos primero que Ker({) = Ker({*{) y de igual forma Ker({*) = Ker({{*). Como ¢
es g-normal, las anteriores igualdades dicen que Ker({) = Ker({*). Aplicando teorema espectral
tenemos que ker(|Z]) = E({0})H. De esta manera concluimos que

(13) ker(§) = ker({") = ker(/) = E(OHH.

Dado que ker(|Z]) es un subespacio cerrado de H, tenemos que H = ker(|{|)®ker(|{])*. Observamos
que la accion de ¢ deja invariantes a los espacios ker(|]) y ker(|])*, ya que

([:4e) =18 =0,  (f,.{h)=(f.h)=0,

para toda f € ker(|]), g € ker(|Z[)"Ndom({), & € ker(|Z])* Nndom({*). Por otro lado, las propiedades

de E como proyeccion espectral nos dicen que

ker(Ig)* = E((0, 00)) = E(U(q"“,q"]] - P Ew@ .4,

nez nez

puesto que la familia {(¢"*!, ¢"]},ez conforma una particién disjunta del intervalo (0, o). Esto im-

plica una nueva y muy adecuada expresion en suma directa de H, toda vez que

H = idyH
= E([0,00))H
= E(O)H @ E((0, 0)yH
= Ker(¢h® (P E((¢", ¢"DH.

nez
Hagamos

H, = E(¢",q")H, neZ

Afirmamos que u, la fase en la descomposicion polar de £, se comporta como un operador shift
sobre los espacios H,,, es decir, u : H,.; — H, es un isomorfismo con inverso dado por u* :
H, — H,, . De hecho, por Proposicién 6.3, si h € H,,, entonces h = E((¢""*,¢""' )W/ € H,i1 y
luego

wh=uE(q"?, ¢""'Dh' = uE(q"**, ¢" " DYu'ul’ = E(¢", ¢"1)(uh’) € H,.
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Andlogamente para todo i € H, se muestra que u*h € H,,,. Esto sumado al hecho que uu*h = h
y u'uh = h para todo h € H,, nos dice que u es isomorfismo unitario y sustentamos nuestra
afirmacién. Luego podemos escribir

(14) H, =1{h, :=u"h: heH.
Definiendo A : Hy — H, por A := f(q . A dE(Q), entonces por la Proposicién 6.4, tenemos
(15) Chy = ulllu™ h = g"u"""VAh = q"(Ah),,

sobre ker(Q)* = €P H,. De las anteriores observaciones, obtenemos la siguiente descripcion de
nez
operadores g-normales.

CororariO 1. Sea ¢ un operador g-normal no nulo sobre un espacio de Hilbert H. Salvo
equivalencia unitaria, la accion de { estd determinada por las siguientes formulas: Existe un es-
pacio de Hilbert Hy tal que H se descompone en una suma directa H = ker({) & @Z?{n con
H, = Hy. Para h € H,y, denotemos por h, al vector en H el cual tiene a h en la n—e’si:;a compo-
nente de la suma directa neeaz?{n v 0 en las demds. Luego existe un operador autoadjunto A sobre

Ho, que satisface sp(A) C [q, 1] sin ser g un valor propio, y se cumple

lh, = q"Ah,_ paratodo h, € H,.

La propiedad mas relevante de los operadores g-normales desarrollada en [3], nos describe el
comportamiento de este tipo de operadores sobre un espacio de funciones. Esta propiedad ser4 apli-

cada frecuentemente en nuestros resultados. A continuacion la exponemos.

TEOREMA 7. Cualquier operador g-normal es unitariamente equivalente a una suma directa de
operadores de la siguiente forma: H = L5([0, 00), i), donde u es una medida de Borel g-invariante
sobre [0,00), dom(¢) = {f € H = [,  x*|f(0)Pdu(x) < oo}y

(16) (&N = gxflgn), (" HX) = xf(g '), paratodo f € dom(().

Ademads, para cada medida de Borel g-invariante u sobre [0, ), la ecuacion (16) define un ope-

rador g-normal.

La ultima parte del resultado anterior es determinante en el desarrollo de nuestro trabajo y esta in-
volucra medidas g-invariantes. Hablemos un poco acerca de la determinacién y buena construccion
de este tipo de medidas. Notamos que una medida g-invariante u solo depende del (o estd determi-

nada por el) valor u({0}) y de su restriccion a los borelianos sobre el intervalo (g, 1], notando esta
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restriccion por o := Ul's(j0,00)n(g,1]- NOS damos cuenta de esto verificando que la siguiente igualdad

se cumple para todo boreliano M sobre [0, c0)

(17) p(M) = > o(g ™ (M 0 (g, 4"D) + ({0} 0 M),
keZ

Por otro lado, esta formula extiende a cualquier medida y definida sobre la o-dlgebra de Borel
>((g, 1]) a una medida g-invariante u sobre X([0, )). Una vez mads, si el valor u({0}) es fijo, esta
medida queda bien definida.

Supongamos que X C [0, c0) es un conjunto cerrado g-invariante del rayo positivo real. Inter-
pretamos acd la g-invarianza como gX = X. Dado que K := [¢, 1] N X es compacto (y asi tiene un
subconjunto denso contable), existe una medida de Borel finita v sobre [g, 1] tal que supp(v) = K,
ver [14]. Denotemos por ¢, la medida de Dirac en x € [0, 00) y definamos w, como la restric-
cion de v + v({g})o; + v({1})d, a X([0,00)) N (g, 1]. Si X = {0}, hacemos u({0}) := 1. Luego la
medida y determinada por la férmula de la ecuacion (17) es una medida de Borel g-invariante o--
finita sobre [0, o) tal que supp(u) = X. Recordamos ahora que el operador multiplicacion Q sobre
L5([0, o), ), satisface que sp(Q) = supp(u). Combinando la discusion anterior con el Teorema 7

deducimos el siguiente resultado.

CoroLARIO 2. Para cada subconjunto cerrado g-invariante no vacio X C [0, 00), existe un

operador g-normal { tal que sp(|{]) = X.

2. C#*-algebras producto cruzado asociadas a operadores g-normales.

A pesar que la teoria de Woronowicz, que mds adelante aplicaremos, nos brinda herramientas
suficientes para entender cuando una determinada C*-dlgebra esta generada por un conjunto de
operadores no acotados, esta teorfa sufre la crucial desventaja de no ofrecer nocién alguna de como
construir en principio dicha dlgebra C*. En esta seccién nos damos a la tarea de evidenciar los
pasos que nos llevan a la buena construccion de un candidato a ser la C*-adlgebra generada por un
operador g-normal. La siguiente proposicion muestra que ciertos productos cruzados de C*-algebra
asociadas a operadores g-normales £, pueden ser obtenidos por la fase u de la descomposicion polar

{ = u|l| y el calculo funcional del operador autoadjunto |{].

PropPosICION 7. Sea X # {0} un subconjunto cerrado g-invariante no vacio de [0,00) y { un

operador q-normal con descomposicion polar dada por { = u|l| tal que sp(|{]) = X y Ker(|/{]) = {0}.
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Entonces, con el automorfismo definido en (5),

CoX)=Z = By :=||-llcls{ > il : fi € Co(X), ke Z),
finito
CoX\{ON = Z = By := ||-|l-cls{ Y filZhu' : fi e CoX \ (0D, keZ},
finito

donde u y |{| estdan definidos por la descomposicion polar { = u|l| de un operador g-normal { tal
que sp(I{]) = X y ker(|Z]) = {0}.

DemosTRACION. Notamos en primera instancia que un operador g-normal £ tal que sp({) = X
existe por el Corolario 2. Tomando su restriccion al subespacio ker(|Z])*, podemos asumir que
ker(]{]) = {0}. Por lo tanto u es operador unitario. Para facilitar la notacién hagamos X, := X \ {0}
y X; := X. Aplicaremos la propiedad universal de productos cruzados para demostrar nuestro
resultado, es decir, debemos mostrar que se cumple el Teorema de Raeburn 4, para concluir que
B; = Cyo(X;) wZparai = 0,1. Haciendo p;(f) := f(|{]), para f € Co(X;), y pi(U) = u, Teorema
4.(a) se sigue de la Proposicion 6.(4) y Teorema 4.(c) se deriva de la definicién de B;. Para mostrar
Teorema 4.(b), es suficiente probar que H,»(ﬁz fillchu*) := 3 mi(fi) mi(u)* estd bien definido para

nito finito
cualquier representacion covariante 7; : *-alg{Cy(X;), U} — B(H). Para lo tltimo, es suficiente

verificar que Z]ksz fe(ZDu* = 0 implica f; = 0 para todo k, donde f;, € Co(X;), M,N € Zy M < N.
Por equivalencia unitaria, podemos asumir que la accién de ¢ = u|{| estd dada por las féormulas del
Corolario 1. Recordamos que H, L H,, paran # m, fi(|{]) : H, — H, y u*h, = h,_x € H,.
Supongamos ahora que f); # 0. Luego existe n € Z 'y g,, h, € H, tales que {g,, fu(I{Dh,) # 0. Y

de esta manera

N N
<gn, D At h,1+M> = <gn, D, ﬁ(|§|>hn+M_k> = (& fu(1ZDhn) # 0.

=M k=M
Luego Y, fi(IZDu* = 0 implica fy; = 0. Por induccién sobre m = M, M+ 1, ..., concluimos que
Jn=0paratodom =M, M +1,...,N. Esto completa la prueba. O

3. C#*-algebras generadas por operadores g-normales.

El resultado principal de este capitulo lo conforma el siguiente teorema el cual presenta una
descripcion explicita de la C*-algebra generada por un operador g-normal no trivial. Destacamos
que el uso de algebras producto cruzado y la Proposicién 7 nos permiten dar una descripcion de tal

C*-algebra sin hacer referencia a un espacio de Hilbert.
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TeorEMA 8. Sea { un operador g-normal sobre un espacio de Hilbert separable H tal que
X := sp(|Z]) # {0}. Entonces existe una tinica C*-dlgebra en B(H) generada por { y esta C*-
dlgebra es isomorfa a

(18)  Cy(£.&" =l -Il-cls] Z fiU* € CoX)=Z : keZ, fi(0)=0 paratodo k # O},

finito

donde la clausura en norma estd tomada en la C*-dlgebra Cy(X) = Z.

DemosTrACION. El primer paso para la prueba consiste en identificar la C*-4lgebra abstracta-
mente definida Cj(£, ") con una C*-subdlgebra no degenerada A C B(H). Sea { = u|{| la des-
composicion polar de £. Por equivalencia unitaria, podemos asumir que H y £ estdn dados por las
férmulas del Colorario 1. Luego ker({) = ker(|{]) y #Tkerqzy+ €8 un operador unitario. Ademads, por
Proposicion 7, tenemos que C;;({,¢*) = B C B(ker(|{])*), donde

B i= || llcls{ > AUDU Nergepe © fic € Co(sp(£D), £i(0) = 0 para todo k # 0

finito

Sobre H = ker(|Z]) @ ker(]{])*, hacemos
A= ||-ClS{fo(|§|) Mker(z) @ Z FZDu* Nerene = e € Co(spiD) y

finito

(19) £i(0) = 0 para todo k # 0},
Recordamos del Corolario 1 que H = ker(|/{]) & n?Z‘Hn, donde H,, = H, es la imagen de la proyec-
cién espectral de || correspondiente al conjunto de Borel (¢"*!, ¢"] N sp(|¢]). Ahora como

1/0CZD Teerenll = 1fo(O)] < supf| fo(x)] = x € sp(IZD\{0}}
sup{llfo(SDAAll = hy € H,, Nlhyll = 1}

” Z fhut Meer(n

finito

INIA

IA

b

uno facilmente verifica que ¢ : A — B, dado por
(Fo0D Neray @ D HUD U Nergens) = ) FlDU Neeri
finito finito
define un *-isomorfismo isométrico. Asi C;(£,{*) = A. La no degeneracion de A se sigue del
hecho que para cada m € N, existe un ¢,, € Co(sp(|{])) que satisface ¢,,(f) = 1 paratodo t € [0,g7)
asi que ¢, (|¢]) € A actia como la identidad sobre ker(|{]) ® _g H,.

El teorema sera probado aplicando Teorema 1 a A c B(H), luego es suficiente mostrar que

a) ( esté afiliado a A,
b) { separa las representaciones de A,
o) 1+ e,
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Observamos que (c) se cumple ya que la funcién f;, definida por fy(¢) := (1 + #>)~', pertenece a
q pleyaq P P

Cosp(IZ)) y (1 + 07" = o) = folD Meerazh © JoULD Txerqep -

A continuacién verificamos (a). Por la Definicién 5, esto significa que

(20) 2 =L+ 07 e M(A),
y que
(21) I-1l-cls{(1 = z;zp)a : a € A} = A.

Por las férmulas en el Corolario 1, z; = 0@ (IZI(1 + 1Z1)™*) Nerqey: - Sobre ker(Z])*, obtenemos
de la Proposicion 6.(4) que ulZI(1 + 1Z2™2f:1ZDu = qlZI(1 + 1P fi(glZhut*!. Dado que la
funcién f; dada por fi(f) := —L— fi(gt) pertenece a Cy(sp(|{])) para cualquier f; € Co(sp(IZ]) y

satisface f(0) = 0, vemos que al multiplicar por izquierda con z; se mapea el conjunto A definido

por (19) en si mismo. Tomando clausura concluimos que z; € M(A).

Para mostrar (21), notamos que 1 — z;z; = (1 +[{ 1*)7!. Sea {¢,}ner una unidad apréximada
sobre Co(sp(|Z])) tal que cada ¢, tiene soporte compacto. Hagamos ¢,(f) := (1 + t*)g,(t). Luego
$n € Co(sp(¢D) y Im (1 —z;2) ¢, (1) £ (1) = lim e, (I£1)£(¢1) = f(I¢]) para todo f € Co(sp(Ig]). De
esto, uno facilmente concluye que la clausura sobre el lado izquierdo de (21) contiene al conjunto
A definido por (19) lo cual prueba (21).

Mostremos ahora a la prueba de (b). Como A y B son isomorfos, es suficiente considerar
representaciones de 8. Hagamos / := ¢ Mer(zpt- Notamos que sp(IZ]) = sp(IZ]) ya que 0 € sp(|Z])
por la g-invarianza de sp(|{]) # {0}. Luego B est4 generado por ‘Z fillZ)u* con fi € Co(sp(IZ]) y

finito
Jx(0) = 0 para todo k # 0. Por los mismos argumentos expuestos con anterioridad, se muestra que

(22) =L+ e M(B).

Sea K un espacio de Hilbert y sea 7 : 8 — B(K) una *-representacion no degenerada. Por Proposi-
cion 4, r admite una unica extension 7 : M(B) — B(K). La m-imagen de { dada por la férmula
(*) (ver pagina 2), estd entonces definida como n({) := ﬂ(ZZ)(l - n(zg)*n(zz))_l/ ? De esta forma,
calculando la z-transfomada de 71({) concluimos z,) = 71(zz), luego n({) estd determinado de forma

Unica por 71(zz) = Z,), donde la tltima ecuacion cumple por (*).

Supongamos ahora que estdn dadas dos representaciones ; : 8 — B(K), i = 1,2. De esta
forma la afirmacién “{ seprara representaciones de B significa que m;({) # m({) siempre que
m # m. Por la discusion previa, esto es equivalente a mostrar que m1(zz) = ma(zz) implica que

T = 7.
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Nuestro primer objetivo es mostrar que |r1(zz)| = |m2(zz)| implica 7, (f (1Z)) = m(f(IZ))) para una
apropiada clase de funciones continuas f sobre sp(|]). Empezamos observando que n(z;)*7(zz) =
ﬂ(ZZ:ZZ) = 7T(|ZZ|2) = 7r(|z5|)2 de donde se deduce |n(zz)| = m(|zzl). Acd el hecho de que z; € M(B)
implica que Z*Z’ |zz| € M(B) se utiliza. Ahora utilizamos la representacion de Gelfand para obtener

un embebimiento isométrico

(23) v Co(sp(dh) — B, u«(f) = f(LD.

Combinando esto con 7 : M(B) — B(K) tenemos una representacion m : ((Co(sp({]))) — B(K).
Por la definicion de z-transfomada, vemos que |zz| = |Z](1 + |)7"/%. La funcién z(t) := #(1 +
1)71/2 separa los puntos de la compactacién por un punto sp(|]) U {oo}. Por el Teorema de Stone—
Weiertrass (ver Teorema 9 mas adelante), las funciones 1 y z generan C(sp(|{])U{oco}). Interpretando
a Cy(sp(|£])) como una subdlgebra de C(sp(|{]) U {oo}) y extendiendo m o ¢ al dlgebra de multipli-
cadores M(Cy(sp(I£]))), se sigue que o ¢ : Co(sp(|{])) — B(K) estd determinado de forma dnica
por su valor sobre z € M(Cy(sp(|{]))), y asi de la misma forma queda determinada su extension a
M(Co(sp(I1))). Finalmente, se sigue de (23), que 71(«(z)) = #(IZI(1 +1£*)7"%) = n(Izz]) = I(z)l. Co-
mo consecuencia, dadas dos representaciones 7; : 8 — B(K), i = 1,2, tenemos |1 (zz)| = |m2(zz)] si

y solo si 7y ot = m, o, y lo mismo se cumple para sus extensiones a M(Cy(sp(|£]))).

Aiin nos falta mostrar que m;(z;) = 7(z;) implica que m (F(ZDu¥) = m(f(IZ)u*) para todo
f € Cy([0, 00)), f(0) = 0y k € Z\{0}. Consideremos nuevamente una representacion n extendida a
la C*-dlgebra de multiplicadores 7 : M(8) — B(K) y sea n(zz) = vin(zz)| la descomposicion polar.
Si u perteneciera a M($), entonces seria suficiente mostrar que n(#) = v, ya que de esta forma
a(f(1ZDu*) = m(f(Z]))V* estaria determinado de forma tnica por v. Desafortunadamente, u ¢ M(85)
yaque f(IZ]) € Bpara f € Cy([0, )) con f(0) £ 0, pero f(|Z])u ¢ B. Por esta razén, nuestra prueba

es mas compleja, involucrando al teorema espectral para operadores no acotados autoadjuntos.

Denotemos por F' a la tnica proyeccion espectral sobre la o-algebra Borel X([0, 1]) que sat-
isface |m(zz)| = f zdF(z). Usando el hecho de que |n(zz)| = m(|zz]) y la ecuacion (23) deducimos
que |m(zz)| = (21 + Z*g’)‘%l) = 7(lZI(1 + |Z|2)‘%) = 7m(z). Por la definicion de la 7-imagen de
operadores afiliados a B, tenemos que 7(|f]) = n(zz)(1 — 7(z)*) /2. Luego podemos escribir
7(Z) = Inz)I(1 = In(zp)P)™* = [z(1 = 2)7"2dF(z). La funcién z : [0, 00] — [0, 1], 2(7) = —=

V1+72

es un homeomorfismo con inverso dado por la férmula 7 : [0,1] — [0, 0], 7(z) = \/]Z_7 De-

notemos por E la proyeccion espectral sobre X([0, co]) dada por el pull-back de F bajo z, es decir,
E(M) := F(z(M)) para todo M € X([0, co]). Luego

(24) () = f tdE(D) y (zg) = f (T)dE(T) = f ﬁdﬁ:(r).

Observamos también que E({co}) = 0 pues F({1}) = 0.
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Afirmamos que n(f(/Z])) = f f(1) dE(t) para todo f € C([0, o0]). Notar que m(f(|/Z])) estd bien
definido para cada una de las f puesto que f(|Z]) € M(8B). Como explicamos anteriormente, la
funcién z € C([0, co]) separa los puntos de [0, co] asi que para cada f € C([0, 0]) existe una
sucesion de polinomios {p,}.en que satisface lim,,_,., p,(z) = f en la norma del supremo. Usando

la convergencia uniforme, z = z(IZ]) y 1a segunda ecuacién en (24), obtenemos que

F(fZD) = lim 7(pu(202)) = lim 7(pa(zg)) = lim f Pala(®) dE(T) = f f(@) dE@),

lo cual prueba nuestra afirmacién. Combinando esto con (24) deducimos que m(f 1ZD) = f(2)D).

Ahora sea {¢,},enn C Co((0, 0)) una sucesion de funciones de rapido decaimiento, es decir,
(25) sup{tk|¢n(t)| : 1 €(0,00)} < oo para todo k € Z,

talque 0 < ¢y < P < ... < 1ylim,o ¢,(¢) = 1 para todo t € (0, c0). Con la extension obvia a

funciones continuas sobre [0, co], se sigue que
1im 7(¢,(Z1)) = lim ¢,(x(Z1)) = E((0, 00)),

en la topologia débil de operadores. Recordemos ahora que ¢ = u|Z| define un operador g-normal
sobre ker(|£])* asi que por Corolario 6, tenemos que uf (ZDhu* = f(qld)) para toda funcion de Borel
f sobre [0, co]. Ademas

2= A+ D™ = uldl(1+ 12D = uz(iZ) = 2glZhu.

Como consecuencia para todo f € Cy([0, o)) y k € N tenemos

k
(26) 800D = ¢,02D z(qf|Z|)‘1}f<|Z|)(uz(lZl))k
j=1
k .
= $.02) ﬂz(qf|2|>-‘]f<|2|)z§,
j=1
- ~ = . ~ - k
(27) ROV ¢n(|§|>( z(q‘flgl)‘l)f(m)(Z<|§|>u*)

i=0
-1

>~

= (2D (]_[ z(q_jIZI)_l) £,
Jj=0
De (25), se sigue que la funcién (0,7) 3 ¢t +— gb,,(t)(ﬂ';:1 2(g’H)™") pertenece a Cy((0, o)) y de
esta forma también puede ser considerada como un elemento en Cy([0, c0)). Lo mismo se cumple
para la funcién (0,7) > ¢ — ¢n(t)(H'j‘.;é z2(g7/t)7Y). Para finalizar la prueba del inciso (b) arriba,
asumamos que 7; : B — B(K), i = 1,2, son dos representaciones que satisfacen m1(zz) = m2(z;).
En particular, tenemos que |71 (zz)| = |72(z7)|. Ya ha sido mostrado que 7,(f(IZ])) = m2(f(1])) para
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todo f € ([0, co]). Esto también implica que m(2) = m(Z)) por definicion de la r-imagen de 2]
Como en (24), escribimos m;(|Z]) = f 7 dE;(1). Usando el hecho de que m;(f(I2])) = f(m:(|Z])), se

sigue que E{ODm(f(IZ)) = f(0)E({0}). Como consecuencia m;(f(I])) = E((0, ))m;(f(|£])) para
toda f € Cy([0, )) con f(0) = 0. Dada tal f y tomando el limite débil de operadores tenemos para
todok e N

(28) w1 (f(Zlu")) E((0, c0)m; (f(1Z1u))

= lim (¢, (ZD)m (F(ZDu))

n—oo

= limm | 6.02D || | 2(¢"12)" f(lZl)zfg]

n—oo

= limm |¢,02D| ] | 2(¢1Z)! f(lZl))mg)"

= limm |20 || |2(¢1ZD™ f(IZI)JJTz(Z_z)k

n—oo
J=1

= w2,

Hemos aplicado (26) en la tercera de las anteriores ecuaciones y también hemos usado la propiedad
de que 7 define una representacion de M($) en la linea siguiente. El paso crucial de la cuarta a
la quinta linea se sigue de m;(zz) = m2(zz) por hipotesis y de asi lo que hemos probado es que
m(g(2)) = ma(g(2]) para toda g € C([0, co]). Aplicando a las anteriores ecuaciones (27) en vez
de (26) mostramos que (28) se cumple también para todo k € Z con k < 0. En conclusion, hemos
mostrado que para todo k € Z y toda f; € Cy([0, 00)) que satisfacen f;.(0) = 0 si k # 0 se cumple que
m1(zz) = ma(zz) implica my( F(21")) = m(f(Z1u*)). Como estos elementos generan B, finalmente

tenemos que m; = 7. O

Enunciamos ahora uno de los resultados del andlisis matemético cuya aplicaciéon nos permi-
tird dar una visualizacién maés clara de lo que llamaremos esfera cudntica. Para esto, primero dire-
mos que un algebra A ¢ C(X) separa los puntos de un espacio topoldgico X si para todo x,y € X

con x #y, existe un a € A tal que a(x) # a(y).

TeEOREMA 9 (Teorema de Stone-Weierstrall). Sean X un espacio topologico localmente com-

pactoy A C Co(X) una *-dlgebra que separa los puntos de X, luego se cumple que A = Cy(X).

Asumamos ahora que £ es un operador g-normal con sp({) = [0, c0). Observamos que la defini-
cion del producto cruzado tiene sentido para g = 1. En este caso, y, = 1y el producto se vuelve
conmutativo. Si f; € Cy([0,0)) y f(0) = 0 para k # 0, tenemos que f,U* puede ser visto como
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una funcién en Cy(C) en el siguiente sentido: Para w = |w|e” € C consideramos el mapeo
Caw = wle? — U w) = fu(lw)e™ e C.

Notamos asi que el tnico posible problema para esta asignacion se encuentra en 0 € C ya que no
tiene un dngulo polar complejo determinado de forma tnica. Restringiéndonos a funciones f;(0) =
0, el problema se soluciona pues fiU*(w) = 0 €% = 0 para todo § € R. Dado que el algebra de
funciones [wle?” +— fi(w|)e’® = f,U*(w), separa puntos en C tenemos entonces por el teorema
de Stone-Weierstrall que el dlgebra de funciones asi definidas genera C((C). Esta interpretacion

justifica el siguiente concepto.

DEFINICION 17. Decimos que
Co(Cy) = II-ll-els{ " iU € Co([0,00)) < Z : k € Z, fi(0) =0 para todo k # O}
finito
es la C*-dlgebra de funciones continuas que se anulan en el infinito sobre el plano complejo cudnti-
co C,. Su unitizacion

C(S)) :=Cy(CHeC

es definida como la C*-dlgebra de funciones continuas sobre la esfera cudntica S;.

Damos asi por finalizada la construccion de la esfera no cldsica que nos propusimos.

4. K-teoria de C*-algebras generadas por operadores g-normales.

En esta seccion, mostramos de manera explicita la deduccién de la teoria K asociada a nuestra
esfera cuantica. El resultado fundamental que nos permite desarrollar este computo es el hecho de
que C((Z, ") es una C*-extension de Co(X\{0}) = Z por C, donde estamos interpretando X = sp(|Z]).
Para mostrar esto, observamos que la g-invarianza de X implica que 0 € X := sp(|{]) para cualquier
operador g-normal . Como {0} es invariante bajo la multiplicacién por g, la férmula
(29) evo:{ ). KU fie X)) — €, eve( Y fiUY) = ) £il0),

finito finito finito
es un *-homomorfismo bien definido, en particular este define una representacion covariante 1-
dimensional al considerar evy(U) := 1. Dado que la C*-norma de la C*-4lgebra producto cruzado
estd dada al tomar el supremo de las normas de los operadores sobre todas las representaciones
covariantes de *-alg{Cy(X), U} definida en [25], el mapeo es norma-decreciente y asi posee una
*-extensién continua de la forma evy : Co(X) > Z — C. De las definiciones de Co(X) = Z, Cj(z,z")

y evy, obtenemos la siguiente sucesion exacta de C*-4lgebras

(30) 0 — CoX\{0h=Z ——> Ciz7) —>= C — 0.
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Para C((z,7") = Co(C,) C Co([0, o0)) < Z, esta sucesion exacta se traduce en

(1) 0 —= Co((0,00))=Z > Co(C,)) —» ¢ —= 0.

Notamos finalmente que podemos identificar la unidad en C{(z, z*)®C1 con la funcion constante
1 e C(X U {oo}), 1(x) = 1. Luego

(32) Ci(z.2)®C1 = || - |l-ls| Z AU e C(XU (o)) =Z :
finito

£(0) = fi(eo) = 0 paratodo k # 0, k € Z},
y la proyeccion natural Cji(z,z") ® C1 — (Cj(z, ") ® C1)/Cy(z,z") = C puede ser escrita como

(33) eVeo : Co(,2)®CL — C,  eve( D ilU¥) = fo(oo).
finito
Los célculos son diferentes para los casos sp(|z]) = [0, 0) y sp(|z]) # [0, c0). Como paso inicial,

calculamos los K-grupos asociados a nuestra esfera cuantica C (Sg) := Co(Cy) & C. En este caso
sp(lz]) = [0, o).

4.1. Teoria K de la 2-esfera cuantica no conmutativa. Dado que C (Sf]) es la unitizacion de
la C*-dlgebra Cy(C,), es claro que los K-grupos de C (Sg) determinan los K-grupos de Cy(C,) y
viceversa. Por esta razon, nosotros nos concentramos ahora en Co(C,). Nuestra estrategia sera uti-
lizar la sucesion exacta de seis términos de la teoria K para extensiones de algebras C* y la sucesion
exacta de seis términos de Pimsner—Voiculescu para productos cruzados de dlgebras C* [22]. Tam-
bién podriamos usar la generalizacidén dada por Exel de este tltimo resultado introduciendo el con-
cepto de productos cruzados parciales de dlgebras C* [12], pero nuestra recompensa seria mucho
menor, pues someteriamos nuestro trabajo al costo de introducir mucha mas terminologia (alge-
bras producto cruzado definidas por automorfismos parciales). Con las técnicas asi desarrolladas,

mantenemos nuestro trabajo accesible a una posible audiencia mds amplia.

Para aplicar la sucesion exacta de seis términos de la K-teoria a la extension C*-algebraica (31),
necesitamos conocer primero Ky(Co((0, ))=<Z) y K;(Cy((0, 00))><Z). Para este fin, consideramos el

automorfismo vy, en (5) y la sucesion exacta asociada por Pimsner—Voiculescu [1, Teorema 10.2.1]

Ko(Co((0,00))  —"5 Ko(Co((0,00)) — s Ko(Co((0, 00)) = Z)

o T 1

Ki(Co((0,00)) = Z) - Ky(Co((0,00))) " K\(Co((0, 0))).

Tomando g — 1 en (5), vemos que vy, es homotdpico a y; = id, asi que (y,). = id sobre los K-
grupos. Ademas, es sabido que Ko(Co((0, 0))) = Ko(Co(R)) = 0y K1(Co((0, 0))) = K (Cop(R)) = Z,
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ver para esto [32, p. 123]. Luego (34) es equivalente a

(35) 0 0 0 ——— Ko(Co((0, 00)) = Z)

T |

K (Co((0, 0)) < Z) — Z Z.

Por la exactitud de la sucesion tenemos,

(36) Ko(Co((0, ) < Z) = Z, K1 (Co((0,0)) x Z) = Z.

El diagrama (35) contiene mds informacion: Recordamos que K;(A) = K;(ASC) para cualquier
C*-4lgebra sin unidad A y su unitizacién A & C. Hagamos S' := {x € C : |x| = 1}. Usando
Co((0,00)) ® C = C(S"), un generador de K;(Cy((0,))) = K;(C(S")) estd dado por la K;-clase
de una funcién periddica S'-valuada sobre [0, o] con winding number dado por +1. Dado que
Lt Z = Ki(Co((0,00))) = Ki(Co((0, 00)) > Z) es un isomorfismo por la exactitud de la sucesion
(35), se deriva que mapea un generador de grupo sobre un generador de grupo. De esta forma, un
generador de K;(Cy((0, o0)) = Z) estd dado por la K;-clase del unitario

(37) e € (Co((0,0) @ C) = Z = (Co((0,0)) = Z) & C,
donde 4 : [0, ) — R es una funcién continua tal que 4(0) = 1 y lim A(¢) = 0.
[—0o0

Retornando al célculo de los K-grupos de Cy(C,), consideramos la sucesion exacta de seis
términos estandard de la teoria K asociada a (31)

Ly V0«

(38) Ko(Co((0, 00)) > Z) Ko(Co(Cy)) Ko(C)

o T |

K,(C) Ki(Co(Cy)) ——— K1 (Co((0,00)) = Z).

Aplicando el hecho de que Ky(C) = Z, K;(C) = 0y por (36) se tiene

Ly CEV0«

(39) Z Ko(Co(Cp) Z
0 T l 601
0 ——— Ki(Co(Cp) ~—— 7.

Afirmamos ahora que el mapeo conector dy; es un isomorfismo. Para ver esto, levantamos la proyec-
cion trivial 1 € C ala funcion real 1 € Co(R,) C Cy(C,) usada en (37). Aplicando 6¢; a [1] € Ko(C)
tenemos g, ([1]) = [e7"] € K (Co((0, )) < Z), para esto ver Definicién 15. Andlogamente a
lo discutido luego de la Ecuacién (36), [e "] es generador de K;(Cy((0, c0)) > Z), entonces &g,
mapea el generador [1] € Ky(C) = Z al generador de K;(Cy((0, 00)) xZ) = Z y de esta forma es un

isomorfismo.
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Ahora, la sucesion exacta (39) puede ser escrita de la siguiente forma

[

0

(40) Z Ko(Co(Cy) Z
0 ~—— Ki(Co(Cp) ~———— 7.

De esto, es inmediatamente claro que Ko(Co(C,) = Z y K (Co(Cy) = 0. Ademas, adjuntando la
unidad a Cy(C,) se deduce que KO(C(Sé)) =7Z®ZyK, (C(Sfl)) =~ (. Concluimos asi la formulacion
del siguiente resultado.

TeoreEMA 10. Los K-grupos de las C*-dlgebras Co(C,) y de la esfera cudntica C (Sé) estudiados

en la seccion anterior, estdn dados por las formulas
(41) Ko(Co(Cy)) = Z, Ko(C(S) =202,
(42) K1 (Co(Cy) =0, Ki(C(S))) = 0.

Notar que los K-grupos de los espacios cudnticos en el Teorema 10 son isomorfos a sus respectivas
contrapartes cldsicas pues Ko(Co(C)) = Z, Ko(C(S*) =Z®Zy K,(Cy(C)) = K,(C(S?)) = 0.

Nota 1. En el Corolario 3 que enunciamos mds adelante, mostraremos que generadores de
Ko(Co(C,)) estdn dados por las Ky-clases [P+1] — [1] y [R:] para las proyecciones de Bott P,
definidas en (65) y en (66), y las proyecciones tipo Powers—Rieffel R, definidas en (68). Como una

consecuencia trivial, estos elementos junto con [1] generan Ky(C (S;)).

4.2. K-teoria de subconjuntos compactos de la recta real. El calculo de los K-grupos de las
C*-algebras generadas por un operador g-normal general, requiere el conocimiento de la K-teoria
de C(Y), donde Y denota un subconjunto compacto no vacio de (g, 1). Una caracterizacion de los
K-grupos de C(Y) puede ser encontrada en [15, Seccion 7.5], para cualquier conjuto compacto no
vacio Y c C. Sin embargo, dado que estamos interesados en una descripcion de los generadores,
presentaremos aqui una prueba mas explicita relacionada con los hechos de [15]. Como el intervalo
(g, 1) es homeomorfo a R, los resultados pueden ser aplicados a cualquier subconjunto compacto
de los nimeros reales. Antes de plantear el teorema, presentamos algo de notacién en la siguiente

nota.

Nota 2. Sean Y C (g, 1) un conjunto compacto y denotemos por s € (q, 1) al mdaximo de Y.
Considere la familia {I; : j € J} de componentes conexas de (q,s] \ Y. Como las componentes

conexas de subconjuntos abiertos de R son intervalos abiertos, podemos escribir I; = (aj, b)).

Si Y tiene un niimero finito de componentes conexas, supongamos n € N, entonces J tiene

el mismo niimero de elementos y podemos escoger J = {1,...,n}. Si Y tiene un nuimero infinito



4. K-TEORIA DE C*-ALGEBRAS GENERADAS POR OPERADORES ¢-NORMALES. 25

(posiblemente no contable) de componentes conexas, entonces J es infinito contable ya que {j €
J : bj—a;> €} es finito para todo € > 0, de esta forma podemos tomar J = N. Para cada j € J,
escogemos un c; € 1y asi llegamos a la siguiente situacion:
(43) Y :=(q, D\Y=(s,1)U _UJIJ-, Iinly=0 si j£k, cjelj=(a;,b;)C(q,s).
je ‘

Frecuentemente utilizaremos la funcion caracteristica de un subconjunto A C R, dada por

1, para te€A,
(44) xa() =

0, para t¢A.

Notar que para todo x,y € Y° :=(q, 1)\ Y, x(vy) es una proyeccion continua, es decir,

(45) Xep €CO ()’ = X = W)
Finalmente, si jo € J es el unico indice tal que 1;, = (g, min(Y)), entonces tenemos x; 1) = 1 €
C(Y).

TeEOREMA 11. Sea Y C (g, 1) un conjunto compacto no vacio. Para tales conjuntos,
(46) Ky (C(Y)) = 0.
Si Y tiene n € N componentes conexas, entonces
47) Ky(C(Y)) = 7"
Si Y tiene un niimero infinito de componentes conexas, entonces
(48) Ko(C(Y)) = ngaNZ (suma directa infinita).

Para cualquier escogencia de niimeros reales c; € I; como en la Nota 2, las clases de equivalencia

de las proyecciones x ;1 € C(Y), j € J, generan libremente a Ko(C(Y)).

DEMOSTRACION. Consideremos el homomorfismo #; : K, (C(Y)) — H'(Y,C*), h,([U]) := det(U),
donde H'(Y,C*) denota el grupo de clases de homotopia de funciones continuas complejo valuadas
que no se anulan sobre Y bajo la multiplicacién punto a punto. Por [15, Proposicién 7.5.2], h; es un
isomorfismo y por [15, Proposicién 7.5.3] tenemos que H'(Y,C*) estd generado por las funciones
Y 3 y = y—4, donde se escoge exactamente un s6lo A en cada componente conexa acotadade C\ Y.
Dado que Y C (g, 1) es un conjunto acotado real, C \ Y no tiene componentes conexas acotadas y
asi H'(Y,C*) es el grupo trivial, de esto se tiene que K;(C(Y)) = 0.

Para determinar Ky(C(Y)), identificamos primero proyecciones P € Maty(C(Y)) con funciones
continuas de la forma P : ¥ — Maty(C), N € N. Denotemos por H°(Y,Z) el grupo de funciones

continuas entero valuadas sobre Y. Por [15, Proposicién 7.5.2], el mapeo

(49) ho : Ko(C(Y)) — H(Y,Z),  ho([P])(2) := rank(P(2)),
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es un isomorfismo.

Para una descripcion de Ko(C(Y)) dada por generadores, consideremos a J y c¢; para j € J,
que estén definidos como en la Nota 2 y consideremos el homomorfismo de grupos

N
(50) O : J@JZ — Ko(C(Y)), O((g))jes) = ;;1 8n X (o105
donde N € Ny g,,...,8s sonlos elementos no nulos de (g;)je; € ®jesZ \ {0}. Nuestro objetivo es

mostrar que ® es un isomorfismo componiendo este con /.

Supongamos que P((g;) jes) = Zszl 8n [X(cnk,l)] =0en Ky(C(Y)),donde g,,, ..., gy, son enteros
distintos de cero. Notamos que /o([x ., ,n]) = X(,,.1)- Dado que Ay es un homomorfismo de grupos,
tenemos 0 = ho(Xr., &n XD = SV & X(en,,1)- Sin pérdida de generalidad, podemos asumir
que ¢y, < -+ < Cpy. SIN =1, consideremos y € (¢,,, 1) NY,ysiN > 1,seay € (¢,,,cy,) NY. Tal
y siempre existe por las definiciones de ¢; y I; en la Nota 2. Entonces x, 1)) = 1y X, .1y() =0
parak = 2,...,N, luego 0 = ho(X., gn X, .n)]D() = &n,» €s una contradiccion. Esto muestra la
inyectividad de ®.

Para probar la sobreyectividad, es suficiente verificar que cada [P] € Ky(C(Y)) pertenece a
la imagen de ®. Aplicando A a [P], obtenemos la funcidén continua entero valuada ho([P])(¥) =
rank(P(¢)). Dado que ho([P])(¢) toma valores en un conjunto discreto, esta es localmente cons-
tante. Por la compacidad de Y, existe un cubrimiento finito de intervalos abiertos tal que /([ P]) es
constante en cada intervalo. En particular, este solo tiene un nimero finito de saltos y cada salto
puede ocurrir solamente si la distancia de los puntos vecinos es mayor que 0. Entonces podemos
encontrar ¢, ..., ¢;, € (g, 1)\ Y tal que c¢;, pertenece a la componente conexa /;, como se describe
en (43), ademads cj, < --- < Cii, ¥ ho([P]) es constante sobre (cj,,cj,,) N Y parak = 1,..., ko,
donde estamos considerando ¢ Jigrr = 1. Sea n; € Ny tal que ho([P])(t) = nx € Ny para todo
t € (cj,cj,,) N Y. Entonces

ko ko
(5D ho([P]) = g‘lﬂk)((c,-k,c,-m) =M X1+ kgz(nk —= Me=1) X (e 1)-

Definamos [p] € Ky(C(Y)) por

k() kO
(52) [p] = kank ey e, 0] = 11 Dxe; 0] + k%(nk — me-1) e, 0]

Por (45), x(c;, c;,.,) €S una proyeccion continua en C(Y), entonces [p] define una clase en Ko(C(Y)).
La segunda igualdad en (52) se sigue de Xejpci) = X)) ~ Xiej, D Aplicando hy a [p], us-
ando nuevamente hO([X(cjk,cij)]) = X(cjpei,) Y comparando el resultado con (51), obtenemos que
ho([p]) = Zf’:l MX (e i) = ho([P]). Por la inyectividad de Ay, se sigue que [p] = [P] in Ko(C(Y)).

Ahora definimos (g;)je; € @jes Z por gj, = ny, gj, = ik — m—y parak = 2,...,ky, y g; = 0 en otro
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caso. Entonces, por (50),

ko
D((g)jes) = M1 lx(c;, vl + k%(nk — me-1) (e, 0] = [P] = [P] € Ko(C(Y)),

lo cual prueba la sobreyectividad de @.

Ademas, dado que {(0i)jc; € ®ics Z : j € J} es un conjunto de generadores libres para @ ¢,Z,
donde 6;; =1y 6; =0sii# j,ydado que @ es un isomorfismo, los elementos [x(,.n] = ©((9i)ics),
J € J, generan libremente a Ky(C(Y)).

Finalmente recordamos que la notacion J = {1,...,n}y J = N fue explicadaen la Nota2. O

4.3. LaK-teoria de algebras C* generadas por operadores g-normales genéricos. En esta
seccion calculamos los K-grupos de la C*-dlgebra Cjj(z, z*) definida en (18), donde z es un operador

g-normal tal que
(53) X := sp(lz]) = {0} U U ¢"sp(4) € [0, o).

Reemplazando z por #z, con t > 0, podemos asumir que 1 ¢ sp(|z]). Entonces la g-invarianza
del sp(|z|) implica que ¢" ¢ sp(|z|) para todo n € Z. Dado que ¢g,1 ¢ sp(|z]), la Ecuacién (53) y
de las propiedades del operador autoadjunto A descritas en el Corolario 1, concluimos que Y :=
sp(|z]) N (g, 1) = sp(A) es un subconjunto compacto de (g, 1). Por (53), X = {0} U nLEJZq” Y es la union
de conjuntos compactos. Entonces Cy(X \ {0}) se puede considerar como el limite inductivo

(54) Co(X \ {0 = lim C( U ¢'¥)=lim & C(g' V).

Dado que la K-teoria respeta limites inductivos y como C(g*Y) = C(Y) para todo k € Z, obtenemos
de (54) para j =0, 1

(55 K@@\ =lim & K(C¢)=lim & K(C(YV)= & K(CT).
N N ©

Nuestros calculos estardn basados en la aplicacion de la sucesion exacta de seis términos corres-

pondiente a la C*-extension (30) y a la sucesion exacta de seis términos de Pimsner—Voiculescu

(56) Ko(Co(X\{0])) i Ko(Co(X\{0}) —— Ko(Co(X\{0}) = Z)
Ki(Co(X\{0}) = Z) < Ki(Co(X\{0}) it K1 (Co(X\{0})).

Insertando (55) en (56) y usando los resultados del Teorema 11, podemos calcular los K-grupos de

Co(X '\ {0}) = Z. Planteamos el resultado en la siguiente proposicion.
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ProposSICION 8. Sea X un subconjunto cerrado g-invariante de [0, ) tal que 1 ¢ X y con-
sideremos el dlgebra producto cruzado Co(X \{0}) = Z con el automorfismo definido en (5). Sea

Y := XN (q,1)ydenotemos por J el conjunto de indices descrito en la Nota 2. Entonces

Ko(Co(X\{0}) = Z) = EJZ, K (Co(X\{0) = Z) = 0.

DemosTrACION. De la Ecuacion (55) y el Teorema 11, concluimos que
Ky(CoX\(0D) = @(8 7). Ki(Co(X\{0]) = 0.

Para k € Z, consideramos el isomorfismo de C*-dlgebras y; : C(Y) — C(g™*Y) definido por
Yo = f(g"y). Sea c¢; € (a;,b) dado como en (43). Identificando la componente conexa
(a;,b;) C Y° con la componente conexa (¢ ¥a;,q*b;) C g *Y¢, escogiendo para todo j € J el
nimero g~c; € (¢*a;,q7*b;) y los correspondientes generadores [x(, -, 441 € Ko(C(g™*Y)) como
en el Teorema 11, el isomorfismo inducido (y}). : Ko(C(Y)) — Ko(C(g™*Y)) se convierte en la

identidad sobre @ Z. Entonces, por un ligero abuso de notacion, podemos escribir
jeJ

(57) Vo) : OL=K(C(Y) — L= Ko(Clg™'Y)),  (h)(e) =3

En esta notacion, el mapeo id — y,, : Ko(Co(X\{0})) — Ko(Co(X\{0})) en (56) se transforma en

d-—vy, : ®@(®Z) > &(8Z), (id — v, )((8kez) = (8 — &k+1)kez- Este mapeo es obviamente
keZ. jel keZ jeJ

inyectivo pues si n es el entero mds grande tal que g, # 0, entonces (id -y, )(..., 8u-1, &, 0,0,...) =

(oo &1 — 81> 8150,0,...) # 0. Como K;(Cyp(X\{0})) = 0, concluimos de la exactitud de (56) que

Ki(Co(X\{0}) ~Z) = 0 ya que K;(Cyo(X\{0})) L Ki(Co(X\{0}) ~ 2) i> ker(id — y,,). De esta

forma obtenemos la sucesion exacta

#

id—yy, L
(58) 0 — &(BD) T B(®L) " K (CUX\ON=Z) — 0.

Asi Ky(Co(X\{0})~Z) es isomorfo al grupo cociente kGBZ( @J Z)/Im(id—7,,). Como de costumbre, de-
€7 je

notaremos las clases de equivalencia con corchetes. Dado que los elementos (..., 0,0, —-g, g,0,0,...) =

(id = y,,)(...,0,0,0, g,0,0,...) pertenecen a la imagen de id - vy, , tenemos que

[..,0,¢2,0,0,..)1 =[(..,0,¢,0,0,...) + (...,0,—-g,2,0,..)] = [(...0,0, g,0, ...)]
y asi
[..,0,0, g, ..., £1,0,0,.0] = [(...,0,...,0, g + - - - + £,,0,...,0, .01,

donde la suma puede ser también hecha en la componente 0. Ademas, si (..., 0,0, go, 0, 0, ...) pertenece

alaimagen de id—vy,,, entonces gy = 0, como el tunico elemento g € keaz( _@J Z)tal que (..., 0,0, g0, 0,0, ...
€7 je
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(id — y4,)(g) estd dado por g = (..., g0, 80, 80, 0,0, ...) pero si gy # 0 se tendria un numero infinito de

componentes distintas de cero. Entonces
(59) @JZ 5¢g — [(...,0,0,g,0,0,..)] ekGBZ( @JZ)/Im(id—yq*) = Ko(Co(X\{0}) < Z)
JE €Z je

es un isomorfismo. O

Finalmente, estamos en posicion de calcular los K-grupos de la C*-dlgebra Cjj(z, z*).

TEOREMA 12. Sea z un operador g-normal tal que 1 ¢ X := sp(|z]) # [0, ). Si (g, 1) N X tiene

n € N componentes conexas, entonces
Ko(Cy(z,2) = 2", Ki(Cy(z,2")) = 0.
Si (g, 1) N X tiene un niimero infinito de componentes conexas, entonces
Ko(Cy(z,2")) = o Z, K\(Cy(z,2%)) = 0.

Un conjunto de generadores para Ko(C(z,z")) estd dado por [xj09] y xe,nl, j € J, con Jy
cj € (g, 1) definidos como en (43) para Y := (¢,1) N X.

DEemosTrACION. Los K-grupos son facilmente calculados por la sucesion exacta de seis términos

estandar asociada a la extension C* dada por (30), es decir,

Ly €V

(60) Ko(Co(X\{0}) < Z) Ko(Cy(z,2)) Ky(C)

5101\ \L%l

K,(C) Ki(Ci(z,7)) ~——— Ki(Co(X\{0}) % Z).

Insertando Ky(C) = Z, K(C) = 0y los K-grupos de la Proposicion 8 se deduce inmediatamente
que K;(Cj(z,z")) = 0y también se deduce la sucesion exacta corta

(61) 0 — &% s K(Ci7) > Z — 0.

Esta sucesion exacta corta obviamente se escinde con un homomorfismo de la forma o : Z —
Ko(Cj(z,z")) que envia al generador [1] € K((C) = Z a la clase de la proyeccién continua yjo,) €
Co(X) C Ko(Cyy(z,27)), es decir, o([1]) := [x[0,9]- La continuidad de x|o4) € Co(X) se siguede g ¢ X.
Como la sucesion exacta de (61) se escinde, concluimos primero que Ko(C(z,2%)) = Z @ (jEEBjZ)
y luego que Ky(C;(z,z")) esta generado por [xjo] y los generadores Ko(Co(X\{0}) ~ Z) = J?J Z.
El limite directo (55), el isomorfismo (59) con j%Z = Ky(C(Y)) y los resultados del Teorema 11
muestran que Ko(Co(X\{0}) = Z) esta generado por los elementos [y, ] con j € J, del Ko-grupo
de la C*-subalgebra C(Y) c Cy(X\{0}) < Co(X\{0}) > Z). La prueba concluye al observar que
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J={1,....,n}si(g,1) N X tiene n € N componentes conexas y J = N si (¢, 1) N X tiene un nimero

infinito de componentes conexas, ver Nota 2. O

Para todos los operadores g-normales z tales que X := sp(|z]) # [0, o), tenemos por el Teo-
rema 12 que Ko(Cj(z,2") = Z @ ,-EEBJZ # Z = Ky(Cy(C)) puesto que (g,1) N X tiene por lo
menos una componente conexa. Esto justifica la definicion de Cy(C,) como la C*-dlgebra gen-
erada por un operador g-normal ¢ tal que sp(|{]) = [0, o) ya que solamente asi las igualdades
Ko(Co(Cy)) = Ko(Co(C)) y Ki(Co(Cy)) = Ki(Co(C)) se mantienen.

Sin embargo, si uno quiere considerar Cj(z,z")) también como un élgebra de funciones conti-
nuas anulandose en el infinito sobre un plano complejo cuéntico, entonces por [4, Corolario 2.4],
todos los grupos abelianos Z", n € N, y & Z pueden figurar como un Kj-grupo de un plano com-

neN

plejo cudntico.
4.4. Proyecciones de Bott y proyecciones del tipo Powers—Rieffel. Por proyecciones clésicas

de Bott, nosotros entendemos las siguientes proyecciones que representan haces lineales de nimeros

de giro (winding number) +n € Z sobre la 2-esfera clésica [13, Seccion 2.6]:

77" 7 n
o 1 S z ( n ) n>0
pl’l T 142777 - 14771 1 Z ’ = Yy
G|

| 77" 7" (2

o— —_ =n

p—l‘l L 14707 _ - 147171 ( Z 1 )7 n< O~
1

- 1 1) = (7 1) S ST
Haciendo v, : o ( "1 Jyv,: A 1 ) paran > 0, podemos escribir p; = v;v;
para todo k € Z. De la simple observacion que v;v; = 1, se sigue que v, es una isometria parcial y

asi p; es una proyeccion.

Aplicamos las mismas ideas para definir proyecciones de Bott en el caso no conmutativo, la
unica diferencia ocurre al reemplazar las funciones continuas no acotadas z € C(C), por el operador

g-normal no acotado z : dom(z) € H — H. De esta manera, para n € N, hacemos

(62) V= \/HIZW(ZH 1), V.= \/léi*nzn(z*" 1), P, :=V;

Claramente, V., V;, = 1,y asi P, es una proyeccion autoadjunta. Asumamos por un momento que
ker(|z]) = 0, de esta manera la isometria parcial U en la descomposicion polar z = U|z| es unitaria.

Recordemos también que para cada funcion de Borel f sobre [0, ), se tiene

(63) U f(zh U™ = flglzl) = v4(/)IzD,
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por Proposicion 6.(4). Entonces U |z| = g|z| U implica que
(64) Zn — q—%(n—l) Un |Z|n — q%(n+l)|zln Un, Z*n — q—%(n—l)lzln U*n — q%(n+l) U*n |Z|n

Usando (63) y (64), uno facilmente calcula que

q—n(n—l)lz‘Zn q—%('l—nlzln “n
1+q—n(n—1) |Z|2n 1+q—n(n—l) |Z|2n
(65) P, = ;
n
2" Vi I
1+qn(n+l)|Z|2n 1+qn(n+l)|Z|2n
qn(n+1)|2|2n q%(’Hl) |Z|n n
]+qn(n+1)‘zl2n ]+qn(n+l)|zl2n
(66) P, =
~5 =1 _n
q 2 |zl U 1
1+q—n(n—l)|zl2n 1+q—n(n—l)|zl2n

Para k € Z y n € N, consideramos las funciones fi,, kx> fin @ X := sp(lz]) — R dadas por
k2n ktn .

fen(®) = lffq—’kzz,,, gin(t) = % Y hin(0) = pim. Obviamente, tenemos que fi, — 1, gk fn €

Co(X), y he,(0) = 0 para n # 0. Entonces, al identificar, como antes, esas funciones racionales en

|z| con funciones continuas sobre sp(|z]), podemos interpretar a P, y a P_,, como proyecciones en

Mat,(C(z, z)®C). Luego las proyecciones representan las Ko-clases [P,], [P_,] € Ko(Cj(z,z")®C)

y [Pl =11, [P-y] = [1] € Ko(Cy(z,27)).

En lo que sigue, construiremos proyecciones 1-dimensionales en Cjj(z, z*) similares a las proyec-
ciones de Powers—Rieffel en la C*-adlgebra de rotacion irracional [24]. Para este fin, escogemos una

funcidn continua

¢:lg. 1] —R tal que 0<¢p<1, ¢(g)=0, ¢1)=1,
y definimos paran € N

o), relg 1],

h(t) — ¢(t)(1 —¢(f)), te [(], 1], f (1) = , te (l’q—n+1)’
. 0, t¢ [q, 1], o 1 —¢(q"[)’ te [q—n+1,q—n],
(67) 0, 1¢1q,97"]

Con U denotando el elemento unitario de Cy(X) > Z implementando la Z-accién. Consideremos
también

(68) R,:=U"h+ f, + hU™, n € N.
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Dado que A, f, € Co(X) y h(0) = 0, tenemos que R, € C((z,z"), donde X = sp(|z]). Obviamente,
R’ = R,. Ademds, usando U" g(t) = y;‘(g)(t) U" = g(q"t) U" paratodo g € Cp(X) y

h(H)h(g"1) = 0 para cada t € [0, ),
h(®)® + h(g"t)* + fu()* = f,(D) para cada 1 € [0, ),
Fn@ + fulgD) = ¢p() + 1 — (1) = 1 para todo ¢ € supp(h) C [1,47'],

uno facilmente prueba que R,zl = R,. Entonces [R,] € Ko(Cj(z,z")) define una Ky-clase con inverso
—[R,] =[1-R,] —[1],donde I — R, € C{(z,z") ® C es una proyeccion 1-dimensional.

5. K-homologia y apareamiento de indices.

El objetivo de esta seccion es determinar las clases de la K-homologia y el apareamiento de
indices. Empezaremos con las clases de K-homologia mas triviales. Observamos que para que el
apareamiento de indices (11) quede bien definido, uno no necesita asumir que 7, ni que 7_ sean
representaciones unitarias. Entonces consideramos los *-homomorfismos ev.,, evy : Cy(z,2°) &
C1 — C, donde ev,, estd definido en (33) y ev, denota la extensiéon del homomorfismo (29) a
Cy(z,7") ® C. Considerando H_ = H, := C, los pares (eVe,0) y (evo, 0) dan lugar trivialmente a

modulos de Fredholm para Cjj(z,z") @ C y el apareamiento de indices (12) nos dice que

(69) ([(eVeo, OL [P = Trmary(c)(€Veo(p))s ([(evo, )L [PD) = Trmayc)(eVo(p))-

Notar que las trazas en (69) calculan el rango de las proyecciones ev.(p), evo(p) € Maty(C).
Como C = (C{(z,z")®C) / Ci(z, 27) corresponde a la evaluacion de funciones en el punto clasico oo,
podemos interpretar el nimero Trya,,c)(eVe(p)) como el rango del haz vectorial no conmutativo
determinado por p € Maty(C(z, z*) @ C) en el sentido del Teorema de Serre-Swan.

A parte de los modulos de Fredholm que aparecen en (69), la siguiente proposicion asocia un

modulo de Fredholm a cualquier *-representacion irreducible del plano complejo cudntico.

ProPoSICION 9. Sea z un operador g-normal. Para todo y € (g, 1] N sp(|z]), consideramos la
*-representacion rr, : Ci(z,7") ® C — B({»(Z)) definida sobre una base ortonormal {e, : n € Z}

por

(70) m(U)e, =en1,  m(fen = flg"y)en, [ € Clsp(lz]) U {oo}).

Ademds, supongamos que 11, y I1_ denotan las proyecciones ortogonales sobre los subespacios
cerrados spanf{ey : k > 0} y span{e; : k < 0} de €,(Z), respectivamente, y definamos las *-represen-
taciones my, M = Cj(2,2") ® C —> B({,(Z)) por

(71) mo(a) = evo(a)Il,, Too(a) = eveo(a)TI_, acCyz,7)®C,
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con los *-homomorfismos evg, eVa, : Cy(z,2") ® C —> C presentados en (29) y (33), respectiva-

mente. Entonces el par (ry, my ® ns) define un modulo de Fredholm graduado para C(z,z") ® C.

DEemosTrACION. Célculos directos muestran que (70) y (71) definen *-representaciones unitarias.
Por densidad y continuidad, es suficiente mostrar que m,(fU") — mo(fU") — no(fU") es compacto
para los generadores fU" € Ci(z,z") ® C, n € Z. Primeramente, sea n # 0. En este caso f(0) =
f(o0) = 0 por (32), entonces mo(fU") + no(fU") = 0 por (71). El operador my(f) es diagonal sobre
los elementos de la base dados por e; con valores propios f(g*y) convergiendo a f(0) = f(c0) =
0 cuando k — =+oo. Entonces my(f) es un operador compacto y asi tenemos que la diferencia
m(fU") = mo(fU") — neo(fU") = my(f) 7, (U") es también compacta.

Luego, sea n = 0. Entonces tenemos (7,(f) — mo(f) — m(f))ex = (f(g*y) — f(0))er sik >0y
(my(f) — mo(f) — meo(H))ex = (f(g*y) — f(0))ex si k < 0. Nuevamente, {e; : k € Z} es un conjunto
de valores propios y la sucesion de valores propios converge a 0 ya que l}im( f(d"y) - f(0) =
fO)-f0)=0y lim (f (q"y) = f(0)) = f(00) = f(e0) = 0. Entonces m,(f) — mo(f) — 7e(f) produce
también en este caso un operador compacto. O

Recordamos que la relacion de equivalencia en K-homologia esta definida por la homotopia de
operadores. Siyy, y; € (g, 1]Nsp(|z]) pertenecen a la misma componente conexa del sp(|z|), entonces
[0,1] 3 t = (7y,44y,-y1)» o ® M) produce una homotopia de modulos de Fredholm graduados
entre (7, 7y ® M) y (7y,, Ty ® 7s), de esta manera definen la misma clase en KO(CS(z, 7)o C).
El apareamiento de indices nos mostrard que si y;, y, € (g, 1] N sp(|z|) pertenecen a diferentes
componentes conexas, entonces los correspondientes médulos de Fredholm producen diferentes

clases de K-homologia.

5.1. Apareamiento de indices para el plano complejo. El objetivo de esta seccion es calcu-
lar el apareamiento de indices para la C*-4lgebra unitaria C (S;) = Cy(C,)®C vista como el dlgebra
de funciones continuas sobre la compactacién por un punto del plano complejo cudntico. Una fa-
milia de proyecciones que describe las Kj-clases fue dada en la Seccion 4.4. Sin embargo, dado que
los calculos aplican para cualquier operador g-normal, planteamos el resultado para una C*-4lgebra
general Cj(z,z") ® C. Ahora, por el Teorema 10, KO(C(SfI)) =~ 7Z & Z es libre de torsion, se sigue del
Teorema del coeficiente universal dado por Rosenberg y Schochet [25], que KO(C(Sg)) =NAYA
Luego es suficiente calcular el apareamiento de indices para dos generadores de K°(C (S;)). Resulta

que uno esta dado por la Proposicién 9 y el otro puede ser obtenido como [(ev., 0)] por (69).

TeorREMA 13. Sea z un operador g-normal y n € N. Para y € (g, 1] N sp(|z]), consideremos la
clase de K-homologia [(r,, my © ms)] de la Proposicion 9y sea [(eVe, 0)] la clase de K-homologia

de la Ecuacion (69). Luego el apareamiento de indices entre estas clases de K-homologia, y las
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clases de K-teoria de C((z,7") ® C definidas por las proyecciones de Bott P, de las ecuaciones

(65)—(66) y las proyecciones de Powers—Rieffel R, de la Ecuacion (68) estdn dadas por

([(eVeo, )L [Penl) = 1, ([(7ry, 10 ® o)1, [Pisnl) = %1,
([(eVeo, OL[R,]) = 0, ([(y, 10 ® 7)), [Rn]) = 1, neN.

Ademds, ([(eVe, 0)],[11) = 1 y {[(mry, mo ® o)1, [1]) = 0.

DEemosTRACION. Al considerar |z| = 0 y tomando el limite |z — oo en (65) y (66), uno observa

que la aplicacion de los mapeos evaluacion (29) y (33) a las proyecciones producen

00 10
(72) eVO(Pin) - (0 1) s eVOO(Pj:n) - (0 O] >
(73) evo(R,) = f,(0) =0, eVeo(Ry) = fu(o0) =0,

y también evy(1) = 1 = ev(1). En particular, por (69),

([(eVeo, O], [Prn]) = 1, ([(eVeo, O)L[R,]) = O, ([(eveo, O [1]) = 1.

Ademas, ([(rry, ) ® 7)1, [1]) = 0 por (12) ya que m,(1) — (mp @ o)1) =1 -1 = 0.

Continuamos ahora calculando el apareamiento {[(7ry, 1o @ 7 )],[R,]). De (71) y (73), se sigue
que (my @ 7)(R,) = 0. Entonces (12) se reduce a

(74) <[(7Ty,7'l'() D ﬂoo)],[Rn]> = TI'[Z(Z)(ﬂ'y(Unl’l + fn + hU*n))

Como n,(U"h)e;, = h(g"y)ey_, actiia como un operador shift, la traza de my(U"h) se anula, y de
igual forma pasa con la traza de su adjunto x,(hU™") = m,((U"h)"). Entonces, calcular la traza en
(74) se reduce a sumar los elementos matriciales ey, m,(f)ex) para k € Z. Aplicando ahora (67) y

(70), obtenemos

(eo,my(feo) = fO) = (), (e m(fexy = fgV) =1, k=—(n-1),...,—1,
(emmy(Pe) = f@"y) = 1-90), (em(fe) = f(gy) =0, ke{0,..,n.

n—1
[y, 70 @ 7o) [R]) = Tre(my(f)) = ¢0) + (T 1)+ 1= 9() = 1.
Queda calcular {[(rr,, mo © )], [Pn]). De (71) y (72), se sigue que

Trntany i eeec) (T ® M) (Pay)) = I + 11 = 1.



5. K-HOMOLOGIA Y APAREAMIENTO DE INDICES. 35

De esta manera, para [P, ] de (65), el apareamiento de indices (12) puede ser escrito como

n(n l)|Z|2n
<[(7Ty’ o ® 7Tc>o)]’ [Pn]> = Trfz(Z)(ﬂy( T+q =D |z2n + 1+qn(n+l)|zl2n 1)
_ Z( q—n(n—l)(q y)2n + 1 _ 1)
= 1+q—n(n—1) (qk y)2n 1+qn(n+l)(qk y)2n
(=) 2 [
_ qfn +n+2nky2n 1 q —n?+n-2nk 2n 1
- Z (1 —n2+n+2nk \2n + ( W2 ntnkon 1) + Z ( —n24n— 2nk Zn - 1) + n +n—2nk y,2n
k=0'1%4q y l+¢ y k=1" 1+q y
0 2 2 (o]
(75) _ Z q—n +n+2nkyZn _ qn +n+2nk y2n " Z -1 + 1
farp¥! g me2nk y2n L+ +t2nk 20 farAV| +gnn=2nk y2n L+ +n=2nk y2n

donde hemos usado (70) y la identificacién de las funciones racionales en |z| con funciones conti-
nuas sobre sp(|z|). Observemos que

6 & q—n2+n+2nk 2 n-1 q—n2 420k \2n q" 2 n+2nk 2
(7 ) kz::0 1+q—n2+n+2nk yZn - kgo 1+ —n2+n+2nk kZO ]+q 2+n+2nky ’

donde la segunda suma es obtenida por un desplazamiento del indice de suma de k a n + k. De

forma similar,

(o) n (S (59
(77) kg 1+q 2+n 2nky2n g 2+n 2nL g 2+n 2nk ,Zn = ZO 1+q 2+n+2nk 2n g 2+n 2nky2n

donde la segunda igualdad es obtenida por el desplazamiento k +— n — k del indice de sumacion en
la primera suma. Insertando (76) y (77) dentro de (75) tenemos

7112 +n+2nk | 2n 1 n-1

(78) <[(7Ty’ 7T0 @ ﬂ.oo)] [ ]> = Z (1+q—nz+n+2n{}2n + 1+q—n2+n+2nky2n) = k§0 1 =n.

Andlogamente,

n(n+l)|zl2n 1 1
<[(7Ty’ o ® 7T00)] [ n]> - Trfz(Z)(ﬂ'y 1+¢"0+D) 72 + 1+q—n(n—l)|2|2n) - )

Z n(n+l)(q y)Zn + 1 _ 1
- 1+qn(n+l) ((] y)Zn 1 +q7n()171)(qk y)Zn

(o)

)
_ Z n +n+2nk )Zn _ q n“+n+2nk yZn " Z -1 " 1
1 +q" n2+n+2nk y2 1 +q7n2+n+2nk y2n =l 1 +qn2+n72nk y2n 1 +(17"2 +n—2nk yZn

= —<[(7Ty, o @ﬂoo)]’[PnD =-n,

donde hemos usado que la penultima linea es el negativo de (75). O

Como fue anunciado en la Nota 4, nosotros ahora daremos de manera explicita los generadores
de Ko(Co(Cy)) y Ko(C(S))).

Cororario 3. Cada una de las Ko-clases [R,], [P1]—[1]y [P-1]—[1] generan Ko(Co(C,)) = Z
y un par de generadores para Ky(C (Sf[)) = 7 ® Z es obtenido al sumar la clase trivial dada por
[1] € Ko(C(S2)).
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DEMOSTRACION. Primero consideremos Ky(Co(C,)) = Z. Dado que cualquier multiplo de un
generador produce un multiplo de 1 en el apareamiento de indices con clases de K-homologia,
es suficiente encontrar un elemento en Ky(Co(C,)) tal que el apareamiento con una clase de K-
homologia sea igual a +1. Como se noté debajo de (68), Ry € Cyp(C,) y asi [R] € Ko(Co(C))).
Ademds, por Teorema 13, ([(n,, 1y ® 7o)],[R1]) = 1, entonces [R;] genera Ky(Cy(C,)) = Z.

Recordamos de la discusion previa a la Ecuacion (33) que la proyeccion natural Co(C,)@C —» C
estd dada por ev,. Como eve.([P+1] — [1]) = [1] — [1] = 0 por (72), tenemos que [P.;] — [1] €
Ko(Co(Cp)). Ademas, ([(my, mo @ )], [P+1] — [1]) = £1 por Teorema 13, de esta manera [P;] —[1]
y [P-i] = [1] también genera Ky(Co(C,)) = Z.

Finalmente, para obtener generadores de Ky(C (SZ)) = Ko(Co(Cy)) ® Ko(C), es suficiente tomar
cualquier generador de Ky(Co(C,)) junto con el generador trivial [1] € KO(C(Sﬁ)). O

Por analogia a las proyecciones de Bott clasicas, podemos interpretar los médulos proyec-
tivos C(SZ)ZP,( como secciones continuas de un haz lineal complejo no conmutativo sobre la esfera
cuantica S; con numero de giros k € Z. Notamos que el apareamiento con [(rr,, 1y © 7.,)] calcula el
ndmero de giros y el apareamiento dado por la evaluacién ev,, en el punto cldsico co determina el

rango de un haz vectorial no conmutativo.

Como una aplicacion del apareamiento de indice en el Teorema 13, daremos una descripcion
alternativa de haces lineales complejos no conmutativos por las proyecciones 1-dimensionales R,

n € N, sin la necesidad de especificar las relaciones de equivalencia en Ky(C (Stzj)).

Cororario 4. Consideremos n € N. Dadas las proyecciones de Bott P, de las ecuaciones (65)
y (66) y las proyecciones tipo Powers—Rieffel R, de la ecuacion (68), las siguientes igualdades se

mantienen en Ko(C (S;)):

[P,] =

O [P_,]=1[1-R,]
o 1) R "

DemosTrACION. Dado que las clases de K-homologia [(eve, 0)] y [(y, 1o @ 7)] del Teorema 13

separan los generadores de Ky(C (Sg)) del Corolario 3, es suficiente mostrar que los apareamientos

R, O
de indices coinciden. Claramente, [( 0 1] =[R,]+[11y[1-R,] =[1]-[R,]en KO(C(SS)).
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Ahora, por Teorema 13,

([(eVeo, OL[R] +[1]) = 0+ 1 =1 = ([(eVeo, O)],[Py]),
([(y, 10 @ 7o), [R] + [1]) = n+0 = n = ([(7ry, 10 ® 7o), [Pr]),

([(eVeo, OLIIT = [R,]) = 1 -0 = 1 = ([(eVeo, 0)],[P-,]),
([(ﬂyaﬂ'O@ﬂ"M)]’[l] -[R.)=0-n= —n-= <[(7Ty77r0®ﬂ'00)],[P—n]>’

lo cual finaliza la prueba. O

Claramente, no existen proyecciones unidimensionales en C(S?) ya que S? es conexo, luego
la existencia de proyecciones unidimensionales R, puede ser interpretada como un posible efecto
cuantico. Notamos ademds que el apareamiento de indices con las Kj-clases [R,] se reduce al
calculo de ciertas trazas simples y es también mucho mas sencillo que el cdlculo del apareamiento
de indices con las Kj-clases determinadas por las proyecciones de Bott. En este sentido, uno puede

decir que la cuantizacién de S? conduce a una significante simplificacion del apareamiento indices.

5.2. Apareamiento de indices en el caso general. En esta seccion, calculamos el apareamien-
to de indices para la C*-dlgebra C(z, z") generada por un operador g-normal tal que X := sp(|z|) #
[0, o). Como en la Seccidn 4.3, asumimos que 1 ¢ sp(|z]) y como en la seccién anterior planteamos
los resultados para la adicion de la unidad en Cj(z,z*) @ C, pues los mismos resultados apli-
can al caso sin unidad luego de algunas pequefas modificaciones. La diferencia principal con
la seccion anterior es que ahora el Kj-grupo estd generado por proyecciones simples del tipo
xa(lz) € Cy(z, ") @ C.

De manera mds precisa, consideramos Y := (g, 1) N sp(|z]). Por Teorema 12, Ky(C(z,2"))
estd generado por las proyecciones [yl ¥ [x(;.nl, j € J, donde {I; : j € J} es la familia de
componentes conexas de (¢, max(Y))\Y, y ¢; € I}, ver Seccion 4.3. Para la unitizacion Cy(z,z") ®C,

tenemos que afiadir el generador trivial [1].

Dado que 1 ¢ sp(|z]) y asi también g ¢ sp(|z|), tenemos que ¥ C R es compacto. Clara-
mente las componentes conexas de subconjuntos compactos de R son intervalos cerrados, donde
estamos identificando cada conjunto unitario {y} con el intervalo cerrado [y, y]. Denotemos por
{K, :=la,,b,] : y € I'} al conjunto de las componentes conexas de Y. Para cada y € I', escogemos
un y, € K, y consideramos el modulo de Fredholm F, := (7,7 & 7o) de la Proposicion 9. El
siguiente teorema muestra que el apareamiento de indices con estas clases de K-homologia junto

con [(evo, 0)] y [(eVe, 0)] de (69) determinan de forma tnica cualquier Ko-clase de C(z,z") & C.
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Teorema 14. Consideremos {K, : y € I'} y F, definidos como antes. El apareamiento de indices

(12) define un apareamiento no degenerado entre la suma directa de clases pares de K-homologia
K = Zl(evo. 0)] & ( ® Z[F,]) ® Z[(eves, 0)]
yell

y Ko(Cy(z, 2°) ® C). Ademas, el apareamiento de indices estd determinado por

(79) ([(eVeo, L [1) = 1, ([(eVeo, O)], [x10.9]> = 0, {[(eVeo, O], (e, 1) = O,
(80) ([evo, OL 11y = 1, ([(evo, 0], lxop = 1, ([(evo, 0], D(c;,n]> = 0,
(81) ([Fy1,11D) =0, ([Fy); xogD =0,

(82) ((FyL, e,n =1 si yy €(cjs 1), ([Fyl xe,nD) =0 si y, &(c; D).

DemosTRACION. Empezamos la demostracion calculando el apareamiento de indices para los

generadores de Ko(C(z,z") ® C). Por (69), tenemos que
([(eveo, ML, [1]) = eveo(1) = 1, ([(eve, 0], Dx 0.9 = eVeolxi0,9)) = 0,
([(eVeo, O], [x(c;.10]) = eVeolie;1y) = 0,
lo cual prueba (79). Ademas, por el mismo argumento,
([(evo, 01, [11) = evo(1) =1, ([(evo, 01, Dx10.9 1> = evolxio.9) = 1,
([(evo, )], Dx(c;.n1> = evolx(c;.1)) = 0.

De (71) y por los valores de evy y ev., que acabamos de evaluar, también se sigue que

(83) (Mo @ 7eo)(1) = 1, (70 © o) (X 0.9)) = Ity (710 © Tea) (¥ (1) = O

Ademas, (70) nos dice que 7, (xa)e, = e, si q"y, € Ay m, (ya)e, = 0 en otro caso. Luego

ﬂyy(l) =1ly
@4 7w (g =1, 7w (e,n) =0 st y, €(cj, D, 7, (xe,.1y) = o siy, €(cj, 1),

donde I, denota la proyeccién ortogonal 1-dimensional sobre span{ey}. Combinando (83) y (84)
con (12) se deduce que

(85) ([F)),[1]) = Treyzp(1 = 1) =0, ([F,], x10.91) = Tr, (I, = I11) = 0,
(86) ([Fy), xe;.n]) = Tre, (0= 0) = 0 si y, € (cj, 1),
(87) ([Fy), xe;.n]) = Tre,zyp) = 1 81y, € (¢, 1).

Esto completa la prueba de (79)—(82).
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Para mostrar la no degeneracion de el apareamiento de indices, consideramos
N * *
p = l[)([o,q)] + kzlnk[X(cjk,l)] +m[l] € Ko(Cyp(z,2)®C), NeN, Ln,meZ,

y suponemos que (F, p) = 0 para todo F € K. Primero hacemos F = [(ev.,0)] y de esta manera
obtenemos que 0 = ([(eve,0)], p) = m por (79). Similarmente, 0 = {[(evy, 0)], p) = [ por (79),

N
acd estamos usando que m = 0. De esta manera p =  m[x(, 1l Sin pérdida de generalidad,
k=1

podemos asumir que c¢j, > ... > c¢;,. Dado que cj, y c;,_, pertenecen a diferentes componentes
conexas de (g,1) \ Y, existe un yy € I tal que ¢;,, > y,, > cj,. Entonces (86) y (87) implican
que 0 = ([F,,],[p]) = ny. Continuando de forma inductiva, escogiendo en cada paso un y; € I'
de tal manera que c;,_, > y,, > cj,, y en el tltimo paso (y en el caso N = 1) un y; € I tal que

1>y, >cj,concluimos que ny = --- = n; = 0. De esta forma se tiene que p = 0.

Finalmente, consideremos
N
F :=1[(evo,0)] + X mlFy ]+ m[(eve,0)] € K, NEeN, Ln,meZ,
k=1

y supongamos que (F, p) = 0 para cada p € Ky(Ci(z,z") ® C). De manera similar a lo anterior,
podemos asumir que y,, > ... > y,, . Como cada y,, pertenece a diferentes componentes conexas
de Y, existen j, € J tales que y,, > c¢j, >y, parak=1,...,.N-1yy,, >cj, > q.Por(79), (80)
y (82), obtenemos que 0 = (F, [X(%’I)D = n;. Continuando asi por induccion sobre k = 2,..., N,
y aplicando en cada paso el mismo argumento, podemos concluir que n, = --- = ny = 0. De
esta forma tenemos F = [[(evy, 0)] + m[(eve,0)]. Ahora (79) y (80) implican primero que 0 =
(F, [x109]) = L'y luego 0 = (F,[1]) = (m[(eV, 0)], [1]) = m, concluimos asi que F' = 0. O

Como una aplicacion del apareamiento de indices en el Teorema 14, usaremos proyecciones
elementales y, € Cj(z,z") ® C para dar una descripcion alternativa de las Ko-clases de un haz lineal
complejo no conmutativo determinado por las proyecciones de Bott y las proyecciones del tipo
Powers—Rieffel de la Seccion 4.4.

CoroLARIO 5. Para n € N, denotemos por P., las proyecciones de Bott definidas en (65) y (66),

y denotemos por R, las proyecciones del tipo Powers—Rieffel dadas en (68). Luego las siguientes

0 xgun)|

(89) [P-n] = [1] = [Ry] = [1] = nlx(gn] = [1 = x@.n]-

igualdades se mantienen en Ko(Cjy(z,7") ® C)

(88) [Pu] =11+ [R,] = [1] + nlx@n] =
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DEmosTRACION. Recordamos que hemos asumido que 1 ¢ X := sp(|z|). Por las g-invarianza de
X, tenemos {¢* : k € Z} ¢ R\ X y entonces X.¢9 € Co(X) para todo n,k € Z, n > k. Claramente,
Xnq € C(z,2°) ® C es una proyeccion.

Probaremos (88) y (89) mostrando que el apareamiento de indices con las clases de K-homologia
[(evo, 0)], [(eve,0)] y [F,], ¥ € T, coinciden. Luego el apareamiento de indices con cualquier
F € K coincide y por la no degeneracion dada por el Teorema 14, las Ecuaciones (88) y (89)
implican identidades en K(Cj(z,z") ® C).

Del Teorema 13, ya sabemos que
(90) ([(eVeo, O], [Pen]) = ([(eVeo, O, [1] £ [R,]) = 1,
oD ([F)],[Psn]) = [Fyl, [1] £ [R,]) = £n.

donde [F,] = [(ny, , o ® 7To)]. Ademids, por (69), (72), (73) y evy(1) =1,

92) ([(evo, 0)],[Pn]) = ([(evo, O], [1] £ [R,]) = 1.
De (90)—(92), concluimos que [P.,] = [1] = [R,].

Definamos J como en (43) para Y := (g, 1) N X, y denotemos por j, € J al dnico indice tal
que I, = (g, min(Y)). Entonces ¢, € (¢.min(Y)) y asi x(; 1) = X1 en Cy(z,z2") & C ya que
(q,cj,)NX =0.Comoy, €Y C(cj, 1) para todo y € I', obtenemos de (85) y (87)

93) ([Fy1, 111 £ nlxn) = [F) LI £ nd[F,) ] Dy, 0] = £n.
Ademds, por (79) y (80),

(94) ([(eveo, 01, [11 £ nlx g1 ]) = ([(eVeo, O], [1]) £ n{[(eVeo, )], D (c;,,n 1> = 1,
(95) ([(evo, )1, [1] £ nlxn1) = {[(evo, 0)], [11) + n{l(evo, O], Ix(c;,.n]) = 1.
Comparando (90)—(92) con (93)— (95) mostramos que [P, ] = [1] £ n[y.1)].

Luego calculamos el apareamiento de indices por la proyeccion y 41y € Cy(z,z°) ®C. Dado que
eVoo(X(gn.1)) = €Vo(X(g1y) = 0, obtenemos de (69)

(96) ([(eVeo, O], x .y ]) = ([(evo, O], x g,y = 0,

y también (79 @ 7)(x(s».1)) = 0 por (71). Ademads, la ecuacion (70) muestra que my(x(,1)) €s la
proyeccion ortogonal sobre span{ey, ...,e, 1} paratodoy € Y C (g, 1). Entonces el apareamiento
de indices (12) implica para [F,] = [(7r,,, 7o © 7Teo)]

97) ([F)).x@.n]D = Tro,@)(my, (grny)) = 1.
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Claramente,

1 0
( )] =[11+ [yl y [1 = x@.»] = [1]1 = [x(g.1)] en K-teoria. Ahora

0 X
(98) ([(eVeo, 1, [11 £ Dy (e, = [(evo, O], [1] £ [x(.nD) = 1,
por (79), (80) y (96), y
99) (FL )+ @] = +n
por (81) y (97). Comparando (98) y (99) con (90)—(92) prueba que las Ky-clases [P,y [11£[x (1]
coinciden. Esto concluye la prueba. O

Notar que las proyecciones x(, 1) son completamente elementales, es decir, funciones continuas
con valores en {0, 1}. En particular, el cdlculo del apareamiento de indices se reduce a su forma mas
simple posible el cual es el cdlculo de una traza de una proyecciéon de dimension finita. También,
por equivalencia unitaria de las Kj-clases, obtenemos de (88) y (89) los siguientes isomorfismos de

modulos proyectivos finitamente generados:

1

(Ci(z,2)®C)Y* P,
(Cy(z,7)®C)* P,

(Co(z,2") @ Oy g1y
(CS(Z, Z*) @b C) @ (CS(Z, Z*) D C)X(q",l)'

IR

Notamos que el lado derecho de estas dltimas equivalencias simplifica considerablemente el lado

izquierdo.

El interés en las proyecciones P., surge de la observacion de que ellas pueden ser interpretadas
como deformaciones de proyecciones de Bott cldsicas representando haces lineales complejos con
numero de giro +n sobre la 2-esfera. Recordamos que hemos definido la C*-algebra de la 2-esfera
cuantica como C(S;) = Ci(z,2") ® C, donde sp(|z]) = [0, ), ya que solamente en este caso la
deformacion preserva los K-grupos clasicos. Sin embargo, si uno quiere ver cualquier operador
g-normal z como una deformacién del plano complejo, entonces las deformaciones que satisfacen
sp(lz]) # [0, o) conducen a una significante simplificacién de la descripcion de haces lineales
complejos y los cdlculos del apareamiento de indices.






Capitulo 3

Esfera cuantica no conmutativa de segunda dimension.

1. Clasificacion de representaciones de O(Cﬁ).

En este capitulo iniciaremos la generalizacion del proceso de construccion de nuestra esfera
cudntica a dimensiones mds altas. Lo que buscamos es extender el concepto de plano complejo
cudntico a dimensiones mas elevadas. Para que la exposicion sea mds comprensible, empezamos
con la extension del plano complejo cuantico 1-dimensional al plano complejo cuantico 2-dimensio-
nal ya que este proceso exhibe todas las técnicas necesarias para la extension al caso n-dimensional

la cual sera expuesta en el Capitulo 4.

Ejemplos de planos complejos cuanticos han sido ampliamente estudiados en la teoria de grupos
cudnticos (ver [17]) los cuales serdn introducidos en el siguiente capitulo. El candidato que se ajusta
mejor a nuestros propositos C*-algebraicos es el espacio cudntico X;V, scon 6 =y = 0 definido
en [17, Seccién 9.2]. El objeto correspondiente al caso N = 2 del anterior sistema nos permite
desarrollar apropiadamente el proceso de generalizacion del concepto de operador g-normal, de su

estructura C* generada y de esfera cudntica 2-dimensional.

DEFINICION 18. Sea g € (0, 1). El plano complejo cudntico 2-dimensional, denotado por O(Cg),

se define como la *-dlgebra sobre C generada por 7, y 7o sujetos a las relaciones

L. 221 = q2122, 7,25, = 9253},
2. 27} = 92122, 2135 = 2520,
3. 2% = 50, uz) - ¢ha = ~(1- )52

Siguiendo el orden 16gico planteado en el primer capitulo, una vez presentada la nocién 2-
dimensional, el paso a seguir es el estudio de las representaciones asociadas. Observamos que
la presentacion de esta generalizacion de O(C,) incluye automdticamente un operador g-normal.
Siguiendo como guia las lineas del primer capitulo, daremos una clasificacion explicita de es-
tos nuevos operadores. Antes, consideramos sobre las posibles representaciones de O(Cf]) algunas
restricciones que nos permiten dar solucion al problema de la clasificacion. Como las representa-
ciones involucran operadores no acotados, implementamos algunas restricciones para que los ope-
radores tengan un buen comportamiento con respeto a los dominios, a los inversos y al teorema

43
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espectral de operadores autoadjuntos. Mencionemos primero algunas manipulaciones algebraicas

que motivan la consideracién de algunas de estas restricciones.

Sean z; y zp operadores cerrados densamente definidos sobre un espacio de Hilbert separable
que satisfacen las relaciones (1)-(3) sobre un dominio denso comin D. Consideramos Q := 732>,

asi que

210 = (212522 = q23(122) = 94" ' B2221 = 021,
ademas

40 = (B15)u = 4532 = 997 %2z = 07,
tambien se cumple

20 = (232 = ¢ (B32)2 = ¢° 0.
Por otro lado,
50 = q725(23) = ¢ 202,

Deducimos de esta forma las siguientes relaciones

210 =0z, 7,0 =07, 20=q"0n, 7,0 =q0%.

De estas ultimas ecuaciones se deduce inmediatamente que, para cualquier polinomio p de una

variable sobre C, se cumple

2p(Q) = p(Q)z1, Zip(Q) = p(Q)Z}, 22p(Q) = p(@* Q)22 73p(0) = p(q Q)7

Definamos E como la proyeccién espectral asociada a Q a través del teorema espectral, es de-
cir, Q = f[o’oo) A dE(A). Siasumimos que las anteriores relaciones polindmicas se cumplen para
cualquier funcion Borel medible acotada sobre sp(Q), podemos mostrar (ver Lema 4 més adelante)
que los conjuntos Ker(Q) = E({O}))H y E(0,00)H son invariantes bajo las acciones de z; y 2»
utilizando el hecho de que

E{0}) = xi0)(Q) 'y E((0,)) = x(0,0)(Q).
Esto es,
21k = 21 EQODk = 21 x10)(Q)k = x10/(Q)z1k = E({0})z1k € E({0})H para todo k € E({O})H,

entonces tenemos que z;k € Ker(Q) para todo k € Ker(Q). De forma andloga mostramos la

invarianza de las acciones z; y 2z, sobre los espacios mencionados.

La observacion mds relevante en cuanto al manejo algebraico de estos operadores la exponemos

a continuacion. Definiendo el operador w por la ecuacion

11 3:W\/§: \/@W,
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hacemos que w satisfaga una relacion que llamamos relacion del disco cuantico negativo, opera-

dores ampliamente estudiados en [31]. De hecho, notamos que

wvQ VoW - ¢ Joww\o - (¢ - Do
= 27, -¢Zu - (@ - Do

(100) = 0.

Oww* — g*w'w — (¢* = 1))

Restringiendo este razonamiento al Ker(Q)*, se deduce la relacion
ww* — ¢ w'w = ¢* - 1.

De esta forma, nuestro operador w hereda estructura de representacion del disco cudntico negativo,
un tipo de operador que ya ha sido clasificado en [18, Lema 2.3]. Luego z; estaria determinado por
las férmulas ya calculadas del g-normal z, y del disco cudntico negativo w, lo cual solucionaria
nuestro problema de clasificacion.

Teniendo en cuenta las anteriores observaciones, ilustramos a través de la siguiente definicién

el concepto de representacion bien comportada.

DEFINICION 19. Una *-representacion de buen comportamiento de O(Cfl) estd dada por
operadores cerrados densamente definidos 7, y 7, que satisfacen (1)-(3) de la definicion (18) sobre

un dominio denso comiin D, de tal forma que

1. Los operadores zjz) y z;zo conmutan fuertemente, es decir, las proyecciones espectrales
asociadas conmutan.
2. 75 es un operador g-normal, es decir, satisface la ecuacion de operadores 7,7, = QZZEZQ.

3. Para toda funcion Borel medible acotada f sobre sp(Q) se cumple que

f( @z Cc 2if(Q), f(Q)7; CZf(Q) f(QzC2af(g2Q), F(Q)F C (G 0).

4. Sobre Ker(Q), z) es un operador g-normal, es decir, 712} = ¢°Z}z1.

5. Sobre Ker(Q)*, zi conmuta con Q7' y la formula w = VO 'z, = z; VO ! define un
operador cerrado densamente definido que satisface la relacion

ww* — @w'w = —(1 — ¢°).
Recalcamos que las ecuaciones anteriores implican igualdad de dominios. Sabemos por Coro-

lario 1 que todo operador g-normal ¢ sobre un espacio de Hilbert G admite la siguiente repre-

sentacion

(101) G =ker(0) ® (©nezGo) » {8n = q"Zgu-1 sobre  &,ez Go,
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donde Z denota un operador autoadjunto sobre G tal que sp(Z) C [q, 1] y g no es valor propio de
Z. Ademais, los operadores w que satisfacen la relacién de la Definicién 19.5 han sido clasificados
en [18].

Lema 2. ([18, Lemma 2.3])
Sea w un operador cerrado densamente definido sobre un espacio de Hilbert G el cual satisface

la ecuacion de operadores
(102) ww* = ¢*w'w — (1 = ¢°).

Entonces, salvo equivalencia unitaria, G se descompone en una suma ortogonal G = @®,enGn,

donde G,, = G| para todo m € N, y las acciones de w y w* satisfacen las formulas

(103) W8m = NG " =1 g1, W8w= Vg2V -1g,,, g€G, meN.

La representacion es irreducible si y solo si G, = C.

Estos dltimos resultados que hemos enunciado son todo lo que necesitamos para llevar a cabo

la clasificacion de las representaciones de buen comportamiento de O(C;).

TEOREMA 15. Sea 71 y 2, representacion de buen comportamiento de O(Ci). Salvo equivalencia
unitaria, existen espacios de Hilbert N, Hy, Hyy y operadores autoadjuntos A € B(Hy) y B € B(Hy)
tales que su espectro estd contenido en [q, 1], g no es valor propio para ambos, tal que el espacio de
Hilbert donde se define la representacion se descompone en H = N @ (®rezHp) @ (Bpez Bmen Hoo),

v las acciones de 7, y 7, estdn dadas por las formulas

1. 21 =20 =0, sobre N,
2. zihk = ¢* Ay vy 75 =0, sobre @z H,
3. Ly = q" NG = 1Bhyuity ¥ 22hym = q"Bh—1)m sobre @uez e Hoo.

DEMOSTRACION. Afirmamos que los conjuntos K := E({O})H = Ker(Q) y G := E(0,0)H son
invariantes bajo las acciones de z; y z», acd estamos considerando nuevamente Q = z3z, y E como

la medida espectral asociada a Q. Observamos que H se puede expresar como
H = E([0,0))H = E({0})H @ E((0,00))H = K& G.
Por Definicion 19.3 y el buen comportamiento de z; y z, se verifica que
E{0Dz1 = x10(Q)z1 € z2ix(0)(Q) = 21 E({0D),  E({0)z] = x10/(Q)z1 € Zix10/(Q) = Z1E({O}),

E({0Dz2 = x10)(Q)22 C 22x10(q Q) = 22x10)(Q) = 22E({0}),
E({0NZ; = xi0/(Q)75 € Zox101(@° Q) = Z3x10)(Q) = ZE({O}).
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Entonces, para todo k € D NK = E({0})D, tenemos k = E({O})k y por lo anterior
zik = ZE({Ohk = E({0))zk € EQODH =K, z'k = L E{Ohk = E{0})Zk € E{ODH = K,

esdecir,z; : DNK - Ky z; : DNK — K, i =1,2. Por lo tanto, K = E({0})H es invariante
para las acciones de los generadores de O(CZ). Como E((0,)) = 1 — E({0}), obtenemos para todo
g€ DN @G = E((0, 00))D por los mismos argumentos

zig = %iE((0, 0))g = zi(1 = E({0})g = (1 — E({0})z:g = E((0, 00))z;¢ € E((0,00))H = G,

y analogamente z:g € G. Asi tenemos que G = E((0, c0))H es también invariante para los genera-
dores de O(CY).

Dado que K = Ker(Q) = Ker(z52,), tenemos que z, = 0 sobre K. Ahora por Definicion 19.4, z,
es g-normal sobre K. Por Corolario 1 (ver también la ecuacion (101)), existe un espacio de Hilbert
H, tal que la accion de z; sobre K es unitariamente equivalente a

K =ker(z;) @ EB Hy, z1h,=q"(Ah),.; sobre @ H,,

nez nez

donde A € B(H,) es un operador autoadjunto tal que su espectro estd contenido en [¢, 1] y g no

es valor propio. Definiendo N := Ker(z;), deducimos los resultados (1) y (2) del teorema.

Por Definicion 19, tenemos que 7z, es un operador g-normal sobre G con Ker(z;) = {0}. Luego

7, actia sobre G = @,z G por las férmula (101). Notamos ademads que
(104) 081 = 52280 = §'%(Z8w1 = ¢'(Z7g)n  sobre G, :={g,: g € Go}.

Ademas, ya que sp(Z) C [g,1] y g no es valor propio, tenenemos por propiedades polindmi-

cas del espectro que sp(¢*'Z?) c [¢**%,¢*"] y ¢

no es valor propio. Ahora consideran-
do (0,00) = U,ez(¢**%,¢*"], se verifica que G, = E((¢°**?,¢*'])G. Por otra parte, dado que
E(g*?,¢*"]) = X2,2m(Q) 'y que las funciones caracteristicas son acotadas Borel medibles,

tenemos por definicién de buen comportamiento

E(@®, ¢*" Dz € 2EW( @ 4™, E(@*"2, %Dz € ZEW(G*, ¢™"]),
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Por lo tanto, z;,z; : DN G, — G, paratodo n € N, es decir, z; y z; dejan todos los espacios G,

invariantes. Notamos que VO ™' = [ % dE() luego
[0,00)

(105) E(@*, ¢ DO

1
f X(g+2, () dE(Q) f i dE(Q)

[0,00) [0,00)
X(q2”+2,q2”] (/l)
Va

1
f N dE(Q) f Xegn.gn(A) dE(Q)

[0,00) [0,00)
= O 'E(¢" ¢M),

por lo tanto, VO~ ! : G, — G,, es decir, /O ! deja los espacios G, invariantes. Lo anterior implica
que w := VO 'z y w* = 27 VO ! dejan invariantes a los G,,.

dE(Q)

[0,00)

Ahora dado que w satisface (102) sobre todo G, su representacion viene dada por (103). Luego
podemos escribir G, = el Y

(106) Whnm = q_zm -1 hn,m+b

donde h,, pertenece a la m-ésima posicion en la suma directa ®,,enH, 0. Pero G, es el mismo

espacio como Gy, luego H, o = Hy para todo n € Z. Por la ecuacion anterior tenemos que
-2
W*Whn,m = (q " — 1)hn,ma

y de esta forma H,,, = {h,, : h € Hop} C G, es el espacio propio asociado a los valores pro-
pios g7>™ — 1 de la restriccién de w*w sobre el espacio G,. Por definicién de buen comportamiento
tenemos que w*w y Q conmutan fuertemente. Luego las restricciones de w*w y Q sobre G, tam-
bién conmutan fuertemente. Como consecuencia el operador autoadjunto Z sobre G, de (104) deja
invariante al espacio propio H,,. Denotemos la restricciéon de Z a Hy por B. Como H,,, es una

copia idéntica de Hj en la m-ésima posicion de ®,,eny H,,, tenemos
Zhym = (Bh)y;m, para todo hy,,, € H, .

Ademas, B hereda las propiedades espectrales de Z como es requerido. Finalmente notamos que la

anterior ecuacion y la clasificacion de g-normalidad implican
(107) Z2hn,m = anhn—l,m = qn(Bh)n—l,mv

y de (104) con (106), obtenemos que

2hnm = NOWhym = NG 2" = 1\ Qhymir = NG 2" = LG Z2hy i1 = NG = 16" (Bh)yms1-
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Esto prueba el resultado (3) de nuestro teorema. O

2. Representaciones de O(Cf]) sobre espacio de funciones.

Notamos que la descomposicion de H en el teorema anterior estd determinada por las propieda-
des espectrales de los operadores autoadjuntos Q 'y w*w. Es conocido que todo operador autoad-
junto T sobre un espacio de Hilbert separable es unitariamente equivalente a una suma directa de
operadores de multiplicacion sobre el espacio L,(sp(T), i). Usaremos este hecho para mostrar que
las representaciones del anterior teorema poseen también unas formulas de clasificacion sobre es-
pacios L,, resultado andlogo a la representaciones sobre espacios de funciones de los operadores
g-normales (ver Teorema 7). Empezamos observando que la suma directa ®,cz ®,cnv Hoo en el
Teorema 15.3, es isomorfa al producto tensorial £,(N) ® (®,cz Hyp). Sea { un operador g-normal
actuando sobre @,z Hy y consideremos w, una representaciéon del disco cudntico negativo ac-
tuando sobre ¢,(N), de tal forma que se cumple (103) escogiendo Gy = C, luego los operadores
w de (106) y z, de (107) descritos en la prueba del Teorema 15, pueden ser caracterizados por
w=w®id y z; =1d ® { con un operador g-normal . Explicitamente, lo que nos dice el Teorema
7 es que todo operador g-normal es unitariamente equivalente a una suma directa de operadores de
la siguiente forma: Existe una medida de Borel g-invariante sobre [0, oo) tal que ' y {* actian sobre
H = £,([0, 00), u) siguiendo las ecuaciones
(108)

{f(n) = qif(qn, ¢ f@) =1f(g"'D, fedom():= {h € L5([0, ), ) : flzlh(t)lz du(r) < 00}-

Acd la g-invarianza de la medida u se entiende por u(gS) = u(S) para todo conjunto Borel medible

S de [0, c0). Notamos ademads que estos operadores satisfacen el siguiente resultado.

ProposiciON 10. El operador g-normal ¢ de la ecuacion (108) es inyectivo si'y solo si u({0}) = 0.

DEmMosTRACION. Supongamos que u({0}) = 0 y f € Ker/{, entonces {f = 0 en H, esto es,
L(f)x = gxf(gx) = 0 en casi todo punto de [0, c0). Por lo tanto f = 0 en casi todo punto de (0, o),
pero {0} tiene medida cero entonces f = 0 en casi todo punto de [0, c0).

Por otra parte si Ker £ = {0}, consideremos la funcion yp € dom({) y notemos que {(xo;) = O,
luego oy € Ker ¢, es decir, yj0 = 0 en H 'y asi yo(x) = 0 en casi todo punto de [0, o). De esto
inferimos u({0}) = 0. m|

De esta manera, para obtener una representacion como la descrita en el Teorema 15.(3), debe-

mos asumir u({0}) = 0.
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Para convertir £,(N) en un £,-espacio, consideramos el operador y := Vw*w + 1 sobre £,(N).
Denotando por {e, : n € N} la base estandar de ¢,(IN), tenemos

(109) ve, =q "ep, ne N,

Como el conjunto de valores propios de y es discreto, y puede ser interpretado como un operador
multiplicacién sobre £,(sp(y), o) = £,(N) escogiendo la medida de contar o-({g™"}) = 1 sobre sp(y).
Extendiendo o a una medida de Borel sobre [0, co) al definir o ([0, o) \ sp(y)) := 0, obtenemos
vg(s) = sg(s), g € dom(y) C L,5([0,0),0). El conjunto {e, := x4~ (s) : n € N} es una base

ortonormal de £,([0, 00), o). Notamos ademds que

/\/{q—n}(q&') :X{q—(ml)}(S) = €u+1, (qS)2 — 1X{q—(n+l)}(.§') = \/q_zn - IX{(]’("H)}(S)’

donde hemos usado que f(#)x,)(t) = f(%o)x,)(?) en la segunda ecuacion. Asi

(110) wg(s) = V(gs)* — 1 g(gs),  w'gls) = Vs? —1g(q's)
para g € dom(w) = dom(w*) := {h € L,([0, ), 0) : ft2|h(1f)|2 do(t) < oo}. En particular

(111) wer = Vst =1y 1y(g's) = VI2= 1y, (g 's) = 0,

como es requerido. Notamos ademas que aunque ||y;;;()|l = 0y x(1,(¢gs) = x(41,(s) = ey, tenemos

que
V(@s$)? =1 xuy(gs) = V(gg™)? = 1 xuy(gs) = 0.

De esta forma, las formulas en (110) son consistentes también para y{j;.

Ahora por el isomorfismo £,([0, 00), o) ® L5([0, 00), u) = L([0, 00) X [0, 00), 0" ® 1) obtenemos
de (108) y (110) las siguientes representaciones tanto de z; = VOw = w ® V*, como de z, =
d®/d,

(112) 21h(s, 1) = \(gs)? — 1th(gs, 1), 208(s,1) = gt g(s,qt),

donde i € dom(w) ®,, dom({) y g € Lr([0,00),0) ®y, dom({). En resumen, hemos mostrado
que las representaciones del Teorema 15.3 son unitariamente equivalentes a una suma directa de

representaciones del tipo descrito en (112).

Recordamos que N&(®,z Ko) en el Teorema 15 corresponde al kernel del operador g-normal z,
y que el operador g-normal en la representacion (108) tiene un kernel trivial si y solo si u({0}) = 0.
Dado que nosotros asumimos esta propiedad sobre u, afiadiremos ahora una medida puntual &
centrada en 0 a esta. Por equivalencia unitaria podemos asumir que 9y,({0}) = 1. De esta forma
la representacion z; sobre @,z Kj es nuevamente unitariamente equivalente a una suma directa

de representaciones de la forma expresada en (108). Para interpretar esta representacion sobre un
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Lr-espacio escogemos una medida g-invariante, digamos v, y asumimos de nuevo que v({0}) = O,

tomamos la medida producto v ® 9, y anadimos esta a o ® . Luego
LZ([O’ 00) X [0’ OO)’ o ®/’l +r® (50) = LZ([O’ 00) X [0’ OO)’ g ®/’l) @ LZ([O’ OO) X [O’ OO)’ VASY 60)
y sobre £,([0, o) X [0, 00), v ® d() tenemos la representacion

(113) z1h(s, 1) = gsh(gs,t) = qx(t) shgs, ), 28(s,1) = qtg(s,qr) = 0,

para todo 4 tal que f s2|h(0, 5)|* dv(s) < ooy para todo g. Para las funciones que dependen de la se-
gunda variable, nosotros hemos usado el hecho que supp(dy) = {0}. Nuevamente por la clasificacién
de g-normales sobre espacios de funciones y la misma argumentacion de antes, las representaciones
del Teorema 15.2 son unitariamente equivalentes a una suma directa de representaciones del tipo
descrito en (113).

Ademas, para obtener una componente no trivial N' = Ker(z;)NKer(z,), ahadimos a c®u+u®d,
la medida puntual € 6y®0d,, donde € = 0 0 € = 1 dependiendo si N = {0} o N # {0} respectivamente.

Sumando estos hechos, hemos probado el siguiente teorema.

TEOREMA 16. Las *-representaciones de O(Cj) son unitariamente equivalentes a una suma
directa de operadores del siguiente tipo: Sean 'y v medidas de Borel g-invariantes sobre [0, o0) de
tal forma que u({0}) = v({0}) = 0. Denotamos por &y a la medida puntual centrada en O y definimos
o sobre [0, 0) como o({q™"}) := 1 para todon € Ny o([0,00) \ {g7" : n € N}). Para € € {0,1}

consideramos el espacio de Hilbert
(114) H := £5([0,00) X [0,00), c®u+V®Jdy+ €5y R ),
y hacemos
dom(zy) :={the€ H : sthe Hy syn(t)h € H}, dom(z;):={he€ H : the H},

donde oy indica la funcion caracteristica sobre {0} y h = h(s, t). Para h € dom(z;) y g € dom(z,),

las acciones de los generadores de O(C;) estdan dadas por las formulas
(115) zth(s, 1) = V(gs)* — 1th(gs, 1) + g x0)(1) sh(gs, 1), 228(s.1) = q1g(s, qD),

(116) Zh(s,t) = Vs2 = 1th(g 's, 1) + xi0()sh(q "5, 1), Z58(s,t) = tg(s,q ).
Ademads se cumple que

(117)
H

LZ([O’ OO) X [O’ OO), 660 ® 60) @ '£2([0’ OO) X [0’ OO)’ Ve é‘0) @ LZ([O’ OO) X [0, OO), g ®/’l)
L>({0} X {0}, €59 ® 6¢) ® Lo([0,00) X {0}, v® ) ® L2({g™" : n € N} X [0, 0), 0 ® ).
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3. La C*-algebra de funciones continuas anulandose en el infinito.
Queremos definir un dlgebra C* que pueda ser interpretada como el espacio de funciones con-
tinuas sobre el plano complejo cuédntico 2-dimensional anulandose en el infinito. La definicién
serd motivada por la construccion similar hecha para el caso 1-dimensional en el Capitulo 2. En

este sentido, debemos construir como primer paso una *-algebra auxiliar en donde las propiedades

algebraicas y de conmutacion sean considerablemente simples.

Diremos que una representacion de la forma descrita en el Teorema 16 es universal si € = 1
y supp(u) = supp(v) = [0, o). Tales medidas g-invariantes pueden ser obtenidas al considerar la
medida de Lebesgue A sobre (g, 1] y teniendo en cuenta la férmula (17). Dada una representacion

universal, consideramos las descomposiciones polares
z1 = Ulzl, 22 = Vlzal.
Para todo & € dom(|z;|) = dom(z;) y g € dom(|z;|) = dom(z,), (115) y (116) implican que
(118) 2115, 1) = (tig-1.0(8) V7 = 11 + sx10)(0) (s, 1), lzalg(s, 1) = 18(s,1).
Por otra parte, como

ilh(s,)=0€ H & h(s,0)=0 p.c.t. (5,0) € [g', ) x(0,00) U (0,00) X {0},
|zo|a(s,t) =0e H < h(s,t) =0 p.c.t. t € (0,00),

se sigue que

ran(jz;|) = Ker(lzi[)* = ran(xo.co/ (X [41.00)(8) + X101 )X (0,00)(5)),
ran(|zo]) = Ker(lzo])" = ran(y(o,.0)(1)),

luego, de (115),
(119) Uh(s,t) = (X(o,oo)(f))([q-l,oo)(qs) +X{0}(f))((o,oo)(s)) h(gs, 1),

(120 Vh(s, 1) = X0.00)(DN(5, q1),

para todo i € H, donde hemos usado que X(0,00)(¢X) = X(0,00)(x). Sus adjuntos actuan sobre H por

(121) U*h(5.1) = (X000 (DX 1q1.09(8) + X0/ O 0.00)(8)) g "5 1),

(122) V*h(s, 1) = X(0.00/(A(s,q ')

De (119)-(122), obtenemos

(123) UU” = x(0,00 X140 (@5) + X (0(DX (0,00)(5),
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(124) UU = X 0,000 0OX g ,00)() + X101(DX (0,00)(S),

(125) VV' = V'V = x0,00(1),
donde usamos nuevamente el hecho de que x(0.c)(g='1) = x/(0.0)(?). Facilmente vemos que se cumple
(126) uv=vu, uv:=Vv'y, U'v=VvU, UV =VU".

Considerando las funciones Borel medibles f sobre [0, 00) X [0, c0) como operadores multiplicacion

dados por
fh(s, 1) ;== f(s,0)h(s,1),

obtenemos de (119)-(122) las siguientes relaciones simples de conmutacion

(127) Uf(s.1) = flgs. U, U f(s,1) = fq~' s, 0U",

(128) Vi(s,t) = f(s,qD)V, Vi f(s,0) = f(s,q7'DU".

De hecho, la razén para escoger || en (101) y también y en (109), como operadores multipli-
cacion, es obtener relaciones de conmutacion mucho mas simples entre funciones y fases de las

descomposiciones polares de los generadores de O(Cg). Como consecuencia

(129) Fun(C}) := {Z Fum(s, DUV £ e L£.,([0, 00) x [0, oo))},

finito

es una subdlgebra de B(H); donde para todo n € Z estamos definiendo

(130) U#n — Un7 sin > 07
U™, sin<O0.

(131) V#n — Vn’ sin > O’
Ve, sin <O.

Ademas, por (118) y las anteriores relaciones de conmutatividad para todo k, [, m, n € N, existe una

funcion Borel medible py;,, sobre [0, c0) X [0, c0) tal que
(132) A = Pramn(s, HUR VR,

Ecuaciones (129) y (132) son gran parte de la motivacién de nuestra definiciéon de C*-algebra de

funciones continuas sobre Cé que se anulan en el infinito.
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3.1. Resumen del caso clasico. Antes de tratar y profundizar en el caso cudntico, revisemos
previamente y de forma breve el caso clasico asociado, es decir, estudiemos un poco la C*-algebra
Co(C?). En analogia a la descomposicién espectral de los generadores, escribimos z; = e*|z;| y

7, = €"”|z;|. Consideremos ahora n, m € Z. Dada una funcién f,,, € Cy([0, 00)X[0, 00)), la asignacién
C? 3 (“lz1l, €”lz1)) ¥ fum(lzil, l22])e "™ € C,
define una funcién en Cy(C?) si y solo si

L. fun(0, |z2]) " ™ no depende de ¢, lo cual implica que f;,,(0, |z2]) = O para todo n # 0,
2. fum(lz1], 0)€" " no depende de 6, lo cual implica que f,,,(|z1],0) = 0 para todo m # 0.

Ademas, la siguiente *-subdlgebra de Co(C),
Co@) = { Y funllzil laDe™e™ : fo € Co(10,00) X [0,0)), n,m € Z,

finito

Jam(211,0) = 0 sim # 0, fun(0,[z2]) = 0 sin # 0},

separa los puntos de C2. Por el Teorema 9 (Stone-WeierstraB), su clausura bajo la norma genera a
Co(C?). Para pasar del caso cldsico al caso cudntico, empezamos con una representacion universal
del tipo descrito en el Teorema 16. Para toda funcidn continua acotada g sobre [0, 00), los ope-

radores g(|z1]), g(|z2]) € B(H) quedan bien definidos por el teorema espectral y (118) nos dice

que
g(ziDh(s.1) = g (i (®) V52 = 1+ sx10/(0) b, 5). g(22Dh(s.1) = g(Oh(s.1).
Dado que la representacion es universal nosotros tenemos que ||g(|z;DIl = gl para i = 1,2. En

particular, la norma no depende de la escogencia de las medidas de una representacién universal.

De manera similar, para f € Cy([0, c0) X [0, 00)) la férmula

(133) FUzil leaDh(s. 1) = f (ig.00(8) V32 = 11+ s0/(0).1) (s 1), h € H,
produce un operador bien definido en B(H) con ||f(|z1], 1221l = || f]l.. Estas observaciones conducen

a la siguiente definicién de O(C}).

DErFINICION 20. Consideremos una representacion universal de O(ij) como se describe en el
Teorema 16 y consideremos su descomposicion espectral zy = Ulz)| y 22 = Vl|zo|. La C*-dlge-
bra CO(Cf]) de funciones continuas sobre el plano complejo cudntico que se anulan en el infinito

estd definida como la clausura en la norma de
(134) Co(Cf,) = {Z Sm (X[q’l,oo)(s) Vs2 — 1t + sy (1), l) unvim . pomeZ,
finito

Jum € Co([0, ) X [0, 0)), fum(0,1) =0 sin#0, fuu(s,0) =0 sim # 0}.
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Ademas de la no conmutatividad de (127) y (128), la principal diferencia con el caso clasico es la
inusual expresion en el primer argumento de la funcién f,,,. Sin embargo, si analizamos por separa-
do los componentes ortogonales de (117), nuestras férmulas tienen una interpretacion geométrica
natural. Notamos primero que la funcion hy(s,1) = x0(s)x0(f) € H genera el subespacio 1-
dimensional invariante L,([0, co) X [0, 00), € 5y ® dy), y la representacion de Co(CZ) sobre este se
lee

(135) Z Jom (X[q’l,oo)(s) V2 — 1t + sy (D), l) UV hoo(s, 1) = fo0(0, 0)hoo(s, 1),

finito
esto porque f,,(0,0) = Osin # 0 osi m # 0. Obviamente, (135) corresponde a la evalu-
acion de funciones sobre el plano complejo 2-dimensional en el punto (0, 0). Esta representacion
1-dimensional describe el tnico punto clasico de Cé. Por otro lado, sobre L,([0, 00) X [0, 00), v® ),

tenemos que z; = 0 y podemos afirmar asi que

D Fn (K () V52 = T 1+ 50y (0, £) UV = 3 fo(5, /U™
Recordando ahora que z; actda sobre £,([0, 00) X [0, ),V ® dp) como un operador g-normal y

comparando la anterior ecuacion con

(136)  *-alg(Co(sp(D), )} = { D AlDU* = f € Co(spiD), k€ Z, f0) =0 si k#0),
finito

objeto central de estudio del capitulo anterior, concluimos que la restriccion de CO((C;) a la compo-

nente ortogonal £,([0, c0) X [0, 00), v ® 6y) genera a Cy(C,). Esta representacion corresponde a una

inclusién C, x {0} c C7.

Finalmente, sobre £5([0, 00)X[0, 00), 0®u), tenemos que £ = |z > 0 Y y(y1.00(8) V52 = 1 = |w],
para esto basta con revisar (110). De esta forma la representacion de las funciones de (134) puede
ser escrita como

> bl UV,
finito

De forma clésica obtenemos que

D LWl D™ o= > fun(0,00e”"e™™ = £30(0,0).

finito finito
Luego estas funciones separan solamente los puntos de C?\(C x {0}) y todo el subespacio C x {0}
queda identificado con el punto (0, 0). Geométricamente, este corresponde a un plano complejo
2-dimensional, donde C x {0} es colapsado a un punto. Argumentando reciprocamente, podemos

decir que la representacion de (112) corresponde al plano complejo cuantico 2-dimensional, donde
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C, x{0} es colapsado a un punto y que C, X {0} se encuentra adherido a este espacio por la repre-
sentacion (113). Ademas, el origen del plano complejo cudntico de dimensién 2, es el tnico punto

descrito por la representacion 1-dimensional dada por (135).



Capitulo 4
Generalizacion n-dimensional de O(C,).

Constituye una parte bastante amplia de la teoria de grupos cuanticos el estudio de los anillos
de coordenadas de GL,(N) y SL,(N), estos son entendidos como las deformaciones asociadas al
grupo general lineal y al grupo lineal especial, respectivamente. Una familia de espacios cudnticos
con una (co-)accién de GL,(N) y S L,(N) son los anillos de coordenadas X, s, v, 6 € C, los cuales

vienen definidos como el dlgebra generada por xy, ..., X,, y1,..., Y, sujetos a las relaciones

Loxix; = qxjxi,  yy;=q vy, parai<j.
2. yixj = gxjy;, parai# j.

N
3. yixi— Pxyi =y + (@ = D( T xy; -6 ) xiyj)-
f=

Jj>i
Podemos encontrar un compendio de informacion de lo anterior en [17].

Teniendo en cuenta el éxito en la construccion en el caso n = 2, dentro del anterior objeto
consideramos coordenadas holomorfas cuanticas z; := y; y anti-holomorfas cuanticas z} := x;

para j € {1,2,...,n}, ademéds seleccionamos v =6 = 0y g € (0, 1). De esta manera, formulamos

la siguiente definicidn del plano complejo cudntico n-dimensional.

DEFINICION 21. Sea g € (0, 1). El anillo de coordenadas del plano complejo cudntico n-dimen-

sional O(C}) estd dado como el dlgebra generada por z1, 22, . . . , 2, Sujeta a las relaciones
1. zz;=q 'zzi, parai<j.
2. 7jZ; = qZz;, parai<j.
3. ziz; =qZz,  parai# j.
4 5 =g~ -¢) Xz, i<n Wz = P72

j>i

Utilizamos estas mismas letras para denotar mds adelante representaciones de O(Cy) sobre un

espacio de Hilbert. Para m € N consideramos I, := {1, 2,...,m}.

Nuestro objetivo principal en este ultimo capitulo sera la definicion de una C*-dlgebra Co(Cp).
El punto de partida es estudiar las *-representaciones de O(Cy), es decir, operadores zi,...,2,
cerrados densamente definidos sobre un espacio de Hilbert y sus adjuntos zj,...,z,, los cuales
satisfacen 1) - 4) en la Definicion 21 sobre un dominio denso comiin. A una representacion le

57
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diremos irreducible, si el espacio de Hilbert donde estd definida no se descompone en la suma
ortogonal de dos subespacios no triviales los cuales sean invariantes bajo la accion de todos los
elementos de O(C’;). Por un ligero abuso de notacidn, usaremos las mismas letras para denotar un
generador del anillo de coordenadas O(CY), su representacion como un operador sobre un espacio
de Hilbert y la restriccion de este operador a un dominio denso comun. Daremos la clasificacion
de las ya tratadas representaciones de buen comportamiento en la siguiente seccidn, a continuacion

solo damos algunos resultados preliminares.

Para obtener una descripcién mds uniforme en que todos los generadores z; # 0 actian como
operadores shift en direccion +1, reformulamos Corolario 1 aplicando la transformacion unitaria
OH,>h,—> h_, e ®H,.

nez

nez

PRroOPOSICION 11. Sea z un operador g-normal, esto es, un operador cerrado densamente definido

sobre un espacio de Hilbert separable H que satisface la ecuacion
7" = ¢ 7z

Entonces el espacio de Hilbert H se descompone en una suma directa H = ker(z) ® @Zﬂn, donde,
salvo una transformacion unitaria, H, = Hy. La representacion estd determinada d?zeforma linica
por un operador autoadjunto A sobre H tal que sp(A) C [q, 1]y g no es uno de sus valores propios.
Para h € Hy, denotemos por h, al vector en H el cual tiene a h en la n-ésima componente de la

suma directa ® H, y 0 en las demds. La accion de 7 estd determinada por
nez

(137) zh, = q_"Ahn+1

para todo h, € H,.

El siguiente lema sencillo se plantea como una referencia adicional para cuando las representa-

ciones de buen comportamiento sean clasificadas.

Lema 3. Dada una *-representacion de O(C}) sobre un dominio denso comiin D de un espacio
de Hilbert H 'y consideremos Hy como un subespacio cerrado de H tal que D N Hyy D N Hy son
densos en Hy y en Hy respectivamente. Si Hy es invariante bajo la accién de O(Cy), entonces este

se reduce, esto es , Hy es también invariante.

DemosTrACION. El lema se sigue del hecho que a*h € Hy para todo h € D NHy y a € O(C))
dado que Hj es invariante y O(CY) es una *-dlgebra. De esta forma (h, ag) = (a*h, g) = 0 para todo
heDNHyygeDNHy,yluegoag € H . ]
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1. Representaciones sobre espacios de Hilbert.

Expondremos en esta seccidon una descripcion completa de las representaciones bien compor-
tadas de O(C}). Para definir lo que significa en este caso “buen comportamiento”, primero adap-
tamos y mejoramos la definicion analoga para O(Cfl) dada en en el anterior capitulo (ver también

[6]) para O(CY). Por analogia, empezamos con algunas manipulaciones formales que motivan la

definicidn.
Parak =1,...,n, hacemos
(138) O = ZkZ§zj-
]:

Entonces de forma obvia se tiene Q; = Oy y ademds

(139) wz — ¢z = —(1 = ¢*) Ok

por Definicién 21.(4), y por medio de célculos elementales podemos mostrar

(140) ZiOk = OkZis 7 O = OkZ;s i <k,
(141) 2i0k = ¢ iz 250k = 47 Oiz5, j=k

Ahora si h € ker(Qy), entonces Qi(zih) = z(Qxh) = 0 'y Qi(z;h) = ¢*z;(Qxh) = 0, luego zih y z;h
pertenecen nuevamente a ker(Qy). El mismo argumento muestra que z;A, z’;h € ker(Qy) para todo
h € ker(Qy). Asumiendo que las hipétesis del Lema 3 se satisfacen, podemos concluir que ker(Qy)
se reduce bajo la accién de la representacion. Sobre ker(Qy), se cumple que z; = --- = z, = 0 por
(138). Haciendo z; = --- = z, = 0 en las ecuaciones de la definicién (21), uno facilmente obser-
va que los generadores restantes satisfacen las relaciones de O(C’;‘l). En particular, z;_; satisface
la relacién de g-normalidad ampliamente estudiada hasta el momento. De esta forma, es natural

asumir que z, es g-normal y z;_; lo es sobre ker(Qy).

Mas adelante clasificaremos las representaciones bien comportadas aplicando induccién sobre
el indice n. Por los comentarios anteriormente hechos y debido a que todo nuestro procedimiento es
recursivo, una vez demos con la clasificacion para el mayor de los indices, podremos asumir que las
representaciones bien comportadas de O(C’;‘l) sobre ker(Q;) ya tendrdan un comportamiento bien
definido. Consideremos entonces las representaciones sobre ker(Q,)*, donde Q; > ... > Q, > 0.
Aqui, Oy > Oy se sigue de Oy = z;zx + Oks1 por (138). Las ecuaciones (140) y (141) implican

que para cualquier polinomio p en una variable se cumple

(142) zip(Ox) = p(O1)zis z;p(Ox) = p(QVZ, i <k,
(143) 2;p(0) = p(g*Q)z)s Z:p(Q0) = p(qg >0z}, j>k
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Supongamos que Oy es un operador autoadjunto y denotemos por E; la medida espectral de proyec-
ciones que satisface Q; = f AdE (). Entonces f(Qy) := f f(1) dE (1) produce para toda funcién
compleja medible f : sp(Qx) — C un operador cerrado densamente definido. Nosotros asumiremos
que (142) y (143) se cumplen para p(Qy) reemplazado por f(Qy) en un sentido apropiado, en el que
se tendra en cuenta el dominio de operadores no acotados.

Sobre el espacio ker(Q,)*, la relacién Q; > Q, > 0 nos permite definir VQ; ™' = f \/Lz dEi ().
Consideremos ahora

(144) W 1= VQkH_le = Zk \/Qk+l_l

como un operador abstractamente definido. Insertando (144) dentro de (139) deducimos formal-
mente (cf. (100)) que

(145) wiwi — gwiwe = —(1 = ¢*) VOis1 ' Okt VOii1 ' = —(1 = ¢°).

Algebraicamente, (145) es equivalente a (102). Sin embargo, como en el Lema 3, nosotros reque-
rimos que los operadores wy satisfagan (102) como operadores densamente definidos los cuales

incluyen la condicién que dom(wiw;) = dom(w;wy).

Finalmente notamos que 7,2y, ..., 2,2, € O(Cg) conmutan por Definicion 21.(1-3) y como con-
secuencia también Qy,...,0Q, € O(CZ) conmutan. Vistos como operadores autoadjuntos, es cos-

tumbre requerir que ellos conmuten fuertemente.

Similar a la exposicidn del capitulo anterior (ver también [6, Definicion 1]), enunciamos nuestra

definicion de representaciones bien comportadas a partir de las anteriores observaciones.

DEFINICION 22. Una *-representacion de buen comportamiento de O(CY) sobre un espacio de
Hilbert ‘H estd dada por operadores cerrados densamente definidos z,,...,z, que satisfacen la
ecuaciones de la Definicion 21 sobre un dominio denso comiin D C ‘H tal que para todo j,k €

{1,...,n} se cumple

(1) D es un niicleo para los operadores cerrados z; y <, y para los operadores autoadjuntos Q)
definidos sobre D por (138), es decir, las cerraduras de la restricciones de estos operadores
al dominio D coinciden con los operadores cerrados correspondientes.

(n) Los operadores autoadjuntos Q;y Qy conmutan fuertemente.

(1) Denotemos por E; la inica medida espectral tal que Q; = f AdE(A). Entonces E;(M)D C D
para todo conjunto Borel medible M C R.
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(iv) Para toda funcion Borel medible f sobre sp(Q), las relaciones de operadores

F(Q0)z; € 2, £(Q0), F(Q0Z; € (00, j<k,
f(Q0z; € 7;f (g0, f(Q0Z; € Z5f(q* Qo) j=k,

se cumplen.

(v) z, es un operador q-normal y para k < n la restriccion de z; a ker(Qy,1) es un operador
g-normal definido como en la Proposicion 11.

(v1) Sobre ker(Qy)*, z; conmuta con @‘1 para todo j = 1,...,k—1y haciendo w; :=

VOj+17'z; = zj4/Oj17! se define un operador cerrado densamente definido que satisface
la ecuacion

wiw; = qzijj —(1=¢%.
De la Definicion 22.(mm) y (1v), podemos deducir el siguiente lema.

Lema 4. Sean k € {2,...,n} y My,...,M, C [0,0) conjuntos Borel medibles. Luego para
cualquier *-representacion bien comportada de O(C}) sobre un dominio denso comiin D de un
espacio de Hilbert ‘H, el subespacio E(My)-- - E,(M,)H es invariante bajo la accion de los ope-

radores zy,...,%-1 Y Zj»---»%_» donde E; denota la medida espectral introducida en la Defini-
cion 22.(m).

DeMOSTRACION. Hagamos ‘H, := E (M) - - - E,(M,)H. De la Definicién 22.(1ir), podemos con-
cluir que

D N H,
D NHy

Ek(Mk) e En(Mn)D c D»
(1 - Ek(Mk) T En(Mn))D cD.

En particular, DNHy y DN H son densos en Hy y en H;; respectivamente. Ademds, la Definicién
22.(1v) implica que E (M ;)z; C z;E;(M;) parai < j puesto que E;(M;) = xy,(Q;), donde yy, denota
la funcion caracteristica del conjunto ;. De esta manera, paratodoh € DN‘Hyyge DNHy,y
paratodoi=1,...,k — 1, tenemos que

Zih = ZiEk(Mk) T En(Mn)h = Ek(Mk) T En(Mn)Zih € 7—{0’
8= Zi(l - Ex(My) - "En(Mn))g = (1 - Ex(My)--- En(Mn))Zig € 7‘{ol-
Dado que esto mismo se cumple también para z;, tenemos que Hy y H; son invariantes bajo

la accién de los operadores densamente definidos z,...,zx-1 Y Z},...,2;_,, asi como queriamos
1 k-1

mostrar. O
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El resultado principal de esta seccidn es el siguiente teorema. Este nos da una completa clasifi-

cacion de las *-representaciones de buen comportamiento de O(CY).

TeoremA 17. Toda *-representacion de buen comportamiento de O(Cy}) sobre un espacio de
Hilbert H es unitariamente equivalente a una representacion descrita de la siguiente forma: Para
n = 1, las representaciones bien comportadas estdn descritas por la Proposicion 11. Paran > 1,

el espacio de Hilbert se descompone en la suma ortogonal de subespacios invariantes

(146) H=Hy®---®H, tal que ker(Qy) = Hy® - ®H_,
donde el operador autoadjunto Qy denota la clausura de ¥, 752 Ademds, existen espacios de
Hilbert ‘Ki,...,K, tales que cada espacio H, para k = 1,...,n, se descompone en la suma
ortogonal
(147) 7{k = . @ @ gil,..‘,ik,l,ik’ gil,...,ik,l,ik = 7<k'
I1,erif—1 EN i €Z

La representacion sobre H,. estd determinada por un operador acotado autoadjunto A, sobre K
tal que sp(Ay) C (g, 1]y g no es un valor propio. Las acciones de z,,...,z, sobre H; estin dadas
por

Zi41=...=2,=0 Si k <n,

Zehiy i = 4 ARy e
2l ijii = g ) (g — 1 (Agh),,.., i+ i J=1,.. k-1,
donde h;,. i i, € Gi,...ii..i. Para todo h € K. Ademds
z21=...=2,=0 sobre Ho.

Un dominio denso comiin estd dado por D := Dy ® --- & D,, donde Dy := Hy y, para k > 0,

Dy :=gen{h;, i it h € Ky, Q1. ke €N, iy € Z} es la suma directa ortogonal algebraica de
Giy....i.ric. = K. La representacion es irreducible si todos los espacios de Hilbert menos uno en la

descomposicion (146) son cero y ademds Hy = C o K = C para la componente no nula H,.

DEMOSTRACION. Probamos el teorema por induccién sobre n. Para n = 1, el Teorema 17 es
equivalente a la Proposiciéon 11. Ahora sea n > 1 y asumamos que la representaciones de buen
comportamiento de O(Cg‘l) estan clasificadas por el Teorema 17. Como en la Definicion 22.(m),
escribimos Q; = f AdE (1) usando el teorema espectral. Luego por Lema 4, ker(Q,) = E,({0HH
estd reducido por los operadores zy,...,2,-1 Y 2}, ...,2,_,- Dado que ker(Q,) = ker(z,z,) = ker(z,)
y ker(z,) = ker(z,z,) = ker(z,z,) = ker(z;) (esto ultimo por Definicon 21.(4)), tenemos que z, =
Z, = 0 sobre ker(Q,). Por Lema 4, ker(Q,) es invariante bajo la accioén de todos los generadores de
O(Cg). De esta manera ker(Q,,) y ker(Q,)* se reducen por la accion de los generadores, esto por el
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Lema 3. Haciendo z, = z, = 0 en las relaciones planteadas en la Definicion 21, observamos que los
operadores restantes satisfacen las relaciones de O(Cg‘l). Por induccién, ker(Q,) se descompone
en la suma directa ortogonal Hy & - -- & H,_;, donde las acciones de zj,...,z, | sobre ker(Q,)
estan dadas por el Teorema 17. Finalmente, el espacio de Hilbert H se descompone en la suma
ortogonal de subespacios reducidos H = Hy & - - - & H,, donde ker(Q,) = Hoy®---®H,1 yH, :=
ker(Q,)". Entonces nos resta clasificar las representaciones de O(Cy) sobre el espacio reducido
H, = ker(Q,)*.

Por la Definicién 22.(v), z, es un operador g-normal, luego podemos aplicar la Proposicién 11.
Dado que ker(z,) = ker(Q,), tenemos que ker(z,) = 0 sobre H,, y de esta forma, por la Proposicién
11, H, se descompone (mdédulo equivalencia unitaria) en la suma ortogonal H, = @Zgi,,, donde

ne.

Gi, = Go para todo i, € Z. Ademads, las acciones de z, y O, = 2z, estdn dadas por
Zuhi, = q "(Aph)i a1 O, hi, = g *"(Ash);, hi, € Gi,,

donde A,, denota un operador acotado autoadjunto sobre G tal que sp(A,) C [¢,1] y g noes un

valor propio de este. Notamos que sp(Q,g, ) = ¢ >"sp(A;) C [¢~*"*2, g~*"] sin ser g~*"** un valor
propio. Escribiendo (0, o) = U; 7 (g~%"*?, g~*] como la unién disjunta de intervalos abiertos por

izquierda y cerrado por derecha, ficilmente se observa que

Gi, = E.((g7"", g " YH,.

Procedemos por induccidn iniciando por el mas alto indice n. Sea j € {0,...,n — 2} y supongamos

que H, = l_ ela . i?z Gi,_j...ir1.i, Puede ser escrito como una suma ortogonal de espacios de
n—joe-sln—1 n

Hilbert idénticos Gi,_;....i,..i, = G1...10- Asumimos ademads que las acciones de z,_;, .. ., z, sobre la

anterior descomposicion de H,, estan dadas por

(148) 2y poivrin = 4 Ay
y, si j >0,
(149) ZntPiy iy = NG 201 = g™ A DY, G,

paral=1,...,j. Un célculo directo muestra que

* _ =2 2
22l joeinrin = Ol i = 4 "Ai iy i

* _ -2i —l —2(i IR TR ) 2
‘Zn_[Zn—lhin,j,.‘.,i,l,],...,i,l - (q "= 1) q " " (Anh)in—ja~-~»infl5-~~7in'

De esta forma la accién de Q,; = X;_,_; ;2 se convierte para [ > 0 en una suma telescépica que

implica

-2 .n— ‘n—+ ‘n 2
(150) Qn—lhi,,_,-,...,i,,_,,...,i,, =q (-t +in-tr1 4+ +i )(Anh)in—j,-

coslp—lseesln ®
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Finalmente asumimos como parte de la hipdtesis de induccion que

(151) Giv i = En_j((q—Z(i,,_j+..~+in)+2,q—Z(in_j+...+in)]) o Ey((q22, g B H,,
Para presentar el paso de induccion, necesitamos verificar lo siguiente:

1. Gi, ,...i,1.i, €std reducido por la accién de z, ;.

2. Gi,_,...ir1.i, €S Unitariamente equivalente a la suma directa ortogonal

(152) Girjoinrin = B Gi i josivrir Gircirinejovinotin = G110

Ip—-j-1€

3. Las acciones de z,_j_1 y Qn—j-1 sobre h € Gl iotinjomin-r iy, SAtISTaCEN

in—j—1sin—js-sin=1sin
Znmjrt iy iy = O = 1™ AR i i
(153) On-j1 My join = g 2t +m+i")(A,3h)in__/_1 e joeein®
4. Salvo una transformacién unitaria del punto 2, tenemos que
Givsorinejonin = Bt (g2t Humitti®2 =2ttt g,
— En_j_l((q_z(in—j—l+in—j+"'+in)+2’ q_z(in—jfl+in—j+“'+in)])En_j((q—z(in7j+"'+in)+2’ q—2(i,,,j+---+i,,)])
(154) o Ed(g g Y,

5.Paral =0,...,J, las acciones de z,; y O, sobre G;,_. i, ..., C Gi,_,..., descritas en (148)—

(150) permanecen inalterables, la tnica diferencia es la aparicion de un nuevo subindice i,_;_; €l

n

cual extiende la notacién de los vectores en el espacio de Hilbert y este es el tinico cambio en la

férmula de las acciones.

Para este fin, observemos que 1) se sigue inmediatamente de (151) y Lema 4. Dado que la igual-
dad \/Q,—;'E,\_j(M;) = E,_j(M}) \[Ou—; " E,—;(M}) se cumple por teorema espectral (cf. (105)) y
dado que el operador acotado \/QT_j‘lE,,_ (M) conmuta con las proyecciones E,_;(M;) para todo
[ =0,...,jy para cualquier conjuntos Borel medibles M;, M; C R por Definicién 22.(u1), con-
cluimos de la Ecuacion (151) y el Lema 4 que w,,_j_; := \/QT_j‘lzn_ j-1 también reduce al espacio
Gi,_,...i,- Ahora la Definicion 22.(vi) nos permite aplicar el Lema 2. Entonces, médulo equivalencia

unitaria, G;, ;..;, s€ descompone en la suma ortogonal de subespacios de Hilbert idénticos
(155) G jpoin = @ (Girjorin Gir ik = (Gl i

y la Ecuacién (103) implica

(156) Wi jot (i i)k = NG =1 (hi ket

donde (h,_;...i.)k € (Gi,_,....i)k-
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Ahora consideremos la funcién acotada medible dada por
f : [0,00) — R, f(l) = qin—j+"'+i" \/ZX(q—Z(in_j+~-+in)+2’q—Z(in_j+~-+in)](t).

Se sigue de (150) que f(Q,-j) = A, sobre G, ._i,_,.i, = G1...10- Ademas, la restriccion de VO,- j‘l
aGi, ,....in1.i, dalugar a un operador acotado el cual conmuta obviamente con f(Q,-;). De la Defini-

cién 22.(1v), obtenemos sobre G;, .. que

wesin—15In

(157) AnWZ_j_lwn—j—l = f(Qn—j)Z:;_j_lQ;ljZn—j—l c ZZ_j_lQ;;—ljZn—j—lf(Qn—j) = WZ_j_lwn—j—lAn-

Como es bien sabido, (157) implica que los espacios propios (G, ;....., x de WZ_j_1Wn— j—1 correspon-
dientes a los valores propios g~ — 1 se reducen por A, ya que para todo (Riy_joi)k € (G Dk SE

cumple
W:_j_1Wn—j—lAn(hi,l,,-,...,in)k = AnWZ_j_lwn—j—l(hin,, ..... Wk = (q‘zk - 1)An(hi,l,j,..4,in)k-

De esta manera, A,(h;,_,...;, )« pertenece nuevamente a (Gi,_;....i, k- Ademas usando el hecho que

..... in
AW,_j—1 Cwy,_j1A, como en (157), se obtiene de (156) que
(158)
c= k-1 c= k-1
An(hi,l,j,...,in)k = ElﬁAan_j_l(hin,j ..... i1 = ngl\/ﬁwn_j_]An(hin,j ..... i1 = (An(hin,j,...,i,l)l)k
para todo (h;,_; ...k € (Gi,_,...i,)x- Luego la accion de A, sobre G;, ., estd completamente deter-
minada por su restriccion a (G;,_....i,)1 = (Gi,_,....., k- Por un ligero abuso de notacion, denotaremos

esta restriccion nuevamente por A,,.

Jin 10- Cambiando en

.....

Recordamos que todos los G, _.....;, son isomorfos, es decir, G;, ..., = Gi

(155) el indice de la suma k por i,_;i, definiendo G;, . ,i,_..i, = Gijoi)in i Y Pinjtinjuin *=

(hi,_;....in)i;.» ODtenemos que G, . ..., = (G1...1.0)1 = G1.1...10- En esta notacion y aplicando
(156), (150) y (158), la accion de z,—j—1 = /Q,-jwn—j-1 puede ser escrita como

— — —2ip_j —(ip—jttin)
Zn—jt Py i jooin = N = jWnjot Wiy i = A4 = L g7 (AR -

Ademas, el mismo célculo que nos conduce a (150) muestra que (153) se satisface. Es claro que
al tomar la clausura de Q,_;_; de (153) da lugar a un operador autoadjunto. Esto finaliza los pasos

1)-3) del proceso de induccion.

Abhora fijemos i,_j,...,i, y k € N. De (153), podemos concluir que la restricciéon de Q,,_;_; a
i i =(Gi . i) esta dada por g 2k+in-it*i) A2 en particular
stn—jseeestn n—js+stn p q n p
P11y, .0 = @5 Sp(AD) @ [q K gk,

y g~ 2kFin-j++i)*+2 ng es un valor propio. Entonces

=2(ktip—j+e+in)+2 —2(k+iy_ j+-+iy
(159) Ghin iy © Enejr (g2t | g2t G,
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donde E,_;_; denota la medida espectral de la Definicion 22.(m). Dado que

(q—Z(k+i,,,j+---+i,l)+2 , q—Z(k+i,,,j+---+i,,)] N (q—2(1+i,,,_/-+---+i,1)+2 , q—2(l+i,1,j+---+i,,)] =0

para todo k, [ € N tal que k # [, tenemos
(160) gin,j,...,in = k%gk’in—ja---»in C k%En_j_l((q—Z(k+in—j+‘..+in)+2 , q—2(k+in,j+...+in)])ginij’m’in - gin,j,...,in )
De (159) y (160), se sigue que

(161) gk,in,j,_,.,in — En_j_l((q—Z(k+l‘nfj+---+in)+2 , q_Z(k+i"7j+m+iﬂ)])gin,j,...,ina
y ahora insertando (151) en (161), deducimos que (154).

Finalmente, como A w € Gi,_j....i,» las acciones z,_j, ..., 2,y Qu—js - . . O, estan dadas por

In—j—1skn—jre-osl

(148)—(150), actuando solamente sobre los indices i,j, .. ., i,. Esto completa el paso de induccion.

Nos resta mostrar que las representaciones del Teorema 17 son bien comportadas. Calculos
directos nos muestran que los operadores satisfacen las relaciones de la Definicion 21 sobre D. Del
teorema espectral, se sigue que D es un nicleo para Q;, |z;| y |2}, y de esta forma también para z;
y Zj, paratodo j = 1,...,n. Luego, la Definicion 22.(ur) se sigue de (151). Lo anterior, junto con

el hecho de que el operador A, actuando sobre G; 1 es el mismo para todo Q;, implica también

.....

la Definicion 22.(mr). De las férmulas en el Teorema 17, es obvio que los espacios de Hilbert G;,

----- In

se reducen por las acciones de los operadores autoadjuntos Oy, |z;1 y |23 y que las restricciones

de estos operadores a G;, son acotados y conmutan. Usando el teorema espectral, facilmente

----- In

observamos que dom(lz}‘.l) = dom(|z;]) y ademds

dom(lzjh={ & @ h;

[1yeees in—IEN illez SR in—leN inEZ

Como [||z;[ f(Qi) hi....i, | = 1@zl iy, | < Nflleo NNzl iy, |l, podemos concluir que

.....

dom(f(Qx)z;) = dom(lz;]) € dom(|z;[ f(Qx)) = dom(z;f(Q))

y andlogamente dom( f(Qk)zj.) - dom(z’; f(Q)) para todo j, k € {1,...,n} y para toda funcidén
medible acotada f sobre [0, o). Las relaciones de la Definicién 22.(1v) pueden ser ahora verificadas

directamente aplicando ambos lados a vectores & € dom(|z;|). Similarmente, usando

Deducimos que dom(+/Q}:17'z;) = dom(z; /017" = dom(|z;| \/Oj+17") y que las ecuaciones de
operadores dadas en la Definicion 22.(vi) se satisfacen. Por tltimo, z,, es un operador g-normal por

la Proposicion 11. O
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2. (C#*-algebra de funciones.

Nuestro objetivo ahora serd definir una C*-algebra Co(CY) de funciones continuas que se anulen
al infinito sobre el plano complejo cudntico n-dimensional. Como fue hecho en los dos capitulos
anteriores (ver también [4] y [6]), el primer paso es realizar las representaciones sobre un L,-espacio

tal que los operadores autoadjuntos Qy y |z;| actiian como operadores multiplicacion.

TeorEMA 18. Las *-representaciones de O(Cy) en el Teorema 17 son unitariamente equivalentes
a una suma directa de representaciones de la siguiente forma: Hagamos I, :== {g™" : m € N}
ademds sea X,y := I’;_l X [0,00) = I, X ... X 1, X [0, 00). Sea v una medida de Borel g-invariante
sobre [0, ), es decir, v(gM) = v(M) para todo conjunto de Borel M C [0, o). Consideremos la
medida producto i == 6 ® --- ® 0 ® v sobre X, donde 6 denota la medida de conteo sobre 1,, y
definamos Dy := {f € Ly(Xg, 1) : supp(f) C I}~ x (0, 0) es compacto}. Para k € {1,...,n}, los

operadores 71, . .., 7, actian sobre h € Dy por
(162) Zk+1:~~-:Zn:0 Si k <n,
(163) (@h)(t1, ... o1, 1) = gy Wty - . B, i),

(164) (TP, sty s ty) = \/(qtj)z =1ty tih(ty, .. gty oy 1), J<k.

DemosTrRACION. Es suficiente asumir que k = n, los otros casos se siguen al considerar z;,; =
... = zy = 0y reemplazando n por k. Dada una representacion de O(CY) sobre H,,, observamos que
Z, actia sobre

@ gil,...,in_l,j = @ gl ..... 1’1 = 7(
JEZ

JEZ
como un operador g-normal. Ha sido mostrado en el Teorema 7 (ver también [4, Teorema 2.3])
que la representacién de z, = Ul|z,| sobre K es unitariamente equivalente a una suma directa de
representaciones sobre £([0, c0), v) = K las cuales satisfacen

(165) (Izal )(®) = £ (D), UH© = f(q1), (@)D = qtf(q1),

donde v denota una medida de Borel g-invariante sobre [0, o). Notar que la g-invarianza de v
implica el aspecto unitario de U. Ademas, G, ;; puede ser tomado como Lo(g, ¢/, v) y el
isomorfismo G, 1 ; = Gi..1, corresponde a la restriccién de U J a este subespacio, es decir, para

todo j € Z, la aplicacién U’ : L((¢/*!, ¢/1),v) — L»((g, 1), v) es un isomorfismo unitario.

Dado que 1, es un conjunto contable discreto y ¢ es la medida de contar, obtenemos un iso-
morfismo unitario explicito £,(/,,0) = {»(N) al escoger la base ortonormal {y,, : m € N} de
L>(1,,6), donde y,, := x4, denota la funcion caracteristica del conjunto unitario {¢g~"}. El opera-
dor § : Ly(1,,0) — Ly(1,,6) dado por (S f)(?) := f(qt) se convierte sobre los elementos de la base
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en el operador desplazamiento o shift
(166) (SXm)(t) = X{q”"}(qt) = X{q”"’l}(t) = Xm+1 (t)

Ademas, {y,, : m € N} es una base de vectores propios del operador multiplicacién T, donde
T, : Lry(,,06) = Lx(1,,0), (Tf)() = (1) f(t) para todo ¢ : I, — C. Mds precisamente,

(167) (Toxm)®) = O x 1) = ©(g"" W1 (1) = (g™ Wm(D),

ya que el soporte de y,, es el conjunto unitario {g~"}. Luego tenemos la siguiente equivalencia

unitaria entre espacios de Hilbert,

H,= & DG = D (% Gi..1j) = LN - - - BLMN) @K

[T in_leN inEZ i1,...,in_]EN JE
(n—1)-veces
= LZ(Iq’ 6)® e ®£2(Iq’ 6)®£2([09 OO), V)
(168) = Lo, % X1, % [0,00),6 @ @@ V) = Lo(Xyn 1),

donde
gil,---ain—lvin E)(il ® T ®Xin—l ® £2((qin+1’ qin])s V) = ‘£2((q’ 1])’ V),

y el dltimo isomorfismo es obtenido al multiplicar las funciones del producto tensorial algebraico.

(169) (all)(®) = Auh(t) = ths),
como en (165) y el parrafo siguiente a este, el isomorfismo unitario (168) esta determinado por
(170) Givvinrin D iy i v XX U h =1l i € Lr(Xyn, 1)
y las acciones de zj, . ..,z, en (163) y (164) (con k = n) se traducen sobre £,(X,,, 1) como sigue:
@altiy, iy i) (005 s Bt 1) = 20(i (0) == X, (e )(U ™ B)(2,))
= qtaxiy (1) X, (ha-))(U ") (gt)
= q"xi (1) i, () U™ (2,h(8,))

= "X (1) X, () U™ AL (1,))

= qln (Anh)il,...,i,,_l,in—l(tl’ s In—1, tn)’

donde hemos usado (170) en la primera y la dltima igualdad, (165) en la segunda y tercera, y (169)

en la cuatra. Andlogamente, aplicando de manera adicional (166) y (167), las formulas de (164) se
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convierten en

(Zjilil,..A,ij,...,i,,_l,i,l)(tla coos s e ety 1) = (@) = Lt jar -ty (1) -+ xiy (gt ) -+ i, ) (U H)(1,)
=xi () - ({J(qt))*— lXij+1(tj)) e (ln—l)(in,l(fn—l))(qi" U_in(tni;l(tn)))

= g 2= 1 g e i (1) (1) X () U (A())

Finalmente reemplazando el ultimo indice i, por —i,, se muestra que las representaciones dadas en

(162)—(164) son unitariamente equivalentes a las representaciones dadas en el Teorema 17.

Para finalizar la prueba, nos queda por mostrar que el dominio D, del Teorema 18 es isomorfo
al D, del Teorema 17. Esto puede ser ficilmente visto observando que

Qil,...,in,l,in = {th—i. Ix..X{g in-1}x(gin*1, gin] * fe LZ(Xq,n’/J)}’

Y SUPP(f Tyt jxxtg-int jxigins1 gy ) © g7 X oo X {g7 '} X [¢"*', ¢"] es compacto. Ademds, si
f €D, c LyX,,), susoporte estd contenido en una union finita de tales conjuntos. i

Como un procedimiento andlogo al expuesto en los capitulos anteriores, la idea basica detras
de la definicion de Co(CY) es asociar una *-dlgebra de operadores acotados a las *-representaciones
bien comportadas de O(CZ) tal que su contraparte cldsica sea densa en Cy(C"). Al tomar sumas
directas y al aplicar el Teorema 18, no existe pérdida de generalidad si consideramos solamente

representaciones sobre £5(X, x, #) como las descritas en (162)—(164).

Nuestro punto de inicio es la descomposicion polar z; = S;|z;|, donde S; y |z;| actian sobre
Dn - LZ(Xq,na ,Ll) por

(171) (S, 11y sty t) = Bl oGl ty)s = Loum,
(172) (zal )1, tamrs 1) = G h(E o B, T),
(173) (|Zj|]’l)(l1,...,fj,...,tn) :XIq(tj) l‘? - ll'j+1 ‘"lnh(tl,...,tj,...,tn), j<n.

Aqui estamos considerando la funcion caracteristica y, tal que el valor )(,q(qktj) \(gkt;)? = 1 per-
manece bien definido para todo k € Z y todo ¢; € I,. Obviamente, |zi],...,|z,| son operadores
simétricos que conmutan sobre D,. Para cualquier polinomio p € C[Xj,...,X,], la accién de

p(lz1l, ..., |zu|) sobre D, esta dada por multiplicacién con la funcidn continua

(174) Pty s ty) := ply, (1) m—1tt,,... ,X,q(tn_l),/tg_l —1t,,1,) € C(X,).

Como las funciones en D, tienen soporte compacto, la acciéon de p sobre D, estd bien definida

y deja a D,, invariante. Recordemos que U en (165) es un operador unitario y S en (166) actia
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como un desplazamiento unilateral con ker(S*) = x| = xj,1;. Debido a estas observaciones y a la

Ecuacién (171), obtenemos las siguientes relaciones de conmutacién sobre D,

(175) SaSu=8uSa=1 838;=1 §;8;=1-xg@), j<n,
(176) SiSk=5SiS, SiSr =88 J#k,
(177) Sjﬁ(fl, ...,lj,...,tn) = ﬁ(tl,...,qu,...,fn)Sj, j: 1,...,n.

Las relaciones restantes se obtienen al tomar adjuntos. Notar que 1 — y,-1,(¢;) pertence a C(X,,,).
Para simplificar la notacion, para / € Z hacemos

GH s', 120,
T s, 1<o0.

Luego, usando las relaciones (174) — (177), se muestra que la accién de cualquier polinomio
p(zi,...,2,) sobre D, puede ser escrita como

(178) Pl 2) = Y Pray (e t)ST ST e C(Xy )

finito

Las ecuaciones (174) y (178) seran la principal motivacion para la definicién de CO(CZ). Para
explicar esto, recordemos y resumamos el caso clasico. La descomposicion polar z; = S |z;| corres-
ponde a la representacion de Euler z; = e |z;| de un nimero complejo z; € C. Dados [y, ...,1, € Z
Y fi,..., € CR}), donde R, := [0, 00), la asignacion

(179) C" 3 @ zl....e"z) — finlzil....lz)e"" e eC

.....

i0; ... ailnth

define un elemento en Co(C") si y solo si la funcién f;, ..., (|21, ., 0, ..., |z,]) 19 e e no

dependende 0y f;, .1, € Co(R"). De esta forma necesitamos que

.....

(180) ﬁ] ..... Ljserns l,,(|Z1|7 ceey 0’ ceey |Zn|) = O para lj * 0

Por otro lado, tenemos por el Teorema 9 (Stone-Weierstra3) que las funciones complejas en (179)

------

razon, tomaremos operadores andlogos a los obtenidos de las representaciones en el Teorema 18

como generadores de CO(C’;).

Retornando al caso no conmutativo, dado f € Cy(R"}), podemos interpretar al operador acotado

mi(f) actuando sobre L5(X, x, #) por multiplicacion con la funcién

(181) TRt ooy thy s 1) 1= F(B = 1t iy A2 — 111, 1,0,...,0),

como una representacion de f(|zi,. .., |z.]), ver (174). Para k = 0, definimos my(f) € B(C) = C por

(182) mo(H)(t, ... ty) == f(O, ..., 0).
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Ademds, para todo h € L,(X,, 1), hacemos
(183)  W(SPIlr ooty 1) = Bt sl 8)s j<ky m(S)=0, j>k,

y ﬂk(S]’.") := m(S;)". Finalmente para todo [y,...,l, € Z'y f;, ., € Co(R}) que satisfacen (180),

.....

definimos

(184) we(fir ST ST = () (S P (S )

Notamos que bajo la condicion (180), (S ;) = 0 para j > k es consistente con (181) y (182).

Ahora recordamos que una C*-algebra generada por operadores de multiplicacion sobre un L,-
espacio no depende de la medida, sino solamente del soporte de esta. De forma mas precisa, asu-
miendo que u; es una medida de Borel sobre subconjuntos cerrados X; C Ry que Y; := supp(u;),
se tiene que la C*-dlgebra generada por una familia de operadores multiplicacién {n(f,) : @ € J},
donde f, € Co(X; X - X X)) y

(L) (X1 ey X1) 1= [o(X1y s X)R(X, ooy X)), h € LX) X X Xpy 1 @ -+ @ y),

es isomorfa a Cy(Y; X ... X ¥;) si y solo si la familia {f, : @ € J} separa los puntos de Y; X ... X ;.
Entonces para obtener algo similar a una C*-4lgebra universal (cf. [4] y [6]), nosotros debemos

asumir que la medida v en el Teorema 18 satisface supp(v) = [0, 00).

Finalmente, recordamos que las representaciones de O(C’;) en el Teorema 17 se descompo-
nen en una suma ortogonal de representaciones sobre ker(|zx|) y ker(|z])*. Ademas, el operador
|lzx| es invertible sobre D, C ker(|zx|)*. Estas representaciones pueden ser interpretadas como fun-
ciones representadas sobre conjuntos disjuntos {(zy, ...,z) € C : zx = 0} = C;~! x {0} asi como
{@1,nz) € Ch : 7 # 0} = C; \ (Ci™' x {0}). Por lo tanto, para obtener una C*-dlgebra que
represente a las funciones continuas sobre todo el plano cuéantico C”, debemos considerar la suma
ortogonal 1y @ 11 @ ... ® 7.

DEFINICION 23. Sea v una medida de Borel g-invariante sobre [0, o) tal que v((g,1]) < oo
y supp(v) = [0,00). Para k = 1,...,n, denotemos por Hy = Ly(X 1) al espacio de Hilbert
dado en el Teorema 18 y hagamos Hy = C. La C*-dlgebra Co(C}) de funciones continuas que
se anulan en el infinito sobre el plano complejo cudntico n-dimensional, es la C*-subdlgebra de

B(Hy® ...® H,) generada por el conjunto de operadores

..........

.....
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Como en Teorema 16, se pudo haber dado una definicion equivalente al considerar una Unica

representacion sobre L,(R’}, i), donde
/.l:50@"'@60+V®5o®"'®6o+5®V®6o®"'®60+...+5®"'®6®V,

y 0 denotard la extesion de la medida de conteo sobre I, al intervalo [0, c0). Sin embargo, las
férmulas para la representacion habridn sido mas complicadas. Estas hubiesen involucrado varias
funciones caracteristica en los argumentos de las funciones f;, ;. ., ver Ecuacion (134) en la
Definicion 20. El objetivo siguiente seria someter la C*-dlgebra Co(C}) al mismo anélisis detallado
como fue hecho para Co(C,) en el Capitulo 2, pero esto queda como un proyecto posterior al

presente trabajo de tesis.
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