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Glosario de simbolos

Antes de empezar demos las notaciones que aparecen por primera vez en cada

capitulo.

Cabe mencionar que en este trabajo todas las variables aleatorias gaussianas
tienen media cero, a menos que se especifique lo contrario.

En todos los capitulos utilizamos las letras A, B, ... para las particiones de T’
y { A, }nen denotard una sucesién de particiones de T'.

Capitulo
(Q,F,P)
L2(Qa~r7 P)

Nn
4]
A(4)

d(y,U)

Capitulo
p(A)

R+

7+

7-

B(t,r)

Capitulo
T+ T,

Espacio de probabilidad.

El conjunto de todas las variables aleatorias X con segundo mo-
mento finito (E[X?] < 00).

Paran =0, Ny = 1 y para toda n € N; N,, = 22",

Cardinalidad de un conjunto A.

El didmetro de A: para A C X con (X, d) un espacio métrico se de-

fine A(A) = sup {d(z,y)}. En caso de ser necesario se especificard
z,y€A
la distancia utilizada.

La distancia de un punto y a un conjunto U: d(y,U) = ﬁég{d@’ u)},
con U C Xy (X,d) espacio métrico.

La potencia de A; todos los subconjuntos de un conjunto A.
Los reales positivos.

Los enteros no negativos.

Los enteros negativos.

La bola con centro en t € X y radio r > 0, con (X, d) espacio
métrico.

Suma de conjuntos 71y To: Ty + Ty = {t1 + to;t1 € Ty y tg €
T>}, donde Ty, T, C T y T es un espacio vectorial.
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Capitulo :

lOO

[[#]]oo

[]

La coleccion de todas las sucesiones reales {x, },en tales que
o

> |z,[P < 00 (1 < p < 00). En particular nos concentraremos
n=0
en /! y 2. En ¢ usamos la distancia inducida por la norma

usual.
o0

La norma en ¢! de un elemento ¢t € ¢*, ||ty = > |t,] < oo.
n=0

s 1
La norma en ¢? de un elemento t € (2, [[t|y = (Z |15n|2)2 <

n=0
Q.

La coleccién de todas las sucesiones reales acotadas (recorde-
mos que [, 1% C [*®).

La norma en [*° de un elemento t € £*°, ||t||oo = sup{|t.|}.
neN

El techo de x, con z € R, [z] = min{k € Z;x < k}.



Introduccion

En su libro The Generic Chaining publicado en el afio 2005, Michel Pierre
Talagrand intentaba resolver un problema que denominé la Conjetura de Ber-
noulli. Talagrand ofrecia 5,000 délares como premio para la persona que lo
resolviera. En el ano 2013 Rafat Latata, basandose en un trabajo de Witold

Bednorz, dio solucién a este problema. Esta fue publicada a mediados del afio
2014.

Empezamos esta tesis estudiando cémo acotar un proceso gaussiano. Para po-
derlo acotar es necesario usar la condicion de Dudley [3], el cual estudiamos en
el capitulo 1.

La condiciéon de Dudley fue presentada por Richard M. Dudley en 1967. El
objetivo entonces del primer capitulo es encontrar una cota superior de un pro-
ceso gaussiano. Todo esto se reduce a un teorema denominado el Teorema de
medidas mayorizantes.

El Teorema de medidas mayorizantes nos llevd a estudiar un nuevo objeto
matematico, a saber, las sucesiones admisibles, el cual a su vez nos permitié
estudiar unas funcionales especiales. Asi, en el capitulo 2 nos dedicamos a es-
tudiar dichas funcionales y encontrar una manera mas efectiva de acotar los
procesos gaussianos. Demostramos en este capitulo (capitulo 2) un teorema
que denominamos el Teorema de Talagrand. Este teorema nos da otra cota
superior para los procesos gaussianos.

El Teorema de Talagrand tiene como consecuencias resultados que se aplican a
los espacios de Banach y a la solucién débil de un problema abierto que Michel
Talagrand bautiz6é como la Conjetura de Bernoulli. Este era precisamente el
objetivo de este trabajo cuando iniciamos, probar la conjetura débil de Ber-
noulli. Sin embargo, después nos percatamos de que Talagrand habia publicado
un libro a finales del afio 2014 [10] en donde mencionaba que la Conjetura de
Bernoulli habia sido resuelta. Entonces decidimos analizar la demostracién de
dicha conjetura.

Expliquemos grosso modo qué haremos en cada capitulo.



Capitulo 1:

Nuestro objetivo en el capitulo 1 es encontrar una cota superior para los pro-
cesos estocasticos gaussianos, bajo la hipétesis de que E(X;) = 0 para toda
t € T, donde {X;}er es un proceso estocastico gaussiano y (7', d) es un espa-
cio métrico con la distancia d dada por:

para s,t € T, d(s,t) = [E(Xs — Xt)2]%. (1)

La cota encontrada es el Teorema de medidas mayorizantes.

Capitulo 2:

En este capitulo introduciremos el concepto de funcional y demostraremos el

Teorema de Talagrand (Teorema [6)). Este teorema encuentra una cota para la

cantidad E[sup X;] que solo depende de una funcional, es decir, no necesitamos
teT

sucesiones admisibles.

Para este capitulo supondremos que 1" es totalmente acotado, esto es:

En el espacio métrico (T,d), para toda € > 0 existen k € Ny tq,....tx € T tales
que

Tc | Be). (2)
1<i<k
. Qué dice la Conjetura de Bernoulli? y jqué tiene que ver con el Teorema de
medidas mayorizantes y el Teorema de Talagrand?.
Respondamos la primera pregunta.

Definiciéon 1. Decimos que € es una variable aleatoria Rademacher si

Definicién 2. Sean §) # T C (? y {€;}ien una sucesion de variables aleatorias
Rademacher independientes. {X;}ier es un proceso estocastico Radema-
cher si para cadat €T, X; = Ztiq.

ieN

Para T' C ¢? definimos el proceso estocéastico Rademacher como {Xi}ier. Luego
definimos

b(T) = Elsup » _ t;e]. (3)
tel ieN
Notemos que si en la cantidad anterior consideramos sumas finitas obtenemos
que E[>""  tie;] = >0, t;E[e;] = 0 pues la esperanza es lineal y E[¢;] = 0 para
cada i = 1,...,n. Podemos observar también de la definicién de b(7T) en (3))
que



n n
VCL?“( Z tiﬁl) = Z t?,
i=1 i=1
asi que, si t € T C (? entonces 3 ,cn13 < 00, por lo que nuestro proceso es
cuadrado integrable.

Por el Teorema de medidas mayorizantes 2 (de la seccién A.1 del apéndice) la
esperanza de los procesos gaussianos es acotada (por arriba y por abajo). El
resultado que se prueba en este trabajo es analogo para procesos Rademacher
ponderados por variables gaussianas. Para formalizar esta idea damos la si-
guiente definicién e inmediatamente después escribiremos el Teorema principal
que queremos demostrar.

Sea {¢;}ien una sucesion de variables aleatorias normales estdndar indepen-
dientes. Definimos

g(T) =E[sup)_tigi].

teT jeN
La Conjetura decia.

Teorema 1. Bednorz - Latala (BL). Sea ) # T C (2. Supongamos que
b(T) < oo. Entonces existen conjuntos §) # Ty, Ty C £* y una constante L > 0
tales que:

1. T C T1 + T2 Y
2. sup y_ |t;] <L(T) y g(Ty) < Lb(T)

teT jeN

Capitulo 3:

Respondamos la segunda pregunta.

Un resultado que se deriva del Teorema de Talagrand y del Teorema de las me-
didas mayorizantes es el Corolario |8}, este resultado es usado en la demostracion
del Lema de particiones ([2], teorema 3.1), lema que cobrard gran importancia
en esta teoria y es esencial para la Conjetura.

El Teorema de las medidas mayorizantes también se usa en la demostracion de
la Conjetura de Bernoulli.

Capitulo 4:

El Objetivo en los capitulos 4 y 5 es construir las hipotesis del Lema de particio-
nes. Introduciremos unas funciones llamadas funciones por pedazos (chopping
maps), que nos ayudaran a construir a las funcionales F(J,u, k, j). Daremos
varias proposiciones que involucran a estas funcionales lo que nos ayudara a
demostrar un lema muy importante en el capitulo 5.



Capitulo 5:

En este capitulo demostramos el Lema 2 de descomposicion que consiste en
encontrar una sucesion admisible de particiones que cumple las hipotesis del
Lema 5l En la demostracion del lema usamos todas las herramientas que de-
mostramos en el capitulo 4. En la segunda parte del capitulo escribimos la
demostracion del T'eorema BL.

Finalmente hablamos de la Conjetura de Bernoulli para un espacio normado
en general y damos algunos resultados del T'eorema BL.

El material discutido en este trabajo aparece principalmente en los libros [9] y
[7] y articulos [2], [1] v [6].



Capitulo 1

Encadenamiento Genérico

El objetivo en este capitulo es demostrar el Teorema de medidas mayorizantes.
Definiremos un proceso gaussiano y veremos que estos procesos satisfacen la
condicién de Dudley (Teorema . Buscamos encontrar una cota superior para
la siguiente cantidad,
E[sup X, (1.1)
teT
donde { X }ier es un proceso gaussiano.
T no necesariamente es finito, de hecho, T puede ser no numerable. Para esto

definiremos E[sup X;] como
teT

E[sup X;| = sup{Esup{X;}; FF C T, F finito}. (1.2)
teT teF
Definicién 3. Una variable aleatoria real X en Lo(Q2, F, P) con media igual

a 0 tiene distribucion gaussiana o normal en R, si para toda v € R su funcion
de densidad f estd dada por

flx) = e 207, (1.3)

donde 0 < 0 < 0.

Definicién 4. Un proceso estocdastico { X, her es un proceso estocastico
tfte

gaussiano (con T un espacio métrico) si para cualquier coleccion finita ty, ...t, €

Ty para cualesquiera nimeros reales ay, ..., an, la variable 375y a; Xy, tiene dis-

tribucion gaussiana.

Definicién 5. Decimos que un proceso estocdstico {X;her es simétrico si
{Xi}ter y {—Xi}ier tienen la misma distribucion.

13



14 CAPITULO 1. ENCADENAMIENTO GENERICO

En esta seccion trabajamos con procesos estocasticos gaussianos simétricos.
En general, para un proceso estécastico simétrico se tiene la siguiente propie-

dad:

Observaciéon 1. Sea {X;}ier un proceso estocdstico simétrico. Entonces para
cada s € T se tiene que E{X,} = 0.

Demostracion. Como {X,;}er un proceso estocdstico simétrico, entonces
E{X,} = —“E{X.,},

y esto pasa si y solo si E{X;} = 0, pues ya sabemos que la esperanza de X,
existe y es finita. m

1.1. Condicién de Dudley

En esta seccién demostraremos la Condicién de entropia de Dudley (que lla-
mamos Condicién de Dudley). La idea de la demostracion se basa en la funcién
generadora de momentos de una variable aleatoria gaussiana.

Proposicién 1.1. Desigualdades de Chernoff. Sean X una variable alea-
toria y a > 0, entonces

P(X >a) <e™M(t), para todat >0 y
P(X <a) <e™M(t), para toda 0 < t,

donde M es la funcion generadora de momentos de la variable aleatoria.
La prueba de la proposicién anterior se encuentra en la pagina 416 de [g].

Teorema 2. Condicién de Dudley. Sea {X,}icr un proceso gaussiano y
(T,d) un espacio métrico con la distancia dada en (1)). Entonces para toda
u > 0 se cumple que

2

P(IX, — Xy > u) < 2¢ 2007 (1.4)

Demostracion. Sea {X;}ier un proceso gaussiano. Como Xy — X, tiene dis-
tribucion gaussiana, entonces para A > 0, (A € R) la funcién generadora de
momentos de X, — X; es

A2

My, —x,(\) = 7 S50, (1.5)
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Por la desigualdad de Chernoff, para u > 0 se tiene que para cada A > 0,

2
P[(X, — X;) > u] < MMy, _x,(\) = M Tde0”, (1.6)
2
Si definimos h(\) = et T4 entonces h tiene un minimo en Ao = — PIETIE
y se sigue que
u2
Pl(Xs — X3) > u] < h(Xg) = e 24602, (1.7)
Como { X, }er es simétrico entonces también se cumple que
w2
Pl—(X, — X;) > u] < h(N\g) = e 24607 (1.8)
/ll/2
y por lo tanto P(| X — X;| > u) < 2e 24607, O

La siguiente proposicién relaciona E[sup X;] con una cantidad que serd maés
teT
facil de acotar.

Proposicion 1.2. Sean {X;}ier un proceso estocdstico y ty en T, entonces

E[sup X;] = E[igg{Xt — Xio}]- (1.9)

teT

Demostracion. Como sup{X; — X;,} = sup{X;} — Xy, entonces
teT teT

E[sup{X; — X, }| = E[ggg{Xt} - Xi| = E[ig’ Xi] — E[X],

teT

pero en particular para ty € T, E[X;,] = 0 (por la Observacién , por lo tanto
E[sup X;| = E[sup{X; — X, }]- O
teT teT

Si definimos Y = sup{X; — X;,}, entonces Y > 0, y por lo tanto
teT

ElY] = /Ow P(Y > z)dz. (1.10)

Luego, como queremos acotar (1.1]), por (1.9)) y (1.10]) todo se reduce a acotar

la siguiente cantidad,
para u > 0, con u € R,

P(sup{X; — Xy, } > u). (1.11)

teT

Ahora nuestro objetivo es acotar la cantidad dada en (|1.11)), lo que nos motiva
a hacer la siguiente observacion.
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Observacién 2. Sea {X,;}ier un proceso estocdstico. Xy — Xy, t € T se puede
escribir de manera telescopica como

k
Xi— Xio =D (Xooiy — X)) (1.12)

n=1
donde mo(t) = to y mi(t) = t.

Sea Ty = {to}, asi Ty C T. Consideremos ahora Ty C T, con Ty # () y con al
menos k elementos. Sea k € N cualquiera y tomemos {m(t),...,m(t)} C T,
as{ tenemos la suma telescopica X; — Xy = X (1) — Xpor) + Xo) — Xmyp) +
oo+ Xoow) — Xa (1) Y separamos los indices en Ty y 1.

En la observacion , si 7,(t) es una sucesién que converge a t, por continuidad
de los procesos gaussianos X, ) converge a Xy, es este caso escribiremos

[e.9]

Xp— Xy = Z (Xrntt) = Xrni () (1.13)

n=1

Si resulta que m,(t) = ¢ para algin n € N, entonces la suma de la ecuacién
es finita. En ambos casos, decimos que hemos dado una descomposicién
a X; — X;, para cada t € T a través de la sucesion (o cadena) {m,(t)}nen. A
este proceso se le llama encadenamiento genérico.

Observemos que la suma telescopica tanto de la ecuaciéon como la de

(1.13) dependen de t y t.

Nota 1. Otra manera de ver la observacién@ es la siguiente. Sea t € T (fijo).
Supongamos que m,(t) = t para algin m € N . Luego, para 0 < n < m,
consideremos T,, C T tal que m,(t) € T, y |T,,| < N,. Asi, escribimos la suma
telescopica (definiendo mo(t) = to)

Xi =Xy = Xo) = Xno) + Xo) — X+ + Xepoo — X1 0)

= > Xy = Xrooat)-
n=1

Si suponemos que nh—>r20 m(t) = t, el mismo proceso funciona para la suma en
[1.15). En este caso |T,| tiende a infinito cuando n tiende a infinito.
Por otro lado, como |Ty| = Ny = 1, entonces d(t,Ty) = d(t,tg). Como estamos
suponiendo que T,(t) es una aproximacion de t podemos suponer que para n €
N, también pasa que

d(t,m,(t)) = d(t,T,) (1.14)
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La ventaja de las igualdades dadas en y , es que al descomponer a
Xy — Xy, el trabajo se reduce a trabajar con X7, ) — Xx,_ () que mas adelante
se iran escogiendo con ciertas propiedades.

Trabajemos entonces con X ) — Xx,_ ) en la siguiente proposicion.

n—l(

Proposicion 1.3. Sea { X; et un proceso gaussiano. Supongamos que m,—1(t) #
mn(t), para toda n € N. Para u > 0 se tiene que

22n71

P(| Xty = X 1] = u22d(7,(t), T (1)) < 2e7 (1.15)

Demostracion. Como m,_1(t) # m,(t), entonces d(m,(t), m,_1(t)) > 0. Luego,
del hecho que u > 0 se sigue que u22d(m,(t), m,_1(t)) > 0. Como {X,;}ier es
un proceso gaussiano, por el Teorema [2] se tiene que para X, ) — Xr, 1) ¥
w23 d(m, (t), m_1(t)) > 0,

w2 d(rn (0) 1 ()2
9p 2d(rn(t)mp_1(6)?

IN

P[|X7rn(t) - Xﬂ'n—l(t)| > UZ%d(WN(t>a 71—n—l(t))]

_ 2 29n—1
< 2eTWT

En lo que sigue supondremos que 7, _1(t) # m,(t), para toda n € N.

Corolario 1. Sean {T,},>0 una familia de subconjuntos de T tales que |T,,| <
N, ym,(t) € T, para todat € T y ) el espacio de estados del proceso gaussiano
{Xi}ier. Si definimos a €2, como el evento

Q= {w € GV > 1LVt € T, | Xp, (W) = X,y ()] < 123 d(mn(t), muor (1)}

entonces P(€5) < 3,512 92" gt

Si denotamos p(u) = 3,51 2- 22" e~%*2""" entonces en la proposicién anterior
obtenemos que P () < p(u).

Demostracion. Como
Q2 = {1 Xnui) = X | > w23 d(ma(t), w1 (1)
n>1
entonces

P() < 3 P({IXnty = Xroso] > u28d(ma(t), 70 1(1))}). (1.16)

n>1

Los sumandos que aparecen en esta tltima ecuacion dependen de 7, (t), m,_1(t),
n € N. Como la cardinalidad de cada T}, es menor o igual que N,,, entonces el
numero de pares posibles esta acotado por N, N, _1, pero
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NN, <27 (1.17

(pues NnNn 23.2n71 24-27171 22n+1) ASI apllcando . o 16
usando (1.17) se sigue que P(Q22) < > 2- 92+ —u2an-1 (L.16

n>1

~—

[«

No olvidemos que queremos acotar ([1.1)). El siguiente corolario nos acerca més
al objetivo.

Corolario 2. Sea {X;}ier un proceso estocdstico gaussiano. Supongamos que
para cada u > 0,u € R y para cadan >0, Xy o) — Xr,_ 1) € Qu.
Definimos S = sup{» 23 d(m,(t), Tu_1(t))}. Entonces

€T p>1

P(sup | X; — Xy| > uS) < p(u). (1.18)

teT

Cabe mencionar que en los dos corolarios anteriores estamos trabajando con un
proceso gaussiano. Para los procesos gaussianos se vale la condicion de Dudley,
misma que usamos en el Corolario [T}

Demostracion. Como X; — Xy, = 250 (Xr) — X1 ) (ver (1.11) y para
cadan > 0, X5 ) — Xr,_ v € £, entonces

Xt = Xio| <D 1 Xmuy = X ] < D u22d(ma (), M (1),

n>1 n>1

por lo tanto para u > 0. Luego tomando el supremo sobre 7" se sigue que

sup | Xy — Xy | < uS,

teT

donde S es como en el enunciado del corolario. Denotamos como ¥, el evento
= {sup | X; — X;,| < uS}.
teT
Entonces €2, C ¥, lo que implica que V¢ C €. Como
\I/Z = {Sup |Xt — Xto‘ > US},
teT
por el corolario anterior sigue que
P({sup | X, — Xi,| > uS}) = P(¥,) < P(,) < p(u).
te
O

Ya tenemos las herramientas suficientes para acotar superiormente la cantidad
dada en ([1.1]). Esto lo presentamos en la siguiente seccién.
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1.2. Sucesiones Admisibles

Seguiremos trabajando con {X; };er un proceso gaussiano, con (7', d) un espacio
métrico con la distancia dada en (1) (y por lo tanto se cumple la condicién de
Dudley).

Para dar una primera cota superior a la cantidad dada en , demostremos
el siguiente lema.

Lema 1. Sea v2 < u, u € R. Para toda 1 < n se cumple que

u2
5+ 2nt < g2t (1.19)

- Ly . 2 1.
Demostracion. La ecuacion 1-) se tiene porque “7 ot < 2nlgi oy
solamente si 2" < u (2" ' — 1) siy solo si <% 2 iy solosi 2 < u? (pues

1<

2" 1

2t Zi—7)- Notemos que 57— tiene sentido por la hlpote81s dequen>1. 0O

2n—1

Sea {T,}n>0 una familia de subconjuntos de 7', tales que para cada n € N,
T, # 0, |T,| < N, y elegimos 7,(t) € T,, para cada t € T

Proposicion 1.4. Sea {X;}ier un proceso gaussiano con E(X;) = 0 para toda
t €T, entonces existe una constante L > 0, tal que

Efsup X;] < Lsup{>_ 2%d(t, T,)}, (1.20)
teT teT 730

donde L no depende de la familia seleccionada.

- —u2 n 7
Demostracién. Por el lema [1] e—v2"" <ez e 2 i paral <ny V2 < u; ast
2 n
p(u) < Le2 donde L = 3,5, 22" e o

Como E(X;) = 0 para toda t € T, por la Proposicion se tiene que
E[Sup Xt] = ]E[Sujp(Xt — Xto)]-
te

teT
Como

E[sup(X; — Xy,)] = /OOO P(sup(X; — X3,) > x)dx

teT teT

< /OO P(sup | X; — Xy, | > z)dz
0

teT

Si x = uS con S como en el Corolario [2], entonces

/ P(sup | X; — Xy| > x)dx = S/ P(sup | X; — Xy, | > uS)du,
0 0

teT teT



20 CAPITULO 1. ENCADENAMIENTO GENERICO

2
por el Corolario . Del hecho que p(u) < Le™2 para /2 < u, obtenemos que
oo —1/.2
E[sup X;| = E[sup(X; — X3,)] < SL /f ez du
2

teT teT
00 _,2
si Ly = L/ e 2 du, entonces
V2
Elsup X;| < SL;.
teT
Para 0 < u < v/2 tenemos
V2 V2
S/ P(sup | X; — X3, | > w)du < S/ du = SV/?2,
0 teT 0

pues P(sup | X — Xyy| > u) < 1. Como consecuencia tenemos que

Efsup X;] < / (sup | Xy — Xyy| > x)dx < S(Ly + \/5) = SLo,

teT teT

con Ly = Ly + /2.
Por otro lado, por la desigualdad del triangulo

ﬂmﬁ)m4@»<ﬂtm@»+ﬂmm4@»:d@ﬂg+ﬂaﬂ4)

Pero por (L.14)), d(t, m,(t)) = d(t,T,) para toda n > 0 (como discutimos en la
nota (1} ' Luego asi, por la deﬁmclon de S (del Corolario [2)) se sigue que

Elsup X;] < Losup{>_22d(t,T;,)}. (1.21)
teT teT n>0
Notemos que las constantes L, Ly y Ly son mayores que 0. O

Como dijimos al principio de esta capitulo, el objetivo es demostrar el teorema
de medidas mayorizantes. Para la demostraciéon de este teorema uno de los
conceptos mas importantes es el de sucesiones admisibles de particiones.

Definiciéon 6. Dado un conjunto T # (), una sucesiéon admisible de parti-
ciones {A,},>0 en T es una sucesion creciente de particiones de T tales que
|Ao| = No y |Anl < N, para 1 <n.

En la definiciéon anterior consideramos una sucesion creciente de particiones
de T entendidas como familias completas de subconjuntos disjuntos entre si.
Cuando decimos creciente nos referimos a que A, ;1 es un refinamiento de A,
es decir, si B € A, entonces B estd contenido en algin elemento de A,.

La condicién de que |A,| < N, para 1 < n la pedimos tal que la cantidad de
elementos de A,, sea lo més cercano posible a N,, para que tengamos un buen
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refinamiento. Para t € T fijo, denotaremos como A, (t) al inico elemento de
A, que contiene a t.

Teorema 3. Sea {Xi}ier un proceso Gaussiano con E(X;) = 0 para toda
t € T. Entonces para cada sucesion admisible de T existe una constante L > 0,
tal que:

Efsup X;] < Lsup{>_ 22 A(A,(t))}. (1.22)

teT teT n>0

Demostracion. La idea de la demostracion es aplicar la proposicion [1.41 Para
esto vamos a construir la familia de subconjuntos {7, },>0 de T" de la siguiente
manera.

Seant € T'y A, € {A,},>0 la n-ésima particién de una sucesién admisible de
T'. Construyamos 7T, para cada n > 0 tomando un punto en cada elemento de
A, entonces |T,,| < N, pues |A4,| < N,,. Como en particular tomamos un punto
en A,(t), entonces definimos a ese punto como {m,(t)} = T, N A,(t). Luego,
por (L.14), se tiene que d(¢,T,) = d(m,(t),T,). Entonces d(t,T,) < A(A,(1)).
Por lo tanto por la Proposicién (1.4} existe una constante L > 0, tal que

Efsup X,] < Lsup{>_ 25 A(A,(1))}.

tel teT n>0
O
Para demostrar el ultimo teorema necesitamos la siguiente definicién.
Definicién 7. Sean o € Rt y un espacio métrico (T, d). Definimos
Ya(T, d) = inf{sup{ 3" 28 A4, (1))}, (1.23)

tel >0

donde el infimo es tomado sobre todas las sucesiones admisibles de T
Ahora ya estamos listos para demostrar el teorema principal de este capitulo.

Teorema 4. Teorema de las Medidas Mayorizantes. Sea {X;}ier un
proceso gaussiano y sea vo(T,d) como en la definicion @ Entonces existe una
constante L > 0 tal que

E[sup X;| < Lo(T, d). (1.24)

teT

Demostracion. Por el Teorema [3] existe L > 0 tal que

E[sup X;] < Lsup{>_ 25 A(A,(t))},

teT teT n>0
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asi, E[sup X,] es una cota inferior del conjunto {sup{>_ 2« A(A,(t))}} para
teT teT ;>0

cada sucesion admisible de T'. Por lo tanto, de la Deﬁniciéﬁ se sigue (1.24). O

En el siguiente capitulo nos dedicaremos a estudiar a las sucesiones admisibles
para poder dar una mejor cota a E[sup X;].

teT
Comentario 1. ;Como construimos a los conjuntos T,, que se dieron en la
nota [1? El método tradicional de encadenamiento consiste en construir T, tal
que la cantidad

supd(t,T,),

teT

sea mas pequena posible para los subconjuntos T, con |T,| < N,.
Esto define

en(T) = en(T, d) = inf {sup{d(t,T,)}; T, C T y |T,| < N, }.
teT
A e,(T) se le llama nimero de entropia.
Sien(T) = sup{d(t,T,)} o sea cuando el infimo es minimo, entonces obtenemos
teT

el siguiente teorema.

Teorema 5. Condiciéon de entropia de Dudley. Sea {X;}icr un proceso
gaussiano. St E(X;) = 0 para toda t € T, entonces existe una constante L > 0
tal que

Elsup X;] < LY e,(T).

teT n>0

La prueba del Teorema anterior se sigue directamente de la Pmposicién (ver
pagina 12 de [9]). El método de encadenamiento fue inventado por Kolmogorov
(también lo menciona Talagrand en [9]).



Capitulo 2

Funcionales y Sucesiones

Admisibles

El tema central de este capitulo es el Teorema de Talagrand. En la primera
seccién basicamente nos dedicaremos a demostrar el teorema y en la segunda
seccion daremos algunas de sus consecuencias.

2.1. Teorema de Talagrand

En el Teorema M usamos sucesiones admisibles. En esta secciéon nos dedicaremos

a construir tales sucesiones con el objetivo de dar una mejor cota a E[sup X;].
teT

Veremos que esta cota ya no dependera de una sucesion admisible de particiones
sino de una funcional.

Definicién 8. Sea un conjunto T'. Diremos que F' es una funcional en T' si
1. F:p(T)— Rty
2. F es creciente, es decir, para A C B C T entonces F(A) < F(B).

Consideremos un espacio métrico (7', d) (no necesariamente finito) y una suce-
sion decreciente de funcionales (F,),>o en T, es decir
para todo A C T,

Foa(4) < Fo(4). 2.1)

Notemos que la imagen de cada funcional pertenece al conjunto de los nimeros
reales, por lo tanto tiene sentido hablar de una sucesién decreciente de funcio-
nales.

Una propiedad que queremos ocupar con estas funcionales es la siguiente, si

23
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consideramos la unién de conjuntos ajenos, entonces la unién es significativa-
mente mas grande con respecto al uniendo mas pequenio. Esta idea se formaliza
en una condiciéon que se denomina condicion de crecimiento.

Las siguientes hipotesis serdan fundamentales en este capitulo.

Hipodtesis 1. Sea 6 una funcion tal que
6:N— R, (2.2)

Para la funcion 6 supondremos la siguiente condicion. Sean 1 < 3 con f € R
yr €N, tal que 4 < r. Para todan € N, existe 1 < & < 2 tal que
7”8
0(n) <On+1) < ?Q(TL) (2.3)
Hipoétesis 2. El conjunto T es totalmente acotado, es decir, que se cumple la

ecuacion (@

La definicién siguiente estd muy relacionado con la hipétesis anterior, de hecho
tiene sentido gracias a esa hipotesis.

Definicién 9. Sean a € RY, 4 < r, m,r € N con 1 < m y (T,d) espacio
métrico. Decimos que los subconjuntos Hy,...,H,, de T son (a,r)-separados
5%

1. Ezisten ty,...,t,, €T tales que

para cada | =1,...,m, H C B(t, g). (2.4)
T

2. Los puntos ty,...,t,, satisfacen que
existe s € T tal que para todol =1...m, t; € B(s,ar)

ysil#U,1 <11 <m entonces a < d(t,ty). (2.5)

Una consecuencia natural de ser (a,r)- separados es la siguiente.

Observacion 3. Sik # jy1 < k,j <m y Hy,..., H, subconjuntos de T
(a,r)-separados, entonces Hy N H; = 0.

Demostracion. Supongamos que Hy N H; # () entonces existe p € Hy, N H;.
Como Hy, C B(ty, )y H; C B(t;, %) entonces por la desigualdad del tridngulo
tenemos que d(t,t;) < 2%; por otro lado como k # j entonces d(tx,t;) > a, lo
que es una contradiccion. L]

A continuacién relacionamos funcionales con (a,7)- separados.
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Definicién 10. Sean 1 < 7,4 <7r, 7,r € N, 8 € R" y {F,},en una sucesion
decreciente de funcionales. Decimos que las funcionales F,, satisfacen la Con-
diciéon de Crecimiento si se satisface lo siguiente:

Considere a € Rt, n € N ym = Ny = 227, Si los subconjuntos Hy, ..., Hy,
de T son (a,r)-separados, entonces

s

a’0(n +1) + min {F,(H)} < F(U H). (2.6)

l

Il
—

No olvidemos que nuestro objetivo es trabajar con las sucesiones admisibles y
encontrar alguna que nos genere una cota superior mas efectiva.
Formalmente el objetivo central de esta seccién es demostrar el siguiente Teo-
rema.

Teorema 6. Teorema de Talagrand. Sean 7,7,j € Z, £, € R |, {F,}nen
una sucesion decreciente de funcionales en T y 6 que satisface la hipotesis

Z3.

Supongamos que 1 < 7,4 < r, 1 < 8 y que {F,}nen cumple la condicion
de crecimiento (@) Entonces podemos encontrar una sucesion creciente de
particiones { A, }n>0 de T con |A,| < Npir y una constante L > 0, tales que

Fy(T

sup{Y_ 0(n)AP(A,(t))} < L(2r)° [0() +0(0)A(T)]. (2.7)
teT n>0 g - 1

Recordemos que A, (t) es el elemento de A, que contiene a t.

Antes de dar la prueba del Teorema [0, demostremos los siguientes lemas:

Lema 2. (Primer lema de Descomposicién). Sean 7,r,j € Z, 5 € RT,
(T, d) espacio métrico y una sucesion decreciente de funcionales {Fy, }n>0 en T
Supongamos que 1 < 7, 4 <r y que

1. La sucesion decreciente de funcionales {F,}n>o cumple la condicion de
crecimiento .

2. Eziste G C T con G # ) tal que para alguna s € T
G C B(s,777). (2.8)

Entonces podemos encontrar una particion A de G con |A| < m, donde m =
Nyir, tal que para toda A € A existe t € G, tal que
ACB(t,r7h (2.9)

o bien

;r_ﬁ(jﬂ)é(n +1) +sup{F1 (AN B(t,r77%)} < F(G). (2.10)
teA
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Demostracion. Haremos induccién sobre 1 <[] < m.
Sea € > (0. Construiremos puntos ¢; € Gy conjuntos A; C G como sigue.
Para [ = 1 definimos Dy = G y escogemos t; € G tal que

sup{ F,;1(GN B(t,r 7 72)} —e < F 1 (GN B(ty, r772)), (2.11)
teG

(lo que es posible gracias a la definiciéon de supremo). Luego consideremos
Ay =GN B(t,r77h. (2.12)

Asi, para t; se tiene que t; € Gy Ay C B(t;,r771), es decir, se cumple ({2.9)).
Ahora sea D; = G\ A;. Si D; = () habremos terminado (porque encontramos
Ay que cumple con (2.9))). Si Dy # () escogemos t, € Dy tal que

sup{F 1 (D1 N B(t,r772)} — e < Fp1(Dy N Blty, r772)), (2.13)

teDy

y consideramos
AQ = D1 N B(tg, T'_j_l), (214)

que cumple nuevamente ([2.9) por los mismos argumentos.
Supongamos que tenemos construidos puntos tq,...,t; y Ay,..., A; respectiva-
mente que cumplen (2.9) y Dy, ..., D1 # (). Para construir ¢;,; sea

D, =G\ | A, (2.15)

Si D; = 0 entonces hemos terminado, pues por construccién Ay N A; = 0 si
k#jy A, C Gparal <p <[y porlo tanto G = Uézl A,. Asi, hemos
particionado a G en | (< m) partes y se satisface . Si D; # () entonces
escojamos t;11 € D; tal que

sup{F1 (DN B, 7772))} —e < F (DN B(tya,77772), (2.16)

teD;

y llamemos

Al+1 = Dl N B(tl-i-la T_j_l). (217)

Asi para t;,; se tiene que t;11 € Gy Ajy1 C B(tio1,77771), es decir, cumple
(2.9). Podemos continuar asi hasta llegar a m — 1.
Sea

Dy =G\ U Ay (2.18)

<m
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Si D,,_1 = () entonces hemos terminado. Si D,,_; # () hacemos A,, = D,,_1 y,
asi Ay, ..., A,, forman una particiéon de G. Entonces hemos partido a C' en a lo
mas m partes.

Ahora veremos que la conclusion del Lema se verifica para esta particion. De
hecho veremos que si D,,,_; # () entonces para A,, se cumple (2.10]).

Para | < m tenemos que t; € Gy A, C B(t;,r~771), es decir, cumple la
primera parte del lema. |Qué sucede con A, (esto es cuando D,, 1 # ())? Si
A,, cumple también con ([2.9) entonces ya no hay nada que hacer. Si no, para
esto usaremos que las funcionales F), satisfacen la condicién de crecimiento.
Observemos que para todo [ < m

D, =G\ LZJ B(t,,r771). (2.19)

p=1

Para verificar esto, hagamos induccién sobre [. De ([2.15)) para | =1,
D =G\ A =G\GNB(t,r 7Y =G\ B(t,,r 7). (2.20)

Ahora supongamos que

D1 =G\ U B(t,, ™), (2.21)

p=1
entonces de (2.15)) se sigue

D= G\ A, = Di\ A, (2.22)

p=1

de (2.17) y (2.21)) concluimos

Dy=D\DiNB(t,r 7 ) =G\ |J Blty,r771). (2.23)

p=1

Por lo tanto se cumple (2.19). Asi, si escogemos t;y; € D; como en ([2.16]),
entonces por (2.19)),

rI7 < d(tiyq,ty) para 1 <p <l <m.

Luego, si definimos a = r~7~! entonces de (2.8) y (2.9) (Recordemos que (2.9)

ya se demostrd para [ < m) tenemos lo siguiente:
Para toda 1 <1 < m, t; € B(s,ar) (esto es cierto pues Ay, ... A; son subcon-
juntos de G) y para todo 1 <1 < m,

a S d(tl, tl+1).
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Asi, si definimos H; = D;_y N B(t;, r=972), entonces para toda [ < m
H, C B(tl, %)

Entonces se sigue que que Hjy, ..., H; son (a,r) - separados. Luego, como la
sucesion {F),},>o satisface la condicion de crecimiento y ademéds para toda
1 <m, H; C G. De la definicién 1 (segunda parte) y de (2.6) se sigue que

m—1
a”0(n + 1)+ min {F,.(H)} < F.(U H) < Fa(G). (2.24)
= =1
Por otro lado. De ([2.16)) obtenemos que para toda 1 <1 < m,
squ{FnH(Dl NBt,r 772N} — e < Fyp1(Hpyq). (2.25)
teD,;

Como D,,—; C ... C Dy C Dy = G (por construccion) entonces de ([2.25)) se
sigue que

sup {Fni1(Dm1 N Bt,r 7))} — e < Fop1(Hypa). (2.26)

teDanl

Como los conjuntos D; decrecen para 1 <l <my
B(ti,r=72) C B(t, v~ N [G\ UL Blt,, v #0,
entonces H,, C ... C Hy.

Asi
Fua(His) = myin (o (HD). 227

Luego de (2.24), (2.26)), (2.27) y por definiciéon de D,,,—; concluimos que

aﬁe(n + 1)+ sup {F,+1 (4, N B(t,r‘j_Q))} —e < F,(G),
A

tE€Am
con a = r~771 que implica (2.10). Cabe mencionar que la particion A de G
que encontramos es la formada por Aq,..., A,,. O

Para continuar, recordemos que en la Hipdtesis 2 pedimos que el espacio métrico
T sea totalmente acotado lo cual en particular implica que

T C B(tr,a) pa.tp € T y pa. a € RT. (2.28)
Ademaés es cierto que para todo t € T, T' C B(t, ay) para algin o, positivo.
Observacién 4. Sea t € T(fijo) y 1 < r, r € N. Definimos
J(T)=max{j € Z ; T C B(t,r7)}.
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Entonces
r=I M=t < A(T).

Demostracion. Si A(T) < r=7T) =1 entonces, A(T) < 2r~=U(M+1 Por definicién
de j(T) se deduce que j(T) 4+ 1 < j(T), lo que es una contradiccién. Por lo
tanto r—7(T)—1 < A(T). O

Por ([2.28]) podemos suponer que
Existe G C T tal que G C B(s,r ™) para algan s € T y j € Z, (2.29)

(la hipdtesis 2 del lema anterior).
Asi obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 3. Para toda k € N podemos construir una sucesion de particiones
(Ap)ren de T, tal que |Agx| < Ny y para toda A € Ay, A C Bty a,r7*@)
es decir, este corolario afirma que para toda A € Ay, A cumple (@ o bien A

cumple .

Demostracion. Por la ecuacion ya tenemos la hipotesis 2 del primer le-
ma de descomposicion, por lo tanto en lo que sigue usaremos este hecho.
Demostraremos el Corolario [3| por induccién.

Como Ay = {T} , |Ag] = 1 = Ny y por (2.28) el corolario se cumple pa-
ra k = 0. Supongamos que tenemos construido A,_; particién de T tal que
A 1| S Npo1y A€ Apq, con A C B(ty_q1.4,7%1™) 0 A que cumple con
(2.10). Como A C T entonces por el Lema [2] podemos encontrar una particion
{B}i<n,_, de A que satisface 0 . Luego

A = {BlA;A € Aj—1 y 1 < Ny_q},

es particion de T 'y A, < Np_1Ny_1 = Nj. Por lo tanto se cumple para k.
O

Observacion 5. Por el corolario anterior tenemos que Ay es refinamiento de

Ap_1.

Demostracion. Se sigue del paso inductivo en la induccién que se hizo en la
demostracion del corolario anterior. O

A partir de ahora supondremos que tenemos construida una sucesion de par-
ticiones (A, )men de T, tal que, |A,,| < N, como en el corolario |3 y la ob-
servacion [5] También que tenemos una sucesion {F),},eny de funcionales que
satisfacen la condicion de crecimiento.
Es conveniente recordar la definicién de funcional (sobre todo la parte (2)) y
que {F, }nen es decreciente (ver (2.1))).
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Lema 3. Sea C' € A,,. Entonces para toda n € N podemos encontrar puntos
tno enT y jo(C) € Z que cumplen lo siguiente.
L C C B(tyc,r "9),

II. Para todo t € C, F,,(C N B(t,r (=) < b, (0),

III. Para todo t € C, F,(C N B(t,r7nC)=2)) < by(O) y

IV. by(C) — $r= PO (n) < by(C) < bo(C) + €, €, = 27" Fp(T),
donde las constantes b;(C') para i = 0,1,2 serdn determinadas en la demostra-
cion.

Demostracion. Haremos induccién sobre n. Para n = 0 tenemos C' € A, en

este caso C' = T'. Por (2.28) podemos escoger tor € Ty jo(T) = (1) (§(T)
como en la observacion {4)), tal que

T C B(top,r ™). (2.30)

Definamos

Fo(T) = bo(T) = by(T) = by(T). (2.31)

Seat € T. Como TN B(t,r7M=1 c T y TN B(t,r7"~2) C T entonces por
la definicién de funcional concluimos que

Fo(T 0 B(t, 7 071) < Ry(T) < a(T), (2.32)
Fo(T N B(t, 77 M72)) < Fy(T) < by(T), ’
y
bo(T) — ;T—B(J’(T)Jrl)g(o) < by(C) = bo(T) < bo(C) + o, (2.33)

con ¢g = 27 Fy(T) = Fy(T).

Por lo tanto por (2.30)), (2.31)), (2.32)) y (2.33) se cumple el lema para n = 0.
Supongamos que para C' € A, se cumple el lema. Asi C' en particular cumple
por hipdétesis de induccion. Entonces por el Lema [2| podemos encontrar
una particién (A4;);<,, de C, donde | < m = N, 41 tal que para toda [ < m
existe t; € C'y

A C Bt r™77h), (2.34)

o bien, para un elemento de la particién (A;);<,, (que en la demostracion lo
definimos como A,,) se cumple (2.10). Veamos que se cumple el lema para
Aq,..., A con | < m y después que el lema se cumple para A,,.
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Definiendo j,+1(A) = jn(C)+1(= j+1), 6 = tnrrapara A = A € A, \{An},
se sigue que (I) es cierto para n + 1.
Para seguir con las propiedades restantes, sean A = A; € A,.1 \ {An},

bo(A) = ba(A) = b1(C),b1(A) = min{by(C), b(C)}. (2-35)

Como ANB(t, r~n+1M=1) ¢ CNB(t, r~7n()=2) (y por la definicién de j,,1(A)),
entonces Fj,1(C N B(t,r= 1 A=1)) < F, 1 (C N B(t,r=7»(9)=2)). Como la su-
cesiéon de funcionales {F),} es decreciente entonces

Foa(C 0 B(t,r7(O72)) < F(C 0 B(t,r (972,
Como F,(C N B(t,rn(72)) < by(C) y Fo(C N B(t,r 7)) < by(C) por

hipétesis de induccion, entonces -

Fi1(C N Bt r=Im a1y < by (),

Fp1(C N Bt r= 9=y < by (),
entonces de la definicién de b;(A) dada en se sigue que (II) es cierto para
A=A € A \ {An}.
Como AN B(t,r=m+ =2y c C'N B(t,r7»(=3) ¢ B(t,r~7»(©)~1) entonces

Fpi (AN B(t,r= 1A= < F L (C'N B(t,rn(@=3))
< Fop(B(t, r—7»(©)71y),
Luego, como la sucesién de funcionales {F,} es decreciente, se sigue que
Foi(B(t,r=©O71)) < Fy(B(t,r (7)),

por hipétesis de induccién tenemos que

Ep(B(t,r7mO=1)) < by (C).

Entonces ‘
i1 (AN B(t, 01 =2))y < b (O). (2.36)

Por lo tanto lo por la definicion de b(A) se tiene que (III) es cierto para
A=A € A \ {40}
Por tltimo, por (2.35) se sigue que (IV) es cierto para A = A, € A1 \ {Am}-

Para A = A,, € A,11, definimos,
bo(A) = bo(C), b1(A) = b1(C),
ba(A) = bo(C) — g PUHIND (2.37)

j = ]n-i—l(A) = jn(c) Yy tn,A = tn,07
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asi
A CC C Bty a,r = Im1lA), (2.38)

Por lo tanto se sigue (I) es cierto para A = A,, € A,11.
Como AN B(t,r~7~1)y c C N B(t,r7') entonces
E, (AN B(t,r77Y) < E,(C N B(t,r771)) < b (0), (2.39)
pero by (C) = by (A) (por (2.37))), por lo tanto se tiene (II).
Por ([2.37))
bo(A) — —rPUtg(n+ 1) < by(A)

= bo(A) — —pPUDOAD) e
< bo(A) + €ny1, €0 =27"Fo(T).

Por lo tanto se cumple (IV) para A = A,,, € A,41.

Veamos primero que F,(A) < bo(A) por induccién sobre n. Para n = 0 es cierto
que Fy(A) < bo(A) por (2.31)). Supongamos que F,(A) < by(A) vale para n
(para C' € A,,). Para n+ 1 se tiene

Fo1(A) < E(C N B(ta,r 7)) < by (C). (2.40)

Pero b, (C) = by(A) por (2.35). Esto es para A = A; con | < m.
Como {F,} es una sucesién decreciente y por hipétesis de induccion se sigue
que

Fn—l—l(A) S Fn(0> S bO(C)7

pero by(C) = by(A) por (2.37), de donde F,,(A) < by(A). Entonces de (2.10) y
despejando a by(A) — r=PUFDA(n + 1) + € tenemos que

sup {F 1 (ANB(t,r 772} < bo(A) —rPUHg(n + 1) + ¢, (2.41)
luego, por definicién de by(A) se concluye (IIT) para A = A,, € A, 1. Asi, el
lema es cierto para A, ... A,,. Por lo tanto es cierto para n + 1. O

Para el siguiente corolario usaremos las definiciones respectivas de b;(C') para
1=20,1,2 y para el paso de induccién usaremos también a los conjuntos A; que
se usaron en la demostracion anterior.

Corolario 4. Sea C € A, y supongamos t,c € T y j,(C) € Z son como en
el lema[3 para los casos correspondientes, entonces para todo n € N
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b1(C) < bo(C).
Demostracion. Por induccién sobre n. Para n = 0. Por ([2.31]) se cumple. Su-
pongamos que by (C') < by(C') vale para n (para C' € A,,). Para n+ 1 se cumple
pues by (C) = by(A) por (2.35)), para A = A; con [ < m.

Por (2.37) y por hipdtesis de induccién de la parte (b) se tiene que by (A) <
bo(A). O

Para el siguiente lema nuevamente usaremos la notaciones respectivas que usa-
mos en Lema [3]y Corolario [d] No olvidemos que estamos suponiendo que tene-
mos una sucesion { F}, },en decreciente de funcionales que satisface la condicion
de crecimiento. El siguiente lema depende del Corolario ] y del Lema [3]

Lema 4. Para todan € N, si A€ A,,1 yACC €A, entonces

3 bi(A) + ;(1 - 1)r—ﬁ(jwl(f‘)“)e(n +1)
0<i<2 §
) ) | (2.42)
< 3 b(C)+ 1(1 - g)r*5<ﬂn<0>+1>9(n) + e
0<:<2

Demostracion. Si A = A; con | < m, entonces del Corolario 4]y (2.33) obtene-

mos que

> b4 < Y (o). (2.43)

0<i<2 0<i<2
Por otro lado de ({2.3]) tenemos
rP0(n+1) < %O(n),
para 2 <ry 8 € R*. Luego, como j,1(A4) = j,(C) + 1 entonces

r—BUn+1(A)) — =B(n(C)+1)

I

entonces se sigue que

= Bln+1(4) < T*B(J’n(c‘)ﬂ)g(n), (2.44)

N —

Por lo tanto de (2.43)) y (2.44)) se sigue (2.42)).
Si A = A, en este caso j = j,(C) = jnt1(A). Nuevamente de (22.3)) se tiene

que @ < 0(n), entonces

;rﬁunﬂm)ﬂ)e (n ; DI _;rﬁ(jn(c)ﬂ)g(n)? (2.45)
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asi de (2.37) y (2.45]) concluimos que

> bi(A) + ;(1 - 2)rﬂ(j“)9(n +1)
0<i<2 (2.46)
< 20(C) + b1 (C) — ;T_B(j+1)9(n).

Ahora por (IV) (del lema [3))

bo(C) — ;r%‘“)e(n) < by(C). (2.47)

Luego de ([2.46) y (2.47]) conseguimos que

S bi(A) + ;(1 - 1)1~—B<J‘+1>9(n +1)< Y w(0),

0<i<2 £ 0<i<2

y por lo tanto se sigue ([2.42)).
O

Ahora ya estamos preparados para demostrar el teorema de Talagrand. Re-
cordemos que como consecuencia del Lema descomposicién pudimos construir
una sucesion creciente de particiones (A, )men de T', tal que, | A,,| < N,, , esto
es el Corolario 3]y Observacion [5l Esto dltimo demuestra la primera parte del
Teorema de Talagrand.

Demostracion del Teoremall. Para k = N, apliquemos el corolario [3| En-
tonces podemos encontrar una sucesion creciente de particiones (A;),>o de T
tal que |A,| < Npyr.

Sea t € T, n € Ny denotamos j,(t) = j(A,(t)). Como A,1(t) C A,(t) y
A,(t) € A, aplicando el lema 4| obtenemos que:

Z bi(Apa (1)) + 1(1 — E)T*B(]’nJrl(t)Jrl)@(n +1)

0<i<2 2 5
1 1 .
< 3 bilAn(®) + (1= g)r O + e,
0<i<2 5
Entonces
4 1 1 .
. (1 _ 2\, Bl +1)
TZZO[MQ bi(Apsr (1)) + 2(1 5)7“ nt 0(n + 1)]
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asi
q

q
> bo(Appa (1) + D bi(Apia(t) + Z ba(Apyr (2

+;(1 - 2) i r—ﬁ(jn+1(t)+1)9(n +1)
. . . (2.48)
<N bo(An(1) + D bi(An(t) + D ba(An(t
n=0 n=0 n=0
1 1N ST gt
+1(1 - E) nz;;[r PO ODG(n)] + F,

Por el Lema 3] (parte II y IIT) y del hecho que para todan € N, F,(A) < by(A),
tenemos que b;(A) € R* para todo A € Ay, y para toda k € N, entonces

q

Z b n+1 Z bi(An+1 (t))a

n=0

para 1 =0,1,2.

Asi de ([2.48) se sigue que
q—1 q—1
> bo(Ania () + D bi(Ania(t) Z bo(Ap1(t
n=0 n=0

2 ¢ =
< zq: + zq: by + zq: by
T e
Como
qz_obz z Bi(Au(t))] = Bi(Aolt)) ¥ B(Ao(t)) = Fo(T)

coni=0,1,2 (por (2.31)), entonces

1( N L
(1= ,) Z r 5(3n+1(t)+1)g(n + 1)

— —Bn(t)+1)
9 5 P (1 ) Z r 9( ) +4F0

é“nO

NH

Luego

1\ & . 1 1. ‘
_ = —B(jn+1(t)+1) .1 B () 41)
(1 5)712::07“ + 9(72-1-1) 2(1 f)nz::or 0(”)+8F0.

Como #(n) € R* para todo n, entonces
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g—1 q
Z T—B(jn+1(t)+1)9(n +1)< Z T_B(j"+1(t)+l)9(n +1),

n=0

Jo(t) = J(Ao( )) J(T), se deduce que

q
(1- 2) S AU+ g () < 1 (1- 2)r5<f(T>+1>9(0) + 8F. (2.49)
n=0

Por el Lema [3| (parte I) se tiene que
An(t) C B(tna,e), r~9n()) para algiin toanw) €T,

asi A(A, (1)) < (2r)7»®8. Luego, usando lo anterior en la ecuacién ({2.49))
obtenemos que

e~

5(1= )27 32 A 0)%0(m) < (1= £)r 0T V00 + Ry

Por la Observacién || tenemos que »—/(1)=1 < A(T), entonces rAUM+) <
A(T)?, de donde se sigue que

;(1 _ 2)(2r)ﬁ§A(An(t))ﬁe( n) < i( - E)A(T)BH(O) + 8F(T).

Como 7 (1 — f)A(T)fBG(O) + 8Fy < 8{(1 )A(T)ﬁQ(O) + FO(T)}, entonces

3

;(5_51) zq% A(A,(1)%0(n) < (m)%[(ggl)A(T)ﬁ@(O) + Fy(T)].

Despejando 3¢ o A(A,())%0(n) en la desigualdad anterior obtenemos que

Xq: A(An(t))ﬁe(n) < 16(27")/3 [A(T)Bg(()) + : f :

Del hecho que { < 2 entonces ¢ S-F(T) <

Fy(T)].

S A1) 0) < 16<2r>ﬁ[A<T)50(0)+5_1




2.2. CONSECUENCIAS DEL TEOREMA DE TALAGRAND 37

de este modo

S° A(A(1)P0(n) < L(2r)P[A(T)?60(0) + f 1

donde L = 32.
Por lo tanto

sup{>_ 0(n) A% (A, (1)} < L(2r)°]|

teT n>0 5 - 1

2.2. Consecuencias del Teorema de Talagrand

En esta seccién obtenemos dos resultados importantes, los Corolarios [6] y [§| El
Corolario 6] da otra forma de acotar E[sup X;] que depende de una funcional
teT

y el Corolario [§ es un resultado que se usara en la demostracion del Lema de
particiones en el siguiente capitulo.

Para la demostracion del Teorema de Talagrand dos de las hipdtesis fundamen-
tales fueron que para la funcién € se cumplia la condicién (2.3) y que tenfamos
una sucesion de funcionales que satisfacia la condicién de crecimiento. Enton-
ces para demostrar algunas consecuencias del Teorema de Talagrand, hagamos
las siguientes observaciones:

Observacion 6. Sean 4 <r,0< f ym € N.
n 1
Si O(n) = m2a—? {1
i0(n) =m con m{ 351
se cumple la ecuacion , es decir, existe 1 < & < 2 tal que

} < ay0 <0 entonces para todo n € N

€0(n) <O(n+1) < ’f@(n). (2.51)

Demostracion. £0(n) < O(n + 1) si y solo si Eém2a=0 < m2 a0 & y solo si
¢ < 2w y esta ultima desigualdad es cierta tomando £ < 2. Luego usando que
en particular 1 < « se sigue que 1 < £ < 2.

Por otro lado f(n + 1) < %9(77,) si y solo si m2"a 0 < §m23’5 si y solo si

2a < g si y solo si 225 < rP , esto 1ltimo es cierto pues 4 < r y en particular

1
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Para la siguiente observacion recordemos que

Yol(T, d) = inf{sup{z QSA(An(t))}, (2.52)

teT n>0

donde el infimo es tomado sobre las sucesiones admisibles (A,,),>0 de T (|A,| <
N,,). Definimos ahora 7, (7', d) como

Yo (T, d) = inf{sup{ 3 26 A(A, (1))}, (2.53)

teT >,

donde el infimo es tomado sobre las mismas sucesiones admisibles (Ay)r>o de
T (| Ag] < Ny). Asi se tiene la siguiente observacion.

Observacién 7. Sea A C T, entonces para todo n € N se tiene
1. Fo(A) = sup{van(G,d);G C Ay |G| < oo} es funcional en T.
2. Foi1(A) < F,(A) para ACT.
Demostracion. Para demostrar (1) necesitamos demostrar dos cosas
(i) 0< Fu(A)y
(i) F,(A) < F,(B)para ACBCT.

Sea (Ag)r>0 una sucesion admisible de G. Como 0 < A(Ag(t)) entonces 0 <
Yan(G, d), por lo tanto 0 < F,(A).
Como A C B, entonces

{1an(G,d); G C Ay |G| <00} C {Yan(G,d);G C By |G| < oo},

luego asi F,,(A) < F,(B). Por lo tanto por (i) y (i7) se concluye (1).
Ahora veamos que la sucesién de funcionales (F, ) ey es decreciente. Sea (A )gen
una sucesion admisible de G. Como

ko1 28 A(ALH)) € Ypon 20 A(AL (1)),
entonces
sup{ 3 25 A(A(1)} < sup{>_ 25 A(A(1)}.
t€G  p>nt1 teG k>pn

Luego
Foi(4) < Fu(A),

por lo tanto se tiene (2).
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Otra sucesién de funcionales que usaremos mas adelante es la siguiente.

Observacién 8. Sea T, C T,Yn > 0. Definimos F,(A) = sup{ 2§d(t,Tk)}

teA k>n
con A CT. Entonces Yn > 0 se satisface que

1. F,(A) es funcional en T.
2. Fo1(A) < F(A) para ACT.

Demostracion. Nuevamente para demostrar (1) necesitamos demostrar dos co-
sas:

(a) 0 < Fu(A),
(b) F,(A) < F,(B)para AC BCT.

Como d(t, Ty) es positivo se sigue que F,,(A) es positivo y por lo tanto se tiene

(b).

Como A C B entonces
sup{ 3" 2%d(t, Th,)} < sup{>_ 2%d(t, T})},

teA > teB L>p

por lo tanto se tiene (b).

Luego
flelg{k;l 2w d(t, Ty)} < ?35{,; 2ed(t.Ty)}
entonces
F.1(A) < F,(A).
Por lo tanto se tiene (2). O

Del Teorema [6] notemos lo siguiente.

* Encontramos una sucesiéon de particiones de 7" que no es admisible nece-
sariamente pues para todo n € N, |A4,,| < N,;, con 1 < 7, pero para ser
admisible era necesario que 7 = 0.

* La cantidad que esta en la parte de la derecha de la expresion (2.7)), que

es

Fo(T)
£E—1
es finita porque 7T esta totalmente acotada y por ello su didmetro es finito,

y porque el valor de las funcionales son nimeros reales. Esto hace aun
mas importante los corolarios que se obtendran en este capitulo.

Lr)’| +60(0)A%(T)),
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Si reemplazamos 0(n) = 2« (que satisface (2.3) por la observacion @ yp=1

en ([2.7) obtenemos que

sup{Y_ 22 A(A, (1)} < L(2r) {F (1)

teT n>0 5 —1

+0(0)A(T)). (2.54)

Si definimos S = sup{> 20 A(A,(t))} entonces

teT n>0
Fo(T)
E—1

es decir, S es finito. El siguiente corolario nos permite construir sucesiones
admisibles de T bajo la hipdtesis de que se cumple ([2.55]).

S < L(2r)| +60(0)A(T)], (2.55)

Corolario 5. Sean 1 < o y 7 € Z. Sea (A,)nen una sucesion de particiones de
T como en el Teorema de Talagrand. Entonces podemos encontrar una sucesion
admisible (A}, )nen de particiones de T y una constante K(a) > 0 tales que

sup{ " 25 A(A), (1)} < 25 (S + K(a)A(T)), (2.56)

teT n>0
donde K(«) denota una constante que depende de a.

Demostracion. Recordemos que 2a (S + K(a)A(T )) es finito pues S también
lo es.

Construyamos la sucesién (A),>o de la siguiente manera. Sea A/, = {T'} si
n <7, asl |A| =1= Ny < N,. Como A(A/(t)) < A(T), entonces

S 25 AL (1) < A(T) Sper 28 = AT)2E + A(T) Syer 1 28,

luego

ST 20 A(AL ) < A(T)25 (14 Y 2a) = A(T)2« K (a), (2.57)

n<T n<T

si K() =1+ <20,

Ahora, sin > 7,sea A, = A,_,, asi |A,| = |A,—-| < N,. Para este caso
Sazr 28 A(AL (1)) = 25 (24 A(AL(H)) + 20 A4, (1) + 28 A(AL, (1)),

como A/, = A, entonces A), = A,, se sigue entonces que

ST2RA(AL (1) = 25 Y25 A(A (2.58)

n>Tt n>0

Por lo tanto de (2.57)) y (2.58) para n > 0 obtenemos que
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D2 A(AL (1) = D20 A(AL (1) + 3o 25 A(AL (1)

n>0 n<T n>T
. . n (2.59)
< A(T)2v K (a) 4+ 22 Y 20 A(A,(1)).
n>0
Como 2= > 0 entonces de (2.59)) y de la definicién de S se sigue que
sup{ Y 2a A(AL (1)} < 2« (A(T)K (a) + S). (2.60)
teT n>0
Cabe mencionar que K («) no depende de las sucesiones admisibles. ]
La desigualdad
E[st,ujp{Xt}] < Ly (T, d) (2.61)
S

fue la que principalmente nos motivo a estudiar las funcionales. El siguiente
corolario nos permite dar una cota que solo involucra a las funcionales. De
hecho solo involucra la primera funcional, lo que nos exime de trabajar con
sucesiones admisibles de T'. Es conveniente recordar que como 1" estd acotado
entonces A(T) es finito.

Corolario 6. Sea (F},),>0 una sucesion de funcionales en T que satisface la
condicion de crecimiento parar >4, B =1, 7 =1 y0(n) = 22, donde c > 0.
Entonces existe una constante L > 0 tal que

w(T,d) < Z(B(T) + AT)). (262)

Demostracion. Por el Teorema de Talagrand podemos encontrar una sucesion
creciente de particiones (B,,)n>o de T con |B,| < N,4+1 tal que

Lo(2r) {FO(T)

EAP
up( 2B, ) < 2 [

+A(T)]. (2.63)

Como

I8 r —DA
Lo@n) [I(T) 4 \(T)] = Lol2n) [ATIHEDAD)]

y & —1 <1, se sigue que
Ly2

[Fo(T) + A(T)], Ly = 1 (2.64)

ap{ 3 2308 (B, (1))} < L)

teT n>0 &

Por el Corolario , podemos encontrar una sucesién admisible (A;,),>o de Ty
una constante K (2) > 0, tales que
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sup{}_ 23 A(A,(1))} < 22 (S + K(2)A(T)), (2.65)

teT p>0

con S =sup{>_ 22 A(B,(t))}.

teT p>0

Entonces de (2.64) v (2.65) se deduce que

stlg{go 25 A(A, (1))} < zé{Llc(T) [Fo(T) + A(T)| + K(2)A(T)}
> .

<23y { [Fo(T) + A(T)] + KA} (2:66)
{Ll [Fo( )+ A(T)] + eK (2)A(T)

c }

Si Lo = max{Li,cK(2)}, se sigue que

sup{ D" 25 A(A, (1)} < 22r{L62 [FO(T)+2A(T)} < LCT(FO(T)JrA(T)), (2.67)

teT n>0

con L = 23 Ly. Por lo tanto, 7o(T,d) < LL(Fy(T) + A(T)).
L
Ast E(sup{X;}) < E(FD(T) + A(T)). O
teT

Una de las consecuencias méas importantes del teorema de Talagrand es el
siguiente corolario que jugara un papel muy importante para el tema principal
de nuestro trabajo.

Corolario 7. Sean (T,d) (T # 0) un espacio métrico y 7' € Z*. Sea {T,, }n>0
una sucesion de subconjuntos de T con |To| =1 y |T,,] < Nyirr, ¥ > 1.
Para cada o, S > 0 definimos

U={teT;Y 2:ad(t,T,) < S}. (2.68)

n>0
Entonces existe K > 0 (K = K(a,7")) tal que:
Yo(U,d) < K(a, )85,
donde K («,7') denota una constante que depende de a y 7'.

Demostracion. Sea A C U. Para cada n > 0 definimos

F,(A) =sup > 2£d(t, Ty).

k>n
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Por la Observacion 8, la sucesion {F,, },en es una sucesion decreciente de fun-
cionales. Mas atin, veamos que esta sucesion cumple con la condicién de cre-
cimiento para 7 =7+ 1, r =4, § =1y m = N,y (v también para una
funcién 6 que determinaremos en la demostracién).

Sean a > 0, € > 0 y n fijo. Consideremos t1,...,t, puntos en U tales que

si1<1#1"<m entonces a < d(t;,ty), (2.69)

y subconjuntos Hy, ..., H,, de U, tales que H; C B(t;,{) para [,...,m.
Por definicién de F),;; y de supremo, existe u; € H; tal que:

Fop(H) —e< S 2ed(u, Ty). (2.70)
k>n+1
Por la condiciéon en se sigue que para cada 1 < [ # I’ < m, las bolas
B(t;, 5) son ajenas dos a dos. Entonces hay m bolas ajenas. Como |T},| < N1,
entonces existe | < m, tal que § < d(t;,T},). Del hecho que u; € H; C B(t, §),
entonces d(t;, T,,) — d(t;,w) = § < d(u;, T;). Asi obtenemos que

280+ Y 2%d(w, Ty) < Y 2%d(w, Ty).

k>n+1 k>n

De ([2.70)), se sigue que
S04 Fyy(H) —e < 3 20d(w, Ty).

k>n

Como w; € H; y la sucesion {F,, },en es decreciente, entonces

20 2a+ By (H) — € < F, (| Ha). (2.71)

I<m

Asf las cosas, definiendo (n + 1) = 22 ~2a se deduce que la sucesion {F), }nen
satisface la condicion de crecimiento.

Es necesario mencionar que por la Observacién @ la funcién f(n + 1) = 22a
satisface las condicion (4.3).

Luego, por el Teorema de Talagrand podemos encontrar una sucesion { A, },en
de particiones de U y una constante L > 0 tales que |A,| < Nyiri1 v

ig}]){ Z% 20 2aA(A, (1)} < 4L [?)EUl)

+272AU)].

Luego, de la definiciéon de S

FO(UI) +22AU)]. (272)

a2 %sup{ " 25 A(A,(t)} = a272S < 4L|

teU n>0

Por el Corolario 5, podemos encontrar una sucesién admisible (A/,),>o de par-
ticiones de U y una constante K («) tales que
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sup{ 3" 25 A(A, (1)} < 25 (S + K(@)A(D)),

teU n>0

combinando la expresién anterior con la desigualdad en ([2.72]) obtenemos que

sup{D_ 2= A(4,(1)} < 2%’[16L(F“ v

teU n>0 -1

+272A(T)) + K () A(U)]

E )) + (AL + K (a))A(U)].

= 2% [16L( ;

£
Luego, de la definicién de F), se sigue que Fy(U) < S. Ademads, para t,s € U
d(t,s) <d(t,Tpy) + d(s, Tp),
pero d(t,Ty) < Sy |Tp| < 1, de donde conseguimos que d(t,s) < d(t,Tp) +
d(s,Ty) < 2S y entonces A(U) < 2S. Por lo tanto
n 7—/ 6L

su 2 A(AL (1)} < 2wt +4L + K(a)|S.

p(30 28 A0} < 25 (7) ()]
Si

K(a,7') =25 (1) + 4L + K(a),

entonces de la definicion de 7, (U, d) concluimos que v, (U, d) < K(a,7")S. O

El resultado anterior es consecuencia de los Teoremas de medidas mayorizan-
tes y Talagrand. El resultado que sigue es en el fondo el objetivo principal
de los capitulos anteriores porque es una herramienta indispensable para la
demostracién del Lema [

Corolario 8. Sea (T,d) un espacio métrico. Si ' =0 y T = U, entonces

Vo(T,d) < K(a)sup Y 2ad(t, T,). (2.73)
Demostracion. Si 7 = 0, entonces en las hipétesis del Corolario [7,, estamos

considerando una sucesion {71}, }nen de subconjuntos de T" con |Tp| = 1y [T, <
N,,. También en esta caso definimos K(«, ") = K(«).
Luego, si U =T entonces de la definicién en (2.68))

Para cada t € T, Y 2ad(t,T,) < S,
n>0
y del corolario [7]
nl(T,d) < K()S.

Por lo tanto si tomamos S = sup » 2ad(t,T,) se sigue (2.73). ]
teT n>0




Capitulo 3

Procesos Estocasticos
Rademacher

En este capitulo daremos algunos resultados que nos serviran de ingredientes
para demostrar el Teorema BL (la Conjetura de Bernoulli).

Un resultado fundamental en este capitulo es el lema de particiones, que es el
punto de partida para la prueba de la conjetura. Los resultados que obtendre-
mos en este capitulo se encuentran principalmente en [9], [7] y [2].

3.1. Acotacion para Procesos Rademacher

De ahora en adelante trabajaremos en el espacio 2 a menos que se diga lo
contrario. Recordemos que para t € ¢,

1£113 = Zien [t:]*-

Decimos que € es una variable aleatoria Rademacher si

1
Ple=1)=Ple=-1) = 3
Para T C ¢? definimos la siguiente cantidad
b(T) =E[sup Y _ti€;]. (3.1)

teT iel

Observemos que 1" no denota el tiempo sino un subconjunto de ¢2.

45
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3.1.1. Cotas superiores para b(7T)

En las siguientes proposiciones obtenemos algunas cotas superiores de la can-
tidad b(T).

Como las variables aleatorias ¢; toman valores 1 y —1, entonces |¢;| = 1 para
toda 7 € N. Asi, obtenemos el siguiente resultado que acota superiormente a
b(T).

Proposicién 3.1. Sea { X, }er un proceso estocdstico Bernoulli, entonces

W) < supdt]. (32

Consideremos ahora una sucesién {g; };en de variables aleatorias normales es-
tandar independientes y definimos

Gy => tig:.
il

Entonces para () # T C £? observemos que {G}scr es un proceso gaussiano.
Para ) # T C (? definimos

g(T) =E[sup) _tigi]. (3-3)

teT jeN

La siguiente proposicién nos da una cota superior para b(7) que depende de
g(T).

Proposiciéon 3.2. Sean {X;her y {Gi}ier procesos Bernoulli y gaussiano
respectivamente. Supongamos que la sucesion {€;}ien es independiente de la
sucesion {g; }ien, entonces

WT) <\ o(T). (3.4)
Demostracion. Como ¢; =1 6 ¢, = —1 entonces
9(T) = E[sup Z tigi| = E[sup Z ti€i|gil]-
teT jon teT jon

Por la desigualdad de Jensen

SUPE[Z ticilgi|] < E[SUPZti€i|gz’H~

teT ieN teT iEN
Como {¢;}ien es independiente de {g;}ien v Elgi| = \/g para cada i € N,
entonces

VEElsup 3 tiei) < E[E[sup Y- tielgil]] = 9(T)

teT ieN teT ieN
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O
Para dar la siguiente proposiciéon observemos lo siguiente.
Observacién 9. Sean Ty # 0, T, # 0 C (2. Si T C Ty + T, entonces
o(T) < b(Th) + b(T3),
donde Ty + Ty = {t* + %t € T} y 1* € Tr}.
Demostracion. Como T' C Ty + Ty, por definicion de b(T") obtenemos que
WT) < W(Ti+1)
< b(Th) + b(Ty).
O
Supongamos que T C T} + Ts, asi definimos b*(T") como
b (T) = inf{ig%) It + Ly (Ts) ; T C Ty + Ta}. (3.5)

La siguiente proposicion nos dara otra manera de acotar superiormente a b(7")
bajo el supuesto de que T" se pueda descomponer.

Proposicion 3.3. Sean Ty # 0, Ty # 0 C (%. Si T C Ty + Ty entonces existe
una constante L € RT tal que

b(T) < Lb*(T). (3.6)
Demostracién. Como T' C T+ T» entonces de la Observacion [9 obtenemos que
b(T) < b(T1) + b(T3).
De la Proposicién se tiene que b(T7) < sup{||t||:}. Por otro lado, de la
teTy

Proposicién se sigue que b(Ty) < \/gg(Tg), luego por el Teorema (el
Teorema de medidas mayorizantes) existe L € R™ tal que ¢(7T3) < Lo (T3).
Entonces b(Ty) < Lva(Ty) con L = \/g L. Asf
O(T) < sup{[t[1} + La(T).
teTy

Por lo tanto de la Definiciéon de b*(T") se sigue (3.6)). O
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3.1.2. Cotas inferiores para b(7)

Como para cada i € N, P(e = 1) = P(e = —1) = 1, entonces {X;}er es un

proceso estocastico simétrico, asi obtenemos el siguiente resultado que nos da
una cota inferior para b(7T').

Proposiciéon 3.4. Sea {X;}ier un proceso estocistico Bernoulli. Entonces
existe L € RT tal que

teT o7

Demostracion. Sean s,t € T. Por definicion de b(7") obtenemos que
Emax{X;, X,}] < b(T).

Pero

E[méx{X;, X,}] = E[X, + méx{X; — X,,0}] = E[X,] + E[max{X, — X,,0}].

Como {X;}ier un proceso estocdstico simétrico, entonces por la Observacion
se deduce que E[X;] = 0 para cada s € T. Luego,

E[méx{X, — X,,0}] < b(T).

Como
Xt _Xs ‘I‘ |Xt _Xs|
2 2 ’
Xt

.y X .
usando nuevamente la Observacion 1| para 5t y =2, se sigue que

SE(1X: — X[] < b(T).

Como E[|X; — Xi|] = E[| Xien(t; — si)€i]], por la desigualdad de Khinchin (ver
la Proposicién del apéndice A) existe M* € R tal que

i | Sien(ti — 502 < E[| Tien(ts — si)eall,

por lo tanto se sigue que ||t — sll < b(T). Definiendo M = = queda
demostrado lo que queriamos. O

max{X; — X,,0} =

Para dar la siguiente cota inferior para b(7") es necesario definir una funcién
1 — Lipschitz.

Definicion 11. Sea ¢ : R — R una funcion. Decimos que ¢ es una funcion
1- Lipschitz si para todo x,y € R se cumple que

|p(z) — oY) < |z —yl.
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Proposicién 3.5. Sea {¢;}ien una familia de funciones 1- Lipschitz tales que
#;(0) = 0 para toda i € N. Entonces para T C (*

E[sup Y ¢i(t;)e;] < b(T) = E[sup Y _ €] (3.7)

teT ieN teT ieN

Demostracion. Demostraremos que para cualquier conjunto finito F' C R”

supz oi(ti)e] < E| supZt €. (3.8)

tGFz 1 tGFZ 1

Demostraremos (3.8) por induccién sobre n.

Para n = 1, queremos probar que para F' C R

[%3 1(th)er] < E[sup ti€q].

Esto tltimo pasa si y solo si para G C R?

E[igg{@(zﬁl)el +1i}] < E[igg{tlel +ta}], t = (t1,t2). (3.9)

Demostremos entonces ((3.9)).
Sean s = (s1, $2),8 = (s, 55) € G. Luego

max{s] + s, — 51 + 89,81 + 59 — 87 + 55} <2E[ sup {t1e1 + t2}],
(tl,tz)GG

pero
max{s] + s, — $1 + So, 81 + S2 — S| + S5} = S + sh + |8] — s1].
Como ¢; es 1-lipschitz entonces ¢(s]) — @(s1) < |d(s)) — d(s1)]| < |s) — s1|. Asi,

para cualquier s = (s1, 82), s = (s}, 5) € G

G(s)) + 85 — @(s1) + 52 <2E[ sup {tie; +ta}],

(t1,t2)€G

por lo que se sigue (3.9) y por lo tanto se cumple (3.8)) para n = 1.
Supongamos ahora que para F C R"~!

supE:gbz €] <Esup2t(—:z

tEF’Ll tGF’Ll

Entonces queremos demostrar que para F’ C R"

supz oi(t:)e] < E| supZt €. (3.10)

teF ; teF’ j—1

Pero (3.10]) pasa si y solo si
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n—1 n—1
E[SUFP{Z Gi(ti)ei + dn(tn)en}] < E[su}g{z ti€; + thent],
eF =1 teF" =1

y esto pasa si y solo si (por hip6tesis de induccién)

E[sup ¢, (tn)en] < Elsup t,e,], F” C R,
teF" teF

y esto ultimo se demuestra de la misma manera que la base de induccion.
Ahora, como F C T entonces

E[sup Z tie;] < b(T) = E[sup Z ti€il,
tel i=1 teT ieN

(esto se demostrard mas en general en la Observacion , pég.61), por lo tanto
para cualquier conjunto finito F' se cumple que

E[sup zn: ¢i(t;)e] < b(T) =E[sup Y _tie;].

teF i=1 teT ieN

Por lo tanto, por la definicién en la ecuacion ((1.2]) (pagina 8) se sigue lo que
queriamos demostrar.

Es bueno mencionar que como |¢:(t;)| = |¢+(t;) — ¢:(0;)] < |t;], entonces
(S o)) < (3 1),
n=0 n=0
pero {t;}ien € 2, por lo tanto {¢;(t;) }ien € €% para cada t € T C (2. O

Concluimos esta secciéon con una consecuencia de la Proposicion [3.5]

Corolario 9. Sean O # J C N y {fi;}ienjes ¥ {9i}ien dos familias de funcio-
nes en R. Supongamos que

1. Para toda j € J y x,y € R se tiene que > _ fi€;(0) =0y
jed

Z]|fi,j($) — fii(@)| < gi(x) — g:(y)], (3.11)
y

2. Para O # T C % se tiene que {gi(t:) }ien € 02 y {fi;j(t:) bienies € (N X
J) para toda t € T.

Entonces

E[sup Z fij(ti)eis) SE[sungi(ti)ei]. (3.12)

te€T jeN,jeJ teT jen
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Demostracion. Para la demostracién consideraremos sucesiones {€; ;} ¢ jjenxs
y {€}ien independientes entre si. Asi que

E[sup Z fij(ti)ei ] = SupZ(wa ew)q (3.13)

t€T jeNjeJ T jeN jeJ

Comoe€;; =106¢€,; =—1 para toda (i,j) € N x J, entonces para toda =,y € R
se tiene que

‘Z fij(@e; = > fiies| <D 1 fij(x) = fii(@)],

jeJ JjeJ icJ

pero por la Hipétesis 1 se sigue que

‘Z fZ,] el,j Z fl,] E'L ]

JeJ jEJ

< lgi(x) = gi(y)l-

Como Z fij€i;(0) =0 para toda j € J y x,y € R (por la hipdtesis 1), por la
jed
Proposiciéon obtenemos que

supZ(Zf” e”)ez <]Esup§:gZ

t€T jeN jeJ t€T jeN

pero por (3.13)) concluimos que
Elsup > fij(t:)ei ] <Elsup ) gi(t;)

t€T jeN,jeJ teT jeN
que es lo que se queria demostrar. Cabe mencionar que la Hipotesis 2 se uso

para que la cantidad Efsup > fi;(t)e; ;] tuviera sentido en (2, O
t€T jeN,jeJ

El Corolario [J] se usard principalmente en el Capitulo [4

3.2. Particiones

En esta seccién demostraremos el Lema de particiones (lema [f).

Recordemos que una sucesién admisible de particiones {A,},>¢ de T es
una sucesion creciente de particiones de T tales que la |Ag| = 1y | A,| < 2% (ver
definicién [6)). Llamamos A,(t) al tinico elemento de la particién A, que contiene
atparateT.

A cada A € A, le asociaremos un punto m,(A) € T C ¢? (entonces 7,(A) =
{mn(A); }ien, es decir, es una sucesiéon en £2) y un entero j,(A). Para el caso en

que A = A, (t), definimos 7,(A) = m,(t) y jn(A) = jn(t).

Proposicién 3.6. Sean ng € N y a € R* (fijos) tal que | < 5. Entonces
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Z a < 2a™.
no<n

Demostracién. Definimos s, = o™ + ...+ o™ entonces

_ no+1 no+n+1
as, =" 4+ ...+ a"f ,

luego
_ 1
Sy — s, = a0 — a0t
asi,
s o anoianoan+1
n 1—a
Como |a| < 5 < 1, se sigue que
a™ — anoan—H Q™o
Z a" = lim = )
_) —_ —_—
no<n n—00 11—« 1—a
Pero
féﬂ < 2aM,
—Q
si y solamente si a < % Por lo tanto Z a < 2a™. O]
no<n

Corolario 10. Sean {j,}nen una sucesion no decreciente de naturales,
k€N (fijo) y2 <r conr € Z. Entonces

Z pin < oIk,

Demostracion. Como r < 2 entonces % < % Luego, si a = % entonces |a| =
1 1 .
|-] < 3, por lo tanto por la proposicién

Z rIn < 2a0% = 2r7 7k,

]

Lema 5. Lema de Particiones. Sean M ¢ R*, 2<r,re€Z, 0 #T C (*?,
{A,}n>0 una sucesion admisible de T' y para cada A € A,,, n € N una sucesion
{jn(A) }nen no decreciente de enteros positivos. Supongamos que se cumple lo
stguiente.

1. Para cada A € A,, existen un entero (positivo) j,(A) y un punto m,(A) €
T que satisfacen lo siguiente.
Si para cadan > 1 se tiene que AC A con Ae A, yA € A,_1 entonces
ocurre que
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(la) St jn(A) = jn-1(A4") entonces m,(A) = mp_1(A’) ¢
(16) St jn—1(A’) < jn(A) entonces m,(A) € A" y para todo t € A

S min{(t; — m,(A))?, r WY < M2np A (3.14)
1€l (A)

donde
I(A) = {i € N; |y (A); — m(A)| < 77,0 < k < n— 1},

2. Para cada s,t € T se tiene que ||t — s||y < v/ Myr=50(T)

Entonces concluimos que existen conjuntos Ty # 0, Ty # 0 y una constante
L >0 tales que T C Ty +Ts y

(5) 7a(T2) = inf{sup{ Y 23 A(A4,(1))}} < LVM sup 3 2775,

teT n>0 teT n>0

(i) sup {[[1']1} < LM sup 3= 2770,

tlen teT >0

En la demostracién trabajaremos para el caso cuando A = A, (t), en este caso
I,,(A) queda definido de la siguiente manera.

I(A) = L(t) = {i € Nj|mpp1 (8); — mi(t)s] <7700 <k <m—1}.

A continuacién probaremos el lema de particiones. Solo en esta prueba deno-
taremos a a A b = min{a, b} con a,b € R. Esta demostracién resulta un poco
laboriosa.

Demostracion. En la primera parte de la demostracion construiremos los con-
juntos T1 y T3 en funcién de 7(t), que a su vez estard determinado por una
cantidad que denotaremos m(t, ).
En la segunda parte de la demostracion acotaremos las cantidades

Y2(T2) y sup {[[t']:}.

tleTy

Si Z 2" = 50, entonces ya no hay nada que probar y se sigue la conclu-
n>0
sion del lema.

Supongamos que
Z 2y =in) < 0.
n>0

Asi, para cada t € T se tiene que

Alxm, Jn(8) = oo
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Parat € T e i € N, definimos m(t, i) como sigue

inf{n € N; rin® < |Tg1(t)i — mn(t)s] } si
m(t,i) = {n € N;r=n® < |m, 44 (t); — ma(t)i]} # 0,

o0 en otro caso.

Observemos que
I,(t) ={i e Nyn <mf(t,i)} paran > 0. (3.15)

Pues, si n < m(t,i) entonces |m,41(t); — 7 (t)s] < r~7n® (I,(t), k toma valores
entre 0 a k — 1), asi ¢ € I,,(t).

Sii € I,(t), entonces |mpy1(t); — mr(t)s] < r77*® por lo que n < m(t,i). Por
lo tanto se tiene ((3.15)).

Ahora, veamos que
[Taa ()i = T ()il <7 OX G <inn @y para 0 <n <m(ti).  (3.16)

Si 0 <n < m(t,i) entonces |m,11(t); —mn(t);i| < r77n®). Luego, por la Hipétesis
la, si ju11(t) = jn(t) entonces m,41(t) = m,(t). Por lo que se sigue (3.16)).

Si i1 (t) # m,(t), nuevamente por la, j,(t) < jny1(t). Por la Hipdtesis 1b se
tiene que m,41(t) € A,(t) lo que quiere decir que tiene sentido hablar de I,,(t).
Luego, por la definiciéon de I, se sigue .

Ahora, definimos 7(t) de la siguiente manera. Para cada i € N

Tom(t) (1) si- m(t, 1) < oo,
7(t); = (3.17)
Too(t)i = lim. m(t); si m(t,i) = occ.

Veamos que el limite en (3.17)) existe. Como m(¢,7) = oo, entonces para toda
k € N; k < m(t,i). Luego usando el Corolario 10| y que {j,(f)}nen €s una
sucesion decreciente de enteros positivos, para cada n € N se tiene que

0 < |mu1 ()i — ma()il < Y0 M (8)i = ma(t)sl < > r77 < 27700
n<k<m(t,i) J>n(t)
y como nh%rglo]n(t) = 00, enfonces lim 2r~n® = 0. Asi, para i € N (fija), se
sigue que {7, (t); }n>0 s una sucesién de Cauchy. Por lo tanto el limite en (3.17)
existe.
Definimos a los conjuntos 7T} y T5 como sigue

Ty={t—n(t);teT}yTy={n(t);t €T},
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entonces T' C 17 + T5.

Continuemos con la segunda parte de la demostracion, que consiste en acotar
superiormente sup{||t'||;} v 72(T%).
tleT

Para acotar 42(73) construiremos subconjuntos U, de ¢? de la siguiente manera.
Definimos

Un = {Tmiymn(t);t € T}y Uy = {mo(T)},

donde T t.iyan(t) = {Tm(tiyan (t)i Fien

Si s € A,(t) entonces (por la definicién de A,(t)) m(s) = mi(t) para k < n.

Por lo tanto m(t,i) = m(s, 7). Consecuentemente para s,t € A,(t),
7Tm(t,i)/\n(t) = ﬂm(t,i)/\n(s)-

Por lo tanto |Up| = 1y |U,| < |A,| < N, para 1 < n. Por el Corolario (7] del
Capitulo 2 (ecuacion ([2.73))), existe una constante K (2) > 0 tal que

v (Ty) < K(2) sup{i Q%dg(ﬂ'(t), Un)} (3.18)

teT n=0

Si logramos acotar dy(m(t),U,), habremos acotado v,(T3).
Por la definicién de dy(7(t), Uy ), se sigue que da(7(t), Upn) < ||70(t) =Tm(eiyan(t) |2
Pero, por la definicién de m(t),

17(t) = Tmeiyan(t) |2 < llgilo | Tmeant ()i = Tgeiyan (t)]]2,

luego

lliglo | Tmeiynt(t) = Tmgeian(t) ]2 < Z | Tmtiyni+1(t)i = Tmgaynt ()il 2,

I=n

por lo que N
da(m(t), Un) < D 1T miynies () = Tmgeapnt (8) 2. (3.19)

Ahora, observemos que -
Tt iyai+1(E) — Toeiyar(t) = (M1 (t) — () X <mt.ipy - (3.20)

Para esto, notemos que si m(t,7) < n, Tnein(t) = Tm@inis1(t) = T (t),
por lo que T iyni1(t) = Tmeani(t) = 0.

Sil < m(t,i) entonces T ini(t) = m(t) ¥ Tt (t) = mya(t). Por lo tanto,
se sigue 3 20.

De (3.20) y (3.15) se deduce que

\Wm(t,z‘)AlJrl(t) Ton(tayn (0] < 1 () =T OIX gy (00— myst<r-t @3- (3:21)

Como
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||7Tm(t,i)/\l+1(t) — Tm(t,4) /\l ||2 = Z |7Tm(t z)/\l—i—l(t) - 7Tm(t,i)/\l(t)i|2a
1<i

entonces de (3.21)) se sigue que, para cada [ € N

1T manir1 () = Tmean @13 < 3 1mw1 ()i = Tl Xm0, m(e)u) <20
ZGIZ )

luego

Toneiynier (t) = T @Ol < D7 min{(m () — m(8),)?,r~ 0}, (3.22)
1€l (t)

Ahora, si jiy1(t) = j,(t) entonces m41(t); = m(t);, por lo que el lado derecho
de la ecuacion es cero. Por lo tanto en este caso ya queda acotado
d(m(t),Uy).

Si myq(t); # m(t);, entonces por la Hipétesis (1a) se sigue que ji41(t) > 7i(t),
asi por (1b) m1(t) € Ai(t). Luego también por (1b)

ST min{(ma (8); — m(t),)?, 2O} < M2ty 2®),

1€l (t)

Por lo que
Tomeipni 1 (8) = Ty (B) o < VM22r 2 (3.23)

Luego de (3.19) y (3.23),
da(n(t),Uy) < S V2550,
l=n
Por lo tanto

T2 <222d2 <222\/_222T ait

n=0 n<l

pero

l
Z 25 323,700 < 395,00 3 25 < [ 2l a)
n=0

n<l o<l 0<li

!
donde L = Z 23,

n=0
Asi que

Yo(Ty) < LVM Y 2l =210,

0<i
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lo que concluye la prueba de (i).

Para acotar superiormente sup{||t — m(t)|l1}, trabajaremos con ||t — 7(¢)]]1.
tleTy
Para esto introduzcamos dos nuevas definiciones.

Parat € T e i € N definimos

1 .
inf{n > 0sfm,(1); — 6 > Jr ") i
> en otro caso.
Para n € N definimos
Jo(t) ={i e N;7(t,1) = n}.

Observemos que

= a Ol =3 5 J— T ()] (3.24)

n=04eJ,(t)

Para esto, primero notemos que 7(¢,7) < m(t,i) + 1. Esto se tiene pues si 0 <
n < 7(t,) entonces |m,(t);—t;| < £r~»). Por lo tanto, para 0 < n—+1 < 7(t,)
se tiene que

Tt (B)i = Tnts| < |Tna(8)i =t + |mn () — 6] < rin(®),

Luego, si m(t, i) +1 < 7(t,1) entonces [T t.iy+1(t)i — Tomeeay ()i < r7Imea® o
que contradice la definicién de m(t,7), de donde 7(¢,7) < m(t,i) + 1.

Por lo tanto, si m(t,i) = oo entonces 7(t,i) = 0o. Asi m,(t); = t; y de la
definicién de 7(t) conseguimos que 7(t); = 7(t); = t;. En este caso ||t —
7(t)||1 = 0, por lo tanto cualquier niimero funciona como cota superior.
Supongamos ahora que m(t,7) < oo. En este caso m(t); = Ty, (t);. Como

It =7t = 3|t — w(t
i=0
entonces
[t —m(t)]l: = Z [t = Tn(e,i) (£l

Notemos que si n # m, entonces J,(t) N J,,(t) =

0.
e =70 = 3 = T O = 3 3t = T O

n=04eJ, (t)

Asi, se sigue que
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Para acotar ||t — 7 (t)||; trabajaremos con el lado derecho de la ecuacion ((3.24)).
Para el primer término de la suma (Jy(t)) se tiene que, existe una constante
M* > 0 tal que

>t = T (8)i] < MHp—iolt), (3.25)
iGJo(t)

Demostremos ([3.25]). Por la desigualdad del triangulo
It = Tone,i) ()] < [t — w0 ()il + |m0()i = Tmgey (Dil-
Pero

ti)—1
’WO_Wmtl()‘< Z |Tng1 — T ()il

Como 0 < n < mf(t,i), de (3.16),

|7T0_7Tmt7,()|< Z Tjn(t)< Z Tj.

J=Jo(t)

Por el Corolario [10],

7m0 ()i — Tty (£)i] < Z rI < op o)
J=jo(t)

Por otro lado si i € Jo(T'), entonces 7(t,i) = 0. Por lo tanto
o7 <t — mo(t)il-
Ast, r=0O|t; — 1o (1)s] < 2|t; — mo(t):|%, por lo que
It; — mo(t)] < 21700t — mo(t);? y r=700 < 2t; — mo(t)],
entonces
[ti = Ton(ey (8)i] < 207900 4 20900t —mo(8); > < [t; — mo(£)i]*(4 + 2r7W).

Como r > 2, entonces |t; — Tz ()| < 4roOt; — mo(t);]*. Asi

Z |tZ — Wm(t,z)(t)z| S 47”j0(t) Z |tz — 7'('0( |2 < 47”j0 Z |t — 7T0

1€Jo(T) i€Jo(t) 1€N*

Por la Hipdtesis 2, se concluye que

Do [t = Ty (8)s] < M),
ieJo(t)
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donde M* = 4r7°®+/M. Por lo tanto se tiene ([3.25).

Ahora, afirmamos que para J,(t) con 1 < n ocurre que

STt = Ty ()i < MmO 433" it O] (1) (3.26)

1€Jn(t) n=1

Demostremos ([3.26]). Por (3.25))
Z |tz — Wm(t,i)<t)i| S M*T‘_jo(t) + Z Z |t7, - Wm(t,i) (t)z| (327)

1€Jn(t) n=14eJ,(t)

Por otra parte, por la desigualdad del triangulo,
m(t,i)—1
[t = Ty ()il <t = muoa ()il + D [Ty ()i — ()l
k=n—1
Ademés, si i € J,(t) se tiene que n— 1 < 7(¢t,4) = n por lo que |m,_1(t); — ;] <
Lpmin-1) | Asf,

ti)—1
It — Toneiy (8)s] < Lr79n=r® 4 N g (£ — w4
k=n—1
Como 7(t,7) < m(t,i) + 1, por (3.16]) se sigue que
m(t,i)—1 ' '
[t = Tongey (8l < gr7 104 37 0 OxG sy < D T
k=n—1 jzjnfl(t)

Luego, por el Corolario
|t - 7Tm t,7) ( ) | < ]nfl(t) -+ 2_jn—1(t) S 3_]‘n71(t).
Asi
SNt T <35 101, (0).
n=14€Jn(t) n=1

Usando lo anterior en la desigualdad ([3.27)) se sigue que

St = Ty ()i < Mrr7® 433" O] (1)),

1€Jp () n=1

Por lo tanto se sigue ([3.27)).

Observemos que para |J,(t)| con n > 1 se tiene que

| Ja(8)] < 9M2", (3.28)
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donde M es la constante utilizada en la Hipotesis 2b.

Para esto consideraremos dos casos, cuando 7(t,1) < m(t,i) +1 6 7(t,1) =
m(t,i) + 1.

(I). Supongamos que 7(t,7) < m(t,i)+1. Si j,—1(t) = jn(t) entonces m,_1(t) =
ma(t) (por Hipdtesis la), entonces m(t,i) = oco. Como 7(t,1) < m(t,i) + 1,
entonces 7(t,i) = oo, por lo tanto |J,(t)| = 0y se sigue (3.28).

Ahora, supongamos que j,(t) < j,_1(t). Parai € J,(t) tenemos que 7(¢,7) = n,
entonces 1r=9) < |, (¢); — t;], asi

1 )
Zr*%(” < ma(t)s — i) (3.29)
Como n = 7(t,i) < m(t,i) + 1 entonces por (3.15)) se deduce que i € I,(t), es
decir i € J,(t) N I,,(t). Luego, usando la Hipétesis la y (3.29) se sigue que

1 , , ,
2@ () N ()] < > min{(t; — Tn(t);)2, 72 ®) < pponp=2n),
4 1€l (t)

(3.30)

(I1). Si n = 7(t,3) = m(t, ) + 1, entonces 771 < |7, (t); — m,_1t;], asi

p 210 < (4); = maiti]?. (3.31)

Luego definimos

n' = inf{k <m(t,1); jr_1(t) = Ju(t)}.
Como estamos en el caso en que j,(t) < j,—1(t), entonces m,(t) € A,_1(¢)
(por la Hipdtesis (1b)). Pero por la definicién de n', A,,_1(t) C A,/(t). Ademds
Jn-1 = Juw(t)(> jw—1(t)), entonces por (la), m,_1(t) = my(t) (esto ultimo nos
sirve para poder aplicar la Hipétesis (1b)). Por la Hipétesis 1b y (3.31]) se sigue
que

P Oism(t ) = n =13 < 30 min{(m(t); — maoa (0),)% 0710}
i€l ()
< M2 tpina®)
(3.32)
Como n = 7(t,i) < m(t,i) + 1, se deduce que
Jn(t) C (Jo(t) N 1(t)) U{ism(t,i) =n — 1}

(esto ya se de demostré en (I) y (II)).
Maés aun,

() NV Iu()) N {ismt,i) =n — 1} = 0.
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Esto se tiene puessii € (J,(t)N1,(t))N{i; m(t,i) = n—1}, entonces m(t,i) > n
y m(t,i) = n—1, lo que implica que n < n— 1. Pero esto es una contradiccién.
Por lo tanto

[ Jn(®)] < [Jn(t) 0 L ()] + {5 m(E, 1) = n = 1}].

Por (3.30) vy (3.32) deducimos que
| T,(£)] < M27=1 4 4M2" = 9M2m1,

que es (B:28).

Asi, la desigualdad (3.27)) queda

STt = T ()il < MW L o7 3 2n Tty ®)

i€Jn(t) =
< 28max{M, M*} sup{z QMg —in (t)}'
Luego

¢ = 7(2)l < 28 mdx{M, M"}sup{ Y 27},
teT 7=0

(recordemos que M* = 4r7°®+/M). Por lo tanto queda demostrado (ii). O






Capitulo 4

Funcionales Especiales

En este capitulo el objetivo es el estudio de las funcionales F'(J, u, kj) en base a
las funciones por pedazos ¢, (chopping maps) que definiremos en la primera
seccion. Estas funcionales especiales jugaran un papel importante en la demos-
tracion del Teorema BL fundamentalmente en la demostracién constructiva
del Lema 2 de descomposicion en donde usaremos fuertemente sus propiedades.
Los resultados de este capitulo se encuentran fundamentalmente en [9] y [2].

4.1. Funciones por pedazos

En esta seccién definiremos un proceso Bernoulli en funciéon de una sucesion
de particiones {G; };en de Ry de una funcién 1-Lipchitz ¢, ,.

Todas las propiedades que obtendremos de este proceso nos serviran para las
demostraciones de los resultados de las secciones y

Definiciéon 12. Sean u,v € R, tales que uw < v. Definimos una funcion ¢,
con la siguiente regla de correspondencia.
Para cada x € R

Gup(z) = min{v, max{z,u}} — min{v, méx{0,u}}. (4.1)
Notemos las siguientes propiedades de la funcién ¢.

Observacion 10. Sean u,v,z € R con u,v fijos, tales que u < v. Para la
funcion ¢, dada en se tienen las siguiente propiedades.

1. ¢up(0) = 0.
2. Six € [u,v], entonces ¢, () es una recta con pendiente 1.

3. 8tz <udv<zx, entonces () es constante.

63
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4. Para todas x,y € R se tiene que |py(2)] <0 —u Y |Pup(T) — dun(y)| <
|z —yl.
Notemos que la parte (4) en particular dice que ¢, es 1-Lipchitz.
Demostracion. Para la parte (1). Por definicién
Gup(0) = min{v, max{0, v}} — min{v, max{0,v}} = 0.

Para la parte (2). Como = € [u,v], entonces min{v, max{x,u}} = x. La otra
parte de la funcién ¢, es decir, min{v, max{0,v}} puede cambiar dependien-
do del signo de u y v. Para esto consideremos los casos cuando 0 < u < v,
u<0<wvyu<v<0.Asl ¢,,(x) queda definido de la siguiente manera.

r—u si 0<u<w.
Guz(x) = T siou<0<o.
r—v si u<v<O0.

Entonces los tres casos la pendiente de la recta es uno.
Para la parte (3). Si < u, entonces ¢, ,(z) queda definido como

0 si 0<u<w.
qu,:v(x) = u si u<0<w.
u—v si u<ov<0.

En los tres casos obtenemos constantes.
Si v < x, entonces ¢, () queda como

v—u si 0<u<w.
Guz(x) = v si u<0<w.
0 si u<ov<0.

Entonces en los tres casos es constante.
La parte (4) se obtiene de (1), (2) y (3). O

Proposicion 4.1. Sean nimeros reales ug < ... < up. Entonces

1. Para x € R se tiene que
k
QS'U»Oka Z gbul 17'U»l (42)
2. Para x,y € R se tiene que

k
Z |¢ul 17uk QSUZ 1 Uk( )| = |¢UO,UIC(:E) - ¢U0,uk(y)| < |ZL' - y|‘ (43)
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Demostracion. Para (4.2)).

Veamos que ¢y, v, ¥ Zle ®u, , u, tienen la misma regla de correspondencia.
Si x = 0 entonces ¢, ,4,(0) =0 para 1 < i <k, por lo tanto ¢y, (0) =0 =
Ef:l ¢uzf1,uz (0)

Para x # 0, sin pérdida de generalidad supongamos que uy < 0 < ug. Suponga-
mos que estamos en la situacion (2) de la Observacion (10| (z € [ug, ux]), enton-
ces Gy, () = 7. En este caso queremos demostrar que S5, ¢ 1, (7) = 7.
Como = € [ug,ug|, entonces z € [u;—1,u;] para 1 < ¢ < k. Supongamos
0<ug <x<uy. Asi

U < ...<u1 <0<y <...<ug<w<u; <...<ugparal <i <k
Por la Observacion [10]

k
Zqﬁuzq,ul (‘I) = Z¢U1 hul _'_ ¢u1 1,Uj (I)
=1

k
+ Z ¢ul lvul + ¢’LL1 1,U; ) + Z ¢ul—17ul (x
=i

O + Uj (’U,j+1 — Uy + Ujy2 — Ujt1
+ . F U —U1_2)+$—Ui_1+0

Il
=

Analogamente se obtienen los demas casos.

Para (4.3)).

Por la Observacién [I0] obtenemos que
|¢U07uk($) - ¢U07uk(y>’ < |‘T - y|'

Lo que implica que la prueba se reduce a

Zf:l ’(ﬁuzflﬂtk (x) - Qs“lflyuk (y)‘ = |¢U0,Uk(x) - ¢U0,Uk (y)l

Supongamos sin pérdida de generalidad que y < x. Asi ¢y,(y) < du(z) (esto
se obtiene directamente de la Observacion . Entonces

k k
Z B (@) = D O] = 3 b (@) = 3 Py (v)
=1 =1
Luego, por (£-2)

k k
Z gbul_l,uk Z ¢ul 1, uk = ¢u0,uk ([E) - ¢u0,uk <y>
=1 =1
= |¢UO,UI@($) - qbuOﬂLk (y)l
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]

Cabe mencionar que si up < z,y < u; entonces se da la igualdad en (4.3, es
decir,

Z |¢uz huk qbul 17uk( )| = |$ - y|' (44)
La prueba de la ecuacion (4.4) es andloga a la de (4.3)).
Corolario 11. Sean nimeros reales ug < ... < uy. Entonces
Z |¢Ul 17uk | < |.’L’| Yy Z¢ul 1,ul S 12‘ (45)

Demostracion. Como ¢,,(0) = 0. Si hacemos y = 0 en (4.3]) obtenemos que

Z!% v ()] < .

Para la segunda parte haciendo nuevamente y = 0 en (4.3) se tiene que
|Ouo . (2)| < ||, es decir, \/dugu, (2)? < Va2, Elevando al cuadrado y usando

k
" se Sigue que Z ¢uz—1,uz (x)Q < "L‘Q‘ [
=1

Ahora, consideremos subconjuntos finitos G; = {u;0 < ... < u;,} deRei € N
(o bien particiones de un cierto intervalo). Después definimos G = {G, };en una
familia de subconjuntos finitos de R.

Para t € (2 definimos el proceso Bernoulli de la siguiente manera. Consideremos
primero la siguiente suma para cada particion finita

Xt( ) Zl 1 P 1,uzl( Z>€i,l'
Ahora para cada t € T definimos
= ZXt( Zz¢uzl lvuzl GZZ (46)
ieN ieN I=1
Consecuentemente obtenemos el proceso Bernoulli {X;(G) her.

Observacién 11. Para cada t € T se tiene que X,(G) dado en (4.6) estd en
2.

Demostracion. Como €,; =16 ¢;; = —1 para 1 <[ < k; et € N, entonces

ZZ|¢“M 17Uzl 6zl|2 ZZ¢Uzl 1,uzl

1€N [=1 1€N [=1
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Por la segunda parte de (4.5)) se deduce que

ki
Z Z ¢ui,l—17ui,l (ti)2 S Z t?.

ieN I=1 ieN
Como t € £? entonces Y,y t7 < oo. Por lo tanto para cada ¢t € T' se tiene que
X,(G) € 2. O

La siguiente proposicion nos da la relacion que existe entre un proceso Bernoulli
cualquiera (ver Definicién [2)) y el proceso Bernoulli { X;(G)}ier. Ademas, da la
relacion que existe entre {X;(G) her v {Xi(G') hier donde G = {G}}ien vy G
es un refinamiento de GG; para cada i € N.

Proposicién 4.2. Sean T C (> y G = {G,}ien una familia de subconjuntos
finitos de R. Entonces

1.
Elsup{X;(G)}] < Efsup{}_ ti;}] = b(T). (4.7)

teT teT ieN

2. 851G ={G}ien es tal que G; C G}, min G; = min G, y méx G; = méx G,

para cada © € N, entonces

E[sup{X:(")}] < E[sup{X:(9)}]. (4.8)

teT teT

Demostracion. Si definimos fu,, |, () = ¢u,,_,u,,(7) para cada z € Ry
J=A{1,...k;}, entonces de (4.3

ZleJ |fu¢,zf1ﬂui,l<x> - fui,thui,z(x)’ < |ZE - y|'
Por el Corolario [9]

k;
E[Supzquuu—l,ui,l(ti)ehl] = E[Sup Z fuiAl—laui,l(ti)eiJ}

teT ieN 1=1 teT ieEN,leJ
< E[sup Z ti€il.
teT ieN
de donde se tiene (4.7)).

Por hipétesis tenemos que G es refinamiento de G; y que ademaés el refina-
miento es sobre el mismo intervalo. Supongamos que G; = {u;o < ... < Uiy, }
r ; ’ 7

¥ [tig—1, wig] VGG = {si10 < Sig1 < ... < Sik,, ) Asi, G} estd dado por

G; = {Si7170 < ... < Si717ki,l} U {SLQ’[) < ... < 8@27]%72} U {5i73,0 < ... <
5i,3,k¢73} U...U {Si,k‘i,O < ... < Si»kiyki,ki}'
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Luego, por la definicién de X;(G)

ki1 k1,2
Xt(g,) = Z [ Z ¢5i,1,j—175i,1,j (ti)eiJJ + Z ¢5i,2,j—175i,2,j (ti)el}?v]‘ +.o..+
€N j=1 Jj=1 4.9
Z ¢Si,ki,j—175i,ki,j (ti)eivkuj] = Z{ (Z Siyl,j—155i,l,5 Z)Ei,l,j)} :
7j=1 €N =1 j=1

Observemos lo siguiente. Definimos para cada x € R

fsi,l,jflysi,l,j (l’) = Z (bsi,l,jfl’si,l,j (x) Y g“i.lflvui.l(x) = Z (buz‘.thuz‘.z(x)’ (4'10)
=1 =1

entonces

kzl
|f81 1,j—155i,1,5 ) fsi,l,j—lzsz‘,l,j (y)l S |g“i.l71,“i.l<x) - guz‘.lﬂ,ui.l(yﬂ' (411)

7j=1
Pues, por (I2)
k1,

(bui,thui,z(x) = Z ¢51,l,j71751,l,j (QJ)
j=1
Luego, por (L3)
ki1
Z |¢51,l,j—1731,l,j (l’) - ¢S1,l,j71,81,z,j (y)| - |¢U¢,zf1,ui,z<x) - 925%’,1717%',1 (y)|
j=1

Asi,
k‘i ki,l

Z Z ‘¢51,l,j71:51,l,j (x) - ¢31,l,j71751,lg ’ - Z ‘d)uzl 1 uzl ¢uzl 1 uzl( )‘

=1 j=1

Intercambiando las sumas (en el lado izquierdo de la igualdad anterior) y usan-
do nuevamente (4.3)) se tiene (4.11) (de hecho se da la igualdad).
Usando la definicién en (4.10)), de , (4.11)) y el Corolario EL concluimos que

Efsup{X,(G")}] = supZZfsm vsins (Bi)€it ]

teT teT iEN* j=1

S Sup Z gu” 1uzl<t )Ell]
LT je N~

= E[sup{Xy(G)}].

teT
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Asociemos una distancia dg al proceso X;(G). Para s,t € T C (%,
k;
2
= Z Z |¢ui,l—17ui,l (tl) - qbui,l—hul',z(si” : (4'12)
iEN I=1

Observacién 12. Para s,t € T se tiene que dg(s,t) definida como en la

ecuacion es una distancia.

Demostracion. Por las propiedades del valor absoluto es inmediato ver que si
dg(s,t) = 0, entonces s = t y viceversa. La simetria de la distancia se sigue
también por la simetria del valor absoluto.

Por tultimo, la desigualdad del triangulo se sigue por la desigualdad de Min-
kowski. O

La siguiente observaciéon compara la distancia anterior con la distancia en ¢2.
Observacién 13. Para s,t € (% se cumple que
dg(s,t) < ||s —tl2-

Demostracion. Por (4.3)) se tiene que

ZZ|¢ull lvuzl quzl 1,Ui 0 S’L |2 < th _82|2

€N [=1 1eN

por lo tanto dg(s,t) < ||s — t||2.
[

La siguiente proposicién compara las distancias asociadas a los procesos X;(G)
y X¢(G).

Proposicién 4.3. Sean G = {Gi}lieny y G = {G,}ien tales que G; C G} y
Gi ={uio < ... <wuyg} para toda i € N. Entonces:

1. Simin G; = min G}, y mdx G; = max G; entonces dg: < dg.
2. Si|GiN (wig—1,uiy)| < q para todai € N, 1 <1 < k; entonces dg < /qdg:.

Demostracion. Sean s,t € ¢*. Supongamos nuevamente que [u;;_1, u;;] N G =
{8100 < sip1 < ... < Sigk,, - Asi que

ki ki
dg/ 5 t Z[Z(Z ¢Szl] 1,54,1,5 l) - ¢5i,l,j—175i,l,j(8i)|2):|'
=1

€N 7j=1
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Como !, |ar]? < (X4, |ax])?, se sigue que

ki

ki
dg’(57 t)2 = Z[Z( Z |¢5i,l,j—175i,l,]’ (tl) - ¢Si,l,j—178i,z,j (SZ)|2>}

iEN =1 j=1
ki

ki
Z[Z( Z |¢5i,l,j—175i,l,]’ (tl) - ¢5i,l,j—175i,l,j (Sz)D}Q

ieN =1 j=1

IN

Como [u;;—1,uig] NG = {si10 < Sig1 < ... < Siik,, ), entonces por (4.2)) y

(4.3) concluimos que
ki
dg/(s, t)2 < Z Z |¢Ui,lflyui,l(ti) - ¢ui,1717ui,l(8i>|2 = dg(S, t)2.

ieN 1=1
Lo que demuestra la primera parte.
Ahora, como [u; -1, ui] NGy = {8510 < 8501 < ... < Siik,, ), entonces de (4.2)
y (4.3) v se deduce que

dg(87 t)Z - Z[Z( zf |¢Sz‘,l,j—1:5i,l,j (tl) - ¢5i,l,j—175i,l,j(si)|)2] )

ieN 1=1  j=1
como |G4 N (ugy-1,ui,]| < g por hipétesis y (Xf_y |ax|)? < 13—, |ax|*(en nues-
tro caso ¢ = k;; para cada i € N), se sigue que

ki ki,l

dg(s, t>2 < Z[Z(q |¢3i,l,j—1»si,l,j (tl) - (bsi,l,j—lvsi,l,j (Si)‘2)}7

ieN I=1 j=1

por lo tanto dg(s,t)* < qdg:(s,t)?, de donde se sigue la parte (2). O

4.2. Funcionales F(J, u,k, j)

En esta seccién seguiremos trabajando con subconjuntos finitos de R. A la fa-
milia de estos subconjuntos nuevamente le asociaremos una distancia (como lo
hicimos antes), pero algo mas importante, le asociaremos una funcional. Todo
el trabajo previo (de este capitulo) nos servird para obtener rapidamente las
propiedades de estas funcionales.

Sea r € N tal que 4 < r. Para x € Ry k € Z definimos el siguiente conjunto
G, k) ={prFpeZyx—4rF <pr % <a44r "} (4.13)

Si consideramos [r~*z]. Entonces G(z, k) lo podemos definir en términos de
[r=kz].
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Observacion 14. Sea r € N tal que r > 4. Para x € R y k € 7Z se tiene que
G, k) ={pr™peZy[rfz] —4 <p < [rF2] +3}. (4.14)

Demostracion. Notemos que x —4r~% < pr=% < x4+ 4r=% si y solo si r* —4 <
p < ar® + 3. Sabemos que [r~*z] > r~*z entonces p < zr* + 3 si y solo si
p < [r~%z] + 3. Por otro lado como xr* —4 < pssiysolosiar* <4+psiy
solo si [zr*] < 4+ p, pues 4 y p son enteros, por lo tanto [zr¥] —4 <p. O

Observaciéon 15. Sea r € N tal que 4 < r. Para x € R y k € Z se tiene que
Gz, k)| <8

Demostracion. Se sigue inmediatamente de (4.14)).
[
Ahora, sean 1, j € Z tales que k < j y 4 < r. Definamos el siguiente conjunto.
G(a,k,j) ={pr~p € Zy ([r'a] —4r™" < pr7? < ([rfa] +3)r™"}. (4.15)

Notemos que ([rFz] — 4)r=* < pr7 < ([rk2] + 3)r=F si y solo si ([rfz] —
4ri=F < p < ([rka] 4+ 3)ri* siy solo si wy, j(x) < p < vy j(x) donde wy, ;(z) =
([r*z] — ri=F y vy j(x) = ([r*z] + 3)ri=*, por lo que

G($a ka]) = {p?”_j,p SN/ Yy wkd(x) <Sp< Uk,j($)}' (416)

De esta ultima definicién de G(z, k, j) se sigue que G(z, k, k) = G(k, k).
Como en la definicién de G(z,k, j) pedimos que k < j y 4 < r, entonces de
ahora en adelante en todas las hipotesis de la proposiciones que involucre a
G(z,k,7), apareceran estas condiciones.

La siguiente proposicién nos da un refinamiento de G(z, k, j), mas ain, nos da

las hipotesis de la Proposicion |4.2| parte (2).

Proposicién 4.4. Seanr e N, x e Ry k,j,j € Z. Sik<j<j yd4<r
entonces

1. G(z,k,j) C Gz, k, 7).
2. max G(x, k,j) = max G(xz, k, j').
3. min G(z, k, j) = min G(z, k, j').

Demostracion. Sean x, 7, j', k y r fijos. Asi, la parte (2) y (3) se sigue de (4.16)).
Para probar (1), del hecho que k < j < j" obtenemos que wy, j/(z) < wy j(x) y
vk j(x) < g y(z). De donde, si pr7 € G(z, k, j) entonces

wijr () < wj(z) < prd <) < vey(a),

y asi G(z,k,j) C G(z,k, 7). ]
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Consideremos ahora una familia de subconjuntos finitos formados por G(z;, k, 7)
de la siguiente manera.

Sean u € % j,k € Z tales que k < j y J C N. Asi obtenemos la familia
{G(us, k, j) }ics. Entonces para cada t € T C ¢ obtenemos el proceso Bernou-

Wi {X;({G(us, k,j)}ies) }rer dado por

Vg5 (Us)

Xi({G(uis k, j) bies) = Z[ Z Plp—1)r—i pr—i (ti)€ip)- (4.17)

i€J p:wk’j(ui)—&-l

Por la Observacién (11} el proceso {X;({G(ui, k, j) }ies) hter esté bien definido.
La distancia asociada a este proceso esta dada por

vk, 5 (wi)
d(Ja u, k7 ])(t’ 3)2 = Z[ Z (qb(pfl)r—j,pr—j (tz) - gb(pfl)r—j,pr_j (Si)>2]a
i€ p=wy,;j(u;)+1
st e >
(4.18)
A la familia {G(u;, k, j) }ies) }er le asociamos la siguiente funcional.
Para () # T C (? definamos

F(J,u,k,j)(t,s) = E[sup X;(J,u, k, 5)]. (4.19)

teT
Observacién 16. Para )0 AT C (* ,u € (?, j,k €7Z con k < j se tiene que

F(J,u, k, 5)(t, s) = Elsup X (J,u, k, )],

teT

es una funcional.

Demostracion. Como el proceso Bernoulli {X;:({G(u;, k, j)}ies) }rer estd bien
definido (esto es por la Observacién , entonces por la Proposicion se
sigue inmediatamente que para toda s,t € T, F(J,u,k,j)(t,s) > 0.

Ahora, si A C B C T, entonces por la definicién de F(J,u, k,j)(t,s) se sigue
que F(A,u,k,j)(t,s) < F(B,u,k,j)(t,s). O

Al didmetro de T' con respecto a esta distancia d(J, u, k, 7)(t, s) la denotaremos
como A(T, J,u, k,j), es decir

Para s,t € T, A(T, J,u, k,j) = sup{d(J,u, k,j)(t,s)}.
s,teT
Las siguientes dos observaciones se usaran para demostrar las dos tltimas pro-
posiciones de esta seccion. Antes de dar la demostracion de la observacion
veamos los siguientes lemas.
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Lema 6. Seanr €N, a,a,8 € R" ybe R. Sea f: R — R, tal que
Flu) = ([or] + )
Entonces f es creciente.

Demostracion. Sean ko, ki € Z, tal que [br**] = kg para algin v € R y
[brev] = ky para algin w € R (estamos pensando que kg < ky). Asi, consi-
deremos el intervalo u € (ko, k1]. Como en ese intervalo la cantidad [br®*] es
igual a ki, entonces f'(u) = 0+ aBr? > 0, pues por hipétesis a, a, 3 > 0 . Por
lo tanto la funcién f(u) es creciente. O

Anélogamente se prueba el siguiente lema.

Lema 7. Seanr €N, a,a,8 € RT ybe R. Sea g : R — R, tal que

g(u) = ([br™] — a)r™™.
Entonces g es decreciente.

Observacién 17. Sean z,u € R y j, k' k € Z, Si k < k' < j yu < j entonces
Gz, K, j) C G(z,k, 7).
Demostracién. Sea pr—7 € G(x, k', ), entonces
([r¥ 2] — )= <pr=7 < ([r¥2] + 3)rF.
Asi,
([rF'2] — 47—+ < p < ([r¥2] + 3)r7 =+,

Si definimos f(u) = ([r"z] + 3)r"~*. Como j — u > 0, por el Lema [0 f
es creciente para toda u € R. Entonces f(k') < f(k) pues k < k'. Asi, se
sigue que p < ([r*z] + 3)r’~*. Andlogamente por el Lema [7| se obtiene que
([rkz] — 4)ri=F < p. Asi,

(0] — 7> < p < ([he] + 3™
Por lo tanto pr= € G(z, k, j).

Observaciéon 18. Sea T C (%. Si J C N entonces

E[sup Y tie;] <E[sup > 6]

teT ieJ teT ieN
Demostracion. Como J C N, entonces

E[sup Y tie;] + E[%gjﬁ > tieg] <E[sup > tie).

teT jeg iEN\J te€T jeN
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Por desigualdad de Jensen obtenemos que

teT t
< 1€N\J < 1€EN\J

pero %gjﬁE[le%J tie;] = 0. Por lo tanto se sigue que

E[sup Y tie;] <E[sup ) €]

teT icJ teT ieN
[

Las siguientes proposiciones son aplicaciones de lo que hicimos en la primera
parte de este capitulo.

Proposicién 4.5. Para J C N, u € (2, enteros k < j y T C (? se cumple

2. A(T, J,uk, ) < Ap(T).

Demostracion. La parte (1) se sigue inmediatamente de la Proposicién .

Por la Observacién para cada s,t € (? se tiene que d(J,u,k,j)(t,s) <
IIs — t||2, por lo tanto A(T, J,u,k,j) < Ap(T), de donde se deduce la parte
(2). O

Proposicién 4.6. Sean u € 2, T C (* y j,j',k, k' € Z. Supongamos que
kE<k <j j<j,K<jyJ CJCN entonces

1' F<T7 J/7u7 kl’j/) S F<T7 J? u7 k"j).

2' A(T7 J/7 u? kl?j’) S A(T7 J7 u7 kj7j>'

Demostracion. Como J' C J, entonces por la Observacion se tiene que
F(T,J u Kk, ") < F(T,JukK,j).

Del hecho que k < k' < j', por la Observacién [17]se deduce que G(z, k', j") C
G(z,k,7"). Asi que, por la definicion de X;(J, u, k, ) y Observacién |18 se sigue
que F(T, J,u, k', j') < F(T, J,u,k,j'). Pero por la Proposicién [£.4] obtenemos
que

G(z,k,j') C Gz, k, j), méx G(z, k, j) = max G(z, k, j') y
min G(z, k,j) = min G(x, k, j').

De la Proposicién .2 se deduce que
F(T,J u, Kk, j) < F(T,Juk,j).
Andalogamente se demuestra que A(T, J',u, k', j') < A(T, J,u, k, 7). ]
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El siguiente lema nos da una cota inferior para la distancia d(J,u, k, 7)(t, s).
Este resultado se usaré especificamente en el Capitulo [5}

Lema 8. Sean s,t,u € (?, J C N y j,k € Z. Supongamos que k < j y
|s; — us| < 2r=% para toda i € J, entonces

;Zmin{]si S Y < d( sk, ) (E 5)2 (4.20)
ieJ

Demostracion. Supongamos que |s; — ;| < r7 < r7F Asi) |s; — uy| < 2r7F

v |s; — t;| < r7%. Por lo tanto u; — 3r=" < s;,t; < u; + 3r~*. Entonces,

min G(u;, k,j) < s; < t; <méxG(u;, k, 7). Luego, por la Ecuacion (4.4) obte-

nemos que

|s;i — ti| = S bty pri (ti) = G-ty pr—i ()],

p=wg ;(ui)+1
pero como |s; — t;| < 777, entonces en la suma anterior hay a lo més dos
sumandos. Como (a + b)? < 2(a? + b?), se sigue que

|8 — t;]? <2 Z [Pp—1yr—i pr—i (i) — ¢(p—1)T*j7pr*j(8i)]2'
peG(ui’k»j)

Asi,

1 N
5 mln{ ’Si - ti‘27 r 2J} < Z [(b(p—l)'r*j pr—J (tl) - (b(p—l)'r*j,pr*j (Si)]2' (421)
pEG(uivkvj)

Por lo tanto, tomando la suma sobre J se sigue (|4.20)).

Observemos que siempre podemos restringirnos al caso cuando |s; — ¢;| < r77.
Pues si 777 < |s; — t;], entonces t; < s; 6 s; < t;. Sin pérdida de generalidad
supongamos que s; < t; < u;. Ahora consideremos w = méax{s;, t; —rJ }, luego

min{|w — ti|2, T‘_Qj} = min{|s; — ti|2,r_2j},
y ademas

Z [gb(P*l)T‘j,pT‘j (t:) — (b(pfl)r‘j,pr—j (w)]Q <
PEG(ui k,j)
Z [(rb(p—l)r—j,pr_j (tZ) - ¢(p—1)1“_j,p7“_j (Si)]Q'
pEG(u;,k,j5)
Es decir, sustituyendo w en la Ecuacién (4.21), el lado izquierdo no cam-
bia y ademas la cantidad que obtenemos en el lado derecho es menor que

ST Bty pri () = Gp1yr—i pri (8)] O
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4.3. Lemas de descomposicion

En esta seccién obtendremos varios resultados de F(T, J, u, k, 7). Las primeras
proposiciones estan basadas en los resultados de las proposiciones de la seccién
4.1 junto con los resultados de la secciéon anterior.

Proposicién 4.7. Sean T C >, uc (?, JCN, meN, jk,r € Z yo € R*.
Supongamos que k < j,r77\/Togm < o y||t|cc < r~? para todot € T. Entonces
ezisten conjuntos C,...,Cp_1 CT y Lg > 0 que satisfacen

1. A(Cy, Jyuk,j) < Lgo, paral=1,...,m — 1.

2. Si0# D CT\UpewmCi con A(D, J,u, k,j) < o, entonces
F(D, J,u,k,j) < F(T, J,u,k,j) — ov/logm.

En la demostracién que sigue, usaremos las constantes L, y L que se obtienen
de la Proposicién del apéndice.

Demostracion. Definimos Lg = max{2,2L,(Ls +2)} y a = %Lﬁa, entonces
2

L4(Ls 4 2)oy/logm < min{ay/logm, %} = a\/logm. (4.22)

Sea € = gy/logm > 0. Definimos 71 =T y T, = T'\ Uj, B(t1, a) para 1 < k.
Si Ty = T\ Ujer, B(ti,a) # 0, escogemos t, € Ty tal que (por definicién de
supremo)

sup F(Ty N B(t,0), J,u, k,j) — oy/logm < F(Tp N B(ty,a), J,u, k, j).

teTy,

Luego, definimos Cy = T}, N B(tx, a). Entonces Ap(Cy) < a = 0. Pero por la
proposicion 1.5 A(Cy, J,u, k, j) < Ap(Cy), asi que

A(Ck, J,u,k, j) < o. (4.23)

Si Ty, = T\ Upem Cr # 0. Consideremos D C T, con A(D, J,u,k,j) < o
y escogemos t,, € D tal que D C B(t,,,0) NT,,. Asi los puntos ty,...,t,
(t1 € T1) satisfacen por construccién que

a<|[t;—tr]le para 1 <1 #£1 <m, (4.24)
y ademas por hipotesis
It < b paral <1< m. (4.25)
Ahora, definimos H; = B(t;,0) N T, paral < my H,, = D. Por lo tanto

H, C B(tj,0) para 1 <1 <m. (4.26)
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Por otro lado, por la eleccién de cada t; se sigue que

F(D7 J,U,k,j) - U\/ 1Ogm < 121§I}nF(Hl’ Ju u, k?]) (427)
Por lo tanto, por la Proposicion

L a? . .
L—mln{a\/logm,?} — Lsoy/logm + 1I§r%1gr$nF(Hl,J,u,k,j)

4
< F(U Hi, Jouk,j)

I<m

F(T,J,u,k,j).

IN

De la desigualdad (4.27)) se sigue

2

2 min{a\/@, %} + F(D, J,u,k,j) — (Ls+ 1)0\/@

4
< F(U Hi, Jouk,j)

I<m

F(T7 J? u? k’j)’

IN

pero por (4.22)) se deduce que
F(D, J,u,k,j) + ovlogm < F(T, J,u, k, j).

Notemos que la expresion (4.23)) es la parte (1) de nuestra proposicién.
Observemos que si T, = T'\ U<, B(t;, @) = 0 entonces no hay nada que probar,
pues por vacuidad se sigue la parte (2) definiendo C; = B(#;,a). La parte (1)
también se sigue pues el radio a = %Lﬁa de cada bola es menor o igual que o.
]

La Proposicién [4.7] y la siguiente proposicién nos serviran para demostrar un
corolario muy importante en esta seccién. Este corolario nos ayudara a encon-
trar la sucesién admisible de 7" que buscamos desde el Capitulo [3|

Proposicién 4.8. Sean T C ?, J' Cc J C N, u,v/ € 2, k < jy2<r
jk,re€Z ,meN y0< Lg,c,o. Supongamos que

1. Para todo s,t € T, ||t — s||e < pi—1

2. Para toda i € J' se tiene que |u; — u}| < 2r=".
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3. AT, Jyu,k,j+1) <c.

4. 7777 logm < o y Lgc < r.
Entonces, existen conjuntos A, ..., A, CT y una constante Ly > 0 tales que
L A(A,Ju,k,j+1)<oparal <I<myT CU<,A o
1. F(T\UZ A J 5 +2,5+2) < F(T, Jyu,k,j+1) — L%U\/W~
Demostracion. Definimos G = {G,}ics v G' = {G}}ics donde
Gi=Gu, k,j+1),siieJ,

G; si iEJ\J’,
GiUGu,,7+2,74+2) st i€l

!/

Entonces G; C Gj. Mas atn, min G; = min G y méx G; = méx G..

Veamos primero que max G; = max G..

Siie J\J,se sigue de la definicién de G’ que mdx G; = méx G..

Siie J'. Como G(ul,j+2,j+2) =G(u,,7+2). Del hecho que 4 <ryk <j
Gub,j+2,7+2) Cul—4r772 w4+ 4r=972) C (u) — % u} +17F).

Por hipétesis, para toda i € J' se tiene que |u; — uf| < 2r=*. Asi, se sigue que

G(ul,7+2,5+2) C [u; — 3r™ u; + 3r=*]. Por lo tanto méx G (u, j+ 2,7 +2) €

G;. Luego asi méx G, = max G; pues G; C G.. Andlogamente se prueba que

min G; = min G;. Por la Proposicién

E[sup X;(G")] < E[sup X,(G)] = F(T, J,u, k,j + 1). (4.28)

teT teT

Por la Observacion |G(u}, j + 2,5+ 2)] <9. Luego, de la Proposicion [4.3]
obtenemos que
dg < 3dg. (4.29)

Ahora, observemos que
AT, J ', j+2,7+2) <c (4.30)
Esto tltimo se cumple pues, para toda i € J' se tiene que |u; — u}| < 2r=F. Asi
que
si |pr=772 —ul| < 4r7772 entonces |pr77% — | < 2r7F + 4772 < 37

y por lo tanto G(u}, j + 2,7+ 2) C G(u;, k,j + 2).
De la definicién de A(T', J, u, k, j) se sigue
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AT T g +2,5+2) AT, Jouk, j+1).
Asi, por la Hipétesis (2) se concluye (4.30)).

Ahora apliquemos la Proposiciéon [A.3] Para esto, definamos

b=r—J-1
A =6,

o =%
I ={(i,u);i € Ju € G;\ {min G, }},
J =A{(u)i € Jue Glug,j+2,5+2) \{min G(ug, j + 2,7 +2)}} y
para AC T7 AT = {{gbu*,u(tz)}(l,u)vt € Av (Z,U) € ]*}

donde v~ = max{y € G, ; y < u}. Observemos que con la notacién de la
Proposicién tenemos que para A C T

br-(A%) = Elsup X,(@)] y byo(A") = F(A, ', j +2,5+2).  (431)

teT

Por la hipétesis (4) tenemos que r—7~1y/log m < o, lo que implica que by/log m <
Ao*. Por otro lado, de (4.30)) se sigue que,

para todo s,t € T, d(J',v',j+2,j+2) <c.
Si usamos la notacién de la Proposicién [A.3] de la definicién de J*,

para todo s*,t* € T, d;-(s*,t") < c. (4.32)

Por la Proposicion , existen t},...tr € T* tales que 1% C U<, Br-(t;+,0")
o bien
by (T\ Urem B+ (ti- o)) < b (T*) = (0" — Lec) y/ogm.
Usando , , y sustituyendo o* y A, se sigue que
F(T\ U B(t,0)) < F(T, Jyu, k,j +1) = (130 — Lzc)Togm.
Luego, si tomamos L; = 28L88Lg y Lg = 288L3 entonces se sigue (II).

Ahora veamos que si T* C Uj<,, B+ (t+,0*), entonces T' C U<, A;. Para esto
definimos la siguiente funcién.

fu=1f: A(N) — (2(1%)
t = {ti}iEN — th = {Qbu*,u(ti)i,u}{(i;u)ef*}7 donde u € 02,
Observemos que f es continua. Sea € > 0. Si ||s — t|| < d, con § > 0, entonces
|si —t;] < 8. Luego, por la Observacion [L0] [¢y- u(8i)iu — Gu- u(ti)iu| < Jsi—ti.
Asi, si € = 0 entonces ||¢s — @]| < €, por lo tanto f es continua. Por la definicién
de f se sigue que f(T)) = T*. Entonces f(T') C Uj<, By+(ti+,0*). Como f es
continua,
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T C Ulgm f_l[BI* (tl* ) 0*)] - Ulgm Ala
donde A; = f~Y By (t;«,0)] para l = 1,...,m. Asi tenemos demostrado una
parte de (I).
Ahora, solo falta ver que A(A;, J,u, k,j+1) <
se tiene, pues si s,t € A; entonces d - (s*,t*) =

de (T29).

oparal=1,...,m. Esto tltimo
d(J W, j+2,7+2) < o*. Luego,

d(Juk,j+1) <3d(J' ', j+2,j+2) < 60" =0,
por lo tanto A(A;, Ju, k,j+ 1) < o.
O

En la demostracién anterior falté probar que la relacién que se da en la ecuacion
(4.31)) es cierta. Esto lo hacemos en la siguiente observacién y obviamente
usaremos todas las notaciones de la demostracién anterior.

Observacién 19. La Ecuacion es cierta.

Demostracion. Por definicion

by« (A*) = sup Z €iti,
teA* icl*
(como aparece en el Apéndice A, pagina 105). Por la definicién de I*

sup Z €;t; = sup Z Z €iuliu-

teA* o7 AT i€ I (CN) yeqn (min Gy}

Luego, por la definicion de A* obtenemos que

sup Z Z €i7uti1u = Sup Z Z Ei,ugbu*,u(ti)-

A () weq\{min G, } ted ic(cm) weq/\{min G; }
Entonces de la definicién de X;(G) y u~ se sigue que

by« (A*) = sup Z Z €iuu-u(ti) = E[sup X;(G)].

teA p teA
i€J(CN) yeq\{min G; }

La prueba de que by« (A*) = F(A,J' v, j + 2,j + 2) es andloga (de hecho de
manera similar también se prueba (4.32)). O

Finalizaremos esta seccién con el Corolario[12l Este corolario seré fundamental
para la prueba de la proposiciéon de la secciéon posterior.

Corolario 12. Sean 0 #T Cc 2, 0 A J CN,u e ?, v €T, ce R, k < j,
1<n, k,neNyro<r,reN. Definimos J = {i € J;|u; —u| < 2r7F}.
Entonces podemos encontrar una particion {A;} i<, de T con p < N,, y cons-
tantes Ly, L11 y Lis positivos. Tal que cada A; satisface una de las siguientes
propiedades:
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1. Si D C Ay A(D, Ju,k,j+2) < LLwQ%T—j—l entonces
F(D7 J’u7 k’j + 2) < F<T7 J,U, k7] + 2) - %HQnr—j—l o

2:
2a. A(A,J' 5+ 1,5 +2) <A(AL Ju,j+1,5+2) <2277y
2b. F(ALJ o, j+2,j+2) < F(T, Jouk,j+1) — 720!
< F(T, J,u,k,j)— %122”7"_]'_1 ]
3. A(A Jyuk,j 4 1) < 2mp=i—1,

En la demostracién de esta proposicién usaremos las constantes Lg, L7, Lg da-
das en las proposiciones anteriores de esta seccion.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que la constante 1 <
Ls (la constante dada en la Proposicion 4.8)).

Definimos m = /N, asi v/logm = — oY Vvl1og 2. Si tomamos o = L6L827 r=i-1

entonces

r=i=2/logm = =227 /log 2 < r—i-225" < pi-22%,

Si LgLg < 1y < r, entonces % < . Luego asi

LL

r772/logm < o. (4.33)

Aplicando la Proposicién |4.7| para j+ 2 y usando (4.33) (todas las demds hipé-
tesis del la Proposicién[4.7] también son hipétesis de la proposicién que estamos
demostrando) podemos encontrar subconjuntos C,...C,, C T tales que.

Propiedad 01

» ACy, Jyu,k,j+2) < Lgo = %82%7“*7*1, para l,...,m— 1.

» Si0#DCT\UcpCicon AD, Jyu,k,j+2) <o=1
entonces F\(D, J,u,k,j+2) < F(T, J,u,k,j+2) —

1 o% i1
L822r =

1 o —j-1
T 221 logm

Definimos A; tal que
U CGuA;.

I<m-—1

Veamos que A, satisface la Condicion 1. Si D C A; entonces D C T\Uj<,,—1 Ci.
Por la Propiedad (01), si A(D, J,u,k,j+2) < ¢ ILSQ%T*J'*l entonces

F(D, Jyu,k,j+2) < F(T,J,u, k,j+2) — 1L82%7"_j_1\/10g m,
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1
tomando Ly = LgLg v L1 = (@) * LgLg se sigue la Condicién 1 para A;.

Ahora, consideremos C; para algin [ < m — 1(fijo). Tomemos ¢ = 22771 y
c= %82%7"_3'_1. Entonces

ri W logm = r 712" log2 < 25 =g y

Lgc = L8i257“*j*1 <og.

Ademés A(Cy, Ju, kb, j +2) < %82%r_j_1 = ¢ por la Propiedad (01). Entonces
estamos en condiciones de aplicar la Proposicién para C; (las otras hipdtesis
de la Proposicic’)nson hip6tesis de la proposicién que estamos demostrando).
Entonces existen subconjuntos By, ..., B,, C C; tales que

Propiedad 02
» A(B, Jyu,k,j+1)<oc=22r7tparal<Il<my
» O CUiem B 6
F(CON\UL B, J W, j+2,j+2) < F(C, J,u, k,j+1)— Ligm/logm
=F(C, Jou,k,j+1) — %QQ%T_j_I\/log m.
St tomamos A;1 = B, para 1 <1 < m, entonces (por la Propiedad (02))
A(A, Jouk,j+1)<o=22r7'paral=1,...,m,

lo que quiere decir que se satisface la Condicién 4, o bien si T'\ U*, B # 0,
definimos A,, = T\ UX, B; para algiin 1 < m < oo. Luego, de la Propiedad
(02) obtenemos que

F(Ap, J'u,j+2,5+2) < F(T, Jyu, k, j +1) = 122777 1/logm.

1
Definiendo Lis = (@) ® Ly se sigue la Condicién 2b.
Por tltimo si no pasa que ) # D C T\ Ujep, Ci- Como G(u},j + 2,5 +2) C
G(u, k,j + 2) para i € J' entonces
A(Cla Jl?.j + 27] + 2) < A(Cla J,U,k,j + 2) < %82%7ﬂij71-
Como 1 < Lg entonces,
A(CL 5 +2,54+2) <AC, Juk,j+2) <23r 7L paral=1,...,m.

Definiendo A; = C}y para | = 1,...,m se sigue la Propiedad 2a.
En ambos casos descompusimos a T en a lo mds 1+ (m — 1)(m + 1) = N,
piezas. ]



Capitulo 5

La Conjetura de Bernoulli

5.1. Construccion de Particiones

En esta seccion demostraremos que se puede encontrar una sucesion admisible
de particiones de T' C ¢? tal que cumpla las hipétesis del lema de particiones.
A este resultado le llamamos Lema 2 de descomposicion.

Para empezar demos algunas notaciones.

Consideremos una sucesién admisible de particiones { A, },>0 de T. Asi para
cada n € N utilizaremos la siguiente notacion.

s Para cada A € A, denotemos como A" al tinico elemento de A,_; tal que
ACA.

» A cada elemento A € A, le asociaremos los puntos u,(A) y m,(A), nt-
meros jn(A), k,(A) v pn(A) o conjunto J,(A) C N. En particular, para
A = A,(t) se tienen las notaciones u, (t), m,(t), jn(t), kn(t), pu(t) v Ju(t)
respectivamente.

La funcién p,(A) la entenderemos de la siguiente manera. Si p,(A) = 0 enton-
ces ya podemos aplicar el Corolario [12] al conjunto A para descomponerlo. Si
pn(A) > 0 entonces pensaremos que esperamos p,(A) pasos para poder aplicar
el Corolario [12] al conjunto A.

Antes de enunciar el Lema 2 de descomposicién, demostremos el siguiente lema.

Lema 9. Sean o > 1 y {a,}nen una sucesion de nimeros reales positivos.
Definimos

V={m>0; a, < a,a™™ para todon >0y n #m}.
2

Si sup,o{an} < oo, entonces > a, < a > .
- n>0 a—1 =

83
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Demostracion. Definimos la siguiente relacién en N. Decimos que n < m si y
s6lo si a,, > a,al” ™. Notemos que la relacién < es de orden parcial pues:
Decimos que n < n ya que a, > a, = a, > a,a’, es decir, es reflexiva.
Ahora, si n < m y m < [ entonces a,, > a, ol y oa > ama!™ U ast
a; > ana‘”_m‘am_”, como « > 1 entonces a; > ana‘”_”, por lo tanton < [, es
decir, < es transitiva. Por ultimo, veamos que < es antisimétrica. Sin < m y
m < n entonces a,, > a,a” ™ v a, > a,al™ " asi a, > a,a?™". Como
a > 1 entonces a,, > a,a?™ ™ ocurre solo cuando n = m. Observemos que
sim eV ym < m entonces m = m/. Si no, comom € V y m <m se tiene
que G > ama‘m_m'| y amoﬂm'_m' > @y, entonces a,, > a,, lo que es una
contradiccion. Por lo tanto m = m/. Es decir, V' consta de todos los elementos
maximales bajo la relacién <.

Ahora, como sup,,~{a,} < oo entonces no puede haber una sucesién crecientes
de naturales bajo la relacién <. Asi, se sigue que para cada n € N hay m € V
existe tal que n < m. Por lo tanto Z a, < Z A, Z a~ "= Pero

n>0 mev  n>0
m—l 200
Z oIl — Z q In—ml 4 Z o <2 Z D L '
n>0 n—=0 n>0 n>0 a—1
2a
Por lo tanto Z a, < ] Z G,
n>0 — t mev

]

La sucesion admisible de particiones {A,},>0 de T C ¢* que encontraremos
cumplira las siguientes propiedades.

» Propiedad 1 (P1).
Para todo n > 0 y para toda A € A, se tiene que

jnfl(A/) S ]n(A) S jn71<A,) + 2 y knfl(A,) S kn(A>

» Propiedad 2 (P2).
Para todo n € N y para todo A € A,, se tiene que

si pn(A) = 0 entonces A(A, J,(A), un(A), kn(A), ju(A)) < 22774,

= Propiedad 3 (P3).
Para todo n > 0 y para toda A € A, se tiene que

si 0 < pn(A) entonces
A(A, Jo(A), un(A), kn(A), jn(A)) < 2B pmin(A)+1,
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» Propiedad 4 (P4).
Para todo n > 0 y para toda A € A, se tiene que

si pn(A) # 1 entonces k,(A) = kn,_1(A"), un(A) = u,_1(A) y
Jn(A) = Jn1(4').

= Propiedad 5 (P5).
Para todo n > 0 y para toda A € A, se tiene que

si pn(A) = 1 entonces u,(A) € A’ jn(A) = ju1(A') +2y
Jn(A) = {i € Joo1(A) 5 Jun(A); — wp_1 (A7) < 2rFamr(A0Y,

= Propiedad 6 (P6).
Para todo n > 0 y para toda A € A, se tiene que

si 0 < p,(A) entonces j,(A) = jn—1(4").

= Propiedad 7 (P7).
Para todo n > 0 y para toda A € A, se tiene que

si 0 < p,(A) entonces p,(A) = p,—1(A4") +1

= Propiedad 8 (P8).
Para todo n > 0 y para toda A € A, se tiene que

si p,(A) = 0 entonces p,_1(A") € {0,2k — 1} y jn(A) < jna(A) + 1

= Propiedad 9 (P9).
Para todo n € N y para toda A € A, se tiene que, si definimos F,,(A) =
F(A, J,(A),un(A), kn(A), jn(A)) entonces

si pn(A) = 1 entonces F,(A) < F,_y(A') — f-2ntpminlH,

» Propiedad 10 (P10).
Para todon > 2y para toda A € A, se tiene que, si p,(A) = p,_1(A") =
Y jn(A) = jn_1(A’), entonces para D C A tal que
A(D, Jo(A),un(A), kn(A), jn(A) +2) < %NZ%T (=1 g6 tiene que

F( ( )7u (A)>k( ) (A)—|—2)
< P(A, Ju(A), tn(A), b (A), u(A) +2) — Tty

L1
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Cabe mencionar que las variables J,(A), u,(A), kn(A), jn(A) v pn(A) se han
obtenido de las secciones anteriores.

El siguiente lema es un resultado crucial para la demostracion de la conjetura
de Bernoulli, porque nos da la construcciéon de una sucesion admisible de T'
que satisface las hipétesis del Lema de particiones.

Lema 10. Lema 2 de descomposicion.

Sean ) # T C (% y k,j50 € N (k suficientemente grande y jo cualquiera).
Supongamos que r = 2% y Ao(T) < r~7°. Entonces, existe una sucesion admi-
sible de particiones {A,}n>o de T, tal que, para cada A € A, ezisten puntos
un(A) € T, nimeros k,(A),p,(A) € N y conjuntos J,(A) C N que satisfacen
las siguientes propiedades

1. Para cada n € N y para cada A € A, se tiene que k,(A) < j.(A) y
0 < pu(A) < 26 — 1.

2. La sucesion admisible de particiones {Ay,}n>o0 satisface las propiedades

(P1) a (P10).

Demostracion. La idea de la demostracion es la misma que utilizamos en el
Lema 1 de descomposicién del Capitulo [2] Es decir, es constructiva.
Empecemos la construccion de la siguiente manera.

Sea Ag = A; = {T'}. En este caso A = A’ = T. Tomemos ty, € T (cualquiera)
Y jo € Z* (jo dado en la hipétesis). Luego para A = A’ = T, definimos

ui(T) = uo(T) = to, ko(T) = k1(T) = jo(T) = j1(T) = jo, po(T) = p1(T) = 0
y Jo(T) = Ji(T) = N.
Veamos ahora que A; = A, satisfacen (1) y (2).
Por construcciéon ko(T) = jo(T) y ki(T) = 71(T), en particular ko(T) < jo y
ki(T) < j1(T'). Como po(T) = p1(T) = 0 entonces se cumple que 0 < p,(T) <
2k — 1. Por lo tanto se tiene (1).
Veamos que se satisfacen las propiedades (P1) a (P10) para A,.
Como en nuestros caso A’ = A = T. Por construccion se tiene que ko(7) =
ki(T) y jo(T) = j1(T) = jo. Por lo tanto
Jo(T) < ji(T) < Jo(T) + 2y ko(T) < ka(T).

Por la Proposicion [4.5

AT, Ji(T),ur(T), k1 (T), 1(T)) < Ao(T).
Ahora, por hipdtesis Ay(T) < r=o.

A(Tv Jl(T)aul(T)a kl(T)>jl T)(T
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Por lo tanto se cumple (P2).
Se cumplen (P3) a (P7) (por vacuidad) porque po(T") = p1(T) = 0.
Como po(T) = p1(T) =0y 50(T) = j1(T) (por construccién) entonces

po(T), p(T) €{0,26 = 1} y ju(T) < jo(T) + L.

Por lo tanto se tiene (P8).

Se cumplen (P9) y (P10) pues po(T) = p1(T) =0y n < 2 (por vacuidad).
Consecuentemente A; = A, satisfizo (P1) a (P10). Notemos ademas que
|Ao| = |A1| = No = 1.

Supongamos ahora que ya tenemos construido A4, tal que satisface (1) y (2)
(6sea (P1) a (P10)) con |A,| < N,,.. Queremos ver entonces que A, satisface
(1) y (2) ( 6sea (P1) a (P10)). Para esto fijemos B € A,,. ;Cémo construimos
a A,.+17 Esto dependera de p,(B).

Entonces construyamos A, ;1. Para esto consideremos los siguientes casos

L 1<p,(B)<2k—2.
1. p,(B) =2k — 2.
1. pp(B) = 0.

Trabajemos con el caso(1).
En este caso no dividimos a B. Es decir, en este caso decidimos que B € A, 14
y definimos

Prt1(B) = pu(B) + 1, Jo1(B) = Ju(B), tny1(B) = un(B), kny1(B) = kn(B)
y jn—l—l(B) = ]n(B)
Veamos que se cumplen (P1) a (P10) para B € A,4;.
Como en este caso, A = A" = B, por definicion k,,.1(B) = k,(B) y jns1(B) =
Jn(B). En particular k,(B) < k,41(B) v jn(B) < j,(B). Se sigue entonces que
Jn(B) < jnt1(B) < jn(B) + 2y kn(B) < kpy1(B).

Por lo tanto se tiene (P1).
Como pp41(B) = pn(B) + 1 entonces p,11(B) # 0. De donde se tiene (P2).

Queremos ver que

(n+1)—pp41(B)

A(B, Jusr(B), i1 (B), ks (B), jnsa (B)) < 2755 i )41,
Pero

pn-i—l(B) :pn(B) + 1a Jn+1(B) = Jn(B)7 un+1(B) = un(B) y kn-i—l(B) = kn(B)
y jnJrl(B) = ]n(B)a
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y para B € A, se cumple (P3), por lo tanto
A(B, Jui1(B), tn11(B), kn41(B), jnt1(B)) =
n(B

A(B, Ju(B), tn(B), kn(B), ju(B)) < 2°75 5y,
Como py11(B) = pn(B) + 1y jni1(B) = jn(B) entonces
271*P§(B) r_jn(B) 2n+1 Prt1(B) r_jnJrl(B)‘

Entonces
(n+1)=pp11(B)

A(Ba Jn+1 (B)> Un+1 (B)? knJrl (B)>jn+1 (B)) <2 2 r_jnH(B)—H'
Por lo tanto se sigue (P3).

Por definicién J,11(B) = J,(B), tunt1(B) = uy(B) y kni1(B) = k,(B), de
donde se sigue (P4).

Como p,i1(B) = pp(B) + 1y 1 < p,(B) < 2k — 2 entonces p,.1(B) # 1, asi
obtenemos la propiedad (P5).

Por definicién j,11(B) = jn(B), lo que prueba (P6).

También por definicion p,41(B) = p,(B) + 1, de donde obtenemos (P7), recor-
demos que en este caso A’ =

Notemos que como p,11(B) = p,(B) + 1, entonces p,.1(B) # 0, por lo tanto
se sigue (P8). Andlogamente se siguen (P9) y (P10).

Trabajemos con el caso(Il).
Si pn(B) = 2k — 2, tampoco dividimos B y nuevamente decidimos que B €
A, 11. Para esta caso definimos
Pni1(B) =0, Joy1(B) = Ju(B), un1(B) = un(B), k1 (B) = kn(B) y
Jn+1(B) = jn(B).

Veamos que se cumplen (P1) a (P10) para B € A, ;.

Queremos Ver que jn(A/) S jn—i—l(A) S Jn(A/> +2 y kn<‘4/) S kn—i—l(A) En este
caso A = A" = B. Por definicién k,11(B) = kn(B) ¥ Jni1(B) = jn(B). En
particular &, (B) < kn11(B) v jn(B) < jn(B). Se sigue entonces que

Jn(B) < jn41(B) < jn(B) + 2y kn(B) < knia(B).

Asi, se sigue (P1).
Para (P2) queremos ver que
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n+41

A(B7 Jn—l-l(B)? UTL+1(B)7 kn—i-l(B)?jn—l-l(b)) < 2Tr_jn+1(B)'
Sabemos que para B € A, se tiene que
A(B, Ju(b), un(B), kn(B), ju(B)) < 2207 ®).

Como Jn+1+§B) = Ju(B), un+1(B) = un(B), kp41(B) = kn(B), jn+1(B) = jn(B)
y 27 < 2°7 entonces se deduce que

A<B7 Jn+1(B>7 un+1<B>7 kn—i—l(B)? jn—i}(B» =
A(B, Ju(b), un(B), ku(B), jn(B)) < 272 r=nn(P),
de donde se concluye (P2).
Como p,+1(B) = 0 # p,(B), entonces se cumplen (P3) a (P10).

Trabajemos en el caso(IlI).

Como p,(B) = 0, entonces podemos aplicar Corolario [12] (es decir, en este caso
si vamos a dividir a B) para T' = B, u = u,(B), J = J,(B), k,(B), j = jn(B)
y v’ € B. Sabemos que k,(B) < j,(B). Supongamos que 7y < r. Entonces por
el Corolario podemos encontrar una particiéon {A;},<, para m < N,, en
donde cada A;, para 1 <1 < m < N,, satisface una de las condiciones de (1)
a (3) de ese corolario. En esta caso A; € A1 para 1 <1 <m. Sea A = A; un
elemento de la particion.

Si A satisface (1), entonces definimos

pn-l—l(A) = 07 ]n-i—l(A) = ]n(B)’ kn+1(A) = ]{?n(B), Jn-i-l(A) = Jn(B) y
Unt1(A) = un(B).

La demostracién de que se cumplen (P1) a (P9) es andloga al caso (II).
Para ver (P10), supongamos que

D C A tal que
A(Da Jn-‘rl(A)a Un+1 (A)v kn-‘rl(A)a jn-l—l(A) + 2) < %m2nrijn+l(A)71'

Queremos demostrar que

F(Da Jn+1 (A)a Un+1 (A)> kn+1 (A)a ]n+1<A) + 2) )
S F(A7 JnJrl(A)? Un+1 (A)7 knJrl (A>7jn+1(A) + 2) - ﬁQnr_]n+1(A)_1'

Pero esto tltimo se sigue inmediatamente porque A satisface (1) del Corolario
12
Si A satisface (2) del Corolario [12] definimos

Pnt1(A) =1, Jnt1(A) = kn1(A) = kn(B) = jn(B) + 2 up1(A) =’ y
Jni1(A) = J ={i € J,(B) ; |un(B); — uf| < 2r Fn(A},
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Veamos que se cumplen (P1) a (P10) para A. Cabe mencionar que A’ = B.
Para (P1) queremos ver que j,(B) < jni1(A) < jn(B)+ 2y kn(B) < ki1 (A).
Pero j,(B) + 2 = j,+1(A) por lo tanto j,(B) < jn11(A) < jn(B) +2. Y como
kn+1(A) = k,(B), en particular concluimos que k,(B) < kp41(A).

Como tomamos v’ € By u,1(A) = u entonces u,1(A) € B. Luego, por
definicion jo1(A) = ja(B) + 2 ¥ Jusr(A) = 7' = {i € Ju(B) ; [un(B);i ] <
2r k(A1 de donde se sigue (P5).

Como p,+1(A) = 1, entonces son ciertas (P2), (P3), (P4), (P6), (P7), (P8) y
(P10).

Para (P9), queremos ver que F,,1(A) < F(B') — £-2"r 71+ Como

Fn+1(A) = F(A, Jn+1(A)7 Un+1(A)v an(A)ajnJrl(A)) y
Jnt1(A) = kny1(A) = ku(B) = jn(B) + 2,

entonces Fj,11(A) = F(A, Jui1(A), unt1(A), 4n(B) 4+ 2, 7,(B) + 2).
Como A satisface la Condicién (2) del Corolario [12] se sigue que

Fn+1(A) = F(A7 Jn+1<A>7un+1(A)7jn(B) + 27]“(3) + 2)
< F(B, Ju(B),un(B), ky(B), jn(B)) — A onp—i—t
k

L2
Del hecho que F,(B) = F(B, J.(B),u,(B),k,(B),j.(B)) entonces se tiene
(P9).
Por dltimo, si A satisface la Condicién (3) del Corolario Definimos

pn—i—l(A) - 07 jn—i—l(A) - jn<B) + 17 kn+1(A) - kn(B)a Jn+1(A) = Jn(B> y
Unt1(A) = un(B).

Veamos que se satisfacen (P1) a (P10).

Como p,+1(A) = 0, entonces son verdaderas (P3) a (P9).

Notemos que (P1) se sigue de la definiciéon j,11(A) = jun(B) + 1, k1 (A) =
kn(B).

Luego,

A(A, Tt (A), i1 (A), 1 (A), gt (A)) < 275 piner(4),
Como A satisface (3) del corolario [12] entonces
A(A, Ju(B), un(B), kn(B), jn(B) + 1) < 22y~ n(AHL

Pero

jnJrl(A) = ]n(B) +1, knJrl(A) = kn(B>v JnJrl(A) = JTL(B) y un+1<A) = un(B)>
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y por lo tanto se sigue (P2).
Como jn11(A) = jn(B) + 1 entonces j,i1(A) # ju(B), por lo tanto (P10) es
verdadero. Cabe mencionar que en todos los casos por construccion se satisface

(1).

Notemos ademas, que a B lo dividimos en a lo mas N,, partes, por lo que
|An+1‘ S NnNn S Nn+1~

Asi, concluimos que podemos encontrar una sucesion admisible de particiones
{A,}n>0 de T, tal que satisface (P1) a (P10).
O

Antes de dar el siguiente lema damos las siguientes notaciones.
Sea t € T. Para A = A,(t), definamos j, = jn(t) = jn(An(t)), a, = 2"r=In,
F, = F,(An(t)), pn = pn(A,(t)) vy un conjunto

V={neN; j, <jnu},
el cual enumeramos como
V={1<ny<n <...}
Luego definimos
C ={0<gq; para toda 0 < q’,anq,2_"1_ql| < Gy, }-

Observacién 20. Propiedad (11). Sean ¢ € C con 1 < q y {A,} >0 una
sucesion admisible de particiones de T que satisfacen las propiedades (P1) a
(P10).

Supongamos que
si ng —1 <m < ngq + 1 entonces py, = 0. (5.1)
Entonces existe una constante L4 > 0 tal que
an, < Lia(Frn, — Fopi41)- (5.2)

En la demostracién de la Propiedad 11 usaremos las propiedades (P1) a (P10)
para A = A,(t).

Demostracion. Sea n € V. Supongamos que p(n + 1) = 0, entonces
Jngirt1 = Jng T 2. (5.3)

Esto se tiene pues, si n € V, entonces n = n, para algin ¢ € N. Notemos
que si pp,+1 = 0 entonces de la propiedad (P8) se sigue que jn,+1 < jn, + 1.
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Como ng € V entonces jn, < jno4+1- Asl, jn, < Jng+1 < Jn, + 1. Por lo tanto
.]nq+1 - jnq + ]"
Ahora, combinando la expresién ([5.1)) con la ecuacion (j5.3]) obtenemos que

simeVyn,—1<m<ng+1, entonces jpi1 = jm + 1. (5.4)
En particular para m = ngy1 + 1, jn01 = Jngyy + 1. Pero jn o = Jng41 =
Jn, + 1. Por lo tanto
jnq+1+1 = jnq+1 +1= jnq +1+1= jnq + 2.

Por lo tanto queda demostrado ([5.3)).
El siguiente paso es aplicar (P10) para n = n,. Entonces veamos que se cumplen
sus hipotesis. Es decir, queremos ver que

A. Png—1 = Png = 0,
B' jnq_l = jnq y

ng—1

C. A(Anyii41: Jngs Ungs Ky Jng +2) < L%OQ = —ing (D=1

Demostracion de (A):

Como ngy — 1 < ny < ngq1 + 1 entonces p,, = 0 por hipétesis. Andlogamente
Prg—1 = 0.

Demostracion de (B):

Para esto notemos que n,—1 ¢ V. Pues sin,—1 € V, entonces n, —1 = n,_;.
Lo que implica que j,,_, < ng. Asf

r

5Un, < A1 = ona—Lp=jn, =1,

Como 4 < r, entonces a,, < Gn,—1, lo que contradice que ¢ € C' (tomando
q' = q+1). Por lo tanto n, — 1 ¢ V, entonces no pasa que j,,_1 < jn,. Por lo
tanto por (P1), jn,—1 = Jn

q°

Demostracion de (C):
Como ng—1 < ngy1+1 < ngy1+1, entonces py,,,+1 = 0 por hipotesis. Entonces
aplicando (P2) y definiendo n* = ng4; + 1 obtenemos que

A(Ane, e (Ans), tins (Ane), s (Ans), e (Ape)) < 27779 (5.5)
Ahora, como ¢ € C' obtenemos que anq% < ap, (tomando ¢’ = ¢+ 1), es decir,
27 1onmat iy Ingtt < Qnaping,

Como ng—1 < ngy1 = ng+1 <ngypi+1de (5.4), jn,,, = Jn, +1. Luego usando
que r = 2", se sigue que
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Qna+ip=ing < QQMapTIngp = pingQnatrtl

asi, n* <ng+r+ 2.
Como jnq+1+1 = jnq +2 (pOI" " pues ppn 1 +1 = 0 ) se Sigue que

. . ng 1o
Q% pint < 2559 pina—2 — 222217
Jr
Hasta ahora no hemos puesto ninguna restriccion sobre k. Es momento de
hacerlo. Supongamos que max{rg,4L,} < r = 2" con L;p > 1, entonces

2019 < /1. Asi que

g 1 1
272 22¢Ing < 2222r3”q 2 2
\ﬁ 2L10 - L

Por lo tanto de (5.5)) se sigue (C).
Ahora, si tomamos D = A,y C Ay, (t), usando (A), (B) y (C) en (P10),

obtenemos que

F(D; Iy (Any (8)), tn, (Ang (£)), Ky (Ang (£)), gy (An, (1)) +2) <
F(An, (8); Jng (Ang (8)); tin, (Ang (8)); Fn, (Any (£), Tn, (Any (1)) +2) =

_L ong=lp=jng—
L1z r

Tjnq L

Usando que py,,,+1 = 0 # 1 junto con la Propiedad (P4) y tomando A’ = A4,,,
obtenemos que

kpe = kn, (Anq( ), Uns = U, (An, (1) ¥ Jne = Jn, (Ay, (1)).
Asf (usando también (5.3)), conseguimos que
Fn* S
F(An, Jng(An, (1)), un, (An, (1), kn, (An, (1)), Jin, (An, (t)) +2) — ﬁznq—lr_jnq—l.

Usando la Proposicién(4.6) parte (1) para &' = k,, = k,j' = jn,42,7 = Jn, ¥
J' = J = J,, se tiene que

F(Angs Ing (Ang)s tng (Ang())s Kng (Any(0))s Tng (An, (1)) + 2)
F(Any (Ang(6)), oy (A (0) i, (A (), i (A (1)), i, (A, (1))

Por lo tanto

<
= n

q°

_ _ 1 ong—1,.—jing—1
FTL* = an+1+1 S an L112 q r Jne .
Como a,, = 2"r~/", entonces se sigue que
1
L—HQTanq S an — an+1+1.

Concluimos entonces ((5.6)) tomando Liy = Lq12r. O

En la demostraciéon del Lema [I1] usaremos las notaciones de la observacién
anterior.
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Lema 11. Sean § # T C (? y k,jo € N (k suficientemente grande). Supon-
gamos que v = 2% y Ao(T) < r=%. Entonces existe una constante K(r) tal
que
S 2mp i < K (r) (r @) 4 b(T)), (5.6)
n=0

donde K(r) es una constante que depende r.

Demostracion. Como las hipdtesis de este lema son las mismas que la del Lema
2 de descomposicion, entonces tenemos las conclusiones (1) y (2) del Lema [10]
Sea n, € V fijo. Entonces j,, < jn,+1. Asi, por (P6) obtenemos que p,, = 0.
Luego por (P8),

Png—1 S {O: 2K — 1} y jnq < jnq_1+1‘

En lo que sigue supondremos que q € C'.

CASO 1. 5i 0 < pp,+1, usando que p,,, = 0, por (P7) obtenemos que p, 41 = 1.
En este caso, por (P6) se obtiene que jn, 11 = jn, + 2.
Por otro lado, por (P9) (usando que p, 41 = 1) obtenemos que

_ 1 ongp—ing+1+1
Fo, < Fu, L122 g .

Luego, se Sigue que
anq S ng'l"(an - an+1>. (57)

Es decir, si para ¢ € N definimos
Ji={ng>0;n,€ Jy Png+1 = 1},

entonces,
Z anq S L127” Z (an - an+1)~
ng€Jy ng>0
Pero Lisr Z (Fry — Frg+1) = Liar Fo(T). Por lo tanto
ng>0
Z anq S L127’F0(T). (58)
anJ1

CASO 2. Si pp,11 = 0, en este caso veamos que si 0 < pp,,,+1, entonces por
(P7) se sigue que p,,,,+1 = 1. Asi, por (P6) obtenemos que jy,,,,+1 = Jn,., + 2.
Como py,,,4+1 = 1, entonces aplicando (P9) se sigue que

an+1+1 S F

_ 1 9ngq1p—Ingpa+1tl
Ng+1 L122 r ! :

Asi,

n —J 1
QNa+1pIngL1+ly S le(an_H — an+1+1)’
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entonces
2rattp=Inay=3p < Lyg(Fy oy — Fagyit1)-
Luego,
Qna+1p~ing < 7"2L12(an+1 o F"q““)'

Como ny41 = n, + 1, entonces
a+ q )

- 1
Ap, = anr—]nq S §T2L12(an+1 — an+1+1). (59)

q

Si definimos Jo = {0 < ngqq; nq+1 € J1}, entonces se sigue que

Z anq = 2T L12Z ng nq—l-l

q€J2 q>0
Pero Z ng — nq+1 = F,,. Por lo tanto
q>0
Z ap, < *7” *LigF,.- (5.10)
q€J2

Cabe mencionar que para este caso no analizamos qué pasa cuando p,, ,,+1 = 0.

CASO 3. Si p,,-1 = 2k —1, entonces en particular 0 < p,,_;. Por lo tanto por
(P7) se tiene que p,,—2 = 2k — 2, p,,—3 = 2k — 3. Asi, sucesivamente obtenemos
que pn,—r = 2k — k' para cada 1 < n'. Si k' = 2k — 1 entonces p,, 241 = 1.
Usando (P9) para pp,_2.+1 = 1 obtenemos que

Ng—2K 5 — +1
an72lﬂ+l S an72ﬁ — 122 q r an 2k+1

L

Asi

2na= 221 < Lo (Fy—on — Fy—ont1).
Sabemos por hipotesis general que j,, < jn,+1 Y ademas j,, < jn, + 1, lo que
implica que j,, + 1 < jn,4+1. Asi que jn,4+1 = Jn,+1. Entonces se sigue que

-1
Ung—2r41 < 20 Lyo[Fh—ox — Foy—2nt1)-

Si denotamos [,_1 = ny, — 2x. Entonces
alq,1+1 S 27’71[/12[}7[‘]71 - qul-i-l])

asi, concluimos que

— 22/{710/

Qng lg—

1 S22 L (R, — Fiy 1)

Es decir, si definimos J3 = {1 < k;0 < p,,_1}, entonces se tiene que
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> an, =220 Ly Y (B, — Fiy )

q€J3 q>1

Por lo tanto
> an, <2720 Lo By (5.11)

q€Js3

Notemos que el caso cuando k = 0, Fy,_, no tiene sentido.

CASO 4. Notemos que en los casos 1, 2 y 3 no analizamos los casos cuando
Png—1 = 0¥ P, 1+1 = 0. Pero esto es un caso particular de la Propiedad (P11).
Porque ny —1 <n; —1 <mng1 +1 < ngp + 1y ya tenemos que p,, 1 =0y
Pngia+1 = 0, entonces se cumple la hipétesis de la propiedad (11), por lo tanto,
se sigue que

anq S L14<an — anJrH_l) con L14 = L112T.

Observemos que la propiedad (P11) solo se cumple para 1 < ¢. Si definimos
Jy=C\ J; U Jy U J3, entonces se sigue que

Z anq S L1127’ [Z(an - an+1+1)} + Gy -

q€Ja q=1

Asi, obtenemos que

> an, <22"7Lyy(Fy, +177). (5.12)

qE€Jy

Entonces

1
Z an, < Lior Fy(T) + §T2L12Fn0 + 22 L
9cc (5.13)

—|—22n07"[411 (Fn1 + T_jo ) .

Por la Proposicion 4.5| se tiene que Fy(T)), Fy,,, Fly, Fry < b(T'), de donde dedu-
cimos que

1 4
Z anq S b(T) [ngrb + *7"2[112 + 22'{7127"71[112 + 22nOTL11] -+ r=,
qeC 2
Si denotamos como K (r) = Lisrb+ %7"2[/12 + 225719971 15 422707 L4, conclui-
mos que .
Z an, < K(r)[b(T) +r~7°]. (5.14)
qeC
Para poder concluir la demostracion, necesitamos hacer la siguiente observacion
sobre a,, = 2"r~/. Supongamos que b(T) < co entonces

sup{a,} < 0. (5.15)
n>0
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Analizaremos los casos cuando p, =0y 0 < p, para 2 < n.

Supongamos que p, = 0, entonces por (P8) se tiene que p,_; € {0,2x — 1}.
Luego de aqui tenemos dos casos.

Cuando p,_1 = 0.

Por (P1) se tiene (en particular) que j,—; < j,. Entonces tenemos nuevamente
dos casos (cuando j,—1 = Jjn ¥ Jn-1 < Jn)-

Si jn_1 = Jjn, consideremos xy € A, entonces consideremos D = {xg}, asi
A(D, Jp,up, kg +2) < L%OQ”AT*JI”A. Es decir, tenemos todas las hipdtesis
de (P10). Por lo tanto

F(D, Ju s by o+ 2) < F(Au(t), Ty, Koy o +2) = g27 79
asi
2mr I < 2 Ly [F(An(t), Jns tn, ks Jin + 2) — F(D, Ty i, iy i + 2)]
Como F(D, Jy, tun, kn, jn + 2) = 0, entonces
onp=in < 2Ly F(Ap(t), T, tn, kn, i + 2).

Como A, (t) C An(t), Jn C Jn(t), un < up,kpn < kn y jn < jn + 2, entonces por
la proposicién [4.6[se tiene que

F(An(t)u Jn)uTw knajn + 2) S F(An(t)7 ‘]”“un? kTZ?]n) - F”“

por lo tanto obtenemos que
an = 2"’ < 2rLy F, < 2rLi1b(T). (5.16)

Para el caso cuando j, 1 < j,, notemos que si para 2 < n se cumple que
Jn—1 < Jn entonces
an, < ay. (5.17)

an—1
2

Esto es, pues si j,_1 < j, entonces a,, < . Asi obtenemos que

ap < 5 < M2 <L < iy < oag.

Cuando p,_1 =2k — 1:
Para este caso p,_1 =2k — 1y 0 < p, se tiene que

Qp, S L127“b(T). (518)

La prueba de la ecuacion (5.8) es andloga al CASO 1.

Como b(T') < oo entonces concluimos que

sup{a,} < max{ao, ar, L12rb(T"),2rL116(T)} < oc.
n>0

Ahora, usando (5.14) y (5.15) junto con el lema [J] se sigue que
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i gnpin(®) < K () (o@D
n=0

Por lo tanto queda demostrado (5.6]). O]

Comentario 2. Tanto en el articulo de Bednorz and R. Latala ([2]) y el libro
de Michel Talagrand ([10]) el Lema 2 de descomposicion es la unidn de los
Lemas[10 y[11] y Observacion [20. Es por eso que en la demostracion de todas
ellas usamos la mismas notaciones e hicimos mucho énfasis en las propiedades
(P1) a (P10).

5.2. Demostracion de la Conjetura de Bernou-
lli (Teorema BL)

Recordemos que el Teorema BL dice.

Teorema 1. Bednorz - Latata (BL). Sea ) # T C (*. Supongamos que
b(T) < co. Entonces existen conjuntos O # Ty, Ty C £* y una constante L > 0
tales que

1. TCTi+ 1T y

2. sup ) [t SLH(T) y g(T>) < Lb(T).

teTh iEN

Bésicamente en esta seccién demostraremos la conjetura de Bernoulli (Teorema
BL). Cabe mencionar de que si b(7') = oo, entonces no hay nada que demostrar
y la conjetura se sigue. Asi que trabajaremos (como enunciado en el Teorema
1) para el caso cuando b(T') < oc.

La demostracion consiste en aplicar el Lema de particiones y el Lema 2 de
descomposicion (Lema [10]). Primero construyamos las hipétesis del Lema [10]y
posteriormente construiremos las hipétesis del Lema [5

Es necesario mencionar que en la demostracion del Lema 2 de descomposicion
tomamos un jo € Z* (jo(T)) cualquiera.

Demostracion del Teoremalll. Sea x (suficientemente grande) tal que r = 2~.
Como b(T') < oo, consideremos jo € Z* tal que

Lb(T) < r=o,
Entonces por la Proposicién [3.4] se tiene que

Ay(T) < 70, (5.19)
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Usando lo anterior y el hecho que () # T C ¢? (por hipétesis), por el Lema
2 de descomposicion, podemos encontrar una sucesion admisible de particio-
nes {A,}neny de T, nimeros p,(A), k,(A) v jn(A), puntos u,(A) y conjuntos
Jn(t) C N que satisfacen las propiedades (1) y (2) (mencionadas en el Lema).

Ahora vamos a construir las hipdtesis del Lema [5| Para esto definimos los
puntos 7,(A) de la siguiente manera.

I. WQ(T) = Uo(T)

1. Para toda 1 < n y para toda A € A,, si jn(A) = jn_1(A’), entonces
WH(A) = anl(A).

111. Para toda 1 < n y para toda A € A, si p,(A) = 1, entonces m,(A) =
un(A).

1v. Para toda 1 < n y para toda A € A, si m,(A) =0y jn_1(A4) < jn(4),
entonces escogemos un punto arbitrario m,(A) en A.

Ahora veamos que en efecto se cumplen las hipotesis del Lema

Hipoétesis 1.
La hipétesis (1a) se tiene por (IT). Por otro lado, la primera parte de la hipétesis
(1b) se deduce de (IV), pues A C A’. Pero ademas, si p,(A) = 1, entonces
Tn(A) = u,(A) € A, esto es por (P5).
Ya solamente falta demostrar que se cumple también la desigualdad . Es
decir, queremos demostrar que para toda t € T' y para toda n € N se cumple
que

> min{(t; — Tn(A);)2, =20 < pronp=intd), (5.20)

i€l (A)
Para demostrar , usaremos el lema . Primero recordemos que para 1 < n
I(t) = {i € N; Jmepa(t); — m(t)s] <00 <k <m =1},

y paran =0, I,(t) = N.
Veamos que si i € I,,41(t) entonces

|7Tn+1(t)i — Un(t>2| S 27“*’“"(”. (521)

Para esto definamos J' como J' = {0} U{n > 1; p,(t) = 1}, entonces para
n € J' se tiene que 7, (t) = u,(t) (por (II)). Luego fijemos n € Ny consideremos
n’ el elemento mas grande de J' tal que n’ < n. Si n = n’ entonces u,(t) =
U (1) = T (t) v kn(t) = knp(t). Si ' < n, entonces p,(t) # 1, por (P4)
Un(t) = up(t) = T (t) y kn(t) = kn(t). De donde obtenemos que, si n’ < n,



100 CAPITULO 5. LA CONJETURA DE BERNOULLI

entonces uy, (t) = u, (t) = my (t) vy ky(t) = kn(t). Luego, usando la desigualdad
del tridngulo junto con la definicién de I,,1(t), para i € I,,,1(t)

[T (B = un(t)i] = [Ta (W) — mw (O] < 32 Imga(B); — mg(t)il < 3 7.
q=n' J2Gn
Usando la Proposicion y del hecho que ky/(t) < ju(t) v ko (t) = ku(t)

conseguimos que
Tt (85 — tn ()] = [ona ()]s — T (£)] < 209 ®) < 2p—hor(®) = 2p—hn(®),

Lo que demuestra ([5.21]).

Ahora veamos que para toda n € N se tiene que I,,(t) C J,(t).

Demostremos esto tltimo por induccién sobre n. Para n = 0, Iy(t) = Jo(t) =
N (Jo(t) = N pues asi lo hicimos en la base de inducciéon del Lema 2 de
descomposicién), entonces se cumple la base de induccién.

Supongamos ahora que I,,(t) C J,(t). Del hecho que I,,1(t) C I,,(t) obtenemos
que si p,1(t) # 1, entonces por (P4), J,(t) = Ju41(t), por lo tanto se sigue
que Ini1(t) C Jnga(t).

Si pn+1 = 1, entonces por (III) obtenemos que m,41(t) = wun41(t). Asi, por
(5.21), |tni1(t)i — un(t);| < 2r~%® para i € I,,1(t). Usando que I,,1(t) C
I,(t) C J,(t) v (P5) se sigue que I,11(t) C J,11(2).

Ahora ya tenemos herramientas suficientes para demostrar . Seate AC
A’. Supongamos que j,_1(A’) < j,(A), entonces p,_1(A’) = 0. Pues de no ser
asi, por (P7) se sigue que 0 < p,(A), lo que implica que j,(A) = j,—1(4")
por (P6), pero esto es una contradiccién. Por lo tanto p,_1(A’) = 0. Asi, por
(IV) podemos tomar m,(A) € A’. Ademas, ya sabemos que I,,(A) C J,(A) C
o 1(A) y para i € I,(A), |Tn(A); — up_1(A)| < 2r~F=1D (es cierto que
durante la demostracién de estas propiedades trabajamos con A = A, (t), es
por eso que pedimos t € A C A’). Aplicando el lema |8 para J = I,(A),
u=1u,_1(A), s =m(A), j =Jn1(A) y k = k,_1(A") (se puede aplicar el lema
para J = I,,(A), pues ya demostramos que [,,(A) C J,(A)), y de la definicién
de A(A', J—1(A"), up—1(A"), jn_1(A"), kn_1(A’)), obtenemos que

Z min{(t; — m,(A);)?, r_Qj”*l(A/)} <
1€l (A)
QA(A/7 Jn—l(A/)a un—l(A/)a jn—l(A/)a kn—l(A/))2>

como J,_1(A’) < jn(A) entonces
S min{(t; — m,(A))?, r W} <

1€, (A)
QA(Alv Jnfl (A/)7 unfl(A/)a jnfl (A/), knfl (A/))2
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Del hecho que p,—1(A") = 0, usando (P2) se sigue que
QA(A/v Jn—l(A/)a un—l(A/)>jn—1(A/)7 kn—l(A/))Q é 2nr—2jn,1(A/)‘

Luego, por (P1) se tiene que j,(A) < jn_1(A")+2, asi 25,1 (A") < —2j,(A)+4,
se sigue entonces que para toda 0 <n
> min{(t; — Tn(A);)2, 720 () < ptgnyp=in(A),

i€l (A)
Por lo tanto queda demostrado (5.21]). Asi, tenemos la Hip6tesis 1 (definiendo
M =r?).
Hipétesis 2. Como Ay(T) < r=T) (por (5.19)), entonces se sigue que para
toda s,t € T se cumple que ||s—t||, < =), Como M = r*, entonces tenemos
que

para toda s,t €T, ||s —t||s < v Mr=7o),

Asi, se cumple la hipotesis 2.
Por el Lema [5 existen conjuntos Ty # (0, T5 # () y una constante L > 0 tales
que T'CTi+1T5y

sup {|[t']|1} < Lrsup >~ 2770,

tleTy teT n>0
7o(Ty) = inf{sup{ > 25 Ap (A, (1) }} < LVrtsup Y 279,
teT ’I’LZO teT TLZO

Por el Lema |11] obtenemos que
sup {||t*|l.} < Lr*sup Z 27 < Lyt K (r) (=0T 4 p(T))

tl eTy teT n>0

Yo(Ty) < LNrAK (1) (r=90) 4 b(T))

Luego, por el Teorema de medidas mayorizantes existe una constante L, > 0
tal que

g(T5) < Lyvya(Ts),
9(Ty) < LLNTAK (1) (r=70™ 4 p(T)).

Consideremos L; > 0 tal que

—

LL K (r)(r=0@ 4 5(T)) < L1b(T)

y[/1\2>0talque
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LVFK (1) (70T 4 b(T)) < Lob(T).

Luego, tomando L = max{L,, Ly} y recordando la definicién de |||, se sigue
que

sup D [ti| <L-0(T) y g(T2) <L-u(T).

teTy ieN

Por lo tanto queda demostrado el Teorema de Bednorz-Latala. O]

5.3. Comentarios

En 1997, X. Fernique [4] demostré el siguiente resultado acerca de series alea-
torias de Fourier.

Teorema 7. Sean G un grupo abeliano compacto, {v;}ic; una coleccion finita
de vectores en un espacio complejo de Banach (F, ||||), funciones caracteristicas
Xi en Gy {g;}ien variables gaussianas. Entonces existe una constante L > 0
tal que:

B[S0 < £[E[ S

+ sup {E sup‘Z:c v; gzxz(h)m

[l <1
Fernique se pregunté ;qué sucede si en el teorema anterior trabajamos con va-
riables aleatorias Bernoulli {¢; };en en lugar de variables aleatorias gaussianas?,
entonces establecio la siguiente conjetura relativa a series aleatorias de Fourier.

Teorema 8. Sean G un grupo abeliano compacto, {v;}ic; una coleccion finita
de vectores en un espacio complejo de Banach (F,||||) y funciones caracteristi-
cas x; en G. Entonces existe una constante L > 0 tal que

EitelgHz vieixi(h H < L[EHZ Vi€ || + Hsllgl{Esup’Zx v; ezxz(h)m

La conjetura de Bernoulli permiti6 demostrar este resultado ([2]).
Otra consecuencia del teorema BL es la desigualdad Levy-Ottavian: para VC-
clases (Vapnick - Chervonenkis class) que se menciona en [5] en 1999.

Teorema 9. Sean {X;}ien una sucesion de variables aleatorias independientes
en un espacio de Banach separable (F, ||||) y I' una VC- clase de N de orden d.
Si [{i; Xi # 0}| < oo casi sequramente, entonces existe una constante K(d) > 0
tal que, para toda u > 0

[
Xi| >u) < K(d P Xill =2 g
Plowp |32 Xill = w) < K(d) sup P(I 32Xl > 775)

donde K(d) depende de d.
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Una generalizacién de la conjetura de Bernoulli formulada por S. Kwapien (en
[2]) es la siguiente.

Conjetura

Sea (F,||||) un espacio normado completo. Sea {u;}ien una sucesion en F tal
que la serie Yoy ui€; converge casi sequramente. jExiste una constante L>0y
una descomposicion u; = v; + w; tal que

EHEieN Vi G; ?

< LE|Sien wie

y sup szﬂh SLEHZWQ
n=L—1"eN ieN






Apéndice A

Apéndice: Procesos gaussianos y
Rademacher

Los resultados que se mencionan en este capitulo se encuentran particularmente
en los libros de Talagrand ([10]) y Ledoux ([7]).

A.1. Teorema de Medidas Mayorizantes 2

El Teorema [4] no solo nos motivé a estudiar las funcionales y al Teorema de
Talagrand, también fue de gran importancia para demostrar la conjetura de
Bernoulli.

El Teorema de medidas mayorizantes sélo nos da una cota superior para un
proceso estocastico gaussiano, el siguiente teorema acota por ambos lados al
proceso.

Teorema 10. Teorema de Medidas Mayorizantes 2. Sea {X;}icr un pro-
ceso gaussiano y (T,d) un espacio métrico con la distancia dada en (ver
pagina 6). Entonces existe una constante L > 0 tal que

iny(T, d) < E[sup X;] < L(T,d) (A1)

teT

Ya demostramos la parte de la derecha de la desigualdad (A.1]) en el capitulo
[} Para probar otra desigualdad, es decir,

172(T, d) < E[sup X,

teT

se usa el Teorema de Talagrand. La demostracion se encuentra en el capitulo
2 de [10].
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A.2. Estimadores para procesos Rademacher

El siguiente resultado es una consecuencia del Teorema de Marcus-Pisier (ca-
pitulo 3 de [10]). También es conocido como la desigualdad de Khinchin.

Proposicién A.1. Desigualdad de Khinchin. Sean a = {a;}ien € 2 y
{€i}ien una sucesion de variables aleatorias Rademacher independientes. En-
tonces existe una constante L > 0 tal que

HZ ) <EY e
ieN

€N

. (A.2)

El siguiente teorema es un resultado fundamental en concentracion de espa-
cios producto (capitulo 4 de [7]). De este teorema se derivan dos resultados
referentes para nuestro trabajo, las proposiciones y

Teorema 11. Sean O # T C (% y {as}ter una sucesion de mimeros reales.

Definimos S = sup(a; + Y _ ti€;). Supongamos que |S| < oo casi sequramente,
te i€l

entonces para u € RY se cumple que

2

P(|S = M(S)| > u) < 4e Ta? (A.3)
donde o = sup{||t||2}.
teT
En particular si E|S| < oo, entonces existen L, Ly > 0 tales que
[E(S) — M(S)| < Lo

2
u
P(|S —E(S)| >u) < 26——L102,

donde M(S) es la mediana de S.
La siguiente proposicién se puede ver en la pagina 147 de [10].

Proposiciéon A.2. Sean J CN, T C ?, k<j,j k€ Nya,bc R Considere
ti, ... tm € 02 tales que, para toda | # 1 se satisface que

a < ||ty =t (A.5)
y para toda 1 <1 < m se cumple que

Entonces para o € R y conjuntos Hy C By (t;,0), existen constantes Ly y Ls
positivos tales que
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2
, a , .
L%lmln{a\/logm, ?} — Lsoy/logm + rzl%ng{F(Hl’ Juk,j)} <

F(U Hi, Ju,k, )

I<m

Antes de mencionar la siguiente proposicion, demos las siguientes notaciones.
Para T C ¢*> J C N, t € ¢? definimos:

1. t; = {tl}{lej} € 62(J)

2. by(T) =E[sup > _ €ty

teT iceJ
3. Parat,s €T, d;(t,s) =||t; — sslo-

4. Para a > 0, By(t,a) = {s € (*;d;(s,t) < a}.

Ahora ya estamos listos para enunciar la siguiente proposicion.
Proposicién A.3. Sean T C (2, b,c,0 >0, A\>1 ym € N tales que:

a. by/logm < Mo

b. Para todo s,t € T se tiene que d;(t,s) < c ; ||t — 8|l < b.
Entonces existen ty,...,t, € T y constantes Ly, Ly > 0 tales que:

L. T C U<y Bu(ti,0) 6

1. by(T C Uper Bu(ti, 0)) < bu(T) = (5 Ls — L7)V/Iogm.

La Proposicién anterior se encuentra en la pagina 12 [2].
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