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Capítulo 1

Introducción

Existen distintas generalizaciones del concepto de carcaj con potencial y mutación donde la F -álgebra subyacente, siendo F
un campo, es reemplazada por álgebras más generales, ver [9], [17], [18] y [20].

La motivación para el desarrollo de [10] tiene sus raíces en las llamadas álgebras de conglomerado (ver por ejemplo [11] y
[15]). En [11] se desarrollan aplicaciones de la teoría de carcajes con potencial a las álgebras de conglomerado. La importancia
del estudio de las álgebras de conglomerado radica en sus interacciones con distintas áreas de las matemáticas; por ejemplo,
permea en las siguientes áreas: teoría de representaciones de álgebras, algebras preproyectivas, álgebras de Calabi-Yau, teoría
de Teichmüller, geometría de Poisson, sistemas integrables discretos, entre otras.

Ahora detallaremos los fundamentos dados en [10]. Sea Q = (Q0, Q1, h, t) un carcaj donde Q0 denota el conjunto de
vértices, Q1 el conjunto de flechas, h : Q1 → Q0 es la cabeza de la flecha y t : Q1 → Q0 es el término de la flecha. Sea K un
campo fijo y sea R el K-espacio vectorial con base el conjunto {ei : i ∈ Q0} donde ei denota el idempotente asociado al vértice
i. Si definimos ei · ej = δi,jei entonces R tiene estructura de K-álgebra conmutativa. Sea A el K-espacio vectorial que tiene
como base al conjunto de flechas Q1. Entonces A tiene estructura de R-bimódulo al definir eia = δi,h(a)a y aej = aδt(a),j para
cada i, j ∈ Q0 y a ∈ Q1. Para cada t ≥ 0, sea At, el K-espacio vectorial que tiene como base a todos los caminos de longitud
t en Q y A0 = R.

El álgebra completa de caminos, R〈〈A〉〉 de Q es el K-espacio vectorial que consiste de todas las combinaciones lineales
(posiblemente infinitas) de caminos en Q. Es decir:

R〈〈A〉〉 =
∞∏
t=0

At

donde la estructura multiplicativa es la que se obtiene al concatenar los caminos. También se tiene el álgebra de caminos:

R〈A〉 =
∞⊕
t=0

At

la cual es una subálgebra densa de R〈〈A〉〉 con respecto a la topología m-ádica, donde m es el ideal generado por las flechas.
Definición 1.1. Un potencial en A es un elemento de R〈〈A〉〉 que es una combinación lineal (posiblemente infinita) de ciclos.
Diremos que dos potenciales P y P ′ son cíclicamente equivalentes si P − P ′ pertenece a la cerradura del K-espacio vectorial
generado por todos los elementos de la forma a1 · · · al − a2 · · · ala1 donde a1 · · · al es un ciclo.

Definición 1.2. Un carcaj con potencial es una pareja (A,P ) donde P es un potencial en A de manera que no existen dos
caminos cíclicamente equivalentes que aparezcan en la descomposición de P .

La suma directa de dos álgebras con potencial (A,P ) y (A′, P ′) (en el mismo conjunto de vértices subyacente) es el álgebra
con potencial (A⊕A′, P + P ′).

El concepto para comparar dos álgebras con potencial es el de equivalencia-derecha. Diremos que dos álgebras con potencial
(A,P ) y (A′, P ′) son derecho-equivalentes si existe un isomorfismo de álgebras ϕ : R〈〈A〉〉 → R〈〈A′〉〉 con ϕ|R = idR tal que
ϕ(P ) es cíclicamente equivalente a P ′. Para cada a ∈ Q1 se define la derivada cíclica ∂a como la K-transformación lineal
continua actuando en ciclos a1 · · · al de la siguiente forma:
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∂a(a1 · · · al) =
l∑

j=1
δa,ajaj+1 · · · ala1 · · · aj−1

donde δa,aj es la delta de Kronecker y extendemos ∂a por linealidad y continuidad; definiendo así ∂a(P ) para cualquier poten-
cial P . Dado un potencial P , el ideal Jacobiano J(P ) se define como la cerradura del ideal bilateral de R〈〈A〉〉 generado por
todos los elementos ∂a(P ) donde a recorre todas las flechas de Q. Se define el álgebra Jacobiana como el cociente R〈〈A〉〉/J(P ).

En [10, Proposition 3.7] se prueba que el ideal Jacobiano es invariante bajo isomorfismos de álgebras que dejan fijo al
álgebra R. De manera más precisa: si ϕ : R〈〈A〉〉 → R〈〈A′〉〉 es un isomorfismo de álgebras con ϕ|R = idR entonces
ϕ(J(P )) = J(ϕ(P )).

Definición 1.3. Diremos que un álgebra con potencial (A,P ) es trivial si P ∈ A2 y A = {∂a(P ) : a ∈ Q1}. Diremos que un
potencial P es reducido si no aparecen 2-ciclos en la descomposición del potencial P .

Uno de los resultados importantes de [10] es el siguiente teorema de descomposición.

Teorema (Splitting Theorem,[10, Theorem 4.6]) Para cada álgebra con potencial (A,P ) existe un álgebra con po-
tencial trivial (Atriv, Ptriv) y un potencial reducido (Ared, Pred) tal que (A,P ) es derecho-equivalente a la suma directa
(Atriv, Ptriv)⊕(Ared, Pred). Más aún, la clase de equivalencia-derecha de cada una de las álgebras con potenciales (Atriv, Ptriv)
y (Ared, Pred) está determinada por la clase de equivalencia-derecha de (A,P ).

Ahora recordaremos la definición de mutación de un álgebra con potencial (A,P ) dada en [10, p.82]. Sea (A,P ) un álgebra
con potencial, sea k un vértice y supongamos que alguno de los espacios eiAek o ekAei es 0. Reemplazando a P con un
potencial cíclicamente equivalente, podemos suponer que ekPek = 0. Bajo estas condiciones se le asocia a (A,P ) el álgebra
con potencial (Ã, P̃ ) donde Ã = ēkAēk ⊕ AekA ⊕ (ekA)∗ ⊕ (Aek)∗ y ēk = 1 − ek. Al potencial P se le asocia el potencial P̃
dado por:

P̃ = [P ] +
∑

a,b∈Q1:h(a)=t(b)=k

[ba]a∗b∗

y [P ] se obtiene al sustituir [apap+1] en cada factor apap+1 que cumpla t(ap) = h(ap+1) = k para cualquier ciclo a1 · · · ad que
ocurra en el desarrollo del potencial P .

Definición 1.4. Se define la mutación µk(A,P ) del álgebra con potencial (A,P ) con respecto a k, como la parte reducida
del álgebra con potencial (Ã, P̃ ).

En este trabajo desarrollamos una teoría de potenciales sobre álgebras tensoriales completadas donde el álgebra subyacente
S es un producto directo finito de anillos con división que contienen centralmente al campo base F y cada factor de S es de
dimensión finita sobre F .

La motivación para el desarrollo de este trabajo es realizar una generalización de [10] con la intención de que ello permita
extraer los fundamentos y estructura algebraica subyacente de la teoría de carcajes con potencial.

El resultado principal de la tesis es el Teorema 8.6. En dicho teorema se prueba que dada cualquier matriz anti-simetrizable
B = (bij) ∈ Zn×n con anti-simetrizador D = diag(d1, . . . , dn) con la propiedad de que para cada j, dj divida a bij para toda
i, entonces dada cualquier sucesión k1, k2, . . . , kl de elementos de {1, . . . , n} existe una realización por especies de B y un
potencial P para dicha realización, tal que la sucesión de mutaciones µ̄k1P, µ̄k2 µ̄k1P, . . . , µ̄kl · · · µ̄k1P está definida.

Cabe mencionar que esta tesis es, esencialmente, una unión de los artículos [4] y [5].

Sea F un campo fijo arbitrario, S =
n∏
i=1

Di un producto directo finito de anillos de división Di que contienen centralmente

al campo base F y cada factor Di es de dimensión finita sobre F . Sea Z =
⊕
n

F y M un S-bimódulo de dimensión finita
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sobre F . En el capítulo 3 introducimos el álgebra FS(M), la cual es la completación 〈M〉-ádica del álgebra tensorial TS(M)
donde 〈M〉 es la cerradura del ideal bilateral generado por M . Se da una caracterización (similar a la dada en [10]) de
los isomorfismos de álgebras continuos φ : FS(M) → FS(M ′). También se define el concepto de S-bimódulo Z-libremente
generado y se estudian sus propiedades. En el caso de [10] se tiene que Di = F para toda i ∈ {1, . . . , n}, S = Z yM0 = M = A
donde A es el F -espacio vectorial generado por las flechas del carcaj Q. En este caso se verifica que M es Z-libre ya que
el morfismo multiplicación µM admite como inverso al morfismo M → S ⊗S M ⊗S M dado por m 7→ 1 ⊗ m ⊗ 1. En el
capítulo 4, siguiendo a [23], definimos la derivada cíclica y las derivadas cíclicas asociadas a un elemento del S-dual derecho
de M . En el capítulo 5, para cada potencial P en FS(M), definimos un ideal bilateral cerrado R(P ) de FS(M). Nuestra
definición está dada en términos de un conjunto de generadores Z-libres de M y F -bases de cada factor inescindible de S.
Una propiedad importante que se establece de R(P ) es que es invariante bajo isomorfismos de álgebras φ : FS(M)→ FS(M ′)
que fijan a S. Esto en particular implica que R(P ) no depende de la elección de un conjunto de generadores Z-libres de M .
En el Apéndice se prueba también que R(P ) = J(P ) donde J(P ) es el ideal Jacobiano en el sentido de [9] y [18]. En el
capítulo 6 se define el concepto de equivalencia-derecha entre álgebras con potencial y se establecen algunas propiedades. En
el capítulo 7 le asociamos a cada potencial P de FS(M) un morfismo de S-bimódulos XP : M∗ → FS(M); dicho morfismo
tiene un papel muy relevante en los capítulos restantes. También se establece un teorema de descomposición similar al dado
en [10] y [18]. En [18] se toma un carcaj con peso (Q,d); esto es, Q es un carcaj sin lazos y d = (di)i∈Q0 es una tupla que
asigna un entero positivo di a cada vértice i de Q. Además se asume que (di, dj) = 1 para cada i 6= j y se hacen las siguientes

suposiciones: se toma una extensión E/F , siendo F el campo subyacente fijo, una extensión de grado d =
n∏
i=1

di y se asume

que F contiene una raíz primitiva de la unidad de orden d y que Gal(E/F ) es un grupo cíclico. Entonces estas suposiciones
implican la existencia de una eigenbase BE de E/F con la propiedad de que el producto de cualesquiera dos elementos básicos
es un F -múltiplo de otro básico. En contraste con [18] no asumimos coprimalidad de los grados de las extensiones [Di : F ]
ni que F contenga una raíz primitiva de la unidad de cierto orden fijo. En este capítulo se imponen ciertas condiciones sobre
las F -bases de cada factor inescindible de S y se ve que si existe una extensión de campos E/F tal que Gal(E/F ) es soluble
y F contiene una raíz primitiva de la unidad de orden [E : F ], entonces E/F tiene una base que cumple dichas condiciones.
De esta manera se puede desarrollar una teoría de potenciales relajando las hipótesis sobre las extensiones. En el capítulo 9

se introduce el concepto de mutación de álgebras con potencial. Tomamos 1 =
n∑
i=1

ei una descomposición de la unidad de S

en idempotentes primitivos ortogonales de S y asumiremos que la parte cíclica de M es trivial, esto es, para cada 1 ≤ i ≤ n
se tiene eiMei = 0. Como en [10], para cada k ∈ {1, 2, . . . , n} se define la mutación de un álgebra con potencial (FS(M), P )
en k siempre que se cumpla la siguiente condición: para cada 1 ≤ i ≤ n, eiMek 6= 0 implica ekMei = 0 y ekMei 6= 0 implica
eiMek = 0. Primero, se introduce una nueva álgebra con potencial (FS(µkM), µkP ) y se desea eliminar la parte cuadrática
de µkP ; en caso que esto sea posible se obtiene un álgebra con potencial (FS(µ̄kM), µ̄kP ). En este caso diremos que µ̄kP está
definido. Se proporciona una condición en términos de XµkP que indica cuando esto es posible. Un resultado central de este
capítulo es que la mutación de álgebras con potencial es involutiva, módulo equivalencia-derecha. También se prueba que si
µ̄kP está definido, entonces el álgebra FS(M)/R(P ) es de dimensión finita sobre F si y sólo si FS(µ̄kM)/R/(µ̄kP ) también
es de dimensión finita sobre F . Además, se define el espacio de deformaciones de un álgebra con potencial y se prueba que es
invariante bajo mutaciones. En la sección 8.3 veremos como asociar una matriz anti-simetrizable al S-bimódulo M de manera
que las matrices asociadas a M y µ̄kM están relacionadas a través de la mutación en el sentido de Fomin-Zelevinsky [15]. En
la sección 8.4 se prueba que si F es un campo infinito y M es un S-bimódulo tal que para cada par de enteros (i, j) en [1, n]2
cumpliendo que eiMej 6= 0 implica ejMei = 0 entonces para cada sucesión k1, . . . , kl de enteros en [1, n] existe un potencial
P en FS(M) tal que µ̄kl · · · µ̄k1P está definido. En el capítulo 9 se introduce el concepto de representaciones decoradas y se
establece un resultado similar al dado en [10]: la mutación de representaciones decoradas es una involución. Finalmente en el
capítulo 10 se prueba que existe una casi equivalencia de Morita, en el sentido de Ringel [21], entre las álgebras Jacobianas
que están relacionadas mediante mutación, dando lugar así a una generalización de los resultados dados en [7].



Capítulo 2

Preliminares

Definición 2.1. Un anillo topológico es un anillo (R,+, ·) con estructura de espacio topológico tal que la suma y el producto
son continuas como aplicaciones R×R→ R donde R×R tiene la topología producto.

El concepto de anillo topológico fue introducido por David van Dantzig1 en su tesis doctoral titulada "Studien über topol-
ogische Algebra".

Algunos ejemplos de anillos topológicos son Q,R y C con sus topologías usuales. Los anillos topológicos son objeto de
estudio en el análisis, por ejemplo: C(X) el anillo de todas las funciones continuas real-valuadas definidas en un espacio
compacto X o Cc(X) el espacio de todas las funciones continuas real-valuadas con soporte compacto definidas en un espacio
localmente compacto X.

Definición 2.2. Si X es un conjunto, una base para una topología sobre X es una colección B de subconjuntos de X
(llamados elementos básicos) tales que:

(1) Para cada x ∈ X, existe al menos un elemento básico B ∈ B tal que x ∈ B.

(2) Sean B1 y B2 elementos de B. Si x ∈ B1 ∩B2 entonces existe B3 ∈ B tal que x ∈ B3 ⊆ B1 ∩B2.

Si la colección B satisface las condiciones anteriores se define la topología τ generada por la base B como sigue: U ⊆ X
es abierto si y sólo si para cada x ∈ U existe B ∈ B tal que x ∈ B ⊆ U .

Definición 2.3. Un anillo filtrado R es un anillo junto con una sucesión decreciente de ideales R = I0 ⊇ I1 ⊇ I2 ⊇ I3... tal
que InIm ⊆ In+m para toda n,m ∈ N. A la colección {In : n ∈ N} se le llama una filtración de ideales.

Un caso importante que se estudia es cuando m es un ideal bilateral del anillo R y se considera la filtración dada por los
ideales In = mn. A dicha filtración se le conoce como filtración m-ádica.

Proposición 2.1. Sea R un anillo filtrado con filtración {In : n ∈ N} entonces el conjunto {x + In : x ∈ R,n ∈ N} forma
una base para una topología en R. A la topología generada se le llama topología asociada a la filtración.

Demostración. Veamos primero que la primera condición de una base para una topología se cumple. Dado x ∈ R se tiene
que x = x + 0 ∈ x + I1 ya que un ideal es, en particular, un subgrupo aditivo de R, luego contiene al elemento 0. Resta ver
que la segunda condición se cumple. Supongamos que z ∈ (x + In) ∩ (y + Im) donde x, y son elementos de R y {n,m} ⊆ N.
Definamos k = max{n,m} y veamos que z + Ik ⊆ (x+ In) ∩ (y + Im). Sea z + j un elemento arbitrario de z + Ik, i.e j ∈ Ik.
Dado que z ∈ (x + In) ∩ (y + Im) entonces z = x + j1 con j1 ∈ In y a la vez z = y + j2 con j2 ∈ Im. Como k = max{n,m}
entonces Ik ⊆ In e Ik ⊆ Im. Por lo tanto z+ j = x+ j1 + j ⊆ x+ In ya que j ∈ Ik ⊆ In y j1 ∈ In. De manera similar se sigue
que z + j = y + j + j2 ⊆ y + Im. En consecuencia z + Ik ⊆ (x+ In) ∩ (y + Im). Además por definición z + Ik es un elemento
de la base que contiene a z. Lo anterior prueba que dicha colección forma una base para una topología.

1Matemático holandés (1900-1959) trabajó en el estudio de metrización de anillos, grupos y campos.
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Observación 2.1. La topología asociada a una filtración {In : n ∈ N} es Hausdorff si y sólo si
∞⋂
n=1

In = {0}. Si un anillo tiene

la filtración I-ádica entonces a la topología que genera la base definida anteriormente se le conoce como topología I-ádica.

Proposición 2.2. Sea R un anillo filtrado con filtración {In : n ∈ N}. Entonces la suma y producto son operaciones continuas,
es decir R tiene estructura de anillo topológico.

Demostración. Recordemos que si (X, τ1) y (Z, τ2) son espacios con topologías τi generadas por bases Bi con i ∈ {1, 2}
entonces f : X → Z es continua si y sólo si para cada x ∈ X y para cada básico V ∈ B2, que contiene a f(x), existe un
elemento básico U ∈ B1 que contiene a x y tal que f(U) ⊆ V . Probemos primero que + : R×R→ R es una función continua.
Sea (r, s) ∈ R×R y sea z+ In un abierto básico que contiene a r+ s con n ∈ N. Observe que (r+ In)× (s+ In) es un abierto
básico para la topología producto que contiene al elemento (r, s). Del hecho que (x+ In) + (y+ In) ⊆ x+ y+ In se sigue que
la aplicación suma es continua. La continuidad del producto se deriva del hecho que (x+ In)(y + In) ⊆ x+ y + In.

Supongamos ahora que R es un anillo filtrado con filtración {In : n ∈ N} tal que
∞⋂
n=1

In = {0}. Definamos una función

d : R×R→ R como sigue: d(x, x) = 0 y d(x, y) = 2−max{k∈N: x−y ∈Ik} si x 6= y. Note que la condición
∞⋂
n=1

In = {0} implica

que d está bien definida para todos los pares (x, y) ∈ R×R.

Proposición 2.3. La aplicación d definida anteriormente es una métrica en R.

Demostración. De la definición de d es claro que d(x, y) = 0 si y sólo si x = y. También es evidente que d(x, y) = d(y, x),
luego basta mostrar que se cumple la desigualdad triangular. Para probar esto vamos a proceder por casos. Si ocurre que
x = y entonces d(x, y) + d(y, z) = d(y, z) y claramente d(y, z) ≥ d(y, z), luego podemos suponer que todos los puntos x, y, z
son distintos entre sí. Sea n1 el mayor entero tal que x− y ∈ In1 , n2 el mayor entero tal que y− z ∈ In2 y n3 el mayor entero
tal que x− z ∈ In3 . Definamos r = min{n1, n2}. La igualdad x− z = (x− y) + (y − z) implica que x− z ∈ Ir y por lo tanto
r ≤ n3. Pero entonces −n3 ≤ −r de donde se deduce que:

d(x, z) = 2−n3 ≤ 2−r

≤ 2−n1 + 2−n2

= d(x, y) + d(y, z)

Por lo tanto d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) como se quería mostrar.

Lo anterior muestra que si R es un anillo filtrado con filtración {In : n ∈ N} tal que
∞⋂
n=1

In = {0} entonces la filtración

asociada genera una métrica en R.

De la teoría de espacios métricos se sabe que si (X, d) es un espacio métrico entonces la colección de todas las bolas abiertas
Bd(x, ε) de radio ε, para x ∈ X y ε > 0, es una base para una topología sobre X, denominada topología métrica inducida
por d.

Definición 2.4. Si (X, τ) es un espacio topológico se dice que X es metrizable si existe una métrica d en el conjunto X que
induce la topología τ .

Definición 2.5. Sea R un anillo filtrado con filtración {In : n ∈ N} y supongamos que además R tiene la topología asociada

a la filtración. Si
∞⋂
n=1

In = {0} entonces R es un espacio metrizable.
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Demostración. Vamos a mostrar que la métrica d : R × R → R definida por: d(x, x) = 0 y d(x, y) = 2−max{k∈N: x−y∈Ik} si
x 6= y induce la topología asociada a la filtración. Primero notemos que dado N ∈ N y x ∈ R se tiene que B(x, 1

2N−1 ) = x+IN .
Sea x ∈ R y ε > 0, veamos que B(x, ε) es un conjunto abierto en la topología asociada a la filtración. Sea N lo suficientemente
grande tal que 2N−1ε > 1. Por lo tanto B(x, 1

2N−1 ) ⊆ B(x, ε) pero por la observación B(x, 1
2N−1 ) = x + IN , luego x + IN ⊆

B(x, ε). Recíprocamente, sea x+Ik un elemento básico para la topología asociada a la filtración y sea z ∈ x+Ik. Nuevamente
por la observación x+ Ik = B(x, 1

2k−1 ) en particular z ∈ B(x, 1
2k−1 ) ⊆ x+ Ik y por lo tanto x+ Ik es un conjunto abierto en

la topología métrica inducida por d. Se concluye que dichas topologías coinciden.

Definición 2.6. Sea I un conjunto parcialmente ordenado y sea {Ri : i ∈ I} una familia de anillos. Supongamos que para
i, j ∈ I con j ≥ i existen morfismos de anillos µji : Rj → Ri tal que:

(a) µji ◦ µkj = µki si i ≤ j ≤ k.

(b) µii = idRi para cada i ∈ I.

Se dice entonces que el par ((Ri)i∈I , (µji)i≤j∈I) forma un sistema inverso de anillos y morfismos.

Definición 2.7. Se define el límite inverso del sistema inverso ((Ri)i∈I , (µji)i≤j∈I) como:

lim←−Ri :=
{

(ri)i∈I ∈
∏
i∈I

Ri| µji(rj) = ri si i ≤ j
}

Notar que para cada i ∈ I se tiene la restricción de la proyección natural πi : lim←−Ri → Ri.

Proposición 2.4. Propiedad universal del límite inverso. Si S es cualquier anillo con la propiedad que para cada i ∈ I existen
morfismos de anillos fi : S → Ri con fi = µij ◦ fj para i ≥ j, entonces existe un único morfismo de anillos f : S → lim←−Ri talque los triángulos laterales del siguiente diagrama conmutan:

S

lim←−Ri

Ri Rj

fi fj

f

πi πj

µij

Demostración. Sea f : S → lim←−Ri dada por f(s) := (fi(s))i∈I . Observe que si i ≥ j entonces µij(fi(s)) = fj(s) y por lo
tanto Im(f) ⊆ lim←−Ri. Sean s1, s2 elementos de S, entonces usando el hecho que fi es, en particular, un morfismo de grupos
se tiene que

f(s1 + s2) = (fi(s1 + s2))i∈I
= (fi(s1) + fi(s2))i∈I
= (fi(s1))i∈I + (fi(s2))i∈I
= f(s1) + f(s2)

Por otro lado

f(s1s2) = (fi(s1s2))i∈I
= (fi(s1)fi(s2))i∈I
= (fi(s1))i∈I(fi(s2))i∈I
= f(s1)f(s2)

Lo anterior muestra que f es un morfismo de anillos, la unicidad de f se sigue al componer con las proyecciones πi.
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Supongamos ahora que R es un anillo e I es un ideal (bilateral) de R. Notemos que en R se tiene la filtración I-ádica:

R ⊇ I ⊇ I2 ⊇ I3 ⊇ ...

Sean n,m ∈ N y supongamos que n ≤ m. Observe que el ideal Im está contenido en el núcleo de la proyección natural
R� R/In, luego por el teorema de Noether se tienen morfismos naturales de anillos

fmn : R/Im −→ R/In

Por construcción se sigue que el par ((In)n∈N, (fmn)n≤m∈N) forma un sistema inverso de anillos y morfismos. Consideremos
entonces el límite inverso lim←−R/I

n

lim←−R/I
n =

{
(rn + In)n∈N ∈

∏
n∈N

R/In |rn ≡ rm mod In para toda m ≥ n
}

Se define la completación de R con respecto a I como R̂I := lim←−R/I
n.

En este trabajo haremos uso de la siguiente proposición.

Proposición 2.5. Sean M y N grupos abelianos y sean R,S, T anillos.

1. Si M es un R− S bimódulo y N es un R− T bimódulo entonces HomR(M,N) es un S − T -bimódulo a través de:

(sf)(x) = f(xs) y (ft)(x) = f(x)t;

2. Si M es un S −R bimódulo y N es un T −R bimódulo entonces HomR(M,N) es un T − S-bimódulo a través de:

(tf)(x) = tf(x) y (fs)(x) = f(sx)



Capítulo 3

El álgebra de series formales

3.1 El álgebra de series formales

Definición 3.1. Sea F un campo y sean D1, . . . , Dn anillos de división que contienen a F en su centro, sean S =
n∏
i=1

Di y M

un S-bimódulo de dimensión finita sobre F . Definamos el álgebra de series formales sobre M como el conjunto:

FS(M) :=
{ ∞∑
i=0

a(i) : a(i) ∈M⊗i
}

donde M0 = S. Definimos la suma en FS(M) como
∞∑
i=0

a(i) +
∞∑
i=0

b(i) :=
∞∑
i=0

(a(i) + b(i))

y el producto como ( ∞∑
i=0

a(i)
) ∞∑

j=0
b(j)

 :=
∞∑
p=0

∑
i+j=p

a(i)b(j)

donde a(i)b(j) es la imagen de a(i)⊗ b(j) en M⊗(i+j) bajo el isomorfismo canónico de S-bimódulos:

M⊗i ⊗S M⊗j
w→M⊗(i+j)

Notemos que FS(M) es una F -álgebra unitaria bajo estas operaciones. La unidad multiplicativa 1 de FS(M) está dada por:

1(i) =
{

1S si i = 0
0 si i 6= 0

donde 1S denota el elemento unitario del álgebra S.

Para cada elemento no-nulo a en FS(M), definamos ν : FS(M)→ N como sigue:

ν(a) := min{i ∈ N : a(i) 6= 0}

La aplicación ν induce una métrica d en FS(M):

d : FS(M)×FS(M)→ R

10
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dada por d(a, b) = 2−ν(a−b) si a 6= b y 0 en otro caso. Se tiene que d es una métrica en FS(M) que induce la topología
〈M〉-ádica, donde 〈M〉 es el ideal bilateral de FS(M) generado por M . Con esta métrica, FS(M) es un álgebra topológica.

Sea TS(M) =
∞⊕
i=0

M⊗i el álgebra tensorial deM sobre S y sea m(M) el ideal bilateral de TS(M) generado porM , entonces

T̂S(M)m(M)
∼= FS(M) como álgebras topológicas. Por lo tanto, el álgebra FS(M) es la completación del álgebra tensorial

TS(M).

Para cada entero j ≥ 1, definamos:

FS(M)≥j := {a ∈ FS(M) : a(i) = 0 para cada i < j}

Se tiene que FS(M)≥j es un ideal bilateral cerrado de FS(M).

Definición 3.2. Sea τ := {Ti}i∈N una sucesión de elementos de FS(M). Diremos que τ es sumable si para cada u ∈ N, el
conjunto:

F(τ, u) := {i ∈ N : Ti(u) 6= 0}

es finito. Si τ := {Ti}i∈N es sumable entonces definimos la serie
∑

Ti como(∑
Ti

)
(u) :=

∑
i∈F(τ,u)

Ti(u)

Proposición 3.1. Sea τ = {Ti}i∈N una sucesión de elementos de FS(M). Para cada n ∈ N, sea Jn =
∑
i≤n

Ti. Si τ es sumable

entonces lim
n→∞

Jn =
∑

Ti con respecto a la métrica d.

Demostración. Sea ε > 0 y elijamos N ∈ N tal que 2N ε > 1. Como τ es sumable entonces para cada u ∈ {0, 1, . . . , N} se tiene

que |F(τ, u)| <∞. Sea T =
N⋃
u=0
F(τ, u) y pongamos k = max T . Si n ≥ k y u ∈ {0, 1, . . . , N} entonces Jn(u)−

(∑
Ti

)
(u) =

0. Luego si n ≥ k entonces v
(
Jn −

∑
Ti

)
> N . Por lo tanto:

d
(
Jn,
∑

Ti

)
< 2−N

< ε

Se sigue que lim
n→∞

Jn =
∑

Ti.

Sean τ = {Ti}i∈N y τ ′ = {T ′j}j∈N sucesiones de elementos de FS(M). Definamos τ ′′ = {T ′′s }s∈N como:

T ′′s :=
∑
i+j=s

TiT
′
j

Proposición 3.2. Sean τ = {Ti}i∈N, τ ′ = {T ′j}j∈N sucesiones de FS(M). Si ambas sucesiones son sumables, entonces
{T ′′s }s∈N es sumable y

∑
T ′′s =

(∑
Ti

)(∑
T ′j

)
.

Demostración. Sea u ∈ N y para cada entero l ∈ [0, u] definamos:

Jl = F(τ, l)×F(τ ′, u− l)

J =
u⋃
l=0

Jl

Como τ y τ ′ son sumables entonces J es un conjunto finito. Sea s0 = max{i+ j : (i, j) ∈ J}, entonces:
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F(τ ′′, u) ⊆ [0, s0] ∩ N

Luego F(τ ′′, u) es finito y por lo tanto τ ′′ es sumable. Sea u ∈ N, entonces:(∑
T ′′s

)
(u) =

∑
s∈F(τ ′′,u)

T ′′s (u)

=
s0∑
s=0

T ′′s (u)

=
u∑
l=0

∑
(i,j)∈Jl

Ti(l)T ′j(u− l)

Por otra parte:

(∑
Ti

)(∑
T ′j

)
(u) =

u∑
l=0

 ∑
i∈F(τ,l)

Ti(l)

 ∑
j∈F(τ ′,u−l)

T ′j(u− l)


=

u∑
l=0

∑
(i,j)∈Jl

Ti(l)T ′j(u− l)

Esto completa la demostración.

Las siguientes Proposiciones 3.3, 3.4 y 3.5 dan una caracterización de los isomorfismos de álgebras FS(M)→ FS(M ′) que
fijan el álgebra S, similar a la que se da en [10, Proposition 2.4] y [18, Proposition 4.9].

Proposición 3.3. SeanM yM ′ S-bimódulos y sea φ : M → FS(M ′) un morfismo de S-bimódulos tal que φ(M) ⊆ FS(M ′)≥1.
Entonces existe un único morfismo de álgebras φ : FS(M)→ FS(M ′) que hace conmutar el siguiente diagrama:

M //
i //

φ

��

FS(M)

φyy

FS(M ′)

donde i es la inclusión M � FS(M).

Demostración. Por la propiedad universal de TS(M) existe un único morfismo de álgebras ψ : TS(M) → FS(M ′) que hace
conmutar el siguiente diagrama:

M
j
//

φ

��

TS(M)

ψ
yy

FS(M ′)

donde j es el morfismo inclusión de M en TS(M). Sea a =
∞∑
u=0

a(u) un elemento de FS(M). Como φ(M) ⊆ FS(M ′)≥1

entonces ψ(a(u)) ∈ FS(M ′)≥u para cada entero u ≥ 1. Por lo tanto la sucesión {ψ(a(u))}u∈N es sumable. Definamos

φ : FS(M) → FS(M ′) como φ(a) =
∞∑
u=0

ψ(a(u)). Se tiene que φ preserva sumas. Veamos que φ preserva productos. Sean
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a1, a2 elementos de FS(M), entonces la Proposición 3.2 implica que:

φ(a1a2) =
∞∑
u=0

ψ((a1a2)(u))

=
∞∑
u=0

ψ

 ∑
i+j=u

a1(i)a2(j)


=
∞∑
u=0

∑
i+j=u

ψ(a1(i))ψ(a2(j))

=
( ∞∑
i=0

ψ(a1(i))
) ∞∑

j=0
ψ(a2(j))


= φ(a1)φ(a2)

La unicidad de φ se sigue de la continuidad y unicidad de ψ en TS(M) y por el hecho de que TS(M) es denso en FS(M).

Sea φ : FS(M) → FS(M) un morfismo de álgebras tal que φ|S = idS . Como FS(M)≥1 = M
⊕
FS(M)≥2, entonces la

restricción de φ a M induce un morfismo de S-bimódulos φ0 : M → M
⊕
FS(M)≥2, el cual está determinado por un par de

morfismos de S-bimódulos (φ(1), φ(2)):

φ(1) : M →M

φ(2) : M → FS(M)≥2

Proposición 3.4. Supongamos que φ(1) = idM entonces φ es un isomorfismo de álgebras.

Demostración. Sea ψ = idFS(M) − φ, entonces ψ es un endomorfismo de S-bimódulos. Veamos que para cada entero positivo
u se tiene ψ(M⊗u) ⊆ FS(M)≥u+1. Si u = 1 entonces la hipótesis φ(1) = idM implica que:

ψ(m) = m− φ(m)
= m− φ0(m)
= m− (φ(1)(m) + φ(2)(m))
= m−m− φ(2)(m)
= −φ(2)(m)

como φ(2) : M → FS(M)≥2, entonces ψ(m) ∈ FS(M)≥2. Probemos el caso general mediante inducción. Supongamos que la
afirmación se cumple para u y veamos que se cumple para u+ 1. Sea n⊗m ∈M⊗(u+1) = M⊗u ⊗S M , entonces:

ψ(n⊗m) = n⊗m− φ(n⊗m)
= nm− φ(n)φ(m)
= nm− φ(n)m+ φ(n)m− φ(n)φ(m)
= (n− φ(n))m+ φ(n)(m− φ(m))
= ψ(n)m+ φ(n)ψ(m)

Notemos que n ∈ M⊗u, entonces por hipótesis de inducción ψ(n) ∈ FS(M)≥u+1 y por ende ψ(n)m ∈ FS(M)≥u+2. Por otro
lado, n ∈M⊗u y como φ(M) ⊆ FS(M)≥1 entonces φ(n) ∈ FS(M)≥u. Por lo tanto ψ(n⊗m) ∈ FS(M)≥u+2.

Veamos ahora que ψ(FS(M)≥u) ⊆ FS(M)≥u+1. Sea a ∈ FS(M)≥u, entonces a =
∞∑
k=0

a(u+ k) donde a(u+ k) ∈M⊗(u+k).
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En consecuencia:

ψ(a) = a− φ(a)

= a− φ

( ∞∑
k=0

a(u+ k)
)

=
∞∑
k=0

a(u+ k)−
∞∑
k=0

φ(a(u+ k))

=
∞∑
k=0

(a(u+ k)− φ(a(u+ k)))

=
∞∑
k=0

ψ(a(u+ k))

= ψ(a(u)) +
∞∑
k=1

ψ(a(u+ k))

Como a(u) ∈M⊗u entonces la contención φ(M⊗u) ⊆ FS(M)≥u+1 implica que ψ(a(u)) ∈ FS(M)≥u+1. Notemos también que
ψ(a(u+ k)) ∈ FS(M)≥u+1 y entonces se sigue que ψ(a) ∈ FS(M)≥u+1.

Observemos que la sucesión {ψi(a)}i∈N es sumable. Definamos ρ : FS(M)→ FS(M) como:

ρ(a) =
∞∑
i=0

ψi(a)

Por construcción ψ = id− φ, lo que implica que φ = id− ψ. Entonces φρ = (id− ψ)ρ. Como ψ es continuo entonces:

(φρ)(a) = (id− ψ)(ρ(a))

= (id− ψ)
( ∞∑
i=0

ψi(a)
)

=
∞∑
i=0

ψi(a)− ψ
( ∞∑
i=0

ψi(a)
)

=
∞∑
i=0

ψi(a)−
∞∑
i=0

ψi+1(a)

= ψ0(a)
= id(a)
= a

Luego φρ = idFS(M). Similarmente ρφ = idFS(M) y por lo tanto φ es un isomorfismo de álgebras.

Proposición 3.5. Sea φ : FS(M)→ FS(M ′) un morfismo de álgebras tal que φ|S = idS. Sea φ0 = (φ(1), φ(2)), entonces φ es
un isomorfismo de álgebras si y sólo si φ(1) es un isomorfismo de S-bimódulos.

Demostración. Supongamos primero que φ es un isomorfismo de álgebras, entonces existe ρ : FS(M ′)→ FS(M) tal que ρφ =
idFS(M) y φρ = idFS(M ′). Como φ|S = idS entonces ρ|S = idS . Luego ρ(M ′) ⊆ FS(M)≥1 y por lo tanto ρ|M ′ = (ρ(0), ρ(1))
donde ρ(0) : M ′ →M y ρ(1) : M ′ → FS(M)≥2 son morfismos de S-bimódulos. Sea m ∈M ′, entonces:

ρ(m) = ρ(0)(m) + ρ(1)(m)
φ(ρ(m)) = φ(ρ(0)(m)) + φ(ρ(1)(m))

m = φ(ρ(0)(m)) + φ(ρ(1)(m))
= φ(1)(ρ(0)(m)) + φ(2)(ρ(0)(m)) + φ(ρ(1)(m))
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La unicidad de la suma directa implica que m = φ(1)(ρ(0)(m)). Ahora, sea m ∈M , entonces φ(m) = φ0(m). Por lo tanto:

φ(m) = φ(1)(m) + φ(2)(m)
ρ(φ(m)) = ρ(φ(1)(m)) + ρ(φ(2)(m))

m = ρ(φ(1)(m)) + ρ(φ(2)(m))
= ρ(0)(φ(1)(m)) + ρ(1)(φ(1)(m)) + ρ(φ(2)(m))

como ρ(1)(φ(1)(m)) y ρ(φ(2)(m)) son elementos de FS(M ′)≥2 entonces ρ(0)(φ(1)(m)) = m, lo que muestra que φ(1) es un
isomorfismo de S-bimódulos. Supongamos ahora que φ(1) es un isomorfismo de S-bimódulos. Definamos ρ′ := (φ(1))−1 :
M ′ →M . Por la Proposición 3.3 se sigue que ρ′ induce un morfismo de álgebras ρ : FS(M ′)→ FS(M). En consecuencia:

(ρ ◦ φ)(m) = ρ(φ(m))
= ρ(φ0(m))
= ρ(φ(1)(m) + φ(2)(m))
= ρ(φ(1)(m)) + ρ(φ(2)(m))
= (φ(1))−1(φ(1)(m)) + ρ(φ(2)(m))
= m+ ρ(φ(2)(m))

Por lo tanto (ρ ◦ φ)|M = (idM , ρ ◦ φ(2)). Aplicando la Proposición 3.4 se tiene que φ tiene inverso izquierdo. Un argumento
similar muestra que φ tiene inverso derecho y por lo tanto φ es un isomorfismo de álgebras.

Definición 3.3. Sea φ el automorfismo de álgebras de FS(M) correspondiente a un par de morfismos de S-bimódulos
(φ(1), φ(2)) como en la Proposición 3.5. Si φ(1) = idM , diremos que φ es un automorfismo unitriangular.

3.2 Bimódulos libremente generados

Sea F un campo. En el resto de la tesis se asumirán las siguientes hipótesis: S =
n∏
i=1

Di es un producto directo finito de

anillos de división que contienen a F en su centro y cada anillo Di tiene dimensión finita sobre F . Sea {e1, . . . , en} un sistema

de idempotentes primitivos ortogonales de S y sea Z =
n∑
i=1

Fei. Notemos que Z es un subanillo del centro de S. Sea M un

S-bimódulo de dimensión finita sobre F .

Definición 3.4. Diremos que M es Z-libremente generado por un Z-subbimódulo M0 de M si ocurre que el morfismo
multiplicación µM : S⊗ZM0⊗Z S →M dado por µM (s1⊗m⊗ s2) = s1ms2 es un isomorfismo de S-bimódulos. En este caso
diremos que M es un S-bimódulo que es Z-libre.

Definición 3.5. Un elemento m ∈M es legible si m = eimej para algunos idempotentes ei, ej de S.

Definición 3.6. Sea C un subconjunto de M . Diremos que C es una S-base local derecha de M si cada elemento de C es
legible y para cada par de idempotentes ei, ej de S se tiene que C ∩ eiMej es una Sej = Dj-base para eiMej .

Una S-base local derecha C induce una base dual {u, u∗}u∈C donde u∗ : MS → SS es el morfismo de S-módulos derechos
dado por u∗(v) = 0 si v ∈ C \ {u} y u∗(u) = ej si u = eiuej .

Proposición 3.6. Sea M un S-bimódulo Z-libre, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) M es Z-libremente generado por M0 y T es una Z-base local de M0.

(ii) T es un subconjunto de elementos legibles de M que genera a M como S-bimódulo y tal que si N es un S-bimódulo, X
cualquier subconjunto de elementos legibles de N y si existe una función φ0 : T → X con φ0(eiMej ∩ T ) ⊆ X ∩ eiNej,
entonces existe un único morfismo de S-bimódulos φ : M → N tal que φ|T = φ0.
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Demostración. Veamos que (i) implica (ii). Es claro que T genera aM como S-bimódulo. Sea N0 el F -subespacio vectorial de
N generado por X; como X consiste de elementos legibles entonces N0 es un Z-subbimódulo de N . Dado que T es una Z-base
local de M0, entonces para cada eiM0ej se tiene que T (i, j) = T ∩ eiM0ej es una F -base de eiM0ej . Por lo tanto, existe una
F -transformación lineal φi,j : eiM0ej → eiN0ej . Dicha transformación induce un morfismo de Z-bimódulos φ1 : M0 → N0 tal
que la restricción de φ1 a cada eiM0ej es φi,j . El morfismo φ1 induce un morfismo de S-bimódulos:

1⊗ φ1 ⊗ 1 : S ⊗Z M0 ⊗Z S → S ⊗Z N0 ⊗Z S
µN−−→ N

donde µN está dado por multiplicación. Por lo tanto, existe un morfismo de S-bimódulos:

φ : M → N

tal que φµM = µN (1 ⊗ φ1 ⊗ 1). Luego para cada a ∈ T , φ(a) = φµM (1 ⊗ a ⊗ 1) = µN (1 ⊗ φ1(a) ⊗ 1) = φ1(a) = φ0(a).
La unicidad de φ es clara. Veamos ahora que (ii) implica (i). Sea T un subconjunto de M que consiste de elementos legibles
que satisfacen (ii). Sea M0 el F -subespacio vectorial de M generado por T ; notemos que M0 es un Z-subbimódulo de M .
Consideremos el morfismo multiplicación µM : S ⊗Z M0 ⊗Z S →M , como T satisface (ii) entonces existe un morfismo de S-
bimódulos φ : M → S⊗ZM0⊗ZS tal que φ(a) = 1⊗a⊗1 para cada a ∈ T . Entonces µMφ(a) = a y φµM (1⊗a⊗1) = 1⊗a⊗1.
Como los elementos de T generan a M como S-bimódulo y los elementos 1⊗a⊗1 generan a S⊗ZM0⊗Z S como S-bimódulo,
entonces φ es el morfismo inverso de µM . Esto prueba (i).

Definición 3.7. Si T es un subconjunto de M que cumple (i) de la Proposición 3.6 entonces diremos que T es un conjunto
de generadores Z-libres de M .

Observación 3.1. Si f : M → N es un isomorfismo de S-bimódulos y T es un conjunto de generadores Z-libres de M ,
entonces f(T ) es un conjunto de generadores Z-libres de N .

Lema 3.1. Supongamos que M es Z-libremente generado por el Z-subbimódulo M0 de M . Sea X un conjunto de generadores
de M , como S-bimódulo, tal que cada par de idempotentes ei, ej satisface card(X ∩ eiMej) = dimF eiM0ej. Entonces X es
un conjunto de generadores Z-libres de M .

Demostración. Sea T una F -base de M0 que consiste de elementos legibles, entonces T es un conjunto de generadores Z-
libres de M . Por hipótesis, para cada par de idempotentes ei, ej existe una biyección φi,j : T ∩ eiMej → X ∩ eiMej . Sea
φ0 : T → X la biyección que extiende las biyecciones φi,j . Entonces existe un morfismo de S-bimódulos φ : M → M tal que
φ(T ) = φ0(T ) = X. Por lo tanto, φ es sobreyectiva y como dimFM < ∞ entonces φ es un isomorfismo de S-bimódulos. En
consecuencia, X = φ(T ) es un conjunto de generadores Z-libres de M .

Lema 3.2. Sean T y X conjuntos de generadores Z-libres de M , entonces:

(a) Para cada par de idempotentes ei, ej sean T (i, j) = T ∩ eiMej y X(i, j) = X ∩ eiMej. Entonces card(T (i, j)) =
card(X(i, j)).

(b) Existe un isomorfismo de S-bimódulos φ : M →M tal que φ(T ) = X.

Demostración. SeanM0 yN0 los Z-subbimódulos deM generados por T yX, respectivamente. EntoncesM ∼= S⊗ZM0⊗ZS ∼=
S ⊗Z N0 ⊗Z S. Para cada ei, ej se tiene:

dimF eiMej = dimF (eiS ⊗F eiM0ej ⊗F Sej) = didjdimF eiM0ej

donde ds = dimF esS para s = i, j. Similarmente, tenemos que:

dimF eiMej = didjdimF eiN0ej

En consecuencia, card(T (i, j)) = dimF eiM0ej = dimF eiN0ej = card(X(i, j)). Aplicando la Proposición 3.6 se obtiene
que existe un isomorfismo de S-bimódulos φ : M →M tal que φ(T ) = X.

Definición 3.8. Sea L una Z-base local de S y T una Z-base local del Z-subbimóduloM0. Entonces T̂ = {sa|s ∈ L(σ(a)), a ∈
T}, donde eσ(a)aeτ(a) = a, es una S-base local derecha de M . En este caso diremos que T̂ es una base especial de M como
S-módulo derecho.



Capítulo 4

Derivaciones

En este capítulo se construye una derivación cíclica, en el sentido de [23], en el álgebra FS(M). A diferencia de la construcción
dada en [10, p.69] no se requiere considerar el espacio

∏
d,l≥0

(M⊗d⊗FM⊗l). La motivación para construir una derivación cíclica

es para definir un ideal bilateral de FS(M), análogo al ideal Jacobiano definido en [10]. Este ideal será estudiado con mayor
detalle en el Capítulo 5.

Definición 4.1. SeaA una F -álgebra asociativa unitaria. Una F -derivación deA en unA-bimóduloW es una F -transformación
lineal D : A→W tal que D(ab) = D(a)b+ aD(b) para todo a, b ∈ A.

Definición 4.2. Una derivación cíclica en A, en el sentido de Rota-Sagan-Stein [23], es una F -transformación lineal h : A→
EndF (A) tal que:

h(a1a2)(a) = h(a1)(a2a) + h(a2)(aa1)

para todo a1, a2, a ∈ A.

Ejemplo 4.1. Supongamos que A es una F -álgebra conmutativa y D : A → A es una F -derivación. Entonces hD : A →
EndF (A) dada por hD(a)(b) = D(a)b, es una derivación cíclica.

Definición 4.3. Sea A una F -álgebra asociativa unitaria. Dada una derivación cíclica h : A→ EndF (A) definimos la derivada
cíclica asociada como δh(a) = h(a)(1).

Entonces:

δh(a1a2) = h(a1)(a2) + h(a2)(a1)

en particular δh(a1a2) = δh(a2a1).

Una manera de construir una derivación cíclica es la siguiente: supongamos que D : A → W es una F -derivación donde
W es un A-bimódulo y u : W → A es una F -transformación lineal tal que u(aw) = u(wa) para toda a ∈ A, w ∈W . Entonces
hD : A→ EndF (A) dada por hD(a)(b) = u(D(a)b) con a, b ∈ A es una derivación cíclica y la correspondiente derivada cíclica
δ está dada por δ(a) = u(D(a)).

Supongamos que S,M0 y M son como en la Definición 3.4. Sean A = TS(M) y W = A ⊗Z A. Existe una F -derivación
∆ : A→W tal que para s ∈ S, ∆(s) = 1⊗ s− s⊗ 1 y para m ∈M0, ∆(m) = 1⊗m.

El morfismo u : W → A se construye de la siguiente manera. Sean a, b ∈ TS(M), entonces la función ψ(a, b) =
n∑
i=1

eibaei,

es bilineal. Veamos que es Z-balanceada. Sea s = eic ∈ Z, donde c ∈ F , entonces ψ(as, b) =
∑
j

ejbasej = eibacei = ceibaei.

Por otro lado:

17
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ψ(a, sb) =
∑
j

ejsbaej = ceibaei = ψ(as, b)

Así que existe un morfismo u : W → A tal que u(a ⊗ b) = ψ(a, b). Es claro que si w ∈ W y a ∈ A entonces u(aw) = u(wa).
Por lo tanto, existe una derivación cíclica h en A tal que h(a)(b) = u(∆(a)b) y δ(a) = u(∆(a)).
En el resto del trabajo usaremos la siguiente notación, si w ∈ W y a ∈ A pondremos w♦a := u(wa). Entonces h(a)(b) =
∆(a)♦b. Ahora extendamos h : TS(M) → EndF (TS(M)) a una F -transformación lineal, la cual por abuso de notación
denotaremos también por h:

h : FS(M)→ EndF (FS(M))

como sigue: para cada f, g ∈ FS(M) con f =
∞∑
i=0

fi, g =
∞∑
i=0

gi, fi, gi ∈M⊗i, definimos

h(f)(g) =
∞∑
s=0

 ∑
i+j=s

h(fi)(gj)


En lo que sigue, dados a, b, f ∈ FS(M), [a, b] denota el conmutador ab− ba y fcyc =

n∑
i=1

eifei.

Proposición 4.1. Para cada f, f1, f2, g ∈ FS(M) se tiene
(i) h(f1f2)(g) = h(f1)(f2g) + h(f2)(gf1).

(ii) Si la sucesión {ui}i∈N de elementos de FS(M) es sumable, entonces las sucesiones {h(ui)(g)}i, {h(f)(ui)}i también son
sumables y

∞∑
i=0

h(ui)(g) = h

( ∞∑
i=0

ui

)
(g)

∞∑
i=0

h(f)(ui) = h(f)
( ∞∑
i=0

ui

)

(iii) Si s ∈ S, entonces

h(sf)(g) = h(f)(gs) + [s, fg]cyc
h(fs)(g) = h(f)(sg) + [s, gf ]cyc

Demostración. (i) Supongamos que f1 =
∞∑
i=0

(f1)i, f2 =
∞∑
i=0

(f2)i, g =
∞∑
i=0

gi donde (f1)i, (f2)i, gi ∈M⊗i. Entonces

h(f1f2)(g) =
∞∑
s=0

 ∑
i+j=s

h ((f1f2)i) (gj)


=
∞∑
s=0

∑
i+j=s

∑
l+m=i

h ((f1)l(f2)m) (gj)

=
∞∑
s=0

∑
l+m+j=s

(h((f1)l) ((f2)m(gj)) + h((f2)m)(gj(f1)l))

=
∞∑
s=0

∑
l+u=s

h((f1)l)

 ∑
m+j=u

(f2)mgj

+
∞∑
s=0

∑
m+v=s

h((f2)m)

 ∑
j+l=v

gj(f1)l


=
∞∑
s=0

∑
l+u=s

h((f1)l ((f2gj)u) +
∞∑
s=0

∑
m+v=s

h((f2)m) ((gf1)v)

= h(f1)(f2g) + h(f2)(gf1)
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(ii) Como la sucesión {ui}i∈N es sumable, entonces
∞∑
i=0

ui = lim
n→∞

n∑
i=0

ui

Por lo tanto

h

( ∞∑
i=0

ui

)
(g) = h

(
lim
n→∞

n∑
i=0

ui

)
(g)

= lim
n→∞

h

(
n∑
i=0

ui

)
(g)

= lim
n→∞

n∑
i=0

h(ui)(g)

=
∞∑
i=0

h(ui)(g)

La otra identidad se prueba de manera análoga.
(iii) Supongamos primero que f, g ∈ TS(M), entonces

h(sf)(g) = ∆(sf)♦g = ∆(s)f♦g + s∆(f)♦g
= ∆(f)♦gs+ (1⊗ s− s⊗ 1)♦fg
= h(f)(gs) + (sfg)cyc − (fgs)cyc
= h(f)(gs) + [s, fg]cyc

Supongamos ahora que f =
∞∑
i=0

fi, g =
∞∑
i=0

gi donde fi, gi ∈M⊗i. Entonces

h(sf)(g) =
∞∑
i=0

∑
u+v=i

h(sfu)g(v)

=
∞∑
i=0

∑
u+v=i

h(fu)g(vss) +
∞∑
i=0

∑
u+v=i

[s, fugv]cyc

= h(f)(gs) + [s, fg]cyc

El otro caso se puede probar de manera similar.

Corolario 4.1. Sean f1, f2, . . . , fl, g ∈ FS(M), entonces:

h(f1f2 . . . fl)(g) = h(f1)(f2 . . . flg) + h(f2)(f3 . . . flgf1) + . . .+ h(fl)(gf1 . . . fl−1)

Demostración. El caso l = 2 se sigue de la proposición anterior. Supongamos ahora que el resultado se cumple para l − 1 y
probemos que se cumple para l. Se tiene

h(f1f2 . . . fl−2(fl−1fl))(g) = h(f1)(f2 . . . fl−1flg) + . . .+ h(fl−2)(fl−1flgf1 . . . fl−3) + h(fl−1fl)(gf1 . . . fl−2)
= h(f1)(f2 . . . fl−1flg) + . . .+ h(fl−2)(fl−1flgf1 . . . fl−3) + h(fl−1)(flgf1 . . . fl−2) + h(fl)(gf1 . . . fl−1)

Corolario 4.2. Si f = m1m2 . . .ml donde mi ∈ SM0 y α ∈ FS(M), entonces

h(f)(α) = (m1m2 . . .mlα+m2 . . .mlαm1 + . . .+mlαm1 . . .ml−1)cyc
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Demostración. Notemos primero que para m ∈ SM0 y β ∈ FS(M), donde β =
∞∑
i=0

βi, se tiene

h(m)(β) =
∞∑
i=0

h(m)(βi)

=
∞∑
i=0

∆(m)♦βi

=
∞∑
i=0

(1⊗m)♦βi

=
∞∑
i=0

(mβi)cyc

= (mβ)cyc

Entonces

h(m1m2 . . .ml)(α) = h(m1)(m2 . . .mlα) + h(m2)(m3 . . .mlαm1) + . . .+ h(ml)(αm1 . . .ml−1)
= (m1m2 . . .mlα)cyc + (m2 . . .mlαm1)cyc + . . .+ (mlαm1 . . .ml−1)cyc

y el resultado se sigue.

Definición 4.4. Para cada f ∈ FS(M), definimos

δ(f) = h(f)(1)

Proposición 4.2. Sean f1, . . . , fl ∈ FS(M), entonces

δ(f1f2 . . . fl) = h(f1)(f2 . . . fl) + h(f2)(f3 . . . flf1) + . . .+ h(fl)(f1 . . . fl−1)

Demostración. Se sigue del Corolario 4.2.

Notemos que si f ∈ FS(M) entonces δ(f) =
∑
i,j

δ(eifej) =
∑
i

δ(eifei) = δ(fcyc).

Definición 4.5. Dado un S-bimódulo N , definimos la parte cíclica de N como Ncyc :=
n∑
j=1

ejNej .

Proposición 4.3. Sean m1, . . . ,ml elementos legibles de SM0 tales que 0 6= m1 . . .ml ∈ (TS(M))cyc, entonces:

δ(m1m2 . . .ml) = m1m2 . . .ml +m2 . . .mlm1 + . . .+mlm1 . . .ml−1

Demostración. Como m1m2 . . .ml es un ciclo, entonces:

m1 = er(1)m1er(2), m2 = er(2)m2er(3),. . ., ml = er(l)mler(1)

Luego

δ(m1m2 . . .ml) = ∆(m1m2 . . .ml)♦1
= (∆(m1)m2 . . .ml +m1∆(m2)m3 . . .ml + . . .+m1 . . .ml−1∆(ml))♦1
= ((1⊗m1)m2 . . .ml +ml(1⊗m2)m3 . . .ml + . . .+m1 . . .ml−1(1⊗ml))♦1

por ende

(1⊗m1)m2 . . .ml♦1 =
∑
i

eim1m2 . . .mlei = m1m2 . . .ml

m1(1⊗m2)m3 . . .ml♦1 =
∑
i

eim2 . . .mlm1ei = m2 . . .mlm1
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En general:

m1 . . .mi−1(1⊗mi)mi+1 . . .ml♦1 =
∑
i

eimimi+1 . . .mlm1 . . .mi−1ei

= mi . . .mlm1 . . .mi−1

lo que prueba el resultado.

Definición 4.6. Sea ψ un elemento de M∗ = HomS(MS , SS). Para cada m1, . . . ,md ∈ M definimos ψ∗(m1 . . .md) =
ψ(m1)m2 . . .md y extendemos ψ∗ a una F -transformación lineal:

ψ∗ : TS(M)→ TS(M)

declarando ψ∗(s) = 0 para cada s ∈ S. Ahora extendemos ψ∗ a una F -transformación lineal ψ∗ : FS(M) → FS(M) como
sigue

ψ∗(f) =
∞∑
i=0

ψ∗(fi)

donde f =
∞∑
i=0

fi y fi ∈M⊗i.

Definición 4.7. Si ψ ∈ HomS(MS , SS) y f ∈ FS(M), entonces la derivada cíclica de f , con respecto a ψ, se define como:

δψ(f) := ψ∗(δ(f))

Notar que δψ(f) = δψ(fcyc).

Observación 4.1. (i) δψ(f1f2 . . . fl) = ψ∗(h(f1)(f2 . . . fl)) + . . .+ ψ∗(h(fl)(f1 . . . fl−1))

(ii) Si m1, . . . ,md son elementos legibles de SM0 y m1 . . .md es un elemento no-cero de (TS(M))cyc con δ(m1 . . .md) 6= 0,
entonces

δψ(m1m2 . . .md) = ψ(m1)m2 . . .md + ψ(m2)m3 . . .m1 + . . .+ ψ(md)m1 . . .md−1

Demostración. (i) Esto se sigue de la Proposición 4.2.
(ii) Se sigue de (i) al notar que para α ∈ TS(M), h(mi)(α) = ∆(mi)♦α = (miα)cyc.

Sea T una Z-base local de SM0, entonces T es una S-base local derecha de MS . Sea {u, u∗}u∈T la correspondiente base
dual.

Observación 4.2. Cada m ∈M satisface:

m =
∑
u∈T

uu∗(m)

además m ∈ SM0 si y solamente si para u ∈ T , u∗(m) ∈ Z.

Definición 4.8. Un potencial P es un elemento de FS(M)cyc.

Proposición 4.4. Sea M ′ un S-bimódulo Z-libremente generado. Supongamos que φ : FS(M)→ FS(M ′) es un isomorfismo
de álgebras con φ|S = idS. Sea P un potencial en FS(M). Entonces

δ(φ(P )) =
∑
u∈T

h(φ(u))(φ(δu∗P ))

Demostración. (1) Supongamos primero que P es de la forma m1 . . .md donde mi ∈ SM0. Entonces
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δ(φ(P )) = δ(φ(m1) . . . φ(md)) = h(φ(m1))(φ(m2) . . . φ(md)) + . . .+ h(φ(md))(φ(m1) . . . φ(md−1))

Sea {u, u∗}u∈T la correspondiente base dual como en la Observación 4.2. Como mi ∈ SM0, entonces u∗(mi) ∈ Z. Por lo
tanto

h(φ(mi))(φ(mi+1) . . . φ(md) . . . φ(mi−1)) =
∑
u∈T

h(φ(u)u∗(mi))(φ(mi+1) . . . φ(md) . . . φ(mi−1))

luego por (iii) de la Proposición 4.1 se tiene

h(φ(mi))(φ(mi+1) . . . φ(md) . . . φ(mi−1)) =
∑
u∈T

h(φ(u))(u∗(mi)φ(mi+1) . . . φ(md) . . . φ(mi−1))

Por lo tanto

δ(φ(P )) =
∑
u∈T

h(φ(u))
(
φ

(∑
i

u∗(mi)mi+1 . . .m1 . . .mi−1

))
=
∑
u∈T

h(φ(u)) (φ(δu∗(P )))

(2) Supongamos ahora que P es de la forma P = Qt donde Q es un potencial como en (1) y t ∈ S. Entonces tQ también
tiene la forma de (1). Por lo tanto

δ(φ(Qt)) = δ(φ(Q)t) = δ(tφ(Q)) =
∑
u∈T

h(φ(u))(φ(δu∗(tQ))) =
∑
u∈T

h(φ(u))(φ(δu∗(Qt)))

(3) Supongamos ahora que P ∈ M⊗i. En este caso P =
∑
v

Qv es una suma finita de elementos Qv como en (2). Por lo

tanto

δ(φ(P )) =
∑
v

δ(φ(Qv)) =
∑
v

∑
u∈T

h(φ(u))(φ(δu∗(Qv))) =
∑
u∈T

h(φ(u))(φ(δu∗P ))

(4) Finalmente, supongamos que P =
∞∑
i=0

Pi donde Pi ∈M⊗i. Entonces

δ(φ(P )) =
∞∑
i=0

δ(φ(Pi))

=
∞∑
i=0

∑
u∈T

h(φ(u))(φ(δu∗Pi))

=
∑
u∈T

h(φ(u))
( ∞∑
i=0

φ(δu∗Pi)
)

=
∑
u∈T

h(φ(u))(φ(δu∗P ))

como se quería mostrar.

Definición 4.9. Se define el conmutador [FS(M),FS(M)] como la cerradura del F -espacio vectorial generado por todos los
elementos de la forma ab− ba donde a, b ∈ FS(M).

Definición 4.10. Diremos que dos potenciales P y P ′ de FS(M) son cíclicamente equivalentes si P −P ′ ∈ [FS(M),FS(M)].

Definición 4.11. Sea P un potencial en FS(M). Diremos que P es reducido si P ∈ FS(M)≥3 y cuadrático si cada sumando
de P pertenece a (M⊗2)cyc.
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Definición 4.12. Sean A y B subconjuntos de FS(M), entonces AB es la cerradura del conjunto formado por todas las
sumas finitas de la forma

∑
s

asbs donde as ∈ A y bs ∈ B.

Definición 4.13. Sea T una Z-base local del Z-subbimódulo M0. Diremos que una función b : T → FS(M)≥2 es legible si
para cada a ∈ eiMej ∩ T se tiene b(a) ∈ eiFS(M)≥2ej .

Recordemos que una función legible induce un morfismo de S-bimódulos b : M → FS(M)≥2 y un automorfismo de álgebras
φb : FS(M)→ FS(M) tal que para cada a ∈ T , φb(a) = a+ b(a).

El siguiente lema sigue la línea de razonamiento dada en [10, Lemma 4.11].

Lema 4.1. Sea Q un potencial reducido en FS(M) y sea φ un automorfismo de FS(M) dado como arriba. Entonces el
potencial φ(Q)−Q−

∑
c∈T̂

s(c)ba(c)δc(Q) es cíclicamente equivalente a un elemento de FS(M)≥1I2, donde I denota la cerradura

del ideal bilateral de FS(M) generado por el conjunto {b(a)}a∈T .

Demostración. Supongamos primero que Q = c1 . . . cd donde ci ∈ T̂ . Para cada ci = s(ci)a(ci) se tiene

φ(ci) = ci + s(ci)b(a(ci))

Entonces

φ(Q) = c1 . . . cd + s(c1)b(a(c1))c2 . . . cd + c1s(c2)b(a(c2))c3 . . . cd + . . .+ c1 . . . cd−1s(cd)b(a(cd)) + µ

donde µ es un producto de la forma x1 . . . xd, cada xi pertenece a {c1, . . . , cd, s(c1)b(a(c1)), . . . , s(cd)b(a(cd))} y existen xi, xj ,
i 6= j, pertenecientes a {s(c1)b(a(c1)), . . . , s(cd)b(a(cd))}. Entonces

s(c1)b(a(c1))c2 . . . cd + c1s(c2)b(a(c2))c3 . . . cd + . . .+ c1 . . . cd−1s(cd)b(a(cd))

es cíclicamente equivalente a

s(c1)b(a(c1))c2 . . . cd + s(c2)b(a(c2))c3 . . . cdc1 + . . .+ s(cd)b(a(cd))c1 . . . cd−1

y este último elemento es cíclicamente equivalente a
d∑
i=1

s(ci)b(a(ci))δci(Q). Cada uno de los términos x1 . . . xd es cíclicamente

equivalente a un elemento de la forma α1b(a(cu))α2b(a(cv)) con α1 un producto de al menos un xs. Así que el elemento en
cuestión es cíclicamente equivalente a

xsα
′
b(a(cu))α2b(a(cv))

El elemento α′b(a(cu))α2 pertenece a I y es el producto de d − 2 elementos xj , uno de ellos es xj = b(a(cu)) ∈ FS(M)≥2;
entonces α′b(au) ∈ I ∩ FS(M)≥d+1. Se sigue que:

φ(Q) = Q+
d∑
i=1

s(ci)b(ai)δci(Q) +
d∑
i=1

νib(a(ci)) + z

donde νi ∈ FS(M)≥1(FS(M)≥d−1 ∩ I) y z ∈ [FS(M),FS(M)] ∩ FS(M)≥d+1.

Supongamos ahora que Q es un potencial en FS(M). Entonces Q =
∞∑
s=2

Qs, con Qs ∈ M⊗s; cada término Qs es una

suma finita de elementos de la forma m1m2 . . .ms donde mi ∈ M y cada mi es una suma finita de elementos de la forma
niti con ni ∈ SM0, ti ∈ S. Por lo tanto cada Qs es una suma de elementos de la forma n1t1n2t2 . . . nsts y este elemento es
cíclicamente equivalente a (tsn1)(t1n2) . . . (ts−1ns) donde tini+1 ∈ SM0. Como T̂ es una Z-base local de SM0, entonces cada
uno de estos elementos es una suma finita de elementos de la forma hc1 . . . cs con h ∈ F y ci ∈ T̂ . Por lo tanto, podemos

asumir que Q =
∞∑
j=2

hγjγj donde hγj ∈ F y γj = c1c2 . . . cdj , ci ∈ T̂ . Pongamos l(γj) = dj . Como φ es continuo, entonces
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φ(Q) =
∑
γj

hγjφ(γj)

luego

φ(γj) = γj +
∑
i

s(ci)b(a(ci))δci(Q)γj +
∑
a∈T

µ(γj)ab(a) + z(γj)

donde µ(γj)a ∈ FS(M)≥1(FS(M)ł(γj)−1 ∩ I) y z(γj) ∈ [FS(M),FS(M)] ∩ FS(M)≥l(γj)+1. Se sigue que

µ(γj)a =
∑
c∈T̂

cβ(γj)c,a

con β(γj)c,a ∈ FS(M)≥l(γj)−1∩I. La serie
∑
γj

βc,a(γj) es sumable, cada βc,a(γj) ∈ I y como I es cerrado entonces
∑
γj

βc,a(γj) ∈

I. También la serie
∑
γj

z(γj) es sumable y pertenece a [FS(M),FS(M)]. En consecuencia

φ(Q) = Q+
∑
c∈T̂

s(c)b(a(c))δc(Q) +
∑

c∈T̂ ,a∈T

c

(∑
γ

βc,a(γ)
)
b(a) +

∑
γ

z(γ)

el segundo sumando de la expresión anterior pertenece a FS(M)≥1I2 y el último sumando pertenece a [FS(M),FS(M)]. Esto
termina la demostración.



Capítulo 5

El ideal R(P )

Sea P un potencial en FS(M). En este capítulo definimos R(P ), un ideal bilateral de FS(M), el cual es invariante bajo
isomorfismos de álgebras que fijan S; esto es, dado cualquier isomorfismo de álgebras φ : FS(M) → FS(M ′), con φ|S = idS ,
entonces φ(R(P )) = R(φ(P )). Se verá que este ideal coincide con el ideal Jacobiano usual en el sentido de [10].

También en el Apéndice se prueba que R(P ) coincide con el ideal Jacobiano en el sentido de [9] y de [18].

Sea L una Z-base local de S y T una Z-base local de M0. Para cada a ∈ eiMej pongamos σ(a) = i y τ(a) = j.

Definición 5.1. Sea P un potencial en FS(M), entonces R(P ) es la cerradura del ideal bilateral de FS(M) generado por
todos los elementos Xa∗(P ) :=

∑
s∈L(σ(a))

δ(sa)∗(P )s donde a ∈ T . En lo que sigue, T̂ denotará la base especial de MS inducida

por la Z-base local T de M0.

Ejemplo 5.1. Consideremos el potencial P = x1x2 . . . xn ∈ (M⊗n)cyc, donde cada xi ∈ T̂ , entonces:

Xa∗(P ) = x2 . . . xns(x1)δa(x1),a + x3 . . . xnx1s(x2)δa(x2),a + . . .+ x1 . . . xn−1s(xn)δa(xn),a

Si además t1, . . . , tn ∈ S y Q = t1x1t2x2 . . . tnxn, entonces:

Xa∗(Q) = t2x2 . . . tnxnt1s(x1)δa(x1),a + . . .+ t1x1 . . . tn−1xn−1tns(xn)δa(xn),a

Demostración. Probaremos que la segunda igualdad se cumple ya que la primera es consecuencia de la segunda. Se tiene:

Xa∗(Q) =
∑

s∈L(σ(a))

(sa)∗∗(δ(Q))s

=
∑

s∈L(σ(a))

(sa)∗∗(t1x1t2x2 . . . tnxn + t2x2 . . . tnxnt1x1 + . . .+ tnxnt1x1 . . . tn−1xn−1)s

El i-ésimo término de la suma anterior es
∑
s

(sa)∗∗(tixiti+1xi+1 . . . tnxnt1x1 . . . ti−1xi−1)s =
∑
s

(sa)∗(tixi)qs donde q =

ti+1xi+1 . . . tnxnt1x1 . . . ti−1xi−1. Como xi ∈ T̂ , entonces xi = rb donde r = s(xi), b = a(xi). Por lo tanto:∑
s

(sa)∗(tixi)qs =
∑
s

(sa)∗(tirb)qs =
∑
s

(sa)∗
∑
w

(w∗(tir)wb)qs

=
∑
s

s∗(tir)qsδb,a

=
∑
s

qs∗(tir)sδb,a

= qtirδb,a

= qtis(xi)δb,a

25
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Esto prueba la afirmación.

En el caso de [10] se tiene que Di = F para cada i ∈ {1, . . . , n} y entonces cada base L(i) consta del elemento identidad
1 ∈ F . Además como S = Fn entonces eiM∗ej ∼= HomF (ejM0ei, F ). En este contexto M0 = M es el F -espacio vectorial
generado por todas las flechas del carcaj. Así que Xa∗(P ) =

∑
s∈L

δ(sa)∗(P )s = ∂a∗(P ) para cada flecha a. De esto se infiere

que R(P ) coincide con el ideal Jacobiano definido en [10, p.67].

Notemos que Xa∗(P ) está dado en términos de L y T . Supongamos que ahora tomamos otra Z-base local L′ de S y la
misma Z-base local T deM0, entonces se tiene otra base especial paraMS , la cual se denotará por (T̂ )′ . Para s ∈ L(u) se tiene:

s =
∑
s′∈L′

cs,s′s
′

con cs,s′ ∈ F y cs,s′ 6= 0 implica s′ ∈ L(u). Para cada a ∈ T se tiene X(a∗)′(P ) usando la Z-base local L′ de S.

Veamos que Xa∗(P ) es independiente de la elección de una Z-base local para S.

Proposición 5.1. Para cada potencial P de FS(M), Xa∗(P ) = X(a∗)′(P ).

Demostración. Para x ∈ T̂ se tiene x = s(x)a(x) =
∑
s′∈L′

cs(x),s′s
′a(x). En consecuencia:

x =
∑
y∈(T̂ )′

cx,yy

donde cx,y ∈ F y cx,y = cs(x),s′(y). Notemos que cx,y 6= 0 implica que a(x) = a(y). Entonces si P = t1x1t2x2 . . . tnxn con
ti ∈ S y xi ∈ T̂ , se tiene:

P =
∑

i1,...,in

cx1,yi1
cx2,yi2

. . . cxn,yin t1yi1t2yi2 . . . tnyin

donde yi1 , . . . , yin ∈ (T̂ )′. Por el Ejemplo 5.1, X(a∗)′(P ) es igual a:∑
i1,...,in

cx1,yi1
cx2,yi2

. . . cxn,yin

(
t2yi2 . . . tnyint1s

′(yi1)δa(yi1 ),a + . . .+ t1yi1 . . . tn−1yin−1tns
′(yin)δa(yin ),a

)
Entonces ∑

i1,i2,...,in

cx1,yi1
cx2,yi2

. . . cxn,yin t2yi2 . . . tnyint1s
′(yi1)δa(yi1 ),a

=
∑

i2,...,in

cx2,yi2
. . . cxn,yin t2yi2 . . . tnyint1

∑
i1

cx1,yi1
s′(yi1)δa(yi1 ),a

=
∑

i2,...,in

cx2,yi2
. . . cxn,yin t2yi2 . . . tnyint1s(x1)δa(x1),a

= t2x2 . . . tnxnt1s(x1)δa(x1),a

Similarmente: ∑
i1,i2,...,in

cx1,yi1
cx2,yi2

. . . cxn,yin t3yi3 . . . tnyint1yi1t2s
′(yi2)δa(yi2 ),a = t3x3 . . . tnxnt1x1t2s(x2)δa(x2),a

continuando de esta manera se obtiene que Xa∗(P ) = X(a∗)′(P ).

Lema 5.1. Sea q ∈ (FS(M)≥1)cyc y t ∈ S, entonces para cada a ∈ T :



CAPÍTULO 5. EL IDEAL R(P ) 27

∑
s∈L(σ(a))

(sa)∗∗(tq − qt)s = 0

Demostración. Supongamos que q = raq1 donde r ∈ S y q1 ∈ FS(M)≥1. Entonces:∑
s∈L(σ(a))

(sa)∗∗(traq1)s =
∑

s,w∈L(σ(a))

(sa)∗(w∗(tr)wa)q1s

=
∑

s∈L(σ(a))

s∗(tr)q1s

=
∑

s∈L(σ(a))

q1s
∗(tr)s

= q1tr

Por otro lado,
∑

s∈L(σ(a))

(sa)∗(qt)s =
∑

s∈L(σ(a))

(sa)∗(ra)q1ts = q1tr. Esto completa la prueba del lema.

El siguiente teorema muestra que el ideal R(P ) se preserva bajo isomorfismos de álgebras que fijan a S. Este es un resultado
análogo al dado en [10, Proposition 3.7] y [18, Proposition 5.5].

Teorema 5.1. Sea φ : FS(M)→ FS(M ′) un isomorfismo de álgebras con φ|S = idS y P un potencial en FS(M). Entonces:

φ(R(P )) = R(φ(P ))

Demostración. Sea T una Z-base local de M0. Para cada a ∈ T ∩ eiMej definamos L̂(a) = {sa}s∈L(i). Sea T̂ =
⋃
a∈T

L̂(a);

esto es, T̂ es la base especial de MS . Por lo tanto

Xa∗(φ(P )) =
∑

w∈L̂(a)

w∗(δ(φ(P )))s(w) =
∑

w∈L̂(a)

w∗

∑
sb∈T̂

h(φ(sb))
(
φ(δ(sb)∗P )

) s(w)

=
∑

w∈L̂(a)

w∗

∑
sb∈T̂

h(sφ(b))
(
φ(δ(sb)∗P )

) s(w)

=
∑

w∈L̂(a)

w∗

∑
sb∈T̂

h(φ(b))(φ(δ(sb)∗P )s)

 s(w) +
∑

w∈L̂(a)

w∗

∑
sb∈T̂

[s, q]cyc

 s(w)

donde q = φ(bδ(sb)∗P ) es un elemento cíclico, así que [s, q] también es cíclico. Por lo tanto [s, q]cyc = [s, q]. Usando el Lema

5.1 se obtiene que
∑

w∈L̂(a)

w∗

∑
sb∈T̂

[s, q]cyc

 s(w) = 0. Entonces

Xa∗(φ(P )) =
∑

w∈L̂(a)

w∗

∑
sb∈T̂

h(φ(b))(φ(δ(sb)∗P )s)

 s(w)

=
∑

w∈L̂(a)

w∗

(∑
b∈T

h(φ(b))
) ∑

s∈L(σ(b))

φ(δ(sb)∗P )s

 s(w)

=
∑

w∈L̂(a)

w∗

(∑
b∈T

h(φ(b))
)

(φ(Xb∗P )) s(w)

=
∞∑
i=1

∑
w∈L̂(a)

w∗

(∑
b∈T

h(φ(b)i)
)

(φ(Xb∗P ))s(w)
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donde φ(b)i ∈M⊗i. Tenemos que
∑

w∈L̂(a)

w∗

(∑
b∈T

h(φ(b)i)
)

(φ(Xb∗P ))s(w) es una suma de elementos de la forma

∑
w∈L̂(a)

w∗

(∑
b∈T

h(m1 . . .mit)
)

(φ(Xb∗P ))s(w)

con mi ∈ SM0 y t ∈ S. Entonces por el Corolario 4.2 y Lema 5.1 la suma anterior es igual a∑
w∈L̂(a)

w∗

(∑
b∈T

h(m1 . . .mi)
)

(tφ(Xb∗P ))s(w)

y a su vez la expresión anterior es igual a∑
w∈L̂(a)

(w∗(m1) . . .miα+ w∗(m2) . . .miαm1 + . . .+ w∗(ml)αm1 . . .ml−1) s(w)

donde α = φ(tXb∗P ). Entonces la suma anterior es una suma de elementos de la forma xφ(tXb∗(P ))y = φ(x1tXb∗(P )y1)
donde φ(x1) = x y φ(y1) = y. Como φ(R(P )) es cerrado, entonces Xa∗(φ(P )) ⊆ φ(R(P )) y por ello R(φ(P )) ⊆ φ(R(P )).
Aplicando esto a φ−1 se obtiene R(P ) = R(φ−1(φ(P ))) ⊆ φ−1(R(P )). Consecuentemente φ(R(P )) ⊆ R(φ(P )) y el resultado
se sigue.

Observación 5.1. El Teorema 5.1 implica que R(P ) no depende de la elección del Z-subbimódulo M0 y también de la
Proposición 5.1 se deduce que R(P ) tampoco depende de la elección de una Z-base local para S.



Capítulo 6

Equivalencia de potenciales

En este capítulo se introducen los conceptos de equivalencia-derecha y potencial trivial, análogos a los dados en [10]. La noción
de equivalencia derecha será el concepto que se usará para identificar, salvo permutación e isomorfismo, dos potenciales. Se
concluye el capítulo probando que el tomar sumas directas con potenciales triviales no-afecta al álgebra cociente FS(M)/R(P ).

Proposición 6.1. Supongamos que f, g ∈ FS(M)≥2 y fg ∈ (FS(M))cyc. Para cada a ∈ T se tiene que

Xa∗(fg) =
∑

s∈L(a)

δ(sa)∗(fg)s

pertenece a FS(M)≥1〈f〉+ 〈f〉FS(M)≥1 + FS(M)≥1〈g〉+ 〈g〉FS(M)≥1.

Demostración. Supongamos que f =
∞∑
i=2

fi con fi ∈M⊗i. Entonces cada fi es una suma de elementos de la forma m1 . . .mit

con m1, . . . ,mi ∈ SM0 y t ∈ S. Entonces∑
s∈L(a)

(sa)∗(h(f)(g))s =
∞∑
i=2

∑
s∈L(a)

(sa)∗(h(fi)(g))s

cada
∑

s∈L(a)

(sa)∗(h(fi)(g))s es una suma de elementos de la forma

∑
s∈L(a)

(sa)∗(h(m1 . . .mit)(g))s =
∑

s∈L(a)

(sa)∗(h(m1 . . .mi)(tg))s

y el último término es igual a∑
s∈L(a)

((sa)∗(m1) . . .mi(tg) + (sa)∗(m2) . . .mitgm1 + . . .+ (sa)∗(mi)tgm1 . . .mi−1) s

y este elemento pertenece a FS(M)≥1〈g〉+ 〈g〉FS(M)≥1. Por lo tanto∑
s∈L(a)

(sa)∗(h(f)(g))s ∈ FS(M)≥1〈g〉+ 〈g〉FS(M)≥1.

Similarmente ∑
s∈L(a)

(sa)∗(h(g)(f))s ∈ FS(M)≥1〈f〉+ 〈f〉FS(M)≥1

Las siguientes Proposiciones 6.2 y 6.3 están basadas en [10, Proposition 4.10].

Proposición 6.2. Sean P y P ′ potenciales reducidos en FS(M) tales que P ′ − P ∈ R(P )2, entonces R(P ) = R(P ′).

29
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Demostración. Como P es un potencial reducido entonces Xa∗(P ) ∈ FS(M)≥2. Se tiene que R(P )2 es la cerradura del
conjunto formado por todas las sumas finitas de la forma

∑
s

asbs donde as, bs ∈ R(P ). La Proposición 6.1 implica que

Xa∗

(∑
s

asbs

)
pertenece a FS(M)≥1R(P ) + R(P )FS(M)≥1. Si z ∈ R(P )2, entonces z = lim

n→∞
αn donde cada αn es una

suma finita de la forma
∑
s

asbs con as, bs ∈ R(P ). Por lo tanto Xa∗(z) = lim
n→∞

Xa∗(αn) ∈ FS(M)≥1R(P ) + R(P )FS(M)≥1.

Por hipótesis, P = Q+P ′ donde Q ∈ R(P )2, y por ello Xa∗(P ) = Xa∗(Q) +Xa∗(P ′). Usando nuevamente la Proposición 6.1
se obtiene que Xa∗(Q) ∈ FS(M)≥1R(P ) +R(P )FS(M)≥1. De lo anterior se infiere que

R(P ) ⊆ R(P ′) + FS(M)≥1R(P )FS(M)≥1 +R(P )FS(M)≥1

Entonces

R(P ) ⊆ R(P ′) +R(P )FS(M)≥2 + FS(M)≥1R(P )FS(M)≥1 + FS(M)≥2R(P )

continuando de esta manera se obtiene

R(P ) ⊆ R(P ′) +
n∑
k=0
FS(M)≥kR(P )FS(M)≥n−k

⊆ R(P ′) + FS(M)≥n+2

para cada n. Por lo tanto R(P ) está contenido en la cerradura de R(P ′) y por ende R(P ) ⊆ R(P ′). Entonces P − P ′ ∈
R(P )2 ⊆ R(P ′)2 y por ello P − P ′ ∈ R(P ′)2, luego R(P ) = R(P ′).

Proposición 6.3. Supongamos que P y P ′ son potenciales reducidos en FS(M) tales que P ′−P ∈ R(P )2, entonces existe un
automorfismo de álgebras φ de FS(M) tal que φ(P ) es cíclicamente equivalente a P ′ y φ(u)−u ∈ R(P ) para cada u ∈ FS(M).

Demostración. Primero probemos la siguiente

Afirmación 6.1. Existe una sucesión de funciones bn : T → FS(M)≥2∩R(P ), con φb0 = φ0 = id, que satisface las siguientes
condiciones:

(i) bn(a) ∈ FS(M)≥n+1 ∩R(P ).

(ii) P ′ es cíclicamente equivalente a φ0φb1 . . . φbn−1

P +
∑
c∈T̂

s(c)bn(a(c))δc∗(P )

.

Construiremos las funciones bn mediante inducción en n.

Supongamos primero que n = 1. Entonces el potencial P ′ − P es cíclicamente equivalente a
∑
a∈T

b(a)Xa∗(P ) con b(a) ∈

R(P ) ⊆ FS(M)≥2 (ya que P es reducido). Por lo tanto b(a) ∈ R(P ) ∩ FS(M)≥2. Entonces P ′ es cíclicamente equivalente a:

P +
∑
a∈T

∑
s∈L(a)

b(a)δ(sa)∗(P )s

este último elemento es cíclicamente equivalente a:

P +
∑
a∈T

∑
s∈L(a)

sb(a)δ(sa)∗(P ) = P +
∑
c∈T̂

s(c)b(a(c))δc∗(P )
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Así que b1 : T → FS(M)≥2 dada por b1(a) = b(a) satisface (i) y (ii). Supongamos ahora que para n ≥ 1, hemos construido las
funciones b1, b2, . . . , bn que cumplen (i) y (ii). Consideremos φbn , se tiene φbn(a) = a + bn(a) y bn(a) ∈ FS(M)≥n+1 ∩ R(P )
para toda a ∈ T .

Por el Lema 4.1, el potencial P0 := φbn(P ) − P −
∑
c∈T̂

s(c)bn(a(c))δc∗(P ) es cíclicamente equivalente a un elemento de

FS(M)≥1I2 donde I es la cerradura del ideal bilateral de FS(M) generado por los elementos bn(a). Como bn(a) ∈ FS(M)≥n+1∩
R(P ) entonces I ⊆ FS(M)≥n+1 ∩R(P ). De lo anterior se infiere que P0 es cíclicamente equivalente a un elemento de:

FS(M)≥1(FS(M)≥n+1 ∩R(P ))2 ⊆ (FS(M)≥n+2 ∩R(P ))R(P )

Por otro lado, P0 es cíclicamente equivalente al potencial:

φbn(P )− P −
∑
c∈T̂

bn(a(c))δc∗(P )s(c)

= φbn(P )− P −
∑
a∈T

bn(a)
∑

s∈L(a)

δ(sa)∗(P )s

= φbn(P )− P −
∑
a∈T

bn(a)Xa∗(P )

Luego φbn(P )−P−
∑
a∈T

bn(a)Xa∗(P ) es cíclicamente equivalente a P0 y P0 es cíclicamente equivalente a un elemento de R(P )2.

En consecuencia, φbn(P )−P es cíclicamente equivalente a un elemento de R(P )2. Por la Proposición 6.2, R(φbn(P )) = R(P )
y por el Teorema 5.1, R(φbn(P )) = φbn(R(P )). Notemos que un elemento de (FS(M)≥n+2 ∩ R(P ))R(P ) es de la forma

lim
r→∞

ur donde ur =
i(r)∑
i=1

xiyi con xi ∈ FS(M)≥n+2 ∩ R(P ) y yi ∈ R(P ). Además xi = φbn(x′i), yi = φbn(y′i) para ciertos

x′i ∈ FS(M)≥n+2 ∩R(P ), y′i ∈ R(P ).
Luego

ur = φbn

i(r)∑
i=1

x′iy
′
i

 = φbn(zr)

donde zr ∈ (FS(M)≥n+2 ∩R(P ))R(P ).
Entonces lim

r→∞
ur = lim

r→∞
φbn(zr) = φbn

(
lim
r→∞

zr

)
y lim
r→∞

zr ∈ (FS(M)≥n+2 ∩R(P ))R(P ).

De lo anterior se infiere que φbn(P )−P −
∑
c∈T̂

s(c)bn(a(c))δc∗(P ) es cíclicamente equivalente a un elemento de la forma φbn(z)

con z ∈ (FS(M)≥n+2 ∩R(P ))R(P ).

Por lo tanto, −z es cíclicamente equivalente a un elemento de la forma:∑
a∈T

u(a)Xa∗(P )

con u(a) ∈ FS(M)≥n+2∩R(P ). Se tiene que
∑
a∈T

u(a)Xa∗(P ) =
∑
a∈T

∑
s∈L(a)

u(a)δ(sa)∗(P )s y este elemento es cíclicamente equiv-

alente a
∑
a∈T

∑
s∈L(a)

su(a)δ(sa)∗(P ) =
∑
c∈T̂

s(c)u(a)δc∗(P ). En consecuencia, φbn(P )−P −
∑
c∈T̂

s(c)bn(a(c))δc∗(P ) es cíclicamente

equivalente a

−φbn

∑
c∈T̂

s(c)u(a)δc∗(P )


Definamos bn+1 : T → FS(M)≥2 mediante bn+1(a) = u(a) para cada a ∈ T . Entonces
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φ0 . . . φbn−1φbn(P )− φ0 . . . φbn−1

P −∑
c∈T̂

s(c)bn(a(c))δc∗(P )


es cíclicamente equivalente a

−φ0 . . . φbn

∑
c∈T̂

s(c)bn+1(a)δc∗(P )


Por consiguiente, φ0 . . . φbn−1φbn(P ) + φ0 . . . φbn

∑
c∈T̂

s(c)bn+1(a)δc∗(P )

 es cíclicamente equivalente a:

φ0 . . . φbn−1

P −∑
c∈T̂

s(c)bn(a(c))δc∗(P )


Por hipótesis de inducción, este último elemento es cíclicamente equivalente a P ′. Esto prueba (i) y (ii) de la afirmación

5.1.
Completemos la prueba de la Proposición 6.3. Notemos que la condición (i) implica que para cada u ∈ FS(M):

φ0φb1 . . . φbn−1φbn(u)− φ0φb1 . . . φbn−1(u) ∈ FS(M)≥n+1

Por lo tanto, la sucesión {φ0φb1 . . . φbn(u)}n∈N es de Cauchy, luego convergente. Consecuentemente, existe un automorfismo
de álgebras φ de FS(M) tal que para cada u ∈ FS(M), φ(u) = lim

n→∞
φ0φb1 . . . φbn(u). En particular:

φ(P ) = lim
n→∞

φ0φb1 . . . φbn(P )

Para cada n se tiene:

φ0φb1 . . . φbn(P ) = P ′ −
∑
c∈T̂

s(c)bn(a(c))δc∗(P ) + zn

donde zn ∈ [FS(M),FS(M)] satisface zn+1 − zn ∈ FS(M)≥n+1. Por lo tanto {zn}n∈N es de Cauchy y z = lim
n→∞

zn ∈

[FS(M),FS(M)]. Además, rn =
∑
c∈T̂

s(c)bn(a(c))δc∗(P ) ∈ FS(M)≥n+3. Por consiguiente:

φ(P ) = P ′ − lim
n→∞

rn + lim
n→∞

zn

= P ′ + z

Se concluye que φ(P ) es cíclicamente equivalente a P , como se quería mostrar.

Definición 6.1. Un álgebra con potencial es un par (FS(M), P ) donde P es un potencial en FS(M) y Mcyc = 0.

Definición 6.2. Sean (FS(M), P ) y (FS(M ′), P ′) álgebras con potencial. Una equivalencia-derecha entre estas dos álgebras
es un isomorfismo de álgebras φ : FS(M)→ FS(M ′) con φ|S = idS y tal que φ(P ) es cíclicamente equivalente a P ′.

Definición 6.3. Sea P un potencial cuadrático en FS(M). Diremos que P es trivial si el S-bimódulo generado por {Xa∗(P ) :
a ∈ T} es igual a M .

Veamos, como en [10, Proposition 4.5] y [18, Proposition 7.8], que el tomar sumas directas con potenciales triviales no
afecta al álgebra cociente FS(M)/R(P ).

Proposición 6.4. Sean P y P ′ potenciales reducidos en FS(M) y W un potencial trivial en FS(C) donde C es un S-bimódulo
Z-libremente generado. Supongamos que existe una equivalencia-derecha entre (FS(M ⊕C), P +W ) y (FS(M ⊕C), P ′+W ),
entonces existe una equivalencia-derecha entre (FS(M), P ) y (FS(M), P ′).
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Demostración. Supongamos que M y C son Z-libremente generados por los Z-subbimódulos M0 y C0, respectivamente.
Entonces M = SM0S y C = SC0S. Por lo tanto, M ⊕C = S(M0 ⊕C0)S ∼= S ⊗Z (M0 ⊕C0)⊗Z S. Sea TM una Z-base local
para M0 y TC una Z-base local para C0. Se tiene que TM ∪ TC es una Z-base local para M0⊕C0. Asociada a la Z-base local
TM de M0 tenemos una S-base local derecha T̂M para MS ; similarmente, existe una S-base local derecha T̂C para CS . Por lo
tanto, T̂M ∪ T̂C es una S-base local para (M ⊕ C)S . Se tiene:

(1) FS(M ⊕ C) = FS(M)⊕ L

donde L es la cerradura del ideal bilateral de FS(M ⊕ C) generado por C. Se tienen las siguientes igualdades:

(2) R(P +W ) = R(P )⊕ L
(3) R(P ′ +W ) = R(P ′)⊕ L

En efecto, R(P+W ) es la cerradura del ideal bilateral de FS(M⊕C) generado por los elementosXa∗(P+W ) donde a ∈ TM∪TC .
Si a ∈ TM , Xa∗(P + W ) =

∑
s∈L(a)

δ(sa)∗(P + W )s =
∑

s∈L(a)

δ(sa)∗(P )s. Si a ∈ TC , Xa∗(P + W ) =
∑

s∈L(a)

δ(sa)∗(P + W )s =∑
s∈L(a)

δ(sa)∗(W )s. Por lo tanto, R(P+W ) es la cerradura del ideal bilateral de FS(M⊕C) generado por los elementos Xa∗(P ),

con a ∈ TM , y los elementos Xu∗(W ) donde u ∈ TC ; estos últimos elementos generan a C como S-bimódulo (ya que W es un
potencial trivial en FS(C)). Esto prueba (2) y la igualdad (3) se puede establecer de manera similar.

Sea φ un automorfismo de álgebras de FS(M ⊕C) con φ|S = idS y tal que φ(P +W ) es cíclicamente equivalente a P ′+W .
Entonces (3) implica que:

φ(R(P +W )) = R(φ(P +W ))
= R(P ′ +W )
= R(P ′)⊕ L

Por lo tanto:

(4) φ(R(P +W )) = R(P ′)⊕ L

Sea p : FS(M ⊕ C) � FS(M) la proyección canónica dada por la descomposición en (1). Consideremos el morfismo

ψ = p ◦ φ|FS(M) : FS(M)→ FS(M)

Notar que φ está determinado por un par de morfismos de S-bimódulos φ(1) : M⊕C →M⊕C y φ(2) : M⊕C → FS(M⊕C)≥2.
Como φ es un automorfismo de FS(M ⊕ C) entonces φ(1) es un isomorfismo de S-bimódulos y por lo tanto tiene una forma
matricial: [

φ1
M,M φ1

M,C

φ1
C,M φ1

C,C

]
De las contenciones C ⊆ L ⊆ R(P ) ⊕ L se infiere que φ(C) ⊆ φ(R(P ) ⊕ L) = φ(R(P + W )) = R(P ′) ⊕ L, donde la última
igualdad es consecuencia de (4). Como P ′ es reducido entonces R(P ′) ∈ FS(M)≥2. La igualdad φ1

M,C = πM ◦φ(1) ◦σC implica
que φ1

M,C = 0. Por lo tanto φ1
M,M es un isomorfismo de S-bimódulos. Como ψ|M = p ◦ φ|M : M → M ⊕ C ⊕ FS(M)≥2

entonces ψ1 = φ1
M,M y por ende ψ(1) es un isomorfismo de S-bimódulos. En consecuencia, ψ es un automorfismo de álgebras

de FS(M). Notemos que ψ(R(P )) es un subconjunto cerrado de FS(M) y por lo tanto p−1(ψ(R(P ))) = φ(R(P )) +L también
es cerrado. Como φ−1 es un automorfismo de FS(M ⊕C) tal que P +W es cíclicamente equivalente a φ−1(P ′+W ), entonces
φ−1(R(P ′)) + L es cerrado. Entonces

R(P ′) + φ(L) es un subconjunto cerrado de FS(M ⊕ C)

Veamos que se tiene la siguiente contención:

L ⊆ R(P ′) + φ(L)
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De (4) se infiere que φ(R(P )) ⊆ R(P ′) ⊕ L. Como R(P ) ∈ FS(M)≥2 entonces φ(R(P )) ⊆ FS(M ⊕ C)≥2. Si z ∈ φ(R(P ))
entonces z = µ+ λ con µ ∈ R(P ′) ⊆ FS(M)≥2 y λ ∈ L. Por lo tanto, λ = z − µ ∈ FS(M ⊕C)≥2 ∩L y por ello λ ∈ UL+LU
donde U = FS(M ⊕ C)≥1. Consecuentemente:

(5) φ(R(P )) ⊆ R(P ′) + UL+ LU

Luego: L ⊆ R(P ′) + L = R(P ′ +W ) = R(φ(P +W )) = φ(R(P +W )) = φ(R(P ) + L) = φ(R(P )) + φ(L) ⊆ R(P ′) + φ(L) +
UL + LU . De lo anterior se tiene que L ⊆ R(P ′) + φ(L) + UL + LU . Al sustituir esta ecuación en el lado derecho de (5),
obtenemos:

L ⊆ R(P ′) + φ(L) + U(R(P ′) + φ(L) + UL+ LU) + (R(P ′) + φ(L) + UL+ LU)U
⊆ R(P ′) + φ(L) + U2L+ ULU + LU2

repitiendo el proceso para cada n > 0, se deduce que:

L ⊆ R(P ′) + φ(L) +
n∑
k=0

UkLUn−k ⊆ R(P ′) + φ(L) + Un

Por lo tanto, L está contenido en la cerradura de R(P ′) + φ(L) y por (3) se tiene que este conjunto es cerrado, así que
L ⊆ R(P ′) + φ(L). De esto se infiere que L ⊆ R(P ′) + φ(L). Usando la simetría entre R(P ) y R(P ′) se obtiene

L ⊆ R(P ) + φ−1(L)

y aplicando φ a esta expresión

(6) φ(L) ⊆ φ(R(P )) + L

En consecuencia:

(7) p(φ(L)) ⊆ p(φ(R(P )) = ψ(R(P ))

Se sigue que φ(P+W ) = φ(P )+φ(W ) es cíclicamente equivalente a P ′+W . Por lo tanto, p(φ(P ))+p(φ(W )) = ψ(P )+pφ(W )
es cíclicamente equivalente a p(P ′ + W ) = P ′. Esto implica que ψ(P ) − P ′ es cíclicamente equivalente a −p(φ(W )). Como
W ∈ C⊗2, entonces:

p(φ(W )) ⊆ p(φ(C⊗2)) = ψ(C⊗2) = ψ(C)2

Usando (7) se infiere que p(φ(C)) ⊆ p(φ(L)) ⊆ ψ(R(P )). Entonces ψ(P ) − P ′ es cíclicamente equivalente a un elemento de
ψ(R(P ))2 = R(ψ(P ))2.
Por la Proposición 6.3, existe un automorfismo de álgebras ρ de FS(M) tal que ρ(ψ(P )) es cíclicamente equivalente a P ′.
Esto completa la demostración.



Capítulo 7

Potenciales cuadráticos

En este capítulo se dan dos condiciones que se impondrán sobre cada F -base de cada factor Di = eiS y se darán ejemplos
de álgebras que cumplen estas condiciones. También se establece una caracterización de los potenciales triviales del álgebra
FS(M). Finalmente se introduce el concepto de potencial escindable; con esta noción se prueba que si un potencial es escind-
able entonces se tiene un teorema análogo al llamado Splitting theorem dado en [10, Theorem 4.6]. El concepto de potencial
escindable será crucial en el siguiente capítulo ya que permitirá definir la noción de mutación de un potencial.

Recordemos que para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, L(i) = L ∩ eiS es una F -base de Di = eiS. En el resto del trabajo usaremos
la siguiente notación: si ei ∈ L(i), entonces e∗i es la F -transformación lineal Di → F tal que (ei)∗(ei) = 1 y (ei)∗(t) = 0 si
t ∈ L(i) \ {ei}. Asumiremos que cada base L(i) satisface las siguientes dos condiciones:

(a) ei ∈ L(i) y si s, t ∈ L(i) entonces e∗i (st−1) 6= 0 implica s = t; similarmente, e∗i (t−1s) 6= 0 implica s = t.

(b) Si c(i) = [Di : F ] entonces char(F ) - c(i).

Tales bases existen: por ejemplo, sea A una F -álgebra asociativa donde F es un campo. Diremos que una F -base de A,
como espacio vectorial, es semi-multiplicativa si el producto de cualesquiera dos elementos de la base es un F -múltiplo de un
elemento de la base. Si L(i) es una F -base semi-multiplicativa de Di y char(F ) - [Di : F ], entonces la base L(i) cumple (a) y
(b).

Ejemplo 7.1. Sea H el anillo de los cuaterniones, entonces {1, i, j, k} es una base semi-multiplicativa.

Observación 7.1. Supongamos que L1 es una F -base para la extensión de campos F1/F y L2 es una F1-base para la exten-
sión de campos F2/F1. Si ambas bases L1 y L2 satisfacen la condición (a), entonces la F -base L := {xy : x ∈ L1, y ∈ L2} de
F2 también satisface la condición (a).

En efecto, dado y ∈ L2 se tiene la F1-transformación lineal y∗ : F2 → F1 inducida por la base dual de L2 y también dado
x ∈ L1 se tiene una F -transformación lineal x∗ : F1 → F . Por lo tanto, si xy ∈ L entonces la composición x∗y∗ : F2 → F
es una F -transformación lineal. Notemos que x∗y∗ = (xy)∗. Supongamos ahora que xy, x1y1 ∈ L y que 0 6= e∗(xy(x1y1)−1).
Entonces 0 6= e∗(xy(x1y1)−1) = e∗(xx−1

1 e∗(yy−1
1 )). En particular e∗(yy−1

1 ) 6= 0 y por lo tanto, como L2 satisface la condición
(a), y = y1. De lo anterior se deduce que e∗(xx−1

1 ) 6= 0 y como L1 también satisface (a) entonces x = x1.

La observación anterior proporciona el siguiente

Ejemplo 7.2. Sea E/F una extensión finita de campos. Si Gal(E/F ) es un grupo soluble y F contiene una raíz primitiva
de la unidad de orden [E : F ], entonces la extensión E/F tiene una base que cumple (a).

En contraste con las suposiciones dadas en [18, p.55] este ejemplo muestra que no es necesario pedir solubilidad sobre el
grupo de Galois Gal(E/F ) ni que el campo base F contenga una raíz primitiva de la unidad de orden [E : F ] para poder
desarrollar una teoría más general de álgebras con potencial. Posteriormente veremos que aún sin estas condiciones sobre las
extensiones, es posible definir la mutación y establecer la involutividad de la misma.

35
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Proposición 7.1. El conjunto {s−1|s ∈ L(i)} es una F -base de Di.

Demostración. Basta mostrar que {s−1|s ∈ L(i)} es linealmente independiente sobre F . Supongamos que se tiene una
combinación lineal: ∑

s∈L(i)

λss
−1 = 0

con λs ∈ F . Sea t un elemento arbitrario de L(i), entonces:

λtei +
∑
s6=t

s−1tλs = 0

Por lo tanto:

0 = e∗i

λtei +
∑
s6=t

s−1tλs

 = λt +
∑
t 6=s

λse
∗
i (s−1t) = λt

luego λt = 0 para cada t ∈ L(i).

En lo que sigue, si s ∈ L(i) entonces (s−1)∗ denota la F -transformación lineal Di → F dada por (s−1)∗(t−1) = 1 si t = s
y 0 si t 6= s para t ∈ L(i).

Proposición 7.2. Para cada s, t, t1 ∈ L(i) se tiene:∑
r∈L(i)

(r−1)∗(t−1
1 s−1)r∗(st) = δt,t1

Demostración. Tenemos:

st =
∑
r∈L(i)

r∗(st)r

t−1
1 s−1 =

∑
r1∈L(i)

(r−1
1 )∗(t−1

1 s−1)r−1
1

Por lo tanto:

t−1
1 t =

∑
r,r1∈L(i)

(r−1
1 )∗(t−1

1 s−1)r∗(st)r−1
1 r

Aplicando e∗i en ambos lados:

δt,t1 =
∑

r,r1∈L(i)

(r−1
1 )∗(t−1

1 s−1)r∗(st)e∗i (r−1
1 r)

=
∑
r∈L(i)

(r−1)∗(t−1
1 s−1)r∗(st)

Lo que completa la prueba.

Proposición 7.3. Para cada r, r1, s ∈ L(i) se tiene:∑
t∈L(i)

r∗(st)(r−1
1 )∗(t−1s−1) = δr,r1

Demostración. Definamos matrices cuadradas de orden c(i) con entradas en F como sigue. Sea A = [ap,q(s)] donde ap,q(s) =
p∗(sq) y B = [bg,h(s)] donde bg,h(s) = (h−1)∗(g−1s−1). Usando la Proposición 7.2 se tiene que BA es la matriz identidad.
Por lo tanto, AB = I y se tiene el resultado.

Proposición 7.4. Para cada s, s1, t ∈ L(i) se tiene:
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∑
r∈L(i)

(r−1)∗(t−1s−1
1 )r∗(st) = δs1,s

Demostración. Tenemos:

st =
∑
r∈L(i)

r∗(st)r

t−1s−1
1 =

∑
r1∈L(i)

(r−1
1 )∗(t−1s−1

1 )r−1
1

Por lo tanto:

ss−1
1 =

∑
r,r1∈L(i)

r∗(st)(r−1
1 )∗(t−1s−1

1 )rr−1
1

aplicando e∗i en ambos lados

δs,s1 =
∑
r∈L(i)

r∗(st)(r−1)∗(t−1s−1
1 )

lo que completa la prueba.

Proposición 7.5. Para cada r, r1, t ∈ L(i): ∑
s∈L(i)

r∗(st)(r−1
1 )∗(t−1s−1) = δr,r1

Demostración. Definamos matrices cuadradas de orden c(i) con entradas en F como sigue. Sea A = [ap,q(t)] donde ap,q(t) =
q∗(pt) y sea B = [bg,h(t)] donde bg,h(t) = (g−1)∗(t−1h−1). Por la Proposición 7.4, AB = I lo que implica BA = I.

Sea P un potencial en FS(M). Para cada ψ ∈ M∗ definimos XP (ψ) =
∑
s∈L

ψs−1 (δ(P )) s ∈ FS(M), donde por abuso de

notación ψs−1 denota el morfismo (ψs−1)∗ de la Definición 4.6. Se tiene entonces una F -transformación lineal:
XP : M∗ → FS(M)

Notemos que si ψ = ejψei entonces XP (ψ) =
∑
s∈L(i)

ψs−1(δ(P ))s.

Proposición 7.6. La aplicación XP : M∗ → FS(M) es un morfismo de S-bimódulos.
Demostración. Claramente XP es un morfismo de S-módulos izquierdos. Resta ver que XP es un morfismo de S-módulos
derechos. Basta mostrar que si ψ = ejψei y s ∈ L(i), entonces XP (ψs−1) = XP (ψ)s−1. Usando la Proposición 7.5 se tiene:

XP (ψs−1) =
∑

w∈L(i)

ψs−1w−1(δ(P ))w

=
∑

w,r∈L(i)

(r−1)∗(s−1w−1)ψr−1(δ(P ))(ws)s−1

=
∑

w,r,r1∈L(i)

(r−1)∗(s−1w−1)ψr−1(δ(P ))r1r
∗
1(ws)s−1

=
∑

r,r1∈L(i)

ψr−1(δ(P ))r1

 ∑
w∈L(i)

r∗1(ws)(r−1)∗(s−1w−1)

 s−1

=
∑

r,r1∈L(i)

ψr−1(δ(P ))r1δr,r1s
−1

=

 ∑
r∈L(i)

ψr−1(δ(P ))r

 s−1

= XP (ψ)s−1
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Proposición 7.7. El ideal R(P ) es igual a la cerradura del ideal bilateral generado por los elementos XP (ψ) con ψ ∈M∗.

Demostración. Por definición, R(P ) es la cerradura del ideal bilateral generado por todos los elementos Xa∗(P ) con a ∈ T .
Luego basta mostrar que si ψ ∈ M∗ entonces XP (ψ) ∈ R(P ). Se tiene que los elementos (sa)∗ forman una S-base local
izquierda para SM

∗; entonces existen elementos λs,a ∈ S tal que ψ =
∑
sa

λs,a(sa)∗. Por lo tanto:

XP (ψ) =
∑
sa

λs,aX
P ((sa)∗) =

∑
sa

λs,aX
P (a∗s−1) =

∑
sa

λs,aX
P (a∗)s−1

y por ende XP (ψ) ∈ R(P ).

Supongamos que P es un potencial cuadrático en FS(M), entonces el morfismo XP induce un morfismo de S-bimódulos:

XP : M∗ →M

Observación 7.2. Sea P un potencial cuadrático en FS(M). El potencial P es trivial (ver Definición 6.3) si y sólo si el
morfismo XP : M∗ →M es un epimorfismo de S-bimódulos y por lo tanto un isomorfismo.

Ejemplo 7.3. Supongamos que P =
l∑
i=1

aibi donde {a1, . . . , al, b1, . . . , bl} es un conjunto de generadores Z-libres de M ,

entonces P es trivial.

Demostración. Se tiene:

XP (a∗u) =
∑

s∈L(σ(au))

a∗us
−1 (δ(P )) s

=
∑

s∈L(σ(au))

a∗us
−1

(
l∑
i=1

(aibi + biai)
)
s = bu

De manera similar se verifica que XP (b∗u) = au. Por lo tanto, {a1, . . . , al, b1, . . . , bl} ⊆ Im(XP ) y como XP es un morfismo
de S-bimódulos entonces Im(XP ) es un S-subbimódulo de M que contiene a los generadores {a1, . . . , al, b1, . . . , bl}. En
consecuencia, XP es sobreyectivo.

Observación 7.3. Un S-bimódulo M es Z-libremente generado si y sólo si M ∼=
⊕
m(i,j)

(Di⊗F Dj) donde m(i, j) es un entero

positivo.

Dado un potencial cuadrático P , usaremos la siguiente notación: pondremos Ξ(P ) = Im(XP ) donde XP : M∗ →M es el
morfismo de S-bimódulos inducido por el potencial P .

Definición 7.1. Diremos que un potencial P ∈ FS(M) es escindable si Ξ(P (2)) es Z-libremente generado, donde P (2) denota
la componente cuadrática de P .

Definición 7.2. Sea P un potencial en FS(M). Definimos Ξ2(P ) = Ξ(P (2)).

Proposición 7.8. Sea φ : FS(M) → FS(M) un automorfismo de álgebras determinado por el par (φ(1), φ(2)) y sea P un
potencial en FS(M), entonces Ξ2(φ(P )) = φ(1)(Ξ2(P )). En particular, si φ es unitriangular entonces Ξ2(φ(P )) = Ξ2(P ).
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Demostración. Para cada m ∈M , φ(m) = φ(1)(m)+φ(2)(m) donde φ(1)(m) ∈M , φ(2)(m) ∈ FS(M)≥2. Entonces (φ(P ))(2) =
φ(1)(P (2)) y por lo tanto Ξ2(φ(P )) = Ξ(φ(1)(P (2))). Sea ϕ : FS(M) → FS(M) el automorfismo de álgebras que extiende a
φ(1). Entonces:

Ξ(φ(1)(P (2))) = Ξ(ϕ(P (2)))
= M ∩R(ϕ(P (2)))
= M ∩ ϕ(R(P (2)))
= ϕ(M ∩R(P (2)))
= φ(1)(Ξ2(P ))

lo que completa la prueba.

Lema 7.1. Sean a, a′ ∈ T (i, j), y ∈M . Entonces:

Xa∗(a′y) = yδa,a′

Demostración. Supongamos que y =
∑

s,t∈L,b∈T

fs,t,bsbt donde sb ∈ ejMeu y fs,t,b ∈ F , entonces sb 6= a para toda sb ∈ ejMeu.

En consecuencia:

Xa∗(ay) =
∑

s,t∈L,b∈T

fs,t,bXa∗(asbt)

=
∑

s,t∈L,b∈T

fs,t,b
∑
r∈L

(ra)∗ (δ(asbt)) r

=
∑

s,t∈L,b∈T

fs,t,b
∑
r∈L

(ra)∗ (δ(tasb)) r

=
∑

s,t∈L,b∈T

fs,t,b
∑
r∈L

(ra)∗(tasb+ sbta)r

=
∑

s,t∈L,b∈T

fs,t,bsbt

= y

lo que completa la prueba del lema.

Sea M un S-bimódulo Z-libremente generado y sea K el conjunto de todos los pares (i, j) tales que eiMej 6= 0, ejMei 6= 0
y dimF (eiMej) ≤ dimF (ejMei). Sean N> =

∑
(i,j)∈K

ejMei, N< =
∑

(i,j)∈K

eiMej y N =
∑

(i,j)∈K

(eiMej + ejMei).

Proposición 7.9. Sea P un potencial cuadrático en FS(M), entonces P es cíclicamente equivalente al potencial

Q =
∑
a∈T<

aXP (a∗)

donde T< = T ∩N<.

Demostración. Es claro que P es cíclicamente equivalente a un potencial de N< ⊗S N>. Por lo tanto, P es cíclicamente
equivalente a un potencial que es una F -combinación lineal de elementos de la forma taz donde t ∈ L(σ(a)), a ∈ T<, z ∈ N>.
De esto se infiere que P es cíclicamente equivalente a un potencial de la forma Q =

∑
a∈T<

aya donde ya ∈ N>. Sea a0 ∈ T<,

entonces por el Lema 7.1

XP (a∗0) = XQ(a∗0) =
∑
a∈T<

Xa∗0
(aya) = ya0
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Definición 7.3. Sea P un potencial cuadrático en FS(M). Diremos que P es maximal si el morfismo XP : M∗ →M induce
un monomorfismo entre (N<)∗ y N>.

Observación 7.4. Como S ⊗F Sop es un álgebra auto-inyectiva finito-dimensional, entonces todo S-bimódulo proyectivo
es un S-bimódulo inyectivo. En particular, si N es un S-bimódulo Z-libremente generado entonces N es un S-bimódulo
inyectivo. Esto implica que cualquier S-subbimódulo de M que sea Z-libremente generado tiene un complemento en M y este
complemento también es Z-libremente generado.

Corolario 7.1. Sea P un potencial maximal en FS(M), entonces P es cíclicamente equivalente a un potencial de la forma:

Q =
∑
a∈T<

afa

donde el conjunto {fa}a∈T< está contenido en un conjunto de generadores Z-libres de N>.

Demostración. Como P es un potencial maximal entonces el morfismo XP : M∗ → M induce un morfismo inyectivo de S-
bimódulos XP : (N<)∗ → N> y por lo tanto XP induce un isomorfismo de S-bimódulos entre (N<)∗ y Im(XP ). Por lo tanto,
Im(XP ) está Z-libremente generado por fa := XP (a∗) donde a ∈ T<. Como Im(XP ) y N> son Z-libremente generados,
entonces por la Observación 7.4 existe un S-subbimódulo, Z-libremente generado, N ′ de N> tal que Im(XP )⊕N ′ = N>. Se
sigue que si U es un conjunto de generadores Z-libres de N ′ entonces {fa}a∈T< ∪ U es un conjunto de generadores Z-libres
de N>.

Veamos que cada potencial trivial es cíclicamente equivalente a un potencial como en el Ejemplo 7.3.

Proposición 7.10. Sea P un potencial trivial en FS(M), entonces P es cíclicamente equivalente a un potencial de la forma
m∑
i=1

higi donde {h1, . . . , hm, g1, . . . , gm} es un conjunto de generadores Z-libres de M .

Demostración. Sean M< =
∑
i,j
i<j

eiMej y M> =
∑
i,j
i>j

eiMej . Notemos que P es cíclicamente equivalente a un potencial de la

forma:

P ′ =
∑

a∈T∩M<

aXP (a∗)

Como P es trivial entonces el conjunto {XP (a∗) : a ∈ T ∩M<} es un conjunto de generadores Z-libres de M>. Por lo tanto,
{a : a ∈ T ∩M<} ∪ {XP (a∗) : a ∈ T ∩M<} es un conjunto de generadores Z-libres de M .

La siguiente caracterización es similar a la que se da en [10, Proposition 4.4] y [18, Proposition 7.6].

Proposición 7.11. Sea P un potencial trivial en FS(M), entonces dada una Z-base local T de M0, existe un automorfismo
ϕ : M →M de S-bimódulos tal que su extensión a un automorfismo de álgebras φ de FS(M) satisface que φ(P ) es cíclicamente

equivalente a
m∑
i=1

aibi donde {a1, . . . , am, b1, . . . , bm} = T .

Demostración. Por la Proposición 7.10, P es cíclicamente equivalente a un potencial

Q =
m∑
i=1

higi

donde W = {h1, . . . , hm, g1, . . . , gm} es un conjunto de generadores Z-libres de M . Por lo tanto, existe un automorfismo de
S-bimódulos ϕ : M →M con ϕ(W ) = T . Sea φ la extensión de ϕ a un automorfismo de álgebras de FS(M). Se concluye que

φ(P ) es cíclicamente equivalente a Q =
m∑
i=1

aibi donde {a1, . . . , am, b1, . . . , bm} = T .
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Proposición 7.12. Sea P un potencial cuadrático escindable en FS(M), entonces P es derecho-equivalente a un potencial

de la forma Q =
l∑
i=1

aibi donde {a1, . . . , al, b1, . . . , bl} es una Z-base local de un Z-sumando directo de M0.

Demostración. Sea P un potencial cuadrático, entonces la Proposición 7.9 implica que P es cíclicamente equivalente al
potencial

Q =
∑
a∈T<

aXP (a∗)

Sea V = {z1, . . . , zl} un conjunto de generadores Z-libres de Im(XP ). Entonces para cada a ∈ T< se tiene:

XP (a∗) =
∑
i∈I(a)

tizisi

para cierto conjunto finito I(a) y ti, si ∈ S. Luego:

Q =
∑
a∈T<

∑
i∈I(a)

atizisi

Por lo tanto, Q es cíclicamente equivalente a un potencial de la forma:

Q′ =
∑
j

zjhj

donde hj ∈M . Dado que Im(XP ) yM son Z-libremente generados, entonces por la Observación 7.4 existe un S-subbimódulo
M1 deM , Z-libremente generado, tal queM = M1⊕Im(XP ). Sea T1 una Z-base local deM1, entonces existe un automorfismo
de S-bimódulos φ : M → M tal que φ(T1 ∪ V ) = T . Sea ϕ el automorfismo de álgebras FS(M) que extiende φ, entonces
ϕ(Q′) es cíclicamente equivalente al potencial:

Q′′ =
∑

b∈φ(V )

bgb

donde gb ∈ M . Por el Lema 7.1, gb = XQ′′(b∗). Como P es cíclicamente equivalente a Q′ entonces ϕ(P ) es cíclicamente
equivalente a Q′′. Por lo tanto, Ξ(Q′′) = Ξ(ϕ(P )) = φ(Ξ(P )) = Sφ(V )S. Luego gb ∈ Sφ(V )S y por ende Q′′ es un potencial
cuadrático en FS(Sφ(V )S) con Ξ(Q′′) = Sφ(V )S; así Q′′ es un potencial trivial. El resultado se sigue al aplicar la Proposición
7.11.

Sea P =
N∑
i=1

aibi + P ′ un potencial en FS(M) donde A = {a1, b1, a2, b2, . . . , aN , bN} está contenido en un conjunto de

generadores Z-libres T de M y P ′ ∈ FS(M)≥3. Sea L1 el complemento de A en T . Sea N1 el F -subespacio vectorial de M
generado por A y sea N2 el F -subespacio vectorial de M generado por L1, entonces M = M1 ⊕M2 como S-bimódulos donde
M1 = SN1S y M2 = SN2S.

Probemos el siguiente teorema de descomposición. Cabe mencionar que este teorema es la extensión del llamado Splitting
theorem dado en [10, Theorem 4.6] y [18, Theorem 7.10].

Teorema 7.1. Existe un automorfismo unitriangular φ : FS(M) → FS(M) tal que φ(P ) es cíclicamente equivalente a un

potencial de la forma
N∑
i=1

aibi +P ′′ donde P ′′ es un potencial reducido contenido en la cerradura del álgebra generada por M2,

y
N∑
i=1

aibi es un potencial trivial en FS(M1).

Primero establezcamos el siguiente.

Lema 7.2. El potencial P es cíclicamente equivalente a un potencial de la forma:
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P1 =
N∑
i=1

(aibi + aivi + uibi) + P ′′

donde ai, bi pertenecen a un conjunto de generadores Z-libres de M , vi, ui ∈ FS(M)≥2 y P ′′ ∈ FS(M)≥3 es un potencial
reducido contenido en la cerradura del álgebra generada por M2.

Demostración. Supongamos que P ′ =
∞∑
n=3

Dn donde Dn ∈ M⊗n y n ≥ 3. Ahora escribamos cada Dn como Dn =
∑
j

µ
(n)
j

donde µ(n)
j ∈ M⊗n. Sea ak, donde k ∈ {1, 2, . . . , N}, tal que ak aparece en la descomposición de µ(n)

j = mj,1 . . .mj,n.
Supongamos que mj,i = ak para algún i ∈ {1, 2, . . . , n}. Entonces:

mj,1...mj,i−1mj,imj,i+1...mj,n = mj,1...mj,i−1akmj,i+1...mj,n

= ak (mj,i+1...mj,nmj,1...mj,i−1) + ((mj,1...mj,i−1)(akmj,i+1...mj,n)− ak(mj,i+1...mj,nmj,1...mj,i−1))

Notemos que mj,i+1...mj,nmj,1...mj,i−1 ∈M⊗(n−1) y el sumando derecho pertenece al conmutador. Luego

µ
(n)
j = akv

(n)
j,k + z

(n)
j,k

donde v(n)
j,k ∈ FS(M)≥n−1 y z(n)

j,k ∈ [FS(M),FS(M)] ∩M⊗n.

Supongamos ahora que {mj,1,mj,2, . . . ,mj,n} ∩ {a1, . . . , aN} = ∅ pero que {mj,1,mj,2, . . . ,mj,n} ∩ {b1, . . . , bN} 6= ∅. Sea
bk, donde k ∈ {1, 2, . . . , N}, tal que bk aparece en la descomposición de µ(n)

j . Supongamos que mj,i = bk para algún
i ∈ {1, 2, . . . , n}. Entonces

mj,1...bkbj,i+1...mj,n = (mj,i+1...mj,nmj,1) bk + ((mj,1...mj,i−1bk)(mj,i+1...mj,n)−mj,i+1...mj,nmj,1...mj,i−1bk)

Por ende µ(n)
j = λ

(n)
j,k bk + w

(n)
j,k donde λ(n)

j,k ∈M⊗(n−1) y w(n)
j,k ∈ [FS(M),FS(M)] ∩M⊗n. Por lo tanto

Dn =
∑
j

µ
(n)
j

=
N∑
k=1

∑
j

(
akv

n
j,k + z

(n)
j,k + λnj,kbk + w

(n)
j,k + c

(n)
j,k

)

=
N∑
k=1

∑
j

(akvnj,k + λnj,kbk) + hn,k + tn,k

donde hn,k ∈ [FS(M),FS(M)] ∩M⊗n y tn,k ∈M⊗n es un potencial contenido en la cerradura del álgebra generada por M2.
En consecuencia

P ′ =
∞∑
n=3

Dn

=
∞∑
n=3

 N∑
k=1

∑
j

(akvnj,k + λnj,kbk) + hn,k + tn,k


=

N∑
k=1

∞∑
n=3

ak
∑

j

vnj,k

+

∑
j

λnj,k

 bk

+
∞∑
n=3

hn +
∞∑
n=3

tn

=
N∑
k=1

∑
j

(
ak

( ∞∑
n=3

vnj,k

)
+
( ∞∑
n=3

λnj,k

)
bk

)
+
∞∑
n=3

hn +
∞∑
n=3

tn

=
N∑
k=1

∑
j

(akvj,k + uj,kbk) + P ′′ + h
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donde vj,k :=
∞∑
n=3

vnj,k, uj,k :=
∞∑
n=3

λnj,k, P ′′ :=
∞∑
n=3

tn y h =
∞∑
n=3

hn. Por construcción, vnj,k, λnj,k ∈M⊗(n−1) para cada n. Como

n ≥ 3 entonces vj,k ∈ FS(M)≥2. Similarmente, λnj,k ∈ FS(M)≥2. Dado que cada tn es un potencial contenido en el álgebra

generada por M2, entonces P ′′ =
∞∑
n=3

tn es un potencial reducido contenido en la cerradura del álgebra generada por M2. Por

lo tanto

P =
N∑
k=1

akbk + P ′

=
N∑
k=1

akbk +
N∑
k=1

∑
j

(akvk,j + uj,kbk) + P ′′ + h

=
N∑
k=1

(akbk + akvk + ukbk) + P ′′ + h

Lo anterior implica que P es cíclicamente equivalente al potencial
N∑
i=1

(aibi + aivi + uibi) + P ′′.

Siguiendo a [10] definimos el concepto de profundidad de un automorfismo de álgebras de FS(M).

Definición 7.4. Un morfismo de álgebras φ : FS(M) → FS(M) tiene profundidad d si φ|S = 1S y si para cada m ∈ M se
tiene φ(m) = m+m′ donde m′ ∈ FS(M)≥d+1.

Definición 7.5. Diremos que un potencial P ∈ FS(M) es d-escindable si:

P =
N∑
i=1

(aibi + aivi + uibi) + P ′

donde los elementos ai, bi pertenecen a un conjunto de generadores Z-libres de M , ui, vi ∈ FS(M)≥d+1 y P ′ es un potencial
reducido contenido en la cerradura del álgebra generada por M2.

El siguiente lema está basado en [10, Lemma 4.8].

Lema 7.3. Sea P un potencial d-escindable en FS(M). Entonces existe un isomorfismo de álgebras φ : FS(M) → FS(M)
que tiene profundidad d y tal que:

φ(P ) = P̃ + h

donde h ∈ FS(M)≥2d+2 ∩ [FS(M),FS(M)] y P̃ es un potencial 2d-escindable.

Demostración. Por hipótesis, P tiene la forma:

P =
N∑
i=1

(aibi + aivi + uibi) + P ′

donde los elementos ai, bi pertenecen a un conjunto de generadores Z-libres T de M , ui, vi ∈ FS(M)≥d+1 y P ′ es un potencial
reducido contenido en la cerradura del álgebra generada por M2. Sea φ : FS(M) → FS(M) el automorfismo unitriangular
dado por φ|S = 1s, φ(as) = as − us, φ(bi) = bi − vi y φ(c) = c para cada c ∈ L1. Veamos que φ tiene profundidad d. Sea
m ∈M , entonces m =

∑
i

λiaiλ
′
i +
∑
i

βibiβ
′
i +
∑
k

γkckγ
′
k donde λi, λ′i, βi, β′i, γk, γ′k ∈ S. Aplicando φ se obtiene:
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φ(m) =
∑
i

φ(λiaiλ′i) +
∑
i

φ(βibiβ′i) +
∑
k

γkckγ
′
k

=
∑
i

φ(λi)φ(ai)φ(λ′i) +
∑
i

φ(βi)φ(bi)φ(β′i) +
∑
k

γkckγ
′
k

=
∑
i

λiφ(ai)λ′i +
∑
i

βiφ(bi)β′i +
∑
k

γkckγ
′
k

=
∑
i

λi(ai − ui)λ′i +
∑
i

βi(bi − vi)β′i +
∑
k

γkckγ
′
k

=
∑
i

λiaiλ
′
i +
∑
i

βibiβ
′
i +
∑
k

γkckγ
′
k −

∑
i

λiuiλ
′
i −
∑
i

βiviβ
′
i

= m+m′

Como P es d-escindable entonces m′ := −
∑
i

λiuiλ
′
i −
∑
i

βiviβ
′
i ∈ FS(M)≥d+1; luego φ tiene profundidad d. Por otro lado,

φ(us) = us + u′s, φ(vs) = vs + v′i donde u′s, v′s ∈ FS(M)≥2d+1. Entonces:

φ(P ) =
∑
i

((ai − ui)(bi − vi) + (ai − ui)(vi + v′i) + (ui + u′i)(bi − vi)) + P ′

=
∑
i

(aibi + aiv
′
i + u′ibi) + P1 + P ′

donde P1 = −
∑
i

(uivi + uiv
′
i + u′ivi) ∈ FS(M)≥2d+2. Aplicando el Lema 7.2 tenemos que

P1 =
∑
i

(aiv′′i + u′′i bi) + P ′′ + h

donde u′′s , v′′s ∈ FS(M)≥2d+1, h ∈ FS(M)≥2d+2 ∩ [FS(M),FS(M)] y P ′′ es un potencial reducido contenido en la cerradura
del álgebra generada por M2. Por lo tanto:

φ(P ) =
∑
i

(aibi + aiv
′
i + u′ibi) + P1 + P ′

=
∑
i

(aibi + aiv
′
i + u′ibi) +

∑
i

(aiv′′i + u′′i bi) + P ′ + P ′′ + h

=
∑
i

(aibi + ai(v′i + v′′i ) + (u′i + u′′i )bi) + P ′ + P ′′ + h

Sea P̃ =
∑
i

(aibi + ai(v′i + v′′i ) + (u′i + u′′i )bi) + P ′ + P ′′. Entonces P̃ es un potencial 2d-escindable y h ∈ FS(M)≥2d+2 ∩

[FS(M),FS(M)].

Probemos ahora el Teorema 7.1.

Demostración. Aplicando repetidamente el Lema 7.2, se obtiene una sucesión de potenciales P̃i, una sucesión de elementos
hi ∈ [FS(M),FS(M)] y una sucesión de automorfismos unitriangulares φi con las siguientes propiedades:

(a) φi tiene profundidad 2i.

(b) P̃i es un potencial 2i-escindable.

(c) hi+1 ∈ FS(M)2i+2.
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(d) φi(P̃i) = P̃i+1 + hi+1.

Consideremos la sucesión de automorfismos {φn}n∈N. Como φn+1 tiene profundidad 2n+1 entonces, para cada a ∈ FS(M) se
tiene:

φn+1φn . . . φ1(a)− φnφn−1 . . . φ1(a) ∈ FS(M)≥2n+1

Entonces para cada a ∈ FS(M) la sucesión {φnφn−1(a) . . . φ1(a)}n∈N es de Cauchy y por ende lim
n→∞

φn . . . φ1(a) existe. Se
obtiene así el siguiente automorfismo:

φ = lim
n→∞

φn . . . φ1

Por lo tanto

φ(P ) = lim
n→∞

φn . . . φ1(P )

Entonces

φn . . . φ1(P ) = P̃n+1 + hn+1 + φn(hn) + φnφn−1(hn−1) + . . .+ φn . . . φ1(h1)

Notemos que φn(hn) ∈ FS(M)≥2n+2. Por lo tanto la sucesión {hn+1 + φn(hn) + φnφn−1(hn−1) + . . . + φn . . . φ1(h1)}n∈N es
convergente y por ello {P̃n}n∈N también es convergente.
El potencial P̃n es 2n-escindable, entonces:

P̃n =
N∑
i=1

aibi +
N∑
i=1

(aivni + uni bi) + P ′n

donde uni , vni ∈ FS(M)≥2i y P ′n pertenece al álgebra generada por M2. La sucesión {tn}n∈N dada por tn =
N∑
i=1

(aivni + uni bi)

converge a 0 y por lo tanto la sucesión {P ′n}n∈N es convergente. Se obtiene:

φ(P ) = lim
n→∞

φn . . . φ1(P )

=
N∑
i=1

aibi + P ′ + h

donde P ′ = lim
n→∞

P ′n es un potencial reducido contenido en la cerradura del álgebra generada por M2. Además:

h = lim
n→∞

(hn+1 + φn(hn) + φnφn−1(hn−1) + . . .+ φnφn−1 . . . φ1(h1))

pertenece a [FS(M),FS(M)]. Como φ(P ) =
N∑
i=1

aibi+P ′+h y h ∈ [FS(M),FS(M)], entonces φ(P ) es cíclicamente equivalente

a
N∑
i=1

aibi + P ′, como se quería probar.



Capítulo 8

Mutación de potenciales

En la primera parte de este capítulo se define el concepto de mutación de un potencial. Uno de los resultados importantes
de este capítulo es el Teorema 8.5, en donde se prueba que la mutación de un potencial es una involución en el conjunto de
clases de equivalencia-derecha de potenciales reducidos. Este teorema es una extensión de uno de los resultados principales
de [10]. En las secciones 8.1 y 8.2 se establecen algunos invariantes que se preservan bajo mutación. Más precisamente, se
prueba que la mutación preserva la finitud de la dimensión de las álgebras cociente FS(M)/R(P ) asociadas a álgebras con
potenciales (FS(M), P ) y que también la rigidez, en el sentido de [10, p.88], es invariante bajo mutación. Posteriormente en
la Proposición 8.14 se prueba que una matriz anti-simetrizable B = (bij) ∈ Zn×n, con anti-simetrizador D = diag(d1, . . . , dn),
y con la propiedad de que dj divida a bij , para cada i y para cada j, admite una realización por especies. Finalmente en
el Teorema 8.6 se demuestra el resultado central de la tesis: dada cualquier matriz anti-simetrizable B = (bij) ∈ Zn×n con
anti-simetrizador D = diag(d1, . . . , dn) con la propiedad de que cada uno de los elementos dj divida a cada bij , para cada i y
para cada j, entonces dada cualquier sucesión k1, k2, . . . , kl de elementos de {1, . . . , n} existe una realización por especies de
B y un potencial P para dicha realización, tal que la sucesión de mutaciones µ̄k1P, µ̄k2 µ̄k1P, . . . , µ̄kl · · · µ̄k1P está definida.

Sea L una Z-base local de S, entonces para cada i se tiene que L(i) = L ∩ eiS es una F -base de Di = eiS.

Sean M1 y M2 S-bimódulos Z-libremente generados de dimensión finita sobre F . Supongamos que T1 y T2 son conjuntos
de generadores Z-libres de M1 y M2, respectivamente. En lo que sigue, si a es un elemento legible de M1 o M2 tal que
eiaej = a pondremos σ(a) = i y τ(a) = j. Para cada u = 1, 2 una S-base local derecha de (Mu)S está dada por T̂u = {sa :
a ∈ Tu, s ∈ L(σ(a))} y una S-base local izquierda de S(Mu) está dada por T̃u = {as : a ∈ Tu, s ∈ L(τ(a))}. Analizaremos los
morfismos de S-bimódulos de M1 a FS(M2)≥1 mediante el análisis de morfismos de S-módulos derechos. Primero notemos
que

FS(M2)≥1 =
⊕
sb∈T̂2

sbFS(M2)

Un morfismo de S-módulos derechos ϕ : M1 → FS(M2)≥1 está completamente determinado por las imágenes de los elementos
de la base local T̂1 de (M1)S :

(A) ϕ(sa) =
∑
tb∈T̂2

tbCtb,sa

donde los elementos Ctb,sa ∈ eτ(b)FS(M2) están determinados de manera única.

Proposición 8.1. Sea ϕ : (M1)S → (FS(M2))≥1
S un morfismo dado en la forma de (A), entonces las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

(i) ϕ es un morfismo de S-bimódulos.

(ii) Para cada s ∈ L(σ(a)) y s1 ∈ Dσ(a) se tiene∑
t∈L(σ(b))

r∗(s1t)Ctb,sa =
∑

w∈L(σ(a))

w∗(s1s)Crb,wa

46
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(iii) Para cada r ∈ L(σ(b)) y s1 ∈ L(σ(a)) se tiene ∑
t∈L(σ(b))

r∗(s1t)Ctb,a = Crb,s1a

Demostración. Veamos que (i) implica (ii). Por un lado

ϕ(s1sa) =
∑

w∈L(σ(a))

w∗(s1s)ϕ(wa) =
∑
rb,w

w∗(s1s)rbCrb,wa

y por otro lado

s1ϕ(sa) =
∑
tb

s1tbCtb,sa =
∑
tb,r

r∗(s1t)rbCtb,sa

Como ϕ(s1sa) = s1ϕ(sa) entonces (ii) se cumple. Notemos que (ii) implica (iii) al poner s = eσ(a) en (ii). Resta mostrar que
(iii) implica (i). Sean a ∈ T1 y s1 ∈ L(σ(a)). Entonces

ϕ(s1a) =
∑
rb

rbCrb,s1a =
∑

rb,t∈L(σ(b))

r∗(s1t)rbCtb,a = s1ϕ(a)

Luego si z ∈ Dσ(a) y s1 ∈ L(σ(a)) se tiene ϕ(zs1a) =
∑

r∈L(σ(a))

r∗(zs1)ϕ(ra) =
∑

r∈L(σ(a))

r∗(zs1)rϕ(a) = zs1ϕ(a) = zϕ(s1a).

Esto completa la demostración.

Estudiemos ahora los morfismos de S-bimódulos ψ : M1 → FS(M2)≥1 determinados por los morfismos de S-módulos
izquierdos. Sabemos que T̃1 = {as : a ∈ T1, s ∈ L(τ(a))} es una S-base local izquierda para S(M1). Tenemos

FS(M2)≥1 =
⊕
br∈T̃2

FS(M2)br

luego

(B) ψ(as) =
∑
br∈T̃2

Das,brbr

donde, como anteriormente, los elementos Das,br ∈ FS(M2)eσ(b) están determinados de manera única.

Proposición 8.2. Sea ψ un morfismo de S-módulos izquierdos dado en la forma de (B). Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(i) ψ es un morfismo de S-bimódulos.

(ii) Para cada a ∈ T1, b ∈ T2, s ∈ L(τ(a)), r ∈ L(τ(b)), s1 ∈ Dτ(a) se tiene:∑
w∈L(τ(a))

Daw,brw
∗(ss1) =

∑
t∈L(τ(b))

Das,btr
∗(ts1)

(iii) Para cada a ∈ T1, b ∈ T2, r ∈ L(τ(b)), s1 ∈ L(τ(a)) se tiene:

Das1,br =
∑

t∈L(τ(a))

Da,btr
∗(ts1)
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Demostración. Veamos que (i) implica (ii). Tenemos las siguientes igualdades:

ψ(ass1) =
∑

w∈L(τ(a))

w∗(ss1)ψ(aw) =
∑
w,b,r

w∗(ss1)Daw,brbr

ψ(as)s1 =
∑
t,b

Das,btbts1 =
∑
b,t,r

Das,btbrr
∗(ts1)

Entonces (ii) se sigue de la igualdad ψ(ass1) = ψ(as)s1. Para ver que (ii) implica (iii) basta poner s = eτ(a) en (ii). Resta
mostrar que (iii) implica (i). Tenemos:

ψ(as1) =
∑
br∈T̃2

Das1,brbr =
∑
br,t

Da,btr
∗(ts1)br

=
∑
bt

Da,btbts1 = ψ(a)s1

Entonces para z ∈ Dτ(a) y s1 ∈ L(τ(a)):

ψ(as1z) =
∑
r

ψ(ar)r∗(s1z) = ψ(a)s1z = ψ(as1)z

lo que prueba (i).

En lo que sigue, ∗M = HomS(SM,S S) denota el dual izquierdo de M .

Proposición 8.3. Sea M un S-bimódulo Z-libremente generado por el Z-subbimódulo M0 y sea L′ = L \ {e1, . . . , en}. Sea
0N = {h ∈∗ M |h(M0) ∈ Z, h(M0t) = 0, t ∈ L′}, entonces ∗M es Z-libremente generado por el Z-subbimódulo 0N .

Demostración. Notemos que 0N es un Z-subbimódulo de ∗M . Los elementos ∗(as) generan a ∗M como S-módulo derecho,
luego cada elemento de ∗M puede ser escrito en la forma

∑
s∈L(τ(a)),a∈T

(∗(as))ws,a =
∑
sa

s−1(∗a)ws,a donde ws,a ∈ S y T es

una Z-base local de M0. En consecuencia, el morfismo de S-bimódulos dado por multiplicación:

µ : S ⊗Z (0N)⊗Z S →∗ M

es un epimorfismo. Entonces para cada par de idempotentes ei, ej se tiene un epimorfismo:

µ : Di ⊗Z (0N)⊗Z Dj → ei(∗M)ej
Notemos que Di ⊗Z (0N)⊗Z Dj

∼= Di ⊗F ei(0N)ej ⊗F Dj y dimF ei(0N)ej = dimF ejM0ei. Por lo tanto:

dimF (Di ⊗Z (0N)⊗Z Dj) = dimF (ejM0ei)dimF (Di)dimF (Dj)

Por otro lado:

ei HomS(SM,S S)ej = HomS(ejMei, Dj)
∼= HomDj (Dj ⊗F ejM0ei ⊗F Di, Dj)
∼= HomF (ejM0ei ⊗F Di, Dj)

Lo anterior implica que dimF ei(∗M)ej = dimF (ejM0ei)dimF (Di)dimF (Dj), así que el morfismo µ : eiS ⊗Z (0N)⊗Z Sej →
ei(∗M)ej es de hecho un isomorfismo de S-bimódulos, lo que completa la prueba.

Observación 8.1. Un argumento similar muestra que el dual derecho M∗ está Z-libremente generado por el Z-subbimódulo
N0 = {h ∈M∗|h(M0) ∈ Z, h(tM0) = 0, t ∈ L′}.

Sea k un entero en [1, n]. Supondremos que se cumplen las siguientes condiciones:

Mcyc = 0 y para cada i, eiMek 6= 0 implica ekMei = 0 y ekMei 6= 0 implica eiMek = 0.
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Siguiendo a [10, p.79], usando el S-bimódulo M , definimos un nuevo S-bimódulo µkM = M̃ como sigue:

M̃ := ēkMēk ⊕MekM ⊕ (ekM)∗ ⊕∗ (Mek)

donde ēk = 1 − ek. También definimos M̂ := M ⊕ (ekM)∗ ⊕∗ (Mek). Entonces la inclusión M ↪→ M̂ induce un morfismo
inyectivo de álgebras:

iM : FS(M)→ FS(M̂)

Similarmente, la inclusión de µkM en FS(M̂) induce un morfismo inyectivo de álgebras:

iµkM : FS(µkM)→ FS(M̂)

Proposición 8.4. Si i 6= k, j 6= k, entonces:

iM (eiFS(M)ekFS(M)ej) ⊆ Im(iµkM )

Demostración. Sea z ∈ eiFS(M)ekFS(M)ej , entonces z =
∞∑
u=3

z(u) donde z(u) ∈ eiFS(M)ekFS(M)ej . Luego iM (z) =

∞∑
u=3

iM (z(u)). Entonces basta mostrar que iM (z(u)) ∈ Im(iµkM ). Se tiene que z(u) ∈ eiM
⊗n(1)ekM

⊗n(2)ej para ciertos

enteros positivos n(1) y n(2). Entonces basta mostrar que L = eiM
⊗n(1)ekM

⊗n(2)ej está contenido en la imagen de iµkM .
Probemos esto mediante inducción en n = n(1) + n(2) ≥ 2. Si n = 2 entonces L = eiMekMej está contenido en la imagen de
iµkM . Supongamos que la afirmación se cumple para n′ < n y veamos que se cumple para n. Los elementos de L son sumas de
elementos de L′ = eiMei1Mei2M . . .Meil(1)MekMej1Mej2M . . . ejl(2)−1Mej . Entonces se tienen las siguientes posibilidades:
(1) Si todos los is y jt son distintos de k, entonces:

eiMei1Mei2M . . .Meil(1) ⊆ (ēkMēk)l(1)

y por lo tanto L′ está contenido en la imagen de iµkM . Similarmente,

ej1Mej2M . . . ejl(2)−1Mej ⊆ Im(iµkM )

y luego L′ está contenido en la imagen de iµkM .
(2) Supongamos que existe algún is con is = k y ninguno de los js es igual a k. Entonces, como antes:

ej1Mej2M . . . ejl(2)−1Mej ⊆ Im(iµkM )

y

eiMei1Mei2M . . .Meil(1) ⊆ eiMs(1)ekM
s(2)eil(1)

donde s(1) + s(2) < n. Entonces por hipótesis de inducción se concluye que L′ está contenido en la imagen de iµkM .
(3) Algún js = k y ninguno de los i′us es igual a k. En este caso se procede como en el anterior.
(4) Algún js = k y algún it = k. Por hipótesis de inducción, eiMei1Mei2M . . .Meil(1) y ej1Mej2M . . . ejl(2)−1Mej están
contenidos en la imagen de iµkM . Se sigue que L′ está contenido en la imagen de iµkM . Por lo tanto cada z(u) está en la
imagen de iµkM y por ende z también.

Corolario 8.1. Si i 6= k, j 6= k, entonces iM (eiFS(M)ej) ⊆ Im(iµkM ).

Demostración. Sea z =
∞∑
u=1

z(u) ∈ eiFS(M)ej donde z(u) ∈ M⊗u. Cada z(u) es una suma de elementos que pertenecen a

S-submódulos L de la forma eiMej1Mej2 . . . eju−1Mej . Si todos los js son diferentes de k, entonces L ⊆ (ēkMēk)⊗u y por
lo tanto iM (L) está contenido en la imagen de iµkM . Si algún ejs = k entonces L ⊆ eiFS(M)ekFS(M)ej y aplicando la
Proposición 8.4 se infiere que iM (L) está contenido en la imagen de iµkM . Por lo tanto cada iM (z(u)) pertenece a Im(iµkM )
y por ello iM (z) también pertenece a Im(iµkM ), como se afirmaba.
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Lema 8.1. El S-bimódulo MekM está Z-libremente generado por el Z-subbimódulo M0ekSekM0. Si T es una Z-base local
de M0 entonces Uk = {asb|a ∈ T ∩Mek, s ∈ L(k), b ∈ T ∩ ekM} es una Z-base local de M0ekSekM0.

Demostración. Consideremos el isomorfismo de S-bimódulos dado por multiplicación:

µM : S ⊗Z M0 ⊗Z S →M

La multiplicación en el álgebra tensorial induce un isomorfismo de S-bimódulos:

µM ⊗ µM : S ⊗Z M0 ⊗Z S ⊗S S ⊗Z M0 ⊗Z S →M ⊗S M

este morfismo induce un isomorfismo

ν : S ⊗Z M0 ⊗Z Sek ⊗S ekS ⊗Z M0 ⊗Z S →MekM

y este último isomorfismo induce un isomorfismo de Z-bimódulos

ρ : (M0 ⊗Z Sek)⊗S (ekS ⊗Z M0)→M0ekSekM0

La composición determina un isomorfismo:

ν(1⊗ ρ−1 ⊗ 1) : S ⊗Z (M0ekSekM0)⊗Z S →MekM

dado por multiplicación. Esto prueba la primera parte del lema. Probemos la segunda parte. Notemos que existe un
isomorfismo de Z-bimódulos:

σ : M0ek ⊗F Dk ⊗F ekM0 → (M0 ⊗Z Sek)⊗S (ekS ⊗Z M0)

Una Z-base local de M0ek ⊗F Dk ⊗F ekM0 está dada por todos los elementos a ⊗ s ⊗ b donde a ∈ T ∩M0ek, s ∈ L(k),
b ∈ T ∩ ekM0; luego los elementos ρσ(a ⊗ s ⊗ b) = asb forman una Z-base local para M0ekSekM0. Esto completa la
demostración.

Lema 8.2. µkM está Z-libremente generado por el siguiente Z-subbimódulo:

ēkM0ēk ⊕M0ekSekM0 ⊕ ek(0N)⊕N0ek

Demostración. El isomorfismo µM : S ⊗Z M0 ⊗Z S → M induce el siguiente isomorfismo: µ : ēkS ⊗Z M0 ⊗Z Sēk → ēkMēk.
Por otro lado, se tiene un isomorfismo de S-bimódulos S ⊗Z ēkM0ēk ⊗Z S → ēkS ⊗Z M0 ⊗Z Sēk. La composición induce un
isomorfismo dado por multiplicación:

S ⊗Z ēkM0ēk ⊗Z S → ēkMēk

Por la Proposición 8.3, existe un isomorfismo de S-bimódulos dado por multiplicación:

S ⊗Z N0 ⊗Z S →M∗

así que se obtiene un isomorfismo de S-bimódulos:

S ⊗Z N0 ⊗Z Sek →M∗ek

También se tiene un isomorfismo de S-bimódulos:

S ⊗Z N0ek ⊗Z S → S ⊗Z N0 ⊗Z Sek
La composición de los últimos dos isomorfismos induce un isomorfismo de S-bimódulos dado por multiplicación:

S ⊗Z N0ek ⊗Z S →M∗ek

Similarmente, por la Proposición 8.3 existe un isomorfismo de S-bimódulos dado por multiplicación:

S ⊗Z ek(0N)⊗Z S → ek(∗M)

y aplicando el Lema 8.1 se obtiene un isomorfismo de S-bimódulos:

S ⊗Z (ēkM0ēk ⊕M0ekSekM0 ⊕ ek(0N)⊕N0ek)⊗Z S → µkM

lo que completa la prueba del lema.



CAPÍTULO 8. MUTACIÓN DE POTENCIALES 51

Proposición 8.5. Existe un isomorfismo de S-bimódulos:

µ2
kM
∼= M ⊕MekM ⊕M∗ek(∗M)

y el S-bimódulo M ⊕MekM ⊕M∗ek(∗M) está Z-libremente generado por el Z-subbimódulo:

M0 ⊕M0ekSekM0 ⊕N0ekSek(0N)

Demostración. Se tienen las siguientes igualdades:

µ2
k(M) = ēk(µkM)ēk ⊕ (µkM)ek(µkM)⊕ (µkM)∗ek ⊕ ek(∗(µkM))

ēk(µkM) = ēkMēk ⊕MekM ⊕M∗ek
ēk(µkM)ēk = ēkMēk ⊕MekM

(µkM)ek = (M∗)ek = (ekM)∗

ek(µkM) = ek(∗M) =∗ (Mek)

luego
∗((µkM)ek) =∗ ((ekM)∗) ∼= ekM

(ek(µkM))∗ = (∗(Mek))∗ ∼= Mek

y por lo tanto

µ2
k(M) ∼= ēkMēk ⊕ ekM ⊕Mek ⊕MekM ⊕ (M∗)e∗k(M)

= M ⊕MekM ⊕ (M∗)ek(∗M)

lo que completa la prueba.

Consideremos las inclusiones:

iM : FS(M)→ FS(M̂)

iµkM : FS(µkM)→ FS(M̂)

Sea u un elemento de FS(M) tal que iM (u) está en la imagen de iµkM . Denotaremos por [u] al único elemento de FS(µkM)
tal que iµkM ([u]) = iM (u).

Lema 8.3. Sea P un potencial en FS(M) tal que ekPek = 0, entonces existe un único [P ] ∈ FS(µkM) tal que iµkM ([P ]) =
iM (P ).

Demostración. Sea P =
∞∑
u=2

P (u) donde P (u) ∈ M⊗u. Si P es cuadrático entonces podemos tomar [P ] = P ya que P no

tiene 2-ciclos que pasen por k. Notemos que P (u) es una suma de elementos de L = e1Me2 . . . es−1Mes. Si ocurre que algún
ei = ek, entonces 1 < i < s y así L ⊆ e1M

n(1)ekM
n(2)es. Entonces s 6= k y aplicando la Proposición 8.4 se obtiene que L está

contenido en la imagen de iµkM . Si ninguno de los eir es igual a k, entonces L ⊆ (ēkMēk)u. Por lo tanto P (u), y por ende
P , pertenece a la imagen de iµkM .

Lema 8.4. Para cada r, w ∈ L(i), z ∈ D(i) se tiene:

(i) r∗(rw) 6= 0 implica w = ei.

(ii) r∗(rz) 6= 0 implica e∗i (z) 6= 0.

(iii) r∗(wr) 6= 0 implica w = ei.

(iv) r∗(zr) 6= 0 implica e∗i (z) 6= 0.

Demostración. (i) Se tiene rw = r∗(rw)r +
∑
u 6=r

λuu. Por lo tanto:
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w = r∗(rw)ei +
∑
u6=r

λur
−1u

luego

e∗i (w) = r∗(rw) +
∑
u6=r

λue
∗
i (r−1u) = r∗(rw)

así que si r∗(rw) 6= 0 entonces w = ei.
(ii) Tenemos z = e∗i (z) +

∑
w 6=ei

λww. Entonces rz = re∗i (z) +
∑
w 6=ei

λwrw. De lo anterior se infiere la siguiente igualdad:

r∗(rz) = e∗i (z) +
∑
w 6=ei

λwr
∗(rw) = e∗i (z)

lo que prueba (ii). El inciso (iii) se prueba de manera similar a (i) y (iv) se sigue de (iii).

De manera similar a [10, p.79] y [18, p.73] asociamos a cada potencial P de FS(M), con ekPek = 0, un nuevo potencial
µk(P ) de FS(µkM).

Definición 8.1. Sea P un potencial en FS(M) tal que ekPek = 0. Se define:

µk(P ) := [P ] +
∑

sa∈kT̂ ,bt∈T̃k

[btsa]((sa)∗)(∗(bt))

La siguiente proposición extiende el Lema 5.3 dado en [10, p.80] y el Lema 8.4 dado en [18, p.75].

Proposición 8.6. Sea ϕ : FS(M)→ FS(M) un automorfismo unitriangular, entonces existe un automorfismo unitriangular
φ de FS(M̂) y un automorfismo ϕ̂ de FS(µkM) tal que:

φiM = iMϕ

φiµkM = iµkM ϕ̂

φ

 ∑
sa∈kT̂

(sa)(sa)∗
 =

∑
sa∈kT̂

(sa)(sa)∗

φ

∑
bt∈T̃k

(∗(bt))(bt)

 =
∑
bt∈T̃k

(∗(bt))(bt)

Demostración. Consideremos los S-bimódulos ekM yMek. El S-bimódulo ekM está Z-libremente generado por kT = T∩ekM
y Mek está Z-libremente generado por Tk = T ∩Mek. Se tiene que kT̂ = {sa|a ∈k T, s ∈ L(k)} es una S-base local derecha
para (ekM)S . El automorfismo ϕ induce un morfismo de S-bimódulos:

ϕ : ekM → ekFS(M)≥1 = ekMFS(M)

Para cada elemento sa ∈k T̂ se tiene:

ϕ(sa) =
∑

ra1∈kT̂

ra1Cra1,sa

donde Cra1,sa ∈ eτ(a1)FS(M)eτ(a) y C = [Cra1,sa] es una matriz de tamaño mk ×mk donde mk = card(kT̂ ). La matriz C
pertenece a U , el F -subespacio Mmk,mk(FS(M)) cerrado bajo multiplicación, cuyos elementos son las matrices U = [ura1,sa]
tales que ura1,sa ∈ eτ(a1)FS(M)eτ(a). Se tiene que U es una F -álgebra cuya unidad es IU = [δra1,saeτ(a1)]. Como ϕ es
unitriangular entonces, para cada sa se tiene ϕ(sa) = sa + λ(sa) con λ(sa) ∈ FS(M)≥2. Por lo tanto, C = IU + R donde

R ∈ U es una matriz con coeficientes en FS(M)≥1. Se sigue que la matriz D = IU +
∞∑
i=1

(−1)iRi es la inversa de C en

U . Consideremos ahora el S-bimódulo (ekM)∗. Recordemos que la colección de todos los elementos de la forma a∗s−1,
a ∈k T, s ∈ L(k) es una S-base local izquierda para S(ekM)∗ =S (M∗ek). Se tiene que D = [Dsa,ta1 ] con Dsa,ta1 ∈ FS(M).
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Definamos la matriz D̄ = [Da∗s−1,a∗1t
−1 ] donde Da∗s−1,a∗1t

−1 = Dsa,ta1 . Sea ψ : M∗ek → FS(M̂)M∗ek el morfismo de
S-módulos izquierdos dado por:

ψ(a∗s−1) =
∑
a∗1t
−1

Da∗s−1,a∗1t
−1a∗1t

−1

Para ver que ψ es un morfismo de S-bimódulos basta mostrar (por la Proposición 8.2) que para cada a, a1 ∈k T, s, w ∈ L(k)
se cumple la siguiente igualdad:

Da∗s−1,a∗1w
−1 =

∑
r∈L(k)

Da∗,a∗1r
−1(w−1)∗(r−1s−1)

Entonces basta mostrar:

Dsa,wa1 =
∑
r

Da,ra1(w−1)∗(r−1s−1)

Para mostrar esto, consideremos la matriz D̂ = [D̂sa,wa1 ] en U donde:

D̂sa,wa1 =
∑
r

Da,ra1(w−1)∗(r−1s−1)

Tomando s = eσ(a) se obtiene D̂a,wa1 =
∑
r

Da,ra1(w−1)∗(r−1) = Da,wa1 . Veamos que D̂ es el inverso de C en U . Primero

probemos que para cada r, t ∈ L(k) se tiene la siguiente igualdad: Cra1,s2a2 =
∑
w

w∗(tr−1s2)Cta1,wa2 .

Por (ii) de la Proposición 8.1 se tiene que para cada s2, t ∈ L(k) y s1 ∈ Dk:
∑

t1∈L(k)

t∗(s1t1)Ct1a1,s2a2 =
∑

w∈L(k)

w∗(s1s2)Cta1,wa2

Tomando s1 = tr−1 en la igualdad anterior se obtiene:∑
t1∈L(k)

t∗(tr−1t1)Ct1a1,s2a2 =
∑

w∈L(k)

w∗(tr−1s2)Cta1,wa2

Si t∗(tr−1t1) 6= 0 entonces el Lema 8.4 implica que e∗k(r−1t1) 6= 0 y por lo tanto t1 = r. De aquí se obtiene la igualdad deseada.
Se tienen las siguientes igualdades:∑

ra1

D̂sa,ra1Cra1,s2a2 =
∑
ra1

∑
t

Da,ta1(r−1)∗(t−1s−1)Cra1,s2a2

=
∑
ra1

∑
t

∑
w

Da,ta1(r−1)∗(t−1s−1)w∗(tr−1s2)Cta1,wa2

=
∑
a1

∑
t

∑
w

∑
r

Da,ta1(r−1)∗(t−1s−1)w∗(tr−1s2)Cta1,wa2

=
∑
a1

∑
t

∑
w

∑
r

Da,ta1w
∗ (t(r−1)∗(t−1s−1)r−1s2

)
Cta1,wa2

=
∑
a1

∑
t

∑
w

Da,ta1w
∗

(
t

(∑
r

(r−1)∗(t−1s−1)r−1

)
s2

)
Cta1,wa2

=
∑
a1

∑
t

∑
w

Da,ta1Cta1,wa2w
∗(s−1s2)

= δa,wa2w
∗(s−1s2)

= e∗k(s−1s2)δa,a2

= δsa,s2a2

de donde se infiere que D̂ = C−1 en U . Por lo tanto D̂ = D y por ende ψ es un morfismo de S-bimódulos. Consideremos
ahora el S-bimódulo Mek. Se tiene que T̃k = {bs|b ∈ Tk, s ∈ L(k)} es una S-base local izquierda para S(Mek). Entonces ϕ
induce un morfismo de S-bimódulos ϕ : Mek → FS(M)Mek. Entonces para cada bs ∈ T̃k:
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ϕ(bs) =
∑
b1r

Dbs,b1rb1r

con Dbs,b1r ∈ eσ(b)FS(M)eσ(b1). La matriz D = [Dbs,b1r] es una matriz de tamaño nk × nk donde nk = card(T̃k). La
matriz D pertenece a V, el F -subespacio de Mnk,nk(FS(M)), cuyos elementos son las matrices V = [vbs,b1r] con vbs,b1r ∈
eσ(b)FS(M)eσ(b1). El F -subespacio V es una F -álgebra con unidad dada por IV = [δbs,b1reσ(b)]. Dado que ϕ es unitriangular,

entonces D = IV + R donde R ∈ V tiene coeficientes en FS(M)≥1. Entonces la serie I +
∞∑
i=1

(−1)iRi es igual a C = D−1, el

inverso de D en V. Sea C = [Cbs,b1r] y consideremos el S-bimódulo ∗(Mek) = e∗kM . Una S-base local derecha para (e∗kM)S
está dada por la colección de todos los elementos ∗(bs) = s−1(∗b) donde b ∈ Tk, s ∈ L(k). Sea ρ : ek(∗M)→ ek(∗M)FS(M̂) el
morfismo de S-módulos derechos dado por:

ρ(s−1(∗b)) =
∑

r−1(∗b1)

r−1(∗b1)Cr−1(∗b1),s−1(∗b)

donde Cr−1(∗b1),s−1(∗b) = Cb1r,bs. Para ver que ρ es un morfismo de S-bimódulos basta mostrar que los elementos Cr−1(∗b1),s−1(∗b)
satisfacen (iii) de la Proposición 8.1, esto es:

Cb1r,bs1 =
∑
t∈L(k)

(r−1)∗(s−1
1 t−1)Cb1t,b

para cada b, b1 ∈ Tk, r, s1 ∈ L(k). Para mostrar esto, consideremos la matriz Ĉ = [Ĉb1r,bs] ∈ V donde:

Ĉb1r,bs =
∑
t∈L(k)

(r−1)∗(s−1t−1)Cb1t,b

Tomando s = ek se obtiene Ĉb1r,b = Cb1r,b. Probemos que Ĉ = D−1. Primero veamos que la siguiente igualdad se cumple
para cada b, b1 ∈ Tk, s, r, t ∈ L(k):

Dbs,b1r =
∑

w∈L(k)

Dbw,b1tw
∗(sr−1t)

Por (ii) de la Proposición 8.2 se tiene que para cada s1 ∈ Dk:
∑

w∈L(k)

Dbw,b1tw
∗(ss1) =

∑
t1∈L(k)

Dbs,b1t1t
∗(t1s1). Tomando

s1 = r−1t:
∑

w∈L(k)

Dbw,b1tw
∗(sr−1t) =

∑
t1∈L(k)

Dbs,b1t1t
∗(t1r−1t).

Por (iv) del Lema 8.4 se obtiene que t∗(t1r−1t) 6= 0 implica e∗k(t1r−1) 6= 0 y por ello t1 = r. Por lo tanto:
∑

w∈L(k)

Dbw,b1tw
∗(sr−1t) =

Dbs,b1r y se sigue la igualdad deseada. Se tienen las siguientes igualdades:∑
b1,r

Dbs,b1rĈb1r,b2s1 =
∑
t,b1,r

Dbs,b1r(r−1)∗(s−1
1 t−1)Cb1t,b2

=
∑

t,r,b1,w

Dbw,b1tw
∗(sr−1t)(r−1)∗(s−1

1 t−1)Cb1t,b2

=
∑

t,r,b1,w

Dbw,b1tCb1t,b2w
∗(s(r−1)∗(s−1

1 t−1)r−1t)

=
∑
t,b1,w

Dbw,b1tCb1t,b2w
∗(s(s−1

1 t−1)t)

= δb,b2δs,s1

= δbs,b2s1

lo que muestra que ρ es morfismo de S-bimódulos. Se tiene entonces un morfismo de S-bimódulos:

φ0 = (ϕ,ψ, ρ) : M ⊕ (M∗)ek ⊕ ek(∗M)→ FS(M̂)
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dicho morfismo satisface que para cada z ∈ M̂ , φ0(z) = z + λ(z), con λ(z) ∈ FS(M̂)≥2, donde ϕ,ψ, ρ también tienen esta
propiedad. Por lo tanto, φ0 se puede extender a un automorfismo unitriangular φ de FS(M̂). Entonces:

φ(µkM) = φ(ēkMēk)⊕ φ(MekM)⊕ φ(e∗kM)⊕ φ(M∗ek)

Notemos que φ(ēkMēk) = iM (ēkϕ(M)ēk). Por el Corolario 8.1, se tiene que φ(ēkMēk) ⊆ Im(iµkM ). Entonces φ(MekM) =
φ(iM (MekM)) = iM (ϕ(MekM)) = iM (ϕ(ēkMekMēk)) = iM (ēkϕ(M)ekϕ(M)ēk) ⊆ iM (ēkFS(M)ēk). Aplicando la Proposi-
ción 8.4, se infiere que iM (ēkFS(M)ēk) está contenido en la imagen de iµkM y por lo tanto φ(MekM) ⊆ Im(iµkM ). Tam-
bién φ(ek(∗M)) = φ(ek(∗M)ēk) ⊆ ek(∗M)ēkFS(M)ēk. Notemos que e∗kM y ēkFS(M)ēk están contenidos en Im(iµkM ).
En consecuencia, φ(ek(∗M)) ⊆ Im(iµkM ). De manera similar se prueba que φ((M∗)ek) ⊆ Im(iµkM ). Se concluye que
φ(µkM) ⊆ Im(iµkM ). De lo anterior se deduce que φ induce un morfismo de S-bimódulos:

ϕ̂0 : µkM → FS(µkM)

tal que φiµkM = iµkM ϕ̂0. Entonces ϕ̂0 se puede extender a un automorfismo de álgebras ϕ̂ de FS(µkM) tal que φiµkM = iµkM ϕ̂.
Se tienen las siguientes igualdades:

φ

 ∑
sa∈kT̂

(sa)(sa)∗
 =

∑
ra1,sa,ta2

ra1Cra1,saDsa,ta2(ta2)∗ =
∑
ra1

(ra1)(ra1)∗ =
∑
sa∈kT̂

(sa)(sa)∗

y

φ

∑
bt∈T̂k

(∗(bt))(bt)

 =
∑

bt,b1r,b2s

(∗(b1r))Cb1r,btDbt,b2s(b2s) =
∑
bt∈T̂k

(∗(bt))(bt)

Teorema 8.1. Sea ϕ un automorfismo unitriangular de FS(M) y sea P un potencial en FS(M) con ekPek = 0, entonces
existe un automorfismo unitriangular ϕ̂ de FS(µkM) tal que ϕ̂(µkP ) es cíclicamente equivalente a µk(ϕ(P )).

Demostración. Tomemos el automorfismo φ de FS(M̂) de la Proposición 8.6 Notemos que φ induce un automorfismo de
álgebras ϕ̂ de FS(µkM). Se tiene µk(P ) = [P ] + ∆k, donde:

∆k =
∑

sa∈kT̂ ,bt∈T̃k

[btsa]((sa)∗)(∗(bt))

El potencial ∆k es cíclicamente equivalente a

∆′k =
∑

sa∈kT̂ ,bt∈T̃k

(∗(bt))[btsa](sa)∗

Como µkP es cíclicamente equivalente a [P ] + ∆′k, entonces ϕ̂(µkP ) es cíclicamente equivalente a ϕ̂([P ]) + ϕ̂(∆′k). Aplicando
el morfismo iµkM a la última expresión se obtiene:

iµkM (ϕ̂([P ]) + ϕ̂(∆′k)) = φiµkM ([P ]) + φiµkM (∆′k) = φiM (P ) + φiµkM

 ∑
sa∈kT̂ ,bt∈T̃k

(∗(bt))[btsa](sa)∗


= iM (ϕ(P )) + φ

 ∑
sa∈kT̂ ,bt∈T̃k

(∗(bt))iµkM [btsa](sa)∗


= iµkM [ϕ(P )] + φ

 ∑
sa∈kT̂ ,bt∈T̃k

(∗(bt))iM (btsa)(sa)∗


= iµkM [ϕ(P )] +
∑

sa∈kT̂ ,bt∈T̃k

(∗(bt))(bt)(sa)(sa)∗
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Por lo tanto

iµkM (ϕ̂([P ]) + ϕ̂(∆′k)) = iµkM

[ϕ(P )] +
∑

sa∈kT̂ ,bt∈T̃k

(∗(bt))[btsa](sa)∗


Se sigue que

ϕ̂([P ] + ∆′k) = [ϕ(P )] + ∆′k = µk(ϕ(P ))

En consecuencia, ϕ̂(µkP ) es cíclicamente equivalente a µk(ϕ(P )).

Lema 8.5. Sea X una base local para (ekM)S y Y una base local para S(Mek). Entonces
∑

y∈Y,x∈X
[yx](x∗)(∗y) es cíclicamente

equivalente a
∑

bt∈T̃k,sa∈kT̂

[btsa]((sa)∗)(∗(bt)).

Demostración. Existe un automorfismo de S-bimódulos ψ : M →M tal que ψ(X) =k T̂ y ψ(Y ) = T̂k. Entonces

ψ(tb) =
∑

sa∈kT̂ ,τ(a)=τ(b)

(sa)βsa,tb

y

(ψ(tb))∗ =
∑

sa∈kT̂ ,τ(a)=τ(b)

γtb,sa(sa)∗

donde βsa,tb, γtb,sa ∈ Dτ(a). Luego

δtb,t′b′eτ(b) =
∑

sa∈kT̂ ,τ(a)=τ(b)

eτ(b)γtb,saβsa,t′b′

Para cada idempotente ei, consideremos las matrices Bi = [βsa,x]τ(a)=τ(x)=ei y Gi = [γsa,x]τ(a)=τ(x)=ei . Usando la notación
de la Proposición 8.6, se tiene que las matrices B y G pertenecen a U . Entonces B es el inverso de G en U . De manera
análoga:

ψ(as) =
∑
bt∈T̃k

σas,bt(bt)

y

∗(ψ(as)) =
∑
bt∈T̃k

(∗(bt))ρbt,as

donde la matriz [σas,bt] ∈ V es el inverso de la matriz [ρbt,as] ∈ V. Por lo tanto:

∑
y∈Y,x∈X

[yx](x∗)(∗y) =
∑

v,bt,b′t′∈T̃k,u,sa,s′t′∈kT̂

σv,bt[btsa]βsa,uγu,s′b′((s′a′)∗)(∗(b′t′))ρb′t′,v

=
∑

v,bt,b′t′∈T̃k,u,sa,s′t′∈kT̂

σv,bt[btsa]βsa,uγu,s′b′((s′a′)∗)(∗(b′t′))ρb′t′,v

y el último potencial es cíclicamente equivalente al potencial∑
v,bt,b′t′∈T̃k,sa,s′t′∈kT̂

ρb′t′,vσv,bt[btsa]((s′a′)∗)(∗(b′t′)) =
∑

bt∈T̃k,sa∈kT̂

[btsa]((sa)∗)(∗(bt))

lo que completa la prueba del lema.
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Teorema 8.2. Sea ϕ : FS(M1) → FS(M) un isomorfismo de álgebras con ϕ|S = idS y sea P un potencial en FS(M1) con
ekPek = 0, entonces existe un isomorfismo de álgebras ϕ̃ : FS(µkM1)→ FS(µkM) tal que ϕ̃(µkP ) es cíclicamente equivalente
a µk(ϕ(P )).

Demostración. Consideremos el isomorfismo de S-bimódulos ϕ(1) : M1 →M . Sean jM1 : M1 → FS(M1) y jM : M → FS(M)
las inclusiones. Entonces jMϕ(1) : M1 → FS(M) es un morfismo de S-bimódulos. Por la Proposición 3.3, existe un único
isomorfismo de álgebras ψ : FS(M1)→ FS(M) que hace conmutar el siguiente diagrama:

M1
jMϕ

(1)
//

jM1
��

FS(M)

FS(M1) ψ
// FS(M)

Notemos que ϕψ−1 es un automorfismo unitriangular de FS(M) y claramente ϕ = (ϕψ−1)ψ. Esto muestra que ϕ es igual
a la composición de un isomorfismo de álgebras de FS(M1)→ FS(M), inducido por un isomorfismo de S-bimódulosM1 →M ,
con un automorfismo unitriangular de FS(M).

Por el Teorema 8.1, basta establecer el resultado cuando ϕ es inducido por un isomorfismo de S-bimódulos φ : M1 →M .
Supongamos entonces que ϕ es inducido por un isomorfismo de S-bimódulos φ : M1 → M . Sean T1 y T2 conjuntos de
generadores Z-libres de M1 y M , respectivamente. Entonces φ induce isomorfismos de S-bimódulos

φ1 : ēkM1ēk → ēkMēk

φ2 : M1ekM1 →MekM

y el morfismo φ−1 : M →M1 induce un isomorfismo de S −Dk-bimódulos

(φ−1)∗ : (ekM1)∗ → (ekM)∗

y un isomorfismo de Dk − S-bimódulos
∗(φ−1) : ∗(M1ek)→ ∗(Mek)

Dichos isomorfismos inducen isomorfismos de S-bimódulos: µkM → µkM1, M̂1 → M̂ y estos morfismos a su vez inducen
isomorfismos de álgebras:

φ̃ : FS(µkM1)→ FS(µkM)

φ̂ : FS(M̂1)→ FS(M̂)

tales que φ̂iµkM = iµkM φ̃ y φ̂iM = iMφ. Entonces

iµkM (φ̃[P ]) = φ̂iµkM ([P ]) = φ̂iM (P ) = iM (φ(P )) = iµkM ([φ(P )])

y por lo tanto φ̃([P ]) = [φ(P )]. Se tiene

µkP = [P ] +
∑

b′t∈(T̃1)k,sa′∈kT̂1

[b′tsa′]((sa′)∗)(∗(b′t))

Además:

iµkM φ̃([b′tsa′]) = φ̂iµkM ([b′tsa′])
= φ̂iM (b′tsa′)
= φ̂iM (b′t)φ̂iM (sa′)
= iM (φ(b′t))iM (φ(sa′))
= iM (φ(b′t)φ(sa′))
= iµkM ([φ(b′t)φ(sa′)])
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luego φ̃([b′tsa′]) = [φ(b′t)φ(sa′)].
Por otra parte, para cada sa′, s1a

′
1 ∈k T̂1 se tiene:

φ̃((sa′)∗)(φ(s1a
′
1)) = (φ−1)∗((sa′)∗)(φ(s1a

′
1))

= ((sa′)∗ ◦ φ−1)(φ(s1a
′
1))

= (sa′)∗(φ−1(φ(s1a
′
1)))

= (sa′)∗(s1a
′
1)

= δsa′,s1a′1
eτ(a)

Se sigue que φ̃((sa′)∗) = (φ(sa′))∗. De manera análoga se prueba que φ̃(∗(b′t)) =∗ (φ(b′t)). Por lo tanto:

φ̃(µkP ) = [φ(P )] +
∑

b′t∈(T̃1)k,sa′∈kT̂1

[φ(b′t)φ(sa′)]((φ(sa′)∗)(∗(φ(b′t)))

Usando el Lema 8.5 se infiere que el último potencial es cíclicamente equivalente a:

[φ(P )] +
∑

bt∈T̃k,sa∈kT̂

[btsa]((sa)∗)(∗(bt)) = µk(φ(P ))

lo que completa la demostración.

Si M satisface la siguiente condición: para cualquier idempotente ei, eiMek 6= 0 implica ekMei = 0 y ekMei 6= 0 implica
eiMek = 0, entonces µk(P ) = P̃ está definido siempre y cuando P sea un potencial en FS(M) que satisface ekPek = 0. Ahora
definimos µk(P ) para cualquier potencial P de FS(M).

Para cada m ≥ 1, sea A(T )m el conjunto de todos los elementos no-cero x en FS(M) tales que:

x = t1(x)a1(x)t2(x) . . . tm(x)am(x)tm+1(x)

donde ai(x) ∈ T ,ti(x) ∈ L(σ(ai(x))) para cada i = 1, . . . ,m y tm+1(x) ∈ L(τ(am(x))). Para cada m ≥ 2 sea B(T )m =

A(T )m ∩ FS(M)cyc. Claramente B(T )m es una F -base de (M⊗m)cyc. Sean A(T ) =
∞⋃
m=2

A(T )m y B(T ) =
∞⋃
m=2

B(T )m.

Dado un potencial P en FS(M), entonces P puede ser escrito de manera única como

P =
∞∑
m=2

∑
x∈B(T )m

fx(P )x

donde fx(P ) ∈ F .

Sea κ : B(T )m → M⊗m el morfismo definido como sigue: si x = t1(x)a1(x) . . . tm(x)am(x)tm+1(x) ∈ B(T )m y a1(x) 6∈
T ∩ ekM entonces κ(x) = x; si a1(x) ∈ T ∩ ekM entonces κ(x) = t2(x)a2(x) . . . tm(x)am(x)tm+1(x)t1(x)a1(x). Extendemos

κ : FS(M)cyc → FS(M)cyc como sigue: para cada potencial P =
∞∑
m=2

∑
x∈B(T )m

fx(P )x, sea κ(P ) =
∞∑
m=2

∑
x∈B(T )m

fx(P )κ(x);

luego κ es una F -transformación lineal continua. Claramente ekκ(P )ek = 0.

Afirmación 8.1. Sean x, y ∈ A(T ) tales que xy ∈ FS(M)cyc, entonces κ(xy − yx) = αβ − βα donde α, β ∈ ēkFS(M)ēk.

Demostración. Si x, y no pertenecen a T ∩ ekM entonces κ(xy) = xy y κ(yx) = yx y el resultado es inmediato. Supongamos
ahora que a1(x), a1(y) ∈k T = T ∩ ekM . Entonces:

xy =
∑

u∈L(σ(a1))

cut1(x)a1(x) . . . tn(x)an(x)ua1(y) . . . am(y)tm+1(y)

donde tn+1(x)t1(y) =
∑

u∈L(σ(a1))

cuu, cu ∈ F . Similarmente:
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yx =
∑

v∈L(σ(a1))

dvt1(y)a1(y) . . . tm(y)va1(x) . . . an(x)tn+1(x)

donde tm+1(y)t1(x) =
∑

v∈L(σ(a1))

dvv, cv ∈ F . Se tiene κ(xy) =
∑

u∈L(σ(a1))

cut2(x)a2(x) . . . am(y)tm+1(y)t1(x)a1(x), luego:

κ(xy) = t2(x)a2(x) . . . an(x)tn+1(x)t1(y)a1(y)t2(y)a2(y) . . . am(y)tm+1(y)t1(x)a1(x)

Similarmente:

κ(yx) = t2(y)a2(y) . . . am(y)tm+1(y)t1(x)a1(x)t2(x)a2(x) . . . an(x)tn+1(x)t1(y)a1(y)

Por lo tanto, κ(xy − yx) = αβ − βα donde:

α = t2(x)a2(x) . . . an(x)tn+1(x)t1(y)a1(y)
β = t2(y)a2(y) . . . am(y)tm+1(y)t1(x)a1(x)

Claramente α, β ∈ ēkFS(M)ēk. Finalmente supongamos, sin perder generalidad, que a1(x) ∈k T y a1(y) 6∈k T . Entonces,
como antes:

κ(xy) = t2(x)a2(x) . . . an(x)tn+1(x)t1(y)a1(y)t2(y)a2(y) . . . am(y)tm+1(y)t1(x)a1(x)
κ(yx) = t1(y)a1(y) . . . am(y)tm+1(y)t1(x)a1(x)t2(x)a2(x) . . . tn(x)an(x)tn+1(x)

luego κ(xy − yx) = αβ − βα, donde α = t2(x)a2(x) . . . an(x)tn+1(x), β = t1(y)a1(y) . . . am(y)tm+1(y)t1(x)a1(x) y α, β ∈
ēkFS(M)ēk. Esto completa la demostración.

Definición 8.2. Diremos que un potencial P es 2-maximal si P (2) es maximal.

Observación 8.2. Si P y Q son potenciales derecho-equivalentes, entonces P es 2-maximal si y sólo si Q es 2-maximal.

Demostración. Recordemos que K es el conjunto de todos los pares (i, j) tales que eiMej 6= 0, ejMei 6= 0 y dimF eiMej ≤
dimF ejMei. Notemos que P es 2-maximal si y sólo si para cada (i, j) ∈ K se tiene dimF ejΞ2(P )ei = dimF eiMej . Sea
φ el automorfismo de álgebras de FS(M) tal que φ(P ) es cíclicamente equivalente a Q. Entonces por la Proposición 7.8:
Ξ2(Q) = Ξ2(φ(P )) = φ(1)(Ξ2(P )). Por lo tanto, dimF ejΞ2(Q)ei = dimF φ

(1)(ejΞ2(P )ei) = dimF ejΞ2(P )ei = dimF eiMej ,
como se afirmaba.

Definición 8.3. Para cualquier potencial P en FS(M) definimos µkP = µk(κ(P )).

Proposición 8.7. Si P y Q son potenciales cíclicamente equivalentes en FS(M), entonces µkP es cíclicamente equivalente
a µkQ.

Demostración. Se tiene que P − Q = lim
n→∞

un donde cada un es una suma finita de elementos de la forma AB − BA con

A,B ∈ FS(M). Supongamos que A =
∑

x∈B(T )

f(x)x, B =
∑

x∈B(T )

g(x)x, entonces AB − BA =
∑

x,y∈B(T )

f(x)g(y)(xy − yx).

Notemos también que κ(xy − yx) = αxyβxy − βxyαxy donde αxy, βxy ∈ ēkFS(M)ēk. Entonces κ(P − Q) = lim
n→∞

κ(un).
Además:

iµkM ([κ(P −Q)]) = lim
n→∞

iM (κ(un)) = lim
n→∞

iµkM ([κ(un)]) = iµkM

(
lim
n→∞

[κ(un)]
)

luego [κ(P −Q)] = lim
n→∞

[κ(un)]. Por otro lado:

iM (κ(AB −BA)) =
∑

x,y∈B(T )

f(x)g(y)iM (αxyβxy − βxyαxy)

=
∑

x,y∈B(T )

f(x)g(y)(iM (αxy)iM (βxy)− iM (βxy)iM (αxy))

= iµkM

 ∑
x,y∈B(T )

f(x)g(y)([αxy][βxy]− [βxy][αxy])
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Por lo tanto, [κ(AB −BA)] =
∑

x,y∈B(T )

f(x)g(y)([αxy][βxy]− [βxy][αxy]). Entonces [κ(AB −BA)] ∈ [FS(µkM),FS(µkM)]

y por ende [κ(P − Q)] ∈ [FS(µkM),FS(µkM)]. De esto se infiere que [κ(P )] es cíclicamente equivalente a [κ(Q)]. En
consecuencia, µk(κ(P )) es cíclicamente equivalente a µk(κ(Q)).

Proposición 8.8. Sean P ∈ FS(M)cyc y Q ∈ FS(M1)cyc. Supongamos que P es derecho-equivalente a Q, entonces µkP es
derecho-equivalente a µkQ.

Demostración. Sea φ : FS(M)→ FS(M1) un isomorfismo de álgebras, con φ|S = idS , tal que φ(P ) es cíclicamente equivalente a
Q. Por la Proposición 8.7, µk(φ(P )) es cíclicamente equivalente a µk(Q). Aplicando el Teorema 8.2 se deduce la existencia de un
isomorfismo de álgebras φ̂ : FS(µkM)→ FS(µkM1) tal que φ̂(µkP ) es cíclicamente equivalente a µk(φ(P )). Consecuentemente,
µkP es derecho-equivalente a µkQ.

Teorema 8.3. El potencial µ2
k(P ) es derecho-equivalente al potencial P ⊕W donde W es un potencial trivial en FS(MekM ⊕

M∗ek(∗M)).

Demostración. Recordemos que existe un isomorfismo de S-bimódulos λ : µ2
kM →M ⊕MekM ⊕M∗ek(∗M). Este morfismo

tiene las siguientes propiedades:
(1) Si µ = m1w1m2w2 . . .mswsms+1 donde mi ∈ ēkMēk y wi ∈MekM , entonces λ(µ) = m1[w1]m2[w2] . . .ms[ws]ms+1 donde
para cada w ∈MekM , [w] denota la imagen de w bajo el morfismo inclusión de MekM en M ⊕MekM ⊕M∗ek(∗M).
(2) λ(∗((sa)∗)) = sa y λ((∗(bt))∗) = bt. Entonces se obtiene la siguiente igualdad:

λ(µ2
kP ) = λ([P ]) +

∑
bt,sa

(
[btsa][(sa)∗(∗bt)] + [(sa)∗(∗(bt))](bt)(sa)

)
el elemento anterior es cíclicamente equivalente a:

λ([P ]) +
∑
bt,sa

([btsa] + (bt)(sa)) [(sa)∗(∗(bt))]

Aplicando la Proposición 8.5 se infiere que:

T = T ∪ {asb : a ∈ Tk, s ∈ L(k), b ∈k T} ∪ {a∗t∗b|a ∈ Tk, t ∈ L(k), b ∈k T}

es un conjunto de generadores Z-libres de M ⊕MekM ⊕M∗ek(∗M). Sea ψ el automorfismo de M ⊕MekM ⊕M∗ek(∗M)
dado por ψ(b) = −b si b ∈k T y la identidad en el resto de los generadores Z-libres de T . Entonces ψλ(µ2

kP ) es cíclicamente
equivalente a:

λ([P ]) +
∑
bt,sa

([btsa]− (bt)(sa))[(sa)∗(∗(bt))]

Para cada bt y sa se tiene

[btsa] =
∑

r∈L(k)

r∗(ts)[bra]

(bt)(sa) =
∑

r∈L(k)

r∗(ts)bra

Por lo tanto

[btsa]− (bt)(sa) =
∑

r∈L(k)

r∗(ts)([bra]− bra)

Por otro lado:

[(sa)∗(∗(bt))] = [a∗s−1t−1(∗b)] =
∑

r1∈L(k)

(r−1
1 )∗(s−1t−1)[a∗r−1

1 (∗b)]
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Entonces ψλ(µ2
kP ) es cíclicamente equivalente a:

λ([P ]) +
∑
bt,sa

 ∑
r∈L(k)

r∗(ts)([bra]− bra)

 ∑
r1∈L(k)

(r−1
1 )∗(s−1t−1)[a∗r−1

1 (∗b)]


= λ([P ]) +

∑
b,a,r,r1

 ∑
t,s∈L(k)

r∗(ts)([bra]− bra)(r−1
1 )∗(s−1t−1)[a∗r−1

1 (∗b)]


= λ([P ]) +

∑
b,a,r,r1

(
([bra]− bra)[a∗r−1

1 (∗b)]
) ∑

t,s∈L(k)

r∗(ts)(r−1
1 )∗(s−1t−1)


= λ([P ]) +

∑
b,a,r,r1

([bra]− bra)[a∗r−1
1 (∗b)]δr,r1ck

= λ([P ]) +
∑
b,a,r

([bra]− bra)[a∗r−1(∗b)]ck

donde hemos usado la Proposición 7.3 y ck = [Dk : F ]. Consideremos el automorfismo φ de FS(M ⊕MekM ⊕M∗ek(∗M))
definido como sigue: para cada generador [bra], se tiene φ([bra]) = [bra]+bra y φ es la identidad en el resto de los generadores
de T . Entonces φψλ(µ2

kP ) es cíclicamente equivalente a:

φλ([P ]) +
∑
b,a,r

[bra][a∗r−1(∗b)]ck

El potencial P es una suma de elementos de la forma h1w1h2w2h3 . . . hswshs+1 donde cada hi es un elemento de la subálgebra
generada por S y ēkMēk y cada elemento wi es de la forma bra con b ∈ Tk, a ∈k T, r ∈ L(k). El potencial λ([P ]) es una suma
de elementos de la forma h1[w1]h2[w2]h3 . . . hs[ws+1] y por ello φ(λ[P ]) es una suma de elementos de la forma:

h1([w1] + w1)h2([w2] + w2)h3 . . . hs([ws+1] + ws+1)

y este elemento es cíclicamente equivalente a un elemento de FS(M ⊕MekM ⊕M∗ek(∗M))≥1 contenido en la subálgebra
generada por S y M ⊕MekM . Se obtiene la siguiente igualdad:

φ(λ([P ])) +
∑
b,a,r

[bra][a∗r−1(∗b)]ck = P +
∑
b,a,r

[bra]
(
[a∗r−1(∗b)]ck + f(bra)

)
donde f(bra) ∈ FS(M ⊕MekM ⊕M∗ek(∗M))≥1. Tomemos ahora el morfismo de S-bimódulos ψ̂ de FS(M ⊕MekM ⊕
M∗ek(∗M)) dado como ψ̂([a∗r−1(∗b)]) = c−1

k ([a∗r−1(∗b)] − f(bra)) y la identidad en el resto de los generadores de T . Sea
ψ̂ = (ψ̂0, ψ̂1) donde:

ψ̂0 : M ⊕MekM ⊕M∗ek(∗M)→M ⊕MekM ⊕M∗ek(∗M)
ψ̂1 : M ⊕MekM ⊕M∗ek(∗M)→ FS(M ⊕MekM ⊕M∗ek(∗M))≥1

entonces ψ̂0 es un automorfismo ya que si tomamos la base local de S(M ⊕MekM ⊕M∗ek(∗M)) inducida por T y las bases
L(i), junto con los elementos s[a∗r−1(∗b)], s ∈ L(σ(a∗)), entonces ψ̂0 tiene la siguiente forma matricial:[

C 0
D Id

]
donde C es de la forma: 

α1 . . . 0 0
0 α2 0 0
. . . . . . α3 0
0 0 . . . αck


Se sigue que ψ̂ es un automorfismo de álgebras y ψ̂φψλ(µ2

kP ) es cíclicamente equivalente a:
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P +
∑
b,a,r

[bra][a∗r−1(∗b)]

El potencial cuadrático W =
∑
b,a,r

[bra][a∗r−1(∗b)] es un potencial trivial en FS(MekM ⊕ M∗ek(∗M)). Esto completa la

prueba.

Proposición 8.9. Sean M = M1 ⊕M2 y M = N1 ⊕N2 dos descomposiciones del S-bimódulo M . Sea P = P≥3 + P (2) un
potencial con respecto a la descomposición M = M1⊕M2 tal que P (2) es trivial en FS(M2). Similarmente, sea Q = Q≥3 +Q(2)

un potencial con respecto a la descomposiciónM = N1⊕N2 donde Q(2) es trivial en FS(N2). Si P y Q son derecho-equivalentes,
entonces P≥3 es derecho-equivalente a Q≥3.

Demostración. Sea φ : FS(M) → FS(M) un automorfismo de álgebras tal que φ(P ) es cíclicamente equivalente a Q. Si
φ(M) = M entonces φ(P )≥3 es derecho-equivalente aQ≥3 ya que φ(P≥3) = φ(P )≥3. Supongamos ahora que φ es unitriangular,
entonces N2 = Ξ(Q(2)) = Ξ2(Q) = Ξ2(P ) = M2. Por la Proposición 6.4, P≥3 es derecho-equivalente a Q≥3. Supongamos
ahora que el morfismo φ está dado por un par de morfismos (φ(1), φ(2)). Sea ϕ el isomorfismo de álgebras de FS(M) inducido
por el par (φ(1), 0). Entonces ψ = φϕ−1 es unitriangular. Claramente ϕ(M) = M y M = ϕ(M1) ⊕ ϕ(M2), y con respecto a
esta descomposición ϕ(P ) = ϕ(P )≥3 ⊕ ϕ(P )(2). Como ψ es unitriangular y ψϕ(P ) es cíclicamente equivalente a Q, entonces
ϕ(P )≥3 es derecho-equivalente a Q≥3. Dado que ϕ(P≥3) = ϕ(P )≥3, se concluye que P≥3 es derecho-equivalente a Q≥3.

Proposición 8.10. Sean M y N S-bimódulos Z-libremente generados y sea φ : FS(M)→ FS(N) un isomorfismo de álgebras
con φ|S = idS. Sea P = P≥3 ⊕ P (2) un potencial en FS(M) donde P (2) es trivial. Si φ(P ) es cíclicamente equivalente a un
potencial Q = Q≥3 ⊕Q(2), donde Q(2) es trivial, entonces P≥3 es derecho-equivalente a Q≥3.

Demostración. Supongamos que φ está determinado por el par (φ(1), φ(2)) donde φ(1) : M → N es un isomorfismo de S-
bimódulos. Sea ρ : FS(M) → FS(N) el isomorfismo de álgebras inducido por el par (φ(1), 0). Entonces ρ(P ) = ρ(P )≥3 ⊕
ρ(P )(2), ρ(P )≥3 = ρ(P≥3) y ρ(P )(2) = ρ(P (2)). Por lo tanto, ρ(P ) es derecho-equivalente a P y P es derecho-equivalente a
Q; luego ρ(P ) es derecho-equivalente a Q. Por la proposición anterior se infiere que ρ(P )≥3 es derecho-equivalente a Q≥3. En
consecuencia, P≥3 es derecho-equivalente a Q≥3.

Definición 8.4. Sea P un potencial en FS(M), dondeM está Z-libremente generado por el Z-subbimóduloM0. Diremos que
P es reducible si existe un automorfismo de álgebras φ de FS(M) tal que φ(P ) es cíclicamente equivalente a Q = Q≥3⊕Q(2),
con respecto a una descomposición de S-bimódulos M = M1 ⊕M2, donde Q≥3 es un potencial reducido en FS(M1) y Q(2) es
un potencial trivial en FS(M2). Aquí M1 y M2 son Z-libremente generados por N1, N2 respectivamente y M0 = N1 ⊕N2.

Observación 8.3. Notemos que la Proposición 8.9 implica que si P es un potencial reducible entonces el correspondiente
potencial Q≥3 está bien definido módulo equivalencia derecha.

Veamos que la Definición 8.4 es equivalente a la Definición 7.1.

Teorema 8.4. Sea P un potencial en FS(M). Entonces P es reducible si y sólo si P es escindable.

Demostración. Supongamos primero que P es escindable, entonces existe un automorfismo de álgebras φ de FS(M) tal que
φ(P ) es cíclicamente equivalente a Q = Q≥3 ⊕ Q(2) con respecto a una descomposición de S-bimódulos M = M1 ⊕ M2
donde Q(2) es trivial en FS(M2). Entonces φ(1)(Ξ2(P )) = Ξ2(Q) = M2 y como M2 es Z-libremente generado se infiere
que Ξ2(P ) = (φ(1))−1(M2) también es Z-libremente generado. Supongamos ahora que Ξ2(P ) es Z-libremente generado.
Por la Proposición 7.12, existe un automorfismo de álgebras φ : FS(M) → FS(M) con φ(M) = M y tal que φ(P (2)) es

cíclicamente equivalente a un potencial de la forma Q =
t∑
i=1

aibi donde {a1, . . . , at, b1, . . . , bt} es un conjunto de generadores

Z-libres de N0, un Z-sumando directo de M0. Entonces Q es un potencial en FS(M1) donde M1 = SN0S. Por lo tanto,
φ(P ) = φ(P )≥3 + Q + w donde w ∈ [FS(M),FS(M)]. Usando el Teorema 7.1, se infiere que existe un automorfismo
unitriangular ϕ : FS(M)→ FS(M) tal que ϕ(φ(P )≥3 +Q) = Q1 ⊕Q+ w1 donde Q1 es un potencial reducido en FS(M2) y
M2 está Z-libremente generado por N ′, un Z-subbimódulo de M0 tal que M0 = N0⊕N ′. Además w1 ∈ [FS(M),FS(M)]. En
consecuencia, ϕφ(P ) = ϕ(φ(P )≥3 +Q+ w) = Q1 ⊕Q+ ϕ(w) + w1 donde ϕ(w) + w1 ∈ [FS(M),FS(M)]. Se concluye que P
es reducible, como queríamos probar.
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Definición 8.5. Diremos que µ̄kP está definido si µkP es escindable; esto es, existe un automorfismo de álgebras φ de
FS(µkM) y una descomposición de S-bimódulos µkM = M1 ⊕M2, tal que φ(µkP ) es cíclicamente equivalente a un potencial
Q = Q≥3 ⊕Q(2) donde Q≥3 es un potencial reducido en FS(M1) y Q(2) es un potencial trivial en FS(M2).

Definición 8.6. En el contexto de la definición 8.5, pondremos µ̄kP := Q≥3, µ̄kM = M1 y llamaremos a la correspondencia
(M,P ) 7→ (µ̄kM, µ̄kP ) la mutación en k.

Notemos que la Proposición 8.9 implica que la mutación µ̄kP es única módulo equivalencia-derecha.

En [10, Theorem 5.7] y [18, Theorem 8.10] se prueba que la mutación es una involución en el conjunto de clases de
equivalencia-derecha de potenciales reducidos. Veamos que también en nuestro caso este resultado sigue siendo válido.

Teorema 8.5. Sea P un potencial reducido en FS(M) tal que µ̄kP está definido. Entonces µ̄kµ̄kP está definido y es derecho-
equivalente a P .

Demostración. Primero probemos que µ̄k(µ̄kP ) está definido. Veamos que Ξ2(µkµ̄kP ) está Z-libremente generado. Como
µ̄kP está definido, entonces existe un automorfismo de álgebras φ de FS(µkM) tal que φ(µkP ) es cíclicamente equivalente a
µ̄kP ⊕W1 con respecto a una descomposición µkM = µ̄kM ⊕C1 donde W1 es un potencial trivial en FS(C1). Por el Teorema
8.3, existe un isomorfismo de álgebras ψ : FS(µ2

kM) → FS(M ⊕ C2), donde C2 = MekM ⊕M∗ek(∗M), y tal que ψ(µ2
kP )

es cíclicamente equivalente a P ⊕W2 donde W2 es un potencial trivial en FS(C2). Aplicando el Teorema 8.2, se obtiene un
automorfismo de álgebras φ̃ de FS(µ2

kM) tal que φ̃(µ2
kP ) es cíclicamente equivalente a µk(φ(µkP )). Notemos que µk(φ(µkP ))

es derecho-equivalente a µkµ̄kP ⊕W1, con respecto a una descomposición de S-bimódulos µ2
kM = µkµ̄kM ⊕C1. Supongamos

que ψ está determinado por el par (ψ(1), ψ(2)). Como ψ(µ2
kP ) es cíclicamente equivalente a P ⊕W2, entonces:

ψ(1)(Ξ2(µ2
kP )) = Ξ2(ψ(µ2

kP )) = Ξ2(P ⊕W2) = C2

Dado que C2 es Z-libremente generado y ψ(1) es un automorfismo de S-bimódulos, entonces Ξ2(µ2
kP ) es Z-libremente generado.

Del hecho de que φ̃(µ2
kP ) es cíclicamente equivalente a µk(φ(µkP )) se infiere que Ξ2(φ̃(µ2

kP )) = Ξ2(µk(φ(µkP ))). Como
Ξ2(φ̃(µ2

kP )) = φ̃(1)(Ξ2(µ2
kP )), entonces φ̃(1)(Ξ2(µ2

kP )) = Ξ2(µk(φ(µkP ))) = Ξ2(µkµ̄kP ⊕W1) = Ξ2(µkµ̄kP ) ⊕ C1, de donde
Ξ2(µkµ̄kP ) es Z-libremente generado. Por lo tanto, µkµ̄kP es derecho-equivalente a µ̄k2P ⊕W3 donde W3 es trivial. En
consecuencia, P ⊕W2 es derecho-equivalente a µ2

kP y este último es derecho-equivalente a µkφ(µkP ). Además, µkφ(µkP )
es derecho-equivalente a µkµ̄kP ⊕W1 y también este último es derecho-equivalente a µ̄k2P ⊕W3 ⊕W1. Consecuentemente,
P ⊕W2 es derecho-equivalente a µ̄k2P ⊕W3 ⊕W1 donde tanto P como µ̄k2P son potenciales reducidos y W2,W3 ⊕W1 son
potenciales triviales. Aplicando la Proposición 8.9, se infiere que P es derecho-equivalente a µ̄k2P = µ̄kµ̄kP .

8.1 Un invariante de la mutación
En esta sección fijamos un entero k ∈ [1, n] y estudiamos el efecto de la mutación µ̄k en el álgebra cociente P(M,P ) =
FS(M)/R(P ). Usaremos la siguiente notación: dado un S-bimódulo B, definimos:

Bk̂,k̂ = ēkBēk

Establezcamos ahora el siguiente lema, el cual tiene su origen en [10, Proposition 6.1] y [18, Proposition 10.1].

Proposición 8.11. Sea (FS(M), P ) un álgebra con potencial. Entonces las álgebras P(M,P )k̂,k̂ y P(µkM,µkP )k̂,k̂ son
isomorfas.

Demostración. Primero notemos que (µkM)k̂,k̂ = Mk̂,k̂ ⊕MekM .

Lema 8.6. Existe un isomorfismo de álgebras entre FS((µkM)k̂,k̂) y FS(M)k̂,k̂.

Demostración. Usando el Corolario 8.1 se obtiene que iM (ēkFS(M)ēk) ⊆ Im(iµkM ). Por lo tanto, existe un morfismo de
álgebras ρ : ēkFS(M)ēk → FS(µkM) que hace conmutar el siguiente diagrama:
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ēkFS(M)ēk
ρ
//

iM
��

FS(µkM)

iµkMxx

FS(M̂)

Veamos que ρ(ēkFS(M)ēk) ⊆ FS(ēkµkMēk). Como M̂ = M ⊕ (ekM)∗ ⊕∗ (Mek), entonces FS(M̂) = FS(M) ⊕ B′ donde
B′ es la cerradura del F -espacio vectorial generado por todas las series formales que contienen elementos no-nulos de
(ekM)∗ o de ∗(Mek). Similarmente, FS(µkM) = FS(ēkµkMēk) ⊕ B′′ para cierto F -subespacio vectorial B′′. Ahora, sea
u ∈ ēkFS(M)ēk, entonces ρ(u) = u′ + b′ donde u′ ∈ FS(ēkµkMēk) y b′ ∈ B′′. Aplicando iµkM en ambos lados se obtiene
que iM (u) = iµkM (u′) + iµkM (b′). Notemos que iM (u), iµkM (u′) ∈ FS(ēkµkMēk) y iµkM (b′) ∈ B′′. De esto se infiere que
iµkM (b′) = 0 y como iµkM es inyectiva entonces b′ = 0. Por lo tanto, ρ(u) = u′ donde u′ ∈ FS(ēkµkMēk). Esto prueba la
afirmación.

Se sigue que existe un morfismo inyectivo de álgebras:

ρ : ēkFS(M)ēk → FS(ēkµkMēk)

Definamos f : MekM ⊕ ēkMēk → ēkFS(M)ēk como sigue: f = idēkMēk y f([u]) = u en otro caso. Por abuso de notación, sea
f la extensión de f a un morfismo de álgebras de FS(ēkµkMēk). Entonces f = ρ−1 así que ρ es un isomorfismo de álgebras.
Esto completa la prueba del lema.

Lema 8.7. Existe un epimorfismo de álgebras:

P(M,P )k̂,k̂ → P(µkM,µkP )k̂,k̂
Demostración. Basta probar las siguientes dos afirmaciones:

FS(µkM)k̂,k̂ = FS((µkM)k̂,k̂) +R(µkP )k̂,k̂
ρ(R(P )k̂,k̂) ⊆ FS((µkM)k̂,k̂) ∩R(µkP )k̂,k̂

Primero probemos que FS(µkM)k̂,k̂ = FS((µkM)k̂,k̂) +R(µkP )k̂,k̂.

Sea P un potencial en FS(M). Recordemos que P es cíclicamente equivalente a un potencial P ′ ∈ FS(M)k̂,k̂ y que µk(P )
es cíclicamente equivalente a µk(P ′). Luego, podemos asumir que P ∈ FS(M)k̂,k̂. Para dicho potencial P , µk(P ) se define
como:

µk(P ) = ρ(P ) +
∑

sa∈kT̂ ,bt∈T̃k

[btsa]((sa)∗)(∗(bt))

Notemos que el conjunto {dqc : d ∈ T ∩Mek, q ∈ L(k), c ∈ ekM ∩T} es una Z-base local deM0ekSekM0. Fijemos un elemento

[dqc] y calculemos X([dqc])∗

 ∑
sa∈kT̂ ,bt∈T̃k

[btsa](sa)∗(∗(bt))

. Primero notemos que:

∑
sa∈kT̂ ,bt∈T̃k

[btsa](sa)∗(∗(bt)) =
∑

sa∈kT̂ ,bt∈T̃k

 ∑
r∈L(k)

r∗(ts)[bra]

 ∑
r1∈L(k)

(r−1
1 )∗(s−1t−1)a∗r−1

1 (∗b)


=

∑
sa∈kT̂ ,bt∈T̃k

∑
r,r1∈L(k)

r∗(ts)[bra](r−1
1 )∗(s−1t−1)(a∗r−1

1 (∗b))
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Aplicando X[dqc]∗ a la expresión anterior y usando la Proposición 7.3 se obtiene:

X[dqc]∗

 ∑
sa∈kT̂ ,bt∈T̃k

∑
r,r1∈L(k)

r∗(ts)[bra](r−1
1 )∗(s−1t−1)(a∗r−1

1 (∗b))

 =
∑

t,s∈L(k)

∑
r1∈L(k)

q∗(ts)(r−1
1 )∗(s−1t−1)(c∗r−1

1 (∗d))

=
∑

r1∈L(k)

 ∑
t,s∈L(k)

q∗(ts)(r−1
1 )∗(s−1t−1)

 c∗r−1
1 (∗d)

= ckc
∗q−1(∗d)

= ck(qc)∗(∗d)

Por lo tanto, todos los elementos (qc)∗(∗d) pertenecen a FS((µkM)k̂,k̂) +R(µkP )k̂,k̂.
Continuemos con la prueba del Lema 8.7. Sea x ∈ FS(µkM)k̂,k̂, entonces x =

∑
u

γu donde cada γu es un producto de ele-

mentos en L = ēkMēk ∪MekM ∪∗ (Mek) ∪ (ekM)∗. Pongamos γu = x1 . . . xl(u) donde cada xi ∈ L. Si xi ∈ e∗k(M), entonces
i > 1 y xi−1 ∈ (M∗)ek; luego xi−1xi ∈ M∗ek(∗M). Similarmente, si xi ∈ M∗ek entonces i < l(u) y xi+1 ∈ ek(∗M)
y por ende xixi+1 ∈ M∗ek(∗M). Como los elementos (qc)∗(∗d) generan (ekM)∗e∗k(Mek) como S-bimódulo, entonces
(ekM)∗e∗k(Mek) ⊆ FS((µkM)k̂,k̂) + R(µkP )k̂,k̂. Lo anterior implica que cada γu ∈ FS((µkM)k̂,k̂) + R(µkP )k̂,k̂. Conse-
cuentemente, x ∈ FS((µkM)k̂,k̂) +R(µkP )k̂,k̂, como se afirmaba. Encontremos ahora una expresión alternativa para µkP . Se
tiene:

µk(P ) = ρ(P ) +
∑

sa∈kT̂ ,bt∈T̃k

[btsa]((sa)∗)(∗(bt))

= ρ(P ) +
∑

a∈kT,b∈Tk

∑
r,r1∈L(k)

[bra]a∗(r−1
1 )∗(∗b)

 ∑
s,t∈L(k)

r∗(ts)(r−1
1 )∗(s−1t−1)


= ρ(P ) + ck

 ∑
a∈kT,b∈Tk

∑
r∈L(k)

[bra]a∗r−1(∗b)


Tenemos las siguientes igualdades:

Xa∗(µkP ) = ck
∑
b∈Tk

∑
r∈L(k)

r−1(∗b)[bra]

X∗b(µkP ) = ck
∑
a∈kT

∑
r∈L(k)

[bra]a∗r−1

X[bra]∗(µkP ) = X[bra]∗(ρ(P )) + cka
∗r−1(∗b)

Veamos que si P es un potencial en FS(M)≤N , para algún N ≥ 2, entonces ρ((R(P ))k̂,k̂) ⊆ R(µkP )k̂,k̂.

Supongamos que P =
N∑
u=1

γu donde cada γu es de la forma x1x2 . . . xn(u) con xi ∈ T̂ . Para cada γu, sea C(u) el subconjunto

del grupo simétrico Sn(u) que consiste de todas las permutaciones cíclicas c de Sn(u) tales que xc(1) = scb. Definamos
γcu = xc(1)xc(2) . . . xc(n(u)), entonces:

γcu = scbrcaczc

donde zc = xc(3) . . . xc(n(u)). Por lo tanto:

Xb∗(P ) =
N∑
u=1

∑
c∈C(u)

rcaczcsc

Sea b′ ∈ T ∩ euM0ek, entonces:
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ρ(b′Xb∗(P )) =
N∑
u=1

∑
c∈C(u)

[b′rcac]ρ(zc)sc

Notemos que un conjunto de generadores Z-libres de µkM es el conjunto µkT := (T ∩ ēkM0ēk)∪{[bra] : b ∈ Tk, r ∈ L(k), a ∈k
T} ∪ {∗b : b ∈ Tk} ∪ {a∗ : a ∈k T}. Sea (µ̂kT ) la S-base local de µkM que consiste de todos los elementos ry donde r ∈ L(u),
y ∈ µkT ∩ euµkMev.

Consideremos ahora ρ(P ) =
N∑
u=1

ρ(γu). Se tiene:

γu = µ1xl1xl1+1µ2xl2 . . . µsxlsxls+1µs+1

donde cada µi es un producto de elementos en T̂ ∩ euSM0ev donde u, v 6= k y para cada li, xli = s(xli)b. Entonces:

ρ(γu) = ρ(µ1)[xl1xl1+1]ρ(µ2)[xl2xl2+1] . . . ρ(µs)[xlsxls+1]ρ(µs+1)

Cada ρ(µi) es un producto de elementos pertenecientes a euSM0ev donde u, v son distintos de k y cada [xlixli+1 ] =
s(xli)[bs(xli+1)a(xli+1)]. En consecuencia, ρ(γu) = y1 . . . yt(u) donde cada yi ∈ µ̂kT . Sea C′(u) el subconjunto de St(u)
que consiste de todas las permutaciones d tales que yd(1) = s[bra] para ciertos a ∈ Tk, r ∈ L(k). A esta permutación le
corresponde una única permutación c(d) ∈ C(u) tal que ρ(γu)d = ρ(γc(d)

u ). Por lo tanto:

X[bra]∗(ρ(P )) =
N∑
u=1

∑
c∈C(u),rc=r,ac=a

ρ(zc)sc

ρ(b′Xb∗(P )) =
∑

r∈L(k),a∈kT

[b′ra]X[bra]∗(ρ(P ))

Sea a ∈k T . Consideremos el subconjunto D(u) de Sn(u) que consiste de todas las permutaciones c tales que xc(1) = rca.
Entonces para cada c ∈ D(u), γcu = rcazcscb para algún b ∈ Tk. Entonces:

Xa∗(P ) =
N∑
u=1

∑
c∈D(u)

zcscbrc

Notemos que R(P )k̂,k̂ es la cerradura del ideal bilateral en FS(M)k̂,k̂ generado por los elementos b′Xb∗(P ) donde b, b′ ∈ Tk,
junto con los elementos Xa∗(P )a′ donde a, a′ ∈k T , y Xw∗(P ) con w ∈ T ∩ eσ(w)Meτ(w), σ(w), τ(w) 6= k.
Sea a′ ∈ Tk, entonces:

ρ(Xa∗(P )a′) =
N∑
u=1

∑
c∈D(u)

ρ(zc)sc[bcrca′]

=
∑

b∈Tk,r∈L(k)

N∑
u=1

∑
c∈D(u),bc=b,rc=r

ρ(zc)sc[bra′]

=
∑

b∈Tk,r∈L(k)

X[bra]∗(ρ(P ))[bra′]

También:

ρ(b′Xb∗(P )) =
∑

a∈kT,r∈L(k)

[b′ra]X[bra]∗(ρ(P ))

=
∑

a∈kT,r∈L(k)

[b′ra]X[bra]∗(µkP )− ck

 ∑
a∈kT,r∈L(k)

[b′ra]a∗r−1(∗b)


=

∑
a∈kT,r∈L(k)

[b′ra]X[bra]∗(µkP )−X(∗b′)(µkP )(∗b)
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Por otro lado:

ρ(Xa∗(P )a′) =
∑

b∈Tk,r∈L(k)

X[bra]∗(ρ(P ))[bra′]

=
∑

b∈Tk,r∈L(k)

X[bra]∗(µkP )[bra′]−
∑

b∈Tk,r∈L(k)

cka
∗r−1(∗b)[bra′]

=
∑

b∈Tk,r∈L(k)

X[bra]∗(µkP )[bra′]− a∗X(a′)∗(µkP )

Si w ∈ T ∩ euM0ev, donde u, v 6= k, entonces:

ρ(Xw∗(P )) = Xw∗(ρ(P )) = Xw∗(µkP )

Esto prueba que ρ((R(P ))k̂,k̂) ⊆ R(µkP )k̂,k̂ para potenciales P en el álgebra tensorial TS(M).

Veamos ahora que si P es un potencial reducido en FS(M)k̂,k̂, entonces ρ(R(P )k̂,k̂) ⊆ R(µkP )k̂,k̂. Sea h ∈ ēkR(P )ēk.
Basta mostrar que ρ(h) ∈ R(µkP )k̂,k̂ + FS(µkM)≥N para cada entero positivo N . Por el resultado anterior, ρ(h) ∈
R(µkP≤2N )k̂,k̂ + FS(µkM)≥N .

El ideal R(µkP≤2N ) es la cerradura del ideal generado por todos los elementos de la forma Xw∗(µkP≤2N ) donde w ∈ µkT .
Notemos que Xw∗(µkP≤2N ) = Xw∗(ρ(P≤2N ) + ∆k) = Xw∗(ρ(P ) + ∆k)−Xw∗(ρ(P>2N )) = Xw∗(µkP )−Xw∗(ρ(P>2N )). Se
obtiene que

Xw∗(µk(P≤2N )) ∈ R(µkP )k̂,k̂ + FS(µkM)≥N

Por lo tanto ρ(h) pertenece a la cerradura de R(µkP )k̂,k̂. De lo anterior se infiere la contención ρ(R(P )k̂,k̂) ⊆ FS((µkM)k̂,k̂)∩
R(µkP )k̂,k̂ y la prueba del Lema 8.7 termina.

Para finalizar la prueba de la Proposición 8.11, es suficiente con probar que el epimorfismo α del Lema 8.7 es de hecho
un isomorfismo. Para ello, construyamos el inverso izquierdo β : P(µkM,µkP )k̂,k̂ → P(M,P )k̂,k̂. Definimos β como la
composición de los siguientes morfismos. Primero, aplicamos el epimorfismo P(µkM,µkP )k̂,k̂ → P(µk(µkM), µk(µkP ))k̂,k̂
definido en la misma forma que α. Recordando la prueba del Teorema 8.3 y usando la notación que se introdujo ahí, aplicamos el
isomorfismo P(µk(µkM), µk(µkP ))k̂,k̂ → P(M⊕M ′, P +W )k̂,k̂ inducido por el automorfismo ψ̂φψλ. Finalmente, aplicamos el
isomorfismo P(M⊕M ′, P+W )k̂,k̂ → P(M,P )k̂,k̂ inducido por la Proposición 6.4. Sea p la proyección FS(M)k̂,k̂ → P(M,P )k̂,k̂.
Se tiene que βα fija los generadores p(c) y p(asb) donde c ∈ T ∩ ēkMēk, a ∈ T ∩Mek, b ∈ T ∩ ekM y s ∈ L(k).

Proposición 8.12. Si el álgebra cociente P(M,P ) es finito-dimensional, entonces P(µkM,µkP ) también es finito-dimensional.

Demostración. Veamos, como en [10, Lemma 6.5] y [18, Lemma 10.5], que la finitud de la dimensión de P(M,P ) se sigue de
otra condición.

Lema 8.8. Sea J ⊆ 〈M〉 un ideal cerrado de FS(M). Entonces el álgebra cociente FS(M)/J es de dimensión finita si ocurre
que la subálgebra FS(M)k̂,k̂/Jk̂,k̂ es de dimensión finita. En particular, el álgebra cociente P(M,P ) es de dimensión finita si
y sólo si lo es la subálgebra P(M,P )k̂,k̂.

Demostración. Dado un S-bimódulo B, pondremos:

Bk,k̂ = ekBēk =
⊕
j 6=k

Bk,j , Bk̂,k = ēkBek =
⊕
i 6=k

Bi,k

Hay que mostrar que si FS(M)k̂,k̂/Jk̂,k̂ es de dimensión finita entonces también lo es cada uno de los espacios FS(M)k,k̂/Jk,k̂,
FS(M)k̂,k/Jk̂,k y FS(M)k,k/Jk,k. Haremos el caso FS(M)k,k/Jk,k; los casos restantes se prueban de manera análoga.

Sea T una Z-base local de M0 y sea L una Z-base local de S. Entonces T̂ = {sa : a ∈ T, s ∈ L(σ(a))} es una S-base local
derecha para MS . Sean:

T̂ ∩Mk,k̂ = {r1, r2, . . . , rl}

T̂ ∩Mk̂,k = {t1, t2, . . . , tq}
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Notemos que FS(M)k,k = Dk

⊕⊕
i,j riFS(M)k̂,k̂tj . Se sigue que existe una F -transformación lineal sobreyectiva:

f : Dk ×Matl×q(FS(M)k̂,k̂) � FS(M)k,k/Jk,k
dada como sigue:

f(d,D) = π(d+ (r1 r2 . . . rl)D(t1 t2 . . . tq)T )

donde π es la proyección canónica FS(M)k,k � FS(M)k,k/Jk,k y T denota la transpuesta. Notemos que Matl×q(Jk̂,k̂) ⊆
ker(f), así que existe un isomorfismo de F -espacios vectoriales:

Dk×Matl×q(FS(M)
k̂,k̂

)

Matl×q(J
k̂,k̂

)

∼
∼= FS(M)k,k/Jk,k

para cierto F -subespacio ∼. Se sigue que FS(M)k,k/Jk,k es isomorfo a un cociente de Dk ×Matl×q

(
FS(M)k̂,k̂/Jk̂,k̂

)
. Por lo

tanto FS(M)k,k/Jk,k es de dimensión finita, como se quería probar.

Para finalizar la prueba de la Proposición 8.12, supongamos que P(M,P ) es finito-dimensional. Entonces por la Proposición
8.11, P(µkM,µkP )k̂,k̂ también es de dimensión finita. Aplicando el Lema 8.8 se concluye que P(µkM,µkP ) también es finito-
dimensional.

Usando las Proposiciones 8.11 y 8.12 se tiene el siguiente

Corolario 8.2. Sea (FS(M), P ) un álgebra con potencial, donde P es un potencial reducido en FS(M) y µkP es escindable.
Sea (FS(µ̄kM), µ̄kP ) un álgebra con potencial obtenida de (FS(M), P ) mediante la mutación en k. Entonces las álgebras
P(M,P )k̂,k̂ y P(µ̄kM, µ̄kP )k̂,k̂ son isomorfas, y P(M,P ) es finito-dimensional si y sólo si P(µ̄kM, µ̄kP ) lo es.

Se sigue que la mutación preserva la finitud de la dimensión de las álgebras P(M,P ) asociadas a álgebras con potenciales
(FS(M), P ).

8.2 Rigidez
Siguiendo a [10] definimos el espacio de deformaciones de un álgebra con potencial (FS(M), P ).

Definición 8.7. Sea (FS(M), P ) un álgebra con potencial, el espacio de deformacionesDef(M,P ) es el cociente P(M,P )
S+[P(M,P ),P(M,P )] .

Proposición 8.13. Existe un isomorfismo de álgebras Def(M,P ) ∼= Def(M̃, P̃ ) donde M̃ = µkM y P̃ = µkP .

Demostración. Podemos suponer, salvo equivalencia cíclica, que P ∈ ēkFS(M)cycēk. Entonces:

Def(M,P ) ∼= FS(M)≥1

R(P )+[FS(M),FS(M)]
∼=

FS(M)≥1
k̂,k̂

R(P )k̂,k̂+[FS(M)k̂,k̂,FS(M)k̂,k̂]

Similarmente:

Def(M̃, P̃ ) ∼=
P(M̃,P̃ )k̂,k̂

Sk̂,k̂+[P(M̃,P̃ )k̂,k̂,P(M̃,P̃ )k̂,k̂]

Aplicando la Proposición 8.11 se infiere que Def(M,P ) ∼= Def(M̃, P̃ ).

Definición 8.8. Un álgebra con potencial (FS(M), P ) es rígida si Def(M,P ) = 0.

Combinando las Proposiciones 6.4 y 8.13 se obtiene el siguiente corolario, análogo al dado en [10, p.88].

Corolario 8.3. Supongamos que un álgebra con potencial (FS(M), P ) es rígida y µkP es escindable, entonces la mutación
(µ̄kM, µ̄kP ) también es rígida.

El siguiente lema extiende la Proposición 8.1 dada en [10, p.91].

Lema 8.9. Toda álgebra con potencial (FS(M), P ) reducida y rígida es 2-acíclica.
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Demostración. Notemos que (FS(M), P ) es rígida si y sólo si cada potencial de FS(M) es cíclicamente equivalente a un
elemento de R(P ). Supongamos que M no es 2-acíclico, entonces existen i, j con i 6= j tales que eiMej 6= 0 y ejMei 6= 0.
Elijamos a ∈ eiMej ∩ T y b ∈ ejMei ∩ T . Como Mcyc = 0 entonces R(P )cyc ⊆ FS(M)≥3. Se sigue que el potencial Q = ab
no es cíclicamente equivalente a un elemento de R(P ). Esto completa la prueba.

8.3 Realización de potenciales
Sea M un S-bimódulo Z-libremente generado por el Z-subbimódulo M0 y sea (FS(M), P ) un álgebra con potencial reducido,
2-acíclica y tal que µkP es escindable. Supongamos que el álgebra con potencial reducido (FS(µkM),FS(µkP )) obtenida
de (FS(M), P ) mediante la mutación en algún entero k de [1, n] también es 2-acíclica. Para cada i ∈ [1, n], definamos
d(i) := dimFDi. Asociamos a M una matriz B(M) = (bi,j) ∈Mn(Z) definida como sigue:

bi,j := dimF (eiM0ej)d(j)− dimF (ejM0ei)d(j)

Lema 8.10. La matriz B(M) es anti-simetrizable.

Demostración. Notemos que d(i)bi,j = d(i)d(j)dimF (eiM0ej)− d(i)d(j)dimF (ejM0ei). Por otro lado:

−d(j)bj,i = d(i)d(j)dimF (eiM0ej)− d(i)d(j)dimF (ejM0ei)

Se sigue que d(i)bi,j = −d(j)bj,i.

La matriz B(µkM) = (bij) asociada a µkM está dada por:

bi,j = dimF ei(M̃)0ejd(j)− dimF ej(M̃)0eid(j)

donde M̃0 = ēkM0ēk ⊕M0ekSekM0 ⊕ ek(0N)⊕ (N0)ek.

• Supongamos primero que i = k. Entonces ei(M̃)0ej = ek(M̃)0ej = ek(0N)ej . Por lo tanto:

bk,j = dimF ek(0N)ejd(j)− dimF ej(N0)ekd(j)
= dimF (ejM0ek)d(j)− dimF (ekM0ej)d(j)
= −[dimF (ekM0ej)d(j)− dimF (ejM0ek)d(j)]
= −bk,j

• Supongamos ahora que j = k. Entonces ei(M̃)0ej = ei(M̃)0ek = ei(N0)ek. Por lo tanto:

bi,k = dimF ei(N0)ekd(k)− dimF ek(0N)eid(k)
= dimF (ekM0ei)d(k)− dimF (eiM0ek)d(k)
= −[dimF (eiM0ek)d(k)− dimF (ekM0ei)d(k)]
= −bi,k

• Asumamos ahora que i, j 6= k. En este caso:

ei(M̃)0ej = eiM0ej ⊕ eiM0ekSekM0ej

Se obtiene:

bi,j = dimF (eiM0ej ⊕ eiM0ekSekM0ej)d(j)− dimF (ejM0ei ⊕ ejM0ekSekM0ei)d(j)
= dimF (eiM0ej)d(j) + dimF (eiM0ek)dimF (ekM0ej)d(k)d(j)− dimF (ejM0ei)d(j)− dimF (ejM0ek)dimF (ekM0ei)d(k)d(j)

Por otra parte, bi,kbk,j es igual a:

[dimF (eiM0ek)d(k)− dimF (ekM0ei)d(k)] [dimF (ekM0ej)d(j)− dimF (ejM0ek)d(j)]
= dimF (eiM0ek)dimF (ekM0ej)d(k)d(j)− dimF (eiM0ek)dimF (ejM0ek)d(k)d(j)− dimF (ekM0ei)dimF (ekM0ej)d(k)d(j)+
dimF (ejM0ek)dimF (ekM0ei)d(k)d(j)
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Procederemos por casos.

Caso 1. Supongamos que bi,k > 0 y bk,j > 0. Entonces dimF ekM0ei = dimF ejM0ek = 0. Por lo tanto:

bi,j = dimF (eiM0ej)d(j) + dimF (eiM0ek)dimF (ekM0ej)d(k)d(j)− dimF (ejM0ei)d(j)
= bi,j + dimF (eiM0ek)dimF (ekM0ej)d(k)d(j)

y bi,kbk,j es igual a dimF (eiM0ek)dimF (ekM0ej)d(k)d(j). Se concluye que bi,j = bi,j + bi,kbk,j .

Caso 2. Supongamos que bi,kbk,j = 0. Asumamos que bi,k = 0, el otro caso se establece de manera análoga. Se tiene la
igualdad dimF ekM0ei = dimF eiM0ek = 0. En consecuencia, bi,j = dimF (eiM0ej)d(j)− dimF (ejM0ei)d(j) = bi,j .

Caso 3. bi,k < 0 y bk,j < 0. Entonces dimF eiM0ek = dimF ekM0ej = 0. Luego:

bi,j = dimF (eiM0ej)d(j)− dimF (ejM0ei)d(j)− dimF (ejM0ek)dimF (ekM0ei)d(k)d(j)
= bi,j − dimF (ejM0ek)dimF (ekM0ei)d(k)d(j)

y bi,kbk,j = dimF (ejM0ek)dimF (ekM0ei)d(k)d(j). Se obtiene bi,j = bi,j − bi,kbk,j .

Caso 4. bi,k < 0 y bk,j > 0. Entonces dimF eiM0ek = dimF ejM0ek = 0. Se sigue que bi,j = dimF (eiM0ej)d(j) −
dimF (ejM0ei)d(j) = bi,j .

Caso 5. bi,k > 0 y bk,j < 0. Se tiene dimF ekM0ei = dimF ekM0ej = 0. Se obtiene:

bi,j = dimF (eiM0ej)d(j)− dimF (ejM0ei)d(j) = bi,j .

En consecuencia, las entradas de la matriz B(µkM) son:

B(µkM)i,j =


−bi,j si i = k o j = k

bi,j si bi,kbk,j ≤ 0
bi,j + bi,kbk,j si bi,k, bk,j > 0
bi,j − bi,kbk,j si bi,k, bk,j < 0.

Entonces la matriz anti-simetrizable B(µkM) se obtiene mediante la mutación de la matriz B(M) en el sentido de Fomin-
Zelevinsky [15].

Definición 8.9. La matriz B(M) se llama la matriz de intercambio de M .

La siguiente definición fue tomada de [17, p.14].

Definición 8.10. Sea B = (bij) ∈ Zn×n una matriz anti-simetrizable y sea I = {1, . . . , n}. Una realización por especies de
B es una pareja (F,M) tal que:

1. F = (Fi)i∈I es una tupla de anillos de división;

2. M es una tupla que consiste de un Fi − Fj bimódulo Mij para cada (i, j) ∈ I2 tal que bij > 0;

3. para cada (i, j) ∈ I2 tal que bij > 0, existen isomorfismos de Fj − Fi-bimódulos

HomFi(Mij , Fi) ∼= HomFj (Mij , Fj);

4. para cada (i, j) ∈ I2 tal que bij > 0 se tiene dimFi(Mij) = bij y dimFj (Mij) = −bji.

Proposición 8.14. Sea B = (bij) ∈ Zn×n una matriz anti-simetrizable con anti-simetrizador D = diag(d1, . . . , dn). Si para
cada j, dj divide a bij para toda i, entonces la matriz B admite una realización por especies (F,M) tal que M =

⊕
i,j

Mi,j es

Z-libremente generado y además la matriz de intercambio de B es igual a M .
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Demostración. SeaG :=
n⊕
i=1

Zdi . ComoG es un grupo finito, entonces existe una extensión de Galois E/F tal queGal(E/F ) ∼=

G. Para cada i definamos Fi := Fix(Hi), el campo fijo de Hi, donde Hi = Zd1 × . . .× {i} × . . .× Zdn . Entonces Fi ∩ Fj = F
y [Fi : F ] = di. Como el morfismo multiplicación Fi⊗F Fj → FiFj es suprayectivo y dimF Fi⊗F Fj = dimF FiFj , entonces el

compuesto FiFj es isomorfo a Fi ⊗F Fj . Pongamos S :=
n∏
i=1

Fi, Z =
⊕
n

F y para cada i 6= j definamos Mij := (Fi ⊗F Fj)
bij
dj

si bij > 0. Entonces la matriz de intercambio de M :=
⊕
i,j

Mij es igual a B.

8.4 No-degeneración
En esta sección supondremos que el campo base F es infinito.

Sea B un conjunto no-vacío y sea FB el F -espacio vectorial que consiste de todas las funciones f : B → F .

Definición 8.11. Una función H : FB → F es polinomial si y sólo si existen elementos x1, x2, . . . , xl de B y un polinomio
PH ∈ F [Z1, Z2, . . . , Zl] tales que H(f) = PH(f(x1), . . . , f(xl)) para cada f ∈ FB .

Si H y G son funciones polinomiales FB → F entonces el producto HG es la función que manda cada f ∈ FB en el
elemento H(f)G(f). Claramente HG también es polinomial.

Supongamos ahora que h : FB → FB1 es una función, entonces para cada x ∈ B1 se tiene una función hx : FB → F dada
por hx(f) = h(f)(x).

Definición 8.12. Diremos que una función h : FB → FB1 es polinomial si para cada x ∈ B1, la función hx : FB → F es
polinomial.

Veamos ahora que la composición de funciones polinomiales es polinomial.

Lema 8.11. Sean h1 : FB → FB1 y h2 : FB1 → FB2 funciones polinomiales, entonces h2h1 también es polinomial.

Demostración. Sea x ∈ B2 y consideremos la función (h2)x : FB1 → F . Entonces existe un polinomio P ∈ F [Z1, . . . , Zl] tal
que para cada g ∈ FB1 , (h2)x(g) = h2(g)(x) = P (g(x1), . . . , g(xl)) y ciertos elementos x1, . . . , xl ∈ B1. Para cada x1, . . . , xl
existen polinomios Q1, . . . , Ql ∈ F [z1, . . . , zv] tales que (h1)x1(f) = Q1(f(y1), . . . , f(yv)), . . . , (h1)xl(f) = Ql(f(y1), . . . , f(yv))
para ciertos y1, . . . , yv ∈ B y cada f ∈ FB . Por lo tanto, para cada f ∈ FB :

(h2h1)x(f) = P (h1(f)(x1), . . . , h1(f)(xl))
= P (Q1(f(y1), . . . , f(yv)), . . . , Ql(f(y1), . . . , f(yv)))

Entonces poniendo R(Z1, . . . , Zv) = P (Q1(Z1, . . . , Zv), . . . , Ql(Z1, . . . , Zv)) se obtiene (h2h1)x(f) = R(f(y1), . . . , f(yv)).

Para cada n ≥ 2, elijamos una F -base Bn de (M⊗n)cyc y sea B =
∞⋃
n=2

Bn. Dado un potencial P en FS(M) se tiene

P =
∑
b∈B

cbb con cb ∈ F .

En lo que sigue, c(P ) denotará al elemento de FB tal que c(P )(b) = cb. Para cada m ≥ 2, definamos B≥m =
⋃
n≥m

Bn y

B≤m =
⋃
n≤m

Bn.

Sea M ′ otro S-bimódulo Z-libremente generado, B′n una F -base de (M ′)⊗ncyc y sea B′ =
∞⋃
n=2

B′n. Supongamos que se tiene

una F -transformación lineal φ : FS(M)cyc → FS(M ′)cyc tal que φ(FS(M)≥n) ⊆ FS(M ′)≥n para cada n ≥ 1. Entonces φ es
continua. Veamos que existe una función polinomial φ : FB → FB

′ tal que para cada potencial P ∈ FS(M):
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c(φ(P )) = φ(c(P ))

En efecto, para cada x ∈ Bn se tiene φ(x) =
∑

y∈(B′)≥n
αx,yy con αx,y ∈ F . Sea φ : FB → FB

′ definida como sigue. Para cada

f ∈ FB y y ∈ B′m definamos:

φ(f)(y) =
∑

x∈B≤m
f(x)αx,y

Sea f = c(P ), entonces P =
∞∑
n=2

(∑
x∈Bn

f(x)x
)

y:

φ(P ) =
∞∑
n=2

(∑
x∈Bn

f(x)φ(x)
)

=
∞∑
n=2

∑
x∈Bn

f(x)

 ∑
y∈(B′)≥n

αx,yy



Por lo tanto, φ(P ) =
∞∑
n=2

∑
y∈(Bn)′

 ∑
x∈B≤n

f(x)αx,y

 y =
∑
y∈B′

φ(f)(y)y. En consecuencia c(φ(P )) = φ(c(P )), lo que prueba la

afirmación.

Sea F [Zx]x∈B el anillo de polinomios en las indeterminadas Zx con coeficientes en F . Sean B y B′ conjuntos no-vacíos
y consideremos indeterminadas Zx y Zy para cada x ∈ B, y ∈ B′, respectivamente. Si T ∈ F [Zx]x∈B y f ∈ FB entonces
definimos T (f) := T (f(x))x∈B . Similarmente, se define T (g) para g ∈ FB′ y T ∈ F [Zy]y∈B′ .

Si T ∈ F [Zx]x∈B definimos Z(T ) := {f ∈ FB : T (f) 6= 0}.

Definición 8.13. Sea T ∈ F [Zx]x∈B . Diremos que una función g : Z(T )→ F es regular si existe un polinomio G ∈ F [Zx]x∈B
y un entero no-negativo u tal que para cada f ∈ Z(T ), g(f) = G(f)

T (f)u = G(f)T (f)−u. Una función h : Z(T )→ FB
′ es regular

si para cada y ∈ B′, la función hy : Z(T )→ F dada por hy(f) = h(f)(y) es regular.

Notemos que la composición de una función regular y una polinomial es regular.

Sea K el conjunto de todos los pares (i, j) tales que eiMej 6= 0, ejMei 6= 0, dimF eiMej ≤ dimF ejMei y sea N> =∑
(i,j)∈K

ejMei, N< =
∑

(i,j)∈K

eiMej .

Sea L un S-subbimódulo de N>, Z-libremente generado, tal que (N<)∗ ∼= N>/L. Sea L1 un S-subbimódulo de N>,
Z-libremente generado, tal que N> = L⊕L1. Sea {w1, . . . , ws} un conjunto de generadores Z-libres de L1 y {ws+1, . . . , ws+t}
generadores Z-libres de L. Sea B(T )m la F -base de (M⊗m)cyc que consiste de todos los elementos no-cero de la forma
x = t1(x)a1(x)t2(x) . . . tm(x)am(x)tm+1(x) donde ti(x) ∈ L(σ(ai(x))), tm+1(x) ∈ L(τ(am(x))), ai(x) ∈ T , y sea B(T ) =
∞⋃
m=2

B(T )m.

En lo que sigue, usaremos la siguiente notación: T> = T ∩N> y T< = T ∩N<. Sea W la F -base de N> asociada a un
conjunto de generadores Z-libres {w1, . . . , ws+t} de N>. Notemos que W = W1 ∪W2 donde W1 es el conjunto que consiste
de todos los elementos no-cero de la forma z = t(z)w(z)r(z), t(z), r(z) ∈ L, w(z) ∈ {w1, . . . , ws} y W2 consiste de todos los
elementos no-cero de la forma z = t(z)w(z)r(z), t(z), r(z) ∈ L, w(z) ∈ {ws+1, . . . , ws+t}. Sea a ∈ T< y x ∈ B(T )2, entonces
cada elemento Xa∗(x) puede ser escrito en la forma

∑
w∈W

ca,w(x)w donde ca,w(x) ∈ F .

Entonces para cada potencial P en FS(M) con f = c(P ) y a ∈ T<:

XP (2)(a∗) =
∑

x∈B(T )2

∑
w∈W

f(x)ca,w(x)w =
∑
w∈W

 ∑
x∈B(T )2

f(x)ca,w(x)

w
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Notemos que el conjunto de todos los elementos no-cero de T ′ = {ta∗r : t, r ∈ L, a ∈ T<} es una F -base de (N<)∗. Para cada
y ∈ T ′ se tiene:

XP (2)
(y) =

∑
w∈W ′

 ∑
x∈B(T )2

f(x)ca(y),w′(x)

 t(y)w′r(y)

=
∑
w∈W

 ∑
w′∈W

∑
x∈B(T )2

f(x)ca(y),w′(x)λt(y)w′r(y)
w

w

donde t(y)w′r(y) =
∑
w∈W

λt(y)w′r(y)
w w, λt(y)w′r(y)

w ∈ F . Consideremos la matriz cuadrada (ky,w)y∈T ′,w∈W1 :

ky,w =
∑
w′∈W

∑
x∈B(T )2

f(x)ca(y),w′(x)λt(y)w′r(y)
w

Entonces la correspondencia P 7→ det(ky,w) es una función polinomial TW . Se tiene TW (P ) = TW (c(P )) donde TW (Zx) =
det(ky,w) y:

ky,w =
∑
w′∈W

∑
x∈B(T )2

Zxca(y),w′(x)λt(y)w′r(y)
w

Sea ς : FS(M)cyc → FS(M)cyc la F -transformación lineal tal que para cada x ∈ B(T ) \ (N ⊗S N), ς(x) = x; si ocurre que
x = t1(x)a1(x)t2(x)a2(x)t3(x), x ∈ N ⊗S N y a1(x) ∈ T< entonces ς(x) = a1(x)t2(x)a2(x)t3(x)t1(x); si a1(x) 6∈ T< entonces
a2(x) ∈ T< y ponemos ς(x) = a2(x)t3(x)t1(x)a1(x)t2(x). Claramente P y ς(P ) son potenciales cíclicamente equivalentes y
por ende Xa∗(P ) = Xa∗(ς(P )). Usando la Proposición 7.9 se obtiene

ς(P ) =
∑
a∈T<

aXa∗(P (2)) + ς(P≥3)

Recordemos que para cada par (i, j) en K se tiene dimF eiMej ≤ dimF ejMei y por lo tanto |T<∩eiMej | ≤ |T>∩ejMei|. En
consecuencia, podemos enumerar los elementos de T< como {a1, . . . , as} y los elementos de T> como {b1, . . . , bs, bs+1, . . . , bs+t}
de tal manera que au ∈ eiMej si y sólo si bu ∈ ejMei para cada u = 1, . . . , s.

Sea P un potencial en FS(M) tal que c(P (2)) ∈ Z(TW ), entonces P (2) es maximal; luego N> = Im(XP (2)) ⊕ L para
algún S-subbimódulo Z-libremente generado L de N>. Notemos que un conjunto de generadores Z-libres de N> está dado
por los elementos Xa∗(P (2)), donde a ∈ T<, junto con los elementos de {ws+1, . . . , ws+t} donde este último conjunto genera
Z-libremente a L. Por lo tanto, existe un isomorfismo de S-bimódulos φP : M → M tal que para cada a 6∈ T>, φP (a) = a;
φP (X(ai)∗(P (2))) = bi para cada i = 1, . . . , s y φP (ws+j) = bs+j ∈ T>. Entonces:

φP (ς(P )) =
s∑
j=1

ajbj + φP (ς(P≥3))

Calculemos las coordenadas de φP (ς(P )).

Asociado al conjunto de generadores Z-libres {w1, . . . , ws+t} se tiene una F -base W de N>. Similarmente, existe una
F -base Y ′ de N> asociada al conjunto de generadores Z-libres que consiste de todos los elementos XP (2)(a∗), donde a ∈ T<,
junto con los elementos ws+1, . . . , ws+t. En consecuencia, la matriz de cambio de base de Y ′ a W tiene la forma:[

A(P ) 0
B(P ) I

]
donde A(P ) = [ky,w(P )]y∈T ′,w∈W1 y las entradas de la matriz A(P ) son funciones polinomiales en c(P ). Entonces la matriz
de cambio de base de W a Y ′ está dada por: [

A(P )−1 0
−B(P )A(P )−1 I

]
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y los coeficientes de esta matriz son funciones regulares en Z(TW ).

Por lo tanto, para cada w ∈ W , w =
∑
y′∈Y ′

βw,y′(P )y′ donde cada βw,y′(P ) es una función regular en Z(TW ). Si x es un

elemento de la F -base de N> determinada por T>, entonces x =
∑
w∈W

λx,ww donde λx,w ∈ F . En consecuencia:

x =
∑
w,y′

λx,wβw,y′(P )y′

Se sigue que φP (x) =
∑
w,y′

λx,wβw,y′(P )φP (y′) y φP (y′) pertenece a la F -base determinada por T . Luego, para cada x ∈ B(T )m,

φP (x) =
∑

x′∈B(T )m

αx,x′(P )x′ donde cada αx,x′(P ) es una función regular en Z(TW ). Se obtiene:

φP (ς(P )) =
∞∑
m=2

∑
x′∈B(T )m

 ∑
x∈B(T )m

αx,x′(P )f(x)

x′

Por lo tanto, la aplicación ψ : Z(TW )→ FS(M)cyc dada por ψ(P ) = φP (ς(P )) es una función regular y:

ψ(P ) =
s∑
i=1

aibi + ψ(P )≥3

Consideremos ahora la F -transformación lineal ξ : FS(M)cyc → FS(M)cyc dada como sigue. Si x ∈ B(T )m, con
m ≥ 2, y aj(x) 6∈ {a1, . . . , as, b1, . . . , bs} ponemos ξ(x) = x. Si x ∈ B(T )m, con m ≥ 2, y si para algún j, aj(x) ∈ T<;
entonces elegimos j mínimo. Si j = 1 entonces ξ(x) = a1(x)t2(x) . . . am(x)tm+1(x)t1(x) ∈ M⊗m; si j > 1 entonces
ξ(x) = aj(x)tj+1(x) . . . amtm+1(x)t1(x)a1(x) . . . aj−1(x)tj(x) ∈M⊗m.
Si ninguno de los ai pertenecen a T< pero algún ai es igual a bi, con i ∈ {1, . . . , s}, entonces elegimos i maximal con respecto
a esta propiedad; si i = m entonces ponemos ξ(x) = tm+1(x)t1(x)a1(x) . . . tm(x)am(x); si i < m definimos:

ξ(x) = ti+1(x)ai+1(x) . . . tm(x)am(x)tm+1(x)t1(x)a1(x) . . . ti−1(x)ai(x) ∈M⊗m

Claramente P y ξ(P ) son cíclicamente equivalentes.

Sea B(T )i,m el conjunto de todos los elementos x ∈ B(T )m tales que t1(x) = 1 y a1(x) = ai; para cada ai definimos
ρ(x) como aiρ(x) = x. Similarmente, B(T )m,i es el conjunto de todos los elementos x ∈ B(T )m tales que ai(x) 6∈ T< para
i = 1, . . . ,m y am(x) = bi; en este caso definimos λ(x) como λ(x)bi = x.

Dado un potencial P en FS(M) con coordenadas f , definimos un automorfismo unitriangular ϕP de FS(M) como sigue.
Para cada i ∈ {1, . . . , s} sea:

ϕP (ai) := ai −
∞∑
m=3

∑
x∈B(T )m,i

f(x)λ(x)

ϕP (bi) := bi −
∞∑
m=3

∑
x∈B(T )i,m

f(x)ρ(x)

y ϕ(a) = a para el resto de los elementos a de T .

Definamos τ : FS(M)cyc → FS(M)cyc como τ(P ) = ϕP (P ); notemos que τ es polinomial. Entonces la composición
τς : FS(M)cyc → FS(M)cyc es una función polinomial. El Teorema 7.1 implica que si P es un potencial de la forma

P =
s∑
i=1

aibi + P≥3, entonces:
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1. La sucesión {(τς)n(P )}n∈N converge a Q(P ) donde Q(P ) =
s∑
i=1

aibi + Q(P )≥3, M = M1 ⊕M ′, M1 es Z-libremente

generado por {a1, . . . , as, b1, . . . , bs} y M ′ es Z-libremente generado por todos los elementos de T que no pertenecen a
{a1, . . . , as, b1, . . . , bs}.

2. Para cada x ∈ B(T )m, existe un natural N0 tal que si f denota a las coordenadas de Q(P ), entonces f(x) =
c((τς)n(P ))(x) para toda n ≥ N0.

Sea M un S-bimódulo, Z-libremente generado, tal que (M⊗2)cyc = {0}. Recordemos que para un entero k en [1, . . . , n] la
notación M̃ denota al S-bimódulo ēkMēk ⊕MekM ⊕ (ekM)∗ ⊕∗ (Mek). Sea K̃ el conjunto de todos los pares (i, j) tales que
eiM̃ej 6= 0, ejM̃ei 6= 0 y dimF (eiM̃ej) ≤ dimF (ejM̃ei). Para i 6= k se tiene:

ekM̃ei =∗ (eiMek), eiM̃ek = (ekMei)∗

Por lo tanto, (i, k) y (k, i) no pertenecen a K̃. Supongamos ahora que i 6= k y j 6= k, entonces:

eiM̃ej = eiMej ⊕ eiMekMej

ejM̃ei = ejMei ⊕ ejMekMei

Luego si (i, j) ∈ K̃ hay dos posibilidades:

dimF eiMej ≤ dimF (ejMekMei)

o

dimF eiMekMej ≤ dimF (ejMei)

Sea Ñ =
∑

(i,j)∈K̃

(eiM̃ej +ejM̃ei) y sea T̃ el conjunto de generadores Z-libres inducido por el Lema 8.2. Denotemos por B(T̃ )m

la F -base asociada a ((M̃)⊗m)cyc y B(T̃ ) =
∞⋃
m=2

B(T̃ )m. Sea s(i, j) el número de generadores Z-libres de eiÑ<ej y t(i, j) el

número de generadores Z-libres de ejÑ>ei. Por lo tanto:

dis(i, j)dj = dimF eiÑ<ej ≤ dimF ejÑ>ei = djt(i, j)di

entonces s(i, j) ≤ t(i, j) y por lo tanto existen conjuntos de generadores Z-libres {α1, . . . , αs}, {β1, . . . , βs, βs+1, . . . , βs+t} de
Ñ< y Ñ>, respectivamente, tales que αjβj 6= 0 para cada j = 1, . . . , s.

Definamos µ′kM como el S-subbimódulo de M generado por el complemento de {α1, . . . , αs, β1, . . . , βs} en T̃ .

Proposición 8.15. Sea P0 un potencial en FS(M) tal que para algún k ∈ [1, n], (µk(P0))(2) es maximal. Entonces existe
un polinomio T (Zx) tal que T (c(P0)) 6= 0 y una función regular φ : Z(T (Zx)) → FS(µ′kM) tal que para cada potencial P en
FS(M) con T (c(P )) 6= 0, se tiene µ̄k(P ) = φ(P ).

Demostración. Se tiene que µkP0 = µk(κ(P0)). Por hipótesis, P2 = µk((κ(P0))(2) es maximal, luego Ñ> = Im(XP2)⊕L̃ para
algún S-subbimódulo L̃, Z-libremente generado, de Ñ>. Sea {w1, . . . , ws} un conjunto de generadores Z-libres de Im(XP2)
y sea {ws+1, . . . , ws+t} un conjunto de generadores Z-libres de L̃. Denotemos por W a la F -base asociada a este conjunto
de generadores Z-libres de Ñ>. Entonces, existe una función polinomial TW : FS(M̃) → F tal que si P ′ es un potencial
en FS(M̃) y TW (P ′) 6= 0, entonces XP ′ : (Ñ<)∗ → Ñ> es inyectiva. La composición φ1 = µkκ : FS(M) → FS(M̃)
es polinomial, luego induce una función polinomial φ1 : FB(T ) → FB(T̃ ). Entonces se obtiene una función polinomial
TWφ1 : FS(M) → F y esta función está determinada por un polinomio T (Zx) ∈ F [Zx]x∈B(T ) tal que TWφ1(P ) = T (c(P )).
Como TW (φ1(P0)) 6= 0 entonces T (Zx) 6= 0. Por lo tanto, existe una función regular Z(TW ) → FS(M̃)cyc que manda P ′ en
Q(ψ(P ′)). En consecuencia, existe una función regular:
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φ2 : Z(TW )→ FS(M̃)cyc

dada por φ2(P ) = Q(ψ(φ1(P ))). Consideremos la proyección M̃ � µ′kM ; dicho morfismo induce un morfismo π : FS(M̃)cyc →
FS(µ′kM). Sea φ = πφ2 : Z(TW ) → FS(µ′kM), entonces φ es una función regular y por construcción φ(P ) = µ̄kP para cada
P ∈ Z(TW ). Esto termina la demostración.

Proposición 8.16. Sea k1, k2, . . . , kl una sucesión arbitraria de elementos de {1, . . . , n}. Sea P0 un potencial en FS(M)
tal que la sucesión µ̄kl . . . µ̄k1P0 existe, entonces existe un polinomio T ∈ F [Zx]x∈B(T ) y una función regular φ : Z(T ) →
FS(µkl . . . µk1M)cyc tal que P0 ∈ Z(T ) y para cada P ∈ Z(T ), µ̄kl . . . µ̄k1P existe y µ̄kl . . . µ̄k1P = φ(P ).

Demostración. Probemos esto mediante inducción en l. El caso l = 1 se sigue de la proposición anterior. Supongamos entonces
que la afirmación se cumple para l− 1 y probemos que se cumple para l. De la proposición anterior se infiere la existencia de
un polinomio T1 ∈ F [Zx]x∈B(T ) y una función regular:

φ1 : Z(T1)→ FS(µk1M)cyc
y la correspondiente función regular asociada φ1 : Z(T1) → FB(µk1T ), con P0 ∈ Z(T1), tal que para cada P ∈ Z(T1), µ̄k1P
existe y es igual a φ1(P ). Por hipótesis de inducción, existe un polinomio T2 ∈ F [Zy]y∈B(µk1T ) y una función regular:

φ2 : Z(T2)→ FS(µkl . . . µk1M)cyc
y la correspondiente función regular asociada φ2 : Z(T2) → FB(µkl ...µk1T ), con µk1P0 ∈ Z(T2), y tal que para cada P ′ ∈
Z(T2), µ̄kl . . . µ̄k2P

′ existe y es igual a φ2(P ′). Como φ1 es regular, entonces para cada y ∈ B(µk1T ) existe un polinomio
Gy ∈ F [Zx]x∈B(T ) tal que si f ∈ Z(T1):

(φ1)y(f) = φ1(f)(y) = Gy(f(x))/T1(f(x))m(y)

para cierto número natural m(y). Similarmente, como φ2 es regular, entonces para cada u ∈ B(µkl . . . µk1T ) y g ∈ Z(T2)
existe Hu ∈ F [Zy]y∈B(µk1T ) tal que si g ∈ Z(T2):

(φ2)u(g) = φ2(g)(u) = Hu(g(y))/T2(g(y))m(u)

para cierto número natural m(u). Consideremos el polinomio T2(Gy(Zx)) ∈ F [Zx]x∈B(T ). Veamos que este es un polinomio
no-nulo. En efecto, por hipótesis µk1P0 ∈ Z(T2), así que si f0 = c(P0) entonces:

0 6= T2(c(µk1P0)(y)) = T2(φ1(f0)(y))
= T2(φ1(f0(y)))

= T2(Gy(f0(x))/T1(f0(x))m(y))
= T2(Gy(f0(x)))/T1(f0(x))t

para cierto número natural t. Por lo tanto, T2(Gy(f0(x))) 6= 0 y se sigue la afirmación. Consideremos ahora el polinomio
no-nulo T (Zx) := T2(Gy(Zx))T1(Zx). Claramente Z(T ) ⊆ Z(T1) y si f ∈ Z(T ), entonces:

T2(φ1f) = T2(Gy(f(x)))/T1(f0(x))t 6= 0

luego la imagen de Z(T ) bajo el morfismo φ1 está contenida en Z(T2) y la composición de los morfismos:

Z(T1) φ1→ Z(T2) φ2→ FS(µkl . . . µk1M)cyc
da lugar a una función regular φ. Luego si P ∈ Z(T ) entonces P ∈ Z(T1); así que µ̄k1P está definido y µ̄k1P = φ1(P ). Como
φ1(P ) ∈ Z(T2), entonces µ̄kl . . . µ̄k2(µ̄k1P ) está definido y es igual a φ2φ1(P ) = φ(P ). Esto completa la demostración.

Lema 8.12. Sea k un elemento de {1, 2, . . . , n}. Entonces existe un potencial P ∈ FS(M) tal que la mutación µ̄kP está
definida.
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Demostración. Sean s, t elementos distintos de {1, 2, . . . , n}. Como M es Z-libremente generado por M0, entonces:

esMekMet ∼= Ds ⊗F esM0ek ⊗F Dk ⊗Dk Dk ⊗F ekM0et ⊗F Dt

= Ds ⊗F esM0ek ⊗F Dk ⊗F ekM0et ⊗F Dt

Para cada l, q, r definamos:

m0
l,q : = dimF elM0eq

dr : = dimF Dr

Entonces dimF esMekMet = dsm
0
s,kdkm

0
k,tdt y dimF etMes = dtm

0
t,sds.

Recordemos que K̃ = {(s, t) : dimF esMekMet ≤ dimF etMes} ∪ {(s, t) : dimF esMet ≤ dimF etMekMes}. Sea (s, t) ∈ K̃
y supongamos que dimF esMekMet ≤ dimF etMes, luego dsm0

s,kdkm
0
k,tdt ≤ dtm

0
t,sds. Esto implica que m0

s,kdkm
0
k,t ≤ m0

t,s.
Definamos:

X1 = {(s, t) : m0
s,kdkm

0
k,t ≤ m0

t,s}
X2 = {(s, t) : m0

s,kdkm
0
k,t > m0

t,s}

Dado un elemento (s, t) en X1 elijamos F -bases {h1, h2, . . . , hl(s,t)}, {g1, g2, . . . , gl(s,t), gl(s,t)+1, . . . , gr(s,t)} de esM0ek ⊗F
Dk ⊗F ekM0et y etM0es, respectivamente. Similarmente, dado (a, b) ∈ X2 elijamos F -bases {h′1, h′2, . . . , h′p(a,b), . . . , h′q(a,b)},
{g′1, . . . , g′p(a,b)} de eaM0ek ⊗F Dk ⊗F ekM0eb y ebM0ea, respectivamente. Consideremos el siguiente potencial reducido:

P =
∑

(s,t)∈X1

l(s,t)∑
i=1

higi +
∑

(a,b)∈X2

p(a,b)∑
i=1

h′ig
′
i

Entonces

(P̃ )(2) = (µkP )(2) =
∑

(s,t)∈X1

l(s,t)∑
i=1

[hi]gi +
∑

(a,b)∈X2

p(a,b)∑
i=1

[h′i]g′i

Como X(µkP )(2) manda un conjunto de generadores Z-libres de (Ñ<)∗ en un subconjunto linealmente independiente de Ñ>,
entonces (µkP )(2) es maximal. Se sigue que la mutación µ̄kP está definida.

Teorema 8.6. Sea B = (bij) ∈ Zn×n una matriz anti-simetrizable, con anti-simetrizador D = diag(d1, . . . , dn) y sea
k1, k2, . . . , kl una sucesión arbitraria de elementos de {1, 2, . . . , n}. Si para cada j, dj divide a bij para toda i, y si además el
campo base F de la realización de la Proposición 8.14 es infinito, entonces para dicha realización existe un potencial P tal que
la mutación µ̄kl · · · µ̄k2 µ̄k1P está definida.

Demostración. Procedamos mediante inducción en l. El caso base l = 1 se sigue del Lema 8.12. Supongamos entonces que la
afirmación se cumple para l − 1. Por hipótesis de inducción, existe un potencial Q ∈ FS(µk1M) tal que µ̄kl . . . µ̄k2Q existe.
Por el caso base, existe un potencial Q′ ∈ FS(M) tal que µ̄k1Q

′ existe. Usando la Proposición 8.16, se obtiene un polinomio
T ∈ F [Zx]x∈B(µk1T ) tal que T (c(Q)) 6= 0 y para cada potencial Q′′ ∈ FS(µk1M) con T (c(Q′′)) 6= 0, entonces µ̄kl . . . µ̄k2(Q′′)
existe. Aplicando nuevamente la Proposición 8.16 se obtiene un polinomio T ′ ∈ F [Zx]x∈B(µk1T ) con T ′(c(Q′)) 6= 0 y tal
que para cada potencial Q′′′ ∈ FS(M) que satisfaga T ′(c(Q′′′)) 6= 0, entonces µ̄k1(Q′′′) existe. Como el polinomio producto
T ′T ∈ F [Zx]x∈B(µk1T ) es no-nulo y F es infinito, entonces existe un potencial Q0 ∈ FS(µk1M) tal que c(Q0) ∈ Z(T ′T ). Luego
T ′(c(Q0)) 6= 0 y T (c(Q0)) 6= 0. La primera condición implica que µ̄k1Q0 existe; la segunda condición implica que µ̄kl . . . µ̄k2(Q0)
existe. Por construcción, µ̄k1Q0 ∈ FS(µk1µk1M) ∼= FS(M). Usando el último isomorfismo se obtiene un potencial P0 ∈ FS(M)
y una equivalencia-derecha P0 ∼ µ̄k1Q0. Como T (c(Q0)) 6= 0, entonces µ̄kl . . . µ̄k2(Q0) existe. En particular esto implica que
µ̄k2(Q0) existe. Esto da lugar a una equivalencia-derecha entre µ̄k2(Q0) y µ̄k2 µ̄k1P0 y por lo tanto µ̄k2 µ̄k1P0 existe. Del
hecho de que µ̄kl . . . µ̄k2(Q0) existe se infiere que µ̄k3 µ̄k2(Q0) también existe. Usando la equivalencia-derecha entre µ̄k2(Q0) y
µ̄k2 µ̄k1P0 se obtiene que µ̄k3 µ̄k2 µ̄k1P0 existe. Repitiendo este proceso se obtiene el resultado deseado.



Capítulo 9

Representaciones decoradas

En este capítulo, motivados por [10] y [18], se introduce la noción de representación decorada. El objetivo de este capítulo es
extender la Definición 8.6 de mutación de álgebras con potencial a nivel de representaciones. El resultado central es el Teorema
9.2 en el cual se prueba que la mutación de representaciones decoradas es involutiva. En el resto de la tesis supondremos que
para cada entero i ∈ [1, n], cada F -base L(i) de Di, cumple las siguientes igualdades:

f∗(w−1z) = w∗(zf−1) (9.1)

f∗(zw) = (w−1)∗(f−1z) (9.2)

z∗(wf) = (w−1)∗(fz−1) (9.3)

para toda f, w, z ∈ L(i). Notemos que en 9.1 y 9.2 uno puede reemplazar z ∈ L(i) por z ∈ Di, ya que ambas expresiones son
lineales en z. Similarmente, uno puede reemplazar en 9.3 f ∈ L(i) por f ∈ Di.

Observación 9.1. Si L(i) es una base semi-multiplicativa de D(i) entonces L(i) satisface 9.1, 9.2 y 9.3.

Demostración. Supongamos que f∗(w−1z) 6= 0 entonces w−1z = cf para un único c ∈ F ∗; luego f∗(w−1c) = c. Por otro
lado, w∗(zf−1) = w∗(z(z−1wc)) = w∗(wc) = c y la igualdad se sigue. Un argumento similar muestra que 9.2 y 9.3 también
se cumplen.

Observación 9.2. Supongamos que L1 es una F -base para la extensión de campos F1/F y L2 es una F1-base para la extensión
de campos F2/F1. Si L1 y L2 satisfacen 9.1, 9.2 y 9.3 entonces la F -base {xy : x ∈ L1, y ∈ L2} de F2/F también satisface
9.1, 9.2 y 9.3.

Demostración. Supongamos que tanto L1 y L2 satisfacen 9.1. Sean f = f1f2, w = w1w2, z = z1z2 donde f1, w1, z1 ∈ L1 y
f2, w2, z2 ∈ L2. Entonces:

f∗(w−1z) = f∗1 f
∗
2 (w−1

1 w−1
2 z2z1)

= f∗1 (w−1
1 z1f

∗
2 (w−1

2 z2))
= f∗1 (w−1

1 z1w
∗
2(z2f

−1
2 ))

= w∗1(z1f
−1
1 w∗2(z2f

−1
2 ))

= (w1w2)∗(z1z2(f1f2)−1)
= w∗(zf−1)

como se afirmaba. Las igualdades 9.2 y 9.3 se prueban de manera análoga.

Observación 9.3. Si la base L(i) satisface 9.1, entonces para cada f, z ∈ L(i) se tiene:∑
w∈L(i)

f∗(w−1z)w = zf−1

78
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Demostración.
∑

w∈L(i)

f∗(w−1z)w =
∑

w∈L(i)

w∗(zf−1)w = zf−1.

Observación 9.4. Si la base L(i) satisface 9.2, entonces para cada r, v ∈ L(i) se tiene:

∑
t∈L(i)

r∗(vt)t−1 = r−1v (9.4)

Demostración.
∑
t∈L(i)

r∗(vt)t−1 =
∑
t∈L(i)

(t−1)∗(r−1v)t−1 = r−1v.

Definición 9.1. Sea (FS(M), P ) un álgebra con potencial. Una representación decorada de (FS(M), P ) es una pareja
N = (N,V ) donde N es un FS(M)-módulo izquierdo, finito-dimensional sobre F , anulado por R(P ) y V es un S-módulo
izquierdo de dimensión finita sobre F .

Equivalentemente, N es un FS(M)/R(P )-módulo izquierdo y de dimensión finita sobre F . Para cada u ∈ FS(M) denota-
mos por uN = u : N → N el operador multiplicación u(n) = un.

Sean (FS(M), P ) y (FS(M ′), P ′) álgebras con potencial. Sean N = (N,V ) y N ′ = (N ′, V ′) representaciones decoradas
de (FS(M), P ) y (FS(M ′), P ′), respectivamente. Una equivalencia-derecha entre las representaciones N y N ′ es una terna
(ϕ,ψ, η) donde:

• ϕ : FS(M)→ FS(M ′) es una equivalencia-derecha entre (FS(M), P ) y (FS(M ′), P ′).

• ψ : N → N ′ es un isomorfismo de F -espacios vectoriales tal que ψ ◦ uN = ϕ(u)N ′ ◦ ψ para toda u ∈ FS(M).

• η : V → V ′ es un isomorfismo de S-módulos izquierdos.

Observación 9.5. Supongamos que M⊗n = 0 para n � 0 y que FS(M)cyc = {0}. Entonces una representación decorada,
con V = 0, se puede identificar con un módulo izquierdo sobre el álgebra tensorial TS(M). En el caso que el álgebra subyacente
S sea un producto directo finito de copias del campo base F , entonces TS(M) se puede identificar con un álgebra de caminos.
Por lo tanto, en este caso una representación decorada, con V = 0, es una representación de un carcaj en el sentido clásico.

Sean M1, M2 S-bimódulos Z-libremente generados y sean T1 y T2 conjuntos de generadores Z-libres de M1 y M2, re-
spectivamente. Sean P1 y P2 potenciales en FS(M1) y FS(M2). Consideremos el potencial P1 + P2 ∈ FS(M1 ⊕M2). Sea
N = (N,V ) una representación decorada del álgebra con potencial (FS(M1 ⊕M2), P1 + P2). Se tiene un morfismo inyectivo
de álgebras FS(M1) ↪→ FS(M1 ⊕M2); luego, por restricción de escalares, N es un FS(M1)-módulo izquierdo. Denotaremos
este módulo por N |FS(M1). Veamos que R(P1) anula a N |FS(M1). Sea a ∈ T1, entonces Xa∗(P2) =

∑
s∈L(σ(a))

δ(sa)∗(P2)s = 0.

Por lo tanto, Xa∗(P1 +P2) = Xa∗(P1) ∈ R(P1 +P2). Se sigue que N|FS(M1) := (N |FS(M1), V ) es una representación decorada
del álgebra con potencial (FS(M1), P1).

La siguiente proposición generaliza [10, Proposition 10.5] y [18, Proposition 12.4].

Proposición 9.1. Sean M1 y M2 S-bimódulos Z-libremente generados y sean P, P ′ potenciales reducidos en FS(M1) y W un
potencial trivial en FS(M2). Sean N y N ′ representaciones decoradas de FS(M1 ⊕M2) con respecto a los potenciales P +W
y P ′ +W . Si N es derecho-equivalente a N ′, entonces N|FS(M1) es derecho-equivalente a N ′|FS(M1).

Demostración. Sea (φ, ψ, η) : N → N ′ una equivalencia-derecha de representaciones decoradas. Entonces:

(a) φ es un automorfismo de álgebras de FS(M1⊕M2) con φ|S = idS tal que φ(P +W ) es cíclicamente equivalente a P ′+W .

(b) ψ : N → N ′ es un isomorfismo de F -espacios vectoriales tal que si n ∈ N y u ∈ FS(M1⊕M2) entonces ψ(un) = φ(u)ψ(n).

(c) η : V → V ′ es un isomorfismo de S-módulos izquierdos.

Sea L la cerradura del ideal bilateral de FS(M1 ⊕M2) generado por M2, entonces por la Proposición 6.4:
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1. FS(M1 ⊕M2) = FS(M1)⊕ L

2. R(P +W ) = R(P )⊕ L

3. R(P ′ +W ) = R(P ′)⊕ L

donde R(P ) (respectivamente R(P ′)) es la cerradura del ideal bilateral en F(M1) generado por todos los elementos Xa∗(P )
(respectivamente Xa∗(P ′)) donde a ∈ T1, siendo T1 un conjunto de generadores Z-libres de M1. Sea p : FS(M1 ⊕M2) �
FS(M1) la proyección canónica inducida por la descomposición (1). Por la Proposición 6.4 existe un isomorfismo de álgebras:

ρ = p ◦ φ|FS(M1) : FS(M1)→ FS(M1)

tal que P ′ − ρ(P ) es cíclicamente equivalente a un elemento de R(ρ(P ))2. Por la Proposición 6.3, existe un automorfismo
de álgebras λ de FS(M1) tal que λρ(P ) es cíclicamente equivalente a P ′ y λ(u) − u ∈ R(ρ(P )) para cada u ∈ FS(M1). Por
definición de representación decorada, R(P +W )N = 0 y R(P ′ +W )N ′ = 0. Dado que L está contenido tanto en R(P +W )
y en R(P ′ +W ), entonces LN = 0 y LN ′ = 0. Por lo tanto, para cada u ∈ FS(M1 ⊕M2) y n ∈ N :

ψ(un) = φ(u)ψ(n)

Notemos que φ(u) = pφ(u) + u′ donde u′ ∈ L, entonces φ(u)ψ(n) = pφ(u)ψ(n) = ρ(u)ψ(n). Luego:

ψ(un) = ρ(u)ψ(n)

Como P ′ − ρ(P ) es cíclicamente equivalente a un elemento de R(ρ(P ))2, entonces existe z ∈ [FS(M1),FS(M1)] tal que
P ′ + z − ρ(P ) ∈ R(ρ(P ))2. Usando la Proposición 6.3 se obtiene:

R(P ′) = R(P ′ + z) = R(ρ(P ))

Consideremos ahora el automorfismo λρ de FS(M1). Dicho morfismo satisface que λρ(P ) es cíclicamente equivalente a P ′;
además para cada n ∈ N y u ∈ FS(M1) se tiene:

ψ(un) = ρ(u)ψ(n)

y λρ(u) = ρ(u) + w donde w ∈ R(ρ(P )) = R(P ′). Por lo tanto:

ψ(un) = λρ(u)ψ(n)

Esto prueba que (λρ, ψ, η) es una equivalencia-derecha entre las representaciones N|FS(M1) y N ′|FS(M1), como se quería
probar.

En lo que sigue, usaremos la siguiente notación: dado un S-bimódulo B, definimos:

Bk̂,k̂ = ēkBēk

Consideremos ahora el isomorfismo de álgebras ρ : FS(M)k̂,k̂ → FS((µkM)k̂,k̂) definido en el Lema 8.6. Sea P un potencial
reducido en FS(M)k̂,k̂. Supongamos primero que:

(A) P =
N∑
u=1

fuγu

donde fu ∈ F y γu = x1 . . . xn(u) con xi ∈ T̂ . Sea b ∈ Tk fijo y sea Nb el conjunto de todas las u ∈ [1, N ] tal que para algún
xi, a(xi) = b. Para cada u ∈ Nb, sea C(u) el subconjunto de todas las permutaciones cíclicas c del conjunto {1, . . . , n(u)} tal
que xc(1) = scb. Para cada c ∈ C(u) definamos γcu = xc(1)xc(2) . . . xc(n(u)). Entonces γcu = scbrcaczc donde zc = x3 . . . xc(n(u)).
Por lo tanto:

Xb∗(P ) =
∑
u∈Nb

∑
c∈C(u)

furcaczcsc
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Por otro lado

X[bra]∗(ρ(P )) =
∑
u∈Nb

∑
c∈C(u),rc=r,ac=a

fuρ(zc)sc

= ρ

 ∑
u∈N(b)

∑
c∈C(u),rc=r,ac=a

fuzcsc


Definamos Y[bra](P ) :=

∑
u∈Nb

∑
c∈C(u),rc=r,ac=a

fuzcsc. Entonces:

X[bra]∗(ρ(P )) = ρ(Y[bra](P ))

Notemos que si P es un potencial en FS(M)≥n+3 entonces Y[bra](P ) ∈ FS(M)≥n, luego si (Pn)n≥1 es una sucesión de Cauchy
FS(M) entonces (Y[bra](Pn))n≥1 también es de Cauchy. Supongamos ahora que P es un potencial arbitrario en FS(M),
entonces:

P = lim
n→∞

Pn

donde cada Pn tiene la forma dada en (A). Definamos:

w = lim
n→∞

Y[bra](Pn)

Por lo tanto:

X[bra]∗(ρ(P )) = lim
n→∞

X[bra]∗(ρ(Pn))

= lim
n→∞

ρ(Y[bra](Pn))

= ρ( lim
n→∞

Y[bra](Pn))

= ρ(w)

Entonces ponemos Y[bra](P ) := w. Luego X[bra]∗(ρ(P )) = ρ(Y[bra](P )). Recordemos que para cada potencial P en TS(M) se
tienen las siguientes igualdades:

ρ(b′Xb∗(P )) =
∑

r∈L(k),a∈kT

[b′ra]X[bra]∗(ρ(P )) (9.5)

ρ(Xa∗(P )a′) =
∑

b∈Tk,r∈L(k)

X[bra]∗(ρ(P ))[bra′] (9.6)

Por continuidad, las fórmulas anteriores se cumplen para cada potencial P ∈ FS(M). Se tienen las siguientes igualdades:

ρ(b′Xb∗(P )) =
∑

r∈L(k),a∈kT

ρ(b′ra)ρ(Y[bra](P ))

= ρ

 ∑
r∈L(k),a∈kT

b′raY[bra](P )


Como ρ es inyectiva, entonces:

b′Xb∗(P ) =
∑

r∈L(k),a∈kT

b′raY[bra](P ) (9.7)

Similarmente:
Xa∗(P )a′ =

∑
b∈Tk,r∈L(k)

Y[bra](P )bra′ (9.8)
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Para cada ψ ∈ M∗ y para cada entero positivo n se tiene una F -transformación lineal ψ∗ : M⊗n → M⊗(n−1) dada por
ψ∗(m1⊗m2⊗. . .⊗mn) = ψ(m1)m2⊗. . .⊗mn. Este transformación induce una F -transformación lineal ψ∗ : FS(M)→ FS(M).
Similarmente, si η ∈∗ M existe una F -transformación lineal ∗η : M⊗n → M⊗(n−1) dada por ∗η(m1 ⊗ . . . ⊗mn−1 ⊗mn) =
m1 ⊗ . . . ⊗ mn−1η(mn). Supongamos ahora que b′ ∈ Tk, entonces b′ek = b′ y por ende ek(b′)∗ = (b′)∗. Como XP es un
morfismo de S-bimódulos, entonces ekXb∗(P ) = Xb∗(P ). Aplicando el morfismo (b′)∗ : FS(M)→ FS(M) al lado izquierdo de
9.7 se obtiene:

Xb∗(P ) = ekXb∗(P ) =
∑

r∈L(k),a∈kT

ekraY[bra](P ) (9.9)

Por lo tanto:
Xb∗(P ) =

∑
r∈L(k),a∈kT

raY[bra](P ) (9.10)

Sea H el conjunto de los elementos no-cero que son de la forma as donde a ∈k T y s ∈ L. Notemos que H es una S-base
local izquierda de SM ; para x ∈ H denotamos por ∗x ∈∗ M el morfismo dado por ∗x(y) = 0 si y ∈ H \ {x} y x∗(x) = ei
donde eix = x. Aplicando el morfismo ∗(a′) a 9.8 se obtiene:

Xa∗(P ) =
∑

b∈Tk,r∈L(k)

Y[bra](P )br (9.11)

Sea N = (N,V ) una representación decorada del álgebra con potencial (FS(M), P ) y supongamos que k satisface (Mek⊗S
M)cyc = {0}. Definamos:

Nin =
⊕
a∈kT

Dk ⊗F Nτ(a)

Nout =
⊕
b∈Tk

Dk ⊗F Nσ(b)

Para cada a ∈k T y r ∈ L(k) consideremos la proyección π′a : Nin → Dk ⊗F Nτ(a) y el morfismo π′ra : Dk ⊗F Nτ(a) → Nτ(a)
dado por π′ra(d ⊗ n) = r∗(d)n. Sea ξ′a : Dk ⊗F Nτ(a) → Nin la inclusión y definamos ξ′ra : Nτ(a) → Dk ⊗F Nτ(a) como el
morfismo dado por ξ′ra(n) = r ⊗ n.
Entonces para cada r, r1 ∈ L(k) se tienen las siguientes igualdades:

π′r1aξ
′
ra = δr,r1idNτ(a) (9.12)

π′raξ
′
ra = idNτ(a) (9.13)

Para cada a ∈k T y r ∈ L(k) definamos las siguientes transformaciones F -lineales:

πra = π′raπ
′
a : Nin → Nτ(a)

ξra = ξ′aξ
′
ra : Nτ(a) → Nin

entonces se tienen las siguientes igualdades:

πr1a1ξra = δr1a1,raidNτ(a) (9.14)

∑
r∈L(k),a∈kT

ξraπra = idNin (9.15)

Similarmente, para cada r ∈ L(k) y b ∈ Tk se tiene la proyección canónica π′b : Nout → Dk⊗FNσ(b) y π′br : Dk⊗FNσ(b) → Nσ(b)
denota el morfismo dado por π′br(d⊗ n) = (r−1)∗(d)n.
Definimos ahora ξ′br : Nσ(b) → Dk ⊗F Nσ(b) como el morfismo dado por ξ′br(n) = r−1 ⊗ n para cada n ∈ Nσ(b) y ξ′b :
Dk ⊗F Nσ(b) → Nout es el morfismo inclusión. Entonces para cada r, r1 ∈ L(k) y b ∈ Tk se tienen las siguientes igualdades:

π′br1
ξ′br = δr1,ridNσ(b) (9.16)
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π′brξ
′
br = idNσ(b) (9.17)

Definamos las siguientes F -transformaciones lineales:

ξbr = ξ′bξ
′
br : Nσ(b) → Nout

πbr = π′brπ
′
b : Nout → Nσ(b)

Entonces para cada r, r1 ∈ L(k) y b, b1 ∈ Tk se tiene:

πb1r1ξbr = δb1r1,bridNσ(b) (9.18)

y ∑
b∈Tk,r∈L(k)

ξbrπbr = idNout (9.19)

Definamos un morfismo de Dk-módulos izquierdos α : Nin → Nk como el morfismo tal que para cada a ∈k T, r ∈ L(k) se
tiene:

αξra(n) = ran

para cada n ∈ Nτ(a).

Similarmente, definimos β : Nk → Nout como la F -transformación lineal tal que para toda b ∈ Tk, r ∈ L(k):

πbrβ(n) = brn

para cada n ∈ Nk.
Finalmente, el morfismo γ : Nout → Nin es el morfismo de Dk-módulos izquierdos tal que el morfismo γra,bs = πraγξbs :

Nσ(b) → Nτ(a) donde r, s ∈ L(k), a ∈k T , b ∈ Tk, está dado por:

γra,bs(n) =
∑

w∈L(k)

r∗(s−1w)Y[bwa](P )n

para cada n ∈ Nσ(b).

Proposición 9.2. El morfismo β es un morfismo de Dk-módulos izquierdos.

Demostración. Por linealidad basta probar que si c ∈ L(k) y n ∈ Nk, entonces β(cn) = cβ(n). Usando la Proposición 7.5 se
obtiene:

β(cn) = c
∑

b∈Tk,r∈L(k)

c−1ξbrπbrβ(cn) = c
∑

b∈Tk,r∈L(k)

c−1(r−1 ⊗ brcn)

= c
∑

b∈Tk,r,r1,r2∈L(k)

(r−1
1 )∗(c−1r−1)r−1

1 ⊗ br∗2(rc)r2n

= c
∑

b∈Tk,r1,r2∈L(k)

 ∑
r∈L(k)

r∗2(rc)(r−1
1 )∗(c−1r−1)

 (r−1
1 ⊗ br2n)

= c

 ∑
b∈Tk,r∈L(k)

r−1 ⊗ brn


= cβ(n)

como se afirmaba.

Lema 9.1. Se tiene αγ = 0 y γβ = 0.
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Demostración. Primero veamos que αγ = 0. Basta probar que para toda r ∈ L(k), b ∈ Tk, αγξbr = 0. Sea n ∈ Nσ(b), entonces
por 9.10 y 9.15:

αγξbr(n) = αidNinγξbr(n) =
∑

s∈L(k),a∈kT

αξsaπsaγξbr(n)

=
∑

s∈L(k),a∈kT

αξsaγsa,br(n)

=
∑

s,w∈L(k),a∈kT

αξsas
∗(r−1w)Y[bwa](P )(n)

=
∑

s,w∈L(k),a∈kT

sas∗(r−1w)Y[bwa](P )(n)

=
∑

w∈L(k),a∈kT

r−1waY[bwa](P )n

= r−1Xb∗(P )n
= 0

Veamos ahora que γβ = 0. Basta probar que para toda r ∈ L(k), a ∈k T se tiene πraγβ = 0. Sea n ∈ Nk, entonces por
9.11 y 9.19:

πraγβ(n) = πraγidNoutβ =
∑

b∈Tk,s∈L(k)

πraγξbsπbsβ(n)

=
∑

b∈Tk,s∈L(k)

γra,bsπbsβ(n)

∑
b∈Tk,s,w∈L(k)

s∗(wr−1)Y[bwa](P )(bsn)

=
∑

b∈Tk,w∈L(k)

Y[bwa](P )bwr−1n

= Xa∗(P )r−1n

= 0

Lema 9.2. Para cada m ∈ Nin, a ∈k T se tiene πeka(r−1m) = πra(m).
Demostración. Primero notemos que para cada a1 ∈k T y n ∈ Nτ(a1):

r−1ξ′sa1
(n) = r−1(s⊗ n) = r−1s⊗ n =

∑
u∈L(k)

u⊗ u∗(r−1s)n =
∑

u∈L(k)

ξ′ua1
(u∗(r−1s)n)

Entonces:

r−1ξsa1(n) = r−1ξ′a1
ξ′sa1

(n) =
∑

u∈L(k)

ξ′a1
ξ′ua1

(u∗(r−1s)n) =
∑

u∈L(k)

ξua1(u∗(r−1s)n)

Ahora sea m ∈ Nin, entonces usando 9.14 y 9.15 se obtiene:

πeka(r−1m) =
∑

s∈L(k),a1∈kT

πekar
−1ξsa1πsa1(m)

=
∑

s,u∈L(k),a1∈kT

πekaξua1

(
u∗(r−1s)πsa1(m)

)
=

∑
s∈L(k)

e∗k(r−1s)πsa(m)

= πra(m)



CAPÍTULO 9. REPRESENTACIONES DECORADAS 85

y el lema se sigue.

9.1 Premutación de una representación decorada

Consideremos el álgebra con potencial (FS(M̃), P̃ ). Recordemos que:

M̃ := ēkMēk ⊕MekM ⊕ (ekM)∗ ⊕∗ (Mek)

P̃ := [P ] +
∑

sa∈kT̂ ,bt∈T̃k

[btsa]((sa)∗)(∗(bt))

Siguiendo a [10] y a [18], a una representación decorada N = (N,V ) del álgebra con potencial (FS(M), P ) le asociaremos una
representación decorada µ̃k(N ) = (N,V ) de (FS(M̃), P̃ ) como sigue. Primero pondremos:

N i = Ni, Vi = Vi si i 6= k

y definamos Nk y V k como sigue:

Nk = ker(γ)
im(β) ⊕ im(γ)⊕ ker(α)

im(γ) ⊕ Vk

V k = ker(β)
ker(β) ∩ im(α)

Sean

J1 : ker(γ)
im(β) → Nk

J2 : im(γ)→ Nk

J3 : ker(α)
im(γ) → Nk

J4 : Vk → Nk

(9.20)

las correspondientes inclusiones y sean

Π1 : Nk →
ker(γ)
im(β)

Π2 : Nk → im(γ)

Π3 : Nk →
ker(α)
im(γ)

Π4 : Nk → Vk

(9.21)

las correspondientes proyecciones canónicas.

Observación 9.6. Supongamos que M es Z-libremente generado por M0 y sea X un S-módulo izquierdo de dimensión finita
sobre F . Para dotar a X de una estructura de TS(M)-módulo izquierdo basta dar un morfismo de S-módulos izquierdos
M ⊗S X → X. Sean i y j enteros distintos en [1, n]. Entonces:

HomDi(eiMej ⊗S X,X) ∼= HomDi((Di ⊗F eiM0ej ⊗F Dj)⊗Dj ejX, eiX)
∼= HomDi(Di ⊗F eiM0ej ⊗F (Dj ⊗Dj ejX), eiX)
∼= HomDi(Di ⊗F eiM0ej ⊗F ejX, eiX)
∼= HomF (eiM0ej ⊗F ejX, eiX)
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Por lo tanto, HomS(S(M⊗SX),S X) ∼=
⊕
i,j

HomF (eiM0ej⊗F ejX, eiX) como F -espacios vectoriales. Se sigue que un morfismo

de S-módulos izquierdosM⊗SX → X está determinado por una colección de F -morfismos lineales θi,j : eiM0ej⊗F ejX → eiX.
Entonces para cada c ∈ eσ(c)M0eτ(c) se tiene un operador multiplicación cX : Xτ(c) → Xσ(c) definido como cX(x) :=
θσ(c),τ(c)(c⊗ x).

Por el Lema 8.2 se tiene que M̃ está Z-libremente generado por el siguiente Z-subbimódulo:

(M̃)0 := ēkM0ēk ⊕M0ekSekM0 ⊕ ek(0N)⊕N0ek

Para dotar a N de una estructura de TS(M̃)-módulo izquierdo N procederemos por casos, dando la acción de cada sumando
de (M̃)0 en N .

• Supongamos primero que i, j 6= k. Entonces:

ei(M̃)0ej = eiM0ej ⊕ eiM0ekSekM0ej

Supongamos que c ∈ eiM0ej . Por hipótesis, i, j 6= k y por ende σ(c) y τ(c) son ambos distintos de k. Entonces Nτ(c) = Nτ(c)
y Nσ(c) = Nσ(c). Entonces ponemos cN = cN . Supongamos ahora que c es un elemento de la Z-base local de eiM0ekSekM0ej ,
entonces c = ρ(bra) para ciertos b ∈ T ∩ eiMek, r ∈ L(k) y a ∈ T ∩ ekMej . En este caso definimos ρ(bra)N := (bra)N .

Recordemos que {∗b : b ∈ T} es una Z-base local de 0N y {a∗ : a ∈ T} es una Z-base local de N0. Entonces {∗b : b ∈ Tk} es
un conjunto de generadores Z-libres de ek(∗M) y {a∗ : a ∈k T} es un conjunto de generadores Z-libres de M∗ek. Supongamos
que b = eσ(b)bek, entonces τ(∗b) = σ(b). Por lo tanto:

N in =
⊕
b∈Tk

Dk ⊗F Nτ(∗b)

=
⊕
b∈Tk

Dk ⊗F Nσ(b)

= Nout

y por ende N in = Nout. Un argumento similar muestra que Nout = Nin.

Se tienen inclusiones:

j : ker(γ)→ Nout

i : im(γ)→ Nin

j′ : ker(α)→ Nin

y proyecciones canónicas:

π1 : ker(γ)→ ker(γ)
im(β)

π2 : ker(α)→ ker(α)
im(γ)

Siguiendo a [10] introducimos los siguientes morfismos, que llamaremos escindantes :

(a) Elijamos un morfismo Dk-lineal p : Nout → ker(γ) tal que pj = idker(γ).

(b) Elijamos un morfismo Dk-lineal σ2 : ker(α)/im(γ)→ ker(α) tal que π2σ2 = idker(α)/im(γ).

• Supongamos ahora que i 6= k y j = k. Entonces ei(M̃)0ek = ei(N0)ek. Sea a ∈k T , entonces τ(a∗) = k y σ(a∗) = τ(a).
Definamos una F -transformación lineal
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N(a∗) : Nk → Nτ(a)

como sigue:

N(a∗)J1 = 0
N(a∗)J2 = c−1

k πekai

N(a∗)J3 = c−1
k πekaj

′σ2

N(a∗)J4 = 0

(9.22)

donde ck = [Dk : F ].

• Sea γ = iγ′ donde γ′ : Nout � im(γ). Supongamos ahora que i = k y que j 6= k. Entonces:

ei(M̃)0ej = ek(0N)ej

dado que j 6= k entonces N j = Nj = ejN . Para cada b ∈ Tk, definamos una F -transformación lineal:

N(∗b) : Nσ(b) → Nk

como sigue:

Π1N(∗b) = −π1pξbek

Π2N(∗b) = −γ′ξbek
Π3N(∗b) = 0
Π4N(∗b) = 0

(9.23)

La construcción anterior dota a N de una estructura de TS(M̃)-módulo izquierdo. Para ver que N es de hecho un módulo
sobre el álgebra FS(M̃) basta notar que el FS(M)-módulo izquierdo N es nilpotente [10, p. 98] y por lo tanto N es anulado
por 〈M̃〉n para n suficientemente grande.

Lema 9.3. Sea ρ : FS(M)k̂,k̂ → FS((µkM)k̂,k̂) el isomorfismo de álgebras dado en el Lema 8.6. Sea u ∈ FS(M)k̂,k̂, entonces
ρ(u)N = uN .

Demostración. Primero notemos que FS(M) = S⊕M⊕FS(M)≥2. Sea u ∈ FS(M)k̂,k̂, entonces u = s+m+x donde s ∈ ēkS,
m ∈Mk̂,k̂ y x ∈

(
FS(M)≥2)

k̂,k̂
. Por lo tanto:

ρ(u) = s+m+ ρ(x)

Por continuidad y linealidad de ρ, basta considerar el caso cuando x es de la forma s(x1)x1s(x2) . . . s(xl)xl, donde s(xi) ∈
L(σ(xi)) y xi ∈ T . Probaremos el resultado mediante inducción en l. Supongamos primero que x = s(x1)x1s(x2)x2 y podemos
suponer que x1s(x2)x2 ∈M0ekSekM0, entonces:

ρ(x) = s(x1)ρ(x1s(x2)x2)

Por lo tanto

ρ(x)n = s(x1)ρ(x1s(x2)x2)n

como [bqras]N = (bqras)N entonces ρ(bqras)n = bqrasn. Se obtiene

ρ(x)n = s(x1)ρ(x1s(x2)x2)n
= s(x1)x1s(x2)x2n

= xn

Supongamos que la afirmación se cumple cuando la longitud de x es menor que n. En consecuencia

x = s(x1)x1s(x2)x2 . . . s(xl−2)xl−2s(xl−1)xl−1s(xl)xl
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Usando el hecho de que ρ es un morfismo de álgebras junto con el caso base l = 2, se obtiene

ρ(x)n = ρ(s(x1)x1 . . . s(xl−2)xl−2)ρ(s(xl−1)xl−1s(xl)xl)n
= ρ(s(x1)x1 . . . (xl−2)xl−2)s(xl−1)ρ(xl−1s(xl)xl)n
= ρ(s(x1)x1 . . . s(xl−2)xl−2)s(xl−1)xl−1s(xl)xln
= ρ(s(x1)x1 . . . s(xl−2)xl−2)n′

donde n′ := s(xl−1)xl−1s(xl)xln. Como s(x1)x1 . . . s(xl−2)xl−2 tiene longitud menor que l, entonces

ρ(s(x1)x1 . . . s(xl−2)xl−2)n′ = s(x1)x1 . . . s(xl−2)xl−2n
′

Por lo tanto

ρ(x)n = s(x1)x1 . . . s(xl−2)xl−2n
′

= s(x1)x1 . . . s(xl−2)xl−2s(xl−1)xl−1s(xl)xln
= xn

de donde se infiere que ρ(x)n = xn.

Proposición 9.3. La pareja µ̃k(N ) = (N,V ) es una representación decorada de (FS(M̃), P̃ ).

Demostración. Hay que probar que R(P̃ ) anula a N . Basta mostrar que (Xc∗(P̃ ))N = 0 para cada elemento c de la Z-base
local de (M̃)0. Procederemos por casos.

• Supongamos que c ∈ T ∩ ēkM0ēk y sea n ∈ N . Entonces por el Lema 9.3(
Xc∗(P̃ )N

)
(n) = Xc∗(P̃ )n

= Xc∗(ρ(P ))n
= ρ(Xc∗(P ))n
= Xc∗(P )n

como N = (N,V ) es una representación decorada de (FS(M), P ), entonces Xc∗(P )n = 0.

• Supongamos ahora que c = ρ(bra) donde b ∈ Tk, r ∈ L(k) y a ∈k T . Recordemos que se tiene la siguiente igualdad

X[bra]∗(P̃ ) = X[bra]∗(ρ(P )) + cka
∗r−1(∗b)

donde ck = [Dk : F ]. Calculemos ahora la imagen del operador (cka∗r−1(∗b))N . Sea n ∈ Nσ(b), entonces usando 9.22, 9.23 y
el Lema 9.2 se obtiene:

ckN(a∗)r−1N(∗b)(n) = ckN(a∗)r−1 (−π1pξbek(n),−γ′ξbek(n), 0, 0)
= ckN(a∗)

(
−r−1π1pξbek(n),−r−1γ′ξbek(n), 0, 0

)
= ckc

−1
k πekai

(
−r−1γ′ξbek(n)

)
= −πeka

(
r−1γ′ξbek(n)

)
= −πra (γ′ξbek(n))
= −γra,bek(n)

= −
∑

w∈L(k)

r∗(e−1
k w)Y[bwa](P )n

= −
∑

w∈L(k)

r∗(w)Y[bwa](P )n

= −Y[bra](P )n
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y usando el Lema 9.3: (
X[bra]∗(ρ(P )

)
N

(n) = X[bra]∗(ρ(P ))n = ρ(Y[bra](P ))n
= Y[bra](P )n

De lo anterior se infiere que (X[bra](P̃ ))N =
(
X[bra]∗(ρ(P ))

)
N

+ (cka∗r−1(∗b))N = 0, como se quería mostrar. Resta probar
que R(P̃ ) · N = {0} para el resto de los elementos de la Z-base local de (M̃)0. Probemos que (Xa∗(P̃ ))N = 0 para cada
a ∈k T . Recordemos que Xa∗(P̃ ) = ck

∑
b∈Tk

∑
r∈L(k)

r−1(∗b)ρ(bra). Entonces

(Xa∗(P̃ ))N =
(
ck

∑
b∈Tk,r∈L(k)

r−1(∗b)ρ(bra)
)
N

= ck
∑

b∈Tk,r∈L(k)

(r−1(∗b)ρ(bra))N

Sea n ∈ Nτ(a). Usando 9.19 y 9.23, se obtiene:

Xa∗(P̃ )(n) = ck
∑

b∈Tk,r∈L(k)

r−1 (−π1pξbek(bran),−γ′ξbek(bran), 0, 0)

= −ck

 ∑
b∈Tk,r∈L(k)

r−1π1pξbek(bran),
∑

b∈Tk,r∈L(k)

r−1γ′ξbek(bran), 0, 0


= −ck

 ∑
b∈Tk,r∈L(k)

π1pr
−1ξbek(bran),

∑
b∈Tk,r∈L(k)

γ′r−1ξbek(bran), 0, 0


= −ck

 ∑
b∈Tk,r∈L(k)

π1pξbrπbrβ(an),
∑

b∈Tk,r∈L(k)

γ′ξbrπbrβ(an), 0, 0


= −ck (π1β(an), γ′β(an), 0, 0)
= (0, 0, 0, 0)

por el Lema 9.1. Entonces (Xa∗(P̃ ))N = 0 para cada a ∈k T . Finalmente, probemos que (X∗b(P̃ ))N = 0 para cada b ∈ Tk.
Recordemos la siguiente fórmula: X∗(b)(P̃ ) = ck

∑
a∈kT,r∈L(k)

ρ(bra)a∗r−1. Sea n ∈ Nk, entonces

X∗b(P̃ ) = ck
∑

a∈kT,r∈L(k)

ρ(bra)N(a∗)(r−1n)

= ck
∑

a∈kT,r∈L(k)

ρ(bra)N(a∗)
( 4∑
l=1

JlΠl(r−1n)
)

= ck
∑

a∈kT,r∈L(k)

(
ρ(bra)c−1

k πekaiΠ2(r−1n) + ρ(bra)c−1
k πekaj

′σ2Π3(r−1n)
)

=
∑

a∈kT,r∈L(k)

ρ(bra)πekaiΠ2(r−1n) +
∑

a∈Tk,r∈L(k)

ρ(bra)πekaj′σ2Π3(r−1n)

= b
∑

a∈kT,r∈L(k)

raπeka
(
r−1Π2(n)

)
+ b

∑
a∈kT,r∈L(k)

raπeka
(
r−1σ2Π3(n)

)
= b

∑
a∈kT,r∈L(k)

raπra(Π2n) + b
∑

a∈kT,r∈L(k)

raπra (σ2Π3(n))

= b
∑

a∈kT,r∈L(k)

αξraπra(Π2n) + b
∑

a∈kT,r∈L(k)

αξraπra (σ2Π3(n))

= bα(Π2n) + bα (σ2Π3(n))
= 0
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por el Lema 9.1. Esto prueba que R(P̃ )N = 0.

Definición 9.2. Llamaremos a la pareja µ̃k(N ) = (N,V ) la representación decorada premutada.
Se tiene el siguiente resultado, análogo al de [10, Proposition 10.9] y [18, Proposition 12.9].

Proposición 9.4. La clase de isomorfía de la representación decorada µ̃k(N ) = (N,V ) no depende de la elección de los
morfismos escindantes.
Demostración. Sea p : Nout → ker(γ) tal que pj = idker(γ) donde j : ker(γ) → Nout es el morfismo inclusión. Supongamos
que existe otro morfismo p′ : Nout → ker(γ) tal que p′j = idker(γ). Entonces la restricción del morfismo p′ − p al subespacio
ker(γ) es el morfismo cero. Como γ : Nout → Nin entonces Nout/ker(γ) ∼= im(γ). Consideremos los siguientes morfismos:

ker(γ) j−→ Nout
γ−→ Nout/ker(γ) ∼= im(γ)

Por la propiedad universal del conúcleo de j, existe un único morfismo lineal ξ : im(γ) → ker(γ) que hace conmutar el
siguiente diagrama:

ker(γ) j
// Nout

γ′
//

p′−p
��

im(γ)

ξ
zz

ker(γ)

se sigue que p′ = p+ ξγ′ para cierto morfismo lineal ξ : im(γ)→ ker(γ).
Sea σ2 : ker(α)/im(γ) → ker(α) tal que π2σ2 = idker(α)/im(γ). Supongamos que existe otro morfismo σ′2 : ker(α)/im(γ) →
ker(α) tal que π2σ

′
2 = idker(α)/im(γ). Por la propiedad universal del núcleo de π2, existe un único morfismo lineal η :

ker(α)/im(γ)→ im(γ) que hace conmutar el siguiente diagrama:

ker(α)/im(γ)

η

��

σ′2−σ2

))

im(γ) // ker(α) π2 // ker(α)/im(γ)

Por lo tanto, σ′2 = σ2 + η para cierto morfismo lineal η : ker(α)/im(γ)→ im(γ).
Sea N ′(a∗) el morfismo definido en 9.22 con σ2 reemplazado por σ′2. Similarmente, sea N ′(∗b) el morfismo definido en 9.23
con p reemplazado por p′. Construyamos un automorfismo lineal ψ : Nk → N ′k tal que N(a∗) = N ′(a∗)ψ y ψN(∗b) = N ′(∗b).
Como Nk = ker(γ)

im(β) ⊕ im(γ)⊕ ker(α)
im(γ) ⊕ Vk, entonces ψ tiene una representación matricial. Definamos ψ como:

ψ =


I π1ξ 0 0
0 I −η 0
0 0 I 0
0 0 0 I


donde I es la transformación identidad. Notemos que ψ es invertible. Se tiene:

N ′(a∗)ψ =
(
0 c−1

k πekai c−1
k πekaj

′σ′2 0
)

I π1ξ 0 0
0 I −η 0
0 0 I 0
0 0 0 I


=
(
0 c−1

k πekai −c
−1
k πekaiη + c−1

k πekaj
′σ′2 0

)
=
(
0 c−1

k πekai c−1
k πeka(−iη + j′σ′2) 0

)
=
(
0 c−1

k πekai c−1
k πeka(−iη + j′σ2 + j′η) 0

)
=
(
0 c−1

k πekai c−1
k πekaj

′σ2 0
)

= N(a∗)
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Por otro lado

ψN(∗b) =


−π1(p+ ξγ′)ξbek

−γ′ξbek
0
0



=


−π1p

′ξbek
−γ′ξbek

0
0


= N ′(∗b)

Sea ϕ : N → N
′ el morfismo definido como ϕj = id si j 6= k y ϕk = ψ. Supongamos primero que a ∈k T , d1 ∈ Dτ(a), d2 ∈ Dk

y w ∈ Nk. Entonces:

ϕ(d1a
∗d2w) = d1a

∗d2w

= d1N(a∗)(d2w)
= d1N ′(a∗)ψ(d2w)
= d1a

∗d2ϕ(w)

Supongamos ahora que b ∈ Tk, d1 ∈ Dk, d2 ∈ Dσ(b) y n ∈ Nσ(b), entonces:

ϕ(d1(∗b)d2n) = ψ(d1(∗b)d2n)
= ψ(d1N(∗b)(d2n))
= d1ψ(N(∗b)(d2n))
= d1N ′(∗b)(d2n)
= d1(∗b)d2ϕ(n)

Por lo tanto, para cada u ∈ FS(µkM) se tiene un diagrama conmutativo:

N
u
N //

ϕ

��

N

ϕ

��

N ′
u
N′ // N ′

Esto prueba que las representaciones µ̃k(N ) = (N,V ) y (N ′, V ) son derecho-equivalentes.

Sea N = (N,V ) una representación decorada de (FS(M), P ). Supongamos que existe un isomorfismo de álgebras ϕ :
FS(M) → FS(M ′) tal que ϕ(P ) es cíclicamente equivalente a P ′ donde P ′ es un potencial en FS(M ′). Por el Teorema 5.1,
R(P ′) = R(ϕ(P )) = ϕ(R(P )). Usando la representación N = (N,V ) construimos una representación decorada N̂ = (N̂ , V )
de (FS(M ′), ϕ(P )) como sigue: ponemos N̂ = N como F -espacios vectoriales y dado u ∈ FS(M ′) y n ∈ N definimos
u ∗ n := ϕ−1(u)n. Claramente R(P ′)N̂ = 0. Cuando sea necesario enfatizar la dependencia del morfismo ϕ, denotaremos N̂
por N̂ =ϕ−1

N .

Proposición 9.5. Sea ϕ : FS(M)→ FS(M) un automorfismo unitriangular y sea N = (N,V ) una representación decorada
de (FS(M), P ) donde P es un potencial en FS(M) tal que ekPek = 0. Entonces:

(a) Existe un automorfismo unitriangular ϕ̂ : FS(µkM)→ FS(µkM) tal que ϕ̂(µkP ) es cíclicamente equivalente a µk(ϕ(P )).

(b) Existe un isomorfismo de representaciones decoradas ψ : µ̃k(N )→ µ̃k(N̂ ).
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Demostración. Notemos que (a) es consecuencia inmediata del Teorema 8.1. Probemos (b). Sean α̂, β̂ y γ̂ los morfismos
asociados a la representación N̂ . Recordemos que kT̂ = {sa : a ∈k T, s ∈ L(k)} es una S-base local para (ekM)S . Se tiene
que ϕ(sa) =

∑
r∈L(k),a1∈kT

ra1Cra1,sa para ciertos elementos Cra1,sa ∈ eτ(a1)FS(M)eτ(a).

Definamos C : Nin → Nin como la F -transformación lineal tal que para toda r, s ∈ L(k), a, a1 ∈k T , el morfismo :

πra1Cξsa : Nτ(a) → Nτ(a1)

está dado por

πra1Cξsa(n) = ϕ−1(Cra1,sa)n

para cada n ∈ Nτ(a). Veamos que α̂C = α. Basta probar que para toda a ∈k T, r ∈ L(k) se tiene α̂Cξra = αξra.
En lo que sigue, dado h ∈ FS(M) y n ∈ N entonces h ∗ n = ϕ−1(h)n denota el producto en N̂ .

Se tiene:

α̂Cξra(n) =
∑

s∈L(k),a1∈kT

α̂ξsa1πsa1Cξra(n)

=
∑

s∈L(k),a1∈kT

α̂ξsa1

(
ϕ−1(Csa1,ra)n

)
=

∑
s∈L(k),a1∈kT

sa1 ∗ ϕ−1(Csa1,ra)n

= ϕ−1

 ∑
s∈L(k),a1∈kT

sa1Csa1,ra

n

= ϕ−1(ϕ(ra))n
= ran

= αξra(n)

y por lo tanto α̂C = α. De esto se infieren las siguientes igualdades

ker(α) = C−1(ker(α̂))
im(α) = im(α̂)

(9.24)

Similarmente, para cada b ∈ Tk y s ∈ L(k):

ϕ(bs) =
∑

r∈L(k),b1∈Tk

Dbs,b1rb1r

para ciertos Dbs,b1r ∈ eσ(b)FS(M)eσ(b1).

Entonces existe una F -transformación lineal D : Nout → Nout tal que para toda r, s ∈ L(k), b, b1 ∈ Tk se tiene:

πbsDξb1r(n) = ϕ−1(Dbs,b1r)n

para cada n ∈ Nσ(b1). Veamos que Dβ̂ = β. Basta probar que para toda b ∈ Tk, s ∈ L(k) se tiene πbsDβ̂ = πbsβ. Sea n ∈ Nk,
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entonces

πbsDβ̂(n) =
∑

r∈L(k),b1∈Tk

πbsDξb1rπb1rβ̂(n)

=
∑

r∈L(k),b1∈Tk

ϕ−1(Dbs,b1r)((b1r) ∗ n)

=
∑

r∈L(k),b1∈Tk

ϕ−1(Dbs,b1r)ϕ−1(b1r)n

= ϕ−1

 ∑
r∈L(k),b1∈Tk

Dbs,b1rb1r

n

= ϕ−1(ϕ(bs))n
= bsn

= πbsβ(n)

Por lo tanto, Dβ̂ = β, como se afirmaba. En consecuencia

im(β) = D(im(β̂))
ker(β) = ker(β̂)

(9.25)

Lema 9.4. Se tiene la igualdad γ̂ = CγD.

Demostración. Recordemos que se tiene un isomorfismo de álgebras:

ρ : FS(M)k̂,k̂ → FS((µkM)k̂,k̂)

podemos considerar a ρ como monomorfismo

ρ : ēkFS(M)ēk → ēkFS(µkM)ēk
Por la Proposición 8.6 se tienen isomorfismos de álgebras:

φ : FS(M̂)→ FS(M̂)
ϕ̂ : FS(µkM)→ FS(µkM)

donde M̂ := M ⊕ (ekM)∗ ⊕∗ (Mek) y

iM : FS(M)→ FS(M̂)

iµkM : FS(µkM)→ FS(M̂)

son las inclusiones. También se tienen diagramas conmutativos

FS(µkM) ϕ̂
//

iµkM
��

FS(µkM)

iµkM
��

FS(M̂) φ
// FS(M̂)

FS(M) ϕ
//

iM
��

FS(M)

iM
��

FS(M̂) φ
// FS(M̂)
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Veamos que el diagrama anterior induce un diagrama conmutativo

FS(M)k̂,k̂
ρ
//

ϕ

��

FS((µkM)k̂,k̂)

ϕ̂

��

FS(M)k̂,k̂
ρ
// FS((µkM)k̂,k̂)

En efecto, por un lado iµkMρϕ = iMϕ y por otro lado

iµkM ϕ̂ρ = φiµkMρ = φiM = iMϕ

como iµkM es inyectiva entonces ρϕ = ϕ̂ρ.

Sea ∆̂ : TS(µkM)→ TS(µkM)⊗Z TS(µkM) la derivación asociada a TS(µkM). Definamos los siguientes morfismos:

ρk : ēkTS(M)→ TS(µkM)
kρ : TS(M)ēk → TS(µkM)

como ρk(z) = ρ(zēk) y kρ(z) = ρ(ēkz).

Lema 9.5. Para z ∈ TS(M)k̂,k̂ se tiene ∆̂ρ(z) = (ρk ⊗ (kρ))∆(z).

Demostración. El TS(µkM)-bimódulo TS(µkM)⊗Z TS(µkM) es un TS(M)k̂,k̂-bimódulo a través del morfismo ρ. Se tiene que
∆̂ es una TS(M)k̂,k̂-derivación, ρk ⊗ (kρ) es un morfismo de TS(M)k̂,k̂-bimódulos y ∆ es una derivación de TS(M). Por lo
tanto, ∆̂ρ y (ρk ⊗ (kρ))∆ son derivaciones de TS(µkM). Como TS(M)k̂,k̂ está generada, como F -álgebra, por ēkS, ēkM0ēk y
M0DkM0, entonces basta probar la igualdad para z ∈ ēkS ∪ ēkM0ēk ∪M0DkM0.
Si z ∈ ēkS, entonces:

∆̂ρ(z) = 1⊗ ρ(z)− ρ(z)⊗ 1 = ēk ⊗ ρ(z)− ρ(z)⊗ ēk = (ρk ⊗ (kρ))∆(z)

Si z ∈ ēkM0ēk se tiene:

∆̂ρ(z) = 1⊗ ρ(z) = ēk ⊗ ρ(z) = (ρk ⊗ (kρ))∆(z)

Para z = m1rm2 con m1 ∈ ēkM0ek, r ∈ Dk y m2 ∈ ekM0ēk, se tiene:

∆̂ρ(m1rm2) = 1⊗ ρ(m1rm2) = ēk ⊗ ρ(m1rm2)

y

(ρk ⊗k ρ)∆(m1rm2) = (ρk ⊗ (kρ))(∆(m1)rm2 +m1∆(rm2))
= (ρk ⊗k ρ)(1⊗m1rm2 +m1 ⊗ rm2)
= ēk ⊗ ρ(m1rm2) +m1ēk ⊗ (kρ(rm2))
= ēk ⊗ ρ(m1rm2)

lo que completa la prueba del lema.

Lema 9.6. Para α ∈ TS(M)k̂,k̂ y z ∈ FS(M)k̂,k̂ se tiene:

((ρk ⊗ (kρ))∆(α))♦ρ(z) = ρk(∆(α)♦z)
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Demostración. Se puede verificar que si la igualdad se cumple para toda α y para cada z, y para toda β y para cada z,
entonces se cumple para toda αβ y para cada z. Por lo tanto, basta probar la igualdad para α ∈ ēkS ∪ ēkM0ēk ∪M0DkM0.
(i) Supongamos primero que α ∈ ēkS. Se tiene

(ρk ⊗ (kρ))∆(α)♦ρ(z) = (ρk ⊗ (kρ))(1⊗ α− α⊗ 1)♦ρ(z)
= (ēk ⊗ ρ(α)− ρ(α)⊗ ēk)♦ρ(z)
= cyc(ρ(α)ρ(z)− ρ(z)ρ(α))
= ρ(cyc(αz − zα))
= ρk(∆(α)♦z)

(ii) Si α ∈ ēkM0ēk, entonces

(ρk ⊗ (kρ))∆(α)♦ρ(z) = (ρk ⊗ (kρ))(1⊗ α)♦ρ(z)
= (ēk ⊗ p(α))♦ρ(z)
= cyc(ρ(α)ρ(z))
= ρ(cyc(αz))
= ρk(∆(α)♦z)

(iii) Finalmente, si α = m1rm2 donde m1 ∈ ēkM0ek, r ∈ Dk y m2 ∈ ekM0ēk, entonces:

(ρk ⊗ (kρ))∆(m1rm2)♦ρ(z) = (ρk ⊗ (kρ))(1⊗m1rm2 +m1 ⊗ rm2)♦ρ(z)
= (ēk ⊗ ρ(m1rm2))♦ρ(z)
= cyc(ρ(m1rm2z))
= ρk(∆(m1rm2)♦z)

Uniendo los resultados del Lema 9.5 y Lema 9.6 se infiere el siguiente

Lema 9.7. Sea α ∈ TS(M)k̂,k̂ y z ∈ FS(M)k̂,k̂, entonces:

∆̂ρ(α)♦ρ(z) = ρk(∆(α)♦z)

Sean r, s ∈ L(k), a ∈k T y b ∈ Tk. Sea n ∈ N̂σ(b), entonces:

γ̂sa,br(n) =
∑

w∈L(k)

s∗(r−1w)ϕ−1 (Y[bwa](ϕ(P ))
)
n.

Se tiene

ϕ−1 (Y[bwa](ϕ(P ))
)
n = ϕ−1ρ−1 (X[bwa]∗(ρϕ(P ))

)
n

=
(
ρ−1ϕ̂−1X[bwa]∗(ϕ̂(ρ(P )))

)
n

Además X[bwa]∗(ϕ̂(ρ(P )) = lim
u→∞

Zu, donde:

Zu =
∑

s∈L(σ(b))

∑
c∈T̃k̂,k̂

(sρ(bwa))∗
(

∆̂(ϕ̂(c)≤u+1)♦ϕ̂(Xc∗(ρ(P ))
)
s

Sea v un entero positivo arbitrario y sean α, β ∈ FS(M). Escribiremos α ≡ β (v) si α− β ∈ FS(M)>v. Claramente para
toda α ∈ FS(M) y cualquier entero positivo v, se tiene α ≡ α≤v (v).

Notemos que si h ∈ TS(M)>v y z ∈ FS(M), entonces ∆(h)♦z ∈ FS(M)>v. Por lo tanto, si α, β ∈ TS(M) y α ≡ β (v),
entonces ∆(α)♦z ≡ ∆(β)♦z (v) para toda z ∈ FS(M).

Sea h ∈ FS(M)k̂,k̂. Probemos que:
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ρ(h≤2v+3) ≡ ρ(h)≤v+1 (v + 2)

En efecto, como h− h≤2v+3 ∈ FS(M)≥2v+4 entonces ρ(h)− ρ(h≤2v+3) ∈ FS(µkM)≥v+2, de donde ρ(h) ≡ ρ(h≤2v+3) (v + 2).
En consecuencia, ρ(h) ≡ ρ(h)≤v+1 (v + 2).

Sea v � 0 tal que FS(M)≥vN = 0. Para cada i ≥ 1 se tiene Zv+i − Zv ∈ FS(µkM)≥v+1 y por ello

ϕ−1ρ−1(Zv+i) ≡ ϕ−1ρ−1(Zv) (v + 1)

luego

lim
u→∞

ϕ−1ρ−1(Zu)n = ϕ−1ρ−1(Zv)n

Definamos

W (c) = ϕ−1ρ−1

 ∑
s∈L(σ(b))

(sρ(bwa))∗
(

∆̂(ϕ̂(c)≤v+1)♦ϕ̂(Xc∗(ρ(P )))
)
s

n.

Establezcamos el siguiente lema.

Lema 9.8. Si c ∈ ēkM0ēk ∩ T , entonces W (c) = 0.

Demostración. Notemos que Xc∗(ρ(P )) = ρ(Xc∗(P )), luego:

ϕ̂(c)≤v+1 = ϕ̂(ρ(c))≤v+1 = ρ(ϕ(c))≤v+1 ≡ ρ(ϕ(c)≤2v+3) (v + 2)

En consecuencia:

W (c) = ϕ−1ρ−1

 ∑
s∈L(σ(b))

(sρ(bwa))∗
(

∆̂(ρ(ϕ(c)≤2v+3))♦ϕ̂ρ(Xc∗(P ))
)
s

n

= ϕ−1ρ−1

 ∑
s∈L(σ(b))

(sρ(bwa))∗
(

∆̂(ρ(ϕ(c)≤2v+3))♦ρϕ(Xc∗(P ))
)
s

n

Usando el Lema 9.7 se infiere que

W (c) = ϕ−1ρ−1

 ∑
s∈L(σ(b))

(sρ(bwa))∗
(
ρk
(
∆(ϕ(c)≤2v+3)♦ϕ(Xc∗(P ))

))
s

n

Sea z = ϕ(Xc∗(P )). Entonces W (c) es una suma de elementos de la forma:

ϕ−1ρ−1

 ∑
s∈L(σ(b))

(sρ(bwa))∗
(
ρk (∆(m1 . . .mlr)♦z)

)
s

n

donde m1, . . . ,ml ∈ SM0 y r ∈ ēkS.

Entonces ∑
s∈L(σ(b))

(sρ(bwa))∗
(
ρk (∆(m1 . . .mlr)♦z)

)
s

es igual a ∑
s∈L(σ(b))

(sρ(bwa))∗
(
ρk (∆(m1 . . .ml)r♦z)

)
s+ g
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donde

g =
∑

s∈L(σ(b))

(sρ(bwa))∗
(
ρk (m1 . . .ml∆(r)♦z)

)
s

=
∑

s∈L(σ(b))

(sρ(bwa))∗ (rρ(cyc(ēkzm1 . . .ml))− ρ(cyc(ēkzm1 . . .ml))r) s

Usando el Lema 5.1 se deduce que g = 0. Por lo tanto:

W (c) = ϕ−1ρ−1

 ∑
s∈L(σ(b))

(sρ(bwa))∗
(
ρk (∆(m1 . . .ml)♦rz)

)
s

n

entonces W (c) es una suma de elementos de la forma:

ϕ−1ρ−1 ((sρ(bwa))∗(ρ(ēkmi . . .mlrzm1 . . .mi−1))s)n

Si i = l entonces z =
∑
i

zizi′ donde zi ∈ ēkM ; en cuyo caso

(sρ(bwa))∗(ρ(ēkmlrēkzm1 . . .ml−1)) = (sρ(bwa))∗(ρ(ēkmlr)ρ(ēkzm1 . . .ml−1ēk)) = 0

luego W (c) es una suma de elementos de la forma

ϕ−1ρ−1 ((sρ(bwa))∗(ρ(ēkmimi+1)ρ(αzβ))s)n

donde mimi+1 ∈ MekM . Se sigue que W (c) es una suma de elementos de la forma ϕ−1(α)ϕ−1(z)ϕ−1(β)n. Como ϕ−1(z) =
Xc∗(P ), entonces W (c) ∈ R(P )N = 0, lo que termina la prueba del lema.

De lo anterior se obtiene la siguiente fórmula:

(∗) : ϕ−1(Y[bwa](ϕ(P )))n = ϕ−1ρ−1(Z ′v)n

donde

Z ′v =
∑

s∈L(σ(b))

∑
b1∈Tk,r∈L(k),a1∈kT

(sρ(bwa))∗
(

∆̂(ϕ̂(ρ(b1ra1)))≤v+1♦ϕ̂(Xρ(b1ra1)(ρ(P )))
)
s

=
∑

s∈L(σ(b))

∑
b1ra1

(sρ(bwa))∗
(

∆̂(ϕ̂(ρ(b1ra1)))≤v+1♦ϕ̂ρ
(
Y[b1ra1](P )

))
s

=
∑

s∈L(σ(b))

∑
b1ra1

(sρ(bwa))∗
(

∆̂(ρϕ(b1ra1))≤v+1♦ρϕ
(
Y[b1ra1](P )

))
s

así que en (∗) podemos reemplazar Z ′v por el término:∑
b1ra1

∑
s∈L(σ(b))

(sρ(bwa))∗
(

∆̂(ρ(ϕ(b1ra1)≤2v+3))♦ρϕ(Y[b1ra1](P ))
)
s

Usando el Lema 9.7 se obtiene:∑
b1ra1

∑
s∈L(σ(b))

(sρ(bwa))∗
(
ρk
(
∆(ϕ(b1ra1)≤2v+3)♦ϕ(Y[b1ra1](P ))

))
s

y el último término puede ser reemplazado por:∑
b1ra1

∑
s∈L(σ(b))

(sρ(bwa))∗
(
ρk
(
∆(ϕ(b1r)≤2v+3ϕ(a1)≤2v+3)♦ϕ(Y[b1ra1](P ))

))
s
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el cual a su vez puede ser reemplazado por S = S1 + S2, donde:

S1 =
∑

s∈L(σ(b))

∑
b1ra1

(sρ(bwa))∗
(
ρk
(
∆(ϕ(b1)≤2v+3)♦ϕ(ra1Y[b1ra1](P ))

))
s

S2 =
∑

s∈L(σ(b))

∑
b1ra1

(sρ(bwa))∗
(
ρk
(
∆(ϕ(a1)≤2v+3)♦ϕ(Y[b1ra1](P )b1r)

))
s

Usando 9.7 se obtiene la igualdad:

S2 =
∑

s∈L(σ(b))

∑
a1

(sρ(bwa))∗
(
ρk
(
∆(ϕ(a1)≤2v+3)♦ϕ(Xa∗1

(P ))
))
s

de donde:

ϕ−1(Y[bwa](ϕ(P )))n = ϕ−1ρ−1(S1)n+ ϕ−1ρ−1(S2)n

(i) Veamos que ϕ−1ρ−1(S2) ⊆ R(P ).

Sea z = ϕ(Xa∗1
(P )), entonces ϕ(a1)≤2v+3 es una suma de elementos de la forma m1 . . .mlt donde mj ∈ SM0, t ∈ ēkS. Por

lo tanto, S2 es una suma de elementos de la forma:

(sρ(bwa))∗(ρ(ēkmi . . .mltzm1 . . .mi−1)ēk)s

Si i = l, entonces (sρ(bwa))∗(ρ(ēkmi . . .ml . . .mi−1)ēk)s es igual a

(sρ(bwa))∗(ρ(ēkmlēk)ρ(ēktzm1 . . .ml−1)ēk)s = 0

Si i < l, entonces

(sρ(bwa))∗(ρ(ēkmi . . .mltzm1 . . .mi−1)ēk)s = (sρ(bwa))∗(ρ(ēkmi . . .ml)ρ(tzm1 . . .mi−1ēk))s

Se sigue que S2 es una suma de elementos de la forma ρ(αzβ), así que ϕ−1ρ−1(S2) es una suma de elementos de la forma
ϕ−1(α)ϕ−1(z)ϕ−1(β). Como ϕ−1(z) = Xa∗1

(P ), entonces ϕ−1ρ−1(S2) ⊆ R(P ). Esto termina la prueba de (i).

De lo anterior se infiere la igualdad ϕ−1(Y[bwa](ϕ(P )))n = ϕ−1ρ−1(S1)n.

(ii) Probemos que ϕ−1ρ−1(S1) = ν1 + ν2, donde ν1 ∈ R(P ) y ν2 es una suma de elementos de la forma:

∑
s∈L(σ(b))

∑
ra1

(sρ(bwa))∗ρ(ēkmi . . .mlzra1
m1 . . .mi−1ēk)s

donde zra1
= ϕ(ra1Y[b1ra1](P )).

Notemos que ϕ(b1)≤2v+3 es una suma de elementos de la forma m1m2 . . .ml donde m1, . . . ,ml−1 ∈ SM0 y ml ∈ ēkMek.
El elemento ϕ(b1) es una suma de elementos de la forma m1 . . .ml donde m1, . . . ,ml−1 ∈ SM0 y ml ∈ ēkMek. Entonces
ϕ−1ρ−1(S1) pertenece al F -espacio vectorial generado por ϕ−1ρ−1(Ti) donde Ti es el F -espacio vectorial generado por ele-
mentos de la forma:

ui =
∑

s∈L(σ(b))

∑
ra1

(sρ(bwa))∗ρ(ēkmi . . .mlzra1
m1 . . .mi−1ēk)s

Veamos que si i < l, entonces ϕ−1ρ−1(Ti) ⊆ R(P ). Se tiene:

ui =
∑

s∈L(σ(b))

(sρ(bwa))∗ (ρ(ēkmi . . .ml−1)) ρ(mlwb1m1 . . .mi−1ēk)s

donde wb1 = ϕ(Xb∗1
(P )).

Se sigue que ui es una suma de elementos de la forma ρ(αwb1β) y por ende ϕ−1ρ−1(ui) es una suma de elementos de la
forma ϕ−1(α)Xb∗1

(P )ϕ−1(β). Esto completa la prueba de (ii).
Se tiene
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ϕ(b1) =
∑
b′r′

Db1,b′r′b
′r′

entonces

ϕ(b1)≤2v+3 =
∑
b′r′

(Db1,b′r′)≤2v+2b′r′

Además

ϕ(ra1) =
∑
r′′a′

r′′a′Cr′′a′,ra1

zra1
=
∑
r′′a′

r′′a′Cr′′a′,ra1ϕ(Y[b1ra1](P ))

Por otra parte, (Db1,b′r′)≤2v+2 es una suma de elementos de la forma m1m2 . . .ml−1s
′′ donde cada mi ∈ SM0 y s′′ ∈ L(σ(b′)).

Entonces, ϕ(b1)≤2v+3 es una suma de elementos de la forma m1m2 . . .ml−1s
′′b′r′.

En lo que sigue, pondremos z(b1ra1) = ϕ(Y[b1ra1]).

De lo anterior se infiere que ϕ−1(Y[bwa](ϕ(P )))n es una suma de elementos de la forma:

(∗) :
∑

b′,s′,s′′,r′,r′′

ϕ−1ρ−1 ((s′ρ(bwa))∗(ρ(ēkH)))

donde:

H = s′′b′r′r′′a′Cr′′a′,ra1z(b1ra1)m1 . . .ml−1s
′n

=
∑

w1∈L(k)

s′′b′w∗1(r′r′′)w1a
′Cr′′a′,ra1z(b1ra1)m1 . . .ml−1s

′n

Los términos no-nulos de (∗) son aquellos con s′ = s′′, b = b′, a′ = a, w1 = w. En consecuencia:

ϕ−1(Y[bwa](ϕ(P )))n =
∑

h,r′,r′′,a1,b1

w∗(r′r′′)ϕ−1(Cr′′a,ha1)Y[b1ha1](P )ϕ−1(Db1,br′)n

Luego:

γ̂sa,br(n) =
∑

w∈L(k)

s∗(r−1w)ϕ−1(Y[bwa](ϕ(P )))n

=
∑

w,h,r′,r′′,a1,b1

s∗(r−1w)w∗(r′r′′)ϕ−1(Cr′′a,ha1)Y[b1ha1](P )ϕ−1(Db1,br′)n

=
∑

w,h,r′,r′′,a1,b1

s∗(r−1ww∗(r′r′′))ϕ−1(Cr′′a,ha1)Y[b1ha1](P )ϕ−1(Db1,br′)n

=
∑

h,r′,r′′,a1,b1

s∗

r−1
∑

w∈L(k)

w∗(r′r′′)w

ϕ−1(Cr′′a,ha1)Y[b1ha1](P )ϕ−1(Db1,br′)n

=
∑

h,r′,r′′,a1,b1

s∗(r−1r′r′′)ϕ−1(Cr′′a,ha1)Y[b1ha1](P )ϕ−1(Db1,br′)n

Por (iii) de la Proposición 8.1 y (iii) de la Proposición 8.2 se cumplen las siguientes igualdades:

ϕ−1(Cr′′a,ha1) =
∑

u∈L(σ(a))

(r′′)∗(hu)ϕ−1(Cua,a1)

ϕ−1(Db1,br′) =
∑

v∈L(τ(b1))

(r′)∗(v)ϕ−1(Db1,bv)
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de donde

γ̂sa,br(n) =
∑

h,r′,r′′,a1,b1,u,v

s∗(r−1r′r′′)(r′′)∗(hu)ϕ−1(Cua,a1)Y[b1ha1](P )(r′)∗(v)ϕ−1(Db1,bv)n

=
∑

h,r′,a1,b1,u,v

s∗(r−1r′hu)(r′)∗(v)ϕ−1(Cua,a1)Y[b1ha1](P )ϕ−1(Db1,bv)n

=
∑

h,a1,b1,u,v

s∗(r−1vhu)ϕ−1(Cua,a1)Y[b1ha1](P )ϕ−1(Db1,bv)n

Por otro lado, usando nuevamente (iii) de la Proposición 8.1 y (iii) de la Proposición 8.2 se ve que la entrada (sa, br) de
(CγD)(n) está dada por ∑

s′,t′,h,a1,b1,u,v

(s′)∗((t′)−1h)s∗(s′u)r∗(vt′)ϕ−1(Cua,a1)Y[b1ha1](P )ϕ−1(Db1,bv)n

Usando 9.4 se tiene ∑
s′,t′,h,u,v

(s′)∗((t′)−1h)s∗(s′u)r∗(vt′) =
∑

s′,t′,h,u,v

s∗
(
(s′)∗((t′)−1h)s′u

)
r∗(vt′)

=
∑

t′,h,u,v

s∗
(
(t′)−1hu

)
r∗(vt′)

=
∑
h,u,v

s∗

(∑
t′

r∗(vt′)(t′)−1hu

)
=
∑
h,u,v

s∗(r−1vhu)

lo que implica que γ̂ = CγD, completando la prueba del Lema 9.4.

De la identidad γ̂ = CγD se deducen las siguientes igualdades:

ker(γ) = D(ker(γ̂))
im(γ) = C−1(im(γ̂))

(9.26)

Terminemos la prueba de la Proposición 9.5. Establezcamos una equivalencia-derecha (ϕ̂, ψ, η) entre las representa-
ciones µ̃k(N ) y µ̃k

(
N̂
)
. Primero, definimos ϕ̂ : FS(µkM) → FS(µkM) como la equivalencia-derecha entre las álgebras

(FS(µkM), µkP ) y (FS(µkM), µkϕ(P )) dada por el Teorema 8.1. Sea µ̃k(N̂ ) = (N̂ , V̂ ). Si i 6= k, entonces N̂i = Ni y:

N̂k = ker(γ̂)
im(β̂) ⊕ im(γ̂)⊕ ker(α̂)

im(γ̂) ⊕ Vk

Para cada i ∈ {1, 2, 3, 4}, sean J i y Πi las correspondientes inclusiones y proyecciones asociadas a N̂k análogas a las dadas en
9.20 y 9.21. Se tienen también inclusiones:

j : ker(γ̂)→ Nout

i : im(γ̂)→ Nin

y proyecciones:

π1 : ker(γ̂)→ ker(γ̂)
im(β̂)

π2 : ker(α̂)→ ker(α̂)
im(γ̂)

Como γ̂ = CγD entonces γ̂D−1 = Cγ. Por lo tanto, D−1 induce un isomorfismo



CAPÍTULO 9. REPRESENTACIONES DECORADAS 101

D−1
1 : ker(γ)→ ker(γ̂)

tal que jD−1
1 = D−1j. Además, D−1 envía im(β) en im(β̂). En consecuencia, D−1 también induce un isomorfismo

D−1 : ker(γ)
im(β) →

ker(γ̂)
im(β̂)

tal que D−1π1 = π1D
−1
1 . Por otro lado, el isomorfismo C induce un isomorfismo

C1 : im(γ)→ im(γ̂)

tal que iC1 = Ci. La igualdad α̂C = α implica que C también induce un isomorfismo C2 : ker(α) → ker(α̂). Se sigue que
existe un isomorfismo

C : ker(α)
im(γ) →

ker(α̂)
im(γ̂)

tal que Cπ2 = π2C2.

Para construir la representación µ̃k(N̂) elegimos los siguientes morfismos escindantes:

p = D−1
1 pD : Nout → ker(γ̂)

σ2 = C2σ2C
−1 : ker(α̂)

im(γ̂) → ker(α̂)

Se tiene pj = idker(γ̂) y π2σ2 = idker(α̂)/ im(γ̂). Definamos

ψ : N → N̂

como sigue: si i 6= k entonces ψi : N i = Ni → N̂ i = Ni es el morfismo identidad; en otro caso:

ψk : Nk → N̂k

es el morfismo tal que para cada i 6= j, ΠiψkJj = 0 y

Π1ψkJ1 = D−1

Π2ψkJ2 = C1

Π3ψkJ3 = C

Π4ψkJ4 = idVk

Veamos que para cada z ∈ T̃ y n ∈ Nτ(z):

ψσ(z)(zn) = ϕ̂(z)ψτ(z)(n)

Supongamos primero que z = a∗ donde a ∈k T . En este caso τ(z) = σ(a) = k y σ(z) = τ(a) 6= k. Por la Proposición 8.6:

ϕ̂(a∗) =
∑

t∈L(k),a1∈kT

(C−1)a,ta1a
∗
1t
−1

de donde

N̂(ϕ̂(a∗)) =
∑

t∈L(k),a1∈kT

(C−1)a,ta1 ∗ N̂(a∗1)t−1
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donde ∗ denota la acción de FS(M) en N̂ . En este caso hay que probar la siguiente igualdad:

N(a∗) = N̂(ϕ̂(a∗))ψk (9.27)
Por un lado, N(a∗)J1 = 0. Por otro lado:

N̂(ϕ̂(a∗))ψkJ1 =
∑

a1∈kT,t∈L(k)

(C−1)a,ta1 ∗ N̂(a∗1)t−1ψkJ1

=
∑

a1∈kT,t∈L(k)

(C−1)a,ta1 ∗ N̂(a∗1)t−1J1Π1ψkJ1

=
∑

a1∈kT,t∈L(k)

(C−1)a,ta1 ∗ N̂(a∗1)J1t
−1Π1ψkJ1 = 0

y por ende N(a∗)J1 = N̂(ϕ̂(a∗))ψkJ1. Consideremos ahora N(a∗)J2. Por 9.22 se tiene N(a∗)J2 = c−1
k πekai. Por otra parte:

N̂(ϕ̂(a∗))ψkJ2 =
∑

a1∈kT,t∈L(k)

(C−1)a,ta1 ∗ N̂(a∗1)t−1J2Π2ψkJ2

=
∑

a1∈kT,t∈L(k)

(C−1)a,ta1 ∗ N̂(a∗1)J2t
−1Π2ψkJ2

=
∑

a1∈kT,t∈L(k)

(C−1)a,ta1 ∗ c−1
k πeka1it

−1Π2ψkJ2

=
∑

a1∈kT,t∈L(k)

(C−1)a,ta1 ∗ c−1
k πeka1it

−1C1

= c−1
k

∑
a1∈kT,t∈L(k)

(C−1)a,ta1 ∗ πeka1t
−1Ci

= c−1
k

∑
a1∈kT,t∈L(k)

(C−1)a,ta1 ∗ πta1Ci

= c−1
k

∑
a1,a2∈kT,r,t∈L(k)

ϕ−1((C−1)a,ta1)πta1Cξra2πra2i

= c−1
k

∑
a1,a2∈kT,r,t∈L(k)

ϕ−1((C−1)a,ta1)ϕ−1(Cta1,ra2)πra2i

= c−1
k

∑
a1,a2∈kT,r,t∈L(k)

ϕ−1 ((C−1)a,ta1Cta1,ra2

)
πra2i

= c−1
k πekai

Por lo tanto, N(a∗)J2 = N̂(ϕ̂(a∗))ψkJ2. Para J3 se tiene N(a∗)J3 = c−1
k πekaj

′σ2 y

N̂(ϕ̂(a∗))ψkJ3 =
∑

a1∈kT,t∈L(k)

(C−1)a,ta1 ∗ N̂(a∗1)J3t
−1Π3ψkJ3

= c−1
k

∑
a1∈kT,t∈L(k)

ϕ−1 ((C−1)a,ta1

)
πta1jσ2C

= c−1
k

∑
a1∈kT,t∈L(k)

ϕ−1 ((C−1)a,ta1

)
πta1Cj

′σ2

= c−1
k

∑
a1,a2∈kT,t,r∈L(k)

ϕ−1 ((C−1)a,ta1

)
πta1Cξra2πra2j

′σ2

= c−1
k

∑
a1,a2∈kT,t,r∈L(k)

ϕ−1 ((C−1)a,ta1

)
ϕ−1(Cta1,ra2)πra2j

′σ2

= c−1
k πekaj

′σ2
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Luego N(a∗)J3 = N̂(ϕ̂(a∗))ψkJ3.

Finalmente, N(a∗)J4 = 0 y

N̂(ϕ(a∗))ψkJ4 =
∑

a1∈kT,t∈L(k)

(C−1)a,ta1 ∗ N̂(a∗1)J4t
−1Π4ψkJ4 = 0.

lo que prueba 9.27.

Supongamos ahora que z =∗ b donde b ∈ Tk. En este caso τ(z) = σ(b) 6= k y σ(z) = τ(b) = k. Por la Proposición 8.6:

ϕ̂(∗b) =
∑

r∈L(k),b1∈Tk

r−1(∗b1)(D−1)b1r,b

Hay que probar la siguiente igualdad
ψkN(∗b) = N̂(ϕ̂(∗b)) (9.28)

Por un lado, Π1ψkN(∗b) = Π1ψkJ1Π1N(∗b) = −D−1π1pξbek . Por otro lado:

Π1N̂(ϕ̂(∗b)) =
∑

b1∈Tk,r∈L(k)

r−1Π1N̂(∗b1)ϕ−1((D−1)b1r,b)

= −
∑

r∈L(k),b1∈Tk

r−1π1pξb1ekϕ
−1((D−1)b1r,b)

= −
∑

r∈L(k),b1∈Tk

π1pξb1rπb1rD
−1ξbek

= −π1pD
−1ξbek

= −π1D
−1
1 pDD−1ξbek

= −π1D
−1
1 pξbek

= −D−1π1pξbek

lo que implica

Π1ψkN(∗b) = Π1N̂(ϕ̂(∗b))

Consideremos ahora el morfismo:

γ̂′ : Nout → im(γ̂)

donde γ̂ = iγ̂′. Ahora consideremos Π2. Se tiene:

Π2ψkN(∗b) = Π2ψkJ2Π2N(∗b) = −C1γ
′ξbek

y

Π2N̂(ϕ̂(∗b)) =
∑

r∈L(k),b1∈Tk

r−1Π2N̂(∗b1)ϕ−1((D−1)b1r,b)

= −
∑

r∈L(k),b1∈Tk

r−1γ̂′ξb1ekϕ
−1((D−1)b1r,b)

= −
∑

r∈L(k),b1∈Tk

γ̂′r−1ξb1ekϕ
−1((D−1)b1r,b)

= −
∑

r∈L(k),b1∈Tk

γ̂′ξb1rπb1rD
−1ξbek

= −γ̂′D−1ξbek
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Además:

iC1γ
′ξbek = Ciγ′ξbek = Cγξbek = γ̂D−1ξbek = iγ̂′D−1ξbek

Como i es inyectiva, entonces C1γ
′ξbek = γ̂′D−1ξbek . En consecuencia:

Π2ψkN(∗b) = Π2N̂(ϕ̂(∗b))

Finalmente:

Π3ψkN(∗b) = Π3ψkJ3Π3N(∗b) = 0

Π3N̂(ϕ̂(∗b)) =
∑

r∈L(k),b1∈Tk

r−1Π3N̂(∗b1)ϕ−1((D−1)b1r,b) = 0

Π4ψkN(∗b) = Π4ψkJ4Π4N(∗b) = 0

Π4N̂(ϕ̂(∗b)) =
∑

r∈L(k),b1∈Tk

r−1Π4N̂(∗b1)ϕ−1((D−1)b1r,b) = 0

lo que completa la prueba de la Proposición 9.5.

Teorema 9.1. Sea ϕ : FS(M1) → FS(M) un isomorfismo de álgebras con ϕ|S = idS y sea N = (N,V ) una representación
decorada de (FS(M1), P ) donde P es un potencial tal que ekPek = 0. Entonces existe un isomorfismo de álgebras:

ϕ̂ : FS(µkM1)→ FS(µkM)

que satisface las siguientes condiciones:

(a) ϕ̂(µkP ) es cíclicamente equivalente a µk(ϕ(P )).

(b) Existe un isomorfismo de representaciones decoradas ψ : µ̃k(N )→ µ̃k(N̂ ).

Demostración. El inciso (a) es consecuencia inmediata del Teorema 8.2. Notemos que ϕ es igual a la composición de un
isomorfismo de álgebras FS(M1)→ FS(M), inducido por un isomorfismo de S-bimódulosM1 →M , junto con un automorfismo
unitriangular de FS(M). Por la Proposición 9.5, basta probar el resultado cuando ϕ es inducido por un isomorfismo de S-
bimódulos φ : M1 → M . Sea T1 un conjunto de generadores Z-libres de M1 y sea T un conjunto de generadores Z-libres de
M . Asociada a la representación N se tienen los siguientes Dk-módulos izquierdos:

N1
in =

⊕
a∈kT1

Dk ⊗F Nτ(a)

N1
out =

⊕
b∈(T1)k

Dk ⊗F Nσ(b)

y asociada a la representación N̂ también se tienen los siguientes Dk-módulos izquierdos:

Nin =
⊕
a∈kT

Dk ⊗F Nτ(a)

Nout =
⊕
b∈Tk

Dk ⊗F Nσ(b)

Sean γ1 : N1
out → N1

in, α1 : N1
in → Nk, β1 : Nk → N1

out los morfismos asociados a la representación N y γ : Nout → Nin,
α : Nin → Nk, β : Nk → Nout los morfismos asociados a la representación N̂ .

Para cada a1 ∈k T1, r ∈ L(k) se tiene:

φ(ra1) =
∑

r′∈L(k),a∈kT

r′aCr′a,ra1
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Para cada b1 ∈ (T1)k, t ∈ L(k) se tiene:

φ(b1t) =
∑

b∈Tk,t′∈L(k)

Db1t,bt′bt
′

donde Cr′a,ra1 , Db1t,bt′ ∈ S. Sea C : N1
in → Nin la F -transformación lineal tal que para cada r, r′ ∈ L(k), a, a1 ∈k T1, el

morfismo:

πr′aCξra1 : Nτ(a1) → Nτ(a)

está dado por πr′aCξra1(n) = Cr′a,ra1n. Similarmente, definimos D : Nout → N1
out como la F -transformación lineal tal que

para cada t, t′ ∈ L(k), b, b1 ∈ Tk, el morfismo:

πb1tDξbt′ : Nσ(b) → Nσ(b1)

está dado por πb1tDξbt′(n) = Db1t,bt′n.

Veamos que αC = α1, Dβ = β1. Sea n ∈ Nτ(a1), entonces:

αCξra1(n) =
∑

r′a′∈kT̂1

αξr′a′πr′a′Cξra1(n)

=
∑

r′a′∈kT̂1

φ−1 (r′a′Cr′a′,ra1)n = φ−1φ(ra1)n

= ra1n = α1ξra1(n)

de donde αC = α1. Supongamos ahora n ∈ Nσ(b), b1 ∈ (T1)k y t ∈ L(k), entonces:

πb1tDβ(n) =
∑
bt′∈T̂k

πb1tDξbt′πbt′β(n)

=
∑
bt′∈T̂k

Db1t,bt′(φ−1(bt′)n)

= φ−1

 ∑
bt′∈T̂k

Db1t,bt′bt
′n


= φ−1φ(b1t)n
= b1tn = πb1tβ1(n)

luego Dβ = β1.

Veamos ahora que γ̂ = Cγ1D. Sean br ∈ T̂k, sa ∈k T̂ y n ∈ Nσ(b). Se tiene:

γ̂sa,br(n) =
∑

w∈L(k)

s∗(r−1w)ϕ−1(Y[bwa](ϕ(P )))n

También:

ϕ−1 (Y[bwa](ϕ(P ))
)

= ϕ−1ρ−1 (X[bwa](ρϕ(P ))
)

= ρ−1ϕ̂−1 (X[bwa](ϕ̂ρ(P ))
)

Sea

Tµ1 = {ρ(c1) : c1 ∈ T1 ∩ ēkM1ēk} ∪ {a∗1 : a1 ∈k T1} ∪ {∗b1 : b1 ∈ (T1)k} ∪ {ρ(b1ra1) : b1 ∈ (T1)k, a1 ∈k T1, r ∈ L(k)}

el conjunto de generadores Z-libres de µkM1 asociado a T1. Similarmente, sea Tµ el conjunto de generadores Z-libres de µkM
asociado a T . Entonces

X[bwa](ϕ̂(ρ(P ))) =
∑

s∈L(σ(b))

∑
c∈(T̂1)µ

k̂,k̂

(sρ(bwa))∗(∆̂(ϕ̂(c))♦z(c))s
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donde z(c) = ϕ̂(Xc(ρ(P ))).

Los elementos del conjunto (T1)µ
k̂,k̂

son elementos de la forma ρ(c1), donde c1 ∈ T1 ∩ ēkMēk, o elementos de la forma
ρ(b1ra1), donde b1 ∈ (T1)k, a1 ∈k T1, r ∈ L(k). Calculemos W (c1) donde c1 ∈ T1 ∩ ēkMēk.

W (c1) =
∑

s∈L(σ(b))

(sρ(bwa))∗(∆̂(ϕ̂ρ(c1))♦z(ρ(c1))s

Entonces ϕ̂ρ(c1) = ρ(ϕ(c1)) = ρ(φ(c1)) =
∑
i

riρ(ci)ti donde ri, ti ∈ S y ci ∈ T ∩ ēkMēk.

Usando el Lema 5.1 se obtiene:

W (c1) =
∑
i

∑
s∈L(σ(b))

(sρ(bwa))∗
(

∆̂(ρ(ci))♦tiz(ρ(c1))ri
)
s

=
∑
i

∑
s∈L(σ(b))

(sρ(bwa))∗ (ρ(ci)tiz(ρ(c1))ri) s = 0.

Por lo tanto

X[bwa](ϕ̂(ρ(P ))) =
∑

s∈L(σ(b))

∑
b1ha1

(sρ(bwa))∗(∆̂(ϕ̂ρ(b1ha1))♦z(ρ(b1ha1)))s

y

ϕ̂(ρ(b1ha1)) = ρϕ(b1ha1) = ρ(φ(b1)φ(ha1)) =
∑

b′,r′,r′′,a′′,w′

(w′)∗(r′r′′)Db1,b′r′ρ(b′w′a′′)Cr′′a′′,ha1

Usando nuevamente el Lema 5.1 se obtiene:

X[bwa](ϕ̂(ρ(P ))) =
∑

s∈L(σ(b)),b1ha1,b′,r′,r′′,a′′,w′

(sρ(bwa))∗ ((w′)∗(r′r′′)ρ(b′w′a′′)Cr′′a′′,ha1z(ρ(b1ha1))Db1,b′r′) s

En consecuencia

X[bwa](ϕ̂(ρ(P ))) =
∑

b1ha1,r′,r′′

w∗(r′r′′)Cr′′a,ha1z(ρ(b1ha1))Db1,br′

Notemos que

z(ρ(b1ha1)) = ϕ̂(X[b1ha1](ρ(P ))) = ϕ̂ρ(Y[b1ha1](P )) = ρϕ(Y[b1ha1](P ))

esto da la igualdad

X[bwa](ϕ̂(ρ(P ))) = ρϕ

 ∑
b1ha1,r′,r′′

w∗(r′r′′)Cr′′a,ha1Y[b1ha1](P )Db1,br′


Por lo tanto

γ̂sa,br(n) =
∑

w∈L(k)

s∗(r−1w)
∑

b1ha1,r′,r′′

w∗(r′r′′)Cr′′a,ha1Y[b1ha1](P )Db1,br′n

=
∑

b1ha1,r′,r′′

s∗(r−1r′r′′)Cr′′a,ha1Y[b1ha1](P )Db1,br′n

Un argumento similar al dado en la prueba del Lema 9.8 muestra que γ̂sa,br(n) es igual a (Cγ1D)sa,br(n). La construcción
de la equivalencia-derecha deseada es análoga a la dada en la prueba de la Proposición 9.5.

A continuación se presenta una proposición que extiende los resultados dados en [10, Proposition 10.10] y [18, Proposition
12.10].
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Proposición 9.6. La clase de equivalencia-derecha de la representación µ̃k(N ) está determinada por la clase de equivalencia-
derecha de la representación N .

Demostración. Sea N = (N,V ) una representación decorada de (FS(M), P ) y sea N ′ = (N ′, V ′) una representación decorada
de (FS(M ′), P ′). Supongamos que dichas representaciones son derecho-equivalentes, entonces existe un isomorfismo de álgebras
ϕ : FS(M) → FS(M ′), con ϕ|S = idS , tal que ϕ(P ) es cíclicamente equivalente a P ′. Recordemos que asociada a la
representación decorada N = (N,V ) se tiene una representación decorada N̂ = (N̂ , V ) de (FS(M ′), ϕ(P )) donde N̂ = N

como F -espacios vectoriales, y para cada u ∈ FS(M ′) y n ∈ N ponemos u ∗ n := ϕ−1(u)n. Sea ψ : N̂ → N ′ el isomorfismo
de F -espacios vectoriales inducido por la equivalencia-derecha entre N y N ′. Notemos que ψ es un isomorfismo de FS(M ′)-
módulos izquierdos ya que si u ∈ FS(M ′) y n ∈ N̂ entonces ψ(un) = ψ(ϕ−1(u)n) = ϕ(ϕ−1(u))ψ(n) = uψ(n). Veamos ahora
que:

(a) µ̃k(N ) es derecho-equivalente a µ̃k(N̂ ).

(b) µ̃k(N̂ ) es derecho-equivalente a µ̃k(N ′).

Notemos que (a) se sigue del Teorema 9.1. Probemos (b). Consideremos los potenciales cíclicamente equivalentes ϕ(P ) y
P ′ en FS(M ′). Por la Proposición 8.7 se tiene que µk(ϕ(P )) es cíclicamente equivalente a µkP ′, en particular µk(ϕ(P )) es
derecho-equivalente a µkP ′ a través del morfismo identidad idFS(µkM ′).

Se tiene que ψ induce los siguientes isomorfismos de F -espacios vectoriales:

ψ̂i : Nin → N ′in

ψ̂o : Nout → N ′out

Sea ρ = ψ−1 : N ′ → N̂ , entonces ρ también induce isomorfismos de F -espacios vectoriales:

ρi : N ′in → Nin

ρo : N ′out → Nout

Sean ψk : Nk → N ′k y ρk : N ′k → Nk los morfismos inducidos por ψ y ρ. Entonces se tienen las siguientes igualdades:

ψkα = α′ψ̂i

β′ψk = ψ̂oβ

ψ̂iγ = γ′ψ̂o

ρkα
′ = αρi

βρk = ρoβ
′

ρiγ
′ = γρo

(9.29)

Notemos que ψ̂i induce un morfismo ker(α) → ker(α′) y ρi induce un morfismo ker(α′) → ker(α) tal que ρi = (ψ̂i)−1.
Por lo tanto, ψ̂i induce un isomorfismo entre ker(α) y ker(α′). Similarmente, ψ̂i induce un isomorfismo im(γ)→ im(γ′), ψ̂o
induce un isomorfismo ker(γ)→ ker(γ′) y también ψ̂o induce un isomorfismo im(β)→ im(β′).

Para construir N ′ elegimos morfismos escindantes (p′, σ′) en términos de los morfismos escindantes (p, σ) de N de la
siguiente manera:

p′ = ψ1p(ψ̂o)−1

σ′ = ψ2σ(ψ2)−1 (9.30)

donde ψ1 es la restricción de ψ̂o a ker(γ), ψ2 es la restricción del isomorfismo ψ̂i : Nin → N ′in a ker(α) y ψ2 : ker(α)
im(γ) →

ker(α′)
im(γ′)

es el isomorfismo inducido por ψ̂i.
Definamos ψ̃ : N̂ → N ′ como el morfismo ψ : N̂i → N ′i para toda i 6= k, y si i = k entonces ψ̃ es el morfismo dado en forma

diagonal por los morfismos anteriores. Sean d1 ∈ Dk, b ∈ Tk y d2 ∈ Dσ(b). Probemos que la siguiente igualdad se cumple para
cada n ∈ Nσ(b):
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ψ̃(d1(∗b)d2 · n) = d1(∗b)d2 · ψ̃(n)

Primero consideremos el lado izquierdo. Se tiene

ψ̃(d1(∗b)d2 · n) = ψ̃(d1N(∗b)(d2n))

= ψ̃


−d1π1pξbek(d2n)
−d1γ

′ξbek(d2n)
0
0


Por otro lado

d1(∗b)d2 · ψ̃(n) = d1(∗b)d2 · ψ(n)

=


−d1π

′
1p
′ξbek(d2ψ(n))

−d1γ
′ξbek(d2ψ(n))

0
0


Probemos ahora que Π′1

(
ψ̃(d1N(∗b)(d2n))

)
= Π′1 (d1(∗b)d2 · ψ(n)). Por un lado

Π′1
(
ψ̃(d1N(∗b)(d2n))

)
= π′1 (−d1ψ1pξbek(d2n))

y por otro lado

Π′1 (d1(∗b)d2 · ψ(n)) = −d1π
′
1p
′ξbek(d2ψ(n))

= −d1π
′
1p
′ψ̂oξbek(d2n)

Por 9.30 p′ψ̂0 = ψ1p, luego

−d1π
′
1p
′ψ̂oξbek(d2n) = −d1π

′
1ψ1pξbek(d2n) = π′1 (−d1ψ1pξbek(d2n))

Consecuentemente Π′1
(
ψ̃(d1N(∗b)(d2n))

)
= Π′1 (d1(∗b)d2 · ψ(n)), como se quería probar.

Veamos ahora que Π′2
(
ψ̃(d1N(∗b)(d2n))

)
= Π′2 (d1(∗b)d2 · ψ(n)). Se tiene

Π′2
(
ψ̃(d1N(∗b)(d2n))

)
= −d1ψ̂iγ

′ξbek(d2n)

= −d1γ
′ψ̂oξbek(d2n)

= −d1γ
′ξbek(d2ψ̃(n))

= Π′2 (d1(∗b)d2 · ψ(n))

Sean a ∈k T , d1 ∈ Dτ(a), d2 ∈ Dk y w ∈ Nk. Probemos la siguiente igualdad

ψ̃(d1a
∗d2 · w) = d1a

∗d2ψ̃(w)

Se obtiene lo siguiente

ψ̃(d1a
∗d2w) = ψ̃

(
d1c
−1
k πekaiΠ2(d2w) + d1c

−1
k πekaj

′σ2Π3(d2w)
)

= d1c
−1
k ψ (πekaiΠ2(d2w)) + d1c

−1
k ψ (πekaj′σ2Π3(d2w))

Por otro lado

d1a
∗d2ψ̃(w) = d1N

′(a∗)(d2ψ̃(w))
= d1c

−1
k π′ekaiψ̂iΠ2(d2w) + d1c

−1
k πekaj

′σ′2ψ2(Π3(d2w)))

lo que termina la prueba de (b).
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9.2 Mutación de representaciones decoradas

Sea (FS(M), P ) un álgebra con potencial donde P (2) es escindable. Por el Teorema 7.1, existe una descomposición de S-
bimódulos M = M1 ⊕Ξ2(P ) y un automorfismo unitriangular ϕ : FS(M)→ FS(M) tal que ϕ(P ) es cíclicamente equivalente
a Q≥3 ⊕Q(2) donde Q≥3 es un potencial reducido en FS(M1) y Q(2) es un potencial trivial en FS(Ξ2(P )).

SeaN = (N,V ) una representación decorada de (FS(M), P ). Entonces N̂ es una representación decorada de (FS(M), Q≥3⊕
Q(2)). Por lo tanto, N̂ |FS(M1) es una representación decorada de (FS(M1), Q≥3).

Definición 9.3. Llamaremos a la representación decorada N̂ |FS(M1) la parte reducida de N y la denotaremos por Nred.

Sea k un entero fijo en [1, n] y sea M = M1 ⊕M2 un S-bimódulo Z-libremente generado tal que para cada i, eiMek 6= 0
implica ekMei = 0 y similarmente ekMei 6= 0 implica eiMek = 0.

Sea T1 un conjunto de generadores Z-libres deM1 y sea T2 un conjunto de generadores Z-libres deM2. Sea P1 un potencial

en FS(M1) y sea W =
l∑
i=1

cidi un potencial trivial en FS(M2), donde {c1, . . . , cl, d1, . . . , dl} = T2.

Supongamos que ekP1ek = 0 y consideremos el potencial P = P1 +W en FS(M1 ⊕M2). Como ekPek = 0, entonces:

µk(P ) = µk(P1) +W

está definido. Notemos que:

µkM = µkM1 ⊕M2

Sea N = (N,V ) una representación decorada de (FS(M), P ). Recordemos que µ̃k(N )|FS(µkM1) es una representación
decorada de (FS(µkM1), µkP1). Recordemos también que N|FS(M1) es una representación decorada de (FS(M1), P1).

Lema 9.9. Se cumple la siguiente igualdad: µ̃k(N|FS(M1)) = (µ̃k(N ))|FS(µkM1).

Demostración. Sea T1 un conjunto de generadores Z-libres de (M1)0 y sea T2 un conjunto de generadores Z-libres de (M2)0.
Entonces

W =
l∑

s=1
csds

donde T2 = {c1, . . . , cl, d1, . . . , dl}. Notemos que ekT2 = T2ek = 0. Se tiene:

N|FS(M1) = (N|FS(M1), V )

Sea N ′ = N |FS(M1). Para i 6= k tenemos N ′i = N ′i = Ni = N i. Por otra parte:

N ′out =
⊕

b∈(T1)k

Dk ⊗F Nσ(b) =
⊕
b∈Tk

Dk ⊗F Nσ(b) = Nout

Similarmente N ′in = Nin. Sean α′ : N ′in → N ′k, β′ : N ′k → N ′out y γ′ : N ′out → N ′in los morfismos asociados a la
representación N ′. Claramente α = α′ y β = β′. Además:

Y[bra](P1 +W ) = Y[bra](P1)

y por ende γ = γ′. Se sigue que N ′k = Nk. Por lo tanto, N ′ = N como S-módulos izquierdos. Como la acción de FS(µkM1)
en N ′ y N es la misma, se tiene la afirmación probada.

Proposición 9.7. Sea (FS(M), P ) un álgebra con potencial donde P (2) es escindable. Supongamos que ekPek = 0 y (M ⊗S
ekM)cyc = 0. Dada una representación decorada N de (FS(M), P ), la representación decorada de µ̃k(N )red es derecho-
equivalente a µ̃k(Nred)red.
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Demostración. Por el Teorema 7.1, existe un automorfismo unitriangular

ϕ1 : FS(M)→ FS(M)

y una descomposición de S-bimódulos M = M1 ⊕ Ξ2(P ) tal que ϕ1(P ) es cíclicamente equivalente a Q+W1 donde Q es un
potencial reducido en FS(M1) y W1 es un potencial trivial en FS(Ξ2(P )). Entonces µk(ϕ1(P )) es cíclicamente equivalente a
µk(Q) +W1. Del Teorema 8.1, se infiere la existencia de un automorfismo unitriangular:

ϕ2 : FS(µkM1)→ FS(µkM1)

y una descomposición de S-bimódulos

µkM1 = M2 ⊕ Ξ2(µk(Q))

tal que ϕ2(µkQ) = Q1 +W2 donde Q1 es un potencial reducido en FS(M2) yW2 es un potencial trivial en FS(Ξ2(µk(Q))). Sea
ϕ̂2 el automorfismo unitriangular de FS(µkM) que extiende a ϕ2 y tal que ϕ̂2 es la identidad en FS(Ξ2(P )). Consideremos
ahora el automorfismo ϕ̂1 de FS(µkM) dado por el Teorema 9.1. Entonces:

(a) ϕ̂1(µkP ) es cíclicamente equivalente a µk(ϕ1(P )).

(b) Existe un isomorfismo de representaciones decoradas µ̃k(N )→ µ̃k(ϕ1N ).

donde ϕ1N denota la representación N̂ (para enfatizar la dependencia de ϕ1). Se tiene que ϕ̂2ϕ̂1(µkP ) es cíclicamente
equivalente a ϕ̂2µk(ϕ1(P )) y el último potencial es cíclicamente equivalente a ϕ̂2(µkQ + W1) = ϕ2(µk(Q)) + W1; además, el
último potencial es cíclicamente equivalente a Q1 +W1 +W2 y

µkM = M2 ⊕ Ξ2(µkQ)⊕ Ξ2(P )

donde Q1 es un potencial reducido en FS(M2) y W1 +W2 es un potencial trivial en FS(Ξ2(µkQ)⊕Ξ2(P )). Entonces la repre-
sentación (µ̃k(N ))red es isomorfa a ϕ̂2(µ̃k(ϕ1N ))|FS(M2). Por el Lema 9.9, ϕ̂2 µ̃k(ϕ1N )|FS(µkM1) es isomorfa a ϕ̂2 µ̃k(ϕ1N|FS(M1)).
Se sigue la afirmación.

Definición 9.4. Sea N = (N,V ) una representación decorada de un álgebra con potencial (FS(M), P ) donde P es reducido
y µkP es escindable. Se define la mutación de la representación decorada N en k como:

µk(N ) := µ̃k(N )red

Corolario 9.1. La correspondencia N 7→ µk(N ) es una transformación bien definida en el conjunto de clases de equivalencia-
derecha de representaciones decoradas de álgebras con potencial reducido.

Uno de los resultados centrales de [10] y de [18] son los Teoremas 10.13 y 12.11 donde se prueba que la mutación, a nivel
de representaciones decoradas, también es involutiva. Veamos que este resultado se sigue cumpliendo en este contexto.

Teorema 9.2. La mutación µk de representaciones decoradas es una involución; esto es, para cada representación decorada
N de un álgebra con potencial reducido (FS(M), P ), la representación decorada µ2

k(N ) es derecho-equivalente a N .

Demostración. Sea N = (N,V ) una representación decorada de (FS(M), P ). Primero notemos que:

µ2
k(N ) = µk (µk(N ))

= µ̃k(µk (N ))red
= µ̃k (µ̃k(N )red)red

En vista de la Proposición 9.7, µ̃k (µ̃k(N )red)red es derecho-equivalente a µ̃k (µ̃k(N ))red = µ̃k
2(N )red. Por lo tanto, basta

mostrar que µ̃k2 (N )red es derecho-equivalente a N . Escribamos la representación µ̃k2 (N ) como
(
N,V

)
y esta representación

está asociada al álgebra con potencial
(
FS(µ2

kM), µ2
kP
)
. Por la Proposición 8.5 y por el Teorema 8.3 se tiene

µ2
kM = M ⊕MekM ⊕M∗ek(∗M)

µ2
kP = P +

∑
bt,sa

([btsa][(sa)∗(∗bt)] + [(sa)∗(∗(bt))](bt)(sa))
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Por el Teorema 8.3, existe un automorfismo de álgebras ψ : FS(µ2
kM)→ FS(µ2

kM) tal que ψ(µ2
kP ) es cíclicamente equivalente

a P ⊕W dondeW es un potencial trivial en FS (MekM ⊕M∗ek(∗M)). Dicho automorfismo ψ se restringe a un automorfismo
ψ0 : FS(M) → FS(M) tal que ψ0(b) = −b para cada b ∈ Tk y ψ0(x) = x para cada x ∈ T \ Tk. Entonces la representación
µ̃k(N )red se puede realizar como (N,V ) y esta representación está asociada al álgebra con potencial (FS(M), P ); además la
acción de FS(M) en N está dada por u · n = ψ−1

0 (u)n.

Veamos que α : Nout = N in −→ Nk es la F -transformación lineal tal que para cada b ∈ Tk y r ∈ L(k), αξbr = r−1N(∗b).
Tenemos

αξbr(n) =
∑

w∈L(k)

αξw(∗b)πw(∗b)ξbr(n)

=
∑

w∈L(k)

αξw(∗b)π
′
w(∗b)(r−1 ⊗ n)

=
∑

w∈L(k)

αξw(∗b)w
∗(r−1)n

=
∑

w∈L(k)

N(w(∗b))(w∗(r−1)n)

= N

 ∑
w∈L(k)

w∗(r−1)w(∗b)

 (n)

= N(r−1(∗b))(n)
= r−1N(∗b)(n)

Probemos que ker(α) = im(β).

Sea x ∈ Nout, entonces x =
∑

b∈Tk,r∈L(k)

ξbrπbr(x). Por lo tanto

α(x) =
∑

b∈Tk,r∈L(k)

αξbrπbr(x)

=
∑

b∈Tk,r∈L(k)

r−1N(∗b) (πbr(x))

así que α(x) = 0 si y sólo si Πi

 ∑
b∈Tk,r∈L(k)

r−1N(∗b) (πbr(x))

 = 0 para cada i ∈ {1, 2, 3, 4}. En consecuencia

Π1

 ∑
b∈Tk,r∈L(k)

r−1N(∗b) (πbr(x))

 = −
∑

b∈Tk,r∈L(k)

r−1π1pξbekπbr(x) (9.31)

Π2

 ∑
b∈Tk,r∈L(k)

r−1N(∗b) (πbr(x))

 = −
∑

b∈Tk,r∈L(k)

r−1γ′ξbekπbr(x) (9.32)

luego si α(x) = 0 entonces 9.32 implica que ∑
b∈Tk,r∈L(k)

r−1ξbekπbr(x) ∈ ker(γ) (9.33)

Por otro lado, si α(x) = 0 entonces por 9.31,
∑

b∈Tk,r∈L(k)

r−1pξbekπbr(x) ∈ im(β). Notemos que
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∑
b∈Tk,r∈L(k)

r−1pξbekπbr(x) = p

 ∑
b∈Tk,r∈L(k)

r−1ξbekπbr(x)


Usando 9.33 y el hecho de que p es inverso izquierdo de la inclusión inclusión j : ker(γ)→ Nout se obtiene

p

 ∑
b∈Tk,r∈L(k)

r−1ξbekπbr(x)

 =
∑

b∈Tk,r∈L(k)

r−1ξbekπbr(x).

Finalmente, notemos que ∑
b∈Tk,r∈L(k)

r−1ξbekπbr(x) =
∑

b∈Tk,r∈L(k)

ξbrπbr(x)

y por 9.19
∑

b∈Tk,r∈L(k)

ξbrπbr(x) = x. Por lo tanto, α(x) = 0 si y sólo si
∑

b∈Tk,r∈L(k)

r−1pξbekπbr(x) = x ∈ im(β). De lo anterior

se infiere la igualdad:
ker(α) = im(β) (9.34)

Consecuentemente, Π1α(x) = −π1p y Π2α = −γ′. Por lo tanto

im(α) = ker(γ)
im(β) ⊕ im(γ)⊕ {0} ⊕ {0} (9.35)

Veamos ahora que β : Nk −→ Nout = Nin es la F -transformación lineal tal que para cada r ∈ L(k) y a ∈k T , πraβ = N(a∗)r−1.
Se tiene

πraβ(n) =
∑

w∈L(k)

πraξa∗wπa∗wβ(n)

=
∑

w∈L(k)

πraξa∗wN(a∗w)(n)

=
∑

w∈L(k)

π′ra
(
w−1 ⊗N(a∗w)(n)

)

= N

a∗ ∑
w∈L(k)

r∗(w−1)w

 (n)

Por la Observación 9.3,
∑

w∈L(k)

r∗(w−1)w = r−1. Se sigue que

πraβ(n) = N(a∗r−1)(n) = N(a∗)(r−1n)

Probemos ahora la siguiente igualdad:

ker(β) = ker(γ)
im(β) ⊕ {0} ⊕ {0} ⊕ Vk (9.36)

Sea w ∈ Nk, entonces w =
4∑
l=1

JlΠl(w). Supongamos ahora que β(w) = 0, entonces πraβ(w) = 0 para cada r ∈ L(k) y

a ∈k T . Usando el Lema 9.2 se obtienen las siguientes igualdades:
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0 = πraβ(w) =
4∑
l=1

πraβ (JlΠl(w))

=
4∑
l=1

N(a∗)
(
Jlr
−1Πl(w)

)
= N(a∗)J2

(
r−1Π2(w)

)
+N(a∗)J3

(
r−1Π3(w)

)
= c−1

k πekai
(
r−1Π2(w)

)
+ c−1

k πekaj
′σ2
(
r−1Π3(w)

)
= c−1

k πra (iΠ2(w)) + c−1
k πra (j′σ2Π3(w))

= c−1
k πra (iΠ2(w) + j′σ2Π3(w))

Como esto es cierto para todas las proyecciones πra, entonces

0 = iΠ2(w) + j′σ2Π3(w) = Π2(w) + σ2Π3(w) (9.37)

Se tiene que Π2(w) ∈ im(γ). Aplicando π2 a 9.37, donde π2 : ker(α) → ker(α)
im(γ) es la proyección canónica, se obtiene

π2σ2Π3(w) = 0. Como π2σ2 = idker(α)/im(γ), entonces Π3(w) = 0. Sustituyendo Π3(w) = 0 en 9.37 se infiere que Π2(w) = 0.
Consecuentemente

ker(β) = ker(γ)
im(β) ⊕ {0} ⊕ {0} ⊕ Vk

lo que completa la prueba de 9.36. También se tiene la siguiente igualdad

im(β) = ker(α) (9.38)

Probemos ahora la siguiente fórmula
γ = ckβα (9.39)

Primero, calculemos Y[a∗w(∗b)](µkP ) donde a ∈k T, b ∈ Tk, w ∈ L(k) y ∆k es el siguiente potencial

∆k =
∑

sa1∈kT̂ ,b1t∈T̃k

[b1tsa1]((sa1)∗)(∗(b1t))

Notemos que ∆k es cíclicamente equivalente al siguiente potencial

∆′k =
∑
sa1,b1t

a∗1s
−1t−1(∗b1)[b1tsa1].

Por lo tanto

∆′k =
∑
sa1,b1t

∑
v,v1∈L(k)

(v−1
1 )∗(s−1t−1)v∗(ts)a∗1v−1

1 (∗b1)[b1va1]

=
∑
sa1,b1

∑
v,v1,t∈L(k)

(v−1
1 )∗(s−1t−1)v∗(ts)a∗1v−1

1 (∗b1)[b1va1]

Recordemos de la Proposición 7.5: ∑
t∈L(k)

v∗(ts)(v−1
1 )∗(s−1t−1) = δv,v1

y por ende

∆′k =
∑
sa1,b1

∑
v∈L(k)

a∗1v
−1(∗b1)[b1va1]

=
∑
sa1,b1

∑
v,r∈L(k)

r∗(v−1)a∗1r(∗b1)[b1va1]

Por lo tanto
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ρ (∆′k) =
∑
sa1,b1

∑
v,r∈L(k)

r∗(v−1)[a∗1r(∗b1)][b1va1]

Fijemos a ∈k T , w ∈ L(k) y b ∈ Tk. Entonces

X[a∗w(∗b)] (ρ(∆′k)) =
∑

s,v∈L(k)

w∗(v−1)[bva]

Notemos que

Y[a∗w(∗b)](µkP ) = ρ−1 (X[a∗w(∗b)](ρ(µkP ))
)

= ρ−1 (X[a∗w(∗b)](ρ(∆′k))
)

= ρ−1 (X[a∗w(∗b)](ρ(∆′k))
)

y por lo tanto

Y[a∗w(∗b)] (µkP ) =
∑

s,v∈L(k)

w∗(v−1)[bva] = ck
∑

v∈L(k)

w∗(v−1)[bva]

De lo anterior se infieren las siguientes igualdades

πbtγξsa(n) =
∑

w∈L(k)

(t−1)∗(sw)Y[a∗w(∗b)] (µkP )n

= ck
∑

v,w∈L(k)

(t−1)∗(sw)w∗(v−1)[bva]n

= ck
∑

v∈L(k)

(t−1)∗
s ∑

w∈L(k)

w∗(v−1)w

 [bva]n

= ck
∑

v∈L(k)

(t−1)∗(sv−1)[bva]n

Por 9.3, (t−1)∗(sv−1) = v∗(ts). Luego

πbtγξsa(n) = ck
∑

v∈L(k)

v∗(ts)[bva]n

= ck

b ∑
v∈L(k)

v∗(ts)va

n
= ck[btsa]n
= ckbtsan

= ckπbtβαξsa(n)

Como consecuencia directa de 9.34, 9.35, 9.36, 9.38 y 9.39 se obtienen las siguientes igualdades

ker(α) = im(β), im(α) = ker(γ)
im(β) ⊕ im(γ)⊕ {0} ⊕ {0},

ker(β) = ker(γ)
im(β) ⊕ {0} ⊕ {0} ⊕ Vk, im(β) = ker(α),

ker(γ) = ker(βα), im(γ) = im(βα).

(9.40)

Por lo tanto

V k = ker(β)
ker(β)∩im(α)

= Vk
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y así V = V .

Por otro lado

Nk = ker(γ)
im(β)

⊕ im(γ)⊕ ker(α)
im(γ) ⊕ V k

y por 9.40

Nk = ker(βα)
ker(α) ⊕ im(βα)⊕ im(β)

im(βα) ⊕
ker(β)

ker(β)∩im(α)

Ahora hagamos las siguientes observaciones:

(a) el morfismo α induce un isomorfismo ker(βα)/ ker(α) θ1−→ ker(β) ∩ im(α);

(b) el morfismo β induce un isomorfismo im(α)/(ker(β) ∩ im(α)) θ2−→ im(βα);

(c) el morfismo β induce un isomorfismo Nk/(ker(β) + im(α)) θ3−→ im(β)/ im(βα).

(d) existe un isomorfismo ker(β)/(ker(β) ∩ im(α)) θ4−→ (ker(β) + im(α))/ im(α).

Usando estos isomorfismos, podemos identificar Nk con el siguiente espacio

Nk
f−→ (ker(β) ∩ im(α))⊕ im(α)

ker(β)∩im(α) ⊕
Nk

ker(β)+im(α) ⊕
ker(β)+im(α)

im(α)

a través del morfismo

f =


θ1 0 0 0
0 θ−1

2 0 0
0 0 θ−1

3 0
0 0 0 θ4


Se tienen proyecciones canónicas

π1 : ker(βα)→ ker(βα)
ker(α)

π2 : im(β)→ im(β)
im(βα)

π3 : im(α)→ im(α)
ker(β) ∩ im(α)

π4 : Nk →
Nk

ker(β) + im(α)

π5 : ker(β) + im(α)→ ker(β) + im(α)
im(α)

e inclusiones

i1 : im(γ)→ Nout

i2 : ker(βα)→ Nin

i3 : im(βα)→ Nk

j : ker(α)→ Nout

Ahora escogemos morfismos escindantes de la siguiente manera.

(a) Sea p : Nin → ker(βα) un morfismo de Dk-módulos izquierdos tal que pi2 = idker(βα).

(b) Sea σ : im(β)/ im(βα)→ im(β) un morfismo de Dk-módulos izquierdos tal que π2σ = idim(β)/ im(βα).
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Para cada a ∈k T , existe una F -transformación lineal

N(a) : Nτ(a) → (ker(β) ∩ im(α))⊕ im(α)
ker(β)∩im(α) ⊕

Nk
ker(β)+im(α) ⊕

ker(β)+im(α)
im(α)

tal que

Π1N(a) = −θ1π1pξeka

Π2N(a) = −θ−1
2 γ′ξeka

Π3N(a) = Π4N(a) = 0

Sea n ∈ Nτ(a). Entonces

−θ1π1pξeka(n) = −θ1 (pξeka(n) + ker(α)) = −αpξeka(n)
−θ−1

2 (γ′(ξeka(n))) = −θ−1
2 (ckβαξeka(n)) = −ckπ3αξeka(n)

luego el morfismo N(a) toma la siguiente forma:

Π1N(a) = −αpξeka
Π2N(a) = −ckπ3αξeka

Π3N(a) = Π4N(a) = 0

(9.41)

Similarmente, para cada b ∈ Tk, existe una F -transformación lineal

N(b) : (ker(β) ∩ im(α))⊕ im(α)
ker(β)∩im(α) ⊕

Nk
ker(β)+im(α) ⊕

ker(β)+im(α)
im(α) −→ Nσ(b)

dada por

N(b)J1 = N(b)J4 = 0

N(b)J2 = c−1
k πbek i3θ2

N(b)J3 = c−1
k πbekjσθ3

Para completar la prueba del Teorema 9.2, resta construir un isomorfismo de F -espacios vectoriales ψ : Nk → Nk tal que

ψN(a) = αξeka

πbekβψ = N(b)

para cada a ∈k T y b ∈ Tk. Elijamos secciones

σ1 : imα/(kerβ ∩ imα)→ imα

σ2 : (kerβ + imα)/ im(α)→ kerβ + imα

σ3 : Nk/(kerβ + imα)→ Nk

de manera que cumplan

im(σ1) = α(ker p), im(σ2) ⊆ ker(β), im(βσ3) = im(σ)

Definamos ψ : Nk → Nk como
ψ =

[
−i1 −c−1

k i2σ1 −c−1
k σ3 −i3σ2

]
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donde

i1 : ker(β) ∩ im(α)→ Nk

i2 : im(α)→ Nk

i3 : ker(β) + im(α)→ Nk

son las inclusiones. Mostremos ahora que
ψN(a) = αξeka (9.42)

Como p : Nin → ker(βα) es retracción, entonces Nin = ker(p) ⊕ ker(βα). Por otro lado, como ker(α) ⊆ ker(βα) entonces
existe un submódulo L ⊆ ker(βα) tal que ker(α)⊕ L = ker(βα). Por lo tanto, Nin = ker(p)⊕ ker(α)⊕ L.

Sea n ∈ Nτ(a), entonces ξeka(n) ∈ Nin. Se sigue que ξeka(n) = n1 + n2 + n3, de manera única, para ciertos elementos
n1 ker(p), n2 ∈ ker(α) y n3 ∈ L. En consecuencia:

αξeka(n) = α(n1 + n2 + n3) = α(n1 + n3)

Por otra parte (
ψN(a)

)
(n) = ψ (−αpξeka(n),−ckπ3αξeka(n), 0, 0)

= αp(n1 + n2 + n3) + c−1
k ckσ1π3α(n1 + n3)

= αp(n2 + n3) + α(n1)
= α(n2 + n3) + α(n1)
= α(n1 + n3)
= αξeka(n)

lo que completa la prueba de 9.42.

Veamos ahora que

πbekβψ = N(b) (9.43)

Sean n1 ∈ ker(β) ∩ im(α), n2 ∈ im(α), n3 ∈ Nk, n4 ∈ ker(β) + im(α). Por lo tanto

N(b) (n1, π3(n2), π4(n3), π5(n4)) = c−1
k πbek i3θ2π3(n2) + c−1

k πbekjσθ3π4(n3)
= c−1

k b · n2 + c−1
k b · n3

= c−1
k ψ−1

0 (b)n2 + c−1
k ψ−1

0 (b)n3

= −c−1
k bn2 − c−1

k bn3

Por otra parte

πbekβψ(n) = πbekβ
(
−n1 − c−1

k i2σ1π3(n2)− c−1
k σ3π4(n3)− i3σ2π5(n4)

)
como n1 ∈ ker(β) y im(σ2) ⊆ ker(β), entonces la expresión anterior es igual a

πbekβ(−c−1
k i2σ1π3(n2)− c−1

k σ3π4(n3)) = πbekβ(−c−1
k n2 − c−1

k n3)
= −c−1

k bn2 − c−1
k bn3

y 9.43 se sigue. Finalmente, extendemos ψ a un isomorfismo de F -espacios vectoriales ψ′ : N → N definido como la
identidad en

⊕
i 6=k

N i.



Capítulo 10

Casi equivalencia de Morita

En este capítulo, FS(M)/R(P )-modk denota la categoría de los FS(M)/R(P )-módulos izquierdos, de dimensión finita sobre
F , módulo el ideal de los morfismos que se factorizan a través de sumas directas del FS(M)-módulo izquierdo simple asociado
a k. Se prueba que existe una casi equivalencia de Morita, en el sentido de Ringel [21], entre las álgebras Jacobianas que están
relacionadas mediante mutación.

Para cada FS(M)/R(P )-módulo izquierdo N , de dimensión finita sobre F , elegimos morfismos escindantes (pN , (σ2)N ).
Sea u : N → N1 un morfismo de FS(M)/R(P )-módulos izquierdos. Entonces u induce Dk-morfismos lineales:

uout : Nout → N1
out

uin : Nin → N1
in

tal que para cada a, a1 ∈k T, r, r1 ∈ L(k)

π1
r1a1

uinξra = δr1a1,rau

y para cada b, b1 ∈ Tk, r, r1 ∈ L(k)

π1
b1r1

uoutξbr = δb1r1,bru

También se tienen Dk-morfismos lineales

α : Nin → Nk;α1 : N1
in → N1

k

β : Nk → Nout;β1 : N1
k → N1

out

γ : Nout → Nin; γ1 : N1
out → N1

in

Se tienen las siguientes igualdades

ukα = α1uin;uoutβ = β1uk

uinγ = γ1uout

El morfismo uout induce Dk-morfismos lineales:

u1 : ker(γ)→ ker(γ1)
u4 : im(β)→ im(β1)

Similarmente, uin induce Dk-morfismos lineales:

u2 : im(γ)→ im(γ1)
u3 : ker(α)→ ker(α1)

El morfismo u1 induce un Dk-morfismo lineal:

118
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u1 : ker(γ)/ im(β)→ ker(γ1)/ im(β1)

análogamente, el morfismo u3 induce un Dk-morfismo lineal:

u3 : ker(α)/ im(γ)→ ker(α1)/ im(γ1)

así que se tiene un Dk-morfismo lineal:

h = u1 ⊕ u2 ⊕ u3 : Nk → N1
k

Entonces definimos un morfismo de S-módulos izquierdos

u : N → N1

como ui = ui para cada i 6= k y uk = h.

Definición 10.1. Siguiendo a [11] diremos que u ∈ HomS(SL1,S L2) está concentrado en k si ui : eiL1 → eiL2 es el morfismo
cero para toda i 6= k. Notemos que un morfismo de FS(M)-módulos izquierdos u : L1 → L2 se factoriza a través de sumas
directas del FS(M)-módulo izquierdo simple en k si y sólo si u está concentrado en k.

Lema 10.1. Sea u : N → N1 un morfismo de FS(M)/R(P )-módulos izquierdos de dimensión finita sobre F . Entonces existe
un morfismo de S-módulos izquierdos ρ(u) : N → N1, concentrado en k, tal que u+ρ(u) es un morfismo de FS(µkM)-módulos
izquierdos.

Demostración. Sean (p = pN , σ2 = (σ2)N ) y (p1, σ2,1) los morfismos escindantes asociados a N y N1, respectivamente.
Entonces se tienen los siguientes diagramas conmutativos con renglones exactos:

0 // im(γ) //

u2

��

ker(α) π2 //

u3

��

ker(α)/ im(γ) //

u3

��

0

0 // im(γ1) // ker(α1)
π1

2 // ker(α1)/ im(γ1) // 0

luego π1
2(u3σ2 − σ2,1u3) = u3π2σ2 − u3 = u3 − u3 = 0. Por lo tanto, existe un morfismo de S-módulos izquierdos

ρ1 = u3σ2 − σ2,1u3 : ker(α)/ im(γ)→ im(γ1).

Similarmente, se tiene un diagrama conmutativo con renglones exactos:

0 // ker(γ) j
//

u1

��

Nout
γ
//

uout

��

im(γ) //

u2

��

0

0 // ker(γ1) j1 // Nout1
γ1 // im(γ1) // 0

y por ende (u1p− p1uout)j = u1pj − p1uoutj = u1 − p1j1u1 = u1 − u1 = 0.

De lo anterior se infiere que existe un morfismo de S-módulos izquierdos:

ρ2 : im(γ)→ ker(γ1)

tal que ρ2γ = p1uout − u1p.
Definamos ρ(u) : N → N1 como sigue: ρ(u)i = 0 para toda i 6= k y ρ(u)k : Nk → N1

k es el siguiente morfismo de S-módulos
izquierdos: 0 π1

1ρ2 0
0 0 ρ1
0 0 0


Veamos que el morfismo u+ ρ(u) es de hecho un morfismo de FS(µkM)-módulos izquierdos.
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Sea n ∈ Nσ(b). Por un lado(
u+ ρ(u)

) (
N(∗b)(n)

)
=
(
−u1π1pξbek(n)− π1

1ρ2γξbek(n),−u2γξbek(n), 0
)

= (−π1
1u1pξbek(n)− π1

1ρ2γξbek(n),−u2γξbek(n), 0)

y por otro lado

N1(∗b)(uσ(b)(n)) = (−π1
1p1ξbek(uσ(b)(n)),−γ1ξbek(uσ(b)(n)), 0)

= (−π1
1p1uout(ξbek(n)),−γ1uout(ξbek(n)), 0)

= (−π1
1u1pξbek(n)− π1

1ρ2γξbek(n),−u2γξbek(n), 0)

Por lo tanto (
u+ ρ(u)

)
N(∗b) = N1(∗b)uσ(b)

Ahora, para cada a ∈ Tk, x ∈ ker(γ)/ im(γ), y ∈ im(γ), z ∈ ker(α)/ im(γ) se tiene

uτ(a)N(a∗)(x, y, z) = c−1
k uτ(a)(πekai(y) + πekaj

′σ2(z))
= c−1

k (π1
eka
i1u2(y) + π1

eka
j′1u3σ2(z))

y por otra parte

N1(a∗)
(
u+ ρ(u)

)
(x, y, z) = N1(a∗)

(
(u1(x), u2(y), u3(z)) + (π1

1ρ2(y), ρ1(z), 0)
)

= c−1
k

(
π1
eka
i1u2(y) + π1

eka
j′1σ2,1u3(z) + π1

eka
i1ρ1(z)

)
= c−1

k

(
π1
eka
i1u2(y) + π1

eka
j′1(σ2,1u3(z) + ρ1(z))

)
= c−1

k

(
π1
eka
i1u2(y) + π1

eka
j′1u3σ2(z)

)
de lo cual se infiere que uτ(a)N(a∗) = N1(a∗)

(
u+ ρ(u)

)
, como se quería probar.

Proposición 10.1. Existe un funtor fiel µ̃k : FS(M)/R(P )−modk → FS(µkM)/R(µkP )−modk

Demostración. Primero definimos un funtor G : FS(M)/R(P )−mod→ FS(µkM)/R(µkP )−modk como G(N) = N y dado
un morfismo de FS(M)/R(P )-módulos izquierdos u : N → N1, definimos:

G(u) = u+ ρ(u) : N → N1

Si v : N1 → N2 es un morfismo de FS(M)/R(P )-módulos izquierdos, entonces G(vu) = vu+ ρ(vu). Como ρ(u) está
concentrado en k y vu = v u, entonces G(vu) = G(v)G(u). Por otra parte, ρ(idN ) = 0 y por ende G(idN ) = idN así que G es
un funtor covariante y de hecho es aditivo.
Notemos que G(u) = 0 si y sólo si u + ρ(u) está concentrado en k, lo cual ocurre si y sólo si u está concentrado en k y esto
último ocurre si y solamente si u está concentrado en k, como se quería mostrar.

Sea ϕ : FS(M)→ FS(M1) un isomorfismo de álgebras tal que ϕ|S = idS y sea P un potencial en FS(M).

En lo que sigue, J(M,P ) denotará al álgebra cociente FS(M)/R(P ).

El isomorfismo ϕ induce un funtor

Hϕ : J(M,P )−mod→ J(M1, ϕ(P ))−mod
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dado como sigue. En objetos, Hϕ(N) =ϕ N ; esto es, Hϕ(N) = N como S-módulos izquierdos, y dado n ∈ N y z ∈ FS(M1),
z · n = ϕ−1(z)n. Claramente, HomJ(M,P )(N,N1) = HomJ(M1,ϕ(P ))(ϕN,ϕN1). Por lo tanto, definimos Hϕ(u) = u. Esto da
una equivalencia de categorías

Hϕ : J(M,P )−mod→ J(M1, ϕ(P ))−mod (10.1)

Supongamos ahora que M = M1 ⊕M2 y Q = Q1 + W donde Q1 es un potencial reducido en FS(M1) y W es un potencial
trivial en FS(M2). Entonces el funtor restricción

res : J(M,Q)−mod→ J(M1, Q1)−mod (10.2)

también da una equivalencia de categorías.

Por otro lado, por el Teorema 8.3 existe una equivalencia-derecha

ψ : FS(µ2
kM)→ FS(M ⊕M ′)

tal que ψ(µ2
kP ) es cíclicamente equivalente a P +W donde W es un potencial trivial en FS(M ′). Entonces usando 10.1 y 10.2

se obtienen equivalencias de categorías

Hψ : J(µ2
kM,µ2

kP )−mod→ J(M ⊕M ′, P +W )−mod (10.3)
res : J(M ⊕M ′, P +W )−mod→ J(M,P )−mod (10.4)

componiendo los funtores anteriores se obtiene una equivalencia de categorías

G(ψ) = resHψ : J(µ2
kM,µ2

kP )−mod→ J(M,P )−mod (10.5)

En lo que sigue, dado N ∈ J(M,P ) − mod, denotaremos por SN el S-módulo izquierdo subyacente N . En particular,
SG(ψ)(N) =S N .

Lema 10.2. Sean A y B F -categorías y sean C : A → B y D : B → A F -funtores. Supongamos que D es fiel y que existe un
isomorfismo natural idA ∼= DC. Entonces C es fiel y pleno. Más aún, si D es pleno, entonces idB ∼= CD.

Demostración. Para cada X ∈ Ob(A) existe un isomorfismo

φX : X → DC(X)

Sea u ∈ HomA(X,X1). Por naturalidad se tiene un diagrama conmutativo

X
φX //

u

��

DC(X)

DC(u)
��

X1
φX1// DC(X1)

entonces φX1u = DC(u)φX . Por lo tanto, si C(u) = 0 entonces u = 0. Esto prueba que C es fiel. Ahora sea h ∈
HomB(C(X), C(X1)). Definamos

λ = φ−1
X1
D(h)φX : X → X1

Como el siguiente diagrama conmuta

X
φX //

λ

��

DC(X)

DC(λ)
��

X1
φX1// DC(X1)
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entonces λ = φ−1
X1
DC(λ)φX . Por lo tanto D(h) = DC(λ) y por ello h = C(λ). Se sigue que C es pleno. Supongamos ahora

que D es pleno. Como idA ∼= DC entonces para cada Y ∈ Ob(B) existe un isomorfismo φD(Y ) : D(Y ) → DCD(Y ). Por ser
D pleno entonces φD(Y ) = D(ψY ) para cierto ψY ∈ HomB(Y,CD(Y )). Veamos que ψY es natural. Sea f ∈ HomB(Y, Y1).
Tenemos que probar que el siguiente diagrama conmuta

Y
ψY //

f

��

CD(Y )

CD(f)
��

Y1
ψY1 // CD(Y1)

(10.6)

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

D(Y )
φD(Y )

//

D(f)
��

DCD(Y )

DCD(f)
��

D(Y1)
φD(Y1)

// DCD(Y1)

entonces DCD(f)φD(Y ) = φD(Y1)D(f). Esto implica que DCD(f)D(ψY ) = D(ψY1)D(f). Como D es fiel se sigue que
CD(f)ψY = ψY1f y 10.6 conmuta, como se quería mostrar.

Por 10.5, existe una equivalencia de categorías

G(ψ) = resHψ : J(µ2
kM,µ2

kP )−mod→ J(M,P )−mod

y este funtor induce un funtor G(ψ)k en la categoría cociente J(M,P )−modk la cual es la categoría J(M,P )−mod, módulo
el ideal de morfismos que se factorizan a través de sumas directas del módulo simple en k. Por lo tanto, se tiene un funtor

G(ψ)k : J(µ2
kM,µ2

kP )−modk → J(M,P )−modk

Proposición 10.2. Existe un isomorfismo natural de funtores idJ(M,P )−modk
∼= G(ψ)kµ̃2

k.

Demostración. Sea u ∈ HomJ(M,P )−modk(N,N1). Usando la construcción dada en la Proposición 10.1 se tiene

µ̃k(u) = u+ ρ(u) = u1 : N → N1

µ̃2
k(u) = µ̃k(u1) = u1 + ρ(u1) = u2 : N → N1

Usando la notación del Teorema 9.2, se tienen isomorfismos de J(µ2
kM,µ2

kP )-módulos izquierdos

ψ′ : G(ψ)kµ̃2
kN → N

ψ′1 : G(ψ)kµ̃2
kN

1 → N1

Resta mostrar que el siguiente diagrama conmuta en J(M,P )−modk:

G(ψ)kµ̃2
kN

ψ′
//

u2

��

N

u

��

G(ψ)kµ̃2
kN

ψ′1 // N1

(10.7)

pero esto se sigue del hecho de que uψ′ − ψ′1u2 está concentrado en k. Esto completa la demostración.
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Proposición 10.3. Existe un isomorfismo natural de funtores

µ̃kG(ψ)kµ̃k ∼= idJ(µkM,µkP )−modk .

Demostración. Por la Proposición 10.1, el funtor

µ̃k : J(µkM,µkP )−modk → J(µ2
kM,µ2

kP )−modk

es fiel, luego G(ψ)kµ̃k también es fiel. Por el Lema 10.2 y la Proposición 10.2, el funtor µ̃k es pleno. Por lo tanto, G(ψ)kµ̃k
es pleno. El resultado se sigue aplicando el Lema 10.2.

Teorema 10.1. Sea P un potencial en FS(M). Si µkP es escindable, entonces existe una equivalencia de categorías:

µk : J(M,P )−modk → J(µkM,µkP )−modk

Demostración. Como µkP es escindable, entonces existe un isomorfismo de álgebras ϕ : FS(µkM) → FS(µkM ⊕M ′), con
ϕ|S = idS , y tal que ϕ(µkP ) es cíclicamente equivalente a µkP +W donde W es un potencial trivial en FS(M ′). Por 10.1 y
10.2 existe una equivalencia de categorías

G(ϕ) : J(µkM,µkP )−mod→ J(µkM,µkP )−mod

que induce una equivalencia de categorías

G(ϕ)k : J(µkM,µkP )−modk → J(µkM,µkP )−modk
Por las Proposiciones 10.2 y 10.3, las categorías J(M,P ) − modk y J(µkM,µkP ) − modk son equivalentes; entonces, se

obtiene una equivalencia de categorías

µk : J(M,P )−modk → J(µkM,µkP )−modk
como se deseaba mostrar.



Capítulo 11

Apéndice

En este capítulo veremos las relaciones de este trabajo con [9] y [18]. Para ello, primero establezcamos algunos resultados
auxiliares.

Proposición 11.1. Sea P un potencial de la forma a1a2 . . . an ∈M⊗ncyc con ai ∈M , i = 1, . . . , n. Entonces:

X∗a(P ) =
∑

s∈L(σ(a))

(
a∗(s−1a1)a2 . . . an + a∗(s−1a2)a3 . . . ana1 + . . .+ a∗(s−1an)a1 . . . an−1

)
s

Demostración. Podemos suponer que ai = timiri con ri, ti ∈ S, mi ∈ T . Entonces P = t1m1r1t2m2r2 . . . rn−1tnmnrn. El
potencial P es cíclicamente equivalente a P ′ = x1x2 . . . xn, donde

x1 = m1r1t2, x2 = m2r2t3, . . . , xn−1 = mn−1rn−1tn, xn = mnrnt1

donde cada xi ∈M0S. Usando el Lema 5.1 se tiene

Xa∗(P ) = Xa∗(P ′) =
∑

s∈L(σ(a))

(sa)∗∗(x1x2 . . . xn)s+
∑

s∈L(σ(a))

(sa)∗∗(x2x3 . . . xnx1)s+ . . .+
∑

s∈L(σ(a))

(sa)∗∗(xnx1 . . . xn−1)s

Luego ∑
s∈L(σ(a))

(sa)∗∗(x1x2 . . . xn)s =
∑

s∈L(σ(a))

(sa)∗∗(x1x2 . . . xn−1mnrnt1)s =
∑

s∈L(σ(a))

(sa)∗∗(a1 . . . an)s

Similarmente ∑
s∈L(σ(a))

(sa)∗∗(x2x3 . . . xnx1)s =
∑

s∈L(σ(a))

(sa)∗∗(t2x2x3 . . . xnm1r1)s =
∑

s∈L(σ(a))

(sa)∗∗(a2 . . . ana1)s

∑
s∈L(σ(a))

(sa)∗∗(xnx1 . . . xn−1)s =
∑

s∈L(σ(a))

(sa)∗∗(xnx1 . . .mn−1rn−1tn)s =
∑

s∈L(σ(a))

(sa)∗∗(ana1 . . . an−1)s

Lema 11.1. Si α ∈ eiFS(M)ei, t ∈ D(i), entonces

t

 ∑
w∈L(i)

w−1αw

 =

 ∑
w∈L(i)

w−1αw

 t

124
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Demostración. Basta probar el resultado cuando t = s−1 con s ∈ L(i). Usando la Proposición 7.5 se tiene

s−1

 ∑
w∈L(i)

w−1αw

 =
∑

w,r∈L(i)

(r−1)∗(s−1w−1)r−1αwss−1

=
∑

w,r,r1∈L(i)

r−1α(r−1)∗(s−1w−1)r∗1(ws)r1s
−1

=
∑

r,r1∈L(i)

r−1α

 ∑
w∈L(i)

(r−1)∗(s−1w−1)r∗1(ws)

 r1s
−1

=
∑

r,r1∈L(i)

r−1αδr,r1r1s
−1

=
∑
r∈L(i)

r−1αrs−1

Proposición 11.2. Si P = a1 . . . an es un potencial, con ai ∈M y ψ ∈M∗, entonces

Xψ(a1 . . . an) =
∑
s∈L

ψ∗(s−1a1 . . . an)s+
∑
s∈L

ψ∗(s−1a2 . . . ana1)s+ . . .+
∑
s∈L

ψ∗(s−1ana1 . . . an−1)s

Demostración. Basta probar el resultado cuando ψ = a∗q con q ∈ S y a ∈ T . Usando la Proposición 11.1 y Lema 11.1 se tiene

Xa∗q(P ) = XP (a∗)q =
∑

s∈L(σ(a))

a∗∗(s−1a1a2 . . . an)sq + . . .+
∑

s∈L(σ(a))

a∗∗(s−1ana1 . . . an−1)sq

=
∑

s∈L(σ(a))

a∗∗(qs−1a1 . . . an)s+ . . .+
∑

s∈L(σ(a))

a∗∗(qs−1ana1 . . . an−1)s

=
∑

s∈L(σ(a))

(a∗q)∗(s−1a1 . . . an)s+ . . .+
∑

s∈L(σ(a))

(a∗q)∗(s−1ana1 . . . an−1)s

=
∑

s∈L(σ(a))

ψ∗(s−1a1 . . . an)s+ . . .+
∑

s∈L(σ(a))

ψ∗(s−1ana1 . . . an−1)s

y el resultado se sigue.

Veamos ahora la relación con [9]. En [9] se toman grupos abelianos finitos Γ1, . . . ,Γn, K un campo algebraicamente cerrado
y se desarrolla una teoría de especies con potencial considerando como álgebra subyacente al producto finito de las álgebras de
grupo K[Γ1]× . . .×K[Γn] y bimódulos sobre esta álgebra. Veremos que esta construcción puede ser descrita con la teoría de
S-bimódulos Z-libremente generados y derivaciones cíclicas dada en este trabajo. Además, probaremos que R(P ) coincide con
el ideal Jacobiano J(P ) en el sentido de [9]. Sea S = K[Γ1]× . . .×K[Γn] y tomemos σi : K[Γi]→ S la inclusión. Denotemos
por ei al elemento σ(1i) en donde 1i es la unidad en Γi. Entonces la unidad 1 de S se descompone como

1 =
n∑
i=1

ei

Sea M un S-bimódulo, entonces M =
⊕
i,j

eiMej .

Definición 11.1. Siguiendo a [9] diremos que M es globalmente libre si siempre que eiMej 6= 0, entonces

eiMej = K[Γi]⊗K Ti,j ⊗K K[Γj ]

en donde Ti,j es un K-espacio vectorial de dimensión finita. Supondremos que (M ⊗S M)cyc = {0}.



CAPÍTULO 11. APÉNDICE 126

A un S-bimódulo globalmente libre le podemos asociar una matriz antisimétrica Z = (zi,j) ∈ Zn×n en donde zi,j = 0
si eiMej = ejMei = 0, y en otro caso zi,j = dimK Ti,j − dimK Tj,i. Definamos una matriz B = (bi,j) ∈ Zn×n mediante
bi,j = zi,jdj en donde dj es el orden del grupo Γj . Notar que B es una matriz anti-simetrizable con anti-simetrizador
D = diag(d1, . . . , dn). Consideremos ahora el carcaj Q = (Q0, Q1) asociado al S-bimódulo M ; esto es, Q0 = {1, . . . , n} y
existe j α−→ i si y sólo si eiMej 6= 0. A cada camino no-trivial i γ−→ j le corresponde el K[Γj ]−K[Γi]-bimódulo

Mγ = Mαs ⊗S . . .⊗S Mα1

en donde γ = αs . . . α1 con a αu−→ b en Q1 y Mαu = ebMea. Sean Z =
n∑
i=1

Kei y M0 =
⊕
i,j

Kei ⊗K Ti,j ⊗K Kej . Entonces M

está Z-libremente generado por M0. Ahora, como en el Capítulo 4, consideremos la derivación

∆ : TS(M)→ TS(M)⊗Z TS(M)

tal que ∆(s) = 1 ⊗ s − s ⊗ 1 para s ∈ S y ∆(m) = 1 ⊗ m para m ∈ M0. Se define también un morfismo F -lineal
u : TS(M)⊗Z TS(M)→ TS(M) como u(a⊗ b) = cyc(ba). Se tiene así una derivación cíclica h : TS(M)→ EndF (TS(M)) dada
por h(a)(b) = u(∆(a)b) y la correspondiente derivada cíclica δ : TS(M) → TS(M) dada por δ(a) = h(a)(1) = u(∆(a)). La

derivada cíclica anterior se puede extender a una derivada cíclica δ : FS(M)→ FS(M) de la siguiente manera. Si f =
∞∑
n=0

fn,

con fn ∈M⊗n, entonces se define

δ(f) =
∞∑
n=1

δ(fn)

Notemos que para cada i ∈ {1, . . . , n} los elementos del grupo Γi forman una base K-base L(i), de K[Γi], la cual de hecho

es multiplicativa y por lo tanto cada base L(i) satisface la condición (a) de la página 35 del Capítulo 7. Sea L =
n⋃
i=1

L(i).

Entonces para cada potencial P de FS(M) se tiene

Xψ(P ) =
∑
s∈L

ψ∗(s−1δ(P ))s

De la Proposición 11.2 se tiene que para un potencial P de la forma P = a1 . . . an con ai ∈M :

Xψ(P ) =
∑
s∈L

ψ∗
(
s−1(a1 . . . an + a2 . . . ana1 + . . .+ ana1 . . . an−1)s

)
Veamos ahora que cualquier ψ ∈ M∗ se puede escribir como ψ(m) =

∑
h∈L

ρ(mh)h−1 con ρ : M → K una K-transformación

lineal. Sean

θ : HomK(M,K)→ HomS(M,S)
χ : HomS(M,S)→ HomK(M,K)

dados como sigue: θ(ξ)(m) =
∑
h∈L

ξ(mh)h−1 y para m ∈ M definimos χ(ψ)(m) =
n∑
i=1

εi(ψ(mei)) donde εi : K[Γi] → K es

la K-transformación lineal que manda
∑
g∈Γi

cgg en ce. Veamos que para cada ψ ∈ HomS(MS , SS) se tiene θ(χ(ψ)) = ψ. Sea

m ∈Mei, entonces:

θ(χ(ψ))(m) =
∑
h∈Γi

χ(ψ)(mh)h−1 =
∑
h∈Γi

εi(ψ(mh))h−1 =
∑
h∈Γi

εi(ψ(m)h)h−1
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se tiene que ψ(m) ∈ K[Γi] así que ψ(m) =
∑
g∈Γi

cgg con cg ∈ K. Por lo tanto εi(ψ(m)h) = εi

∑
g∈Γi

cggh

 = ch−1 . Entonces

θ(χ(ψ))(m) =
∑
h∈Γi

ch−1h−1 = ψ(m).

De lo anterior se infiere que R(P ) = J(P ) en el sentido de [9].

Observación 11.1. En [9] las matrices que se consideran son matrices antisimetrizables por la derecha. En [18], al igual que
en esta tesis, las matrices que se consideran son antisimetrizables por la izquierda.

Observación 11.2. En nuestra versión del trabajo [9] la matriz B asociada al S-bimódulo M es la matriz transpuesta de la
matriz asociada en [9].

Observación 11.3. De acuerdo a la Proposición 8.14 las matrices anti-simetrizables B ∈ Zn×n que se realizan por medio
de especies (F,M), con M un S-bimódulo Z-libremente generado, son aquellas matrices enteras B = (bij) tales que su
anti-simetrizador D = diag(d1, . . . , dn) cumple que para cada j, dj divide a bij para toda i. Toda esta clase de matrices B
satisfacen que BD−1 es una matriz antisimétrica con coeficientes enteros, así que todo este tipo de matrices son realizables
por S-bimódulos Z-libremente generados. Notemos también que toda la clase de matrices que aparecen en el Ejemplo 14.4
de [18] cumplen la condición de la Proposición 8.14 de la tesis y por lo tanto son realizables por S-bimódulos Z-libremente
generados.

Observación 11.4. Veamos que la Proposición 6.6 de [9] es cierta únicamente en el caso en que (di, dj) = 1 para toda
i 6= j. En [9] a cada matriz antisimetrizable B = (bi,j) con anti-simetrizador D = diag(d1, . . . , dn) se le asocia S =
K[Γ1]×K[Γ2]×. . .×K[Γn] en donde Γi es el grupo cíclico de orden di. Para cada bi,j > 0 se le asocia elK[Γi]−K[Γj ]-bimódulo

Mi,j = K[Z/dibijZ]

como di y dj dividen a dibij , el grupo cíclico Z/dibijZ contiene un único subgrupo de orden di al que podemos identificar
con Γi y un único subgrupo de orden dj al que podemos identificar con Γj . Entonces las inclusiones de K[Γi] y K[Γj ] en
Mi,j inducen una estructura de K[Γi] − K[Γj ]-bimódulo en Mi,j . Supongamos que con la estructura anterior Mi,j es un
K[Γi]−K[Γj ]-bimódulo libre. Entonces existe un isomorfismo de K[Γi]−K[Γj ] bimódulos

ψ : Mi,j → K[Γi]⊗K V ⊗K K[Γj ]

en donde V es un K-espacio vectorial de dimensión finita. Sea V = {v1, . . . , vl} una K-base para V , entonces el conjunto de
elementos gi ⊗ vu ⊗ gj con gi ∈ Γi, gj ∈ Γj y vu ∈ V forman una K-base para K[Γi]⊗K V ⊗K K[Γj ]. Sea h ∈ Γi ∩ Γj . Como
Z/dibijZ es un grupo abeliano entonces hz = zh para toda z ∈ Z/dibijZ. Por lo tanto, como ψ es un isomorfismo entonces
hw = wh para toda w ∈ K[Γi]⊗K V ⊗KK[Γj ]. En particular se tiene h(e⊗ v1⊗ e) = (e⊗ v1⊗ e)h = e⊗ v1⊗h lo que implica
que h = e. En consecuencia, Γi ∩ Γj es el subgrupo trivial.

Recíprocamente si Γi ∩ Γj = {e} entonces ΓiΓj = Γi × Γj y por lo tanto

K[Z/dibijZ] = K[Γi × Γj ]e⊕K[Γi × Γj ]z2 ⊕ . . .⊕K[Γi × Γj ]zr

en donde e, z2, . . . , zr es un sistema de representantes de las clases izquierdas de Γi × Γj en Z/dibijZ. Se tiene

K[Γi × Γj ] ∼= K[Γi]⊗K K[Γj ]

de aquí se sigue que K[Z/dibijZ] es un K[Γi]−K[Γj ]-bimódulo libre. Por lo tanto Mi,j es un K[Γi]−K[Γj ]-bimódulo libre
si y sólo si (di, dj) = 1.

Comparemos ahora con los resultados de [18]. En [18] se toma una matriz antisimetrizable B = (bi,j) ∈ Zn×n con anti-
simetrizador D = diag(d1, . . . , dn) tal que (di, dj) = 1 para toda i 6= j. A la matriz B se le asocia un carcaj con peso (Q,d)
donde d = (d1, . . . , dn) y hay bi,j

dj
flechas de j a i. Sea d = mcm(d1, . . . , dn), F un campo que contiene una raíz d-ésima

primitiva de 1. Sea E/F una extensión cíclica de grado d, y Fi/F la subextensión cíclica de E/F de grado di. Sea BE una

F -base de E como en [18] y sea Bi = BE∩Fi una F -base de Fi. Sea S =
n∏
i=1

Fi, σFi : Fi ↪→ S la inclusión canónica, ei = σFi(1)
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y Z =
n∑
i=1

Fei. Consideremos los Fi − Fj-bimódulos Mi,j =
⊕
α:j→i

Fi ⊗ Fj y pongamos M =
⊕
i,j

Mi,j . Finalmente pongamos

eiM0ej =
⊕
α:j→i

Zei ⊗F Zej , entonces M0 es un Z-subbimódulo de M y M está Z-libremente generado por M0.

Veamos que en el caso de [18] se tiene que Xa∗(P ) = ∂a∗(P ) para cada flecha a. Notar que podemos suponer que P es,
salvo equivalencia cíclica, de la forma P = w0a1w1a2 . . . wl−1al donde w0, w1, . . . , wl−1 ∈ BE y ai ∈ Q1. Usando el Ejemplo
5.1 se tiene

Xa∗(P ) = w1a2 . . . wl−1alw0δa,a1 + w2a3 . . . wl−1alw0a1w1δa,a2 + . . .+ w0a1w1a2 . . . wl−2al−1wl−1δa,al

lo cual coincide con la definición de ∂a(P ) dada en [18, p.62]. Por lo tanto R(P ) = J(P ) en el sentido de [18].
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