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Resumen

Se desarrolla una extensión del modelo estándar basada en dimensiones extras en el espa-
cio de espín (espacio de espín extendido). Se muestra la equivalencia entre la formulación
Lagrangiana tradicional y la del modelo de espín extendido, y en particular, para los ele-
mentos fermión-escalar, fermión-vector y escalar-vector. En 7+1 dimensiones se permite
la descripción de las quiralidades derechas e izquierda de los fermiones y, específicamente,
se reproduce el sector de quarks del modelo estándar, obteniéndose cuatro generaciones
a lo más, dos dobletes de Higgs y efectos de jerarquía de masas de los fermiones, a nivel
horizontal (entre generaciones) y vertical (entre elementos de dobletes de quarks).

Abstract

A standard model extension is developed based on extra dimensions in spin space (extended
spin space). The equivalence between the standard Lagrangian formulation and the one in
the extended spin model is shown and, in particular, for fermion-scalar, fermion-vector,
and scalar-vector elements. In 7+1 dimensions, it is shown that both left- and right-handed
chiral fermions are allowed and, specifically, that the standard model electroweak quark
sector is reproduced, obtaining at most four quark generations, two Higgs doublets, and
fermion mass hierarchy effects, both horizontal (between generations) and vertical (between
quark-doublet elements).
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1 Introducción

En la física moderna, el cuerpo teórico que describe de manera correcta a las partículas
fundamentales (quarks y leptones hasta donde sabemos) y sus interacciones se conoce como
modelo estándar. El modelo abarca tres de las cuatro fuerzas conocidas: la fuerza electro-
magnética, la interacción débil y la interacción fuerte. Esta última es responsable de las
interacciones entre los quarks y gluones que constituyen a los hadrones, mientras que la
segunda actúa en procesos de decaimiento en los cuales las partículas finales son leptones y
hadrones estables, siendo el decaimiento beta un proceso característico. Las interacciones
son mediadas por el intercambio de partículas vectoriales: fotones en el electromagnetismo,
bosones W± y Z0 en la interacción débil y gluones en la fuerte. Para la gravedad se postuló
el gravitón, aunque la interacción gravitacional no se incluye propiamente dentro de la teo-
ría. Dentro del modelo estándar las interacciones electromagnética y débil son tratadas de
manera unificada, mediante la teoría electro-débil de Glashow-Weinberg-Salam[35, 60], la
cual explica la simetría abeliana U(1) del electromagnetismo como una consecuencia del
rompimiento de la simetría no-abeliana de isospín e hipercarga débiles SU(2)L × U(1)Y .
Esta simetría permanece exacta hasta un límite inferior de energía que es del orden de 100

GeV, pero se rompe para energías por debajo de ese valor.

La parte restante del modelo describe a la interacción fuerte mediante la cromodinámica
cuántica (QCD), que es una teoría de campo con simetría de norma no-abeliana SU(3)C

de color. Los gluones encargados de mediar las interacciones, así como los quarks, tienen
carga de color, por lo que existen acoplamientos de este tipo entre ellos. La constante de
acoplamiento de QCD varía asintóticamente con la energía, siendo pequeña (del orden de
0.2 y comparada con la unidad que corresponde a un acoplamiento fuerte) para energías de
alrededor de 10 GeV. En esta región, quarks y gluones se comportan como partículas libres,
y la pequeñez de la constante de acoplamiento permite un tratamiento perturbativo de la
teoría. En cambio, para energías del orden de 1 GeV, donde los quarks se encuentran confi-
nados dentro de los hadrones, el valor de la constante de acoplamiento es aproximadamente
la unidad y los cálculos perturbativos dejan de tener sentido.
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1 Introducción

La descripción de las interacciones fundamentales y predicción de las partículas asociadas
correspondientes, constituyen uno de los grandes éxitos del modelo estándar. Para el elec-
tromagnetismo, la invariancia de norma implica que debe existir el fotón e interactuar tal
como lo hace, lo que lleva al entendimiento de la naturaleza de la luz. Razonamientos simi-
lares conducen a predecir la existencia de los gluones y de los bosones W± y Z0, así como
sus propiedades. Por ejemplo, para estos últimos el modelo predice que sus masas deberían
ser de aproximadamente 80 GeV para los W± y de 90 GeV para el Z0, propiedades que
fueron confirmadas experimentalmente. El modelo predice también la existencia del bosón
de Higgs, y el descubrimiento reciente de una partícula tipo Higgs en el LHC valida aún
más el modelo[2, 19].

A pesar de sus grandes logros, el modelo estándar tiene limitaciones, pues existen fenómenos
que no puede explicar o, en ciertos casos, ni siquiera admitir, algunos de los cuales se
mencionan a continuación:

El modelo no puede explicar el origen del rompimiento de la simetría por el campo
de Higgs para que las partículas adquieran masa.

No abarca la gravedad, pues ésta no tiene la misma estructura que las otras fuerzas
(no es renormalizable).

Los valores de las masas de quarks y leptones no pueden explicarse con el modelo
estándar.

Aunque las describe, el modelo no explica el número de generaciones, ni sus jerarquías.

El modelo no proporciona el valor de las constantes de acoplamiento.

Gran parte de la investigación en partículas elementales, durante los últimos cincuenta
años, se ha dedicado a la búsqueda de soluciones para las cuestiones pendientes del modelo
estándar, mediante la propuesta de modelos y teorías que lo complementan o extienden.
Como ejemplos representativos de estas extensiones al modelo, y en las que se centra la
mayoría de la investigación actual, se encuentran la supersimetría (SUSY)[49, 42, 51], las
teorías de gran unificación (GUT)[15] y la teoría de cuerdas[55, 44], cada una con distinto
grado de aplicabilidad. Así, las teorías de gran unificación suponen la existencia de un
grupo que contiene a los grupos de norma del modelo estándar, produciendo información
adicional respecto a las constantes de acoplamiento y las representaciones de las partículas.

12



Una de las primeras propuestas de unificación es la idea de Kaluza-Klein, que propone
dimensiones espaciales extras (una en la formulación original) asociadas con simetrías de
norma. Las teorías de gran unificación[34] ejemplifican estructuras matemáticas dentro de
la física de partículas que abarcan simetrías de norma. En concreto, imponen restricciones
sobre el grupo de norma del modelo estándar SU(3)C × SU(2)L × U(1)Y , limitando las
representaciones y los valores de las constantes de acoplamiento[33]. Sin embargo, las GUTs
no incluyen a la gravedad e introducen nuevos parámetros para bosones de Higgs, bosones
de norma y sus interacciones dentro de la teoría. Tampoco aportan información sobre el
número de generaciones.

La teoría de cuerdas, por otro lado, permite relacionar la teoría cuántica de campos con la
relatividad general. Sin embargo, dada su gran complejidad y a pesar del esfuerzo inverti-
do, no ha sido posible aún obtener un equema único de compactificación que reproduzca el
modelo estándar a bajas energías, e incluso algunas vertientes de la teoría se han separado
cada vez más de las suposiciones y motivaciones físicas originales, con lo que el interés de
la investigación se ha vuelto puramente matemático. Las teorías supersimétricas relacio-
nan bosones y fermiones transformando a las partículas fundamentales en otras llamadas
supercompañeras, que difieren de las partículas originales por media unidad de espín. La
implementación de SUSY contiene una conexión fundamental entre simetrías internas y
simetrías del espacio-tiempo, por lo que, en la versión local, provee un marco natural para
una descripción unificada de la gravedad con el resto de las interacciones. Si SUSY fuera
una simetría exacta, una partícula y su supercompañera deberían tener la misma masa y,
puesto que no se han observado supercompañeros para las partículas del modelo estándar,
SUSY debe ser una simetría rota, siendo el por qué y el cómo de dicho rompimiento los
problemas principales por resolver de la teoría. También, los resultados negativos en la
búsqueda de partículas supersimétricas en el LHC[24, 1, 3] restringen aún más los modelos
propuestos de SUSY.

Dos elementos que se usan frecuentemente en la construcción de extensiones al modelo
estándar, y que son susceptibles de ser comprobados experimentlamente en el LHC en los
siguientes años, son extensiones al sector de Higgs, como en los modelos de dos dobletes
de Higgs (2HDM)[17], y la inclusión de simetrías de sabor[52, 29, 54, 4]. Estas últimas
pueden ser globales o de norma, y el grupo de sabor puede ser discreto o un grupo de
Lie continuo. Una característica común de estos modelos es que la estructura adicional
de Higgses y/o las simetrías de sabor se proponen inicialmente, en lugar de derivarse del
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1 Introducción

modelo. Para mencionar dos ejemplos recientes, en la Ref. [28] se considera una extensión
2HDM en el contexto del modelos de axiones invisibles DFSZ (Dine-Fischler-Srednicki-
Zhitnitsky)[26, 61], mientras que en [25] se emplean 2HD y singuletes escalares adicionales,
en conjunto con una simetría horizontal de norma U(1), para explicar las desviaciones al
modelo estándar encontradas en los decaimientos de mesones B por el LHCb.

En cuanto a la descripción real de las partículas elementales, nos centramos en sus grados
de libertad. Las partículas e interacciones obedecen simetrías globales y locales, que les
añaden números cuánticos discretos no triviales, además de los de Lorentz. Si bien el grado
de libertad asociado al espacio es común a todas las partículas elementales, los grados de
libertad discretos asociados a las representaciones fundamentales son más elementales, en
el sentido de que pueden ser usados para construir los otros. El espín es una manifestación
física de la representación fundamental del grupo de Lorentz, y en relación con el espacio
desempeña este papel elemental, pues el espacio utiliza la representación vectorial, que se
puede construir en términos del espín.

El hecho que los fermiones conocidos participan en la representación fundamental de los
grupos de Lorentz y de norma, mientras que los bosones, las partículas que transportan
las interacciones, participan en la representación adjunta de los grupos de Lorentz y de
norma, sugiere una construcción compuesta[9]. Tales similitudes y la presencia de simetrías
sugieren un esquema unificado, a saber, un espacio elemental para los grados de libertad
discretos: de Lorentz y escalares. De hecho, existen requisitos de coherencia análogos en
la mecánica cuántica para la descripción y cuantificación de las partículas e interacciones,
como son las restricciones a las representaciones requeridas por unitariedad.

De manera similar a la idea de Kaluza-Klein, suponemos un espacio común para los grados
de libertad de espín y escalares. Si bien es tentador mezclarlos, el teorema de Coleman-
Mandula[23](Apéndice A) prohíbe una mezcla directa. Obedecer esta restricción significa
que los generadores escalares resultantes deben conmutar con los de Lorentz; equivalente-
mente, uno exige que estos dos conjuntos aparezcan como un producto directo. Sin embargo,
como se verá, se permite una simple clasificación de los espacios, y esto conduce a limita-
ciones en el tipo de elementos que se pueden obtener, que es lo que en última instancia
proporcionará información, por ejemplo, sobre las representaciones e interacciones. En lu-
gar de añadir mas dimensiones espaciales, como en Kaluza-Klein, proponemos en su lugar
agrandar las dimensiones del espacio vectorial abstracto en que viven los objetos de es-
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pín 1/2, al que asignamos el nombre de espacio de espín, pero manteniendo la simetría de
Lorentz en el espacio de 3 + 1 dimensiones estándar. Como consecuencia, las dimensiones
extras son relevantes únicamente en el espacio de espín, mientras que en el espacio-tiempo
(el espacio de configuración) carecen de dinámica y permanecen inertes, por lo que no es
necesario compactificarlas. Una de las motivaciones para elegir los grados de libertad de
espín 1/2 como base es que las representaciones tensoriales del grupo de Poincaré pueden
obtenerse a partir de la representación espinorial, pero no al revés, y en este sentido la
representación espinorial es la más básica. En otra interpretación, uno procede verificando
espacios discretos adicionales, descritos a partir de un álgebra de Clifford e independien-
temente de la descripción en el espacio de configuración, que permita la inclusión de los
estados y operadores relevantes[12]. En este sentido, un espacio discreto de 7 + 1 dimensio-
nes es el mínimo que permite una descripción de quarks de distinto sabor y los operadores
que los clasifican, pues se han estudiado espacios de menores dimensiones, encontrándose
que no son lo suficientemente grandes para ese propósito[7, 8, 11, 12].

El espacio de espín extendido[7, 8, 10, 11, 12], como hemos llamado a nuestro propuesta,
se construye en términos de kets-bras que incluyen espinores, lo que resulta en un espacio
vectorial matricial dotado de una métrica, y que puede ser descrito en términos de un
álgebra de Clifford. Manteniendo la simetría de Lorentz en 4-d, como se mencionó, trae
como resultado la inclusión de operadores adicionales en el mismo espacio, los cuales se
asocian a simetrías de norma y de sabor. Puesto que los generadores de estas simetrías
conmutan con los del grupo de Lorentz, se satisface el teorema de Coleman-Mandula. Esto
hace posible que los operadores de simetría, tanto de norma como de Lorentz, sean elementos
del mismo espacio matricial, junto con los campos físicos que clasifican.

Otras investigaciones enfatizan de manera similar el grado de libertad de espín en las exten-
siones del modelo estándar[56, 21], para tratar de entender sus cuestiones aún sin resolver.
Estas extensiones utilizan, por lo general, un espinor algebraico representado por una ma-
triz, y la característica común de este tipo de construcción de modelos es el uso de la
estructura del espacio de álgebra de Clifford asociado. En cuatro dimensiones, una matriz
de 4×4 se conecta al álgebra de Clifford de 3+1 dimensiones C4. Cada columna de la matriz
es un ideal izquierdo del álgebra. Esto permite que los operadores actúen también por la
derecha, y tales transformaciones se asocian generalmente a grupos de norma. Para tener
en cuenta los multipletes de partículas y grupos de norma del modelo estándar, se hace uso
de dimensiones extras en el espacio-tiempo. Elecciones distintas sobre la naturaleza de los
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1 Introducción

ideales izquierdos, las dimensiones del espacio-tiempo y las transformaciones de simetría,
conducen a modelos diferentes con distintos grados de aplicabilidad y consecuencias feno-
menológicas. En las Refs. [16, 18] se proponen modelos basados en objetos de Clifford en
13 + 1 dimensiones, que pretenden explicar el origen de las familias de quarks y leptones.
En la Ref. [58] se emplea un espinor algebraico de C7 para representar una familia de quarks
y leptones, con las transformaciones de Poincaré y de norma restringidas a actuar desde la
izquierda y derecha, respectivamente.

Otros modelos del mismo tipo incluyen a la gravedad y son geométricos por naturaleza.
En ellos, la relación fundamental del álgebra de Clifford, que usualmente se toma como un
álgebra real, se da en términos de una base vectorial abstracta {eµ} como

eµeν + eνeµ = 2gµν , (1.1)

sin mayor referencia a las matrices gamma. Para citar algunos ejemplos recientes (de ningu-
na manera una lista exhaustiva), en las Refs. [40] y [46] se proponen modelos que incluyen
los grupos de norma del modelo estándar y la gravedad. El primer modelo está basado en
C6, y el segundo en C3+1, el cual supone un espinor columna dentro de una matriz algebrai-
ca. La Ref. [48] también propone un modelo que incluye campos de norma y de gravedad,
motivado por cuerdas y modelos de branas, y está situado en un espacio de Clifford de 16
dimensiones.

En la presente tesis se presenta el modelo estándar electrodébil en el espacio de espín exten-
dido en 7 + 1 dimensiones[13, 14]. Se muestra una comparación formal entre los campos y
Lagrangianos, en el espacio extendido, y la formulación convencional del modelo estándar,
lo que permite una interpretación directa del modelo en términos de una teoría de cam-
pos. Como se mencionó, se escoge esta dimensión por ser la mínima donde se puede tener
quarks izquierdos y derechos con los números cuánticos del modelo estándar. Se obtienen
generaciones de quarks sin masa y con ella, a lo más dos dobletes de Higgs, y una simetría
horizontal (entre familias y misma carga) de sabor. También se proporciona una jerarquía
de masas vertical (entre estados de distinta carga) después del rompimiento de la simetría.
Estos resultados constituyen una base hacia el objetivo último de explicar el número de
generaciones de quarks y sus jerarquías de masa.
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La organización es la siguiente: En el capítulo 2 se presenta un breve resumen del sector
electrodébil de quarks del modelo estándar. En los capítulos 3 y 4 se presenta la construcción
del espacio de espín extendido, mostrando su descripción en términos del álgebra de Clifford
y las construcciones generales de operadores y transformaciones de simetría, así como de
los campos sobre los que actúan. En el capítulo 5 se construyen, secuencialmente, términos
de norma e invariantes de Lorentz a partir de campos que se encuentran dentro de las
representaciones y simetrías que se derivan del espacio de espín extendido, lo que se traduce
en una teoría Lagrangiana invariante de Poincaré. En particular, se muestra la equivalencia
de una teoría de campo invariante de norma, escrita en el espacio extendido, y la formulación
estándar, con características propias para cada tipo de vértice. En el capítulo 6 se presenta
el modelo electrodébil de quarks en 7 + 1 dimensiones en el espacio de espín extendido. Se
muestra la construcción de operadores y estados, obteniéndose cuatro familias de quarks
y dos dobletes de Higgs, así como efectos de jerarquías horizontal y vertical. Se muestra
primero un efecto de jerarquía para una sola generación, extendiéndose posteriormente a
cuatro generaciones. Finalmente se establecen las conclusiones.
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2 Modelo estándar electrodébil

En este capítulo presentamos un breve resumen de los sectores de leptones y quarks del
modelo estándar, sin ahondar en detalles teóricos ni mencionar el desarrollo histórico. Para
un tratamiento completo véanse las Refs. [20, 39, 50], mientras que los resultados experi-
mentales pueden consultarse en [47].

2.1. Grupo de norma

En procesos débiles tales como µ− → e− + ν̄e + νµ y n→ p+ e− + ν̄e solamente participan
leptones izquierdos y antileptones derechos. Las amplitudes de dichos procesos se pueden
escribir en términos de corrientes cargadas

J+
µ (x) =

1

2
ν̄e(x)γµ (1− γ5) e(x), (2.1)

J−µ (x) =
1

2
ē(x)γµ (1− γ5) νe(x), (2.2)

donde e(x) y ν(x) son los campos del electrón y su neutrino, respectivamente, y la barra
denota el adjunto de Dirac ψ̄ ≡ ψ†γ0. Lo anterior sugiere que los campos izquierdos se pue-
den acomodar en un doblete asociado a un grupo SU(2). Definiendo el doblete de leptones
(el subíndice L es para enfatizar el hecho de que involucran a fermiones izquierdos)

L =
1

2
(1− γ5)

(
νe

e−

)
=

(
νe

e−

)
L

, (2.3)

y los operadores de escalera de isospín débil

τ+ =
τ1 + iτ2

2
=

(
0 1

0 0

)
, (2.4)
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2 Modelo estándar electrodébil

τ− =
τ1 − iτ2

2
=

(
0 0

1 0

)
, (2.5)

con τ i, i = 1, 2, 3, las matrices de Pauli, las corrientes cargadas en las ecuaciones (2.1) y
(2.2) se pueden reescribir como

J+
µ = L̄γµτ

+L, (2.6)

J−µ = L̄γµτ
−L, (2.7)

lo que sugiere que las corrientes débiles forman un grupo SU(2)L si se introduce la corriente
neutra

J3
µ =L̄γµ

τ3

2
L

=
1

2
ν̄eγµνe −

1

2
ēLγµeL,

(2.8)

de manera que las tres corrientes J±µ , J3
µ formen un triplete de isospín débil SU(2)L en la

representación adjunta

J iµ(x) = L̄γµT
iL = L̄γµ

τ i

2
L, i = 1, 2, 3, (2.9)

donde las cargas definidas por

T i =

∫
J i0(x)d3x, i = 1, 2, 3, (2.10)

satisfacen el álgebra del grupo SU(2)L

[
T i, T j

]
= iεijkT k. (2.11)

La parte derecha del electrón eR = 1
2 (1 + γ5) e (el neutrino se asume sin masa y por lo

tanto sin parte derecha) no aparece en las corrientes, por lo que es un singulete bajo una
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2.1 Grupo de norma

transformación de SU(2)L. Las corrientes J
±
µ , J3

µ se acoplan a los bosonesW±µ y A3
µ, respec-

tivamente, y en principio podría pensarse en asociar la corriente neutra J3
µ con la corriente

electromagnética Jemµ . Sin embargo, dado que trτ3 = 0, de la ecuación (2.8) se deduce que
la suma de las cargas del neutrino y del electrón es cero, lo que es incorrecto, además de que
J3
µ no conserva paridad y no contiene a eR, como sí sucede con la corriente electromagnéti-

ca. En consecuencia no es posible asociar la corriente neutra con la electromagnética.. No
obstante, la ecuación (2.8) sí proporciona la diferencia correcta de las cargas eléctricas del
neutrino y del electrón: 1

2 −
(
−1

2

)
= 1 = 0− (−1), lo que implica que Jemµ debería contener

una parte generada por una matriz de 2 × 2 con traza distinta de cero. Estos argumentos
sugieren que el grupo de norma debe agrandarse para contener una nueva simetría U(1), con
otro campo de norma Bµ asociado a ella. Esta nueva simetría es independiente de SU(2)L,
por lo que su generador debe conmutar con los generadores T i en la ecuación (2.10). Para
obtenerla partimos de la corriente electromagnética

Jemµ (x) = qψ̄γµψ, (2.12)

donde q es la carga del fermión ψ. Para el electrón q = −1 y el operador de carga Q está
dado por

Q =

∫
Jem0 (x)d3x = −

∫ (
e†LeL + e†ReR

)
d3x. (2.13)

Las cargas T i en la ecuación (2.10) no conmutan con Q, pero tomando la combinación
lineal

Q− T 3 =

∫
d3x

(
−1

2
ν†eLνeL −

1

2
e†LeL − e

†
ReR

)
, (2.14)

entonces sí se cumple que
[
Q− T 3, T i

]
= 0, i = 1, 2, 3, y la nueva simetría, denotada por

U(1)Y y conocida como hipercarga, se escoge como Y = 2
(
Q− T 3

)
. El factor de 2 es

convencional y se escoge para cumplir la relación de Gell-Mann - Nishijima[32, 45]

Q = T 3 +
Y

2
. (2.15)
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2 Modelo estándar electrodébil

Q
(
T, T 3

)
Y

ULi
2
3

(
1
2 ,

1
2

)
1
3

DLi −1
3

(
1
2 ,−

1
2

)
1
3

URi
2
3 0 4

3

DRi −1
3 0 −2

3

Tabla 2.1: Números cuánticos electrodébiles de los quarks. Los subíndices L y R corres-
ponden a quiralidad izquierda y derecha respectivamente, y el índice i = 1, 2, 3
etiqueta la generación: U1 = u, U2 = c, U3 = t, D1 = d, D2 = s y D3 = b.

conocida con anterioridad a la formulación de la teoría de norma electrodébil para describir
la clasificación de hadrones.

Resumiendo, el grupo de norma del modelo estándar electrodébil es SU(2)L × U(1)Y . El
grupo SU(2)L corresponde al isospín débil y U(1)Y a la hipercarga. Los generadores de

isospín son T i =
τ i

2
, i = 1, 2, 3, con τ i las matrices de Pauli, y en términos de las corrientes

están dados por la ecuación (2.24). El generador de U(1)Y se escoge de forma que se
cumpla la relación en la ecuación (2.15), con Q la carga eléctrica. Los quarks y leptones se
arreglan en dobletes izquierdos y singuletes derechos de SU(2)L. En la siguiente sección nos
enfocaremos en el sector de quarks.

2.2. Sector de quarks

Los quarks se arreglan en los multipletes del grupo de norma mostrados en la tabla 2.1.
Para escribir el Lagrangiano en forma compacta empleamos la notación

QLi =

(
ULi

DLi

)
, URi, DRi . (2.16)

El Lagrangiano del sector de quarks del modelo estándar electrodébil es entonces

L = Lquarks + Lnorma + LHiggs + LY ukawa + LFP + Lghosts,
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2.2 Sector de quarks

donde Lquarks es el término de quarks libres más la interacción con el grupo de norma,
Lnorma contiene la parte correspondiente a los generadores del grupo de norma, LHiggs es
el Lagrangiano del campo escalar de Higgs que rompe la simetría, LY ukawa es el término
de interacción de los quarks con el campo de Higgs y LFP y Lghosts contiene a los términos
que fijan la norma (Fadeev - Popov) y a los términos que eliminan a los campos fantasma
que aparecen en la teoría como resultado de fijar la norma. Estos dos últimos Lagrangianos
no son relevantes para el presente trabajo y no serán considerados. Explícitamente

Lquarks = i
3∑
i=1

Q̄Liγ
µ

(
∂µ − ig

τ

2
·Aµ −

i

6
g′Bµ

)
QLi

+ i

3∑
i=1

ŪRiγ
µ

(
∂µ − i

2

3
g′Bµ

)
URi

+ i
3∑
i=1

D̄Riγ
µ

(
∂µ +

i

3
g′Bµ

)
DRi,

(2.17)

donde Aµ y Bµ son los campos de norma de SU(2)L × U(1)Y respectivamente, con cons-
tantes de acoplamiento g y g′. El término cinético de los campos de norma es

Lnorma = −1

4
F iµνF

µν
i −

1

4
BµνB

µν (2.18)

con los tensores de intensidad de campo F iµν (i = 1, 2, 3) y Bµν de SU(2)L × U(1)Y dados
por

F iµν = ∂µA
i
ν − ∂νAiµ + gεijkA

j
µAkν

Bµν = ∂µBν − ∂νBµ.
(2.19)

con εijk el tensor de Levi - Civita en tres dimensiones. El campo escalar de Higgs está
formado por un campo con carga positiva y uno neutro, ambos complejos y con Y = 1,
arreglados en el doblete de SU(2)L

φ =

(
ϕ+

ϕ0

)
. (2.20)

El Lagrangiano del campo de Higgs es entonces
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2 Modelo estándar electrodébil

LHiggs = (Dµφ)† (Dµφ)− V
(
φ†φ
)
, (2.21)

con

Dµφ =

(
∂µ − ig

τ

2
.Aµ −

i

2
g′Bµ

)
φ. (2.22)

Finalmente el término de interacción de los quarks con el campo de Higgs es

LY ukawa = −
∑
i,j

(
Γ
(D)
i,j Q̄LiφDRj + Γ

(U)
i,j Q̄Liφ̃URj + h.c.

)
(2.23)

donde Γ
(D)
i,j y Γ

(U)
i,j son acoplamientos de Yukawa que en general son parámetros complejos

arbitrarios, y h.c. corresponde a términos Hermitianos conjugados. El campo de Higgs
conjugado φ̃, con hipercarga −1, se obtiene a partir de φ como

φ̃ = iτ2φ∗ =

(
φ0∗

−φ−

)
. (2.24)

La inclusión de φ̃ en (2.23) no altera la invariancia de norma ya que para SU(2), y única-
mente para este caso, la representación conjugada es la única que puede obtenerse a partir
de la fundamental mediante una transformación de similitud.

Después del rompimiento espontáneo de la simetría por el campo de Higgs, el Lagrangiano
de Yukawa (en la norma unitaria) es

Lm = −
∑
i,j

D̄LiM(D)
ij DRj −

∑
i,j

ŪLiM(U)
ij URj + h.c., (2.25)

dondeMij son en general matrices complejas, dadas a su vez por

M(D)
ij = Γ

(D)
ij

v√
2
, M(U)

ij = Γ
(U)
ij

v√
2
, (2.26)

con v el valor de expectación para el vacío del campo escalar que rompe la simetría. Apli-
cando una transformación biunitaria a cada término de (2.25) se pueden diagonalizar por
separado las matrices de masaM(U) yM(D):
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2.2 Sector de quarks

U†DM(D)VD = M (D),

U†UM(U)VU = M (U),

(2.27)

con UD,U y VD,U matrices unitarias, y M (D,U) matrices diagonales. Empleando estas trans-
formaciones, se pueden escribir los eigenestados de masa (denotados por una prima) en
términos de los eigenestados de la interacción débil (sin prima), como

D′L = U†DDL,

D′R = V†DDR,
(2.28)

U ′L = U†UUL,
U ′R = V†UUR,

(2.29)

donde se ha empleado la notación matricial

DL =

 DL1

DL2

DL3

 , D′L =

 D′L1
D′L2
D′L3

 . (2.30)

La matriz de mezcla V , que es unitaria, se construye de la forma

V = U†UUD, (2.31)

y sus valores experimentales actuales pueden consultarse en la Ref. [47]. Después de este
breve recuento del modelo estándar electrodébil pasamos a la descripción del modelo de
espacio de espín extendido.
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3 Espacio de espín extendido

3.1. Motivación

La fenomenología de partículas no sólo incentiva la búsqueda de un espacio común para
su descripción, sino que también sugiere cómo construirlo. De hecho, al igual que el grado
de libertad de espín puede ser utilizado para construir la representación vectorial de los
grados de libertad que son escalares de Lorentz, tomando pares de componentes, también
la representación adjunta se puede construir en términos de la representación fundamental.
Las partículas de espín 1/2 del modelo estándar, quarks y leptones, pertenecen a la repre-
sentación fundamental de los grupos de norma o son singuletes de los mismos, mientras
que los vectores del modelo estándar pertenecen a la representación adjunta, tanto para los
grupos de norma como para el grupo de Lorentz.

Tomar pares de componentes es un mecanismo válido para describir la representación vec-
torial o adjunta, y estos pares están conectados a los grados de libertad elementales. Estas
conexiones sugieren examinar dichos grados de libertad elementales, y sus posibles combi-
naciones. De hecho, en modelos compuestos, que generalmente requieren abordar dinámicas
adicionales, se tiene un camino para entender estas características. A diferencia de estos
modelos, en el presente trabajo utilizamos números cuánticos de partículas asintóticamente
libres, por lo que se espera que la dinámica sea la misma del modelo estándar. La conexión
del espacio físico, considerado como un fenómeno emergente, con los grados de libertad
discretos no es obvia y su origen no será considerado.

Teóricamente, consideramos los objetos más elementales dentro de la mecánica cuántica.
El objeto más simple, el vector de estado de un grado de libertad, contiene una fase global.
Como por lo general es inobservable, dicha fase es irrelevante. Para generalizar estos espacios
hay que recordar que existen dos mecanismos para la creación de más estados a partir de
estados individuales: la suma directa o "vertical", y el producto directo u "horizontal". La
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3 Espacio de espín extendido

elección de la primera es necesaria para crear un estado de dos grados de libertad, pues la
segunda únicamente conduce a un objeto cuyo grado de libertad es una fase.

Figura 3.1: Ideas de unificación y simetría que conectan elementos físicos[12]: espín y es-
pacio; bosones y fermiones y su interacción: interacción de norma (en la teoría
cuántica de campos) y gravedad (en relatvidad general). Por ejemplo, en la es-
quina superior izquierda supersimetría extiende el espacio de partículas original
y asocia un compañero bosónico a los fermiones, y viceversa. En la esquina
inferior derecha la idea de Kaluza-Klein asocia interacciones de norma a dimen-
siones adicionales dentro de la relatividad general. El modelo de espín extendido
conecta grados de libertad escalares y de espín, dentro de un único espacio de
Hilbert matricial.
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3.2 Definición del espacio vectorial

El bloque de construcción más simple que le sigue es un objeto de dos grados de libertad o
qubit. En su versión más general, dicho objeto transforma bajo el grupo de transformaciones
lineales generales Gl(2), con restricciones unitarias requeridas por la mecánica cuántica.
Estas restricciones están presentes cuando el objeto forma una representación del grupo de
Lorentz (en cuyo caso se llama espinor), o de los grupos de Lorentz escalares. En la figura
3.1 se muestra esquemáticamente el concepto de espacio de espín extendido en el contexto
de ejemplos de de unificación.

3.2. Definición del espacio vectorial

Nuestro objetivo es construir el espacio más general con grados de libertad discretos, que
describa términos de Lorentz y escalares. El supuesto subyacente es que tanto los escalares
unitarios de Lorentz como lo espinores provienen del mismo origen. Como una suma directa
está asociada con el incremento de la dimensión de un determinado grado de libertad, y
el producto directo con el aumento del número de grados de libertad, elegimos este último
como procedimiento general para construir el espacio, incluso si es posible obtener un mapeo
lineal de los espacios resultantes, después de su aplicación. En el caso de los estados de
dos grados de libertad, la suma directa no sirve para la construcción de algunos estados
compuestos: por ejemplo, no se puede construir un estado de vector de Lorentz a partir de
objetos de espín 1/2 de esta manera. Para ello es necesario emplear el producto directo.
Más aún, un estado de suma directa puede obtenerse a partir de un estado de producto
directo, pero no al revés, de modo que un producto directo es la operación más general. Por
lo tanto preferimos emplear el producto directo, que también se asocia con composición.

Así pues, para generar estados a partir de los más elementales, estudiamos los que resultan
de considerar objetos de dos grados de libertad. Para el grupo de Lorentz hay cuatro clases
de espinores, dependiendo de cómo transforman bajo el grupo: si el espinor ξai transforma
con el elementoM del grupo de Lorentz1, el espinor dual ξai transforma conM−1, el espinor
conjugado ξȧi transforma con la representación conjugada M∗, y el espinor conjugado dual
ξȧi transforma con la matriz conjugada dualM∗−1. En otra notación, las representaciones de
espín se clasifican por el número cuántico de quiralidad, que describe los diferentes estados
complejos. La ecuación de Dirac define la suma directa de espinores que forman los estados

1o del grupo SL(2), pues ambos grupos son equivalentes localmente.
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3 Espacio de espín extendido

masivos. El estado escalar de dos grados de libertad se clasifica en dos clases: un objeto y
su complejo conjugado, que en la física de partículas se asocian esencialmente a grados de
libertad de partícula y antipartícula, respectivamente.

El siguiente paso para extender el espacio vectorial consiste en aplicar el producto directo
entre objetos de dos grados de libertad. Un producto directo de espinores forma el espacio
de matrices de dos dimensiones, que puede ser parametrizado por la matriz unidad (i = 0)
y las matrices de Pauli σi (i = 1, 2, 3)[59]. Objetos de dos espinores describen escalares,
vectores y tensores antisimétricos (del grupo de Lorentz). En otra aplicación elemental,
el producto directo combina los dos tipos de espinores masivos, y conduce al espacio de
matrices de 4 × 4, cuyos componentes se pueden clasificar de acuerdo con el álgebra de
Clifford, y forman las matrices de Dirac.

Para generalizar a los espacios de mayor dimensión, continuamos empleando el grupo de
Lorentz como paradigma. La construcción espinorial más general que contiene l espinores
ξai , k espinores ξȧi , n espinores ξai , y m espinores ξȧi , tiene la forma

ξa1 ...ξalξȧ1 ...ξȧkξa1 ...ξalξȧn ...ξȧm . (3.1)

La construcción de dos espinores sugiere un procedimiento físicamente relevante para pro-
yectar el espacio en (3.1), y extenderlo usando un algoritmo simple para obtener los estados
de producto directo más generales, incluyendo escalares. Generalizar la ecuación (3.1) para
contener objetos de dos grados de libertad generales implica usar representaciones escalares
de dos estados y sus conjugados. Para espinores individuales éstos forman una matriz de
2× 2, y los objetos resultantes consisten de combinaciones de espinores escalares, lineales y
hasta bilineales. Repitiendo el procedimiento, los nuevos elementos del álgebra se generan
a partir de la anterior con

Γn+2 = Γn
⊗

σi i = 0, . . . , 3. (3.2)

En realidad, la construcción anterior proyecta el tensor general en la ecuación (3.1) so-
bre un espacio de Hilbert matricial, que contiene elementos complejos y duales, asociados
físicamente a la inversión temporal y transformaciones de anti-partícula. En la notación
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3.2 Definición del espacio vectorial

comunmente usada en la mecánica cuántica2, el espacio dual se asocia a los bras, y los esta-
dos restantes a kets. Se pueden formar productos distintos entre un conjunto de bras {〈b|}
y un conjunto de kets {|a〉}. Entre ellos, el producto escalar 〈b|a〉 conduce a un conjunto
de números, mientras que el producto directo |a〉〈b| representa sus posibles combinaciones,
y mantiene la información. Los objetos que resultan de esto último viven en un espacio
dual, no-dual combinado. De esta forma se genera un álgebra, constituida por el conjunto
de matrices u operadores Γ

Γ =
∑

cab|a〉〈b|, (3.3)

donde cab es un número c. El producto escalar entre los elementos Γa, Γb se define como

Tr
(

Γ†aΓb

)
. (3.4)

Suponiendo Γ unitaria en la ecuación (3.3) obtenemos la condición sobre los valores de cab

Γ†Γ =
∑

c∗bacbc = δac. (3.5)

Los fermiones son representados de esta forma en el espacio matricial a través de una
combinación esquemática de grados de libertad espinoriales y escalares, con el elemento
espinorial |a〉 representando los grados de libertad de Lorentz, y el elemento escalar 〈b|
que contiene a grados de libertad de sabor, los cuales se pueden resumir formalmente como

|a〉〈b|. (3.6)

La idea de una doble descripción dentro de un modelo matricial que incluye fermiones es
apoyada por la presencia de un grado de libertad escalar, que siempre acompaña a los
estados físicos espinoriales en el modelo estándar.

Otra forma de interpretar los espacios generados en la ecuación (3.2) es que se genera
un álgebra de Clifford de N dimensiones. Como se verá en las siguientes secciones, los
índices de la matriz de la subálgebra de cuatro dimensiones se pueden utilizar para describir

2El uso de kets y bras para describir elementos de un espacio vectorial, y sus correspondiente dual, no es,
por supuesto, privativo de la mecánica cuántica, aunque es en este contexto donde su uso es más común.
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3 Espacio de espín extendido

combinaciones escalares, lineales y hasta bilineales de espinores, lo que implica que una
subálgebra de Clifford de cuatro dimensiones se reserva para este esquema; esto también
significa que se incluyen espinores, vectores y campos escalares.

3.3. Descripción en términos del álgebra de Clifford

Consideremos un álgebra de Clifford CN en N dimensiones con N par3, generada por un
conjunto de N matrices gamma ortonormales de dimensión 2N/2 × 2N/2, que cumplen con
la propiedad definitoria del álgebra

γαγβ + γβγα = 2gαβ, (3.7)

donde g es el tensor métrico con signatura (+,−, · · · ,−) y α, β = 0, 1, . . . 3, 5, . . . , N .4 Las
matrices gamma se toman con las propiedades de Hermiticidad estándares

γ†0 = γ0,

γ†i = −γi i = 1, . . . , N.
(3.8)

Tomando todos los productos posibles de las N matrices gamma se tiene un conjunto de 2N

matrices linealmente independientes, lo que define un álgebra de Clifford universal.5 Este
conjunto forma una base para las matrices complejas cuadradas de la misma dimensión, por
lo que CN es isomorfa a Mat

(
2N/2,C

)
, donde Mat

(
2N/2,C

)
designa el álgebra de matrices

complejas de 2N/2 × 2N/2.

Los generadores espinoriales del grupo de Lorentz y las transformaciones de Lorentz finitas
que actúan sobre espinores son las estándares del álgebra de Clifford de 4 dimensiones

σµν = i
2 [γµ, γν ] con µ, ν = 0, . . . , 3 , (3.9)

que generan la transformación.
3Si n es impar, el álgebra de Clifford compleja es isomorfa a la suma de álgebras de matrices complejas
de la dimensión par anterior, esto es C2m+1

∼= Mat (2m,C) ⊕ Mat (2m,C), por lo que espacios con
dimensiones impares no son considerados.

4Siguiendo una práctica estándar se ha omitido la etiqueta 4.
5Si N es impar ésta propiedad no se mantiene, y de hecho el álgebra de Clifford resultante es isomorfa a
un álgebra de Clifford universal de dimensión N − 1
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3.3 Descripción en términos del álgebra de Clifford

S(Λ) = e−
i
4
σµνωµν . (3.10)

En consecuencia, el espacio-tiempo se mantiene en 4 dimensiones, una temporal y tres
espaciales, es decir, las dimensiones espaciales adicionales tienen relevancia únicamente en
el espacio de espín, como se mencionó previamente. Por lo tanto, las matrices gamma 3 + 1

transforman de la forma usual bajo S(Λ)

S(Λ)γµS(Λ)−1 =
(
Λ−1

)µ
νγ

ν , (3.11)

con µ, ν = 0, . . . , 3, mientras que las restantes N − 4 matrices gamma γa, a = 5, . . . , N , y
sus productos, conmutan con σµν , e.g.: [γ6, σ01] = iγ6γ0γ1 − iγ0γ1γ6 = 0, por lo que son
escalares de Lorentz

S(Λ)γaS(Λ)−1 = γa. (3.12)

Estos escalares pueden identificarse con generadores de simetrías continuas, ya sea globales
o de norma, que automáticamente cumplen con el teorema de Coleman-Mandula, pues
conmutan con los generadores de Lorentz. Esta última característica permite la inclusión
de generadores de grupos de norma y del espacio-tiempo en el mismo espacio, y constituye
una alternativa al uso de un álgebra de Lie graduada, como se usa en SUSY, para evadir
el teorema de Coleman-Mandula. Más aún, los estados sobre los que actúan los operadores
también son elementos del espacio, por lo que se tiene un espacio matricial donde el número
de simetrías escalares permitidas queda restringido por la dimensión del espacio. En la figura
3.2 se muestran esquemáticamente los operadores de simetría en el espacio matricial, y en
la Fig. 3.3 los estados en el mismo espacio.

Los elementos escalares forman el conjunto

SN−4 =
1

2
(I + γ̃5)U

(
2(N−4)/2

)
⊕ 1

2
(I − γ̃5)U

(
2(N−4)/2

)
, (3.13)

donde I representa la matriz identidad de N ×N y γ̃5 es la matriz de quiralidad, definida
como

γ̃5 = −iγ0γ1γ2γ3 (3.14)

.

33



3 Espacio de espín extendido

1−P

S(N−4)R ⊗C4

S(N−4)L⊗C4

Figura 3.2: Representación esquemática de los generadores de simetrías, tanto escalares
como de Lorentz, en el espacio matricial de espín extendido. El operador P,
relevante para la forma como se divide el espacio, se define en la siguiente
sección 3.4.

Puesto que el grupo U
(
2(N−4)/2

)
posee 2N−4 generadores, la cardinalidad de SN−4 es

2N−3.

3.4. Operadores y transformaciones de simetría

De acuerdo con la discusión de la sección 2.2, todos los campos Ψ(x) están conformados
por grados de libertad de Lorentz y escalares, con los índices respectivos α y a contraídos
con los índices de la matriz del elemento del espacio Mα

a , de manera que

Ψ(x) = Ψα
a (x)Mα

a . (3.15)

En términos del álgebra de Clifford los campos físicos se asocian con elementos de CN , clasi-
ficados por operadores de C4⊗Sn−4, por lo que en general un campo Ψ tiene la estructura
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1−P

F

F

V

F

S,A V

S,A

F

Figura 3.3: Representación esquemática de los estados en el espacio de espín extendido, cla-
sificados de acuerdo a sus propiedades de transformación de Lorentz: fermiones
(F), vectores (V), escalares (S) y tensores antisimétricos (A). Los antifermiones
(F̄) corresponden a los conjugados Hermitianos de los fermiones, y los bloques
para V, S, y A también contienen soluciones de antipartícula.

(elementos del espacio 3+1 )×

(
combinación de productos

de elementos de SN−4

)
. (3.16)

Las transformaciones de simetría actúan sobre los campos como

Ψ→ UΨU †, (3.17)

y se emplean conmutadores para evaluar la acción de los operadores6

[O,Ψ] = λΨ. (3.18)

6En el apéndice B se proporciona un argumento más formal, en términos de álgebras de Lie, para el uso
del conmutador en la ecuación de eigenvalores.
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3 Espacio de espín extendido

Esta última ecuación se interpreta como una ecuación de eigenvalores, esto es, Ψ es un
eigenestado del operador O, con eigenvalor λ. El producto interno de dos campos se define
de acuerdo con la ecuación (3.4)

〈Φ | Ψ〉 = Tr
(

Φ†Ψ
)
. (3.19)

Los campos escalares y vectoriales transforman respectivamente bajo la representación
(2.17) como las matrices γµ, µ = 0, . . . , 3 y γa, a = 5, . . . , N , en las ecuaciones (3.11)
y (3.12). Para la representación de fermiones se emplea un operador de proyección P,
obtenido de los elementos de S, tal que actúe sobre los generadores de Poincaré Jµν =

i (xµ∂ν − xν∂µ) + 1
2σµν , y sobre el espacio de operadores de simetría SN−4

J ′µν = PJµν = P
[
i (xµ∂ν − xν∂µ) + 1

2σµν
]
,

S ′N−4 = PSN−4.
(3.20)

Se requiere entonces que los campos fermiónicos incluyan 1−P en la estructura general de
la ecuación (3.16), de forma que los generadores de Poincaré y de norma actúen trivialmen-
te por el lado derecho al evaluar los conmutadores en la ecuación de eigenvalores (3.18),
puesto que (1− Pi)P = 0. Esto lleva a que los fermiones transformen en la representación
fundamental, tanto del grupo de Poincaré como de los grupos de norma

Ψ→ UΨ, (3.21)

donde Ψ representa un campo fermiónico. Por el contrario, los operadores de sabor actúan
por la derecha y trivialmente por la izquierda. Esto se entiende describiendo a Ψ como la
matriz Ψ ∼ |ψ〉 〈a|, donde el ket |ψ〉 lleva la información de Lorentz y de los grupos de
norma, mientras que el bra 〈a| lleva la información del sabor.

En resumen, el modelo de espacio de espín extendido en N dimensiones está basado en
el álgebra de Clifford generada por N matrices gamma. Las N matrices, junto con sus
productos, constituyen la base de un espacio vectorial. Manteniendo los generadores espi-
noriales del grupo de Lorentz en cuatro dimensiones, las restantes N − 4 matrices y sus
productos actúan como generadores de simetrías adicionales, los cuales permiten clasificar
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3.4 Operadores y transformaciones de simetría

a los elementos del espacio vectorial de manera consistente con los grupos de norma del
modelo estándar. La utilidad del modelo reside en que la dimensión del espacio, junto con
el requerimiento de invariancia de Lorentz, restringen las representaciones posibles y las
simetrías permitidas para clasificar a los elementos del mismo. Se tiene entonces un modelo
donde los generadores de simetrías de norma y de espacio-tiempo, y los campos sobre los
que actúan, son elementos del mismo espacio matricial.
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4 Campos y simetrías en el espacio matricial

Para construir campos interactuantes, empezamos con campos libres para el caso de un
espacio en (5 + 1) dimensiones[11], como un ejemplo para el que resaltamos características
físicas predichas. En este espacio, de entre pocas opciones, escogemos P = L, donde

L =
3

4
− i

4
(1 + γ̃5)γ

5γ6 − 1

4
γ̃5 (4.1)

es el operador asociado al número leptónico, y los generadores de simetrías y el espectro de
partículas resultantes se ajustan al sector electrodébil del modelo estándar. Específicamente,
el espacio de simetría proyectado incluye a los grupos de norma SU(2)L

⊗
U(1)Y, con sus

respectivos generadores de isospín Ii e hipercarga Y

I1 =
i

4
(1− γ̃5)γ5,

I2 = − i
4

(1− γ̃5)γ6,

I3 = − i
4

(1− γ̃5)γ5γ6,

Y = −1 +
i

2
(1 + γ̃5)γ

5γ6.

(4.2)

Es de notar que los generadores de SU(2) correctamente contienen el operador de proyección
1

2
(1 − γ̃5), lo que confirma la naturaleza quiral de la interacción, y que también lleva a

tener representaciones quirales, una característica que resulta de la naturaleza del espacio
matricial bajo el proyector L y el grupo de Lorentz. En la Tabla 4.1 se muestran estados
representativos Ψ de partícula libre, junto con sus números cuánticos, obtenidos usando la
ecuación (3.18) para los operadores relevantes. Los componentes de W y Z requieren, en
su normalización, factores de constates de acoplamiento relativas g y g′

2 , respectivamente.
Para fermiones y vectores, el segundo componente de espín puede obtenerse a partir del
primero volteando el espín; e. g.,ν2L = [L(γ2γ3 − iγ3γ1), ν1L].
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4 Campos y simetrías en el espacio matricial

Multipletes
electrodébiles

Estados Ψ I3 Y Q L i
2
Lγ1γ2 Lγ̃5

Dobletes de
fermiones

ν1L = 1
8
(1− γ̃5)(γ0 + γ3)(γ5 − iγ6)

ν2L = 1
8
(1− γ̃5)(γ1 − iγ2)(γ5 − iγ6)

e1L = 1
8
(1− γ̃5)(γ0 + γ3)(1 + iγ5γ6)

e2L = 1
8
(1− γ̃5)(γ1 − iγ2)(1 + iγ5γ6)

1/2
1/2
−1/2
−1/2

−1
−1
−1
−1

0
0
−1
−1

1
1
1
1

1/2
−1/2

1/2
−1/2

−1
−1
−1
−1

Singuletes de
fermiones

e1R = 1
8
(1 + γ̃5)γ0(γ0 + γ3)(γ5 − iγ6)

e2R = 1
8
(1 + γ̃5)γ0(γ1 − iγ2)(γ5 − iγ6)

0
0

−2
−2

−1
−1

1
1

1/2
−1/2

1
1

Doblete de
escalares

ϕ+ = 1

4
√
2
(1− γ̃5)γ0(1− iγ5γ6)

ϕ0 = 1

4
√
2
(1− γ̃5)γ0(γ5 + iγ6)

1/2
−1/2

1
1

1
0

0
0

0
0

−2
−2

Singuletes
vectoriales

1

2
√
2
γ0(γ1 + iγ2)Y
1
2
γ0γ3Y

1

2
√
2
γ0(γ1 − iγ2)Y

0
0
0

0
0
0

0
0
0

0
0
0

1
0
−1

0
0
0

Triplete
vectorial

1
8
(1− γ̃5)γ0(γ1 + iγ2)(γ5 − iγ6)
1

4
√
2
(1− γ̃5)γ0(γ1 + iγ2)γ5γ6

1
8
(1− γ̃5)γ0(γ1 + iγ2)(γ5 + iγ6)

1
0
−1

0
0
0

1
0
−1

0
0
0

1
1
1

0
0
0

Tabla 4.1: Estados de fermiones sin masa y bosones en la extensión de 5 + 1 dimensiones.
El momento se toma en ±ẑ, con proyección dada por el operador de número
leptónico L. Los números cuánticos corresponden a la acción de los operadores
componente I3 de isospín, hipercarga Y , carga Q = I3+ 1

2Y , número leptónico L,
proyección de espín i

2Lγ
1γ2 y quiralidad Lγ̃5. La dependencia en las coordinadas

se omite.

La cuestión de lo que fija la dimensión de esta extensión para derivar grupos del modelo
estándar y representaciones, se aplica de manera similar a las teorías de gran unificación, ya
que también existe un número infinito de grupos posibles que contienen al modelo estándar.
La respuesta para ambas extensiones tiene que ver con que se obtiene información relevante
desde las dimensiones más bajas, y en la predictibilidad de características, como son las
representaciones y el SU(2) quiral para el presente caso.

Mediante la identificación de elementos entre el espacio de espín extendido y términos
Lagrangianos estándares, la Ref. [11] fija reglas básicas para derivar algunos términos in-
variantes de norma. En términos de rigor, y para poner a prueba el alcance del modelo, es
deseable obtener tales términos dentro del álgebra del modelo. A continuación, traducimos
la información de campo que emerge del espacio de espín extendido, para derivar una teoría

40



4.1 Construcción de los campos

interactiva invariante de norma. En primer lugar, escribimos los campos en la base de espín
extendido, y del mismo modo los generadores de simetría se escriben en una representación
estándar, para finalmente construir términos invariantes y mostrar su equivalencia con las
contribuciones Lagrangianas de teoría de campos.

Como se mostró en el capítulo 3, y se ejemplifica arriba, es posible escribir campos fun-
damentales utilizando como base productos de matrices conformadas por representaciones
de Lorentz y grupos escalares. De hecho, la propiedad de conmutación de los respectivos
grados de libertad permite que los estados y los operadores puedan ser escritos en la forma
C4 ⊗ SN−4. Explícitamente Ψ = M1M2, donde

M1 ∈ C4 y M2 ∈ SN−4. (4.3)

Es posible tener una expresión con elementos de cada conjunto a través de su paso a cada
lado, usando reglas de conmutación o anticonmutación.

4.1. Construcción de los campos

En la presencia de interacciones se tienen expresiones más generales de campos bosónicos
y fermiónicos, a partir de aquellas de campos libres, que mantienen sus propiedades de
transformación.

Campo Vectorial

Aaµ(x)γ0γ
µIa, (4.4)

donde γ0γµ ∈ C4, Ia ∈ S ′N−4 con S ′N−4 definido en la ecuación (3.20), y γ0γµIa es un
generador de un grupo unitario dado.

Campo escalar

φa(x)γ0M
S
a . (4.5)

Campo fermiónico
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4 Campos y simetrías en el espacio matricial

ψaα(x)LαPFM
F
a , (4.6)

donde MS
a , M

F
a ∈ SN−4 son, respectivamente, componentes escalares y fermiónicos, y Lα

representa una componente de espín, por ejemplo L1 = (γ1 + iγ2). PF es un operador de
proyección del tipo dado en la ecuación (3.20), tal que

PFγµ = γµP
c
F , (4.7)

y usamos el complemento P cF = 1 − PF , de manera que una transformación de Lorentz
con PFσµν describa fermiones, como se argumentó en la sección 2.4. El ejemplo más simple
de un operador con tales características[7, 8] es PF = (1 − γ̃5)/2, usado para el doblete
de fermiones en la Tabla 4.1. De esta forma, se deriva un estado en la representación
fundamental, pues el operador de Lorentz actúa trivialmente por la derecha al usar la regla
de transformación de la ecuación (4.7). Esto significa que la matriz posee estados de kets
espurios, contenidos en el término escalar de Lorentz M2 en la ecuación (4.3). También se
obtienen tensores anti-simétricos, pero como llevan a interacciones no renormalizables no
serán considerados.

4.2. Transformaciones de simetría

Describimos aquí dos tipos de transformaciones que actúan como en la ecuación (3.20):

Transformación de Lorentz

U = exp(− i
4
Pwµνσµν), (4.8)

donde σµν está dada por la ecuación (3.9), wµν son parámetros y P es el proyector escalar
en la ecuación (3.20).

Transformación de norma

U = exp[−iIaαa(x)], (4.9)
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4.3 Ejemplos de transformación en 5 + 1 dimensiones

donde Ia ∈ S ′N−4, y las αa(x) son funciones arbitrarias. Las representaciones de grupos
unitarios N̄

⊗
N , basadas en elementos de la representación fundamental y su conjuga-

da, denotadas por N y N̄ respectivamente, quedan implícitos a partir de la construcción
matricial |a〉〈b| de la ecuación (3.3). Estas incluyen las representaciones de singulete y la
fundamental (expresada en Ia), y de manera similar aquellas obtenidas por N ⊗ N (ver,
por ejemplo, la Ref. [10]).

4.3. Ejemplos de transformación en 5 + 1 dimensiones

Empleando elementos de la Tabla 4.1 se pueden mostrar ejemplos específicos de transforma-
ciones de Lorentz de los campos. Consideramos únicamente los casos de escalar y fermión
tomando un elemento, respectivamente, de los multipletes en la Tabla 4.1. Los índices ma-
triciales, que mezclan de manera no trivial índices escalares y de espín, no se muestran,
y se consideran brevemente en la sección 5.1. Así pues, tomando el elemento superior del
doblete de escalares

ϕ+ =
1

4
√

2
(1− γ̃5)γ0(1− iγ5γ6), (4.10)

y comparándolo con la Ec. (4.5) tenemos que (omitiendo la dependencia en las coordenadas)
la parte (1− γ̃5)(1− iγ5γ6) de ϕ+ pertenece al conjunto S2, dado por

S2 =
{

1, γ5, γ6, γ5γ6, γ̃5, γ̃5γ5, γ̃5γ6, γ̃5γ5γ6
}
, (4.11)

el cual puede escribirse de manera equivalente como en la Ec. (3.13). De acuerdo con las
Ecs. (3.9), (3.20) y (4.1) los generadores del grupo de Lorentz son

iLγ0γj , j = 1, 2, 3,

iLγjγk, j, k = 1, 2, 3, i 6= j,
(4.12)

respectivamente para rotaciones espacio-temporales (boosts) y rotaciones espaciales. En-
tonces para el escalar en la Ec. (4.10) se cumple que

{
iLγ0γj , ϕ+

}
=
[
iLγjγk, ϕ+

]
= 0. (4.13)
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4 Campos y simetrías en el espacio matricial

La transformación en la Ec. (3.10) cumple con

S−1 = γ0S†γ0, (4.14)

lo que asegura que la combinación bilineal, en la formulación estándar, ψ†γ0ψ transforme
como un escalar de Lorentz, donde ψ es un espinor columna. En particular, para los boosts
S es anti-unitaria debido a que los generadores σ0i son anti-Hermitianos, y la Ec. (4.14)
implica que

{
σ0i, γ0

}
= 0, (4.15)

propiedad que también se verifica rápidamente a partir de la definición en la Ec. (3.9). En
el espacio de espín extendido, la generalización del escalar estándar ψ†γ0ψ se representa
por una matriz del tipo Mγ0 con M ∈ SN−4. Puesto que [M,σµν ] = 0, ∀M ∈ SN−4, la Ec.
(4.15) conduce a que los generadores de boosts anticonmuten con los estados escalares, lo
que justifica el anticonmutador en la Ec. (4.13).

Para el fermión sin masa e1L = 1
8(1− γ̃5)(γ0 +γ3)(1+ iγ5γ6) de la Tabla 4.1, los generadores

en la Ec. (4.12) actúan de acuerdo con la Ec. (3.21) y producen

iLγ0γ1e1L = iLγ1γ3e1L = −ie2L,
iLγ0γ2e1L = iLγ2γ3e1L = e2L,

iLγ0γ3e1L = −ie1L,
iLγ1γ2e1L = e1L.

(4.16)

El generador iLγ1γ2 es, salvo un factor numérico, el operador de proyección de espín en la
Tabla 4.1, y el generador iLγ0γ3 produce el mismo estado salvo una fase. El resto de los
generadores tienen el efecto de cambiar la polarización γ0 + γ3 → γ1 − iγ2.
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5 Conexión Lagrangiana

Históricamente, es sabido que las ecuaciones de Maxwell pueden formularse en términos de
una base de Dirac. En nuestro caso, los campos dentro de la base de espín extendido se
pueden utilizar para construir un Lagrangiano estándar1. Esto equivale a usar elementos
con una estructura de grupo bien definida, para obtener combinaciones escalares de Lorentz
e invariantes de norma. Escogiendo elementos escalares que resultan del producto interno
en la ecuación (3.19), se obtiene una teoría interactiva, pues se mantiene el mismo conte-
nido de partículas. De esta manera, las opciones de Lagrangianos se ven limitadas por las
mismas condiciones que en la teoría cuántica de campos, como son renormalizabilidad y
cuantización.

Procedemos construyendo primeramente elementos de matriz que contienen el campo vec-
torial, junto con los campos ya sea de fermiones o de bosones, para después convertirlos a
expresiones en términos de los bras o kets asociados de los estados. Al tomar la traza se ob-
tienen elementos invariantes bajo transformaciones de Lorentz y de los grupos de norma del
espacio de espín extendido. Este procedimiento extrae el coeficiente de la matriz identidad,
lo que lleva a los componentes Lagrangianos habituales. La invariancia bajo transformacio-
nes como en la ecuación (3.20) puede ser verificada de forma independiente, empleando la
separación en Lorentz y simetrías escalares de la ecuación (4.3). Se mostrará la invariancia
para los objetos lineales (vector-fermión) o bilineales (vector-escalar), con el aporte de las
ecuaciones (4.4) a (4.6).

5.1. Fermiones

Añadiendo al Lagrangiano libre fermiónico (que implica la ecuación de Dirac) la contribu-
ción vectorial en la ecuación (4.4) resulta en el término de interacción

1Alternativamente, el Lagrangiano estándar puede ser reinterpretado en términos de esta base.
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5 Conexión Lagrangiana

1

Nf
trΨ†{[i∂µIden + gAaµ(x)Ia]γ0γ

µ −Mγ0}ΨPf , (5.1)

donde Ψ es un campo que en este caso representa partículas de espín 1/2. El operador Ia
es el generador de grupo en una representación dada, g es la constante de acoplamiento, el
término Nf contiene la normalización (y términos similares más abajo), e Iden es el operador
de identidad del grupo escalar en la misma representación (que se omite en adelante). M es
un operador de masa general, cuyas restricciones proporcionan información sobre las masas
de fermiones[11, 13]. El operador Pf se introduce para evitar la cancelación de elementos
fermiónicos no diagonales. Dicho operador es necesario debido a componentes espurios en
el ket izquierdo de fermiones en Ψ. Por ejemplo

Pf =
1√
2

(γ̃5 − γ0γ1), (5.2)

como [Pf , L] = [Pf , (1 − γ̃5)L] = 0, provee una combinación no trivial con los números
cuánticos correctos para el bilineal ΨaPfΨ†b (con Ψa, Ψb ya sea fermiones de singulete o
doblete de la Tabla 4.1), y mantiene su normalización y su representación de espín, leptón
y electrodébil.

Como se explicó en el capítulo 3 y después de la ecuación (4.6), los operadores escalares y
de Lorentz actúan trivialmente del lado derecho de la ecuación (5.1), por lo que el campo
fermiónico transforma de acuerdo con la ecuación (3.21). La ecuación (5.1) es invariante
bajo transformaciones de Lorentz, siempre que el campo vectorial transforme como

Aaµ(x)Ia → Λ ν
µ Aaν(x)Ia, (5.3)

donde se ha usado la ecuación (3.11). La ecuación (5.1) también es invariante bajo la
transformación local (4.9) si el campo vectorial transforma de acuerdo con

Aaµ(x)Ia → UAaµ(x)IaU
† − i

g
(∂µU)U †. (5.4)

La traza en la ecuación (5.1) puede ser expresada en términos de estados, pues nos apoyamos
en la expansión de la ecuación (3.3) para los campos Ψ. El campo fermiónico en la ecuación
(4.6), con elementos de matriz γδ, se expresa como
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5.1 Fermiones

[ψaα(x)LαPFM
F
a ]γδ =

∑
η

(LαPF )γη(M
F
a )ηδ〈αax|Ψ〉, (5.5)

donde (LαPF )γη = 〈γ|α〉
∑

β dαβ〈β|η〉, (MF
a )ηδ = 〈η|a〉

∑
b fab〈b|δ〉, con dαβ, fab números c,

y donde el campo fermiónico ψaα(x) = 〈αax|Ψ〉 tiene en cuenta grados de libertad escalares y
de espín. Escogemos matrices escalares y de espín que conmutan como elementos de la base,
como el singulete fermiónico en la Tabla 3.1; utilizamos la propiedad de separabilidad de los
generadores[22] (tanto para matrices que anti-conmutan, como para los dobletes, cada tér-
mino bilineal se separa), ya que la condición de normalización, en la ecuación (3.5), cancela
el ket-bra: para la componente de espín LαPF L̃f (LβPF )† = (LαPF )γδ(L̃f )δγ(LβPF )∗εγ =

〈γ|α〉〈β|ε〉, y un cálculo similar con los estados electrodébiles (aquí L̃f es un operador re-
ducido Lf que actúa sobre los grados de libertad de espín y el operador Pf ). Esto implica
que la ecuación (5.1) puede escribirse como

ψbβ
†(x){[i∂µIbc + gAaµ(x)(Ia)bc](γ0γ

µ)βα −MIbc(γ0)βα}ψcα(x). (5.6)

Así pues, el Lagrangiano fermión-vector de la ecuación (5.1), junto con los campos de
la Tabla 4.1, lleva a la contribución de fermiones al Lagrangiano electrodébil del modelo
estándar[35, 60]

Ψl[i∂µ +
1

2
gτaW a

µ (x)− 1

2
g′Bµ(x)]γµΨl+

ψ̄r[i∂µ − g′Bµ(x)]γµψr,
(5.7)

que también se deriva heurísticamente en las Refs. [11] y [13]. El Lagrangiano en la ecuación
(5.7) contiene un doblete izquierdo de SU(2) con hypercarga Yl = −1

Ψl(x) =

(
νL(x)

eL(x)

)
, (5.8)

con dos componentes de polarización, e.g.,

νL(x) =

(
ψ1
νL(x)eipνL1(x)

ψ2
νL(x)eipνL2(x)

)
, (5.9)
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5 Conexión Lagrangiana

dadas en coordenadas polares; un singulete derecho ψr con Y = −2 con notación similar, y
los bosones vectoriales del grupo de norma y constantes de acoplamiento correspondientes,
Bµ(x), W a

µ (x), g y g′, respectivamente.

5.2. Bosón escalar

Un término de interacción invariante de Lorentz, entre campos escalares y vectoriales, se
construye aplicando dos veces el operador contenido en la ecuación (5.1) dentro del estado
escalar Ψ en la ecuación (4.5), quitando la matriz γ0 y siguiendo la ecuación de Klein-
Gordon:

tr
1

NB
Ψ†[i∂νIden + gAbν(x)Ib]γ

νγµ[i∂µIden + gAaµ(x)Ia]Ψ, (5.10)

donde la transformación en la ecuación (3.17) se usa ahora en la forma Ψ→ UΨU−1, y las
matrices γµ de cuatro dimensiones se posicionan en pares para mantener las relaciones de los
generadores Ia (ver también el término vectorial en la Ec. (4.4)). Esta expresión se aplica a la
transformación de Lorentz de la Ec. (4.8). La expresión final se obtiene aplicando la igualdad
γµγν = gµν−iσµν , dado que en el producto [i∂νIden+Abν(x)Ib][i∂µIden+Aaµ(x)Ia] solamente
el término simétrico 1

2{i∂νIden+Abν(x)Ib, i∂µIden+Aaµ(x)Ia} sobrevive a la condición de ser
renormalizable.2 Se puede realizar una expansión similar a la del campo fermiónico en la
ecuación (5.1). Las dos matrices γ0 contenidas en ΨΨ†, que provienen de los términos del
campo de la ecuación (4.5), llevan a la matriz identidad dentro de la traza. En la Ref. [11] el
término de masa vectorial que resulta del mecanismo de Higgs se relacionó con operadores
de masa dentro de el espacio de espín extendido, y se usó para conectar dicho espacio con
el modelo estándar.

5.3. Bosón vectorial

Usamos componentes invariantes para el campo vectorial contenido en la ecuación (4.4)
para construir su término de energía cinética, y extraemos la parte anti-simétrica

2Usando la igualdad AB = 1
2
[A,B] + 1

2
{A,B}, y el hecho de que el término anti-simétrico se cancela al

tomar la traza sobre los índices espinoriales en 3 + 1 dimensiones.
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5.4 Lagrangiano electrodébil fermión - W

[i∂νIden + gAbν(x)Ib][i∂µIden + gAaµ(x)Ia]
i

2
[γν , γµ] = F aµνIa

i

2
[γν , γµ], (5.11)

por lo cual tomando el tensor anti-simétrico [γν , γµ] obtenemos F aµν = ∂µA
a
ν − ∂νA

a
µ +

gcabdAbνA
d
µ, con cabd las constantes de estructura del grupo, [Ib, Id] = icabdIa.

Mostramos un término particular que reproduce la contribución vectorial cinética, el cual
elimina términos de derivadas superiores no renormalizables. Una contribución escalar se
construye a partir de la contracción de los dos términos

1

NA
trF aµνIa

i

2
[γν , γµ]F bρσIb

i

2
[γρ, γσ]. (5.12)

Usando la relación de traza en cuatro dimensiones (y su extensión a más dimensiones)

trγµγνγργσ = 4(gµνgρσ − gµρgνσ + gµσgνρ), (5.13)

la traza se reduce a la combinación anti-simetrizada −gµρgνσ + gµσgνρ. Sumando todos los
términos finalmente se obtiene la expresión conocida para el término cinético −1

4F
a
µνF

µν a.
La expresión en la ecuación (5.11) también puede derivarse partiendo del Lagrangiano
estándar correspondiente[11].

5.4. Lagrangiano electrodébil fermión - W

En esta sección justificamos[14] el proyector PF en la ecuación (5.2), mostrando la equiva-
lencia del vértice W -fermión de espín extendido, que contiene el operador W i

µ(x)γ0γ
µ (con

el factor 1
2g omitido) en la ecuación (5.1), con la expresión convencional.

El espacio de (5 + 1) dimensiones permite componentes de carga 0 y −1, asociados a campos
leptónicos (neutrino y electrón)

Ψl
L(x) =

∑
α

(
ψανL(x)eipνLα(x)ναL
ψαeL(x)eipeLα(x)eαL

)
, (5.14)

Ψe
R(x) =

∑
α

ψαeR(x)eipeRα(x)eαR, (5.15)
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5 Conexión Lagrangiana

y los componentes espinor-leptón mostrados en la Tabla 4.1. Los estados convencionales
se suponen reales y se obtienen dentro de la representación de Dirac de γµ. Asimismo
escogemos coordenadas polares para los componentes para localizar efectos de fase.

Los términos de proyección relevantes en (5 + 1) dimensiones son

Pf = g̃5γ̃5 + gII + g01γ
0γ1 + g02γ

0γ2+

g03γ
0γ3 + g12γ

1γ2 + g13γ
1γ3 + g23γ

2γ3+

(g5̃56γ̃5 + gI56I + g0156γ
0γ1 + g0256γ

0γ2 + g0356γ
0γ3+

g1256γ
1γ2 + g1356γ

1γ3 + g2356γ
2γ3)γ5γ6. (5.16)

Para el modelo de espín extendido con Ψl
L(x), el coeficiente del término (ψ1

L(x))2 asociado
a e1L es

(A−B)[W 3
0 (x)−W 3

3 (x)]

A = 1
2(gI + g5̃ − ig5̃56 − ig56)

B = −1
2(g03 − ig12 − ig0356 − g1256).

Para el término convencional con Ψl(x), el coeficiente de e1L es

1
2 [W 3

0 (x)−W 3
3 (x)].

Para el modelo de espín extendido con Ψl
L(x), el coeficiente del término (ψ2

eL(x))2 asociado
a e2L es

(A+B)[W 3
0 (x) +W 3

3 (x)].

Para el término convencional con Ψl(x), el coeficiente de e2L es

1
2 [W 3

0 (x) +W 3
3 (x)].

Concluimos que la elección A = 1/2, B = 0 iguala las dos expresiones. Dadas las expresiones
para A y B hay cierta libertad en la elección de los coeficientes gi. Estos términos no proveen
información sobre las fases, a diferencia de los términos cruzados:
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5.4 Lagrangiano electrodébil fermión - W

Para el modelo de espín extendido con Ψl
L(x), los coeficientes ν1L, e

2
L del término asociado

ψ1
νL(x)ψ2

eL(x) se presentan para cada W i
µ(x):

W 1
1 (x) :

− 1

2
ie−i(peL2(x)+pνL1(x))

[
C
(
e2ipeL2(x) + e2ipνL1(x)

)
+

D
(
e2ipνL1(x) − e2ipeL2(x)

)]

W 2
2 (x) :

− 1

2
ie−i(peL2(x)+pνL1(x))

[
C
(
e2ipeL2(x) + e2ipνL1(x)

)
+

D
(
e2ipνL1(x) − e2ipeL2(x)

)]

W 2
1 (x) :

1

2
e−i(peL2(x)+pνL1(x))

[
C
(
e2ipeL2(x) − e2ipνL1(x)

)
−

D
(
e2ipνL1(x) + e2ipeL2(x)

)]

W 1
2 (x) :

1

2
e−i(peL2(x)+pνL1(x))

[
−C

(
e2ipeL2(x) − e2ipνL1(x)

)
+

D
(
e2ipνL1(x) + e2ipeL2(x)

)]
,

donde C = g01 − ig23 − ig0156 − g2356 y D = −ig02 + g13 − g0256 − ig1356. Para el término
convencional con Ψl(x), el coeficiente de ν1L, e

2
L es

1

2
e−i(peL2(x)+pνL1(x))

[
i
(
e2ipeL2(x) + e2ipνL1

)
(W 1

1 (x) +W 2
2 (x))+(

e2ipeL2(x) − e2ipνL1(x)
)

(W 1
2 (x)−W 2

1 (x))
]
.
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5 Conexión Lagrangiana

Concluimos que la elección C = −1, D = 0 empata ambos términos.

Mientras que la expresión en la ecuación (5.2) es consistente con los valores de arriba para
A, B, C y D (con un factor general vinculado a la normalización Nf en la ecuación (5.1)),
destacamos que existe una libertad para otras elecciones de Pf .

Finalmente, esta comparación se realizó con una elección de las matrices γ que lleva a una
base como en las ecuaciones (5.8) y (5.9), lo que requiere fijar las fases para completar la
identificación de los estados. Las fases están dadas por (para ponerse en los estados de la
Tabla 4.1): e1L → −ie1L y e2L → −ie2L. Se puede verificar que esta solución se ajusta a todos
los demás términos.
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6 Modelo electrodébil de quarks en 7 + 1 dimensiones

Se presenta ahora un modelo de los sectores de quarks y Higgs del modelo estándar elec-
trodébil, en el espacio de espín extendido en 7 + 1 dimensiones[53].

6.1. Generadores y operadores

El álgebra de Clifford en 7 + 1 dimensiones es generada por las ocho matrices gamma1 de
16× 16

γ0, γ1, γ2, γ3, γ5, γ6, γ7, γ8. (6.1)

Las matrices γ0, γ1, γ2 y γ3 constituyen los generadores del grupo de Lorentz de acuerdo
con (3.9), y la matriz quiral γ̃5 se define como en la ecuación (3.14). El conjunto S contiene
32 escalares que generan el grupo 1

2(1 + γ̃5)U(4)⊕ 1
2(1− γ̃5)U(4) y son: cuatro matrices γa,

a = 5, . . . , 8, seis pares γab ≡ γaγb, a < b, cuatro tripletes γabc ≡ γaγbγc y un tetraplete
γ5γ6γ7γ8. Multiplicando estas quince matrices por γ̃5, más la misma γ̃5 y la matriz identidad
I se tienen los 32 elementos de S.

El número máximo de elementos de S que conmutan entre sí es ocho, y estos elementos
definen el álgebra de Cartan h de S de dimensión 8, para la cual escogemos la base

1, γ̃5, γ5γ6, γ7γ8, γ5γ6γ7γ8, γ5γ6γ̃5, γ7γ8γ̃5, γ5γ6γ7γ8γ̃5. (6.2)

Esta base se emplea para construir operadores que clasifiquen a las partículas de acuerdo a
sus números cuánticos. Un grado de libertad en h se asigna al proyector P empleado en la
caracterización de fermiones, dos más forman los generadores diagonales del grupo de norma
electrodébil SU(2)L × U(1)y, a saber la tercera componente del isospín I3 y la hypercarga

1En el apéndice C se proporciona una representación explícita de las matrices gamma.
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6 Modelo electrodébil de quarks en 7 + 1 dimensiones

Y . De los cinco restantes, tres se asocian al sabor, que será descrito más adelante, y los
restantes son la identidad y la quiralidad.

Para obtener los operadores diagonales es útil reescribir la base en la ecuación (6.2) en
términos de los operadores de proyección

PR1 = 1
8(1 + γ̃5)(1 + iγ5γ6)(1 + iγ7γ8),

PR2 = 1
8(1 + γ̃5)(1 + iγ5γ6)(1− iγ7γ8),

PR3 = 1
8(1 + γ̃5)(1− iγ5γ6)(1 + iγ7γ8),

PR4 = 1
8(1 + γ̃5)(1− iγ5γ6)(1− iγ7γ8),

PL1 = 1
8(1− γ̃5)(1 + iγ5γ6)(1 + iγ7γ8),

PL2 = 1
8(1− γ̃5)(1 + iγ5γ6)(1− iγ7γ8),

PL3 = 1
8(1− γ̃5)(1− iγ5γ6)(1 + iγ7γ8),

PL4 = 1
8(1− γ̃5)(1− iγ5γ6)(1− iγ7γ8),

(6.3)

los cuales se muestran esquemáticamente en la diagonal del espacio matricial en la Fig.
6.1. Cada uno de estos proyectores tiene dos valores propios no nulos degenerados, fijados
a uno, y todos los operadores diagonales pueden escribirse como una combinación lineal de
ellos. Para la descripción de los quarks derechos se requieren dos asignaciones diferentes de
hipercarga , a saber, 4/3 y −2/3, para quarks del tipo up y del tipo down, respectivamente,
por lo que la parte derecha del operador de hipercarga debe ser una combinación lineal
de los primeros cuatro operadores en la Ec. (6.3), con los pesos dados por los dos posibles
valores propios. Los operadores PR1 y PR2 se eliminan para hacer espacio para el sabor y
1−P, necesarios para la descripción de las diferentes familias de fermiones. Esto deja PR3

y PR4 como los únicos candidatos y asignamos

1

2
(1 + γ̃5)Y =

4

3
PR3 −

2

3
PR4, (6.4)

para la parte derecha del operador de hipercarga. La elección de los dos operadores en la Ec.
(6.4) es arbitraria y solamente requiere que tengan el mismo rango, con representaciones
distintas de operadores y estados resultando en la misma física.

La parte izquierda del operador de hipercarga se escoge de manera simétrica
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Figura 6.1: Representación esquemática de la base de Cartan (ecuación 6.3) en el espacio
matricial de espín extendido de 7 + 1 dimensiones. La base de ocho elementos
se representa aquí en términos de operadores de proyección PRi,Li, i = 1, . . . , 4,
que se obtienen de la base. Los subíndices R, L indican la quiralidad: R para
operadores que contienen 1 + γ̃5 (derechos), y L para operadores que contienen
1− γ̃5 (izquierdos).

1

2
(1− γ̃5)Y =

1

3
(PL3 + PL4) , (6.5)

con ambos coeficientes igual a 1/3, que el eigenvalor de la hipercarga para quarks izquierdos
de ambos tipos de carga. El operador completo es entonces

Y =
1

3
(4PR3 − 2PR4 + PL3 + PL4) ,

=
1

6
(1− iγ5γ6)

(
1 + i

3

2
(1 + γ̃5)γ7γ8

)
.

(6.6)
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6 Modelo electrodébil de quarks en 7 + 1 dimensiones

La construcción del operador P descrito en la sección 3.4 es ahora directa, pues debe estar
dado por una combinación lineal de los mismos operadores que aparecen en la hipercarga,
en este caso todos multiplicados por el mismo peso ω, lo que da

P = ω(PR3 + PR4 + PL3 + PL4). (6.7)

Este operador le da a los fermiones propiedades de transformación estándares, actuando
trivialmente por la derecha, de acuerdo con las ecuaciones (3.20) y (3.21) y da cero para
todos los estado no fermiónicos. Es decir, si Φ representa un campo escalar, vectorial o, en
general, tensorial, se tiene

[P,Φ] = 0, (6.8)

mientras que para un campo fermiónico Ψ, con o sin masa, se tiene

[P,Ψ] = PΨ = λΨ, (6.9)

por lo que asociamos P con el número bariónico, esto es, con el generador de una simetría
U(1) para fermiones con o sin masa. En lo que sigue P será referido como el operador de
número bariónico B, con λ = 1/3. En términos de las matrices gamma, este operador es

B =
1

6
(1− iγ5γ6) =

1

3
(PR3 + PR4 + PL3 + PL4). (6.10)

También es posible determinar la estructura del operador B desde el principio, al exigir
que el espectro contenga fermiones con propiedades estándares de transformación bajo los
grupos de Lorentz y de norma. Esto lleva a la conclusión de que B debe estar dado por una
combinación lineal de cuatro operadores de la ecuación (6.3), dos derechos y dos izquierdos.
Una vez más, diferentes opciones cambian la estructura de la matriz pero no cambian la
física. Es de notar que esta definición para el número bariónico no está relacionada con
la simetría U(1) remanente en QCD después del rompimiento de la simetría quiral, sino
más bien se desprende de la elección del proyector B. En otras palabras, una vez que se
elige el proyector para permitir la existencia de fermiones con propiedades estándar de
transformación, la definición del número bariónico se sigue naturalmente.
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Puesto que los generadores de isospín deben conmutar con Y , el generador diagonal I3 se
puede formar con los mismos proyectores izquierdos utilizados en Y , ecuación (6.5), así que
elegimos

I3 =
1

2
(PL3 − PL4) =

i

8
(1− γ̃5)(1− iγ5γ6)γ7γ8. (6.11)

El resto de los generadores de SU(2)L se obtienen de los elementos no diagonales de S,
al requerir que cumplan con el álgebra de Lie del grupo [Ik, Il] = iεklmIm y que también
conmuten con Y . Estos son

I1 =
i

8
(1− γ̃5)(1− iγ5γ6)γ7,

I2=
i

8
(1− γ̃5)(1− iγ5γ6)γ8,

(6.12)

Finalmente, el operador de carga Q está dado por la relación de Gell-Mann - Nishijima

Q = I3 +
Y

2
. (6.13)

6.2. Operadores de sabor

De los elementos de S se pueden obtener cuatro grupos adicionales que conmutan entre
sí, y con SU(2)L ⊗ U(1)Y , tales que sus generadores dan cero al actuar sobre estados no
fermiónicos, por lo que son interpretados como grupos de sabor. Hay dos grupos SU(2) de
sabor, denotados por SU(2)f y SU(2)f̂ respectivamente, y dos U(1), denotados U(1)f y
U(1)f̂ . Los generadores respectivos son

f1 =
i

8
(1 + γ̃5)

(
1 + iγ5γ6

)
γ7,

f2 =
i

8
(1 + γ̃5)

(
1 + iγ5γ6

)
γ8,

f3 =
i

8
(1 + γ̃5)

(
1 + iγ5γ6

)
γ7γ8,

(6.14)
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f̂1 =
i

8
(1− γ̃5)

(
1 + iγ5γ6

)
γ7,

f̂2 =
i

8
(1− γ̃5)

(
1 + iγ5γ6

)
γ8,

f̂3 =
i

8
(1− γ̃5)

(
1 + iγ5γ6

)
γ7γ8,

(6.15)

para SU(2)f y SU(2)f̂ y

f0 = iγ5γ6γ̃5. (6.16)

f̂0 = iγ5γ6, (6.17)

para U(1)f y U(1)f̂ . En términos de los operadores de proyección en la ecuación (6.3) los
operadores f3 y f̂3 son

f3 =
1

2
(PR1 − PR2) , (6.18)

f̂3 =
1

2
(PL1 − PL2) . (6.19)

6.3. Quarks sin masa

Consideremos primero estados con la estructura de la ecuación (3.16), y con los números
cuánticos de quarks sin masa en el modelo estándar cuando se clasifican con los operadores
pertinentes. La dimensión del espacio matricial da lugar a cuatro generaciones de quarks
sin masa2. En la figura 6.2 se representan esquemáticamente los operadores y los estados
sobre los actúan en el espacio matricial de 7+1. Las proyecciones quirales de los operadores
diagonales B, I3 y Y , de acuerdo con las ecuaciones (6.10), (6.11), (6.6) y la Fig. 6.1, están
agrupadas en los conjuntos QR = 1

2 (1 + γ̃5) (B, I3, Y ) y QL = 1
2 (1− γ̃5) (B, I3, Y ).

2La dimensión del espacio no es lo suficientemente grande para acomodar el grupo de color SU(3) de QCD,
pero esto se puede hacer en 9+1 dimensiones[10].
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6.3 Quarks sin masa

Los elementos de matriz no diagonales de la figura 6.2 representan a los estados, y siguiendo
la regla de multiplicación de matrices, son multiplicados por la izquierda por los operadores
en la diagonal que están en la misma fila, y por la derecha por los operadores en la diago-
nal que están en la misma columna, proporcionando los valores propios correspondientes.
Entonces, por ejemplo, los elementos etiquetados U iL, i = 1, . . . , 4 en las filas 13 y 14 re-
presentan todos los posibles grados de libertad con los números cuánticos (1/3, 1/2, 1/3)

para el número bariónico, el isospín y la hipercarga, respectivamente, con el sabor corres-
pondiente. En consecuencia, tienen los números cuánticos de quarks izquierdos del tipo up.
Hay 4 grados de libertad para cada uiL, que representan las dos posibles polarizaciones
de espín y los dos signos de la energía (válido para estados con o sin masa), por lo que
en este sentido, aunque estén representados por matrices de 16 × 16, los fermiones en el
espacio de espín extendido tienen los mismos grados de libertad que un espinor de Dirac en
cuatro dimensiones. Esta última característica es una consecuencia de mantener la simetría
de Lorentz en 3 + 1 dimensiones. Se tienen resultados análogos para quarks derechos de
tipo up, que se muestran en las filas 5 y 6 en la figura 6.2, y para quarks de tipo down,
tanto izquierdos como derechos, los cuales se muestran en las filas 15 y 16, y las filas 7 y
8, respectivamente, en la figura 6.2. Por lo anterior, hay un total de ocho quarks izquierdos
arreglados en cuatro dobletes de SU(2)L, con los elementos conectados verticalmente por los
operadores de escalera 1√

2
(I1 ± iI2), y ocho quarks derechos que son singuletes de SU(2)L.

Los estados de quarks se dan en las tablas I y II, junto con sus números cuánticos.

Los operadores de sabor clasifican aún más los estados de quarks, proporcionando una sime-
tría horizontal: los miembros de las dos primeras familias con la misma carga son dobletes
horizontales de SU(2)f1 cuando se clasifican con los operadores de escalera 1√

2
(f1 ± if2),

y lo mismo es cierto para las dos últimas familias cuando clasifican con 1√
2

(
f̂1 ± if̂2

)
de

SU(2)f2, por ejemplo

U1
L

1√
2

(f1 − if2) = i√
2
U2
L, U2

L
1√
2

(f1 − if2) = 0,

U2
L

1√
2

(f1 + if2) = − i√
2
U1
L, U1

L
1√
2

(f1 + if2) = 0,

(6.20)

donde, de acuerdo con la discusión después de la Ec. (3.21), los operadores de sabor actúan
de manera no trivial solamente por el lado derecho. Esta simetría también se aplica a los
quarks derechos.
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6 Modelo electrodébil de quarks en 7 + 1 dimensiones
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Figura 6.2: Representación esquemática de operadores, grados de libertad de quarks sin

masa
(
U iL,R, D

i
L,R, i = 1, . . . , 4

)
y Higgses

(
φ+1,2, φ

0
1,2

)
en el espacio matricial

de espín extendido de 7+1 dimensiones. Las proyecciones quirales de los opera-
dores diagonales B, I3 y Y están agrupadas y representadas por los conjuntos
QR = 1

2 (1 + γ̃5) (B, I3, Y ) y QL = 1
2 (1− γ̃5) (B, I3, Y ). Los operadores ac-

túan por la izquierda sobre los estados en la misma fila, y por la derecha sobre
los estados en la misma columna, de acuerdo con la regla de multiplicación de
matrices.

Los campos de quarks en términos de dobletes izquierdos y singuletes derechos de SU(2) se
definen, respectivamente, como

ΨQ
L (x) =

(
ψαUL(x)UαL
ψαDL(x)Dα

L

)
, (6.21)

ΨU
R(x) =

∑
α

ψαUR(x)UαR,

ΨD
R (x) =

∑
α

ψαDR(x)Dα
R.

(6.22)
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6.4 Sector de Higgs

Dobletes izquierdos de quarks con número bariónico 1/3,
hipercarga 1/3 y polarización 1/2

(
operador 3

2
iBγ1γ2

) I3 Q f3 f̂3 F

Q1
L =

(
U1
L

D1
L

)
=

(
1
16

(1− γ̃5)
(
γ5 − iγ6

) (
γ7 + iγ8

) (
γ0 + γ3

)
1
16

(1− γ̃5)
(
γ5 − iγ6

) (
1− iγ7γ8

) (
γ0 + γ3

)) 1/2
−1/2

2/3
−1/3

−1/2
−1/2

0 3/2
3/2

Q2
L =

(
U2
L

D2
L

)
=

(
1
16

(1− γ̃5)
(
γ5 − iγ6

) (
1 + iγ7γ8

) (
γ0 + γ3

)
1
16

(1− γ̃5)
(
γ5 − iγ6

) (
γ7 − iγ8

) (
γ0 + γ3

) ) 1/2
−1/2

2/3
−1/3

1/2
1/2

0 −1/2
−1/2

Q3
L =

(
U3
L

D3
L

)
=

(
1
16

(1− γ̃5)
(
γ5 − iγ6

) (
γ7 + iγ8

)
γ0

(
γ0 − γ3

)
1
16

(1− γ̃5)
(
γ5 − iγ6

) (
1− iγ7γ8

)
γ0

(
γ0 − γ3

)) 1/2
−1/2

2/3
−1/3

0 −1/2
−1/2

1
1

Q4
L =

(
U4
L

D4
L

)
=

(
1
16

(1− γ̃5)
(
γ5 − iγ6

) (
1 + iγ7γ8

)
γ0

(
γ0 − γ3

)
1
16

(1− γ̃5)
(
γ5 − iγ6

) (
γ7 − iγ8

)
γ0

(
γ0 − γ3

) ) 1/2
−1/2

2/3
−1/3

0 1/2
1/2

0

Tabla 6.1: Dobletes de isospín débil de quarks izquierdos sin masa. Los operadores de norma
y de Lorentz actúan por la izquierda y trivialmente por la derecha, y al revés para
los operadores de sabor. Para obtener estados de polarización -1/2 debe hacerse
el reemplazo

(
γ0 + γ3

)
→
(
γ1 − iγ2

)
, para Q1

L, Q1
L, y

(
γ0 − γ3

)
→
(
γ1 − iγ2

)
,

para Q3
L, Q4

L. en el último término.

donde los ψα se definen como en la ecuación (4.6).

6.4. Sector de Higgs

A partir de elementos de S multiplicados por γ0 podemos obtener operadores que trans-
forman como escalares de Lorentz3, y con ellos se obtienen dos dobletes de SU(2)L con los
números cuánticos del campo de Higgs. Para ver esto consideremos los elementos de matriz
en las filas 13 y 14 y las columnas 7 y 8 en la figura 6.2, etiquetados ϕ+

L,1,2, pertenecientes
a la proyección quiral izquierda del espacio matricial. Desde la izquierda son clasificados
por Q1 y desde la derecha por Q4, y la ecuación (3.18) proporciona los valores propios
(1/3, 1/2, 1/3)− (1/3, 0,−2/3) = (0, 1/2, 1) para número bariónico, proyección de isospín e
hipercarga, respectivamente. Es decir, tienen los números cuánticos del componente superior
de un doblete de SU(2)L de un campo escalar cargado. Consideremos ahora los elementos
de matriz en las filas 5 y 6 y las columnas 15 y 16, etiquetados ϕ+

R,1,2 y que pertenecen a

3Esta propiedad depende también de la estructura de los operadores y no sólo de la multiplicación por γ0,
por lo que esto último es una condición necesaria pero no suficiente.
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6 Modelo electrodébil de quarks en 7 + 1 dimensiones

Quarks derechos con número bariónico 1/3
y polarización 1/2

(
operador 3

2
iBγ1γ2

) Y Q f3 f̂3 F

U1
R = 1

16
(1 + γ̃5)

(
γ5 − iγ6

) (
γ7 + iγ8

)
γ0

(
γ0 + γ3

)
D1
R = 1

16
(1 + γ̃5)

(
γ5 − iγ6

) (
1− iγ7γ8

)
γ0

(
γ0 + γ3

) 4/3
−2/3

2/3
−1/3

−1/2
−1/2

0
3/2
3/2

U2
R = 1

16
(1 + γ̃5)

(
γ5 − iγ6

) (
1 + iγ7γ8

)
γ0

(
γ0 + γ3

)
D2
R = 1

16
(1 + γ̃5)

(
γ5 − iγ6

) (
γ7 − iγ8

)
γ0

(
γ0 + γ3

) 4/3
−2/3

2/3
−1/3

1/2
1/2

0
−1/2
−1/2

U3
R = 1

16
(1 + γ̃5)

(
γ5 − iγ6

) (
γ7 + iγ8

) (
γ0 − γ3

)
D3
R = 1

16
(1 + γ̃5)

(
γ5 − iγ6

) (
1− iγ7γ8

) (
γ0 − γ3

) 4/3
−2/3

2/3
−1/3

0
−1/2
−1/2

1
1

U4
R = 1

16
(1 + γ̃5)

(
γ5 − iγ6

) (
1 + iγ7γ8

) (
γ0 − γ3

)
D4
R = 1

16
(1 + γ̃5)

(
γ5 − iγ6

) (
γ7 − iγ8

) (
γ0 − γ3

) 4/3
−2/3

2/3
−1/3

0
1/2
1/2

0

Tabla 6.2: Quarks derechos sin masa. Los operadores de norma y de Lorentz actúan por la
izquierda y trivialmente por la derecha, y al revés para los operadores de sabor.
Para obtener estados de polarización -1/2 debe hacerse el reemplazo

(
γ0 + γ3

)
→(

γ1 − iγ2
)
, para U1

R, U
2
R, D

1
R, D

2
R, y

(
γ0 − γ3

)
→
(
γ1 − iγ2

)
, para U3

R, U
4
R, D

3
R,

D4
R en el último término.

la proyección quiral derecha del espacio matricial. Estos se clasifican desde la izquierda por
Q3 y desde la derecha por Q2, pero tienen los mismos números cuánticos que los anteriores,
pues (1/3, 0, 4/3)− (1/3, 0− 1/2, 1/3) = (0, 1/2, 1). Sin embargo, estos dos bloques de ele-
mentos de matriz tienen distinta quiralidad por lo que, si queremos obtener un campo de
Higgs sin proyección de quiralidad como en el modelo estándar, debe estar dado por una
combinación de ellos. Entonces con los ocho grados reales de libertad de los dos bloques
se obtienen 4 elementos complejos, con los que se pueden construir dos campos escalares
cargados y no quirales, linealmente independientes, φ+1 y φ+2 . Una construcción análoga
produce los campos de Higgs neutros φ01 y φ02, conectados a los cargados por los operadores
de escalera de SU(2)L. Los dobletes escalares de Higgs y sus conjugados Hermitianos se dan
en las tablas 6.3 y 6.4, respectivamente.

La combinación aφ1 + bφ2 de los estados tipo Higgs en la tabla 6.3, para a, b reales, se
clasifica con los operadores de proyección quirales L = 1

2(1−γ̃5), R = 1
2(1+γ̃5), obteniéndose

las relaciones
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6.4 Sector de Higgs

Escalares tipo Higgs con número bariónico cero I3 Y Q 3i
2 Bγ

1γ2

φ1 =

(
φ+1
φ01

)
=

(
1
8

(
1− iγ5γ6

) (
γ7 + iγ8

)
γ0

1
8

(
1− iγ5γ6

) (
1 + iγ7γ8γ̃5

)
γ0

)
1/2
−1/2

1
1
0

0

φ2 =

(
φ+2
φ02

)
=

(
1
8

(
1− iγ5γ6

) (
γ7 + iγ8

)
γ̃5γ0

i
8

(
1− iγ5γ6

) (
1 + iγ7γ8γ̃5

)
γ7γ8γ0

)
1/2
−1/2

1
1
0

0

Tabla 6.3: Dobletes de escalares tipo Higgs

Escalares tipo Higgs conjugados con número bariónico cero I3 Y Q 3i
2 Bγ

1γ2

φ̃1 =

((
φ01
)†(

φ+1
)†
)

=

(
1
8

(
1− iγ5γ6

) (
1− iγ7γ8γ̃5

)
γ0

1
8

(
1− iγ5γ6

) (
γ7 − iγ8

)
γ0

)
1/2
−1/2

−1
0
−1

0

φ̃2 =

((
φ02
)†(

φ+2
)†
)

=

(
i
8

(
1− iγ5γ6

) (
1− iγ7γ8γ̃5

)
γ7γ8γ0

−1
8

(
1− iγ5γ6

) (
γ7 − iγ8

)
γ̃5γ0

)
1/2
−1/2

−1
0
−1

0

Tabla 6.4: Dobletes de escalares tipo Higgs conjugados

R(φ1 + φ2)L =φ1 + φ2,

L(φ1 + φ2)R =0,

L(φ1 − φ2)R =φ1 − φ2,

R(φ1 − φ2)L =0.

(6.23)

Definiendo los campos escalares

φ1(x) =

(
ψ+
1 (x)φ+1
ψ0
1(x)φ01

)
, (6.24)

φ2(x) =

(
ψ+
2 (x)φ+2
ψ0
2(x)φ02

)
, (6.25)

y junto con los campos de quarks definidos en las ecuaciones (6.21) y (6.22), las relaciones
(6.23) llevan al Lagrangiano invariante de norma
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6 Modelo electrodébil de quarks en 7 + 1 dimensiones

1

Nf
tr{[mUΨU

R
†
(x)[φ1(x) + φ2(x)]ΨQ

L (x) +mDΨQ
L
†(x)[φ1(x)− φ2(x)]ΨD

R (x)]Pf}+ {cc},

(6.26)

donde Pf es un operador de proyección, α es un índice de espín, y en retrospectiva asignamos
las masas

mU = (a+ b)/2, mD = (a− b)/2, (6.27)

para considerar inicialmente un efecto de jerarquía con solo dos sabores para cada carga
de quarks. La configuración del Lagrangiano en la ecuación (6.26) pone de manifiesto las
simetrías de norma requeridas: SU(2)L para el campo Ψ(x)

Ψ(x)→ e−i
∑
c αc(x)IcΨ(x)ei

∑
d αd(x)Id , (6.28)

lo que conduce a las transformaciones no triviales

φ1(x)− φ2(x)→e−i
∑
c αc(x)Ic [φ1(x)− φ2(x)],

φ1(x) + φ2(x)→[φ1(x) + φ2(x)]ei
∑
d αd(x)Id ,

ΨQ
L (x)→e−i

∑
c αc(x)IcΨQ

L (x),

(6.29)

mientras que la transformación U(1)Y

Ψ(x)→ e−iαY (x)Y Ψ(x)eiαY (x)Y , (6.30)

implica que

φ1(x)− φ2(x)→e−iαY (x)1/3[φ1(x)− φ2(x)]e−iαY (x)2/3,

φ1(x) + φ2(x)→e−iαY (x)1/3[φ1(x)− φ2(x)]e−iαY (x)2/3,

ΨQ
L (x)→e−iαY (x)1/3ΨQ

L (x),

ΨU
R(x)→e−iαY (x)4/3ΨU

R(x),

ΨD
R (x)→eiαY (x)2/3ΨD

R (x).

(6.31)
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6.5 Jerarquía de masas para una generación

Estas transformaciones implican que los componentes escalares están conectados al Higgs
H del modelo estándar mediante las asignaciones

H(x) ∼ φ1(x)− φ2(x), (6.32)

H̃†(x) ∼ φ1(x) + φ2(x), (6.33)

donde la representación conjugada corresponde a H̃(x) = iI2H
∗(x). Una transformación

unitaria los conecta a sus conjugados, e.g.

(
φ+1
)†

+
(
φ+2
)†

= −2I2γ2(φ
0
1 + φ02)

∗γ2, (6.34)

y la representación de las matrices γµ fija la conjugación de carga.

Existe también la posibilidad de proyectar fuera una generación, mediante una combinación
de los generadores de sabor. Como un ejemplo consideremos el operador

F = −1

4

(
f̂0 − 4f̂3 − 8f3

)
, (6.35)

el cual produce
[
F,U iL

]
= λiU

i
L,
[
F,Di

L

]
= λiD

i
L,
[
F,U iR

]
= λiU

i
R,
[
F,Di

R

]
= λiD

i
R, i =

1, . . . , 4, con λ1 = 3/2, λ2 = −1/2, λ3 = 1 y λ4 = 0. Por lo tanto, este operador provee una
simetría horizontal U(1) con eigenvalor cero para una generación, que se puede interpretar
como una proyección de una familia de quarks fuera del espacio de sabor. Lo anterior
produce tres generaciones efectivas, con la masa de la cuarta sin fijar por el modelo.

6.5. Jerarquía de masas para una generación

Después del rompimiento de la simetría electrodébil[27, 37], solamente los campos neutros
sobreviven (o los escalares más ligeros[36, 33]) y se usa la misma base en las Tablas 6.3 y
6.4 para los valores de expectación del vacío, lo que lleva al Hamiltoniano de masas

Hv = aφ01 + bφ02 + aφ01
† + bφ02

†. (6.36)
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6 Modelo electrodébil de quarks en 7 + 1 dimensiones

Quarks masivos Hv Q 3i
2 Bγ

1γ2

U1
M = 1√

2
(U1

L + U1
R) mU 2/3 1/2

D1
M = 1√

2
(D1

L −D1
R) mD −1/3 1/2

U c1M = 1√
2
(U1

L − U1
R) −mU 2/3 1/2

Dc1
M = 1√

2
(D1

L +D1
R) −mD −1/3 1/2

Tabla 6.5: Quarks masivos eigenestados de Hν

Este término produce eigenestados fermiónicos y masas a partir de los parámetros de aco-
plamiento de Yukawa, mediante las relaciones

HvU
1
M = mUU

1
M , HvU

c1
M = −mUU

c1
M ,

HvD
1
M = mDD

1
m, HvD

c1
M = −mDD

c1
M ,

(6.37)

donde U c1M , Dc1
M corresponden a estados de soluciones de energía negativa (y similarmente

para componentes de espín opuestas). Estos estados se muestran en la Tabla 6.5 (solamente
se muestran dos sabores) con sus números cuánticos.

El papel que juegan mU y mD en la ecuación (6.37) confirma su interpretación como
masas en la ecuación (6.27). Además, la dependencia particular en los parámetros a y
b implica un efecto de jerarquía de masa de doblete de sabor, si representan una escala
grande comparable O(a) ' O(b). Esta interpretación se apoya en las conexiones entre los
componentes de Higgs en la Tabla 6.3, φ2 = γ5φ1, y en que φ2 puede ser generado a partir
de φ1 mediante la transformación

φ2 = −ieiβγ5φ1e−iβγ5 , (6.38)

para β = π/4. Más aún, se basa en una propiedad de composición, pues se puede construir
la función de onda del Higgs a partir de los fermiones. Esto último se muestra en las
relaciones

φ01
†

+ φ02
†

=U1
LU

1
R
†

+ U2
LU

2
R
†
,

φ01
† − φ02

†
=−D1

LD
1
R
† −D2

LD
2
R
†
,

(6.39)
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6.6 Extensión a cuatro generaciones

y se puede obtener otra componente volteando el espín, por ejemplo D̃1
L = 3i

2 B(γ2γ3 −
iγ3γ1)D

1
L.

6.6. Extensión a cuatro generaciones

En una descripción Hamiltoniana se pueden obtener operadores escalares de masa de la
forma Mγ0, con M ∈ S, al exigir que conmuten con los operadores de carga y de número
bariónico. Hay ocho de estos operadores, mostrados en la Tabla 6.6, con una base máxima
de operadores que conmutan dada ya sea por M1 a M4 o M5 a M8. Los estados de Higgs
neutros pueden entonces ser escritos como combinaciones de estos operadores de masa

φ01 =
1

8
(M1 −M2) +

i

8
(M7 −M8) ,

φ02 =
1

8
(M3 +M4)−

i

8
(M5 +M6) ,

(6.40)

y los operadores de masa en términos de los Higgses neutros. Sin embargo, existen com-
binaciones de los operadores de masa que no corresponden a ninguna combinación de los
estados de Higgs neutros, y que actúan de manera análoga a los campos de flavones[30, 6].
En consecuencia, después del rompimiento espontáneo de la simetría electrodébil, cuando
solamente sobreviven los campos de Higgs neutros, consideramos las siguientes combinacio-
nes de campos de Higgs neutros y sus conjugados Hermitianos, y de operadores de masa
(escogiendo el primer conjunto de la Tabla 6.5)

M1 =a1

(
φ01 + φ0†1

)
+ b1

(
φ02 + φ0†2

)
,

M2 =
a2
4

(M1 +M2) +
b2
4

(M3 −M4) ,
(6.41)

donde a1,2 y b1,2 son parámetros reales, M2 es del tipo no Higgs y el factor de 1/4 es
solamente por conveniencia de normalización.

Se tiene entonces una base de operadores de masa, cuyos eigenestados son estados de quarks
masivos. Por ejemplo, las combinaciones
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6 Modelo electrodébil de quarks en 7 + 1 dimensiones

M1 = γ0 M5 = iγ̃5γ
0

M2 = iγ5γ6γ0 M6 = γ5γ6γ̃5γ
0

M3 = iγ7γ8γ0 M7 = γ7γ8γ̃5γ
0

M4 = γ5γ6γ7γ8γ0 M8 = iγ5γ6γ7γ8γ̃5γ
0

Tabla 6.6: Operadores de masa Hamiltonianos de la forma Sγ0, con S ∈ S. Los operadores
M1 a M4 constituyen un conjunto máximo de operadores que conmutan, y lo
mismo para M5 a M8. Ambos grupos estás relacionados mediante una transfor-
mación con γ̃5.

U1
M =

1

2

(
−U1

L − U1
R + U3

L + U3
R

)
D1
M =

1

2

(
−D1

L +D1
R +D3

L −D3
R

) (6.42)

son eigenestados del operador

Ω ≡M1 +M2, (6.43)

conM1 yM2 dados en la Ec. (6.41), y constituyen una familia de quarks masivos del tipo
up y down, respectivamente. Los estados de quarks masivos se muestran en la Tabla 6.7.

6.7. Efectos de jerarquías de masas

Considerando únicamente el operador M1 en la Ec. (6.43), esto es, tomando a2 = b2 = 0

se tienen los eigenvalores

a1 + b1
2

,

a1 − b1
2

,

(6.44)
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6.7 Efectos de jerarquías de masas

Quarks masivos con número
bariónico 1/3 y polarización
-1/2

(
operador 3iBγ1γ2

) Q M1 M2 Ω

U1
M = 1

2

(
−U1

L − U1
R + U3

L + U3
R

)
2/3 a1+b1

2
a2−b2

2
a1+b1+a2−b2

2

U2
M = 1

2

(
U2
L − U2

R − U4
L + U4

R

)
2/3 a1+b1

2
a2+b2

2
a1+b1+a2+b2

2

U3
M = −1

2

(
U1
L − U1

R + U3
L + U3

R

)
2/3 a1+b1

2 −a2−b2
2

a1+b1−a2+b2
2

U4
M = 1

2

(
U2
L − U2

R + U4
L − U4

R

)
2/3 a1+b1

2 −a2+b2
2

a1+b1−a2−b2
2

D1
M = 1

2

(
−D1

L +D1
R +D3

L −D3
R

)
−1/3 a1−b1

2
a2−b2

2
a1−b1+a2−b2

2

D2
M = 1

2

(
D2
L −D2

R −D4
L +D4

R

)
−1/3 a1−b1

2
a2+b2

2
a1−b1+a2+b2

2

D3
M = 1

2

(
−D1

L +D1
R −D3

L +D3
R

)
−1/3 a1−b1

2 −a2−b2
2

a1−b1−a2+b2
2

D4
M = 1

2

(
D2
L +D2

R −D4
L +D4

R

)
−1/3 a1−b1

2 −a2+b2
2

a1−b1−a2−b2
2

Tabla 6.7: Estados de quarks masivos

respectivamente para quarks U iM y Di
M , i = 1, . . . , 4, lo que constituye una jerarquía de

masas vertical dependiente del orden de los parámetros involucrados, con las identificacio-
nes

a1 =mu +md,

b1 =mu −md,
(6.45)

donde mu y md son masas corrientes de quarks del tipo up y down, respectivamente, para
una familia dada.

Por otro lado, considerando solamente la parteM2 en la Ec. (6.43) con a1 = b1 = 0, y los
estados en la Ec. (6.42) junto con otra generación

U2
M =

1

2

(
U2
L − U2

R − U4
L + U4

R

)
,

D2
M =

1

2

(
D2
L +D2

R −D4
L −D4

R

)
,

(6.46)

se obtienen los eigenvalores
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6 Modelo electrodébil de quarks en 7 + 1 dimensiones

a2 − b2
2

,

a2 + b2
2

,

(6.47)

respectivamente para las generaciones en las Ecs. (6.42) y (6.47). Por lo tanto, el operador
M2 produce una jerarquía de masas horizontal (entre familias).

Modelos con cuatro generaciones de quarks y dos dobletes de Higgs se han estudiado en
el contexto del rompimiento dinámico de la simetría y de composición[5, 38, 31]. En esos
modelos se proponen estas características ab initio, mientras que en el presente caso surgen
naturalmente de un mínimo de supuestos físicos. Esto también es cierto para el aspecto
de composición, que está incluido de forma natural en el presente modelo por su propia
construcción.
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7 Conclusiones

El presente trabajo está basado en una extensión al modelo estándar previamente propuesta,
llamada modelo de espín extendido, y se presentaron dos aspectos importantes del mode-
lo: Uno formal, que trata con traducir el modelo a un formalismo Lagrangiano, y el otro
fenomenológico, con la construcción de un modelo electrodébil de quarks en 7+1 dimensio-
nes. Se explicaron las medidas encaminadas a la formalización del modelo, proporcionando
una formulación de teoría de campo, con el objetivo final de utilizar las restricciones para
obtener información sobre el modelo estándar. A la inversa, una teoría de campo se pue-
de formular en la base del modelo, lo que puede proporcionar más información sobre las
simetrías y representaciones usadas.

Se emplea un espacio matricial en el que se formulan tanto generadores de simetría como
campos. Para una dimensión dada, la elección de un operador de proyección no trivial P
restringe el espacio matricial, determinando los grupos de simetría y la disposición de repre-
sentaciones de fermiones y bosones. En particular, se obtienen estados de espín 1/2 y 0 en
la representación fundamental de grupos escalares, y estados de espín 1 en la representación
adjunta. Después de expresar los campos dentro de esta base, se construye una teoría de
campo invariante de norma, basada en las simetrías de Lorentz y en las simetrías escalares
obtenidas.

Las características obtenidas en la extensión de 5 + 1 dimensiones se formulan a través
de un Lagrangiano: los grupos de simetría de norma SU(2)L

⊗
U(1)Y y número leptónico

global ULe(1) con sus bosones vectoriales asociados, actuando únicamente en las represen-
taciones predichas por el modelo: fermiones y un doblete escalar asociado a una partícula
de Higgs; todo lo anterior lleva a vértices escalares, vectoriales y fermiónicos. En la cons-
trucción Lagrangiana surgen características especiales, como la necesidad de un operador
de proyección y reglas de matrices de Dirac para mantener la invariancia de Lorentz. Con
la presentación Lagrangiana del modelo se pueden aplicar las condiciones de cuantización
y renormalización, lo que lleva a una formulación de teoría cuántica de campos.
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7 Conclusiones

Para el caso de 7 + 1 dimensiones se presentó un modelo de quarks electrodébil con las
características principales de producir a lo más cuatro generaciones de quarks, dos dobletes
de Higgs, y efectos de jerarquía de masas horizontal y vertical. Estas características pueden
servir de base para modelos con rompimiento dinámico de la simetría, donde se postulan en
lugar de derivarse, mientras que las predicciones propias del modelo en este sentido es un
tema para futuras investigaciones. El modelo también restringe la forma como actúan los
campos escalares, mediante los valores de expectación del vacío después del rompimiento
espontáneo de la simetría, sobre los distintos sabores de fermiones, a través de la existencia
de campos /operadores que no son del tipo Higgs para la generación de masas, y que actúan
de manera similar a los flavones.

Como extensión del modelo estándar, el modelo de espín extendido satisface los requeri-
mientos básicos de tener las simetrías correctas, incluyendo las de Lorentz y de norma,
describir las partículas del modelo estándar, y formularse en términos de una teoría de
campo, además de sus predicciones propias.

El modelo proporciona una descripción unificada de campos y simetrías, tanto de norma
como de espacio-tiempo, en un único espacio matricial. Esta última característica contrasta
con el caso de SUSY donde, para el mismo propósito, el teorema de Coleman-Mandula
se evade en lugar de cumplirse como en el presente caso, mediante el uso de un álgebra
de Lie graduada. Por lo tanto, una línea de investigación interesante es investigar en qué
medida el modelo de espín extendido puede servir como una alternativa, o complemento, a
SUSY; una comparación que se ve favorecida por el hecho de que ambos modelos comparten
representaciones de espín extendidas clasificadas por un álgebra de Clifford con indexación
de Lorentz[43]. Dado que los espacios matriciales restringidos proporcionan información
sobre las interacciones fundamentales, y representaciones físicas de partículas, vale la pena
investigar si esta información se puede obtener en la supersimetría, con el objetivo final de
explicar el origen de las interacciones.
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Apéndices

A continuación se presentan tres apéndices. En el apéndice A se establece el teorema de
Coleman-Mandula y las condiciones requeridas para su cumplimiento, sin proporcionar una
prueba del mismo. En el apéndice B se presenta el formalismo, en términos de un álgebra
de Lie, para el uso de conmutadores en la ecuación de eigenvalores para un espacio vectorial
matricial. Finalmente, en el apéndice C se proporciona la representación de las matrices
gamma usada en el modelo de 7+1 dimensiones.
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A Teorema de Coleman - Mandula

El teorema de Coleman-Mandula[23, 41] establece que las únicas simetrías posibles, descritas
mediante un grupo de Lie, de una teoría de interacción de partículas relativistas dada por la
matriz de dispersión S, son productos directos del grupo de Poincaré y el grupo de simetrías
internas.

El teorema se establece de la siguiente manera: Sea G un grupo de simetría conectado de
la matriz de dispersión S y P el grupo de Poincaré, si se satisfacen las siguientes cinco
condiciones

1. G contiene un subgrupo localmente isomórfico a P (Invariancia de Lorentz).

2. Todos los tipos de partículas corresponden a representaciones de energía positiva de
P . Para cualquier masa finita M , solamente hay un número finito de tipos partículas
con masa menor a M . (Finitud de partículas).

3. Las amplitudes de dispersión elásticas son funciones analíticas de la energía del centro
de masa s y la transferencia de momento invariante t, en alguna vecindad de la región
física, excepto en los umbrales normales. (Analicidad de la elasticidad débil).

4. La teoría admite dispersión no trivial. La matriz T , definida como S − 1, no se anu-
la, excepto posiblemente en un conjunto discreto de valores excepcionales de s y t.
(Ocurrencia de la dispersión).

5. Los elementos de matriz de los generadores del grupo son distribuciones en el espacio
de momento. (Requerimiento técnico).

Entonces G es localmente isomórfico al producto directo de un grupo de simetría interno
con el grupo de Poincaré. Dicho de otra forma, para todo generador de simetría g que no
esté en el álgebra de Poincaré, y dadas las condiciones de arriba, g conmuta con todos los
generadores del álgebra de Poincaré
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[g, P ] = 0, (A.1)

donde, abusando de la notación, hemos usado el mismo símbolo P para el grupo y para el
álgebra. La prueba rigurosa del teorema puede encontrarse en las referencias dadas arriba.
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B Álgebra de Lie de los campos

Sea G un grupo de Lie matricial con álgebra de Lie g. Los elementos de g son los generadores
de G. El mapeo Ad : G→ GL(g) definido por

AdA(X) = AXA−1, (B.1)

con AεG y Xεg, constituye la representación adjunta de G. De manera análoga el mapeo
ad : g→ gl(g) definido por

adX(Y ) = [X,Y ], (B.2)

con X,Y εg, constituye la representación adjunta de g. Ambas representaciones están rela-
cionadas por

Adex = eadX . (B.3)

En el modelo de espín extendido los campos Ψ pertenecen a la representación adjunta del
álgebra de Lie, pues están formados por elementos de S y σµν (generadores) como en (3.16),
y transforman de acuerdo con (3.17), que es equivalente a (B.1).

Una subálgebra de Cartan de g es un subespacio h de g que cumple con lo siguiente

1. Para todo H1 y H2 en h, [H1, H2] = 0.

2. Para todo X en g y H en h, si [H,X] = 0 entonces X está en h.

3. Para todo H en h, adH es diagonalizable.

Estas condiciones proporcionan el máximo número de operadores simultáneamente diago-
nalizables. Una raíz αi de g con respecto de h se define por la ecuación

[Hi, X] = αiX, (B.4)
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para todo Hi en h, con αi distinto de cero y X en g. La ecuación (B.4) define una ecuación
de eigenvalores en el espacio matricial de g. Por ejemplo para su(2) los elementos del álgebra
son las tres matrices de Pauli σ1, σ2 y σ3. El álgebra de Cartan en este caso consta de un
solo elemento que generalmente se toma como σ3. Los operadores de escalera σ± = σ1± iσ2

son combinaciones de los generadores y por lo tanto pertenecen a su(2). Entonces se tiene

[
σ3, σ±

]
= ±2σ±. (B.5)

Es decir, las matrices σ± son eigenvectores de σ3. En el modelo de espín extendido tanto los
elementos de la subálgebra de Cartan como los campos Ψ pertenecen al álgebra de Lie, por
lo que se emplea la definición (3.18) para la ecuación de eigenvalores, que es formalmente
igual a (B.4).
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C Representación de las matrices gamma

Los resultados mostrados son independientes de la representación usada para las matrices
gamma, pero para realizar cálculos específicos, así como para mostrar explícitamente los
estados, es conveniente escoger una representación. A continuación se muestra la representa-
ción empleada en 7+1 dimensiones, construida mediante un proceso iterativo[57] partiendo
de las matrices de Pauli para obtener representaciones en 3 + 1, 5 + 1 y finalmente en 7 + 1

dimensiones. In representa la matriz identidad de la dimensión correspondiente.

Empleando las matrices

σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
, (C.1)

y el producto tensorial (de Kronecker) ⊗, se obtiene una representación en 3 + 1

α0 =σ1 ⊗ σ3,

α1 =− iσ2 ⊗ σ3,

α2 =I2 ⊗ iσ1,

α3 =I2 ⊗ iσ2.

(C.2)

Con estas matrices se obtiene la representación de 5 + 1

β0 =α0 ⊗ σ3,

β1 =α3 ⊗ σ3,

β2 =α2 ⊗ σ3,

β3 =α1 ⊗ σ3,

β5 =I4 ⊗ iσ1,

β6 =I4 ⊗ iσ2,

(C.3)
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y finalmente la representación de 7 + 1

γ0 =β0 ⊗ σ3,

γ1 =β3 ⊗ σ3,

γ2 =β2 ⊗ σ3,

γ3 =β1 ⊗ σ3,

γ5 =β5 ⊗ σ3,

γ6 =β6 ⊗ σ3,

γ7 =I8 ⊗ iσ1,

γ8 =I8 ⊗ iσ2.

(C.4)
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