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Introducción

Los objetivos de este trabajo consisten en analizar los problemas de paro
óptimo a tiempo discreto y continuo, estudiar las posibles estrategias para su
solución y las caracteŕısticas de la función de ganancia que surgen en este tipo
de problemas.

Los problemas de paro óptimo consisten en determinar el mejor momento
para tomar una decisión y reaccionar ante una secuencia de observaciones que
provienen de variables aleatorias, tratando de maximizar las ganancias espera-
das o minimizar los costos esperados.

Dichos problemas surgen naturalmente en muchas áreas de las matemáticas
aplicadas, como lo son: la Estad́ıstica (Inferencial o Bayesiana), las Matemáti-
cas Financieras o la Investigación de Operaciones. Este trabajo es un referente
introductorio a este tipo de problemas y está basado en el art́ıculo de Andreas
Kyprianou: A Hands-On Approach to Optimal Stopping realizado durante la 6ta
Escuela de Probabilidad y Procesos Estocásticos en el Centro de Investigaciones
en Matemáticas, Guanajuato, Guanajuato.

Esta tesis es autocontenida, salvo posibles ocasiones en las que se requiera
mencionar un resultado importante y no sea posible realizar una demostración
apropiada debido al alcance del mismo, entonces se hará referencia a la biblio-
graf́ıa.

La estructura del trabajo consta de cinco caṕıtulos. En el primer caṕıtulo
se estudia una de las herramientas básicas para el desarrollo de esta tesis, las
martingalas. Introducimos los conceptos de martingala, tiempo de paro, aśı co-
mo importantes desigualdades que nos llevan a resultados de convergencia de
martingalas.

En el segundo caṕıtulo presentamos una definición rigurosa del problema de
paro óptimo a tiempo discreto. Iniciamos con el tiempo discreto para desarro-
llar la idea general y aśı analizar fácilmente el problema a tiempo continuo. Se
define el supremo esencial, que es de suma importancia para obtener la solución
del problema. Para finalizar el caṕıtulo, además de utilizar las martingalas para
resolver el problema de paro óptimo, se presenta un enfoque con cadenas de
Markov.

El movimiento Browniano se estudia en el tercer caṕıtulo, pues es un compo-
nente importante del problema de paro que se analiza en esta tesis. Presentamos
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una construcción del movimiento Browniano para observar propiedades impor-
tantes de sus trayectorias y examinar la propiedad fuerte de Markov que éste
posee.

El cuarto caṕıtulo está dedicado a estudiar las martingalas continuas y la
generalización de los resultados vistos en el primer caṕıtulo. Aqúı es donde ve-
mos las caracteŕısticas que adquieren los tiempos de paro cuando se trata de un
tiempo continuo. Analizamos las principales desigualdades maximales en mar-
tingalas que dan paso a revisar el Teorema de Paro de Doob resultado que nos
guiará a encontrar una estrategia óptima para resolver el problema a considerar
en el caṕıtulo final. Por último, presentamos aplicaciones de las martingalas al
movimiento Browniano, las cuales nos ayudarán durante el análisis de los resul-
tados finales.

Finalmente, consideramos en el problema de paro óptimo a tiempo continuo
un proceso basado en tres componentes: una parte lineal positiva, un movi-
miento Browniano y un proceso Poisson. Esta familia de procesos estocásticos
es conocida como procesos de Lévy. Vemos las condiciones que se requieren para
que se cumpla la optimización requerida por problema de paro. Analizamos al
Problema de McKean, un problema de paro que modela al instrumento finan-
ciero conocido como Opción Americana y concluimos estudiando una propiedad
que se presenta para este tipo de problema de paro, la condición de Smooth Fit.

A lo largo del trabajo se tiene el supuesto de que el lector posee las nociones
básicas en teoŕıa de medida, para lo cual se puede consultar [7] o [13].
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Caṕıtulo 1

Martingalas

En el primer caṕıtulo de este trabajo presentamos la definición de martin-
gala, aśı como algunas propiedades que surgen gracias a la estructura de estos
procesos. Las martingalas son una de las herramientas más útiles de la teoŕıa
de probabilidad moderna. En particular, las martingalas son una referencia pa-
ra el estudio de teoremas ĺımite o convergencia, pues la teoŕıa de martingalas
proporciona pruebas más elegantes y estéticamente atractivas.

1.1. Definición

Consideremos un espacio de probabilidad conocido y fijo (Ω,F ,P), aśı como
una sucesión de σ-algebras (Fn)n≥0, tales que Fn ⊂ Fn+1 ⊂ F para todo n ≥ 0.

Definición 1.1 (Martingala). Decimos que X = (Xn, n ≥ 0) es una (Fn)-
martingala, si

1. E[|Xn|] <∞ para cada n.

2. Xn es Fn-medible, para cada n.

3. E[Xn | Fm] = Xm c.s., para todo m ≤ n.

Podemos observar que (2) es casi una implicación de (3), la cual sostiene
que Xm es casi seguramente igual a una variable aleatoria Fm-medible.

Recordemos que la Ley Fuerte de los Grandes Números afirma que [7, p. 173]
si (Xn, n ≥ 0) es una sucesión de variables aleatorias las cuales son indepen-
dientes e idénticamente distribuidas con E[Xn] = µ y σ2

Xn
<∞ para toda n, y

si Sn =
∑n
j=1Xj , entonces ĺımn→∞

Sn
n = µ, casi seguramente. Por otro lado, la

Ley Cero Uno de Kolmogorov nos asegura que [13, p. 381], si consideramos una
sucesión de variables aleatorias (Xn, n ≥ 0) independientes entre si, el evento
cola debe tener una probabilidad 0 o 1, es decir, debe ser una constante. En-
tonces, Sn

n → µ cuando n → ∞, donde µ es una variable aleatoria cuyo valor
siempre es constante.

1
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1.1. DEFINICIÓN

Es de poco interés el estudio de sucesiones convergentes a ĺımites que sean
constantes. Sin embargo, si escribimos la sucesión anterior de una manera dis-
tinta tenemos que

ĺım
n→∞

Sn − nµ
n

= 0, c.s.

Observemos en el siguiente ejemplo que una propiedad clave de la sucesión
(Sn − nµ, n ≥ 0) es que, si Fn = σ(Sk | k ≤ n), entonces la sucesión es una
martingala.

Ejemplo 1.1. Sea (Xn, n ≥ 0) una sucesión de variables aleatorias indepen-
dientes con E[|Xn|] < ∞, para toda n. Para n ≥ 0 sea Sn =

∑n
k=0Xk y

Fn = σ(Sk | k ≤ n). Entonces tenemos que para toda m ≤ n

E[Sn − nµ | Fm] = E[Sm + (Sn − Sm)− nµ | Fm]

= (Sm − nµ) + E[Sn − Sm | Fm]

= (Sm − nµ) + E

[
n∑

k=m+1

Xk | Fm

]

= (Sm − nµ) +

n∑
k=m+1

E[Xk | Fm]

= (Sm − nµ) +

n∑
k=m+1

E[Xk] (1.1)

= Sm −mµ.

Donde (1.1) se cumple pues Fm es la información generada por las variables
X0, X1, . . . , Xm y entonces (Xk, k ≥ m + 1) es independiente de Fm. Por lo
tanto, (Sn − nµ, n ≥ 0) es una martingala.

Una propiedad importante de las martingalas es que poseen una esperanza
cuyo valor siempre es constante.

Proposición 1.1. Si (Xn, n ≥ 0) es una martingala, entonces E[Xn] = E[X0],
para toda n ≥ 0.

Demostración. Si (Xn, n ≥ 0) es una martingala entonces tenemos que X0 =
E[Xn | F0] para n ≥ 0 por lo que

E[X0] = E[E[Xn | F0]] = E[Xn],

para toda n ≥ 0.

Por otro lado, si un proceso tiene un valor esperado constante, este proceso no
necesariamente es una martingala. Sin embargo, con las condiciones necesarias la
afirmación anterior llega a ocurrir. Para poder mostrar el resultado requerimos
de una definición que será vital para desarrollo de este caṕıtulo.

Definición 1.2 (Tiempo de Paro). Una variable aleatoria τ : Ω→ N̄ = N∪{∞}
es un tiempo de paro con respecto a (Fn) si {τ ≤ n} ∈ Fn.
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CAPÍTULO 1. MARTINGALAS

Los tiempos de paro pueden ser pensados como aquel tiempo en el que
ocurre algún evento de interés, con la convención de que el tiempo de paro toma
el valor +∞ si el evento nunca ocurre. El término “tiempo de paro”proviene
de un concepto involucrado con los juegos de apuestas: dependiendo de ciertos
eventos, un apostador puede dejar el juego en cualquier momento (un tiempo
aleatorio), pero en el momento en que decide detenerse, esa decisión debe estar
basada en los eventos que han ocurrido en el pasado y no en eventos futuros.

Proposición 1.2. Sea τ un tiempo de paro acotado por c, es decir, P(τ ≤ c) = 1
y sea (Xn, n ≥ 0) una martingala, entonces E[Xτ ] = E[X0].

Demostración. Observemos que a Xτ la podemos escribir como,

Xτ =

∞∑
n=0

Xn1{τ=n}.

Entonces, sea [c] la parte entera de c o el máximo entero no superior a c,

E[Xτ ] = E

[ ∞∑
n=0

Xn1{τ=n}

]

= E

 [c]∑
n=0

Xn1{τ=n}


=

[c]∑
n=0

E[Xn1{τ=n}]

Notemos que podemos escribir a {τ = n} como {τ ≤ n} \ {τ ≤ n − 1} donde
ambos eventos pertenecen a Fn por ser τ un tiempo de paro, por lo tanto
{τ = n} ∈ Fn, entonces

E[Xτ ] =

[c]∑
n=0

E[E[X[c]1{τ=n} | Fn]]

=

[c]∑
n=0

E[X[c]1{τ=n}]

= E

 [c]∑
n=0

X[c]1{τ=n}


= E

X[c]

[c]∑
n=0

1{τ=n}


= E[X[c]] = E[X0].

La siguiente definición muestra que, para un tiempo de paro τ , Fτ puede
ser interpretada la información disponible para algún momento aleatorio. Esta
σ-álgebra es conocida como σ-álgebra parada y será de utilidad más adelante.
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1.1. DEFINICIÓN

Definición 1.3. Sea τ un tiempo de paro, entonces tenemos que la σ-álgebra
parada en τ esta definida como,

Fτ = {Λ ∈ F | Λ ∩ {τ ≤ n} ∈ Fn, para toda n}.

Veamos que la definición anterior tiene sentido, al probar que Fτ es, efecti-
vamente, una σ-algebra.

Proposición 1.3. Sea τ un tiempo de paro, entonces Fτ es una σ-algebra.

Demostración. Como {τ ≤ n} = Ω ∩ {τ ≤ n} ∈ Fn para toda n, de acuerdo a
la definición de Fτ se tiene que Ω ∈ Fτ . Si A ∈ Fτ , podemos escribir a Ac ∩ B
como B \ (A ∩B) entonces:

Ac ∩ {τ ≤ n} = {τ ≤ n} \ (A ∩ {τ ≤ n}). (1.2)

Donde, a la derecha de (1.2), ambas partes pertenecen a Fn, por lo tanto,
Ac ∈ Fτ . Por último, si (Ak, k ≥ 0) ∈ Fτ entonces observemos que( ∞⋃

k=0

Ak

)
∩ {τ ≤ n} =

∞⋃
k=0

(Ak ∩ {τ ≤ n}).

Se tiene entonces que
⋃∞
k=0Ak ∈ Fτ .

Como Fτ contiene al conjunto Ω, y al ser cerrado bajo complementos y
uniones contables, Fτ es una σ-álgebra.

Verifiquemos dos sencillas proposiciones que serán de ayuda a la hora de
presentar un resultado importante, el Teorema de Paro Opcional de Doob.

Proposición 1.4. Sean dos tiempos de paro, γ y τ , tales que γ ≤ τ , entonces
Fγ ⊂ Fτ .

Demostración. Si sabemos que γ ≤ τ , entonces {τ ≤ n} ⊂ {γ ≤ n}, y por lo
tanto {τ ≤ n} = {γ ≤ n} ∩ {τ ≤ n}. Si Λ ∈ Fγ entonces

Λ ∩ {τ ≤ n} = Λ ∩ {γ ≤ n} ∩ {τ ≤ n}.

Donde Λ∩{γ ≤ n} ∈ Fn por la definición de Fγ , de igual manera {τ ≤ n} ∈ Fn
por ser τ un tiempo de paro. Por lo tanto, Λ ∩ {τ ≤ n} ∈ Fn para toda n, es
decir, Λ ∈ Fτ .

Proposición 1.5. Supongamos que (Xn, n ≥ 0) es una sucesión de variables
aleatorias tales que para toda n se tiene que Xn es Fn medible. Consideremos
un tiempo de paro τ , entonces Xτ es Fτ - medible.

Demostración. Recordemos que podemos reescribir el término Xτ como

Xτ =

∞∑
n=0

Xn1{τ=n}.

4



CAPÍTULO 1. MARTINGALAS

Si consideremos un boreliano B, es necesario mostrar que el evento {Xτ ∈ B} ∈
Fτ , es decir, {Xτ ∈ B} ∩ {τ ≤ n} ∈ Fn para toda n. Por lo tanto,

{Xτ ∈ B} ∩ {τ ≤ n} =

n⋃
i=0

{Xτ ∈ B} ∩ {τ = i}

=

n⋃
i=0

{Xi ∈ B} ∩ {τ = i}.

Como {Xi ∈ B} ∩ {τ = i} ∈ Fi ⊂ Fn para toda i ≤ n, entonces tenemos que
{Xτ ∈ B} ∩ {τ ≤ n} ∈ Fn, por lo que Xτ es Fτ medible.

Los siguientes teoremas muestran un poderoso resultado, que liga los concep-
tos presentados hasta ahora. Veamos que la propiedad de martingala se mantiene
aún cuando se consideren tiempos de paro, en lugar de tiempos conocidos.

Teorema 1.1 (Teorema de Paro Opcional de Doob). Sea X = (Xn, n ≥ 0) una
martingala, considere dos tiempos de paro γ y τ , acotados por una constante K,
con γ ≤ τ c.s., entonces

E[Xτ | Fγ ] = Xγ , c.s.

Demostración. Recordemos que la definición de esperanza condicional nos dice
que [7, p. 200]: si una variable Y ∈ L2(Ω,A,P) y consideramos G una sub σ-
algebra de A, entonces existe un elemento E[Y | G] ∈ L2(Ω,A,P) donde la
siguiente condición se cumple

E[Y X] = E[E[Y | G]X] para toda X ∈ L2(Ω,A,P).

Al ser τ y γ tiempos acotados por una constante K ∈ N, tenemos que |Xτ | ≤∑K
n=0 |Xn|, por lo que Xτ es integrable y por la misma razón, Xγ también es

integrable. Por la Proposición 1.5 sabemos que Xγ es Fγ medible.

Basta probar entonces que E[XτZ] = E[XγZ] para toda variable aleatoria
Fγ medible. Resulta equivalente a mostrar que si Λ ∈ Fγ entonces,

E[Xτ1Λ] = E[Xγ1Λ].

Puesto que podemos aproximar una variable aleatoria cualquiera a partir de
variables aleatorias simples y usando el Teorema de Convergencia Dominada de
Lebesgue el cual afirma que [13, p. 187]: si ĺımn→∞Xn = X c.s. y |Xn| ≤ K
c.s., entonces ĺımn→∞ E[Xn | F ] = E[X | F ].

Definamos un nuevo tiempo aleatorio φ con Λ ∈ Fγ ,

φ(ω) = γ(ω)1Λ(ω) + τ(ω)1Λc(ω).

Veamos que {φ ≤ n} = (Λ ∩ {γ ≤ n}) ∪ (Λc ∩ {τ ≤ n}), entonces, sabe-
mos que como Λ ∈ Fγ tenemos (Λ ∩ {γ ≤ n}) ∈ Fn. Por otro lado, como
Λ ∈ Fγ entonces Λc ∈ Fγ y por la Proposición 1.4, se tiene Λc ∈ Fτ por lo que
(Λc ∩ {τ ≤ n}) ∈ Fn. Por lo tanto, φ es un tiempo de paro.
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1.1. DEFINICIÓN

Por el hecho anterior y la Proposición 1.2 sabemos que E[Xφ] = E[X0] =
E[Xτ ]. Por último, veamos que,

E[Xφ] = E[Xγ1Λ] + E[Xτ1Λc ],

E[Xτ ] = E[Xτ1Λ] + E[Xτ1Λc ].

Por lo que, al sustraer E[Xφ] de E[Xτ ] obtenemos

E[Xτ ]− E[Xφ] = 0,

(E[Xτ1Λ] + E[Xτ1Λc ])− (E[Xγ1Λ] + E[Xτ1Λc ]) = 0,

E[Xτ1Λ]− E[Xγ1Λ] = 0.

Por lo tanto, E[Xτ1Λ] = E[Xγ1Λ] para todo Λ ∈ Fγ .

Con las conclusiones vistas hasta ahora podemos establecer un resultado
parcial del rećıproco de la Proposición 1.1, el cual nos asegura que, dadas las
condiciones adecuadas, podemos afirmar que un proceso con esperanza constan-
te, resulta ser una martingala.

Teorema 1.2. Sea (Xn, n ≥ 0) una sucesión de variables aleatorias, tal que
Xn es Fn-medible para toda n. Supongamos que E[|Xn|] <∞ para toda n y que
E[Xτ ] = E[X0] para todo tiempo de paro acotado τ . Se tiene que, (Xn, n ≥ 0)
es una martingala.

Demostración. Para verificar que (Xn, n ≥ 0) es una martingala debemos veri-
ficar que se cumpla que para todo tiempo 0 ≤ m < n <∞

E[Xn | Fm] = Xm.

Donde E[Xn | Fm] representa el valor esperado del proceso al tiempo n condi-
cionado con respecto a la información a tiempo m. De la misma manera que en
el Teorema 1.1, basta con verificar que E[Xn1Λ] = E[Xm1Λ] para toda Λ ∈ Fm.
Sea 0 ≤ m < n <∞ y Λ ∈ Fm. Definamos el tiempo aleatorio τ como

τ(ω) =

{
n si ω ∈ Λ,

m si ω /∈ Λ.

Podemos verificar fácilmente que τ es un tiempo de paro, ya que {τ ≤ n} =
(Λ ∩ {n = n}) ∪ (Λc ∩ {m ≤ n}). Si ω ∈ Λ entonces {τ = n} ∈ Fn. Por
otro lado, si ω /∈ Λ, entonces {m ≤ n} ∈ Fm ⊂ Fn y como Λ ∈ Fm entonces
Λc ∈ Fm ⊂ Fn.

Al ser τ un tiempo de paro tenemos que

E[X0] = E[Xτ ] = E[Xm1Λc +Xn1Λ].

Por otro lado

E[X0] = E[Xm1Λc +Xm1Λ].

Sustrayendo E[X0] de E[Xτ ] tenemos

E[Xm1Λc ] + E[Xn1Λ]− (E[Xm1Λc ] + E[Xm1Λ]) = 0,

E[Xn1Λ]− E[Xm1Λ] = 0.

Por lo tanto, E[Xn1Λ] = E[Xm1Λ] para toda Λ ∈ Fm, demostrando aśı que
E[Xn | Fm] = Xm, es decir, (Xn, n ≥ 0) es una martingala.
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CAPÍTULO 1. MARTINGALAS

1.2. Supermartingalas y Submartingalas

Para llegar a un segundo resultado importante en la teoŕıa de martingalas,
es necesario introducir un nuevo concepto asociado con nuestra Definición 1.1.
Si reemplazamos la igualdad por una desigualdad en las condiciones dadas de
la definición de martingala obtenemos el siguiente concepto.

Consideremos un espacio de probabilidad dado (Ω,F ,P) y una sucesión cre-
ciente de σ-algebras (Fn)n≥0.

Definición 1.4. Una sucesión de variables (Xn, n ≥ 0) es llamada submartin-
gala si,

1. E[|Xn|] <∞ para cada n.

2. Xn es Fn medible, para cada n.

3. E[Xn | Fm] ≥ Xm c.s., para todo m ≤ n.

Si (Xn, n ≥ 0) es una submartingala, entonces definimos al proceso (−Xn, n ≥
0), para toda n ≥ 0, es una supermartingala. La sucesión (Xn, n ≥ 0) es una
martingala si y solo si es una submartingala y al mismo tiempo una supermar-
tingala.

Recordemos que la desigualdad de Jensen nos asegura lo siguiente [7, p. 205]:
si una función φ : R → R es convexa, y las variables aleatorias X y φ(X) son
integrables, entonces para cualquier σ-algebra F se tiene que φ(E[X | F ]) ≤
E[φ(X) | F ]. A través de este resultado podemos ligar las Definiciones 1.1 y 1.4
con la siguiente proposición.

Proposición 1.6. Si (Xn, n ≥ 0) es una martingala, con φ una función convexa
y φ(Xn) es integrable para toda n, entonces (φ(Xn), n ≥ 0) es una submartin-
gala.

Demostración. Sea m ≤ n, tenemos que E[Xn | Fm] = Xm, c.s., entonces al
aplicar φ(E[Xn | Fm]) = φ(Xm), c.s. y como φ es una función convexa podemos
concluir de la desigualdad de Jensen

E[φ(Xn) | Fm] ≥ φ(E[Xn | Fm]) = φ(Xm).

Por lo tanto, (φ(Xn), n ≥ 0) es una submartingala.

Consideremos la función φ(x) = |x|, la cual es una función convexa. Por
la Proposición 1.6, tenemos que si (Mn, n ≥ 0) es una martingala entonces
Xn = |Mn| para toda n es una submartingala.

Recordemos que la propiedad de martingala se mantiene aún usando tiempos
de paro acotados (Teorema 1.1), de igual manera, la propiedad de submartin-
gala se mantiene bajo las mismas condiciones.

El siguiente teorema muestra la fuerte relación que existe entre las martin-
galas y submartingalas. El resultado asegura una descomposición única de un
proceso submartingala como la suma de un proceso martingala y un proceso
predecible.
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Teorema 1.3 (Descomposición de Doob). Sea (Xn, n ≥ 0) una submartingala.
Entonces, se tiene la siguiente descomposición del proceso para cada n ≥ 0

Xn = X0 +Mn +An, con M0 = A0 = 0.

donde (Mn, n ≥ 0) es una martingala y (An, n ≥ 0) satisface que An+1 ≥ An,
c.s. y An+1 es Fn-medible para toda n. Más aún, la descomposición es única.

Demostración. Como (Xn, n ≥ 0) es una submartingala se tiene que E[Xk+1 |
Fk] ≥ Xk entonces E[Xk+1 | Fk] − Xk ≥ 0. Sin embargo, Xk es una variable
aleatoria Fk-medible, por lo tanto E[Xk+1−Xk | Fk] ≥ 0. Definamos al proceso
A0 = 0 y

An =

n∑
k=1

E[Xk −Xk−1 | Fk−1], con n ≥ 1.

Por lo tanto, tenemos que An ≤ An+1 c.s. y además Ak es Fk−1-medible. Mos-
tremos la existencia de la martingala (Mn, n ≥ 0).

Notemos que Xn−1 es una variable Fn−1-medible, entonces E[Xn | Fn−1]−
Xn−1 = E[Xn −Xn−1 | Fn−1]. Por otro lado,

An −An−1 =

n∑
k=1

E[Xk −Xk−1 | Fk−1]−
n−1∑
k=1

E[Xk −Xk−1 | Fk−1]

= E[Xn −Xn−1 | Fn−1].

Teniendo en cuenta ambas igualdades obtenemos lo siguiente

E[Xn | Fn−1]−Xn−1 = An −An−1.

Es decir

E[Xn | Fn−1]−An = Xn−1 −An−1.

Sin embargo, por definición sabemos que An ∈ Fn−1, entonces

E[Xn −An | Fn−1] = Xn−1 −An−1.

Por tanto, si definimos a Mn = Xn−An para toda n, tenemos que (Mn, n ≥ 0)
es una martingala. Aseguramos entonces la existencia de la descomposición.

Para demostrar la unicidad de la descomposición, supongamos que para la
submartingala (Xn, n ≥ 0) existen dos descomposiciones tales que

Xn = X0 +Mn +An, n ≥ 1,

Xn = X0 + Ln +Bn, n ≥ 1.

De la diferencia entre ambas descomposiciones obtenemos

Mn +An = Ln +Bn, n ≥ 1.

8
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Es decir,

Mn − Ln = Bn −An, n ≥ 1.

Recordemos que por su construcción, Bn y An son variables Fn−1 medibles,
entonces Bn − An ∈ Fn−1, por lo tanto, Mn − Ln ∈ Fn−1. Tenemos entonces
que Mn − Ln = E[Mn − Ln | Fn−1]. Por otro lado, sabemos que Mn y Ln son
martingalas, entonces

Mn − Ln = E[Mn − Ln | Fn−1] = Mn−1 − Ln−1 = Bn−1 −An−1, c.s.

Siguiendo inductivamente este procedimiento llegamos a que

Mn − Ln = M0 − L0, c.s.

Por hipótesis sabemos que M0 = L0 = 0, y entonces podemos asegurar la
unicidad de la descomposición ya que Mn = Ln, c.s. y ademas Bn = An,
c.s.

Corolario 1.4. Sea (Xn, n ≥ 0) es una supermartingala. Entonces, existe una
única descomposición del proceso para cada n ≥ 0,

Xn = X0 +Mn −An,

con M0 = A0 = 0, (Mn, n ≥ 0) una martingala y un proceso (An, n ≥ 0) tal que
An+1 ≥ An c.s. y An+1 es Fn-medible para toda n.

Demostración. Si definimos a Yn = −Xn entonces, el proceso (Yn, n ≥ 0) es una
submartingala. Por el Teorema 1.3, tenemos la siguiente descomposición para el
proceso

Yn = Y0 + Ln +Bn,

Entonces Xn = X0 − Ln − Bn, al definir Mn = −Ln y An = Bn para toda
n ≥ 1.

1.3. Desigualdades Maximales

A continuación mostramos las principales desigualdades para martingalas,
las cuales serán una herramienta para el estudio de la convergencia de mar-
tingalas. Consideremos un espacio de probabilidad (Ω,F ,P) y una sucesión de
σ-álgebras (Fn)n≥0 tales que Fn ⊂ Fn+1 ⊂ F , para toda n. Consideremos una
sucesión de variables aleatorias integrables (Mn, n ≥ 0) y además, para cada n,
se tiene que Mn es Fn-medible. Definamos

M∗n = sup
j≤n
|Mj |.

Es claro que M∗n ≤M∗n+1, entonces para toda m ≤ n se tiene que M∗m = E[M∗m |
Fm] ≤ E[M∗n | Fm] c.s., además

M∗n = sup
j≤n
|Mj | ≤

n∑
j=0

|Mj |.
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Por lo tanto, E[M∗n] ≤ E[
∑n
j=0 |Mj |] < ∞. Con estas condiciones, aseguramos

que el proceso (M∗n, n ≥ 0) es una submartingala. Estamos interesados en cono-
cer la probabilidad de que el valor M∗n supere una cantidad α.

Recordemos que la Desigualdad de Markov afirma que [7, p. 29] para una
variable aleatoria X : Ω → R se tiene que P(|X| ≥ α) ≤ E[|X|]/α para toda
α > 0, entonces

P(M∗n ≥ α) ≤ E[M∗n]

α
. (1.3)

En el caso donde (Mn, n ≥ 0) no solo cumple con las condiciones mencionadas,
sino que además satisface que es una martingala, podemos reemplazar M∗n por
|Mn| en el lado derecho de (1.3), dando como resultado el siguiente teorema.

Teorema 1.5 (Primera Desigualdad de Martingalas de Doob). Sea (Mn, n ≥ 0)
una martingala o una submartingala positiva. Entonces

P(M∗n ≥ α) ≤ E[|Mn|]
α

.

Demostración. Consideremos en primer lugar el siguiente tiempo de paro

τ = mı́n{j : |Mj | ≥ α}.

Veamos que sin importar que caso consideremos para (Mn, n ≥ 0) (martingala
o submartingala positiva), (|Mn|, n ≥ 0) es una submartingala.

Si M es una martingala, por la Proposición 1.6 tenemos que (|Mn|, n ≥ 0) es
una submartingala. Por otro lado, si M es una submartingala positiva entonces
resulta que |Mn| = Mn para toda n. Por lo que (|Mn|, n ≥ 0) es una submar-
tingala.

Observemos que el evento {τ ≤ n, |Mτ | ≥ α} representa el primer momento
en el que ocurre la condición {|Mτ | ≥ α} que resulta ser el mismo evento que
{supj≤n |Mj | = M∗n ≥ α}, entonces

P(M∗n ≥ α) = P(τ ≤ n, |Mτ | ≥ α). (1.4)

Utilizando la desigualdad de Markov tenemos que

P(τ ≤ n, |Mτ | ≥ α) = P(M∗n ≥ α) ≤ E[M∗n]

α
= E

[
|Mτ |
α

1{τ≤n}

]
. (1.5)

Veamos por otro lado que, en el conjunto {τ ≤ n} tenemos que Mτ = Mτ∧n.
De (1.4) y (1.5) tenemos que

P(M∗n ≥ α) ≤ 1

α
E[|Mτ |1{τ≤n}] =

1

α
E[|Mτ∧n|1{τ≤n}].

Además tenemos que

1

α
E[|Mτ∧n|1{τ≤n}] ≤

1

α
E[|Mτ∧n|].
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Por lo tanto

P(M∗n ≥ α) ≤ 1

α
E[|Mτ |1{τ≤n}] ≤

E[|Mτ∧n|]
α

. (1.6)

Por último, con una prueba análoga de la Proposición 1.2 se sabe que para un
tiempo de paro τ acotado por c ∈ N y una submartingala (Xn, n ≥ 0) se tiene
que E[Xτ ] ≤ E[Xc]. Entonces,

E[|Mτ∧n|]
α

≤ E[|Mn|]
α

(1.7)

De (1.6) y (1.7) tenemos la desigualdad deseada

P(M∗n ≥ α) ≤ E[|Mn|]
α

.

Será de mucha ayuda mostrar un sencillo pero valioso resultado que nos
permitirá verificar, más adelante, nuestra segunda desigualdad de martingalas.

Lema 1.6. Sean p ≥ 1 y X ≥ 0 una variable aleatoria, tal que E[Xp] < ∞.
Entonces

E[Xp] =

∫ ∞
0

pλp−1P(X > λ)dλ.

Demostración. De las propiedades de la esperanza tenemos que∫ ∞
0

pλp−1P(X > λ)dλ =

∫ ∞
0

pλp−1E[1{X>λ}]dλ =

∫ ∞
0

pλp−1

∫
Ω

1{X>λ}dPdλ.

Del teorema de Fubini,∫ ∞
0

pλp−1

∫
Ω

1{X>λ}dPdλ =

∫ ∞
0

∫
Ω

pλp−11{X>λ}dPdλ

=

∫
Ω

∫ ∞
0

pλp−11{X>λ}dλdP

=

∫
Ω

∫ X

0

pλp−1dλdP

= E

[∫ X

0

pλp−1dλ

]
.

Por lo tanto, ∫ ∞
0

pλp−1P(X > λ)dλ = E[Xp].

Teorema 1.7 (Desigualdad de Doob en Lp para Martingalas). Sea M =
(Mn, n ≥ 0) una martingala o una submartingala positiva. Sea 1 < p < ∞,
entonces existe una constante c que depende solamente de p tal que

E[(M∗n)p] ≤ cE[|Mn|p].
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Demostración. Consideremos el caso en que M es una martingala. Como φ(x) =
|x| es una función convexa entonces por la Proposición 1.6 tenemos que |M | es
una submartingala. Consideremos además los siguientes procesos para una n
fija,

Xn = Mn1{|Mn|>α
2 },

Zj = E[Xn | Fj ], 0 ≤ j ≤ n.

Notemos que para un valor n conocido se tiene que E[Zm | Fk] = E[E[Xn |
Fm] | Fk] = E[Xn | Fk] = Zk para k ≤ m ≤ n, por lo tanto Zj , 0 ≤ j ≤ n es
una martingala. Además

|Mj | = |E[Mn | Fj ]|

=
∣∣∣E [Mn1{|Mn>

α
2 |} +Mn1{|Mn≤α2 |} | Fj

]∣∣∣
=
∣∣∣E [Xn +Mn1{|Mn≤α2 |} | Fj

]∣∣∣
≤ |E [Xn | Fj ]|+

α

2

= |Zj |+
α

2
. (1.8)

Entonces de (1.8) tenemos,

M∗n = sup
j≤n
|Mj | ≤ sup

j≤n
|Zj |+

α

2
= Z∗n +

α

2
.

Por lo tanto,

P(M∗n > α) ≤ P(Z∗n +
α

2
> α) = P(Z∗n >

α

2
). (1.9)

Aplicando la Primera Desigualdad de Doob (Teorema 1.5) a (1.9)

P(M∗n > α) ≤ P(Z∗n >
α

2
)

≤ 2

α
E[|Zn|] ≤

2

α
E[|Xn|] (Jensen)

=
2

α
E[|Mn|1{|Mn|>α

2 }].

Dado este último resultado, podemos utilizar la igualdad del Lema 1.6 y verificar
la desigualdad deseada

E[(M∗n)p] =

∫ ∞
0

pλp−1P(M∗n > λ)dλ

≤
∫ ∞

0

pλp−1 2

λ
E[|Mn|1{|Mn|>λ

2 }
]dλ.

Usando el Teorema de Fubini y realizando los cálculos de la integral obtenemos

E[(M∗n)p] ≤
∫ ∞

0

2pλp−2E[|Mn|1{2|Mn|>λ}]dλ

= E

[
|Mn|

∫ 2|Mn|

0

2pλp−2dλ

]

=
2pp

p− 1
E[|Mn|p].
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Tenemos entonces que

E[(M∗n)p] ≤ cE[|Mn|p], con c ≤ 2pp

p− 1
.

Para el caso en que M es una submartingala positiva se procede con la misma
demostración, con el conocimiento de que |M | es una submartingala (Teorema
1.5).

Con respecto al resultado anterior, hemos mostrado la relación existente

entre la constante c y el valor p, sin embargo, se puede verificar que c
1
p = p

p−1
y entonces podemos escribir la desigualdad en términos de normas Lp.

Teorema 1.8 (Desigualdad de Doob en Lp para Martingalas). Sea M =
(Mn, n ≥ 0) una martingala o una submartingala positiva. Sea 1 < p < ∞.
Entonces

||M∗n||p ≤ q||Mn||p.

donde ||Mn||p = (E[|Mn|p])
1
p y q = p

p−1 .

Esta desigualdad nos será de gran ayuda a la hora de demostrar uno de los
resultados más importantes en teoŕıa de martingalas, el Teorema de Conver-
gencia en Martingalas. Pero antes de demostrar el Teorema 1.8 verifiquemos los
siguientes resultados.

Lema 1.9. Sea X = (Xn, n ≥ 0) una submartingala y Y = (Yn, n ≥ 0) una
supermartingala. Entonces para todo λ > 0

λP(X∗n ≥ λ) ≤ E[X+
n 1{X∗n≥λ}], (1.10)

λP(Y ∗n ≥ λ) ≤ E[Y0]− E[Yn1{Y ∗n<λ}]. (1.11)

Demostración. Comencemos probando (1.11). Definamos

τ = ı́nf{k ≤ n | Yk ≥ λ},

donde τ = n si Y ∗n < λ. Entonces tenemos que, como Y es una supermartingala

E[Y0] ≥ E[Yτ ]

= E[Yτ1{Y ∗n≥λ}] + E[Yτ1{Y ∗n<λ}]

≥ E[λ1{Y ∗n≥λ}] + E[Y +
τ 1{Y ∗n<λ}]

= λP(Y ∗n ≥ λ) + E[Yn1{Y ∗n<λ}].

Por lo tanto,

λP(Y ∗n > λ) ≤ E[Y0]− E[Yn1{Y ∗n≤λ}].

De la definición de submartingala podemos hacer X = −Y y entonces sabemos
que X es una submartingala, tomando los mismos argumentos que antes se tiene
(1.10).

Con el lema anterior podemos verificar el Teorema 1.8
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Demostración. Verifiquemos el caso para una submartingala positiva. Suponga-
mos en primer lugar que

||M∗n||p = E[|M∗n|p]
1
p <∞. (1.12)

Del Lema 1.6 tenemos que para toda p > 1

E[(M∗n)p] =

∫ ∞
0

pλp−1P(M∗n > λ)dλ.

Del Lema 1.9 y como M es una submartingala positiva entonces

E[M∗n]p ≤
∫ ∞

0

pλp−1

(
1

λ
E[Mn1{M∗n>λ}]

)
dλ.

Utilizando el teorema de Fubini obtenemos las siguientes igualdades

E[M∗n]p ≤
∫ ∞

0

pλp−1

(
1

λ
E[Mn1{M∗n>λ}]

)
dλ

= p

∫ ∞
0

λp−2E[Mn1{M∗n>λ}]dλ

= p E

[
Mn

∫ M∗n

0

λp−2dλ

]
=

p

p− 1
E[Mn(M∗n)p−1]. (1.13)

De la desigualdad de Hölder tenemos que

E[M∗n]p ≤ p

p− 1
E[Mn(M∗n)p−1]

≤ q||Mn||p||(M∗n)p−1||q
= q||Mn||pE[(M∗n)p]

1
q .

Por lo tanto

E[M∗n]p

E[(M∗n)p]
1
q

≤ q||Mn||p,

||M∗n||p ≤ q||Mn||p.

Por otro lado, si (1.12) no se cumple, entonces en (1.13) consideramos (M∗n ∧C)
en lugar de M∗n con C como una constante, entonces

E[M∗n ∧ C]p ≤ qE[Mn(M∗n ∧ C)p−1] ≤ q||Mn||pE[(M∗n ∧ C)p]
1
q .

Entonces, del hecho de que E[M∗n ∧ C]p ≤ Cp <∞, tenemos

E[M∗n ∧ c]p ≤ qp||Mn||np .

Por lo tanto,

E[M∗n]p = ĺım
C→∞

E[M∗n ∧ C]p ≤ qpE[Mn]p

Por último, el caso en que M es una martingala se reduce a la demostración
anterior ya que |M |p con p ≥ 1 es una submartingala positiva por la Proposición
1.6.
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Ahora introducimos el concepto de cruces ascendentes, donde utilizaremos la
notación de Doob. Sea (Xn, n ≥ 0) una submartingala, y sea a < b. El número de
cruces ascendentes de un intervalo [a, b] es el número de veces en que el proceso
comienza por debajo del valor de a y después de algunos pasos salta a algún
valor por encima de b. Está noción puede ser expresada más adecuadamente
usando tiempos de paro. Definamos

τ0 = 0,

inductivamente para j ≥ 0:

η1 = mı́n{k > τ0 : Xk ≤ a}, τ1 = mı́n{k > η1 : b ≤ Xk}
η2 = mı́n{k > τ1 : Xk ≤ a}, τ2 = mı́n{k > η2 : b ≤ Xk}

...

ηj+1 = mı́n{k > τj : Xk ≤ a}, τj+1 = mı́n{k > ηj+1 : b ≤ Xk}

Bajo las siguientes condiciones de que el mı́nimo de un conjunto vaćıo es +∞ y
el máximo es 0, entonces podemos definir

U [a,b]
n = máx{j : τj ≤ n}, (1.14)

y U
[a,b]
n es el número de cruces ascendentes de [a, b] antes del tiempo n.

Teorema 1.10 (Desigualdad de Cruces Ascendentes de Doob). Sea (Xn, n ≥ 0)

una submartingala, sea a < b y sea U
[a,b]
n el número de cruces ascendentes de

[a, b] antes del tiempo n definida en (1.14). Entonces

E[U [a,b]
n ] ≤ 1

b− a
E[(Xn − a)+].

donde (Xn − a)+ = máx(Xn − a, 0)

Demostración. Consideremos al proceso Yn = (Xn − a)+. Por su construcción,
ηn+1 > n, notemos que podemos descomponer a Yn como

Yn = Yη1∧n +

n∑
i=1

(Yτi∧n − Yηi∧n) +

n∑
i=1

(Yηi+1∧n − Yτi∧n). (1.15)

Recordemos que cada cruce ascendente de Xn entre los tiempos 0 y n correspon-
de a un entero i tal que ηi < τi ≤ n. Por definición de Yn tenemos que Yηi = 0
y además Yτi∧n = Yτi ≥ b− a.

Además por definición de los tiempos de paro ηi y τi tenemos que para toda
i, Yτi∧n − Yηi∧n ≥ 0, entonces

(b− a)U [a,b]
n ≤

n∑
i=1

(Yτi∧n − Yηi∧n). (1.16)

Realizando el correspondiente despeje en (1.15) y sustituyendo en (1.16) obte-
nemos

(b− a)U [a,b]
n ≤ Yn − Yη1∧n −

n∑
i=1

(Yηi+1∧n − Yτi∧n).
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Y como Yη1∧n ≥ 0, entonces

(b− a)U [a,b]
n ≤ Yn −

n∑
i=1

(Yηi+1∧n − Yτi∧n). (1.17)

Tomando la esperanza en ambos lados de (1.17) y con el hecho de que ηi+1 y
τi están acotadas por n entonces y (Yn, n ≥ 0) es una submartingala ya que
φ(x) = (x − a)+ es una función convexa entonces, y además Yηi+1

≥ Yτi , es
decir, E

[∑n
i=1(Yηi+1∧n − Yτi∧n)

]
≥ 0

(b− a)E[U [a,b]
n ] ≤ E[Yn]− E

[
n∑
i=1

(Yηi+1∧n − Yτi∧n)

]
≤ E[Yn].

1.4. Teoremas de Convergencia de Martingalas

En esta última sección presentamos resultados respecto a la convergencia de
martingalas, aśı como el concepto de uniformemente integrable para una colec-
ción de variables aleatorias, el cual tiene una fuerte relación con la convergencia
de martingalas. Concluimos el primer caṕıtulo con la prueba del Teorema del
Ĺımite Central de Martingalas análogo al conocido Teorema del Ĺımite Central,
pero mostrando las bondades de trabajar con las propiedades de las martingalas.

Teorema 1.11 (Teorema de Convergencia de Martingalas). Sea (Xn, n ≥ 0)
una submartingala tal que supn E[X+

n ] < ∞. Entonces ĺımn→∞Xn = X existe
c.s. (y es finita c.s.). Más aún, X ∈ L1.

Demostración. Sea U
[a,b]
n es número de cruces ascendentes de [a, b] antes del

tiempo n, como se definió en (1.14). Por su definición U
[a,b]
n es no decrecien-

te y acotado, por lo tanto U(a, b) = ĺımn→∞ U
[a,b]
n existe. Por el Teorema de

Convergencia Monótona

E[U(a, b)] = E
[

ĺım
n→∞

U [a,b]
n

]
= ĺım
n→∞

E[U [a,b]
n ].

Por el Teorema 1.10 tenemos que

E[U(a, b)] = ĺım
n→∞

E[U [a,b]
n ]

≤ 1

b− a
sup
n

E[(Xn − a)+].

Sabemos además, que para todo real a, x se tiene (x− a)+ ≤ x+ + |a| entonces

E[U(a, b)] = ĺım
n→∞

E[U [a,b]
n ]

≤ 1

b− a
sup
n

E[(Xn − a)+]

≤ 1

b− a

(
sup
n

E[X+
n ] + |a|

)
≤ c

b− a
<∞.
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CAPÍTULO 1. MARTINGALAS

Donde c es alguna constante finita por las condiciones estipuladas. Más aún,
como E[U(a, b)] < ∞ entonces P(U(a, b) < ∞) = 1, es decir, el proceso Xn

realiza un número finito de cruces ascendentes casi seguramente.
Veamos que el conjunto de puntos muestrales donde el ĺımite de Xn no existe

tiene probabilidad cero. Para esto, consideremos para todo a < b

Λa,b =

{
ω : ĺım inf

n
Xn(ω) ≤ a < b ≤ ĺım sup

n
Xn(ω)

}
Como Xn realiza un número finito de cruces ascendentes entonces P(Λa,b) = 0,
además si Λ =

⋃
a,b∈Q Λa,b entonces P(Λ) = 0.

Por otro lado, tenemos que

Λ =
⋃
a,b∈Q

Λa,b

=
⋃
a,b∈Q

{
ω : ĺım inf

n
Xn(ω) ≤ a < b ≤ ĺım sup

n
Xn(ω)

}

=

{
ω : ĺım inf

n
Xn(ω) < ĺım sup

n
Xn(ω)

}
.

Por lo tanto, P(ĺım infnXn < ĺım supnXn) = 0. Entonces P(ĺım infnXn =
ĺım supnXn) = 1 concluyendo que ĺımnXn existe casi seguramente.

Veamos que X = ĺımnXn ∈ L1. Como Xn es un submartingala entonces
tenemos que E[X0] ≤ E[Xn], por lo tanto

E[|Xn|] = E[X+
n ] + E[X−n ]

= 2E[X+
n ]− E[Xn]

≤ 2E[X+
n ]− E[X0]. (1.18)

Entonces usando el Lema de Fatou [7, p. 205] y nuestra desigualdad (1.18),
además de que por hipótesis supn E[X+

n ] <∞,

E
[
ĺım
n
|Xn|

]
≤ ĺım inf

n→∞
E[|Xn|] ≤ 2 sup

n
E[X+

n ]− E[X0] <∞,

lo que implica que Xn converge a un ĺımite X finito y además E[X] < ∞, es
decir X ∈ L1.

Corolario 1.12. Si Xn es una supermartingala no negativa, o una martingala
acotada por arriba o acotada por debajo, entonces ĺımn→∞Xn = X existe c.s.,
y X ∈ L1.

Demostración. SiXn es una supermartingala no negativa tenemos que (−Xn, n ≥
0) es una submartingala acotada por arriba por 0 y se aplica el Teorema 1.11.

Si (Xn, n ≥ 0) es una martingala acotada por debajo, entonces Xn ≥ −c casi
seguramente, para toda n y alguna constante c > 0. Definamos Yn = Xn + c,
entonces, Yn es una martingala no negativa y resulta ser una supermartingala
no negativa, por lo que tenemos el caso anterior, donde aplicamos de nuevo el
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1.4. TEOREMAS DE CONVERGENCIA DE MARTINGALAS

Teorema 1.11.

Si (Xn, n ≥ 0) es una martingala acotada por arriba, se tiene que (−Xn, n ≥
0) es una martingala acotada por debajo.

En general la convergencia L1 del proceso Xn a X no se da. Para conseguir
ese tipo de convergencia necesitamos hipótesis más fuertes, por lo que debemos
introducir una nueva definición.

Definición 1.5. Un conjunto H de L1 se dice que es una colección de variables
aleatorias uniformemente integrables si

ĺım
c→∞

sup
X∈H

E[|X|1{|X|≥c}] = 0.

Con los siguientes resultados podemos asegurar la condición de integrabilidad
a partir de dos condiciones.

Proposición 1.7. Sea H una clase de variables aleatorias

1. Si supX∈H E[|X|p] <∞ para alguna p > 1, entonces H es uniformemente
integrable.

2. Si existe una variable aleatoria Y tal que |X| < Y casi seguramente para
toda X ∈ H y E[Y ] <∞, entonces H es uniformemente integrable.

Demostración. 1. Como supX∈H E[|X|p] < ∞, consideremos a K como la
constante tal que supX∈H E[|X|p] < K < ∞. Si 0 < c ≤ x, entonces
como p > 1 se tiene que x1−p ≤ c1−p, si multiplicamos por xp obtenemos
x ≤ c1−pxp, por lo tanto

|X|1{|X|>c} ≤ c1−p|X|p1{|X|>c}.

Entonces,

E
[
|X|1{|X|>c}

]
≤ c1−pE

[
|X|p1{|X|>c}

]
≤ k

cp−1
,

si tomamos el supremo sobre toda X ∈ H y hacemos que n→∞, tenemos
que

ĺım
c→∞

sup
X∈H

E
[
|X|1{|X|>c}

]
≤ ĺım
c→∞

k

cp−1
= 0.

2. Como |X| ≤ Y casi seguramente, para toda X ∈ H, se tiene

|X|1{|X|>c} ≤ Y 1{Y >c}.

Tomando el supremo sobre toda X ∈ H y el ĺımite en ambos lados de la
desigualdad tenemos

ĺım
c→∞

sup
X∈H

E
[
|X|1{|X|>c}

]
≤ ĺım
c→∞

E
[
Y 1{Y >c}

]
.

Por otro lado, tenemos que ĺımc→∞ Y 1{Y >c} = 0 c.s. y por el Teorema de
Convergencia Dominada de Lebesgue obtenemos

ĺım
c→∞

sup
X∈H

E
[
|X|1{|X|>c}

]
≤ ĺım
c→∞

E
[
Y 1{Y >c}

]
= E

[
ĺım
c→∞

Y 1{Y >c}

]
= 0.
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CAPÍTULO 1. MARTINGALAS

El siguiente resultado es una versión más fuerte del Teorema 1.11 para el
caso de martingalas.

Teorema 1.13. 1. Sea (Mn, n ≥ 0) una martingala y supongamos que (Mn, n ≥
0) es una colección de variables aleatorias uniformemente integrables. En-
tonces

ĺım
n→∞

Mn = M∞ existe c.s.

M∞ está en L1, y Mn converge a M∞ en L1. Más aún, la propiedad de
martingala se mantiene para M∞, es decir, Mn = E [M∞ | Fn].

2. Sea Y ∈ L1 y considere la martingala Mn = E [Y | Fn]. Entonces (Mn, n ≥
0) es una colección de variables aleatorias uniformemente integrables.

Demostración. 1. De la definición de uniformemente integrable para varia-
bles aleatorias, tenemos que, para toda ε > 0 existe una constante c > 0
tal que supX∈H E[|X|1{|X|>c}] ≤ ε. Entonces

E[|Mn|] = E
[
|Mn|1{|Mn|≥c}

]
+ E

[
|Mn|1{|Mn|<c}

]
≤ ε+ c.

Por lo tanto (Mn, n ≥ 0) está acotado en L1, es por esta razón que se
tiene supn E[M+

n ] <∞. Utilizando el Teorema 1.11

ĺım
n→∞

Mn = M∞ existe c.s. y M∞ ∈ L1.

Para mostrar la convergencia del proceso a la variables aleatoria M∞ en L1

veamos que para una constante N suficientemente grande E[|Mn−M∞|] <
ε para toda n ≥ N .

Recordemos que una función cumple la condición de Lipschitz si [3, p. 169]
dados dos espacios métricos (X, dX) y (Y, dY ) existe una constante K tal
que

dY (f(x)− f(y))

dX(x− y)
≤ K.

Si definimos

fc(x) =


c, si c > x,

x, si |x| ≤ c,
−c, si x < −c.

Tenemos que fc(x) es Lipschitz. Por la integrabilidad uniforme sabemos
que existe c suficientemente grande tal que para cualquier ε > 0 dada:

E[|fc(Mn)−Mn|] <
ε

3
, para toda n, (1.19)

E[|fc(M∞)−M∞|] <
ε

3
. (1.20)
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Como ĺımnMn = M∞ casi seguramente tenemos que ĺımn fc(Mn) =
fc(M∞). Por el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue [7, p. 52]
tenemos que para cualquier n ≥ N , para N suficientemente grande

E[|fc(Mn)− fc(M∞)|] < ε

3
. (1.21)

Combinando los resultados (1.19), (1.20) y (1.21) obtenemos la desigual-

dad requerida para asegurar queMn
L1

−−→M∞. Para demostrar que E [M∞ | Fn] =
Mn c.s. veamos que para cualquier conjunto Fn-medible se tiene E[Mn1Λ] =
E[M∞1Λ]. Consideremos Λ ∈ Fm y n ≥ m. Entonces por la propiedad de
martingala tenemos que

E[Mn1Λ] = E[Mm1Λ].

Sin embargo,

|E[Mm1Λ]− E[M∞1Λ]| ≤ |E[(Mm −M∞)1Λ]|
≤ E[|(Mm −M∞)1Λ|]
≤ E[|Mm −M∞|],

Donde E[|Mn −M∞|] → 0 cuando m → ∞, por lo tanto, E[M∞ | Fm] =
Mm c.s.

2. Sabemos que (Mn, n ≥ 0) es una martingala. Para una variable Y ∈ L1,
con c > 0 tenemos que

Mn1{|Mn>c|} = E
[
Y 1{|Mn>c|} | Fn

]
,

ya que el evento {|Mn| > c} pertenece a Fn. Por lo tanto, para cualquier
constante d > 0 se tiene

E
[
|Mn|1{|Mn>c|}

]
= E

[
|Y |1{|Mn>c|}

]
≤ E

[
|Y |1{|Y >d|}

]
+ dP(|Mn| > c)

≤ E
[
|Y |1{|Y >d|}

]
+
d

c
E[|Mn|].

Si tomamos un ε arbitrario y escogemos a la constante d tal que

E
[
|Y |1{|Y >d|}

]
<
ε

2
.

Y c como la constante tal que

d

c
E[|Mn|] <

ε

2
,

entonces tenemos que E[|Mn|1{|Mn>c|}] < ε para todo n.

La propiedad de martingala estudiada hasta el momento contempla números
enteros positivos, pero también podemos considerar el conjunto de ı́ndices −N:
los enteros negativos. Una martingala reversible es una sucesión (X−n, n ∈ N)
de variables aleatorias integrables si, X−n es F−n medible y satisface

E[X−n | F−m] = M−m, c.s (1.22)

donde 0 ≤ n < m.
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CAPÍTULO 1. MARTINGALAS

Teorema 1.14 (Teorema de Convergencia de Martingalas Reversibles). Sea
(X−n,F−n)n∈N una martingala reversible, y sea F−∞ = ∩∞n=0F−n. Entonces la
secuencia (X−n) converge c.s. y en L1 al ĺımite X c.s., cuando n → +∞ (en
particular X es c.s. finita e integrable).

Demostración. Sea U
[a,b]
−n es el número de cruces ascendentes de (X−n, n ≥ 0)

de [a, b] entre el tiempo −n y 1. Entonces U
[a,b]
−n es creciente mientras n crece,

además consideremos U−(a, b) = ĺımn U
[a,b]
−n , el cual existe por ser U

[a,b]
−n una

sucesión creciente y acotada. Por el Teorema de Convergencia Monótona

E[U−(a, b)] = ĺım
n→∞

E[U
[a,b]
−n ] ≤ 1

b− a
E[(−X0 − a)+] <∞.

Entonces P(U−(a, b) <∞) = 1. El mismo argumento de los cruces ascendentes
que se utilizó en la prueba del Teorema 1.11 implica que el ĺımn→∞X−n = X
existe c.s.

Sea φ(x) = x+ = (x∨0), la cual es una función convexa y creciente. Entonces
φ(X−n) es integrable para toda n. De la desigualdad de Jensen y (1.22) se infiere
que

X+
−n ≤ E[X+

0 | F−n].

Por lo tanto

E[X+
−n] ≤ E[X+

0 ].

Del Lema de Fatou y por el hecho de que X+
−n ≥ 1 y X+

−n → X+ c.s. se tiene

E[X+] ≤ ĺım inf
n

E[X+
−n] ≤ E[X+

0 ] <∞.

Implicando que X+ ∈ L1 y por el mismo argumento aplicado a la martingala
(−Xn) se muestra que X− ∈ L1, en otras palabras X ∈ L1.

La convergencia en L1 es una implicación del Teorema 1.11, pues se demostró
que, si X−n → X c.s., si X ∈ L1 y además (X−n) es uniformemente integrable,
entonces X−n → X en L1.

Los Teoremas de Convergencia de Martingalas probados hasta ahora (Teo-
remas 1.11 y 1.14) son resultados de convergencia fuerte: todas las variables
aleatorias están definidas en el mismo espacio de probabilidad y convergen fuer-
temente a variables aleatorias del mismo espacio, casi seguramente y en L1.

Es posible desarrollar un resultado de convergencia débil, para una clase
de martingalas que no satisfacen las condiciones mencionadas en el Teorema
1.11. El ĺımite resulta una distribución normal y tal teorema es conocido como
Teorema del Ĺımite Central para Martingalas.

Teorema 1.15 (Teorema del Ĺımite Central para Martingalas). Sea (Xn, n ≥
1) una sucesión de variables aleatorias que satisface

1. E[Xn | Fn−1] = 0.
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2. E[X2
n | Fn−1] = 1.

3. E[|Xn|3 | Fn−1] ≤ K <∞.

Sea Sn =
∑n
i=1Xi con S0 = 0. Entonces ĺımn→∞

1√
n
Sn = Z, donde Z es

una variable aleatoria con distribución N(0, 1), además la convergencia es en
distribución.

Demostración. Para verificar la convergencia en distribución de la proposición
haremos uso de las funciones caracteŕısticas. Para u ∈ R, recordemos que
ϕX(u) = E[eiuX ] es la función caracteŕıstica de X. Definamos la siguiente fun-
ción como

ϕn,j(u) = E
[
e
iu 1√

n
Xj

∣∣∣∣Fj−1

]
.

Por el Teorema de Taylor [1, p. 358] tenemos

e
iu 1√

n
Xj = 1 + iu

1√
n
Xj −

u2

2n
X2
j −

iu3

6n
3
2

X̄3
j , (1.23)

donde X̄j es un valor (aleatorio) que se encuentra entre 1 y Xj . Al tomar la
esperanza condicional de ambos lados de (1.23) obtenemos

ϕn,j(u) = 1 + iu
1√
n
E[Xj | Fj−1]− u2

2n
E[X2

j | Fj−1]− iu3

6n
3
2

E[X̄3
j | Fj−1].

Haciendo uso de las hipótesis (1) y (2) tenemos,

ϕn,j(u) = 1− u2

2n
− iu3

6n
3
2

E[X̄3
j | Fj−1]. (1.24)

Además como |X̄j | ≤ |Xj | y Sp =
∑p
i=1Xi, para 1 ≤ p ≤ n tenemos

E
[
e
iu 1√

n
Sp
]

= E
[
e
iu 1√

n
(Sp−1+Xp)

]
= E

[
e
iu 1√

n
Sp−1e

iu 1√
n
Xp
]

= E
[
e
iu 1√

n
Sp−1E

[
e
iu 1√

n
Xp

∣∣∣∣Fp−1

]]
= E

[
e
iu 1√

n
Sp−1ϕn,p(u)

]
. (1.25)

Usando (1.25) y (1.24) tenemos

E
[
e
iu 1√

n
Sp
]

= E
[
e
iu 1√

n
Sp−1

[
1− u2

2n
− iu3

6n
3
2

E[X̄3
j | Fj−1]

]]
.

Desarrollando la ecuación,

E
[
e
iu 1√

n
Sp −

(
1− u2

2n

)
e
iu 1√

n
Sp−1

]
= E

[
e
iu 1√

n
Sp−1

iu3

6n
3
2

E[X̄3
j | Fj−1]

]
.

(1.26)
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Tomando el módulo en ambos lados de (1.26) y usando la hipótesis (3)∣∣∣∣E [eiu 1√
n
Sp −

(
1− u2

2n

)
e
iu 1√

n
Sp−1

]∣∣∣∣ ≤ E
[
|eiu

1√
n
Sp1 | |u|

3

6n
3
2

E[|X̄3
j | | Fj−1]

]
≤ K |u|

3

6n
3
2

.

Si fijamos el valor de u ∈ R y hacemos tender a n→∞, eventualmente n ≥ u2/2

y es por esto que para una n suficientemente grande tenemos que 0 ≤ 1− u2

2 ≤ 1.
Si multiplicamos el lado izquierdo de desigualdad anterior por (1−u2/2)n−p para
una n suficientemente grande∣∣∣∣∣

(
1− u2

2

)n−p
E

[
e
iu 1√

n
Sp −

(
1− u2

2n

)n−p+1
]
E
[
e
iu 1√

n
Sp−1

]∣∣∣∣∣ ≤ K |u|36n
3
2

.

Para finalizar, al usar la propiedad telescópica de sumas (finitas) observamos
que

E
[
e
iu 1√

n
Sn
]
−
(

1− u2

2n

)n
=

n∑
p=1

(
1− u2

2n

)n−p
E
[
e
iu 1√

n
Sp
]
−
(

1− u2

2n

)n−(p−1)

E
[
e
iu 1√

n
Sp−1

]
.

Usando la desigualdad del triángulo y de la última desigualdad tenemos que
(siempre para n ≥ 2/u2)∣∣∣∣E [eiu 1√

n
Sn
]
−
(

1− u2

2n

)n∣∣∣∣ ≤ nK |u|36n
3
2

= K
|u|3

6
√
n
. (1.27)

Como el lado derecho de (1.27) tiende a 0 y además

ĺım
n→∞

(
1− u2

2n

)n
= e−

u2

2 . (1.28)

Usando la regla de L’Hôpital [3, p. 215], tenemos

ĺım
n→∞

E
[
e
iu Sn√

n

]
= e−

u2

2 . (1.29)

Por el Teorema de Continuidad de Lévy [7, p. 166], el cual nos permite re-
lacionar la convergencia puntal (de las funciones caracteŕısticas) con la conver-
gencia en distribución, tenemos que Sn/

√
n converge en distribución Z, donde

la función caracteŕıstica de Z es e−(u2)/2, la cual es una función caracteŕıstica
de una variable aleatoria con distribución N(0, 1).

La proposición anterior se establece de forma similar en el Teorema del Ĺımi-
te Central [7, p. 181] para variables independientes e idénticamente distribuidas
Xn, con sumas parciales Sn. La condición (1) implica que (Sn) es una martin-
gala, pues Xn = Sn − Sn−1.
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Caṕıtulo 2

Problema de Paro Óptimo:
Tiempo Discreto

El propósito principal del presente caṕıtulo es mostrar algunos resultados
básicos de la teoŕıa general de paro óptimo. Se estudiarán dos enfoques para
resolver el problema de paro óptimo, una aproximación con martingalas y otra
con cadenas de Markov, ambos a tiempo discreto.

2.1. Enfoque con Martingalas

Interpretaremos al proceso Gn como la ganancia obtenida si la observación
de G es parada al tiempo n. Supongamos que nuestro proceso es adaptado a la
filtración (Fn, n ≥ 1) en el sentido de que, para toda n, la observación Gn es
Fn-medible.

Considere a la σ-álgebra Fn como la información del proceso G, disponible
a tiempo n. Se desea tomar una decisión con respecto al proceso, en este caso,
detenerse o no; esta resolución deberá estar basada solamente en Fn, es decir,
no es posible realizar suposición alguna con respecto a G a un tiempo mayor a n.

Definamos nuestro problema de una manera más formal. Sea una sucesión
adaptada de variables aleatorias no negativas G = (Gn, n ≥ 1) definidas en
un espacio de probabilidad filtrado (Ω,F , (Fn)n≥1,P). Sea Mτ el conjunto de
tiempos de paro respecto a (Fn, n ≥ 1) finitos casi seguramente, los cuales son
mayores a τ (el cual puede ser un tiempo de paro). Estamos interesados en
resolver el siguiente problema de paro óptimo

Vn = sup
τ∈Mn

E[Gτ ]. (2.1)

Notemos que el problema de paro óptimo involucra dos tareas: mostrar el tiem-
po de paro que optimiza la esperanza (si es que existe) y calcular el valor óptimo
para Vn.
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Para asegurar la existencia de E[Gτ ] en (2.1) necesitamos agregar un supues-
to adicional

E
[
sup
n
Gn

]
<∞. (2.2)

Este supuesto nos asegura, uniformemente, que todas las esperanzas son finitas.

Para poder tomar la decisión de detenerse o no, se debeŕıa considerar dos
aspectos; la ganancia si se decide detenerse y los retornos esperados al momento
de la decisión en caso de que no se desee detenerse, en otras palabras, supon-
gamos que no hemos detenido el proceso al momento n, entonces, debeŕıamos
observar todas las cantidades E[Gτ ] para aquellos tiempos de paro τ ∈Mn, los
cuales pueden ser vistos como los potenciales retornos al no habernos detenido
a tiempo n, y compararlos con el retorno Gn, el cual representa la ganancia que
obtendŕıamos si nos detenemos en ese momento.

Seŕıa deseable poder observar el valor de supτ∈Mn
E[Gτ | Fn], sin em-

bargo, una dificultad surge al tomar el supremo de las esperanzas condicio-
nales en (2.2) sobre un conjunto no numerable de valores τ en Mn, el valor
supτ∈Mn

E[Gτ | Fn] no está definido como una función medible pues cada ob-
jeto en el supremo es una variable aleatoria.

2.1.1. Supremo Esencial

Para poder resolver este problema, es necesario introducir el concepto de
supremo esencial. El siguiente teorema expresa la definición y funcionalidad del
supremo esencial de variables aleatorias.

Teorema 2.1 (Supremo Esencial). Sea (Zα : α ∈ I) una colección de varia-
bles aleatorias definidas en un espacio de probabilidad (Ω,F ,P), donde I es un
conjunto arbitrario de ı́ndices. Entonces existe un conjunto numerable J ⊂ I tal
que la variable aleatoria Z∗ : Ω→ R̄ := R ∪ {−∞,∞} definida por

Z∗ = sup
α∈J

Zα,

satisface lo siguiente

1. P(Zα ≤ Z∗) = 1, ∀α ∈ I,

2. Si Y : Ω→ R̄ es otra variable aleatoria que satisface (1), entonces

P(Z∗ ≤ Y ) = 1,

La variable Z∗ es conocida como el supremo esencial de {Zα : α ∈ I},
y la representamos como esssupα∈I Zα. Está determinada únicamente por las
propiedades (1) y (2) excepto para un conjunto P−nulo.

Demostración. Sin perdida de generalidad supongamos que Z∗ : Ω → [−1, 1],
es decir

|Zα| ≤ 1, ∀α ∈ I.
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De otra forma, se puede utilizar la biyección f(x) = 2
π arctan(x) que mapea al

conjunto R al intervalo [−1, 1].

Denotemos a C como la familia de conjuntos numerables de I

C = {C ⊂ I | C es numerable}.

Si tomamos una sucesión creciente (Cn : n ≥ 1) en C de tal manera que

a = sup
C∈C

E
[

sup
α∈C

Zα

]
= sup
n≥1

E
[

sup
α∈Cn

Zα

]
∈ [−1, 1]

Entonces, ∪n≥1Cn es un conjunto numerable, pues es la unión de conjuntos
numerables. Por lo tanto, podemos definir la variable aleatoria

Z∗ = sup
α∈J

Zα,

con J = ∪nCn. Verifiquemos ahora que nuestra variable aleatoria cumple con
las propiedades (1) y (2).

(1) Si consideramos un ı́ndice arbitrario α tal que α ∈ J , entonces es claro que
la definición de Z∗ = supα∈J Zα cumple con las propiedades (1) y (2) pues J es
un conjunto numerable de I. Por otra parte, si se considera un ı́ndice β ∈ I \ J
tal que

P(Zβ > Z∗) > 0, (2.3)

Entonces, para los ı́ndices {β : Z∗ < Zβ} se tiene que E[Z∗, Z∗ < Zβ ] <
E[Zβ , Z

∗ < Zβ ]. Del Teorema de Convergencia Monótona tenemos que

a = sup
n≥1

E
[

sup
α∈Cn

Zα, Z
∗ < Zβ

]
= ĺım

n
E
[

sup
α∈Cn

Zα, Z
∗ < Zβ

]
= E

[
sup
α∈J

Zα, Z
∗ < Zβ

]
= E[Z∗, Z∗ < Zβ ]

< E[Zβ , Z
∗ < Zβ ]

Además, se tiene que E[máx(Zβ , Z
∗), Z∗ < Zβ ] = E[Zβ , Z

∗ < Zβ ], combinando
estos resultados obtenemos

a < E[máx(Zβ , Z
∗), Z∗ < Zβ ]. (2.4)

Por otro lado, como J ∪ {β} es un conjunto que pertenece a C tenemos

E [máx(Zβ , Z
∗), Z∗ < Zβ ] = E

[
sup

α∈J∪{β}
Zα, Z

∗ < Zβ

]

≤ sup
C∈C

E
[

sup
α∈C

Zα

]
= a. (2.5)

De (2.4) y (2.5) tenemos

a < E [máx(Zβ , Z
∗), Z∗ < Zβ ] ≤ a.
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La contradicción surge al suponer (2.3), por lo tanto P(Zα ≤ Z∗) = 1 para toda
α ∈ I.

(2) Para mostrar la segunda condición, consideremos una variable aleatoria Y
que satisface (1), es decir, para toda α ∈ I se tiene que

P(Zα ≤ Y ) = 1. (2.6)

En particular, la condición (2.6) se cumple para toda α ∈ J , donde J es un
conjunto numerable, por lo tanto

Z∗ = sup
α∈J

Zα ≤ Y, P-c.s.

Es decir, P(Z∗ ≤ Y ) = 1 se cumple.

El siguiente corolario muestra que bajo ciertas condiciones, podemos tomar
variables aleatorias Zαn , con ı́ndices αn que hagan converger a la sucesión a la
variable Z∗

Corolario 2.2. Si la familia (Zα : α ∈ I) cumple que para cualquier α, β ∈ I
existe un γ ∈ I tal que Zα ∨ Zβ ≤ Zγ c.s., entonces el conjunto numerable
J = {α0, α1, α2, · · · } puede ser escogido de tal manera que

Z∗ = ĺım
n↑∞

Zαn , P-c.s.

donde la sucesión (Zαn)n≥0 es creciente casi seguramente.

Demostración. Supongamos que J = {α0, α1, α, · · · } es el conjunto numerable
del teorema anterior, entonces podemos reemplazar a J por una nueva sucesión

J∗ = {α∗0, α∗1, α∗2, · · · }.

donde α∗0 = α0 y los elementos restantes estén determinados de manera induc-
tiva como

α∗1 tal que Zα∗1 ≥ máx(Zα∗0 , Zα0
) c.s.

α∗2 tal que Zα∗2 ≥ máx(Zα∗1 , Zα1
) c.s.

...

α∗n+1 tal que Zα∗n+1
≥ máx(Zα∗n , Zαn) c.s.

Como Zα∗n+1
≥ Zαn casi seguramente y como la sucesión (Zα∗n , n ≥ 0) es una

sucesión creciente cuyos elementos están acotados casi seguramente por Z∗ te-
nemos que

Z∗ ≥ ĺım
n
Zα∗n = sup

α∈J∗
Zα ≥ sup

α∈J
Zα = Z∗, P-c.s.

Por lo tanto Z∗ = ĺımn↑∞ Zα∗n casi seguramente.
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2.1.2. Solución al problema de paro óptimo

Con el concepto del supremo esencial podemos mostrar como el proceso

Sn = esssup
τ∈Mn

E[Gτ | Fn]. (2.7)

puede generar una estrategia de paro óptima, al ser comparado con el proceso
Gn. Recordemos que Gn puede ser visto como la ganancia obtenida si se detiene
a tiempo n; por lo que, Sn puede entenderse como la mayor ganancia esperada
si uno no se detiene a tiempo n.

Consideremos el siguiente caso, si τ = n es un tiempo de paro en Mn

entonces, Sn ≥ Gn casi seguramente. La estrategia de paro óptimo consiste en
detenerse al primer momento n donde Sn = Gn, pues se tendŕıa el caso en que la
mayor ganancia esperada después del tiempo n dada la información disponible
resulta ser el valor que se obtiene al detenerse a tiempo n.

En otro caso, es decir, cuando se tiene que Sn > Gn, se puede interpretar
que, la máxima ganancia esperada después del tiempo n, dada la información
disponible es mayor a la ganancia que obtendŕıamos en caso de detenernos a
tiempo n, lo cual, no es óptimo; por lo que no detenerse aparentaŕıa tener un
valor “mayor”.

El proceso (Sn : n ≥ 1) es llamado Envoltura de Snell -nombrada aśı por el
matemático Laurie Snell [8, p. 4]- pues “envuelve”la ganancia obtenida por el
proceso (Gn : n ≥ 1).

Teorema 2.3. Sea n ∈ {1, 2, · · · } fija, supongamos que se cumple

E
[
sup
n
Gn

]
<∞.

Sea τn = ı́nf{k ≥ n : Sk = Gk}, suponiendo que P(τn <∞) = 1. Consideremos
el problema de paro óptimo definido en (2.1)

Vn = sup
τ∈Mn

E[Gτ ]

Entonces

1. Sn = máx(Gn,E[Sn+1 | Fn]);

2. El proceso parado (Sk∧τn : k ≥ n) es una martingala;

3. Vn = E[Sn] y el tiempo de paro τn son óptimos para (2.1);

4. El proceso (Sk : k ≥ n) es la mı́nima supermartingala que domina a
(Gk : k ≥ n).

Demostración. (1) Para probar nuestra igualdad veamos que se cumplen dos
condiciones

Sn ≤ máx(Gn,E[Sn+1 | Fn]); (2.8)

Sn ≥ máx(Gn,E[Sn+1 | Fn]). (2.9)

29



2.1. ENFOQUE CON MARTINGALAS

Para mostrar que la primera desigualdad se cumple, definamos el siguiente con-
cepto

τ̄ = máx(τ, n+ 1), τ ∈Mn.

Sin importar que condición llegue a pasar, tenemos que τ̄ ∈ Mn+1. Ahora,
consideremos el evento {τ ≥ n+ 1}, el cual puede ser visto como {τ > n}, que
pertenece a Fn, por lo tanto, {τ ≥ n + 1} ∈ Fn. Con los resultados anteriores
podemos observar que

E[Gτ | Fn] = E[Gn1{τ=n} | Fn] + E[Gτ̄1{τ≥n+1} | Fn]

= Gn1{τ=n} + 1{τ≥n+1}E[Gτ̄ | Fn]

= Gn1{τ=n} + 1{τ≥n+1}E[E[Gτ̄ | Fn+1] | Fn].

Además, sabemos que Sn+1 = esssupτ∈Mn+1
E[Gτ | Fn+1] ≥ E[Gτ∗ | Fn+1]

para toda τ∗ ∈Mn+1, por lo tanto

E[Gτ | Fn] = Gn1{τ=n} + 1{τ≥n+1}E[E[Gτ̄ | Fn+1] | Fn]

≤ Gn1{τ=n} + 1{τ≥n+1}E[Sn+1 | Fn]

≤ máx(Gn,E[Sn+1 | Fn]).

De modo que, máx(Gn,E[Sn+1 | Fn]) es siempre mayor a E[Gτ | Fn] para todo
τ ∈Mn, por lo que resulta ser una cota superior, entonces, de la propiedad del
supremo esencial sabemos que éste siempre es menor a cualquier cota superior,
verificando aśı (2.8).

Para corroborar la segunda desigualdad, tenemos que, si Sn es mayor que
máx(Gn,E[Sn+1 | Fn]), entonces tiene que ser mayor a Gn y al mismo tiempo,
mayor a E[Sn+1 | Fn]. Por definición sabemos que

Sn ≥ Gn, P-c.s. (2.10)

Entonces, basta mostrar que

Sn ≥ E[Sn+1 | Fn].

Veamos que, {E[Gτ | Fn+1] : τ ∈ Mn+1} cumple con las condiciones del Coro-
lario 2.2. Supongamos que α, β ∈ Mn+1, denotemos a Ā como el complemento
del conjunto A y definamos

γ = α1A + β1Ā, donde A = {E[Gα | Fn+1] ≥ E[Gβ | Fn+1]}.

Tenemos que γ es un tiempo de paro, pues la suma de tiempos de paro resulta
ser un tiempo de paro y más aún γ ∈Mn+1, por lo tanto

E[Gγ | Fn+1] = E[Gα1A | Fn+1] + E[Gβ1Ā | Fn+1]

= 1AE[Gα | Fn+1] + 1ĀE[Gβ | Fn+1]

= máx(E[Gα | Fn+1],E[Gβ | Fn+1]).

Del Corolario 2.2 tenemos que existe una sucesión {γk : k ≥ 1} ∈ Mn+1 tal que

Sn+1 = esssup
τ∈Mn+1

E[Gτ | Fn+1] = ĺım
k→∞

E[Gγk | Fn+1],

30
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donde E[Gγk | Fn+1] ≤ E[Gγk+1
| Fn+1], con k ≥ 1, P-c.s., haciendo uso del

Teorema de Convergencia Monótona tenemos que

E[Sn+1 | Fn] = E
[

ĺım
k→∞

E[Gγk | Fn+1]

∣∣∣∣Fn]
= ĺım
k→∞

E[E[Gγk | Fn+1] | Fn]

= ĺım
k→∞

E[Gγk | Fn]

≤ Sn(= esssup
τ∈Mn

E[Gτ | Fn]). (2.11)

De (2.10) y (2.11) sabemos que

Sn ≥ máx(Gn,E[Sn+1 | Fn]). (2.12)

Por último, de las dos desigualdades (2.8) y (2.9) tenemos que Sn = máx{Gn,E[Sn+1 |
Fn]}.

(2) De la Propiedad (1) tenemos que para toda n

Sn ≥ E[Sn+1 | Fn].

Por lo tanto, Sn es una supermartingala. Veamos que si n ≤ k < τn, con τn
como el primer momento en el que S` = G` para algún tiempo ` ≥ n, tenemos
de la propiedad (1) que Sk = máx(Gk,E[Sk+1 | Fk]), pero como k < τn entonces

Sk = E[Sk+1 | Fk], c.s. (2.13)

De la misma definición de τn sabemos que

Sτn = Gτn . (2.14)

De (2.13) y (2.14) tenemos que para toda k ≥ n

E[S(k+1)∧τn | Fk] = E[S(k+1)∧τn1{τn≤k} | Fk] + E[S(k+1)∧τn1{k+1≤τn} | Fk]

= E[Sk∧τn1{τn≤k} | Fk] + E[Sk+11{k+1≤τn} | Fk]

= Sk∧τn1{τn≤k} + 1{k+1≤τn}E[Sk+1 | Fk]

= Sk∧τn1{τn≤k} + 1{k+1≤τn}Sk

= Sk∧τn .

Por lo tanto, el proceso parado (Sk∧τn : k ≥ n) es una martingala.

(3) Para mostrar que E[Sn] = Vn observemos que se cumple al mismo tiempo
las siguientes desigualdades

E[Sn] ≤ Vn,
E[Sn] ≥ Vn.

Por la Propiedad (2) tenemos, en particular para N > n, que

Sn = Sn∧τn = E[SN∧τn | Fn]

= E[SN∧τn1{τn<N} + SN∧τn1{τn≥N} | Fn]

= E[Sτn1{τn<N} + SN1{τn≥N} | Fn].
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De (2.14) tenemos

Sn = E[Sτn1{τn<N} + SN1{τn≥N} | Fn]

= E[Gτn1{τn<N} + SN1{τn≥N} | Fn]

= E[Gτn1{τn<N} | Fn] + E[SN1{τn≥N} | Fn]. (2.15)

Para n < N vemos que

E[Gn | FN ] ≤ E
[
sup
n
Gn

∣∣∣∣FN]
Por lo que, de la definición del supremo esencial, sabemos que éste es la mı́nima
cota superior, por lo que

SN = esssup
τ∈MN

E[Gτ | FN ] ≤ E
[
sup
n
Gn

∣∣∣∣FN] , para n < N.

Y por lo tanto usando el Teorema de Convergencia Monótona, además del su-
puesto de que E[supnGn] <∞ implica que E[supnGn | Fn] <∞ c.s.,

ĺım
N↑∞

E[SN1{τn≥N} | Fn] ≤ ĺım
N↑∞

E
[
E
[

sup
n<N

Gn | FN
]

1{τn≥N}

∣∣∣∣Fn]
≤ ĺım
N↑∞

E
[

sup
n<N

Gn1{τn≥N}

∣∣∣∣Fn] (2.16)

= E
[

ĺım
N↑∞

sup
n<N

Gn1{τn≥N}

∣∣∣∣Fn] = 0. (2.17)

La última igualdad se da por el supuesto de que P(τn < ∞) = 1, es decir,
sabemos que τn = ı́nf{k ≥ n : Sk = Gk} es finito casi seguramente, por lo que

1{τn≥N} → 0, N →∞.

De (2.15) y (2.17) concluimos que si N →∞ entonces

Sn = E[Gτn | Fn].

Por último, recordemos que Sτn = Gτn , por lo que

E[Sn] = E[Sτn ] = E[Gτn ] ≤ sup
τ∈Mn

E[Gτ ] = Vn. (2.18)

Por otra parte, como (Sn, n ≥ 1) es una supermartingala y por el Teorema
1.1 tenemos que

Sn ≥ E[Sτ | Fn], para todo τ ∈Mn.

Luego, para todo τ ∈Mn

E[Sn] ≥ E[Sτ ],

En particular,

E[Sn] ≥ sup
τ∈Mn

E[Sτ ].
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De la definición de S sabemos que Sn ≥ Gn P-c.s., entonces

E[Sn] ≥ sup
τ∈Mn

E[Sτ ] ≥ sup
τ∈Mn

E[Gτ ] = Vn. (2.19)

De (2.18) y (2.19) tenemos que E[Sn] = Vn entonces

E[Sn] = E[Gτn ] = sup
τ∈Mn

E[Gτ ] = Vn.

Es decir, E[Sn] y el tiempo de paro τn son óptimos para el problema de paro
óptimo definido en (2.1).

(4) En la primera parte del Teorema, probamos que (Sn, n ≥ 1) es una super-
martingala. Además, comprobamos que Sn ≥ Gn P-c.s., para toda n, es decir,
(Sn, n ≥ 1) domina al proceso (Gn, n ≥ 1). Para probar que S es la mı́nima
supermartingala que domina a G supongamos que (Un, n ≥ 1) es también una
supermartingala que domina a G. De la demostración en (3) y al U dominar a
G tenemos

Sk = E[Gτk | Fk] ≤ E[Uτk | Fk].

Del Teorema de Paro Opcional de Doob y el Lema de Fatou aplicado al proceso
de paro Um∧τn obtenemos

Sk = E[Uτk | Fk]

= E
[
ĺım inf
m→∞

Um∧τk

∣∣∣∣Fk]
≤ ĺım inf

m→∞
E[Um∧τk | Fk]

≤ E[Um∧τk | Fk] ≤ Uk.

La segunda igualdad, está justificada por el hecho de que Um∧k está acotado
inferiormente por − supn≤γ≤τk |Gγ |. Por lo tanto, (Sk : k ≥ n) es la mı́nima
supermartingala que domina a (Gk : k ≥ n).

2.2. Enfoque con Cadenas de Markov

En esta sección presentaremos los resultados básicos de la teoŕıa de pa-
ro óptimo, considerando tiempos discreto y procesos de Markov. Sea X =
(Xn, n ≥ 1) una cadena de Markov definida en un espacio de probabilidad
(Ω,F , (Fn)n≥1,Px) y tomando valores en un espacio medible (E, E). Asumire-
mos además que para todo x ∈ E, la cadena X empieza en el estado x bajo la
medida Px. Por cuestiones de simplicidad definiremos al espacio de probabilidad
como (Ω,F) = (EZ+ , EZ+), aśı los operadores de traslación θn : Ω→ Ω pueden
definirse como f ◦ θn(ωm) = f(ωm+n) para funcionales f del proceso canónico
ωm.

Recordemos que la propiedad de Markov nos dice que para toda función
positiva, continua y uniformemente acotada f , tenemos que para toda n ∈ N y
x ∈ E, condicionando a Xn = x, la distribución de Xn+1 es

Pxy = P(Xn+1 = y | Xn = x), x ∈ E
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Además es independiente de F1,F1, . . . ,Fn−1, entonces

E[f(Xn+k) | Fn] = E[f(Xn+k) | Xn] = Ex[f(X̃k)]

∣∣∣∣
x=Xn

.

donde X̃ es una copia independiente de X. Consideremos una función medible
G : E → R que satisface la siguiente condición (con G(XN ) = 0 si N =∞):

Ex
[
sup
n
|G(Xn)|

]
<∞,

Para todo x ∈ E, consideramos el siguiente problema de paro óptimo

Vn(x) = sup
τ∈Mn

Ex[G(Xτ )]. (2.20)

Se ha reemplazado el proceso general Gn por un proceso dependiente solo del
estado actual de la cadena de Markov, G(Xn), usualmente G es una función con-
tinua. El siguiente resultado muestra la relación entre nuestro problema (2.20)
y la envoltura de Snell.

Lema 2.4. Supongamos que Px(τ0 < ∞) = 1 para toda x ∈ E, donde τ0 =
ı́nf{k ≥ 0 : Sk = Gk}. Sea Sn la envoltura de Snell dada en (2.7), entonces
tenemos

Sn = V (Xn), Px-c.s. (2.21)

Para toda x ∈ E, con n ≥ 1.

Demostración. Veamos en primer lugar que si τ ∈ M0 entonces τ ◦ θn ∈ Mn.
En particular, si τBk := ı́nf{n ≥ k : Xn ∈ B} para un B ∈ E , tenemos que

τB0 ◦ θk = ı́nf{m ≥ 0 : Xm+k ∈ B}
= ı́nf{n ≥ k : Xn ∈ B} − k
= τBk − k.

Entonces

Sn = esssup
τ∈Mn

E[G(Xτ ) | Fn]

≥ esssup
τ∈M0

E[G(Xn+(τ◦θn)) | Fn]

= esssup
τ∈M0

Ex[G(X̃τ )]

∣∣∣∣
x=Xn

= V (Xn). (2.22)

Donde X̃ es una copia independiente de X. La desigualdad ocurre pues no to-
dos los tiempos de paro enMn pueden ser escritos de la forma n+ (τ ◦ θn) con
τ ∈M0.

Por otro lado, como M1 ⊆M0 y del hecho anterior

V (x) ≥ sup
τ∈M1

Ex[G(Xτ )]

≥ sup
τ∈M0

Ex[G(X1+(τ◦θ1))].
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Como 1+(τ ◦θ1) ∈M1 entonces podemos hacer uso de la esperanza condicional
y aplicar la propiedad de Markov

sup
τ∈M0

Ex[G(X1+(τ◦θ1))] = sup
τ∈M0

Ex[E[G(X1+(τ◦θ1)) | F1]]

= sup
τ∈M0

Ex

[
Ex[G(X̃τ )]

∣∣∣∣
x=X1

]
.

Por último, de la definición de tiempo de paro

V (x) ≥ sup
τ∈M0

Ex

[
Ex[G(X̃τ )]

∣∣∣∣
x=X1

]

≥ Ex

[
Ex[G(X̃τ0)]

∣∣∣∣
x=X1

]

= Ex

[
sup
τ∈M0

Ex[G(X̃τ )]

∣∣∣∣
x=X1

]
≥ Ex[V (X1)].

Donde la igualdad es correcta al ser τ0 óptimo en V , pues se tiene que, E[Gτ0 ] =
supτ∈M0

E[Gτ ]. Utilizando la propiedad de Markov en la desigualdad anterior,
obtenemos

V (x) ≥ Ex[V (X1)] = Ex[V (X1) | F0].

De forma similar, tenemos que para m ≤ n

V (Xm) ≥ Ex[V (Xn)] = Ex[V (Xn) | Fm].

Por lo tanto, (V (Xn) : n ≥ 1) es una supermartingala y entonces tenemos que

E[V (Xn+1) | Fn] = Ex[V (X̃1)]

∣∣∣∣
x=Xn

≤ V (Xn). (2.23)

De la definición de V (x) tenemos que para cualquier tiempo de paro en M1

V (x) ≥ Ex[G(Xτ )].

En particular si definimos al tiempo de paro τ como el valor inicial del proceso
podemos observar que para toda x ∈ E

V (x) ≥ G(x) (2.24)

De (2.23) y (2.24) podemos concluir que Vn es una supermartingala que domina
a Gn, entonces, utilizando (4) del Teorema 2.3 tenemos que

V (Xn) ≥ Sn (2.25)

Finalmente, al tener (2.22) y (2.25), podemos concluir la prueba.
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A continuación se expresa un resultado análogo al Teorema 2.3. Dada la
función V , definimos los siguientes conceptos. La región de continuación está
dada por

C = {x ∈ E : V (x) > G(x)}

Y la región de paro

P = {x ∈ E : V (x) = G(x)}

El óptimo tiempo de paro entonces debeŕıa ser

τP = ı́nf{n ≥ 1 : Xn ∈ P}

Teorema 2.5. Supongamos que P(τP <∞) = 1 para toda x ∈ E. Entonces

1. El proceso de paro (V (Xn∧τP ) : n ≥ 1) es una Px-martingala para cada
x ∈ E.

2. El tiempo de paro τP es óptimo para (2.19).

3. El proceso (V (Xn) : n ≥ 1) es la mı́nima supermartingala que domina a
(G(Xn) : n ≥ 1)

Demostración. El resultado se sigue directamente del Teorema 2.3 haciendo uso
de (2.21).
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Caṕıtulo 3

Movimiento Browniano

En el presente caṕıtulo, enfocaremos nuestra atención al estudio del movi-
miento Browniano. Desde su construcción, por el método de Lévy; hasta sus
propiedades trayectoriales y más importante aún, verificando que este proceso
cumple con la Propiedad de Markov.

3.1. Variables Aleatorias Gaussianas

Conviene recordar algunas propiedades importantes de las variables aleato-
rias Gaussianas, las cuales estarán presentes en la construcción del movimiento
Browniano.

Decimos que X se distribuye como una variable aleatoria Gaussiana con
media cero y varianza unitaria si su transformada de Fourier satisface la siguiente
igualdad

ϕX(λ) := E [exp{iλX}] = exp{λ2/2}, ∀λ ∈ R.

De igual manera, las siguientes desigualdades serán una valiosa herramienta
en la construcción del movimiento Browniano.

Proposición 3.1. Sea X una variable aleatoria Gaussiana centrada y con va-
rianza unitaria, entonces para todo x > 0 se tienen las siguientes desigualdades.

1√
2π

(
1

x
− 1

x3

)
e−x

2/2 ≤ P(X > x) ≤ 1√
2π

1

x
e−x

2/2, x > 0,

Demostración. Para mostrar el lado derecho de la desigualdad, recordemos que,
si X es una variable aleatoria Gaussiana centrada y de varianza unitaria enton-
ces, tenemos que para toda x > 0

P(X > x) =
1√
2π

∫ ∞
x

e−t
2/2dt. (3.1)
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Consideremos, los valores t tales que 0 < x ≤ t, entonces 1 ≤ t/x. De lo anterior
y haciendo uso de 3.1 obtenemos

P(X > x) =
1√
2π

∫ ∞
x

e−t
2/2dt

≤ 1√
2π

∫ ∞
x

t

x
e−t

2/2dt

=
1√
2π

1

x
e−x

2/2.

Para probar el lado izquierdo, veamos que integrando por partes obtenemos que

P(X > x) =

∫ ∞
x

1√
2π
e−t

2/2dt =

∫ ∞
x

1

t

1√
2π
te−t

2/2dt

= −1

t

1√
2π

exp{−t2/2}
∣∣∣∣∞
x

−
∫ ∞
x

(
− 1

t2

)(
− 1√

2π
exp{−t2/2}

)
dt

=
1

x

e−x
2/2

√
2π
−
∫ ∞
x

1

t2
e−t

2/2

√
2π

dt

>
e−x

2/2

√
2π

(
1

x
− 1

x3

)
para x > 0

La desigualdad se obtiene al tener un valor positivo de la integral pues su inte-
grando es siempre positivo.

Tengamos presente el siguiente resultado que muestra la relación de conver-
gencia en distribución y en probabilidad para variables aleatorias Gaussianas.

Teorema 3.1. Sea (Xn, n ≥ 1) una sucesión de variables aleatorias Gaussianas
tales que para toda n, Xn ∼ N(mn, σ

2
n), con mn, σ

2
n ∈ R y σ2

n ≥ 0.

1. Si Xn → X en distribución, entonces X ∼ N(m,n) donde m = ĺımn→∞mn

y σ2 = ĺımn→∞ σ2
n.

2. Si Xn → X en probabilidad entonces para toda p ≥ 1, Xn → X en Lp.

Demostración. 1. Puesto que cada Xn es una variable aleatoria Gaussiana con
media mn y varianza σ2

n, la función caracteŕıstica de éstas se define como

ϕXn(λ) = exp{imnλ−
σ2
n

2
λ2} = E

[
eiλXn

]
.

Como Xn converge en distribución a X, tenemos del Teorema de Continuidad
[13, p. 320] que ϕXn(t) converge a una función ϕX(λ), con λ ∈ R. Veamos ahora
que, ϕX(λ) es la función caracteŕıstica de una variable aleatoria Gaussiana con
media m y varianza σ2, lo que implicaŕıa que X ∼ N(m,σ2).

Para corroborar lo anterior veamos que mn y σ2
n convergen, y entonces con

m := ĺımnmn y σ2 := ĺımn σ
2
n se tendŕıa que
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CAPÍTULO 3. MOVIMIENTO BROWNIANO

ϕX(λ) = exp{imλ− σ2

2
λ2},

en otras palabras, que X es una variable aleatoria Gaussiana.

Para ver que (mn) y (σ2
n) convergen, primero debemos verificar que las su-

cesiones son acotadas. Al ser (Xn, n ≥ 1) una sucesión de variables Gaussianas
que convergen en distribución a X podemos tomar a Fn, F como las funcio-
nes de distribución acumulada de Xn y X respectivamente. Tomemos t tal que
F (t) > 1− ε, por lo que t es un punto de continuidad de F . Luego, de la conver-
gencia en distribución tenemos que Fn(t) > 1− ε para toda n ≥ N . Entonces la
sucesión es tensa en el sentido de que para todo ε > 0 existe una r > 0 tal que

sup
n≥1

P(|Xn| > r) < ε. (3.2)

Supongamos que supn(|mn| + σ2
n) = ∞ y veamos que llegamos a una con-

tradicción. En el primer caso, supongamos que supn |mn| = ∞. Al ser Xn una
variable Gaussiana, luego, mn además de ser la media de la distribución, tam-
bién representa la mediana de Xn, por lo tanto

P(|Xn| > |mn|) ≥ 1/2.

Se sigue entonces que, para todo M > 0, existe una n tal que |mn| > M y
para este valor de n se tiene que P(|Xn| > M) ≥ 1/2. Por lo tanto, para toda
M tenemos

sup
n

P(|Xn| > M) ≥ 1/2,

lo cual contradice la propiedad de 3.2.

Por otra parte, si suponemos que supn σ
2
n =∞ podemos notar que al ser Xn

una variable Gaussiana se tiene que la P(|xn| ≤M está acotada por la constante

(
√

2σ2π)−1. Por lo tanto, para toda M > 0 y para toda n

P(|Xn| ≤M) ≤
∫
|M |

1

σn
√

2π
dx

=
M

σn

√
2

π
.

Utilizando la desigualdad anterior y la suposición sobre σ2
n podemos ver que

sup
n

P(|Xn| > M) ≥ sup
n

(
1− M

σn

√
2

π

)
= 1,

nuevamente, llegamos a una contradicción. Por lo tanto, tenemos que (mn) y
(σ2
n) son sucesiones acotadas.
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Por último, veamos que (mn) y (σ2
n) convergen. Consideremos el módulo

de ϕXn(λ), recordando de la identidad de Euler que eix = cos(x) + i sen(x) y
observemos que

|ϕXn(λ)| =
∣∣∣∣exp

{
imnλ−

σ2
n

2
λ2

}∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ exp {imnλ}
∣∣∣∣ ∣∣∣∣exp

{
−σ

2
n

2
λ2

}∣∣∣∣
= exp

{
−σ

2
n

2
λ2

}
.

Para toda λ ∈ R. Del Teorema de Mapeo Continuo [4, p. 21] tenemos que

|ϕXn(λ)| = exp

{
−σ

2
n

2
λ2

}
→ |ϕX(λ)|, para toda λ ∈ R.

Lo anterior, implica que σ2
n → σ2 ∈ [0,∞) pues la convergencia no depende de

mn.

Consideremos dos valores, m y m′, de adherencia en la sucesión mencionada.
Entonces, para toda λ ∈ R,

eimλ = eim
′λ,

se tiene que m y m′ son iguales. Si tomamos a m = ĺımnmn y a σ2 = ĺımn σ
2
n

tenemos que la transformada de Fourier de X es la función caracteŕıstica de una
variable aleatoria Gaussiana, es decir, X ∼ N(m,σ2).

2. La transformada de Laplace (también conocida como Función Generadora
de Momentos) para una variable aleatoria Xn Gaussiana satisface para toda
θ ∈ R,

E [exp{θXn}] = exp

{
mnθ +

σ2
n

2
θ2

}
.

Además del hecho de que e|x| ≤ ex + e−x, se tiene

E [exp{θ|Xn|}] ≤ E[exp{θXn}] + E[exp{−θXn}].

Por lo que,

sup
n≥1

E [exp{θ|Xn|}] <∞,

y esto para toda θ ∈ R. Luego, para q ≥ 0, tenemos que para una |x| sufi-
cientemente grande se cumple que |xq| ≤ eθ|x|, de esta desigualdad deducimos
que

sup
n≥1

E [|Xn|q] <∞,

y entonces

sup
n≥1

E [|Xn −X|q] <∞. (3.3)
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Consideremos entonces, p ≥ 1. Por hipótesis, la sucesión (|Xn −X|p, n ≥ 1)
converge a 0 en probabilidad, y además si tomamos q = 2p en (3.3) tenemos
que la sucesión esta acotada en L2 y por lo tanto es uniformemente integrable.
Ambas propiedades de la sucesión implican que existe una convergencia en Lp
(véase [6, p. 221]). Por lo tanto,

E [|Xn −X|p]→ 0, n→∞.

Recordemos un último resultado antes de presentar la construcción del mo-
vimiento Browniano.

Definición 3.1. Una familia (Xt, t ≥ 0) de variables aleatorias es un proceso
Gaussiano si para toda n y para toda (t1, t2, · · · , tn) ∈ Rn, (Xt1 , Xt2 , · · · , Xtn)
es un vector Gaussiano con valores en Rn, es decir, cualquier combinación lineal
de los elementos del vector es una variable aleatoria Gaussiana.

Proposición 3.2. Sea X̄ = (X1, X2, . . . , Xn) un vector Gaussiano. Entonces
X1, X2, . . . , Xn son independientes si y solamente si COV (Xi, Xj) = 0 para
toda i 6= j.

Demostración. Veamos en primer lugar el rećıproco de la proposición. Sin per-
dida de generalidad supongamos que el vector X̄ es centrado, es decir, para toda
E[Xi] = 0 con 1 ≤ i ≤ n.

Como los componentes del vector no están correlacionados tenemos que la
transformada de Fourier del vector X̄ resulta un producto de transformada de
Fourier, es decir, para toda λ ∈ Rn se tiene que

E
[
exp

{
i〈X̄, λ〉

}]
= exp

−1

2

n∑
j=1

σ2
jλ

2
j

 =

n∏
j=1

E [exp {iλjXj}] ,

por lo tanto, X1, X2, . . . , Xn son independientes. La condición necesaria de la
proposición es clara basándose en el argumento anterior.

3.2. Construcción

A continuación definiremos algunos conceptos referentes al movimiento Brow-
niano.

Definición 3.2. La trayectoria de (Xt, t ≥ 0) se define como la función t →
Xt(ω) para cada ω ∈ Ω.

De la última definición podemos decir que el resultado de un experimento
aleatorio puede observarse de manera continua en el tiempo a través de un
modelo matemático. Con los siguientes conceptos podemos caracterizar a los
procesos por sus trayectorias.

Definición 3.3. Se dice que un proceso estocástico es continuo por la derecha
(por la izquierda) si las trayectorias del proceso son continuas por la derecha
(por la izquierda) casi seguramente.
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De la misma manera, se dice que un proceso estocástico tiene ĺımite por la
derecha (por la izquierda).

El movimiento Browniano está estrechamente relacionado con la distribución
Gaussiana, por lo que la siguiente definición será de ayuda para los siguientes
resultados.

Definición 3.4. Decimos que B = (Bt, t ≥ 0) es un movimiento Browniano
real que empieza en 0 si B es un proceso Gaussiano centrado tal que para toda
s, t ≥ 0

E[BsBt] = COV (Bs, Bt) = s ∧ t. (3.4)

El proceso B es conocido como movimiento Browniano estándar.

Proposición 3.3. El proceso X es un movimiento Browniano si y solamente
si

1. X0 = 0 c.s.

2. Para n ≥ 2 y para toda 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tn, los incrementos

Xt1 , Xt2 −Xt1 , . . . , Xtn −Xtn−1
,

son independientes.

3. Para toda 0 ≤ s ≤ t, Xt −Xs ∼ N(0, t− s).

Demostración. Veamos primero que el rećıproco se cumple. Si 1, 2 y 3 se cum-
plen, mostremos que X es un movimiento Browniano. Consideremos tiempos ta-
les que 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tn y un vector Gaussiano (Xt1 , Xt2 −Xt1 , . . . , Xtn −
Xtn−1

).

Entonces de (3) tenemos que, como (Xt1 , Xt2 −Xt1 , . . . , Xtn −Xtn−1) es un
vector gaussiano, es claro que (Xt1 , Xt2 , . . . , Xtn) también lo es, además, resulta
ser un vector gaussiano centrado ya que para toda i se tiene que Xti ∼ N(0, ti).

Ahora, supongamos que s ≤ t, entonces de 1 y 3 tenemos que Xs y Xt−Xs

son variables aleatorias independientes, lo que implica que

E[XtXs] = E[(Xt −Xs +Xs)Xs]

= E[(Xt −Xs)Xs] + E[X2
s ]

= E[Xt −Xs]E[Xs] + E[X2
s ]

= E[X2
s ]

= s.

En general, E[XtXs] = s∧t para toda s, t ≥ 0. Por lo tanto, X es un movimiento
Browniano.

Supongamos ahora que X es un movimiento Browniano. Primero observe-
mos que E[X2

0 ] = E[X0X0] = 0, por lo tanto, tenemos que X0 = 0 c.s. Por otra

42



CAPÍTULO 3. MOVIMIENTO BROWNIANO

parte, para 0 ≤ s ≤ t, tenemos que la variable Xt − Xs es una variable alea-
toria Gaussiano centrada, pues X es un proceso Gaussiano centrado. Además
observamos que la varianza de la variable Xt −Xs es

E[(Xt −Xs)
2] = E[X2

t ] + E[X2
s ]− 2E[XtXs]

= t+ s− 2s

= t− s.

Por lo tanto, tenemos que Xt −Xs ∼ N(0, t− s).

Por último, veamos que los incrementos de X son independientes. Considere-
mos tiempos tales que 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tn, como el vector (Xt1 , Xt2 , . . . , Xtn)
es Gaussiano entonces

(Xt1 , Xt2 −Xt1 , . . . , Xtn −Xtn−1),

también lo es y más aún, para toda i < j, tenemos

COV (Xti+1
−Xti , Xji+1

−Xtj ) = E[(Xti+1
−Xti)(Xtj+1

−Xtj )]

= E[Xti+1
Xtj+1

−XtiXtj+1
−Xti+1

Xtj +XtiXtj ]

= E[Xti+1
Xtj+1

]− E[XtiXtj+1
]

− E[Xti+1
Xtj ] + E[XtiXtj ]

= ti+1 + ti − ti+1 − ti
= 0,

De la Proposición 3.2 vemos que, las variables Xt1 , Xt2 −Xt1 , . . . , Xtn −Xtn−1

son independientes.

Teorema 3.2 (Wiener, 1923). El movimiento Browniano existe.

Demostración. (Lévy, 1948) Para la prueba, consideremos la construcción del
movimiento Browniano en el intervalo [0, 1]. La idea es construir el movimiento
Browniano como ĺımite uniforme de funciones continuas.

Primero vamos a construir al movimiento como un elemento aleatorio del
espacio C[0, 1]. Para ello, vamos a definir al conjunto de puntos diádicos en el
intervalo [0, 1], es decir,

Dn =

{
k

2n
: 0 ≤ k ≤ 2k

}
.

Vamos a interpolar linealmente a través de estos puntos y se verificará que el
ĺımite uniforme de estas funciones continuas existe y que éste cumpla con las
propiedades del movimiento Browniano. Al final, se construye al movimiento
Browniano en R+

Consideremos una familia de variables aleatorias (ξk,n, 0 ≤ k ≤ 2n, n ≥ 1)
Gaussianas centradas y con varianza unitaria. Definamos al proceso (Xn(t), t ∈
[0, 1], n ≥ 1) de manera recursiva, como sigue

1. Sea X0(0) = 0, X0(1) = ξ0,0 con X0 lineal en [0, 1].
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2. Sea

X1(t) =


0, si t = 0,

X0( 1
2 ) +

ξ1,1
2 , si t = 1

2 ,

X0(1) si t = 1.

con X1 lineal en [0, 1
2 ] y en ( 1

2 , 1].

3. Considerando el caso para n = 2 tenemos que

X2(t) =



0, si t = 0,

X1( 1
4 ) +

ξ1,2
2
√

2
, si t = 1

4 ,

X1( 1
2 ), si t = 1

2 ,

X1( 3
4 ) +

ξ3,2
2
√

2
, si t = 3

4 ,

X1(1), si t = 1.

con X2 lineal en [0, 1
4 ], ( 1

4 ,
1
2 ], ( 1

2 ,
3
4 ] y ( 3

4 , 1].

En general, para toda n ≥ 0, el mapeo t → Xn(t) es lineal en cada uno de los
intervalos de la forma [

k

2n
,
k + 1

2n

]
,

y además,

Xn

(
2j

2n

)
:= Xn−1

(
j

2n−1

)
,

Xn

(
2j + 1

2n

)
:= Xn−1

(
2j + 1

2n

)
+
ξ2j+1,n

2n/2
.

Veamos que, para toda n ≥ 0, el vector (Xn(k/2n), 0 ≤ k ≤ 2n) es Gaussiano,
centrado y de covarianza

E
[
Xn

(
k

2n

)
Xn

(
`

2n

)]
=

k

2n
∧ `

2n
. (3.5)

Para n = 0 tenemos que X0 es lineal y su extremo X0(1) es una variable aleatoria
gaussiana centrada, en otras palabras, cualquier X0(t) es combinación lineal de
variables aleatorias gaussianas, más aún

E [X0(0)X0(1)] = E [0 ·X0(1)]

= 0

=
0

2n
∧ 1

2n
.

Supongamos valido el caso para n− 1. Observemos que (Xn(k/2n), 0 ≤ k ≤ 2n)
es una combinación lineal del vector Gaussiano (Xn−1(k/2n−1), 0 ≤ k ≤ 2n−1)
y de la familia de variables aleatorias Gaussianas (ξk,n, 0 ≤ k ≤ 2n), donde
ambos componentes son independientes, por lo que, (Xn(k/2n), 0 ≤ k ≤ 2n) es
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un vector Gaussiano.

Basta mostrar el caso en que ` = k, pues si ` > k hacemos

E
[
Xn

(
k

2n

)
Xn

(
`

2n

)]
= E

[
Xn

(
k

2n

)(
Xn

(
`

2n

)
−Xn

(
k

2n

)
+Xn

(
k

2n

))]
= E

[
Xn

(
k

2n

)(
Xn

(
`

2n

)
−Xn

(
k

2n

))]
+ E

[
X2
n

(
k

2n

)]
= E

[
X2
n

(
k

2n

)]
.

Entonces, supongamos que ` = k, y veamos que,

E
[
X2
n

(
k

2n

)]
=

k

2n
.

Para el caso en el que k es par, tenemos queXn(k/2n) = Xn(2j/2n) = Xn−1(j/2n−1)
entonces

E
[
X2
n

(
k

2n

)]
= E

[
X2
n

(
2j

2n

)]
= E

[
X2
n−1

(
j

2n−1

)]
=

j

2n−1
,

Pero, k = 2j, entonces j = k/2, por lo que

E
[
X2
n

(
k

2n

)]
=

j

2n−1
=

k

2n
.

Para el caso en el que k es impar tenemos que

Xn

(
k

2n

)
= Xn

(
2j + 1

2n

)
= Xn−1

(
2j + 1

2n

)
+

ξ2j+1,n

2(n+1)/2

= Xn−1

(
2j

2n

)
+Xn−1

(
2(j + 1)

2n

)
+

ξ2j+1,n

2(n+1)/2

=
1

2

(
Xn−1

(
j

2n−1

)
+Xn−1

(
j + 1

2n−1

))
+

ξ2j+1,n

2(n+1)/2
.
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Por lo tanto,

E
[
X2
n

(
k

2n

)]
= E

[(
1

2

(
Xn−1

(
j

2n−1

)
+Xn−1

(
j + 1

2n−1

))
+

ξ2j+1,n

2(n+1)/2

)2
]

= E

[
1

4

(
Xn−1

(
j

2n−1

)
+Xn−1

(
j + 1

2n−1

))2

+

(
ξ2j+1,n

2(n+1)/2

)2
]

+ E
[(

ξ2j+1,n

2(n+3)/2

)(
Xn−1

(
j

2n−1

)
+Xn−1

(
j + 1

2n−1

))]
= E

[
1

4

(
Xn−1

(
j

2n−1

)
+Xn−1

(
j + 1

2n−1

))2
]

+ E

[(
ξ2j+1,n

2(n+1)/2

)2
]

+ E
[
ξ2j+1,n

2(n+3)/2

]
E
[
Xn−1

(
j

2n−1

)
+Xn−1

(
j + 1

2n−1

)]
,

Sabemos que ξ es una variable Gaussiana independiente de Xn, además de tener
media igual a 0 y varianza unitaria. Entonces,

E
[
X2
n

(
k

2n

)]
=

1

4
E

[(
Xn−1

(
j

2n−1

)
+Xn−1

(
j + 1

2n−1

))2
]

+
1

2n+1
.

Desarrollando el cuadrado y utilizando nuestro supuesto de covarianza para el
proceso Xn tenemos que

E
[
X2
n

(
k

2n

)]
=

1

4

[
E
[
X2
n−1

(
j

2n−1

)]
+ E

[
X2
n−1

(
j + 1

2n−1

)]
+2E

[
Xn−1

(
j

2n−1

)
Xn−1

(
j + 1

2n−1

)]]
+

1

2n+1

=
1

4

(
j

2n−1

)
+

1

4

(
j + 1

2n−1

)
+

1

2

(
j

2n−1

)
+

1

2n+1

=
4j + 2

2n+1
=

2j + 1

2n
.

Por lo tanto, para toda n ≥ 0, (Xn(t), t ∈ [0, 1]) es un proceso Gaussiano cen-
trado y de covarianza definida en (3.5). Ahora probemos que casi seguramente
el proceso (Xn(t), 0 ≤ t ≤ 1) converge uniformemente en el intervalo [0, 1].
Definamos los siguientes conjuntos,

An =

{
sup
t∈[0,1]

|Xn(t)−Xn−1(t)| ≥ 2−n/4

}
.
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Notemos que,

P(An) = P

2n−1⋃
j=0

{
sup

t∈[j/2n,(j+1)/2n]

|Xn(t)−Xn−1(t)| ≥ 2−n/4

}
= P

2n−1⋃
j=0

{∣∣∣∣ ξ2j+1,n

2(n+1)/2

∣∣∣∣ ≥ 2−n/4
}

≤ 2nP
(
|N(0, 1)| ≥ 2(n+2)/4

)
= 2n+1P

(
N(0, 1) ≥ 2(n+2)/4

)
≤ 1√

π
2

3n
4 e−2n/2 ,

Lo cual implica que
∑

P(An) < ∞, y entonces, por la Ley de Borel - Cantelli
tenemos que

P
(

ĺım sup
n

An

)
= 0.

Luego, tenemos que existe un conjunto Ω̃ ∈ F con P(Ω̃) = 1, tal que, para
todo ω ∈ Ω̃ existe N(ω) <∞ donde

sup
t∈[0,1]

|Xn(t)−Xn−1(t)| ≤ 2−n/4 ∀n ≥ N.

Es decir, casi seguramente el proceso Xn(t) converge uniformemente con t ∈
[0, 1]. Al ser, (Xn(t);n ≥ 0, 0 ≤ t ≤ 1) uniformemente convergente en C([0, 1],R),
dicho ĺımite es una función continua, ya que C([0, 1],R) es completo bajo la to-
poloǵıa uniforme. Sea

X(t) := ĺım
n→∞

Xn(t), t ∈ [0, 1],

entonces, por construcción, el proceso (X(t), 0 ≤ t ≤ 1) es un proceso Gaussiano
que satisface

E [X(s)X(t)] = ĺım
n→∞

E[Xn(sn)Xt(tn)]

= ĺım
n→∞

sn ∧ tn

= s ∧ t,

donde (sn) y (tn) son diádicos de la forma j/2n y tales que sn → s, tn → t.
Por lo tanto, (X(t), 0 ≤ t ≤ 1) es un movimiento Browniano en el intervalo [0, 1].

Para finalizar, consideremos B0
t , B

1
t , B

2
t , . . . movimientos Brownianos inde-

pendientes en el intervalo [0, 1] y definamos

Bt =

{
B0
t , si t ∈ [0, 1]

Bnt−n +
∑n−1
m=0B

m
1 , si t ∈ [n, n+ 1)
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Entonces, por último veamos que Bt es un movimiento Browniano en R+.

Recordemos que la combinación lineal de un proceso Gaussiano centrado es
de nuevo, un proceso Gaussiano, por lo tanto, de la definición de Bt, tenemos
que es un proceso Gaussiano centrado.

Además, veamos que para todo s, t ∈ R+ se cumple que

E[BsBt] = s ∧ t.

Consideremos primero el caso en que, s, t ∈ [n, n + 1) para cualquier n, con
s < t. Tenemos que

E[BsBt] = E

[(
Bns−n +

n−1∑
m=0

Bm1

)(
Bnt−n +

n−1∑
m=0

Bm1

)]

= E[Bns−nB
n
t−n] + E

[
n−1∑
m=0

Bns−nB
m
1

]
+ E

[
n−1∑
m=0

Bnt−nB
m
1

]
+ E

[
n−1∑
m=0

(Bm1 )
2

]

= E[Bns−nB
n
t−n] +

n−1∑
m=0

E
[
Bns−nB

m
1

]
+

n−1∑
m=0

E
[
Bnt−nB

m
1

]
+

n−1∑
m=0

E
[
(Bm1 )

2
]
.

De la independencia de los movimientos B0, B1, B2, . . . , Bn−1, Bn y al ser
procesos Gaussianos centrados; tenemos que E[BmBn] = 0 para toda m < n.
Por lo tanto

E[BsBt] = E[Bns−nB
n
t−n] +

n−1∑
m=0

E
[
(Bm1 )

2
]
.

Como Bnt es un proceso Gaussiano, sabemos que tiene una varianza igual a
1, entonces

E[BsBt] = E[Bns−nB
n
t−n] +

n−1∑
m=0

E
[
(Bm1 )

2
]

= (s− n) ∧ (t− n) + n

= (s ∧ t).

Para el caso en que, los tiempos s y t no pertenezcan al mismo intervalo de
tiempo, observemos que para s ∈ [m,m+ 1) y t ∈ [n, n+ 1) con m < n se tiene

E[BsBt] = E

Bms−m +

m−1∑
j=0

Bj1

(Bnt−n +

n−1∑
k=0

Bk1

)
= E[Bms−mB

n
t−n] + E

[
n−1∑
k=0

Bms−mB
k
1

]
+ E

m−1∑
j=0

Bnt−nB
j
1

+ E

m−1∑
j=0

Bj1

n−1∑
k=0

Bk1


= E[Bms−mB

n
t−n] +

n−1∑
k=0

E
[
Bms−mB

k
1

]
+

m−1∑
j=0

E
[
Bnt−nB

j
1

]
+ E

m−1∑
j=0

Bj1

n−1∑
k=0

Bk1


Al ser Bm y Bn independientes para todo m 6= n y procesos Gaussianos cen-
trados, tenemos que E[Bms−mB

n
t−n] = 0; lo mismo ocurre para la primera y
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segunda suma excepto cuando su ı́ndice superior coincide, de ah́ı tenemos que
E[Bms−mB

m
1 ] = s − m, al ser Bm un movimiento Browniano en [0, 1]. Por lo

tanto,

E[BsBt] = E[Bms−mB
n
t−n] +

n−1∑
k=0

E
[
Bms−mB

k
1

]
+

m−1∑
j=0

E
[
Bnt−nB

j
1

]
+ E

m−1∑
j=0

Bj1

n−1∑
k=0

Bk1


= (s−m) + E

m−1∑
j=0

Bj1

n−1∑
k=0

Bk1

 . (3.6)

Desarrollando la última expresión vemos que

E

m−1∑
j=0

Bj1

n−1∑
k=0

Bk1

 =

m−1∑
j=0

n−1∑
k=0

E
[
Bj1B

k
1

]

=

m−1∑
j=0

1 = m. (3.7)

Utilizando (3.7) en (3.6) tenemos que

E[BsBt] = (s−m) + E

m−1∑
j=0

Bj1

n−1∑
k=0

Bk1


= (s−m) +m

= s = s ∧ t.

Por lo tanto Bt es un movimiento Browniano en R+.

3.3. Trayectorias del movimiento Browniano

En esta sección, estudiaremos las propiedades trayectoriales del movimiento
Browniano, y más espećıficamente probaremos el Criterio de Continuidad de
Kolmogorov, resultado que nos asegura existe una versión continua del movi-
miento Browniano.

Definición 3.5. Sean X = (Xt, t ≥ 0) y X̃ = (X̃t, t ≥ 0) dos procesos definidos
en un conjunto R+. Decimos que X̃ es una modificación de X si para toda
t ∈ R+, Xt = X̃t c.s.

Si X̃ es una modificación de X, para toda n y para toda (t1, t2, . . . , tn) ∈ Rn+,
entonces

(Xt1 , Xt2 , . . . , Xtn) = (X̃t1 , X̃t2 , . . . , X̃tn) c.s.

En particular, si alguno de los procesos es un movimiento Browniano, el otro
también. Sin embargo, X y X̃ pueden tener trayectorias completamente dife-
rentes.
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Definición 3.6. Decimos que X y X̃ son indistinguibles si

P
(
Xt = X̃t, ∀t ∈ R+

)
= 1

Si X y X̃ son indistinguibles entonces X̃ es una modificación de X, además,
ambos procesos tienen las mismas trayectorias casi seguramente.

Por otra parte, observemos que si X̃ = (X̃t, t ∈ R+) es una modificación
de X = (Xt, t ∈ R+) y ambos tienen trayectorias continuas casi seguramente,
entonces X y X̃ son indistinguibles.

Definición 3.7. Sean dos procesos estocásticos (Xt, t ∈ R+) y (X̃t, t ∈ R+)
definidos en los espacios de probabilidad (Ω,F ,P) y (Ω̃, F̃ , P̃), respectivamente,
y con el mismo espacio de estados (E, E).

Decimos queX y X̃ son equivalente si para cualquier sucesión finita t1, t2, . . . , tn
donde 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tn <∞ y toda Ai ∈ E con 1 ≤ i ≤ n,

P (Xt1 ∈ A1, Xt2 ∈ A2, . . . , Xtn ∈ An) = P
(
X̃t1 ∈ A1, X̃t2 ∈ A2, . . . , X̃tn ∈ An

)
.

Teorema 3.3 (Criterio de Continuidad de Kolmogorov). Sea X = (Xt, t ∈ I)
un proceso aleatorio indexado por un intervalo I ⊂ R con valores en (E, d) un
espacio métrico completo. Supongamos que existen p, ε, c > 0 tal que

E [(d(Xs, Xt))
p
] ≤ c|t− s|1+ε, s, t ∈ I.

Entonces, existe una modificación X̃ de X, cuyas trayectorias son localmente
Hölder de ı́ndice α, para toda α ∈ (0, ε/p), es decir, para toda T ≥ 0,

d
(
X̃s(ω), X̃t(ω)

)
≤ K(ω, T )|t− s|α, s, t ≤ T.

Demostración. La demostración de este importante resultado se basa en tres
problemas. 1. Comprobar que las trayectorias del proceso X̃ son α-Hölder con-
tinuas en el conjunto de números diádicos del intervalo [0, 1]. 2. “Extender” al
proceso X̃ para un intervalo [0, T ]. 3. Finalmente, mostrar que X̃ está bien de-
finido y que resulta ser una modificación de nuestro proceso original.

Consideremos sin pérdida de generalidad que I es un intervalo acotado y para
simplificar la notación, definamos I = [0, 1]. De la desigualdad de Chebyshev
veamos que para toda a > 0 y para toda s, t ∈ [0, 1] tenemos que

P (d(Xs, Xt) > a) ≤ E [(d(Xs, Xt)
p)]

ap
≤ c |t− s|

1+ε

ap
. (3.8)

Si consideramos a Dn como el conjunto de números diádicos del intervalo [0, 1]
tales que Dn = {k/2n : k = 0, 1, . . . , 2n}, entonces D0, D1, . . . es una suce-
sión de conjuntos crecientes, por lo que podemos definir al siguiente conjunto
D = ∪nDn = ĺımnDn.

Tomemos a s = (i − 1)/2n, t = i/2n y a = 1/2nα. De (3.8), con α fija en
(0, ε/p) obtenemos

P
(
d(X i−1

2n
, X i

2n
) >

1

2nα

)
≤ c |i/2

n − (i− 1)/2n|1+ε

2−nαp

=
c

2n(1+ε−αp) .
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Como α ∈ (0, ε/p) entonces, ε− pα > 0, por lo tanto

∑
n≥1

P
(

máx
1≤i≤2n

d(X i−1
2n
, X i

2n
) >

1

2nα

)
≤
∑
n≥1

2n∑
i=1

P
(
d(X i−1

2n
, X i

2n
) >

1

2nα

)
=
∑
n≥1

c2n

2n(1+ε−αp)

=
∑
n≥1

c

2n(ε−αp) <∞

En virtud del Lema de Borel-Cantelli sabemos que existe un conjunto Ω̃ ⊂ Ω,
Ω̃ ∈ F , con P(Ω̃) = 1 tal que para cada ω ∈ Ω̃ existe una n0 := n0(ω) < ∞ tal
que para toda n ≥ n0,

máx
1≤i≤2n

d
(
X i−1

2n
, X i

2n

)
≤ 2−nα, n ≥ n0. (3.9)

Por lo tanto,

sup
n≥n0

máx
1≤i≤2n

d
(
X i−1

2n
, X i

2n

)
2−nα

≤ 1.

Entonces,

sup
n≥1

máx
1≤i≤2n

d
(
X i−1

2n
, X i

2n

)
2−nα

≤ K(ω).

Veamos que lo anterior implica la condición α-Hölder que buscamos observar en
las trayectorias del proceso X.

Recordemos que t ∈ D si y solo si podemos escribir a t como
∑N
k=1 ζk/2

k

donde ζk ∈ {0, 1}. Consideremos dos elementos s, t ∈ D tales que s < t. Sea
q ≥ 1 el entero más grande donde la desigualdad t−s < 2−q se cumple. Entonces,
existen 0 ≤ k ≤ 2q y enteros l,m ≥ 0 tales que

s =
k

2q
+
ζq+1

2q+1
+
ζq+2

2q+2
+ . . .+

ζq+l
2q+l

, ζj = 0 ó 1;

t =
k

2q
+
ζq+1

2q+1
+
ζq+2

2q+2
+ . . .+

ζq+m
2q+m

, ζ̃j = 0 ó 1.

Donde k = [2qs], en el cual [x] es tal que [x] ≤ x ≤ [x + 1]. Notemos que
k ≤ [2qt] ≤ [2q(s+ 2−q)] = k + 1. Definamos los siguiente números,

si =
k

2q
+
ζq+1

2q+1
+
ζq+2

2q+2
+ . . .+

ζq+i
2q+i

, i = 0, 1, . . . , l

tj =
k

2q
+
ζq+1

2q+1
+
ζq+2

2q+2
+ . . .+

ζq+j
2q+j

, j = 0, 1, . . . ,m.
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Entonces, de la desigualdad del triángulo obtenemos

d(Xs, Xt) = d(Xsl , Xtm)

≤ d(Xs0 , Xt0) +

l∑
i=1

d(Xsi , Xsi−1
) +

m∑
j=1

d(Xtj , Xtj−1
)

≤
l∑
i=1

K(ω)2−(q+i)α +

m∑
j=1

K(ω)2−(q+j)α (haciendo uso de (3.9))

= K(ω)2−qα

 l∑
i=1

2−iα +

m∑
j=1

2−jα


≤ 2K(ω)2−qα

∞∑
i=1

2−iα

= 2K(ω)2−qα

[
1 +

∞∑
i=1

2−iα

]
(serie geométrica)

= 2K(ω)2−qα
[
1 +

2−α

1− 2−α

]
= 2K(ω)2−qα

[
1

1− 2−α

]
=

2K(ω)2−qα

1− 2−α
.

Por último, tenemos que 2−(q+1) < t− s, entonces

d(Xs, Xt) ≤
2K(ω)2−qα

1− 2−α

≤ 2α+1K(ω)

1− 2−α
(t− s)α.

Por lo tanto, para toda ω ∈ Ω̃, la trayectoria t → Xt(ω) en el conjunto D es
Hölder continua de ı́ndice α, y con mayor razón, uniformemente continua en D.

Definamos un nuevo proceso estocástico para todo t ∈ I,

X̃t(ω) :=

{
ĺıms→tXs(ω), si ω ∈ Ω̃, s ∈ D,
x0 ∈ E, si Ω̃c.

El ĺımite existe gracias a la condición de continuidad uniforme y al criterio de
Cauchy. Por definición, el proceso X̃ es Hölder continuo de ı́ndice α. Basta ver
que X̃ es una modificación del proceso X.

Veamos que para todo δ > 0 se tiene que

P (d(Xs, Xt) > δ) ≤ E[d(Xs, Xt)
p]

δp

≤ c|t− s|1+ε

δp
s→t−−−→ 0.

Por lo que, para toda t ∈ I se tiene que

Xt = ĺım
s→t

Xs, en probabilidad. (3.10)
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Como X̃t = ĺıms→tXs casi seguramente, con s ∈ D; por (3.10) tenemos que
Xt = ĺıms→tXs en probabilidad, con s ∈ D. Entonces, Xt = X̃t casi segura-
mente.

Corolario 3.4. Sea B = (Bt, t ≥ 0) un movimiento Browniano. El proceso
B admite una modificación cuyas trayectorias son localmente hölderianas de
ı́ndice α = 1/2− ε, para ε ∈ (0, 1/2). En particular, B admite una modificación
continua.

Demostración. Recordemos queBt−Bs posee la misma distribución que
√

(t− s)N
donde N es una variable aleatoria normal estándar. Entonces, para p > 0 tene-
mos,

E [|Bs −Bt|p] = |t− s|p/2E [|N(0, 1)|p] ,

Luego, para una ε ∈ (0, 1/2) tenemos que

E [|Bs −Bt|p] = |t− s|p/2E
[
|B̃1|p

]
= c(p)|t− s|1+(p/2−1),

Tomando p > 2, vemos que para α < (p/2 − 1)/p, tomando ε = p/2 − 1. Si
tomamos a p suficientemente grande, podemos aplicar el Criterio de Continuidad
de Kolmogorov para probar nuestro enunciado.

3.4. Propiedad de Markov

En esta última sección mostraremos la propiedad de Markov para el mo-
vimiento Browniano, la cual a grandes rasgos, nos dice que si un movimiento
Browniano B = (Bt, t ∈ R+) comienza en un punto x, entonces el movimiento
a tiempo B̃ = (Bt+s −Bs, t ∈ R+) tiene la misma distribución como el proceso
que comenzó en s.

Para poder ver este resultado, considere a F0
t como la σ-álgebra generada

por {Bs, s ≤ t} y sea Ft la versión completa de F0
t , es decir, los conjuntos de

F0
t junto con los subconjuntos de conjuntos de medida cero. Se tiene que para

s < t, entonces Fs ⊂ Ft.

Teorema 3.5 (Propiedad de Markov). Sea s > 0, el proceso B̃t = (Bt+s −
Bs, t ≥ 0) es un movimiento Browniano independiente de Fs.

Demostración. Notemos fácilmente que B̃t es un movimiento Browniano, pues
Bt+s y Bs son procesos Gaussianos centrados, por lo que la diferencia entre ellos
resulta ser un proceso Gaussiano centrado. Además, Bt+s y Bs son procesos
continuos, entonces Bt+s −Bs es continuo. Por último, veamos que

COV
(
B̃u, B̃v

)
= E [(Bu+s −Bs)(Bv+s −Bs)]

= E[Bu+s Bv+s]− E[Bu+s Bs]− E[Bs Bv+s] + E[Bs Bs]

= (u+ s ∧ v + s)− s− s+ s

= u ∧ v.
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Por lo que B̃ es un movimiento Browniano.

Recordemos que si dos vectores (finitos) son independientes, entonces, lo son
también para conjuntos de clases bajo intersecciones finitas (Teorema 10.1 de
[7, p. 65]) y del Teorema de Clases Monótonas [7, p. 36], entonces, basta ver
que para toda s1 ≤ s2 ≤ . . . ≤ sn ≤ s y t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tm ≤ t, los vectores
(B̃t1 , . . . , B̃tm) y (Bs1 , . . . , Bsn) son independientes.

Como (B̃t1 , . . . , B̃tm) y (Bs1 , . . . , Bsn) son vectores Gaussianos, de la Pro-
posición 3.2 tenemos que para toda i 6= j

COV (B̃tjBsi) = E
[
B̃tjBsi

]
= E

[(
Btj+s −Bs

)
Bsi
]

= E
[
Btj+sBsi

]
− E [BsBsi ]

= si − si = 0,

lo que nos asegura la independencia de los vectores y por el argumento previo,
tenemos que B̃t es independiente de Fs.

Otra manera de ver la la propiedad de Markov es la siguiente.

Proposición 3.4. Sea s > 0. Al condicionar el proceso B̂ = (Bt+s, t ≥ 0) con
respecto a Fs, resulta ser un movimiento Browniano que empieza en Bs.

Demostración. Para toda t ≥ 0 tenemos que B̂t = B̃t + Bs. Entonces, si t1 ≤
t2 ≤ . . . ≤ tn y toda función boreliana y acotada f : Rn → R, se tiene que

E
[
f
(
B̂t1 , . . . , B̂tn

) ∣∣∣∣Fs] = E
[
f
(
B̃t1 +Bs, . . . , B̃tn +Bs

) ∣∣∣∣Fs]
= E

[
f
(
B̃t1 + x, . . . , B̃tn + x

)
, x = Bs

]
= E [f (Bt1 + x, . . . , Btn + x)] (prop. de Markov)

= Ex [f (Bt1 , . . . , Btn)] ,

donde Ex es la ley del movimiento Browniano que empieza en x. Por lo que, B̂
es un movimiento Browniano que comienza en el punto Bs = x.

3.4.1. Ley de Blumenthal

Presentamos la Ley 0 - 1 de Blumenthal, la cual es una herramienta útil pa-
ra estudiar ciertas propiedades de las trayectorias del movimiento Browniano,
aunque no es el objetivo principal de este caṕıtulo, se darán algunas observa-
ciones. Se dice que una σ-álgebra F , es trivial si para toda A ∈ F , se tiene que
P(A) = 0 o 1.

Teorema 3.6 (Ley 0 - 1 de Blumenthal). Sea Ft+ = ∩u>tFu, entonces F0+ es
trivial.

Demostración. Veamos primero que para toda s ≥ 0, (Bt+s − Bs, t ≥ 0) es
independiente de Fs+ . Para obtener este resultado, basta ver que para todo
evento A en Fs+ , con 0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tn se tiene que

E
[
1Af

(
B̃t1 , . . . , B̃tn

)]
= P(A)E [f (Bt1 , . . . , Btn)] ,
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donde f : Rn → R es continua y acotada, además B̃ti = Bti+s −Bs.

De la propiedad de Markov, observemos que para cualquier ε > 0, con A ∈
Fs+ ⊂ Fs+ε se tiene que

E
[
1Af

(
B̃

(ε)
t1 , . . . , B̃

(ε)
tn

)]
= P(A)E [f (Bt1 , . . . , Btn)] ,

donde B̃
(ε)
ti = Bti+s+ε−Bs+ε. Haciendo tender ε a 0 y aplicando el Teorema de

Convergencia Dominada de Lebesgue en ambos lados de la igualdad, obtenemos
la igualdad deseada.

Por último, si tomamos s = 0, tenemos que (Bt, t ≥ 0) es independiente de
F0+ . Se sigue entonces que σ(Bt, t ≥ 0) y F0+ son independientes, sin embargo,
tenemos que

F0+ =
⋂
u>0

Fu ⊂ F∞,

donde F∞ es la versión completa de σ(Bt, t ≥ 0). De estos hechos podemos
deducir que todo conjunto A ∈ F0+ es independiente de si mismo, es decir,
P(A) = 0 ó 1.

Una consecuencia de la Ley 0 - 1 de Blumenthal es la siguiente.

Proposición 3.5. Consideremos un movimiento Browniano Bt y definamos

τ+
0 = ı́nf{t ≥ 0 : Bt > 0};
τ−0 = ı́nf{t ≥ 0 : Bt < 0}.

Entonces, τ+
0 = 0 c. s. y τ−0 = 0 c. s.

Demostración. Es fácil ver que, si B es un movimiento Browniano, entonces
−B resulta ser un movimiento Browniano. A esta propiedad se le conoce como
simetŕıa del movimiento Browniano, lo que nos permite deducir que si ε > 0
entonces

P(Bt ≤ 0) = P(Bt ≥ 0) = 1/2, para toda t ∈ [0, ε].

Aśı, para toda ε > 0 se cumple que P(Bt ≥ 0, t ∈ [0, ε]) ≤ 1/2 y P(τ−0 ≤ ε) ≥ 1/2.
Haciendo ε→∞ tenemos que P(τ−0 = 0) ≥ 1/2.

Luego, podemos ver que {τ−0 = 0} ∈ F0+ ya que

{τ−0 = 0} =
⋂
n≥1

{
0 < t <

1

n
: Bt < 0

}
.

Entonces, τ−0 debe tener probabilidad 0 ó 1, pero ya sabemos que P(τ−0 =
0) ≥ 1/2, entonces P(τ−0 = 0) = 1, donde el mismo argumento aplica para
τ+
0 .
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Lo cual nos dice casi seguramente que los tiempos {t : Bt = 0} no son aco-
tados, en otras palabras, vemos que el movimiento Browniano oscila alrededor
de su punto de origen.

Además, el resultado anterior nos dice que casi seguramente, el movimiento
Browniano entre inmediatamente a (0,∞), esta propiedad será de gran utilidad
a la hora de analizar una caracteŕıstica peculiar en los problemas de tiempo de
paro a tiempo continuo.

De acuerdo al último resultado, la trayectoria del movimiento Browniano
oscila infinitamente alrededor de su punto de inicio.

3.5. Propiedad Fuerte de Markov

En la última parte de este caṕıtulo veremos la extensión de la propiedad
de Markov a tiempo no determinista. Consideremos un movimiento Browniano
B = (Bt, t ≥ 0) definido en un espacio de probabilidad completo (si todos los
subconjuntos de eventos nulos son eventos nulos) (Ω,F ,P) y las σ-álgebras como
en la sección pasada.

Teorema 3.7 (Propiedad Fuerte de Markov). Sea τ un tiempo de paro. Consi-
dere el proceso (B̃t := Bt+τ −Bτ , t ≥ 0), si éste es condicionado con respecto al
evento {τ < ∞}, entonces, B̃t es un movimiento Browniano independiente de
Fτ . Donde Fτ es descrita en la Definición 1.3.

Demostración. Como en la prueba de la Propiedad de Markov, basta probar
que para todo evento A ∈ Fτ , con 0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tn y una función f : Rn → R+

continua y acotada,

E
[
1Af

(
B̃t1 , . . . , B̃tn

)]
= P(A)E [f (Bt1 , . . . , Btn)] , (3.11)

después utilizar el Lema de Clases Monótonas ([7, p. 36]) para extender el re-
sultado al proceso completo con respecto a la σ-álgebra Fτ .

Para ver que B̃ es un movimiento Browniano, basta con escoger A como Ω
en (3.11) y observar que las trayectorias de B̃ son siempre continuas.

Finalmente, veamos que se cumple la ecuación anterior. Consideremos núme-
ros diádicos de tal manera que podamos aproximarnos a nuestro proceso, en-
tonces tenemos que

∞∑
j=1

1{ j−1
2m <τ≤ j

2m }
f
(
B j

2m+t1
−B j

2m
, · · · , B j

2m+tn
−B j

2m

)
m→∞−−−−→ f

(
B̃t1 , . . . , B̃tn

)
.

Del Teorema de Convergencia Monótona,

E
[
1Af

(
B̃t1 , . . . , B̃tn

)]
= ĺım
m→∞

∞∑
j=1

E
[
1A∩{ j−1

2m <τ≤ j
2m }

f
(
B j

2m+t1
−B j

2m
, · · · , B j

2m+tn
−B j

2m

)]
.

(3.12)
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Para un A ∈ Fτ se tiene que el evento A ∩ {(j − 1)/2m < τ ≤ j/2m} es Fj/2m -
medible, por lo que coincide casi seguramente con un evento de σ(Bs, s ≤ j/2m).
Al aplicar la propiedad de Markov, obtenemos

E
[
1A∩{ j−1

2m <τ≤ j
2m }

f
(
B j

2m+t1
−B j

2m
, · · · , B j

2m+tn
−B j

2m

)]
= E

[
1A1{ j−1

2m <τ≤ j
2m }

f
(
B j

2m+t1
−B j

2m
, · · · , B j

2m+tn
−B j

2m

)]
= P

(
A ∩

{
j − 1

2m
< τ ≤ j

2m

})
E [f (Bt1 , · · · , Btn)] . (3.13)

Por lo que, aplicando (3.13) en (3.12) se sigue que,

E
[
1Af

(
B̃t1 , . . . , B̃tn

)]
= P(A)E [f (Bt1 , . . . , Btn)] .
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Caṕıtulo 4

Martingalas Continuas

En el presente caṕıtulo estudiamos las propiedades y principales resultados
sobre tiempos de paro y martingalas a tiempo continuo. Muchos resultados se
han visto en el Caṕıtulo 1 en el caso donde el tiempo discreto, sin embargo, se
presentan nuevos conceptos que nos permitirán analizar a detalle los elementos
necesarios para el estudio del Teorema de Paro Óptimo a tiempo continuo. Al
final del caṕıtulo se dan algunas aplicaciones para el movimiento Browniano.

4.1. Conceptos fundamentales

Definición 4.1. Considere un espacio de probabilidad (Ω,F ,P). Una filtración
a tiempo continuo es una familia de sub-σ-álgebras (Ft)t≥0 de F , de tal manera
que Fs ⊂ Ft para s ≤ t. Al sistema (Ω,F , (Ft)t≥0,P) se le conoce como espacio
de probabilidad filtrado.

Recordemos que la filtración canónica asociada al proceso estocástico X =
(Xt, t ≥ 0) está definida como Ft = σ(Xs : s ≤ t). Definamos los siguientes
conceptos.

Ft− = σ

(⋃
s<t

Fs

)
, Ft+ =

⋂
s>t

Fs, para toda t ≥ 0.

De las definiciones anteriores es claro ver que Ft− ⊂ Ft ⊂ Ft+ .

Como se ha visto hasta el momento, el concepto de medibilidad, resulta claro
cuando se fija un tiempo t, entonces se dice que Xt es una función F-medible,
sin embargo, hemos observado que un proceso estocástico continuo depende de
dos variables (t, ω), por lo que; si el evento ω es fijo, no contamos con ninguna
propiedad que pueda decirnos si las trayectorias del proceso son medibles. Para
ello, es conveniente contar con alguna caracteŕıstica de medibilidad conjunta.

Definición 4.2. Un proceso estocástico X = (Xt, t ≥ 0) con espacio de estados
(E, E) se dice medible, si para toda A ∈ E , el conjunto

{(t, ω) : Xt(ω) ∈ A} ∈ B([0,∞))×F ,

es decir,

(t, ω)→ Xt(ω) : ([0,∞)× Ω, B[0,∞)×F)→ (E, E).
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Del Teorema de Fubuni sabemos que si contamos con una función ξ(ω1, ω2)
la cual es F1⊗F2-medible e integrable con respecto a la medida µ1×µ2, sabemos
que las integrales∫

Ω1

ξ(ω1, ω2)µ1(dω1) y

∫
Ω2

ξ(ω1, ω2)µ2(dω2),

están definidas para toda ω1 y ω2, y además, son F1-medible y F2-medible,
respectivamente.

En consecuencia, sabemos que las trayectorias de un proceso medible, son
funciones B[0,∞)-medibles. El hecho de introducir un concepto de filtración
continua, nos permitirá definir conceptos más interesantes y útiles que el de
proceso medible.

Definición 4.3. Considere un espacio de probabilidad filtrado (Ω,F , (Ft)t≥0,P)
y un proceso estocástico (Xt, t ≥ 0) definido en (Ω,F ,P). Se dice que el proceso
es adaptado a la filtración (Ft)t≥0 si para toda t ≥ 0 la variable aleatoria Xt es
Ft-medible.

La siguiente definición es fundamental para el estudios de los procesos a
tiempo continuo.

Definición 4.4 (Proceso Progresivamente Medible). Sea (Ω,F , (Ft)t≥0,P) un
espacio de probabilidad filtrado y sea (Xt, t ≥ 0) un proceso estocástico defi-
nido en (Ω,F ,P), con un espacio de estados (E, E). Decimos que el proceso es
progresivamente medible, o simplemente, progresivo, si para toda t ≥ 0

(s, ω)→ Xs(ω) : ([0, t]× Ω,B[0, t]×F)→ (E, E),

es B[0, t]×Ft-medible.

De las definiciones anteriores podemos afirmar que todo proceso aleatorio es
adaptado a su filtración canónica. Recordemos que (Ft = σ(Xs : s ≤ t), t ≥ 0)
es la filtración canónica de un proceso Xt, por lo que, para cualquier t ≥ 0, Xt

es Ft-medible, es decir, que el proceso es adaptado.

Además, podemos afirmar que un proceso progresivamente medible siempre
es adaptado, pues un proceso progresivo (s, ω) 7→ Xs(ω) es B[0, t]×Ft-medible
para toda t ≥ 0 con s ∈ [0, t], por el Teorema de Fubini, en particular se tiene
que Xt es Ft-medible para toda t ≥ 0, que es la definición de proceso adaptado.

En general no se puede suponer cierto que un proceso adaptado es un proceso
progresivo, a menos que éste sea continuo por la derecha o por la izquierda, como
se verá en el siguiente resultado.

Proposición 4.1. Sea (X = Xt, t ≥ 0) un proceso estocástico con valores en
un espacio métrico (E, E), adaptado a la filtración (Ft)t≥0 y continuo por la
derecha (o por la izquierda), entonces X es progresivo.

Demostración. Veamos el caso en que X es continuo por la derecha, pues cuando
es continuo por la izquierda, la prueba es similar. Para verificar que un proceso
es progresivo basta ver que para cada conjunto A ∈ B(E)

{(s, ω) ∈ [0, t]× Ω : Xs(ω) ∈ A} ∈ B[0, t]×Ft, (4.1)
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Si definimos al proceso continuo en función de un proceso discreto podremos
verificar la condición deseada y por la continuidad de X, lograremos probar la
afirmación. Consideremos entonces para cada n ≥ 1, k ∈ {0, 1, . . . , 2n − 1} y
s ∈ [0, t] el siguiente proceso

Xn
s (ω) =

{
X (k+1)t

2n
(ω), si kt

2n < s ≤ (k+1)t
2n ,

X0(ω), si s = 0.

De la continuidad de X sabemos que ĺımn→∞Xn
s (ω) = Xs(ω) para toda (s, ω) ∈

[0, t]× Ω. Por último, veamos que (4.1) se cumple para Xn
s . Al conjunto

{(s, ω) ∈ [0, t]× Ω : Xs(ω) ∈ A},

lo podemos escribir de tal manera que cada uno de sus elementos pertenezca a
B[0, t]×Ft, por ejemplo

2n−1⋃
k=0

{(
kt

2n
,

(k + 1)t

2n

]
×
{
X (k+1)t

2n ∈A

}}⋃
{{0} × {X0(ω) ∈ A}} .

Del argumento anterior podemos afirmar que X es un proceso progresivo.

El siguiente concepto será la base para la definición de una σ-álgebra ligada
a los proceso progresivamente medibles, además de ser un concepto útil en lo
posterior.

Definición 4.5. Se dice que un conjunto A ⊂ R+ × Ω es progresivamente
medible si el proceso asociado a A

Xt(ω) = 1A(t, ω) =

{
1, si (t, ω) ∈ A,
0, si (t, ω) /∈ A,

es progresivamente medible.

Proposición 4.2. La familia de conjuntos progresivamente medibles forma una
σ-álgebra conocida como σ-álgebra progresiva.

Demostración. Consideremos el proceso definido como

Xt(ω) = 1R+×Ω(t, ω) =

{
1, si (t, ω) ∈ R+ × Ω,

0, si (t, ω) /∈ R+ × Ω.

Este proceso claramente cumple que para todo A ∈ B(E), el conjunto

{(s, ω) ∈ [0, t]× Ω : Xs(ω) ∈ A},

es un elemento de B[0, t] × Ft, por lo tanto, R+ × Ω está en la familia de con-
juntos progresivamente medibles.

Comprobemos que si un conjunto A pertenece a la familia de conjuntos
progresivamente medibles, su complemento también. Sabemos entonces que si
B ∈ {A ⊂ R+ × Ω : A es progresivamente medible} entonces el proceso

Xt(ω) = 1B(t, ω) =

{
1, si (t, ω) ∈ B,
0, si (t, ω) /∈ B.
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es progresivamente medible. Definamos al proceso Yt como

Yt(ω) = 1Bc(t, ω) =

{
1, si (t, ω) ∈ Bc,
0, si (t, ω) /∈ Bc.

El cual podemos ver como

Yt(ω) =

{
1, si (t, ω) /∈ B,
0, si (t, ω) ∈ B.

De esta manera, al ser B un conjunto progresivamente medible, el complemento
Bc también lo es.

Para finalizar la prueba veamos que la familia de conjuntos progresivamente
medibles es cerrada bajo intersecciones, para esto veamos que si una sucesión
de conjuntos disjuntos a pares A1, A2, . . . pertenecen a la familia de conjuntos
progresivamente medibles, entonces tenemos que el proceso

Xn
t (ω) = 1An(t, ω) =

{
1, si (t, ω) ∈ An,
0, si (t, ω) /∈ An.

Es progresivamente medible. Por lo tanto, si consideramos a

Xt(ω) = 1∪An(t, ω) =

{
1, si (t, ω) ∈ ∪n≥1An,

0, si (t, ω) /∈ ∪n≥1An.

El cual podemos escribir como

Xt(ω) = 1∪An(t, ω)

=
∑
n≥1

1An(t, ω).

Donde cada proceso 1An(t, ω) es progresivamente medible, entonces Xt(ω) tam-
bién lo es.

De estas tres propiedades, podemos decir que la familia de conjuntos pro-
gresivamente medibles forma un σ-álgebra.

La siguiente proposición muestra la relación entre la σ-álgebra progresiva y
los procesos progresivamente medibles.

Proposición 4.3. Sea (Xt, t ≥ 0) un proceso estocástico definido en (Ω,F ,P),
con un espacio de estados (E,B(E)). El proceso X es progresivamente medible
si y solo si (t, ω)→ Xt(ω) es medible con respecto a la σ-álgebra progresiva.

Demostración. Supongamos que X es un proceso progresivo, recordemos que
para probar la medibilidad de un proceso con respecto a la σ-álgebra se tiene
que ver que, para todo conjunto A ∈ B(E), el conjunto {(t, ω) : Xt(ω) ∈ A}
pertenece a la σ-álgebra, en este caso, a la σ-álgebra progresiva.

De la definición de la σ-álgebra progresiva, tenemos que, si tenemos un con-
junto B ∈ [0,∞)× Ω cuyo proceso asociado 1B(t, ω) es progresivo, entonces B
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es un elemento de la σ-álgebra progresiva.

Consideremos entonces, para A ∈ B(E) y t ≥ 0 el conjunto

B := {(s, ω) ∈ [0, t]× Ω : Xs(ω) ∈ A} .

Al ser X un proceso progresivo, tenemos que B ∈ B[0, t] × Ft. Entonces, para
todo conjunto A ∈ B(E) tenemos que el proceso asociado a B

1B(s, ω) =

{
1, si (s, ω) ∈ B,
0, si (s, ω) /∈ B,

es claramente un proceso progresivo y al cumplirse para todo tiempo t ≥ 0, se
tiene que B ∈ B(R+)×F , por lo tanto, la aplicación (t, ω) 7→ Xt(ω) es medible
con respecto a la σ-álgebra progresiva.

Por otro parte, supongamos que (t, ω) 7→ Xt(ω) es medible con respecto a
la σ-álgebra progresiva, definamos

C := {(s, ω) ∈ [0,∞)× Ω : Xs(ω) ∈ A} .

Si A ∈ B(E), entonces C es parte de la σ-álgebra progresiva, en otras palabras,
el proceso asociado al conjunto C, 1C(s, ω) es progresivamente medible. Luego,
tenemos

C ∩ {[0, t]× Ω} = {(s, ω) ∈ [0, t]× Ω : Xs(ω) ∈ A} ,

lo cual implica que X es progresivamente medible.

4.2. Tiempos de paro a tiempo continuo

En esta sección introduciremos la noción de un tiempo de paro, pero esta
vez a tiempo continuo. Antes de entrar de lleno al estudio de los tiempos de
paro a tiempo continuo, consideremos las siguientes definiciones.

Definición 4.6. Una filtración (Ft)t≥0 se llama continua por la derecha si
Ft = Ft+ = ∩s>tFs, para toda t ≥ 0.

Consideremos a la filtración (Ft+)t≥0 y veamos que es continua por la de-
recha. Para facilitar el argumento, vamos a escribir Ft+ como Gt, por lo que
tenemos, por definición que Gt ⊆ Gt+ , más aún

Gt+ =
⋂
s<t

Gs =
⋂
s<t

Fs+ =
⋂
s<t

(⋂
u<s

Fu

)
⊆
⋂
s<t

Fs = Ft+ = Gt

Por lo que Gt = Gt+ , en otras palabras, la filtración (Ft+)t≥0 es continua por la
derecha.

Definición 4.7. Sea (Ft)t≥0 una filtración. Si F0 contiene a todos los conjuntos
P-nulos entonces decimos que es una filtración completa.
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Definición 4.8. Decimos que la filtración (Ft)t≥0 cumple con las condiciones
habituales si es continua por la derecha y es completa.

Las propiedades de los tiempos de paro discretos son similares a las que a
continuación veremos, pero es conveniente ver las definiciones detalladamente.

Definición 4.9. En un espacio de probabilidad filtrado (Ω,F , (Ft)t≥0,P), una
función τ : Ω → [0,∞] se llama tiempo de paro con respecto a la filtración
(Ft)t≥0 si

1. τ es F∞-medible.

2. El conjunto {τ ≤ t} pertenece a Ft, para toda t ≥ 0.

Resulta claro ver que, si τ es una función constante, entonces es un tiempo
de paro. Si consideramos a k, una constante positiva, y además t ∈ [0, k), el
conjunto {τ +k ≤ t} = ∅ el cual esta en Ft, por otro lado, si t ∈ [k,∞) entonces

{τ + k ≤ t} = {τ ≤ t− k} ∈ Ft−k ⊆ Ft.

Lo cual implica que τ + k es un tiempo de paro.

Proposición 4.4. Si la filtración (Ft)t≥0 es continua por la derecha, entonces
τ es un tiempo de paro si y solo si {τ < t} pertenece a Ft, para toda t ≥ 0.

Demostración. Suponiendo que τ es un tiempo de paro. para un tiempo fijo
s < t se tiene

{τ ≤ s} ∈ Fs.

Como, Ft es filtración, entonces para toda t ≥ 0 se tiene que Fs ⊂ Ft, por lo
tanto, {τ ≤ s} ∈ Ft. Entonces

{τ < t} =
⋃
s<t

{τ ≤ s} ∈ Ft, para t ≥ 0.

Por otra parte, si suponemos que {τ < t} ∈ Ft, para toda t ≥ 0, podemos
ver que

{τ ≤ t} =
⋂
s>t

{τ < s} ∈ Ft+ .

Como (Ft)t≥0 es un filtración continua por la derecha sabemos que Ft+ = Ft.
Se tiene entonces que τ es un tiempo de paro.

La siguiente definición nos será útil para analizar el instante en que un
proceso aleatorio entra por primera vez en un conjunto.

Definición 4.10. Se define al tiempo de entrada del proceso (Xt, t ≥ 0) al
conjunto A, como

τA(ω) =

{
ı́nf{t ≥ 0 : Xt(ω) ∈ A}, si {t ≥ 0 : Xt(ω) ∈ A} 6= ∅,
∞, si {t ≥ 0 : Xt(ω) ∈ A} = ∅.

Veamos ahora que, bajo ciertas condiciones dadas a la filtración, al proceso
y al conjunto, el tiempo de entrada es un tiempo de paro.
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Proposición 4.5. Sea X = (Xt, t ≥ 0) un proceso estocástico adaptado a la
filtración (Ft)t≥0, y con un espacio de estados (E,B(E)), donde E es un espacio
métrico y A ∈ B(E).

1. Si X es continuo por la derecha, (Ft)t≥0 es continua por la derecha y A
es un conjunto abierto, entonces τA es un tiempo de paro con respecto a
(Ft)t≥0.

2. Si X es continuo y A es un conjunto cerrado, entonces τA es un tiempo
de paro con respecto a (Ft)t≥0.

Demostración. Consideremos los elementos ω ∈ Ω0 tales que, la trayectoria del
proceso X es continua por la derecha, con P(Ω0) = 1. Sea

Ct :=
⋃
s∈Q+

{Xs ∈ A : s < t} para t ≥ 0 fija,

donde A s un conjunto abierto de B(E). Como X es adaptado a (Ft)t≥0 tenemos
que Xt es Ft-medible para toda t ≥ 0, es decir, para cualquier A ∈ B(E)

{ω ∈ Ω | Xt(ω) ∈ A} ∈ Ft,

por lo que Ct ∈ Ft. Ya que la filtración es continua por la derecha y de la
Proposición 4.4, basta demostrar que {τA < t} = Ct para probar que τA es un
tiempo de paro.

Veamos que se cumplen las siguientes condiciones. Por un lado, si ω ∈ Ct,
de la definición misma de Ct sabemos que existe s ∈ Q+ con s < t, tal que
Xs(ω) ∈ A. Por lo que, τA(ω) = ı́nf{t ≥ 0 : Xt(ω) ∈ A} ≤ s < t, es decir,
ω ∈ {τA < t}. Por otro lado, si ω ∈ {τA < t}, entonces existe un tiempo t0 < t
tal que Xt0(ω) ∈ A.

Como el proceso es continuo por la derecha y A es abierto, existe ε > 0 tal
que

s ∈ Q ∩ [t0, t0 + ε) y Xs(ω) ∈ A.

De ambos argumentos, tenemos que

{τA < t} = Ct ∈ Ft.

Lo que significa que, τA es un tiempo de paro respecto a la filtración (Ft)t≥0.

Para probar la segunda afirmación es necesario ver {τA ≤ t} ∈ Ft, donde A
es un conjunto cerrado. Podemos utilizar el primer resultado para mostrar esta
afirmación, siempre y cuando podamos escribir a nuestro tiempo de entrada a
partir de conjuntos abiertos. Consideremos entonces, la función

ρ(x,A) = ı́nf {d(x, y) : y ∈ A} , x ∈ E,

como la distancia de x al conjunto A; esto es posible por ser E un espacio
métrico. Definimos las vecindades abiertas de A como

An =

{
x ∈ E : ρ(x,A) <

1

n

}
.
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De la prueba del primer inciso de este teorema tenemos que {τAn < t} ∈ Ft.
De la definición de las vecindades sabemos que An+1 ⊂ An, por lo tanto, τAn <
τAn+1 . Además, para toda n ≥ 1 se tiene que

τAn ≤ τA, (4.2)

de estas condiciones, podemos afirmar que el ĺımite de (τAn)n≥1 existe y lo de-
notamos por τ = ĺımn→∞ τAn . Más aún, de (4.2) sabemos que τ ≤ τA.

Observemos que el evento {τA = 0} es equivalente a {X0(ω) ∈ A} por lo que
τAn = 0 para toda n ≥ 1. Para el evento {τA > 0}, existe un entero k ≥ 1 que
cumple con

τAn = 0, para 1 ≤ n < k, y 0 < τAn < τAn+1 < τA para k ≤ n.

Ya hemos visto que τ ≤ τA, basta comprobar, que en el evento {τA > 0, τ <∞}
se cumple que τ ≥ τA.

De la continuidad de X tenemos que ĺımnXτAn
= Xĺımn τAn

= Xτ , y además,
XτAm

∈ ∂Am ⊆ An para toda k ≤ n < m, donde ∂Am representa la frontera
del conjunto Am. Al tomar m → ∞ obtenemos Xτ ∈ An, para toda n ≥ k, y
por esto Xτ ∈ ∩n≥1An = A. Como Xτ ∈ A, tenemos que τA ≤ τ , pues τA es el
ı́nfimo de todos los tiempos t en donde Xt(ω) pertenecen a A.

Por último,

{τA = 0} = {X0(ω) ∈ A} ∈ F0 ⊂ Ft,

y para toda t > 0, el evento {τA ≤ t} podemos escribirlo como

{τA ≤ t} = ∩n≤1{τAn < t} ∈ Ft.

Por lo tanto, τA es un tiempo de paro.

Definición 4.11. Sea τ un tiempo de paro con respecto a la filtración (Ft)t≥0.
La σ-álgebra de eventos anteriores a τ está dada por

Fτ = {A ∈ F∞ : ∀t ∈ R+, A ∩ {τ ≤ t} ∈ Ft} .

La prueba de que efectivamente, Fτ es una σ-álgebra es análoga a la Proposi-
ción 1.3 del Caṕıtulo 1. Veamos el siguiente resultado, relacionado a la σ-álgebra
parada definida arriba.

Proposición 4.6. Sea τ un tiempo de paro con respecto a la filtración (Ft)t≥0.
Considere las siguientes definiciones

Fτ+ = {A ∈ F∞ : ∀t ∈ R+, A ∩ {τ < t} ∈ Ft} ,
Fτ− = σ {A ∩ {τ > t} : t ≥ 0, A ∈ Ft} .

Entonces,

1. Fτ+ es una σ-álgebra.

2. Fτ− ⊂ Fτ ⊂ Fτ+ .
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3. Si (Ft)t≥0 es continua por la derecha, entonces Fτ = Fτ+ .

4. Si τ = t, entonces Fτ = Ft y Fτ+ = Ft+ .

Demostración. 1. Sabemos que al ser τ un tiempo de paro, se tiene que {τ <
t} ∈ Ft, por lo tanto, Ω ∩ {τ < t} ∈ Ft, es decir, Ω ∈ Fτ+ .

Si A ∈ Fτ+ , tenemos que comprobar que el complemento de A es un elemento
de Fτ+ . Sabemos que τ es un tiempo de paro, entonces tenemos que {τ < t} ∈
Ft, por lo tanto {τ ≥ t} ∈ Ft. Por otro parte, podemos escribir

Ac ∩ {τ < t} = (A ∪ {τ ≥ t})c ∈ Ft,

es decir, Ac ∈ Fτ+

Si A1, A2, . . . ∈ Fτ+ , veamos que ∪An ∈ Fτ+ . Sabemos que si, A1, A2, . . . ∈
Fτ+ entonces cada An ∈ F∞ para n ≥ 1, por lo tanto ∪An ∈ F∞.

Si A1, A2, . . . ∈ Fτ+ , tenemos que para toda n ≥ 1 y t ≥ 0 se tiene que

An ∩ {τ < t} ∈ Ft.

Entonces, para toda t ≥ 0⋃
n≥1

An

 ∩ {τ < t} =
⋃
n≥1

(An ∩ {τ < t}) ∈ Ft.

Se tiene entonces que ∪An ∈ Fτ+ .

2. Para probar la primera contención considere el conjunto

C = {A ∩ {τ > t} : t ≥ 0, A ∈ Ft}.

Si A ∩ {τ > t} ∈ C, con una r ∈ R+, veamos que

A ∩ {τ > t} ∩ {τ ≤ r},

pertenece a Fr. Primero, consideremos el caso en que r < t, aqúı {τ > t}∩{τ ≤
r} = ∅, por lo tanto, se cumple la condición. Si r ≥ t se tiene que A ∈ Ft ⊂ Fr;
{τ ≤ r} ∈ Fr al ser τ un tiempo de paro, y además {τ > t} ∈ Ft ⊂ Fr.

Para mostrar la segunda contención, queremos ver que, si A ∈ Fτ entonces
para todo t ≥ 0

A ∩ {τ < t} ∈ Ft,

Podemos reescribir al anterior conjunto como

A ∩ {τ < t} =
⋃
s<t

A ∩ {t ≤ s},

entonces como A ∩ {t ≤ s} ∈ Fs ⊂ Fτ , tenemos que A ∩ {τ < t} ∈ Ft.
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3. Del resultado anterior sabemos que Fτ ⊂ Fτ+ . Suponiendo que (Ft)t≥0

es continua por la derecha basta mostrar que Fτ+ ⊂ Fτ . Recordemos que, si la
filtración es continua por la derecha tenemos que

Ft = Ft+ =
⋂
s>t

Fs.

Si A ∈ Fτ+ entonces

A ∩ {τ ≤ t} =
⋂
s>t

A ∩ {τ < s} ∈ Ft+ = Ft.

Por lo tanto, Fτ = Fτ+ , si (Ft)t≥0 es una filtración continua por la derecha.

4. Supongamos que A ∈ Ft, como τ es un tiempo de paro, tenemos que
{τ ≤ t} ∈ Ft, por lo tanto, A ∩ {τ ≤ t} ∈ Ft, es decir, A ∈ Fτ , en otras
palabras, Ft ⊆ Fτ .

Por otro lado, si A ∈ Fτ , tenemos que A ∩ {τ ≤ s} ∈ Fs, para toda s ≥ 0.
Vemos que

{τ ≤ s} =

{
Ω, si t ≤ s,
∅, si t > s,

por lo tanto, para s ≥ t tenemos que A = A ∩ {τ ≤ s} ∈ Fs, y para s < t,
∅ = A ∩ {τ ≤ s} ∈ Fs, lo cual quiere decir que, Fτ ⊆ Ft.

Para la segunda igualdad, veamos que si, A ∈ Fτ+ entonces para cualquier
s ≥ 0 el conjunto {τ < s} ∈ Fs, por lo tanto, si consideramos que

{τ < s} =

{
Ω, si t ≤ s,
∅, si t > s,

entonces, tenemos que para toda t ≤ s se tiene que A ∩ {τ < s} = A ∈ Fs, es
decir, A ∈ ∩t<sFs, para el caso en que t > s, tenemos que A ∩ {τ < s} = ∅ ∈
∩t<sFs, por lo tanto, A ∈ Ft+ . De lo anterior, tenemos que Fτ+ ⊆ Ft+ .

Luego, si A ∈ Ft+ tenemos que para toda s > t, A ∈ Fs. Vemos entonces
que

{τ < s} =

{
Ω, si t ≤ s,
∅, si t > s,

es decir, para s ≥ t, se tiene que A ∩ {τ < s} = A ∈ Fs, y en caso contrario, si
s < t, se tiene que A ∩ {τ < s} = ∅ ∈ Fs, para ambos casos, A ∩ {τ < s} ∈ Fs,
lo que significa que A ∈ Fτ+ . Por lo tanto, Ft+ ⊆ Fτ+ .

A continuación, se muestran pequeños resultados que serán de utilidad más
adelante.

Lema 4.1. Sean θ y τ dos tiempos de paro con respecto a la filtración (Ft)t≥0,
entonces θ ∧ τ y θ ∨ τ son tiempos de paro con respecto a la filtración (Ft)t≥0.
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Demostración. Como θ y τ dos tiempos de paro entonces {τ ≤ t} ∈ Ft y
{θ ≤ t} ∈ Ft. Entonces vemos que

{θ ∧ τ > t} = {θ > t} ∩ {τ > t}
= {θ ≤ t}c ∩ {τ ≤ t}c ∈ Ft.

Por lo que {θ ∧ τ ≤ t} = {θ ∧ τ > t}c es un conjunto de Ft, es decir, θ ∧ τ es un
tiempo de paro respecto a la filtración (Ft)t≥0.

Para mostrar la segunda afirmación, tenemos que

{θ ∨ τ ≤ t} = {θ ≤ t} ∩ {τ ≤ t} ∈ Ft,

lo cual muestra que θ∨τ es un tiempo de paro respecto a la filtración (Ft)t≥0.

Lema 4.2. Sea (τn)n≥1 una sucesión de tiempos de paro con respecto a la
filtración (Ft)t≥0, entonces supn≥1 τn es tiempo de paro con respecto a la misma
filtración. Si además suponemos que la filtración es continua por la derecha
entonces

ı́nf
n≥1

τn, ĺım inf
n→∞

τn, ĺım sup
n→∞

τn,

son tiempos de paro.

Demostración. Basta mostrar que el supn≥1 τn e ı́nf n ≥ 1τn son tiempos de
paro, pues recordemos que de la definición de ĺım inf y ĺım sup tenemos que

ĺım sup
n→∞

τn = ı́nf
n≥1

{
sup
m≥n

τm

}
y ĺım inf

n→∞
τn = sup

n≥1

{
ı́nf
m≥n

τm

}
.

Para demostrar que supn≥1 τn es un tiempo de paro con respecto a (Ft)t≥0,
tenemos que ver que el conjunto {supn≥1 τn ≤ t} es un elemento de Ft. Sin
embargo, podemos verificar que{

sup
n≥1

τn ≤ t
}

=
⋂
n≥1

{τn ≤ t},

donde cada elemento de la intersección pertenece a la filtración a tiempo t. De
la misma manera, al ser (Ft)t≥0 una filtración continua tenemos{

ı́nf
n≥1

τn ≤ t
}

=
⋃
n≥1

{τn < t} ∈ Ft.

Lema 4.3. Sean τ y θ dos tiempos de paro con respecto a la filtración (Ft)t≥0,
y un conjunto A ∈ Fθ entonces A ∩ {θ ≤ τ} ∈ Fτ ∩ Fθ. En particular, si θ ≤ τ
entonces Fθ ⊂ Fτ .

Demostración. En principio, para comprobar que A ∩ {θ ≤ τ} es un elemento
de Fτ , recordemos que un conjunto B pertenece a la σ-álgebra mencionada si y
solo si

B ∈ F∞ y para todo t ≥ 0 B ∩ {τ ≤ t} ∈ Ft.
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Sabemos que A y {θ ≤ t} son elementos de F∞. Ahora, consideremos el conjunto

A ∩ {θ ≤ τ} ∩ {τ ≤ t} = A ∩ {θ ≤ t} ∩ {θ ∧ t ≤ τ ∧ t} ∩ {τ ≤ t}.

Tenemos que A ∩ {θ ≤ t} ∈ Ft, pues A ∈ Fθ, como τ es un tiempo de paro,
{τ ≤ t} ∈ Ft, por último, del Lema 4.1 sabemos θ ∧ τ es un tiempo de paro
respecto a Ft, en particular lo es también θ ∧ t y τ ∧ t, por lo tanto

A ∩ {θ ≤ τ} ∩ {τ ≤ t} ∈ Ft.

Por lo que, A ∩ {θ ≤ τ} ∈ Fτ .

Por otro lado, podemos ver que

A ∩ {θ ≤ τ} ∩ {θ ≤ t} = (A ∩ {θ ≤ τ} ∩ {τ ≤ t} ∩ {θ ≤ t})
∪ (A ∩ {θ ≤ τ} ∩ {τ > t} ∩ {θ ≤ t}) , (4.3)

pues ambos son disjuntos ahora veamos que ambos elementos pertenecen a Ft.
De la primera parte de la demostración sabemos que el primer elemento de la
unión en (4.3) pertenece a Ft. Para la segunda parte en (4.3) vemos que

A ∩ {θ ≤ τ} ∩ {τ > t} ∩ {θ ≤ t} = A ∩ {τ > t} ∩ {θ ≤ t},

donde cada elemento pertenece a Ft, lo cual prueba que A ∩ {θ ≤ τ} ∈ Fθ. En
particular, con θ ≤ τ tenemos que si A ∈ Fθ, de la prueba anterior sabemos que
A ∩ {θ ≤ τ} pertenece a Fτ , es decir, A ∩ {θ ≤ τ} ∩ {τ ≤ t} ∈ Ft, por lo que

A ∩ {τ ≤ t} = A ∩ {θ ≤ τ} ∩ {τ ≤ t} ∈ Ft,

Por lo tanto, A ∈ Fτ .

Lema 4.4. Sea τ un tiempo de paro con respecto a (Ft)t≥0 y θ una función que
es Fτ -medible, de tal manera que θ ≥ τ , entonces θ es un tiempo de paro con
respecto a la filtración (Ft)t≥0.

Demostración. Consideremos el conjunto {θ ≤ t}, como θ ≥ τ tenemos que

{θ ≤ t} = {θ ≤ t} ∩ {τ ≤ t},

pero como θ es una función Fτ -medible sabemos que todo conjunto B en Fτ
cumple B ∩ {τ ≤ t} ∈ Ft, lo cual muestra que θ es un tiempo de paro.

Lema 4.5. Sean τ y θ dos dos tiempos de paro con respecto a la filtración
(Ft)t≥0, entonces la suma de ambos es un tiempo de paro con respecto a la
misma filtración.

Demostración. Recordemos del Lema 4.1 que si τ y θ son tiempos de paro
respecto a la misma filtración entonces τ ∨θ también lo es. Tenemos que τ ∨θ ≤
τ + θ, con al ayuda del Lema 4.3 podemos ver fácilmente que Fτ ,Fθ ⊂ Fτ∨θ.

Por lo tanto, al ser τ una variable Fτ -medible y θ una variable Fθ-medible
concluimos que τ + θ ∈ Fτ∨θ. Del Lema 4.4 concluimos que τ + θ es un tiempo
de paro.
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CAPÍTULO 4. MARTINGALAS CONTINUAS

Lema 4.6. Considere un tiempo de paro τ con respecto a la filtración (Ft)t≥0

entonces existe una sucesión decreciente (τn)n≥1 de tiempos de paro discretos
tal que ĺımn→∞ τn = τ .

Demostración. Vamos a definir una sucesión de tiempos aleatorios decrecientes,
después veamos que se cumple con las condiciones de tiempo de paro. Se define
el tiempo aleatorio τn(ω) como

τn(ω) =

{
k
2n , si k−1

2n ≤ τ(ω) < k
2n , k = {1, 2, . . .};

∞ si τ(ω) =∞.

Al ser una sucesión decreciente, se tiene que τn+1 ≤ τn y entonces tenemos que
para el conjunto {τn ≤ n} ∈ Ft podemos ver que {τn+1 ≤ τn ≤ n} ∈ Ft, por lo
tanto τn es Fτ -medible para toda n. Como τn ≥ τ , por el Lema 4.4, τn es un
tiempo de paro con respecto a (Ft)t≥0. Luego,

|τn − τ | ≤
1

2n
n→∞−−−−→ 0,

por lo que ĺımn→∞ τn = τ .

Para terminar con esta sección, consideremos analizar procesos estocásticos
dado un tiempo aleatorio. Definiremos un “proceso parado” y estudiaremos algu-
nas de sus propiedades que serán útiles más adelante a la hora de ver resultados
de Martingalas Continuas.

Definición 4.12. Consideremos un proceso aleatorio (Xt, t ≥ 0) y un tiempo
de paro τ , y definamos la función Xτ , siempre y cuando {τ <∞} como

Xτ (ω) = Xτ(ω)(ω).

Veamos ahora que, si (Xt, t ≥ 0) es un proceso medible y τ es un tiempo de
paro finito, entonces, Xτ resulta ser una variable aleatoria.

Teorema 4.7. Sea (Xt, t ≥ 0) un proceso progresivamente medible con respecto
a la filtración (Ft)t≥0 y con espacio de estados (E, E), y sea τ un tiempo de paro
con respecto a la misma filtración. Entonces

1. La variable aleatoria Xτ definida en el conjunto {τ < ∞} ∈, es Fτ -
medible.

2. El “proceso parado” (Xt∧τ , t ≥ 0) es progresivamente medible con respecto
a (Ft)t≥0.

3. El “proceso parado” (Xt∧τ , t ≥ 0) es adaptado a (Ft)t≥0.

Demostración. Para verificar que el proceso Xτ es Fτ -medible, veamos que para
cualquier A ∈ E y t ≥ 0, el evento {Xτ ∈ A} ∩ {τ ≤ t} es un elemento de Ft.
Luego,

{Xτ ∈ A} ∩ {τ ≤ t} = {Xτ∧t ∈ A} ∩ {τ ≤ t}.

Por lo que, mostrando el segundo resultado, mostramos el primero.
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Para mostrar la tercera parte, observemos que, del Lema 4.1 tenemos que
τ ∧ t es un tiempo de paro, y del inciso 1, sabemos que es medible con respecto a
(Fτ∧t)t≥0, por lo que, si mostramos la segunda parte, sabemos que todo proceso
progresivamente medible es adaptado.

Basta entonces mostrar la segunda parte del teorema. Para afirmar que
(Xt∧τ , t ≥ 0) es un proceso progresivamente medible respecto a (Fτ∧t)t≥0 tene-
mos que mostrar que la aplicación

(s, ω) ∈ [0, t]× Ω 7→ Xs∧τ (ω) ∈ E,

es B[0, t] × Ft-medible. Podemos descomponer al “proceso parado” Xs∧τ (ω),
para un tiempo s ≤ t como

Xs∧τ (ω) = X(s ∧ τ(ω), ω) = X ◦Ψ(s, ω),

esto cierto para un mapeo Ψ, por hipótesis sabemos que X es un proceso pro-
gresivamente medible, por lo que si mostramos una aplicación que sea progresi-
vamente medible y que cumpla con la anterior composición habremos mostrado
el resultado. Consideremos entonces la función ϕ(s, ω) = s ∧ τ(ω) y un tiempo
r ≤ t, entonces veamos que

(ϕ ≤ r) = {(s, ω) ∈ [0, t]× Ω : s ∧ τ(ω) ≤ r}
= ([0, r]× Ω) ∪ ([0, t]× {τ(ω) ≤ r}) ∈ B[0, t]×Ft.

Si definimos a Ψ : [0, t]× Ω 7→ [0, t]× Ω de la siguiente manera

(s, ω) 7→ (ϕ(ω), ω).

Podemos observar que este mapeo cumple que para cada intervalo I ⊆ [0, t] y
para todo conjunto A ∈ Ft se tiene que

Ψ−1(I ×A) = {(s, ω) : ϕ(s, ω) ∈ I, ω ∈ A} = ϕ−1(I) ∩ ([0, t]×A) ∈ B[0, t]×Ft.

Por lo tanto, sabemos que el mapeo es Ψ es B[0, t]×Ft-medible, lo cual termina
de mostrar segunda parte del resultado.

4.3. Martingalas a tiempo continuo

En esta sección mostraremos algunas propiedades ya vistas en el Caṕıtulo
I, ahora extendidas con una noción de tiempo continuo. Cabe destacar algunos
resultados nuevos e importantes dentro de esta sección, como serán las desigual-
dades maximales a tiempo continuo, los cruces que realiza un proceso a lo largo
de su trayectoria, aśı como las condiciones para la continuidad de éstas. Finali-
zaremos extendiendo el Teorema de Paro de Doob a tiempo continuo.

Definición 4.13. Sea (Xt, t ≥ 0) un proceso adaptado a la filtración (Ft)t≥0.

1. Decimos que el proceso (Xt, t ≥ 0) es una submartingala si

a) para toda t ≥ 0, E[X+
t ] <∞,
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b) para cada 0 ≤ s < t <∞,

E[Xt | Fs] ≥ Xs.

2. El proceso (Xt, t ≥ 0) es una supermartingala si el proceso (−Xt, t ≥ 0)
es una submartingala.

3. Finalmente, decimos que el proceso (Xt, t ≥ 0) es una martingala si es
una submartingala y supermartingala, es decir, si

a) para toda t ≥ 0, E[|Xt|] <∞,

b) para cada 0 ≤ s < t <∞,

E[Xt | Fs] = Xs.

De la definición anterior podemos ver a continuación algunos ejemplos de
martingalas asociadas al movimiento Browniano. Considere un movimiento Brow-
niano estándar B = (Bt, t ≥ 0) y la filtración canónica.

Recordemos del Caṕıtulo 3, que el movimiento Browniano posee la propiedad
de Markov, de la cual concluimos que Bt−Bs es independiente de Fs, para toda
t > s. Ahora, tenemos que

E[Bt | Fs] = E[Bt + (Bs −Bs) | Fs]
= E[Bt −Bs | Fs] + E[Bs | Fs]
= E[Bt −Bs | Fs] +Bs

= E[Bt −Bs] +Bs = Bs.

Veamos también que, el proceso (B2
t − t, t ≥ 0) es martingala. Considere un

tiempo t > s, de la propiedad de Markov,nuevamente vemos que

E
[
B2
t −B2

s | Fs
]

= E
[
B2
t | Fs

]
− E

[
B2
s | Fs

]
= E

[
(Bt −Bs +Bs)

2 | Fs
]
−B2

s

= E
[
(Bt −Bs)2

+ 2Bs (Bt −Bs) +B2
s | Fs

]
−B2

s

= B2
s + E

[
(Bt −Bs)2

]
+ 2BsE [Bt −Bs]−B2

s

= t− s.

Lo cual implica que (B2
t − t, t ≥ 0) es una martingala. Ahora, observemos

algunas propiedades de las martingalas a tiempo continuo.

1. De la misma manera que en la Proposición 1.6, si (Xt, t ≥ 0) es una mar-
tingala y f es una función convexa tal que para toda t ≥ 0, E[|f(Xt)|] <∞,
entonces (f(Xt), t ≥ 0) es una submartingala.

2. Veamos que si (Xt, t ≥ 0) es una submartingala y f es una función convexa
y creciente tal que para toda t ≥ 0, con E[|f(Xt)|] <∞, entonces podemos
afirmar que (f(Xt), t ≥ 0) es una submartingala, gracias a la desigualdad
de Jensen para esperanza condicional.

f(Xs) ≤ f (E[Xt | Fs]) ≤ E[f(Xt) | Fs].
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3. De la observación anterior podemos ver que para dos tiempos s, t tales que
s ≤ t se tiene que

E[X+
s ] ≤ E[X+

t ],

además, de la definición de submartingala tenemos que E[X0] ≤ E[Xs], lo
cual implica que

E[X+
s ]− E[Xs] ≤ E[X+

t ]− E[X0],

a partir de esta desigualdad obtenemos la siguiente expresión

E[X−s ] ≤ E[X+
t ]− E[X0], (4.4)

finalmente, para toda s en el intervalo [0, t] y usando (4.4)

E[|Xs|] = E[X+
s ] + E[X−s ]

≤ E[X+
t ] + E[X−s ]

≤ 2E[X+
t ]− E[X0].

Aplicando el supremo sobre [0, t] tenemos que

sup
s∈[0,t]

E[|Xs|] ≤ 2E[X+
t ]− E[X0].

4. Si (Xt)t≥0 es una martingala tal que para p ≥ 1, E[|Xt|p] < ∞, para
toda t ≥ 0, entonces tenemos que t 7→ E[|Xt|p] es creciente, pues de la
observación 1 tenemos que (|Xt|p) es una submartingala.

4.3.1. Desigualdades Maximales

Antes de enunciar un resultado importante para martingalas continuas, como
lo son las Desigualdades de Doob, conviene recordar algunas proposiciones ya
vistas en el primer caṕıtulo.

Veamos que las desigualdades requeridas son válidas en el caso discreto,
después, se comprueba que lo son para un subconjunto numerable de un intervalo
[0, T ] y finalmente, se utiliza la continuidad por la derecha para aproximar y
obtener el resultado deseado.

Proposición 4.7. Sea (Xn, n ∈ J), donde J = {0, 1, . . . , N}, una submartin-
gala integrable y λ > 0, entonces

P
(

sup
n∈J

Xn ≥ λ
)
≤ 1

λ
E
[
XN1{supn∈J Xn≥λ}

]
≤ 1

λ
E [|XN |] .

Demostración. La demostración se sigue del Teorema 1.5.

Proposición 4.8. Considere (Xn, n ∈ J), donde J = {0, 1, . . . , N} es una
martingala o submartingala positiva y λ > 0. Si E[|XN |p] < ∞ para alguna
p ≥ 1, entonces

λpP
(

sup
n∈J
|Xn| ≥ λ

)
≤ E[|XN |p],

y además, para p > 1 se tiene que

E[|XN |p] ≤ E
[
sup
n∈J
|Xn|p

]
≤
(

p

p− 1

)p
E[|XN |p].
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Demostración. La demostración se sigue de los Teoremas 1.7 y 1.8.

Proposición 4.9. Sea (Xt, t ∈ [0, T ]) una martingala tal que para p ≥ 1, el
sups∈[0,T ] E[|Xs|p] <∞. Entonces para un conjunto D ⊂ [0, T ] numerable, λ > 0
y p ≥ 1,

λpP
(

sup
t∈D
|Xt| ≥ λ

)
≤ sup
t∈[0,T ]

E[|Xt|p],

y, además, para p > 1 se tiene que

E
[
sup
t∈D
|Xt|p

]
≤
(

p

p− 1

)p
sup
t∈[0,T ]

E[|Xt|p].

Demostración. Consideremos una sucesión (Dn, n ≥ 1) creciente de subconjun-
tos finitos, de tal manera que D = ∪n≥1Dn. Del corolario anterior, tenemos que
para cada Dn

λpP
(

sup
t∈Dn

|Xt| ≥ λ
)
≤ sup
t∈Dn

E [|Xt|p] ≤ sup
t∈[0,T ]

E [|Xt|p] .

Definamos las variables aleatorias Yn = supt∈Dn |Xt| y Y = supt∈D |Xt|. De los
supuestos sobre la sucesión (Dn, n ≥ 1), tenemos que (Yn, n ≥ 1) es una sucesión
creciente que converge a Y . Por otra parte, si λ > 0, definamos al conjunto A
como

A = {ω ∈ Ω : Y (ω) > λ}.

Si definimos a la sucesión (An, n ≥ 1) como An = {ω ∈ Ω : Yn(ω) > λ}, la
sucesión es creciente y más aún, ∪n≥1An = A, por lo tanto

λpP (Y (ω) > λ) = λpP(A) = λp ĺım
n→∞

P(An) ≤ sup
t∈[0,T ]

E [|Xt|p] .

Con esta desigualdad podemos definir el mismo conjunto A, pero con la de-
sigualdad deseada,

B = {ω ∈ Ω : Y (ω) ≥ λ},

de la misma manera, podemos definir a la sucesión (Bn, n ≥ 1) como Bn =
{ω ∈ Ω : Y (ω) > λ − 1/n}, por lo que la sucesión es decreciente y además,
∩n≥1Bn = B, entonces

λpP (Y (ω) ≥ λ) = λpP(B) = λp ĺım
n→∞

P(Bn) ≤ sup
t∈[0,T ]

E [|Xt|p] .

lo cual, muestra la primera desigualdad.
Para probar la segunda desigualdad, veamos que, de la Proposición 4.9 sa-

bemos que para p > 1

E
[

sup
t∈Dn

|Xt|p
]
≤
(

p

p− 1

)p
E[|XN |p].
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Sin embargo, para un conjunto finito numerable Dn, tenemos que E[|XN |p] =
supt∈Dn E[|Xt|p]. Por lo tanto,

E
[

sup
t∈Dn

|Xt|p
]
≤
(

p

p− 1

)p
sup
t∈Dn

E[|Xt|p]

≤
(

p

p− 1

)p
sup
t∈[0,T ]

E[|Xt|p], (4.5)

para toda n ∈ N. De la primera parte de la demostración, sabemos que(
sup
t∈D
|Xt|

)p
= ĺım
n→∞

(
sup
t∈Dn

|Xt|
)p

,

aplicando el Teorema de Convergencia Monótona obtenemos

E
[
sup
t∈D
|Xt|p

]
= ĺım
n→∞

E
[

sup
t∈Dn

|Xt|p
]
,

por lo tanto, de (4.5) tenemos que

E
[
sup
t∈D
|Xt|p

]
≤
(

p

p− 1

)p
sup
t∈[0,T ]

E[|Xt|p].

Con los resultados anteriores, podemos demostrar las desigualdades de Doob
para cualquier intervalo [0, T ].

Teorema 4.8 (Desigualdades de Doob). Sea (Xt, t ∈ [0, T ]) una martingala
continua por la derecha (o por la izquierda) tal que para p ≥ 1, con sups∈[0,T ] E[|Xt|p] <
∞. Entonces para λ > 0 y p ≥ 1 tenemos,

λpP

(
sup
t∈[0,T ]

|Xt| ≥ λ

)
≤ sup
t∈[0,T ]

E[|Xt|p],

y, además, para p > 1 se tiene que

E

[
sup
t∈[0,T ]

|Xt|p
]
≤
(

p

p− 1

)p
sup
t∈[0,T ]

E[|Xt|p].

Demostración. Consideremos un conjunto D contable y denso de [0, T ], toman-
do una sucesión de subconjuntos Dn ⊆ D tales que Dn ↑ D con n→∞.

Por un lado, como D ⊆ [0, T ], entonces tenemos que

sup
t∈D
|Xt| ≤ sup

t∈[0,T ]

|Xt|. (4.6)

Por otra parte, de la continuidad por la derecha (o por la izquierda), podemos
ver que Xt = ĺımj→∞Xqj , donde (qj , j ≥ 1) es una sucesión en D tal que
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ĺımj→∞ qj = t, con qj ≥ t. Entonces, como qj ∈ D, tenemos que |Xqj | ≤
supt∈D |Xt|, por lo tanto, haciendo qj →∞

Xt ≤ sup
t∈D
|Xt|,

por lo tanto,

sup
t∈[0,T ]

|Xt| ≤ sup
t∈D
|Xt|. (4.7)

De (4.6) y (4.7) tenemos que supt∈D |Xt| = supt∈[0,T ] |Xt|. Aplicando la proposi-
ción anterior sobre los conjuntos contables Dn ⊆ D obtenemos las desigualdades
deseadas.

4.3.2. Regularidad de Trayectorias

Con los resultados vistos hasta ahora para martingalas continuas, podemos
estudiar la regularidad de las trayectorias, es decir, obtener las condiciones bajo
las cuales una submartingala va a tener trayectorias continuas por la derecha;
además de observar propiedades de convergencia en martingalas continuas.

Definamos en primer lugar, los siguientes conceptos. Sean (Xt, t ≥ 0) un
proceso estocástico con el espacio de estados (R,B(R)), a y b dos números reales
donde a < b e I ⊂ [0,∞). Para un subconjunto F = {t1 < t2, . . . , td} finito de
I, se definen los tiempos

s1(ω) = ı́nf{ti : Xti > b},
s2(ω) = ı́nf{ti > s1 : Xti < a},

...

s2n+1(ω) = ı́nf{ti > s2n : Xti > b},
s2n+2(ω) = ı́nf{ti > s2n+1 : Xti < a},

y por convención definimos al ı́nf(∅) = td. Notemos que, si el conjunto {ti >
s1 : Xti < a} es no vaćıo, podemos afirmar que el proceso cruza por abajo del
intervalo [a, b], por lo que si definimos a

D(X,F, [a, b]) = sup {n : s2n < td} ,

entonces, podemos decir que el número de veces que el proceso (Xt, t ≥ 0) cruza
por abajo del intervalo [a, b] está dado por

D(X, I, [a, b]) = sup {D(X,F, [a, b]) : F ⊂ I, I finito } . (4.8)

La función definida arriba resulta ser una variable aleatoria cuando el conjunto
I es contable, y además cumple lo siguiente.

Proposición 4.10. Sea (Xt, t ≥ 0) una submartingala, I un conjunto numera-
ble, entonces

E [D(X, I, [a, b])] ≤ 1

(b− a)
sup
t∈I

E
[
(Xt − b)+

]
.
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Demostración. Considere el caso donde I es un subconjunto finito, pues de la
misma definición de cruces por abajo sabemos que podemos extender fácilmente
el resultado al caso numerable. Tomando a I como {t1 < t2 < · · · , td}. Por
definición sabemos que s1, s2, . . . , s2n, . . . son tiempos de paro con respecto a
(Fti)ti∈I . Si definimos al conjunto Ak como {sk < td}, entonces, Ak ∈ Fsk , y
además

Ak = {sk < td} ⊃ {sk+1 < td} = Ak+1,

ya que sk ≤ sk+1.

En el conjunto A2n−1 = {s2n−1 < td} tenemos que Xs2n−1
> b y en A2n se

tiene Xs2n < a, utilizando el Teorema de Paro de Doob para tiempos discretos

0 ≤ E
[
Xs2n−1 − b, A2n−1

]
≤ E [Xs2n − b, A2n−1] .

Al ser (Ak)k≥1 una sucesión de conjunto decreciente, se tiene que A2n y A2n−1 \
A2n son conjuntos disjuntos a pares. Obtenemos entonces,

0 ≤ E [Xs2n − b, A2n−1]

= E [Xs2n − b, A2n] + E [Xs2n − b, A2n−1 \A2n]

= E [Xs2n , A2n]− bP(A2n) + E [Xs2n − b, A2n−1 \A2n]

≤ (a− b)P(A2n) + E [Xs2n − b, A2n−1 \A2n] .

Recordemos que en el conjunto Ac2n, el tiempo s2n es igual a td, entonces

(b− a)P(A2n) ≤ E
[
(Xs2n − b)+, A2n−1 \A2n

]
= E

[
(Xtd − b)+, A2n−1 \A2n

]
.

De la construcción de sk podemos ver que P(A2n) = P{s2n < td} es equivalente
a la probabilidad de que el proceso X cruce n veces o más el intervalo [a, b], por
lo que se tiene la siguiente desigualdad

∞∑
n=1

(b− a)P (D(X, I, [a, b]) ≥ n) ≤
∞∑
n=1

E
[
(Xtd − b)+, A2n−1 \A2n

]
,

lo que es equivalente a

(b− a)E [D(X, I, [a, b])] ≤ E
[
(Xtd − b)+

]
.

Teorema 4.9. Sea (Xt, t ≥ 0) una submartingala, entonces para s ∈ Q

Xt+(ω) = ĺım
s↓t

Xs(ω), Xt−(ω) = ĺım
s↑t

Xs(ω),

existen casi seguramente para toda t ≥ 0 y para toda t > 0 respectivamente.

Demostración. En principio, estudiemos el siguiente conjunto

An,a,b = {ω ∈ Ω : D(X(ω),Q ∩ [0, n], [a, b]) =∞} ,

donde a, b ∈ Q. Podemos observar que,

P(An,a,b) = 1− P (D(X(ω),Q ∩ [0, n], [a, b]) <∞) .
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Para conocer esta probabilidad, veamos que de la proposición anterior tenemos
que

E [D(X(ω),Q ∩ [0, n], [a, b])] ≤ 1

(b− a)
E
[
(Xn − b)+

]
≤ 1

(b− a)
(E[|Xn|] + |b|) <∞,

Por lo que P (D(X(ω),Q ∩ [0, n], [a, b]) <∞) = 1 y por ende P(An,a,b) = 0.

Como Aa,b,n tiene probabilidad cero, entonces el conjunto An = ∪a,b∈QAn,a,b
también. Por lo tanto, podemos afirmar que existe un conjunto Ω∗ ⊆ Ω de tal
manera que P(Ω∗) = 1, donde, para cada ω ∈ Ω∗ y par de racionales a, b ∈ Q
se tiene

D(X(ω),Q ∩ [0, n], [a, b]) <∞.

Como P(An) = 0, sabemos que los conjuntos{
ω ∈ Ω : ĺım inf

s↓t
Xs(ω) < a < b < ĺım sup

s↓t
Xs(ω)

}
, para a, b ∈ Q,

y {
ω ∈ Ω : ĺım inf

s↑t
Xs(ω) < a < b < ĺım sup

s↑t
Xs(ω)

}
, para a, b ∈ Q,

tienen probabilidad cero, de lo contrario, habŕıa una contradicción con el hecho
de que la probabilidad de tener cruces infinitos es cero. Por lo tanto, para cada
ω ∈ Ω∗ se tiene que

Xt+ = ĺım
s↓t

Xs(ω), Xt− = ĺım
s↑t

Xs(ω), con s ∈ Q ∩ [0, n],

existen casi seguramente para t ≥ 0 y t > 0 respectivamente.

La siguiente proposición muestra las condiciones necesarias para que una
submartingala posea trayectorias continuas por la derecha. Para ello considera-
remos algunos resultados vistos en el primer caṕıtulo.

Proposición 4.11. Sea (Xt, t ≥ 0) una submartingala. Si E[|Xt|] < ∞ para
cualquier t, entonces E[|Xt+ |] <∞ para toda t y además, casi seguramente

Xt ≤ E [Xt+ | Ft] . (4.9)

Cuando la función t 7→ E[Xt] es continua por la derecha, se da la igualdad en
4.9. Más aún, (Xt+ , t ≥ 0) es una submartingala con respecto a (Ft+)t≥0 con
trayectorias continuas por la derecha y con ĺımites por la izquierda.

Demostración. Consideremos dos casos para poder verificar las propiedades des-
critas. Primero, utilizando una sucesión de números racionales (tn, n ≥ 1) de tal
manera que para cada n se tiene que tn ∈ (t,∞) y además monótona decreciente
a t cuando n tiende al infinito.
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Del Teorema de Convergencia de Martingalas en Reversa a tiempo discreto
(Teorema 1.11) sabemos que (Xtn , n ≥ 1) es uniformemente integrable, por lo
tanto, ĺımnXtn = Xt+ es integrable, además sabemos que Xtn converge a Xt+

en L1, es decir,

ĺım
n→∞

E[|Xtn −Xt+ |] = 0.

Por otra parte, de la definición de submartingala tenemos que para todo con-
junto A ∈ Ft tenemos

E[Xt, A] ≤ E[Xtn , A],

lo cual implica que,

0 ≤ E[Xtn , A]− E[Xt, A] = E[Xtn −Xt, A],

entonces, la variable Xtn −Xt es positiva casi seguramente. Además

0 ≤
∣∣∣∣E[Xtn −Xt+ , A]

∣∣∣∣ ≤ E [|Xtn −Xt+ |, A] ≤ E [|Xtn −Xt+ |] . (4.10)

La convergencia de Xtn en L1 implica que E[|Xtn − Xt+ |] → 0 al n → ∞,
aplicando esto a la desigualdad (4.10) tenemos que para toda A ∈ Ft, ocurre
E[|Xtn −Xt+ |, A]→ 0 al n→∞. De lo anterior se tiene que

Xt ≤ E[Xt+ | Ft],

Suponiendo que t 7→ E[Xt] es continua por la derecha, de lo anterior se obtiene

E[Xt+ ] = ĺım
t→∞

E[Xtn ] = E[Xt],

y por lo tanto, Xt = E[Xt+ | Ft] casi seguramente.

Ahora, consideremos una sucesión de racionales (sn, n ≥ 1) con s < t que
decrece a s. De los resultados anteriores sabemos que

Xt ≤ E[Xt+ | Ft],

por lo tanto, al ser Xt es una submartingala, aplicar la desigualdad anterior y
de las propiedades de la esperanza condicional tenemos

Xsn ≤ E[Xt | Fsn ] ≤ E[E[Xt+ | Ft] | Fsn ] = E[Xt+ | Fsn ].

Aplicando nuevamente el Teorema de Convergencia de Martingalas en Reversa
y con los mismos argumentos que antes, vemos que

Xs+ ≤ E[Xt+ | Fs+ ],

lo cual significa que (Xt+ , t ≥ 0) es una submartingala con respecto a (Ft+)t≥0.

Por último, aplicando el Teorema 4.9 a la submartingala (Xt+ , t ≥ 0) com-
probamos que es continua por la derecha y con ĺımites por la izquierda.
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Con los resultados anteriores podemos probar el siguiente resultado, que nos
llevará a concluir un importante resultado sobre la convergencia de martingalas
continuas.

Proposición 4.12. Sea (Xt, t ≥ 0) una submartingala con respecto a (Ft)t≥0

que satisface las condiciones habituales, es decir, que es continua por la derecha
y completa. Si el mapeo t 7→ E[Xt] es continuo por la derecha entonces el proceso
(Xt, t ≥ 0) tiene una modificación que es continua por la derecha y con ĺımites
por la izquierda.

Demostración. Recordemos que si un proceso (X̃t, t ≥ 0) cumple que, para toda
t ∈ [0,∞) se tiene Xt = X̃t entonces se dice una modificación del proceso.

Comprobemos que una modificación continua por la derecha del proceso X
resulta ser (Xt+ , t ≥ 0). Primero, como la filtración es continua por al derecha,
sabemos que el proceso (Xt+ , t ≥ 0) es adaptado a (Ft)t≥0. Si t ≥ 0, con una
sucesión (tn, n ≥ 1) de números racionales que decrece a t, con los mismos
argumentos que en la proposición anterior y al ser Xt+ adaptada a Ft tenemos
que

E[Xt+ ] = ĺım
n→∞

E[Xtn ] y Xt ≤ E [Xt+ | Ft] = Xt+ c.s.

Además, como la aplicación t 7→ E[Xt] es continua por la derecha tenemos que

E[Xt+ ] = ĺım
n→∞

E[Xtn ] = E[Xt],

por lo tanto, Xt+ = Xt casi seguramente. De la Proposición anterior, sabemos
que (Xt+ , t ≥ 0) es un proceso continuo por la derecha y con ĺımites por la
izquierda.

Consideremos de ahora en adelante, submartingalas continuas por la derecha.
De la Proposición 4.10, podemos extender el resultado a este tipo de procesos
pues tomamos a Q como el conjunto I, y como este es un conjunto denso de R+

el resultado no se altera para el caso en que se quiera intercambiar a Q por R+.
Por lo tanto, tenemos que

E [D(X,R+, [a, b])] ≤
1

(b− a)
sup
t≥0

E
[
(Xt − b)+

]
. (4.11)

Ahora presentamos un resultado concerniente a la convergencia para sub-
martingalas.

Teorema 4.10. Sea (Xt, t ≥ 0) una submartingala tal que

sup
t≥0

E[X+
t ] <∞.

Entonces Xt converge a X∞ = ĺımt→∞Xt casi seguramente, cuando t → ∞.
Además X∞ es integrable.

Demostración. La prueba se divide en probar la existencia del ĺımite y después
verificar que cumpla con la integrabilidad. La primera parte, utiliza la misma
lógica que en el Teorema 4.9, además de utilizar la desigualdad (4.11).
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Es claro que |Xt| = 2X+
t −Xt, luego, como X es una submartingala se tiene

que

E[|Xt|] = 2E[X+
t ]− E[Xt] ≤ 2E[X+

t ]− E[X0],

lo cual implica que supt≥0 E[|Xt|] < ∞. Para todo número racional, a y b tal
que a < b se tiene que

E [D(X,R+, [a, b])] ≤
1

(b− a)
sup
t≥0

E
[
(Xt − b)+

]
≤ 1

(b− a)

(
sup
t≥0

E [|Xt|] + |b|
)
<∞,

lo cual nos asegura que D(X,R+, [a, b]) <∞ casi seguramente.

Tenemos entonces que,

P ({ω ∈ Ω : D(X,R+, [a, b]) =∞}) = 0,

por lo tanto, el conjunto

A =
⋃
a,b∈Q

{ω ∈ Ω : D(X,R+, [a, b]) =∞} ,

tiene probabilidad cero. Supongamos que

P
(

ĺım inf
t→∞

Xt(ω) < ĺım sup
t→∞

Xt(ω)

)
> 0, (4.12)

entonces, existiŕıan dos números a y b de tal manera que el conjunto{
ω ∈ Ω : ĺım inf

t→∞
Xt(ω) < a < b < ĺım sup

t→∞
Xt(ω)

}
,

tendŕıa probabilidad positiva, y por lo tanto, A también. La contradicción viene
de suponer a (4.12) verdadero, por lo tanto P (ĺım inftXt < ĺım suptXt) = 0, lo
cual quiere decir que Xt → X∞ casi seguramente cuando t→∞.

Por último, para probar la integrabilidad de X∞ veamos que, del Lema de
Fatou tenemos

E
[∣∣X∞∣∣] ≤ ĺım inf

t→∞
E
[∣∣Xt

∣∣] <∞.
A continuación veremos un resultado clave para el teorema principal de este

caṕıtulo, el Teorema de Paro de Doob.

Teorema 4.11. Sea (Xt, t ≥ 0) una martingala, entonces los siguientes resul-
tados son equivalentes,

1. El ĺımt→∞Xt existe en L1.

2. Existe una variable aleatoria X∞ ∈ L1, tal que Xt = E[X∞ | Ft].
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3. El proceso (Xt, t ≥ 0) es uniformemente integrable.

Si estas condiciones se cumplen, entonces ĺımt→∞Xt = X∞ casi seguramente.
Más aún, para p > 1, la martingala está acotada en Lp, entonces las condiciones
de arriba se satisfacen y la convergencia se da en Lp.

Demostración. 2 ⇒ 3. Para ver que (Xt, t ≥ 0) es uniformemente integrable,
tenemos que probar que

sup
t≥0

∫
{|Xt|>c}

|Xt|dP
c→∞−−−→ 0.

Por hipótesis tenemos que X∞ ∈ L1, por lo tanto E[X∞] <∞, luego

sup
t≥0

E[|Xt|] ≤ E|X∞| <∞.

Si consideramos al conjunto At = {|Xt| > c}, entonces de la condición 2 tenemos
que

αt =

∫
At

|Xt|dP =

∫
At

|E[X∞ | Ft]|dP

≤
∫
At

E[|X∞| | Ft]dP

=

∫
At

|X∞|dP.

Por otra parte, utilizando la desigualdad de Chebyshev tenemos que

P ({ω ∈ Ω : |Xt(ω)| > c}) ≤ E[|Xt|]
c

≤ E[|X∞|]
c

c→∞−−−→ 0.

lo cual significa que si tomamos una constante c lo suficientemente grande en-
tonces αt será muy pequeña independientemente del valor que tome t. Por lo
tanto, para cualquier ε > 0 que no depende de t se tiene

sup
t≥0

∫
At

|Xt|dP ≤ ε,

en otras palabras, se tiene que (Xt, t ≥ 0) es un proceso uniformemente integra-
ble.

3 ⇒ 1. Si el proceso (Xt, t ≥ 0) es uniformemente integrable sabemos que
E[|Xt|] es uniformemente acotada para toda t ≥ 0, es decir,

sup
t≥0

E[|Xt|] <∞,

por lo tanto, podemos utilizar el Teorema anterior para afirmar que Xt → X∞
casi seguramente, además como (Xt, t ≥ 0) es uniformemente integrable enton-
ces también se da una convergencia en L1, lo cual prueba 1.
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1 ⇒ 2. Sabemos que ĺımt→∞Xt existe y pertenece a L1, por lo tanto, se
tiene que

Xt = E[Xt+h | Ft] para toda t ≥ 0 y h > 0,

entonces Xt = E[X∞ | Ft] cuando h→∞, para toda t ≥ 0.

Por último, si se tiene p > 1, con (Xt, t ≥ 0) acotado en Lp se cumple que

sup
t≥0

E[|Xt|p] <∞,

de la desigualdad de Doob se tiene

E
[
sup
t≥0
|Xt|p

]
≤
(

p

p− 1

)p
sup
t≥0

E[|Xt|p] <∞,

por lo tanto, supt≥0 |Xt| está en Lp y por ende, (|Xt|p, t ≥ 0) es uniformemente
integrable.

4.3.3. Teorema de Paro de Doob

Antes de mostrar el resultado principal de este caṕıtulo, consideremos la
siguiente definición.

Definición 4.14. Decimos que una martingala (Xt, t ≥ 0) es cerrada por una
variable aleatoria Y ∈ L1 si para toda t ≥ 0

Xt = E[Y | Ft].

Además, recordemos que de la segunda parte del teorema 1.13, para el caso
discreto tenemos que una martingala es cerrada si y solo si es uniformemente
integrable. La misma demostración se sigue para el caso continuo, por lo que
podemos utilizar el resultado cuando se tiene t ≥ 0.

Teorema 4.12 (Teorema de Paro de Doob). Considere dos tiempos de paro τ
y θ, ambos con respecto a la filtración (Ft)t≥0, con la condición de que θ ≤ τ
casi seguramente. Si (Xt, t ≥ 0) es una martingala continua por la derecha que
satisface alguna de las condiciones del Teorema anterior entonces

1. Xτ y Xθ son integrables

2. Se cumple que

Xθ = E[Xτ | Fθ] = E[X∞ | Fθ] c.s.

En particular, se tiene que E[Xτ ] = E[Xθ].

Demostración. Si consideramos que τ y θ solo toman valores a lo más numera-
bles, sabemos del Teorema de Paro de Doob en el caso discreto que para θ ≤ τ
se tiene que

Xθ = E[Xτ | Fθ] = E[X∞ | Fθ] c.s.
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Como X∞ ∈ L1 entonces (Xt, t ≥ 0) es cerrada y por lo tanto, sabemos que es
una martingala uniformemente integrable.

Definamos a (θn, n ≥ 1) y (τn, n ≥ 1) como dos sucesiones de tiempos de
paro decrecientes a θ y τ respectivamente, con θ ≤ τ . Si A ∈ Fθ ⊂ Fθn , entonces
del Teorema de Paro de Doob, para toda n ≥ 1 se tiene

E [Xθn , A] = E [Xτn , A] . (4.13)

De la continuidad por la derecha tenemos que ĺımnXθn = Xθ y ĺımnXτ = Xτ ,
más aún, al ser (Xθn , n ≥ 1) y (Xτn , n ≥ 1) uniformemente integrables, la
convergencia se satisface en L1, por lo tanto, al tomar el ĺımite en 4.13 obtenemos
para toda A ∈ Fθ

E [Xθ, A] = E [Xτ , A] ,

es decir Xθ = E[Xτ | Fθ] casi seguramente. La otra igualdad es una implicación
directa de que (Xt, t ≥ 0) está cerrada por X∞.

Corolario 4.13. Sea (Xt, t ≥ 0) una martingala continua por la derecha y
θ ≤ τ dos tiempos de paro acotados, entonces

Xθ = E[Xτ | Fθ].

Demostración. Consideremos una constante a > 0 de tal manera que θ ≤ τ ≤ a.
Para la martingala (Xt∧a, t ≥ 0) vemos que

E[Xa | Ft∧a] =

{
E[Xa | Ft] = Xt, si t < a,

E[Xa | Fa] = Xa, si t ≥ a,

lo cual quiere decir que es una martingala cerrada, por Xa. Entonces es unifor-
memente integrable, por lo que podemos aplicar el Teorema de Paro de Doob
para obtener la igualdad deseada.

Corolario 4.14. Sea (Xt, t ≥ 0) una martingala continua por la derecha y θ,
τ dos tiempos de paro acotados, entonces

E[Xτ | Fθ] = Xτ∧θ.

Demostración. Veamos que podemos escribir

E[Xτ | Fθ] = E[Xτ∧θ1{τ≤θ} | Fθ] + E[Xτ∨θ1{τ>θ} | Fθ].

Sabemos que Xτ∧θ es Fτ∧θ-medible y además {τ ≤ θ}, {τ > θ} ∈ Fτ∧θ, además
Fτ∧θ ⊂ Fθ, por lo tanto

E[Xτ | Fθ] = Xτ∧θ1{τ≤θ} + 1{τ>θ}E[Xτ∨θ | Fθ],

aplicando el corolario anterior,

E[Xτ | Fθ] = Xτ∧θ1{τ≤θ} + 1{τ>θ}Xθ

= Xτ∧θ.
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4.4. Aplicaciones al Movimiento Browniano

Se puede verificar fácilmente que el movimiento Browniano posee la propie-
dad de martingala.

Proposición 4.13. Considere una filtración (Ft)t≥0. Sea B un (Ft)t≥0-movimiento
browniano, entonces

1. Bt es una martingala.

2. B2
t − t es una martingala.

3. Para cualquier θ ∈ R,

eθBt−tθ
2/2,

es una martingala.

Demostración. 1. Por definición de movimiento Browniano tenemos que Bt ∼
N(0, t), por lo tanto, (Bt, t ≥ 0) es integrable y además E[Bt] = 0. Consideremos
s < t,

E[Bt | Fs] = E[Bt + (Bs −Bs) | Fs]
= E[Bs | Fs] + E[Bt −Bs | Fs]
= Bs + E[Bt −Bs] = Bs,

donde la última desigualdad ocurre gracias a la Bt tiene saltos independientes,
es decir, Bt−Bs es independiente a Fs, por lo tanto se tiene que, (Bt, t ≥ 0) es
una martingala.

2. Al ser B un movimiento Browniano tenemos que E[B2
t ] = t <∞, entonces

(Bt − t, t ≥ 0) es integrable. Luego, para s < t

E[B2
t − t | Fs] = E[B2

t | Fs]− t
= E[B2

t + 2(B2
s −B2

s ) + 2(BsBt −BsBt) | Fs]− t
= E[B2

t +B2
s − 2BsBt +B2

s + 2BsBt − 2B2
s | Fs]− t

= E[B2
s + (Bt −Bs)2 + 2Bs(Bt −Bs) | Fs]− t

= B2
s + E[(Bt −Bs)2] + 2BsE[(Bt −Bs)]− t

= B2
s + (t− s)− t = B2

s − s.

Por lo tanto, (B2
t − t, t ≥ 0) es una martingala.

3. La función generadora de momentos de (Bt, t ≥ 0) es

E
[
eθBt

]
= etθ

2/2 <∞, (4.14)

ya queB es una variable aleatoria Normal(0, t). Entonces tenemos que exp{θBt−
tθ2/2} es integrable y además

E
[
eθBt−tθ

2/2
]

= 1.
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Para s < t tenemos que

E
[
eθBt

∣∣Fs] = E
[
eθ(Bt+Bs−Bs)

∣∣Fs]
= eθBsE

[
eθ(Bt−Bs)

∣∣Fs]
= eθBse(t−s)θ2/2. (4.15)

Se sigue de (4.15) que

E
[
eθBt−tθ

2/2
∣∣Fs] = eθBse(t−s)θ2/2e−tθ

2/2

= eθBs−sθ
2/2,

por lo tanto, (eθBt−tθ
2/2, t ≥ 0) es una martingala.

Una de las aplicaciones más sencillas de la propiedad de martingalas en el
movimiento Browniano son las identidades de Wald, expuestas en el siguiente
resultado.

Proposición 4.14 (Identidades de Wald). Considere a B como un (Ft)t≥0-
movimiento Browniano y a τ un (Ft)t≥0-tiempo de paro tal que E[τ ] < ∞,
entonces E[Bτ ] = 0 y E[B2

τ ] = Eτ .

Demostración. De la proposición anterior tenemos que (Bt∧τ , t ≥ 0) y (B2
t∧τ −

t ∧ τ, t ≥ 0) son martingalas continuas. Del Corolario 4.14 se tiene

E[B2
t∧τ ] = E[t ∧ τ ] ≤ E[τ ] <∞,

entonces

sup
t≥0

E[B2
t∧τ ] ≤ E[τ ] <∞. (4.16)

Sabemos que al cumplirse (4.16) entonces (Bt∧τ , t ≥ 0) es uniformemente inte-
grable, por lo que se tiene una de las condiciones del Teorema de Paro de Doob,
y aplicando éste tenemos

E[Bτ ] = E[B0] = 0.

Para la segunda afirmación sabemos que de la Desigualdad de Doob y de (4.16)
se tiene

E
[
sup
t≥0

B2
t∧τ

]
= 4 sup

t≥0
E[B2

t∧τ ]

≤ 4E[τ ] <∞.

Por otro lado, como 0 ≤ t ∧ τ ≤ τ , entonces (t ∧ τ, t ≥ 0) es uniformemente
integrable. Entonces, la martingala (B2

t∧τ − t ∧ τ, t ≥ 0) es uniformemente in-
tegrable y además cerrada por B2

τ − τ . Aplicando el Teorema de Paro de Doob
obtenemos la igualdad deseada

E[B2
τ ] = E[τ ].
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La siguiente aplicación consiste en calcular la ley del primer tiempo de arribo
definido como τa = ı́nf{t ≥ 0 : Bt = a}, con a > 0, utilizando el Teorema de
Paro de Doob.

Proposición 4.15 (Primer tiempo de arribo). Considere una filtración (Ft)t≥0,
sea (Bt, t ≥ 0) un movimiento Browniano asociado a dicha filtración, tenemos
que, para θ > 0

E
[
e−

θ2

2 τa
]

= e−θa

Demostración. De la Proposición 4.13 sabemos que para cualquier θ > 0

eθBt−
θ2

2 t,

es una martingala continua. Definimos

Ma,θ
t := exp

{
θBt∧τa −

θ2

2
(t ∧ τa)

}
.

Consideremos el caso en que t ≤ τa, es decir que el movimiento no ha rebasado
a la constante a, por lo tanto

Ma,θ
t = exp

{
θBt −

θ2

2
t

}
≤ exp{θa}, con t ≤ τa.

Si t > τa entonces sabemos que al tiempo τa el valor de B es a, por lo que

Ma,θ
t = exp

{
θBτa −

θ2

2
τa

}
= exp

{
θa− θ2

2
τa

}
≤ exp{θa}.

Por lo tanto, para toda t ≥ 0 y a > 0

Ma,θ
t ≤ exp{θa},

es decir, Ma,θ = (Ma,θ
t , t ≥ 0) es una martingala continua y acotada. Por la

Proposición 1.7 se tiene que la martingala es uniformemente integrable, por lo
que del Teorema 4.11 sabemos que existe una variable que cierra al proceso. Si
tomamos a la variable Ma,θ

∞ como

Ma,θ
∞ = ĺım

t→∞
exp

{
θBt∧τa −

θ2

2
(t ∧ τa)

}
= exp

{
θBτa −

θ2

2
τa

}
= exp

{
θa− θ2

2
τa

}
.

Se tiene entonces que la martingala Ma,θ está cerrada por la variable aleatoria
exp{θa− θ2τa/2}, aplicando el Teorema de Paro de Doob tenemos que

E
[
exp{θa− τaθ2/2}

]
= 1,
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CAPÍTULO 4. MARTINGALAS CONTINUAS

es decir,

E
[
exp{−τaθ2/2}

]
= exp{−θa}.

Finalmente, estamos interesados en calcular la ley de la primera salida en
un intervalo para un movimiento Browniano, definido como

τa,b = ı́nf{t ≥ 0 : Bt = −a o Bt = b} = τ−a ∧ τb,

donde a, b ≥ 0. Para ello, utilizaremos nuevamente a la martingala exponencial.

Proposición 4.16 (Primer tiempo de salida). Consideremos un movimiento
Browniano (Bt, t ≥ 0) asociado a una filtración (Ft)t≥0. Entonces,

E
[
e−

θ2

2 τa,b
]

=
sinh(θa) + sinh(θb)

sinh(θ(a+ b))
, con θ ∈ R \ {0}.

Además, se puede determinar la ley de sup0≤t≤τ−1
Bt, que resulta ser

sup
s∈[0,τ−1]

Bs
(d)
=

U

1− U
,

donde U es una variable aleatoria uniforme en el intervalo (0, 1).

Demostración. Definamos los siguientes procesos

Mθ
t = exp

{
θBt −

θ2

2
t

}
y M−θt = exp

{
−θBt −

θ2

2
t

}
.

El seno hiperbólico está definido de la siguiente manera. Para cualquier
número real x,

sinh(x) =
ex − e−x

2
,

por lo tanto, definimos al proceso Na
t como

Na
t := sinh (θ(Bt + a)) e−

θ2

2 t.

Luego,

Mθ,a
t = exp

{
θ (Bt + a)− θ2

2
t

}
.

Resulta entonces que,

Na
t =

eθaMθ
t + e−θaM−θt

2
,

podemos ver fácilmente que Na
t es una martingala continua. Por lo tanto, de la

misma manera que en la Proposición anterior podemos definir

Na
t∧τa,b = sinh

(
θ(Bt∧τa,b + a)

)
e−

θ2

2 (t∧τa,b),
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sabemos entonces que Na
t∧τa,b es una martingala continua y acotada, por ende,

uniformemente acotada y cerrada por una variable que tomamos como

ĺım
t→∞

Na
t∧τa,b = sinh

(
θ(Bτa,b + a)

)
e−

θ2

2 τa,b .

Al aplicar el Teorema de Paro de Doob tenemos que

E
[
sinh

(
θ(Bτa,b + a)

)
e−

θ2

2 τa,b
]

= sinh(θa). (4.17)

Por otro lado, veamos que

E
[
sinh

(
θ(Bτa,b + a)

)
e−

θ2

2 τa,b
]

= E
[
sinh

(
θ(Bτa,b + a)

)
e−

θ2

2 τa,b1{τ−a<τb}

]
+ E

[
sinh

(
θ(Bτa,b + a)

)
e−

θ2

2 τa,b1{τ−a>τb}

]
= E

[
sinh (θ(−a+ a)) e−

θ2

2 τ−a1{τ−a<τb}

]
+ E

[
sinh (θ(a+ b)) e−

θ2

2 τb1{τ−a>τb}

]
= sinh (θ(a+ b))E

[
e−

θ2

2 τb1{τ−a>τb}

]
, (4.18)

sustituyendo (4.17) en (4.18) tenemos que

E
[
e−

θ2

2 τb1{τ−a>τb}

]
=

sinh(θa)

sinh (θ(a+ b))
, con θ ∈ R \ {0}. (4.19)

Utilizando la misma lógica para la martingala (N−bt , t ≥ 0) obtenemos

E
[
e−

θ2

2 τ−a1{τ−a<τb}

]
=

sinh(θb)

sinh (θ(a+ b))
, con θ ∈ R \ {0}. (4.20)

De las igualdades anteriores podemos concluir que

E
[
e−

θ2

2 τ−a∧τb
]

=
sinh(θa) + sinh(θb)

sinh (θ(a+ b))
, con θ ∈ R \ {0}.

Por otra parte, si θ → 0 en (4.19) y (4.20) tenemos que las probabilidades de
salida del Movimiento Browniano en [−a, b] están definidas por

P(τb < τ−a) =
a

a+ b
y P(τb > τ−a) =

b

a+ b
.

De las últimas igualdades podemos determinar la distribución de sup0≤t≤τ−1
Bt.

Cuando x > 0,

P

(
sup

0≤t≤τ−1

Bt ≥ x

)
= P (τx < τ−1) =

1

x+ 1
,

es decir,

sup
s∈[0,τ−1]

Bs
(d)
=

U

1− U
,

donde U es una variable aleatoria uniforme en el intervalo (0, 1).
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Caṕıtulo 5

Problema de Paro Óptimo:
Tiempo Continuo

Para finalizar este trabajo, analizamos el caso a tiempo continuo de los pro-
blemas de paro óptimo. Consideremos los resultados vistos hasta ahora y tome-
mos el caso de una cadena de Markov. Recordemos del Caṕıtulo 2, la definición
del tiempo de paro candidato τP como

τP = ı́nf{n ≥ 0 : Xn ∈ P},

donde P es la región de paro, es decir, P = {x ∈ E : V (x) = G(x)}. De la
definición sabemos que se requiere cierto conocimiento a priori de la función
V (x), la cual está definida por

V (x) = Ex[G(XτP )].

En otras palabras, debemos tener un conocimiento de τP para poder conocer
el valor de V (x). De ambas dependencias, resulta dif́ıcil dar una solución sis-
temática al problema de paro óptimo en este caso. Por lo tanto, se recurre a
una técnica con un enfoque que requiere cierta intuición para proponer una so-
lución a este tipo de problemas y después poder verificar que, efectivamente, la
propuesta sea óptima.

Para ejemplificar este tipo de técnicas, consideremos problemas de paro ópti-
mo de la siguiente forma

v(x) = sup
τ∈T

Ex[e−qτG(Yτ )], (5.1)

donde Y = {Yt : t ≥ 0}, esta definido como

Yt = at+ σBt +

Nt∑
i=1

Xi, para t ≥ 0, (5.2)

donde (Xi) son variables aleatorias negativas independientes e identicamen-
te distribuidas, Nt es un proceso Poisson con parámetro λ, Bt un movimiento
Browniano, σ ≥ 0 y a ∈ R. Además, G es una función no negativa medible, q ≥ 0
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y T es la familia de tiempos de paro con respecto a la filtración F = {Ft : t ≥ 0}
donde Ft = σ{Yu : u ≤ t}.

El proceso Y definido anteriormente pertenece a una familia de procesos
estocásticos la cual es bastante importante para las aplicaciones, gracias a que
se pueden calcular muchos de sus funcionales. Esta familia es conocida como
procesos de Lévy.

Definición 5.1 (Proceso de Lévy). Un proceso X = {Xt : t ≥ 0} se dice que
es un proceso de Lévy si tiene las siguientes propiedades

1. Las trayectorias de X son casi seguramente continuas por la derecha con
ĺımites por la izquierda.

2. X0 = 0 casi seguramente.

3. Para los tiempos 0 ≤ s ≤ t, los incrementos Xt −Xs son estacionarios, es
decir, Xt −Xs tiene la misma distribución que Xt−s.

4. Para los tiempos 0 ≤ s ≤ t, los incrementos Xt −Xs son independientes
de σ{Xu : u ≤ s}.

Vamos a denotar por Py como ley del proceso Y empezando en y, es decir,
P(Y0 = y) = 1.

Podemos ver de (5.2), que Y0 = 0 c.s. De la misma manera, sabemos que el
proceso es continuo con saltos negativos de intensidad Xi, por lo que el proceso
es continuo por la derecha con ĺımites por la izquierda. Los incrementos que
presenta el proceso son de la forma

Ỹt = Yt+s − Ys =

a(t+ s) + σBt+s +

Nt+s∑
i=1

Xi

−(as+ σBs +

Ns∑
i=1

Xi

)

= at+ σ(Bt+s −Bs) +

Nt+s∑
i=1

Xi −
Ns∑
i=1

Xi


= at+ σ(Bt+s −Bs) +

Nt+s∑
i=Ns

Xi

= at+ σ(Bt+s −Bs) +

Nt+s−Ns∑
i=0

XNs+i. (5.3)

Como Bt+s − Bs y Nt+s −Ns tienen la misma distribución que Bt y Nt, para
t ∈ R+, observamos que (5.3) tiene la misma distribución que Yt. Además como
B y N tienen incrementos independientes y Xi son independiente identicamente
distribuidas, Yt − Ys es independiente de Fs.

De los argumentos anteriores, tenemos que el proceso Y es un proceso de
Lévy.

De las propiedades de estacionariedad e independencia que presenta el pro-
ceso Y en sus incrementos, podemos verificar que posee la propiedad de Markov.
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Recordemos que la propiedad de Markov expresada en términos de Y estable-
ce que para cualquier tiempo s > 0, el proceso Ŷt = (Yt+s, t ≥ 0) condicionado
bajo Fs, resulta ser un proceso de Lévy que comienza en Ys.

Proposición 5.1. Consideremos al proceso Y definido en (5.2). Entonces el
proceso Y posee la propiedad de Markov.

Demostración. Para mostrar que el proceso Y cumple con la propiedad de Mar-
kov, definamos para una s > 0 fija al proceso Ŷt = (Yt+s, t ≥ 0) y al condicionar
el proceso con respecto a Fs se tiene un proceso que comienza en Ys.

Para toda t ≥ 0 tenemos que Ŷt = Yt + (Ys − Ys) = Ỹt + Ys. Podemos consi-
derar un número finito de tiempos pues al utilizar el Lema de Clases Monótonas
se extiende el resultado a la σ-álgebra completa. Consideremos los siguientes
tiempos tales que t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tn y f : Rn → R tenemos que

E
[
f
(
Ŷt1 , . . . , Ŷtn

) ∣∣∣∣Fs] = E
[
f
(
Ỹt1 + Ys, . . . , Ỹtn + Ys

) ∣∣∣∣Fs] ,
Haciendo un abuso de notación y tomando {Ys = y}, vemos

E
[
f
(
Ỹt1 + Ys, . . . , Ỹtn + Ys

) ∣∣∣∣Fs] = E
[
f
(
Ỹt1 + y, . . . , Ỹtn + y

)]
{Ys = y},

De las propiedades discutidas en (5.2) sabemos que Ỹt se distribuye de la
misma manera que Yt, entonces

E
[
f
(
Ŷt1 , . . . , Ŷtn

) ∣∣∣∣Fs] = E
[
f
(
Ỹt1 + y, . . . , Ỹtn + y

)]
{Ys = y},

= E [f (Yt1 + y, . . . , Ytn + y)] {Ys = y},
= Ey [f (Yt1 , . . . , Ytn)]

Donde Ey representa el valor esperado del proceso respecto a la ley Py, y Y
es aleatorio con valor Ys.

La propiedad fuerte de Markov considera un tiempo de paro τ y Ỹt = Yt+τ −
Yτ para toda t ≥ 0. Al condicionar el proceso Ỹt con respecto al evento {τ <∞},
entonces el proceso es independiente de Fτ .

Proposición 5.2. El proceso Y , definido en (5.2) posee la propiedad fuerte de
Markov.

Demostración. La demostración de la propiedad fuerte de Markov básicamente
es la misma que en el Teorema 3.7. La prueba se basa en considerar un evento
A ∈ Fτ con una sucesión de tiempos finitos tales que t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tn y una
función continua y acotada f : R+ → R tal que

E [1Af (Yt1+τ − Yτ , . . . , Ytn+τ − Yτ )] = P(A)E [f (Yt1 , . . . , Ytn)] ,

para después extender este resultado al proceso completo con respecto a la σ-
álgebra Fτ utilizando el Lema de Clases Monótonas.
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Si se considera una sucesión de números como en el Teorema 3.7 de tal forma
que podamos aproximarnos a f (Yt1+τ − Yτ , . . . , Ytn+τ − Yτ ), por la continuidad
a la derecha y ĺımites por la izquierda del proceso Y tenemos que

∞∑
i=1

1{ i−1
2m <τ≤ i

2m }
f
(
Y i

2m+t1
− Y i

2m
, . . . , Y i

2m+tn
− Y i

2m

)
m→∞−−−−→ f

(
Ỹt1 , . . . , Ỹtn

)
,

donde Ỹtj = Ytj+τ − Yτ . Luego, del Teorema de Convergencia Monótona,

E
[
1Af

(
Ỹt1 , . . . , Ỹtn

)]
= ĺım
m→∞

∞∑
i=1

E
[
1A∩{ i−1

2m <τ≤ i
2m }

f
(
Y i

2m+t1
− Y i

2m
, . . . , Y i

2m+tn
− Y i

2m

)]
.

(5.4)

Para poder aplicar la propiedad de Markov en la igualdad anterior, notemos
que si A ∈ Fτ entonces, casi seguramente A∩{ i−1

2m < τ ≤ i
2m } ∈ Fi/2m , entonces

E
[
1A∩{ i−1

2m <τ≤ i
2m }

f
(
Y i

2m+t1
− Y i

2m
, . . . , Y i

2m+tn
− Y i

2m

)]
= E

[
1A∩{ i−1

2m <τ≤ i
2m }

E
[
f
(
Y i

2m+t1
− Y i

2m
, . . . , Y i

2m+tn
− Y i

2m

) ∣∣∣∣F i
2m

]]
= P

(
A ∩

{
i− 1

2m
< τ ≤ i

2m

})
E [f (Yt1 , . . . , Ytn)] .

Por lo tanto, sustituyendo en (5.4)

E
[
1Af

(
Ỹt1 , . . . , Ỹtn

)]
= P(A)E [f (Yt1 , . . . , Ytn)] ,

5.1. Condiciones Suficientes para la Optimiza-
ción

Ahora presentamos las condiciones suficientes para poder verificar que una
solución propuesta es la óptima para resolver el problema de paro óptimo de la
forma (5.1), considerando a G como una función sobre un proceso de Markov
de dos dimensiones (t, Yt), es decir, una función de espacio y tiempo, donde G
es no negativa y medible.

Lema 5.1. Considere el problema de paro óptimo definido en (5.1), para q ≥ 0,
con el supuesto de que para toda y ∈ R, existe casi seguramente ĺımt→∞ e−qtG(Yt)
y además

Py
(

ĺım
t↑∞

e−qtG(Yt) <∞
)

= 1. (5.5)

Si consideramos a τ∗ ∈ T como una estrategia candidata para el problema de
paro óptimo (5.1) y sea

v∗(y) = Ey[e−qτ
∗
G(Yτ∗)].

Entonces, (v∗, τ∗) es una solución si
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1. v∗(y) ≥ G(y) para toda y ∈ R.

2. El proceso {e−qtv∗(Yt) : t ≥ 0} es una supermartingala continua por la
derecha.

Demostración. Queremos observar que nuestra solución propuesta (v∗, τ∗) es
óptima, es decir, queremos mostrar que para toda y ∈ R la siguiente igualdad
se cumple

v∗(y) = sup
τ∈T

Ey
[
e−qτG(Yτ )

]
. (5.6)

De la definición de v∗(y) se tiene que para toda y ∈ R

sup
τ∈T

Ey
[
e−qτG(Yτ )

]
≥ v∗(y).

Por otra parte, sabemos que el proceso {e−qtv∗(Yt) : t ≥ 0} es una supermartin-
gala continua por la derecha, entonces utilizando el Teorema de Paro Opcional
de Doob tenemos que para todo t ≥ 0, y ∈ R y σ ∈ T

v∗(y) ≥ Ey
[
e−q(t∧σ)v∗(Yt∧σ)

]
,

en particular tenemos que,

v∗(y) ≥ ĺım inf
t↑∞

Ey
[
e−q(t∧σ)v∗(Yt∧σ)

]
,

usando el hecho anterior y además que v∗(y) ≥ G(y) para toda y, el Lema de
Fatou y la condición de no negativdad de la función G, vemos

v∗(y) ≥ ĺım inf
t↑∞

Ey
[
e−q(t∧σ)v∗(Yt∧σ)

]
≥ ĺım inf

t↑∞
Ey
[
e−q(t∧σ)G(Yt∧σ)

]
≥ Ey

[
ĺım inf
t↑∞

e−q(t∧σ)G(Yt∧σ)

]
= Ey

[
e−qσG(Yσ)

]
,

puesto que σ ∈ T es arbitraria, tenemos que para toda y ∈ R

v∗(y) ≥ sup
τ∈T

Ey
[
e−qτG(Yτ )

]
.

De ambas desigualdades, vemos que se cumple (5.6).

Si consideramos las condiciones que se piden en el Lema 5.1, podemos notar
que para una función monótona creciente G y q > 0, una clase de posibles solu-
ciones son aquellas donde se supere algún umbral establecido.

Supongamos entonces que, G es una función monótona creciente, si tomamos
el tiempo τ en donde Yt se maximiza, entonces también ocurrirá para G(Yτ ).
Recordemos que la clase de problemas que estamos considerando, son aquellos
donde la función G tiene un factor de descuento exponencial, por lo tanto, no
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debeŕıa de transcurrir mucho tiempo para que el umbral que se estableció sea
alcanzado.

Ambas condiciones nos sugieren la existencia de un umbral, el cual posible-
mente depende del tiempo, donde uno debeŕıa detenerse si se quiere maximizar
el valor esperado de la ganancia. Si al tiempo t > 0 no se ha superado el umbral
de paro, y el proceso Yt = y, entonces cualquier tiempo de paro futuro depen-
derá solamente de la trayectoria del proceso a partir de este punto, teniendo un
valor esperado de

e−qtEy
[
e−qτG(Yτ )

]
. (5.7)

Optimizar (5.7) resulta ser un problema igual a (5.1), además, no tiene ninguna
utilidad considerar los tiempos de paro anteriores a t, gracias a la propiedad de
Markov.

Los argumentos anteriores sugieren que el umbral no vaŕıa con respecto al
tiempo, y entonces, las posibles soluciones son de la forma

τ∗x = ı́nf{t > 0 : Yt ∈ [x,∞), x ∈ R}.

El mismo razonamiento aplica en el caso donde G es una función monótona
decreciente. Considerar solamente a la función como monótona no asegura que
la estrategia del umbral sea óptima, es por esta misma razón, lo que hace muy
dif́ıcil poder hacer rigurosas las intuiciones anteriores. Las estrategias “óptimas”
que se consideran para problemas de paro óptimo en particular, pueden variar
enormemente si se cambia la naturaleza del problema.

Se ha mostrado (véase [2], [9]) que existen ciertas familias de problemas pa-
ra las cuales, sus soluciones coinciden en varios aspectos, aunque resulta muy
sencillo modificar el problema de tal manera que ninguna de las soluciones pro-
puestas sea aplicable. Es por estas razones que vamos a considerar un problema
de paro óptimo en particular.

5.2. Problema de Paro Óptimo de McKean u
Opción Americana

El problema de paro óptimo de McKean está dado por

v(y) = sup
τ∈T

Ey
[
e−qτ (K − eYτ )+

]
, (5.8)

donde q > 0, T es la familia de tiempos de paro respecto a F y (K − eYτ )+ =
máx(K − eYτ , 0).

El contexto de este problema puede ser visto como la venta de un activo con
cierto riesgo a un valor espećıfico. Donde K es el precio fijo que se pacta para
vender el activo, y el proceso Y , en este caso, sigue un movimiento Browniano
con saltos negativos como se definió en (5.2). El objetivo del problema es ma-
ximizar la ganancia que se puede esperar al momento de detenerse y obtener la
mayor diferencia respecto al precio pactado K con el precio del mercado eYτ .
Este tipo de procesos son conocidos en finanzas como opciones americanas.
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Antes de entrar de lleno a la solución, veamos un resultado que será de
utilidad a la hora de resolver el problema de McKean. Definamos para y ∈ R
los tiempos de primera pasada, como

τ+
y := ı́nf{t > 0 : Yt > y} y τ−y := ı́nf{t > 0 : Yt < y}.

Además, escribamos Ȳt = sups≤t Ys.

Lema 5.2. Para toda q > 0, β ≥ 0 y z ≥ 0, tenemos que

E
[
e
−qτ+

z −βYτ+z 1{τ+
z <∞}

]
=

E
[
e−βȲeq 1{Ȳeq>z}

]
E
[
e−βȲeq

] , (5.9)

con eq como una variable aleatoria que es independiente de Y y tiene una dis-
tribución exponencial.

Demostración. Primero, supongamos que q, β, z > 0 y veamos que, si Ȳeq > z
entonces el momento en que supero a z ocurrió antes que eq, es decir τ+

z < eq,
por lo tanto

E
[
e−βȲeq 1{Ȳeq>y}

]
= E

[
e−βȲeq 1{τ+

z <eq}

]
= E

[
e
−β(Ȳeq+Y

τ
+
z
−Y

τ
+
z

)
1{τ+

z <eq}

]
= E

[
E
[
1{τ+

z <eq}e
−βY

τ
+
z e
−β(Ȳeq−Yτ+z

)
∣∣∣∣Fτ+

z

]]
= E

[
1{τ+

z <eq}e
−βY

τ
+
z E
[
e
−β(Ȳeq−Yτ+z

)
∣∣∣∣Fτ+

y

]]
De nuestra última expresión, consideremos la variable aleatoria Ȳeq − Ȳτ+

z
,

vemos que

Ȳeq − Ȳτ+
z

= sup
s≤eq

Ys − Yτ+
z

= sup
u≤eq−τ+

z

(
Yu+τ+

z
− Yτ+

z

)
Al ser eq una variable aleatoria que se distribuye exponencialmente, sabemos

que posee la propiedad de pérdida de memoria, al estar condicionada sobre Fτ+
y

y el evento {τ+
z < eq} se tiene que eq − τ+

z se distribuye exponencialmente. Por
otra parte de (5.3) sabemos que Yu+τ+

z
−Yτ+

z
tiene la misma distribución que Yu.

Entonces, sabemos que Ȳeq − Ȳτ+
z

tiene la misma distribución que Ȳeq . Por
lo tanto, tenemos que

E
[
e−βȲeq 1{Ȳeq>y}

]
= E

[
1{τ+

z <eq}e
−βY

τ
+
z E
[
e
−β(Ȳeq−Yτ+z

)
∣∣∣∣Fτ+

z

]]
= E

[
1{τ+

z <eq}e
−βY

τ
+
z E
[
e−βȲeq

]]
= E

[
1{τ+

z <eq}e
−βY

τ
+
z

]
E
[
e−βȲeq

]
. (5.10)
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Utilizando las propiedades de la esperanza condicional, tenemos que

E
[
1{τ+

z <eq}e
−βY

τ
+
z

]
= E

[
e
−βY

τ
+
z E
[
1{τ+

z <eq}

∣∣∣∣Fτ+
z

]]
= E

[
e
−βY

τ
+
z P
(
τ+
z < eq

∣∣∣∣Fτ+
z

)]
= E

[
e
−βY

τ
+
z

∫ ∞
τ+
z

qe−qsds

]
= E

[
e
−βY

τ
+
z e−qτ

+
z

]
. (5.11)

Sustituyendo (5.11) en (5.10) tenemos

E
[
e−βȲeq 1{Ȳeq>z}

]
= E

[
e
−qτ+

z −βYτ+z
]
E
[
e−βȲeq

]
,

lo cual muestra la igualdad (5.9).

Con el anterior Lema, procedamos a mostrar la solución al problema de
McKean. Definimos a

¯
Yt = ı́nfs≤t Ys.

Teorema 5.3 (Solución al problema de McKean). La solución a (5.8) bajo los
supuestos establecidos está dada por

v(y) =
E
[(
KE

[
e¯
Yeq
]
− ey+

¯
Yeq
)+]

E
[
e¯
Yeq
] ,

y el tiempo de paro óptimo está dado por

τ∗ = ı́nf{t > 0 : Yt < y∗},

donde,

y∗ = log
(
KE

[
e¯
Yeq
])
.

Recordemos que eq es una variable aleatoria independiente de Y , con una dis-
tribución exponencial de intensidad q.

Demostración. Recordemos que para poder utilizar el Lema 5.1 se tiene que
verificar la condición (5.5). Esto resulta fácil de ver puesto que G(Yt) = (K −
eYt)+. Siguiendo las condiciones que menciona el mismo Lema 5.1, definamos
las funciones de acotamiento

vy′(y) = Ey

[
e
−qτ−

y′

(
K − e

Y
τ
−
y′

)+
]
. (5.12)

Veamos que utilizando el Lema 5.1 la solución al Problema de McKean está
dado de la forma (5.12), para una elección adecuada del valor de y′, es decir,
y′ < log(K).

Utilizando el Lema 5.9, sustituimos Y por −Y y obtenemos el resultado
análogo para el primer tiempo de entrada a un umbral negativo.

Ey
[
e
−qτ−

y′+βYτ−
y′ 1{τ−

y′<∞}

]
=

E
[
eβ(

¯
Yeq+y)1{−

¯
Yeq>y−y′}

]
E
[
eβ¯
Yeq
] , (5.13)
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para q, β ≥ 0 y y − y′ ≥ 0, entonces se sigue que

vy′(y) = Ey
[
Ke
−qτ−

y′ − e
−qτ−

y′+Yτ−
y′

]
= Ey

[
Ke
−qτ−

y′
]
− Ey

[
e
−qτ−

y′+Yτ−
y′

]

= E
[
K1{−

¯
Yeq>y−y′}

]
−

E
[
e¯
Yeq+y1{−

¯
Yeq>y−y′}

]
E
[
e¯
Yeq
]

=
E
[
K1{

¯
Yeq>y−y′}E

[
e¯
Yeq
]]

E
[
e¯
Yeq
] −

E
[
e¯
Yeq+y1{−

¯
Yeq>y−y′}

]
E
[
e¯
Yeq
]

=
E
[(
KE

[
e¯
Yeq
]
− e¯

Yeq+y
)

1{−
¯
Yeq>y−y′}

]
E
[
e¯
Yeq
] . (5.14)

La parte positiva puede ser excluida pues solo consideramos valores y′ <
log(K). Para asegurar que la solución efectivamente es de la forma (5.12), veri-
fiquemos los dos supuestos que se mencionan en el Lema 5.1.

1. Cota inferior. Comprobemos que vy(x) ≥ (K − ex)+. Para ésto, primero
notemos que de la misma definición de vy(x) en (5.12) podemos afirmar que
vy(x) ≥ 0. Por otra parte, podemos manipular la expresión (5.14) para modificar
la condición en la función indicadora y aśı obtener

vy′(y) =
E
[(
KE

[
e¯
Yeq
]
− e¯

Yeq+y
) (

1− 1{−
¯
Yeq≤y−y′}

)]
E
[
e¯
Yeq
] .

=

(
KE

[
e¯
Yeq
]
− e¯

Yeq+y
)

+ E
[(
e¯
Yeq+y −KE

[
e¯
Yeq
])

1{−
¯
Yeq≤y−y′}

]
E
[
e¯
Yeq
] .

=
E
[
e¯
Yeq (K − ey)

]
E
[
e¯
Yeq
] +

E
[(
e¯
Yeq+y −KE

[
e¯
Yeq
])

1{−
¯
Yeq≤y−y′}

]
E
[
e¯
Yeq
] .

= (K − ey) +
E
[(
e¯
Yeq+y −KE

[
e¯
Yeq
])

1{−
¯
Yeq≤y−y′}

]
E
[
e¯
Yeq
] . (5.15)

De la ecuación anterior tenemos que una condición suficiente para que vy′(y) ≥
(K − ey) es

ey
′
≥ KE

[
e¯
Yeq
]
. (5.16)

2. Condición de supermartingala. Consideremos una variable aleatoria I con
la misma distribución que

¯
Yeq . En el evento {t < eq} se puede describir a

¯
Yeq

desde el tiempo t. Si el valor mı́nimo del proceso ocurre antes del tiempo t
entonces

¯
Yeq =

¯
Yt.

Por otro lado, si el mı́nimo del proceso ocurre después del tiempo t entonces
podemos representar ese mı́nimo y manipularlo de la siguiente manera usando
la propiedad de Markov del proceso Y y recordando que el remanente en una
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diferencia de tiempos exponenciales es un tiempo exponencial

ı́nf
s∈(t,eq ]

Ys = ı́nf
s∈(t,eq ]

(Ys + Yt − Yt)

= ı́nf
u∈(0,eq−t]

(Yu+t − Yt + Yt)

= ı́nf
u∈(0,ēq ]

(Ȳu + Yt)

= Yt + ı́nf
u∈(0,ēq ]

Ȳu

= Yt + I.

donde ēq = eq − t es un tiempo exponencial y Ỹu = Yu+t − Yt. Por lo que,
tomando en mı́nimo para considerar ambos casos se tiene que

¯
Yeq =

¯
Yt ∧ (Yt + I).

En particular se sigue que, en {t < eq},
¯
Yeq ≤ Yt + I. Ahora supongamos que

ey ≤ KE
[
e¯
Yeq
]
, (5.17)

entonces para toda y ∈ R y utilizando la igualdad (5.15) tenemos

vy′(y) = (K − ey) +
E
[(
e¯
Yeq+y −KE

[
e¯
Yeq
])

1{−
¯
Yeq≤y−y′}

]
E
[
e¯
Yeq
]

= (K − ey) +
E
[
1{t<eq}E

[(
e¯
Yeq+y −KE

[
e¯
Yeq
])

1{−
¯
Yeq≤y−y′}

∣∣Ft]]
E
[
e¯
Yeq
]

+
E
[
1{t≥eq}E

[(
e¯
Yeq+y −KE

[
e¯
Yeq
])

1{−
¯
Yeq≤y−y′}

∣∣Ft]]
E
[
e¯
Yeq
]

≥
E
[
1{t<eq}E

[(
KE

[
e¯
Yeq
]
− eYt+I+y

)
1{−(Yt+I)>y−y′}

∣∣Ft]]
E
[
e¯
Yeq
] .

Notemos que cuando {t < eq} se tiene que
¯
Yeq ≤ Yt + I, además, obtenemos

la primera desigualdad al quitar los términos que son positivos. Luego, ocupando
la propiedad de Markov del proceso Y obtenemos,

vy′(y) ≥
E
[
1{t<eq}EYt

[(
KE

[
e¯
Yeq
]
− eI+y

)
1{−I>y−y′}

]]
E
[
e¯
Yeq
]

≥ E
[
e−qtvy′(Yt + y)

]
= Ey

[
e−qtvy′(Yt)

]
.

La última desigualdad corresponde a la definición de vy′(y) y al hecho de
que eq es una variable aleatoria exponencial independiente de Y .

Utilizando la propiedad de Markov, aśı como la última desigualdad y las
propiedades de incrementos estacionarios e independientes del proceso Y para
tiempos 0 ≤ s ≤ t <∞ llegamos a que

E
[
e−qtvy′(Yt)

∣∣Fs] = e−qsEYs
[
e−q(t−s)vy′(Yt−s)

]
≤ e−qsvy′(Ys)
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mostrando que {e−qtvy′(Yt) : t ≥ 0} es una supermartingala. La continuidad
por la derecha de las trayectorias se sigue de la continuidad de las trayectorias
de Y y la continuidad de vy′ se puede concluir fácilmente de (5.15).

Notemos por último que, las condiciones 1 y 2 se satisfacen siempre y cuando
se cumplan (5.16) y (5.17), es decir, cuando

y′ = log
(
KE

[
e¯
Yeq
])
.

5.3. Smooth Fit contra Continuous Fit

De la condición 1 del Lema 5.1 sabemos que la solución al problema (5.8)
está acotada inferiormente por la función de ganancia G, y más aún es igual a la
función de ganancia en aquellos puntos donde la distribución de Yτ∗ se concentra.

Recurriendo a las propiedades de las trayectorias del proceso Y se pueden
verificar varias maneras en las que la función v se aproxima a la función de
ganancia G, nos referiremos a esta aproximación diciendo que v se ajusta a G.
Resulta que el problema de paro óptimo de McKean es un excelente ejemplo
para exponer un conflicto que ocurre cuando una solución se trata de ajustar a
la función de ganancia.

Decimos que existe una condición de continuous fit al punto y∗ si los ĺımites
(puntuales) por la derecha y por la izquierda de v en y∗ existen y además son
iguales. Por otro lado, si las derivadas derechas e izquierdas de v en el ĺımite
y∗ son iguales, decimos que existe una condición de smooth fit en el punto Y ∗.
Ahora explicaremos más a detalle este problema que surge en (5.8).

Teorema 5.4. La función v(log(y)) es convexa para y > 0 y en particular existe
continuous fit de v en y∗. La derivada derecha en y∗ está dada por

v′(y∗+) = −ey
∗

+KP
(
¯
Yeq = 0

)
.

Por lo tanto, la solución al problema de paro óptimo muestra la existencia de
smooth fit en y∗ si y solo si 0 entra inmediatamente a (−∞, 0).

Demostración. Podemos ver que para dos números positivos a, b, la función
y 7→ (a − by)+ es convexa, por lo que para la función de valor óptimo v se
tiene que es convexa con y′ = ey. Además, tomar el supremo es una operación
subaditiva, entonces v(log(y)) es una función convexa en y. Como toda función
convexa es continua, v es continua.

Ahora, estudiaremos la condición de smooth fit, donde estableceremos las
condiciones necesarias y suficientes para esta propiedad. Consideremos aquellos
valores y < y∗ = log

(
KE

[
exp{

¯
Yeq}

])
, por lo tanto

v(y) = K − ey,
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y por ende, la derivada por la izquierda resulta ser

v′(y∗−) = −ey
∗
,

para establecer la condición de smooth fit es necesario mostrar que v′(y∗−) =
v′(y∗+) = −ey∗ . Recordemos que y∗ = log(KE[exp{

¯
Yeq}]), por lo tanto tenemos

que ey
∗

= KE[e¯
Yeq ], del Teorema 5.3 tenemos que

v(y) =
E
[(
ey
∗ − ey+

¯
Yeq
)

1{−
¯
Yeq>y−y∗}

]
ey∗/K

= Ke−y
∗
E
[(
ey
∗
− ey+

¯
Yeq

)
1{−

¯
Yeq>y−y∗}

]
= KE

[(
1− ey+

¯
Yeq−y

∗
)

1{−
¯
Yeq>y−y∗}

]
= −KE

[(
ey+

¯
Yeq−y

∗
− 1
)

1{−
¯
Yeq>y−y∗}

]
.

Luego, al añadir un cero y desarrollar obtenemos

v(y) = −KE
[(
ey+

¯
Yeq−y

∗
+
(
e¯
Yeq − e¯

Yeq
)
− 1
)

1{−
¯
Yeq>y−y∗}

]
= −KE

[(
ey+

¯
Yeq−y

∗
− e¯

Yeq

)
1{−

¯
Yeq>y−y∗}

]
−KE

[(
e¯
Yeq − 1

)
1{−

¯
Yeq>y−y∗}

]
= −K

(
ey−y

∗
− 1
)
E
[
e¯
Yeq 1{−

¯
Yeq>y−y∗}

]
−KE

[(
e¯
Yeq − 1

)
1{−

¯
Yeq>y−y∗}

]
.

Recordemos que ey
∗

= KE[e¯
Yeq ], entonces de la igualdad anterior podemos

analizar la derivada por la derecha de v como

v(y)− (K − ey∗)
y − y∗

=
v(y) +K(E[e¯

Yeq ]− 1)

y − y∗

= −K
(
ey−y

∗ − 1
)

y − y∗
E
[
e¯
Yeq 1{−

¯
Yeq>y−y∗}

]
+K

E
[(
e¯
Yeq − 1

)
1{−

¯
Yeq≤y−y∗}

]
y − y∗

. (5.18)

Para poder estudiar en base al ĺımite la anterior expresión, consideremos sim-
plificar la notación llamando Ay al primer término de la suma y By al segundo.
Es claro entonces que,

ĺım
y↓y∗

Ay = −KE
[
e¯
Yeq 1{−

¯
Yeq>0}

]
.

Por otra parte, consideremos remover del valor esperado en B la posibilidad de
que la distribución de

¯
Yeq tome un valor igual a 0, asumiendo que exp{

¯
Yeq}−1 =
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0 en {
¯
Yeq = 0}. Se tiene entonces

ĺım
y↓y∗

By = K
E
[(
e¯
Yeq − 1

)
1{0<−

¯
Yeq≤y−y∗}

]
y − y∗

= K

∫
(0,y−y∗]

e−z − 1

y − y∗
P
(
¯
Yeq ∈ dz

)
= K

ey−y
∗ − 1

y − y∗
P
(
0 < −

¯
Yeq ≤ y − y∗

)
+

K

y − y∗

∫ y−y∗

0

e−zP
(
0 < −

¯
Yeq ≤ z

)
dz,

lo que nos conduce a que ĺımy↓y∗ By = 0. De (5.18) y recordando que podemos
escribir a E[e¯

Yeq ] como ey
∗
, podemos ver que la derivada por la derecha está

definida como

v′(y∗+) = −ey
∗

+KP
(
−

¯
Yeq = 0

)
.

Finalmente, para que exista la igualdad en ambas derivadas, y por ende, la
condición de smooth fit es necesario y suficiente que P

(
−

¯
Yeq = 0

)
= 0, en otras

palabras, un proceso Y = (Yt, t ≥ 0) posee smooth fit si y solo si el proceso
entra inmediatamente en (−∞, 0).

Para finalizar el contenido de este caṕıtulo, analicemos brevemente la con-
dición que se concluyó en el Teorema anterior. El resultado previo nos indica
que no puede existir la posibilidad de tener smooth fit si la distribución de −

¯
Yeq

toma en cuenta al evento {−
¯
Yeq = 0}.

A continuación damos un ejemplo en donde este evento este presente. De
hecho, podemos considerar un proceso Poisson compuesto con tendencia positiva
y saltos negativos

Yt = ct+

Nt∑
i=1

ξi,

donde c > 0, (Nt, t ≥ 0) es una proceso Poisson y (ξi, i ≥ 1) son variables aleato-
rias negativas, independientes e identicamente distribuidas. Podemos considerar
a T1 como el primer salto del proceso, y entonces, el evento {T1 > t} es equiva-
lente a decir que antes del tiempo t no ha ocurrido ningún salto, por lo que

P(−
¯
Yeq = 0) ≥ P(T1 > eq) = e−λeq > 0,

donde λ es el parámetro de intensidad de los intervalos para los saltos del pro-
ceso.

Por otro lado, cuando el proceso no entra inmediatamente en (−∞, 0) es
equivalente a

P(τ−0 > 0) = P(́ınf{t > 0 : Yt < 0} > 0) = 1.

Finalmente, analicemos el caso en que tenemos presencia del movimiento
Browniano, es decir, cuando Yt es un proceso de Lévy como se definió en (5.2).
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Veamos que P(−
¯
Yeq = 0) = 0 con eq como una variable aleatoria independiente

de Y y que tiene una distribución exponencial.

Al ser eq una variable independiente de Y para todo t ≥ 0, observemos que
podemos escribir

P
(
Y eq = 0

)
=

∫ ∞
0

dsλe−qsP
(

ı́nf
u∈(0,s]

Yu = 0

)
.

Por lo que, si determinamos que P(Y s = 0) = 0 para toda s, habremos
probado que el proceso Y posee la propiedad de smooth fit. Entonces, veamos
que podemos considerar dos casos en la probabilidad anterior

P
(

ı́nf
u∈(0,s]

Yu = 0

)
= P

(
ı́nf

u∈(0,s]
Yu = 0, s ≤ T1

)
+ P

(
ı́nf

u∈(0,s]
Yu = 0, s > T1

)
. (5.19)

Veamos que el lado de derecho de la identidad (5.19) es igual a cero. Notemos
que P(τ−0 > T1) es mayor igual que el segundo miembro de la parte derecha de
la identidad (5.19), donde τ−0 es el primer momento en que Y < 0. Por lo tanto,
queremos observar que P(τ−0 > T1) = 0, tenemos entonces que

P(τ−0 > T1) = P
(

ı́nf
s∈(0,T1)

Ys = 0

)
.

Al considerar solo el intervalo hasta justo antes de que ocurra el primer salto
negativo, tenemos que

P(τ−0 > T1) = P
(

ı́nf
s∈(0,T1)

as+ σBs = 0

)
=

∫ ∞
0

dsλe−λsP
(

ı́nf
u∈(0,s)

au+ σBu = 0

)
.

La última igualdad ocurre bajo el supuesto de que T1 es una variable que
se distribuye exponencialmente con parámetro λ y es independiente del proceso
Y . Por lo que basta ver que

P
(

ı́nf
u∈(0,s)

au+ σBu = 0

)
= 0. (5.20)

Recordemos de la Proposición 4.13 que

M
(λ)
t = exp

{
λBt −

λ2

2
t

}
para λ ∈ R,

es una martingala y además E[M
(λ)
t ] = 1. Esto nos permite definir una nueva

medida de probabilidad

P(λ) (Λ) = E
[
M

(λ)
t 1Λ

]
para todo Λ ∈ Ft.
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Analicemos al proceso (σBs − as, s ≥ 0) bajo la medida P(λ) y observemos
que

E(λ)
[
eθ(σBs−as)

]
= E

[
exp

{
θσBs − θas+ λBs −

λ2

2
s

}]
= exp

{
−θas− λ2

2
s

}
E
[
e(θσ+λ)Bs

]
.

De (4.14) sabemos que E
[
eθBt

]
= etθ

2/2, entonces

E(λ)
[
eθ(σBs−as)

]
= exp

{
−θas− λ2

2
s

}
exp

{
(θσ + λ)2

2
s

}
= exp

{
−θas+

θ2

2
σ2s+ θσλs

}
.

Luego, tomando λ = a/σ tenemos que

E(a/σ)
[
eθ(σBs−as)

]
= e

(θσ)2

2 s.

Por lo que (σBs − as, s ≥ 0) bajo la medida P(a/σ) es un movimiento Brow-
niano con varianza σ2. En otras palabras, (σBs, s ≥ 0) bajo P(a/σ) es un mo-
vimiento Browniano con varianza σ2 y deriva a. Entonces, podemos concluir
que

Ea/σ
[
1{́ınfu∈(0,s) σBu=0}

]
= E

[
1{́ınfu∈(0,s) σBu=0}M

a/σ
t

]
= 0.

La última desigualdad se da por el hecho de que el movimiento Browniano
entra inmediatamente a (−∞, 0), por lo que la función indicadora es igual a 0.
Lo anterior implica que P(τ−0 > T1) = 0 y entonces el segundo miembro de la
parte derecha de la identidad (5.19) es igual a 0. Finalmente notemos que el
primer miembro de la parte derecha de la identidad (5.19) es menor o igual que
la probabilidad definida en (5.20), la cual es igual a 0. Por lo tanto,

P
(
− ı́nf
u∈(0,s]

Yu = 0

)
= 0,

es decir, se tiene la condición de smooth fit para el proceso

Yt = at+ σBt +

Nt∑
i=1

Xi.
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for American puts. Stochast. Process. Appl. 100, 75-107.

[3] Bartle, Robert G. The Elements of Real Analysis. John Wiley & Sons. Londres.
1964.

[4] Billingsley, Patrick. Convergence of Probability Measures. John Wiley & Sons.
2da edición. Londres. 1999

[5] Doob, J. L., Stochastic Processes, Wiley, Ser. Probab. Math. Stat. New York.
1953.

[6] Gut, Allan, Probability: A Graduate Course, Springer Texts in Statistics. New
York. 2005.

[7] Jacod, Jean; Protter, Philip E. Probability essentials. Universitext, Springer.
2da edición. New York. 2000.

[8] Kyprianou, Andreas E. A Hands-on Approach to Optimal Stopping, 6th School
of Probability and Stochastic Process. México. 2009.

[9] Kyprianou, Andreas E. Fluctuations of Lévy Processes with Applications: In-
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