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Resumen

Suponiendo que las leyes de la fisica desarrolladas hasta el momento son validas en todas las
escalas se requiere introducir la hip6tesis ad hoc de la existencia de un componente dominante
de materia oscura. Dicha materia nunca se ha observado y como alternativa se han desarrollado
diferentes teorias, modificando la fisica a escalas de baja aceleracién.

En este trabajo se hizo un estudio de la dindmica de los cometas Secchi y McNaught bajo un
modelo de gravedad modificada tal que no se requiera materia obscura a escalas astronémicas
de més de 7000 UA para que estos describan érbitas cerradas alrededor del Sol.

Se compara principalmente la dindmica del cometa Secchi, cuyo origen apunta a ser extra-
solar, bajo gravedad Newtoniana y gravedad Extendida. Para ello se programé un cédigo cuyo
correcto funcionamiento se corroboré con resultados analiticos.

Se presta principal atencién al cometa Secchi debido a que la 6rbita que este presenta antes
de interactuar con el sistema planetario es hiperbdlcio a diferencia de otros cometas cuyas 6rbitas
hiperbdlicas resultan serlo después de haber interactuado con el Sistema Solar.

Los resultados obtenidos muestran que dentro de la dinamica Newtoniana el cometa una vez
que pasa por el perihelio se aleja del Sol y no regresa mientras que bajo gravedad Extendida el
cometa alcanza una distancia maxima y regresa describiendo 6rbitas cerradas.



Capitulo 1

Introduccion

Los sentidos con los que nos ha dotado la natrualeza han sido potenciados a partir de la creacién
de instrumentos como son los telescopios los cuales nos han permitido observar el universo a
distancias inimaginables. El hombre se ha maravillado con todo lo que ha observado pero a la
vez su comprensiéon por el universo se ha visto comprometida pues al estudiar la dindmica que
presentan los cuerpos a distancias de miles de unidades astronémicas se suelen observar anoma-
lias en la fisica con la que describimos nuesto mundo empirico.

El fisico inglés Sir Isaac Newton en el siglo XVII abri6 las puertas para poder describir de
una manera nueva el mundo que observabamos. Con sus leyes es posible describir la atraccién
gravitacional que dos cuerpos presentan entre si. Estas leyes fisicas son la primera y segunda ley
de Newton o también conocidas como Fuerza de Gravedad y Ecuacién de Movimiento respecti-
vamente. Estas quedan descritas por las ecuaciones 1.1 y 1.2.

- GMm
F=ma (1.2)

1.1 Antecedentes de Gravedad Extendida

Las leyes fisicas desarrolladas por Newton presentan una relacion entre cudnta fuerza ejerce una
cierta cantidad de materia sobre otro cuerpo. La ecuacién 1.1 nos dicen que la fuerza es inversa-
mente proporcional al cuadrado de la distancia que existe entre los cuerpos. Sin embargo, en 1933
Fritz Zwicky (Zwicky 1933, 1937), quien estudiaba ctiimulos de galaxias encontré que la masa
de las galaxias era insuficiente para describir bajo las leyes de Newton la dinamica observada.
En 1970 Vera Rubin (Rubin 1970) estudié la velocidad de rotacién de las estrellas de una gran
muestra de galaxias espirales. Las leyes de Newton predecian que la velocidad de rotacién de las
estrellas deberia disminuir con la distancia entre esta y el bulbo galactico, sin embargo se encon-
tré que la curva de rotacion era plana, es decir, no variaba con la distancia. Para explicar estas
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observaciones es necesario hacer una de las siguientes consideraciones; 1) la masa visible faltante
se compensa con una cantidad de masa invisible, llamada hoy en dia materia oscura, necesaria
para ajustar las curvas de rotacién de las estrellas con las leyes de fuerza que conocemos, o 2) la
ley de fuerza cambia para grandes escalas como lo es una galaxia.

Suponiendo que las leyes fisicas desarolladas hasta el momento son validas en todas las es-
calas cosmoldgicas, se requiere introducir la hipdtesis ad hoc de la existencia de la componente
dominante de materia oscura. Dicha materia nunca se ha observado y como alternativa se han
desarrollado diferentes teorias, modificando la fisica a escalas de baja aceleracion.

La materia oscura es una materia hipotética cuya composicién es desconocida y cuya existen-
cal se infiere a partir de efectos gravitacionales solamente. Es un tipo de materia no disipativa,
no colisional y no interactuante con la radiacién electromagnética.

J. H. Oort en 1932 (Oort 1932) utilizé las observaciones del movimiento de las estrellas en la
vecindad del sistema solar para describir la cinematica en esta regién. Esto lo condujo a inter-
pretar y construir un modelo de la Galaxia. Las observaciones de Oort junto con las de Zwicky
(Zwicky 1933, 1937) para el cimulo de Coma mostraron que los potenciales gravitacionales
obtenidos de las distribuciones de luz observadas eran diferentes a los potenciales inferidos de
mediciones cinematicas. Los estudios de las curvas de rotacién para las galaxias espirales, asum-
iendo que la ley de gravedad debia de ser Newtoniana, hicieron que fuera necesario introducir un
elemento "invisible" denominado Materia Oscura pues para radios grandes (2kpc) las velocidades
de las galaxias se mantenian aproximadamente constantes obteniendo curvas de rotacién planas.

MOdified Newtonian Dynamics (MOND) es un modelo tedrico propuesto por M. Milgrom
en 1983 (Milgrom 1983) como una alternativa para dar cuenta de las discrepancias de la masa
faltante en las galaxias y los sistemas galacticos a escalas de baja aceleracién, en vez de tener
que utilizar la denominada materia oscural7].

Milgrom propone modificar la segunda Ley de Newton (ver ecuacién 1.3). La teorfa MOND
introduce una constante empirica, ag = 1.2 X 10_108%, que marca el limite entre los regimenes
donde gobiernan esta nueva dindmica y las ya conocidas, la dindmica Newtoniana y la Relativi-

dad General[8].

mu<a)a—G%m (1.3)

Esta ecuacién introduce la funcién p (%) la cual depende de la relacién entre la aceleracién

ejercida sobre un cuerpo y la constante ag tal que:

4 5 2 x1

a aop ao
” () _ (1.4)
0 1 s 2>1
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Considerando que la aceleracién de los objetos a distancias de decenas de miles de unidades

astrondmicas es muy pequena (% < 1) se considera pu (%) = i por lo que al sustituir en la
ecuacion 1.3 la aceleracién queda de la forma:

2 _ GMG()

; (1.5)

a

r

Sustituyendo la aceleracion centripeta en la ecuacién 1.5 se obtiene:

r 72

(#)2: GMay 16)

De aqui se deduce que para aceleraciénes muy bajas, tal que % < 1 se obtiene una velocidad
de rotacién constante dada por:

v = (GMag)* (1.7)

Esta ecuacién conduce a curvas de rotacién planas para galaxias espirales y a la relacion
Tully-Fisher, siendo las principales predicciones bajo este modelo donde la relacién masa veloci-
dad es de la forma M oc v*[9]. Sin embargo, este modelo no se puede aplicar a cualquier caso
pues cuando se presentan distribuciones de masa asimétricas el momento no se conserva[10]. Es
por ello que la teoria de MOND debe considerarse como una aproximacién valida en sistemas
con una distribucién especifica de masa. Estas implicaciones fisicas conducen a seguir desarrol-
lando nuevas teorias que logren explicar la dindmica del cosmos de manera general sin violar la
conservacion de la energia. En el presente trabajo se usa una extension de estos modelos fisicos
siguiendo la propuesta de X. Hernandez y S. Mendoza[11].

En linea con la propuesta de Milgrom sobre la modificacién a la dindmica Newtoniana para
el régimen de aceleraciones bajas, X. Hernandez y S. Mendoza han propuesto una extensién a
la gravedad Newtoniana, una modificacién a la fuerza de gravedad (ecuacién 1.2) [11]. En su
trabajo se propone una fuerza adimencional (fuerza por unidad de masa en unidades de ag) f(z)
tal que

3 () B ff; o

establece una correspondencia con MOND. Donde z = 17’” con r la distancia a una masa

1
GM \?

o Esta distancia Im es el limite entre el régimen Newtoniano y el

central M y Im = (
régimen MONDiano y su valor aproximado para el caso del Sol es de 7011 UA.

Tesis Licenciatura 3 Armando José Lara Diaz Infante
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Proponen que en la ecuaciéon 1.8 f(x) = 22 para el régimen Newtoniano y f(z) = z para el

régimen MONDiano. Siguiendo las condiciones para la funcién p ( “0) de la ecuacion 1.4 se llega

a,

a que la aceleracién queda de la formas:

; en régimen Newtoniano
a = (1.9)

en régimen MONDiano

Asi, a partir de la ecuacién 1.9 se puede modelar la trayectoria de objetos que recorren
grandes distancias interaccionando con ambos regimenes. Como es de esperarse la dinamica de
muchos de estos objetos, como es la trayectoria de cometas, puede arrojar resultados distintos a
los predichos bajo gravedad Newtoniana.

1.2 Motivacion

Algunos cometas presentan una excentricidad mayor a 1, esto los convierte en cometas con ér-
bitas hiperbdlicas. Al calcular su trayectoria se ha llegado a suponer que su origen radica en
la nube de Oort, una nube hipotética de forma esférica constituida de objetos transneptunianos
cuyas interacciones con los planetas los han alejado gravitacionalmente del Sol.

Debido a que esta nube no se ha observado directamente y en linea con la propuesta de
gravedad extendida que se ha construido como alternativa a la materia oscura, se estudiara en
este trabajo la dindmica de los cometas aparentemente de origen extrasolar con una trayectoria
inicial hiperbdlica. Esto no quiere decir que no haya cometas de origen extrasolar provenientes
de algun sistema estelar, pero si que muchos de los cometas que se creen de origen extrasolar
pudieron haber sido formados en el Sistema Solar y méas aun, seguir ligados a este a pesar de tener
orbitas con excentricidad mayores a cero. Para ello se programard un coédigo en computadora
que simule la érbita de cometas a partir de la ley de fuerzas newtoniana y de la ley de fuerzas
extendida. Se simularan las 6rbitas de objetos en el régimen Newtoniano y en el régimen MON-
Diano en interaccién tnicamente con el campo de fuerzas producido por el Sol y se analizara la
dindmica que presentan.

1.3 Dinamica de los Cometas

Los cometas hiperbélicos son aquellos cuya energia orbital es positiva dentro del esquema New-
toniano. Esto implica que el cuerpo orbitante no esta ligado al campo de fuerzas producido por
el Sol, es decir, no regresara al Sistema Solar. Sin embargo, al investigar la trayectoria de estos
cometas bajo gravedad extendida se obtiene que dichos cometas si estan ligados al Sistema Solar.

El 6rigen de cometas con trayectorias hiperbdlicas como el Bowell y Humanson ha sido estu-
diado y se ha llegado a la conclusién que es posible que originalmente hayan estado ligados al
Sistema Solar pero la interaccién gravitacional con los planetas los desviaron ligeramente provo-
cando una trayectoria hiperbdlical[5].

Tesis Licenciatura 4 Armando José Lara Diaz Infante
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En este trabajo no se consideran las perturbaciones producidas por los planetas del Sistema
Solar ni por ningin otro agente como la Galaxia. FEste esquema simplificado sélo considera
la interaccién del cometa con el Sol, intentando obtener una explicacién sencilla y directa a
los cometas "extrasolares", en particular aquellos para los cuales estudios previos, e.g Secchi,
muestran que su energia positiva no se puede explicar como resultado de interacciéon con los
planetas[14] .

Dada la conservacién del momento angular tanto en gravedad Newtoniana como Extendida,
el movimiento de los cometas se supondra en dos dimensiénes. En el caso Newtoniano la veloci-
dad en el perihelio (v,) se puede calcular a partir de la ecuacién 1.10 (e.g. Goldstein). En el
caso de trayectorias circulares e = 0.

by (GMM)% (110

r

Los resultados que se obtengan de integrar la ley de fuerzas se compararan con un modelo
analitico modelado a partir de la ecuacién 1.11.

~a(l—é?)

"= 1+ ecos(0) (1)
x = rcos(f) (1.12)
y = rsin(0) (1.13)

La ecuacion 1.11 es la ecuacién de la elipse y sirve para determinar la posiciéon de los cometas
en funcién de €, por lo que es necesario determinar el cambio de 6 durante el transcurso del
tiempo. Este cambio df se puede determinar a partir del cambio en la longitud de arco dS.

ds = rdf (1.14)

El area barrida por el cometa a lo largo de dS es

dA = %d@ (1.15)

Tesis Licenciatura 5 Armando José Lara Diaz Infante
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Por otro lado vemos que en un pequeno intervalo de tiempo dt el cometa recorrera una dis-
tancia vdt tal que el area barrida sera

v

dA = "at (1.16)

Sustituyendo el momento angular L se obtiene

L
dA = 5 dt (1.17)

De la segunda ley de Kepler sabemos que en una érbita cerrada un cuerpo bajo la influencia
gravitacional barre areas iguales en tiempos iguales, esto quiere decir que si se recorrié rdf en
un tiempo dt las ecuaciones 1.15 y 1.17 se pueden igualar con lo que se obtiene

r2 L
—df = —dt 1.18
2 2m ( )
L
df = ——dt 1.19
o (1.19)

La ecuacién 1.19 se utilizard para determinar el cambio en el dngulo de la ecuacién 1.11
conforme transcurra el tiempo. Dada la conservacién del Momento Angular tanto en Gravedad
Newtoniana como Extendida, la ecuacién 1.19 serd una restriccién contra la cual se compararan
las trayectoria de las particulas de prueba que se simulardn numéricamente.

A partir de la fuerza gravitacional y de movimiento (ver ecuaciones 1.1 y 1.2) se puede de-
terminar el momento angular, pues al sustituir la aceleracién centripeta se obtiene

GMm v?
S =me— (1.20)
m*GMr = r’*m?v? (1.21)
m*GMr = L? (1.22)

Tesis Licenciatura 6 Armando José Lara Diaz Infante
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(GMr)? = % (1.23)

Donde 7 es la distancia medida desde el foco, para el caso de la elipse 7 = a(1 — €?) donde a
es el semieje mayor y e la excentricidad.

En el régimen MONDiano se tiene que la velocidad de equilibrio centrifugo es v = (GM ao)i
1
Por lo que al sustituir v en L se obtiene L = rm (GMagp)*, por lo tanto:

1
I (GMa(1 —€?))? en régimen Newtoniano
== (1.24)
m

T (GM(ZQ)

[

en régimen MONDiano

Dentro del marco Newtoniano otra caracteristica de los cometas es su energia total. La en-
ergia de los cometas ligados al sol es menor que cero, mientras que la de los cometas no ligados
es mayor que cero. La energia mecéanica estd dada por

1 M
B, = L2 4 GMM

5 (1.25)

1.4 Dinamica del Lanzamiento Radial

Otro tipo de prueba que se simulara serd el de lanzar una particula radialmente al campo grav-
itacional producido por el Sol. La particula estard sometida a una aceleracién variable por lo
que la ecuacién de tiro vertical quedara de la forma

1
r=r; —|- ’UiAt — ig(rl)AtQ (126)

Donde v; es la velocidad que tiene la particula en la posiciéon r;. At serd una pequena frac-
cién de tiempo transcurrida para determinar la nueva posicion r, esta se utilizard como r; en la
siguiente fraccién de tiempo. La velocidad en la nueva posicion r serd

v=uv; —g(r;)At (1.27)

g(r;) serd la aceleracién producida por el Sol en el punto r;. Esta aceleracién dependerd del
régimen que se esta sera:

Tesis Licenciatura 7 Armando José Lara Diaz Infante



1.4. DINAMICA DEL LANZAMIENTO RADIAL CAPITULO 1. INTRODUCCION

CT",_IZI en régimen Newtoniano
g(ri) = A (1.28)
(G]\{,ﬂ en régimen MONDiano

1.4.1 Distancia Maxima

Debido a que la Ley de Fuerzas cambia a una distancia aproximada de 7000 UA la distancia
maxima a la que llegard un objeto lanzado radialmente sera diferente en ambos regimenes.

1.4.1.1 Caso Newtoniano

Para el caso Newtoniano es posible calcular analiticamente esta distancia maxima bajo el sigu-
iente desarrollo:

dv GM

Dl 1.2
ar 72 (1.29)
vf Trq
/ vdv = —GM —dr (1.30)
Vi T r
v — v} 11
Wy =) _ GM < — > (1.31)
2 reooT
1
rf = (1.32)

1.4.1.2 Caso MONDiano

Para el caso MONDiano se sigue un desarrollo andlogo al anterior pero partiendo de la acel-
eracion dada en la ecuacion 1.5.

dv (GMag)?2
Var r (1.33)

Tesis Licenciatura 8 Armando José Lara Diaz Infante



1.4. DINAMICA DEL LANZAMIENTO RADIAL CAPITULO 1. INTRODUCCION

Vf N Tf 1
/ vdv = —(GMagp)? / —dr
o, p T

K [

1)]20 —0? = -2 (GMQO)% (In(ry) = In(ri))

K2

v? o
———— = (In(ry) —In(r;))
2 (GMG0)2

GM 1

Para un radio inicial r; = ( o

1

i

inicial igual a la velocidad de escape Newtoniana v, = <2GM ) , se obtiene:

(1.34)

(1.35)

(1.36)

)5 (ver ecuacion 1.8), velocidad final vy = 0 y velocidad

(1.37)

(1.38)

Es decir, la distancia maxima a la que llegard un objeto lanzado radialmente en el régimen

MONDiano seré:

Ty =er;

(1.39)

Tesis Licenciatura 9 Armando José Lara Diaz Infante



1.5. PARTICULAS DE PRUEBA UTILIZADAS CAPITULO 1. INTRODUCCION

1.5 Particulas de Prueba Utilizadas

Con las ecuaciones 1.32 y 1.39 se procederd a calcular analiticamente la distancia maxima a la
que llegarén las particulas de prueba que seran utilizadas en las simulaciénes para corroborar el
funcionamiento correcto del c6digo. A continuacién se enlistan las condiciones iniciales escogidas
y sus distancias maximas calculadas.

1.5.1 Régimen Newtoniano

Condiciones Iniciales y Finales para Objetos en el Régimen Newtoniano

Objeto ri [UA] | v B2 ] rp [UA]
Particula con Orbita Circular 1 29.74 1
Cometa Halley 0.57 55.19 35.1
Particula Lanzada Radialmente 1 14 1.12

Tabla 1.1: r;: distancia inicial (en el perihelio); v;: velocidad inicial (velocidad tangencial en
el perihelio) para los casos 1 y 2; ry: distancia final (afelio). Se muestra la distancia maxima
calculada a partir de la ecuacién 1.32 a la que llegard una particula lanzada radialmente; con
6rbita circular; y el cometa Halley para su 6rbita conocida [12].

1.5.2 Régimen MONDiano

Condiciones Iniciales y Finales para Objetos en el Régimen MONDiano

Objeto ri [UA] [ v B2 [ ry [UA]
Particula con Orbita Circular 8000 0.35 8000
Particula Lanzada Radialmente | 7011.70 | 0.50 19059.78

Tabla 1.2: r;: distancia inicial (en el perihelio); v;: velocidad inicial (velocidad tangencial en el
perihelio) para el caso 1; r: distancia final (afelio). Se escogié una particula con érbita circular
a 8000 UA donde la velocidad tangencial inicial es v = (GMag)i. A partir de la ecuacién
1.39 se determiné la distancia méxima para una particula lanzada radialmente a una distancia
1
2GM 3

1
;= (C;I[‘]/I ) con una velocidad inicial igual a la velocidad de escape Newtoniana v; = ==
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Capitulo 2

Programacion del Cédigo

Las funciones programadas en computadora se muestran en el Anexo. En particular este trabajo
se concentra en dos diferentes modelos de Fuerzas, estos son el de Newton y el de Gravedad Ex-
tendida por lo que en el codigo se utiliza un "if" como condiciéon para utilizar la Ley de Fuerzas
Newtoniana o Extendida segin el régimen en el que orbite la particula.

2.1 Julia

A lo largo de los ultimos afios ha habido un gran avance en la tecnologia y éste ha proporcio-
nando al hombre herramientas que facilitan su trabajo. El desarrollo en la computacién le dan
la capacidad al usuario de generar sus propios cdédigos para desarrollar su trabajo de una manera
maés eficiente y rdpida. En linea con esta necesidad de eficiencia y rapidez se crearon mas y
mejores programas. FEn 2012 se presenta Julia, un lenguaje de programacion dinamico de alto
rendimiento para cémputo cientifico[18].

Su facil uso, la rdpida compilacién y la amplia paqueteria con la que cuenta fueron las razones
principales por las que decidi utilizarlo en la realizaciéon de este trabajo.

Una comparacién mas precisa entre Julia y otros lenguajes de programacién se encuentran
en julialang.org.

2.2 Adimensionalizacion

Para un mejor manejo de cifras durante las simulaciénes con el cddigo se usarda una adimension-
alizacién de la ecuacién 1.9 de tal manera que quede de la forma:

%2 en régimen Newtoniano

S =

en régimen MONDiano

11



2.3. METODO DE EULER CROMER CAPITULO 2. PROGRAMACION DEL CODIGO

Para ello se tiene que GM =1y (GMaO)% =10 lo que es lo mismo GMay = 1. Por lo tanto
de la ecuacién 1.7 se obtiene que 1 unidad cédigo de velocidad equivale a 355 =*.

Como segunda condicién se toma la distancia al Sol en el que se cambia del régimen New-
toniano al régimen MONDiano. La condiciéon de cambio entre una y otra ley de fuerzas en el

1
codigo se da si la distancia al Sol es 1. Este limite queda determinado por Im = (%‘J/[) * Por lo

tanto 1 unidad c6digo de distancia equivale a 7011U A.

Por ultimo se igual GM = 1 unidad cédigo. Recordando que [GM] = ’:—; y teniendo ya la
equivalencia entre las unidades cédigo y fisicas de distancia se obtiene que 1 unidad cédigo de
tiempo equivale a 93864 anos. En Tabla 2.1 se recopilan las equivalencias entre unidades cédigo
y fisicas.

Equivalencias entre Unidades Codigo y Unidades Fisicas

Unidades Codigo Unidades Fisicas
1 wuc de distancia — 7011 UA
1 uc de velocidad — 355 =

1 uc de tiempo — 93864 anos

Tabla 2.1: Las equivalencias entre unidades cédigo (uc) y unidades fisicas en esta seccién sola-
mente se muestran con numero enteros. Las cifras completas utilizadas en el c6digo se muestran
en el Anexo.

2.3 Meétodo de Euler Cromer

Para los propésitos del presente trabajo solo hace falta simular un periodo de cada particula,
por lo que el método de Euler Cromer es suficiente para dichas simulaciones. Para casos més
complicados el método debe ser mejorado a RK4 o mayor.

El método de Euler Cromer para la ley de Fuerzas utilizado en el cédigo (ver Anexo) es de
la forma:

—

0; + % [F]At  en régimen Newtoniano

<L
Il

(2.2)
v; + % [F]At en régimen MONDiano

7= 7 + TAt (2.3)

Donde k es —GM en el caso Newtoniano, —(GMaO)% en el caso MONDiano y —1 en el caso
adimensionalizado, tanto Newtoniano como MONDiano. En el cédigo se utiliza £ = —1.
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2.4. TAMANO DE PASO VARIABLE CAPITULO 2. PROGRAMACION DEL CODIGO

v; ¥ 13 son la velocidad y posicién inicial respectivamente. Estas condiciones iniciales son las
datos de entrada en el codigo.

2.4 Tamano de Paso Variable

Para un mejor control del tiempo que tarda la computadora en integrar la ley de fuerzas y
para mantener una precisién adecuada se utiliza un tamano de paso variable, es decir, At de la
ecuacion 2.2 varia segun la posicién y la velocidad.

Sabiendo que el periodo para una érbita circular estd definido como:

2rr
T=— 2.4
: (2.4

se utiliza un factor de adimensionalizacién que llamaremos "N" tal que At quede de la forman:

At = (2”) .+ (2.5)

Donde v y r son la velocidad y posicién del objeto a determinado momento.

2.5 Determinando el Factor de Adimensionalizacion

Debido a que el método utilizado es no-conservativo se determiné un valor adecuado de N para
la ecuacién 2.5 con el fin de obtener una resoluciéon adecuada del problema. Para ello se pro-
gramé un coédigo que graficara el cambio en el momento angular normalizado (’ % D para varios
valores de N . En el Anexo se muestra el c6digo utilizado para calcular dicha N. A continuacién
se muestra la grafica con los resultados obtenidos.
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2.6. PROBANDO EL CODIGO. CAPITULO 2. PROGRAMACION DEL CODIGO

Variacion de ‘%—OL’ para determinar una N adecuada.

Ajuste de N para el Cometa Halley

3.0 T T T

254

2.0+

154

‘ x107%

ar
L

101

0.5+

D.OW

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
N x107

Figura 2.1: Se muestra ‘%—OL obtenida para distintos valores de "N" comparando el valor del

momento angular inicial y el momento angular después de una integracion por Euler Cromer
para un tamano de paso At dependiente de N, segtin se muestra en la ecuacién 2.5 para el
cometa Halley con condiciones de velocidad inicial tangencial de 55.19%” y posicién inicial en el
perihelio de 0.57U A.

El valor de N usado se ajusté en cada simulacion, requiriendo que el valor relativo en la
conservacién del momento angular fuera en todos los casos de una parte en 10~'3 0 menor. Esto
implicé valores de N de entre 5 x 1013 y 2.5 x 10,

2.6 Probando el cédigo.

Las especificaciones de cada una de las simulaciones hechas en computadora se muestran en el
Anexo donde se detallan las condiciones iniciales usadas en cada uno de los casos. En las graficas
siguientes solo se senalaran las unidades fisicas relevantes. Los modelos tedricos mostrados en
las gréaficas se obtuvieron con los codigos titulados "TrayectoriaEliptica" y "TrayectoriaRadial".
Los resultados con el cédigo titulado "Extendida (dichos cédigos se encuentran en el Anexo).
Las distancias maximas senaladas son las mencionadas en las Tablas 1.1 y 1.2.
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2.6. PROBANDO EL CODIGO.

CAPITULO 2. PROGRAMACION DEL CODIGO

2.6.1 En el régimen Newtoniano

Particula con Orbita Circular en Régimen Newtoniano

Variacion de la Distancia al Sol de una Particula
con Orbita Circular en Régimen Newtoniano
1.0004 T T T

1.0002|
gmooo e -
= L] .
©
- L]
g ‘e .
& . .
Z 0.9008 | * . o
L]
. ® g 0 ®
0.9996 |
— r=a
0.9994
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Tiempo [afios]

1.0

-13
L1071 +1]

0.2

Momento Angular de una Particula con
Orbita Circular en Régimen Newtoniano

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Tiempo [afos]

Figura 2.2: Se observa que la particula simulada tiene una érbita casi circular. A la izquierda se
muestra la variacién del radio de la 6rbita de una particula con trayectoria teérica circular. A la
derecha se muestra el momento angular a lo largo de su periodo. Las lineas continuas muestran los
valores analiticos y los puntos los valores simulados. Las condiciones iniciales fueron: velocidad
tangencial inicial = 29.78 ]“Tm, distancia inicial = 1 UA. La simulacién arrojé 1192064 datos, en
la gréfica de la izquierda solamente se muestra uno cada 40000.
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2.6. PROBANDO EL CODIGO. CAPITULO 2. PROGRAMACION DEL CODIGO

Cometa Halley

Variacién de la Distancia al Sol del Cometa Halley Momento Angular del Cometa Halley
40 . . . . . . : 1.0 T T T T T T T
0.8 4
0.6
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g + 0.4
2 =
o T
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2 X 0.2
a .
Bl
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-- 35.1UA
[ I . N L . . . —0.4 L 1 I n L . .
0 10 20 30 40 50 60 70 [} 10 20 30 40 50 60 70
Tiempo [afios] Tiempo [afios]

Figura 2.3: Se muestran las graficas obtenidas a partir del cédigo "Newton" para un periodo
del cometa Halley al rededor del Sol con una velocidad tangencial inicial de 55.19 kTm y a una
distancia inicial de 0.57 UA. En la grafica de la izquierda, con una linea punteada, se senala la
distancia maxima predicha en Tabla 1.1. Sobre el modelo tedrico (linea continua en grafica de
la izquierda) se grafican 16 datos de los 1087457 obtenidos en la simulacién con el cédigo. En la
grafica de la derecha se observa que el error es de una parte en 10'3.

Particula Lanzada Radialmente en Régimen Newtoniano

Variacién de la Distancia al Sol de una Momento Angular de una Partfcula
Particula Lanzada Radialmente en Régimen Newtoniano Lanzada Radialmente en Régimen Newtoniano
115 0.06 T T T T -
0.04} 1
EF
2
L oo02f i
- ®
< —
=) =
= )
©
v} g’ 0.00
< [=4
8 <
2 2
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093, 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
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Figura 2.4: Se muestran los resultados obtenidos para una particula lanzada en direccién radial
en sentido opuesto al centro de fuerza con una velocidad inicial de 14 kTm v a una distancia de 1
UA. En la gréfica de la izquierda se sefiala con una linea punteada la distancia méxima predicha
en Tabla 1.1. En la grafica de la derecha el Momento Angular especifico (I = £).

m
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2.6. PROBANDO EL CODIGO. CAPITULO 2. PROGRAMACION DEL CODIGO

Trayectoria de la Particula con Orbita Circular y del Cometa Halley

Trayectoria de una Particula con Trayectoria del Cometa Halley

Orbita Circular en Régimen Newtoniano

20|

101
0.5+

y [UA]
)

0.0

y [UA]

-0.51 1
—10}

~1.00
—20}
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Figura 2.5: Se muestran las trayectorias de los objetos simulados en las Figuras 2.2 y 2.3.
2.6.2 En el régimen MONDiano

Particula con Orbita Circular en Régimen MONDiano

Momento Angular de una Particula con

Variacién de la Distancia al Sol de una Particula
Orbita Circular en Régimen MONDiano

con Orbita Circular en Régimen MONDiano

3 15
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Figura 2.6: Se muestran los resultados obtenidos para una particula lanzada a una velocidad
tangencial inicial de 0.35 ’“Tm y a una distancia de 8000 UA con el fin de observar la trayectoria
que describe. Debido a que el cambio en la ley de fuerzas se da en 7011.70 UA, en esta simulacién
no se efectudé un cambio en la ley de fuerzas durante la integraciéon y Unicamente se manejo la
ley de Fuerzas en el régimen MONDiano. En la grafica de la izquierda se sefiala con una linea la
distancia orbital analitica. En la grafica de la derecha se observa que el error es de una parte en

104,
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2.6. PROBANDO EL CODIGO. CAPITULO 2. PROGRAMACION DEL CODIGO

Particula Lanzada Radialmente en Régimen MONDiano

Variacién de la Distancia al Sol de una Momento Angular de una Particula
Particula Lanzada Radialmente en Régimen MONDiano Lanzada Radialmente en Régimen No Newtoniano
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Figura 2.7: Se muestran los resultados para una particula lanzada en direccién radial en sentido
opuesto al centro de fuerza con una velocidad inicial de 0.50 km y a una distancia de 7011.70 UA.
La velocidad inicial corresponde a la velocidad escape a 7011.70 UA. La simulacién solamente
se lleva a cabo en el régimen MONDiano. En la grafica de la izquierda se senala con una linea
punteada la distancia méxima predicha en Tabla 1.2. Ademds se muestran los resultados sobre
el modelo teodrico. En los resultados solo se muestra 1 dato de cada 1000 simulados.

2.6.3 En ambos regimenes.

Particula en Interaccion con los Regimenes Newtoniano y MONDiano

Variacién de la Distancia de una Particula con una Orbita en Transicién Momento Angular de una Particula con una Orbita en Transicién
entre los Regimenes Newtoniano y No Newtoniano entre los Regimenes Newtoniano y No Newtoniano
35000 1.0

30000

25000
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[x107%% +1]

Sl
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Tiempo [ x10° afios] Tiempo [ x10° afes]

Figura 2.8: Se muestran las gréaficas obtenidas a partir del codigo "Extendida" para una particula
lanzada con una velocidad inicial tangencial de 0.35 km y radial de 0.49 km a una distancia de
8000 UA. En esta simulacién la particula cambié de reglmen durante su trayectorla por lo que
se llevé a cabo el cambio en la Ley de Fuerzas durante la integracaién hecha con el cédigo.
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2.7. MANEJO DE DATOS CAPITULO 2. PROGRAMACION DEL CODIGO

Trayectorias de Particulas en Régimen MONDiano

Trayectoria de una Particula con una Orbita en Transicién
Trayectoria de una Particula con entre los Regimenes Newtoniano y No Newtoniano
Orbita Circular en Régimen MONDiano 40000
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5000 4 20000 |-
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Figura 2.9: Se muestran las trayectorias de las particulas mencionadas en las Figuras 2.6 y 2.8
con sus respectivas condiciones iniciales. En la grafica de la derecha se sefala con una linea
punteada el limite entre el régimen Newtoniano y MONDiano que se encuentra a una distancia
aproximada de 7011 UA.

De esta manera, comparando con soluciones analiticas para érbitas circulares, radiales y elipti-
cas en el caso Newtonianao y circulares en el caso de Gravedad Extendida, comprobamos que la
simulacién es exacta en términos de conservacién del Momento Angular en una parte en 1013 y
exacta en la descripcién de las 6rbitas en una parte en 10%. El caso en el que la particula cruza el
radio de transicion entre la ley de fuerzas Newtoniana y la extendida (Figura 2.8 derecha) resulta
en 6Orbitas tipo roseta no cerrada, que dentro de la zona Newtonianan corresponden a hipérbolas
con energia positiva que al cruzar a la zona de Gravedad Extendida resultan en érbitas elongadas
para particulas ligadas.

En ctimulos globulares (X. Hernandez y S. Mendoza APJ750,9) se estudi6 la estructura interna
de cimulos globulares con una ley de fuerzas que transita entre una zona Newtoniana a > ag
y una zona de Gravedad Extenido a < ag, tomando como restricciones tanto los perfiles de
distribucién de velocidad como los perfiles de brillo superficial para una muestra de 8 cimulos
globulares. Se obtuvo que estos modelos pueden reproducir con éxito todas las restricciones
observacionales siempre y cuando la transicién entre las 2 regiones de la ley de fuerzas sea muy
abrupta. Por esta razén en el presente trabajo no se introduce ninguna funcién de transicién
entre los 2 regimenes y se hace el estudio sélo para cuando esta transicion es abrupta.

2.7 Manejo de Datos

De la Figura 2.2, en la grafica de la izquierda, se puede observar que la variacién de la distancia
senalada en la linea punteada que se puede tomar como la distancia tedrica y la distancia max-
ima a la cual llega la Tierra mediante la simulacién es menor que 0.007 UA por lo que al sélo
ser relevante 1 periodo en la mayoria de las simulaciénes hechas en el presente trabajo se puede
considerar que el ruido de la computadora no va sumando errores a las graficas hechas y por lo
tanto se tiene una presicién adecuada (con un error menor al 7%) para los propdsitos de este
trabajo.
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2.7. MANEJO DE DATOS CAPITULO 2. PROGRAMACION DEL CODIGO

Se concluye que el codigo funciona correctamente por lo que se da paso a las simulaciones
hechas para cometas "extrasolares" como es el caso del cometa Secchi.
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Capitulo 3

Muestra de Cometas Hiperbdlicos

Antes de seleccionar los cometas que se estudiaran en este trabajo es necesario tener en cuenta
que la érbita hiperbdlica con la que actualmente cuentan pudo ser causa de la adicién de energia
por interacciéon con los planetas, es decir, en algunos casos su origen extrasolar bajo gravedad
Newtoniana es debatible. Uno de los cometas que tiene una 6rbita con excentricidad mayor que
1, sin que ésta sea consecuencia de la adicién de energia por los planetas, es el cometa C/1853
E1 (Secchi), como lo sefiala Branham: "Para el cometa Secchi (C/1853 El), sin embargo, la
Orbita es hiperbdlica a una distancia de mas de 100000 AU del Sol y sin evidencia de fuerzas
no gravitatorias. Si la 6rbita permanece hiperbdlica a esa distancia, quizas su origen fuera de la
nube de Oort."[14].

El cometa McNaught-Tritton, descubiero en 1978, fue caracterizado parabdlico por Marsden
en un principio[17]. Célculos més precisos lo caracterizan como hiperbdlcio segiin la NASA[16].
Su origen no ha sido clasificado como extrasolar, sin embargo, se toma en cuenta dentro de esta
muestra de cometas con el fin de exponer y comparar la dindmica que este cometa tiene bajo
gravedad Newtoniana y extendida tras dejar el Sistema Solar.

Con los datos de excentricidad y perihelio consultados en la pagina de la NASA [13] se obtuvo,
a partir de las ecuaciones 1.10, la velocidad tangencial en el perihelio de cada cometa. Ademés
se calcul la energia total por unidad de masa para la muestra de cometas utilizando los datos
de la tabla 3.1 teniendo en cuenta que energia mecanica positiva indica un cometa que no esta
ligado al Sol bajo gravedad Newtoniana.

Elementos Orbitales de una Muestra de Cometas Hiperbdlicos

Cometa q [UA] e v [22] | referencia
C/1853 E1 (Secchi) 1.09 1.000000 | 40.22 [15]
C/1978 G2 "McNaught-Tritton" 6.28 1.002136 16.79 [16]

Tabla 3.1: Se muestra el perihelio ¢ y la excentricidad e obtenidos a partir de las fuentes bibli-
ograficas mencionadas para distintos cometas y su velocidad en el perihelio calculada a partir de
la ecuacién 1.10.
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CAPITULO 3. MUESTRA DE COMETAS HIPERBOLICOS

Energia Total de la Muestra de Cometas Hiperbdlicos

Cometa E,, [%]
C/1853 E1 "Secchi" 61250.35
C/1978 G2 "McNaught-Tritton" | 46908.81

Tabla 3.2: Se muestra la energia total positiva de la muestra de cometas en Tabla 3.1.
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Resultados
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CAPITULO 4. RESULTADOS

Cometa C/1853 E1 Secchi

Variacion de la Distancia al Sol del Cometa C/1853 E1 Secchi

Variacién de la Distancia al Sol del Cometa C/1853 E1 Secchi Bajo Gravedad Newtoniana

Bajo Gravedad Extendida
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Figura 4.1: Se compara la dindmica del cometa C/1853 E1 Secchi bajo Gravedad Newtoniana y
Extendida con velocidad inicial tangencial de 40.22 ’%" y posicion inicial de 1.09 UA. Se observa
que bajo gravedad Newtoniana el cometa no regresa, la distancia que existe entre este y el Sol
solamente crece. Por el contrario se observa que bajo gravedad Extendida el cometa regresa, esto
lo hace cuando llega a una distancia maxima aproximada de 18000 UA como se observa en la
primera gréfica.
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CAPITULO 4. RESULTADOS

Cometa C/1978 G2 McNaught-Tritton

Variacién de la Distancia al Sol del Cometa C/1978 G2 McNaught-Tritton Variacién de |a Distancia al Sol del Cometa C/1978 G2McNaught-Tritton
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Figura 4.2: Se compara la dindmica que presenta el cometa C/1978 G2 McNaught-Tritton bajo
Gravedad Newtoniana y Gravedad Extendida. En ambas pruebas se utilizé su posicién en el
perihelio de 6.28 UA y la velocidad tangencial en este punto de 16.79 ’%"[16]. Se observa, al
igual que en el caso del cometa Secchi que bajo gravedad Newtoniana el cometa no regresa, la
distancia que existe entre éste y el Sol crece y no disminuye. Por el contrario se observa que
bajo gravedad Extendida el cometa regresa. Esto lo hace cuando llega a una distancia maxima
aproximada de 60000 UA.
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Trayectoria

Trayectoria del Cometa C/1853 E1 Secchi
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Figura 4.3: Se muestran la trayectorias que describen los cometas Secchi y McNaught bajo
gravedad Extendida. La trayectoria que describen los cometas son rosetas abiertas. Los cometas
regresan a distancias préximas a su perihelio, a diferencia del caso Newtoniano en el que los

cometas se alejan del Sol y no regresan.
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Capitulo 5

Analisis y Conclusiones

En 1950 Oort estudié la dindmica orbital de los cometas de periodo largo y concluyé que estos
provenian de una region ligada al Sol conocida como Nube de Oort. Oort sefialé que el origen de
estos cometas no implicaba ser de indole extrasolar [19]. El cometa McNaught, a pesar de estar
dentro de los cometas de periodo largo, no es clasificado como de origen "extrasolar' a diferencia
del cometa Secchi [14]. Los resultados obtenidos en este trabajo muestran que dichos cometas,
cuya Orbita es hiperbdlica bajo gravedad Newtoniana, se encuentran ligados al Sol mediante
una 6rbita cerrada que describe rosetas cuando su dindmica orbital es simulada bajo gravedad
extenidida.

De la figura 4.1 se observa una notable diferencia entre la variaciéon de la distancia al Sol del
cometa C/1853 E1 Secchi bajo gravedad Newtoniana y Extendida. De esta variacién resalta que
bajo gravedad Extendida existe un radio orbital maximo al cual llega el cometa, por el contrario
bajo gravedad Newtoniana éste no se aprecia. Esta distancia maxima a la cual llega el cometa
Secchi es cerca de los 20000 UA el cual es uno de los limites que se ha propuesto que tiene la
Nube de Oort en su extensién mas préxima al Sol. Para el cometa McNaught, Figura 4.2, el
cual es otro referente para este articulo pero cuyo origen no esté confirmado como extrasolar, se
observa que el radio maximo llega a un poco mas de 60000 UA bajo gravedad Extendida. Es
decir bajo gravedad Extendida también es posible encontrar un radio maximo orbital en este
tipo de cometas.

La conclusién principal de este trabajo es que modificando la ley de fuerzas a grandes distan-
cias astronémicas, del orden de 7000 UA, la dindmica de los cometas cambia pues bajo gravedad
Newtoniana cometas que se creen hiperbélicos no regresan, mientras que bajo gravedad Exten-
dida estos regresan al describir érbitas cerradas. Asi pues, se concluye que cometas que se creen
de origen extrasolar pueden estar ligados al Sol desde sus origenes cuando estos son modelados
bajo gravedad Extendida, quitandolos como candidatos de origen extrasolar.
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Capitulo 6

Anexo

6.1 Cdbdigos Programados

Los cédigos se realizaron con el lenguaje de programaciéon Julia utilizando la interfaz IJulia Note-
books en JuliaBox.org. En la entrada de los c6digos se escriben las cantidades en U A, kTm y afios,
el cédigo las convierte a unidades coédigo por lo que las ecuaciénes programadas estan escritas
de tal forma que manejen estas unidades y no las unidades fisicas. EL simbolo "#" representa
un comentario y no forma parte del cédigo.

En todos los cédigos programados se utlizaron las siguientes relaciones:
q_cambio=7011.701267643015 # UA
v__cambio=0.35526134438969614 # km/s

t_ cambio=93814.9426610015 # anos

q0 es el vector de posicién y defino sus elementos como:

< X
—_~
Q Q9
o O

~

Donde:

x es la primera entrada del vector de posicion q0

y es la segunda entrada del vector de posicion q0

z es la tercera entrada del vector de posicién q0

La distancia entre los dos objetos queda definida como:
r(q0)=norm(q0)

Se utiliza el graficador PyPlot llamandolo con el comando:

using PyPlot
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6.1. CODIGOS PROGRAMADOS CAPITULO 6. ANEXO

6.1.1 Cddigo para Calcular N en la Adimensionalizacién

# Se define la funciéon que va a calcular para varias N’s el momento angular inicial y el momento
angular para un A¢(N)

function N(q0,v0,Ni,dN,Nf)

# Donde 0 es el vector posicion inicial, v0 el vector velocidad inicial, Ni la primera N que se
quiere evaluar, Nf la Ultima N que se quiere evaluar y dN el intervalo que habra entre las N’s
evaluadas desde Ni hasta Nf.

# Definimos los arreglos dénde se van a guardar ’%OL‘ y N.

Ls=Float64] |
Ns=Float64] ]

# Se convierten los valores (en unidades fisicas) de las entradas a unidades cédigo.

q0=q0/q__cambio
v0=v0/v__cambio

# Se calcula el momento angular inicial Lg
LO=norm(cross(v0,q0))

# Se inicia un loop para un intervalo de N’s

for N in Ni:dN:Nf

# Se calcula el tamano de paso At dependiente de la N.
At=((2*pi*(norm((q0))) /orm(v0)))/N

# Se calcula la velocidad y la posiciéon nueva segin la integracion por Euler Cromer para el
régimen Newtoniano

v_ nueva=v0+((-1/(norm(q0)A3)).*q0)* At
x_nueva=q0+v_ nueva*At

# Se calcula el momento angular nuevo en esta posicién, en seguida su norma y finalmente ’%}L‘

L=cross(x_ nueva,v_ nueva)
L=norm(L)
Lt=(abs(L-L0)/L0)

# Guardamos en nuestros arreglos el valor de ‘AL—UL‘ obtenido para cada N
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push!(Ls,Lt)
push!(Ns,N)

# Finalizamos el loop.

end
# Le pedimos a la funciéon que una vez que acabe el loop arroje las N's y las )%—OL‘ calculadas.
Ns,Ls

# Finalizamos la funcién N

end

6.1.2 Integrador de la Ley de Fuerzas de Newton

# Se define la funcién.
function Newton(q0,v0,tf,N)

# q0: vector posicién inicial

# v0: vecotr velocidad inicial

# tf: tiempo final

# N: factor por el cual se va a dividir el periodo para obtener el tamano de paso

# Se convierten los valores (en unidades fisicas) de las entradas a unidades cddigo.

q0=q0/q__cambio
v0=v0/v__cambio
tf=tf/t_ cambio

# Defino los arreglos donde se van a ir guardando los datos.

gs=VectorFloat64] |
vs=VectorFloat64] ]
ts=Float64] ]
Ls=Float64] |

# @gs: Es el arreglo donde se van a ir guardando los vectores posiciéon durante la integracion.
# vs: Es el arreglo donde se van a ir guardando los vectores velocidad durante la integracion.
# ts: Es el arreglo donde se va a ir guardando el tiempo fisico dentro de la simulacién para el
cual la integracién se llevé a cabo, es decir, el tiempo ya transcurrido mas el tamafio de paso
hecho.

# Ls: Es el arreglo donde se va a ir guardando el momento angular para las condiciones
calculadas en cada punto a lo largo de la trayectoria.

Tesis Licenciatura 30 Armando José Lara Diaz Infante



6.1. CODIGOS PROGRAMADOS CAPITULO 6. ANEXO

# Definimos la variable "t" igual a cero. "t" es la variable que determinard el tiempo
transcurrido durante la integracion, es decir. t=t+At.

t=0

# Ahora se pone la condicién que mientras este tiempo "t" no haya llegado al tiempo final "tf"
establecido en la condicién inicial se hara la integracién.

while t<tf

# A continuacién se define el tamafio de paso (At) que sera variable. Dependera de la posicién
y velocidad en cada punto de la trayectoria.

At=((2*7*(r(q0))/norm(v0)))/N
# Se define la integracién con el método de Euler-Cromer

v_nueva=v0+((-1/(r(q0)A 3)).*[x(q0),y(q0),z(q0)]) *At
x_nueva=q0+v_ nueva*At

# v_nueva: Es el vector velocidad nuevo después de la integracaion.
# x_nueva: Es el vector posicién nuevo después de la integracion.

# Una vez hecha la integracion le sumamos ese pasito de tiempo a "t"
t=At+t

# Ahora calculamos el momento angular. Para ello transformamos el vector posicién y vector
velocidad a unidades fisicas.

q0=q0*q__cambio
v0=v0*v__cambio

# Ahora sacamos el producto cruz de dichos valores. (El momento Angular quedard expresado
sobre unidad de masa.)

L=cross(q0,v0)
# Ahora se saca la norma del momento angular obtenido en este punto.
L=norm(L)

# Finalmente regresamos los valores de la posiciéon vectorial y de la velocidad vectorial a
unidades codigo.

q0=q0/q__cambio
v0=v0/v__cambio
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# Ahora vamos a guardar en los arreglos definidos al principio las condiciones iniciales
utilizadas en la integracién.

push!(qs,[q0])
push!(vs,[v0])
push!(ts,t)

(

push!(Ls,L)

# Ahora vamos a guardar en los arreglos definidos al principio las condiciones iniciales
utilizadas en la integracién. # Ahora redefinimos q0 y v0 con los valores obtenidos en la

integracién.

q0=x_ nueva
vO0=v__nueva

# Término de la condicién "while".
end

# A continuacion se multiplican los datos en los arreglos por la unidad fisica equivalente a la
unidad codigo con el fin de tener una mejor visualizacién de magnitudes en las graficas.

gs=qs*q__cambio
vs=vs*v__cambio

ts=ts*t_ cambio

# Por ultimo se pide que muestre la lista de tiempos ts, vectores posicién gs, vectores
velocidad vs y el momento angular a lo largo de la trayectoria Ls

ts,hcat(gs...)’,hecat(vs...)",Ls
# Finalmente se da término a la funcién.

end

6.1.3 Integrador de las Leyes de Fuerza bajo Gravedad Extendida

# Este cédigo implementa un "if" para hacer un cambio en la ley de Fuerzas dependiendo de la
distancia a la que se encuentre el objeto. Empiezo por definir la funciéon que llamaré
"Extendida’.

function Extendida(q0,v0,tf,N)
# q0: vector posicién inicial
# v0: vecotr velocidad inicial
# tf: tiempo final

# N: factor por el cual se va a dividir el periodo para obtener el tamano de paso

# Se convierten los valores (en unidades fisicas) de las entradas a unidades c6digo.
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q0=q0/q__cambio
v0=v0/v__cambio
tf=tf/t_cambio

# Defino los arreglos donde se van a ir guardando los datos.

gs=VectorFloat64] |
vs=VectorFloat64] ]
ts=Float64] ]
Ls=Float64] |

# qgs: Es el arreglo donde se van a ir guardando los vectores posiciéon durante la integracion.
# vs: Es el arreglo donde se van a ir guardando los vectores velocidad durante la integracion.
# ts: Es el arreglo donde se va a ir guardando el tiempo fisico dentro de la simulacién para el
cual la integracién se llevé a cabo, es decir, el tiempo ya transcurrido mas el tamafio de paso
hecho.

# Ls: Es el arreglo donde se va a ir guardando el momento angular para las condiciones
calculadas en cada punto a lo largo de la trayectoria.

# Definimos la variable "t" igual a cero. "t" es la variable que determinard el tiempo
transcurrido durante la integracién, es decir. t=t+At.

t=0

# Ahora se pone la condicion que mientras este tiempo "t" no haya llegado al tiempo final "tf"
establecido en la condicién inicial se hard la integracion.

while t<tf

# A continuacién se define el tamafio de paso (At) que serd variable. Dependerd de la posicién
y velocidad en cada punto de la trayectoria.

At=((2*7*(x(q0)) /norm(v0))) /N

# Ahora vamos a establecer una condicion tal que cambie la ley de Fuerza segtn el régimen en
el que se encuentre. Como 7011.70126 UA equivalen a 1 unidad c6digo, la condicién para que
la ley de Fuerzas sea Newtoniana sera que la distancia del objeto en unidades cédigo sea menor
que 1y se usard La Ley de Fuerzas Extendida para distancias mayores o iguales a 1. Se define
la integracién con el método de Euler-Cromer

if r(q0)<1

vrnueva:voJr((—l/(r(qO)/\ 3)).*[x(q0),y(q0),2z(q0)]) *At
Viinueva:V0+((—l/(r(q0)A 2)).*[x(q0),y(q0),z(q0)])*At
x_nueva=q0+v_ nueva*At

# v_nueva: Es el vector velocidad nuevo después de la integracaién.
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# x_nueva: Es el vector posicién nuevo después de la integracion.
# Una vez hecha la integracion le sumamos ese pasito de tiempo a "t"
t=At+t

# Ahora calculamos el momento angular. Para ello transformamos el vector posicién y vector
velocidad a unidades fisicas.

q0=q0*q_ cambio
v0=v0*v__cambio

# Ahora sacamos el producto cruz de dichos valores. (El momento Angular quedard expresado
sobre unidad de masa.)

L=cross(q0,v0)
# Ahora se saca la norma del momento angular obtenido en este punto.
L=norm(L)

# Finalmente regresamos los valores de la posicién vectorial y de la velocidad vectorial a
unidades codigo.

q0=q0/q__cambio
v0=v0/v_ cambio

# Ahora vamos a guardar en los arreglos definidos al principio las condiciones iniciales
utilizadas en la integracién.

push!(gs,[q0])
push!(vs,[v0])
push!(ts,t)
push!(Ls,L)

# Ahora vamos a guardar en los arreglos definidos al principio las condiciones iniciales
utilizadas en la integracién. # Ahora redefinimos q0 y v0 con los valores obtenidos en la
integracién.

q0=x_ nueva
v0=v__nueva

# Término de la condiciéon "while".
end

# A continuacion se multiplican los datos en los arreglos por la unidad fisica equivalente a la
unidad codigo con el fin de tener una mejor visualizacién de magnitudes en las graficas.
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qs=qs*q__cambio
vs=vs*v__cambio
ts=ts*t_ cambio

# Por ultimo se pide que muestre la lista de tiempos ts, vectores posicién gs, vectores
velocidad vs y el momento angular a lo largo de la trayectoria Ls

ts,hcat(gs...)’,hecat(vs...)",Ls

# Finalmente se da término a la funcién "Extendida".

end

6.1.4 Cddigo para Calcular Trayectorias Elipticas

# Definimos la funcién

function TrayectoriaEliptica(a,e,N)

# a: semieje mayor.

# e: excentricidad.

# N: factor por el cual se va a dividir el periodo para obtener el tamafno de paso.

# Se convierte el valor del semieje mayor a a unidades cédigo.

a=a/q_cambio

# Se definen los arreglos dénde se van a guardar los datos.

rs=Float64] ]

ts=Float64] ]

xs=Float64] ]

ys=Float64] |

# rs: Arreglo donde se van a guardar las posiciénes a lo largo del célculo de la trayectoria.
# ts: Arreglo donde se va a guarda el tiempo conformado por el tiempo anterior (t) mds el

tamarfio de paso hecho (At) a lo largo del calculo de la trayectoria.
# xs: Es el arreglo donde se van a ir guardando las posiciénes en x dependientes del dangulo

(x(0) =1 cos(0))

# ys: Es el arreglo donde se van a ir guardando las posiciénes en y dependientes del angulo
(y(0) =7 sin(0))

# Se calcula el periodo a partir de su semieje mayor.

T=sqrt(4*7A2%*aA3)

# Se determina el tamafio de paso At

At=T/N
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# Se define el momento angular sobre unidad de masa para el régimen Newtoniano.
Lul=sqrt(a*(1-eA2))

# Se define el momento angular sobre unidad de masa para el régimen MONDjiano.
Lu2=1

# Se define tiempo y el angulo inicial igual a cero.

00=0
t=0

# Se define la posicion inicial a partir del dngulo inicial #0=0.
r=a*(1-eA2)/(1+e*cos(0))

# Se da la condicién para que el cdédigo simule la 6rbita hasta que el tiempo transcurrido sea
igual a T (1 periodo)

while t<T

# Ahora se establece una condicién tal que seleccione el cambio que hace € en un tiempo At
dependiente del momento angular sobre unidad de masa segun el régimen en el que se encuentre
la particula. Como 7011.70126 UA equivalen a 1 unidad cédigo la condicién para que la ley de

Fuerzas sea Newtoniana sera que la distancia del objeto en unidades c6digo sea menor que 1y
se usard La Ley de Fuerzas Extendida para distancias mayores o iguales a 1.

if r(q0)<1

AO=(Lul*At/(rA2))

else

AG=(Lu2*At/(r))

end

# Se calcula el nuevo dangulo € que forma entre su posicién inicial y su posicién actual.
0 nueva=00+A0

# Con el nuevo angulo se calcula la nueva distancia al Sol
r_nueva=a*(1-eA2)/(14e*cos(f_nueva))

# Se suma el paso de tiempo At transcurrido.

t=t+At

# Se determina la posicién en el plano cartesiano.
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x=r_ nueva*cos(f_nueva)
y=r_nueva*sin(f_nueva)

# Redefinimos la nueva posiciéon r y el nuevo angulo 60.

r=r_nueva
00=0 nueva

# Se guardan los valores calculados en unidades fisicas dentro de los arreglos definidos al prin-
cipio del codigo.

push!(xs,x*q__cambio)
push!(ys,y*q__cambio)
push!(rs,r*q_cambio)
push!(ts,t*t_ cambio)

# Término de la condiciéon "while".

end

# Por ultimo el codigo arroja las listas con los resultados de tiempos ts, posiciones xs, ys y
distancias al Sol rs.

ts,rs,xs,ys
# Finalmente se da término a la funcién "TrayectoriaEliptica".

end

6.1.5 Cddigo para Calcular Trayectorias Radiales

# Definimos la funcién

function TrayectoriaRadial(q0,v0,tf,N)

# q0: vector posicién inicial

# v0: vecotr velocidad inicial

# tf: tiempo final

# N: factor por el cual se va a dividir el periodo para obtener el tamano de paso
# Se convierten los valores (en unidades fisicas) de las entradas a unidades cddigo.
q0=q0/q__cambio

v0=v0/v__cambio

tf=tf/t_ cambio

# Defino los arreglos donde se van a ir guardando los datos.
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gs=VectorFloat64] |
ts=Float64] ]

# gs: Es el arreglo donde se van a ir guardando los vectores posiciéon durante la integracién.

# ts: Es el arreglo donde se va a ir guardando el tiempo fisico dentro de la simulacién para el
cual la integracién se llevé a cabo, es decir, el tiempo ya transcurrido mas el tamano de paso
hecho.

# Se determina el tamano de paso At
At=((2%7*(1(q0)) /norm(v0))) /N

# Se define tiempo inicial igual a cero.
t=0

# Se da la condicién para que el cédigo simule la o6rbita hasta que el tiempo transcurrido sea
igual a tf.

while t<tf

# Ahora se establece una condicién tal que seleccione la aceleraciéon que sentira el objeto depen-
diendo de su posicién segun el régimen en el que se encuentre. Como 7011.70126 UA equivalen
a 1 unidad cédigo la condicién para que la ley de Fuerzas sea Newtoniana serd que la distancia
del objeto en unidades c6digo sea menor que 1.

if r(q0)<1

g=1/(q0n2)
else

g=1/q0

end

# Se calcula la nueva velocidad y con esta la nueva posicién segin la ecuacién de tiro vertical.
v_ nueva=v0-gAt

q_nueva=q0+v0*At-0.5*g*(AtA2)

# Se suma el paso de tiempo At transcurrido.

t=t+At

# Se guardan los valores calculados en unidades fisicas dentro de los arreglos definidos al prin-
cipio del codigo.

push!(gs,q0)
push!(ts,t)

# Redefinimos la nueva posicién g0 y la nueva velocidad v0.
g=q_ nueva

vV=v_ nueva
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# Término de la condicién "while".
end
# A continuacién se se transforman los datos de los arreglos a unidades fisicas.

qs=qgs*q__cambio
ts=ts*t_ cambio

# Por ltimo el cédigo arroja las listas con los resultados de tiempos ts y posiciones gs.
ts,qs
# Finalmente se da término a la funcién "TrayectoriaRadial".

end

6.2 Condiciones Iniciales Utilizadas en los Cdédigos

Valores Utilizados en las Entradas de los Cédigos

Figura Cédigo ‘ q0 ‘ v0 ‘ tf ‘ a ‘ e N
2.1 N [0.571623,0,0] [0,55.197099,0] Ni=1 dN=100 | Nf=10000000 -
2.2 Extendida [1,0,0] [0,29.74625690738248,0] 1.2 - - 1000000
2.2 TrayectoriaEliptica - - - 1 0 500000
2.3 Extendida [0.571623,0,0] [0,55.197099,0] 76 - - 500000
2.3 TrayectoriaEliptica - - - 17.857619 0.967990 50000
2.4 Extendida [0,1,0] [0,14,0] 0.2 - - 500000
2.4 TrayectoriaRadial 1 14 0.2 - - 500000
2.6 Extendida [8000,0,0] [0,0.35526,0] 672923 - - 90000
2.6 TrayectoriaEliptica - - - 8000 0 50000
2.7 Extendida [7011.70126,1,0] [0.50241,0,0] 500000 - - 500000
2.7 TrayectoriaRadial 7011.70126 0.50241 - - - 500000
2.8 Extendida [8000,1,0] [0.35526%*1.4,0.35526,0] 6000000 - - 50000
4.1 Extendida [1.092195,0,0] [0,40.255438629148465,0] | 1150000 - - 2500000
4.1 Newton [1.092195,0,0] [0,40.255438629148465,0] | 1150000 - - 2500000
4.2 Extendida [6.28283,0,0] [0,16.79301,0] 5000000 - - 700000
4.2 Newton [6.28283,0,0] [0,16.79301,0] 5000000 - - 700000

Tabla 6.1: Se muestran los valores escritos en las entradas de los cédigos utilizadas en el cédigo
para hacer las simulaciénes. Las unidades de q0, a, vO y tf son [UA], [UA], % y afos respecti-
vamente.
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