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Introduccion

Sea D una digrafica. Un conjunto N C V(D) es un nicleo de D si éste es independiente
y absorbente. El concepto de nucleo fue introducido por Von Neumann y Oskar Morgens-
tern en [29] en el contexto de la Teoria de Juegos. Posteriormente se encontraron muchas e
importantes aplicaciones de éste concepto (ver por ejemplo [3, 7, 4, 2]). Las aplicaciones han
sido variadas y en areas muy diversas , por ejemplo economia, teoria de juegos, ciencias de

la computacion, teoria de autématas, entre otras.

Debido al gran interés y la utilidad en aplicaciones que ha tenido este concepto se han
explorado interesantes generalizaciones del concepto de ntcleo. Las méas sobresalientes son
el concepto de nicleo por trayectorias monocromaticas, el H-nticleo por trayectorias, el H-

nicleo por caminos y los (k, [)-nicleos.

El desarrollo de la presente tesis estd organizado como sigue:

= En el capitulo 2 se revisan los conceptos basicos y preliminares de la teoria general
de graficas y digraficas con el objeto de que el presente trabajo sea autocontenido y

accesible en la mayor medida posible.

» En el capitulo 3 se expone el concepto de niicleo y se exponen algunos resultados bésicos
que nos llevan hasta el Teorema de Richardson. Este afirma que si una digrafica no tiene
ciclos dirigidos de longitud impar, entonces tiene niicleo. Se desarrolla también un breve

contexto histérico del concepto y de los resultados.

= En el capitulo 4 se expone el concepto de m-coloracién y niicleo por trayectorias mono-
cromaticas, asi como un breve desarrollo historico y un panorama de resultados acerca
de nucleos por trayectorias monocromaéticas, entre ellos una generalizacién del Teorema

de Richardson.
= En el capitulo 5 se expone el concepto de H-nicleo por trayectorias, su desarrollo

11
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histérico y los resultados més relevantes ; entre ellos una generalizacion del Teorema
de Richardson.

En el capitulo 6 se explora el concepto de H-nicleo por caminos. Este concepto ha sido
estudiado muy poco hasta ahora asi que sé6lo se exponen pocos resultados. La parte méas
substancial de este capitulo son los Teoremas 5.2.5, 5.2.6, 5.2.8, 5.2.11,5.2.12. En

estos teoremas se hacen las siguientes afirmaciones:

e Si D es una digrafica H-coloreada en la que todo ciclo es un H ciclo, entonces

tiene H-nicleo por caminos.

e Si D es una digrafica H-coloreada sin H-C'3 fuertemente arcoiris ni H-P; fuerte-
mente arcoiris. Si existe {F3, F»} una particién de A(D) tal que todo ciclo conte-
nido en D; = D| fi]z‘e{l,Z} es un H-ciclo y ademés todo H-camino estd contenido

en Di0D,, entonces D tiene H-nticleo por caminos.

e Sean D y H digraficas. D una digréfica H-coloreada y % = {Fy,..., F,} una

particién de F'(D) tal que se cumplen las siguientes condiciones:

o Todo ciclo dirigido contenido en D; = D[F;] es un H-ciclo.
o Todo H-camino esta contenido en D; para alguna i, 1<i<n

o D no tiene H-C3 ni H-P; fuertemente arcoiris.

Si €(F) no tiene ciclos dirigidos de longitud impar al menos 3 y ademds es

fuertemente conexa, entonces D tiene H-nucleo.

e Si D es una digrafica H-coloreada sin H-C3 ni H-Pj3 arcoiris, entonces tiene H-

ntcleo por caminos.

Este trabajo es original y fue desarrollado en colaboracién con mi asesor. Estos resul-
tados son los primeros que dan condiciones suficientes en la digrafica H-coloreada D
para que D tenga H-ntcleo por caminos. Generalizan los correspondientes resultados
conocidos para la existencia de nicleos por trayectorias monocromaticas, los cuales a
su vez ya generalizaban el Teorema de Sands, Sauer y Woodrow. Asi mismo se obtiene

una generalizacién parcial del Teorema de Richardson.



Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo se presentan las definiciones y los resultados basicos con respecto a
digraficas. La finalidad es sentar los fundamentos tedricos necesarios para el resto de la tesis.
Los conceptos y teoremas incluidos en esta secciéon pueden ser estudiados con amplitud en
12, 3, 4].

1.1. Definiciones basicas

Una digrdfica D es una pareja (V (D), F(D)) tal que V(D) es un conjunto finito no vacio
de elementos, llamados vértices y F'(D) C V(D) x V(D). A los elementos de F(D) se les
llama flechas. Nétese que de la definicién de F(D) se permiten flechas (v, v) las cuales lla-
maremos lazos. Diremos que D es refleriva si todos sus vértices tienen un lazo.

El orden de D es la cardinalidad de V(D). Se pueden tener dos o mds flechas entre dos
mismos vértices u,v; en dado caso se dird que las flechas que unen a los vértices u,v son
multiflechas y que la digrafica D es una multidigrafica. Una digrdfica simple es una digrafica
que no es una multidigréfica y que ademds no tiene lazos. En general a menos que se indique

lo contrario, las definiciones, proposiciones y teoremas hacen referencia a digraficas simples.

Sea D una digrafica. Diremos que dos vértices u,v € V(D) son adyacentes si (u,v)
6 (v,u) € F(D).
Si (u,v) € F(D), diremos que u es su vértice inicial y que v es su vértice final. Para una
flecha (u,v) € F(D) diremos que el vértice u es adyacente hacia el vértice v y que el vértice

v es adyacente desde el vértice u.

Sean D una una digrafica y (u,v) € F (D). Se dice que (u,v) es simétrica si (v,u) € F(D)

13



14 CAPITULO 1. PRELIMINARES

y que (u,v) es asimétrica si (v,u) ¢ F(D). Sean D una digrafica y v un vértice de D. El
grado exterior de v (también llamado exgrado), denotado por 67 (v), es el nimero de flechas
de D que tienen a v como vértice inicial. El grado interior de v (también llamado ingrado),
denotado por §~ (v), es el numero de flechas de D que tienen a v como vértice final. El grado

de v, denotado por 0(v), se define por 61 (v) + d~ (v).

Sean D una digréfica y v un vértice de D. El conjunto de los vecinos exteriores de v se
define como I'* (v) = {y € V(D)|(v,y) € F(D)}.
El conjunto de los vecinos interiores de v se define como I'"(v) = {y € V(D)|(y,v) € F(D)}.
(

)
El conjunto de los wvecinos exteriores de un subconjunto S, S C V(D), se define como

U I (v).
veS
El conjunto de los wvecinos interiores de un subconjunto S, S C V(D), se define como

U I (v).

veS

Sea D una digréfica. Para un subconjunto S # @ y v € V(D), una flecha (u,v) € F(D)
es llamada una Sv-flecha siempre que u € S. Simétricamente una flecha (v,u) € F(D) es

llamada una vS-flecha siempre que u € S.

Para S, K subconjuntos no vacios de V(D), una flecha (u,v) € F(D) es llamada una

S K-flecha siempre que u € S y v € K.

Dos digraficas Dy y Do son isomorfas, denotado por Dy = Dy si existe f : V(Dq) — V(Do)
una funcién biyectiva, tal que (u,v) € F(D;) < (f(u), f(v)) € F(Dy).

Dos digraficas Dy y Dy son iguales, denotado por Dy = Dy si V(D) =V (Ds) y F(D;) =
F(D,).

El complemento de una digrafica D, denotado por D¢, es la digrafica tal que V(D°) =
V(D) y F(D) = (V(D) x V(D)) \ F(D).

Para una digrafica D con al menos una flecha, definimos su digrdfica de lineas denotada
por L(D), como la digréifica tal que V(L(D)) = F(D) y a es adyacente hacia b en L(D) siy

solo si el vértice final de a es igual al vértice inicial de b en D.
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1.2. Tipos de Digraficas y Subdigraficas

Dadas dos digraficas D y D', se dice que D’ es una subdigrifica de D si V(D') C V(D)
y F(D') C F(D). Se denota por D' C D.

Sea D una digréfica, una digrafica D’ es una subdigrdfica inducida de D si D' C D'y

F(D’) es méximo por contencién.

Para S C V(D) la subdigrifica inducida por S, denotada por DI[S], es la subdigrafica
inducida de D que tiene V(D[S]) = S.

Una digréfica D' es una subdigrdfica generadora de D si D' C Dy ademéas V(D') = V(D)

Para una digrafica D, se dice que I C V(D) es un conjunto independiente si las tinicas

flechas en D[I] son lazos.

A
(z,y) € F(D).

N

(D) es un conjunto absorbente, si para cada x € V(D) \ A, existe y € A tal que

N es un nicleo de D si N es independiente y absorbente.

Figura 1.1: Un ntcleo es un conjunto independiente y absorbente.

Una digréfica D es bipartita si existe una particion P = {V,V2} de V(D) tal que D[V}]
es un conjunto independiente para cada i € {1,2}.

Una digréfica D es semicompleta si para todo par {u,v} C V(D) se tiene que (u,v) €
F(D) 6 (v,u) € F(D).

Una digrafica D es transitiva si para cualesquiera u, v, w vértices de D tales que (u,v) €
F(D), (v,w) € F(D) se tiene que (u,w) € F(D).
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Figura 1.2: Una digrafica bipartita.

Una digrafica D es simétrica si todas sus flechas son simétricas.

Una digrafica D es asimétrica si todas sus flechas son asimétricas.

La parte simétrica de D denotada por Sim(D) es la subdigrafica generadora de D tal que

sus flechas son las flechas simétricas de D.

La parte asimétrica de D denotada por Asim(D) es la subdigrafica generadora de D tal

que sus flechas son las flechas asimétricas de D.

Un torneo es una digréfica semicompleta asimétrica.

Figura 1.3: Un torneo de orden 9.

1.3. Caminos, Trayectorias, Paseos y Conexidad

Un camino dirigido en una digrafica D es una sucesién de vértices C' = (ug, uq, ..., Uy)
tal que (u;,u;41) € F(D) Vi€ {0,...,n—1}. La longitud del camino C, denotada por I(C')
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es n. Un ugu,-camino dirigido es un camino dirigido que empieza en el vértice ug y termina
en el vértice u,.

Una trayectoria dirigida es un camino en el que no se repiten vértices.

Un camino dirigido cerrado es un camino dirigido que empieza y termina en el mismo
vértice.

Un ciclo dirigido es un camino dirigido cerrado que no repite vértices salvo el primero y

el iltimo. Se denota por C), al ciclo dirigido de longitud n.

Para un camino dirigido C' = (ug, u1,...,u,) vy {u;,u;} € V(C), i < j, se denota por

(wi, C,uj) al wsu;~camino dirigido (w;, wit1, ..., uj—1,u;) C C.

Para S, K dos subconjuntos no vacios de V (D), una uv trayectoria dirigida es una SK-
trayectoria dirigida siempre que u € Sy v € K.

Una digrafica D es unilateralmente coneza si para cualquier par de vértices {u,v} C V(D)
existe una uv-trayectoria dirigida 6 una vu-trayectoria dirigida en D.

Una digréfica D es fuertemente conexa si para cualquier par de vértices {u,v} C V(D)
existe una uv-trayectoria dirigida.

Una componente fuertemente conexa de una digrafica D es una subdigrafica inducida de

D, maxima por contencion con la propiedad de ser fuertemente conexa.

Notemos que si % es la familia de las componentes fuertemente conexas de una digrafica
D, entonces V(D) = |J V(C;). Siempre que i # j se tiene que V(C;) NV (C;) = @.
C,e%

Una componente fuertemente conexa terminal D' de D es una componente fuertemente
conexa de D tal que I'"(V(D")) C V(D").

Una componente fuertemente conexa inicial D' de D es una componente fuertemente
conexa de D tal que I'"(V(D")) C V(D).
La digrdifica de condensacion de una digrafica D, denotada por D* es la digrafica tal

que V(D*) = €, donde ¥ es la familia de las componentes fuertemente conexas de D, y

(C;,C;) € F(D*) siy solo si existe una V(C;)V (C;)-flecha en D.

Sea D una digréfica. Se dice que B C V(D) es un conjunto dominante si Vo € V(D) \
B 3Jy € B tal que (y,z) € F(D).
Sea T un torneo. Se dice que v € V(T') es un 2-rey si para todo u € V(T') \ {v} existe
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una uv-trayectoria dirigida de longitud a lo méas 2 en 7.

Una digrafica D es cuasitransitiva, si Yu,v,w € V(D) tales que {(u,v), (v,w)} C F(D),
entonces (u,w) € F(D) 6 (w,u) € F(D).

Una digréfica D es pretransitiva derecha , si Yu,v,w € V(D) tales que {(u,v), (v,w)} C
F(D), entonces (u,w) € F(D) 6 (w,v) € F(D,).

Una digréfica D es pretransitiva izquierda si Yu,v,w € V(D) tales que {(u,v), (v,w)} C
F(D), entonces (u,w) € F(D) 6 (v,u) € F(D).
Una digrafica D es Hamiltoniana si D contiene un ciclo dirigido I' tal que V(') = V(D).
Sea D una digrafica. Una k-coloracion de las flechas de D es una funcién ¢ : F(D) —
{1,...,k}. Se dice que D es una digrafica m-coloreada si D tiene una m-coloracién de sus
flechas.
Dada una coloracion, una trayectoria dirigida en D es llamada monocromdtica si todas sus
flechas tienen asignado el mismo color.
En este trabajo se escribe trayectoria monocromadtica en vez de trayectoria dirigida mono-
cromatica.
Si (u,v) € F(D), se denota por ¢((u,v)) al color de esta.
Para un vértice v € V(D) se denota por £(v) al conjunto de colores que estén representados

en las flechas que inciden en v.

Una digrafica D es 3-cuasitransitiva si siempre que (z,v), (y,w) y (w,z) € A(D) con

x,y,w, z vértices dos a dos diferentes se cumple una de dos:
» (z,2) € A(D).
» (2,2) € A(D).

Se dice que un torneo es torneo ciclico siempre que tiene al menos un ciclo dirigido ha-
miltoniano.
En un torneo ciclico K de orden 4 con (u,v,w,x,u) como un ciclo hamiltoniano se deno-
tard por Ky(u,v, w,x,u) o simplemente K; a cualquier subdivisién de K donde al menos 3

flechas del ciclo dirigido hamiltoniano no estan subdivididas.

1.4. Resultados Basicos

Teorema 1.4.1. Sean D una digrdifica y {u,v} C V(D). Todo uv-camino contiene como

subsucesion una uv-trayectoria.
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Demostracion.

Se procedera por induccion sobre la longitud del wv-camino.

Sea € un uv-camino. Si la longitud de % es 1, entonces claramente es una uv trayectoria.
Ahora supéngase por hipotesis de inducciéon que todo uwv-camino de longitud menor a n
contiene una uv-trayectoria.

Sea € = (ug,uq,...,u,) un uv-camino dirigido de longitud n. Se probard que % contiene
como subsucesion una uv trayectoria.

SiVi#j w; # u; entonces ¢ es una uv-trayectoria.

Si existe 0 # ¢ < j # n tal que u; = u;, entonces considérese €' = (ug, - - ., Ui, Ujt1, - - -, Up).
¢’ es un uv-camino dirigido de longitud menor a n. Por hipétesis de induccién %" contiene

una uv-trayectoria dirigida 7. Por lo tanto T C ¢ C %. O

Teorema 1.4.2. Si € es un camino dirigido cerrado y v € V(€), entonces existe un ciclo

dirigido contenido en € que pasa por v

Demostracion.

Se procedera por induccion sobre la longitud del camino cerrado.

Sean % un camino cerrado y v € V(%). Si la longitud de & es 2, entonces ¢ es un ciclo
dirigido de longitud 2 que pasa por v.

Supongase por hipétesis de induccion que dado un camino dirigido cerrado de longitud menor
an y al menos 2, y un vértice v en él, entonces contiene un ciclo dirigido que pasa por v.
Sea € = € = (ugp,uy,...,u, = up) un camino dirigido cerrado de longitud n, v € V(%) y
supéngase sin pérdida de generalidad que v = wug. Si u; # u; Vi # j, i,j ¢ {0,n}, entonces
¢ es un ciclo dirigido que pasa por v.

Si existe 0 # ¢ < j # n tal que u; = u;, entonces considérese €’ = (ug, ..., Ui, Wjt1, - -, Up).
¢’ es un camino dirigido cerrado de longitud menor a n que pasa por v.Por hipétesis de

induccién ¢’ contiene un ciclo dirigido I' que pasa por v. Ademas ' C ¢” C . O

Teorema 1.4.3. Sea D una digrdfica. Todo camino cerrado de longitud impar al menos 3

en D contiene un ciclo dirigido de longitud impar.

Demostracion.

Se procedera por induccion sobre la longitud del camino.

Sea ¥ un camino dirigido de longitud impar. Si la longitud de % es 3, € es un ciclo dirigido
de longitud impar.

Supdngase por hipétesis de induccion que todo camino dirigido cerrado de longitud impar al

menos 3 y menor que n contiene un ciclo dirigido de longitud impar.
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Sea € = (ug,uy,...,u, = up) un camino dirigido cerrado de longitud n. Si w; # u; Vi #
J; i,j ¢ {0,n}, entonces € es un ciclo dirigido de longitud impar.

Si existe 0 # i < j # n tal que u; = u;, entonces considérese €1 = (u, . .., U, Ujt1, - .., Up)
y € = (U, Uit1, - - ., u;). Nétese que ((61) + [(€2) = [(€). Nbtese que las longitudes de 6 y

%> no pueden ser ambas pares, ya que la longitud de % es impar.

Caso 1
[(€1) es impar y de longitud menor a n, entonces por hipétesis de induccién ) contiene un

ciclo dirigido de longitud impar.

Caso 2
[(%>) es impar y de longitud menor a n, entonces por hipétesis de induccién €5 contiene un

ciclo dirigido de longitud impar.

Por lo tanto % contiene un ciclo dirigido de longitud impar. O]

Teorema 1.4.4. Si D es una digrdfica tal que 6" (v) > 1 Vv € V(D), entonces D contiene

un ciclo dirigido.

Demostracion.

Sea T = (uy, ..., u,) una trayectoria dirigida de longitud maxima en D. Como 6" (u,) > 1,
existe v € V(D) tal que (u,,v) € F(D). v € V(T) ya que en otro caso (ug, ..., U, v) seria
una trayectoria de longitud mayor a T, contradiciendo que T' es de longitud méxima. Sea
i tal que u; = v. T" = (u;, Uir1, ..., Up, v = u;) es un un ciclo dirigido ya que T es una

trayectoria. O

Teorema 1.4.5. Sea D una digrdafica. D es fuertemente conexa si y solo si existe un camino

dirigido cerrado que pasa por todos los vértices de D.

Demostracion.

Sean D una digrafica fuertemente conexa y 4 = (uo,...,u,) un camino dirigido cerrado
que pasa por la mayor cantidad de vértices de D. Supdngase que existe v € V(D) \ V(%).
Como D es fuertemente conexa, existen %; un ugv-camino dirigido y % un vug-camino
dirigido.% U 61 U %> es un camino dirigido cerrado que incluye mas vértices de D que %,

contradiciendo que % tenia la mayor cantidad de vértices de D. Por lo que V(D) = V(%).
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Supéngase ahora que € = (uy,. .., u,) es un camino dirigido cerrado que pasa por todos
los vértices. Sean a,b € V(D). Sin pérdida de generalidad supéngase que a = u;, b =u;i < j.

(wi, €, u;j) es un ab-camino dirigido y (u;, €, u, = ug, €, u;) es un ba-camino dirigido. ]

Teorema 1.4.6. St D es una digrdfica fuertemente conexa sin ciclos dirigidos de longitud

mmpar, entonces D es bipartita.

Demostracion.

Sea ¢ = (ug,...,u,) un camino dirigido cerrado que incluye a todos los vértices de V(D)
(garantizamos su existencia por el teorema 1.4.5). Notemos que [(%) es par, ya que en
otro caso, por el teorema 1.4.3, % incluiria un ciclo de longitud impar, contradiciendo las

hipétesis.

Considérese Vi = {u;i =2k, k€ {0,...,5}} Vo={wli=2k+1, ke {0,....5 —1}}.
Nétese que que V(%) = V(D) y V; UV, = V(). También se tiene que Vi # @, V, # @.
Ademads supéngase que Vi NV, # @ = Jv = u; = u; tal que ¢ = 2r, j = 25+ 1. Supdéngase sin
pérdida de generalidad que i < j, entonces €’ = (u;, Ujs+1, ..., u;) es un camino dirigido de
longitud impar y por el teorema 1.4.3 ¢” incluye un ciclo de longitud impar, contradiciendo

las hipétesis. Por lo tanto Vi NV, = @ y se puede concluir que P = {Vj, 5} es una particién
de V(D).

Sean u,,us € Vi1 € {1,2}. (u,,us) ¢ F(D) ya que en otro caso:

Caso 1: r < s.
C' = (Us, Uss1, -, Uy = U, Uq, - .., U, Ug) €S un camino dirigido de longitud impar, y por el

teorema 1.4.3 incluye un ciclo de longitud impar, contradiciendo las hipétesis.
Caso 2: s <.

¢ = (Up,Ups1,...,Us,uy) s un camino dirigido de longitud impar, y por el teorema

1.4.3 incluye un ciclo de longitud impar, contradiciendo las hipotesis.

Por lo tanto se puede concluir que V;i € {1, 2} es independiente y por lo tanto P = {V;, 5}

es una biparticiéon de D. O

Teorema 1.4.7. Sea D una digrdfica transitiva. St u,v € V(D) tales que erxiste una uv-

trayectoria dirigida, entonces (u,v) € F(D).
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Demostracion.

Sea T' una uv-trayectoria de longitud minima 7' = (u = wug, u1,...,u, = v). Si [(T) =1
entonces (u,v) € F(D). Supéngase ahora que [(T) > 1. uy # v ya que I(T) > 1, entonces
como D es transitiva (ug,us) € F(D) y T = (ug,us,...,u, = v) es una trayectoria de

longitud menor a [(T"), contradiciendo que 7" era de longitud minima. ]

Teorema 1.4.8. Si D es una digrdfica transitiva aciclica, entonces para cada uw € V(D) con
0T (u) > 0, existe w € V(D) tal que §"(w) =0 y (u,w) € F(D).

Demostracion.
Sea u € V(D) y considérese T,, = (u = uo, ..., u,) una trayectoria de longitud maxima que

inicia en u. 67 (u,) = 0 ya que si existiera v € V(D) tal que (u,,v) € F(D) se tendria que:

Caso 1: v € V(T)

En este caso se formaria un ciclo en T, contradiciendo la hipétesis que afirma que D es aciclica.

Caso 2: v e V(D) \ V(T)
En este caso 7" = T'U (un,v) es una trayectoria que inicia en u de longitud mayor a I(7'),

contradiciendo que T era de longitud maxima.

Por el teorema 1.4.7 y como D es transitiva, (u,u,) € F(D) y ademés d*(u,) =0. O

Teorema 1.4.9. Sea D una digrdfica transitiva. Si D es fuertemente conexa, entonces D es
completa. Es decir para Yu,v € V(D), (u,v) € F(D).

Demostracion.
Sean u,v € V(D), como D es fuertemente conexa, existe una uv-trayectoria dirigida. Como

D es transitiva, por el teorema 1.4.7 (u,v) € F(D). O

Teorema 1.4.10. Sea D una digrdfica transitiva, si D es asimétrica, entonces D es aciclica.

Demostracion.
Supéngase que D tiene un ciclo € = (vg, ..., v, = vg). Si l[(€) = 2, entonces D es simétrica,
contradiciendo las hip6tesis. Ahora considérese T' = (vg, ..., v,_1), la cual es una trayectoria

dirigida en D. Por el teorema 1.4.7 (v, v,—1) € F(D), pero vy = v, , por lo que se tiene

que (vp_1,v,) € F(D)y (vn,v,-1) € F(D), contradiciendo que D es asimétrica. O
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Teorema 1.4.11. Sea D una digrdfica transitiva, F;, F; componentes fuertemente conexas

de D. Si existe una F;Fj-flecha, entonces para cada u € F; y para cada v € F; (u,v) € F(D).

Demostracion.

Sea (a,b) la F;Fj-flecha. Nétese que por el teorema 1.4.9 y dado que D es transitiva, F;
y Fj son completas. Ahora considérese v € Fj, dado que (a,b) € F(D), F; es completa y
D es transitiva, se tiene que (a,v) € F(D). Ahora considérese u # a € F;, dado que F; es
completa (u,a) € F(D). Ademas como D es transitiva, se tiene que (u,v) € F(D). O

Teorema 1.4.12. 57 D es una digrdfica transitiva, entonces la digrafica de condensacion de

D es transitiva y aciclica.

Demostracion.

Sean D una digréfica transitiva y €*(D) su digréfica de condensacion. Supéngase que ¢ (D)
tiene un ciclo C' = (Vg,..., V,). Esto quiere decir que por cada componente fuertemente
conexa V; existe un vértice v; tal que (v;,v;41) € F(D). Ademds como cada V; es fuer-
temente conexa existe un camino cerrado C; que pasa por todos los vértices de V; y que
inicia en v;. Considérese C" = (vg, Co,v1,Cy, ..., v;,Cs, ... vy—1,Ch1,v, = 1) Un camino
dirigido cerrado que pasa por todos los vértices de U{Vp,...,V,}, en D. Esto muestra que

D es fuertemente conexa y contradice que C' es un ciclo (ya que debe tener mas de un vértice).

Sea €*(D) la digrafica de condensacion de D y supdéngase que F;, Fj, Fj, son componentes
fuertemente conexas de D y ademds existe una F;F;-flecha y una FjFj-flecha. Sea (a,b) la
F;F;-flecha y (c,d) la FjFj-flecha. Por el teorema 1.4.11 (b,d) € F(D), ademés como D
es transitiva, (a,d) € F(D). Por lo tanto existe una F;Fy-flecha. Por lo tanto €*(D) es

transitiva. O
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Capitulo 2
Nucleos

En este capitulo se explorara con mayor detalle el concepto de nticleo, asi como algunas
de sus aplicaciones y algunos resultados. Como se menciond en la introduccion la finalidad

de este capitulo es guiar las definiciones y los resultados hacia el teorema de Richardson.

2.1. Introduccion Historica

Sea D una digrafica un conjunto N C V(D) es un nucleo de D si éste es independiente y
absorbente. El concepto de nicleo en una digrafica fue introducido por John Von Neumann
y Oskar Morgenstern en el contexto de la teoria de juegos[29].Originalmente a un nucleo se
le llamé solucion. Neumann y Morgenstern querian encontrar principios mateméticos que
definieran el comportamiento racional para el problema de la toma de decisién personal y
posteriormente grupal. Los principios buscados debian ser muy generales, es decir, validos en
todas las situaciones. Tras un exhaustivo estudio, Neumann y Morgenstern llegaron a definir
los postulados que caracterizarian a la solucién de su problema. Asi es como surge el concepto

de solucién. Veamos primero cémo resolvieron el problema de toma de decisién personal.

2.1.1. El problema de la toma de decisiéon personal

Supongamos que una persona desea tomar una decisién. Esto significa elegir entre las
diferentes opciones a,b,c... de algin conjunto universo de opciones P, la mejor opcién.
Neumann y Morgenstern ofrecieron un modelo matematico del problema usando digréaficas

de la siguiente manera:

» Por cada opcién se dibuja un vértice de la digréfica, es decir, V(D) = P.

25
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= Si la persona que esta tomando la decision prefiere la opcién a sobre la opcién b, se
dibuja la flecha (b, a).

Se obtiene asi una digrafica D que tiene las siguientes propiedades.

= D es transitiva, ya que si a es preferible a b y b es preferible a ¢, entonces a es preferible

a C.

= D es asimétrica, de otra forma no se puede hablar de una preferencia verdadera de una

opcién sobre otra.

= D es aciclica, se sigue de la observacion anterior y del teorema 1.4.10

2.1.2. La solucion al problema de la toma de decisiéon personal

Neumann y Morgenstern observaron también que si la digrafica D definida anteriormente
tiene un ntucleo NV, entonces la toma de decision personal se reduce a elegir una opcién en N.
Ya que al ser N independiente, no hay una preferencia verdadera de una opcién de N sobre
otra, y al ser absorbente, todas las demés opciones que no estdan en N quedan eliminadas,

puesto que hay al menos una en N que es preferible.

Teorema 2.1.1. Toda digrdfica transitiva y aciclica D tiene un nicleo unico. Mds ain, el

conjunto de vértices de exgrado 0 es el unico nicleo de D.

Demostracion.

Consideremos N = {v € V(D)[|6"(v) = 0}. N es independiente y es absorbente ya que D
es transitiva y aciclica (teorema 1.4.8). Ahora sea N’ un ntcleo de D. Notemos que como
dt(N) =0, entonces N C N'. Ahora por el teorema 1.4.8 si existiera v € N’ \ N, entonces
existiria w € N tal que (v,w) € F(D) contradiciendo que N’ es independiente. Por lo tanto
N' = N. [

2.1.3. El problema de toma de decision grupal

Supongamos que un grupo de n personas se junta para tomar una decision. Esto es elegir
de un conjunto de opciones a,b,c,... la mejor. Nuevamente, Von Neumann y Morgenstern
dieron un modelo matematico dentro de la teoria de digraficas para resolver este problema.

Asociado a este problema definieron una digrafica D como sigue:
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= Por cada opcion se dibuja un vértice de la digrafica.

= Si existe un grupo de poder, dentro del grupo de personas que estd tomando la decision,
capaz de imponer la preferencia de la opcién a sobre la opcion b, entonces se pone la
flecha (b, a) en la digrafica D.

Notemos que:

= La digrafica D no necesariamente es transitiva, ya que no necesariamente es la misma

faccion la que impone las mismas preferencias siempre.
» La digrafica D es asimétrica.
= La digrafica D no necesariamente es aciclica.

Neumann y Morgenstern observaron que si la digrafica D tiene un nicleo, entonces la
toma de decisién se puede restringir a elegir dentro de N, ya que por ser /N independiente, se
tiene que entre dos opciones diferentes a,b € N no hay un grupo de poder capaz de imponer
la preferencia de una sobre la otra. Cualquier otra opcion b fuera de N puede ser reemplazada
por otra opcién a dentro de N.

Von Neumman y Morgenstern observaron también que:
» No toda digrafica tiene nticleo (considérese Cs).

» Si una digréfica tiene nicleo, éste no necesariamente es inico (considérese Cy).

Figura 2.1: C3 una digréfica sin nucleo(izquierda) y Cj, una digréfica con més de un
ntcleo(derecha)

Ya que D es muy general y no tiene propiedades fuertes que decidan si tiene niicleo o no,

resulta de interés saber si una digrafica dada tiene ntcleo para poder resolver el problema de
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toma de decision grupal.

Posteriormente Claude Berge noté que el concepto de niicleo se podia aplicar a otros
campos de estudio de las matematicas y cambié la nocion de solucién y definié lo que hoy se

conoce como el nicleo de una digrafica.

La teoria de ntcleos es muy importante dentro de las matematicas, debido a la gran
cantidad de aplicaciones que tiene, no sélo en la teoria de juegos y toma de decisiones, sino

también en logica, juegos tipo Nym, listas de coloraciones por nombrar algunos campos.

Como no toda digrafica tiene nicleo y en caso de tener niicleo, éste no necesariamente es
unico, varios autores han buscado condiciones suficientes que garanticen la existencia de al
menos un nucleo.

Entre los primeros investigadores en esta linea de trabajo podemos mencionar a:

» von Neumann [29].

= Morgenstern [29].

» Richardson [27].

» Berge [3].

» Neumann Lara [9].

» Duchet [6].

» Galeana-Sénchez [9)].

En [5] V. Chvatal, demostré que el problema de decidir si una digréfica tiene nicleo es un
problema NP-completo. En [8] Fraenkel, demostré que el problema sigue siendo NP-completo
aun para digraficas planas tales que 01 (v) < 2, 67 (v) < 2, §(v) < 3 Vv € V(D). Como el
problema de decidir si una digrafica tiene nticleo es un problema NP-completo, varios investi-
gadores han enfocado su investigacion hacia ciertas familias de digraficas en particular, como

por ejemplo, digréficas transitivas, digréficas cuasitransitivas [20], digraficas pretransitivas
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[18], por citar algunas.

A continuacién expondremos los resultados més significativos sobre la existencia de nicleos

en digraficas.

2.2. Resultados Sobre Existencia de Nicleos en Digrafi-

cas

Teorema 2.2.1. Si D es una digrdfica completa, entonces cada vértice es un nicleo.

Demostracion.

Sea v € V(D). Nétese que dado que D es completa {v} es absorbente e independiente. [

Teorema 2.2.2. Toda digrdfica simétrica D tiene nicleo. Mds aiun, todo conjunto indepen-

diente maximo por contencion S, es un nicleo en D.

Demostracion.
Sea S un conjunto independiente maximo por contencién. S es absorbente, ya que Vv €
V(D) \ S, SU{v} no es independiente. Por lo tanto, como D es simétrica, existe una vS-

flecha. Por lo tanto S es absorbente e independiente. O

Teorema 2.2.3. Toda digrdfica transitiva y aciclica D tiene un nicleo unico. Mds aun, el

conjunto de vértices de exgrado 0 es el unico nicleo de D.

Demostracion.
Ver Seccién 2.1.2. O

Teorema 2.2.4. Si D es una digrdafica transitiva, entonces la digrdfica de condensacion de
D tiene un nucleo. Mds aun, el conjunto de las componentes fuertemente conexas terminales

es el unico nucleo de la condensacion de D.

Demostracion.
Noétese que por el teorema 1.4.12 €*(D), la digrifica de condensacién de D es transitiva
y aciclica. Ademas por el teorema 2.2.3 su unico nicleo son las componentes fuertemente

conexas terminales. O
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Teorema 2.2.5. Toda digrdafica transitiva D tiene nicleo.

Demostracion.

Caso 1. D es Fuertemente Conexa.

Demostracion.
Notese que por el teorema 1.4.9 tenemos que D es completa y por el teorema 2.2.1 D

tiene ntucleo. O

Caso 2. D no es Fuertemente Conexa

Considérese € = {S C D | S es una componente fuertemente conexa terminal}. Considérese
N obtenido de elegir un elemento de cada una de las componentes fuertemente conexas ter-
minales.

N es independiente ya que las componentes fuertemente conexas son terminales, es decir, sus
vértices tinicamente tiene flechas hacia vértices dentro de la misma componente fuertemente
conexa.

Noétese que € es el nicleo de €*(D), en particular es absorbente. Sea v € V(D) \ N, v € V;
donde V; es una componente fuertemente conexa. Si V; ¢ €, como € es absorbente, existe
W € € tal que (V;, W) € F(¢*(D)). Ademds como D es transitiva, por el teorema 1.4.11,
existe una (v,w) flecha donde w € N (recuérdese que por cada componente fuertemente

conexa elegimos un elemento).

Ahora si V; € €, por el teorema 1.4.9 tenemos que V; es completa y por lo tanto existe
una (v,n) flecha donde n € N. O

Teorema 2.2.6. Todo nicleo es un conjunto independiente mdximo por contencion.

Demostracion.
Supéngase que N es un nicleo y N C N’ # N. Seav € N'\ N. Como N es absorbente
por ser nicleo, existe una v/N-flecha. Por lo tanto N’ no es independiente. Por lo tanto N es

independiente maximo por contencién. O
Teorema 2.2.7. Todo nicleo es un absorbente minimo por contencion.

Demostracion.
Supéngase que N es un nicleo y N' C N # N'. Sea v € N\ N'. Supéngase por contradiccion
que N’ es absorbente. Entonces N’ absorbe a v ¢ N. Es decir, existe una v/N’-flecha. Esto

contradice que N es independiente. O
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Teorema 2.2.8. [29] Toda digrdfica sin ciclos dirigidos tiene un tinico nicleo.

Demostracion.

Definimos los siguientes conjuntos:

Dy = D.

No={v e V(D) |dé"(v) =0}.

My = {v € V(D) | uNy-flecha }.

Divy = D; \ (N; U M;).

Niv1={v eV (Diq) | 6T (v) = 0}.
M1 ={v € V(D;11) | N, 1-flecha }.

Noétese que |D;| es una sucesion estrictamente decreciente en N, dado que si D; # @
entonces N; # &. Supdéngase que D; # @ y N; = &, entonces en D;, por el teorema 1.4.4,
hay un ciclo dirigido, pero notemos que D; es una subdigrafica inducida de D, que no tiene
ciclos dirigidos. Dado que |D;| es estrictamente decreciente, existe k € N tal que |Dy| =0, k
minimo con esta propiedad.

k-1
Se mostrard que N = |J N; es el tnico nicleo de D.

Primero se mostrara que ;\:f Oes independiente.

Sean u,v € N.u € N,, v € Nyconr,s € {0,...,k—1}. Sir = s, entonces (u,v) ¢ F(D,)y
(v,u) ¢ F(D,), ya que son vértices de exgrado 0 en D,. Ya que D, es una subdigréfica indu-
cida de D que tiene a u y a v en la que no son adyacentes, entonces tampoco son adyacentes
en D.

Supdngase ahora que r # sy sin pérdida de generalidad supongamos que r < s. Como v € Ny,
y r < s, entonces v ¢ M,, ya que si v € M, entonces v ¢ D,,; y por lo tanto v ¢ D;Vj > r,
contradiciendo que v € N,. Por lo tanto (v,u) ¢ F(D). Ademds en D, §*(u) = 0, por lo
tanto (u,v) ¢ F(D,), pero ademds D, es una subdigrafica inducida de D que incluye a u y

a vy que no incluye a (u,v). Por lo tanto (u,v) ¢ F(D).

Ahora se mostrara que N es absorbente.
Recuérdese la observacion de que Dy, = @. Sea v € V (D), por la observacién anterior y dadas
las definiciones de D;, v € Ny 6 v € M, para alguna s € {0,...,k—1}, ya que de otra manera
v €E€ D, =d.Siv e M,, existe una v/N,-flecha, y por lo tanto es absorbido por Ny C N y por
lo tanto por N.
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Ahora se mostrard que N es el tinico nicleo de D.
Sea N’ un nicleo de D. Nétese que dado que 67(Ny) = 0, entonces Ny € N'. Se mos-
trard ademdas que N; C N'Vi € {0,...,k — 1}. Supéngase que N; C N’ Vi < s. Considérese

s—1 s—1 s—1
N; C N’, entonces como N’ es independiente |J M; € D\ N'. Entonces N'\ |J N; U M;
=0 i=0 =0

s—1 ,

es un nucleo de Dg. Pero 6T (N,) = 0 en D, ésto implica que Ny, C N'\ |J N; U M;. Esto
=0

completa la induccién que muestra que N; C N’ y por lo tanto N C N’. Se sigue ya sea del

teorema 2.2.6 o del teorema 2.2.7 que N = N'. O

2.3. Teorema de Richardson

Uno de los teoremas mas importantes sobre la existencia de nicleos en digraficas es el
teorema de Richardson que afirma que toda digrafica sin ciclos dirigidos de longitud im-
par tiene nicleo. A continuacion desarrollaremos algunos conceptos y teoremas de los que se
podra concluir el teorema de Richardson. La prueba original de este teorema dada por Ri-
chardson contenia aproximadamente 30 paginas. La prueba que presentaremos a continuacion
fue obtenida por Victor Neumann.

Sea D una digrafica. Diremos que S C V(D) es un seminticleo de D si:
1. S es independiente.

2. Para cada flecha f que va de S a x (en virtud de la condicién anterior, z € V' \ 9),

existe una flecha f’ que va de z a S.

Claramente @ es un seminucleo.

Teorema 2.3.1. Todo seminiicleo estd contenido en un seminicleo mdzimo por contencion.

Demostracion.
Si D es finita, el teorema es claro. En caso contrario es consecuencia del siguiente lema y del
lema de Zorn.
Sea S un semintcleo de D. Considérese . = {W C D | S C W. S es un semintcleo de D}.
. con la contencién es un conjunto parcialmente ordenado dado que cualquier coleccion de

conjuntos con la contencién es un conjunto parcialmente ordenado.
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Figura 2.2: Un semintcleo es un conjunto independiente y iinicamente se pide que absorba a
su vecindad exterior

Se usara el Lema de Zorn para mostrar que . tiene elementos maximos.

Sea € una cadena en .. Considérese T'= [J W. Se mostrard a continuacién que 7" es un
wee
seminucleo de D que incluye a S.

Nétese primero que S C T ya que para todo W € €, S C W.

Ahora se mostrara que T es independiente.

Sean u,v € V(T). u € W;, v € Wj, sin pérdida de generalidad supéngase que W; C W;.
Entonces u,v € W;, que es un seminicleo de D y por lo tanto independiente, entonces
(u,v) ¢ F(D)y (v,u) ¢ F(D). Por lo tanto T' es independiente.

Ahora se mostrard que para cada flecha f que va de T" a x, existe una flecha f’ que va de
xal.
Sea f = (v,x) una flecha que va de T" a z. v € T, entonces v € W; € €. Como W; es un
semintcleo, entonces existe una flecha f’ que va de x a W; C T. f’ es una flecha que va de z
aT.
Por lo tanto T' es un semintucleo que contiene a S. En consecuencia T es una cota superior

para €.

Aplicando el lema de Zorn podemos concluir que . tiene elementos maximos y por lo

tanto S esta contenido en un semintcleo maximo por contencién. m

Teorema 2.3.2. Sea S un seminicleo de D, B = {v € V' \ S| no existe flecha de v a S} y
S" un seminicleo de la subdigrdfica D|B| de D inducida por B.

Entonces SU S’ es un seminicleo de D.

Demostracion.
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Se mostrard primero que S U S’ es independiente. Tanto S como S’ son independientes.
Ademds como S’ C B no existen flechas de S" a S. Supdéngase por contradiccién que existe
una flecha de S a S’. Como S es semintcleo, entonces también tiene que existir una S’S
flecha, lo que contradice la observacion anterior.

Se mostrara ahora que si existe una flecha f que va de SU S’ a x, entonces existe una flecha

ffdexaSUS.
Supéngase que f = (v,x).

Caso 1l: z € B

Como S’ es un semintcleo de D[B], entonces existe f’ una flecha de z a S" y por lo tanto
dexaSUS.

Caso 2: x ¢ B

Como = ¢ B entonces existe f’ una flecha de x a S y por lo tanto de x a SU S".

f\

2 *A

Figura 2.3: S U S’ es un seminticleo en D

Teorema 2.3.3. Sea S un seminicleo de D, B = {v € V' \ S| no existe flecha de v a S} y
S" un nicleo de la subdigrdfica D|B| de D inducida por B. Entonces S U S’ es un nicleo de
D.

Demostracion.

Se mostrard primero que S U S’ es independiente. Tanto S como S’ son independientes.
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Ademéds como S’ C B no existen flechas de S" a S. Supdéngase por contradiccion que existe
una flecha de S a S’. Como S es semintucleo, entonces también tiene que existir una S’S

flecha, lo que contradice la observacion anterior.

Ahora se mostrara que S U .S’ es absorbente.

Tomemos v € V(D) y supéngase que v no es absorbido por S. En este caso, v € By es
absorbido por S’ que es niicleo de B. Por lo tanto S U S’ es absorbente y por lo tanto es un

nucleo. O

Teorema 2.3.4. Si D es una digrafica tal que toda subdigrdfica inducida posee un seminicleo

no vacio, entonces D tiene un nicleo.

Demostracion.

Sea S un semintcleo no vacio de D méaximo por contencién y B = {v € V' \ S| no existe
flecha de v a S}. Se afirma que B = @ y por lo tanto S es ntcleo de D. Si B # &, existiria
un seminucleo S # @ de la subdigrafica D[B] de D inducida por B. Entonces S U S’ serfa
un seminucleo de D por el teorema 2.3.2 que contendria propiamente a S, contradiciendo
la maximalidad de S. O

Teorema 2.3.5. St D es una digrafica finita que no posee ciclos impares, entonces D tiene

un seminicleo no vacio.

Demostracion.

Se consideraran dos posibles casos.

Caso 1: D es fuertemente conexa

Ya que D es fuertemente conexa y no posee ciclos impares, se sigue del teorema 1.4.6 que

D es bipartita. Sea P = {V3, V5} una biparticién de D. Como D es fuertemente conexa, todo

vértice tiene exgrado mayor o igual a 1 y entonces tanto V; como V5 es un nucleo de D.
Caso 2: D no es fuertemente conexa

En este caso considérese una componente fuertemente conexa terminal C. Como C] es fuer-

temente conexa y sin ciclos impares, se sigue del caso anterior que (' tiene un semintcleo no

vacio. Por ser C'; una componente fuertemente conexa terminal, se sigue que dicho seminticleo

es un semintcleo de D. O

Teorema 2.3.6. [27] Teorema de Richardson.

St D es una digrdfica sin ciclos impares, entonces D tiene nicleo.
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Demostracion.
Se sigue inmediatamente del teorema anterior que toda subdigréafica inducida de D tiene un

semintcleo no vacio, ademas por el teorema 2.3.4 se tiene que D tiene ntcleo. O

Han sido encontradas varias extensiones y variaciones del teorema de Richardson. Una de
las més interesantes es la siguiente que fue obtenida de manera independiente por P.Duchet
y H.Galeana y V. Neumann-Lara. Ademas este teorema es de gran utilidad en el estudio de

generalizaciones de ntcleos.

Teorema 2.3.7. Si D es una digrdafica finita tal que todo ciclo dirigido tiene al menos una

flecha simétrica, entonces D tiene nicleo.

Demostracion.

Por el teorema 2.3.4 basta demostrar que D tiene un semintcleo no vacio. Se mostrara que
D tiene un semintcleo que consta de un tnico punto. Supéngase por contradiccién que D no
tiene un semintcleo de un dnico punto. Considérese un vértice vy € V(D). Como vy no es
un semintcleo de D, entonces existe una (vg,v1) flecha en D y no una (v, vg) flecha. De ésta
forma podemos definir inductivamente los vértices v;, © € N. Dado que D es finita, existen
primeros 7, k, j < k tales que v; = vy. Entonces C' = (v, vj11, ..., V51, k) €s un ciclo dirigido

sin flechas simétricas, contradiciendo las hipdtesis. n

2.4. Digraficas Nucleo-Perfectas

Notese que las condiciones para la existencia de niucleos consideradas hasta ahora implican
propiedades de la digrafica que se heredan en la digrafica inducida. Es por eso que ademas
de probar que dichas digraficas tienen nucleo, también lo tienen todas sus subdigréficas in-

ducidas.

Como consecuencia de la observacién anterior y los teoremas vistos en esta seccién se
tiene lo siguiente:

Una digrafica es Nucleo-Perfecta si todas sus subdigraficas inducidas tienen ntcleo.
Teorema 2.4.1. Si D es una digrdafica completa, entonces D es nicleo-perfecta.

Demostracion.
Toda subdigréafica inducida de una digrafica completa es completa, ademas del teorema

2.2.1 se tiene que D es nucleo-perfecta. O
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Teorema 2.4.2. Toda digrafica simétrica D es nicleo-perfecta.

Demostracion.
Toda subdigrafica inducida de una digrafica simétrica es simétrica, ademas del teorema

2.2.2 se tiene que D es nicleo-perfecta. ]
Teorema 2.4.3. Toda digrafica transitiva y aciclica D es nicleo-perfecta.

Demostracion.
Toda subdigrafica inducida de una digrafica transitiva y aciclica es transitiva y aciclica,

ademds del teorema 2.2.3 se tiene que D es nticleo-perfecta. m
Teorema 2.4.4. Toda digrdfica transitiva D es nicleo-perfecta.

Demostracion.
Toda subdigréfica inducida de una digrafica transitiva es transitiva, ademas del teorema

2.2.5 se tiene que D es nucleo-perfecta. O
Teorema 2.4.5. Toda digrdfica sin ciclos dirigidos D es nicleo-perfecta.

Demostracion.
Toda subdigrafica inducida de una digrafica sin ciclos dirigidos no tiene ciclos dirigidos,

ademds del teorema 2.2.8 se tiene que D es ntcleo-perfecta. O]

Teorema 2.4.6. Toda digrdfica D en la que toda subdigrdfica tiene un seminicleo no vacio

es niucleo-perfecta.

Demostracion.
Notese que si T' es una subdigrafica inducida de D y G una subdigréafica inducida de T,
entonces G es una subdigrafica inducida de D y por lo tanto tiene seminicleo no vacio.

Entonces por el teorema 2.3.4, D es nicleo-perfecta. O
Teorema 2.4.7. Toda digrafica D sin ciclos dirigidos de longitud impar es nicleo-perfecta.

Demostracion.
Toda subdigréfica inducida de una digrafica sin ciclos dirigidos de longitud impar no tienen
ciclos dirigidos de longitud impar, ademas del teorema 2.3.6, teorema de Richardson se

tiene que D es nucleo-perfecta. O

Teorema 2.4.8. Toda digrdfica D en la que todo ciclo dirigido tiene al menos una flecha

simétrica es nicleo-perfecta.
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Demostracion.
Sea C' un ciclo en T una subdigrafica inducida de D. C' es un ciclo de D y por lo tanto
tiene una flecha simétrica. Por el teorema 2.3.7 T tiene ntcleo y por lo tanto D es nicleo-

perfecta. O



Capitulo 3

Nicleos por Trayectorias

Monocromaticas

En éste capitulo presentaremos un resumen del desarrollo historico del tema de nticleos por
trayectorias monocromaticas y daremos un panorama de los resultados principales obtenidos

en éste tema.

3.1. Definiciones y Resultados Basicos

Una digrafica D es m-coloreada, si sus flechas éstan coloreadas con m-colores.
D es monocromadtica si D es 1-coloreada.
En particular se dice que D es bicolor si D es 2-coloreada.
Sean D una digrafica m-coloreada y H una subdigréfica de D. Se dice que H es mono-

cromdtica si todas las flechas de H tienen el mismo color.

Sean D una digrafica m-coloreada y H una subdigrafica de D. Se dice que D es Casimo-

nocromdtica si con a lo méas una excepcién todas sus flechas tienen el mismo color.

Sean D una digrafica m-coloreada y H una subdigrafica de D. Se dice que H es Poli-

cromatica si H es al menos 3-coloreada.

Se define C3 arcoiris como el ciclo dirigido de orden 3 policromatico.
Se define P5 arcoiris como la trayectoria de orden 3 policromatica.

Sea D una digrafica m-coloreada, la Cerradura por Colores de D denotada por C(D) es

39
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< ® 1 2 3
3 [ >® >@ >@

Figura 3.1: Cj arcoiris (izquierda) y Pj arcoiris (derecha)

la multidigrafica m-coloreada definida como sigue:
= V(C(D)) = V(D)

» F(C(D)) = {(u,v) de color i siempre que existe una uv-trayectoria dirigida de color i

contenida en D}

Sea D una digrafica m-coloreada. La digrafica de clases crométicas de D, denotada por

€ (D), es la digrafica tal que:
» V(%(D)) ={i| existe una flecha de color ¢ en D }.

» (1,7) € F(€(D) siy solo si existen 2 flechas en D, digamos (u,v) y (v, w) tales que

color(u,v) =1y color(v,w) = j.

Sea D una digrafica m-coloreada. I C V(D) es Independiente por Trayectorias Mono-
cromdticas si para cualesquiera u,v € I u # v no existe una trayectoria dirigida mono-

cromatica entre ellos.

Sea D una digrafica m-coloreada. I C V(D) es Absorbente por Trayectorias Monocromdti-

cas si para cada z € V(D) \ I existe una z/[ trayectoria dirigida monocromatica en D.

Sea D una digrafica m-coloreada. N C V(D) es Nicleo por Trayectorias Monocromdti-
cas de D si es independiente por trayectorias monocromaticas y absorbente por trayectorias

monocromaticas.

Sea D una digrafica m-coloreada y H una subdigrafica de D. Se dice que H es j-

casimonocromatica si con a lo méas j excepciones todas sus flechas tienen el mismo color.

Sea D una digrafica m-coloreada y H una subdigrafica de D. Se dice que H es 2-débilmente
casimonocromaética si H es 2-casimonocromatica y las dos posibles excepciones no forman

una trayectoria dirigida.
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Teorema 3.1.1. Sea D una digrdfica m-coloreada. N- es un nicleo por trayectorias mono-

cromdticas de D si y solo st N es un nucleo de la cerradura de D.

Demostracion.

Consideremos N un nucleo por trayectorias monocromaticas de D. N es independiente en
C(D). Supongamos por contradiccién que no lo es, entonces existen u,v € V(N) adyacentes
en C'(D), pero ésto implica que existe una uv-trayectoria monocromatica o una vu-trayectoria
monocromatica, contradiciendo que N es independiente por trayectorias monocromaticas por
ser un nicleo por trayectorias monocrométicas. N es absorbente en C(D). Consideremos
v € V(D), como N es un ntcleo por trayectorias monocromaticas, existe una vN-trayectoria
monocromatica, que corresponde a una vN-flecha en C'(D). Por lo tanto N es absorbente en
C(D). Por lo tanto N es niicleo en C(D).

Supongamos que N es un nicleo de C(D). Supongamos por contradiccién que N no
es independiente por trayectorias monocrométicas, es decir, que existen u,v € V(D) tales
que existe una uv-trayectoria monocromética. Entonces, por definicién (u,v) € F(C(D))
contradiciendo que N es independiente.

Sea v € V(D) como N es un nicleo de C(D), entonces existe una v N-flecha en C(D) que
corresponde a una vN-trayectoria monocromatica en D. Por lo tanto N es absorbente por

trayectorias monocromaticas. O

Teorema 3.1.2. Sea D una digrdfica m-coloreada. Si C(D) es nicleo-perfecta, entonces D

tiene nicleo por trayectorias monocromdticas.

Demostracion.
Como C(D) es niicleo-perfecta, en particular tiene nicleo, y por el teorema 3.1.1 tenemos

que D tiene nicleo por trayectorias monocromaticas. O

3.2. Desarrollo Histérico y Panorama de Resultados

Considerando los resultados sobre la existencia de nicleos por trayectorias monocromati-
cas en digraficas m-coloreadas que hasta ahora se conocen, se puede notar que existe una
importante linea de investigacion orientada a determinar condiciones suficientes que aseguren
la existencia de nucleo por trayectorias monocromaticas en digraficas m-coloreadas.

No toda digrafica m-coloreada tiene nicleo por trayectorias monocrométicas. Basta consi-

derar a Cj arcoiris. Ademés en caso de que tal nticleo exista, no necesariamente es unico:
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considérese por ejemplo el ciclo dirigido de longitud 4 coloreado con 4 colores.

La investigacién en éste tema se ha orientado a estudiar ciertas clases de digraficas y condi-
ciones en ellas para la existencia de nicleos por trayectorias monocromaticas.

Las clases que hasta ahora se han considerado son principalmente torneos, digraficas bipar-
titas, digraficas k-partitas y digraficas cuasitransitivas.

La mayoria de las condiciones suficientes que se conocen hasta ahora piden la monocromatici-
dad o la casimonocromaticidad de pequenas estructuras como son ciclos dirigidos de longitud

3, ciclos dirigidos de longitud 4 y subtorneos transitivos de orden 3.

Por otra parte también se ha estudiado la posible relaciéon entre algunas operaciones en
digraficas m-coloreadas y la existencia de nicleos por trayectorias monocromaticas(por ejem-
plo en la digrafica de lineas, la digrafica subdivisién de una digrafica m-coloreada y ciertos

productos entre digraficas).

También se puede observar interés por relacionar éste concepto con algunas aplicaciones

en teoria de juegos, automatas y lenguajes de programacion.

El primer resultado conocido sobre la existencia de nicleos por trayectorias monocromati-
cas en digraficas m-coloreadas es el siguiente teorema obtenido por Sands, Sauer y Woodrow
en 1982 [28] el cual ahora es un resultado cldsico y de gran impacto dentro del estudio de

nicleos por trayectorias monocromaticas.

Teorema 3.2.1. [28] Sands, Sauer, Woodroow(1982) Toda digrdfica 2-coloreada sin tra-
yectorias monocromdaticas infinitas exteriores tiene un niucleo por trayectorias monocromdati-

cas.

Un caso particular de éste teorema que ha sido de gran importancia en el estudio de

nucleos por trayectorias monocromaticas en torneos m-coloreados es el siguiente:

Teorema 3.2.2. [28] Todo torneo finito 2-coloreado T posee un vértice v tal que para cada

vértice w en V(T') \ {v} existe una trayectoria dirigida monocromdtica de u hacia v.

Sands, Sauer y Woodrow observaron que si se usan mas de dos colores, entonces el teore-

ma no necesariamente es cierto. Como ejemplo propusieron a C'3 arcoiris.
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A partir de éste ciclo se pueden construir torneos cuyas flechas estén coloreadas con m > 4
colores tal que no tenga ntcleo por trayectorias monocrométicas. La construcciéon es la si-

guiente:

Considérese el ciclo dirigido de longitud 3 = (v, vs,v3,v1) y supéngase sin pérdida de

generalidad que color(vy, vg) = 1, color(vg, v3) = 2, color(vs,vy) = 3.
Se denota por (3 a dicho ciclo con la coloracién dada.
Sea T}, el torneo m-coloreado cuyas flechas estan coloreadas como siguen:

Se agrega al ciclo Cs un conjunto {vy, ..., v, } de nuevos vértices y el conjunto {(v;, v;)|i >

J, m > 1 >4} de nuevas flechas.

Ademas color(v;,v;) =i para cada i € {4,...,m}.

T, es un torneo m-coloreado que no tiene nicleo por trayectorias monocromaticas.

Figura 3.2: T5 un torneo 5-coloreado sin nicleo por trayectorias monocromaticas

En el mismo articulo los autores plantearon el problema de decidir si un torneo 3-coloreado
en el que todo ciclo dirigido de longitud 3 es casimonocromatico, tiene o no nicleo por tra-

yectorias dirigidas monocromaéticas. Este problema ain permanece abierto.

Posteriormente en 1988 Shen Ming Gang [25] da una respuesta parcial a la pregunta

planteada por Sands, Sauer y Woodrow con el siguiente teorema.
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Teorema 3.2.3. [25] Si T es un torneo m-coloreado con todo ciclo dirigido de longitud
3 casimonocromdtico y todo torneo transitivo de orden 3 es casimonocromdtico, entonces T’

tiene un nicleo por trayectorias monocromdticas.

Demostracion. Sea T un torneo con las hipdtesis del teorema. Demostraremos que 7' tiene
nicleo por trayectorias monocromaticas probando que la cerradura de T tiene ntcleo, el re-

sultado se sigue del teorema 3.1.1.

Para ésto, probaremos que cada ciclo dirigido de la cerradura de T tiene al menos una

flecha simétrica y el resultado se seguira del teorema 2.3.7.

Supongamos por contradiccién que la cerradura de T tiene al menos un ciclo dirigido
asimétrico. Sea I' = (zg, 21, - .., 2n, 20) un ciclo dirigido asimétrico de longitud minima en la

cerradura de T'. Probaremos varias afirmaciones.

1. T C T. Ya que I' es un ciclo dirigido asimétrico en C(T'), para cada i € {0,...,n},
existe una z;z;,1-trayectoria dirigida monocromaética en Ty no existe en 7" una z;,12;
trayectoria dirigida monocromatica. Como 7" es un torneo, debe existir una flecha entre
2V Ziv1, pero hemos observado que no existe z;, 1 z;-trayectoria dirigida monocromatica,
en particular (2,41, 2;) ¢ F(T), asi que (z;, zi+1) € F(T). Por lo tanto I' C F(T).

2. Para cada z;, z; € V(I') que no son consecutivos en I', se tiene que: (z;, z;) € F(C(T))
y (z5,2) € F(C(T)).
Ya que T' es torneo, tenemos que (z;,2;) € F(T) 6 (2j,2) € F(T). Supongamos sin
pérdida de generalidad que (z,z2;) € F(T) y que i < j. Se sigue claramente que
(2i,25) € F(C(T)). Si (2, 2:) ¢ F(C(T)) entonces (zj, 2j41, - - -, 2;) €s un ciclo asimétrico
en la cerradura de 7" de longitud menor que la longitud de I', contradiciendo la eleccion
de I'. Por lo tanto (z;, 2;) € F(C(T)).

3. T' no es monocromatico.
Supongamos por contradiccién que I' es monocromaético. Entonces (21, 22, . . ., 2n, 20) €S
una zzq trayectoria dirigida monocromética en T'. Por lo tanto (z1, zg) € F(T) contra-

diciendo que I' es un ciclo asimétrico de la cerradura de 7.

Ya que I" no es monocromatico, en I' existe al menos un cambio de color. Supongamos

sin perder generalidad que (2o, z1) es de color 1 y que (21, 22) es de color 2.
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4. (22, ZQ) §é F(T)
Supongamos por contradiccién que (29, 29) € F(T'), entonces tenemos en 7' el tridngulo
dirigido (2o, 21, 22, 20). Por hipdtesis, éste es a lo mas 2-coloreado. Por lo tanto (29, z)

es de color 1 6 (29, 2z9) es de color 2.

Si (29,20) es de color 1, entonces (z,29,21) €s una zyzj-trayectoria dirigida mono-
cromatica y por lo tanto (29, 21) € F(C(T')) contradiciendo que I' es un ciclo asimétri-
co.

Si (z9,20) es de color 2, entonces (21, 29,20) €s una zjzp-trayectoria dirigida mono-

cromética y por lo tanto (21, 29) € F'(CT')) contradiciendo que I es un ciclo asimétrico.

5. Existe una zyzp-trayectoria dirigida monocromatica en 7' de longitud al menos 2. Esta

afirmacién se sigue directamente de las observaciones 2 y 4.

Sea a = (29 = wy,Wws,...,w, = 2p) Una zezg-trayectoria dirigida monocromética de

longitud al menos 2.

6. a no es de color 1.
Supongamos por contradiccién que « es de color 1, entonces o U (zp, z1) es una z9z-
trayectoria dirigida monocromética en T'. Por lo que (29, z1) € F(C(T')). Contradiciendo

que I' es un ciclo asimétrico en la cerradura de T'. Por lo tanto « no es de color 1.

7. a no es de color 2.
Supongamos por contradiccion que « es de color 2, entonces (21, 22) U v es una zq2g-
trayectoria dirigida moncromatica en 7'. Por lo tanto (z1, z9) € F(C(T')). Contradicien-
do que I' es un ciclo asimétrico en la cerradura de 7. Por lo tanto « no es de color
2.

Se sigue de las dos afirmaciones anteriores que « es de un tercer color diferente de 1 y

2, digamos 3.
8. Para cada j € {1,...,m} la flecha entre z; y w; no es de color 3.
Supéngase por contradiccion que existe k € {1,...,m} tal que la flecha entre z; y wy

es de color 3.
Si la flecha va de z; a wy, entonces (21, Wy, Wg1, - - -, W) €S UNa z1 zop-trayectoria dirigida,
monocromética en 7' de color 3, por lo que (21, 29) € F(C(T)) contradiciendo que I es

un ciclo asimétrico en la cerradura de 7.
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Si la flecha va de wy a z;, entonces (zo = wy, wa, ..., Wy, 21) €S Una zozj-trayectoria
dirigida monocromética de color 3 en T', por lo que (z3,21) € F(C(T)) contradiciendo

que I' es un ciclo asimétrico en la cerradura de T.

. La flecha entre z; y wy es de color 2 para toda 1 < k < m.

Se probara esta afirmacién por induccién sobre k.

Supongamos primero que k = 2. Ya que la subdigréfica de T inducida por {z1, wq, ws}
es un ciclo dirigido de longitud 3 o un torneo transitivo de orden 3, se sigue de las
hipétesis que debe ser a lo mas 2-coloreado. Por lo tanto la flecha entre z; y wsy debe
ser de color 2 o de color 3. Se sigue de la afirmacion anterior que no es de color 3, por
lo tanto es de color 2.

Supongamos ahora que la flecha entre z; y w; es de color 2 para toda i < k.
Probaremos que la flecha entre z; y wy, también es de color 2. Notemos que dado que la
subdigrafica inducida por {2, wx_1,wy} es un ciclo dirigido de longitud 3 o un torneo
transitivo de orden 3, se sigue de las hipotesis que debe ser a lo mas 2-coloreado. Por
hipétesis de induccién la flecha entre z; y wi_1 es de color 2, la flecha entre wy_; y
wy, es de color 3, por lo tanto la flecha entre z; y w, tnicamente puede ser de color 2
o color 3. Sin embargo dada la observacion anterior tenemos que debe ser de color 2.

Esto completa la induccién.

Figura 3.3: El ciclo asimétrico minimo, la flecha punteada indica la trayectoria monocromatica

De la ultima afirmacién se sigue que la subdigréfica inducida por {z;, w,,_1, w,, } es un torneo

transitivo de orden 3 o un ciclo de orden 3, en cualquier caso 3-coloreado, contradiciendo las

hipétesis del teorema.
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Figura 3.4: La trayectoria monocromatica y los colores de las flechas hacia v obligan a que
el ultimo tridngulo tenga todos los colores

Por lo tanto todo ciclo dirigido en la cerradura de 7" tiene al menos una flecha simétrica.

]

Teorema 3.2.4. Si T es un torneo m-coloreado con todo ciclo dirigido de longitud 3 casi-
monocromdtico y todo torneo transitivo de orden 3 es casimonocromdtico, entonces C(T) es

nicleo perfecta.

Demostracion.
Se sigue de la prueba del teorema 3.2.3 en la que mostramos que todo ciclo dirigido de C/(7T')

tiene una flecha simétrica, y por el teorema 2.4.8 tenemos que C'(T") es nucleo perfecta. [J

En [25] Shen Ming Gang prueba ademds que para m > 5, las hipdtesis mencionadas en

el teorema 3.2.3 son justas, a saber demuestra los siguientes dos teoremas.

Teorema 3.2.5. Para todo m > 5 existe un torneo m-coloreado que no tiene nicleo por

trayectorias monocromaticas y todo ciclo dirigido de longitud 3 es casimonocromdatico.

Teorema 3.2.6. Para todo m > 5 existe un torneo m-coloreado que no tiene nicleo por

trayectorias monocromdticas y todo torneo transitivo de orden 3 es casimonocromdatico.

En ese mismo articulo se plantearon como problemas abiertos los casos en que m = 3(es
decir que si T" es un torneo 3-coloreado tal que todo ciclo dirigido de longitud 3 es casi mono-
cromdtico, entonces T' tiene nicleo por trayectorias monocrométicas) y m = 4 (es decir que

si T es un torneo 4-coloreado tal que todo ciclo dirigido de longitud 4 es casi monocromatico,
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entonces 7' tiene nucleo por trayectorias monocromaticas).

Para el caso m = 4 fue probado en el ano 2004[17] por H.Galeana-Sanchez y R.Rojas el

siguiente teorema:

Teorema 3.2.7. Existe un torneo 4-coloreado tal que todo ciclo dirigido de longitud 3 es

casimonocromdtico que no tiene nicleo por trayectorias monocromdticas.

Hasta el momento el siguiente problema contintia abierto:
Problema
Demostrar la veracidad o falsedad de la siguiente afirmacién:
Todo torneo 3-coloreado sin ciclos dirigidos 3-coloreados tiene nicleo por trayectorias mono-
cromaticas.
Con técnicas parecidas a las usadas en el teorema 3.2.3 se exploré la existencia de nicleos
por trayectorias monocromaticas en algunas otras clases de digraficas y fueron obtenidos los

siguientes resultados:

Teorema 3.2.8. [11, 12| Sea T un torneo m-coloreado. Si todo ciclo dirigido de longitud 3

es monocromatico, entonces la cerradura de T es nicleo perfecta.

Teorema 3.2.9. [12] Sea T' un torneo m-coloreado. Si todo ciclo dirigido de longitud 3 y
todo ciclo dirigido de longitud 4 contenido en T es casimonocromdatico, entonces la cerradura

de T es nucleo perfecta.

Teorema 3.2.10. Si T es un torneo bipartito m-coloreado, tal que todo ciclo dirigido de

longitud 4 es monocromdtico, entonces la cerradura de T es nicleo perfecta.

Teorema 3.2.11. Si T es un torneo k-partito m-coloreado, tal que todo ciclo dirigido de
longitud 3 y todo ciclo dirigido de longitud 4 es monocromadatico, entonces la cerradura de T

es niucleo perfecta.

Teorema 3.2.12. [19] Sea T un torneo tal que el nimero de colores asignado a las flechas

que inciden en €l es a lo mds 2, y T no tiene C3 arcoiris, entonces T es nicleo perfecto.

Teorema 3.2.13. [20] Sea D una digrdfica cuasitransitiva m-coloreada. Si todo ciclo dirigido

de longitud 3 es monocromadatico, entonces la cerradura de T' es nicleo perfecta.

Teorema 3.2.14. [23] Sea T' un torneo m-coloreado. Si para algin s > 3 todo ciclo di-
rigido de longitud s contenido en T' es casimonocromatico y todo ciclo dirigido contenido
en T de longitud | < s es a lo mds 2-coloreado, entonces T' tiene nicleo por trayectorias

monocromdticas.
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Por otro lado, también se estudiaron algunas condiciones suficientes para que bajo ciertas
operaciones de digraficas m-coloreadas con nticleo por trayectorias monocromaticas también

se obtuvieran ntcleos por trayectorias monocromaticas.

En 2010 se estudiaron condiciones para que el nimero de nicleos por trayectorias mo-
nocromaticas en una digrafica m-coloreada sea igual al nimero de ntcleos por trayectorias

monocromaticas de una cierta coloracion de su digréafica de lineas [14].

También en [30] Y. Wloch probé condiciones suficientes y necesarias para la existencia de
nucleos por trayectorias monocromaticas en un cierto producto que llamaron ‘La D-unién de
digraficas.’

El resultado mas reciente sobre la existencia de nicleos por trayectorias monocromaticas

en digraficas m-coloreadas es el siguiente.

Teorema 3.2.15. Sean D una digrdfica m-coloreada y € (D) su digrdfica de clases cromdti-
cas. Si € (D) no tiene ciclos dirigidos de longitud impar al menos 3, entonces D tiene nicleo

por trayectorias monocromdticas.

Los siguientes teoremas fueron probados en 2011 [13].

En el capitulo 5 se exploraran generalizaciones parciales de éstos resultados.

Teorema 3.2.16. [13] Si D es una digrdfica m-coloreada tal que todo ciclo en D es mono-

cromdtico, entonces D tiene un nicleo por trayectorias monocromdticas.

Teorema 3.2.17. [13] Sea D una digrdfica finita m-coloreada. Supongamos que eziste una
particion C = C1UCy del conjunto de colores de D tal que todo ciclo en la subdigrafica D[C;]
generada por las flechas con colores en C; es monocromdatico. Supongamos mds aun que D no

tiene C3 arcoiris ni Py arcoiris. Entonces D tiene un nicleo por trayectorias monocromdticas.

Noétese que este ultimo teorema implica el teorema de Sands, Sauer y Woodrow
(teorema 3.2.1) en el caso de que D es una digréfica finita. Esto es tomando como una
particion cada uno de los dos colores. Todos los ciclos en cada clase de color son claramente

monocromaticos y D no tiene C3 ni P3 arcoiris.

Teorema 3.2.18. [16] Sea D una digrdfica m-coloreada asimétrica 3-cuasitransitiva. Si
todo ciclo dirigido de longitud 4 es monocromdtico y todo ciclo dirigido de longitud 3 es

casimonocromdtico entonces D tiene nicleo por trayectorias monocromdticas.
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Teorema 3.2.19. [15] Si T un torneo m-coloreado tal que todo ciclo dirigido de longitud
3 es a lo mads 2-coloreado y todos los K; son 2-casimonocromdticos, entonces T tiene nicleo

por trayectorias monocromadticas.

Teorema 3.2.20. [15] Sea T' un torneo m-coloreado tal que todo ciclo dirigido de longitud 3
es 1-castmonocromdtico y todo torneo ciclico de orden 4 es 2-débilmente casimonocromdatico.

Entonces T tiene un nicleo por trayectorias monocromdticas.

Claramente si D es una digrafica m-coloreada y u,v € V(D), sabemos que existe una uwv-
trayectoria dirigida monocromatica si y sélo si existe un uv-camino dirigido monocromatico.
Por esta razon estudiar nicleos por trayectorias monocromaéticas en digraficas m-coloreadas
es equivalente a estudiar nicleos por caminos monocromaticos en digraficas m-coloreadas.
Este no es el caso cuando se consideran otro tipo de coloraciones y otro tipo de trayectorias

como veremos en los capitulos siguientes.



Capitulo 4

H-nucleos por Trayectorias

4.1. Definiciones y Desarrollo Histoérico

Desde que aparecié el resultado de Sands, Sauer y Woodrow que afirma que toda digrafica
2-coloreada sin trayectorias infinitas exteriores tiene nicleo por trayectorias monocromaticas,
varios autores han explorado generalizaciones de dicho resultado. En particular en [24] Linek
y Sands consideraron colorear las flechas de un torneo 7' con los elementos de un conjunto
parcialmente ordenado P y definen que una trayectoria (vq,...,v,) C T es mondtona si
color(v;,viy1) < color(viyr,vip2) en P para cada ¢ € {1,...,n — 2}. Se preguntaron para
cuales conjuntos parcialmente ordenados P y para cudles torneos T', el torneo coloreado con
los elementos de P tiene un ntcleo por trayectorias mondtonas. Aclaremos ésto con la si-

guiente definicién.

Definicién 4.1.1. Sea P un conjunto parcialmente ordenado yT' un torneo cuyas flechas son
coloreadas con los elementos de P. N C V(T') es un Nicleo por Trayectorias Mondto-

nas si se cumplen las dos siguientes condiciones.
1. Para cualesquiera u,v € N no existe una trayectoria dirigida mondtona entre ellos.
2. Para cada v ¢ N eziste una vN -trayectoria dirigida mondtona.

Posteriormente en [24] Linek y Sands propusieron otra extensién més del concepto de
nicleo; propusieron reemplazar el conjunto parcialmente ordenado P por una digrafica H en
la que todo vértice tiene un lazo y colorean las flechas del torneo T con los vértices de H.
Considerando dicha coloracién, ellos dicen que una trayectoria (uq,...,u,) € T es una H-

trayectoria si (color(u;, w;y1), color(uit1, uite)) € F(H) para cada i € {1,...,n—2}. Definen

o1
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t.(H) como el entero positivo més pequeno tal que para cualquier coloracién de las flechas
de cualquier torneo 1" con los vértices de H existe un conjunto S C V(T') de a lo més t.(H)
vértices con la propiedad de que existe una H-trayectoria desde cualquier vértice en T — S

hacia algin vértice de S.

Noétese que en particular el teorema de Sands, Sauer y Woodrow afirma que t.(H) = 1
cuando H = 2K;.

Linek y Sands establecen el problema ain abierto de encontrar las digraficas H tales que
te.(H) = 1.

En [26] Reid estudié este problema obteniendo algunos resultados particulares cuando

H e {037 04, 05}

En [1] Arpin y Linek consideraron otra extensién del concepto t.(H) descrito arriba, con
objeto de obtener generalizaciones del resultado de Reid proponiendo las siguientes defini-

clones.

Definicién 4.1.2. Sean D y H digrdficas. D sin lazos H posiblemente con lazos. Diremos
que D es una digrdfica H-coloreada st las flechas de D estdn coloreadas con los vértices de

H, es decir, los colores de las flechas de D son elementos de V(H).

Definicién 4.1.3. Sean H una digrdfica y D una digrdfica H-coloreada. Un camino dirigido
¢=(20,21,---,2k) € D es un H-camino si (color(zy, z1),...,color(z_1,2x)) es un camino
en H. Es decir, para cada i € {0,...,k — 2}, (color(z;, zi+1), color(zi41, zi+2)) es una flecha
de H para cada i desde 0 hasta k — 2

Definicién 4.1.4. Sean H una digrdfica y D una digrdfica H-coloreada. Una trayectoria di-
rigida ¢ = (29,21, .-, 2k) C D es una H-trayectoria si (color(zg, z1), ..., color(zx_1,2x)) €s
una trayectoria en H. Es decir, para cada i € {0,..., k—2}, (color(z;, zit+1), color(zit1, zit2))

es una flecha de H para cada it desde O hasta k — 2

Definicién 4.1.5. Sean H una digrdfica y D una digrdfica H-coloreada. I C V(D) es H-
independiente por trayectorias si para cada u,v € I no existe una H -trayectoria entre

ellos.

Definicién 4.1.6. Sean H una digrdfica y D una digrdfica H-coloreada. A C V(D) es H-

absorbente por trayectorias si para cada x € V(D) — A existe y € A tal que eziste una
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H-trayectoria en D de x a y.

Definicién 4.1.7. Sean H una digrdfica y D una digrdfica H-coloreada. Un conjunto N C
V(D) es un H-nicleo por trayectorias si es H-independiente por trayectorias y H-absorbente

por trayectorias.

El resultado mas reciente que se conoce hasta ahora sobre la existencia de H-nticleos por

trayectorias en digraficas H-coloreadas es el siguiente:

Teorema 4.1.1. [21] Sean H una digrdfica y D una digrdfica H-coloreada. Si todo ciclo
dirigido de € (D) tiene un nimero impar de flechas en HC (el complemento de H ), entonces

D tiene un H-nicleo por trayectorias.

Desde que Arpin y Linek dieron estas definiciones, notaron que no necesariamente todo
uv H-camino contiene una uv H-trayectoria y que no necesariamente la concatenacion de dos
H-caminos es un H-camino. Asi que es pertinente considerar también los conceptos andlogos
a los definidos arriba para H-caminos y explorar los resultados conocidos. Esto se hard en el

siguiente capitulo.
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Capitulo 5
H-ntucleos por Caminos

En este capitulo se presentan los conceptos bésicos de H-ntcleos por caminos y algunos
resultados que se han obtenido. Este capitulo es la parte fundamental de la tesis, ya que

incluye resultados originales realizados en colaboracion con mi asesor.

5.1. Definiciones y Primeros Resultados

En [1] Arpin y Linek consideraron la siguiente extensiéon del concepto de niicleo.

Definicién 5.1.1. Sean H una digrdfica y D una digrifica H-coloreada. I C V(D) es H-
independiente por caminos si para cada par de vértices distintos en I, no existen H-caminos

entre ellos en D.

Definicién 5.1.2. Sean H una digrdfica y D una digrdfica H-coloreada. A C V(D) es H-
absorbente por caminos si para cada v € V(D) — A existe y € A tal que hay un H-camino

de x hacia y en D.

Definicién 5.1.3. Sean H una digrdfica y D una digrdfica H-coloreada. C' es un H-ciclo si

es un ciclo dirigido y ademds es un H-camino.

Definicién 5.1.4. Sean H una digrdfica y D una digrifica H-coloreada. Se define €y (D),
la H-cerradura por caminos de D como sigue:

V(€u (D)) =V (D), (u,v) € A(6y(D)) si existe un uv H-camino en D.

Definicién 5.1.5. Sean H una digrdfica y D una digrdfica H-coloreada. N C V(D) es un

H -niicleo por caminos st N es H-independiente por caminos y es H-absorbente por caminos.

En [1] el trabajo de Arpin y Linek consistié principalmente en el estudio de las siguientes

tres familias de digraficas que se definen como sigue:

25
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Definicién 5.1.6. Denotaremos por 1 a la clase de digrdficas H tales que para cualquier

torneo finito T y cualquier H-coloracion de T, T tiene un H-nicleo por caminos.

Definicién 5.1.7. Denotaremos por Py a la clase de digrdficas H tales que para cualquier
multidigrdafica D y cualquier H-coloracion de D, existe un conjunto S C V(D) tal que S es

independiente y H-absorbente por caminos.

Definicién 5.1.8. Denotaremos por 3 a la clase de digrdficas H tales que para cualquier

multidigrafica D y cualquier H-coloracion de D, D tiene un H-nicleo por caminos.

Arpin y Linek observaron que 3 C 8 C f.

En el mismo articulo ellos plantearon el problema de caracterizar cada una de estas clases
de digraficas. Ellos observaron interesantes propiedades de estas clases de digraficas y de

hecho obtuvieron el siguiente teorema con el que dan una caracterizacién de Ss.
Teorema 5.1.1. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. H estd en (5.

2. HY (H complemento) no tiene ciclos dirigidos impares.

3. H es generado por un cuasiorden cuyo cociente de orden parcial es una suma lineal de

anticadenas con 1 y 2 elementos.

En el mismo articulo Arpin y Linek caracterizaron las digraficas de orden 2 que perte-
necen a (33, también caracterizaron a todas las digraficas de orden 3 que pertenecen a (3

excepto por 2 digraficas que no sabian si pertenecian o no a fs.

Posteriormente H. Galeana-Sédnchez y R. Strausz [22] probaron que tales 2 digraficas no

pertenecen a (33 y dieron una completa caracterizacion de la familia (3 de la siguiente manera.

Definicién 5.1.9. Diremos que una digrdafica D es bicompleta si el conjunto de vértices de

D admite una particion en dos conjuntos A, B tal que:
1. DI[A] es una digrdfica completa con lazos.
2. D|B] es una digrdfica completa con lazos.

3. Para cada a € A y para cada b € B (a,b) € F(D).
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4. Pueden existir algunas flechas de B hacia A.
Notese que toda digrafica completa con lazos es bicompleta.

Definicién 5.1.10. Sea D una digrdfica cuyo conjunto de vértices admite una particion
P={Wy,...,W,} tal que:

1. D[W;] es una digrifica completa con lazos para cada i € {1,...,n}.

2. Para cada © # j existe una W;Wj-flecha si y sélo si para cada z € W; y para cada
reW;, (z,x) € F(D).

Entonces definimos la contraccion de D como la digrifica F' definida como sigue:
1. V(F)={Wh,..., W,}.
2. (Wi, W;) € F(F) siy solo si en D existe alguna W;W;-flecha.
En este caso diremos que F' es una contraccion de D o que D puede ser contraida a F.
Teorema 5.1.2. H € (3 si y solo si se satisface alguna de las siguientes dos condiciones:
1. H es bicompleta.

2. H puede ser contraida a 2 K.

5.2. Nuevos Resultados sobre H-Ciclos y H-Ntcleos en
Digraficas

Hasta ahora no se han explorado condiciones suficientes sobre la digrafica D y la digrafica
H para que dada una H-coloracién de D, la digrafica D tenga un H-nicleo por caminos. En
este capitulo se hace un primer intento por obtener condiciones suficientes sobre la digrafica

D y la H-coloraciéon de D para que D tenga un H-nicleo por caminos.

Primero se demuestra que si D es una digrafica H-coloreada tal que todo ciclo dirigido
es un H-ciclo, entonces la digrafica D tiene un H-ntcleo por caminos. Después se exploran
digraficas cuyas flechas se pueden partir en clases cada una de las cuales tiene la propiedad
de que cada ciclo dirigido es un H-ciclo y se dan condiciones suficientes para que tenga un

H-nicleo por caminos.
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Lema 5.2.1. Sea D una digrdafica H-coloreada tal que todo ciclo dirigido en D es un H-ciclo,

entonces todo ciclo dirigido en €y (D) tiene una flecha simétrica.

Demostracion. Supongamos por contradiccidn, que no es asi. Sea v = (vg, v1, Vg, . . ., Up_1, Vp)
un ciclo dirigido de longitud minima en %5 (D) sin flechas simétricas. Cada flecha (v;, v;41)

en v corresponde (por definicién de H-cerradura) a un H-camino en D.

Sean €; y %;.1 los H-caminos dirigidos de longitud minima contenidos en los H-caminos

dirigidos que corresponden a las flechas (v, v;41) ¥ (Viy1, Viz2) en €y (D), respectivamente. [

v Crn-1
Vo

Vo Cg()

T

1 U1

Figura 5.1: El H-ciclo v y los H-caminos minimos

Nota 5.2.2. Vi 6; y 6,1 no se intersectan

Demostracion. Supongamos primero que %; v ;1 se intersectan. Sea v el primer vértice de
%i+1 que pertenece a b;. (U = (g(i,j)u Cg(i,j+1)7(g(i,...)7vi+lu Cg(z'+1,1), Cg(i-i—l,...)a Cg(¢+1,k:) = U) 'es un
camino dirigido cerrado y por lo tanto contiene un ciclo dirigido ;41 que incluye a v; ;. Dado

que en D todo ciclo dirigido es un H-ciclo, ;41 es un H-ciclo.

Notemos ahora que en todo %; hay una tunica flecha que sale de v; y una tnica flecha
que llega a v;41. Supongamos por contradiccién que hay otra, digamos (v;, 6(;,m)). Entonces
(Vis Clim)s Clims1)s €i,...), Vig1) €s un H-camino dirigido mas corto que %;. Ahora supongamos

que hay otra flecha que llega a v; 11, digamos (€(; ), vi+1). Entonces (v;, (1), €(i...)» i), Vit1)

'En esta notacién ©li,j) representa al vértice j del camino 4
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es un H-camino dirigido més corto que %;.

Como 7v;4; incluye a v;11, y ademads esta contenido en:

(U = Cg(i,j)a (g(i,j—&-l)a Cg(i,...), Vi+1, (g(i-&-l,l)y (g(iﬂ,...), (g(i-&-l,k) = U)

~i+1 tiene la 1ltima flecha de %; y la primera flecha de ;1. Ademas, por ser ;1 H-ciclo,

ésto implica que %; U %;41 es un H-camino.

Ahora como %;U%;1 es un H-camino, entonces debe haber una (v;,2, v;) flecha en € (D),
ya que en otro caso, por lo anterior, tendriamos que
(Vo, V1, -« -+, Uiy Vit Viss, ..., Up—1) €s un ciclo asimétrico de longitud menor en €5 (D).
Notemos que la v;19,v; flecha corresponde a un H-camino dirigido en D. Llamemos 4},
a uno de longitud minima correspondiente a dicha flecha. Notemos que de €, sale una tinica

flecha (siguiendo el mismo argumento para é; que vimos anteriormente) de v;.o.

Ahora, consideremos un camino dirigido de longitud minima contenido en 6; U ;11 y
llamémosle %;,,. Nuevamente %;,, tiene una tunica flecha que llega a v;;;. Ademds es la
misma flecha de %;,1,ya que habiamos visto anteriormente que a v;;; llega una tinica flecha

por €iq1

Consideremos ahora el camino dirigido cerrado %, U%;, 5. Dicho camino dirigido cerrado
tiene un ciclo 7, que contiene a v;y1. 7/, es un H-ciclo que contiene a v;;; y ademas
estd contenido en ¢/, U €/, ,. Como tnicamente entra y sale una flecha de v;;; (la dltima

1 : / ¢ / e 1140
de €7, y la primera de 4;,,, ambas estdn en 7;, ;. Recordemos ademas que la tltima flecha
de €., es la misma que la tltima flecha de €;1,. Esto implica que €41 U €, 5 es un H-
camino dirigido. Esto implica que la flecha (v;41,v9) € v contradiciendo que no tiene flechas

simétricas. O

Nota 5.2.3. Vi # j % no intersecta a G;
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Vi1
(g(i,r—l) Cg(ﬁ_Ll)
Cig) = Clitr.o01) =V Clit1,9)
; T
i) 7 i
| Clit1,k)

Figura 5.2: Los H-caminos %; y %;+1, y el camino cerrado que forman que incluye a v;14

U1

Figura 5.3: El H-ciclo v y los H-caminos que encontramos con los ciclos

Demostracion. Supongamos por contradiccién que 3 ¢ # j tal que ¢; intersecta a ;.
Definimos & = {%; | 3j, €, N¢; # @}. & # @ por hipdtesis.

Para cada %; € & definimos f : & — N. f(¢;) = min{j |6, N €+, # @}. Por la afirmacién

anterior podemos asegurar que f > 2.

Ahora consideremos un %; donde f alcanza su valor minimo. Sea k = f(%;).

Consideremos el conjunto de vértices # = {v;, Uiy, - .., Virr } ¥ SUS respectivos H-caminos

minimos # = {6;, 641, .., Ciri}-

Notemos que los unicos H-caminos que se intersectan en # son 6, y %;ik, ya que si
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hubieran otros, ésto seria contradictorio con respecto al hecho que k es el minimo de f.

Consideremos v € %4, N ;. Supongamos que v = G(;1r;) = G(r)- Entonces €/, =
(Clig)s Clirt1), €y U Cigr U oo U Cligh,0)Clits,...)» Clitk,y)) €8 un camino dirigido cerrado.
%, contiene un ciclo dirigdo 711 que incluye al vértice vi1. 7541 es H-coloreado, ademds
incluye al vértice v;11 € %11, por lo que no intersecta a %;,; en ese punto. Por lo tan-
to 711 incluye a la ultima flecha de %; y la primera de %;,,. Por lo tanto %; U %;.1 es

un camino dirigido H-coloreado. Nos referimos a lo anterior para ver que por lo tanto

(Voy -+ Uiy Vitay -+ oy Vs - - -, Up—1) forma un ciclo asimétrico de longitud menor en €y (D).
]
v
Cgi/V
V; ng
Citr
Vit+1
Uitk - Cii1
T Vi

Figura 5.4: 6; v ;. al intersectarse forman un camino cerrado que incluye a v;;4

Nota 5.2.4. Si Vi # j 6, N €; = @ entonces o U 62U -+ U C,—1 UGy es un H- camino
dirigido.

Demostracion. Consideremos ¢ = 6oU % U ... U %G,,_1 U Gy. consideremos v; € €. Como €
es un camino cerrado, existe un ciclo v; que incluye a v;. Ademéas como los H-caminos dirigos
minimos no se intersectan entre si, ; incluye la tltima flecha de %;_; y la primera de %;. Por
lo tanto %;_1 U %; es un H-camino dirigido. Inductivamente 65U %, U ... U %,_1 U %y es un

H- camino dirigido(repitiendo la demostracién en cada vértice).
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En particular tenemos un v, v,_1 H-camino , lo que nos induce una vy, v,,_1 flecha en

CH(py- Contradiciendo que (vo, ..., Vn—1,v9) es asimétrico. O

Teorema 5.2.5. Si D es una digrafica H-coloreada tal que todo ciclo dirigido es un H-ciclo,

entonces D tiene un H-nicleo por caminos.

Demostracion. Consideremos € (D) la H-cerradura de D. Notemos que dado que € (D)
tiene nicleo si y sélo si D tiene H- nicleo, basta demostrar que € (D) tiene nicleo. Ahora el
teorema de Berge-Duchet (teorema 2.3.7) afirma que si D es una digréfica tal que todo ciclo
dirigido tiene al menos una flecha simétrica, entonces D tiene ntcleo. Por el lema anterior

tenemos que todo ciclo de € (D) tiene una flecha simétrica, y por lo tanto nicleo. m

Definicién 5.2.1. Sea D una digrdafica H-coloreada.
{F1, F5} una particion de A(D).

S C V(D) es un H-seminicleo mddulo Fy (respectivamente Fy) si

» S es H-independiente (para cualquier u,v € S, u # v no eziste uv-H-camino entre
ellos).

» Para cada z € V(D) \ S tal que existe Sz-H-camino contenido en Fy = D\ Fy existe

un zS-H-camino.

Teorema 5.2.6. Sea D una digrdfica H-coloreada y {Fy, F2} una particion de A(D). Dy =
D\ Fy, Dy = D\ Fy. Si todo ciclo contenido en Dy es un H-ciclo, entonces D tiene un

H -seminicleo modulo Fy no vacio con un unico elemento.

Demostracion. Supongamos por contradiccion que D no tiene H-semintcleo médulo £} no
vacio. Sea vy € V(D), como D no tiene H-seminicleo médulo F} no vacio, entonces existe
v1 € V(D) tal que existe un vov; H-camino dirigido contenido en Fy, pero tal que no existe
un v1vy H-camino dirigido . Inductivamente podemos considerar vy, ..., v;,...,v,_1, donde
v, = v; es el primer vértice en repetirse (se deben de repetir dado que V(D) es finito).

Notemos también que (v;, vjt1,...,v,) es un ciclo asimétrico en € (D7), y en Dy todo ciclo

dirigido es un H-ciclo, lo que contradice el Lema 5.1.1. O

Definimos un conjunto . = {S C V(D) | S es seminicleo méd F; no vacio }. Si . # &,

definimos D como sigue:

= V(Dy)= 7.
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Vj = Up

Uj+1

Uj+2

Figura 5.5: El ciclo asimétrico en € (D)

n (S1,5;) € F(Dy) siy sélo si para cada s; € S existe so € Sy tal que s; = s9 6 existe
s189 H-camino en D; y no hay s55; H-camino en D.
Lema 5.2.7. Do es aciclica
Demostracion. Supongamos por contradiccién que D » tiene un ciclo v = (Sy, S1, - - -, Sn_1,50)-

Afirmacién 5.2.1. Eziste ig € {0,1,...,n — 1} tal que para algin z € S;,, z ¢ S;

0+1°

Demostracion. Supongamos por contradicciéon que no, entonces para todo i € {0,...,n— 1}
y todo z € §;, tenemos que z € S;11 = S5, C S5 C...C S5, 1CS%=5=5=...=5_1.
De esta forma resulta que v = (5p) contradiciendo que es un ciclo. O]

Afirmacién 5.2.2. Si eziste ig € {0,1,...,n—1} tal que para algin z € S;, y algin w € S;

0+1

eziste un zw H-camino, entonces existe jo # io,j0 € {1,...,n — 1} tal que w € S}, y

UJQS]

0+1°

Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que ig = 0. Primero observemos que
w ¢ Sy pues existe zw-H-camino y z € Sy, contradiciendo que Sy es H-independiente. Como

w e S, sea jo=max{i € {0,....n— 1w e S;}. we S;, w ¢ S; O

0+1

Se

tal que existe tgt; H-camino

Se sigue de lo anterior que existe ig € {0,...,n — 1} y to € S;, tal que ty ¢ S;
) € F(D1) que existe t; € S;

0+1°

sigue del hecho de que (5;,, S;

0+1 0+1

contenido en D; y no hay t; Sp-H-camino en D. También de lo anterior se sigue que existe
in €{0,...,n—1} tal que t; € S;; y t1 & S;,+1. Ya que (S;,,S;,11) € F(D). Se sigue que
existe to € ;41 tal que existe t1to-H-camino contenido en D; y no existe t551-H-camino
contenido en D. Inductivamente de la misma forma, y ya que D es finito podemos obtener

una sucesion de vértices (to, t1,...,t,_1) tal que existe t;t;,;-H-camino contenido en D; y no
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existe t;41t; camino contenido en D para cada ¢ € {0,...,m — 1}. Contradiciendo el Lema

5.2.1 que habiamos probado anteriormente en el capitulo. Por lo tanto D& es aciclica. [

Definicién 5.2.2. Diremos que una sucesion de vértices de D, (u,v,w) es un H-C3 arcoiris
S0

Juv-H-camino €1, vw-H-camino ¢ y 3 wu-H-camino 63 tal que:

(color (flecha final de €, ), color (flecha inicial de 65)) ¢ F(H).

(color (flecha final de 62), color (flecha inicial de €3)) ¢ F(H).

Definicién 5.2.3. Diremos que una sucesion de vértices de D, (u,v,w,y) es un H-Ps ar-
courts Si:

Juv-H-camino €1, 3vw-H-camino 65 y 3 wy-H-camino 65 tal que:

(color (flecha final de 61), color (flecha inicial de 6»)) ¢ F(H).

(color (flecha final de 65), color (flecha inicial de €3)) ¢ F(H).

Definicién 5.2.4. Dada una particion de las flechas de D, F = {F,..., F,}. Diremos que
una sucesion de vértices de D, (u,v,w) es un H-Cs fuertemente arcoiris si:

Juv-H-camino ¢, 3 vw-H-camino %3 y 3 wu-H-camino €3 tal que:

(color (flecha final de €, ), color (flecha inicial de 65)) ¢ F(H).

(color (flecha final de 65), color (flecha inicial de €3)) ¢ F(H).

Ademds 6, C D[F;| y 65 C D[F;], i # j.

Definicién 5.2.5. Dada una particion de las flechas de D, % = {Fy, ..., F,}.Diremos que
una sucesion de vértices de D, (u,v,w,y) es un H-P3 fuertemente arcoiris si:
Juv-H-camino €1, 3vw-H-camino 65 y 3 wy-H-camino €5 tal que:

(color (flecha final de €1), color (flecha inicial de 6»)) ¢ F(H).

(color (flecha final de 65), color (flecha inicial de €3)) ¢ F(H).

Ademds €1 C D[F;] y 65 C D[F}| i # j.

Teorema 5.2.8. Sea D una digrdfica H-coloreada. Supongamos que existe una particion de
F(D) en dos conjuntos Fy y Fy tal que todo ciclo contenido en D; = D[F;] i = 1,2 es un H -
ciclo. Supongamos también que D no tiene H-C5 fuertemente arcoiris ni H-Ps fuertemente
arcoiris. Si todo H-camino de D estda contenido en Dy o estd contenido en Do, entonces D

tiene un H-nicleo.

Demostracion. La idea principal de la demostracion de este teorema es seleccionar S €

V(D) tal que 5By(S) = 0 (tal S existe ya que D es aciclica) y probaremos que S es un
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H-ntcleo de D.

Por el teorema 5.2.6, . # @, asi que podemos considerar la digrafica D . La cual por

el Lema 5.2.7, es aciclica. Asf que existe S' € V(D) tal que oy, (S) = 0.

Probaremos que S es un H-ntcleo de D.
Supongamos por contradiccién que S no es un H-nicleo de D. Ya que S € V(D) tenemos
que S es H-independiente.
Sea X = {z € v(D) | no existe zS H-camino en D}.

Se sigue de nuestra suposicién que X # &. Ya que D[X] es una subdigréfica inducida
de D, tenemos que D[X] satisface las hipdtesis del teorema 5.2.6. Asi, existe un vértice

zo € X tal que {zo} es un H-seminticleo médulo D; de D[X].
Sea T'= {z € S| no existe zzy H-camino contenido en D;}.

De la definicién de T', tenemos que para todo z € (S\T') existe un zzy- H-camino contenido
en Dl.

Afirmacién 5.2.3. T U {xo} es H-independiente por caminos.

Demostracion. Ya que T' C Sy § € . se sigue que T es H-independiente por caminos.
Claramente {zo} es H-independiente por caminos. Ahora como zg € X no existen oS H-
caminos y por lo tanto no existen xg7 H-caminos. Como S € ¥ y x9 € X no existen
H-caminos de T a x( contenidos en Dsy(pues S es H-seminticleo méd Dy) y por definicién

de T no existen T'zy H-caminos contenidos en D;. O

Afirmacién 5.2.4. Vz € V(D) \ (T'U{xo}), si existe un (T'U{zo})z-H camino contenido

en Dy, entonces existe un z(T U {xo})-H camino contenido en D.

Demostracion.
Caso 1: Existe un Tz H-camino contenido en D,.
YaqueT C Sy S €., sesigue que existe un zS H-camino contenido en D. Nosotros

podemos suponer que existe un z(.S \ 7') H-camino contenido en D, ya que en otro caso ya

terminamos. Sea a; un uwz H-camino contenido en Dy con u € T, y sea ap un zw H-camino
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conw € (S\T) C D. Yaquew € (S\T) se sigue de la definicién de T que existe ag un wzg

H- camino contenido en D;.

Mas ain, (color(flecha final de «y), color(flecha inicial de as)) no esté en las flechas de
H ya que de otro modo ;3 U g serfa un H-camino en D con {u,w} C S contradiciendo
que S es H-independiente por caminos. Ademés podemos suponer que (color(flecha final de
ag), color(flecha inicial de a3)) no estéd en las flechas de H, ya que en otro caso tendriamos
que oy U g es un zxy H-camino en D y la afirmacién estaria probada. Més ain a; C D y
as € Dy. Asi que obtenemos que la sucesion (u, z, w, xy) es un H-Py fuertemente arcoiris, lo

cual es una contradiccion.

Caso 2: Existe un zpz H-camino contenido en D,.

Sea o un zgz H-camino C Dy. Podemos suponer que z ¢ X puessi z € X, por la eleccion

de xg sabemos que existe un zxy H-camino contenido en D y ya habriamos terminado.

Se sigue de la definicién de X que existe algin zS H camino contenido en D. Sea as tal
H-camino y digamos que a termina en w. Nosotros podemos suponer que w € (S'\ T') ya
que de otro modo ya terminamos. Como w € (S \ T), por la definicién de T', tenemos que
existe un wxy H-camino contenido en D;. Sea a3 tal H-camino. De nuevo tenemos que:
(color(flecha final de «), color(flecha inicial de «s)) no esté en las flechas de H ya que de
otro modo a1 U ay seria un xqw H-camino con w € S, contradiciendo que xo € X. Ademas
podemos suponer que (color(flecha final de aw), color(flecha inicial de asz)) no estd en las
flechas de H ya que de otro modo as U a3 es un zzy H-camino y la afirmacién estaria de-

mostrada. Mas ain, oy € Dy y a3 C Dy.
Entonces (g, z, w, x9) es un H-C3 fuertemente arcoiris, lo cual es una contradiccion.

Nosotros concluimos de las dos afirmaciones anteriores que (T'U{x}) € .#’) y por lo tanto
(T'U{zo}) € V(D). También tenemos que (S, (T'U{xzo})) € F(Dy) yaque T'C (T'U{xo})
, y para cada s € (S\T) existe un sxy H-camino contenido en D; y no existe x¢S H-camino

contenido en D.

Pero ésto contradice el hecho de que (537 (S) = 0. Por lo tanto S es un H-niicleo de D y

el teorema esta demostrado. O
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[]

Nota 5.2.9. Notese que mientras que en el teorema 5.2.5 se pide que todo ciclo sea un
H-ciclo, en el teorema 5.2.8 permitimos que existan ciclos que no son H-ciclos ya que sélo

estamos pidiendo que los ciclos contenidos en cada D; con i € {1,2} sea un H-ciclo

Definicién 5.2.6. Dada una particion de F(D) % = {Fy,..., F,}, definimos € (F) como

sigue :

( ,P}) € F( (F)) siy solo si I(z,y), (y,z) € F(D) tales que (z,y) € F;, (y, z) € F}

Teorema 5.2.10. Sea D wuna digrdfica H-coloreada F = {Fi,...,F,} una particion de
F(D) tal que:

1. En DIF}] todo ciclo es un H-ciclo para i € {1,...,n}.
2. D no tiene H-C5 ni H-P5 fuertemente arcoiris.
3. Todo H-camino estd contenido en D|F;] para algin i € {1,...,n}
4. € (F) es bipartita.
entonces D tiene H-nicleo.
Demostracion.
Sea P = {U,W} la particiéon de V(%€ (.%#)) que hace que € (F’) sea bipartita.

Consideremos

L=UF FE=UF

F;eU FjGW

Notemos que por la definicién de € (%), y ya que U y W son cada uno de ellos indepen-

dientes, tenemos que:
» Todo ciclo en D[F;] es un H-ciclo i = 1,2.
= D no tiene H-C3 ni H-P; fuertemente arcoiris por hipotesis.

» Todo H-camino esta contenido en D[F}] 6 en D[F}]
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Notemos que se cumplen todas las hipotesis del teorema 5.2.8 y por lo tanto D tiene

H-nucleo.
]

Zo
D,
Dy | Dy
D,
I
o ©o [

T

Figura 5.6: T'U {z(} es un semintcleo méd D,

El siguiente teorema es uno de los resultado principal de esta tesis, y es una generalizacion

parcial del teorema de Richardson.

Teorema 5.2.11. Sean D y H digrdficas. D una digrdfica H-coloreada y F = {F},..., F,}

una particion de F(D) tal que se cumplen las siguientes condiciones:
» Todo ciclo dirigido contenido en D; = D|F;] es un H-ciclo.
= Todo H-camino estd contenido en D; para alguna i, 1<i<n
= D no tiene H-C5 ni H-Pj fuertemente arcoiris.

Si € (F) no tiene ciclos dirigidos de longitud impar al menos 8 y ademds es fuertemente

conexa, entonces D tiene H-nicleo por caminos.

Demostracion.
Ya que € (.7) es fuertemente conexa y no tiene ciclos dirigidos de longitud impar al menos
3, se sigue del teorema 1.4.6 que €(.%) es bipartita. Asi que se sigue del teorema 5.2.10

que D tiene un H-ntcleo. O
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El siguiente teorema es otro de los resultados principales, generaliza al teorema 3.2.17

que a su vez es una generalizacion del teorema de Sands, Sauer y Woodrow.

Teorema 5.2.12. Sean D y H digrdficas. St D es una digrdfica H coloreada sin H-Cj

arcoiris ni H-P3 arcoiris, entonces tiene H-nicleo por caminos.

Demostracion. Se mostrara que en €y (D) (la H-cerradura por caminos de D) todo ciclo
tiene una flecha simétrica. Supéngase por contradiccién que en €y (D) existe un ciclo dirigi-
do sin flechas simétricas. Considérese C' = (vg, vy, ..., v, V) un ciclo de longitud minima en
%u (D) sin flechas simétricas.

Caso 1: longitud(C) = 3

Si longitud(C) = 3, C' = (vg, v1, V2, vg). Considérense 6y un vov; H-camino, €, un vyvy H-
camino y %3 un vovg H-camino. U %] es un H-camino 6 %1 U%5 es un H-camino, ya que en
otro caso C' serfa un H-Cj arcoiris. Si 6,U %) es un H-camino, entonces (vy, v2) € A(€y (D)),
por otra parte si € U%, es un H-camino, entonces (vy, vg) € F(%x(D)). Ambas contradicen

que C no tiene flechas simétricas.
Caso 2: longitud(C) =4

En este caso C' = (vg, vy, v2,v3,09). Considérese 6y un vyv; H-camino, % un v,vy un
H-camino, %, un vovz un H-camino y 43 un vsvy un H-camino. Nétese que si ;U611 .,
es un H-camino para toda i € {0,...,3}, entonces %y U €1 U 62%3 es un H-camino. Esto
implica que (vg,v3) € A(Fu(D)) contradiciendo que C no tiene flechas simétricas. Por lo

tanto se puede suponer sin pérdida de generalidad que %, U % no es un H-camino.

Nétese que €3 U 6y es un H-camino, ya que en otro caso (vs, vg,v1,vz) forma un H-Pj
arcoiris. También %) U %, es un H-camino, ya que en otro caso (vg, v1, v, v3) forma un H-P3

arcoiris.
Si €, U €3 no es un H-camino, entonces nétese que (vg, vq,v3) es un H-Cjy arcoiris.
Supéngase entonces que % U %3 es un H-camino. Esto implica que (vy,v) € A(%x(D)).

Noétese también que también (vg,v2) € A(€r (D)), ya que en otro caso, (v, v1, Vs, vg) seria

un ciclo asimétrico de longitud menor en € (D). Lldmese 6} a un vyvy H-camino y %, a un



70 CAPITULO 5. H-NUCLEOS POR CAMINOS
V99 H-camino.
Nétese que €5 U 6y no es un H-camino, ya que en otro caso (v2,vl) €€ A(€y (D)) con-

tradiciendo que C' es asimétrico. Tampoco € U%, ya que en otro caso (vl,v0) €€ A(€u (D))

contradiciendo que C' es asimétrico. De ésto se sigue que (vg, v1, V9, vg) es un H-Cjy arcoiris.

Caso 3: longitud(C) > 5

Supéngase que C' = (vg, vy, Ve, U3, Vs, . . ., Up, V). Considérense 6; v;v;41 H-caminos.

Nétese que si 6; U 611

méd n
wed » €8 un H-camino para toda ¢ € {0,...,n}, entonces 6, U 6 U
---U%, es un H-camino. Esto implica que (vg,v,) € A(%x(D)) contradiciendo que C' es
asimétrico. Supongase sin pérdida de generalidad que %7 U % no es un H-camino. %y U %]
es un H-camino, ya que en otro caso (vg, v, vz, v3) es un H-Pj3 arcoiris. De la misma forma
%> U €3 es un H-camino, ya que en otro caso (vi,vs,vs,vs4) es un H-P3 arcoiris. De lo an-
terior se tiene que (v, vs) € A(€u(D)) v (vy,v4) € A(Gu(D)). Esto implica que también
(vg,v9) € A(BH(D)), ya que en otro caso (vg,ve,v3, vy, ..., V,, Vg) seria un ciclo asimétrico
de longitud menor a C. Andlogamente (vy,v2) € A(€u(D)). Lldmese €, a un vovg H-camino

y €, a un v vy H-camino.
Noétese €5 U 6y no es un H-camino, ya que en otro caso (ve,v1) € A(Gy(D)) contradi-

ciendo que C' es un ciclo asimétrico. De la misma forma se tiene que 63 U %, ya que en otro

caso (vs, v2) € A(€u (D)) contradiciendo que C' es un ciclo asimétrico.
Caso 1: ¢; U %, es un H-camino
En este caso (vg, v2,v4,vg) es un H-Cj arcoiris.
Caso 1: ;U %, no es un H-camino

En este caso (vy, ve, vg, v1) es un H-Pj arcoiris.

]

El teorema 5.2.5 es una generalizacién del teorema 3.2.16, el cual como se observo es
a su vez una generalizacién del teorema de Sands, Sauer y Woodrow, del mismo modo el

teorema 5.2.6 es una generalizacién del teorema 3.2.17. Ya que en el caso particular en que



5.2. NUEVOS RESULTADOS SOBRE H-CICLOS Y H-NUCLEOS EN DIGRAFICAS

o
Vo > U1
A
@
s ? ©
\{
V3 - p (%]
2

Figura 5.7: Caso cuando el ciclo es de longitud 4

Vo

Figura 5.8: Caso cuando el ciclo es de longitud > 5
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U1 U3
< Vg < V4
3 [

la digréfica H consiste de m-colores y sélamente los lazos, obtenemos el caso monocromético.
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CAPITULO 5. H-NUCLEOS POR CAMINOS
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