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RESUMEN

En la secuencia didactica se pretende el aprendizaje cooperativo en grupos formales de la
ecuacién canonica de la parabola y la obtencion de su ecuacion ordinaria como resultado de
la traslacion de una parabola con vértice en el origen hacia alguna region del plano
cartesiano. Ademas, se define a la parabola como lugar geométrico y se revisa brevemente
el origen de ésta como seccion cénica.

ABSTRACT

In the didactic sequence is intended to the cooperative learning in formal groups of the
canonical equation of the parabola and obtaining their ordinary equation as a result of the
translation of a parabola with vertex at the origin to some region of the Cartesian plane. In
addition, the parabola is defined as locus and the origin of this is briefly reviewed as conic
section.

INTRODUCCION

En el contexto actual, donde los conocimientos son fruto de un proceso de dialogo y
consenso, dado por la globalizacion econdémica y nuevos retos que afronta el s. XXI; el
Sistema Educativo en los Estados Unidos Mexicanos enfrenta reformas que conllevan la
obligatoriedad del Nivel de Educacion Medio Superior, modificaciones a los Planes de
Estudio y nuevos enfoques. El reto mexicano se dificulta por las diferentes modalidades de
Bachillerato existentes: general, tecnolédgico y aquel que contempla una profesion técnica y
por las diferencias existentes entre los enfoques disciplinar y didactico dados a la asignatura
de Matematicas. Concretamente en la Escuela Nacional Colegio de Ciencias y Humanidades
de la Universidad Nacional Autbnoma de México, se concibié al campo de conocimientos
matematicos como ciencia y herramienta de conocimiento, el paradigma educativo
promovido por la Organizacién de las Naciones Unidas de aprender a aprender ha sido
realizado al fomentar en los jovenes actividades de busqueda y adquisicion del conocimiento
por ellos mismos.

Ademas, los docentes de Nivel Medio Superior son docentes e investigadores, por lo tanto,
su labor educativa implica analisis y reflexiéon de su labor educativa y la investigacion de
contenidos didacticos que conlleven la mejora del proceso de ensefianza aprendizaje.

JUSTIFICACION

La ensefianza de las matematicas considera importante el desarrollo del razonamiento
hipotético-deductivo, cuyas bases estan dadas en los Elementos de Euclides; asi como en la
resolucion de problemas y en experiencias que permiten comprender las propiedades de
objetos matematicos.

La Escuela Nacional Colegio de Ciencias y Humanidades, ante problemas de eficiencia
terminal relacionados con el alto indice de reprobacién de la asignatura de Matematicas
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disminuyd el tamafio de sus grupos de clase y promovié asesorias en temas de la asignatura
que preparan a los estudiantes para futuros extraordinarios. Cabe sefialar que no hay
suficiente investigacion educativa en el nivel medio superior.

En el caso de la ensefanza de la Geometria Analitica dentro del Colegio de Ciencias y
Humanidades aparentemente aprender la ecuacion de una parabola es un tema
relativamente sencillo, pues se revisa primeramente dentro de la asignatura de Matematicas
[, lo qué es un lugar geométrico en la segunda unidad tematica, en las unidades tematicas
tercera y cuarta, se incluye el estudio de la linea recta, la circunferencia y la elipse. Es
importante recordar que en 2013 acreditaron de forma ordinaria Matematicas Ill el 63% de
los estudiantes que cursaron, de acuerdo con lo mencionado por Mufioz (2014, p. 34).

Mufioz (2014) indicé que para el quinto semestre en la generacion 2011 el 84% de los
estudiantes debian dos asignaturas y adeudaban cuatro asignaturas el 51% de los jévenes.
Los informes que se ofrecen sobre la eficiencia terminal, que en 2013 fue de 59%, de la
ENCCH no muestran indagacion sobre las causas que provocan esta problematica y si la
reprobacion esta relacionada con la practica docente. No se hallaron evidencias sobre si el
proceso de ensefianza aprendizaje fomenta habitos de estudio entre los estudiantes para
estudiar y aprender juntos. Es probable que los profesores no reflexionen sobre sus
habilidades sociales y sobre la forma en que gestionan la adquisicion de aprendizajes
matematicos y sociales que afectan a sus estudiantes.

PROBLEMA A RESOLVER

Los estudiantes de la ENCCH presentan problemas en el aprendizaje de la parabola, primero
la estudian como representacién grafica de una funcién cuadratica y luego como lugar
geomeétrico. Después de un tiempo no conservan en su memoria que es la representacion
grafica de una funcién cuadratica ni la definicion analitica de la parabola. También olvidan
qué es el lado recto o como se relacionan los conceptos de foco y vértice. Los estudiantes en
la mayoria de los casos, aprenden procedimientos matematicos sin razonar, no se preguntan
por qué se sigue un determinado curso de accion y por qué no otro.

La secuencia didactica pretende que los estudiantes adquieran aprendizajes significativos
por medio de lecturas y ejercicios sobre representaciones algebraicas y graficas de la
parabola realizados en grupos formales con estrategias de aprendizaje cooperativo. Se
pretende que razonen relaciones entre los elementos de la parabola para hallar la ecuacién
de ésta, sin que la vean como una receta necesaria para aprobar un examen.

La elaboracién de la ecuacion ordinaria se realizara al trasladar una parabola con vértice en
el origen que es un conocimiento basico, el cual se amplia al comprender que la parabola se
mueve en el plano cartesiano hacia una nueva ubicacién donde se hallara su vértice, este
hecho geométrico transforma las ecuaciones de los elementos de la parabola como la
directriz y el foco, pero se conserva la distancia focal y la apertura de la parabola, luego de
comprender qué se conserva y que no, luego de desmenuzar es mas facil restablecer y
construir la ecuacion de la parabola ya trasladada.



HIPOTESIS.

Si se aplica una secuencia didactica sobre la parabola y su ecuacion cartesiana con
estrategias de aprendizaje para grupos formales, entonces los estudiantes probablemente
obtendran aprendizajes significativos.

PREGUNTA DE INVESTIGACION

Si los estudiantes tienen material de apoyo y estrategias de aprendizaje cooperativo para
estudiar la ecuacién cartesiana de la parabola, ¢lograran probables aprendizajes
significativos?

PROCEDIMIENTO DE INVESTIGACION

Para comprobar la hipotesis planteada se recurrira al método cualitativo, que mostrara la
aplicacion de la secuencia didactica como si se tratara de un caso a estudiar en lo referente
al tema de la ensefianza de la parabola. Las actividades metodologicas de esta investigacion
son:

o Elaboracion de la estrategia didactica de la ecuacién cartesiana de la parabola.

o Elaboracién de materiales de apoyo para la secuencia didactica.

Asignacion aleatoria de un grupo por parte de la Secretaria Académica del Plantel del
CCH donde la secuencia tenga lugar.

Aplicacién de la secuencia didactica de la ecuacion cartesiana de la parabola.
Obtencidn de evidencias sobre aprendizajes de los estudiantes.

Andlisis de las evidencias.

Redaccién de resultados y conclusiones.

OBJETIVO GENERAL.

Aplicar una secuencia didactica sobre la parabola y su ecuacién cartesiana con estrategias
de aprendizaje cooperativo para que los estudiantes puedan obtener aprendizajes
significativos.

OBJETIVOS ESPECIFICOS:

1. Elaborar una secuencia didactica para el aprendizaje de la ecuacion cartesiana de la
parabola, que estara disefada con base en estrategias de aprendizaje cooperativo entre
bachilleres de dieciséis anos.

2. Aplicar dicha secuencia en un grupo aleatoriamente asignado en un plantel del Colegio
de Ciencias y Humanidades de la Universidad Nacional Auténoma de México.

3. Analizar los aprendizajes obtenidos durante la aplicacion de la secuencia.



CAPITULO 1. ESTILOS DE APRENDIZAJE EN JOVENES DE
BACHILLERATO.

1.1 SITUACION SOCIOECONOMICA Y POLITICA QUE AFECTA AL BACHILLER

El contexto en el que se desarrollan los jovenes mexicanos del afio 2015 en el ambito
econdmico esta marcado por la recesién econdmica. No debe olvidarse que el Tratado de
Libre Comercio para América del Norte provocd poco a poco que las empresas nacionales
fueran cerrandose y se dio el desempleo, tanto para quienes tenian créditos universitarios
como para quienes fueron forzados a incursionar en el mercado laboral desde su
adolescencia. Aunado a la constante compra de gasolina y diesel importados, la poblacién
mexicana importa alimentos por la falta de programas que activen la produccion agricola.
México compra manufacturas hechas en Asia, la gente se subemplea en la venta de
chacharas y algunos han incursionado en el trafico de estupefacientes.

En el ambito politico, los institutos politicos crearon una nueva institucion para dar legitimidad
a las elecciones venideras y lograron acuerdos inciertos para promulgar las reformas:
energética, laboral y educativa. Es inevitable que dichas reformas agraven aun mas la
inestabilidad econémica de varias familias mexicanas, acosadas por créditos y su escasa
cultura del ahorro.

De acuerdo con lo comentado por Mufioz y Avila (2012) en el segundo capitulo de su libro
los jovenes que cursaban el bachillerato en la Escuela Nacional Colegio de Ciencias y
Humanidades [ENCCH] de la Universidad Nacional Auténoma de México [UNAM] en ese
afo, eran jovenes que no trabajan en un 87.2%, el 98% de ellos era soltero y vivian con sus
padres un 94.6%; lo que significa que a diferencia de las primeras generaciones de
egresados de CCH los alumnos que cursan esta opcién de bachillerato no son adultos que
trabajen, ya que la mayoria son adolescentes de 14 y 15 afios de edad al ingresar a primer
semestre.

Sus habitos de estudio estan poco documentados, los autores comentan que el 66.8% de los
estudiantes encuestados, se consideré un buen estudiante y un 69.6% de ellos dijo que los
conocimientos obtenidos en el nivel secundaria eran buenos. Lo increible es que los chicos
son dispersos y olvidadizos. Ellos confesaron en 2012 usar como acervos de consulta, libros
de texto en un 52.5 % frente a un 57.4% de informacién en Internet, tal y como lo sefialan
Mufioz y Avila (2012). Lo anterior sirve para conjeturar que sus habitos de estudio son
deficientes y que los libros de texto no tienen competencia frente a Internet.

Egresan alrededor de la mitad de los jovenes que ingresan a la ENCCH. Las gréficas
mostradas por Mufioz y Avila (2012), dan cuenta de que hay mas estudiantes mujeres que
varones y que las jovenes egresan en un 65% frente al 49% de los muchachos. La pregunta
es qué sucede con quienes desertan o se quedan truncos. Esta informacion es desconocida.
Los jovenes desertores ;tendran las herramientas suficientes para encontrar trabajo al no
concluir sus estudios de bachillerato?



1.2 UBICACION DE LA SECUENCIA DIDACTICA PROPUESTA.

Esta propuesta es una secuencia didactica que se trabajara en un grupo asignado por la
Secretaria Académica de la ENCCH Plantel Naucalpan perteneciente a la UNAM, a dicho
plantel asisten adolescentes que viven en el Estado de México, a quienes les fue asignada
esta Institucion Educativa a través del Examen del Concurso de Ingreso para la Educacién
Media Superior en el valle de México.

El propésito es la mejora de los aprendizajes en las ecuaciones candnicas y ordinarias de la
parabola. Los estudiantes conoceran brevemente el origen de la parabola y su definicion
analitica, para a partir de ella generar su ecuacion en forma candnica. Es deseable usar
transformaciones geométricas como la simetria axial y la traslacién para obtener ecuaciones
de la parabola en forma ordinaria.

1.3 FACTORES QUE INFLUYEN EN EL LOGRO DEL APRENDIZAJE EN
MATEMATICAS.

De acuerdo con Covington, Mueller, De Corte, Pintrich y De Groot (como se cita en Loépez,
Hederich-Martinez y Camargo, 2012, pag. 42): “es sabido que cuando los estudiantes creen
que son buenos para las matematicas tienden a ser mas persistentes frente a las dificultades
encontradas en el proceso de aprendizaje y, en consecuencia, tienen un mejor desempefio
en matematicas”.

Lo anterior significa que la creencia en las habilidades personales frente a las matematicas
es un motivador intrinseco que permite la autorregulacion en el aprendizaje; la capacidad
para monitorear el desempefio propio en tareas de aprendizaje. Asi pues, Lopez et al. (2012)
comentan que:

Probablemente los estudiantes con tendencia a la independencia de campo tienen
mejores capacidades para llevar a cabo la planeacion consciente de actividades
frente al aprendizaje de las matematicas. Es decir, ellos saben qué pasos deben
seguir para lograr sus metas de aprendizaje y, en esta medida, son capaces de
distribuir su tiempo de estudio y de ser sistematicos en el monitoreo de las
actividades que planean. De igual forma, evaliuan constantemente sus resultados de
aprendizaje de acuerdo con el estado deseado vy, finalmente, toman acciones para
cambiar, modificar o afinar las estrategias a fin de lograr lo planeado durante su
proceso de aprendizaje (p. 48).

Seria deseable que todos los estudiantes tuvieran tendencia a la independencia de campo,
asi su aprendizaje matematico seria mas provechoso y los profesores podrian disenar
actividades donde la metacognicion implicara un analisis de logros obtenidos y toma de
decisiones al respecto. Por lo pronto, los profesores deben esmerarse en ensefiarles a los
jovenes a organizar sistematicamente el tiempo dedicado a actividades de estudio en
Matematicas, también a autoevaluarse y tomar acciones para afinar las estrategias que los
lleven hacia el aprendizaje.

Los estudiantes exitosos en matematicas, suelen fragmentar problemas complejos en otros
mas simples y prueban hipétesis, lo que constituye un acercamiento analitico a la
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informacion, algo estudiado por Nebelkopf y Dreyer (citados por Lopez et al., 2012, p. 42).
En la ENCCH son pocos los estudiantes exitosos y las acciones encaminadas a disminuir el
indice de reprobacion han contemplado la capacitacion de los nuevos docentes y la
actualizacién de quienes poseen experiencia en estrategias y recursos didacticos, con el fin
de una profesionalizacién de la docencia en Matematicas.

La autorregulacion de un estudiante comprende estrategias metacognitivas y de gestion de
recursos como: pedir ayuda, aprender con un companero, esfuerzo para regulacion o quitar
distractores, monitoreo de la propia cognicion y tiempo en ambiente de estudio; también
estrategias cognitivas que implican repaso para fortalecer memoria a largo plazo,
elaboracion de conexiones entre conocimiento nuevo y previo; organizacion de la
informacion en: esquemas, resimenes y mapas conceptuales, y pensamiento critico para
abordar nuevos problemas y tomar decisiones. La independencia de campo es un estilo
cognitivo propuesto y desarrollado por Witkin en 1948 como lo comentan Lopez et al. (2012).
Aquellos sujetos que procesan la informacion en forma global e influenciados por el contexto
son dependientes de campo.

El componente motivacional de la autorregulacion incluye en primer lugar el valor de la tarea
que provoca el esfuerzo del aprendiz, las motivaciones extrinsecas como recompensas
académicas o fama personal; las motivaciones intrinsecas, ejemplificadas por el deseo de
dominar un tema o la curiosidad que despierta en el joven; junto con la autoeficacia que el
propio bachiller perciba en una tarea de aprendizaje.

1. 3. 1. ESTILOS DE APRENDIZAJE VINCULADOS A LAS MATEMATICAS.

La informacién al respecto no es amplia, porque esta linea de investigacién es
independiente de la Educacién Matematica o corriente de investigacion que ha tomado la
batuta en lo referente a la didactica disciplinar de las Matematicas. Algo trascendente que
comunicaron Amado, Brito, Garcia, Guerrero y Cuervo (2008) después de una investigacion
conjunta sobre los estilos de aprendizaje en estudiantes colombianos y mexicanos es que
los docentes no debieran basarse en su estilo de aprendizaje sino en aquellos que
presentan los alumnos de un grupo especifico.

El estilo de aprendizaje como lo explica Varela (2006) es la manera en que un sujeto
“percibe, procesa, integra y recuerda informacién” (p. 2). Para Gardner las mentes
extraordinarias tienen capacidad de metacognicion lo que les permite detectar sus fortalezas
y debilidades para usarlas en planes de accion. “La metacognicidn se puede entender como
el conocimiento de la propia manera de aprender y de pensar’ (Varela, 2006, p. 2). Flavell
como lo menciona Varela (2006) indica que las variables de la cognicion incluyen a: las
capacidades y limitaciones de las personas, las caracteristicas de la tarea y las estrategias
que facilitan cumplir con la demanda de la tarea.
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Diagrama 1. 1 Estilos de aprendizaje de los modelos VAK y VARK

El diagrama 1.1 indica los estilos de aprendizaje del modelo VAK y el modelo VARK, donde
Fleming introdujo el estilo de lectura. Asi para este autor el profesor prefiere leer/escribir
mientras que por lo menos el 70%de los estudiantes son multimodales. Fleming cita a Eison
y Bonuell para promover el aprendizaje activo y aconseja que los docentes realicen cinco
aspectos:

1. Introduzcan al estudiante al tema por diversas formas, no so6lo a través de una
escucha pasiva.

2. Desarrollen en el estudiante habilidades como organizar informacion en mapas
conceptuales o mentales, le orienten para buscar informacion, asi como reflexionar,
corregir errores y autoevaluarse.

3. Promuevan en clase el analisis y sintesis de informacion.

4. Procuren que los jovenes resuelvan problemas y argumenten las soluciones.

5. Permitan que los jovenes exploren sus valores y actitudes en clase.

En su investigacion Amado et al. (2009) definen las caracteristicas de los estudiantes
visuales: “[llos visuales prefieren recibir la informacion a través de graficos, peliculas,
cuadros, o diagramas de flujo, contrario a los verbales o auditivos que manifiestan una
abierta preferencia a las explicaciones escritas o habladas” (p. 5). Ahora los estudiantes
kinestésicos “tienen un alto nivel de energia para hacer cosas que son pragmaticas, légicas y
utiles” (Amado et al., p. 5). Estos investigadores concluyeron que los estudiantes de
Ingenieria tanto mexicanos como colombianos tienen el estilo visual.

Kolb promueve cuatro estilos de aprendizaje donde interviene el ciclo representado en el
diagrama 1.2. El estilo divergente corresponde a las personas que gustan de experiencias
concretas, el asimilador a quienes observan y reflexionan experiencias, el convergente a
quienes recurren a su capacidad de abstraccion para conceptualizar experiencias y el estilo
acomodador finalmente, corresponde a quienes aprenden con experiencias activas. Kolb no
comenta sobre un estilo particular para aprender matematicas.
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/

Abstraer
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Diagrama 1. 2 Ciclo del aprendizaje de Kolb

Honey y Alonso recurren al ciclo del aprendizaje de Kolb y buscan preferencias en una
etapa del ciclo en determinados individuos, ellos comentan que en el estilo de aprendizaje
activo las personas gustan de ser lideres en equipos de trabajo y también de asumir retos.
En el estilo reflexivo las personas revisan cuidadosamente las opciones antes de decidir;
ahora las personas con estilo tedrico son racionales y no se dejan llevar por la intuicion. Los
pragmaticos son funcionales, positivos y tienden a decidir sin demasiadas reservas. Honey y
Alonso aplicaron un cuestionario en la Universidad Complutense de Madrid, como lo
comenta en su articulo Varela (2006) encontraron relacién entre los estilos de aprendizaje
de los padres y sus hijos, sefalan que en los bachilleres de ciencias basicas predominan los
estilos reflexivo y pragmatico; mientras que los estudiantes de letras tienen estilo activo.

Tabla 1.1 Comparacion entre los estilos de aprendizaje de Kolb y los de Honey y Alonso.

Kolb Honey y Alonso Etapa del ciclo de Kolb
Acomodador Activo Hacer

Reflexivo Asimilador Reflexionar
Convergente Tedrico Abstraer

Divergente Pragmatico Decidir

Gallego y Nevot (2007) basaron su investigacion en la clasificacion de los estilos de
aprendizaje de Honey y Alonso, hallaron cierto grado de correlacién entre los estilos
reflexivo y tedrico con las calificaciones de matematicas, en estudiantes de Bachillerato en
centros de estudio publicos y privados de Espafa. Los bachilleres espafioles tuvieron un
estilo de aprendizaje activo en su primer afio que en los posteriores. Prefieren el estilo
reflexivo. Los jovenes que estudiaban en un centro de estudios privado tenian un estilo de
aprendizaje teorico.
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Gallego y Nevot (2007) sugirieron cursos de accion docente en concordancia con los estilos
de aprendizaje que investigaron, sus recomendaciones estan resumidas en la tabla 1.2 para
aprendizaje activo, la tabla 1.3 para aprendizaje reflexivo, la tabla 1.4 para aprendizaje
tedrico y la tabla 1.5 para el aprendizaje Pragmatico.

Tabla 1.2 Sugerencias de Gallego y Nevot (2007) para aprendizaje Activo.

Sugerencia ¢ En qué consiste?

Evitar el miedo al Stemberg (como se cita en Gallego y Nevot, 2007) comentd que a veces

fracaso se ve al fracaso sélo como una estadistica negativa. Los profesores pocas
veces ensefan a sus estudiantes a aprender de sus errores.

Hacer algo nuevo Guzman (como se cita en Gallego y Nevot, 2007) comenta que se debe

jugar con un problema aunque sea dificil para hacerle nuestro amigo.
“Activar la curiosidad” “Es evidente que el profesor capta la atencion de los alumnos de esta
(p. 107) manera” (p. 107).
Rapidez “Discutir con los estudiantes sus procedimientos para elaborar respuestas
rapidas y evaluarlas posteriormente” (p. 107).
“Cambiar de actividad” Experimentar primero y luego verificar propiedades de los objetos de
(p. 107) experimentacion.
Lider Exponer un tema en clase, pero saber escuchar en un grupo de trabajo
como moderador de una discusion.
“Comunicacién oral” (p. Compartir por medio de la palabra lo que se hizo con otros compafieros
107)
Fluidez La clase debe ser amena y no debe notarse el paso del tiempo.

Tabla 1.3 Sugerencias de Gallego y Nevot (2007) para aprendizaje Reflexivo.

Sugerencia ¢ En qué consiste?

Precision al escribir Usar precision y notacion entendible en el lenguaje matematico.

Que el alumno escriba Fomentar el miedo a resolver un problema frente a la clase.

Serenidad Los estudiantes deben controlar sus impulsos y buscar soluciones con
actitud reflexiva.

Registro protocolario Ser sistemético para registrar todo lo que acontecio en la resolucién de un
problema.

Recabar informacion Tener meticulosidad para extraer informacion de gréficos y diagramas.
Revisar lo que otro estudiante hizo y complementar apuntes.

Tiempo suficiente Brindar tiempo suficiente para analizar un problema.

Participacion El estudiante debe participar en la resolucion de un problema.

Buscar alternativas Pozo (como se cita en Gallego y Nevot, 2007) sugirié entre otras cosas,

definir una meta y las dificultades alrededor, distinguir los datos relevantes,
buscar lo que no se tiene, conseguir un problema semejante al que se
quiere resolver.

Interpretar El profesor debe partir de los conocimientos previos y debe tener un
discurso bien elaborado. “Piénsese en los alumnos que no entienden por
qué se ha hecho una determinada transformacién o un determinado paso
en una demostracion, debido a que el profesor ha dado por supuesto algo
sabido” (p. 108).

Perseverancia Una actitud de continuar en la consecucion de una meta a pesar de
adversidades es necesaria para aprender matematicas.
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Tabla 1.4 Sugerencias de Gallego y Nevot (2007) para aprendizaje Teérico.

Sugerencia ¢ En qué consiste?
Tareas estructuradas Trabajar en las tareas aunque nos desagraden de forma ordenada.
Dependencia El estudiante confia en su profesor y en sus compaferos para que le

Formular y comprobar
conjeturas
Observar

Coémo y qué preguntar

Hacer
cuestionamientos
Experimentar

Seleccionar
informacidn relevante
“Formulacion
algebraica” (p. 110)
Memorizar

expliquen algo que no entendio.

Fomentar la capacidad del estudiante para hallar una respuesta aunque no
sea correcta.

“La observacion de una actividad suele ser (til para su posterior
realizacion independiente” (p. 109).

Guzman (como se cita en Gallego y Nevot, 2007) sugiere que una
pregunta es un anzuelo que genera una actividad inquisitiva. El profesor
debe preguntar si los estudiantes conocen un problema similar, si saben
cual es el objetivo o si existen palabras en el texto de la clase que no
entiendan.

Sternberg (como se cita en Gallego y Nevot, 2007) comenta que el
pensamiento creativo comienza con la pregunta ¢, por qué...?

Proponer al estudiante la posibilidad de entender como un matematico
lleg6 a un algoritmo o concepto matematico.

Separar datos de informacion cultural en un problema dado.

El alumno debe explicar las expresiones algebraicas en sus propias
palabras.
Memorizar enunciados o formulas cuyo significado se ha comprendido.

Tabla 1.5 Sugerencias de Gallego y Nevot (2007) para aprendizaje Pragmatico.

Sugerencia ¢ En qué consiste?

Practicar “No basta con tener buenas ideas, sino también la capacidad de ponerlas
en practica, trasladar el pensamiento a la accion” (p. 110).

Recabar ayuda de Buscar el pensamiento flexible e intuitivo del experto ante la resolucion de

expertos un problema.

Aprender del profesor

Observar y
experimentar
Matematicas en la vida
diaria

Resolver ejercicios
Imagen

Buscar Matematicas en
la comunidad
“El resultado importa”

(p. 111).

El estudiante revisa junto con el docente la aplicacion adecuada de un
algoritmo.
Contrastar conjeturas y experiencias.

Mostrar en qué aspectos de la vida se usan las matematicas.

Los estudiantes deben aplicar lo que saben y resolver retos.

“Las nuevas generaciones aprenden desde que nacen mediante
imagenes” (p. 111). Las imagenes ayudan a comprender procedimientos
mas que las férmulas.

El estudiante debe comprender cémo el aprendizaje matematico esta
presente en lo que hace su comunidad escolar y social.

Entender que el aprendizaje matematico requiere precision.
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Newble y Entwistle analizaron la conducta de los estudiantes en lo que se refiere a
motivacion intrinseca y extrinseca. Estos autores clasificaron tres enfoques, los cuales estan
descritos en la tabla 1.6.

Tabla 1.6 Enfoques investigados por Newble y Entwistle
Enfoque ¢ En qué consiste?

Aprendizaje estratégico  Estudiante competitivo que desea sobresalir en el grupo, su motivacion es
principalmente extrinseca.

Aprendizaje profundo Estudiante critico y reflexivo, quien desea comprender lo que ya sabe con
nueva informacion, usa estrategias de autorregulacién. Se presenta
motivacion intrinseca.

Aprendizaje superficial El estudiante percibe al aprendizaje como algo externo e impuesto, “[s]u
intencion principal es acreditar el curso y hay cierto temor al fracaso”
(Varela, 2006, p. 7). No se presenta autorregulacion y su motivacion tiene
orientacion extrinseca.

Aunque tanto Amado et al. (2009) como Gallego y Nevot (2007) no mencionaron la
motivacién como factor en sus investigaciones; los trabajos de Newble y Entwistle permiten
valorar el papel del profesor para estimular los aprendizajes estrategicos y superficiales, al
descuidar la motivacién intrinseca en los estudiantes. Debe tenerse en cuenta que los
estudiantes modifican sus estilos de aprendizaje, no conservan uno fijo.

1.3. 2 ESTILOS DE ENSENANZA DE LOS PROFESORES

Amado et al. (2008) cuando citan a Felder y Pérez, enfatizan que deberia existir
compatibilidad entre los estilos de aprendizaje de los estudiantes y los estilos de ensefianza
de los profesores, su cercania mejoraria el rendimiento de los grupos y argumentan:

Para ello, en primer lugar, el profesor debe tener muy claro cual es su estilo natural de
ensefianza (intuitivo, sensorial, deductivo, visual, verbal, global, secuencial, etc.) para que
pueda adaptarse a su grupo. Por otra parte, debera conocer las caracteristicas de los
estudiantes con respecto a sus estilos de aprendizaje (intuitivo, sensorial, visual, verbal,
deductivo, global, secuencial, etc.) identificar quiénes hacen mayoria, quiénes los que difieren
de las cualidades promedio, etc. En funcion de esto se podran determinar y adecuar las
mejores opciones de ensefianza y aprendizaje que tomen en cuenta tanto las caracteristicas
del profesor como las de sus estudiantes (p. 2).

Pinelo (2008) cité a Grigorenko y Sternberg, investigadores que en 1995 reconocieron que
los distintos estudios realizados pueden agruparse en tres enfoques que estan resumidos en
la tabla 1.7:

Tabla 1.7 Enfoques para analizar estilos de aprendizaje

Enfoque Caracteristicas

Centrado en la “[Clonsiste en conocer como los individuos perciben y realizan sus
cognicioén actividades intelectuales” (Pinelo, 2008, p. 18).

Centrado en la Myers y Myers distinguieron: dos actitudes, extroversién e introversion;
personalidad dos funciones perceptuales, la intuicion y la sensacion; dos funciones

de decision, el pensamiento y la intuicion y dos formas de negociacion,
la percepcion vy el juicio.

Gregory en 1984 hizo dos categorias:
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Enfoque Caracteristicas

» abstracto y concreto con respecto al espacio
» secuencia y aleatorio con respecto al tiempo

Miller realizé las siguientes categorias:
v'analiticos vs. holisticos (globales)
v subjetivos vs. Objetivos
v"emocionalmente estables vs. emocionalmente inestables

Centrado en la Se basa en la relacién entre los estilos de ensefianza y aprendizaje, es
actividad el enfoque mas utilizado.

También Pinelo (2008) mostré la clasificacion de Burke y Garger, que data de 1988 y tiene
puntos de coincidencia con la propuesta de Grigorenko y Sternberg, véase la tabla 1.8:

Tabla 1.8 Clasificacion de Burke y Garger

Estilo Descripcion

Centrado en la Son las diferencias perceptuales quienes afectan el qué y como se

cognicion recibe el conocimiento. La percepcion es el estado inicial de la
cognicién para adquirir, procesar y utilizar informacion.

Centrado en la Existen cuatro maneras de pensar: divergente, convergente, lineal o

conceptualizaciéon aleatoria. “Algunas personas verbalizan sus ideas para entenderlas,

otras piensan rapidamente, espontaneamente e impulsivamente, o
por el contrario lo hacen de manera lenta y reflexiva.” (Pinelo, 2008,

p. 18)
Centrado en los Se considera a la motivacion, las emociones y el juicio individual.
afectos “Algunas personas se motivan internamente, otras se motivan con

factores externos; mientras unos toman decisiones calculadas,
I6gicas y racionales, otros lo hacen de manera subjetiva, basados en
sus percepciones o emociones” (Pinelo, 2008, p. 18)

Centrado en la Sintesis de los anteriores.

conducta

Burke y Gager (citados por Pinelo, 2008) comentan que los patrones basicos de
personalidad afectan la conducta personal y profesional. Si afectan al aprendizaje se llaman
estilos de aprendizaje, si se plasman en la ensefianza se llaman estilos de ensefianza. Los
estilos cognitivos pueden moldearse por la experiencia y reflejan la forma en que una
persona usa su inteligencia. En el caso del docente, surge el problema de la inconsciente
tendencia a favorecer a los estudiantes que tienen su estilo de aprendizaje, como lo sefald
Alonso en 1997. Para Kolb el docente tiene cuatro facetas mostradas en la tabla 1.9.

Tabla 1.9 Objetivos especificos de cada faceta del papel de instructor segun Kolb

Papel del instructor Objetivo

1. Ayudante, modelo a seguir y Desarrollar el conocimiento y el entendimiento personal
colega

2. Facilitador del proceso y Apreciar y entender el como y por qué de las cosas
especialista en tareas

3. Intérprete de un campo Adquirir y dominar el conocimiento y actitudes

especifico de conocimiento y

comunicador de informacion
4. Entrenador y asesor Aplicar activamente lo aprendido a situaciones reales
Fuente: Cuadro 1 de Pinelo (2008, p. 20).
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Pinelo (2008) comenta que los estilos de aprendizaje tienen algunas ventajas como son:
“[plroporcionan estructuras para construir sesiones, facilitando una mejor planificacion,
aprendizaje técnico y ensefianza de conocimientos” Boyce (como se cita en Pinelo, 2008, p.
19). Por eso es importante revisar la tabla 1.10 donde se muestra la relacion entre los estilos
de aprendizaje de Kolb con los roles del profesor que propuso Pinelo en su cuadro 2 en
2008.

Tabla 1.10 Rol del profesor y estilos de aprendizaje de Kolb

Rol del profesor Estilo de aprendizaje
Ayudante Divergente
Facilitador Reflexivo
Entrenador Acomodador
Intérprete Convergente

Wheeler y Marshall en 1986 tomando como referente las propuestas tedricas de Kolb
redactaron un Inventario del Tipo de Instructor que se utiliza para mejora profesional no
como prueba psicologica. Pinelo (2008) usé este inventario para efectuar un estudio
estadistico entre profesores de Piscologia en la FES Zaragoza de la UNAM. En su estudio el
rol de Ayudante se transformd en Oyente, el rol de facilitador en Director y los otros roles
conservaron sus nombres intactos. Los profesores del rol Oyente crean un ambiente de
aprendizaje afectivo y promueven la autonomia de sus estudiantes, los profesores del rol
Director no permiten que el estudiante participe y dan conferencias, los profesores del rol
Intérprete permiten pensamientos mas no acciones en el aula y en la carrera de Psicologia
se basan en la metodologia del Estudio de Casos; por ultimo los profesores del rol
Entrenador facilitan discusiones y promueven aprendizaje basado en tareas y problemas.
Toman en cuenta los juicios de los estudiantes para el proceso de evaluacion. Aunque Pinelo
no explica si esta participacion en la evaluacion es autoevaluacién, evaluacién del trabajo de
los compafieros o evaluacién de la clase del profesor.

Pinelo en su investigacion hallé diferencias entre hombres y mujeres en lo que se refiere al
rol Oyente, puede pensarse que las profesoras se preocupan por las emociones e intereses
de sus estudiantes. En lo que se refiere a experiencia docente encontré que los profesores
mas experimentados tienden al rol Entrenador. Pinelo (2008) concluyé que un profesor no
posee un estilo de ensefianza predominante y que las diferencias individuales entre ellos
corresponden al tiempo que utilizan un estilo particular.

1.3. 3 REFLEXIONES SOBRE LOS ESTILOS DE APRENDIZAJE.

De los tedricos anteriores se puede elaborar una breve hipdtesis: que los estudiantes
exitosos en matematicas aprenden por medio de graficos y diagramas, son visuales; tienen
aprendizaje autorregulado y son reflexivos. También pueden ser acomodadores de acuerdo
con Kolb y auditivos de acuerdo con el modelo VAK. Por supuesto, no se debe descartar del
aprendizaje en Matematicas a los estudiantes kinestésicos a quienes les agrada trabajar en
equipo; el hecho de que sean impulsivos no implica que no posean autoeficacia y
autorregulacion.

En cuanto a los profesores no han reflexionado sobre sus propias estrategias cognitivas y
metacognitivas. Por ejemplo, aun entre los adultos no es facil pedir ayuda o adaptarse al
trabajo en equipo. Organizar informacion, vincular la nueva con la anterior o intentar retos
para probarse a si mismo; son estrategias que el profesor deberia transmitir en clase.
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Un factor muy importante en la ensefanza de los adolescentes es el grupo de pares, que en
ocasiones domina el interés y la atencion de los jévenes; las habilidades sociales necesarias
para usar al grupo de pares a favor de la clase y no como factor distractor es una linea de
investigacion poco socorrida. El profesor no debe actuar de forma empirica sino basandose
en la teoria psicopedagodgica y planificar su clase con estrategias de las cuales esta
convencido y también de las cuales conoce su validez teorica.

Un propésito es que el docente trabaje con el grupo de modo tal, que se promueva el trabajo
en equipo, pero en este trabajo deben intervenir estrategias cognitivas como la organizacion
de la informacion y metacognitivas como la vinculacion de un conocimiento previo con uno
nuevo. De este modo la gestion que el profesor haga sobre el grupo ayudara a que los
jévenes comiencen a creer en su eficacia en problemas matematicos y autorregular su
aprendizaje.
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CAPITULO 2. LA PARABOLA Y EL APRENDIZAJE
COOPERATIVO.

2.1 LA ENSENABILIDAD DE LAS MATEMATICAS.

Los seres humanos no aprenden de la forma en que la ciencia evoluciona y la ciencia se
ensefa a las nuevas generaciones por la necesidad que posee una comunidad cientifica de
tener nuevos investigadores como lo indica Florez (1994), pero el contexto de ensefianza o
la respuesta cultural a la que se refiere dicho autor, incide sobre los nuevos conocimientos
“afectando el proceso de elaboracion y formulacion de los proyectos y de los informes de
investigacion” (p. 76). Ademas del valor que tiene la ciencia por los conocimientos
tecnologicos que emanan de ella y como éstos transforman la vida de la sociedad humana.

La investigacién cientifica no tiene razén de ser, hasta que no se transforma en un articulo o
conferencia, la forma en que es comunicado el conocimiento cientifico va de la mano del
contexto de ensefianza de cada época. Actualmente, en la ciencia moderna de acuerdo con
Florez (1994) cada conocimiento es “un nddulo mas de un sistema tedrico encadenado
l6gicamente, sustentado y argumentado en forma demostrativa® (p. 77). El cientifico
fundamenta su saber, con la esperanza de que la sociedad en general, le aceptara reflexiva
y criticamente. Cualquier avance conceptual se muestra como una teoria elaborada. Para un
cientifico no solo hay reglas logico-formales, sino un marco de referencia en el cual se
comunica con sus colegas. “La objetivacion de su descubrimiento no es ajena al efecto de
comunicacién que se propone lograr” (Florez, 1994, p. 80). Tanto los métodos de
investigacion como la demostracién no se separan del significado de la actividad creadora
del cientifico. No obstante, “no hay que confundir la ensefiabilidad de una ciencia con su
ensefanza, ni mucho menos con la pedagogia” (Florez, 1994, p. 79). De algin modo no
existe un grupo de clase donde los estudiantes hagan preguntas que el sistema de
instruccién cientifica formalizada considere razonables y coherentes.

Por ejemplo, Einstein no ahorré en suposiciones, argumentos ni ecuaciones para sustentar
su teoria de la relatividad; rebatié a la mecanica clasica formulada por Newton al variar el
marco tedérico. No tuvo ayudas audiovisuales para su teoria y usé como ejemplos: trenes en
movimiento y relojes. Es importante lo que destaca Florez (1994): “[e]n el seguimiento de las
exposiciones cientificas de Einstein se descubre no sélo al fisico matematico, sino también al
maestro que ensefia y configura su investigacién desde el contexto de la ensenanza” (p. 81).

Marx, por su parte, diferencio el contexto légico-dialéctico para indagar conceptos claves con
la finalidad de “descifrar la estructura y funcionamiento del modo de produccion capitalista”
(Florez, 1994, p. 82), detectdé conceptos elementales, llegé a determinaciones simples y
abstractas que le permitieron ir en direcciones de ida y regreso para construir un todo
jerarquizado.

La ensefianza se convierte en un marco de inteligibilidad implicito resultante de la
investigacion cuando se formulan y exponen intersubjetivamente las investigaciones
cientificas. De acuerdo con Kuhn, el concepto de paradigma se ha entendido como ejemplar;
procedimientos tipicos para plantear y solucionar problemas dentro de una comunidad de
expertos. Del mismo modo en que un estudiante toma un ejemplo de su libro de texto, asi
mismo el investigador busca “semejanzas entre problemas aparentemente ajenos dentro de
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ciertos limites” (Florez, 1994, p. 83). Se olvida que el conocimiento cientifico es un proceso
cognitivo estructural, intuitivo y heuristico; el producto de una investigacion cientifica “debe
elaborarse de manera logico-deductiva, paso por paso, estableciendo el puente entre el
Jnarco conceptual® que alienta la hipotesis y las conclusiones y generalizaciones
encontradas” (Florez, 1994, p. 84).

El papel del pedagogo consiste en disefiar estrategias y modelos adecuados para quitar las
nociones residuales de etapas del desarrollo intelectual de una persona que debieron ser
superadas; pues al no ser vencidas, se transforman en obstaculos para el aprendizaje
cientifico. Los obstaculos mencionados por Florez (1994) son el subjetivismo y el
egocentrismo, la causalidad unica y el razonamiento teleoldgico. La pedagogia debe
entonces comprender, disefar y experimentar modelos de intervencién para las
matematicas. No soélo se trata de caracterizar el pensamiento légico-formal, sino contenidos
y propiedades relacionados con el tema que aprendera el estudiante. Florez (1994) comenta
que los organizadores previos propuestos por Ausubel para un aprendizaje significativo
deben ser claros y estables ademas de “resaltar las diferencias entre el nuevo aprendizaje y
el conocimiento preexistente” (p. 86). Las diferencias no deben diluirse y hay que partir de lo
general y abarcador; es aconsejable usar la secuencia logica de sus diferentes divisiones e
interdependencias, éstas funcionaran como organizadores previos. Seria conveniente incluir
en la formacién docente experiencias de transicion entre los principios de las ciencias puras
acerca del desarrollo humano y sus aplicaciones pedagdgicas; también estrategias y
procedimientos de ensefianza en contraposicién de la solucion de problemas en el aula.

La familia y el contexto crean disposicion de una persona para aprender una asignatura o
disciplina, Florez (1994) indica la labor del pedagogo y de algun modo del profesor:

[E]l pedagogo debe acoger y definir los contenidos, experiencias, lenguaje y
metodologias mas compatibles y productivos para la ensefanza de nuevos
conocimientos, y el clima interpersonal y social que asegure mejores efectos
educativos para el desarrollo de la personalidad y creatividad del alumno (p. 88).

Como lo comenta Florez (1994, p. 88) Bruner consideré que un tema puede ser explicado a
cualquier persona siempre y cuando, se represente la estructura del tema en funcién de
cdmo piensa el sujeto. Al pasar de los anos las representaciones se hacen mas poderosas.
Los adolescentes y los nifios tienen ventaja sobre los adultos, pues ellos extraen elementos
de su estructura cognitiva para aprender algo nuevo a nivel abstracto y I6gico-formal; pero
deben atenderse sus lagunas generadas en los ciclos escolares ante la desarticulacion con
la vida sociocultural del entorno escolar.

A los epistemdlogos también les preocupa el contexto de ensefianza, sobre todo a aquéllos
que lo prefieren como objeto de reflexion tal es el caso de Piaget, Kuhn y Bachelard como lo
menciona Florez (1994, p. 89). Para Kuhn los cientificos se forman en la resoluciéon de
problemas. El aprendizaje es una invitacion a realizar transformaciones sobre los datos o
estimulos que el sujeto recibe. La estructura cognitiva no es estable y deberia acomodarse a
nuevas formas de produccion interior. Muchos estudiantes se quedan en el nivel egocéntrico,
piensan que los objetos se mueven en la direccion en que se les empuja aunque se muevan
en otra direccion. El sentido comun como diria Bachelard es un obstaculo epistemoldgico,
ademas se hace un uso incorrecto de analogias en el lenguaje. La misma instruccion
cientifica mantiene aislados los conocimientos, los jévenes no pueden enlazar un concepto
previo con el anterior.
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Debe entenderse que los profesores de matematicas requieren conocimientos pedagoégicos,
deberian de comprender que una disciplina hermenéutica es la pedagogia y como tal
pretende la comprensién de la interaccion entre el contexto del aprendiz y el contexto de la
ensenabilidad, tal y como lo comenta Florez en su pagina 105.

Muchos de los errores de razonamiento son atribuibles a la falta de discriminacion entre
conceptos. Las estrategias de pensamiento cientifico, bajo la guia del profesor, se
transforman en estrategias de aprendizaje cuando se parte de situaciones compartidas de
modo que se hagan preguntas relevantes.

n erenc !
conceptos eneralizacion) nuevos fenémenos)

inq- . Estrategia 2: Interpretacion de Estrategia 3: Aplicacion de
Estrategial: Formacion de I | datos (inferenciay I | principios (y explicacion de
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Enumeracién y listado de Identificacion de dimensiones y Dt it Fase 1
observaciones ; hipétesis, prediccion de
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Agrupamiento de categorias. Explicacion de las dimensiones de las predicciones e
y relaciones. hipotesis.
Nombramiento . . Verficacién de las Fase 3
Hacer inferencias predicciones.

Diagrama 2.1. Modelo inductivo de Taba (Florez, 1994, p. 94)

El modelo inductivo de Hilda Taba propone tres tareas del pensar, los jovenes encuentran
preguntas estimulantes que les introducen a un tema- problema. Para Florez (1994) la
secuencia de actividades es la sintaxis de las estrategias pedagdgicas, el profesor provoca
aprendizajes “de acuerdo con la fase por la que atraviesa el estudiante en su tarea de
aprender a pensar” (p. 93).

Clifton Chadwick presenté una estrategia cognitiva que presenta “una forma deductiva
basada en investigaciones de procesamiento semantico adelantadas por Greeno” (Florez,
1994, p. 94). Florez lista seis pasos esenciales que son:

1. ldentificar claramente el problema a resolver y representarle detalladamente.

2. Generar alternativas de respuesta.

3. Seleccionar logicamente las alternativas que prometen mas en lo referente a la
solucion del problema.

4. Confrontar o ensayar las alternativas seleccionadas.

5. Supervisar el proceso de solucién “a la luz de la Jretroalimentacion™ (Florez, 1994, p.
94).

6. Evaluar la alternativa escogida segun criterios.

Chadwick propone hallar una estrategia y evaluar si el problema propuesto puede ser
resuelto como un caso particular de problemas ya resueltos. Taba propone formar categorias
de conceptos relacionados, inferir relaciones entre las categorias y elaborar una hipétesis
que permita justificar la resolucion del problema propuesto que pertenece al conjunto de
problemas estudiado.

22



2.2. APRENDIZAJE COOPERATIVO EN EL AULA.

De acuerdo con Camelo, Garcia, Castillo y Merchan (2009) una estrategia es “un
procedimiento organizado, formalizado y orientado a la obtenciéon de una meta claramente
establecida” (p. 110). Para Eggen y Kauchak en 2005 el aprendizaje cooperativo es un
modelo de ensefianza formado por estrategias que persiguen que un grupo de individuos
construyan conocimiento al compartir y ampliar la informacién que poseen de un tema. “El
aprendizaje cooperativo es definido por un conjunto de procesos que ayudan a las personas
a interactuar para lograr una meta especifica o desarrollar un producto final, por lo general
ambos relacionados directamente con un contenido” (del Valle y Lépez, 2003, p. 4).

Molano en 2006 indicé que el trabajo cooperativo permite aprender a los seres humanos a
trabajar con otros semejantes como lo narran Camelo et al. (2009, p. 110). ;Por qué es
importante el aprendizaje cooperativo? ;Por qué aprender a trabajar juntos? En 1996
Jacques Delors desde la UNESCO sefald que “la educacion es un proceso permanente que
debe orientarse al desarrollo de potencialidades” (Camelo et al., 2009, p.110). En la
Declaracion Mundial sobre la Educacién Superior para el siglo XXI, la UNESCO de 1998
propuso cuatro pilares basicos para la vida: aprender a ser, aprender a convivir, aprender a
aprender y aprender a hacer. Estos pilares no se restringen al nivel educativo Superior, es
importante que los estudiantes les desarrollen para adquirir valores, habilidades, actitudes y
conocimientos a lo largo de su vida.

Partiendo de la tendencia educativa de realizar trabajo orientado por un profesor que
coordina a un grupo de estudiantes en clase, del Valle y Lépez (2003) distinguen entre dos
enfoques para este propdsito, el enfoque cooperativo y el enfoque colaborativo. En ambos
enfoques los grupos de trabajo son heterogéneos porque hay diversidad étnica, de género y
distintos niveles cognitivos en los integrantes. Basicamente la diferencia entre ambos
enfoques para estos autores estriba en el rol del docente y la forma en que se realizan las
estrategias de aprendizaje.

En el enfoque cooperativo el docente dirige y controla actividades individuales y por equipo;
mientras que en el enfoque colaborativo, el profesor es un mediador que primeramente
orienta al equipo en la busqueda de informacion y luego, promueve que sus miembros
compartan experiencias y conocimientos. El enfoque colaborativo se usa para solucionar
problemas, comunicacion de ideas y presentacion de proyectos. En este enfoque, la
autoridad del profesor es compartida con los equipos, se “descarta la idea de que para
aprender es indispensable seguir las concepciones de alguien mas competente” (del Valle y
Lopez, 2003, p. 3) y se presenta una distribucion equitativa del conocimiento entre el docente
y los equipos de estudiantes.

¢, Por qué es importante el aprendizaje en grupos cooperativos? Los trabajos mejor
remunerados siempre estan asociados a las habilidades interpersonales, pues se debe
“conseguir que los demas cooperen, guiarlos, enfrentarse a los complejos problemas
relacionados con el poder y la influencia y ayudar a la gente a resolver sus problemas para
trabajar con otros” (Johnson y Johnson, 1999, p. 30). No hay evidencia estadistica en
México, pero en Estados Unidos de América un estudio datado en 1982 comentd que el
90% de los despidos no se debian a falta de habilidades técnicas sino a relaciones
interpersonales pobres como lo reportaron Johnson y Johnson en 1989 (1999, p. 30).
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El equipo de investigacion encabezado por Johnson y Johnson elabord conclusiones en
cuanto al rendimiento de los estudiantes cuando trabajan en situaciones de aprendizaje
cooperativo que son:

Rendimiento académico. Una situacion de aprendizaje cooperativo es superior a una
situacion individualista o competitiva si las tareas no son simples 0 mecanicas.
Relaciones socioafectivas. Se incrementa el sentimiento de solidaridad y ayuda
mutua entre los integrantes de un grupo de trabajo. Se da un incremento de la
autoestima.

Tamano del grupo y productos de aprendizaje. Trabajan mejor los grupos de a lo mas
seis integrantes y requieren un producto final.

En su articulo, Herreid (2007) destaca cinco elementos clave del aprendizaje cooperativo.

Interdependencia positiva. Para que un equipo funcione requiere dos cosas, una tarea
clara y un objetivo grupal, la tarea exigira que todos trabajen para completar el trabajo.
“[Dleben cooperar o fallar, porque la tarea es demasiado compleja consume tiempo
para hacerla en solitario” (p. 128).

Rendicién de cuentas a nivel individual y grupal. El equipo como un todo debe valorar
el logro de sus objetivos e individualmente cada integrante debe rendirse cuentas
sobre sus contribuciones. No es valida una especie de sabotaje entre los integrantes
del equipo.

Interaccién promotora. Hace referencia a la comparticion de recursos y la
retroalimentacion entre pares dada a través de conclusiones desafiantes. Los
estudiantes deben actuar de manera confiable, procurandose. éxito mutuo. Es
aconsejable que los grupos de aprendizaje trabajen en clase.

Habilidades interpersonales y de grupos pequefos. “La gente debe ser ensefada a
trabajar en grupos. El liderazgo, la toma de decisiones, la construccién de confianza, la
comunicacion y la gestion de conflictos son habilidades que tienen que ser ensefiadas
justo como precisamente y a proposito son ensefiadas las habilidades académicas”
Johnson, Johnson y Holubec (como se cita en Herreid, p. 128).

Procesamiento de grupo. Los estudiantes deberian ser capaces de evaluar el
funcionamiento de su equipo y arreglar desajustes internos. En opinién de Herreid
aquellos grupos que trabajan bien por largos periodos resuelven sus conflictos internos
por si mismos.

Por su parte Camelo et al. (2009) senalan como principios del aprendizaje cooperativo la
interdependencia positiva, el principio de contradiccion y el de corresponsabilidad. Lo
interesante es el desarrollo de intereses comunes entre los estudiantes que desarrollan
estrategias de aprendizaje cooperativo. El compromiso individual debe ser coherente con las
recompensas obtenidas y con los roles que desempefaran los estudiantes en el grupo
cooperativo. Ademas, se dan dos niveles de interacciones interpersonales, el primer nivel
esta formado solo por los estudiantes y el segundo por los estudiantes y los docentes. En
ambos se requieren habilidades sociales para la escucha activa, la comunicacion y la
valoracién de lo que el otro piensa.
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2 .2. 1 GRUPO DE APRENDIZAJE COOPERATIVO.

Cualquier grupo de aprendizaje es “una coleccion de personas que interactuan entre si y que
ejercen una influencia reciproca” Schmuck y Schmuck (como se cita en Diaz Barriga y
Hernandez, 2002, p. 102). Entre los miembros de un grupo de aprendizaje la interaccion que
debe darse entre las personas para que aprendan un contenido especifico se llama
interaccion educativa y ésta persigue objetivos mas o menos definidos en una tarea de
aprendizaje como lo mencionaron Coll y Solé (como se cita en Diaz Barriga y Hernandez, p.
103). Al interior de un grupo se presentan situaciones relacionadas con el estilo de liderazgo,
manejo de expresiones afectivas, nivel de logro y recompensa alcanzados. Las habilidades
sociales de los profesores y estudiantes estan en juego en las estrategias que persiguen un
aprendizaje en grupo.

Diaz-barriga y Hernandez (2002, p. 107) comentan que Slavin definid una estructura de
aprendizaje como aquella donde intervienen tareas a realizar, una estructura de autoridad y
otra estructura para recompensar a los estudiantes. La estructura de autoridad es el grado
de autonomia de los estudiantes para decidir y organizar sus tareas. La estructura de
recompensa varia en la tipologia de interdependencia establecida entres los integrantes de
un grupo de trabajo. Para Diaz Barriga y Hernandez (2002) “[E]n el aprendizaje cooperativo
los resultados v,..., las recompensas, son beneficios tanto para si mismos como para los
miembros restantes” (p. 107).

Diaz Barriga y Hernandez (2002) analizan las estructuras de aprendizaje en el aula. Sefialan
que en una estructura de aprendizaje individualista no hay objetivos comunes entre los
estudiantes, el logro de aprendizajes depende de la capacidad y esfuerzo propios. Por otra
parte, en la estructura de aprendizaje competitiva, los resultados del aprendizaje son
desiguales y los compafieros de clase actian como rivales, de hecho el beneficio parece ser
un perjuicio ajeno como lo comentan: “[e]l alumno obtiene una mejor calificaciéon cuando sus
compaferos han rendido poco” (p. 108).

En estas estructuras de aprendizaje, los estudiantes con dificultades para aprender perciben
una estratificacion social en el aula que les lleva a pensar que son incapaces de aprender, “a
descalificar las ideas u opiniones de otros, y terminan desarrollando conductas muy poco
solidarias y actitudes competitivas irracionales” (p. 105); de hecho quieren participar menos
con tal de que todo el grupo no participe.

Finalmente, se pretende generar equidad en el ambito educativo a través de grupos de
trabajo cooperativo. No se persiguen grupos de pseudoaprendizaje donde priva la
desconfianza mutua y la competencia entre sus miembros o bien, grupos tradicionales de
aprendizaje donde no hay disposicién de ayudar al otro, cada quien se hace responsable de
lo que le corresponde.

Los grupos de clase son informales, cuando los estudiantes estan reunidos en una sesion,
donde el profesor les ensefia directamente una demostracién, con las pretensiones de
generar expectativas de aprendizaje o cerrar un tema. Un grupo formal trabaja en la
consecucidon de un objetivo de aprendizaje durante una o0 mas sesiones, sin mayores
compromisos. En cambio, los grupos cooperativos pretenden relaciones estables vy
responsables entre sus miembros, de tal manera que se ayuden y apoyen entre ellos, en el
afan de que todos aprendan.
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Los investigadores del aprendizaje cooperativo Johnson y Johnson (1999), propusieron tres
condiciones para que los grupos cooperativos funcionen: que los participantes sean
positivamente interdependientes; que interactien presencialmente [sin medios electronicos],
que compartan recursos de informaciéon y que surja retroalimentacion entre ellos; y
destrezas colaborativas y de procesamiento grupal. Estas condiciones requieren la
promocion del docente y el involucramiento en tareas de aprendizaje cooperativo de los
estudiantes.

2. 2.2 TEORIAS QUE SUSTENTAN AL APRENDIZAJE COOPERATIVO.

Como lo narran Johnson y Johnson (1999), el aprendizaje cooperativo tiene sus origenes en
el Talmud hebreo, este libro contiene reflexiones de la comunidad judia sobre temas
religiosos, es ejemplo de una tradicién oral que complementa al libro sagrado del judaismo.
En el caso de los Estados Unidos de América, durante las ultimas tres décadas del s. XIX,
Francis Parker siendo inspector de escuelas en Massachusetts, implementd procedimientos
de aprendizaje cooperativo. Mas tarde, en 1924 John Dewey en su método educativo
“promovid el uso de los grupos de aprendizaje cooperativo” (Johnson y Johnson, 1999, p.
15). Conforme la teoria constructivista, fue apoyada en el ambito pedagdgico surgieron
estrategias encaminadas al desarrollo del aprendizaje individual a través del grupo de pares;
aunque estos equipos de trabajo en el aula podian ser grupos de pseudoaprendizaje o
grupos tradicionales como lo han mencionado Diaz Barriga y Hernandez (2012, p. 109).

En la década de los cincuenta del s. XX comienzan los estudios naturalistas sobre
situaciones individualistas, con la incursién del aprendizaje por descubrimiento de Bruner de
1960-1969 como lo mencionan Johnson y Johnson (1999, p. 7) surgen simposios como el de
Nebraska en 1962, donde se analizan fenbmenos como la cooperacion y la confianza, hasta
llegar a las investigaciones realizadas por David Johnson y sus colegas en 1970. Son tres
las perspectivas teodricas que han guiado este desarrollo: la interdependencia social, la
evolutiva-cognitiva y la conductista.

La teoria de la interdependencia social tiene sus origenes en la Gestalt con Kurt Koffka,
quien “sugirié que los grupos eran conjuntos dinamicos en los que la interdependencia entre
sus miembros podia variar” (Johnson y Johnson, 1999, p. 8). Como lo mencionan Johnson y
Johnson (1999) Kurt Lewin concibidé al grupo como un todo dinamico al cual una tension
puede motivarlo hacia el logro de un objetivo y por su parte, Morton Deutsch formulé hacia
finales de la década de los afios cuarenta del siglo XX una teoria de la cooperacién y la
competencia; asi pues la cooperacion es la interdependencia positiva y la competencia es la
negativa.

La perspectiva evolutiva cognitiva en el aprendizaje cooperativo tiene sus raices en los
trabajos de Piaget y Vygotsky como lo mencionan Johnson y Johnson (1999, p. 9). En el
caso piagetano, tal como lo describen Johnson y Johnson “cuando las personas cooperan en
su medio, surge el conflicto socio-cognitivo que crea desequilibrio cognitivo, que a su vez
estimula la capacidad de adoptar puntos de vista y el desarrollo cognitivo” (Johnson vy
Johnson, 1999, p. 9). En el trabajo cooperativo un estudiante se desarrolla intelectualmente
al conocer y conciliar los puntos de vista de sus compareros sobre un tema con el suyo. La
teoria evolutiva cognitiva propone lo mismo que la teoria de la controversia, esta ultima
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propone pasos esenciales para confrontar puntos de vista sobre un tema entre pares que
son:

[L]a organizacion de lo que ya se sabe en una posicion, la defensa de esa posicion
ante alguien que sostiene la posicidon contraria, el intento de refutar la posicion
opuesta y defender la propia de los ataques del otro, la inversion de perspectivas para
poder ver el tema desde ambos puntos de vista simultaneamente y la creaciéon de una
sintesis en la que todos estén de acuerdo. (Johnson y Johnson, 1999, p. 9).

En la teoria vygotskyana, el conocimiento se construye a partir de relaciones sociales. Para
Camelo et al. “las estructuras mentales, los procesos psicolégicos superiores y la zona de
desarrollo préximo se construyen mediante la interacciéon social” (2009, p. 114) La zona de
desarrollo proximo implica que el desarrollo real de un individuo mejora al convivir con
alguien mas experimentado que le guie en el tema; el sujeto con experiencia acerca al sujeto
inexperto a su desarrollo potencial.

Entre los aportes constructivistas que posee el aprendizaje cooperativo se encuentra el
aprendizaje significativo de Ausubel que propone estrategias favorecedoras de la interaccion
entre docentes y estudiantes para construir conceptos, tal y como lo comentan Camelo et al.
(2009, p. 114).

Como lo mencionan Diaz Barriga y Hernandez (2002, p. 129) el aprendizaje cooperativo es
un cuerpo tedrico cuestionado, en primer lugar se consideran trabajos atedricos las
investigaciones de Deutsch y la teoria de Kurt Lewin; en segundo lugar los hermanos
Johnson y Slavin se han enfrentado, al comparar los logros obtenidos por aprendizaje
individualizado y los aportados por el aprendizaje significativo y por ultimo, no se sabe si
realmente los estudiantes son beneficiados en su aprendizaje al trabajar en grupos formales;
aunque la formacion de grupos heterogéneos es la mas aconsejable para implementar
estrategias de aprendizaje cooperativo.

¢,Cual es la relaciéon entre el aprendizaje cooperativo y el pensamiento critico? De acuerdo
con las investigaciones realizadas por Spurlin, Dansereau, Larson, Brooks, O‘Donnell,
Hythecker, Lambiotte y Rocklin (como se cita en Johnson y Johnson, 1999, p. 22) en 1984,
los estudiantes de los grupos cooperativos recurrian a la estrategia de elaboracion, es decir,
integraban la nueva informaciéon con los conocimientos previos que tenian, lo que produce
que se desempefien en un nivel superior. Herreid (2007) comenta que las estrategias de
aprendizaje cooperativo favorecen habilidades del pensamiento como son: analisis, sintesis
y evaluacion.

Como lo comentan Johnson y Johnson (1999, p. 22) McKeachie en 1998, concluyd que en la
mejora de las habilidades de pensamiento los estudiantes deben discutir entre ellos y
verbalizar estrategias y métodos que estimulen el desarrollo de la metacognicion; ademas el
docente debe enfatizar los métodos y procedimientos de resolucion de problemas en
diversos ejemplos. También Johnson y Johnson (1999, p. 23) sefalaron que para DiPardo y
Freedman en 1988 las parejas de estudiantes en estrategias de aprendizaje cooperativo
favorecen las actividades escritas de nivel superior.
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2.2.3 BARRERAS A VENCER PARA EL APRENDIZAJE COOPERATIVO

Herreid (2007) comenta las dificultades que halld6 para implementar estrategias de
aprendizaje cooperativo en el nivel educativo superior de EE UU. Las clasific6 como barreras
para el aprendizaje cooperativo en profesores, estudiantes y barreras administrativas.

Barreras para los profesores

La mayoria de los docentes universitarios en el area de ciencias:

o Desconocen las estrategias de aprendizaje cooperativo y las rechazan por considerar
que son propias para los profesores de niveles escolares preuniversitarios.

e Exponen el tema o hacen lecturas grupales, no estan acostumbrados a responder
pequenas preguntas, por lo cual la guia de una discusion no es una habilidad en ellos.

o No saben gestionar el trabajo de varios grupos.

o No quieren gastar tiempo revisando otros métodos de ensefianza. El uso de pruebas
estandarizadas se dificulta por las demandas del pensamiento critico del aprendizaje
cooperativo en los estudiantes.

Ante la negativa por usar estrategias de aprendizaje cooperativo, Herreid narra lo sucedido
en la Universidad McMaster en Hamilton, Ontario. En esta institucion se trabajaba el método
de aprendizaje basado en la resolucion de problemas y los estudiantes de Medicina tuvieron
lagunas de aprendizaje, dichas lagunas fueron llenadas rapidamente durante la residencia.
Los estudiantes aprendieron a encontrar informacion y a analizarla.

Herreid (2007, p. 134) comenta que algunos expertos como Kegan insisten en que no se
puede calificar a un grupo y prefieren calificar pruebas individuales. Los detractores de la
calificacion grupal consideran que el estudiante trabaja en grupo por un interés solamente
personal. De acuerdo con Herreid (2007, p. 131) otra escuela de pensamiento considera que
el trabajo en grupo debe ser una parte de la nota individual para incentivar a los estudiantes.
Los proyectos del grupo simplifican la correccion de los trabajos a los profesores. Ante el
problema de una evaluacion este autor aconseja la coevaluacién, es decir, entre los propios
estudiantes se elaboran juicios sobre el valor de sus desempenos durante una tarea grupal.

Herreid (2007) comenta que los profesores jovenes en EE UU no dejan la ensefanza
tradicional por temor a cierto rechazo. En Colombia, Camelo et al. (2009) realizaron un
estudio etnografico con tres grupos de profesores: quienes estrictamente trabajan
aprendizaje cooperativo, quienes trabajan estrategias afines y quienes promueven
estrategias colaborativas en su clase; su investigacion les permitié hallar “una contrapuesta
al trabajo en grupo tradicional y...una forma alternativa de cualificacion de las practicas de
trabajo en grupo” (p. 119). Estos autores confirmaron que la interdependencia positiva debe
ser previa a la clase a través de lecturas que realizan los estudiantes. En opinién de ellos los
estudiantes universitarios colombianos participantes en el estudio asumieron un rol activo y
reflexivo sobre su propio aprendizaje.

Para Camelo et al., ante la puesta en marcha de estrategias de aprendizaje con grupos
formales o informales aunque no haya fundamentacién tedrica en el aprendizaje cooperativo,
debe resignificarse el rol docente, crear comunicacion efectiva e interdependencia positiva, y
ademas los estudiantes deben hacerse responsables de su formacion y la de sus
companeros.
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Un problema manifestado por Herreid (2007) es la cobertura del plan de estudios a través de
estrategias de aprendizaje cooperativo. Este autor comenta que la metodologia de
investigacion de los estudios de caso que suele usarse en psicologia y medicina, en cuanto a
docencia plantea la dificultad de definir la secuencia de casos a estudiar, como lo comenta
en la pagina 131. Por supuesto que otro detalle es el tamano del grupo de clase. La mayoria
de las investigaciones se han realizado con grupos de a lo mas treinta estudiantes. No lo
manifiesta pero dividir a un grupo extenso en secciones es lo mas aconsejable para que las
estrategias de aprendizaje cooperativo funcionen.

¢, Por qué el aprendizaje cooperativo se puede usar en Matematicas? Como comenta Herreid
(2007) en la pagina 127, las investigaciones realizadas por Johnson y Johnson de 1989
arrojaron que los estudiantes adquirieron mas conocimiento en tareas que requieren
habilidades matematicas y verbales, cuando éstas son realizadas con estrategias de
aprendizaje cooperativo frente a la realizacién en estructuras de aprendizaje competitivas o
individualistas. Este autor y profesor propone que los profesores compartan sus estrategias y
que investiguen sobre el aprendizaje cooperativo en sus departamentos dentro de la
institucion educativa a la cual pertenecen.

Herreid no menciona las habilidades sociales del docente o aquellas que deberian
desarrollar los estudiantes; sin embargo manifiesta que la conferencia es muy socorrida por
profesores decanos y nuevos, también comenta que el ego del profesor le causa problemas,
se resiste a probar nuevas estrategias porque considera que es bueno en su trabajo
tradicional.

Barreras para los estudiantes.

e Los estudiantes no reconocen que ellos deben ser responsables de su aprendizaje y
piensan que el profesor holgazanea por pedirles que realicen estrategias de aprendizaje
cooperativo.

e Los estudiantes de ciencias estan acostumbrados a la ensefianza tradicional; “aunque
las conferencias sean desorganizadas y aburridas, los mejores alumnos en Ciencias se
sienten atraidos por el tema y tienen fe en que a largo plazo las cosas se pondran mejor”
(Herreid, 2007, p. 132).

e Entre los odontdlogos y médicos hay un gran escepticismo hacia el aprendizaje
cooperativo, quizas esto se deba a las calificaciones que han obtenido con el método
tradicional.

e lLos estudiantes de ciencias sociales reciben con mas entusiasmo el aprendizaje
cooperativo.

¢ A los alumnos no les gusta sentirse parte de un experimento, si perciben inseguridad en
el docente le culpan de los problemas ocurridos en una sesion vy, claro, también culpan a
las estrategias de aprendizaje cooperativo.

e La competencia provoca que los jévenes universitarios padezcan estrés en los primeros
afios de su licenciatura; quieren un buen sitio en el escalaféon general. Al enfrentarse a
estrategias de aprendizaje cooperativo sienten que sus compaferos de clase se
aprovechan de sus logros.

Herreid (2007) comenta que quizas buenos estudiantes renuncian al aprendizaje cientifico
por una clase aburrida. También sefiala los futuros problemas que enfrenta un docente en su
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interaccion con los estudiantes durante las estrategias de aprendizaje cooperativo, en primer
lugar la persona dominante, después el timido que no participa y finalmente las luchas de
poder dentro de los grupos.

Barreras administrativas.

¢ Quejas de estudiantes enojados con las nuevas estrategias con altos funcionarios de la
Escuela.

e Por razones presupuestarias los grupos pequefios que facilitan el aprendizaje
cooperativo son mal vistos. El profesor debe gestionar secciones de grupos grandes
para trabajar en laboratorios o usar las estrategias de aprendizaje cooperativo en
auditorios.

e La ensefianza merma el tiempo de trabajo de un investigador. Los catedraticos
requieren de tiempo para escribir documentos de investigacion que los promuevan en su
trabajo. El tiempo dedicado a revisar y corregir trabajos, supervisar equipos y crear
materiales didacticos les impide hacerlo.

Ante las barreras Herreid (2007) senala que el aprendizaje cooperativo es importante para
reducir el alto indice de reprobacién de algunos cursos y como profesor no deposita su
confianza en las pruebas estandarizadas, considera que no proporcionan medidas exactas
del aprendizaje de pensamiento critico en los estudiantes. Por ultimo sefala que los
estudiantes asisten a las clases porque se sienten comprometidos con sus companeros y
con ellos mismos. En este sentido Janke en 1980 como lo mencionan Johnson y Johnson
(1999, p. 31) descubrié que la asistencia a clase de jovenes con problematicas emocionales
aumenta si la clase tiene estrategias de aprendizaje cooperativo.

Cruz (2003) menciona cuatro razones de Karl Smith para apoyar al aprendizaje cooperativo
en la ensefianza de las Matematicas y la Ingenieria, sélo se rescatan tres de ellas:

1. La persona al organizar, resumir, elaborar, justificar y explicar; aprende porque realiza
trabajo conceptual.

2. Los alumnos adquieren mayor aprendizaje si trabajan en cosas que les gustan.

3. “Cuando el aprendizaje es informal y social, se enfoca en problemas significativos, se
crea un conocimiento interno. Ese conocimiento interno es una parte importante al
llegar a ser miembro de una comunidad de practica” (p. 8).

La razén mencionada por Smith y argumentada por Cruz (2003) fue omitida porque no esta
suficientemente fundamentada la relacién de proporcionalidad directa entre el tiempo
invertido en tareas en grupo con respecto del aprendizaje de los estudiantes. Ademas el
trabajo duro es un término que Cruz no definié explicitamente.

El grupo es un ente muy importante, su capacidad para auto gestionarse puede llevar al éxito
o al fracaso; sin embargo en el caso de la ensefianza de las matematicas se tiene un
ejemplo de la importancia del trabajo en grupos formales:

Uri Treisman (1985), pionero en la ensefianza de calculo en grupos de la Universidad
de California-Berkeley. El se dio cuenta que los estudiantes Afro-Americanos
reprobaban calculo en su primer afio en una tasa mas alta que otras minorias; mientras
que los estudiantes Asiatico-Americanos superaban a todos los demas. El encontré que
los estudiantes Afro-Americanos tendian a trabajar solos, mientras que los estudiantes
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Asiatico-Americanos tendian a estudiar en grupos. Cuando Theisman [sic] establecid
grupos de estudio para los estudiantes Afro-Americanos, su ejecucién mejord
espectacularmente. (Herreid, 2007, p. 128).

Sin embargo Diaz Barriga y Hernandez (2002) comentan tres obstaculos del aprendizaje
cooperativo:

¢ Falta de consenso sobre el beneficio para todo tipo de estudiantes,
e Ventajas de la productividad grupal en contraste con el aprendizaje individual,
e Polémica de la relacion entre la eficacia y las recompensas.

Como lo mencionan Diaz Barriga y Hernandez (2002, p. 129) para Slavin la
interdependencia esta relacionada con la estructura de incentivos basada en cuatro
principios:

Las tareas deben requerir la acometida conjunta de los estudiantes.
Recompensas idénticas para todos los integrantes del equipo.

Las recompensas no deben basarse en medida del rendimiento global del grupo.
Igualdad de oportunidades para trabajar por el éxito del equipo.

2.2.4 DISENO DE SITUACIONES DE APRENDIZAJE COOPERATIVO

De acuerdo con Camelo et al. (2009) un profesor al elaborar la planeacion de estrategias de
aprendizaje cooperativo debe considerar un “proceso sobre el que los estudiantes
construyen hipétesis, discuten y disciernen sobre conceptos de su interés” (p. 114).

Como lo comentan Diaz Barriga y Hernandez (2002, p. 117) el docente debe trabajar con
dos tipos de objetivos, los académicos y los encaminados a desarrollar la colaboracion entre
los estudiantes. Autores como Sapon y Levin en 1999 comentaron que el éxito de
situaciones cooperativas de aprendizaje esta dado por los vinculos entre el aprendizaje
cooperativo con el curriculo escolar y con la creacién de aulas justas e inclusivas (como se
cita en Diaz-Barriga y Hernandez, 2002).

El Centro de Aprendizaje Cooperativo de la Universidad de Minnesota (como se cita en Diaz
Barriga y Hernandez, 2002, p. 116) propuso dieciocho pasos para estructurar la ensefianza
en situaciones cooperativas, se sefalan seis que son considerados claves para lograr éxito
en el disefio de clases en entornos cooperativos:

Planear materiales de ensefanza para promover la interdependencia,
Asignar roles para asegurar la interdependencia,

Explicar la tarea académica,

Monitorear la conducta de los estudiantes,

Proporcionar un cierre a la leccion y

Valorar el funcionamiento del grupo de clase.

En cada equipo se requieren ocho roles descritos por Johnson, Johnson y Holubec autores
comentados por Diaz Barriga y Hernandez (2002, p. 119) de los cuales los mas interesantes
son:
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Observador. Vigila la participacion de todos.

Mensajero. Consigue materiales para el equipo es su vocero ante otros equipos.
Entrenador. Corrige los errores de los resumenes de los integrantes del equipo.
Compendiador. Resume las conclusiones del equipo.

Secretario. Redacta el reporte de trabajo.

Animador. Refuerza las contribuciones de cada integrante.

El docente para realizar efectivamente su labor en situaciones de aprendizaje cooperativas,
de acuerdo con Woolfolk autor comentado por Diaz Barriga y Hernandez (2002, p. 122)

debe:

Reconocer los puntos de vista de sus estudiantes.

Esforzarse por comprender las ideas de sus estudiantes.

Explicar la necesidad de restricciones en el trabajo dentro del aula.

Fomentar la iniciativa personal de sus estudiantes.

Evitar la critica negativa, el control aversivo o la coercion, ante los desempefios
deficientes de los estudiantes.

2.2.5. ESTRATEGIAS DEL APRENDIZAJE COOPERATIVO.

De las diferentes estrategias para realizar situaciones de aprendizaje cooperativo, se
retoman aquellas que persiguen un analisis de materiales escritos, para que los estudiantes
puedan explicarse unos a otros los contenidos matematicos a aprender. Las estrategias
seleccionadas son:

Jigsaw. Sus autores son Aronson, Stephan, Sikes, Blaney y Snapp como lo comentan
Goikoetxea y Pascual (2002, p. 236). En esta estrategia se trabaja con equipos
heterogéneos de seis integrantes. El tema a tratar se divide en seis partes como un
rompecabezas, de modo que los estudiantes requieren las otras cinco partes para
entender el tema. Asi pues, un estudiante se convierte en experto al trabajar con
miembros de otros equipos a los que se les asigné el mismo tema. Al regresar a sus
equipos, los estudiantes se turnan para ensefiar su parte. Las calificaciones son
individuales y se basan en un examen del tema.

Jigsaw II. El costo del material para cada parte dificulta la implementacion del Jigsaw,
0 bien, no es posible seccionar el tema, o que los alumnos se vuelvan expertos en él.
En estas circunstancias, Slavin en 1986 como lo comentan Goikoetxea y Pascual
(2002, p. 37) hizo las siguientes adecuaciones: los estudiantes trabajan en equipos
de 4 6 5 integrantes; el profesor prepara el tema, con la posibilidad de cortar textos,
afnadir informacion o escribir material nuevo, segun lo requiera; la tarea es grupal;
todos los alumnos leen el tema completo, pero a cada miembro del equipo se le
proporciona un subtema sobre el que debe ser experto; los estudiantes discuten los
subtemas en grupos de expertos, y luego regresan a sus equipos para ensefar su
parte. Como lo indican Goikoetxea y Pascual (2002) “[l]a recompensa, al contrario
que en Jigsaw original, es grupal, en base a la suma de las puntuaciones obtenidas
por los miembros del equipo en un examen individual sobre el tema completo” (p.
237).
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STAD [Student Teams Achievement Divisions] Su autor es Robert Slavin como lo
comentan Goikoetxea y Pascual (2002), dichos autores explican que la estrategia
consta de equipos heterogéneos de cuatro o cinco integrantes, al igual que en
Learning together donde el docente expone una leccién y permite que los
estudiantes, en otro lapso de tiempo, se ayuden a dominar el material proporcionado.
Diaz Barriga y Hernandez (2002, p. 123) comentan que el material académico
dividido en lecciones es otorgado al equipo y ellos deben asegurarse que todos los
miembros dominen dicho material. Por otra parte, del Valle y Lépez (2003) comenta
que cada integrante estudia el material de la clase y “ayuda a sus compareros a
aprender con explicaciones, debates o ejercicios” (p. 6). Como se evalua?
Goikoetxea y Pascual comentan que “[l]a recompensa es grupal, dependiendo del
grado en que cada uno de los miembros del equipo haya mejorado su calificacién
respecto a la anterior calificacion en un examen individual” (2002, p. 237); por otra
parte Cruz explica:

Se aplican examenes individuales y sus calificaciones se comparan con sus
propios promedios pasados, y se otorgan puntos basados en el grado en que
los estudiantes puedan alcanzar o exceder sus ejecuciones anteriores, estos
puntos se suman y forman calificaciones por equipo. (2003, p. 8).

El estudiante compite consigo mismo y todo el equipo recibe beneficio del interés de
los integrantes.

TGT [Teams Games Tourmaments]. Sus autores son DeVries, Edward y Slavin como
lo comentan Goikoetxea y Pascual (2002). Esta estrategia es similar a la estrategia
STAD, pertenece junto con la estrategia STAD a un grupo de estrategias conocido
como STL [Student Team Lerning]. ¢ Cual es su diferencia con STAD? En ésta se
sustituyen los examenes por torneos académicos semanales. Como lo mencionan
Goikoetxea y Pascual (2002, p. 238): “Estos consisten basicamente en responder a
preguntas, escritas en fichas dentro de una caja, sobre la leccién presentada por el
profesor y trabajada por cada alumno en sus correspondientes equipos”. Cada
integrante compite con miembros de similar nivel de rendimiento en los otros equipos,
para obtener puntos para su equipo. El ganador tiene 6 puntos, el segundo lugar 4 y
el tercero 2. Con ésta estrategia se proporciona a todos los miembros del grupo
iguales oportunidades de contribuir en la puntuacion grupal.

Otras estrategias que complementan a las investigadas en la Universidad de Minnesota son
las propuestas por Diaz Barriga y Hernandez (2002, p.126). Entre ellas se destacan:

e Lluvia de Ideas. Para que esta estrategia tenga eficacia, deben cuidarse los
siguientes aspectos:

= El problema a resolver debe tener varias opciones de solucién y los estudiantes
deben poseer conocimientos previos para fundamentar sus propuestas.

= El grupo debe generar propuestas de solucién.

» Los estudiantes pueden modificar una propuesta que no es suya.
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= Las propuestas deben registrarse en el pizarron o enviarlas por correo electronico
por el secretario del grupo, de forma que todos tengan acceso a ellas.
= Las propuestas se evalian en una sesion distinta a la de resolucion.

El docente debe evitar censura o descalificacién entre los participantes y modificar algunas
ideas o poner en consideracion otras caracteristicas del problema. También debe solicitar a
los estudiantes ideas poco usuales.

e Discusién guiada. Cooper dice que la discusion en el aula es “un procedimiento
interactivo a partir del cual profesor y alumnos hablan acerca de un tema
determinado” (como se cita en Diaz Barriga y Hernandez, 2002, p. 149)

Los estudiantes durante el dialogo entre el profesor y el grupo comparten informacion
previa que tenian. Los aspectos mas importantes que deben tener son:

= Objetivos claros.

= Introduccidn general del tema central del nuevo aprendizaje.

= Animar la participacion de los estudiantes.

= Elaboracion de respuestas abiertas.

= Proporcionar tiempo suficiente para que los estudiantes contesten.

= Respeto y apertura entre todos los participantes de la discusion.

= “[L]a discusion debe ser breve, bien dirigida...y participativa® (Diaz-Barriga y
Hernandez, 2002, p. 150).

= Anotar la informacién que los estudiantes proporcionen.

= Cerrar la discusion con informacion esencial.
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2.3 HABILIDADES SOCIALES.

Para que una persona logre liderazgo en un contexto social requiere de una serie de
habilidades descuidadas en la ensefianza tradicional; sin embargo como lo sefala Pulido

(2009) también se pueden aprender. Las habilidades sociales son:

[U]n conjunto de comportamientos eficaces o tipos de pensamiento en las relaciones
interpersonales, que llevan a resolver una determinada situacién social de manera
efectiva y aceptable no sélo por el propio sujeto que demuestra la practica habilidosa,

sino también por el contexto social y cultural que le rodea. (Mufioz 2009, p. 2).

Para Pulido (2009) los componentes de las habilidades sociales son de tres tipos:
conductual, cognitivo y situacional. Los dos primeros tienen relacion con la conducta del ser
humano y el ultimo con factores externos que inciden sobre esta conducta. El diagrama 2.2
muestra los componentes conductuales mencionados por Pulido (2009) y el diagrama 2.3 los

componentes cognitivos

Inicio de conversacion
Retroalimentacion

e Preguntas

Componentes

conductuales

Mixtos

Verbales e
. e Peticiones
Contenido
e Refuerzos
e Claridad
Contacto ocular
Gestos
No verbales Postura
Proximidad
Apariencia
e Volumen
Voz e Tono
e Timbre
Paralingiiisticos | Tiempo de habla
Perturbaciones * Pausgs
del habla * Muletillas
e Vacilaciones
Afecto

Conducta positiva espontanea
Escoger el momento adecuado
Escuchar

Diagrama 2.2 Componentes conductuales de las habilidades sociales
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Componentes
cognitivos

Competencia
cognitiva

Conocimientos sobre la conducta
habilidosa

Costumbres sociales

Sefiales de respuesta

Empatia

Capacidad de solucionar problemas

Valoraciones
subjetivas

Preferencias y gustos
Escala de valores
Percepcion interpersonal

Relaciones Conducta-resultado
Estimulo-resultado

Expectativas

Autoeficacia

Positivas sobre consecuencias de la
conducta

Sentimientos de indefension

Autorregulacion

Autoinstrucciones/ autoverbalizaciones
Atribuciones
Autoestima

Diagrama 2.3 Componentes cognitivos de las habilidades sociales

Los componentes situacionales son el reglamento escolar o las normas del entorno en el que
se dan las interacciones interpersonales, los roles de las personas y los estereotipos que son
aplicables en determinados contextos sociales, la temperatura del entorno, la luz de una
habitacion y también se incluyen la raza, edad, género o estado civil de las personas. Pulido
(2009) menciona tres habilidades sociales para el docente: empatia, asertividad y escucha
activa. Por su parte Mufioz (2009) comenta seis grupos de habilidades sociales en el

docente que se muestran en el diagrama 2.4.

Habilidades
sociales
docentes

Elementales

Escuchar al otro

Capacidad de comprender lo que el otro dice
Aprender a iniciar una conversacion y conservarla
Formular preguntas

Hacer cumplidos sin zalamerias

Avanzadas

Aprender a pedir ayuda
Disculparse por un error cometido
Saber dar y seguir instrucciones

Planificacion

Recogida de informacion

Toma de decisiones

Establecimiento de objetivos didacticos
Resoluciéon de problemas

Emocionales

Saber reaccionar ante el enfado del interlocutor
Resolver situaciones de miedo

Evitar agresiones

Negociacién

Autocontrol en situaciones dificiles
Defensa de derechos

Responder a bromas

Evitar estrés

Respuesta a falsas acusaciones

Hacer frente a las respuestas del grupo
Formulacién o contestacion de una queja
Prepararse para una conversacion incomoda

Diagrama 2.4 Habilidades sociales docentes
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Para Mufoz (2009) el docente requiere de ciertas herramientas que le doten de una
conducta habilidosa socialmente que le evite situaciones conflictivas en el aula con sus
estudiantes y fuera de ella con otros docentes. Las herramientas propuestas son:

Autovaloracion. Implica el cuidado del auto concepto y la autoestima personal al
identificar valores y cualidades.

Darse a respetar sin amenazas. Autodefensa al manifestar opiniones o posturas
después de una reflexion. Firmeza sin exceso de dureza.

Control del enfado. Ira constante en una persona muestra su fragilidad en futuras
situaciones aun mas conflictivas que las que enojaron. Es importante que el docente
exprese tranquilamente su opinién, que contextualice problemas y busque
soluciones.

Disculparse sin protocolos. El docente debe asumir sus errores cuando los haya
cometido. “En caso de error manifiesto, el docente debera rectificar pues dicha actitud
de cambio provocara el ser mas estimado” (p. 6).

Escucha activa. Escuchar sin pensar que se posee la razon, ofrecer salidas a las
ideas de otros no silenciar el dialogo.

Tanto Muinoz como Pulido coinciden en la asertividad del profesor como la escucha activa.
La primera como dice Vaello (s. f.) refiere una conducta donde “se defienden los derechos
propios sin violar los ajenos” (p. 22). Las actitudes asertivas alejan al individuo de la docilidad
extrema y de los ataques verbales o reproches hacia los demas. Vaello en su documento
ofrece doce técnicas para afrontar discusiones asertivamente, se exponen diez de ellas en la
tabla 2.1; se omite el parafraseo porque es parte de la escucha activa y el recorte porque
implicaria una actitud pasiva o una actitud agresiva de acuerdo con las circunstancias que
rodean la discusion.

Tabla 2.1 Técnicas para discusiones asertivas

Técnica ¢, En qué consite? Oracién sugerida
1. Disco rayado “Repetir insistentemente y de “Lo he entendido, pero no
forma tranquila nuestro punto de estoy de acuerdo” (Vaello, s.
vista.” (Vaello, s. ., p. 22). f., p. 22).
2. Informacion “Escuchamos la version de la “Ya, pero yo opino...".
mutua otra persona, y después
contamos nuestra vision
alternativa.”
3. Asercion “Reconocer una critica justa sin  “Es cierto que podria haberlo
negativa dar demasiadas explicaciones.”. hecho mas rapido, lo siento”

4. Interrogacion
negativa

5. Centrarse en el
acuerdo

Es valido autocriticarse.

“Util para conocer los
sentimientos o ideas de los
demas, facilitando la

comunicacion cuando nos
critican.”

“Aunque haya desacuerdo en
un 99, centrarse en el 1%.
Puede convertir una actitud
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“¢Qué defecto encuentras
a...?”.

“Coincidimos en que...”.



Técnica ¢, En qué consite? Oracién sugerida

hostil en amistosa.”

6. Rehusar “Dar razones para la negativa, “Es la ultima vez que te lo
peticiones respuestas concisas y a veces pido...” “No sé qué voy a
proponer alternativas, sin dar hacer... Estoy...”.
excusas.”
7. Acuerdo “Admitir que se ha cometido un “Eso es cierto. Gracias”
asertivo error, pero sin pensar ni admitir

ser una mala persona.” “No
defenderse ni contraatacar.”

8. Repetir los “Se repite lo dicho por el otro, “Ya sé que para ti es muy
sentimientos sin mostrar acuerdo alguno en importante que te preste...,
ajenos lo que se dice.” pero”.

9. Pero “Se admite una parte de la “Es posible que..., pero...”

critica que parezca razonable,
pero manteniendo nuestra
postura.”

10.Ignorar “Si es grave, responder solo a Sin ejemplo
selectivamente  comentarios ajenos asertivos,
pero no a los no asertivos.”
Fuente: LA ESE: un antidoto contra los conflictos elaborada por Vaello (s. f., p. 23).

La actitud pasiva implica que la persona permite que otros abusen de ella, porque de ese
modo se evita confrontaciones y aparentemente no recibe rechazo; sin embargo la persona
acumula resentimiento. La actitud agresiva es propia de las personas que imponen sus ideas
y derechos sobre los demas, el rechazo del entorno social sélo se nota en el momento en
que las personas pueden optar por alejarse de alguien agresivo.

De acuerdo con Pulido (2009) los profesores pasivos no cumplen con su planeacion
didactica porque permiten que algunos alumnos tomen decisiones en momentos indebidos
de una sesién. Los profesores agresivos suelen infundirles temor a sus estudiantes antes
que respeto pues llegan a ser autoritarios.

La escucha activa se logra cuando los interlocutores no caen en roles obstaculizadores
como: hablante dominante, oyente indiferente e interrogador. Es importante prestar atencion
al interlocutor junto con un contacto ocular frecuente, no acaparar el didlogo y no pensar que
se tiene la razén al ciento por ciento. Tampoco hay que mostrar desinterés a traves del
lenguaje no verbal y no hay que preguntar como si se lanzara un balén esperando que el
otro responda. Las respuestas abiertas y la reformulacion de los dialogos también ayudan a
crear un clima agradable.

Los patrones de conducta negativa que deben evitarse en los didlogos son la ansiedad, los
sarcasmos, la falta de sinceridad, la critica destructiva, la falta de responsabilidad y la falta
de autonomia.

De acuerdo con Johnson y Johnson (1999) en clase los estudiantes necesitan las siguientes
habilidades sociales para lograr sus objetivos: “(1) llegar a conocerse y confiar en el otro, (2)
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comunicarse con precision y sin ambigiedad, (3) aceptarse y apoyarse y (4) resolver sus
conflictos de manera constructiva” (p. 30).

Como lo indican Johnson y Johnson (1999) Lew, Mesch, Johnson y Johnson en 1986
concluyeron que los estudiantes timidos cooperan para aprender en grupos cooperativos y
que eso les ayuda a aprender a resolver conflictos. Johnson y Johnson (1999) reiteran que
“[alquellos que carecen de habilidades sociales se encuentran aislados, alienados y en
desventaja en los ambitos vocacionales y profesionales” (p. 30); ellos también sefalan lo
sugerido por Slavin en 1977 para quien el aprendizaje cooperativo ayuda a los jévenes con
problemas emocionales a interactuar con sus compaferos. Esto es importante por la
probabilidad alta de enfrentar conflictos en la vida. Johnson y Johnson comentan que las
estrategias cooperativas brindan la oportunidad de aprender y practicar habilidades de
resolucion de conflictos de manera que se busque el respeto y el beneficio mutuo.

Johnson y Johnson (1985) propusieron ocho condiciones para desarrollar actitudes
favorecedoras del aprendizaje, las cuales son retomadas de la pagina 32:

1. Adoptar las normas de los grupos de referencia a los que uno pertenece y a los que
aspira a pertenecer y con los que uno se identifica, y adaptarse a ellas.

2. Comprometerse publicamente a adoptar las actitudes y las conductas deseadas (y
ser considerado por los pares responsable del cumplimiento de los compromisos
adquiridos).

3. Exponerse a modelos sociales visibles y creibles.

4. Enfrentarse a informacion y pedidos vividos y personalizados.

5. Discutir la informacién con los pares de manera que favorezcan el procesamiento
cognitivo activo y el desarrollo de sistemas conceptuales perdurables.

6. Ensefiar a otros la informacién que uno ha aprendido.

7. Adquirir motivacién continua para aprender.

8. Formular la informacion recibida como ganancia o pérdida.

¢, Cémo debe cuidarse la autoestima? Los estudiantes deben comparar positivamente sus
propios atributos con los atributos de sus compafieros, de manera tal que la autoaceptacion
condicional no los lleve necesariamente hacia la envidia o la soberbia. Cuando los
estudiantes laboran en estructuras competitivas y no tienen éxito se sienten inferiores y eso
los aisla, por ello cooperar para aprender les ayuda a “configurar impresiones
multidimensionales y realistas de las aptitudes ajenas y ofrecer realimentacién precisa”
(Johnson y Johnson, 1999, p.30).

2.4. EVALUACION DEL APRENDIZAJE

La evaluacién sirve para que el docente descubra los problemas de quien aprende y como lo
comentan Hargreaves, Earl y Ryan (1998) "[l]a evaluacion puede ser diagnéstica, formativa o
recopiladora dependiendo del motivo que requiera su aplicacion” (p. 186). En la evaluacién
inicial se identifica la naturaleza de comprension de un estudiante con respecto de un tema
para decidir si deben hacerse adecuaciones al programa de estudios que el estudiante
debera aprender. Se evalla inicialmente a los estudiantes de modo informal a través de las
respuestas que dan los estudiantes. Por su parte la evaluacion formativa se da en diversos
momentos durante un curso para mejorar la ensefianza que recibe el estudiante.
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Existe también la evaluacion basada en el criterio o en el resultado, que “equipara a los
estudiantes con un nivel” (Hargreaves et al., 1998, p. 187). Si se compara al estudiante con
respecto a sus companeros se considera una norma como referencia. Por ultimo los autores
mencionados comentan la evaluacion autoreferenciada o ipsativa donde se analizan los
rendimientos del estudiante con sus logros pasados.

Se evalua para asignar una calificacién y decidir la promocion de un estudiante al siguiente
grado o nivel en una asignatura o su reprobacion. Al docente evaluar le sirve para ofrecer
ayuda individualizada, si es posible o para realizar modificaciones al plan de estudios como
consecuencia de los saberes que tienen los estudiantes de un grupo.

De acuerdo con Diaz Barriga y Hernandez (2002) la evaluacion tiene dos funciones: la
pedagodgica y la social. La segunda esta relacionada con la acreditacion y promocién del
sujeto de evaluacion. La primera permite valorar el éxito de un proceso de ensefianza
aprendizaje. Para estos autores, la evaluacién tiene tres dimensiones: la normativa que tiene
que ver con los fines administrativos e institucionales; la psicopedagdgica que esta basada
en tres aspectos: conceptualizacion de la evaluacion, funciones de las tareas de evaluacion y
“decisiones sobre qué, como y para qué evaluar” (p. 356). La dimension de las practicas de
evaluacion hace referencia a procedimientos, técnicas, instrumentos y criterios que sean
utilizados para evaluar a los estudiantes, para los autores el instrumento no determina una
concepcion de la evaluacion sino solamente como se le usara para dicho fin.

La conceptualizacién esta relacionada con un modelo tedrico y las funciones con un
planteamiento curricular de los contenidos. Para que una practica docente no tenga un sesgo
tecnicista ni burocratico, debe tener un referente psicopedagdgico y curricular bien
delimitado.

Se pretende en la evaluacién constructivista que el alumno sea corresponsable de su
proceso de aprendizaje, a través de la evaluacion formativa, la cual lleva al estudiante a un
control autbnomo y autorregulado de lo que aprende. La evaluacion analiza la eficacia de las
estrategias de ensefianza desarrolladas en el aula.

Para la evaluacion formativa el proceso de ensefianza aprendizaje sufre reestructuraciones a
partir de las acciones que realizan los estudiantes. Importan por un lado, las relaciones
logradas entre el contenido y los conocimientos previos y por otro, los errores de los
estudiantes entendidos como obstaculos epistemoldgicos. La vision positiva del error del
estudiante descubre la calidad de las representaciones que elaboré. Claro que también se
valoran los aciertos, los logros del estudiante.

La evaluacion formativa tiene tres modalidades que regulan “[lJos procesos de construccién
realizados por los alumnos sobre los contenidos escolares” (Diaz Barriga y Hernandez, 2002,
p. 412) y la eficacia de las estrategias pedagdgicas utilizadas. Estas modalidades son: la
regulacion retroactiva que pretende reforzar tareas de aprendizaje donde se dieron fallas; la
regulacién proactiva que propone tareas de ampliacién de lo aprendido y tareas para quienes
se equivocaron y por ultimo, la regulacion interactiva dada después de las preguntas que
elabora el docente en clase. El profesor en la regulacion interactiva hace confirmaciones,
rechazos, recapitulaciones y usara estrategias que mejoren la organizacion de los
contenidos a aprender. La regulacion interactiva se efectia por medio de técnicas de
evaluacion informales como son la observacion y la entrevista. Las regulaciones proactiva y
retroactiva se usan cuando falla la regulacion interactiva. En la evaluacién formativa se
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persigue un equilibrio entre las técnicas de evaluacion informal y las técnicas de evaluaciéon
semiformal e informal.

2.4.1. TECNICAS DE EVALUACION

Informal Semiformal Formal

Observacion de tareas
realizadas en clase

bl © registros anécdoticos Tl‘ab_ajos y ejercicios
« listas de control realizados en clase
« Diarios de clase

- Pruebas

L] Exploracion a través de

preguntas =4 Trabajos extraclase b=d Mapas conceptuales

Pruebas de
desempefio

— Portafolios -

— Rdubricas

Diagrama 2.5 Tipos de técnicas de evaluacion descritas por Diaz Barriga y Hernandez (2002)

En el diagrama 2.5 se muestran las técnicas de evaluacién a utilizar en una evaluacion
formativa y se describen sélo aquellos que interesan a este documento.

2.4.1.1. TECNICAS INFORMALES
Registros anecdéticos.

Estas fichas contienen descripciones de lo observado en el aula o en un debate. La
observacién puede darse de forma sistematica o asistematica, puede ser abierta o
focalizada. Para que los alumnos no se sientan observados debe darse una observacion
mas informal y menos instrumentada. Se registran el habla de los estudiantes, sus gestos,
estrategias y formas de razonamiento.

El habla espontanea permite la valoracién sobre aquello que los estudiantes comprenden de
un tema, sean concepciones erroneas, hipétesis o estrategias; también brinda informacion
sobre la funcionalidad de una estrategia de ensefanza. Para que el habla sea eficaz debe
existir un clima de respeto en el aula y familiaridad con los contenidos. Los gestos dan
cuenta del grado de motivacion de los estudiantes en la clase y del valor funcional de una
estrategia de ensenanza. Los profesores expertos son sensibles a todos los factores que
permiten interpretar y evaluar una clase. Por otra parte, la observacion incidental es
subjetiva.
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2.4.1.2. TECNICAS SEMIFORMALES

Trabajos y ejercicios realizados en clase

Es importante que estos trabajos no sean desmotivadores y que estén acordes a los
objetivos de la clase; deben permitir que los estudiantes “reflexionen, profundicen y
practiquen sobre determinados conceptos o procedimientos” (Diaz Barriga y Hernandez,
2002, p. 372). El docente debe buscar durante su ejecucion una regulacion oportuna de su
desarrollo y también debe comunicar mensajes sobre el éxito que tiene un estudiante o un
grupo formal.

Los estudiantes por medio de un intercambio de trabajos coadyuvan a la evaluacion de los
ejercicios. Se establecen criterios bien definidos para evaluar el trabajo realizado y se
discuten respetuosamente los avances obtenidos.

En el cuarto capitulo de su libro Lafourcade (1972) propone dentro de las pruebas escritas
las pruebas de respuestas guiadas y explica que deberia indicarse el tiempo de respuesta
por pregunta y que ademas los estudiantes deberian responder las preguntas en distintas
hojas; ademas debe aumentarse el numero de preguntas y disminuir el tamarfio del contenido
a preguntar. Por otra parte, los estudiantes deben tener claro que es explicar, comparar,
interpretar o resumir para que contesten adecuadamente las preguntas. Las respuestas son
comparadas con una respuesta modelo para calificar un cuestionario.

2.4.1. 3. TECNICAS FORMALES

Pruebas

Las pruebas definidas por Diaz Barriga y Hernandez (2002) son “situaciones controladas
donde se verifica el grado de rendimiento o aprendizaje logrado por los aprendices” (p. 379).
El aprendizaje es cuantificable en numeros y aparentemente la evaluacion realizada es
objetiva. Las pruebas pueden ser estandarizadas o formuladas por los profesores para
atender sus necesidades pedagdgicas. En las pruebas “se compara a un sujeto contra su
grupo de referencia” (p. 379). Las criticas hacia las pruebas sefialadas por estos autores
son: a) se miden capacidades generales no habilidades especificas, b) “[lJa distribucién o
curva normal sélo ocurre cuando tenemos un numero amplio de calificaciones” (p. 379); c¢) se
obtiene la respuesta del estudiante a un item, pero no hay retroalimentacion sobre por qué
fallo y d) a los estudiantes rara vez les agrada su estatus individual después del examen.

Al aplicar una prueba existen dos objetivos: que las pruebas tengan validez, que midan
precisamente el aprendizaje que pretenden medir y que sean confiables; para Diaz Barriga y
Hernandez esto significa que “en condiciones similares permita obtener resultados similares”
(p- 379). En el octavo capitulo de su libro Lafourcade (1972) explica que la confiabilidad trata
de estimar el grado de consistencia de una prueba. Este autor considera que el docente
antes que conocimientos estadisticos, requiere saber las caracteristicas de una prueba que
influyen en su confiabilidad; el primer factor es el niumero de items, de acuerdo con
Lafourcade (p. 183) se necesitarian seiscientos cuarenta items en una prueba para adquirir
una confiabilidad de 97%; el grado de homogeneidad entre los items, que todos los items se
refieran al mismo tema; la capacidad de un item para calificar distintos niveles de
rendimiento, aqui los distractores y el lenguaje con el que se construyé el item entran en
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juego; la prueba no debe tener un item donde nadie se equivoque o donde todos acierten; la
puntuacion de algun item no dependera de la opiniéon del docente sobre la respuesta. Ebel,
un autor comentado por Lafourcade, menciona que una prueba de respuestas cortas tiene
dificultad media, si la mitad de un grupo responde acertadamente.

También en el octavo capitulo Lafourcade (1972) explica que la validez recae en la
construccion de la prueba basada en los objetivos del aprendizaje a medir; a pesar de
determinarse con cuidado la relacién entre el contenido a evaluar y el item mas adecuado
para éste, si las consignas no son claras o las bases de los items fueron descuidadas y no
se administrd la prueba eficientemente; la validez de la prueba sera deficiente. La relacion
entre el contenido a evaluar y su correspondiente item se puede establecer con base en lo
que Lafourcade (1972) aconseja:

Si los resultados del aprendizaje son muy simples, sera suficiente que se
seleccionen pruebas de respuestas breves, o por pares; si son mas complejas
pruebas de opciones multiples. Si se quiere apreciar la capacidad de creacion,
organizacion, etc., pruebas de ensayo o composicién (p, 200).

Diaz Barriga y Hernandez (2002) critican la Taxonomia de Bloom usada por Lafourcade, al
sefalar que sirve para valorar contenidos de tipo declarativo, que se centra en productos no
en procesos y que no tiene el mismo principio de jerarquizacién al tratar los verbos analizar y
sintetizar como productos y no como juicios. Ademas para estos autores los items de
complementacion y de opciéon multiple requieren el recuerdo de informacién “aunque si son
adecuadamente elaborados pueden valorar niveles de comprensién (parafraseo reproductivo
y productivo) y hasta aplicacion de los conocimientos” (p. 381). No obstante, no niegan que
la eleccién del item y su respuesta tienen subjetividad por parte del disefiador. También
cuestionan si los items miden la elaboracién de argumentos y pensamiento critico. Por
supuesto, consideran que se usa aprendizaje memoristico al realizar un examen y esto es
poco significativo.

items de complementacién

¢ En qué consisten? En escribir sobre la linea correspondiente la palabra, frase, nimero o
simbolo que responda a la oracion propuesta. jPara qué se usan? Se usan para evaluar la
memorizacion de contenidos.

Tabla 2.2 Comparacion entre ventajas y desventajas en la construccion de items de complementacion

Ventajas Limitaciones
Facilidad de construir si se les compara con No sirven para medir contenidos inexpresables
items donde se elije una respuesta. en numeros, simbolos o palabras
Las respuestas no son adivinanzas. Si la construccion del item es deficiente resulta

Utiles para calificar contenidos asociados a dificil calificarle.
dibujos, esquemas, diagramas, mapas, etc.

Las sugerencias que se deben tener en cuenta al construir este tipo de pruebas son:
1. El item sera redactado para una respuesta especifica.
2. No usar expresiones de los libros consultados en clase.
3. “Expresar el enunciado de la base de modo que las respuestas sean totalmente
especificas” (Lafourcade, 1972, pag. 92).
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4. “[L]as preguntas directas son preferibles a las oraciones incompletas en razén de que
hacen mas especifica la respuesta” (Lafourcade, 1972, pag. 92).

5. Evitar indicios que conduzcan a la respuesta.

6. Procurar que se coloquen espacios en blanco a la derecha y que todos sean del
mismo tamanio.

items de opcién muiltiple

Este tipo de item esta formado por una proposicion o base de indagacion y la respuesta, un
namero, una palabra, un simbolo o un enunciado que hace verdadera a la proposicion; la
respuesta debe ser hallable entre diversas opciones. La proposicién puede ser expresada
directamente o a través de una oracion incompleta.

Para resolver un item de opcion multiple no se usaran preguntas como: qué, dénde y
cuando; quien ejecute la prueba debe pensar en la mejor respuesta. Como Lafourcade
(1972) lo comenta en el quinto capitulo de su libro, Lindquist considero a los items de opcion
multiple como superiores en la medicion de objetivos como: discriminar de relaciones, inferir
conclusiones, predecir situaciones, interpretar, evaluar y extrapolar, entre otras.

Tabla 2.3 Comparacion entre ventajas y desventajas en la construccion de items de opcién mdltiple
Ventajas Desventajas

Permite diagnosticar deficiencias en Dificultad de su construccién

los aprendizajes de los estudiantes

por medio distractores.

Ayuda a precisar las implicaciones y Incapacidad para medir pensamiento
las derivaciones de una cuestion. divergente o creador.

Las sugerencias para construir items de opcién multiple son:

1. Seleccionar el contenido que constituira el motivo de cada item. En primer lugar existe
una cuestidén para la cual es dificil determinar la mejor respuesta. Lafourcade (1972)
considera que para algunos contenidos son preferibles los items de alternativas
constantes o los ensayos escritos. En segundo lugar, la cuestion no debe ser trivial y si
ese fuera el caso es preferible usar pruebas de respuestas cortas. Ademas, no deben
usarse las palabras del autor del texto de la bibliografia consultada en clase, para no
dar indicios sobre la respuesta.

2. Organizar la base del item con base en las siguientes observaciones:

a. Mostrar completamente la base de indagacién de la cuestién a medir.

b. Deben darse los elementos necesarios para comprender qué se esta
preguntando.

c. Determinar las palabras que son parte de la base de indagacion, las cuales
pueden usarse en varios items, mas no en las respuestas.

d. Evitar proposiciones que incluyan la palabra no.

e. Dar datos suficientes en la base, sin dar la respuesta, de modo que el alumno no
se confunda y caiga en una respuesta distractor.

f. Las definiciones deben estar en la respuesta, para no facilitar la memorizacién y
en la base de indagacién se debe preguntar la definicién.
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. La respuesta. En la elaboracién de ésta, no deben existir dos opciones que sefialen la
respuesta correcta. Para preguntar los limites de una entidad federativa, entre los
distractores habrian dos o mas respuestas posibles; en dado caso, se tendria otro tipo
de item, al cual Lafourcade llamé item de verdadero-falso agrupado.

. Los distractores. El distractor separa al estudiante que si estudié de quien no lo hizo.
Para elaborar un distractor se consideran dos aspectos: el primero es que la distancia
entre el distractor y la respuesta correcta sea justa, los distractores no deben ser
obvios y no deben confundir al ejecutante de la prueba y los items deben tener al
menos tres alternativas. Un item puede tener dos opciones de respuesta, pero como
advierte Lafourcade esta situacion se da ante contenidos de los cuales es dificil
encontrar muchos distractores.

. Los reveladores de la respuesta. No se debe dar veladamente prioridad a la respuesta
correcta. La respuesta deseada no debe ser el enunciado mas largo. Los distractores
deben ser congruentes con la base de indagacion, para que no sea facil hallar la
opcién correcta. Tampoco deben darse respuestas parecidas a las de la clase, que
sean claves para responder sin razonar. Por supuesto que, la respuesta no debe tener
mayor generalidad que los distractores, entonces seria evidente cual es la respuesta
acertada.

. La opcién que contiene la respuesta correcta deberia ser colocada en cualquier lugar
dentro de la lista de opciones de respuesta, para evitar un patrén que facilite la
resolucion de una prueba. En algunas ocasiones una opcidon en un item, es la
respuesta en otro. Se debe tener cuidado con las formas gramaticales usadas para la
redaccion del item; si solamente la respuesta coincide en género y numero con los
sustantivos de la base de indagacion, los alumnos la escogeran sin problemas.

. Adecuacion del lenguaje. Considerar la concordancia gramatical entre las opciones y la
base de indagacion; hay que usar una cantidad apropiada de palabras y deben usarse
adecuadamente los significados de las palabras con las cuales se construye el item.

. Grado de dificultad de y discriminacion de cada item. Debe descartarse cualquier item
demasiado sencillo. Los items de dificultad media son los mas indicados. En una
prueba con items de cuatro opciones, la dificultad media, se calcula considerando una
probabilidad de 25% de atinar a una respuesta correcta en cada item. Si a este numero
se le suma el 100% y se divide a la suma obtenida por 2, se obtendra un cociente igual
al 62.5%. Este resultado implica que la prueba debe ser resuelta por el 62.5% de los
alumnos correctamente.

La dificultad de un item recae en los objetivos a medir; un docente no se debe solicitar
lo que no ha ensefiado. Para el tiempo de Lafourcade el item debia medir diferencias
individuales, lo que se contrapone con el aprendizaje cooperativo basado en la
evaluacion formativa.

. Las consignas. El estudiante debe comprender la dificultad de su tarea y como ha de
resolverla. Lafourcade (1972) comenta que encerrar en un circulo la letra de la
respuesta correcta quizas sea la mejor consigna. Se aconseja que las opciones estén
colocadas en columna, asi es mas dificil leerlas e identificar la respuesta correcta. Los
items no deben estar ordenados con base en los objetivos del curso, sino alrededor de
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un eje de ideas. Ello refuerza en los estudiantes un esquema de comprension,
referente a multiples variantes de un contenido, ya que los items deberian analizar el
tema de desde distintos enfoques.

items por pares

Los items de este tipo asocian simbolos, nimeros frases u oraciones. La columna izquierda
contiene a las premisas y la columna derecha a las respuestas con sus respectivos
distractores. El inconveniente que poseen radica en su puntaje, si éste corresponde a un
punto por respuesta o al item completo.

¢, Para qué se usan? Para medir el aprendizaje que implica la asociacion de dos o tres ideas.
En matematicas se les usaria para asociar: causas y efectos, términos y definiciones.
Principios y ejemplos y usos y normas.

Tabla 2.4 Comparacion entre ventajas y desventajas en la construccidn de items por pares
Ventajas Desventajas

Utiles para identificar nombres, Dificultad para hallar

relacionar dos secuencias o distractores que tengan el

clasificar objetos. mismo grado de dificultad

A través de ellos se examina Inviable medir el nivel de

informacion factual comprensiéon de un tema, la
organizacion o un posible
analisis del tema.

Relativa facilidad para realizarles Este tipo de item es evidente

Lafourcade propuso en su sexto capitulo sugerencias para construir este tipo de items las
cuales son:

1. Usar premisas homogéneas.

2. Limitar el numero de premisas a un intervalo de [5,10].

3. Deben existir mas respuestas que premisas.

4. ”[L]os indicios aparecen cuando se mezclan términos en plural y singular en ambas
listas, o cuando coinciden el género de alguna proposicion con el de la respuesta o
no se toman en cuenta otras claves gramaticales mas o menos parecidas”
(Lafourcade, 1972, pag. 132).

5. Sino se usan formulas ni expresiones algebraicas, debe ordenarse l6gicamente cada
columna.

6. Sies posible, crear alguna variacion a lo que se ha revisado en textos.

7. El item debe caber en una cuartilla.

8. Las consignas deben ser claras para saber si las alternativas se pueden usar mas de
una vez y cdmo se expresara la respuesta esperada

9. El numero de premisas indica la presencia de igual numero de items.

10. Cada respuesta debe tener un puntaje.

Rubricas

Diaz Barriga define a las rubricas como matrices de verificacion que evaluan el desempeno
de un profesor o estudiante en una tarea dada, de acuerdo con distintos niveles de dominio;
se dan puntuaciones numeéricas por cada nivel y estos estan graduados desde el nivel
novato al nivel experto.
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Para elaborarlas, de acuerdo con Airasian (como se cita en Diaz Barriga y Hernandez, 2002,
p. 390) se siguen ocho pasos: en primer lugar deben identificarse los aprendizajes a lograr,
los procesos implicados y los productos esperados; en segundo lugar se identifican los
criterios de desempefio, esto a través de localizar el desempefio idéneo; en tercer lugar se
eligen los aspectos a evaluar y se establece la cantidad de niveles a considerar [entre tres y
cinco] en una escala de clasificacion; en el cuarto sitio se formula el nivel 6ptimo; en el quinto
sitio los restantes o como diria Diaz Barriga (2013) “formular la descripcién de los criterios de
ejecucion de cada nivel y aspecto a evaluar” (diapositiva 10 de 20). El paso seis consiste en
comparar a cada sujeto a evaluar con los niveles de desempeno, en el séptimo se selecciona
el nivel que mejor describe el aspecto a evaluar y en el octavo paso se asigna este nivel de
ejecucion al sujeto de evaluacion.

Tabla 2.5. Ejemplo de una rabrica.

Excelente Cumplioé bien Cumplio

Buen proceso de | Cumplido en la
preparacion, muestra | presentacion de los
profundidad en el | resumenes aprovecha el

Presenta el resumen vy la
actividad planeada
sucintamente.

Preparacion

desarrollo del tema. tiempo para aclaraciones.
Domina el tema | Logra explicar el tema | Conoce el tema
propuesto, logra | relacionando los diferentes | superficialmente, logra
Sustentacion conectarlo y explicarlo en | aspectos de éste. La | explicar los puntos
Tedrica sus diferentes aspectos. | evaluacion tiene en cuenta | planteados. La actividad
La evaluacion logra | los diversos aspectos | de evaluacion es poco
analizar el tema. presentados. adecuada.
Manejo de la Bien liderada, suscita Es Organizada, puede La dirige, no resalta los
Discusion controversia y contestar los diferentes puntos mas importantes
participacion. interrogantes. no llega a conclusiones.
Pertinente. Activa, es Oportuna, aporta buenos

Esta presente. Presta poca
atencion a las distintas
participaciones.

fundamental para el buen | elementos, presta atencion
desarrollo de cada uno de | a las distintas
los temas. participaciones.

Participacion

Nota: Matriz de Valoracion para una Presentacion Oral realizada por Aguirre (2002)
Fuente: Eduteka. Tecnologias de Informacion y Comunicacién para Educacion Basica y Media.

2.4.2. EVALUAR APRENDIZAJE COOPERATIVO

Debe comprenderse que en el aprendizaje cooperativo los estudiantes esencialmente
resuelven controversias, analizan sus posturas en busca de consenso y no deberian
aferrarse a ellas como sucede en un enfrentamiento. Evaluar la cooperacion entre seres
humanos es una tarea dificil, Diaz Barriga y Hernandez (2002) comentan que el profesor
‘requiere conjugar los aspectos cuantitativos y cualitativos del aprendizaje logrado por los
alumnos” (p. 120). Ellos sugieren la elaboracidon de un reporte de trabajo, problemas
resueltos por el grupo de trabajo y examenes. La evaluacién formativa se da en dos niveles:
individual y grupal.

Hargreaves et al. (1998) senalan que los examenes favorecen la pasividad mental del
estudiante y le desvian de procesos creativos. Por otra parte un examen permite al
estudiante tener una idea precisa sobre sus logros mediante la comparacion con sus pares y
con estudiantes de otras escuelas. Una critica significativa de los exdmenes es que obligan
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al profesor a estar al pendiente de lo que ensena para que sus estudiantes no reprueben
examenes aplicados por instancias evaluadoras y ademas los alumnos solo aprecian el
conocimiento que les es evaluado a través de un examen.

En un trabajo que requiere la cooperacion de las personas no pueden excluirse los
examenes pues ayudaran a dar justicia ante la asignacion de la calificacion individual; sin
embargo es aconsejable evaluar el aprendizaje cooperativo por medio de portafolios y
rubricas, los cuales son instrumentos que ayudan a valorar el rendimiento de un estudiante
durante un curso. En un portafolio se conservan evidencias de los logros de un estudiante
dentro de un grupo de trabajo o a nivel individual, lo cual le permite reflexionar sobre lo que
han hecho y aprendido. Para que no se afecte la interdependencia positiva de un grupo
formal o informal, a los estudiantes debe solicitarseles un reporte, proyecto, ensayo,
maqueta, protocolo, prototipo o guion donde todos los miembros del equipo se necesiten
para realizarlo.

La evaluacion constructivista para Diaz Barriga y Hernandez (2002) evaltua el grado en que
los estudiantes construyen interpretaciones significativas y valiosas de los contenidos
revisados en una secuencia didactica, y el grado en que los estudiantes valoran la
funcionalidad de dichas construcciones. El aprendizaje significativo es progresivo y sélo
puede valorarse cualitativamente, de acuerdo con Diaz Barriga y Hernandez (2002). La
construccion de significados no se detiene y es dificil evaluarla finamente en cuanto a
naturaleza, complejidad e integracion de los significados construidos. El docente recurrira a
su habilidad y experiencia para proponer instrumentos de evaluacion informativos que le
permitan evaluar el grado de significatividad de los contenidos revisados en el aula.

Para evaluar aprendizajes cooperativos hay que realizar una evaluacion formativa y una
evaluacién formadora; la segunda, de acuerdo con Diaz Barriga y Hernandez (2002) parte de
la heteroevaluacién proporcionada por el docente hacia la autoevaluacion del estudiante. En
el trayecto son importantes: la coevaluacion, entendida como un juicio emitido por el docente
y el estudiante y la evaluacion mutua que implica la evaluacion de trabajos del equipo B en el
equipo A. También comentan la negociacion entre el docente y el grupo de clases para
comprender el por qué y el como de un proceso de evaluacion.

De acuerdo con Jorba y Casellas comentados por Diaz Barriga y Hernandez (2002) “los
alumnos que son capaces de desarrollar habilidades autorreguladoras son mas eficaces en
su aprendizaje...tales habilidades son aprendibles por mediaciéon de alguien que sabe mas”
(p- 411). No hay que olvidar que los alumnos que interpretan de mejor manera los objetos y
los criterios de evaluacion considerados por su docente, obtienen notas aprobatorias.

La evaluacioén del trabajo grupal

Herreid (2007) propone la coevaluacion, la técnica utilizada por €l consiste en que dentro de
un equipo de cinco integrantes a cada integrante se le permita calificar el desempeno de sus
compaferos con diez o nueve; aunque omite mencionar la calificacion minima que un
compafero le puede asignar a otro, estas calificaciones se promedian y quien obtenga diez
obtendra el 100% de la calificacion grupal, la calificacion grupal es proporcional al promedio
resultante de la coevaluacién. Probablemente una evaluacion de estas caracteristicas
genere mucha insatisfaccion entre algunos estudiantes; por ello Herreid deja la decision
sobre su uso en el docente.

48



De acuerdo con Diaz Barriga y Hernandez (2002) para facilitar la autonomia de los equipos
debe vigilarse la estructura social de éstos distribuida en roles. Es indispensable evaluar
como funciona el grupo, aconseja consultar el cuadro 4.7 (p. 122) que elaboraron, del cual
solo se listan las preguntas a continuacion:

e ;Como estan trabajando en lo individual cada uno de los estudiantes dentro del
grupo? ¢ Se muestran implicados, motivados, responsables?

e +En qué medida las preguntas y asuntos importantes estan siendo discutidos
de manera inteligente por los miembros del grupo?

e ;Hay estudiantes que parecen estar tomando la iniciativa la mayor parte del
tiempo?

e ;Hay estudiantes que se sienten inhibidos para hablar aun en el contexto del
grupo pequefo?

e ;Hay estudiantes que tienden a dominar la discusibn e imponerse a los
demas?

e ;Hay alumnos que parecen demasiado ansiosos en aceptar lo que otros han
dicho mostrandose pasivos o renuentes a expresar su propio punto de vista?

e ;Hay personas o grupos que parecen ,correr” con las cuestiones a resolver o
las actividades a realizar, revisandolas soélo brevemente, con un minimo de
profundidad en su analisis?

e ;Algun grupo o alumno tiende a salirse del tépico, divagando en anécdotas
personales no relevantes a la tarea o asunto a discutir?

o El clima® del grupo se caracteriza por el respeto mutuo, la aceptacién y la
empatia; o, por el contrario, hay segregacion, rechazo, exclusién, presién o
competencia destructiva, y apatia?

Los investigadores colombianos Camelo et al. (2009) mencionan que los profesores deben
usar rubricas y fungir como observadores y reporteros, de manera que a través de notas
cuantitativas y cualitativas, los docentes describen el desemperfio de los estudiantes al usar
el material disefiado para la sesion, el dominio conceptual de los integrantes del equipo, “las
actividades desarrolladas, la preparacion de las actividades, la habilidad de incluir a los
companferos en la presentacion y la maestria en el lenguaje” (p. 116).

2.5 DIFICULTADES PARA LA ENSENANZA DE LA PARABOLA

Antes de aprender temas de geometria analitica se debe estudiar algebra. Los estudiantes
tienen problemas para pasar de un modo informal de representacion y de resolucién de
problemas como se da en aritmética a otro mas formal como ocurre en algebra. Como lo
mencionan Kieran y Filloy (1989) “[e]l algebra requiere un cambio de pensamiento del
estudiante de las situaciones numéricas concretas a proposiciones mas generales sobre
numeros y operaciones” (p. 229).
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Los estudiantes tienen problemas porque desean un resultado numérico como ocurre en
aritmética, por ello comprenden el significado de la ecuacién 2x+5=15, pero erran en

cuanto tropiezan con una ecuacién como 2x+3=x+4. Ademas carecen de conocimientos
sobre jerarquia de operaciones, realizan operaciones con dos elementos, si se les dan tres
sumandos realizan primero la suma de los dos primeros sumandos y luego a la suma de
estos le suman el tercer sumando. No conciben al signo igual como una equivalencia entre
las operaciones de los miembros izquierdo y derecho alrededor de éste.

El mal uso de férmulas que calculan el area o perimetro de figuras, hace que vean a las
literales como etiquetas, lugares donde sustituir un valor, y que no comprendan el concepto
de variable. También los estudiantes confunden las variables con incégnitas en ecuaciones.
Lo que Collis en 1975 llamé no aceptacion de la falta de clausura interfiere para que

elaboren una representacion acerca de términos como a+3 o 2x+5y, quieren asociarlos

con alguna cantidad especifica y desgraciadamente no comprenden, como lo mencionan
Kieran y Filloy (1989), que el procedimiento es la respuesta.

En cuanto a resolucién de ecuaciones los estudiantes se quedan anclados en métodos
intuitivos como recubrimiento, contar hacia atras o contar hacia adelante. A los aprendices
de algebra les cuesta trabajo juzgar las expresiones equivalentes de adicién/sustraccién y
cometen dos tipos de errores.

e Intercambio de sumandos. Los estudiantes piensan que x+37 =150 tienen la misma
solucién x=37+150.

e Redistribucién. Piensan también que tienen soluciones idénticas las ecuaciones:
x+37=150 y x+37-10=150+10.

Greeno en 1982 documentd un error de simplificacion relacionado con la propiedad
distributiva: los estudiantes creen que 4(6x—3y)+5x:4(6x—3y+5x). Para muchos

profesores es evidente que al efectuar una transposicién de términos los estudiantes saben
que se cumplen axiomas de uniformidad en la ecuacién. No obstante, los estudiantes no

comprenden que en la ecuacion 2x+6=x+2, al restar 2 a ambos miembros de la ecuacion
se obtiene 2x+6—2=x+2—2, el mismo resultado que transponer el nimero dos en el
miembro izquierdo, 2x+6—2=x. Es importante usar los axiomas de uniformidad en la

resolucion de ecuaciones lineales para aminorar problemas relacionados con la
transposicion de términos algebraicos.

Como la parabola es la representacion algebraica de una funcién cuadratica es importante
saber qué problemas enfrentan los estudiantes en el aprendizaje de funciones. Clement en
1985 y Janvier en 1981 encontraron problemas para ubicar puntos en el plano cartesiano.
Markovits, Eylon y Bruckheimer en 1983 descubrieron que los estudiantes siempre piensan
en funciones lineales. Ademas al relacionar un fendmeno cientifico con una funcion los
estudiantes sobresalientes aciertan en cuestiones puramente matematicas sin comprender
las consecuencias cientificas, en cambio, los menos favorecidos fallan en lo puramente
matematico y no en cuestiones tedricas. Sfard en 1987 encontr6 que los estudiantes no
conciben a la funcién como la correspondencia entre dos conjuntos sino como un algoritmo
para calcular una magnitud variable a través de otra.
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2.5.1. INVESTIGACIONES DE ERRORES EN ALGEBRA

Los errores en el algebra aqui expuestos fueron investigados en 1984 por Booth (como se
cita en Socas et al., 1996) en su proyecto Strategies and Errors in Secundary Mathematics
efectuado en estudiantes de nivel secundario del Reino Unido. La tabla 2.6 los resume.

Tabla 2.6 Errores en el algebra.

Tema Descripcion

“La naturaleza y significado de “La ambigiiedad notacional y la dualidad en algebra provocan confusion en

los simbolos y las letras” (p. 97)  la conexién entre la evolucidon simbdlica y numérica”(p.98). Los jévenes no
comprueban la validez de transformaciones algebraicas por medio de la
aritmética.

e Suelen sumar términos no semejantes porque buscan un resultado, por
ejemplo en 4x +2, colocan 6x.

o En el caso de las fracciones mixtas, es aconsejable no omitir el signo de
multiplicacién entre el entero y la fraccion comun.

e El signo igual conlleva el problema de estar asociado a un resultado y
no a un proceso de transformaciones.

e Con el signo igual se presentan problemas como olvidar al denominador
comun.

1 X
+

2—-x x-1

x-D+x(2-x)=7

e Las letras en aritmética son simbolos de unidades del Sistema
internacional.

“El objetivo de la actividad y la En algebra se persigue la formulacion de relaciones y procesos a través de
naturaleza de las respuestas en  expresiones generalizadas y sencillas. Algunos estudiantes no comprenden
algebra” (p. 99) esto y se equivocan porque buscan una solucién Unica y numérica. Collis en
1975 comentd el problema de no aceptar la falta de clausura, ello explica la
insistencia en sumar términos algebraicos no semejantes. Los alumnos
insisten en la respuesta bien dada de Matz en 1980 que sucede en

aritmética.
“La comprension de la Los problemas para realizar calculos aritméticos en fracciones, potencias y
aritmética por parte de los uso de paréntesis, generan problemas en el uso del lenguaje algebraico.
estudiantes” (p. 100) No calculan correctamente el denominador comun (problemas con el minimo

comun multiplo). No efectian la suma de fracciones correctamente:
33 5 33+5 38

+7_ =
15 45 45 5
En general los estudiantes muestran dificultad para apropiarse de un
concepto o falta de percepcion.

“El uso inapropiado de<< Son cinco los tipos de errores en este apartado y se explican en la tabla
férmulas>> o <<reglas de 2.13.

procedimientos>>" (p. 101). Mal uso de propiedad distributiva.
Uso de reciprocos

Cancelacion

Generalizacion sobre numeros

Métodos informales
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De la tabla 2.6 es rescatable que los estudiantes no usan el signo igual como un simbolo de
transformacion entre expresiones. Para entender el uso inapropiado de: la propiedad
distributiva, la cancelacién y las falsas generalizaciones sobre numeros es necesario
consultar la tabla 2.7.

Tabla 2.7 Uso inapropiado de formulas o reglas de procedimientos.
Formula o procedimiento Error investigado
algebraico

El problema basicamente es la falta de comprension de los operadores

lineales. “Un operador es lineal cuando el resultado final de su aplicacion a un

objeto se consigue aplicando el operador a cada subparte y luego se

combinan los resultados parciales” Socas et al. (1996, p. 101).

¢ Qué pasa?

1) Distribucion incompleta. d(e +f) = de +f

2) No saben qué hacer si la constante esta del lado derecho del paréntesis.

3) Creen que los siguientes casos son validos. “[U]na expresion algebraica
es linealmente descompuesta distribuyéndola por el operador mas
dominante” (p. 102).

Jerf=Ae+[f L_L,L

m+n m n

Mal uso de propiedad
distributiva.

(c+d)* =c*+d® e(fxg):(exf)(exg)
Es importante que los estudiantes tengan clara la precedencia de operaciones
aritméticas.

e Creen que se pueden sumar sélo los denominadores, o sélo
denominadores o ambos.

1 1 1

e Malinterpretan ecuaciones. — =— + — 24=x"+8
Uso de reciprocos

El error quizds sea inducido por la igualdad de reciprocos o por suma de

fracciones con un mismo denominador. Al sustituir X =+/12 en cada caso, los
estudiantes compararian y descubririan su error.

Dx+Fy7D+F

X
Laregla — =D origina: x+y
D
c laci6 10x -6
ancelacion =x-
10
Parece que los alumnos generalizan resultados en determinadas condiciones. Los
errores podrian evitarse “si el alumno hubiese modificado la situacion para que
encajase con la regla, en vez de extender la regla para la nueva situacion” (p.
104).
Problemas en factorizacion de polinomios. Usan la siguiente regla que les causa
errores:
(x—a)x—b)=k entonces x=a+k y x=b+k . [no comprenden como calcular la
Falsas Generalizaciones raiz]
sobre numeros De los axiomas de grupo relacionados con neutro aditivo e idéntico multiplicativo
provienen los errores: H i -0 X*0=X

El alumno se acostumbra a sus métodos propios de resolucion.
En vez de sumar 38 + 75 cuenta y eso le dificulta comprender la ecuacion: x + y =
100

Métodos informales
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De la tabla anterior debe rescatarse el uso inapropiado de la propiedad distributiva en el
desarrollo de un binomio al cuadrado y de la ,cancelacién” el hecho de que no es facil
aceptar que el denominador comun de una fraccién algebraica sea un producto de términos.

La tabla 2.8 permite conocer los errores que se cometen mientras se realiza un
procedimiento algebraico sobre una ecuacién y algunos errores que presentan al resolver

ecuaciones cuadraticas.

Tabla 2.8. Errores en resolucion de ecuaciones.

Aspecto

¢, Qué sucede?

“Errores que se originan en la
transicion conceptual de la
aritmética al algebra” (Socas et
al., 1996, p. 105).

Fallas en el calculo del minimo comun multiplo
S P N l+15x:@+l
5 25 25 25 25

No operan en ambos miembros.

2t-6=3t+2 — 2t=3t+2
No multiplican ambos miembros por (-1). —2x+3=5 — 2x-3=5

“Ellos trabajan un aparte de la igualdad sin ver la necesidad de modificar el
otro miembro de la misma manera” (p. 106). Existen tipos de ecuaciones
donde multiplicar por el minimo comudn multiplo a cada miembro de la
ecuacion no deberia afectar el valor de la incdgnita, tal es el caso de:

7 8 N 7(3x)(2x +5) 8(3x)(2x +5)

3x 2x+5 3x 2x+5

7(2x +5) =24x

Los alumnos deberian seguir esta serie de pasos:
1. “La naturaleza de cada transformacion.” (p. 106)
2. La relacion entre los nuevos miembros: izquierdo y derecho de la
ecuacion.
3. Las relaciones de igualdad entre los miembros de la ecuacion en cada
parte del proceso de resolucion.

“[R]econocer expresiones equivalentes cuando no se dan” (p. 107).

“Uso inapropiado de férmulas o
reglas de procedimientos” (p.
107).

Ademas del uso inadecuado de la propiedad distributiva y del reciproco, las
falsas generalizaciones sobre nimeros generan situaciones como:

%20 > 4+x2=0
X

i+x=13 - 4+x*=13
X

Las cuales pueden llevar a omitir la solucién y = 0 en ecuaciones cuadraticas

incompletas como:
yi=-9yey=9
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2.5.2 POSIBLE CORRECCION DE ERRORES.

De acuerdo con Socas et al. (1996) el profesor debe entender los errores especificos de sus
estudiantes para hallar las dificultades y efectuar un esfuerzo preventivo de éstas, sin
embargo hay errores que se producen con frecuencia y no son propiamente un descuido. En
el texto se comenta la resolucion del conflicto con la sustitucion de los conceptos falsos por
la comprension conceptual adecuada. La comprension del concepto se da al enfrentar a los
estudiantes a una contradiccion, lo cual genera una discusion guiada que les permite
corregirse a través de la interaccion social.

La tabla 2.9 resume los consejos que dan estos autores con respecto a los Principios que
deberia tener el proceso de ensefianza-aprendizaje del algebra.

Tabla 2.9. Principios generales para la ensefianza-aprendizaje del algebra.

Principio

Descripcion.

“Un determinado grado
de automatizacion en las
operaciones basicas en
un estadio es un
prerrequisito  para el
desarrollo en el estadio
siguiente (Socas et al,
1996, p. 110).”

El progreso hacia el estadio de las operaciones formales de Piaget, “dependera de
que los estudiantes hayan automatizado las operaciones basicas del ultimo estadio
concreto (nivel 3)” (p. 110). La capacidad para usar variables deberia ser precedida
por el trabajo con nimeros generalizados como lo sugiere Collis en 1975. Asi cuando
lleguen al nivel de operaciones formales entenderan preguntas que requieren la

I’h

comprension del concepto de variables. Por ejemplo, frente a la formula V' = ?

los estudiantes podrian contestar: ;Qué debe hacerse para que el volumen de la
piramide sea el triple de su altura?

“No introducir
ideas o] técnicas
algebraicas demasiado
rapido” (p. 111).

nuevas

En el caso de las funciones lineales, antes de establecer los conceptos de pendiente
y ordenada al origen, se debe trabajar con el hecho de hallar las coordenadas del
punto de interseccion entre el eje de las ordenadas y la recta, desde el contexto
algebraico. Si se usa el modelo de la balanza para aprender a resolver ecuaciones
lineales y luego se introduce el método operacional no se obtendran buenos
resultados. Para algunos estudiantes la igualdad entre cantidades no es el camino
para resolver ecuaciones lineales, de ahi que se prepare cuidadosamente el camino
hacia la igualdad de cantidades.

“No introducir ideas o
técnicas algebraicas
demasiado  especificas
que no sirvan para el
desarrollo algebraico
futuro” (p. 112).

Las literales no deben ser tratadas como un objeto, una introduccion mas adecuada
se lograria al usar a las letras como numeros generalizados. El ejemplo mas claro
donde ocurren errores al introducir técnicas demasiado especificas, es la obtencion
de las raices de un polinomio. Al polinomio se le expresa como producto de factores
y al usar la regla de Ruffini para encontrar un polinomio factor del propuesto se dan
confusiones. Es recomendable usar un procedimiento general con sumo cuidado de
efectos posteriores, “al tratar con alumnos que desarrollan un aprendizaje mas lento,
un contexto mas especifico sera necesario para progresar” (p. 113).

“Asegurar que los
aspectos diferentes de
una idea, técnica o
simbolo algebraico estén
claramente distinguidos”
(p. 113).

El ejemplo més claro de este principio es el aprendizaje del uso del signo menos en
las operaciones con numeros enteros.

¢ Representacion simbdlica. -10 o negativo diez como un todo.

e Regla de los paréntesis. El signo menos se usa por si mismo en
operaciones como— (-5) = +5 0 —(+7)=-7; pero suele omitirse el signo “+” al
escribir nimeros positivos.

e Sustraccion. (+8) - (-11) =19, donde el signo del centro indica una operacion
entre nimeros enteros.

Las expresiones algebraicas deberian ser interpretadas con términos que son
inversos aditivos.

8n —m — 3n + 4m es (+8n)+ (-m)+(-3n)+(+4m)

Existen estudiantes que al encontrar el monomio -7m creen que m tiene que ser un
numero negativo por el signo del propio término algebraico.
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Principio

Descripcion.

“No introducir o}
establecer la notacion
formal antes de que una
idea o técnica algebraica
haya sido asimilada por
los alumnos” (p. 114).

En el caso de1 exp%lentes fraccionarios, cuando no se ha trabajado notacién para
casoscomo 3 04 .

En el caso de las funciones no debe abusarse de su representacion algebraica o
tabular o grafica; también deben usarse otros diagramas que expliquen la funcion
con fines didacticos.

“Los alumnos olvidan con facilidad por qué surge la notaciéon y de donde vienen sus
reglas operacionales” (p. 115).Para sefialar la solucion de una ecuaciéon no hay que
escribirla como y = {7} eso es innecesario.

“Evitar la complejidad
notacional innecesaria”
(p. 115).

“Favorecer la
comprensién algebraica
en términos de

traduccién de lenguajes”
(p. 116).

“[E]l hecho de presentar un concepto de formas diversas hace que a éste se le
conozca en mas facetas de las que normalmente se le considera cuando se hace el
aprendizaje con un solo lenguaje” (p. 116). Deben usarse modelos abstractos
ademas de socorridos modelos fisicos, como el modelo de las balanzas en
ecuaciones lineales y las representaciones graficas, sean figuras o diagramas. Claro
que hay que separar al modelo geométrico del aritmético. “[L]Jos ,modelos" generan
L£squemas” mentales que facilitan la comprension de abstracciones” (1996, p. 117).

“No introducir técnicas
formales demasiado
pronto” (p. 117).

“Retrasar las técnicas formales por procedimientos mas informales hasta que los
procesos sean identificables en varios contextos...parece lo mas adecuado en
algebra” (1996, p.118).

Deben discutirse en clase los métodos informales de resolucion que poseen los
estudiantes, para que ante un problema mas dificil el método informal sea
reemplazado por un método mas general.

En la ensefianza del algebra la abstraccion de un concepto es favorecida por el uso de
varios lenguajes que representen al concepto, como lo comentan Socas et al. (1996). El
algebra deberia ser ensefiada con modelos graficos como son los diagramas o con modelos
fisicos como son las balanzas, para la resolucion de ecuaciones de primer grado. La
finalidad de los modelos es facilitar la comprensién de un concepto.

De hecho los estudiantes deben aprender procedimientos algebraicos informalmente hasta
que el procedimiento haya sido identificado en varios contextos. Los ocho principios de
ensefanza de Socas et al. (1996) estan citados en la tabla 2.9 y estos autores construyeron
el cuadro 4.3 de su libro que aqui corresponde al diagrama 2.6.
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PROCEDIMIENTO LENGUAJE NIVELES DE COMPRENSION

Introduccién Lenguaje habitual Comprension
Enunciado cualitativa del
Situacién de partida problema
Operaciones o Lenguaje aritmético Comprensién
situaciones Situacion de partida cuantitativa del
numéricas problema

Primer nivel de
generalizacion

Notacion. Lenguaje algebraico Comprension
Segundo nivel de Aritmética conceptual del
generalizacion generalizada problema

Diagrama 2.6 Estrategias de ensefianza del algebra. Socas, Camacho, Palarea y Hernandez,
(1996, p. 120).

Las estrategias de ensefanza del algebra describen los enlaces necesarios entre diferentes
componentes para:

1. Introducir letras como numeros generalizados partiendo de ecuaciones como:
n-2=13.

2. “[BJuscar regularidades en el campo numérico y hacer generalizaciones basadas en

sus observaciones...y encontrar métodos formalizados y simbolizados que permitan

probarlos” (p. 121).

Buscar respuestas concretas en vez de detenerse en el método para hallarlas.

“Permitir la consecucion y validez de preguntas abiertas...a las que no estan

acostumbrados los alumnos” (p. 121).

W

“La idea final...es que el alumno comprenda el lenguaje algebraico y su uso” (1996, p. 121).
En los Niveles de comprension, el primer nivel se refiere a conjeturas basadas en
observaciones y sus respectivas comprobaciones, en tanto, el segundo nivel corresponde a
los métodos formalizados y simbolizados.
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2.5. 3. LENGUAJE VISUAL Y LENGUAJE ALGEBRAICO

Para Skemp en 1980 la imaginacion mental de las personas puede ser verbal y visual,
entonces cada concepto matematico tiene dos sistemas de simbolos, uno visual y el otro
verbal. El sistema visual sencillo en comunicacion es intuitivo, representa un pensamiento
individual y muestra estructura porque “abstrae propiedades espaciales, tales como forma,
posicién” (Socas et al., 1996, p. 142). Mientras el sistema verbal-algebraico dificil en
comunicacion es logico, analiza detalles y representa un pensamiento social porque
“[a]bstrae propiedades que son independientes de la configuracién espacial, tales como
numero” (Socas et al., p. 142).

El lenguaje algebraico debe ser aprendido junto con construcciones geométricas que lo
complementen. “[D]ada una expresion algebraica o numérica, el paso previo a su
transformacion vendra apoyado por una traduccion al lenguaje visual en un primer momento,
sintetizado en un esquema en el paso siguiente, que refleja una nueva dimension del mismo,
para terminar el proceso con la transformacién de la expresién algebraica” (Socas et al.,
1996, p. 144). Los autores citados en su cuadro 5.3 muestran un esquema general para
construir actividades didacticas usando los lenguajes visual y algebraico, dicho cuadro esta
mostrado en el diagrama 2.7.

LENGUAJE
A >
LENGUAJE LENGUAJE
ALGEBRAICO- v A’IIICLBJTABEF;AI\ICCC?-
NUMERICO VISUALIZACION

SIMPLIFICADA /
\ (Esquema)

Diagrama 2.7. Lenguaje visual y esquematizaciéon. Socas et al. (1996, p. 144).

2.6 CONVERSIONES ENTRE REGISTROS SEMIOTICOS

Los sistemas de signos que pueden ser transformados en otro sistema de signos y que
tienen una significacion para una persona que las utilice se llaman sistemas semiéticos. Las
actividades cognitivas que debe permitir un sistema semidtico son tres: la posibilidad de
marcas perceptibles para representar algo, la transformacioén de dichas representaciones a
través de reglas del sistema (ganancia de conocimiento) y el cambio a otro sistema de
representaciones. El lenguaje morse es uno de los sistemas semioticos que no cumple con
las actividades cognitivas mencionadas; lo importante es que el lenguaje natural, las lenguas
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simbdlicas, los graficos y las figuras geométricas son lo que Duval (1999) denomind registros
de representacion semiética.

Tabla 2.10. Cuadro comparativo de las oposiciones en representaciones semioticas

Consciente/No consciente Externo/Interno
La consciencia en la persona surge con mirar Las representaciones son producidas por un
al objeto. sujeto o por un sistema semiético con el cual

interactla la persona.
"La objetivacion corresponde al
descubrimiento por el sujeto mismo de aquello La produccion de las representaciones externas
que hasta entonces no sospechaba” (Duval, proviene de un sistema semiético.
1999, p. 32) ésta es de caracter intencional.
Cumplen con tres funciones:

Existe la aprehension de muchos datos, la e Funciéon de Comunicacion.
cual se realiza como una significacion, el e Funcion de Objetivacion.
sujeto no comunica su toma de consciencia e Funcidon de Tratamiento.
del objeto.

La clasificacion de las oposiciones en representaciones semibéticas, de acuerdo con Ny en
1985, Paivo en 1986, y Larkin y Simon en 1987 mostrada en la tabla 2.10 permite
comprender cuales son las representaciones que interesan en el aprendizaje matematico, se
trata de aquellas que son conscientes y externas, donde exista una transformacién en un
mismo registro a lo que Duval llama tratamiento y también donde se pueda pasar de un
registro a otro a través de una conversién. El aprendizaje de estos sistemas de
representacion semiotica enfrenta tres fenémenos descritos por Duval (1998) que son:

¢ Diversificacion de registros de representacion semiotica.
¢ Diferenciacion entre representante y representado
e Coordinacion entre los diferentes registros.

El primer fendbmeno permite comprender que el lenguaje natural y los graficos cartesianos
plantean preguntas especificas sobre su aprendizaje, puesto que poseen una rigidez
funcional que los sistemas de inteligencia artificial no pueden abordar con facilidad; el
segundo fendmeno tiene que ver con la comprension de qué es lo que se representa y de
integrar varias representaciones por medio de procedimientos de tratamiento; y el tercer
fendmeno implica que las reglas de correspondencia entre sistemas de representaciéon
semidtica no actian en solitario, ante una conversion entre dos registros de representacion
semiotica es necesario que haya congruencia entre ellos.

No se debe confundir a la representacion semidtica con la representacion mental, en la
segunda no hay significante perceptible, se trata de nociones, conceptos, creencias y
fantasias. Por otra parte la representacién computacional es “una transformacién algoritmica
de una serie de significantes en otra serie” (Duval, 1999, p. 36) que se efectua a través de un
proceso de compilacién con el uso de reglas sintacticas de formacion y que no implica un
aprendizaje.
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La produccién de una respuesta, sea un texto o un esquema, movilizan simultaneamente la
formacién de representaciones semidticas y su tratamiento. La comprension de algo, sea un
texto o una imagen, puede movilizar actividades de conversiéon y de formacion o las tres
actividades cognitivas. (Duval, 1999, p. 40).

Las representaciones conscientes, tienen dos tipos de tratamientos mostrados en el
diagrama 2.8; para Duval la base de cualquier actividad cognitiva es la complementariedad
entre estos tipos de tratamientos.

Cuasi-instantaneo Intencional

*“[Clorresponden a la
familiaridad o a la

*’[Slolo  pueden ser
efectuadas una

experiencia que resulta
de una larga practica
adquirida o de una
competencia en un

después de otra y que
son muy sensibles al
numero de elementos
que se han integrar”

dominio” (Duval 1999,
p. 39)

(Duval, 1999, p. 39).

Diagrama 2.8 Tipos de tratamientos para representaciones conscientes

La formacion de representaciones semioticas implica sustituir la vision de un objeto por
medio de signos ya constituidos en un sistema semidtico, las reglas de produccion son en
realidad, reglas de conformidad que permiten la utilizaciéon de signos por una comunidad de
seres humanos; las reglas de conformidad combinan unidades elementales para formar una
unidad superior, sin embargo, el conocimiento de ellas es insuficiente para la comprension o
la exploracion de las representaciones semidticas. “Formacion, tratamiento y conversion son
las actividades cognitivas fundamentales de la semiosis” (Duval, 1999, p. 41).

Las reglas de expansion permiten obtener un registro nuevo a partir de un registro inicial en

el mismo sistema semioético; con ellas se realizan las actividades de tratamiento definidas por
Duval. Un ejemplo de ellas son las reglas de derivacion propias del razonamiento deductivo,
que a través de la regla de agregacion y la regla de sustitucién, permiten usar de forma casi
independiente una lengua formal y la lengua natural; sin embargo, para que las reglas de
derivacién funcionen en lengua natural deben prevalecer las reglas de coherencia tematica y
las de asociacién por similitud o contiguidad.

La conversion es la transformacion externa del registro de una representacion inicial.
Desafortunadamente, la representacién obtenida so6lo puede cubrir muy parcialmente a la
representacion original, lo cual implica seleccionar contenido y reorganizar elementos; de
acuerdo con Frege se debe distinguir entre el sentido y la referencia de los simbolos o bien
“entre el contenido de un representacion y lo que ésta representa” (Duval, 1999, p. 44).

Cuando se escriben operaciones aritméticas se debe distinguir entre “la significacion
operatoria vinculada al significante y el numero representado” (Duval, 1999, p. 44). Cuando
la significacion operatoria mencionada no esta diferenciada del numero representado, la
sustitucién por conversion de alguna de las representaciones hace que los estudiantes no
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comprendan que la suma de un cuarto mas un cuarto en forma de fraccion o en forma de
fraccién decimal lleva al mismo resultado, por ejemplo.

Para Duval el problema es “saber si un aprendizaje encaminado a la adquisicion de
actividades de conversion es de la misma naturaleza que un aprendizaje encaminado a la
adquisicion de actividades de tratamiento” (1999, p. 45). Se cree que al existir reglas bien
explicitadas para cambiar de registro, no existe problema; Ahora que, entre registros
algebraicos y graficos sucede que los estudiantes no discriminan la forma de escritura que
corresponde a una recta que pasa por el origen. Hay que tener presente que: “las reglas de
conversién no son las mismas segun el sentido en el que se efectiua el cambio de registro”

(p. 45).

Las actividades de formacion, tratamiento y conversion de registros de representacion
semidtica permiten el aprendizaje conceptual, con el cuidado de no mezclarlas entre si,
especialmente si las actividades cognitivas intervienen en las macrotareas de comprension o
produccién. 4, Qué sucede en la ensefianza tradicional de las matematicas? No hay reglas de
conversion, se hace un cambio de registro por economia de tratamiento, sin que el
estudiante cambie en su mente el registro en el cual trabaja el profesor en clase. Esto
provoca problemas en el aprendizaje conceptual. Es deseable un aprendizaje centrado en la
conversién de diferentes registros de representacion semiotica, se sugiere que “un trabajo
previo en el registro de los grafos proposicionales hace posible que para los alumnos sea
mas facil y puedan dominar la de redaccién de los textos de demostracién” (Egret y Duval
como se cita en Duval, 1999, p. 47).

La congruencia entre registros de representacion semiotica comprende tres criterios:

e Posibilidad de una correspondencia semantica de los elementos significantes

¢ Univocidad semantica terminal

e Orden en el arreglo de las unidades que componen cada una de las dos
representaciones

El primero implica que entre dos registros de sistemas distintos a cada unidad significante
simple del registro A se le asocia otra unidad significante simple del registro B. El segundo
criterio explica que a cada unidad significante simple del registro A le corresponde una y solo
una unidad significante simple del registro B. EI tercero funciona cuando las
representaciones tienen el mismo numero de dimensiones, pareciera que tomaramos
botellas de plastico de dos lineas de produccion distintas en el mismo orden.

La importancia de la no congruencia en relacién con el aprendizaje de las matematicas y el
analisis de la complejidad conceptual permite comprender por qué a veces es necesario
encontrar un registro C que sea congruente con cada uno de los registros A y B, aunque
ellos no sean congruentes entre si.
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Analizar las unidades semioticas elementales de una figura geométrica privilegia la
ensefanza de las tareas de construccion de figuras y censura los tratamientos heuristicos e
intuitivos de ella.

En una conversién el desconocimiento de uno de los registros de representaciéon agrava la
no congruencia, esto sucede en los registros bidimensionales como los graficos cartesianos,
las tablas y las figuras geométricas. Pasar de una ecuacion a una grafica no tiene una
dificultad especifica, porque a cada punto del plano cartesiano le corresponde un par
ordenado de numeros reales. En los “registros bidimensionales...en los cuales las unidades
significantes no estan semidticamente separadas,...es necesario un aprendizaje de los
tratamientos que les son propios v,...el criterio de univocidad semantica es mas dificil de
verificar para la actividad cognitiva de conversion” (Duval, 1999, p. 58). Cuando hay
conversiones fallidas por falta de congruencia entre los registros existe encapsulamiento de
los registros de representacion.

Duval (1999) no apoya estrategias del aprendizaje significativo como son los mapas
conceptuales y las redes semanticas aunque reconoce que los registros analégicos como
esquemas y diagramas representan las relaciones entre los elementos de un hecho o un
contenido. Sin embargo sefala que “la productividad inferencial de las redes esta
estrictamente ligada al pasaje del registro de red hacia el registro de proposiciones (de
estructura funcional)” (p. 69), las redes semanticas dependen del razonamiento deductivo; la
congruencia entre la red semantica y una proposicion esta relacionada con la memoria del
sujeto que las use o en el “acceso multiple a conocimientos complejos” (p. 69). Por otra
parte, los arcos que unen a los nodos pueden ser homogéneos cuando representan una
misma relacién como sucede en una demostracion o son heterogéneos y representan
distintos tipos de relaciones como ocurre en las redes semanticas. Finalmente, “las
representaciones analdgicas, no pueden representar mas que estados, configuraciones o
productos de operaciones, y no acciones o transformaciones” (Bresson como se cita en
Duval, 1999, p. 67).

También este autor comenta que la comprension de una representacion implica la
comprension del contenido conceptual representado; para él “la comprension conceptual
aparece ligada al descubrimiento de una invarianza entre representaciones semioticas
heterogéneas” (Duval, 1999, p. 39). Un estudiante debe convertir y tratar a cada una de las
representaciones del concepto funcion de modo que se enriquezca su aprendizaje sobre
dicho concepto.

Los autores Justin, Oliveira y Moreno (2014) aclaran los elementos que participan en la
conversion entre graficos y ecuaciones:

Supone que se consiga tener en cuenta, de un lado las variables visuales propias de los
graficos (inclinacion, interseccién con los ejes, etc.) y de otro, los valores escalares de las
ecuaciones (coeficientes positivos o negativos, mayor, menor o igual 1, etc.) (Duval como se
cita en Justin, Oliveira y Moreno, 2014, p. 142).
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Estos elementos corresponden a variables visuales de la ecuacién de la recta en el plano
cartesiano y posteriormente citan a Duval al mencionar que: “las representaciones graficas
poseen tres tipos distintos de procedimientos: 1) el procedimiento por puntos; 2) el
procedimiento de extension de un trazado efectuado y 3) el procedimiento de interpretacion
globlal de las propiedades figurales” (Justin, Oliveira y Moreno, 2014, p. 142). Estos autores
latinoamericanos comentan que generalmente se localizan puntos en el plano cartesiano y
luego son juntados lo que provoca no conexion entre un grafico y su correspondiente
expresion algebraica.

En 2003, Duval (como se cita en Justin, Oliveira y Moreno, 2014) plantea una vez mas que
entre un grafico y una ecuacion deben usarse dos sentidos de conversion para que el
estudiante analice propiedades poco perceptibles. Para Duval (como se cita en Justin,
Oliveira y Moreno, 2014) un obstaculo en el aprendizaje de registros se da por la falta de
coordinacion entre ellos.

Organizar situaciones de aprendizaje centradas en la coordinacién de registros requiere una
identificacion previa de las variaciones cognitivamente pertinentes de una representacion en
un registro, de manera que pueda ser realizada por los alumnos una exploraciéon segun el
método de hacer variar solamente un factor de cada vez, dejando los otros sin cambio, en
una representacion (Justin, Oliveira y Moreno, 2014, p. 143).

Para Duval (1999) la comprensién integrativa es “la comprension de las representaciones
semidticas que procede de una coordinacién de registros” (p. 67), surge de la conversién
bidireccional entre registros y se deposita en el objeto cognitivo representado. En el algebra
lineal en un momento dado se requiere la coordinacién de al menos tres registros de
representacion semidtica, asi “lo que representa en un registro puede ser considerado como
lo representado en otro registro, como es el caso en la relacion entre texto e imagen” (p. 66).
A partir de esto Duval propone dos planos de analisis para la produccion de conocimientos:
el conocimiento construido, donde solo hay formacion y tratamiento de representaciones
semidticas; y el funcionamiento cognitivo que distingue lo representado del representante.

Un sujeto puede percibir o reproducir representaciones careciendo de comprension
conceptual respecto de las representaciones semiodticas de un objeto. Cuando el objeto no
es perceptible, no se discrimina facilmente qué es lo representado y quién es el
representante, por ello se recurre a representaciones heterogéneas del objeto que son
coordinables. Duval retoma las ideas de Bresson y aclara que la representacion tiene
parcialidad cognitiva, porque dos registros de representaciéon semidtica no presentan los
mismos aspectos de un contenido conceptual. La coordinacion entre registros de
representacion semidtica sobre un tema le permite a un ser humano libertad de usar
estrategias heuristicas para representarle, su funcionamiento cognitivo es mas amplio.

La discriminacién es la dificultad de la conversion. “La discriminacién de las unidades
significantes de una representacion, y por tanto la posibilidad de una aprehension de lo que
ella representa, depende de la aprehensién de un campo de variaciones posibles relativo a la
significancia en un registro” (Duval, 1999, p. 74). En el caso de las lenguas formales hay
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unidades discretas, pero en las figuras y graficas las unidades no son separables y en el
caso de la lengua natural las unidades no aparecen independientes entre si, su
segmentacién es funcional.

Para los graficos cartesianos su interpretacion reposa en discriminar doce valores
provenientes de cinco variables como lo sefial6 Duval (1999). En el articulo de Justin,
Oliveira y Moreno (2014) se mencionan dos de tres variables visuales de la linea recta: el
sentido de inclinacién de la recta y la posicion de su interseccién con el eje de las ordenadas;
falta su posicién en relacién con un reparto simétrico de los cuadrantes opuestos. Duval
comenta que existen ocho valores asociados a las tres variables visuales y para que el
alumno los perciba hay que variar una variable a la vez. Cada valor corresponde con un
cambio en la ecuacién de la recta, que puede ser visto como la presencia o ausencia de
ciertos simbolos o la sustitucion de simbolos antimonicos (positivos o negativos) y la
expresion de la pendiente. En el trabajo de exploracion y observaciéon estan excluidos los
calculos aritméticos.

La representacion semibtica se convierte en un trabajo de exploracion de variaciones
sistematicas y de observacion de variables que cambian al mismo tiempo. Entonces, al tener
un registro R en el sistema A y otro registro R" en el sistema B, suceden dos tipos de
variaciones:
1) Las variaciones de R en A que no producen un cambio para R*en B.
2) Las variaciones de R en A que producen variaciones que actuan también en R
situado en B.

e

El segundo tipo de variaciones es el que interesa en semiosis porque permite la variacién
cognitiva. De este modo, se entiende que organizar aprendizajes conlleva la identificacion de
las variaciones cognitivas pertinentes para una representacion y su registro semidtico. La
metodologia de ensenanza es reiterada, ésta “consiste en hacer variar un sélo factor a la vez
y dejar a los otros sin cambio” (Duval, 1999, p. 75). Aunque como lo advierte Duval, en el
caso del registro gréafico cartesiano sus unidades significantes son inseparables, porque se
les percibe como partes de una sola forma; mientras que las unidades significantes son
discretas para el registro algebraico.

2.6.1. FIGURAS Y DEDUCCIONES

El problema que posee la ensefianza de la geometria es que se realizan tratamientos sobre
la figura y sobre el discurso en lengua natural que analiza a la figura, al mismo tiempo;
existen idas y venidas entre lo figural y lo discursivo, en las cuales los alumnos no habiles,
en la mayoria de las ocasiones se pierden y no comprenden el contenido matematico
relacionado con la figura. Por ello es necesario hallar las variables visuales cualitativas y
dimensionales de una figura, que son sus unidades constitutivas de acuerdo con Duval
(1999); de este modo, los puntos corresponden a unidades figurales de dimensién 0, los
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segmentos, las rectas, y los arcos de circunferencia son unidades figurales de dimensién 1y
los poligonos, la elipse y la circunferencia son unidades figurales de dimensiéon 2. La
parabola por ser una curva abierta también es una unidad figural de dimension 2.

’[H]ay una predominancia de las unidades de dimension 2 sobre las unidades de dimensién
inferior” (Duval 1999, p. 150), lo cual se explica por la ley gestaltista de cierre o continuidad;
los contornos cerrados y simples son percibidos como un todo.

[E]l tratamiento de la situacion matematica representada por la figura (para la aplicacion de
definiciones o teoremas) requiere que se la restrinja a unidades figurales de dimensioén 1 o
0, mientras que la percepcion se focaliza automaticamente sobre las unidades figurales de
dimension 2. (Duval, 1999, p. 152).

En algunos casos se usan variables visuales cualitativas como el color para resaltar alguna
unidad figural necesaria, de hecho Duval (1999) aclara que una propiedad geométrica no se
representa directamente por medio de una variable visual, “las unidades de dimension 1
vinculadas por esta propiedad deben ser sobrecargadas con una marca que codifique esta
propiedad” definicion de Guin (Duval, 1999, p. 151).

En las demostraciones matematicas se trabaja con unidades figurales de dimensién 0 y 1
que deben ser reconocidas dentro de la figura geométrica. Las figuras deben permitir la
conducta descrita por Pierce como abduccion que consiste “en limitar de entrada la clase de
hipotesis o de alternativas que han de considerarse” (Duval, 1999, p. 152). La abduccion
esta relacionada con dos niveles de aprension, el primero implica reconocer unidades
figurales en la figura y el segundo es la aprehension operatoria que consiste en
“modificaciones posibles...de las unidades figurales reconocidas y de la figura dada” (Duval,
1999, p. 153).

El diagrama 2.9 muestra la interaccién entre los registros figural y discursivos, también
sefiala la importancia de la abduccion para que exista razonamiento deductivo.

Abduccion Deduccion

Tratamiento figural Tratamiento discursivo

Recorrido heuristico Recorrido del objeto

Diagrama 2.9 Interaccion entre los tratamientos del registro gréfico y el registro discursivo

Duval plantea dos operaciones para que los estudiantes no piensen en otras relaciones
entre las unidades figurales de una figura. La primera es la reconfiguracion que es la
operacion fundamental de la aprehension operatoria sobre figuras, ya que las divide en
subfiguras, las cuales son comparadas y reagrupadas para una comprension global. Como
lo sefiala Duval (1999) “[llas subfiguras...pueden consistir en una unidad figural o en una
combinacion de unidades” (p. 156). El problema geométrico o la demostracion indican cual
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es la subfigura inicial y la sucesion de subfiguras que ayudaran a comprender su solucion.
La figura utilizada como recurso didactico necesitara leyenda y por otra parte el
razonamiento se relaciona con unidades figurales de dimension inferior a la dimension de la
figura utilizada, hay que cuidar este recurso didactico puesto que “[lJa exploracion heuristica
de las figuras tiende a privilegiar las unidades de dimension 2 sobre las de dimension
inferior” (Duval, 1999, p. 162). La segunda operacion es la puesta en perspectiva la cual
permite ver la superposicion de figuras que al ser yuxtapuestas en el plano parecen de
tamano distinto. La reconfiguracién trabaja sobre cambios mereoldgicos y la puesta en
perspectiva trabaja sobre cambios 6pticos.

La rotacién o traslacion de una figura, puede ser un obstaculo para su reconocimiento por
parte de los estudiantes. Los tratamientos figurales inhiben o facilitan el reconocimiento de
situaciones y busquedas heuristicas en una figura. Los alumnos se confunden si no estan
preparados para integrar, el nivel de aprehension gestaltista de una figura en su aprehension
operatoria y si no han descubierto formas del razonamiento deductivo.

Una figura exitosa en un problema geométrico depende de como se articulen la aprehension
operatoria de la figura y el manejo discursivo de inferencias que usan definiciones y
teoremas. El entrenamiento de la aprehension operatoria conlleva neutralizar la organizacién
perceptiva espontdanea de la figura, no proponer problemas que usen teoremas o
definiciones geométricos, cuidar que la secuencia de subfiguras no contenga cambios de
dimension, el ejercicio debe pertenecer a una serie organizada en una variacion sistematica
de los factores de visibilidad que retarde o facilite la aprehension requerida.

2.6. 2. COMPRENSION DE TEXTOS

Para Duval (1999) “[e]l problema de un aprendizaje de la comprension de textos es pues el
de la posibilidad de comprender los textos en todas las situaciones de lectura y no solo [sic]
en la situacion de practica oral del texto” (p. 285).

La comprension de un texto implica dos operaciones: segmentacion del texto en unidades de
informacion y recontextualizacion de las unidades de informacion. Los textos tienen dos
variables redaccionales, la primera es el contenido cognitivo del texto y la segunda es su
organizacion redaccional.

Tres son los factores que integran la organizacion redaccional de un texto. El primero se
refiere a los objetos y relaciones nombradas o no con expresiones de funcion referencial y
expresiones de funcion apofantica. El segundo se refiere especificamente a qué expresiones
referenciales y apofanticas seran utilizadas. El tercero lo indica Duval (1999) lo constituye: "el
orden de presentacion de los elementos explicitados” (p. 273). Dicha organizacion
redaccional depende del contenido cognitivo a tratar. Las reglas gramaticales no lo
determinan. La organizacién de un texto se aprehende globalmente y luego de forma local.

Existen tres tipos de segmentacion de textos, la segmentacion funcional, la segmentacion
proposicional y la segmentacién cognitiva. La primera se realiza cuando se reconocen la
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espontaneidad y la entonacion del texto. La segunda se realiza al determinar proposiciones
que contiene el texto, el problema que posee esta segmentacion es la supresion de unidades
apofanticas de estructura rematica. La tercera se basa en preguntas que obligan a buscar
unidades de informacién en el texto, recurre a representaciones completas llamadas
escenarios por Schank y Abelson (como se cita en Duval, 1999, p. 276). La teoria de la
representacion de la significacion de la memoria fundamenta a la segmentacion
proposicional. La teoria de dependencia conceptual fundamenta a la segmentacion cognitiva.

Es necesario entender que las unidades apofanticas son enunciados, pero como lo senala
Duval (1999) “[l]a expresién "enunciado completo” es entonces desafortunada en cuanto
tiende a oscurecer la diferencia que hay entre una proposicion, o una frase, y un texto” (p.
99). Las unidades apofanticas hacen referencia a hechos u objetos; sin embargo el sentido
[lo que se quiere decir] de ellas esta en su valor social, si el enunciado es una orden, una
promesa o un deseo; o bien en su valor epistémico, si el enunciado es verosimil, posible o
absurdo. Debe recordarse que la estructura rematica se da en las lenguas naturales y la
estructura funcional en las lenguas formales. El diagrama 2.10 muestra a las unidades
apofanticas con las estructuras analizadas por Duval (1999)

Estructura L s .
i Verbo + expresion con funcién referencial
rematica
Término de propiedad + argumento
-,
Estructura = g
| S ion + |
funcional érmino de relacién + argumentos

Diaagrama 2.10. Estructuras de una unidad apofantica

La expresion con funcion referencial es aquella que en lengua natural se llama sujeto, es
decir, el objeto, animal o persona que realiza una accion, dicho ente es designado por medio
de alguna de las cuatro operaciones investigadas por Duval (1999): designacién pura,
categorizacion simple, determinacion o descripcion. En tanto, los argumentos “pueden ser o
bien constantes o bien el vinculo de un cuantificador y una variable definida en un dominio
de extension previamente fijado” (p. 103).

Las unidades apofanticas de estructura rematica cumplen con funciones metadiscursivas de
objetivacion y comunicacion; mientras que las unidades apofanticas de estructura funcional
solo cumplen con la funcibn metadiscursiva de tratamiento, la cual esta asociada al
conocimiento pues permite extraer informacién nueva de la dada. Las unidades apofanticas
de estructura rematica tienen dos sentidos, el categorial que designa objetos y el axiolégico
que sefala: propiedades, relaciones o sentimientos. Las unidades apofanticas de estructura
funcional son proposiciones con valor de verdad que carecen de unidades de funcion
referencial.

Al retomar la comprensién de textos debe entenderse que la recontextualizacién “no reubica
las unidades segmentadas junto a sus vecinas de ocurrencia, sino en un conjunto de
conocimientos relativos al tema tratado o en una red de relaciones propia a la organizacién
redaccional de texto” (Duval, 1999, p. 277). Esta operacion es de dos tipos una cognitiva y
otra redaccional. En la recontextualizacion cognitiva “el texto es comprendido solo a partir de
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lo conocido sobre el tema que evoca o trata” (Duval, 1999, p. 278), si hay informacién
ausente debe ser localizada en otra fuente de informacion, no importa la diferencia entre el
contenido cognitivo del texto y lo que el lector sabe de este tema.

La recontextualizacion redaccional no depende del contenido cognitivo del texto y trabaja
sobre unidades apofanticas y relaciones entre objetos designados como son la co-referencia,
la oposicion y la anafora, por mencionar algunas.

Duval (1999) al combinar los tipos de segmentacion y de recontextualizacion de un texto
propone tres procesos de comprension de textos uno inductivo, otro deductivo y otro que
surge de la interaccion entre los anteriores. La comprension emanada del proceso inductivo
no implica una comprension verdadera de situaciones, fendmenos o problemas mencionados
en el texto, el lector queda limitado por lo que dice el texto. La comprension proveniente del
proceso deductivo coloca en segundo lugar lo que el texto explica de un fenémeno. “La
comprension evolutiva es la que permite un aprendizaje a través de la lectura” (Duval, 1999,
p. 280).

Tabla 2.11 Situaciones de lectura investigadas por Duval
TEXTO: correspondencia entre la organizacion redaccional y el contenido cognitivo.

LECTOR: Congruencia No congruencia

su base de | Familiar
conocimientos

[. Situacion trivial, sin riesgo
de error

[I. Situacion ftrivial, con riesgo
de error.

le hace el | Nuevo
contenido del
texto.

[ll. Situacibn normativa para
un aprendizaje que exige
tratamientos al margen del

IV. Situacién que exige una
busqueda o un aprendizaje
independiente del texto.

texto.

Fuente: Duval (1999, p. 283)

Son dos los parametros que plantea Duval para clasificar las situaciones de lectura que
corresponden a las mostradas en la tabla 2.11. El primero se refiere a la forma en que esta
redactado un texto, es decir, si su redaccion permite explicitar el contenido cognitivo, se
establece la congruencia 0 no congruencia entre la organizacion redaccional y el contenido
cognitivo. El segundo parametro analiza la relacion entre la base de conocimientos del lector
y el contenido cognitivo.

Para las situaciones de lectura | y Il el proceso deductivo basta para comprender el texto; en
cambio para las situaciones de lectura lll y IV se adquiere el contenido cognitivo del texto
primero a través de la recontextualizacion redaccional y se hace necesario el proceso
deductivo.

En la situacién de lectura | se comprende el texto como se comprende el contenido de una
conversacion, en la situacion Il el lector confia en sus conocimientos sobre el tema y los
errores en la comprension del texto se deben a una segmentacion insuficiente del texto o a
recontextualizaciones inadecuadas de alguna informacion. En la situacion Il el lector debe
leer con atencion y si es necesario retroceder parrafos o paginas, ademas debe consultar
otros textos, como indica Duval (1999) se debe “recurrir a otros registros de representacion
como la transcripcion de ciertos pasajes en un esquema” (p. 284). Para el caso de la
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situacion de lectura IV se requiere trabajar directa e independientemente con el contenido
cognitivo, asi se puede entender lo que dice el texto.

En palabras de Duval (1999): “[e]l problema de un aprendizaje de la comprensién de textos
es, en primer lugar, aprender a segmentar un texto en unidades textuales de informacién y a
recontextualizar las unidades segmentadas” (p. 286). En la comprension de textos es
necesario el cambio de registros, se requiere de una aprehension sindptica de la
organizacion redaccional o de la cognitiva, de preferencia se debe usar una representacion
no discursiva.

Para el contenido cognitivo Duval sugiere las representaciones conceptuales no discursivas
de Quillian y Schank y luego, los escenarios desarrollados, asi como las redes semanticas.
Se sugiere en los textos de matematicas no matematizarles al convertir un enunciado en una
operaciéon entre variables o numeros. Ahora la representacion de un texto con base en su
organizacioén redaccional se efectia a través de un procedimiento comun, el cual utiliza dos
criterios: el predicativo o el rematico. Como lo indica Duval (1999): “[u]na representacion no
discursiva de la organizacion redaccional conjuga pues la construccion de una red sobre una
segmentacion tabular del texto” (p. 290). Los textos son segmentados con base en una tabla
y son recontextualizados al construir una red de relacién. Duval aconseja omitir enunciados
con el verbo ser y colocar en infinitivo a los verbos que expresan actitudes proposicionales.
Duval (1999) reconoce que no se hacen representaciones no discursivas de la organizacion
redaccional de un texto por la “conversion activa del texto hacia la representacion no
discursiva” (p. 300), admite que este tipo de conversion es muy dificil y sugiere que el
proceso inductivo de comprension se presente no sélo en situaciones de lectura 1l y IV sino
también en la situacion |, de esta forma disminuirian problemas al contestar un cuestionario
sobre el texto. Duval apoya las representaciones no discursivas de la organizacion
redaccional de un texto frente a las pruebas o sintesis de textos, puesto que estiman “la
centralidad o la marginalidad de lo que se recuerda” (p. 300).
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2.7 LA PARABOLA Y SU ECUACION CARTESIANA

2.7.1. SECCIONES CONICAS

En la figura 2.1 se observa un cono, generado por el giro de una recta llamada generatriz
que atraviesa un punto fijo, a lo largo de una circunferencia base. Debe aclararse que los
griegos al construir el cono con el movimiento descrito anteriormente, bajo la guia de la
circunferencia como directriz obtenian dos conos en el espacio.

[

Figura 2.1 Cono con su circunferencia base.

Menecmo (375 a. n. e. — 325 a. n. e.) es el matematico griego quien al intentar resolver el
problema de la duplicacién del volumen de un cubo, quizas describié por primera vez a las
secciones conicas. Este problema geométrico no se resuelve con instrumentos como la regla
y el compas, ya que su solucion implica la igualdad de dos medias proporcionales.

x y X_)

kox y y 2k
La solucién es la abscisa del punto de interseccion entre las parabolas ky=x*y 2kx= y?.

¢,Como sucede esto? Se visualiza a cada seccidén conica como el resultado de un corte
perpendicular a la generatriz de un determinado tipo de cono, se tiene una interpretacion
estereométrica.
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Si el cono es acutangulo, se obtiene una elipse como lo muestra la figura 2.2. En cambio si el
angulo es rectangulo, el corte generara una parabola como lo muestra la figura 3.5, en el
tercer capitulo. Finalmente, si el cono es obtusangulo, el corte generara una de las ramas de
la hipérbola como lo muestra la figura 2.3.

Figura 2.3 Rama de una Hipérbola resultante
de un corte en un cono obtusangulo tomada
de Alegria (2002, p. 4)

Figura 2.2 Elipse resultante de un
corte en un cono acutangulo tomada
de Alegria (2002, p. 4)

A las secciones cénicas originalmente se les dieron nombres referentes al corte generador
en un particular tipo de cono. A la parabola se le llamaba orfotoma, la elipse se llamo
oxitoma y a la hipérbola, amblitoma; lo anterior se entiende al leer a Gonzalez (1992, p. 358).
Apolonio de Perga innovo en su momento al usar un cono para trazar todas las secciones
conicas.

La figura 2.4 muestra a cada conica como resultado de un corte realizado por un plano,
dentro de un mismo cono.

Circulo
Elipse
darabola

. Hipérbola

Figura 2.4 Secciones Conicas figura tomada de Gil, Ortega, Pol, Tur y Abia (2010).
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La tabla 2.12 explica como es el angulo de inclinacién del plano cortante, con respecto del
plano de la base, de modo que se obtenga una cénica determinada.

Tabla 2.12 Secciones conicas y angulos de inclinacién del plano cortante

Conica Relacién de paralelismo entre el plano de corte a la base o a la generatriz
Circunferencia Paralelo a la base

Elipse No es paralelo a la base o la generatriz

Parabola Paralelo a la generatriz

Hipérbola “[PJlano que forma un angulo inferior, al angulo formado por una generatriz

del cono y su eje” (Pérez, 2011, p. 11).

Si el plano pasa exactamente por la generatriz del cono se genera una recta y si pasa por el
punto fijo genera un punto en el espacio. Tanto la recta como el punto son considerados
conicas degeneradas. La figura 2.5 muestra a la parabola como resultado de un corte con un
plano paralelo a la generatriz del cono que la contiene.

Generatriz

Parébol/

Figura 2.5 Parabola generada por un plano paralelo a la generatriz de un cono no
rectangulo

¢, Como las secciones conicas se volvieron lugares geométricos? Payan (2005) dice que:

El primer tratado escrito que se conserva sobre las secciones conicas es debido a
Apolonio de Perga. En sus 8 libros Apolonio estudia las propiedades geométricas de las
secciones conicas. Las figuras que se van a estudiar, todas ellas conocidas con el nombre
genérico de cbnicas, se pueden obtener como interseccién de una superficie cénica con
un plano.

Apolonio (262 a. n. e. — 190 a. n. e.) como lo comenta Gonzalez (1992) fue el primer
matematico griego en abandonar la definicion de conica como una curva resultante de un
corte, para buscar una condicién necesaria y suficiente que la definiera como lugar
geométrico. A esta condicion o propiedad fundamental la llamé sintoma de seccidn conica.

Es interesante que Apolonio no haya desarrollado un sistema de coordenadas, aunque como
comenta Gonzalez Urbaneja (2001, p. 5) utilizd una especie de sistema antecedente
“Apolonio considera ciertas lineas de referencia (diametros conjugados o diametro-
tangente), que juegan un papel de coordenadas. En el segundo caso, al tomar un diametro
y una tangente en uno de sus extremos como rectas de referencia, las distancias medidas
a lo largo del diametro a partir del punto de tangencia son las abscisas y los segmentos
paralelos a la tangente, interceptada por el didametro y la curva, son las ordenadas.” La
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relacién exclusiva entre los diametros y los segmentos paralelos a las tangentes de cada
conica generd su respectivo symptoma. Génzalez Urbaneja (2001) comenta también que
Fermat en su libro Introduccion a los Lugares Planos y Sélidos llama a los sintomas
de las coénicas Propiedades especificas de las curvas o Ecuaciones caracteristicas
de éstas.

Es conveniente senalar que Apolonio formulé un problema geométrico en su dedicatoria de
Las Conicas que desperto el interés de varios eruditos, siglos después de su muerte. Este
consistia en hallar el lugar geométrico determinado por tres o cuatro rectas. Descartes de
acuerdo con Gonzalez Urbaneja (2001, p. 4) llamé a esta interrogante Problema de Pappus 'y
su importancia en la historia de las matematicas radica en que el problema inspir6 el libro La
Geometria de Descartes. Pappus habia reconocido que la solucion del problema es una
conica, pero al igual que Apolonio no conocié un lenguaje simbdlico que le facilitara la
comprension de los lugares geométricos que solucionaban el problema.

Los sintomas de Apolonio no son expresados con lenguaje simbodlico que siglos mas tarde
aportaria Viete en su Arte Analitica. Después Fermat y Descartes usarian el algebra
simbdlica de los cosistas italianos y de Viéte para analizar los lugares geométricos descritos
por Apolonio a través de ecuaciones indeterminadas en dos variables. La vinculacion entre el
lenguaje simbdlico y las propiedades de las secciones coénicas originaron la Geometria
Analitica.

2.7.2 SINTOMA DE SECCION CONICA PARA PARABOLA.

Apolonio no usé un sistema de coordenadas, pero facilité el camino hacia el surgimiento de
estos. Al observar la figura 2.6, recuérdese que el segmento QV [didmetro] es una abscisa y
el segmento PV [tangente] es una ordenada. Para entender el sintoma de la parabola,
primero que todo, deben ser analizados los diferentes elementos que integran la figura 2.6.

0

Figura 2.6 Sintoma de la parabola realizada por Salazar (2011, p.4).

Al usar la notacién de Salazar (2011) este analisis se resume en la siguiente lista:

1. El cuerpo mostrado es un cono oblicuo, si se girara alrededor de un eje / un triangulo
oblicuangulo se obtendria el cuerpo sefalado.
2. Labase del cono oblicuo es la circunferencia DBEC.
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3. Elsegmento OC es paralelo a PV.

4. El plano DPE contiene a la parabola DPE.

6. La circunferencia HQK es paralela a la circunferencia DBEC.

7. La parabola DPE y la circunferencia HQK se encuentran en una recta QV.
8. El punto V es el punto de interseccion entre los segmentos PM y QV.

Si se construye la figura 2.7 para comprender lo que sucede en la figura 2.6 se obtienen dos
parejas de triangulos semejantes. En cada pareja se cumple el criterio de semejanza entre
triangulos, cuando sus tres angulos interiores correspondientes entre si son congruentes.

Figura 2.7 Triangulos semejantes AHVP, AHKO y ABCO

Los triangulos AHVP y AHKO son semejantes porque los angulos £HPV y ZHOK son
congruentes al ser PV el segmento paralelo al segmento OC, del mismo modo la pareja de
angulos LHVPy ZHKO son congruentes; ademas comparten el angulo ZOHK

Los triangulos AHKO 'y ABCO son semejantes porque comparten el angulo £HOK , los
angulos ZOBCy ZOHK son congruentes al ser HK paralelo al segmento BC; lo mismo

Entre los lados correspondientes de los triangulos semejantes AHKO y ABCO se establece

... HV PV HP . ... HV PV
la proporcion: —=—=—— De ésta se toma la proporcion. —=— a la cual al
BC 0OC OB

aplicarsele la propiedad fundamental de las proporciones se transforma en:

Hy_BC
PV 0C (1)
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La posicion de los triangulos semejantes AHVP y AHKO | permite aplicar el teorema de
Tales, cuyo enunciado establece la proporcionalidad entre los segmentos de rectas secantes
entre rectas paralelas. Como el segmento PV es paralelo al segmento OK y como los
segmentos HO y HK forman parte de rectas secantes, entonces se establece la proporcion:

VK HV
=7 @
PO HP
, , . .. VK BC
Las proporciones (1) y (2) son iguales y con ellas se obtiene la proporcion: P_O = @ (3)

Si se multiplican los miembros de las proporciones (1) y (3) anteriores se obtiene:
[HVJ(VK) __(Bcy
PV \PO) (0C)OB) )

Si se aplica el Teorema de potencia de un punto en la circunferencia HQK se obtiene que:
(V) =HV (VK) (5

De la proporcion (4) se despeja el producto de los segmentos HV y VK:
(Y \VK)= (BCY(PY)PO)
(0cXoB)  (g)

Si en la ecuacion (6) se sustituye el miembro izquierdo de la ecuacion (5) queda:

, _(BCY(PV)PO)
(ovy = (0coB)  (7)

2
El nUmero 4 :M
(oc)oB)
lado recto de la parabola y al ser sustituida en la (7), junto con QV = x y PV = y se obtiene la

ecuacion de la parabola x* = ay

es independiente de la posicion del punto V, esta constante es el
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2.7.3 PARABOLA SIGNIFICADO EN TERMINOS DE AREAS

Apolonio acuid el término parabola para la seccion cénica que cumplia con la proposicion 11
de su primer libro. Gonzalez Urbaneja (2001) lo resumié asi: “La Parabola tiene la
propiedad caracteristica de que para todo punto tomado sobre la curva, el cuadrado
construido sobre su ordenada y es exactamente igual al rectangulo construido sobre
la abcisa x y el latus rectum I” (p. 3).

La figura 2.8 muestra el caso particular de la parabola y* = x. Si el punto P tiene coordenadas
en P(4, 2), el segmento mide la ordenada del punto P que es 2 y sobre éste se construye el

cuadrado PBCA. El segmento PK mide la abscisa del punto P que es 4 y se construye a
partir del punto P un segmento que mide lo mismo que el lado recto de la parabola.

A L

Area de KPEL=4

4
1@
L /c E
Areade PBCA=4
A C
. a @

0 1
4 5 8

Figura 2.8 Relacion entre las areas de los paralelogramos PBCA y KPEL.

El /ado recto en la figura 2.8 es el segmento de longitud 1 cercano al vértice de la parabola
que es el origen. Mas adelante se detalla que este segmento, en toda parabola mide 4p,
dicha medida debe entenderse como el coeficiente de x en la ecuacién de la parabola
propuesta y? = x.

La figura 2.8 también muestra al cuadrado PBCA cuya area se calcula como 2% = 4 y el
rectangulo KPEL cuya area mide 4(1) = 4. El nombre de cada seccién cénica proviene del
método que usaban los griegos para resolver ecuaciones cuadraticas conocido como método
de Aplicacién de las Areas. Como lo comenta Solérzano (1999) la palabra elipse significa
deficiencia, la palabra hipérbola exceso y la palabra parabola equiparacién. Como las areas
del cuadrado PBCA y KPEL son iguales, entre ellas se cumple la equiparacion a la que alude
el término parabola.

2.7.4 PARABOLA Y FUNCION CUADRATICA.

Una funcion es aquella relacion en la cual a cada elemento de un conjunto llamado dominio
le corresponde uno y s6lo un elemento del conjunto llamado codominio. El dominio es el
conjunto de valores que tendra la variable independiente y el codominio es el conjunto de
valores que tendra la variable dependiente. El valor de la variable dependiente es calculado
a partir del valor de la variable independiente mediante una regla de correspondencia, que es
una expresion algebraica si la funcion es algebraica. La funcion cuadratica es un tipo de
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funcion algebraica. La figura 2.9 muestra dos relaciones: una que si es funcién y una que no
lo es.

Divisor Namero

Funcion
Relacion
Figura 2.9 Funcioén y relacién.

La funcion cuadratica basicamente es aquella funcidn cuya regla de correspondencia tiene
un término cuadratico, aquel donde la variable independiente tiene exponente 2. La parabola
es la representacién grafica de una funcién cuadratica.

Si la funcién tiene como variable independiente a x, los puntos que forma la representacion
grafica de la funciéon son pares ordenados que no comparten la misma abscisa entre si. Al

considerarse un valor particular de x a éste le corresponde una y = f(x) . Para averiguar si

una curva es funcion con respecto a la variable x, debe trazarse una recta paralela al eje vy, si
la recta solo se encuentra con la curva en un punto Unico, la curva es funcién, en caso
contrario no lo es.

La figura 2.10 muestra la parabola que representa a la funcién f(x) = 2x* —3x+1, si se elige

el valor particular de X = 2 y se traza una paralela al eje y en el punto A (2, 0), dicha recta
interseca a la parabola de la funcién cuadratica f(x) en el punto B (2, 3). La ordenada del

punto B es y, =f(2). La recta cuya ecuacion es X = 2 solo cruza a la parabola en un
punto.

-14

Figura 2.10 Parabola de la funcion f(x) = 2x* -3x
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La parabola de esta funcion f(x) no podria ser una funcion g(y) , porque al trazar una recta
paralela al gje x, esta recta cortaria a la parabola en dos puntos.

2.7.4. 1. TRASLACION DE PARABOLA DESDE LA FUNCION CUADRATICA.

En el caso de una funcion cuadratica en X su representacion algebraica en forma general
es: f(x)=ax’+bx+c, pero si se completa el trinomio cuadrado perfecto, a partir de los

P . sy . 2 . .y Ly
términos cuadratico y lineal: ax” y bx, respectivamente, la funcion cuadratica se expresa
como:

b\ dac—b?
F) a(x 2aj 4a

El siguiente desarrollo algebraico explica por qué:

f(x)=ax*+bx+c

f(x)z( ax)z+2(\/;x(zjzj+i—2+c—i—2

f(x)=[\/;x+2b J +4ac_b2={\/;(x+iﬂ +4ac—_b2

Ja 4q 2a 4a
bY dac—b?
X)=a/ x+— | +——
/) ( 2aj 4a
A partir de esta ultima representacion de la funcion cuadratica se sabe que las coordenadas
b dac—b*
del vértice son: x=—2—, y= 2 . Si la abscisa del vértice es positiva entonces la
a a

parabola se mueve a la derecha del gje y; en caso contrario se mueve hacia la izquierda. Si
la ordenada del vértice es positiva la parabola se desplazara verticalmente hacia arriba y en
caso contrario hacia abajo. La abscisa del vértice indica la ecuacion de la recta que es el eje
de simetria.

Noétese que en el diagrama 2.11 puede advertirse que una funcidon cuya variable
independiente es x, tiene como representacion grafica una parabola vertical, en cambio, una
funciéon cuya variable independiente es y, tiene como representacion grafica una parabola
horizontal.
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Parabola vertical f(x)=ax’ +bx+c

Representacién
algebraica
Parabola horizontal g () =ay? +by+c

Diagrama 2.11. Representaciones algebraicas de la parabola como funcion cuadratica.

2. 7.5 ECUACION DE LA PARABOLA

De acuerdo con Leithold (1994) “[l]a parabola es el conjunto de los puntos de un plano que
equidistan de un punto y una recta fijos. Al punto fijo se le llama foco, y a la recta fija

directriz” (p. 176).
\ y
- /Plxy)
- E ! ;

Qfx.-p) y=-p

Figura 2.11. Parabola y = X*

En el caso de la figura 2.11, el foco es el punto de coordenadas F(0,p) y la directriz, es la
recta cuya ecuacion es y = -p. Sean P(x, y) un punto que pertenece a la parabola y Q(x,-p) el
pie de la perpendicular que va de P a la directriz, se cumple que:

FP=0P

Donde la longitud de estos segmentos son las distancias:

}TP:\/()C-O)2 +(y-pf y Q_P:\/(x-x)z +(y-(-p)f

Al igualar dichas distancias queda: +/x? +(y- p) =/(y + p)

Elevando al cuadrado a cada miembro de la ecuacion da como resultado:

X +y" 2py+pt=yt+2py+pt

Al simplificar se obtiene la ecuacién buscada: x* = 4py
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Se obtuvo la ecuacién en forma canénica de una parabola vertical con vértice en el origen
cuya rama abre hacia arriba. Su directriz es la recta y = -p. Su eje de simetria es la recta
respecto de la cual dos puntos que pertenecen a ella son simétricos. En este caso se trata
del gje y, y como el foco pertenece al eje de simetria a dicho eje se le conoce también como
eje focal.

Existen dos elementos faltantes para la parabola de la figura 2.11. La distancia focal que es
la distancia del foco al vértice, la cual mide p unidades de longitud y la medida del /ado recto
[segmento que une dos puntos pertenecientes a una recta paralela a la directriz y que pasa
por el foco]. Para determinar la longitud de este segmento se recurre a la figura 2.12 que
muestra la parabola de la figura 2.11 con su lado recto y los extremos del segmento que son
los puntos Ry S. Ambos tienen como ordenada el valor p o la distancia focal.

A

¥=p

Figura 2.12 Segmento RS o lado recto de la parabola x* = y

Adviértase que se desconoce el valor de la abscisa de R y de |la abscisa de S, estos valores
son simétricos. Para conocer el valor de estas abscisas, se sustituye el valor p en el lugar de

la variable y en la ecuacion canénica obtenida, lo que da: x> = 4p?.

Las soluciones de la ecuacion cuadratica anterior son x ==+2p . Para conocer la longitud del

segmento RS, como R y S son puntos con la misma ordenada, se suman los valores
absolutos de sus abscisas:

[2p|+|-2p|

2p+2p=4p

En conclusién, el lado recto en parabolas verticales mide 4p. El resultado también se
extiende a cualquier parabola.

Para el caso de una parabola horizontal cuya rama abre hacia la derecha como la mostrada
en la figura 2.13, debe advertirse que no se da la ecuacion de la directriz. Para obtener dicha
ecuacion debe recordarse que la distancia focal p es también la distancia del vértice de la
parabola a su directriz. Por ello, el punto sobre el gje x que cumple la condicién de estar a p
unidades de longitud del vértice V (0, 0) es el punto T(-p, 0). La recta donde la abscisa es
una constante —p, tiene la ecuacién x = -p y dicha recta es la directriz buscada.
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Qx+

Figura 2.13 Parabola con ecuacion y*= x
La ecuacién se construye de forma analoga a como se hizo con una parabola vértice que

abre hacia arriba. A partir de la definicion de parabola, se toma como hipétesis que los
segmentos QP y FP miden lo mismo.

FP=QP

Jee=p) + 2 =(x+ py

La ecuacién en forma candnica para parabolas horizontales cuya rama abre hacia la
derechaes: y°=4px

De los elementos de la parabola se conocen la distancia focal, foco y directriz. Faltan el eje
de simetria y el lado recto.

En el caso de una parabola horizontal cuya rama abre hacia la derecha, el lado recto se
calcula al sustituir en la variable x el valor de p. De la ecuacidn cuadratica y*> = 4p” sus

soluciones son: Y =2p, y=-2p. El lado recto es la suma de los valores absolutos de estas
ordenadas que da el resultado ya conocido 4p.

2.7.5 1PARABOLAS SIMETRICAS

En la simetria axial cada punto A de una figura original y su punto simétrico A" en la figura
reflejo, estan a la misma distancia con respecto de una recta que es mediatriz del segmento

Si se tuviera una parabola vertical que abre hacia arriba y se escogiera al gje x como eje de
simetria axial, se trazaria una parabola vertical cuya rama abriria hacia abajo. El punto
simétrico del vértice de la parabola sigue siendo el mismo vértice. Los puntos que forman la
simétrica tendran su ordenada negativa.

El foco de la parabola simétrica tiene ordenada negativa, sus coordenadas son F* (0, -p) y su
directriz es la recta y = p. Debe advertirse que la distancia focal y el lado recto son
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cantidades positivas por ello se expresan con valor absoluto: |p| y |4p| . Son las

coordenadas del foco quienes auxilian a quien graficara una parabola para saber cémo abre
la rama de una parabola.

Para parabolas con vértice en el origen, el foco tiene una coordenada que es cero y la otra
coordenada tiene el valor de p. este parametro si es positivo hara que la rama de la parabola
abra hacia arriba o hacia la derecha, si no es asi, la rama abrira hacia la izquierda o hacia
abajo.

]
! 4
»
2

Figura 2.14 Parabola cuya ecuacién es y = x° y su parabola reflejo

Por ejemplo, si la ecuacién de una parabola fuera y = -x*; como la mostrada en la figura 2.14,
a partir de ella se obtendria que su lado recto de la parabola mide 1. Como 4p=-1

1
entonces el parametro p vale p=—z, esto indica que el foco de la parabola tiene

1
coordenadas en F(O,—Z) y que el sentido en el cual abre la rama de la parabola es hacia

abajo.

En sintesis, las parabolas que abren hacia abajo con vértice en el origen son reflexiones de
aquellas que abren hacia arriba con el mismo vértice y viceversa. También las parabolas que
abren hacia la izquierda con vértice en el origen son reflexiones de aquellas que abren hacia
la derecha con el mismo vértice y viceversa.

2.7.5.2 TRASLACION DE LA PARABOLA EN EL PLANO CARTESIANO.

Las parabolas no siempre tienen como vértice el origen, una parabola puede ser el resultado
de trasladar una parabola con vértice en el origen hacia la derecha o hacia abajo, o hacia la
combinacion de estos dos sentidos. ;Qué pasa si se traslada una parabola cuya rama abre
hacia la derecha y hacia arriba? Como lo muestra la figura 2.15 ésta conserva su forma y
tamano del lado recto; porque en una traslacion la figura original y la figura trasladada son
congruentes. Sin embargo, en la parabola trasladada cambian las coordenadas del foco, del
vértice, la ecuacion de la directriz y la ecuacion de esta parabola.
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Figura 2.15 Traslacion de la parabola x* = 4py hacia arriba y hacia la derecha

Al trasladar una parabola en el plano cartesiano, los ejes coordenados también son
trasladados, esto implica que se transforman en otros ejes coordenados. Si el gje x se
mueve a la derecha h unidades de longitud su ecuacidon con respecto al sistema de
coordenadas original sera x = h, pero si lo hace hacia la izquierda su ecuacion sera x = -h.

En la tabla 2.13 se muestra lo que sucederia con el gje y si se moviera en los sentidos arriba
y abajo.

Tabla 2.13 Ecuaciones de los ejes coordenados al trasladarse.

Ejes coordenados Izquierda Derecha Arriba Abajo
Eje x X =-h x=h
Ejey y=-k y =k

Bajo el supuesto de que la parabola vertical cuya rama abre hacia arriba se moviera hacia la
derecha y hacia arriba como muestra la figura 2.15, debe analizarse como cambiaran las
coordenadas de su vértice y foco, también debe pensarse en la ecuacion de la directriz de la
parabola ya trasladada.

En cuanto al vértice en la parabola original este punto era el origen de plano cartesiano con
coordenadas y = 0 y x =0. El origen es el punto de interseccion de los ejes coordenados. La
ecuacion del gje x es y =0y la del gje y es x =0.

Las cantidades involucradas en estas ecuaciones son las coordenadas del punto de
interseccién, por lo tanto, al trasladarse los ejes coordenados su punto de interseccion
definira las ecuaciones de los nuevos ejes coordenados. De este modo si el eje x’ tiene

ecuacion X=Hh y el eje y’ tiene ecuacién ¥ =k , su punto de interseccién O" tendra
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coordenadas O‘(h, k) en el sistema de coordenadas xy. Para la parabola de la suposiciéon su
vértice en el sistema de coordenadas original era V(0,0) al trasladarse su vértice tendra
coordenadas V(h, k).

¢ Qué pasa con la directriz de la parabola trasladada? Si la directriz de la parabola original
estaba a —p unidades del vértice, la directriz de la parabola trasladada estara a —p unidades
del nuevo vértice, lo que significa que se sumara -p unidades de longitud a la cantidad k para
formar la ecuacion y = k— p. Para el foco, ocurre algo similar, a la abscisa del foco original se
le suman h unidades de longitud y a la ordenada del foco también se le suman k unidades de
longitud.

La tabla 2.14 permite comparar los elementos de la nueva parabola y la original Obsérvese
que las parabolas tienen al parametro p [ordenada del foco en la parabola original] como un
elemento que no cambia.

Tabla 2.14 Vértice, foco y directriz de parabolas verticales, original y trasladada.

Elementos Original Nueva parabola
Vértice V(0,0) V(h,k)

Foco F(O, p) Fih, k +p)
Directriz y=-p y =k-p

Para hallar la ecuacién de la parabola resultante de la traslacion propuesta, puede recurrirse
a sustituir las ecuaciones de los nuevos ejes coordenados en su forma general, gje X’y eje y’

en la ecuacién canénica (x')* = 4p(y'). Las ecuaciones de los nuevos ejes coordenados se
describen en la tabla 2.15:

Tabla 2.15 Ecuaciones en forma general para ejes de traslacion.

Eje Ecuacion Ecuacién en forma general
X" x=h x-h=0
Y y=k y—k=0

Después de sustituir en la ecuacion canonica la ecuacidn del gje x’ y la ecuacion del gje y’
queda:

(x—h)" =4p(y—k)

Una forma tradicional de obtener la ecuacion faltante es partir de la definicion analitica de
parabola y calcular la distancia de P (x, y) al foco F* (h, k + p) y la distancia de P (x, y) a la
directriz y = k + p. En este caso también se traza una recta perpendicular a la directriz que
pase por el punto P para obtener el punto Q" que es la interseccion entre la directriz y la
perpendicular trazada.

F'P=Q'P

Jee=nY +(y=(k+p)f = y—(k-p)

(x=hf+(y—k-pf =(y—k+pf
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Después de desarrollar trinomios al cuadrado y reducir términos semejantes se obtiene:
(x—h)2 —4py+4pk=0

Al transponer los términos que contienen el factor comun 4p, se llega a la ecuacién ordinaria
de una parabola vertical que es:

(x—n) =4p(y—k)

2.7.5.3. TRASLACION DE PARABOLAS HORIZONTALES

Si la parabola a trasladar fuera una parabola horizontal cuya rama abre hacia la derecha,
para trasladarsele hacia la izquierda y hacia abajo las ecuaciones para los nuevos ejes
coordenados x*y y” son: para el eje x”, y =-ky para el eje y”, y = -k.

El pardmetro p se conserva. Las coordenadas del vértice son las coordenadas del punto de
interseccién de los nuevos ejes coordenados y las coordenadas del foco resultan de sumarle
a la abscisa del foco —h unidades de longitud y a la ordenada —k unidades de longitud. En la
tabla 2.16 se muestran los cambios en las coordenadas del foco, del vértice y en la ecuacion
de la directriz.

Tabla 2.16 Vértice, foco y directriz de dos parabolas horizontales, original y trasladada.
Elementos Original Nueva parabola

Vértice V(0,0) V*(-h, -k)
Foco F(p, 0) F*(-h +p, -k)
Directriz =-p x=-h-p
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La figura 2.16 muestra la parabola original y la resultante de trasladarla hacia abajo y hacia
la izquierda.

»
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———————— e T !

Figura 2.16 Traslacion de la parabola y* = 4px hacia abajo y hacia la izquierda

La ecuacion de la nueva parabola se obtiene sustituyendo sobre la ecuacidén canonica las

ecuaciones de los ejes coordenados y*y x™ en su forma general o bien, usando la definicién

analitica de la parabola para calcular la distancia de P(x, y) al foco F'(-h, -k + p) y la distancia
de P(x, y) a la directriz y = -k + p.

En el primer caso, las ecuaciones buscadas son, para el gje x” x+h=0 y para el gje y”.

. .z 4 . (B 2 [} . . .
y+k =0. Sila ecuacién canodnica fuera (y ) = 4p(x ) al sustituir las ecuaciones en forma
general de los nuevos ejes coordenados se obtiene la ecuacion ordinaria (y+k)2 =4p(x+h).

En el segundo caso, se tiene que construir la ecuacion como sigue:
‘F"P‘ =‘Q"P‘

\/()c—(—h+p))2 +(y—(—k))2 =x+h+p

(x+h—p)2+(y+k)2 :(x+h+p)2



Después de desarrollar trinomios al cuadrado y reducir términos semejantes se obtiene:
(y+k)2 —4px—4ph=0
Al transponer los términos que contienen el factor comun 4p, se llega a la ecuacién ordinaria
de una parabola vertical que es:
(y+k)2 :4p(x+h)
En la tabla 2.17 se define el sentido en que abrira la rama de una parabola de acuerdo con el

parametro p.

Tabla 2.17 Coordenadas cartesianas y ecuaciones de los elementos de la parabola.
Elemento Parabola horizontal Parabola vertical

Parametro p>0 p<0 p>0 p<0

Vértice V(h, k)
F(h+(- p) k) Fnk+p)  Flik+(=p))

Foco
Directriz x=h-p x:h—(—p) y=k-p y:k—(—p)

Eje de simetria y =k x=h

Sentido en el
que abre la
rama de la
parabola

derecha izquierda arriba abajo
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CAPITULO 3. SECUENCIA DIDACTICA

3.1 INTRODUCCION

Esta secuencia didactica usa estrategias de aprendizaje cooperativo para intentar que los
alumnos aprendan qué es la parabola como lugar geométrico y seccion cénica. Se utilizan
organizadores previos descritos por Diaz Barriga y Hernandez (2002) como estrategias para
obtener un aprendizaje significativo entre ellos: ilustraciones descriptivas de objetos
matematicos en dos dimensiones y en tres dimensiones, diagramas, objetivos de la sesion,
organizadores graficos como cuadros sindpticos, preguntas intercaladas, lluvia de ideas y
discusiones guiadas. Esta secuencia didactica considera las estrategias propuestas por los
investigadores de la Universidad de Minnesota Johnson, D. W. y Johnson, R. (1999) quienes
retoman la teoria del aprendizaje significativo de Ausubel, la teoria de la interdependencia
social de Lewin y se pretende desarrollar una zona de desarrollo préximo como lo indica la
teoria de de Vygotsky. Se utilizan cuestionarios, examenes individuales y rubricas para
evaluar las estrategias desarrolladas en las sesiones. En las pruebas se recurrié a las
sugerencias de Lafourcade (1972) para la elaboracion de items de opcion multiple, items de
complementacioén y los items donde se relacionan columnas.

La parabola es una curva que requiere de conocimientos previos en: operaciones aritméticas
con numeros reales, resolucion de ecuaciones de primer grado, conocimientos sobre
binomio al cuadrado y trinomio cuadrado perfecto, nocion de lugar geométrico y calculo de la
distancia entre dos puntos del plano cartesiano.

En la secuencia didactica, se parte de la parabola como seccion conica, para establecer su
definicion analitica y analizar los elementos de la parabola que ayudan a deducir su ecuacién
en forma candnica y posteriormente en forma ordinaria; se omite la revision de la parabola
como representacion grafica de la funcion cuadratica, aunque se menciona que la parabola
representa graficamente a una funcion del tipo senalado.

La tabla 3.1 muestra cada tipo de tarea a desarrollar durante la secuencia didactica de la
parabola y las estrategias en cada una de ellas.

Tabla 3.1. Tipos de tareas que se desarrollaran durante la secuencia didactica.

Tipo de tarea Propésito Estrategias propuestas
Indivi Identificar los conceptos mas generales del ° Organgdor previo.
ndividual tema. e llustraciones descriptivas.
e Preguntas intercaladas.
o Jigsaw
e STAD [Student Teams

o Corregir ideas previas de los integrantes.
En equipo e Explicar cémo se resuelven los problemas
propuestos entre integrantes del equipo.

Achievement Divisions]
e TGT [Teams Games
Tourmaments]
e Lluvia de ideas
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Tipo de tarea Propésito

Estrategias propuestas

e Generalizar los procedimientos utilizados.
¢ Destacar errores y como corregirlos.

Grupal e Conocer formas de resolucion de problemas Discusion guiada

comunes o bien, desarrollar otras
alternativas.

Los equipos estaran formados por dos, tres o cuatro integrantes de acuerdo con la tarea a
realizar y éstos seran heterogéneos. Los equipos seran formados por auto asignacion de un

digito por parte de los estudiantes.

Las acciones a realizar por el profesor son.

1. Resolver las dudas de los estudiantes mientras trabajan en equipo, sin que esto
implique explicar algo mas. Es aconsejable buscar un ejemplo mas sencillo y si es

posible un contraejemplo que aclare las dudas propuestas.

2. Exponer el tema en las estrategias de aprendizaje cooperativo que lo requieran con
ayuda de figuras videoproyectadas en el pizarrén, si no hubiera videoproyector,
deben realizarse dichas figuras en laminas de papel bond, la intencién es no perder

tiempo dibujandolas.

3. Ayudar al equipo a resolver sus conflictos internos cuando éstos surjan.

Tabla 3.2 Desarrollo de la secuencia

Tarea  Semana  Sesion  Estrategia de Tiempo  Subtema(s)
No. aprendizaje total
[min.]
1 1 1 Presentacion del 30
tema,

estrategias a
laborar en clase
y formacion del
primer grupo

informal

2 Jigsaw 65

3 Discusion 25
guiada

4 2 STAD 60

5 Ejercicios en 60
clase

6 3 Prueba de las 50
tareas 2,3,4y5

7 Elaboracion de 10
tabla C-Q-A

8 2 4 STAD 50

9 STAD 65

10 5 Discusion 50
guiada

11 Prueba de las 60
tareas 7,8y 9

12 6 Jigsaw Il 60
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e Parabola como seccion coénica.

¢ Definicion analitica de la parabola.

o Elementos geométricos de la parabola

e Fundamentacion tedrica de la aplicacion
de la parabola en la vida real

Ecuaciones canénicas de la parabola con

p>0

Prueba individual

Longitud del lado recto

Ecuaciones canénicas de la parabola con
p<0.

Resumen previo a la prueba

Prueba individual
Ecuacién ordinaria de la parabola como

consecuencia de una traslacion en el plano
cartesiano de una parabola con ecuacion



Tarea  Semana  Sesion  Estrategia de Tiempo  Subtema(s)
No. aprendizaje total
[min.]
canonica.
13 3 7 TGT 90 Ecuacion ordinaria de parabolas
conociendo lado recto, o ecuacion de la
directriz y coordenadas del vértice, o
coordenadas de vértice y foco.
14 Lluvia de ideas 30 Ecuaciones ordinarias con vértice y foco o
(12 parte) bien con vértice y directriz.
8 Lluvia de ideas 30
(22 parte)
15 TGT 65 Ecuacion ordinaria considerando los

extremos del lado recto y el vértice; o
también los extremos del lado recto y la
directriz de la parabola.

3.2 DESARROLLO DE LA SECUENCIA DIDACTICA

SESION 1

Tabla 3.2.1 Distribucion de tiempo en la sesion 1

Tarea Estrategia Subtarea Tiempo
[min]
Uso de habilidades sociales Presentacion 8
1 Rotafolio y breve explicacion. Prese_ntacic')n de objetivos y acciones 15
a realizar
Autoasignacion de un digito Formacion de equipos y asignacion 7
del 1 al 5 por estudiante de roles
Lectura de la seccién individual 20
. Trabajo con grupo de expertos 15
2 Jigsaw Trabajo del equipo 10
Cuestionario e item de identificacion 20
Presentacion de las preguntas y 15
. . . escucha de las respuestas
3 Discusion guiada Escri
scritura de respuestas correctas en 10

pizarron.

TAREA 1. PRESENTACION DE LA SECUENCIA

Indicaciones generales:

El profesor presentara el tema e intentard motivarlos con el comentario de que lo mas
importante es el aprendizaje antes que la calificacion. Les explicara como seran evaluados y

Tiempo total: 30 minutos

la importancia de un compromiso por parte de ellos para obtener beneficios en equipo.

También el docente debe formar equipos de cinco integrantes; pidiéndoles que de forma
ordenada uno de ellos sea el vocero, quien comunique las respuestas del equipo al resto de
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la clase; otra persona debe copiar el cuestionario y anotar las respuestas del equipo para
cada pregunta, y alguien coordinara las participaciones al interior del equipo y tomara
decisiones, en un momento dado, para que el trabajo en equipo dé buenos resultados; es
decir, fungira como lider; los otros dos integrantes del equipo deben vigilar que todos
trabajen. El profesor debe ayudar a que se resuelvan diferencias de opinion entre los

miembros del equipo.

Objetivos de la sesion:
1. Entender en qué forma la parabola es una seccion conica.

2. Conocer brevemente el origen de la Geometria Analitica y su aplicacién en el
contexto cientifico.
3. Conocer la definicién analitica de la parabola.
4. |dentificar los elementos geométricos de la parabola.
5. Conocer la propiedad de reflexion de los paraboloides.

Acciones a realizar:

El docente:

e Formara equipos de cinco personas con un lider, un secretario, un vocero y dos
observadores.
¢ Informara sobre objetivos de la sesion, acciones a realizar en ésta y evaluacién

semanal.

¢ Resolvera dudas.

Los estudiantes en equipo:

Evaluacién semanal.
e Cuestionarios, discusion guiada y ejercicios con recompensa por equipo.
e Interaccién del equipo controlada a través de una rubrica.
e Prueba individual (viernes)

Analizaran una lectura mediante la técnica Jigsaw.
Resolveran un cuestionario.
Identificaran los elementos de una parabola que esta ubicada en una cuadricula.
Participaran en una discusion guiada donde comprueben lo que han aprendido.

El profesor debe llenar la siguiente matriz de valoracién para conocer el desempefio de cada

equipo de trabajo.

Tabla 3.3 Rubrica para evaluar a los equipos en la sesion.

Aspecto Deficiente 5 Regular 6 Buena 8 Muy buena 10
El  lider es £ lider y los
integrantes Todos se
. . rechazado y los
Solo trabaja el ; comparten comprometen vy
o - . estudiantes no se o .
Realizacion de los lider y hay apatia responsabilidad y trabajan en su
; comprometen,
roles asignados entre los % luchan para que rol, luchan
) sélo cumplen con ; -
integrantes. el trabajo esté porque todos
las labores .
. bien hecho. aprendan.
pedidas.
Comunicacién entre  Permiten que Comunican ideas Procuran Se escuchan vy
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Aspecto Deficiente 5 Regular 6 Buena 8 Muy buena 10
sus integrantes alguien pero existen escuchar y ser apoyan, buscan
monopolice  los actitudes pasivas escuchados, aprender juntos.
comentarios en los buscan aprender
hechos en la integrantes. juntos.
labor de grupo
formal.
Resuelven el
Resuelven los confl_|cto por
. medio de
Logran resolver conflictos empatia
Hay ruptura, el el conflicto internos, debido a P Y
. . . .~ escucha atenta.
trabajo es porque interviene la  participacion

Resoluciéon de
conflictos

Uso de notacion

Proporcion directa

Origen de
ecuaciones de
parabolas

Problema de la

duplicacién del cubo

Visualizacién de
parabolas

Seccion conica

abandonado a la
suerte de quien
continte
haciéndolo.

Problemas con
notacion de
elementos
geomeétricos.

Problemas con
fracciones y
proporciones
directas.

No entienden el
origen de las
ecuaciones de
las parabolas.

No entienden la

solucion del
problema.

Problemas para
visualizar a las
parabolas por

separado y en el
mismo plano.

Problemas para
comprender la

accion del plano
de corte sobre la

el profesor como
mediador,

pierden puntos y
el equipo no
quiere continuar.

Problemas con
notacion de
elementos
geomeétricos.

Requieren
ejemplos
entender
Propiedad
Fundamental de
las Proporciones.

para

Requieren ayuda
para entender el
origen de las
ecuaciones de
las parabolas.

No reconocen la
solucion del
problema.

Requieren ayuda
para visualizar a
las parabolas por
separado y en el
mismo plano.

Requieren ayuda
para comprender
la accion del
plano de corte
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de alguno de
ellos quien actua

asertivamente.
Pierden puntos y
hay algunos
reproches.
Carecen de
problemas  con
notacién de
elementos
geomeétricos.
Requieren
ejemplos para
entender
Propiedad

Fundamental de
las Proporciones.

Requieren poca
ayuda para
entender el

origen de las
ecuaciones de
las parabolas.

Reconocen que
la solucion del
problema es la
abscisa del punto
l.

Visualizan a las
parabolas por
separado y en el
mismo plano.

Requieren poca
ayuda para
comprender la
accion del plano

Se comprometen
a arreglar los
desperfectos vy

asumen el costo
en puntos que
contrajeron  por
su conflicto.
Carecen de
problemas  con
notacién de
elementos
geomeétricos.

Comprenden la
Propiedad

Fundamental de
las Proporciones.

Comprenden
como se
obtuvieron las

ecuaciones de
las parabolas.

Entienden que la
solucion del
problema es la
abscisa del punto
l.

Visualizan a las
parabolas por
separado y en el
mismo plano.

Comprenden la
accion del plano
de corte sobre la
superficie del



Aspecto Deficiente 5 Regular 6 Buena 8 Muy buena 10

superficie del sobre la de corte sobre la cono.
cono. superficie del superficie del
cono. cono.

TAREA 2. ; QUE ES UNA PARABOLA?
Tiempo total: 65 minutos
Indicaciones generales.

Se usard la estrategia de aprendizaje cooperativo Jigsaw, por lo que los estudiantes
realizaran acciones en grupos de cinco integrantes, se les asignara secciones de un texto,
que cada integrante leera cuidadosamente durante veinte minutos. Luego cada integrante se
reunira con su equipo de expertos durante quince minutos. Regresaran a su equipo original y
tendran entre todos diez minutos para explicar su parte. El profesor puede auxiliar al equipo
de expertos si lo requieren.

Responderan por escrito un cuestionario y realizaran un ejercicio para identificar los
elementos de una parabola como lugar geométrico; ambos deben ser presentados cuando
los estudiantes regresen con sus compaferos, después de trabajar con su equipo de
expertos, de modo que no localicen la respuesta antes de tiempo y se perjudique el trabajo al
interior del equipo. Trabajaran veinte minutos en el ejercicio de columnas relacionadas vy la
resolucion del cuestionario. Las preguntas del cuestionario son:

1. ¢Qué problema geométrico origind las secciones conicas como su posible solucién?

2. ¢ Coémo colocarian el plano de corte en cualquier tipo de cono, para obtener una linea
recta?

3. ¢Qué reto geométrico inspiré a Descartes a escribir su libro La Geometria?

4. ;Cual es la diferencia entre una parabola y un paraboloide?

5. Expliquen con sus propias palabras la propiedad de reflexion de los paraboloides.

El texto es narrativo, contiene informacion histérica que esta presentada cronolégicamente,
En la seccién 1 se describe brevemente el problema de la duplicacién del cubo y trata de
explicar un contraste entre como se resolvio en la antigiedad y como se le resuelve ahora.
En la seccion 2 se explica por qué la parabola es una secciéon conica, lo cual implica
imaginaciéon para entender qué es una seccion conica y trabajar con un grafico de tres
dimensiones en donde la parabola tiene dimensidén uno por ser una curva de acuerdo con
Duval (1999).

La seccion 3 explica la definicion de una parabola como lugar geométrico, al usar una
relacién de igualdad entre dos distancias, la que va de un punto de la parabola a la directriz y
la que va de dicho punto al foco. La seccion 4 en correspondencia con la seccion 3 describe
los elementos de una parabola primero como una figura sin abscisas y ordenadas y luego
como una curva en el plano cartesiano.

La seccion 5 explica brevemente como el paraboloide tiene su origen en la parabola y como
la propiedad de reflexion dada en estas superficies en el espacio se ha utilizado para
transmitir sefiales de telecomunicacion.

92



Integrantes: Grupo:

Consigna: Observen la parabola siguiente y relacionen las columnas que estan debajo de
ella.

3.1 Parabola de la cual se identificaran sus elementos.

Elemento de la parabola Elemento de la gréfica 3.1
a. Foco Puntol ( )
b. Directriz Segmento KL ()
c. Eje de simetria Rectai ( )
d. Vértice PuntoK ( )
e. Distancia focal PuntoH ( )
f.  Lado recto Rectad ( )
PuntoC ( )
Segmento I1C ( )

Las respuestas son:

Punto!l (d)
Segmento KL ()
Rectai (c)
PuntoK ( )
PuntoH ()
Rectad (b)
PuntoC (a)
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Segmento IC (e)

Seccion 1: Origen de las secciones conicas.

Los antiguos griegos resolvian problemas geométricos con el uso de regla y compas. De
pronto, se plantearon el famoso problema de duplicar el volumen de un cubo; el cual requiere
saber cuanto mide la arista de un cubo para que su volumen sea el doble de otro. Dicho
problema no es resoluble con el uso de los instrumentos geométricos mencionados. Su
solucion en la antigua Grecia conllevaba resolver dos proporciones directas.

Una proporcion directa es la igualdad de dos razones, las cuales son representadas como
fracciones, asi lo muestra el diagrama 3.1

a_c
b d

Razones: — vy

a.,c
b~ d

Medios: a y d Extremos: b y ¢

Diagrama 3.1. Proporcién y sus elementos

En una proporcion directa, el producto de los medios es igual al producto de los extremos; a
esto se le conoce como Propiedad Fundamental de las Proporciones.

Si en una proporcién directa existe una pareja de medios idénticos o bien, una pareja de
extremos idénticos, a esta cantidad se llama media proporcional como lo muestra el
diagrama 3.2

Diagrama 3.2. Proporcion con una cantidad conocida como media proporcional

Después de considerar la informacion anterior, ahora se puede entender lo hecho por el
matematico griego Hipdcrates de Quios; a quien se le atribuye ser el primer matematico en
haber planteado las siguientes proporciones directas:

X _ )y ., X_y .,
— == Proporcion 1 — = Proporcién 2
kK x y 2k

Al aplicar la Propiedad Fundamental de las Proporciones, de cada proporcién directa se
obtiene una ecuacion, cuya representacion grafica es una parabola. Entonces de la
proporcion 1 se obtiene la parabola A que es vertical y de la proporcion 2 se obtiene la
parabola B que es horizontal; como lo muestran las figuras 3.2 y 3.3, respectivamente.
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8] 2

Figura 3.2 Parabola A 2]

Figura 3.3 Parabola B

En nuestros dias, para resolver el problema de la duplicacion del cubo basta con hallar las
coordenadas del punto donde se intersecan las parabolas de A y B. Dicho punto esta

representado en la figura 3.4 como el punto | de coordenadas y = (Q/E)Zk y x= %/Ek :

Figura 3.4 Punto de interseccion de las parabolas A 'y B

Por ahora, es suficiente con sustituir las coordenadas del punto | en la ecuacién de cada
parabola, para comprobar que los valores hallados resuelven el problema de duplicar el
volumen de un cubo.

Menecmo aproximadamente hacia el afio 350 a. n. e., al intentar resolver el problema de
duplicar el volumen de un cubo, quizas fue la primera persona en usar secciones conicas.
Las secciones conicas son curvas resultantes de cortar la superficie de un cono con un
plano. Las secciones conicas son la circunferencia, la elipse, la hipérbola y la parabola.
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Seccidn 2. ;Por qué la parabola es una seccién conica?

¢ Como es eso posible?, ;qué es una generatriz? Bueno, una generatriz es una recta
en el espacio que al girar guiada por una circunferencia base y ademas al pasar por un punto
fijo también en el espacio, genera no uno sino dos conos. La figura 3.5 muestra los conos
obtenidos por el movimiento descrito anteriormente.

Generatriz

Punto fiio

Circunferencia base

Figura 3.5 Cono generado por la generatriz

De acuerdo con Menecmo, si se tiene un cono rectangulo el corte de un plano perpendicular
a la generatriz de dicho cono, generara sobre su superficie una curva llamada parabola.

En la figura 3.6 se muestra un cono de perfil. El angulo entre las generatrices es recto y por
eso el cono recibe el nombre de cono rectangulo.

Por otra parte, el plano de corte es representado por la recta g; la cual es perpendicular a la
generatriz y forma junto con ésta un angulo recto. El segmento GH representa a la regién del
plano que contiene a la parabola. La figura 3.7 muestra una parabola al interior de un cono
rectangulo.

\ /’/

osnarattz "\, /

Figura 3.7 Parabola dentro de un cono
rectangulo tomado de (Alegria, 2002)

Figura 3.6 Corte transversal de un cono
rectangulo
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Las secciones coénicas eran curvas cuya definicion requeria un poco de imaginacién para
poder visualizarlas como conjuntos de puntos sobre la superficie de un cono.
Definitivamente, era necesaria una definicion mas sencilla.

En el siglo Il a. n. e. Apolonio de Perga, vario la posicion del plano de corte en un cono
unico, para obtener cada una de las secciones coénicas, hizo mas sencilla la definicion de una
seccién coénica. Apolonio descubrié que para obtener una parabola, el plano de corte debe
ser paralelo a la generatriz del cono, sin importar que el cono no sea rectangulo.

La figura 3.8 muestra un cono no rectangulo donde hay dos planos paralelos a la generatrizy
uno de ellos pasa exactamente por ella. La parabola se observa como una linea punteada al
interior del cono inferior.

o
/
Figura 3.8 Corte paralelo a la ;/
generatriz de un cono, tomado de /o
Gonzalez Urbaneja (2001 13) Figura 3.9 Cono no rectangulo de

perfil.

En la figura 3.9 se observa a un cono no rectangulo de perfil, con las rectas e y d, que
representan a planos paralelos a la generatriz del cono. Los angulos a y 3 evidentemente
son congruentes, puesto que son angulos correspondientes entre paralelas. El segmento EJ
en la figura 3.9 representa a una regién del plano que contiene una parabola como la
contenida en la figura 3.8.

Cierto, la definicion de seccion coénica todavia no era lo suficientemente sencilla para
resolver de forma practica un problema geométrico como el de la duplicacion del volumen de
un cubo. Sin embargo, Apolonio de Perga propuso un reto: localizar el lugar geométrico
relacionado con tres o cuatro rectas en un plano. El matematico griego Pappus de Alejandria
propuso que la solucion de dicho reto es una seccidn conica. Mas tarde, en el siglo XVII d. n.
e., René Descartes llamo al reto propuesto por Apolonio, Problema de Pappus.

Antes debe recordarse que Francois Viéte hacia 1591 introdujo un lenguaje simbdlico
predecesor del lenguaje algebraico actual. Dicho lenguaje y el gusto de Descartes por el
Problema de Pappus, le permitieron escribir el libro La geometria, por el cual él es
considerado creador de la Geometria Analitica; sin embargo también su compatriota Pierre
de Fermat representd elipses y parabolas mediante ecuaciones cuadraticas. Hacia 1629
Fermat realizé investigaciones sobre la ecuacion general de la linea recta.
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Seccion 3: Parabola como lugar geométrico.

No se trata de quitarle mérito a Descartes o0 a Fermat, sino de mostrar como la resolucion de
un problema geométrico permitid el desarrollo de la Geometria Analitica. Los nuevos
conocimientos matematicos ayudaron a otros cientificos a realizar sus investigaciones. En su
primera ley del movimiento de cuerpos celestes Johannes Kepler uso 6érbitas elipticas para
describir el movimiento de los planetas del sistema solar. Isaac Newton comprobd que la
trayectoria de un proyectil, después de su lanzamiento describe una parabola. Ambos
cientificos utilizaron secciones coénicas para elaborar modelos que explican fendmenos
fisicos.

La parabola como lugar geométrico es un conjunto de puntos en el plano cartesiano que
cumple la condicion que se explica en el recuadro.

Un punto P pertenece a una parabola, si la distancia del punto P a un
punto fijo F, llamado foco, mide lo mismo que la distancia del punto P a
una recta d, llamada directriz.

Figura 3.10 Grafica una parabola y su directriz

En la figura 3.10 observen las coordenadas de los puntos A, B, C, F y V, y comprueben si
son ciertos los siguientes enunciados:

a) Los puntos C y E pertenecen a la directriz.

b) Los puntos A, V y B pertenecen a la parabola.

c) La unidad de longitud en la figura 3.10 es la medida del lado de un cuadrado.

d) La distancia del punto V al punto F mide tres unidades de longitud y es igual a la
distancia punto V a la directriz.

98



e) La distancia del punto B al punto F es igual a la distancia del punto B al punto E, pues
ambas distancias miden seis unidades de longitud.

Seccion 4: Elementos de la parabola como lugar geométrico.
Una parabola como lugar geométrico tiene los siguientes elementos:

( Foco
Directriz
Parabola Vértice
Distancia focal
Lado recto
Eje de simetria
\_. Rama

Diagrama 3.3 Elementos de la parabola

Para entender qué es cada uno de los elementos ademas de observar la figura 3.11, cotejen
la lista presentada con los elementos contenidos en el cuadro sindptico expuesto en el
diagrama 3.3.

Figura 3.11 Elementos de la parabola

En la figura 3.11, se muestra una parabola que no esta ubicada en el plano cartesiano sino
en una cuadricula, la finalidad es apreciar los elementos de la parabola de una mejor forma.

La siguiente lista explica los elementos de cualquier parabola:
1. El foco es un punto fijo ajeno a la parabola.
2. La directriz es una recta que no se interseca con la parabola y que no contiene al
foco.
3. El vértice de la parabola es el punto medio entre el foco y la directriz.
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La distancia entre el vértice y el foco se llama distancia focal.

La cuerda paralela a la directriz y que pasa por el foco se le llama /ado recto.

El eje de simetria divide a la rama de la parabola en dos conjuntos de puntos
simétricos entre si.

7. La rama de la paradbola esta compuesta por todos los puntos que pertenecen a la
parabola.

o os

La unidad de medida de longitud en la figura 3.11 es la medida del lado de un cuadrado de la
cuadricula La informacién anterior sirve para comprobar que si la distancia focal mide dos
unidades de longitud y el /ado recto mide ocho unidades de longitud entonces, el lado recto
mide cuatro veces lo que mide la distancia focal.

¢ Qué sucede con una parabola cuando esta ubicada en el plano cartesiano? Si su
eje de simetria coincide con el gje y, la parabola es vertical como la mostrada en la figura
3.12.

-

o —————

F:(0,0.29)

1.5

1
T
]
]
)
:
Fiaura 3.12 Grafica de una parabola en el plano cartesiano

Entonces verifiquen la veracidad de la siguiente lista de enunciados:

= El vértice de la parabola es el punto llamado origen del plano cartesiano, sus
coordenadas sony =0y x=0.

= El foco llamado F se ubica en F(0, 0.25)

El eje de simetria de la parabola coincide con el gje y, su ecuacién es x = 0.

La directriz de la parabola es la recta cuya ecuacion es y = - 0.25.

La ordenada del foco es positiva y por lo tanto, la rama de la parabola abre hacia

arriba.

La distancia focal mide 0.25 unidades de longitud.
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Seccién 5. jPara qué sirve la parabola?

Si una parabola gira alrededor de su eje de simetria, se genera una superficie denominada
paraboloide, como la mostrada en la figura 3.13.

Figura 3.13 Paraboloide realizado por Fernandez (2011).

Los paraboloides se usan en antenas parabdlicas, faros de automoévil y en algunos
telescopios por su propiedad de reflexién. Las ondas electromagnéticas se reflejan en la
superficie de un paraboloide de la misma forma en que lo hace la luz.

Propiedad de reflexion

En un paraboloide, los rayos de la luz que inciden paralelamente a su eje de simetria se
reflejan dirigidos a un punto en el espacio llamado foco, como lo muestra la figura 3.14.

Linea de ondas

--

‘ f
Superficie l
parabdlica

'\\ -——
\\ p alg
\\/ Reflexion

Figura 3.14 Sefal reflejada sobre la superficie de un paraboloide tomado de del Olmo (2014).

En algunas antenas parabdlicas su foco tiene un aparato que le permite reflejar ondas
electromagnéticas hacia la superficie del paraboloide, de forma que la antena emite una
sefal de telecomunicacion.

Cuenta la leyenda que Arquimedes usdé espejos parabdlicos para reflejar la luz del sol e
incendiar las naves romanas, de esta forma él defendi6 Siracusa su ciudad natal. ¢ Les
parecen interesantes las parabolas?

Finalmente, la Parabola en Matematicas es una seccidn conica; un lugar geométrico y la
representacion grafica de una funcién cuadratica; siempre y cuando el eje de simetria de la
parabola, sea perpendicular a alguno de los ejes coordenados del plano cartesiano.
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No se estudiara a la parabola como funcion cuadratica porque ese contenido corresponde a
un curso previo. En las sesiones siguientes el analisis de la parabola se centrara en su
definicion analitica para obtener ecuaciones de la parabola con eje de simetria idéntico o
paralelo a alguno de los ejes coordenados.

TAREA 3. DISCUSION GUIADA
Tiempo total: 25 minutos
Indicaciones generales

Los estudiantes realizaran una discusion guiada junto con el profesor, la cual
respondera a las siguientes preguntas:

—

De acuerdo con Menecmo: ¢, qué tipo de cono genera una parabola?

2. De acuerdo con Apolonio de Perga: ¢qué posicion deberia tener el plano de corte en
cualquier cono, para obtener una parabola?

3. De acuerdo con Pappus de Alejandria: ¢cual era la solucion del reto propuesto por
Apolonio?

4. ;La definicion analitica de la parabola tiene relacién con la propiedad de reflexién en
los paraboloides?

5. ¢Como explicarian esa relacion si es que existe?

El objetivo es evaluar cémo funciona la estrategia de Jigsaw en los estudiantes y reconocer
qué problemas presentaron ante la lectura del texto.

Los estudiantes deben anotar en una hoja de trabajo las respuestas correctas ya analizadas
y escritas en el pizarrén; también es conveniente que lo hagan en su cuaderno para
conservar los resultados de su trabajo en equipo.

SESION 2

Tabla 3.2.2 Distribucion de tiempo en la sesién 2

Tarea Estrategia Subtarea Tiempo

[min]

Exposicién del tema 30
Estudio del tema en equipo 15

4 Ejercicios en parejas dentro del
equipo para obtener de la grafica de 15

una parabola su ecuacién candnica

STAD SR ) :
Ejercicios realizados por el equipo
completo para obtener la grafica de 30
5 una ecuacion canodnica de la
parabola
Revisién de las respuestas 20
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Objetivos de la sesion:
1. Deducir las ecuaciones candnicas de una parabola vertical cuya rama abre hacia
arriba y de una parabola horizontal cuya rama abre hacia la derecha.
2. Realizar ejercicios en donde se construya la ecuacion candnica a partir de una
representacion grafica de la parabola.
3. Realizar ejercicios en donde se reconozca la grafica de una parabola a partir de la
ecuacion canonica.

Acciones a realizar:

El docente:
e Revisara con cuidado la labor de los integrantes de los equipos en diferentes roles
como son lider, secretario y vocero.
¢ Informara sobre objetivos de la sesion y las acciones a realizar en ésta.
¢ Resolvera dudas.

Los estudiantes en equipo:
¢ Identificaran y trazaran el lado recto de una parabola asi como su eje de simetria.
¢ Hallaran la distancia focal y la ecuacién candnica de una parabola a partir de una
grafica que muestre la rama de la parabola, el foco y la directriz.
¢ Hallaran la distancia focal y las coordenadas del foco de una parabola a partir de la
ecuacion canonica.
¢ Identificaran la grafica de la parabola correspondiente a una ecuacioén canonica.

TAREA 4. PARABOLAS CON VERTICE EN EL ORIGEN

Tiempo total: 60 minutos
Indicaciones generales.

Conservaran los equipos de la estrategia Jigsaw y realizaran la estrategia de aprendizaje
cooperativo STAD. Se comentara brevemente que el profesor expondra la deduccién de las
ecuaciones canonicas de las parabolas durante treinta minutos, usar cronémetro y procurar
no dejar secciones pendientes. El material también sera fotocopiado para que todos tengan
acceso al mismo apunte. Los estudiantes tendran quince minutos para apropiarse del tema.

Al interior de cada equipo se formaran dos parejas que resolveran por separado los dos
ejercicios, con previo aviso que deben anotarse las respuestas en el cuaderno de cada
integrante; dispondran de quince minutos para contestar los ejercicios 1 y 2. Debe
entenderse que surgiran dudas y es necesario atenderlas en ese momento de forma grupal,
probablemente la respuesta no saldra del profesor sino de otro equipo y debe ser dada con
respeto.

El texto sera fotocopiado para que los estudiantes puedan estudiarlo previamente a la
prueba; éste utiliza figuras que son analizadas por el discurso, el registro algebraico forma
parte del texto y se le relaciona con puntos, segmentos o rectas asociadas a la parabola

103



como lugar geométrico, distinguiendo a estos elementos geométricos como unidades
figurales de la parabola. El teorema de Pitdgoras es mostrado en un registro grafico y
también con un enunciado que describe la relacion algebraica entre las areas de las figuras
implicadas en él.

Equipo:

Integrantes: Grupo:

___ a) ¢Cuanto mide la distancia focal?

b) Trazar en la grafica propuesta el lado
recto de la parabola

e

¢) ¢ Cuanto mide el lado recto?

- -1 @™

Figura 3.15. Parabola del ejercicio 1.

d) ¢Cual es la ecuacion canonica de la parabola? Subrayala
A. x*=4y B. y* =8x C. x> =8y

Ejercicio 2.
a) ¢ Cuanto mide la distancia focal?

Il
4

""" - b) Trazar el eje de simetria de la parabola

| c) ¢ Con qué eje coordenado coincide el eje
de simetria de la parabola?

Fiaura 3.16. Grafica del eiercicio 2.

d) ¢Cual es la ecuacidon candnica de la parabola? Subrayala
A. y*=6x B. x* =12y C. y* =12x
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Respuestas:

Ejercicio 1 Ejercicio 2
a) Mide 5 unidades de longitud. a) Mide 3 unidades de longitud.
b) Se traza la cuerda focal que pasa por b) Se traza la cuerda focal que pasa por el
el foco. foco
¢) Mide 8 unidades de longitud ¢) Mide 12 unidades de longitud.
d) B. d) C.

Texto expuesto por el profesor

Parabola vertical cuya rama abre hacia arriba

Para determinar la ecuacion candnica de una parabola vertical con vértice en el origen, cuya
rama abre hacia arriba; primeramente, se dibuja en un plano cartesiano una curva similar a
la parabola, la exactitud del trazo no es importante.

En este esbozo se ubica el punto F, el foco de la parabola, de coordenadas F(0,p) y se
traza la directriz que es la recta cuya ecuacion es y = -p. Luego se sefala un punto P de
coordenadas P(x,y) que pertenece a la parabola, como lo muestra la figura 3.17.

'y

Fi0, 1)
®

Figura 3.17 Esbozo de la parabola vertical cuya rama abre hacia arriba

Es importante notar que el foco esta ubicado en el sentido en el que abre la rama de la
parabola, en este caso arriba del gje x. Si se observa la figura 3.17 la directriz esta debajo
del gje x, en el sentido opuesto al foco.

Si se recuerda la definicién analitica de la parabola es indispensable hallar expresiones

algebraicas que calculen la distancia del punto P(x, y) hacia el foco F(0, p) y hacia la directriz
y = - p. Por ello se realizaran basicamente los siguientes pasos:
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1) Calcular la distancia del punto P al foco. Para ello, es necesario recordar como se
calcula la distancia entre dos puntos cualesquiera en el plano cartesiano. Es mas facil, si
se construye un triangulo rectangulo como FBP como el mostrado en la figura 3.18.

V0, 0) -+

Figura 3.18 Triangulo FBP

Uno de los vértices del triangulo FBP es el punto P, el otro vértice es el punto F y el ultimo
vértice es el punto B; que tiene la misma abscisa que el punto F y ademas comparte con el

punto P la misma ordenada, por lo tanto las coordenadas de B son B(0, ).

Como el triangulo FBP es rectangulo tiene como catetos a los segmentos PB y FB, su
hipotenusa es el segmento PF. Para el cateto BF como los puntos B y F estan sobre el gje y;
la distancia es facil de calcular como el resultado de restar, a la ordenada del punto F a la
ordenada del punto B, es decir:

FB=p-y

Para el cateto PB como los puntos P y B tienen la misma ordenada, la distancia entre ellos
es el resultado de restar, a la abscisa de P |la abscisa de B, es decir:

PB=x

En el caso de la hipotenusa PF se utiliza el Teorema de Pitagoras, cuyo enunciado dice:

En cualquier triangulo rectdngulo, la suma de las &reas de
los cuadrados construidos sobre los catetos es igual al
area del cuadrado construido sobre la hipotenusa.
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Al observar la figura 3.19, se tiene al cuadrado construido sobre la hipotenusa que esta
cuadriculado, cuya area mide (ﬁ‘)z el cuadrado construido sobre el cateto FB que se

asemeja a un muro de ladrillos, cuya area mide (ﬁ?)z por ultimo, el cuadrado construido
sobre el cateto PB, que se asemeja a un panal y cuya
area mide (PTB)Z

(PFY - (78} + (75 S

Figura 3.19 Cuadrados construidos sobre los catetos y la
hipotenusa del triangulo rectangulo FBP

La igualdad anterior se transforma en:
ey 2
(PFf =(p-yf +°
Al extraer raiz cuadrada de ambos miembros de la igualdad se tiene:

PF=y(p-y) +x*
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2) Calcular la distancia del punto P a la directriz. Pare ello, se traza una recta
perpendicular a la directriz que pase por el punto P, la cual genera el punto D de

coordenadas D(x,— p), como se muestra en la figura 3.20.

P(,Y)
[ ]

v

Dix,-p)

Figura 3.20 Punto D sobre la directriz y = -p

Los puntos P y D comparten la misma abscisa, pero D tiene ordenada negativa y P tiene
ordenada positiva, entonces el segmento PD es el resultado de restar a la ordenada de P la
ordenada de A, es decir:

PD=y—(-p)=y+p
3) Construir la ecuacion requerida a partir de la definicion analitica.
La definicion analitica de una parabola establece la igualdad entre dos distancias; la
distancia entre el foco F y cualquier punto P que pertenece a la parabola, que corresponde a

longitud del segmento PF y la distancia de ese punto P a la directriz de la parabola, la cual
corresponde a la longitud del segmento PD. Esto se escribe como:

PF =PD

Vp-y)P+x*=y+p

4) Simplificar la ecuacion anterior.

a) Como el miembro izquierdo de la ecuacién anterior es una raiz cuadrada, entonces
ambos miembros de la ecuacién son elevados al cuadrado y queda:

(p=y) +x*=(y+p)

b) Desarrollar el binomio al cuadrado en cada miembro de la ecuacién anterior:

p’=2py+y*+x*=y*+2py+p’
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¢) Reducir términos semejantes.

Se restan a los términos del miembro izquierdo de la ecuacién aquéllos que son términos
semejantes en el miembro derecho de la ecuacion:
2 2 2 2 2 _
pT=2py+y +x" -y —p -2py=0

d) Finalmente se obtiene la ecuacion:
x*—4py=0

Para la parabola vertical se conserva a la variable x en el miembro izquierdo de la ecuacion y
en el miembro derecho el término algebraico que contiene a la variable y.

x> =4py

La ecuaciéon del recuadro anterior recibe el nombre de ecuacién de la parabola vertical en
forma candnica. Por tener vértice en el origen y ser vertical, su eje de simetria tiene la
ecuacion x = 0 la cual corresponde con el gje y.

Parabola horizontal cuya rama abre hacia la derecha

Para determinar la ecuacion canénica de la parabola horizontal con vértice en el origen y que
abre hacia la derecha; se realizara un procedimiento similar al expuesto anteriormente. La
finalidad de esto es comprender como se calculan las distancias involucradas en la definicién
analitica con expresiones algebraicas.

En este caso el foco esta a la derecha del gje y, que no es el eje de simetria de la parabola y
por supuesto, la directriz esta en el lado opuesto, a la izquierda del eje y, como se observa
en la figura 3.21. 1

. —r

V(0, 0) 'H(p, 0)

Figura 3.21 Esbozo de una parabola horizontal cuya rama abre hacia la derecha.
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Las coordenadas del foco son H( p, 0) y la ecuacion de directriz es x = -p. Ahora se usara un
punto Q de coordenadas Q(x, Y) para hallar la ecuaciéon candnica requerida.

1) Calcular la distancia del punto Q al foco. Para ello, se realiza el triangulo
rectangulo QAH como el mostrado en la figura 3.22.

4y

Qx, y)

Vo, 0) Hep, 0)

Alx, 0)

Figura 3.22 Triangulo QAH

Los vértices del triangulo son el punto H, el punto Q pertenece a la parabola horizontal y el
punto A tiene la misma abscisa que el punto Q; pero A se halla sobre el eje x, por eso su

ordenada es cero y sus coordenadas son A(x,0).

Para el cateto HA como los puntos A y H estan sobre el gje x, la distancia entre ambos es el
resultado de restar, a la abscisa del punto H la abscisa del punto A, es decir:

HA=p—x

Para el cateto QA como los puntos Q y A tienen la misma abscisa, la distancia entre ellos es
el resultado de restar, a la ordenada de Q la ordenada de A, es decir:

O4=y

Finalmente la distancia entre los puntos Q y H es la medida de la hipotenusa QH del
triangulo rectangulo QAH, al aplicar el Teorema de Pitagoras resulta que:

OH =(p=x) +°
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2) Calcular la distancia del punto Q a la directriz. Para ello, se traza una recta
perpendicular a la directriz que pasa por el punto Q. El punto de interseccion entre las

rectas mencionadas se llama C y sus coordenadas son C(-p, y).

La figura 3.23 muestra a los puntos Q y C con sus respectivas coordenadas y en medio de la
directriz de la parabola se observa parte del gje y.

.D’

&r=—p

P Q)
Ci-p, e
Py

Figura 3.23 Puntos C sobre la directriz x = -p

La abscisa del punto C es negativa y la abscisa del punto Q es positiva por ello al restar a la
abscisa de Q la abscisa de C, practicamente se suman las abscisas lo que da:

OC=x-(-p)=x+p
3) Construir la ecuacion requerida a partir de la definicién analitica.

De acuerdo con la definiciéon analitica, la distancia entre el foco H y cualquier punto Q que
pertenece a la parabola horizontal y corresponde a la longitud del segmento QH es igual a la
distancia entre la directriz de la parabola y el punto Q, la cual corresponde a la longitud del
segmento QC. Esto se escribe como:

(p—xf +y* =x+p

4) Simplificar la ecuacién anterior.
a) Se eleva al cuadrado cada miembro de la ecuacién para obtener:

(p—xf+y*=(x+pf

b) Después se desarrolla el binomio al cuadrado en cada miembro de la ecuacion
anterior y se obtiene:

pP=2px+x°+y =x*+2px+p°
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¢) Reducir términos semejantes.
De la misma forma que en la sesion anterior, para obtener finalmente:

y? —4px=0

Para la parabola horizontal, se conserva a la variable x en el miembro derecho y en el
miembro izquierdo el término algebraico que contiene a la variable y.

Yy’ =4 px

La ecuacion del recuadro anterior recibe el nombre de ecuacion de la pardbola horizontal en
forma. Por ser horizontal, la parabola tiene como eje de simetria a una recta cuya ecuacion
es y = 0, que es la misma ecuacion que posee el gje x.

TAREA 5. EJERCICIOS DE LA SESION

Tiempo total: 50 minutos
Indicaciones generales.

Los integrantes del equipo resolveran durante treinta minutos dos ejercicios en los cuales se
pretende analizar una parabola a partir de su ecuacion. Entregaran la hoja de trabajo y
elaboraran en su cuaderno un apunte con las respuestas dadas por el equipo. Luego en los
ultimos veinte minutos se revisaran los resultados de los ejercicios. Es necesario aclarar
dudas durante los primeros treinta minutos sin que esto implique dar indicios de mas sobre
las respuestas.

Equipo:

Integrantes: Grupo:

Consigna: Subrayen la respuesta correcta.

Ejercicio 3. A partir de la ecuacién canénica x> =10y respondan las siguientes preguntas:

1) Si 4p =10 ;Cuanto mide la distancia focal?

2) Sise sabe que el vértice es el origen y la medida de la distancia focal ¢ cuales son las
coordenadas del foco?

112



™
o
Q
o
—
2
)
©
°
©
o
L
3}
£
<
A
o
©
—
>
2
i

Figura 3.25 Inciso b del ejercicio 3

Figura 3.26 Inciso c del ejercicio 3

4x respondan las siguientes preguntas:

2

on candnica y

4 ; Cuanto mide la distancia focal?
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3) Subrayen la respuesta a ¢,cual es la grafica de la parabola?

|
4

i

|

|

|
4——

2) ¢Cual es la ecuacion de su directriz?

Ejercicio 4. A partir de la ecuaci
1) Sidp



3) Subrayen la respuesta a ¢4 cual es la grafica de la parabola?

a) 44y ////
3 //
.......... SR IR e SR
//
/
‘I
|2 [
o F1.25.0 X
-3 1 o V' 2 3
‘\\ Figura 3.27 Inciso a del ejercicio 4
\
.2 N\
N\

b) : : :
I S 2] [ L !
e I e

r=—1 | | i
! 0 ! ! L]
2 i 2 a a
e .
' Figura 3.28 Inciso b del ejercicio 4
R — —y I — :
c)

1o L__.3
Respuestas:

Ejercicio 3.

1) Mide dos

longitud.
2) F(0, 2.5)
3) Inciso c.

—1
Figura 3.29 Inciso c del gjercicio 4

unidades y media de Ejercicio 4.
1) Mide una unidad de longitud
2) x=-1

3) Incisob
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Los ejercicios estan disefiados para revisar el registro grafico de una parabola dandole
importancia a la distancia focal, al lado recto de ésta y a su posicion frente al estudiante, si la
parabola es horizontal o vertical, de manera que puedan utilizar alguna de las dos
ecuaciones de la parabola en forma candénica que han revisado.

SESION 3

Objetivo durante la sesion:
1. Evaluar de forma individual los aprendizajes de los estudiantes en una prueba escrita.

Acciones a realizar:

1. Los estudiantes realizaran la prueba con honestidad y el profesor les vigilara.
2. Elaboraran una tabla C-Q-A.

TAREA 6. PRUEBA SEMANAL
Tiempo total: 50 minutos
Indicaciones generales.

Los estudiantes recibiran la prueba en fotocopia y deben resolverla durante toda la sesion.

Matematicas Ill. Parabola
Prueba semanal 1

Nombre: Grupo:

I. Subraya la respuesta correcta.

1. ¢Qué matematico propuso el reto que desencadend el desarrollo de la Geometria
Analitica?

3) Ppappus de Alejandria
b) Hipdcrates de Quios
€)  Apolonio de Perga

2. ¢Qué es una seccion conica?
a) Un plano que al cortar la superficie de un cono forma una curva.
b) Una curva formada por el corte de un plano sobre la superficie de un cono.
c) Una curva formada por un plano perpendicular a la superficie de un cono.

3. En la definicion analitica de la parabola a través del signo igual se relacionan la
distancia...

a) del foco de la parabola al vértice y la distancia de este punto a la directriz
b) de un punto de la parabola a la directriz y la distancia de ese punto al foco.

c) de un punto de la parabola a la directriz y la distancia de un punto al foco.
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4. De acuerdo con Menecmo ;como debe ser el corte realizado a un cono rectangulo
para obtener una parabola?
a) Paralelo a la base del cono rectangulo.
b) Perpendicular a la base del cono.
c) Perpendicular a la generatriz del cono.

5. ¢Cual es la distancia focal de la siguiente parabola si su foco esta en F(0, 6)?
a 6 e Rygpromes=femmediorss
b) 24 !

o) 12 LFi0.6) /

Figura 3.30 Parabola del item 5

6. ;/Cual es la ecuacién de la directriz de la parabola de la pregunta cinco?
a) y=6
b) x=-—6
c) y=-6

7. ¢ Cual es la ecuacion de la parabola en forma canénica para la pregunta cinco?
a) x*=24y
b) 24y =—x’
a) y=24x"

. . s Lo . 2 s .z
8. Si la ecuacion en forma canonica de una parabola es: 8x = y“ ;cual es la ecuacion de
su eje de simetria?

a) x=0
b) y=0
c) x=2
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9. ¢Cual es la parabola correspondiente a la ecuacion canodnica de la pregunta anterior?

a) 4 z
P
' T P 2 1 : Figura 3.31 Inciso a) del item 9
b) LT s
i Figura 3.32 Inciso b) del item 9
5 % e ' it D I
: iy
¥ _,/’/—
C) ...... =i ./_/_/_’ _______
- ,'/'/
¥
g & '\ 7 " " Figura3.33 Inciso c) del item 9
N
W R
7y

[I. Complementa los siguientes enunciados:

10. en su tiempo fue innovador porque uso6 solo un cono para obtener a
cada una de las secciones coénicas.

11. Un es la superficie de revolucion generada cuando una

gira alrededor de su eje de simetria.

12. De acuerdo con la propiedad de reflexion, si los rayos de luz son paralelos al eje de

simetria se reflejan en el

13. En cualquier parabola el lado recto mide veces la distancia focal.
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Las respuestas de la prueba propuesta estan redactadas en la tabla 3.4

Tabla 3.4 Respuestas de la prueba

Opcién multiple Complementacion
1. ©) 10. Apolonio
2. b) 11. paraboloide, parabola
3. b) 12. foco
4. c) 13. cuatro
5. a)
6. ©)
7. a)
8. b)
9. ¢

TAREA7. TABLA C-Q-A
Tiempo total: 10 minutos
Indicaciones generales.

Los estudiantes elaboraran una tabla C-Q-A, que servira como estrategia postinstruccional y
como técnica de evaluacion informal en una interaccidn retroactiva del proceso de
ensefianza aprendizaje realizado en la semana.

Nombre:
Tema: Parabola

¢, Qué aprendi? ¢, Qué me falt6? ¢, Qué me gustaria aprender?

SESION 4

Objetivos de la sesion:
1. Analizar por qué el lado recto de una parabola mide cuatro veces la medida de la
distancia focal.
2. Entender la diferencia entre el parametro p y la distancia focal.
3. ldentificar a las parabolas con parametro p <0 como simétricas de aquellas que
tienen al parametro p >0.

Acciones a realizar:

El docente:
e Actuara como supervisor del trabajo de nuevos equipos.
¢ Informara sobre objetivos de la sesion y las acciones a realizar en.
¢ Resolvera dudas.
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Los estudiantes en equipo:
e Resolveran un cuestionario.

TAREA 8. LADO RECTO DE UNA PARABOLA
Tiempo total: 50 minutos

Indicaciones generales

Los estudiantes formaran nuevos equipos de cuatro formados por los resultados de una
matriz de valoracion elaborada, contestada y evaluada por el profesor. En esta tercera etapa
del STAD los estudiantes tendran quince minutos para apropiarse del tema y diez minutos
para contestar un cuestionario y el profesor veinticinco para exponer el texto a los
estudiantes.

El cuestionario debe ser entregado al profesor. Las preguntas son las siguientes:

1. En la parabola vertical ¢,con respecto de qué eje coordenado los extremos del lado
recto son simétricos?

¢ Qué comparten en comun dichos puntos con el foco de la parabola?

¢, De qué forma la simetria de los extremos del lado recto permite calcular su longitud?
¢, Por qué no puede ser negativa la distancia focal?

5. ¢,Coémo es el parametro p en los ejercicios 1y 2 de la tarea 4?

o

Posibles respuestas:
1) Si.
2) La misma ordenada.
3) Como tienen la misma ordenada, las abscisas se restan.
4) Porque como distancia se calcula con ayuda de la funcion valor absoluto.
5) En ambos casos es positivo.

El texto analiza a partir de un grafico como calcular la longitud del segmento conocido como
lado recto. Se utiliza la ecuaciéon canénica de la parabola vertical sin que se detalle qué es el
parametro p de la parabola. Tampoco se realiza el respectivo analisis para una parabola
horizontal, de forma que los estudiantes no se sientan confundidos.

Exposicion del profesor

Quizas se recuerde que en cualquier parabola la cuerda paralela a su directriz que pasa por
su foco y une dos puntos que pertenecen a ella, se llama /ado recto. Desde la primera sesion
se debid descubrir que el lado recto mide cuatro veces la distancia focal, pero no se explicé
el por qué. En esta sesion se aclarara la relacion entre el lado recto y la distancia focal.
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La figura 3.34 muestra la grafica de una parabola vertical con vértice en el origen y como su
foco tiene ordenada positiva el parametro p positivo. En este caso, el /lado recto es el
segmento delimitado por los puntos Ry S.

0,0y x

Figura 3.34 Gréfica de la parabola con ecuacion candnica x*= 4py.

El foco de la parabola de la figura 3.34 tiene coordenadas en F(0, p). Como consecuencia,
se deduce que Ry S tienen como ordenada y = p . 4 Cual es la abscisa del punto Ry cuél la
del punto S? Para conocer estos valores, se sustituye y = p en la ecuacion canonica de la

parabola; se obtiene x* =4p°.

La ecuacion canonica de la parabola ahora es una ecuacion cuadratica cuyas soluciones son
x,=2py x,= 2p. El valor de x; es positivo y corresponde a un punto con abscisa

positiva y el valor de x, corresponde a un punto con abscisa negativa. De acuerdo con la
figura 3.27, el punto R esta a la izquierda del gje y, entonces la abscisa de R es negativa y
de forma similar al estar S a la derecha del egje y, la abscisa de S es positiva. Las

coordenadas del punto R son R(-2p, p) y las coordenadas del punto S son S(2p, p).

Como R y S son puntos que comparten la misma ordenada, la medida del lado recto es el
resultado de restar a la abscisa de S la abscisa de R, es decir, 2p —(— 2p) =4p
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TAREA 9. PARABOLAS SIMETRICAS.
Tiempo total: 65 minutos

Indicaciones generales

Se continuara con la estrategia STAD y con el mismo equipo. Los estudiantes trabajaran en
equipos durante veinticinco minutos contestando un cuestionario y el profesor cuarenta
minutos exponiendo el tema.

Cuestionario

1. ¢Qué elementos de una parabola vertical se ven afectados por el parametro p
cuando es negativo?

2. ¢Es cierto que en toda parabola con vértice en el origen la ecuacién de la directriz
contiene al parametro p multiplicado por -1?

3. ¢Cuanto mide el lado recto de una parabola horizontal cuya rama abre hacia la
izquierda si p = 5?

4. Las parabolas verticales son funciones cuadraticas en la variable x, si la rama de la
parabola abre hacia abajo ¢ cémo es la concavidad de la funcion?

5. En las parabolas verticales la ecuacion del eje de simetria esta dada por la abscisa
del vértice ¢,qué sucede con las parabolas horizontales?

Respuestas:
1) Las coordenadas del foco, la ecuacion de la directriz y la ecuacion candnica.
2) Si.
3) 20
4)  Negativa.
5) La ecuacion de la directriz esta dada por la ordenada del vértice de la parabola.

El texto propuesto para esta tarea presenta a las parabolas con parametro p negativo como
resultado de una transformacion en el plano cartesiano conocida como simetria axial,
entonces los estudiantes deberian de entender que en una parabola vertical cuya rama abre
hacia abajo, la ordenada del foco de la parabola es negativa, este numero es el parametro p
y el signo que precedera al coeficiente 4p esta ahi para sefalar que el valor de la ordenada
de cada punto que pertenece a la parabola vertical es negativo.

Del mismo modo, se muestra la ecuacion de una parabola horizontal cuya rama abre hacia la
izquierda en forma canénica. En el primer caso se muestra la tabla 3.5 y en el segundo la
tabla 3.6 que resumen las representaciones algebraicas de los elementos mas importantes
de la parabola cuando su vértice todavia es el origen del plano cartesiano. Finalmente con
una pregunta intercalada, estrategia propuesta por Diaz Barriga y Hernandez (2002) se trata
de explicar la diferencia entre la distancia focal y el parametro p.
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Exposicion del profesor

Parabola vertical con rama que abre hacia abajo.

Para conocer la ecuacion de una parabola vertical cuya rama abre hacia abajo se usara un
movimiento del plano llamado simetria axial. A la parabola cuya rama abre hacia arriba se le
conocerd como parabola original y a aquélla cuya rama abre hacia abajo se le llamara
parabola simétrica a la original. Si se observa la figura 3. 35 ambas parabolas poseen el
mismo eje de simetria que coincide con el gje y.

4y

Figura 3.35 Parabola original y su simétrica.

La parabola original tiene su foco en las coordenadas F(0, p) y su directriz es la recta y= -p.
Recuérdese que el foco de la parabola indica el sentido hacia donde abre la rama de la
parabola. Si la rama de la parabola abre hacia arriba, su foco tiene ordenada positiva y esta
cantidad se transforma en algo que se llamara parametro p; pero si su rama abre hacia abajo
el parametro p es negativo y las coordenadas del foco son F0, -p), como ocurre en la
parabola simétrica a la original.

También recuérdese que la directriz esta en el sentido opuesto al cual abre la rama la
parabola. En la parabola original el parametro p es positivo y su directriz tiene ecuacion con
un numero negativo, es decir, la ecuacién de la directriz es y = -p y claro la parabola esta
arriba del eje x. En la parabola simétrica el parametro p es negativo, la ecuacién de la
directriz es y = p y su directriz esta arriba del gje x.
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¢ Cual es la ecuacion canénica de la parabola simétrica?

La respuesta no requiere usarse operaciones algebraicas, en ambas parabolas se conservan
la distancia focal, el lado recto, el eje de simetria y el vértice. S6lo cambia el parametro p. Un
lector atento habra notado que las ordenadas de los puntos que forman la rama de la
parabola simétrica a la original son negativas al igual que el parametro p para esta parabola
especificamente. Si se sustituye el valor del parametro, es decir se coloca —p en el lugar de p
en la ecuacion de la parabola original, se obtiene la ecuacion de la parabola simétrica a la
original que es:

x* =-4py

¢, Qué sucede cuando la parabola es vertical y su rama abre hacia abajo?

La medida del /ado recto entre parabolas simétricas es un invariante, un elemento que se
conserva, en ambas mide 4p. No obstante, surgiria la preocupacién por saber si la medida
es negativa cuando p es negativo (cuando la rama de la parabola abre hacia abajo o hacia la
izquierda). Las distancias no son negativas y se calculan en valor absoluto por ello el lado

recto se obtiene efectuando la operacion | 4p| _

Si se consulta la tabla 3.5 se encontrara el resumen de las parabolas verticales con vértice
en el origen, al considerar al parametro p como un criterio de clasificacion.

Tabla 3.5 Parabolas verticales con vértice en el origen

Parametro p>0 p<o0
Ecuacién candnica X° = 4py X = 4(-p)y
Foco F(0,p) F(0,-p)
Directriz y=-p y =-(-p)
Eje de simetria x=0 [ejey]

Sentido en que

abre su rama arriba abajo

) s

Posible grafica

Parabola horizontal cuya rama abre hacia la izquierda.

Siendo el gje y el eje de simetria axial entre la parabola horizontal cuya rama abre hacia la
derecha [parabola original] y la parabola horizontal cuya rama abre hacia la izquierda
[parabola simétrica a la original]; la ecuacién de la parabola original es y? = 4px, su foco esta

123



ubicado en G(p, 0) y la ecuacién de su directriz es x = -p. En cambio para la parabola
simétrica a la original el foco esta ubicado en G*(-p, 0) y su directriz es x = p.

Las directrices no estan mostradas, pero la figura 3.36 ubica a las parabolas simétricas
horizontales con vértice en el origen.

1.5

-1.54

Figura 3.36 Parabolas horizontales simétricas entre si.

Como la abscisa del punto G" es negativa, el parametro p es negativo y las abscisas de los
puntos que pertenecen a ella son negativas. Al sustituir p por -p en la ecuacion de la
parabola original, se obtiene la ecuacion de la parabola horizontal cuya rama abre hacia la
izquierda-

y* =—4px
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En la tabla 3.6 se resumen elementos y caracteristicas de las parabolas horizontales con
vértice en el origen.

Tabla 3.6 Parabolas horizontales con vértice en el origen.

Parametro p>0 p<O0
Ecuacién canénica y* = 4px y? = 4(-p)x
Foco F(p.0) F(-p,0)
Directriz X=-p X =-(-p)
Eje de simetria y=0 [eje x]

Sentido en que o
izquierda
abre su rama

Ay

Posible grafica = ) > 2 y 6 %

En el cuadro sinoptico del diagrama 3.3 no se incluy6 al parametro p como elemento de la
parabola, porque no se habia visto como construir la parabola simétrica a una parabola
vertical con vértice en el origen y cuya rama abre hacia arriba.

De ahora en adelante debe considerarse el parametro p para cualquier parabola como un
valor asociado a la abscisa o la ordenada del foco de la parabola.

¢ Qué diferencia hay entre la distancia focal y el parametro p?

La distancia focal es la medida de un segmento que une al vértice de la parabola con el foco
de ésta y se calcula con |p| Por otra parte, el parametro p es la ordenada del foco si la

parabola es vertical; o la abscisa del foco si la parabola es horizontal y en ambos casos su
vértice es el origen del plano cartesiano. El parametro p puede ser positivo 0 negativo. La
distancia focal no es negativa.
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SESION 5

Objetivos de la sesién:
1. Participar en una discusién guiada que resume lo visto en la sesion anterior previo al
examen.
2. Realizar una prueba.

Acciones a realizar:
El docente:
e Resolvera dudas.
o Vigilara la aplicacion de la prueba.

Los alumnos:
Resolver la prueba con honestidad.

TAREA 10. DISCUSION GUIADA

Tiempo total: 50 minutos

Indicaciones generales:

Los estudiantes realizaran una discusién guiada junto con el profesor la cual respondera a
las siguientes preguntas:

1. ¢ Cudl es la parabola simétrica a aquélla cuya ecuacién candnica es x? =-4py?

2. Sila parabola abre hacia la izquierda ¢ cuanto mide la distancia de la directriz al
vértice?

3. ¢ Cuanto medira la distancia de la directriz al foco?

2
4. Siel foco de una parabola es F(O,—EJ ¢cuanto mide su parametro?

5. Si el foco de una parabola es F(-7.5, 0) ¢ hacia dénde abrira la rama de la parabola?

6. Sila ecuacion del eje de simetria de una parabola es y = 0 4 cual es la orientacion de
ésta?

7. ¢ Cuanto mide el lado recto de una parabola?

El objetivo es revisar algunos conceptos tratados en las tareas anteriores. Se cerrara con la
interpretacion de las tablas 3.6 y 3.7 que resumen la mayor parte del tema. Las respuestas
dadas por los estudiantes deberan ser anotadas en el pizarron y ellos anotaran las
respuestas correctas en sus apuntes.
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TAREA 11. PRUEBA DE PARABOLAS SIMETRICAS
Tiempo total: 60 minutos
Indicaciones generales:

Los estudiantes realizaran una prueba escrita individual y fotocopiada, anexando la hoja que
extrajeron de su cuaderno y que utilizaron para resolver los items de la prueba.

Matematicas III.
Prueba semanal 2

Nombre: Grupo:

Subraya la respuesta correcta.
1. Para la parabola cuya ecuacién es X% = 6y ¢ cuales son las coordenadas del foco?
3
F(0,—
( Q

3
2. F(O,—E)

3. F(L50)

. g 1 . .
2. Para la parabola cuya ecuacion es y2 = Ex é.cuanto mide su lado recto?
a)

b)

c)

OIFPN|IFLN

3. Para la parabola cuya ecuacion es y2 +10x=0 ;cual es la ecuacion de su directriz?
a) ¥x=5
10
b) x=—
4
10

c) x=
) 4

4. ;Cuanto vale el parametro p para una parabola de la ecuacion yz =-5x ?
a) p=25

b) p=—2
="y
c) p=-5
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5. ¢Cual es la ecuacién candnica de una parabola si su foco es F (-9,0) y su directriz es

x=9?
2
a) x"=——
) o4
b) =9,
YTy
c) y*=-36x
Las respuestas correctas son:
1. a)
2. b)
3. ¢
4. b)
5. ¢)
SESION 6

Objetivos de la sesion:
1. Analizar la traslacién de una parabola vertical con parametro p >0 hacia el primer
cuadrante del plano cartesiano.
2. Reconocer los elementos de parabolas con ecuaciones ordinarias.

Tareas a realizar:

El docente:
e Actuar como supervisor del trabajo de nuevos equipos.
e Informar sobre objetivos de la sesion y las acciones a realizar en ésta.
e Resolver dudas.

Los estudiantes en equipo:
¢ Analizaran la traslaciéon de una parabola con vértice en el origen para que su vértice
esté en otra parte del plano cartesiano.
e Hallaran la ecuacién ordinaria de la parabola trasladada.

e Revisaran las tablas que contienen los elementos de parabolas con vértice distinto al
origen.
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TAREA 12. TRASLACION DE PARABOLAS.
Tiempo total: 60 minutos

Indicaciones generales

Los estudiantes en nuevos equipos de cinco integrantes, formados por ellos mismos,
realizaran la estrategia de aprendizaje cooperativo Jigsaw Il. Los estudiantes disponen de
veinticinco minutos para su seccion individual, veinte minutos con su grupo de expertos y
quince minutos de vuelta en su equipo. Los estudiantes en veinticinco minutos deben leer
todo el texto, pero sobre todo su parte y de este modo el profesor intervendra en el grupo de
expertos para verificar dudas especificas.

El texto explica brevemente a las parabolas cuyo vértice no es el origen del plano cartesiano
como fruto de una transformacion en el plano cartesiano conocida como traslacion. En ella
se utiliza un vector que en un plano se representa como un segmento de recta dirigido o
como un par ordenado.

Es altamente probable que los estudiantes desconozcan la representacion de un vector
como un par ordenado y haya confusion entre el vector y las coordenadas de sus extremos.
Debido a que los extremos son puntos, unidades figurales de dimension 0 de acuerdo con
Duval (1999) y porque los estudiantes en cursos previos de Fisica no han utilizado el vector
como la suma de vectores paralelos a los ejes coordenados del plano cartesiano.

Ademas de las idas y venidas entre las figuras y el discurso del texto, los estudiantes deben
reconocer a la parabola original y a la trasladada en todo momento. También es dificil
imaginar que se tienen unos ejes coordenados y luego otros que son resultado de la
traslacion.

La seccion 1 muestra la traslacion sin analizar las coordenadas del foco, el parametro p y la
ecuacion de la directriz de cada parabola como ocurre en la secciéon 2. La seccion 3 obtiene
una ecuacion en forma candnica para la parabola trasladada y luego en ella se sustituyen las
ecuaciones que describen a los ejes coordenados x“ e y" para asi obtener la ecuacién en
forma ordinaria de una parabola vertical.

La seccion 4 muestra un ejemplo de traslacion de una parabola cuyo vértice es el origen del

plano cartesiano y resume las consecuencias de la traslacion de dicha parabola a través de
la tabla 3.7.
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Seccion 1.

Imagina que a una parabola vertical cuya ecuacién es x* =y, se le quiere trasladar a otra
region del plano cartesiano con ayuda del vector U =(3,5) . Existe un movimiento en el plano

que permite trasladar una figura con ayuda de un vector, a dicho movimiento se le denomina
traslacion.

Un vector en el plano cartesiano puede representarse como un par ordenado. Lo anterior
permite que a la parabola con la ecuacién candnica dada se le llame parabola original y la
resultante de la traslacion se le llame parabola trasladada.

La figura 3.37 muestra al vector u como un segmento dirigido donde su extremo de inicio es
el origen del plano cartesiano.

Q 1 2 3 4

Figura 3.37 .Vector u como segmento dirigido.

En la parabola original el vértice es el origen, para trasladar parabolas el extremo de inicio
del vector de traslacion debe ser el vértice de la parabola original.
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El vector permite crear un nuevo sistema de ejes coordenados y*y x". De manera que el
extremo final del vector u es el origen de este nuevo sistema de coordenadas, como lo
muestra la figura 3.38.

. X

Figura 3.38 Nuevos ejes coordenados y"y x*
El eje coordenado x" corresponde con la recta y = 5 y el eje coordenado y* corresponde con

la recta x = 3, como lo muestra la figura 3.38.

Un punto P que en la pardbola original esta ubicado en P(x,y). en el sistema de
a ubicacion en R(x',y") como lo muestra la
I

coordenadas de los ejes ya trasladados tendrr
yi 1

figura 3.39.

I
i '
1 I
\R®Y) !
[ T )
I
!
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Figura 3.39 Parabola original y su parabola trasladada.
Es necesario saber cuanto vale el parametro p de la parabola original. Debe recordarse que

la medida del lado recto en cualquier parabola es 4p. Si se compara la ecuacion de la
parabola original con la ecuacién x° =4py se concluye que el lado recto mide una unidad de
longitud y por lo tanto, el parametro vale p =0.25.

Seccion 2
¢ Para qué se obtuvo el valor de p?

El valor del parametro p es necesario porque con él se obtienen la ecuacion de la directrizy
las coordenadas del foco de la parabola original.

De acuerdo con la ecuacion x* = 4py el foco F de la parabola tiene coordenadas en F (0, p) y
su directriz tiene por ecuacion ¥y =—p . Asi pues, la parabola cuya ecuacion es x? =y tiene
como directriz la recta y =—0.25y su foco tiene coordenadas en F (0, 0.25), simplemente se
sustituyé el valor del parametro p hallado anteriormente.

¢ Coémo son las coordenadas del vértice de la nueva parabola?

Esta es una respuesta compleja porque se hablara de dos sistemas de ejes coordenados, el
primer sistema con los conocidos gje x y eje y, y un nuevo sistema que tiene dos ejes, el eje
x'yelejey’.

. .y . . !
Si se sabe que la ecuacion para una abscisa en el sistema de coordenadas x’y’es X = x-5
y para una nueva ordenada es y'=y—8; entonces el vértice de la parabola trasladada tiene

coordenadas en y = 0 y x= 0 con respecto al sistema de ejes coordenados x’ y’. Esto implica
que las coordenadas del vértice sean W(5, 8) con respecto al sistema de ejes coordenados

Xy.

El foco H de la parabola trasladada tiene coordenadas en H (x’, y’) y surge la accién de
determinar dichas coordenadas. Por lo tanto se recuerda que la distancia focal es un
invariante. Los invariantes son elementos que miden lo mismo en la parabola original y en
la trasladada como son: la distancia focal, el lado recto y el parametro p. Nétese que entre
las parabolas simétricas se conservan invariantes tanto el vértice como el eje de simetria;
pero en las parabolas relacionadas por una traslacion en el plano esto no sucede.

Observando que el foco en la parabola original esta arriba del vértice a una distancia
p =0.25 es necesario sumar p a la ordenada del foco en la parabola trasladada; la abscisa

no requiere esa suma porque en el foco de la parabola original F su abscisa es x = 0, como
lo muestra la figura 3.32. Las coordenadas de dicho foco H son H(x—5,y—8+ p) en el
sistema de coordenadas xy.

Al usar el nuevo sistema de coordenadas Xx'y" se tiene que el foco de la parabola trasladada
se ubica en H(0, 0.25).
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¢,Cudl es la ecuacién de la directriz de la parabola trasladada?

En vista de que la directriz de la parabola original tiene por ecuacién y = -0.25, la directriz de
la parabola trasladada en el sistema de ejes coordenados x’y’ es y’ = -0.25. Sin embargo, en

el sistema de coordenadas xy su ecuacion es y = 5 —p, es decir, y = 4.75.

Seccion 3.

Si se ubica un punto S de coordenadas S(x", -0.25) con respecto del sistema de ejes
coordenados x’y’. El punto S que tiene la misma abscisa x" que el punto R, como lo muestra

la figura 3.40.

Figura 3.40 Parabola trasladada con su foco, su directriz y el punto S

Se establece una ecuacion cuyo miembro izquierdo es la medida del segmento RS y su

miembro derecho es la medida del segmento HR. La ecuacién es: RS = HR

El miembro derecho se obtiene de calcular la distancia entre dos puntos en el plano
cartesiano. El miembro izquierdo se calcula al sumarle a la ordenada del punto R, el valor de

la ordenada del punto S.

J(¥=0) +(~0.25) = 1'+0.25

(x') +(»-0.25)" = (y'+0.25)°
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Al desarrollar los binomios al cuadrado y luego, reducir los términos semejantes, queda la

ecuacion: (x')z _ (y|)

La ecuacion obtenida es la ecuacién de la parabola trasladada con respecto al sistema de
coordenadas x’y’.

;Como sera la ecuacion de la parabola trasladada con respecto de los ejes
coordenados originales?

r . H H s I—
Para resolver esta pregunta lo unico que debe hacerse es sustituir x’ por X —x—5, asi

como, y’ por Y'=y—8_ Obteniéndose por resultado la €cuacion ordinaria ge |3 pargbola
trasladada que es:

(x-5)" =(y-8)

De manera similar, se puede hallar la ecuacion ordinaria de cualquier parabola con vértice en
el origen que sea trasladada a cualquier punto del plano cartesiano. Cuando el vértice de
una parabola no es el origen su ecuacion se llama ecuacion ordinaria. El vértice de una
parabola con ecuacion ordinaria es el punto a donde fue trasladada una parabola con vértice
en el origen.

Seccioén 4.

Problema 1. Proporcionar la ecuacion ordinaria de la parabola que resulta de trasladar la
parabola y =—8x?con el vector v=(58).

1) Ubicar en un plano cartesiano el vector dado como lo muestra la figura 3.41
l

10 4

W= (5 8)

u] 10
(0,0

Figura 3.41 Grafica del vector v= (5, 8)
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2) Ubicar la parabola original, para ello se sigue el siguiente procedimiento:

a. ldentificar dentro de la tabla 3.6 la parabola cuya forma es similar a la ecuacién dada.
La parabola es vertical porque la ecuacién dada se parece a y = 4px2

b. Al consultar la tabla 3.6 se descubre que la rama de una parabola vertical abre hacia
abajo cuando p < 0. En este caso, el factor -2 cumple esta condicién porque — 2<0 y
la rama de la parabola original abre hacia abajo.

. - _ Q.2
c. De la tabla 3.6 se deduce que a la ecuaciéon candénica y =—8x le corresponde un

vértice con coordenadas V(0, 0).

d. Como la rama de la parabola abre hacia abajo, su grafica es la figura 3.42.

¥

X
Dlrp\n_ ) 5 10
Ly
L
11
k1
[ |
Figura 3.42 Grafica de la parabola con vértice en el origen y ecuacion y=-8x*

3) Se comentd anteriormente que en la traslacion de parabolas el parametro p es invariante,
es decir, no cambia, por lo tanto su valores p = 2.
4) Cambia el vértice que ahora es la interseccidén de los ejes y*y X" Las ecuaciones de

dichos ejes son: X'=x-5y y'=y-8.
Seccion 5.

5) La ecuacion requerida es una ecuacién canénica de la forma y'= —8(x") pero los ejes

coordenados que interesan son x"e y"
6) Se sustituyen las ecuaciones del paso 4 en la ecuacién del paso 5 y se obtiene:

y—8=-8(x-5)°

7) Se dibuja una parabola de la misma forma y tamafo que la parabola original con vértice
en el punto V de coordenadas /' (5,8) .
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La figura 3.43 muestra a la parabola original cuya ecuacién es y =—8x? con su vértice en el
origen y la parabola trasladada con vértice en V' (5,8) .

I[y

101
V=(5,8)

5 -

0 X

I*o 5 10 15

10, 0)

|

I |

‘ ‘
.p- |

Figura 3.43 Graficas de las parabolas del problema 1

La traslacion de ejes coordenados permite entender como obtener la ecuacion ordinaria de
una parabola sin recurrir a recursos algebraicos. Sin embargo, en la sesién siguiente se
muestran problemas que permiten utilizar las tablas 3.7 y 3.8, las cuales resumen a las
parabolas verticales y horizontales sin importar en donde se encuentre su vértice.

Tabla 3.7 Parabolas verticales con vértice en V(h, K)
Parametro

p>0 p<0
Ecuacion ordinaria (x— h)z = 4p(y — k) (x— h)2 = 4(-p)(y — k)
Foco F(h, k +p) F(h, k + (b))
Directriz y=k=p y=k—(-p)
Eje de simetria x=h
Sentido en el que Arriba abajo

abre su rama
Posible grafica
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Tabla 3.8. Parabolas horizontales con vértice en V (h, k)

Parametro

Ecuacion ordinaria

p>0
(y—k)* = 4p(x —h)

p<0

(y —k)* = 4(-p)(x — h)

Foco F(h +p, k) F(h + (-p), k)
Directriz x=h-p x=h-(-p)
Eje de simetria y=Kk

Sentido en el que Derecha izquierda

abre su rama

Posible grafica ( . )

SESION7

Objetivos de la sesion:
1. Participar en un torneo donde se hallen ecuaciones ordinarias de la parabola en las
siguientes situaciones:
a. Ecuacion candnica y vector de traslacién conocidos.
b. Coordenadas conocidas del foco y del vértice.
c. Ecuacion de la directriz y vértice conocidos.
2. Analizar como la traslacion afecta a los elementos de la parabola que cambian.

Acciones a realizar:

El docente:
e Fungira como mediador en el caso de conflictos internos en los equipos.
o Dirigira el torneo y dara la participacion a quienes aporten ideas interesantes
e Resolvera dudas.
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TAREA 13. PROBLEMAS PARA PARABOLAS TRASLADADAS
Tiempo total: 90 minutos
Indicaciones generales

I. En equipos de tres integrantes se usara la estrategia TGT. Los estudiantes determinaran
la ecuacion ordinaria de la parabola que cumpla con las siguientes condiciones:

1. La parabola original tiene ecuacién x = —5)° y se usa el vector w=(3,2)
2. Sufocoes F(2,4) ysudirectrizes: y=-2
3. Su vértice es V(-5,5) y sufocoes F(5,8).

5

4. La parabola original tiene ecuacion x* = 10y y se usa el vector s = (3,5)
Las ecuaciones estaran dentro de una caja y un representante de cada equipo la elegira
desconociendo su contenido y contestaran en diez minutos. El profesor debe explicar los
problemas propuestos en treinta minutos y los estudiantes tendran veinte minutos para

estudiar el material. El docente debe sefalar las respuestas correctas durante el torneo para
agilizar tiempo en la sesion.

Texto expuesto por el profesor

Problema 2. Determinar la ecuacion ordinaria de la parabola original siendo la parabola
trasladada que tiene vértice en V(2, 1) y cuya directrizes: y = -2

1) Obtener la ecuacién de la parabola trasladada.

a. Ubicar en un plano cartesiano el vértice V y graficar la directriz y = -2, como se
muestra en la figura 3.44.

¥

V=(2,1)




garab3.44 é;erffica e la parabola con vértice V (Z,E)axﬁgg%ﬁtriz y=-2

, . Fi .
La directriz esta debajo vertice, se concluye que la a es vertical y que su rama

abre hacia arriba.

b. Calcular el valor del parametro p
4)  El valor del parametro p es la medida de la distancia del vértice a la directriz,
para lo cual primeramente se ubica al punto A de coordenadas y = -2 y x = 2, que
un lector atento habra notado que tiene la misma abscisa del vértice o punto V.
5) La distancia del vértice V al punto A se calcula al restarle a la ordenada del

punto V la ordenada del punto A; es decir 1—(-2)=1+2=3
6) Elvalor del parametropes p=3.

c. ldentificar en la tabla 3.7 la ecuacion de la parabola vertical cuya parabola abre hacia
arriba. La ecuacion ordinaria solicitada es:

(x—n) =4p(y—k)
d. Sustituir las variables x e y utilizadas en la tabla 3.7 por las variables x" e y".

El cambio se explica porque en el paso 1) se estd obteniendo la ecuacion de una parabola
trasladada.

(x'=h)" =4p(y'—k)

e. Sustituir las coordenadas del vértice en la ecuacién ordinaria propuesta en el paso
anterior.

(x=2)° = 4p(y'~(~1))

f.Sustituir en la ecuacion anterior el valor del parametro p

(x-2)° = 4(3)(»+1)
La ecuacion ordinaria de la parabola con vértice en V (2, 1) y directriz y = - 2 es:

(x—2) =12(y'+1)

2) Obtener la ecuacion candnica de la parabola original.
Para ello se usaran ejes coordenados x e y en lugar de los ejes y"e x"

a. Determinar las ecuaciones correspondientes a los ejes coordenados. Dichas
ecuaciones son: X=X—2y y=y'+1
b. Colocar en lugar de esas ecuaciones las variables y"y x" en la ecuacion del
paso 1.
x> =12y
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Problema 3. Determine la ecuacion de la parabola en su forma ordinaria y su forma general
cuando tiene el vértice en V' (2,2) y focoen F(4,2).

1) Ubicar en el plano cartesiano el vértice V y el foco F de la parabola, como lo muestra la
figura 3.45.

¥} | | | | X|

0 | 2 | 4 |
| |

Fiaura 3.45 Vértice V (2.2) v foco F (4.2)

2) Obsérvese que la distancia entre el vértice V' (2,2) y el foco F(4,2) es igual a 2
unidades, por lo tanto la distancia focal es 2, dicho de otro modo p = 2.

3) Debido a que la rama abre hacia la derecha, la ecuacion de la parabola en su forma
ordinaria es:

(y-k) =4p(x-h)

4) Sustituir los valores de las coordenadas del vértice
(v-2)° =4p(x-2)

5) Luego al sustituir el valor de p =2 [distancia focal]:

(v-2f =4(2)x-2)

(v-2F =8(s-2)
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Problema 4. Determina la ecuacién de la parabola si su vértice es V'(3,1) y directriz es ¥y =2

1) Ubicar en el plano cartesiano el vértice V y la directriz como lo muestra la figura 3.46.
v

3

Ha

W=1(3,1)

-2 -1 0 1 2 3 4

I I I I I I
Figura 3.46 Vértice V (3,1) y directriz y =2

2) Obtener el valor del parametro p.

El parametro p se obtiene al calcular la distancia del vértice a la directriz; para ello se usa un
punto auxiliar B de coordenadas y = 2 y x= 3 como lo muestra la figura 3. 47.

¥

YW=1(31)
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I | I I
Figura 3.47 Vértice V (3,1) y punto B (3,2)

El valor del parametro p se obtiene al restarle a la ordenada del punto B la ordenada del
punto V, esto significa que p = 1.

3) Determinar en qué sentido abre la rama de la parabola.
Como consecuencia de que la directriz se encuentra arriba del vértice de la parabola, su

rama abre hacia abajo.
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4) Determinar la forma de la ecuacion de la parabola.

Al consultar la tabla 3.7 la ecuacién de la parabola en su forma ordinaria correspondiente es:
(x-h) =—4p(y-k)

6) Sustituir los valores de las coordenadas del vértice en la ecuacién del paso anterior

(x—=3f =—4p(y-1)

7) Luego al sustituir el valor del parametro p

(x=3) =-4()y-1)

(x=3) =—4(y-1)

TAREA 14. ECUACION ORDINARA
Tiempo total: 60 minutos

Indicaciones generales:

La tarea se realizara entre dos sesiones. Los estudiantes formaran equipos de cuatro y se
confiara en ellos para elegir a los compafieros con quienes trabajaran, se procurara que
nadie quede solo. El profesor trabajara junto con ellos una lluvia de ideas para resolver los
problemas propuestos.

El listado del modelo de Chadwick del capitulo 2 es mostrado a los estudiantes en una
diapositiva, ellos intentaran reproducir los pasos expuestos para resolver cada uno de los
problemas. El profesor debe ayudarlos si hay dudas y permitir que ellos prescindan del
listado si es necesario.

Ellos nombraran el vocero de su equipo. Para asignar la participacion de cada equipo si el
grupo tiene veinticinco estudiantes se puede lanzar un dado y a cada equipo le
correspondera el digito asociado a cada cara; en caso de que fueran veintiocho estudiantes
se usara un octaedro y la octava cara le correspondera al profesor, sélo que el resolvera
cualquier duda del ultimo equipo que participo.

Consigna: Determina la ecuacion ordinaria de la parabola que cumpla con las siguientes
condiciones:

a) Veértice V (-1,1); directriz x = -2
b) Vértice V(4, 1) y foco F(4, 3)
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El problema 1 requiere reconocer el foco de la parabola dados el vértice de la parabola, que
no es el origen y su directriz, la tabla 3.8 ayuda a encontrar la ecuacion ordinaria
correspondiente. En cambio el problema 2 requiere que ellos encuentren la representacion
grafica de estos puntos y razonen cual es la distancia focal, como se obtiene el parametro y
que sean capaces de usar la tabla 3.7.

Las respuestas a los problemas de la consigna son:
1. (y -1 =4(x +1), parabola horizontal cuya rama abre hacia la derecha.

2. (x—4) =8(y-1), parabola vertical cuya rama abre hacia arriba.

Se anotaran en el pizarron las propuestas y se pedira a los estudiantes que anoten todo
sefialando claramente la propuesta de resolucién que es correcta.

SESION 8

TAREA 15. ECUACIONES DE PARABOLAS
Tiempo total: 65 minutos
Indicaciones generales

En esta sesidn se trabajara la construccién de ecuaciones de parabolas con vértice distinto
del origen con datos conocidos como coordenadas del vértice y del foco, la ecuacioén de la
directriz de una parabola dada y la medida de su lado recto. Se realizara la estrategia de
aprendizaje cooperativo TGT en equipos de tres estudiantes. Los problemas del torneo
requieren hallar la ecuacién para una parabola con las siguientes condiciones:

1. Extremos del lado recto R(5, -1) y S(-11, -1) y directriz y = -9.
2. Extremos del lado recto L(5, 1) y M(5, -7) y vértice en V(3, -3).

Los jovenes solo tendran diez minutos para contestar cada pregunta del torneo y el profesor
expondra durante treinta minutos, ellos contaran con quince minutos para apropiarse del
material.

Las respuestas del torneo son:
1. (x+3)* =16(y +5)
2. (y+3) =8(x-3)
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Problemas propuestos

Problema 5. Establezca la ecuacién ordinaria de una parabola, si los extremos de su lado
recto son A (-2, 4) y B (5, 4) y su vértice esta dado por V(1.5, 2.25).

"'--_..--"

-2 -1 8] 1 2 2 4 g 3]

| I | I | | I I
Figura 3.48 Grafica de la ecuacion de la parabola con lado recto definido por A (-2, 4) y B (5, 4) y el

vértice es V(1.5, 2.25).

Los pasos mostrados a continuacidn son una posibilidad de resolucién del problema
planteado.

1) En un sistema de coordenadas cuadriculado, se ubican los puntos correspondientes al
vértice y a los extremos del lado recto de la parabola del problema, como se muestra en la
figura 3.48.

2) Al observar esta figura, la longitud del segmento que une a los puntos Ay B es igual a 7
unidades de longitud.
3) El vértice de la parabola esta debajo del lado recto, por eso la parabola abre hacia arriba.

4) A la parabola del problema le corresponde la ecuacion ordinaria:
(x-h)*=4ply-k)

5) Para saber cuanto mide p, la distancia focal, se recurre a una ecuacion que asocia lo que
mide el segmento AB con lo que mide un lado recto en cualquier parabola.

Si AB=7 y AB=4p 7=4p.

entonces
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6) Se resuelve la ecuacion planteada. La solucion de la ecuacién es: p = g

7) Se sustituyen las coordenadas del vértice y el valor del parametro p donde corresponde
en la ecuacion ordinaria del paso 4. El resultado de la sustitucion es :

(x-1.57 = 4(%J(y— 2.25)

Después de multiplicar 4 por siete cuartos en el miembro derecho de la ecuacion queda el
resultado:

(x-1.5f =7(y—2.25)

Problema 6. Determine la ecuacion general de la parabola que tiene como directriz la
ecuacion x = 3 y su lado recto esta definido por los puntos A(-2, 6) y B(-2, -4).
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Figura 3.49 Grafica de una parabola con lado recto definido por: A (-2, 6) y B (-2, -4), cuya directriz es: x =
3.

Los pasos mostrados a continuacion son una posibilidad de resolucién del problema
planteado.
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1) Trazar la directriz X = 3.
2) Trazar el lado recto al utilizar de las coordenadas de los puntos Ay B.

3) Obtener lo que mide el lado recto.

Restar a la ordenada del punto A la ordenada del punto B lo que da por resultado 10
unidades de longitud.

4) Obtener el valor del parametro p.

Si el lado recto es igual a 4 veces la distancia focal p, por lo tanto, debe resolverse la

. . . S
ecuacion de primer grado: 4p =10 cuya solucion es p = >

5) Encontrar la forma ordinaria correspondiente a la parabola.

Por estar el lado recto a la izquierda de la directriz se concluye que la rama de la parabola
abre hacia la izquierda, entonces su ecuacion ordinaria es de la forma:

(v k) =—4p(x—h)

6) Hallar las coordenadas del foco.

El foco es el punto medio entre los puntos A y B, por lo tanto, sus coordenadas se calculan
de dos formas:
a. Al usar las formulas para coordenadas de punto medio:

_X, X Vot
m 5 Y 2

X

b. Al observar que la abscisa del foco es la misma que tienen los puntos Ay B. Después
se obtiene su ordenada de esta forma:
i. Dividir por dos a la longitud del lado recto.
ii. Restar esa cantidad a la ordenada de A, o bien, sumar esa cantidad a la ordenada
de B.

Finalmente el | foco es el punto F (-2,1)
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7) Hallar las coordenadas del vértice.

El vértice de la parabola es el punto medio entre el foco F y un punto C, que pertenece a
la directriz cuyas coordenadas son y =1y x = 3. Después de conocer las coordenadas de
F y de C, se procede de dos formas:
a. Usar las férmulas requeridas para obtener las coordenadas del punto medio entre los
puntos F y C, y sustituir las coordenadas de dichos puntos en las formulas.
b. Calcular las coordenadas del vértice al advertir que la ordenada del vértice es la
ordenada del foco, por lo tanto se realiza:

i. Al dividir la longitud del segmento FC en dos partes iguales, se obtiene un

S
segmento que mide 5 unidades de longitud.

5 1
ii. Sumar esas E unidades de longitud a la abscisa de F, lo que da por resultado E

0 0.5.

Entonces las coordenadas del vértice sony =1y x =0.5.

8) Sustituir las coordenadas del vértice y el valor del parametro p en la ecuaciéon descrita en
el paso 5 y simplificar fracciones si es necesario.

(y-1) = _4(gj(x_o.5)

(y—1f =-10(x-0.5)
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CAPITULO 4. RESULTADOS DE LA SECUENCIA DIDACTICA

4.1 CONDICIONES DE APLICACION

La seccién A del grupo 301 fue asignada por la Secretaria Académica del CCH Naucalpan
en el turno matutino. A los estudiantes no se les aplicé una evaluacion diagnéstica porque no
habia tiempo, sélo se consiguidé permiso para trabajar con los estudiantes del 9 al 13 de
noviembre de 2015 de acuerdo con el OFICIO/CP/MADEMS/389/2015. Los jévenes estaban
sorprendidos al tener que trabajar con otro profesor, pero se acoplaron al ritmo de trabajo del
docente emergente.

El grupo 301A en cuanto a género esta conformada por dieciséis mujeres y doce hombres.
Se desconoce la distribucion de la edad y si alguien debia cursos anteriores de Matematicas
en CCH. Es importante mencionar que el grupo no mostraba ansiedad, no se descubrieron
lideres que quisieran acaparar la atencidon en clase. Existen distintos grupos de amigos
establecidos quienes en un momento dado se relacionan para conseguir una buena
calificacion, sin que se entienda que ellos son utilitaristas. Algunos de los jovenes presentan
resistencia a convivir con alguien ajeno a su grupo de pares y también mostraron oposicion a
los grupos formales de trabajo, al parecer los estudiantes se motivan a trabajar en equipo por
corto tiempo.

A través de preguntas escritas, se supo que a los estudiantes no les agrado leer y revisar
cuestiones tedricas del tema de la parabola, estan acostumbrados a aprendizajes
procedimentales en matematicas, a resolver tipos de problemas revisados en geometria
analitica. Ellos querian aplicaciones de la vida real, que no fue posible revisarlas primero por
cuestiones de tiempo y segundo, porque s6lo se pudo revisar la ecuacion de la parabola en
forma candnica y no se revisaron problemas que implican obtener ecuaciones de la parabola
al tenerse como datos de inicio a las coordenadas del vértice y del foco o bien, las
coordenadas del vértice y la ecuacién de la directriz.

Por ser adolescentes de entre dieciséis y dieciocho afos, se observd la actitud
despreocupada ante la posible reprobacion del semestre. Entre ellos son identificables los
estudiantes que son lideres por sus conocimientos, su seguridad y su carisma. También hay
quienes son inseguros, se sintieron incémodos con su equipo y después de tres sesiones,
cuando se entregd la prueba y se dieron las respuestas correctas de ésta, no quisieron
responder las respuestas que solicitd la docente para evaluar las sesiones abordadas con
ellos.

4.2 RESOLUCION DE LA PROBLEMATICA INDAGADA

Es conveniente sefalar que este documento trabaja con un caso real de los diversos casos
que pueden ofrecerse como base de investigacion para el tema de la ensefanza de la
parabola y su ecuacion cartesiana, hay un analisis cualitativo sobre los resultados arrojados
en el grupo de intervencion, quien fue asignada de forma arbitraria a la docente por la
secretaria académica.
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La problematica planteada no se resolvié satisfactoriamente porque no se dispuso de todas
las sesiones planeadas para trabajar con el grupo de intervencién. Sélo se solicito una
semana de trabajo con los adolescentes. Los resultados, debe admitirse son parciales y no
se obtuvieron evidencias suficientes para elaborar un contraste sobre cémo razonan los
estudiantes y si analizaron la relacion entre los elementos de la parabola para hallar la
ecuacion de esta.

4.3 EVALUACION DE LA PRIMERA SESION.

La evaluacion formativa conlleva analizar las interacciones entre el docente y los
estudiantes, al emitir un juicio sobre las tareas realizadas y los productos obtenidos. En la
primera sesiéon la docente formé equipos; informd sobre la evaluacion semanal y resolvio
dudas en los grupos de trabajo.

Por otra parte, los estudiantes en equipo: analizaron una lectura mediante la técnica Jigsaw,
resolvieron un cuestionario, identificaron los elementos de una parabola que esta ubicada en
una cuadricula.

En las rubricas disefiadas para evaluar el trabajo realizado al interior de cada equipo durante
la primera sesion se intentd valorar diversos aspectos de la interaccidon durante la
implementacién de la estrategia Jigsaw; sin embargo era dificil revisar dudas, visitar a todos
los equipos y percatarse de la comunicacion entre ellos o bien, de los pequefios problemas
relacionados con los conocimientos previos que requeria el texto que trabajaron con la
estrategia Jigsaw. No obstante se hizo una valoracion y se asigné una calificacién que no fue
incluida en la calificacion individual. La rabrica serviria de base para conservar el equipo o
deshacerlo para la sesién 4, la cual se planed, pero no se llevo a cabo. En el momento de
formacion de los equipos se mencionaron los roles a su interior, pero los voceros no
hablaron durante las respuestas del cuestionario y los observadores, que eran el resto de los
integrantes del equipo no presentaron un reporte de lo que sucedid.

El equipo 1 de acuerdo con la rubrica mostrada en la tabla 4.1 promedié 8.0. Era un equipo
que platicaba mucho y en ocasiones era ruidoso, el liderazgo lo asumié Carolina, quien es
trabajadora y segura de si misma.

Tabla 4.1 Rubrica del equipo 1

Aspecto Deficiente Regular Buena Muy buena
5 6 8 10

Realizacion de los roles asignados X

Comunicacion entre sus integrantes X

Resolucion de conflictos
Uso de notacién

Proporcién directa
Origen de ecuaciones de parabolas

Problema de la duplicacién del cubo

Visualizacion de parabolas
Seccion conica X

X X X X X X
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El equipo 2 de acuerdo con la rubrica mostrada en la tabla 4.2 promedié 7.7. Era un equipo un poco
apatico, el liderazgo lo asumi6 Alizet quien es intuitiva y posee experiencia en items por pares, los
jévenes la seguian y habia molestia porque quizas el trabajo les parecia intrascendente

Tabla 4.2 Rubrica del equipo 2
Aspecto Deficiente Regular  Buena8 Muy buena
5 6 10

Realizacion de los roles asignados
Comunicacioén entre sus integrantes
Resolucién de conflictos

Uso de notacion
Proporcion directa
Origen de ecuaciones de parabolas

Problema de la duplicacién del cubo

Visualizacién de parabolas
Seccion coénica X

X X X X X X X X

El equipo 3 de acuerdo con la rubrica mostrada en la tabla 4.3 promedié 6.7. Era un equipo
donde hubo bastante apatia de parte de Samantha, quien trabajaba de modo independiente.
Miranda y Fernanda por ser amigas trabajaban juntas, pero Lupita no mostré interés, aunque
no mostraba distancia fisica como lo hizo Samantha. Alejandro y Ricardo abordaron las
dudas que planteaba Fernanda.

Tabla 4.3 Rubrica del equipo 3

Aspecto Deficiente Regular Buena  Muy buena
5 6 8 10

Realizacion de los roles asignados X

Comunicacién entre sus integrantes X

Resolucién de conflictos X

Uso de notacion X

Proporcién directa

Origen de ecuaciones de parabolas X
Problema de la duplicacién del cubo X
Visualizacién de parabolas X
Seccion coénica X

El equipo 4 de acuerdo con la rubrica mostrada en la tabla 4.3 promedié 7.3. En este equipo
se notd una separacion por género, los muchachos hacian preguntas, cuidaban que Michelle
registrara lo que debia escribirse, Zaira mostraba desinterés.
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Tabla 4.4 Rubrica del equipo 4
Aspecto Deficiente Regular Buena Muy buena

5 6 8 10

Realizacion de los roles asignados X
Comunicacioén entre sus integrantes
Resolucion de conflictos

Uso de notacion
Proporcion directa

X X X X X

Origen de ecuaciones de parabolas

Problema de la duplicacion del cubo X

Visualizacion de parabolas X
Seccién conica X

El equipo 5 de acuerdo con la rubrica mostrada en la tabla 4. 5 promedidé 7.1. En el equipo
Kevin mostraba habilidades y disposiciéon para el trabajo, Fernanda era muy timida, Carmen
colaboraba, la Unica que mostraba un poco de inseguridad era Graciela.

Tabla 4.5 Rubrica del equipo 5

Aspecto Deficiente Regular Buena Muy buena
5 6 8 10

Realizacion de los roles asignados X

Comunicacién entre sus integrantes X

Resolucién de conflictos X

Uso de notacion X

Proporcién directa
Origen de ecuaciones de parabolas

Problema de la duplicaciéon del cubo

Visualizacién de parabolas X
Seccién conica X

Debe destacarse que esta experiencia indica que deben elaborarse rubricas con pocos
aspectos a observar y equipos con un solo rol, es decir, con un lider. Por supuesto, la leccion
aprendida por la docente es que debe realizarse evaluacion diagndstica, asi en la rubrica
solo se evaluaran los contenidos mas representativos de la sesién.
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4.3.1 EVALUACION DE LOS PRODUCTOS OBTENIDOS

En la primera sesion se realizdé un cuestionario y un item por pares en donde los estudiantes
identificaban los elementos de la parabola. En la tabla 4.6 se muestran los aciertos obtenidos
en el item por pares. Cada columna indica una asociacion entre un elemento geométrico de
la figura 3.1 y su nombre como elemento de la parabola; su respuesta correcta puede ser
cotejada con lo ya expuesto en el capitulo tercero. En las asociaciones cuatro y cinco lo
correcto era no contestar.

Tabla 4.6 Respuestas al item de identificacidon por equipo
Elementos requeridos

Equipo 1 2 3 4 5 6 7 8 Aciertos
1 d f c b a e 6
2 d f c b a e 6
3 d f c b a e 6
4 d f c b a e 4
5 c b a 3

Los equipos 1, 2 y 3 no se equivocaron, en tanto que el equipo 4 cometié un error y el equipo
5 no termind, entregé con premura soélo tres respuestas del item propuesto en fotocopia.
Probablemente al equipo 5 le falté tiempo para abordar el producto a entregar porque se
avocaron a entender el texto proporcionado.

En la tabla 4.7 se muestran las respuestas del cuestionario que fue revisado entre las dos
sesiones, ya que los equipos 2 y 3 no entregaron el cuestionario en la fotocopia, ellos lo
realizaron en su cuaderno.

Tabla 4.7 Respuestas al cuestionario

Pregunta
Equipo 1 2 3 4 5 Aciertos
1 1 1 0 1 1 4
2 1 1 0 1 1 4
3 1 1 0 1 0 3
4 1 1 0 1 1 4
5 1 1 0 0 0 2

Todos los equipos se equivocaron en la pregunta tres, al parecer no comprendieron qué es
un reto y no hallaron la respuesta relacionada con el Problema de Pappus. Por otra parte, el
equipo 3 no respondio la pregunta cinco.
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4.4 EVALUACION DE LA SEGUNDA SESION

En la segunda sesion el docente a cargo de la secuencia didactica resolvié dudas. Por otra
parte los estudiantes en equipo: identificaron y trazaron el lado recto de una parabola asi
como su eje de simetria; hallaron la distancia focal y la ecuacion candnica de una parabola a
partir de una grafica que muestre la rama de la parabola, el foco y la directriz; hallaron la
distancia focal y las coordenadas del foco de una parabola a partir de la ecuacién canonica e
identificaron la grafica de la parabola correspondiente a una ecuacién candnica.

Este analisis se realizara por equipo mostrando los resultados de ternas o binas formadas al
interior de cada equipo, en cada ejercicio. Las columnas indican las respuestas de los incisos
y en el caso de los incisos b de cada ejercicio se registraron los trazos realizados. Se
comenta lo que hizo cada equipo y las conjeturas que se pueden realizar a partir de las
respuestas proporcionadas por los estudiantes.

4.4.1 EJERCICIO 1

El objetivo de este ejercicio era analizar la conversion del registro grafico al registro
algebraico en una parabola vertical cuya rama abre hacia arriba, de modo que los
estudiantes pudieran hallar la ecuacion de la parabola correspondiente en su forma
candnica. Lo anterior se realizaria tras la identificacion de lado recto y la medida de distancia
focal, se solicitdé también la medida del lado recto.

En la tabla 4.8 se muestran los resultados del equipo 1 en el cual Carolina estuvo ausente a
causa de un problema de salud, para no generar inequidad en el grupo su calificacion se vio
mermada por esta situacion. No hubo errores para identificar los elementos de la parabola
solicitados ni hubo problemas para calcular el lado recto.

Tabla 4.8 Resultados del equipo 1

Inciso

Integrantes Subequipo a b ¢ d
Rafael

Heli Jocelyn 1 2 LR 8 C
Erick

Armar_ldo Isrfael 5 IR 8 C
Cynthia Daniela 2

Carolina NP NP NP NP

Nota: NP significa que el estudiante no realiz6 la tarea adjudicada al equipo.
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En la tabla 4.9 se muestran los resultados del equipo 2, del cual s6lo en la terna 1 se
observaron problemas para identificar el lado recto, pues ellos se quedaron con el coeficiente
cuatro que multiplica a la distancia focal y ubicaron la recta y = 4; parece ser que no supieron
leer la grafica que tenia graduados a los ejes coordenados solo con enteros. Entonces si la
distancia focal mide dos unidades de longitud el lado recto mide ocho unidades de longitud y
debia trazarse de un punto K de coordenadas y = 2 y x = -4 al punto L de coordenadas y= 2

yx=4.
Tabla 4.9 Resultados del equipo 2
Inciso

Integrantes Subequipo a b c d
Cristian
isti IR

Israel 1 2 segmento
Daniela

Rebeca
Alizet Guadalupe 2 2 LR 8 C
Viviana

En la tabla 4.10 se muestran los resultados obtenidos por el equipo 3, en ambas ternas que
lo constituyeron, hubo error al elegir en el inciso d, la opcién A cuya respuesta es x* = 4y y
no la opcién C cuya respuesta es x? = 8y. Probablemente se apegaron a la ecuacion
candnica de parabolas verticales cuya rama abre hacia arriba que es x* = 4py, sin identificar
que p es la medida de la distancia focal.

Tabla 4.10 Resultados del equipo 3

Inciso
Integrantes Subequipo a b c d
Ricardo Angel
Maria Guadalupe 1 2 LR 8 A
Alejandro
Maria Fernanda
Miranda 2 2 LR 8 A

Samantha Karel
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En la tabla 4,11 se muestran los resultados obtenidos por el equipo 4, del cual la terna 1
manifestd uso de unidades del Sistema Internacional de Unidades, quizas por su estudio
simultaneo de la ciencia fisica en este semestre, al leer unidades de longitud en el texto
redactado para la sesion, sintieron la necesidad de usar una letra u porque desconocian si
se usaron centimetros o milimetros como unidad de longitud.

Tabla 4.11 Resultados del equipo 4

Inciso
Integrantes Subequipo a b C d
Da.niela Michelle 5 5 LR 8 c
Zaira
Rafael Alejandro
Robert 1 2u LR 8u C

Héctor Gerardo

En la tabla 4.12 se muestra lo realizado por el equipo 5, el cual mostré inconsistencia para
identificar el lado recto de la parabola dada, quizas al recordar la definicion de lado recto
ellos necesitaron reconocer y medir la distancia focal. También es posible que se hayan
equivocado. Aunque la terna uno rectifico el ejercicio escribiendo la respuesta correcta en su
hoja de trabajo.

Tabla 4.12 Resultados del equipo 5

Inciso
Integrantes Subequipo a b c d
Alexis
Maria del Carmen 2 2 LRy DF 8 C
Maria Fernanda
Gras:iela S?mantha 1 2 LRy DF 8 ¢
Kevin Alexis
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4.4.2 EJERCICIO 2

El objetivo de este ejercicio era analizar la conversion del registro grafico al registro
algebraico en una parabola horizontal cuya rama abre hacia la derecha, de modo que los
estudiantes pudieran hallar la ecuacién de la parabola en su forma canénica. Lo anterior se
realizaria tras la identificacién del eje de simetria y la medida de distancia focal, se solicitaba
también identificar con qué eje coordenado coincidia el eje de simetria de la parabola.

En el equipo 1 no se presentaron incidentes y para ellos basté con indicar la variable
asociada al eje x para escribir la respuesta del inciso c. Los resultados del equipo 1 se
muestran en la tabla 4.13.

Tabla 4.13 Resultados del equipo 1

Inciso
Integrantes Subequipo a b ¢ d
Rafael
Heli Jocelyn 3 ES x C
Erick 1
Armar.1do Isr?el 3 ES x C
Cynthia Daniela
Carolina 2 NP NP NP NP

La tabla 4.14 expone lo hecho por el equipo 2, del cual se observa que la terna 2 si advirtié
que el eje de simetria coincidia con el eje x. En cambio la terna 1, se sinti¢ satisfecha con
indicar como respuesta coordenado x, fue un poco menos especifica.

Tabla 4.14 Resultados del equipo 2

Inciso

Integrantes Subequipo a b c d
Cristian

Israel 1 3 ES coordenado "x" C
Daniela

Rebeca 3 ES estaenelejex C
Alizet Guadalupe 2

Viviana
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En la tabla 4.15 se muestran los resultados del equipo 3, el cual tuvo problemas en ambas
ternas para identificar al eje x, es probable que haya problemas para identificar a la recta
como un conjunto de puntos y sélo atinaron a sefialar las coordenadas del origen.

Tabla 4.15 Resultados del equipo 3

Inciso
Integrantes Subequipo a b c d
Ricardo Angel
Maria Guadalupe 1 3 LR (0,0 C
Alejandro
Maria Fernanda
Miranda 2 3 LR (000 C

Samantha Karel

La tabla 4.16 expone los resultados obtenidos por el equipo 4 en conjunto. En este equipo la
terna 1 muestra confusién puesto que la abscisa es una coordenada, un ndmero y su
significado no estd asociado al uso de la variable x para denotar al eje x. Aunque la
respuesta se di6 por buena omitiendo la aclaracién que quisieron hacer con la palabra

abscisa.

Tabla 4.16 Resultados del equipo 4

Inciso
Integrantes Subequipo a b c
Daniela Michelle 2 3 LR « C
Zaira
Rafael Alejandro
Robert 1 3u LR xoabsisa C

Héctor Gerardo

La tabla 4.17 expone los resultados obtenidos por el equipo 5. En la terna 2 la respuesta fue
muy precisa el eje de simetria de la parabola horizontal coincide con el eje de las abscisas.
En cambio la respuesta de la terna 1 muestra que se usa la variable x, sin advertir que la
abscisa es un numero. En la terna 2 no se puede asegurar que comprenden el concepto de

variable y que distinguen lo qué es una abscisa.

Tabla 4.17 Resultados del equipo 5

Inciso
Integrantes Subquipo a b C d
Alexis con el de las
Maria del Carmen 3 ESyLR abscisas
Maria Fernanda 2
Graciela Samantha 3 ESyLR xabscisa C
Kevin Alexis 1
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4.4.3 EJERCICIOS 3 Y 4

El ejercicio 3 intent6é analizar la conversion del registro algebraico al registro grafico en una
parabola vertical; mientras que el ejercicio 4 analiz6 la conversion entre registro algebraico y
grafico en el sentido mencionado en una parabola horizontal. Quizas la actividad estuvo
demasiado dirigida por las preguntas y no permitid que se permearan mas errores de parte
de los estudiantes.

En el caso del equipo 3 se observa una vez mas la confusion entre foco y distancia focal y se
usa la letra F como si fuera una variable a la cual se le asigna como valor la medida de la
distancia focal. En el caso del equipo 4 es probable que asociaran el término foco con el
término centro de la circunferencia y sintieron la necesidad de denotarlo con la letra C, o bien
tuvieron la necesidad de asignarle un nombre al punto como se acostumbra hacerlo
tradicionalmente en geometria; cabe mencionar que este equipo anoto la orientacion vertical
de la parabola del ejercicio 3 y también la orientacién horizontal de la parabola del ejercicio
4.

Las tablas 4.18 y 4.19 carecen de integrantes en cada equipo porque éstos no fueron
subdivididos en ternas o binas.

Tabla 4.18. Resultados del ejercicio 3 por equipo.

Pregunta
Equipo 1 2 3
1 2.5 (0, 2,5) c
2 2.5 (0, 2,5) c
3 2.5 (0, 2.5) c
4 2.5 C(0,25) c
5 2.5 (0, 2,5) c

Tabla 4.18 Resultados del ejercicio 4 por equipo.

Pregunta
Equipo 1 2 3
1 1 x=-1 b
2 1 X=-1 b
3 F=1 X=-1 b
4 1 x=-1 b
5 1 x=-1 b

158



4.5 ANALISIS DE LA PRUEBA

En la tabla 4.20 se muestra el total de aciertos obtenidos por estudiante junto con las
respuestas que proporciono cada quien a los items de opcion multiple que se les
presentaron. La tabla 4.21 es la continuacién de la tabla 4.20 y muestra las respuestas que
di6 cada estudiante en items de complementacion.

Cabe senalar que los estudiantes estan acostumbrados a que los docentes les den una caja
con las palabras a utilizar y en su momento se les dieron pistas como la palabra parabola y
paraboloide. Las faltas de ortografia provienen de las propias pruebas.

Las respuestas correctas de la prueba pueden ser consultadas en el capitulo tercero. Sdlo
veintiséis estudiantes presentaron la prueba el 13 de noviembre de 2015.

Tabla 4.20 Resultados de la prueba semanal

ltem
Nombre 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Daniela Michelle c b b a a c a c c
Cristian c c c a a b a c c
Rafael a b a a a c a c c
Ricardo Angel c b c a a b a c c
Graciela Samantha a b c a c c a b c
Maria Guadalupe NP NP NP NP NP NP NP NP NP
Daniela NP NP NP NP NP NP NP NP NP
Maria Fernanda a c a a c a a c c
Rafael Alejandro a c b c c a c c c
Rebeca a b c c a c a c c
Israel a b c b a a a a c
Alexis a c NC c c a c b c
Alejandro a b a a a c c c c
Maria del Carmen a c a a a c b a c
Armando Israel a b a a a c a a c
Robert c b a b a b a c b
Miranda a c c c c a c a a
Alizet Guadalupe ¢ b b a a c a a c
Kevin Alexis c b b c a c a c o]
Zaira a c a a a c a a c
Héctor Gerardo a b b a a c a c c
Heli Jocelyn b b a a a c a c c
Carolina c b b c a c a b c
Maria Fernanda a b a a a c a c c
Daniela a b a a a c a a c
Erick c b b b a b a c b
Viviana a a a c c c b c a
Samantha Karel a a b a a c b c b

Nota: NP significa que el item no se realizo, la prueba no se realizo.
NC significa que el item no tuvo respuesta.
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En la tabla 4.20 se muestran los resultados para los items de opcién multiple. En el item 1 la
gran mayoria opté por la opcion a debido a que el reto planteado por Apolonio fue
denominado por Descartes como Problema de Pappus. Las personas que leyeron
cuidadosamente el texto y lo estudiaron fueron quienes acertaron en la respuesta.

En el item 2 la mayoria acertd, a excepcion de quien no analizé que la opcién a no podia ser
correcta porque una conica es una curva, no un plano. Otros integrantes del equipo 3 no
consideraron la fotocopia mostrada por la docente donde se observa a las conicas como
cortes sobre la superficie de conos que se mostrd en la sesién 2, o bien, no hicieron una
apropiada lectura del texto previa al examen.

En el item 3 parece ser que los distractores funcionaron puesto que sélo quienes leyeron con
detenimiento acertaron en su respuesta. La mayoria de los estudiantes verificd el caso del
vértice como un punto que pertenece a la parabola; pero al parecer no pensé en cualquier
otro punto y por ello contestaron la opcion a.

En el caso del item 4 los estudiantes recordaron la solucion hallada por Apolonio en la cual el
plano de corte debe ser paralelo a la generatriz del cono, sin embargo la opcién a habla de
un corte paralelo a la base del cono, lo cual generaria una circunferencia. Los conceptos de
perpendicularidad y paralelismo les generan dudas a los estudiantes, aunque en equipo eso
no fue notorio, en cambio en la ejecucion individual salié a relucir. El item 4 tenia como
objetivo describir el hallazgo de Menecmo sobre los conos rectangulos; cierto es que el
hallazgo de Menecmo es un caso particular del hallazgo de Apolonio, puesto que como lo
muestra la figura 3.6 los angulos rectos son correspondientes entre paralelas. No obstante,
se calificé como incorrecta toda respuesta con la opcion a.

Los items 5, 6 y 7 estaban relacionados, afortunadamente la mayoria de los estudiantes
tuvieron éxito para hallar las respuestas correctas. Probablemente los ejercicios 3 y 4 que
realizaron en la sesién 2 en equipo les auxiliaron a resolver esta parte de la prueba.

Para el item 6 la directriz de la parabola esta dibujada en la figura correspondiente al item 5,
los estudiantes sélo tuvieron que aplicar lo dicho por el inciso a del item 3 para hallar la
respuesta correcta. Los estudiantes que fallaron en este item tres de ellos corresponden al
equipo 3 y quizas esto afecto, persiste confusion para encontrar rectas o puntos en el plano
cartesiano, eso en parte explica por qué uno de ellos opté por la opcién b como ecuacion de
la directriz y otros dos optaron por la opcion a.

La pareja que optd por la opcidon a aun no ha entendido que las ordenadas negativas estan
debajo del eje x, mientras que quien optd por la opcidn b no imaginé que una recta con
ecuacion x = -6 es paralela al eje y, no puede ser directriz de la parabola solicitada.

Para el item 7 parece que la ecuacion candnica de una parabola cuya rama abre hacia arriba
no les fue dificil de recordar y ademas encadenaron el hecho de que la distancia focal
multiplicada por cuatro es el coeficiente de la variable y, por ello acertaron al optar por la
opcion a.

En el item 8 se pretendi6 indagar si los jévenes conocian la ecuacion que define al eje x que
era la ecuacién del eje de simetria. Este tipo de preguntas no fueron revisadas en clase, e
implica pasar del registro algebraico al grafico. No necesariamente se debe graficar la
parabola; si los estudiantes se percataron que la parabola solicitada era horizontal y
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recordaron las figuras 3.21 y 3.22 habrian tenido indicios de qué eje coordenado era el eje
de simetria de la parabola horizontal. Por otra parte, no han reflexionado que el gje x es
aquel donde todos los puntos tienen ordenada igual a cero.

La mayoria contesto la opcion ¢, de manera que confundieron al eje de simetria con una
falsa directriz, puesto que la directriz de la parabola cuya ecuacién candnica es 8x = y?, es x
= -2. Quienes contestaron la opcién a, probablemente no advirtieron que con base en la
ecuacién dada la parabola solicitada era horizontal y no vertical, ademas esta la posibilidad
de que solo conozcan la ecuacion del eje y que es x = 0.

En el item 9 la opcidn correcta era la ¢, probablemente los estudiantes después de los items
anteriores dedujeron la opcion correcta, o buscaron una parabola horizontal con foco de
coordenadas F (2, 0) que era el caso mas adecuado para la ecuacion 8x = y*

Tabla 4.2 Continuacién de la tabla 4.20

ltem

Nombre 10 11_a 11 b 12 13 Aciertos
Daniela Michelle Menecmo paraboloide parabola foco 4 11
Cristian Menecmo cono parabolico  centro Cuatro )
Rafael Menecmo paraboloide parabola foco Cuatro 9
Ricardo Angel Menecmo cono parabolpido centro 4 6
Graciela Samantha NC paraboloide parabola foco NC 8
Maria Guadalupe NP NP NP NP NP 0
Daniela NP NP NP NP NP 0
Maria Fernanda Meneco NC parabola NC el doble 3
Rafael Alejandro Menecmo paraboloide vertice NC 2 4
Rebeca Menecmo Cono parabola foco Dos 8
Israel Pappus Paraboloide parabola foco 4 8
Alexis Menecmo Paraboloide vertice NC Dos 4
Alejandro Apolonio Paraboloide parabola foco Cuatro 9
Maria del Carmen  Menecmo Paraboloide parabola foco Cuatro 7
Armando Israel Pappus Paraboloide parabola foco Cuatro 9
Robert Menecmo Cono paraboloide centro 4 5
Miranda Menecno Paraboloide parabola foco Dos 4
Alizet Guadalupe  Menegmo Paraboloide parabola foco 4 11
Kevin Alexis NC Paraboloide parabola foco 2 11
Zaira Menecmo Paraboloide parabola foco cuatro 8
Héctor Gerardo Apolonio Paraboloide parabola foco dos 10

) eje ‘de 6
Heli Jocelyn Menecmo Cono parabola simetria 2
Carolina NC Paraboloide parabola foco NC 12
Maria Fernanda NC Cono triangulo foco 4 7
Daniela Pappus Paraboloide parabola foco cuatro 9
Erick Menecmo Cono paraboloide centro 4 6
Viviana Pappus Corte generatriz NC 2 2
Samantha Karel NC NC NC NC NC 3

Nota: NP significa que el item no se realizd, la prueba no se realizé.
NC significa que el item no tuvo respuesta.
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De la tabla 4.21 se realizaran conjeturas sobre las respuestas incorrectas halladas por item,
de este modo se tiene que:

En el caso del item 10 Rafael Alejandro deslizdé la pregunta sobre como se pronunciaba
Menecmo, la docente aclaro que el nombre es Menecmo, aunque en algunos libros se
encuentra Menecme, pero no indicé que esa fuera la respuesta correcta; sin embargo
muchos estudiantes asi lo entendieron.

En el item 11-a probablemente algunos estudiantes se confundieron porque la docente les
explicd cédmo construir un cono al girar un triangulo rectangulo alrededor de uno de sus
catetos, la idea de la docente era ayudarlos a imaginar los conos de la figura 3.5; ya que a
ellos se les dificulté imaginar el recorrido de la generatriz sobre la circunferencia directriz.
Probablemente esta imagen mental inadecuada para el item fue lo primero que rescataron
de su memoria a largo plazo para contestarle.

En el item 11-b Maria Fernanda conservo el recuerdo de la interaccidén con la docente en la
sesién 1, de modo que asocid las palabras cono y triangulo. Robert y Erick asociaron las
palabras cono y paraboloide. Alexis y Rafael Alejandro asociaron las palabras paraboloide y
vértice. Por otra parte, Viviana asocio las palabras corte y generatriz, probablemente uso las
palabras que recordd y no pensé bien lo que contestaba.

En el item 12, Robert quien participé en el equipo 4 confundid los términos foco y centro
como se conjetur6 anteriormente al analizar los resultados del ejercicio 3. La misma
confusién se presentd en los estudiantes Cristian del equipo 2 y Ricardo Angel del equipo 3.

En el item 13 los estudiantes que intentaron contestar la relacion entre la distancia focal y el
lado recto de una parabola, escribieron el doble, dos o el digito dos. Heli reconocié que a ella
le ayudaron sus companeros de equipo a entender partes del tema, que quizas olvidd en la
ejecucion de la prueba. En cuanto a Maria Fernanda y Miranda quienes patrticiparon en el
equipo 3, la falta de compromiso de parte de todos los integrantes fue definitiva para que no
se resolvieran dudas mientras se realizaron los ejercicios previos a la prueba, esto pudo
influir en las respuestas otorgadas el dia 13 de noviembre.
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Del grupo 301-A presentaron la prueba veintiséis estudiantes de un total de veintiocho, en la
tabla 4.22 se muestra el numero de estudiantes que proporcionaron la respuesta acertada
por cada item de la prueba. De los catorce items en total, nueve son de opciéon multiple con
dos distractores de respuesta y cinco son items de complementacion. Entre los catorce items
el mas exitoso fue el item 5 con veintiun estudiantes que acertaron y el menos exitoso fue el
item 10 con dos estudiantes que respondieron de forma correcta.

Tabla 4.22 Frecuencia de respuesta de los items
No. de estudiantes que

ltem Tipo contestaron acertadamente
1 8
2 17
3 8
4 7
5 Opcion Multiple 20
6 17
7 19
8 3
9 21
10 2
11a 16
11b Complementacion 17
12 16
13 14

El éxito del item 5 se explica por mostrar una parabola vertical y porque el analisis que se
hizo en los items 5, 6 y 7 es similar al efectuado en los ejercicios 1y 2 de la segunda sesion.
El bajo éxito del item 10 se explica por los habitos de estudio de los estudiantes o porque la
comprension del texto abordado en la primera sesién fue descuidada.
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4.6 EVALUACION DEL GRUPO

Primero que todo debe hacerse un analisis de las calificaciones obtenidas y después se
emitird un juicio de valor sobre lo que el grupo aprendio y sobre los posibles avances que
tendria si continuara desarrollando estrategias de aprendizaje cooperativo en el aula. En la
tabla 4.23 se muestran las calificaciones obtenidas por los estudiantes en las tareas
realizadas en clase, las cuales fueron dadas como informacién a su profesor titular para que
estuviera al tanto de lo que el grupo 301-A habia realizado.

Tabla 4.23 Calificaciones de las tareas

Cuestio

Estudiante Equipo  Ejercicios 3y 4 Ejercicios 1y 2 Identifica nario
Ambriz Pérez Daniela Michelle 4 10 8,75 8,33 8
Anaya Matilde Cristian 2 10 10 10 8
Bernal Hernandez Rafael 1 10 10 10 8
Borja Portillo Ricardo Angel 3 8,33 7,5 10 8
De la O Baltazar Graciela Samantha 5 10 10 5 6
Delgadillo Garcia Maria Guadalupe 3 8,33 75 10 NE
Dominguez M. Daniela 2 10 10 10 8
Espinoza Rocio Maria Fernanda 3 8,33 7,5 10 NE
Flores Alvarez Rafael Alejandro 4 10 8,75 8,33 8
Flores Barrientos Rebeca 2 10 10 10 8
Flores Romero Israel 2 10 10 10 8
Gardufio Martinez Alexis 5 10 10 5 6
Gordiano Flores Alejandro 3 8,33 7,5 10 8
Hernandez Moguel Armando Israel 1 10 10 5 6
Hernandez Romero Robert 4 10 10 10 8
Hernandez Gutiérrez Maria del Carmen 5 10 8,75 8,33 8
Hurtado Aguilar Miranda 3 8,33 75 10 8
Jasso Aguilar Alizet Guadalupe 2 10 10 10 8
Medel Serrano Kevin Alexis 5 10 10 5 6
Morales Amador Zaira 4 10 8,75 8,33 8
Morin Saldivar Héctor Gerardo 4 10 8,75 8,33 8
Najar Guarneros Heli Jocelyn 1 10 10 10 8
Napoles Hernandez Carolina 1 NP NP 10 8
Pineda Juarez Maria Fernanda 5 10 10 5 6
Rios Calixto Daniela 1 10 10 10 8
Talavera Martinez Erick 1 10 10 10 8
Velazquez Rojas Viviana 2 10 10 10 8
Velazquez Sanchez Samantha Karel 3 8,33 7,5 10 NE

Se observa que los mejores resultados se obtuvieron en los ejercicios 3 y 4; mientras que en

el cuestionario se deterioré la intencion de evaluarles por equipo, debido a que no se vigilé

que se siguieran las instrucciones de forma clara y precisa. Los ejercicios 1 y 2 tuvieron

resultados Optimos para los equipos mas integrados, en tanto el equipo 3 presentd
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problemas de falta de compromiso y dudas que no fueron subsanadas adecuadamente, por
eso su desempeno fue bajo durante la semana en la cual se desarrolld6 la secuencia

didactica.

Se comentd en la primera sesion que el 55% de la calificacion consistiria en trabajos en
equipo y el 45% restante en la prueba individual. En la tabla 4.24 se muestra el promedio de
las tareas realizadas, la calificacion de la prueba y la calificacidn final por estudiante. Sélo
existieron siete reprobados por no entregar trabajos o no presentar la prueba.

Tabla 4.24 Calificaciones finales.

Promedio de Calificacién
Alumno tareas Prueba final
Ambriz Pérez Daniela Michelle 8,77 7,86 8,36
Anaya Matilde Cristian 9,50 3,57 6,83
Bernal Hernandez Rafael 9,50 6,43 8,12
Borja Portillo Ricardo Angel 8,46 4,29 6,58
De la O Baltazar Graciela Samantha 7,75 5,71 6,83
Delgadillo Garcia Maria Guadalupe 6,46 NP 3,55
Dominguez M. Daniela 9,50 NP 5,23
Espinoza Rocio Maria Fernanda 6,46 2,14 4,52
Flores Alvarez Rafael Alejandro 8,77 2,86 6,11
Flores Barrientos Rebeca 9,50 5,71 7,80
Flores Romero Israel 9,50 5,71 7,80
Gardufo Martinez Alexis 7,75 2,86 5,55
Gordiano Flores Alejandro 8,46 6,43 7,54
Hernandez Moguel Armando Israel 7,75 6,43 6,51
Hernandez Romero Robert 9,50 3,57 8,12
Hernandez Gutiérrez Maria del Carmen 8,77 5,00 6,43
Hurtado Aguilar Miranda 8,46 2,86 5,94
Jasso Aguilar Alizet Guadalupe 9,50 7,86 8,76
Medel Serrano Kevin Alexis 7,75 7,86 7,80
Morales Amador Zaira 8,77 5,71 7,40
Morin Saldivar Héctor Gerardo 8,77 7,14 8,04
Najar Guarneros Heli Jocelyn 9,50 4,29 7,15
Napoles Hernandez Carolina 4,50 8,57 6,33
Pineda Juarez Maria Fernanda 7,75 5,00 6,51
Rios Calixto Daniela 9,50 6,43 8,12
Talavera Martinez Erick 9,50 4,29 7,15
Velazquez Rojas Viviana 9,50 1,43 5,87
Velazquez Sanchez Samantha Karel 6,46 2,14 4,52

Una de las estudiantes avis6 que no podia presentar la prueba porque el viernes 13 de
noviembre le retirarian el yeso de su pie derecho. El martes 17 de noviembre no se le aplico
la prueba para no perjudicar la planeacién del profesor titular.
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4.7 CONCLUSIONES

En la hipotesis de este trabajo se planted la posible obtencién de aprendizajes significativos
a través de estrategias de aprendizaje cooperativo en grupos formales. Se trabajé en el
grupo 301A con grupos formales, dos de ellos de cinco y los otros tres de seis integrantes.
Se intentd el analisis de una lectura previa al tema de parabola y ejercicios de conversion
entre los registros.

La siguiente matriz de valoracion representada en la tabla 4.25 evalta el logro de los
objetivos de la sesién 1.

Tabla 4.25 Rubrica para evaluar el logro de los objetivos de la sesion 1.

Logro
Objetivo Deficiente Regular Bueno  Excelente
5 6 8 10

1. Entender en qué forma la parabola es una X

seccién cénica.
2. Conocer brevemente el origen de la X

Geometria Analitica y su aplicacion en el

contexto cientifico.
3. Conocer la definicién analitica de la parabola. X
4. Identificar los elementos geométricos de la X

parabola.
5. Conocer la propiedad de reflexion de los X

paraboloides.

La siguiente matriz de valoracidn mostrada en la tabla 4. 25 evalua el logro de los objetivos
de la sesion 2.

Tabla 4.25 Rubrica para evaluar el logro de los objetivos de la sesion 2.

Logro
Objetivo Deficiente Regular Bueno Excelente
5 6 8 10
1. Deducir las ecuaciones candnicas de una X

parabola vertical cuya rama abre hacia
arriba y de una parabola horizontal cuya
rama abre hacia la derecha.
2. Realizar ejercicios en donde se construya X
la ecuacion canodnica a partir de una
representacién gréfica de la parabola.
3. Realizar ejercicios en donde se X
reconozca la gréfica de una parabola a
partir de la ecuacion candnica.

Los estudiantes no estan acostumbrados a comprender textos con informacién sobre historia
de las Matematicas, ademas estan habituados al aprendizaje procedimental y hasta cierto
punto mecanico de las secciones conicas analizadas en un curso de Geometria Analitica.
Cabe sefialar que se dispuso de una secuencia de tres sesiones para tratar de forma
resumida lo qué es una parabola y la ecuacion de la parabola en forma candnica cuando la
parabola tiene parametro p positivo.
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Es apresurado juzgar si los aprendizajes obtenidos por los estudiantes fueron significativos.
La primera razén son las escasas sesiones en las cuales se abordo la secuencia didactica, la
segunda razon es que el aprendizaje implica cambios en la estructura cognitiva, cambios que
no son evidentes en el corto plazo. Seria necesario regresar con este grupo de adolescente
y revisar que fue lo que aprendieron.

Los grupos formales que se construyeron carecieron de una evaluacidon previa y existié un
desconocimiento sobre los liderazgos del grupo. Existen jovenes que cooperan y se acoplan
a las circunstancias sociales y materiales como lo fueron los integrantes de los equipos dos,
cuatro y uno. En el equipo cinco se requiri6 mas tiempo para revisar los materiales, son
jévenes que acostumbran desmenuzar la informacion individualmente y quizas no confian en
el trabajo de analisis de otra persona.

El equipo tres es un grupo donde se descubrieron problemas para trabajar con la notacion de
las coordenadas de un punto y el concepto de lugar geométrico, el cual debieron revisarlo en
la primera unidad del curso de Matematicas Ill. Hubo inseguridad entre sus integrantes y un
poco de apatia. Tal vez pensaron en la calificacion individual del profesor titular y no se
ocuparon por aprender a cooperar 0 quizas no son practicos. Algunos de ellos reaccionaron
con cierto desenfado ante las bajas calificaciones, quizas protegen su autoestima al asumir
una actitud de no afectacion.

El logro de los objetivos fue bueno, en vista de las tres sesiones que se realizaron, puede
suponerse que la secuencia didactica fue razonablemente exitosa.
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ANEXO 1. ASPECTOS HISTORICOS DE LA SOLUCION DE ECUACIONES
CUADRATICAS

De acuerdo con Ribnikov (1991) las matematicas elementales coinciden con el curriculo de
matematicas previas a la formacidén universitaria, en este conjunto de contenidos se
encuentran los conocimientos aritméticos, algebraicos y geométricos previos al calculo
infinitesimal. El periodo histérico durante el cual se desarrollaron las matematicas
elementales comprende un milenio aproximadamente, comienza en el siglo V a. n. e. y
termina en el siglo XVI.

Por su parte, Socas et al. (1996) comentan que el desarrollo del algebra tiene tres periodos
que son mostrados en la tabla A1 y que la notacion que se usa en algebra se ha
desarrollado como lo sefiala la tabla A.2.

Tabla A.1. Desarrollo histérico del algebra.

Fase Periodo Sucesos
1 1700 a. n. e. hasta 1700 Invencién de simbolos y resolucién de ecuaciones.
n. e. Algebra geométrica (Grecia antigua)

Notacion de Frangois Viete (1540 n. e.-1603 n. e.)
Teoria de los “calculos con cantidades de distintas clases” de
Leonhard Euler (1707 n. e. -1783 n. e.)

2 Siglo XVIII al siglo XIX Resolucion de ecuaciones algebraicas.
Galois (1801 n. e.-1832 n. e.) Teoria de ecuaciones algebraicas.
Aplicacion de la teoria de grupos.

3 Del siglo XIX hacia el Algebra Moderna.

presente Axiomas sobre operaciones entre vectores, cuaterniones de

Hamilton (1805 n. e.-1865 n. e.), matrices y determinantes.

Tabla A.2 Desarrollo de la notacion algebraica.

Etapa Sintesis

Retérico No hay simbolos, los métodos se describen de forma practica. Abarca el
periodo de 1700 a. n. e. 2250 a.n.e.

Sincopado o abreviado Uso de abreviaciones para indicar operaciones. Trabajo de Diofanto
abarca el periodo del 250 a. n. e hasta el siglo XVI.

Simbdlico Uso de simbolos y signos. Notacion usada por René Descartes (1596 n. e.

— 1650 n. e.) y cuyo desarrollo coincide con la segunda fase del algebra.

Mientras que Socas et al. comentan en su andlisis de historia de las matematicas las
aportaciones de culturas originales como Egipto Mesopotamia, pues algunos de sus
habitantes resolvian ecuaciones lineales y cuadraticas de forma practica con lenguaje
retérico; Ribnikov considera mas importante el legado del algebra geométrica de los griegos.
Ademas, Socas et al. continuan el desarrollo histérico del algebra comentando trabajos en
algebra moderna y algebra lineal. Ribnikov en sus capitulos tercero y cuarto hace un vinculo
histérico entre oriente y occidente, destaca el interés de los griegos en la geometria y
permite entender por qué la notacién algebraica actual es una contribuciéon europea, ya que
en el mundo islamico se hicieron aportaciones matematicas en algebra y trigonometria, pero
se continud con el uso de notacion sincopada. Con el fin de la edad media europea comenzé
su declive econémico y cultural y la mayor parte de los conocimientos matematicos desde
entonces han surgido en Europa occidental.
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Los egipcios de acuerdo a lo analizado en el papiro de Rhind (1650 a. n. e.), resolvian
ecuaciones lineales o ecuaciones de primer grado, con el método de la falsa posicién, donde
se prueba un valor como solucion y si éste falla se busca otra solucion por medio de calculos
aritméticos. Para calcular la solucién correcta los egipcios usaban muchas operaciones con
fracciones cuyo numerador es la unidad. Socas et al.,, comentan que en la antigua Babilonia
se le dio mas importancia a las ecuaciones cuadraticas y a los sistemas de ecuaciones
lineales que a la resolucidén de ecuaciones lineales. En la antigua India, Brahmagupta en el
siglo VII n. e. expresé de forma sincopada como resolver ecuaciones de primer grado y entre
los siglos IX y X de n. e. Abu Kamil redacté un libro para resolver ecuaciones lineales con el
meétodo de doble falsa posicion.

En la Grecia antigua desde el siglo VI al VI a. n. e. actuaron diferentes escuelas cientifico
naturales; destacaron entre ellas la escuela “jonica (siglos VII al VI a. n. e.), la pitagérica
(siglos VI al V a. n. e.) y la ateniense (desde la segunda mitad del siglo V hasta nuestra era)’
(Ribnikov, 1991, p. 51). El calculo aritmético, las mediciones y construcciones geométricas
fueron constituyendo una rama cientifica independiente conocida como logistica. En esta
rama de las matematicas se encontraban conocimientos como calculo con abaco, célculo
con fracciones y resolucion de problemas que requieren plantear ecuaciones de primer y
segundo grado. La escuela pitagdrica recopild6 hechos matematicos abstractos en sistemas
tedricos. Como lo reconoce Ribnikov (1991): “Los griegos antiguos conocieron muy

temprano la rigurosa demostracion légica de la irracionalidad de J2 por la via de reduccion
al absurdo” (p. 53); los numeros irracionales les trajeron dificultades en el plano geométrico y
en el tedrico- numérico. Fue oportuno para los griegos antiguos construir un calculo
geomeétrico que incluyé magnitudes racionales e irracionales llamado algebra geométrica.

En el caso griego, se presentaron problemas matematicos irresolubles con regla y compas,
uno de ellos la duplicacién del volumen de un cubo, permitid posteriormente el desarrollo de
la teoria de las secciones conicas, como se comenta en la seccion 2. 6. 1.

Es importante sefalar la contribucion de los trece libros conocidos como los Elementos de
Euclides, redactados en el siglo Il a. n. e., que durante mas de veinte siglos constituyeron un
sistema matematico cuya rigurosidad Iégica no fue superable. En el primer libro se exponen
los axiomas [nociones comunes] y postulados importantes. Los primeros cuatro axiomas se
usan para resolver ecuaciones lineales:

i. Cosas iguales a una y la misma son iguales entre si.

ii. Y si las cosas iguales se afiaden otras iguales, las totales son iguales.

iii. Y si de cosas iguales se quitan otras iguales, las restantes son iguales.

iv. Y si a cosas desiguales se afiaden otras iguales, las totales son desiguales.
(Euclides como se cita en Garcia Bacca, 1992, p. 13).

Cabe mencionar que los Elementos de Euclides exponen el caracter deductivo de la
matematica. A partir de los métodos de demostracién establecidos en ellos, la matematica es
concebida como “una sucesion logica de teoremas y problemas sobre construcciones y que
utiliza un minimo de condiciones iniciales” (Ribnikov, 1991, p. 66). De los trabajos de
Diofanto de Alejandria, se conservan seis libros de Aritmética, en los cuales son introducidas
las reglas de: los signos de multiplicacion y operaciones con polinomios; también se afiade la
resolucion de ecuaciones lineales. Diofanto, quien vivié en el siglo Ill a. n. e., elaboré una
simbologia algebraica basada en abreviaturas, en sus obras se dio el paso del algebra
retérica al algebra sincopada.
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Ribnikov expone que Diofanto us6 el simbolo para denotar una cantidad desconocida ¢, la

palabra isos para denotar igualdad entre cantidades, un simbolo especial + para indicar
una resta o sustraccién. Para expresar el cuadrado de una cantidad, uso6 la palabra dinamis
[cuyo significado es potencia] y para el cubo de una cantidad, la palabra cubos, a las
cantidades que ahora son llamadas términos independientes los llamd monas. Un ejemplo
del algebra sincopada diofantina es:

“EEapaiy’ AicoteicivEET 1aud acue que significa 10x +30=11x+5” (Ribnikov, 1991, p.
102).

Socas et al. (1996) comentan que Diofanto resolvid ecuaciones lineales de la forma
ax+by =c, donde los coeficientes de las variables son numeros racionales que admiten

soluciones enteras. Se resuelven al calcular el maximo comun divisor de los coeficientes de
las variables, de modo que sea divisor del término independiente.

Los matematicos griegos resolvian ecuaciones cuadraticas con el método de anexion de
areas, el cual recibia el nombre de eliptico si sobraba area, hiperbdlico si faltaba esta
magnitud, o parabdlico si no habia ni exceso ni defecto de ella. Una limitacién de los griegos
y de los matematicos de la antigiedad es que sdélo obtenian la solucién positiva de una
ecuacion cuadratica. EI matematico griego Herdon siglo I n. e. resolvi6 ecuaciones
cuadraticas al buscar un cuadrado perfecto. En la India Aryabhata en el siglo VI n. e. en
forma retdrica expresaba la solucién de ecuaciones cuadraticas con una formula semejante a
la formula general moderna. Los hindues usaron el método de completar cuadrados, que
aprendieron los arabes y ellos hicieron pruebas geométricas de como resolver ecuaciones
cuadraticas con este método.

Ribnikov en su cuarto capitulo da importancia al siglo VIl n. e. cuando surgieron los reinos
islamicos, que conquistaron el norte de Africa y la India, quienes auspiciaron el desarrollo
cientifico que tomd como punto de partida el legado cultural de los pueblos conquistados;
construyeron observatorios y tradujeron los Elementos de Euclides, tratados de Arquimedes
y libros de Apolonio del griego al arabe; también usaron el sistema de numeracion decimal
creado en India para sus calculos cotidianos y el sistema de numeracion sexagesimal
heredado de Babilonia en calculos astronémicos.

Los matematicos arabes calcularon numeros irracionales por el método conocido
actualmente como método de Ruffini-Horner y establecieron la adecuacién de la
incomensurabilidad geométrica con la irracionalidad aritmética. Surge el algebra como una
nueva ciencia donde hay niumeros, magnitudes medibles y desconocidas que se determinan
con base en relaciones aritméticas entre los niumeros y las magnitudes desconocidas. En la
primera mitad del s. IX n. e. Muhammad ibn Musa al Khuwarizmi escribio el libro titulado en
arabe Hisab al jabr wa al muqgabala dicho texto, de acuerdo con Ribnikov, hablé sobre las
operaciones de restablecimiento jabr y las de reduccidn qabala. Socas et al. (1996);
comentan que al jabr wa al muqabala “significa ,ciencia de la restauracién y oposicion® o
Jfransposicion o eliminacion®™ (p. 38); ademas comparten que para Boyer, al jabr es
transferencia de términos en el otro miembro de la ecuacién, mientras que al muqabala es la
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cancelacion de términos idénticos entre los miembros de la ecuacion. La solucion de
ecuaciones se considerd una ciencia independiente.

“Los trabajos algebraicos arabes de los siglos IX -- XV, ademas de la resolucion de
ecuaciones de 1° y 2° grado incluian también las ecuaciones cubicas” (Ribnikov, 1991, p.
114). Las ecuaciones cubicas resultaban de solucionar problemas como la triseccién de un
angulo y la medida del lado de un poligono regular de nueve lados, por ejemplo. Resolvian
ecuaciones cubicas por el método iterativo de Kashi [1420 n. e.], por el método de prueba de
Biruni [972 n.e. — 1048 n. e.] y a través de obtener la imagen geométrica de la raiz positiva
de la ecuacion en la interseccion de secciones coénicas, pero el algebra arabe carecia de
lenguaje simbolico. Omar Kayan [1050 n. e.-1123 n. e.] consideraba que las ecuaciones
cubicas solo eran resolubles por métodos geométricos.

Europa en la edad media no desarrollé6 conocimientos matematicos debido a la filosofia
escolastica, las matematicas eran parte de las siete artes liberales que se estudiaban en una
facultad de artes, concretamente se hallaban en el cuadrivium formado por la geometria, la
aritmética, la astronomia y la musica. En los siglos Xll y Xlll trece surgieron las primeras
universidades de Europa Occidental, las universidades de Oxford y Paris se fundaron en
1167. Fue en el siglo Xlll cuando comenz6 a lucharse contra la escolastica. Roger Bacon
[1214 n. e. — 1294 n. e.] propuso a "la experiencia como la Unica fuente de conocimiento”
(Ribnikov, 1991, p. 120) y consider6 que las matematicas eran “el abecedario de toda
filosofia natural” (Ribnikov, 1991, p. 120). Leonardo de Pisa en la décimo quinta parte de su
obra expone brevemente conocimientos algebraicos y su contemporaneo Nemorarius
representd numeros arbitrarios mediante letras. Luego Nicole Oresme [1328 n. e. — 1382 n.
e.] de la Universidad de Paris, introdujo los exponentes fraccionarios de una potencia y una
simbologia especial para representarles.

El dlgebra que se usaba era sincopada, en los siglos XV y XVI los cosistas [matematicos del
sur de Alemania] llamaron cosa a la incégnita de una ecuacion. Los viajes para llegar a las
Indias y el descubrimiento de América incrementaron la necesidad del conocimiento
matematico. Fue a partir de un duelo entre Foire y Nicolo Tartaglia en 1535, que se llego a
una féormula para resolver ecuaciones cubicas. Girolamo Cardano [1501 n. e. — 1576 n. e.]
obtuvo el secreto de Tartaglia y en su libro Ars Magna de 1545 expuso métodos de
resolucion para ecuaciones lineales, cuadraticas y cubicas y algunos elementos de la teoria
general de ecuaciones algebraicas. Cardano llamé a las raices complejas de una ecuacion

cuadratica raices sofisticadas y describidé la ecuacion x> +6x =20 como “cubus 6 rebus
aequalis 20” (Ribnikov, 1991, p. 132); cuya solucion es:

3/\108 +10 —3//108 —10

Cardano escribi6 esta solucion como:

R u cuR 108 p10|m R, u cu R 108 m10

La expresion R_u cu significa radix universalis cubica en latin, esto es la raiz cubica de un

numero. Este ejemplo muestra la dificultad del lenguaje algebraico sincopado, los simbolos
de este lenguaje eran diversos y no tenian loégica ni siquiera dentro de un mismo libro.
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Al parecer Francgois Viéte [1540 n. e. — 1603 n. e.] en su intento por un nuevo sistema
astronémico que sustituiria al propuesto por Copérnico, consideré que el numero de
ecuaciones algebraicas era grande, sesenta y seis de acuerdo con lo expuesto por Cardano
y ademas era necesario “conjugar la efectividad de los métodos algebraicos con las
construcciones geométricas antiguas” Ribnikov (1991, p. 133), los cuales él considero
modelos de verdadero analisis cientifico. El calculo de Viéete esta dividido en tres partes:
Zeteticque, arte de resolver ecuaciones; Porifticque, arte de demostrar la exactitud de las
soluciones y Exegeticque, la teoria general d ecuaciones.

En su simbologia las consonantes representan variables conocidas y las incégnitas son
representadas por vocales. Los numeros no tienen dimensiones y las magnitudes si. Una
magnitud con segunda potencia se llama area y una magnitud con tercera potencia se llama
cuerpo. Aceptaba la suma y resta de magnitudes unidimensionales, en tanto que al efectuar
una multiplicacién o una division implicaba un cambio de magnitud.

En opinién de Ribnikov la simbologia de Viéte no siempre es comprensible porque tiene
palabras abreviadas y otras que no lo estan; sin embargo gracias a ella fue posible expresar
ecuaciones mediante formulas generales. Un ejemplo de la simbologia de Viéte es el

siguiente: Acubus+ Bplanumin A, aequatur D , traducida al lenguaje algebraico actual es:

A* +3BA=D . Harriot contemporaneo de Viéte comenzé el perfeccionamiento de la
simbologia hecha por el matematico francés.

El signo igual tiene su origen en los trabajos de Robert Recorde quien utilizé en 1557 dos
rectas paralelas para denotar igualdad entre expresiones algebraicas. Recorde escribid
“[plondré, como hago a menudo en el curso de mi trabajo, un par de paralelas o lineas
gemelas de una misma longitud, asi: ——, porque no hay dos cosas que puedan ser mas
iguales” (Recorde como se cita en Bosch y Gémez, 2010, p. 15).

Por su parte, Socas et al., comentan que Viéte resolvié ecuaciones cuadraticas al asociar la
solucion de éstas con las intersecciones de una parabola con el gje x; también coinciden en
que Descartes hizo posible la combinacion de métodos geométricos y algebraicos que
originaron la Geometria Analitica.
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Resolver algunas ecuaciones cubicas invitd a los matematicos europeos a preguntarse si se
podia resolver una ecuacion algebraica de cualquier grado. Abel en el siglo XIX demostré
que las ecuaciones de grado mayor a 4 no se resuelven en radicales. Galois, por su parte,
relaciond a cada ecuacion con un grupo especial de permutaciones de sus raices y redujo el
problema a la investigacién de la estructura de este grupo. Los trabajos de Galois senalan el
camino hacia el algebra moderna, cuyo desarrollo histérico se sintetiza en el diagrama A.1.
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