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Introduccion

La refraccion en cristales uniaxiales da origen a dos rayos refractados, uno llamado ordinario, que sigue la
ley de Snell, y uno extraordinario, que no lo hace. Asi mismo, los rayos refractados tendran polarizaciones
casi ortogonales (ortogonales en muchas casos) entre si. Los materiales birrefringentes uniaxiales son de uso
muy comun y tienen siglos de ser utilizados, y hasta cierto grado entendidos.

Existen diversos articulos concernientes al trazo de rayos en materiales anisotropicos, especificamente para
uniaxiales, algunos enfocandose en el trazo de rayos sin tomar en cuenta la polarizaciéon inducida por la
birrefringencia, como [Il 2l Bl 4], y otros discutiendo un trazo de rayos con polarizacién completo, como
[6L 6 [7]. Existen de igual forma otros trabajos en los que se realiza propagacion de haces mas generalizados,
alejados de la idea de rayos, como [ [ [10].

El trazo de rayos a través de materiales anisotropicos es de gran importancia, en particular por los estados de
polarizacién que inducen, para el disenio 6ptico de diversos sistemas, no sélo para la formacion de imégenes,
sino también en cavidades laser para la generacién de harmoénicos, pantallas de cristal liquido y experimentos
de optica cuantica, véase [IT], entre otras aplicaciones.

Como se menciond, la birrefringencia esté caracterizada no solo por la doble refraccion que induce a partir
de un rayo incidente, sino también por los estados de polarizaciéon que tienen los rayos refractados, y en
general cualquier onda propagéndose dentro del material la cual se descompondra forzosamente en un modo
ordinario y un modo extraordinario de propagaciéon. En este trabajo se discuten las generalidades de la
birrefringencia, e.g. el &ngulo de desviacion entre el vector de onda y el vector de Poynting extraordinrios,
asi como se busca expresar de forma directa y clara las propiedades de los rayos refractados dentro de un
material birrefringnte uniaxial, en particular sus estados de polarizacion.

Se escogieron dos modelos para abordar la birrefringnecia: el método de las superfices normales que es el
procedimiento de teoria electromagnética y el comtn en la literatura, y el modelo de Huygens, que precede
histéricamente al electromagnetismo y fue una de las primeras victorias de la teoria ondulatoria. Aunque
ambos modelos estdn conectados formalmente, sus metodologias son distintas y por ello se estudian por
separado, intentando senalar los puntos comunes y las disparidades existentes, en particular una dentro de
la aproximacién paraxial.

El primer capitulo resume de forma general el fenomeno de la birrefringencia, es decir, es una revision de la
teoria electromagnética que lo fundamenta, y que puede ser encontrada en [I2] [I3]. Sin embargo, se extiende
el desarrollo para obtener formulas explicitas para la refraccion y reflexién extraordinaria, y a partir de ellas
se discuten el angulo de desviacion entre el vector de onda y el vector de Poynting extraordinrios, la relacién
entre las polarizaciones de los rayos ordinario y extraordinario, el &ngulo critico para la relexién total interna,
y una posible segunda refraccion extraordinaria (que de igual forma se podria extender a reflexion).

En cuanto a las polarizaciones de los rayos refractados, se derivd una expresiéon para el dngulo entre dichas
polarizaciones, tanto para el campo de desplazamiento eléctrico, D, como del eléctrico, E, mostrando que
no siempre seran ortogonales entre si las polarizaciones, pero que, sin embargo, para cristales con poca
birrefringencia, como el cuarzo, es una buena y practica aproximacion . Se encontr6 que las condiciones para
la ortogonalidad son las mismas para que se mantenga el rayo extraordinario en el plano de incidencia. La
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mayoria de la literatura no deja muy claro que no siempre son ortogonales las polarizaciones, e incluso hay
articulos en lo que se dice que lo son, como [I4]. De igual forma, se demuestra un comportamiento distinto
entre los cristales positivos y negativos: en los primeros los campos D estan mas cercanos a la ortogonalidad,
mientras que en los segundos los campos E.

En el segundo capitulo se realizo la deduccion de las formulas de refraccion segin el modelo de Huygens se
realizo6 siguiendo el procedimiento de Maximino Avendafio y Orestes Stavroudis en [8] ], pero utilizando un
sistema de referencia particular para simplificar el élgebra, y se muestran todos los pasos de la deducciéon
para esclarecer su obtencion. Como aportacion a este modelo, se dedujeron las férmulas para la reflexion
de rayos ordinarios y extraordinarios dentro de cristales uniaxiales, y de igual forma de discute una posible
segunda refraccion extraordinaria. También se demuestra que las condiciones para que el rayo extraordinario
se mantenga en el plano de incidencia son equivalentes bajo este modelo a las condiciones encontradas en el
primer capitulo.

Para obtener resultados analiticos més concluyentes, tanto en el primer como en el segundo capitulo, se
recurrio a la aproximacion paraxial para simplificar las ecuaciones de ambos modelos, con lo que se pudo re-
cuperar las formulas de [I5]. Igualmente se encontré una discrepancia entre los modelos bajo la aproximacion
paraxial, ya que se requiere de otra aproximaciéon mas dentro del modelo electromagnético para obtener las
mismas férmulas que en el modelo de Huygens, lo que indicaria que este ultimo modelo esta perdiendo
més informacion al momento de realizar la aproximacion. La diferencia entre modelos se puede resumir en
que para el modelo de Huygens el indice efectivo del rayo extraordinario es dependiente tnicamente de la
orientacion del cristal, y los indices ordinario y extraordinario, mientas que para el modelo de las superficies
normales el indice efectivo también depende del angulo de incidencia.

En el tercer capitulo, se discuten las generalidades para realizar trazo de rayos en lentes con cuadricas con un
eje de simetria (eje 6ptico) como superficies refractivas, como el punto conocido al pie de la perpendicular,
al igual que los sistemas de referencia comtnmente utilizados. Por dltimo, se utilizaron las ecuaciones del
modelo de Huygens para calcular las matrices de transferencia y refraccion de una lente esférica y una placa
plana uniaxial con orientaciones particulares del eje del cristal con respecto a los rayos incidentes bajo la
aproximacion paraxial, con ello se obtuvieron las distancias focales de dichas lentes y se corrigié un error
mostrado en [I5].

En el cuarto capitulo se realizaron calculos numéricos en temas especificos que se abordaron en la tesis y
en trazo de rayos en ejemplos particulares de lentes. Se analizaron casos para la polarizacion de los rayos
refractados dentro del bulto, para superficies planas y superficies esféricas de refraccion, tanto para los
campos D como E, en calcita y cuarzo, demostrando que la desviaciéon es mayor en el cuarzo debido a
su alta birrefringencia. De igual forma de analiz6 la discrepancia bajo la aproximacinon paraxial entre los
modelos de las superficie normal y el de Huygens, mostrando que para el cuarzo es una buena aproximacion,
mientras que para la calcita no. En cuanto al trazo de rayos, se obtuvieron las distancias focales para una
lente plana-convexa de calcita, y senalando el astigmatismo existente, el cual depende de la orientaciéon de la
lente. Finalmente, un programa de trazo de rayos fue implementado en C++ a partir del modelo de Huygens
y se reprodujeron los diagramas de manchas para una lente de calcita plano-convexa mostrados en [7]. Sin
embargo, se reprodujeron hasta cierto punto ya que creemos que los diagramas de manchas mostrados en el
articulo no estan completos. El cédigo del programa, el cual fue escrito usando clases, se dejara abierto para
Su uso por otros usuarios.

Al final de este trabajo se resume mas especificamente lo encontrado en y se discute el trabajo a futuro a
seguir, en particular, en lo referente a los coeficientes de fresnel para realizar un trazo de rayos con polarizacién
completo, y bajo la aproximacion paraxial, la formulacién de matrices de refraccién y transferencia extendidas
para los rayos extraordinarios.
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Capitulo 1

Teoria electromagnética: ondas
electromagnéticas planas en materiales
anisotropicos

En este capitulo procederemos de forma analoga a muchos libros que tratan el estudio de la o6ptica en
materiales anisotropicos, en particular [I2 [[3] para las primeras secciones. Sin embargo, debido a que las
formulas en estas referencias no son de utilidad para implementar trazo de rayos con o sin polarizacion, se
desarrollara la teoria a mayor profundidad, haciendo hincapié en los estados de polarizacion de los rayos
ordinarios y extraordinarios, asi como en la relacion entre ellos, y por tltimo, bajo la aproximacion paraxial.

1.1 Tensor dieléctrico

La optica en vacio y en materiales isotropicos puede variar considerablemente de la 6ptica en materiales
anisotropicos, como por ejemplo, algunos cristales. La Optica fisica tiene sus bases en las ecuaciones de
Maxwell,

0B
¢ (1.1)
. oD
(iii) V-B=0 (iv) VXH:Jf—i_E
y en las ecuaciones constitutivas, o ecuaciones del material,
j=cE, D=¢E, B=uH. (1.2)

Sin embargo, estas ultimas ecuaciones son s6lo validas en materiales isotropicos y lineales, en los cuales los
campos D y E son paralelos, al igual que B y H. En materiales anisotropicos, esto deja de cumplirse y en
general se tiene que la permitividad eléctrica, €x; , y permeabilidad magnética, g, son tensores, por lo que

Dk = ZeklEl (13)

l
Bk :ZH’MHI (14)
l



dénde k y [ pueden ser x, y v z. Puede verse que, en general, los campos D y E, y B y H ya no son paralelos.

En este trabajo se ralizaran las siguientes aproximaciones: se asumiran medios homogéneos, libres de cargas,
no conductores, i.e. ¢ = 0, y magnéticamente isotropicos. Esta aproximaciérﬂ es valida ya que, primero, los
cristales de interés son dieléctricos, y por lo tanto no conductores, y segundo, el efecto de la magnetizaciéon
en los fenomenos 6pticos es pequeno, y por lo tanto la anisotropia magnética puede ignorarse; valiéndose la
relacion:

B = uH. (1.5)

Es necesario, para entender el fenémeno de la birrefringencia, exhibir las propiedades, tanto de los materiales
anisotropicos, e.g. el tensor dieléctrico, como de la propagacion de las ondas electromagnéticas en ellos.
Empezando por el tensor dieléctrico, que es inherente a la estructura atéomica de los materiales, habra que
considerar al termino de la energia transportada por una onda electromagnética. Sabemos que la energia de
una onda electromagnética, w, estard dada por

W= We + Wy, (1.6)

donde w, es la energia debido al campo eléctrico

1 1
we=3E-D = Ekl:eklEkEl (1.7)

y Wy, la energia contenida en el campo magnético

1 1

m:*B-Hszz. 1'8
Wi = 5 H (1.8)
Haciendo el producto punto de la ecuacion (|1.1}ii) con H y de (1.1}iv) con —E, luego suméndolas y utilizando

la identidad vectorial (A.3) obtenemos

dD dB
- ExH)=-(E-—+H-— ). 1.9
v @ xm-- (2 FrHT) (19)
Usando las ecuaciones (1.3)) y (1.5]), y recordando que el vector de Poynting esté definido por
S=ExH, (1.10)
se puede llegar a
dE;, 1d 9
-S=-— E — + —— (uH . 1.11
Vs (%: kek g+ o g >> (1.11)
Por otra lado, como por el teorema de Poynting, sabemos que
dw
-S=—-—— 1.12
\ o (1.12)

y recordando las expresiones que obtuvimos para las energias eléctrica y magnética, (1.7)) y (1.8) respectiva-
mente,

1 dE, dEy\ 1d,
S=— (S EeenZt + Bren™E ) + -8 (uH 1.1
\% (2 %( KR + Eiep 7 > tou (1 )) ; (1.13)

1Para entender a otros materiales, como los dicroicos, no se puede hacer esta aproximacioén y se requiere que sean tratados
también como conductores, aunque anisotrépicos.



se obtiene que al igualar ambas expresiones de la conservacion de la energia

dFE
= Z (Ekﬁkl + Ejeg k) Z Ekﬁkz
dE; 1.14
> ew —en) =B =0 (1.14)

dt
Kl

= €kl = €k
el tensor dieléctrico tiene que ser simétrico, esto reduce las 9 componentes independientes a s6lo 6:

€xx  €xy €Exz
€l = | €xy  €yy  €yz | - (1.15)

€rr  €yz €zz
Sustituyendo ésto ultimo en la expresion de la energia eléctrica we, , obtenemos
We = €20 F2 + €y o + €. B2 + 26,y B, Ey + 26, EyE. + 2¢,. E.E, (1.16)
que es la ecuacion de un elipsoide, que siempre puede ser rotado para expresarse de forma canénica como

We = eng + eij + eZEf

D2 D2 D2 (117)
=z 4 -y 4+ 22
€2 €y €,

que es un elipsoide en el sistema rotado con sus ejes principales /€; con i = x,¥y, z. Este sistema rotado
es conocido como el sistema de los ejes dieléctricos principales, que corresponde a una diagonalizacion del
tensor dieléctrico:

ez 0 O
€ = €] = 0 €y 0 . (118)
0 0 e,

A partir de la ecuacion (1.17)) se puede ver que el elipsoide corresponde a una esfera en el caso en el que
€; = €y = €, y coincidira con un elipsoide de revolucion en caso de que solo dos direcciones de los ejes
principales sean equivalentes. Al elipsoide (1.17))) se le conoce como elipsoide de indices.

Por ultimo, es importante recalcar que como la permitividad dieléctrica es dependiente de la frecuencia,
i.e., las componentes del tensor €;; varian, existe un efecto de dispersion, por el cual no so6lo los valores de
los ejes dieléctricos principales cambian, sino sus direcciones. A esto se le conoce como dispersion de ejes,
que sin embargo, sélo sucede en cristales cuya estructura no determine una triada de direcciones principales
ortogonales, e.g. los sistemas monoclinicos y triclinicos.

1.2 Cristales birrefringentes

Entre los medios anisotrépicos, se encuentran ciertos cristales. Un cristal se define como un sélido que
presenta un arreglo periddico, en las tres direcciones espaciales, en su estructura molecular y/o atémica.
Debido a esto mismo, presentan propiedades o respuestas anisotrépicas a diferentes fenémenos fisicos, ya
sea en propiedades Opticas como la birrefringencia, elasticas, de conductividad, entre otras. Los cristales
transparentes pueden ser clasificados en tres grupos distintos segiin sus propiedades 6pticas:

3



e Isotropicos: Cristales con tres direcciones cristalogrificas equivalentes y ortogonales entre si. Estos
cristales son los que presentan el sistema cristalino cﬁbiC(ﬂ Los ejes dieléctricos principales correspon-
den a estas direcciones, y se tiene, ya que son equivalentes, €, = €, = €, = €, por lo que D = €E,
induciendo un comportamiento 6pticamente isotropico.

e Uniaxiales: Cristales en los que dos o mds direcciones cristalogrificas equivalentes pueden ser escogidas
en un plano, que no pertenecen al grupo anterior. Estos cristales pertenecen a los sistemas cristali-
nos trigonales, tetragonales y hexagonales. El plano que contiene a las direcciones equivalentes es
perpendicular al eje de simetria triple, cuadruple o séxtuple. Uno de los ejes dieléctricos principales
debe coincidir con esta direccién particular, mientras que los otros dos se pueden escoger en cualquier
direccién perpendicular a el primero. Se tendria entonces, en un ejemplo particular, que €, # €, = €.
La calcita, el cuarzo y la vaterita.

e Biaziales: Cristales en los que no hay dos direcciones cristalogrdficas equivalentes. FEstos cristales
pertenecen a los sistemas cristalinos ortorrémbicos, monoliticos y triclinicos. En estos las direcciones
de los ejes dieléctricos pueden o no estar determinados por alguna simetria y serdn, por consecuencia,
dependientes de la longitud de onda. Asf mismo €, # €, # €.. Un cristal biaxial es el aragonito.

Los materiales birrefingentes, desde el punto de vista de la Optica fisica, se pueden clasificar como uniaziales
y biaxiales. Los materiales uniaxiales se caracterizan porque las ondas planas ordinarias y extraordinarias se
convierten en una sola a lo largo de una tnica direcciéon que se nombra como eje del cristaﬂ Mientras que
los biaxiales tienen dos direcciones en la que la velocidad de ondas planas es independiente de la orientacién
de las ondas de vibracion (con ondas de vibracion nos referimos a las oscilaciones del campo eléctrico). Los
materiales uniaxiales pueden ser considerados como un caso especial de cristales biaxiales en los cuales el
angulo entre los dos ejes es cero.

Los cristales uniaxiales pueden ser divididos en dos clases, negativos y positivos. Un cristal negativo, como
la calcita, cuenta con un indice de refracciéon extraordinario menor que el indice ordinario, traduciéndose a
una velocidad mayor para el rayo extraordinario que para el ordinario, mientras que uno positivo, como el
cuarzo, cuenta con un indice extraordinario mayor que el ordinario, siendo la velocidad del rayo ordinario
mayor.

Lo dicho anteriormente seré abordado en las secciones siguientes.

1.3 Vector de onda y vector de Poynting
Sabemos que para ondas viajeras planas, el campo eléctrico puede ser expresado como
E = Ejelkr—wt), (1.19)
analogamente para el campo magnético H(r, t), donde w es la frecuencia de la onda, y el vector de onda k es
k=w_g, (1.20)
c

siendo n el indice de refecciéon efectivo que percibe la onda dentro del material, ¢ la velocidad de luz, y g el
vector unitario en direccion del vector de onda, i.e. los cosenos directores de k. Es fécil obtener después de

2Es importante recordar que hay varias formas de clasificar los cristales, ya sea en sistemas de redes (de Bravais, por ejemplo),
familias cristalinas o sistemas cristalinos. La diferencia entre las ultimas dos formas reside en el grupo o caracteristica que los
determina, un sistema cristalino se determina a partir de un grupo de puntos, mientras que una familia cristalina a partir de
los grupos de redes y puntos. En este trabajo nos referimos a sistemas cristalinos.

3Al eje del cristal se le nombra, en inglés, optic azis, que no debe de confundirse con optical azis que es el eje 6ptico del
sistema o de la lente. Esto ultimo puede generar confusiones en espafiol, por la carencia de palabras que signifiquen optic y
optical.



un poco de algebra que

VXE=ikxE, VxH=ikxH (1.21)
dE dH

que al sustituir en las ecuaciones de Maxwell (1.1}ii) y (1.1}iv) llevan a

kxE=wuH
(1.23)
k xH = —weE = —wD
y al combinar para eliminar H se obtiene
k xk x E = —w?uD. (1.24)
Luego, al utilizar la identidad vectorial (A.2)) se tiene
(k*E — (k-E)k) = k*(E — (g - E)g) = k*E (1.25)

donde E | es la componente del campo eléctrico en direccién perpendicular al vector de onda k, véase la
fig.(1.1]), y por lo que esta se relaciona con el vector de desplazamiento D de la siguiente forma

k2 n?

Tenemos que la direccién del rayo, i.e. de la propagacion de la energia, S, que esta dada por sera
perpendicular tanto a H, B, como a E. Asi mismo, a partir de (1.23|) podemos ver que el vector de onda k,
sera perpendicular a H, B, y D. Por lo tanto, S, k, E y D son coplanares. Se puede ver que el angulo entre
S v k, que en la ﬁg. estd denominado por 6, es el mismo que entre E y D.

Figura 1.1: El angulo 0 entre el vector de onda k y el vector de Poynting S, es el mismo que el angulo entre el campo
EyD

Seria natural preguntarse si la velocidad con la que se propaga la energia del rayo es la misma que la velocidad
de fase dada por
(1.27)

c
vp = —.
r=u



Para encontrar la relaciéon entre ellas habra que recordar que el vector de Poynting indica la direccion de
propagacion de la energia del rayo, por lo que se puede definir una velocidad dada como la razén entre el
vector de Poynting y la energia total transportada por este, i.e.

=2 1.2
ve == (1.28)

y usando las ecuaciones de la energia (1.6)), (1.7) vy (L.8), asi como las relaciones encontradas para el vector
de onda (1.23]), obtenemos

1/E H
=-|— Hxk)+—-(kxE 1.29
w=g (2 a0+ B axm) (1.20)
que al utilizar la identidad vectorial (A.1]) se reduce a
1 1
w= -k - (ExH)=k-S. (1.30)
w w

De aqui obtenemos la relacién entre la velocidad de fase y la velocidad de propagacién del rayo, usando la
expresion del vector de onda (|1.20)):
V§ = Ve cos b, (1.31)

por lo que la velocidad de fase puede ser vista como una proyecciéon de esta velocidad, que definimos como
la velocidad de propagacion del rayo, sobre la dirreccién de propagaciéon del vector de onda.

Resta ver como se puede expresar la llamada velocidad de grupo, que en medio isotrépicos es la velocidad
con la que se propaga la energia, y que de igual forma lo hara en anisotrépicos. La velocidad de grupo de
un paquete de ondas esta dada por

vg = Viw(k). (1.32)

Recordando las ecuaciones en (|1.23)), si tomamos una variacion infinitesimal 0k, al igual que dw, dE,y dH,
podemos llegar a

0k X E+k x 0E = dwpH + wudH (1.33)
0k x H+ k X 6E = —jweE — wedE. (1.34)

Haciendo el producto punto de la primera con H y de la segunda con E, luego utilizando la identidad
vectorial (A.1)) y que el tensor € es simétrico, las ecuaciones se convierten en

0k- (ExH)—46E-(kxH)=4wH - uH)+ /H - (wuH) (1.35)
6k - (ExH)—6H - (k x E) = —6w(E - €E) — JE - (weE). (1.36)

Restando la segunda expresion a la primera se llega, después de un poco de algebra a

20k - (ExH) — dw(H - yH+ E - €E) = 0E(k x H + weE) + dH(wuH — k x E), (1.37)
que al utilizar termina dandonos la relacion
(E-eE+H- uH)

0k - (E x H) = dw 5 = wiw. (1.38)
Finalmente se obtiene S
vg~5k=(ka)-ékzéwzék-azék~ve (1.39)
de donde concluimos
Vg = Ve (1.40)

es decir, que se recupera el resultado conocido en materiales isotropicos, que es que la energia viaja con la
velocidad de grupo en un paquete de ondas.



1.4 Superficie normal

La ecuacion (1.24)), al utilizar la definiciéon de producto diddico puede verse como
kxkxE—w?ieE=0
(k’E — (k- E)k) — w?ueE =0 (1.41)
(k* — (kk) — w?ue)E =0

que en forma matricial es

w? e, — ki — kﬁ kayky kik. E,
kyks wpe, — k2 — k2 kyk. E,| =0 (1.42)
k. ks, k.k, w?pe, — k2 — kz E.

y para que exista una solucién no trivial, el determinante de la matriz (1.42)) debe hacerse cero, lo que lleva
a

wl e, — ki — k2 kyky k.k.
& kyky wQMey — k2 — K2 kyk. =0 (1.43)
k. ks k.ky wpe, — k2 — kg

que corresponde a una superficie tridimensional en el espacio de momentos, k, que es llamada la superficie
normal y que denotaremos por &. La superficie normal (1.43]) se puede reducir a:

61 (e, — k) {(@Pne, — K)(WPne. — k) + k2 (wPpe, — K) + k(@ pe — k)

1.44
+ ko ? (w? e, — k) (w?pe, — k%) = 0. (1.44)

Esta superficie consiste en dos cascarones que, de forma general, tienen cuatro puntos comunes (en el caso
biaxial son cuatro, mientras que para el uniaxial son dos). Las lineas que pasan por el origen y estos puntos
son los llamados ejes del cristal (dos para el biaxial, uno para el uniaxial, de ahi los nombres). La figura
muestra los dos cascarones de la superficie normal para el caso biaxial.

Figura 1.2: Se muestran dos perspectivas distintas de la superficie normal para el caso particular €; < €, < €.: los
ejes del cristal se muestran en color sélido y cruzan las intersecciones de los dos cascarones.

Para dejar esto méas explicito, hay que realizar unos cortes a esta superficie, tomando el caso particular
€z < €y < €, ( otros casos en los que no haya igualdad de valores son solo rotaciones de este caso). Para el
caso del plano kyk,, i.e. k, =0, tenemos

wl e, — kZ kyky 0
kyky w?pe, — k2 0 =0 (1.45)
0 0 wpe, — k2 — k:g



que nos lleva a

(w?pe, — k2 — k:;){(aﬂuew - k;)(wzuey — k%) — kziki} =0 (1.46)
que corresponden a un circulo de radio y/w?pue, y a una elipse de eje mayor /w?ue, y eje menor \/w? i€,
k2 + k; = w?pe, (1.47)
k2 k;
L Y =1. (1.48)

wlue,  w?pey

Si seguimos realizando cortes en los distintos planos k, = 0 y k, = 0, obtendremos un grupo de circulos y
elipses, véase la fig.(1.3), que no se intersectaran salvo los del plano k, = 0, que lo hacen en 4 puntos, de la

forma,
= | Pl ) o Rl —g) (1.49)
€, — €y € — €

k1o e,

eje dptico

5
| pere.

ks

Figura 1.3: Superficie normal para el caso particular €; < ¢, < €.: los puntos comunes de los cascarones se encuentran
en el plano k;k,. Se muestra, por claridad, solo el primer cuadrante.

Se ve con claridad que dada una direccién de propagacion se tendran dos vectores de onda k, salvo en la
direccion de los ejes del cristal en los que sdlo existird un valor. Esto mismo induciré dos polarizaciones del
campo eléctrico, una para cada vector de onda, y asi mismo, dos velocidades de fase.

Ahora, la superficie normal, &, es una superficie con w constante, es decir, dw = 0 al desplazarse sobre
dicha superficie una 0k, que representa un vector tangente a dicha superficie. Recordando la ecuacion (1.38)),
podemos concluir que al ser la variaciéon en la frecuencia cero

0k - (ExH) =0, (1.50)
es decir, el vector de Poynting siempre sera perpendicular a la superficie normal, por lo que
S||Vé&. (1.51)

Entonces, de forma general habré dos vectores de Poynting, uno por cada direcciéon de propagacion del vector
de onda, que presentaran un cierto dngulo de desviacion (en la literatura a este angulo se le conoce como
walk-off angle), salvo a lo largo de los ejes principales que seran paralelos. En particular, si la direccion de
propagacion es la del eje del cristal, se tendra en el caso uniaxial dos vectores de Poynting paralelos, mientras
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que en el biaxial, dada la discontinuidad en las normales debido a la interseccion de los cascarones, sucedera
la llamada refraccién conica.

Si escogemos, por ejemplo, un ordenamiento arbitrario €; < €; < €, con i, j, k € {x,y,2},1 # j # k, de las
direcciones principales, y obtenemos el gradiente de las curvas con k; = 0 (analogo a lo hecho anteriormente,
véase (1.47), para k, = 0), llegamos a las expresiones

k: k
S1||V&, = (0,k;, k) Sa||V®, = (0, i 64“) (1.52)
J

Es decir, que para ondas propagandose a lo largo de cualquier plano principal en materiales birrefringnetes,
existird una polarizacion en la que el vector de Poynting y el vector de onda sean paralelos (andlogamente
al caso isotropico) y otra en la que exista un cierto angulo de desviaciéon entre éstos.

1.4.1 Caso uniaxial

Para el caso uniaxial, i.e., en el que dos valores de los ejes principales del tensor dieléctrico son iguales,
que nosotros escogeremos €, = €, sin pérdida de generalidad, se puede obtener de forma anéloga que los
cascarones solo tendran dos intersecciones a lo largo del eje k, = 0. Véase la fig.(1.4)).

k.'

2
HOrE,

& ¢eje dptico

V pe’e.
ky

5
| e

k

Figura 1.4: Superficie normal para el caso particular €; = ¢, < €.: los puntos comunes de los cascarones se encuentran
en el eje k.. Se muestra, por claridad, sé6lo el primer cuadrante.

Asi mismo, se puede expresar de forma sencilla la superficie normal para el caso uniaxial, expresion que
permite tener mayor intuicién. Al tratarse de un material uniaxial, €, = €, la expresion se simplifica con
algo de algebra a

& (e, — k) winere, — (ko + ky%)er — k.%e,] = 0. (1.53)

Esta ultima puede ser llevada a una forma mas sugerente nombrando a las permitividades relativas prin-
cipales n,2 =% /.., n.2 =% /. , en donde ¢, es la permitividad eléctrica en el vacio, que se nombran,
respectivamente, el indice ordinario y extraordinario. Entonces, la superficie normal puede ser escrita de la

siguiente forma
k2 w? k2 + k2 k2 WP
& : (2 - c2) (2 o - 02> =0, (1.54)

No Te No
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que corresponden a una esfera y a un elipsoide de revoluciérEl con respecto al eje z. Podemos referirnos a la
esfera

w
== (1.55)
nos referimos como el cascarén o superficie de soluciones ordinarias mientras que al elipsoide de revolucion

kx2 + ky2 kZQ w2
L (1.56)

Ne ny2 2

como el cascaron o superficie de soluciones extraordinariag’}

Se puede ver que existen dos opciones para un material uniaxial: uniaxial positivo n, < ne, en la que el
elipsoide envuelve la esfera, y uniaxial negativo n, < n,, en la que el elipsoide esta contenido por la esfera.
La fig.(1.5)) muestra las superficies normales de un cristal positivo y uno negativo.

Figura 1.5: Superficies normales uniaxiales para materiales (de izq. a der.) positivos y negativos. El eje del cristal
se encuentra en color sélido y coincide con el eje z.

En cuanto a la direccién del vector de Poynting, esta quedara expresada como
. (ke Ky ke
S1||VS1 = (ky, ky, k2), S2||VSs = (exks, €xky, €:k2) O n_g’ n_g’ n_g , (1.57)

por lo que se puede ver que para el rayo ordinario no hay adngulo de desviacién entre el vector de onda k
y el vector de Poynting S, mientras que para el extraordinario generalmente lo habra, véase la fig.(1.6).
Finalmente, el tensor dieléctrico en este sistema coordenado se puede expresar como

n,2 0 0
e=¢ | 0 n,2 0 |]. (1.58)
0 0 n?

A partir del cual se puede escribir de forma general, sin importar el sistema de referencia:
€E = ¢,n’E | + en°E| (1.59)

endonde E; L Ay Ej | A,y A es la direccion del eje del cristal.

4En inglés estos son llamados spheroids.
5Esto es herencia de los nombres utilizados para los rayos resultantes en la refraccion
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Figura 1.6: El vector normal a la superficie generalmente no es paralelo al vector de onda k para el elipsoide de
revolucién.

1.5 Ecuaciones de Fresnel y propagaciéon de rayos

A partir de las ecuaciones (|1.42]) se puede obtener la siguiente expresion

E = (k- E)k;

= 7J 1.
e (1.60)

donde el subindice j representa cualquiera de las coordenadas cartesianas x, y, z. Utilizando la relacion entre
el vector de onda y sus cosenos directores ([1.20)), y la aproximacion p = p,, lo anterior toma la forma

(g-E)n’g;

e (1.61)

E; =
Multiplicando por g;, sumando las tres ecuaciones resultantes, y dividiendo por el factor comun (g - E), se
llega a
2 2 2
9x 9y 9z 1
+ + = 1.62
n2 __€x /60 n2 __€y /60 n2 __€, /Eo n2 ( )

que es conocida como la ecuacion de Fresnel, y puede ser resuelta para los eigenindices de refraccion. Hay
una manera analoga de representar la ecuacién de Fresnel, y resulta de multiplicarla por n? y restarle la
expresion g2 + g2 4 g2 = 1, obteniendo, después de un poco de algebra,

2 €y 2 €, 2 €
x g Yy o z
.Zx /<o + /e + gz [eo _ 0. (1.63)
n? = /e, nP=v [, n?=%/,
Es importante senalar que la ecuacién de Fresnel no es mas que la exigencia de que el vector de desplazamiento
eléctrico, D, sea ortogonal al vector de onda.

Asi mismo, nos puede ser util representar la ecuaciéon pasada como

2 2 2
9z Iy + 9z =0, (1.64)

c2/ 5 _czeo/ cz/ 5 _c2eo/ (:2/ 5 _c2eo/
n €x n €y n €z

si se recuerda la definiciéon de la velocidad de fase, uno puede definir las velocidades principales de propagaciéon

Com(ﬁ

+

e, c

02 = vy = (1.65)

’ € n

6 Es importante denotar que estas velocidades principales de propagacién no son componentes de alguna velocidad en
particular, sino la velocidad de fase misma de la onda viajando en dichas direcciones principales, refiérase a la pag 671 de [12].
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con lo cual la ecuacion pasada se transforma en

2 2 2
2gj 2 zgj 2 292 ;=0 (1.66)
vE—wvi o v — v vh— U2
que es una ecuacion de segundo orden en vf,:
v;‘; — [gg(vi +v%) + gz(vi +v2) + g2 (v2 + vz)]vg + givivg + gjvzvg + gﬁvivi =0. (1.67)

La solucion para esta ecuacion puede ser facilmente encontrada utilizando la féormula general, pero la interro-
gante principal es si siempre existiran dos o al menos una solucién para la velocidad de fase. Para responder
esto tenemos que fijarnos en el llamado discriminante de la ecuacion

A = B? —4AC
A=1
B = —[gi(v +v2) + gy (v + v2) + g2 (v] + v})]

_ 2,2,2 2,2, 2 2,2, 2
C= gmvyvz + gyvzvx + gzvzvy'

(1.68)

Aunque la literatura, [I2] y [I3], indica que siempre existe al menos una solucion, la demostracion no aparece
en las fuentes citadas, y por ello se incluye en este capitulo. Desglosaremos parte por parte:
B? = gy (02 + vy)? + g, (v +v2)? + g2 (v + v))? + 29295 (v + vp) (07 +v2) + 29592 (v; + 02) (v + vy)
+2g792 (02 + vy) (V7 + vy)
= go (V2 +vy) + gy (vg +v2) + g2 (v + vy) + 2[vZ0 (g7 + g592) + v2vi(gy + 9292) + vivy (97 + g,97)]
+2(v2g2g; + Uy9297 +Vz929;)-
Al sustituir en el discriminante y realizar un poco de algebra

A = gy (vl +uy) + gy (v +v2) + g2 (vy +vy) + 2[02v; (9597 — g2) + V203 (9297 — g5) + vivp (g7 — 93]
+ 2viglgr + vygags + vaggy)
= ga(v2 = 02)? + gy (V2 — v2)? + g2 (vF — v))* + 20202 (g, 97 — 939, — 9297)
+20202(g207 — 929, — 9,97) + 2030, (9297 — 939° — 9.97) + 2(vigigy + vygig? + viglay)
= ga(02 —02)? + gy (V2 — v2)® + g2 (03 — v7)? + 2295 (02 — v2) (v — V) + 29297 (v — v?) (V2 — v})
+2¢292 (vy — v2) (vy — v3),

llevandonos a la expresion final
A = gz (02 —v})? + g, (07 — v2)? + g2 (v —vp)® + 20295 (v2 — 0) (v — v3) + 29592 (V7 — v2) (0] — v})
42020202 — 02) (02 — ).

(1.69)
Este discriminante es mayor o igual que cero siempre y cuando €; sean valores reales. Para el caso general,
heuristicamente puede verse que el discriminante es mayor o igual que cero de la siguiente forma: dado
un ordenamiento de los valores principales de la permisividad eléctrica, €; < €; < €, con 4, j, k € {z,y, 2}
y i # j # k, todos los términos de serfan positivos excepto por el término que es de la forma
(vjz — vf)(v? —v}), que resulta ser la multiplicacion de las dos diferencias mas pequeiias de los cuadrados de
las velocidades principales de propagacion (debido al orden supuesto), por lo que su valor absoluto serd menor
a los demés términos positivos, y da como resultado un discriminante positivo, haciéndose cero tinicamente
para valores especificos del vector g.
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Para el caso isotropico, € = €, = €, = ¢,, se puede ver que el discriminante se hace cero asegurando una
dnica solucion para la velocidad de fase, lo cual es lo esperado, y se llega a una solucion para la velocidad
de fase (recordando que estamos bajo la aproximacion p = u,) con un respectivo indice de refraccion.

Up =0y — = —— n=,/—. (1.70)
€

1.5.1 Caso uniaxial

Para el caso uniaxial se puede llegar a una soluciéon analitica util: supongamos el orden ¢; = €; < €, que
inmediatamente define la direcciéon del eje del cristal a lo largo del eje k. Usando las definiciones de las
velocidades principales, el discriminante puede ser llevado a,

A =gl (3 —v2)* + gj (vy — v2)* + 20797 (v2 — 02) (2 — v3) = (v — v2)* (97 +95)° (L.71)

que siempre serd positivo, salvo en el caso que g; = g; = 0, que implica que g, = 1, i.e. el vector de onda
viaja a lo largo del eje del cristal, en el que se hace cero el discriminante arrojando un tnico valor para la
velocidad de fase. Ahora, este discriminante nos lleva a dos soluciones de forma general:

vpr = Vs Upy = vagi +ve(1 - gi), (1.72)

una solucién independiente de la direccion del vector de onda, y otra dependiente que puede representarse
con una elipse. Para ver esto hay que llevarlo a una forma més sugerente, si se renombra g,% = cosf, con 0
el angulo con respecto al eje del cristal,

vp2 = v2 cos® f + vZsin’ O (1.73)

que es una elipse de velocidad de fase con ejes principales v, y v.. De forma general, las expresiones para
los dos indices de refraccion en el caso uniaxial son:

n?= no? = = ik :
€o €o €5 cOS2 0 + ¢; sin® 0
6 (1.74)
B B NoMe
= e, "2 Vo2 cos20 + ny2sin 20

Hay que recordar que estas soluciones tienen sus respectivas polarizaciones, en D y E, las cuales son solucién
a la ecuacion (|1.42)), y que son la clave del fenomeno de la birrefriengencia: dos modos de propagaciéon para
dos polarizaciones caracteristicas.

Las dos soluciones corresponden a las dos superficies que componen a la superficie normal, i.e., a la esfera y
al elipsoide de revolucion. La esfera corresponde a una solucién parecida a la isotrépica, n; = n,, mientras
que la segunda solucion, ns, al elipsoide de revolucion.

En la siguiente seccién se abordara a profundidad la polarizacion de las ondas, y se vera que dichos modos
son ortogonales para el vector de desplazamiento eléctrico.

1.6 Campos eléctrico y desplazamiento eléctrico

Tenemos que las soluciones de ((1.42)) corresponden a las polarizaciones del campo eléctrico dado un vector
de onda k. Dicha soluciéon se puede deducir de la expresion (1.61), en la que las componentes del campo
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eléctrico, E;, con i = x,y, 2, tienen un factor comin (g-E)n?, por lo que se podria prescindir de dicho factor,
obteniéndose

E= o=, (1.75)

que pueden ser expresadas de igual forma con respecto al vector de onda k, es decir,

kq
k2 —w? e,

k,
E= e |- (1.76)
k2 —sz,uez

Estas expresiones son ampliamente conocidas y pueden ser encontradas en varios libros, refiérase a [12] [[3].

Es importante recordar que este vector tinicamente indica la direccion de las vibraciones del campo eléctrico,
mas no su intensidad, ya que cualquier vector paralelo a oa es solucion de . También hay
que recalcar que estas expresiones dejan de ser validas en los casos particulares con n? =% /., y recordando
los resultados obtenidos en la seccién anterior para el caso uniaxial , sabemos que siempre ocurre, por
lo que sera importante encontrar una expresion alterna, y esto sera visto en la siguiente seccion.

A estas polarizaciones del campo eléctrico les corresponderan polarizaciones del vector de desplazamiento
eléctrico D:

D=2 (1.77)

Con esta ultima expresion es facil ver que la ecuacion de Fresnel (1.63) no es mas que la consecuencia de que
el vector de desplazamiento eléctrico sea ortogonal al vector de onda, i.e. D -g = 0.

Como se mencioné en las secciones anteriores, las dos soluciones a las ecuaciones de Fresnel, ya sean expre-
sadas en términos de la velocidad de fase, vy, y vp, , 0 del indice de refraccion, ny y na, les corresponderan
polarizaciones del campo Dj ortogonales entre si. Es importante denotar que los campos eléctricos E; no
seran ortogonales entre si, excepto en cristales uniaxiales.

Primero se demostrara que D1 - D2 = 0, debido a que su demostracién no es comun encontrarla en la
literatura, por que se suele dejar como ejercicio. Renombrando las llamadas permitividades relativas % /. =
j, con j € {z,y, 2z}, tenemos

D, D, = 63"‘%2 + 6739?!2 + eggz2
(2 = e )na? =[] (=5 [ )(ma? = o) (na? = o) na? = /)
.2 ( 2%ga” v’9,° #g.* )
SN2 =z)(ne? —z)  (m2-y)(n?—y)  (m?—2)(ne? - 2)
haciendo separacion por fracciones parciales podemos expresar cada término de la ecuacion pasada como
7%2g, _ 1 9% 1 9;%3 e {my 2}
(m? =722 —3)  (n2? =ni?) (2 —j)  (n2? —m?) (n2? —j)’ T
lo que nos lleva a
2 2 2 2 2 2 2
o €o gz~ T 9y"Y g="z [ 9y~Y 92"z .
D1-D2—n2_ 2[( SR R E R >_( R s i i >}_07
2 nq ni1 x ny Yy ni1 z no X no Yy no z

que es igual a cero al utilizar la ecuacion de Fresnel (1.63)). Analogamente, utilizando separaciéon por fracciones
parciales, se pueden demostrar las siguientes relaciones, que con la anterior forman:

D; - D, =0, D, -E, =0, E; -Dy=0 | (1.78)
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que més adelante se demostraran validas siempre en todo material anisotrépico lineal.

Sin embargo, para los campos eléctricos en general no se tiene esta relacion de ortogonalidad entre si, sino
gm2 + gy2 + gz2

(m? —z)(n2® —x)  (m® —y)(n2® —y)  (m* - 2)(n2® — 2)

1 9z Gy gz 9z Gy 9z
— 1.79
ng? —ny? [(n12—$+n12—y+n12—z n22—x+n22—y+n22—z (1.79)

1 1 1 1
= | = - — | =—— #0,
n9% — 1y 2 [n12 mz] 112052 7

E; E; =

por lo que cuando la expresion (1.75)) sea vélida, i.e. n? #% /., los campos eléctricos no seran ortogonales.

De aqui que si uno desea entender a profundidad los medios anisétropicos, ya sean uniaxiales o biaxiales,
se deba estudiar lo casos particulares en los que las expresiones antes dadas para sus polarizaciones no sean
validas, o que al menos para una de las soluciones no lo sea, algo que suele pasarse por alto como en [I2]. En
particular, dado que en los medios uniaxiales siempre una de las expresiones no seré valida (véase la expresion
encontrada para los indices de refraccién en medios uniaxiales ), se abordaré con cierto detenimiento
a continuacion.

Para el caso general, tenemos, recordando expresion ([1.61)), el sistema de ecuaciones que expresaremos de
forma general con los subindices i, j, k € {x,y,2}, i # j # k:
Ei(n® —i) = (g E)n’y;
Ej(n® - j) = (g - E)n’g; (1.80)
Ex(n® — k) = (g - E)n’gs,
donde seguimos nombrando a las permitividades relativas principales i =% /_, y analogamente para j y k.

Primero seria util estudiar qué sucede cuando la onda se propaga en alguna de las direcciones principales,
eg gi=1, g =0, gr =0. Facilmente se puede ver que (1.80)), nos lleva a

Ei(n* —i) = (g-E)n?
Ej(n*—j)=0
Ej(n* —k) =0,

donde es evidente que F; y E; no pueden hacerse cero al mismo tiempo, ya que implicaria que E seria
paralelo a la direccién principal en la que se propaga el vector de onda, y sabemos que en ese caso D seria
paralelo, i.e. D||g, que es una contradiccion. Entonces las soluciones seran

2 _ 2
ni=j ny =k,

y como D se encuentra en el plano ortogonal a la direccion principal, E también lo estard y por lo tanto sera
ortogonal al vector de onda, i.e. g-E = 0. Sustituyendo esta nueva condicién en las ecuaciones obtenemos

n*=j = Ey,=E; =0
n22=k — EJ=E1:O

Por lo tanto, cuando el vector de onda es paralelo a alguna de las direcciones principales, lo que se obtiene
es una triada ortogonal dada por E1, E2, v g, que coinciden con las direcciones principales del cristal, véase

la fig. (L1.7).
La interpretacion fisica es sencilla: una onda plana cuyo vector de onda sea paralelo a una de las direcciones
principales en el medio anisotrépico, tendré dos eigenmodos de propagacién, correspondientes a las dos
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Figura 1.7: Dos ondas propagandose en la misma direccion, que coincide con una de las direcciones principales,
en este caso 7. La primer onda ki viaja con una velocidad v,, y tiene una polarizaciéon lineal en la direccién j,
mientras que la segunda onda k2 viaja con una velocidad v, y tiene una polarizacion lineal en la direccién k. Aqui
se representan tanto el campo eléctrico E como el campo de desplazamiento D.

polarizaciones ortogonales entre si y paralelas a las direcciones principales restantes. Estos modos tendran
sus respectivas velocidades de fase debido a la respuesta anisotropica del medio al campo eléctrico.

Como se mencioné anteriormente, para demostrar completamente que las polarizaciones del campo de de-
splazamiento eléctrico de cada una de las soluciones obtenidas de las ecuaciones de Fresnel son ortogonales,
i.e. Dy - Dy = 0, requerimos estudiar los casos en los que la solucién del indice de refraccion sea igual a la
raiz de alguna de las permitividades relativas, n? =i = ¢;/.,, con i € {x,y, 2}

Si sustituimos esto en las ecuaciones (|1.80)), obtenemos que
g-E=0 6 gi =0,

en las que es facil ver que la primera implica la segunda (debido a la exigencia de que el vector de onda
sea ortogonal al vector de desplazamiento eléctrico), por lo que sblo hace falta enfocarnos en esta ultima.
Entonces, si utilizamos g; = 0 y lo sustituimos en (|1.67]), obtenemos las velocidades de fase y con ellas los
dos indices de refraccion

5 € ) €€k jk

2
nl = — = Z’ n2 = = .
€o colgr’er + 95°€¢5)  gr*k + ;%]

Para la segunda solucién, tenemos que las expresiones se siguen valiendo, obteniendo después de un
poco de algebra

g’k +g% 1 [ 9% g’k 1

k=i g TN -k ka

que nos lleva al omitir los factores comunes, ya que nos ingresa tnicamente las direcciones de las polariza-
ciones, a

Ey; =0, E»

0 0
Ex=| 'Y, | D2=|{ 1, |- (1.81)
_1/kgk _1/9k
De donde es facil ver que Dy - g = 0. En cambio para E; uno debe de ser mas cuidadoso puesto que la
expresion para Fi; deja de ser valida. Entonces segtiin y , tenemos que al menos la solucion del
campo eléctrico podria ser de las formas

1 o
I)E]_ =1(0 5 11>E1 = gj/(i_j) 70 <a< 1,
0 gk/(i—k)
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dependiendo de si el campo eléctrico es ortogonal al vector de onda i), o si no ii). Si suponemos que la
solucion correcta es el caso ii), tenemos que la condicion Dy - g = 0 nos lleva a

. 2 2
795 kg
D = =0
R Ty R Py
k J

que no se cumple, ya que la condicién para nq cuando se pide que el determinante del sistema de ecuaciones
se haga cero no lo satisface (andlogo a las ecuacion (1.47))). Por lo tanto, el campo eléctrico y el campo de
desplazamiento eléctrico seran

1

1
E;= |0 D;={0]. (1.82)
0 0

Es importante recordar que aqui lo que estamos obteniendo es tan sélo la direcciéon del los campos, mas
no su magnitud, ya que esta dependera del haz incidente y de las condiciones da la frontera. Se puede ver
que cuando las expresiones para las polarizaciones del campo eléctrico generales no son validas (para
vectores de onda paralelos a los planos definidos por los ejes principales), las relaciones entre los campos de
las dos soluciones cumpliran:

D; - D, =0, D, -E, =0, E; D, =0, E; - E, = 0. (1.83)

1.6.1 Polarizaciéon en materiales uniaxiales

Todo lo escrito anteriormente se mantiene para materiales uniaxiales, sin embargo, ya que la finalidad de
esta tesis es enfocarse en materiales uniaxiales, lo desarrollaremos con detalle. Suponiendo que €; = €; # €,
con los subindices i, j,k € {z,y,z}, con i # j # k, para materiales uniaxiales tenemos que las soluciones a
la ecuacion de Fresnel ((1.74]) se pueden expresar (utilizando la notacion antes convenida) como
2. 2
2 2 Mo Me

2
= = 1.84
" Mo 2 Ne2 cos 26 + ny2sin 20’ (1.84)

asi como las ecuaciones de las relaciones entre el vector de onda y los campos eléctricos ([1.80) quedan
Ei(n* —n,%) = (g - E)n’y;
E;(n* —n,?) = (g E)n’g, (1.85)
Ep(n® —n.?) = (g-E)n’g.

Es importante remarcar que la direccion del eje del cristal, dado este ordenamiento de los ejes principales,
es a lo largo de la direccién k.

La primera solucién, n; = n,, nos lleva a las posibles condiciones

g-E1=0 ¢ gi =
g-E;=0 o g; =0,

las cuales todas llevan a g - E; = 0, esto como consecuencia de exigir que el vector Dy sea ortogonal a g.
Dicha condicion, obliga a Ej, = 0, por lo que dada una g = (g, g5, gx) arbitraria, se tiene que las direcciones

de las polarizaciones son
9j

. gj 9j
E; = _%Z 6 —3gi |, D, = -9 |, (]‘86)
0 0 0
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donde s6lo nos interesa las direcciones de las polarizaciones, mas no su magnitud, por lo que para fines
practicos, como Eq||Dq, estos tienen la misma expresion.

Lo importante de la primer solucién con n; = n, es que le corresponde una polarizacion tal que sea perpen-
dicular a la direccion del eje del cristal (en nuestro caso en direccion %), y a g, lo cual puede ser expresado
de forma general, suponiendo que la direccion del eje del cristal es A, como

E1 = D1 =gX A. (187)

Ademas, es de igual importancia que el d4ngulo de desviacion entre el vector de Poynting y el vector de onda
es cero, ya que D1||E;. A los rayos que se propagan en este primer eigenmodo, es decir, que corresponden
a las intersecciones con la esfera de la superficie normal &, se les llama rayos ordinarios.

En cuanto a la segunda solucion, ns, se sigue valiendo la expresion (1.75)), de la que con un poco de algebra
se puede llevar a (omitiendo los factores comunes, puesto que solo nos interesa la direccion)

9i 9i
no2(]gfgk2) (1—90k2)
E; = noz(li;gkz) ) D, = (1*;113) (1.88)
negr gk

A los rayos que se propaguen en este segundo eigenmodo, es decir, que corresponden a la interseccién con el
elipsoide de revolucion de la superficie normal &, se les llama rayos extraordinarios.

Es facil ver que las relaciones de ortogonalidad (|1.83)) se preservan. La fig.(1.8]) muestra, dada una direccion
de propagacion k, las polarizaciones de los dos eigenmodos de propagacion.

cje del cristal

Figura 1.8: Graficamente se puede ver el origen de la desviacion entre el vector de Poynting y el vector de onda: para
la superficie normal, en especifico, para el elipsoide de revolucién, el vector de onda k (que es en direccion radial),
generalmente no es paralelo al vector normal (el gradiente de la superficie normal es paralelo al flujo de energfa, i.e.
al vector de Poynting) en su interseccién con el elipsoide.

1.7 Interfases: Condiciones a la frontera

Hasta ahora s6lo se ha expuesto lo que le sucede a una onda plana propagéndose en un medio anisotrépico,
en particular, de su descomposicién natural en dos eigenmodos con sus respectivas velocidades de fase y
polarizaciones del campo D, que ademas resultan ser ortogonales. Sin embargo, no se ha expuesto lo que
sucede en la frontera: lo que da origen al fendmeno llamado birrefringencia. Generalmente, lo que sucede es
que dado un rayo incidente viajando en un material isotrépico a uno birrefringente, dara origen a un rayo
reflejado y a dos rayos refractados (de ahi el nombre).

La fig.(1.9) ilustra en general los posibles escenarios para la reflexion y refraccion. Para interfases en las
que al menos uno de los materiales adyacentes sea birrefringente, las condiciones de frontera ya conocidas
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isotropico birrefringente birrefringente isotrépico birrefringente birrefringente

Figura 1.9: Se muestran varias interfases para la refraccion y reflexion de un haz incidente.

kr Fro ko, ko

/

para materiales isotropicos siguen siendo validas y simplemente pueden ser usadas para refractar y reflejar
un rayo. A continuacién se deducirdn para mayor claridad.

Consideremos una interfase entre dos materiales, pueden ser éstos isotropicos o anisotropicos. Tomemos un
cilindro de altura dh y area de base 0 A, que atraviesa la interfase, tal y como lo muestra la figura(l.10a)).
Utilizando las ecuaciones de Maxwell que hasta ahora no han sido utilizadas, (1.1}i) y (L.1}iii),

V-D =y, V-B=0,

se puede llegar usando el teorema de Gauss, asi como tomando el limite cuando §h — 0 y considerando que
04 es lo suficientemente pequena como para que el campo magnético en el material, B;, sea practicamente
constante, al igual que la normal n;

0= / V-B= / B-dS = (By-111)0A — (B2 - 12)dA + (contribuscion de las paredes)dh
1% s
= (B1, — B2,)0A,
que lleva finalmente a la condicién
(B; — Bz) -4 =0. (1.89)

Es decir, que la componente normal del campo magnético B se conserva, mientras que para el campo de
desplazamiento eléctrico D se obtiene, anadlogamente, que existird una discontinuidad en presencia de cargas
en la frontera

(Dl — D2) -0 = gf, (190)

donde o es una densidad superficial de carga.

o
dh

(a) (b)

Figura 1.10: Deduccién de las condiciones a la frontera.

Considerando la interfase y un circuito rectangular que la atraviese, con lados dh y dl, tal como se muestra

en la fig.(1.10b)), podemos utilizar las otras dos ecuaciones de Maxwell (1.1}ii) y (1.1}iv),

0B oD
VXE——E, VXH—Jf—f—E,
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para obtener las otras dos condiciones a la frontera. Usando el teorema de Stokes y considerando que dl es
lo suficientemente chica como para que el campo eléctrico en el material, E;, sea practicamente constante,
tomando el limite cuando dh — 0,

/S(VXE)-dS:/CE-dE

—%—?(Shdl = (By - t1)0] — (Bg - t3)dl

0= (E1, — Es,)dl.

Entonces, la componente tangencial al plano del campo eléctrico E se conserva, ya que la orientacion del
rectangulo fue arbitrario. De forma general, se puede expresar esta condicién como

(E1 —E2) xna =0, (1.91)
Analogamente, se obtiene para el campo magnético H,
(Hy —Hz) x i = Ky, (1.92)
que implica que existird una discontinuidad en presencia de corrientes superficiales K.

Por ultimo, si consideramos una onda plana incidiendo sobre una interfase, podemos nombrar su campo eléc-
trico como E;, vy a los campos eléctricos de las ondas reflejadas y refractadas como E, y Eg, respectivamente.
Utilizando la condicién del campo eléctrico (1.91]), tendremos que

(E; x n) + (E, x 1) = (E¢ x A1), (1.93)
que suponiendo ondas planas F = E,e!®T=«%) nos lleva a
(E; x A)e!lar—wit) L (B, x A)ekrr—wrtter) — (B, x f)el(ker—wite) (1.94)

Para que esta ecuacion se valga para toda r y todo t llegamos a las ecuaciones

W; = Wy = Wy (195)

(ki —k;) 1 =6, (ki —ke) 1 = €. (1.96)

Ahora, como r describe un plano con una cierta normal 1, se sabe que su componente normal es constante,
mientras que la tangencial varia. Teniendo esto en mente podemos descomponerlo en términos del vector
normal i y un vector tangente al plano 7

r=7(r) + Nn, (1.97)

donde N es la componente normal constante para todos los puntos en un plano dado, i.e., N :=r-1n y el
vector T es una funcion de r. Con esta descomposicion las expresiones de (1.96]) quedan

(ki — ky) - 7(r) + Nki — k) - = ¢, (ki —k¢) - 7(r) + N(ki — k¢) - i = ¢, (1.98)
que para ser validas para toda r, los coeficientes del término del vector tangente deben anularse, i.e.,
(ki — ky) - 7(r) =0, (ki —k¢) - 7(r) =0, (1.99)

entonces, las componentes tangentes al plano de la interfase del vector de onda son constantes al reflejarse
y transmitirse. Ademas, el vector 7 puede ser expresado de forma general como

=33

T7(r)=r—(r-A)il =0 x (r x i), (1.100)
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en la que se utiliz6 la identidad vectorial (A.2]). La condicién de frontera para el vector de onda usando (A.1)

se convierte

(rxn)-[(ki —ky) x 0] =0, (rxn)-[(ki —k¢) x 2] =0, (1.101)
y ya que (r x i) # 0, la condicion es finalmente
(ki —k,) x A =0, (ki —k¢) x i = 0. (1.102)

Para resumir, las condiciones de frontera clave para materiales isotropicos y anisotropicos, pero sin corrientes
y sin cargas, son

E{ —E>;)xn=0 Dy —Ds) - 1i=0 ki—k,)xn=0
(E1 — E2) (Dy 2) ( ) (1.103)
0 0 X 0

(Hl—Hz)Xfl:

Para ver como se refracta y se refleja un rayo en una interfase debemos utilizar la condicién de que la
componente tangencial de k se conserva, aunado con la superficie normal correspondiente al medio, ya sea
de incidencia o de transferencia. Lo primero que se pude obtener de esta condicion, sin realizar ningin
desarrollo matematico, es que los vectores de onda incidentes, reflejado y refractado, son coplanaresﬂ y al
plano en el que yacen se le llama plano de incidencia, definido por el vector de onda incidente k; y la normal
al punto de incidencia fi. Sin embargo, esto mismo no va a suceder de forma general con los vectores de
Poynting, es decir, para los rayos incidente, reflejado y refractado.

Como se sabe, la superficie normal es la superficie en el espacio de las k conformada por los vectores de
onda permitidos en un material. Utilizando la condiciéon de que la componente tangente a la interfase se
debe de conservar, se pueden obtener las soluciones de los vectores refractados, k¢ ,y reflejados, k.. Como
la superficie normal consta de dos cascarones, habra en general dos soluciones, i.e. dos rayos refractados o
reflejados.

Se debe de precisar que las ecuaciones hasta ahora obtenidas se encuentran en distintos sistemas coordenados.
La superficie normal fue deducida para el sistema de los ejes principales dieléctricos, y las condiciones a la
frontera estan dados en un sistema coordenado dependiente de la normal de la superficie y el rayo incidente.
Ya que el sistema coordenado iltimo es més intuitivo y facil de visualizar, se preferira trabajar en éste y solo
restaria rotar la superficie normal a este sistema.

1.7.1 Refraccién en materiales birrefringentes uniaxiales

Como se menciono, para obtener la refraccién de un rayo en una interfase es necesario utilizar la superficie
normal & y las condiciones de frontera. Se debe rotar la superficie normal al sistema coordenado definido
por el plano de incidencia. Se tomara la siguiente convencion: el eje z se encontrard en direccion de la
normal a la interfase, el eje y serd ortogonal pero coplanar a este, mientras que el eje x es normal al plano de
incidencia, véase la ﬁg.. Si se tuviese incidencia normal, en el que se indefine el sistema coordenado
escogido, se escogerd como plano Y Z al plano que contenga al vector incidente y al eje del cristaEI, véase la
ﬁg.. De hecho, de esta forma uno puede cracterizar el plano en el que se encuentra el eje del cristal
de algiin material: uno hace incidir lus de forma normal a la interfase y se encuentra el plano en el que el
extraordinario es refractado.

Para el caso uniaxial, la superficie normal ([1.54]) esta conformada por una esfera y un elpisoide de revolucion,
que se tocan solo en la direccion del eje del cristal. La esfera ordinaria, véase (|1.55)), es

k* = , (1.104)

"Los vectores de onda, al igual que el rayo ordinario, seran coplanares, sin embargo, no lo sera el rayo extraordinario.
8Se escogera este puesto que los ratos quedaran contenidos en este plano en caso de incidencia normal, lo que méas adelante
se demostrara, y esto facilita el trazo de rayos.
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interfase - interfase

Ty

eje del cristal

(a) (b)

Figura 1.11: Sistemas coordenados utilizados para realizar la refraccion, en (a) se muestra el general salvo en los
casos de incidencia normal, en los que se opta por escoger el plano que contiene al eje del cristal (b).

mientras que el elipsoide de revolucién extraordinario (1.56)) , suponiendo una direccion del eje del cristal en
el sistema coordenado escogido A = («, 8, 7), podemos expresarlo de forma general comcﬂ
(k- A)? N (k—(k-A)A)? w2

p) 2 == 072, (1105)

No Te

doénde se utiliza que en la direccion del cristal el elipsoide extraordinario debe de tocar a la esfera ordinaria
y por lo tanto se hace una descomposicion en la direccion del eje A y en cualquier direccién ortogonal a él,
véase la fig.(1.12). Realizando un poco de élgebra, es facil llevar esta expresion a

no2k? — N(k - A)? = (M) 2, (1.106)

Cc

2

en donde definimos N := n,2 — n.2, término que utilizaremos continuamente a partir de esta seccién.

Figura 1.12: Eneste caso p=k — (k- A)A =y h = (k- A)A.

Para obtener los vectores de onda refractados ko, llamado ordinario y que corresponde a la esfera, y ke,
llamado extraordinario que corresponde al elipsoide de revolucion, necesitamos imponer las condiciones a la
frontera, i.e. k“ ¢)sinf; donde 6; es el angulo de incidencia, y ke, = ko, = 0, en las
ecuaciones y 1 1() En el caso ordinario se obtiene

(1.107)

9Existe otra forma de realizar esto utilizando una transformacién de coordenadas bajo una rotacién, que aunque menos
inmediata, puede ser mas ilustrativa. Véase el apéndice @
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Esta ecuacion tendra dos soluciones, una positiva y una negativa, pero solo la positiva tiene sentido fisico.
La ley de Snell puede obtenerse facilmente con un poco de algebra

N, sinf, = n;sinb;, (1.108)

con 6, angulo de refraccion del rayo ordinario.
El caso extraordinario lleva a la ecuacién cuadratica
2
R2T — 2k.ky N By + k2(n2 — NB?) — (M) =0 (1.109)
c

doénde
' =n2 — Ny? (1.110)

y cuya solucién en k., es

| NkiyBy+ /T (2me)7 4 k202N - T

e . - z : (1.111)
que lleva a
b = w Nn; sin 0,8y + no\/l"ner2 + n;?sin26;[Nj5% — T (1112)
c

Generalmente existiran dos soluciones para la ecuacion , excepto para los casos extremales en los que
solo hay una solucion, y en los que no hay rayo transmitido (para esto se requiere que al menos el indice
de refraccion del medio incidente sea mayor que el indice ordinario o extraordinario, n; > n, 6 n; > n.).
Una de las dos soluciones corresponde comtinmente a una interseccion fuera del medio anisotrépico, es decir,
negativa en k., por lo que carece de sentido fisico y se ignoraﬂ Sin embargo, dado a que es una elipse y no
una esfera, existiran casos en los que las dos soluciones de k., sean positivas y por lo tanto podrian existir
dos rayos extraordinarios refractados. Esta posible segunda onda extraordinaria refractada serd analizada
con detenimiento al final de esta seccién y se discutird si podria o no tener sentido fisico. La ﬁg
muestra varias orientaciones del cristal y las respectivas intersecciones de la superficie normal con el plano
de incidencia, es decir, la refraccion de los vectores de onda.

Para obtener el indice de refraccion efectivo correspondiente al cascarén extraordinario, se puede utilizar la
relacion del vector de onda (|1.20))

’ c

n = Sk = S\ /kisin20; + k.2, (1.113)
w w
mientras que el angulo de refracciéon para el vector extraordinario puede ser obtenido de (1.112)) o expresado

de la siguiente manera

ki sin 01 o an
ke, Nn;B~y + no\/FnEQ + n;?sin26;[N5% — T '

Ore = arctan( (1.114)

Resumiendo, la birrefringencia tiene lugar porque existen dos cascarones de la superficie normal, y cada una
da origen a un vector de onda refractado. Como se habia mencionado en secciones anteriores, a la solucion
del cascarén esférico se le suele llamar soluciéon ordinaria, ko, mientras que a la del elipsoide de revolucion
solucién extraordinaria, ke. La refraccion aunque implicitamente no depende de la frecuencia de la onda
incidente, si lo hace implicitamente por los indices de refraccion.

10En realidad se vera mas adelante que la razén principal para ignorar a esta segunda solucién es que su vector de Poynting,
ie. rayo, es retrogrado, por lo que corresponderia a una reflexion. Solo se le podria considerar una solucién si se tratase de
metamateriales, en los que se toma la otra soluciéon y k y S estan en sentidos opuestos.
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eje del crista

Np >N, o > Me

Mo >MNe

isotropico isotropico

ru’/ isotropico

No>Me - Ty > T

o> Ne

isotropico isotrdpico

Figura 1.13: Refraccion para distintas direcciones del eje del cristal, la direccion del eje del cristal se muestra al igual
que la curvas normales y la curva normal correspondiente al medio de incidencia (linea punteada. Eje del cristal:
(a) normal a la interfase, (b) paralelo a la interfase, (c) normal al plano de incidencia, (d) y (f) yace en el plano de
incidencia, (e) oblicuo al plano de incidencia. En (f) se muestra que a lo largo de la direccion del cristal ke y ko son
los mismos.

Vector de Poynting: Rayo refractado

Si se desea calcular la direccion del vector de Poynting, el cual lejos del foco representa localmente la

direccion del ray se requiere obtener primero la direccién de los campos eléctrico y magnético, E y H,

respectivamente. En las que se deben utilizar las relaciones

HxD . €D . ExH
E = — S =

I’—\I:77 =, — =,
[H x D| le D |E x H]

(1.115)

en dénde se requiere rotar el inverso del tensor dieléctrico e al sistema coordenado del plano de incidencia,
o realizar una descomposicion utilizando la propiedad (1.59)).

Sin embargo, existe una forma mas sencilla de obtenerlo utilizando que el vector de Poynting es normal a la
superficie normal, i.e. S||V®. Entonces, recordando (1.106) tenemos que

Ve =V (nOQ(ke ‘ke) — N(ke - A)? — (%) 2) (1.116)

que al utilizar la identidad vectorial (A.4) y viendo que V X ke = 0, se llega a
V& = 2n,%(ke - V)ke — 2N (ko - A)(A - V)ke

2 (1.117)
— 2n,?ke — N(ke - A)A,

HE]l Dr. Miguel Alonso discute la relacién entre el vector de Poynting y la direccién del rayo en [I6], en el capitulo 8.
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con lo que obtenemos la direccién del rayo extraordinario refractado normalizando el resultado anterior

 n%ke — N(ko- A)A
Vigh? = (0 — (A ko)

(1.118)

Algo interesante que senialar, es que existen casos (se requiere al menos que el eje del cristal sea oblicuo a la
normal o a la interfase) en los que el rayo extraordinario se refracta hacia el mismo lado de incidencia, i.e.
con Sy < 0, en lugar de cruzar, y conforme el angulo de incidencia aumenta el rayo se acerca a la normal y
luego cambia de lado, véase la ﬁg..

Se S.
ans Se Se i S.
e ke ke
Se
ke Se
ke ke
interfase interfase

(a) (b)

Figura 1.14: (a) Un material hipotético con indices n, = 1.9 y n. = 1.3, con la orientacién del eje del cristal
adecuada, ejemplificando las secciones de la orientacion del vector de Poynting extraordinario refractado para estos
casos. (b) Calcita con indices n, = 1.658 y n. = 1.468.

Condiciones para que el rayo extraordinario se mantenga dentro del plano de incidencia

Ahora, hace falta detenerse en un aspecto interesante de la refraccion extraordinaria: el rayo extraordinario
no suele mantenerse en el plano de incidencia, sino que salta de éste complicando el trazo de rayos utilizado
comtnmentd2]

Sin embargo hay casos en los que el rayo extraordinario si se mantiene en el plano de incidencia, y se pueden
encontrar facilmente. Nos seran de utilidad conocerlos al momento de realizar el trazo de rayos, en particular
al realizar la aproximacién paraxial y querer obtener analiticamente resultados. Para ello requerimos hacer
See = 0, obteniendo

Sy =1o%ker — N(ko - A)a = 0, (1.119)

y debido al sistema de referencia utilizado, tenemos que ke, = 0, por lo que la condicién termina siendo
N(ke-A)a=0. (1.120)

Existen, entonces, tres casos en los que los rayos extraordinarios estaran contenidos en el plano de incidencia:

12En el trazo de rayos comin se utiliza que los rayos, al menos en casos isotrépicos asi como para los rayos ordinarios, se
mantienen en el plano de incidencia para utilizar asi matrices de 2 x 2 entradas. En el caso extraodinario se requeriria matrices
de 4 x 4. Se abordara esto con mayor detenimiento en la seccién de trazo de rayos.
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1. a =0, el eje del cristal yaciendo en el plano de incidencia, y que de hecho incluye el caso de incidencia
normal,

2. N = 0, que el material no sea birrefringente, el cual se desprecia porque en dado caso no tiene caso
hablar de un rayo extraordinario,

3. ke - A =0, el eje del cristal ortogonal al vector de onda extraordinario.

En caso de incidencia normal, se tiene que el rayo extraordinario (que incluso seguira no siendo paralelo a
ke) se quedara en el plano definido por el vector normal al punto de incidencia, @i, y el eje del cristal A, por
ello se escoge como sistema de referencia. Esta conclusion es inmediata si se considera al vector normal a
dicho plano fi x A, y que en este caso kel|f,

S- (i x A) = (n,’ke — N(ko - A)A) - (i x A)
=no’ke - (A x A) — N(ke - A)A - (A x A) (1.121)
=0,

por ello en caso de incidencia normal tendremos o = 0, asegurando que el rayo extraordinario se quedara en
el plano escogido.

En resumen, las condiciones para que el rayo extraordinario se mantenga en el plano de incidencia son que el
eje del cristal yazca en el mismo, o que sea ortogonal al vector de onda extraordinario. Mas adelante, se vera
que son las mismas condiciones necesarias para que las polarizaciones de los rayos ordinario y extraordinario
sean ortogonales.

Observaciones sobre el segundo posible rayo refractado

La segunda solucion de (|1.112]) da como origen a un posible segundo vector de onda extraordinario refractado,
cuya componente en k., estaria dado por

_ wNn;sing; 3y — no\/Fne2 +n;2sin260; (N2 — T

kez
c I

(1.122)

Esta solucion suele carecer de sentido fisico ya que suele ser negativa e implicaria la propagacion en sentido
contrario del frente de onda, y solo seria de importancia dentro de metamaterialeﬂ Sin embargo, existen
casos en los que ambas soluciones tengan sentido fisico, al menos en lo que respecta al vector de onda (se
debe de contemplar el vector de Poynting para hacer un analisis completo). Gréaficamente se ilustran los

casos en los que esto ocurre, véanse las figs. ((1.15a)) y (1.15b)).

Los casos en los que esto es posible se requiere que la elipse extraordinaria cruce la interfase y tenga puntos
con una componente k, mayor a su interseccion, i.e. que el valor de k. le corresponda una k, > 0, y que
a su vez sea mayor que la k,, ., véase la ﬁg.. Esto impone la siguiente condicién: si es positivo el
material requiere que la proyeccion del eje del cristal en el plano de incidencia sea negativa, mientras que si
es negativo el material se requerira que la proyeccion del eje del cristal en el plano de incidencia sea positiva;
traduciéndose en

NGy > 0. (1.123)

Para que la posible doble refraccion extraordinaria tuviese un mayor rango (rango de existencia, al menos en
el vector de onda) se requiere que la excentricidad de la elipse sea grande, es decir, una diferencia importante
entre los indices ordinario y extraordinario, al igual que una gran componente tangencial a la interfaz del
vector de onda incidente, que al menos exige un indice del medio incidente mayor a alguno de los dos indices
del material birrefringente.

13En los metamateriales se escoge la segunda solucién de la superficie normal, y se tendran por lo tanto un vector de onda
retrogrado, entre otras particularidades. Seria interesante realizar esto con cuidado para metamateriales.
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elipse extraordinari /\ ("ymaz

eje del cristal

interfase

Vint! |

interfase ] / \ interfase j /

(a) (b) (c)

Figura 1.15: Casos en los que podria existir un segundo vector de onda extraordinario refractado: (a) cristal negativo
con el eje del cristal con pendiente positiva [I y III cuadrantes|, (b) cristal positivo con el eje del cristal con pendiente
negativa [II y IV cuadrantes]. (c) Se muestra el rango en el que existen dos soluciones para el vector extraordinario,
se aprecia que es pequefio a pesar de que se exagerd la diferencia entre los indices, An = 0.5.

Una manera de obtener analiticamente el rango de doble refraccion es mediante la diferencia entre las &,
y la k, _ . Primeramente para obtener la k,, . uno debe de imponer a la ecuacion del elipsoide ([1.106)
ky =0y k, =0, con lo que después de un poco de algebra se obtiene

o've 1
ky, = 2l (1.124)

Yint — / ’
wm I TL027N/32

luego, para obtener la k,,  uno debe de derivar con respecto de k. la ecuacion del elipsoide ([1.106|) e igualar
a cero, lo que nos da

no’k, — N(kyB + k.y)y =0, (1.125)
de donde se obtiene Nk
k, = % (1.126)

el cual sustituyéndolo en la ecuacion del elipsoide, al igual que k, = 0, resulta

e T
ky =2 : (1.127)
mazx c \/1"2 + N27252 _ Nﬁ2no2

y haciendo algo de algebra se obtiene lo siguiente
% _wne VT _wne /N2 — N2 (1.128)
vmar = T T Na? | ¢ VnlZiNad '
El ancho del rango de k, para la doble posible refraccién sera
k _wne [ /ne? — N2 Mo
Ymazx Yint c \/ne2 T Na? \/n02 _ N62
W, (x/n?ﬁ — Nno?(8? +92) + N29252 — Vno™ne? + nOQNoF)

(1.129)

Vno? = Np?Vn 2 + Na?
_ wne <\/n02n62 +no,2Na? + N24232 — \/n,2n2 + nOZNoﬂ)

Jne? — Np?ynZ t Na?
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es decir, depende de

N2y23%, (1.130)
y como habiamos deducido geométricamente, lo es de la excentricidad del elipsoide de revolucion (siendo
mas estrictos, depende de la excentricidad de la elipse en el plano de incidencia, que a sus vez es un corte
principal, i.e. por un plano que pasa por el centro, del elipsoide), cantidad relacionada con N. Asi mismo,
una forma de maximizar este rango seria fijaindonos en que (v alcanza su maximo cuando g =~ = %, que
seria cuando el eje del cristal yace en el plano de incidencia y forma un angulo de 45° con la normal.

Falta considerar el vector de Poynting correspondiente a la segunda posible refraccion para concluir si esta
tiene sentido fisico y caracterizarla por completo. Para ello debemos recordar que el vector de Poynting
(la direccion local de rayo) tiene que ser normal a la superficie normal, con esto en mente es sencillo de ver
graficamente que la segunda refracciéon pareceria carecer de sentido fisico por la direccién de su normal, véase

las figs.(1.16a) y (1.16b).

eje del cristal

interfase

A

Ymaz

interfase / / \ interfase ’ /
(a) (b) (c)

Figura 1.16: (a) Cristal negativo y (b) cristal positivo. (c¢) Se muestra el rango en el que existen dos posibles
soluciones para el vector de onda extraordinario.

Como se puede ver, en k,, la normal del elipsoide queda paralela a la interfase y a partir de ella hay
un cambio en la pendiente de las normales, representando un punto de inflexiéon. A la segunda refracciéon
le corresponderia un rayo que se refleja (sin sentido fisico) o un rayo que se refracta hacia el otro lado,
véase la fig.(1.16¢)), dando como resultado dos rayos extraordinarios refractandose hacia lados contrarios con
respecto a la normal. Fisicamente si la segunda refraccion realmente existiera, lo que uno veria seria una
discontinuidad en la refraccién: pasando una cierta 0; tal que se sobrepase la k., apareceria un segundo
rayo refractado, tal y como se muestra en la figs.(1.17a) y (1.17b]), y conforme siga aumentando #; ambos

rayos se irfan acercando a la superficie hasta que fueran antiparalelos, lo cual es discontinuo en &, .

Sin embargo, hay una ultima consideracion: la disposicion de los campos E y D requerida para que la segunda
refraccion tuviera sentido no es posible dadas las relaciones requeridas para k y S, véase la fig.(1.17c). Por
lo tanto, no es posible una doble refracciéon extraordinaria.

En resumen, la segunda refracciéon extraordinaria aunque pudiera tener sentido considerando el vector de
onda, su vector de Poynting, que desde un inicio es contraintuitivo, lleva a una contradiccién para materiales
comunes. De forma mas general, cualquier solucién que corresponda a las que se ignoran cominmente,
tendran E-D < 0y B-H < 0. Seria pertinente desarrollar un poco méas para metamateriales.

1.7.2 Reflexion total interna: isotrépico a birrefringente unixaial

En esta seccién se estudiara cuando alguno de los rayos resultantes de la refraccion en un medio birrefringente
uniaxial, ya sea el ordinario o el extraordinario, se frustre, es decir, cese de existir debido a las condiciones a la
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Figura 1.17: (a) Doble refracciéon vista con la superficie normal en el espacio de la k, (b) la posible interpretacion
fisica que tendria, (c) diagrama de los campos E, H y D, esta disposicion lleva a una contradiccion.

frontera. Como sabemos, una de las condiciones a la frontera exige que se conserve la componente tangencial
a la interfase del vector de onda, pero la superficie normal es la que senala todos los valores permitidos para
el vector de onda en el nuevo medio, por ello habran veces que la k, conservada no perteneceré a esta porque
serd mayor a cualquier valor permitido, dando como resultado una reflexion total.

interfase So T
' 1
1 1
[ N4 ,f
s 1
Lo S; 0 !
oc /
\\I /
\l /
N\ /
N, e
~ e
S -

Figura 1.18: Angulo critico para el rayo ordinario: dado a que su superficie normal es una esfera, éste no depende
mas que de los indices de incidencia y ordinario.

Para que el rayo ordinario se vea frustrado se requiere que n; > n,, véase la fig.(1.18]), dando un angulo
critico de

o = arcsin (1%) ) (1.131)

Lz

mientras que para el rayo extraordinario la férmula sera bastante distinta por que dependeréa de la orientacién
del cristal. Existen dos casos esencialmente, como muestra la fig.(1.19)). Los dos casos se desprenden de la
orientacién relativa del eje del cristal, al igual de si el cristal es positivo o negativo:

e Caso 1: fFy <0y N<O0, 6 N>0y pBy>0
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En este caso, el valor maximo para k, estara dado por kp,qx

k _ Whe Vo — N2 (1.132)
Ymaz = T /T NaZ '

por lo que

wne \/no? — Ny2  wn;sin; i

ky, .= :
Y T Y
max c 7152 + NO{Q c

obteniéndose un angulo critico

(1.133)

/n2 — N~2
.. = arcsin BeVlo — 0 , (1.134)
nivVne? + Na?

es decir, el indice del medio incidente debe de cumplir que

nevno® — N2 1.135
Vil + NaZ (1.135)

n; >

e Caso2: By <0y N>0,6 N>0y [By<0

En este caso, el valor maximo para ky, que de alguna ke que se desplace dentro del material, estara

dado por k;n: -
e'to

ky = ——io 1.136
Vi = N (1.136)

por lo que '
i WNeNg _wn;sinb; . (1.137)

y4 t: =
o c\/ny?2 — N2 c

obteniéndose un angulo critico

NeN
g = arcsin [ ———a—— |, 1.138

requiriendo que el indice del medio inicial cumpla

NeMo

RV

Sin embargo, como se puede ver en la fig.(1.19b)) el vector de Poynting del rayo refractado atin no se
encuentra totalmente rasante, por lo que existiran atin mas soluciones fisicamente posibles, aunque su
vector de onda sea contraintuitivo. El valor maximo para k, nuevamente estarad dado por k dando

el mismo resultado que (|1.134))

(1.139)

%

Yext?

nivVne? + Na?

/n 2 — N~2
.. = arcsin <W> . (1.140)

Se puede ver facilmente que estas formulas concuerdan entre si para los casos en los que el eje del cristal es
muy cercano a ser ortogonal con la interfaz, v ~ 1 tal que o? ~ 3% ~ 0,

0.. = arcsin (ne) (1.141)

n;
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Figura 1.19: (a) fy <0y N <0,6 N >0y By > 0, en este caso ky, . es el valor ltimo para la refraccién, con
un rayo, i.e. vector de Poynting, rasante. (b)8y <0y N >0,6 N >0y 8y <0, en este casl ky,,, pareceria ser el
altimo valor para un vector de onda, sin embargo, el vector de Poynting (que tiene sentido fisico) admite hasta k
aunque le correspondan vectores de onda propgandose en sentido sentido contrario a lo que uno esperaria.

Ymax

0 es casi paralelo a ella ya sea préximo al plano de incidendia, 8 =~ 1 tal que a? ~ v =~ 0,

0. = arcsin (m) (1.142)

n;

o siendo casi ortogonal a éste, a &~ 1 tal que 72 ~ 32 ~ 0,

f.. = arcsin <ne) . (1.143)

%

1.7.3 Reflexion en birrefringentes uniaxiales

Para obtener la reflexiéon en materiales uniaxiales se debe de proceder andlogamente que con la refraccion, es
decir, se imponen las condiciones a la frontera para los vectores de onda k sobre los cascarones de la superficie
normal, por lo que de igual forma se tendran en cada reflexion dos rayos reflejados: uno perteneciente a la
esfera ordinaria y otro al elipsoide de revolucion. Las formulas de reflexion quedan iguales a las deducidas
en la secciéon anterior sélo que el indice de refracciéon del rayo incidente dependera de si el rayo incidente se
propagaba en algin modo ordinario o en algiin modo extraordinario. La reflexiéon estara dada por:

k?”OZ -

(1.144)

gNnB*y — no\/l"ne2 + n?sin26;,[NS2 — T

krez -
c T

Recordando que los indices efectivos de los modos de propagacion estan dados por , tenemos que de
forma general
n=ng, si el rayo incidente era ordinario,
NoNe

B \/ne2 0826 + ny2sin ¢’

si el rayo incidente era extraordinario, (1.145)

n
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en donde ¢ es el angulo del vector de onda con respecto al eje del cristal. Se puede obtener que para las
soluciones correspondientes a la esfera ordinaria, un rayo ordinario incidente se reflejara siguiendo

0o = O0oro, (1.146)
mientras que para un rayo extraordinario incidente lo hace siguiendo
n(¢) sinf. = n, sin bepro, (1.147)

en donde 6, es el angulo de incidencia de un rayo ordinario, f, de uno extraordinario, y 8,.,, €l angulo
de una reflexiéon ordinaria de un rayo ordinario, y €., €l angulo de una reflexiéon ordinaria a partir de
un rayo extraordinario incidente. Vemos que s6lo la relfexion ordinaria de un rayo propagandose en modo
ordinario seré reflejado siguiendo la ley de reflexién en materiales isotropicos, mientras que para el reflejo
correspondiente al rayo extraordinario incidente, éste seguird algo parecido a una ley de Snell.

La imposibilidad de asegurar el indice efectivo con el que se propagan los rayos extraordinarios, sin que se
tomen en cuenta su "origen", es decir, la refracciéon que los genero, evita dar una ley general de reflexion.
La fig.(1.20)) ilustra la reflexién ya sea de un rayo propagandose en algin modo ordinario, o extraordinario.

eje del cristal gje del cristal

/

(a) (b)

)

Figura 1.20: Reflexién en un medio uniaxial de una onda propagéndose en (a) modo ordinario y (b) modo extror-
dinario.

De igual forma que en la refraccion, podrian existir soluciones para una segunda reflexion extraordinaria

b )
pero nuevamente, por las mismas consideraciones que en la refraccion, no tendrian sentido fisico las segundas
soluciones.

Vector de Poynting: Rayo reflejado
Al igual que para los rayos refractados, la direccion de los rayos reflejados de forma extraordinaria se puede

obtener con el gradiente de la curva normal. Por ello la formula ((1.118]) sigue siendo valida y no hay nada
particular que agregar a lo discutido anteriormente.

1.7.4 Polarizacion de las ondas refractadas y reflejadas
La polarizacion de los dos rayos refractados, ordinario y extraordinario, ko y ke, puede ser obtenida utilizando

las expresiones antes encontradas (1.86]) y (1.88]), puntualizando que las expresiones estan en otro marco de
referencia y que éste deben rotarse al igual que se hizo en la seccidén anterior con la superficie normal, o
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visceversa. Aunque existe una forma maés sencilla de determinar la polarizacion de los rayos refractados o
reflejados, que es haciendo uso de de los eigenmodos de propagacion para una direcciéon determinada:

1. D, i.e., la polarizacién correspondiente a la solucion del cascaron esférico ko, (primer eigenmodo de

propagacion) es normal al plano generado por dicho vector de onda y el eje del cristal, el cual llamamos
A.

2. D, i.e., la polarizacion correspondiente a la solucion del cascarén elipsoidal ke (segundo eigenmodo de
propagacion) es ortogonal al vector de onda y a la polarizacion que le corresponderia para el cascarén
esférico (primer eigenmodo).

interfase

interfase

71

Figura 1.21: Polarizacién de las ondas ordinaria y extraordinaria, para los casos: (a), (b) y (c) con el eje del cristal
en el plano de incidencia y siendo un material uniaxial negativo; y (d), (e) y (f) con el eje del cristal normal a él y
siendo un material uniaxial positivo.

Entonces, suponiendo los vectores refractados/reflejados ko, ke, y un eje del cristal A, expresados en el
sistema de referencia que se prefiera, podemos calcular la direcciéon de D, véase las figs. 1' y (1.21d)).

N ko x A
o= XAl (1.148)
O

Mientras que para D¢ primero se necesita obtener la polarizacion que le corresponderia a su modo ordinario,
es decir, al otro eigenmodo en dicha direccion de propagacion, ya que es sencillo de obtener, y luego utilizar
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la ortogonalidad entre los modos,véase las figs. (1.21b) y (1.21€]):

D. =k x A
D ke x D, ke % (ke X A) (1.149)

" ke x DL [ke x (ke x A)[’

que utilizando la identidad vectorial (A.2]) puede expresarse como

3 _ 2
D, = (Ko A)ke kA (1.150)

¢ keykZ — (ke - A)2

con esto finalmente se tendran las polarizaciones de las onda refractadas, véase las figs. (1.21c) y (1.211).
De igual forma, las polarizaciones ordinarias y extraordinarias pueden expresarse en términos de los vectores
unitarios de onda ge y g0, con lo que las expresiones de simplifican:

A go X A B go X A
o= —
Igo X Al 1—(go-A)2
(8o 4) (1.151)
f) :gex(geXA):(ge'A)ge_A
° ge x (g x A) 1—(ge A)?

Un malentendido comun es que se cree que los rayos refractados ko, y ke tienen polarizaciones ortogonales
siempre, como se maneja en libros clasicos de 6ptica, como [I7], y sin embargo, esto no es cierto, algo curioso
tomando en cuenta que hay libros de mineralogia 6ptica en los que se menciona explicitamente que no lo son,
como en [I8]. En la seccién al igual que lo que se tiene en la literatura [I2] [I3], se demostro que, dada
una direccion para el vector de onda k, existirain dos modos de propagacion, debido a las intersecciones con
los dos cascarones (esfera-ordinaria, elipsoide-extraordinaria) de la superficie normal, en dicha direccion con
polarizaciones ortogonales, ya sea en E o D. Para la refraccion/reflexion existen dos vectores de onda k, y
ke, v no se puede suponer la ortogonalidad entre las soluciones ordinarias y extraordinarias. La fig. (1.22)
ilustra un caso en el que las polarizaciones no son ortogonales, su representaciéon es en 3D ya que hacerlo en
el plano de incidencia no es concluyente.

interfase

interfase

Figura 1.22: Polarizaciones ordinaria, Do, y extraordinaria, De. En este caso no son ortogonales entre si, aqui se
ilustra un material hipotético con indices n, = 1.9 y n. = 1.2, i.e. uniaxial negativo, con una gran diferencia entre
los indices para magnificar la desviacion de la ortogonalidad.

Sin embargo, experimentalmente parecen serlo o al menos estar cercanos a una ortogonalidad. Entonces la
pregunta es: ;Existen casos u orientaciones donde si sean ortogonales? Y si no lo son, jqué tan lejanos de la
ortogonalidad se encuentran?. Para responder estas preguntas supongamos dos vectores de onda arbitrarios
uno viajando en algin modo ordinario y el otro en uno extraordinario, y una direccion del eje del cristal

kO = (koafa kOyvkoz)7 ke = (kexa keyakez)a A = (04577),
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podemos calcular el producto punto entre sus polarizaciones facilmente,

2 2 (8e - A)[ge - (80 x A)] (8e - A)[A - (8e X 8o)]
Op = o’ e — -
O B e T T (g APV~ (8 AP v/ (8a- APPVI— (80~ A

Si queremos obtener las condiciones para la ortogonalidad entre sus polarizaciones debemos hacer D¢ Do = 0,
i.e.

(1.152)

(8e - A)[A - (ge X 80)] = 0. (1.153)

La condicion, A - (g X o) = 0., implica que el eje del cristal debe de ser coplanar con los dos vectores de
onda, y la condicién, ge - A = 0, que el eje del cristal debe de ser ortogonal al vector de onda propagandose
en el modo extraordinario. Por ello las figuras de muestran modos ortogonales de polarizacion, ya que
cumplen con una de las condiciones antes mencionadas, y en general, los casos que son faciles de representar
y que suelen estar ilustrados en los libros cumplen alguna de igual forma.

Aun falta mostrar que las polarizaciones del campo eléctrico tampoco son siempre ortogonales. Para ello
necesitamos recordar que Dy||E, ya que A, (la solucion correspondiente a la esfera) es un eigenvector del
tensor dieléctrico, por 1o que De - Do = De - Eq v
.~ E,-(e'D e 'E,)-D B, -D
E, -E. = o - o) _ | °2 S = > (1.154)
le1Dg| le1Dg| €on2le 1 De|

donde se utiliza que el tensor dieléctrico tiene la propiedadﬂ véase (|1.58))

€E =¢,n.’E, E| A,

) (1.155)
eE=¢,n,"E, E L A.

Definiendo p como el angulo entre las direcciones de polarizacién del vector de desplazamiento electrlco de
ambos vectores de onda, y, de forma analoga, 6 con respecto al campo eléctrico, i.e. cosfp = D, - De y
cosfg = E0 - B¢, llegamos a la relacion

0
cosfp = S L R— (1.156)
(€om0?)|€ ™' Dy

Esta relacion es muy interesante ya que su dependencia en los indices n, y n., en particular de la relacién
entre ellos, si reescribimos la expresiéon como
cosp
nt o 2 2’
\ nfDef + Del

donde D, es la componente paralela al eje del cristal y D, la perpendicular a este, nos indica que

cosfp = (1.157)

cosfp > cosfp, cuando ne <n, (1.158)
cosfp < cosfg, cuando n. > n,, '

por lo que cristales negativos (n. < n,) y cristales positivos (n. > n,) tendran comportamientos distintos:
en los primeros las polarizaciones del campo eléctrico estan mas cercanas a la ortogonalidad, mientras que en

los segundos lo estan las polarizaciones del campo de desplazamiento eléctrico. Sin embargo, ain la relaciéon
entre los angulos puede desarrollarse méas utilizando (|1.151)), obteniendo

cos O = cosbp . (1.159)

Vi ar e (2) 0 - (- A7)

14Esto se debe a que la permitividad eléctrica no es constante en todas las direcciones, y justo en la direccién del cristal la
permitividad eléctrica tiene uno de los valores extremales, mientras que en las direcciones ortogonales el valor extremal restante.
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Todo lo anterior ha sido obtenido para dos vectores de onda arbitrarios, hace falta considerar que estos
provienen de una refraccion/reflexion y que no son tan arbitrarios. Las condiciones de frontera dictan que
dado un vector de onda incidente k; = (0, ky, k.), se tendran un vector de onda ordinario, ke = (0, ky, ko),
y uno extraodinario ke = (0, ky, k..), en el sistema de referencia que privilegia al plano de incidencia.
Sustituyendo en la parte superior de la polarizacién extraordinaria dada en se tendra

ky(ke ) A)(koz _ kez)

(8e - A)[A - (ge X 80)] = P (1.160)

con lo que la condicién para la ortogonalidad se vuelve
aky(ke ' A)(koz - kez) =0. (1161)

Entonces existirdn 4 casos en los que las polarizaciones de los rayos ordinarios y extraordinarios seran
ortogonales:

1. a =0, el eje del cristal yaciendo en el plano de incidencia
2. k, = 0, incidencia normal

3. ko, = ke, los vectores de onda ordinario y extraordinario iguales, es decir, propagédndose paralelos al
eje del cristal (que serfa un subcaso de la primer condicion)

4. ke - A =0, el eje del cristal ortogonal al vector de onda extraordinario

con lo que realmente no se gana nada mas alla de lo encontrado anteriormente, i.e., a que el eje del cristal
yazca al plano de incidencia o que sea ortogonal al vector de onda extraordinario. Nuevamente se puede
ver que los casos sencillos de representar graficamente suelen cumplir alguna de estas condiciones, por lo
que se suele creer erréneamente que siempre son ortogonales las polarizaciones, ademéas de que muchas
construcciones experimentales suelen cumplir alguna de ellas, como [I9]. Es importante hacer hincapié en
que las condiciones para la ortogonalidad entre las polarizaciones ordinaria y extraordinaria son las mismas
que para que el rayo extraordinario se mantenga en el plano de incidencia.

Un anélisis mas profundo a partir de requiere que se sustituyan los términos k., v k., de (1.112)) y
respectivamente para rayos refractados, y de para reflejados. Haciendo esto deja al angulo
fp dependiendo de muchas variables y una solucién analitica, asi como su comportamiento cualitativo no
puede encontrarse de forma sencilla. Sin embargo, se puede concluir algo a partir del término k,, — k.,
ya que depende de la diferencia entre los cascarones de la superficie normal (la esfera y el elipsoide de
revolucion). Debido a que los indices ordinario y extraordinario no difieren mucho entre si (e.g. cuarzo tiene
una diferencia de An ~ 0.009), la excentricidad del elipsoide sera cercana a cero, por lo que fijando una k,
obliga a que k,, — ke, << 1, lo que explicaria porque se ha mantenido este malentendido e implicaria que
la ortogonalidad si es una suposiciéon practica. En la seccion [41] se hace unas simulaciones numéricas de
dos casos particulares en los que se muestra la desviaciéon de la originalidad de los rayos refractados para el
cuarzo y la calcita.

Finalmente, para hacer un trazo de rayos con polarizacién de forma completa faltaria calcular los coefi-
cientes de Fresnel para las refracciones y reflexiones. El articulo [6] discute brevemente como calcularlos
numéricamente.

1.8 Aproximacién Paraxial

La aproximacion paraxial es muy tutil ya que puede ser utilizada para obtener los focos de una lente y describir
a grandes rasgos el comportamiento de un un sistema 6ptico. La aproximacion paraxial es tnicamente valida
para rayos cuyo angulo de incidencia, 6;, cumpla 6; << 1, tal que sinf; ~ 0; y 6? ~ 0. Entonces los rayos
incidentes seran de la forma

gi = (0, 0;, 1), (1.162)



por lo que los rayos ordinarios refractados seran

So =80 = (0, 26 1). (1.163)

Mo

En cuanto al vector de onda extraordinario tenemos que la férmula (1.112)) se reduce a

olte T Nz ei
kezzﬂnang nif9s (1.164)
C

donde I se definié en (L.110). Se puede ver que la componente normal del vector de onda depende de dos
términos, el primero que s6lo toma en cuenta la orientacion del eje del cristal, asi como los indices ordinarios
y extraordinarios, y el segundo que también considera el angulo de indicencia. Con ello se puede concluir que
aun bajo la aproximacion paraxial, el indice de refraccion efectivo del rayo extraordinario no sélo dependera
del eje del cristal y de n, y n,, sino también del angulo de incidencia,

\/ngngl" + 2Nn;nenefv0; VT
n(6;) = , (1.165)

r

noneVT

(1.166)

De aqui se puede ver que el primer término, que depende tnicamente de la proyeccion del eje del cristal
sobre la normal en el punto de incidencia y de los indices de refraccion, es el que dominalEI, ya que el primer
término depende de variables que son todas menores o cercanas a uno, e.g. Sy <1/2, N <1, §; << 1, etc.
Si uno normaliza el vector de onda extraordinario para enfocarse tinicamente en la direccion de éste, es facil
demostrar que se obtiene

Be &~ ( ’ \/n02n62F+2Nnoneni/3'y9i\/f’ ) : (1167)

Incluso se podria atn simplificar mas la k., ignorando su primer término

W NN w NoNe

feos ~ - (1.168)

RN ARV oEl

y haciendo evidente su dependencia principal en v (la proyeccion del eje del cristal con respecto a la normal),
con lo que la direcciéon del vector de onda queda expresada como

go (0, Mei,l) : (1.169)

NoNe

Esta expresion extra no es totalmente arbitraria, ya que con ella se llega a las ecuaciones deducidas por el
modelo de Huygens bajo el régimen paraxial, ademas de que numéricamente lleva a errores menores al 0.25%
para la calcirta, y al 0.015% para el cuarzo dentro del régimen paraxial (6; < 2°), esto se demuestra en la
seccion Con la nueva aproximacion, el indice efectivo queda definido tnicamente por la orientacion del
cristal,

NoNe
n= . 1.170
VT (1.170)

15De hecho la dependencia en la proyeccion del eje del cristal con respecto a la normal en el punto de incidencia para la
refraccién extraordinaria, tanto del vector de onda como del rayo, es determinante. En las secciones siguientes quedara claro
esto en las lentes plano convexas en las que existe un astigmatismo dependiente de su orientacion, que es reflejo de la normal
fija para la cara plana y variable para la convexa.
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En cuanto al vector de Poynting, i.e. el rayo, se puede ya dar una férmula analitica méas explicita a partir
de la aproximacién paraxial

& 1 0 «
Se = ’]’,e = E 'I’LO2 ﬁnﬂz + (\/fﬂnlel + 'Ynone) ﬂ (].].71)
Ce - NoNe v
doénde se definio
2
Z =1/nbn.2 — (ni —nd) (\/fﬂnlﬂz + 'ynone) . (1.172)

Se puede ver de forma analitica que el rayo extraordinario bajo la aproximaciéon paraxial tampoco yacera
siempre en el plano de incidencia .

Se analizaran con algo de detenimiento dos casos especificos fijando el eje del cristal, A, para compararlos
con las otras formulas de refraccion obtenidas mediante otros métodos, como las obtenidas por Avendafio y
Rosete en [TH].

eje del cristal
eje del cristal

139

E3 3

eje del eristal

(a) (b) (c)

Figura 1.23: De izquierda a derecha: ejemplo de un eje del cristal casi ortogonal a la normal pero yaciendo en el
plano de incidencia, un eje del cristal casi ortogonal al plano de incidencia, y un eje del cristal cercano a ser paralelo
a la normal.

1.8.1 Eje del cristal ortogonal a la normal o cercano a la ortogonalidad

Si fijamos v << 1, tal que v ~ 0, que para un lente significaria que el eje del cristal es (casi) ortogonal a la
normal, obtenemos que I" &= n, con lo que se llega a algo similar a la ley de Snell

8e X (0, "791) (1.173)

y en particular para la componente en z del vector de onda

fo, no e (1.174)

C

En cuanto al vector de Poynting, que localmente nos dice la direcciéon del rayo, obtenemos después de un

poco de algebra
_ N(Bnibit+yne)a

ne2n
s=| g ["(7“1 ~ v | (1.175)
1
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Esta formula concuerda con [I5] para lentes esféricas birrefringentes en los dos subcasos particulares, véase
la fig.(1.23)), en los que el eje del cristal, A, yace en el plano de incidencia, 5~ 1 tal que ay = 0y af; ~ 0,

0
S = | moeg— 2%, (1.176)
1

o es casi perpendicular a él, o ~ 1 tal que By~ 0y %2~ 0,

N~y
-
S = %01 , (1.177)
1
que en el caso limite en el que o = 1, se convierte en
0
S = 2—291 . (1.178)
1

1.8.2 Eje del cristal paralelo a la normal o cercano al paralelismo

Si se fija v &~ 1, i.e. con el eje del cristal paralelo a la normal o casi, se obtiene que I' &~ n?, por lo que el
vector de onda extraordinario se refracta igual que el ordinario, ya que

~ ni0;
g~ (0, ,1) (1.179)

y en la componente en z del vector de onda

kes ~ (1.180)
¢
El rayo estara expresado por
_Na
S= |8, - 25|, (1.181)
1

que para el caso en el que es totalmente paralelo al eje Optico, a = 0, se recupera el resultado de [I5] para

lentes esféricas, véase fig.(1.23)).

0
S =m0, — 25, (1.182)
1

1.8.3 Polarizaciéon bajo la aproximacién paraxial

Usando (|1.151)) se pueden obtener las polarizaciones del campo de desplazamiento eléctrico, D, para el rayo

ordinario
R niyy — Bn,, an,, —amn;b;
DO:( it ), (1.183)
V1o(1 —72) — 28710,

y del rayo extraordinario

b, = (—anene, VTynib; — Bnone, ﬂﬁmﬂi), (1.184)

\/none [none(l - 72) - 267”192\/1?]
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por lo que la expresion para el angulo entre ellos (|1.152)) se convierte en
aynif; (VT — n.)
nene(1 — ’y?)\/(l — 2)nene — 28ynibi(ne + VT)

Esto implica que atin dentro de la aproximaciéon paraxial la ortogonalidad entre las polarizaiones de los rayos
refractados no se mantiene, aunque la desviacion sera chica debido a su dependencia con 6;.

cosfp = (1.185)

Analizando en detalle , se puede ver que existe una mayor dependencia en la desviacién de la ortogo-
nalidad con respecto a 7y que con respecto a 3, por lo que extrapolando la aproximacion paraxial, esperamos
que un eje del cristal yaciendo en el plano tangente a la interfase en el punto de incidencia genere rayos con
una polarizacién mas cercana a la ortogonalidad a un eje que no yazca en él, comportamiento que se vera
en los ejemplos numéricos de la seccion [4.1] Aqui se puede apreciar la utilidad de la aproximacion paraxial,
ya que en se muestra explicita y analiticamente la mayor dependencia en ~.
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Capitulo 2

Principio y Modelo de Huygens para la
birrefringencia en materiales uniaxiales

2.1 Principio de Huygens

El principio de Huygens nos dice que dado un frente de onda cualquiera en un tiempo ¢, podemos ver a todos
los puntos que lo conforman como fuentes puntuales de ondas secundarias esféricas, wavelets, o en espanol
ondeletas u onditas, que emiten en la misma frecuencia, y que el nuevo frente de onda en un tiempo t’ sera
la envolvente de todas la ondas esféricas secundarias, véase la ﬁg..

Figura 2.1: Principio de Huygens: dado un frente de onda w a un tiempo t, el frente de onda a un tiempo t', que
llamaremos w’, seré la envolvente a todas las ondas esféricas secundarias emitidas desde los puntos del frente de onda
original w. La linea punteada es la otra posible envolvente, pero que se descarta por carecer de sentido fisico.

Este principio es de mucha utilidad ya que nos permite propagar frentes de onda, ya sea a través de algin
medio isotropico o interfase. Su extension, el principio de Huygens-Fresnel, permite no sélo reconstruir el
frente de onda sino recuperar las amplitudes de dicho frente de onda, por lo que es clave en la teoria escalar
de la difraccioén.
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2.2 Sistema de referencia

En este capitulo consideraremos el sistema coordenado tal que nuestra direccién z sea paralela a la normal
en el punto de incidencia, y paralela a la interfase pero yaciendo en el plano de incidencia, y = ortogonal al
plano de incidencia, véase ﬁg.. En caso de que la incidencia sea normal, se escogera como plano Y Z al
plano que contenga al rayo incidente y al eje del cristal, véase ﬁg.. En éste trabajo se tomara de igual
forma la convencion de escoger las direcciones y y z tales que su producto interno con el rayo incidente, Sj,
sea positivo (por las graficas en particular), i.e.

. S;
- Si

=3

=9 x2 (2.1)

N>
I

n, y= Si—
) y_|Sl*

=

Hay que puntualizar que utilizaremos vectores normalizados ya que sblo nos interesan las direcciones, por
lo que no habra que confundir S; con el vector de Poynting, a pesar de que estos son paralelos localmente.
Para distinguir estas coordenadas normaslizadas de rayos de las de posicion, utilizaremos las variables &, n
y (, para z, y y z respectivamente. Con esto se consigue el rayo incidente, S;, sea de la forma

Si= (&, m G)=1(0, m, ). (2.2)

interfase - interfase

eje del cristal

Figura 2.2: Sistemas coordenados utilizados para realizar la refracciéon, en (a) se muestra el general salvo en los
casos de incidencia normal, en los que se opta por escoger el plano que contiene al eje del cristal (b).

2.3 Materiales isotropicos

Que el principio de Huygens para materiales isotrépicos utilice ondas esféricas como ondas secundarias no
es fortuito, ya que la isotropia se ve reflejada en las mismas ondas esféricas: en un medio isotrépico la
velocidad de propagacién debe ser la misma sin importar la direccion de propagacién, recuérdese .
Como sabemos que la velocidad de propagacion es inversamente proporcional al indice de refraccion, el
mismo indice tampoco sera dependiente de la direccién.

El principio de Huygens recupera la llamada "ley de reflexion" y la ley de Snell para fronteras entre materiales
isotropicos. A continuacion se mostrara la deduccion de estas leyes basicas de la optica geométrica a partir
de este principio.
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2.3.1 Reflexion

Consideremos una interfase, suficientemente suave como para que en una cierta regiéon pueda ser aproximada
por un plano, entre dos medios isotroépicos con indices de refracciéon n; y n,, y un frente de onda plano wj
incidente a un cierto angulo 6; y cuyo primer punto de contacto con la interfase es H = (h, k,0), en donde
la interfase esta en z = 0 (aproximando la superficie localmente con un plano), y h, k son las coordenadas
locales en ella. Después de un cierto tiempo t el frente de onda wy se ha desplazado y el punto de contacto
con la frontera ha cambiado, y para simplificar célculosﬂ escogeremos que éste sea el origen de coordenadas
O, véase la fig.(2.3).

[=}3

wi \
|A|

/wt
(0]

“n

interfase

S;

Figura 2.3: Dado un punto H = (h, k,0) en la interfase, se escoge la familia de esferas tal que el ultimo punto en
contacto del frente de onda incidente coincida con el origen.

Nombrando la direccién de propagacion incidente, que es normal a los frentes de onda w; y wg, como
Si = (&,mi,Ci), el vector de desplazamiento entre ambos frentes de onda Aw estara dado por

Aw=—(H"S;)S;, (2.3)
y como la velocidad de propagacion es v; = =

vit = |[Aw|=H-S;, (2.4)
por lo que el tiempo que requirio el frente de onda para propagarse hasta O es

H-S;
t= , (2.5)

Vg

que es el mismo tiempo que tuvo la onda secundaria proveniente del punto en H para propagarse. Como
estamos estudiando la reflexion, la propagacion de la onda secundaria es en el mismo medio que en el
incidente, por lo que su velocidad de propagacién es la misma. Entonces, esto define un tiempo para cada
punto dado por alguna H y por consiguiente una familia de esferas centradas en H = (h, k,0), dadas por

H-S;)?
( S)’Ui2:0

’02'2 (26)
(P, —H)?- (H-S;)?=0

% (h,k) == (P, —H)? —

dénde P, = (2, ¥y, 2-) son los puntos en las las wavelets esféricas. Como queremos conseguir la envolvente
de dicha familia de curvas, lo que debemos realizar es derivar con respecto a los pardmetros h y k, igualar a

1La simplificacién, que no es muy grande, consiste en que si el ultimo punto de contacto es el origen, el frente de onda
reflejado resultante serd un plano que cruce por el origen, en lugar de uno desplazado.
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cero y resolver el sistema de ecuaciones resultantes, véase el apéndice [C] i.e.

0%, 0%,
T‘: T: . = U. 2.7
a0, Sre0, %=0 2.7
Por consiguiente
0%,
S0 = (o= )+ (H- 898 =0
a%@ (2.8)
S =0 = (5 — )+ (H-Sn =0,

el cual, dado nuestro sistema coordenado en el que & = 0, que implica que (;> = 1 —n,2, puede ser expresado

Ccomo 1 5 2 5 h 1 0 h
z) _ (1=&" i B
<yr> a <—77i§i 1 —nﬂ) <k> - (0 Cﬂ) <k> : (2.9)

de donde los parametros h y k quedan en términos de z, y y,

()= (0 i)@ﬁ- (2.10)

Sustituyendo los parametros encontrados en ([2.6) obtenemos después de un poco de éalgebra
- <i22r2 + 771‘2%2 = Oa (211)

que puede ser factorizada como
(=Gizr + miyr)(Gizr + niyr) = 0. (2.12)

Estas son la ecuaciones de dos planos con normales S, = (0,1;,—¢;) v S’ = (0,7:,¢;), que corresponderian
a dos frentes de onda planos, y ya que solo el primero tiene sentido fisico (debido a que es una reflexion),
descartamos el segundo y tenemos que la direccion del frente reflejado seréa

Sr = (Oa i, _Ci)v (213)

recuperando la ley de reflexiéon ya conocida, véase fig.(2.5)).

2.3.2 Refraccion

Consideremos ahora el mismo caso de incidencia, véase la ﬁg., solo que nos enfocaremos en el frente de
onda transmitido en el nuevo medio, es decir, en las wavelets propagandose en el medio con indice n,. En
la seccién pasada habiamos obtenido que el tiempo de propagacion, ¢, de las ondas secundarias esféricas,
wavelets, centradas en H = (h, k,0) esta dado por . De esta forma la familia de esferas centradas en
(h,k,0) propagandose en el segundo medio con velocidad v, esta dada por:

(H-Si)?

C,(h,k) == (P, —H)? — -

: 1102 =0
vi , (2.14)
2 1

(P, —H)? - (H-S;) =0.

Mo

Si queremos obtener la envolvente, i.e. el frente de onda refractado, debemos proceder anélogamente a la
seccion pasada utilizando las condiciones (2.7]), obteniendo

0%, ;2

n; -

=0 = (e W)+ (HS) 6 =0
(2.15)

0o g s (g — )+ (H-80) "y = 0

ok or D =
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interfase

Figura 2.4: Dado un punto H = (h, k, 0) en la interfase, se escoge la familia de esferas tal el ultimo punto en contacto
del frente de onda incidente coincida con el origen.

que al utilizar &; = 0 el sistema de ecuaciones puede ser expresado como

@) = (é - (017)2> (Z) (2.16)

De esta ultima relacién podemos escribir los parametros h y k en términos de las coordenadas de las wavelets,

(0-(0 i) (). o

que al sustituirlas en (2.14) y realizar un poco de algebra llevan a

2 2
(nﬂh) y02 . <1 . (m%) ) 202 =0, (218)
No No
(yo nlnl + Zo 1 - (n1n71> 2) (yo nini - Zo 1 - (W) 2) = O? (219)
No Mo o o

pero ya que el segundo carece de sentido fisico por lo que s6lo conservamos el primero. Por lo tanto, la
direccion de la onda refractada es

factorizandose en

So= [0, —m,4/1—

512 | (2.20)

que es sencillamente la ley de Snell, véase la fig.(2.5).

2.4 Materiales anisotrépicos uniaxiales

Utilizar esferas para el principio de Huygens es reflejo de la isotropia de los materiales. Sin embargo, cuando
los materiales son anisotropicos, las esferas deberian de ser cambiadas por algo que refleje la anisotropia. En
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Figura 2.5: Dado un punto H = (h, k,0) en la interfase, se escoge la familia de esferas tal que el ultimo punto en
contacto del frente de onda incidente coincida con el origen.

el capitulo anterior se vio que para materiales uniaxiales se tienen dos rayos refractados y dos rayos reflejados
(por cada rayo incidente), unos llamados ordinarios que muestran un caréacter isotrépico en su velocidad de
fase, y otros llamados extraordinarios que no tienen una velocidad de fase (o indice de refracciéon) constante
y que varfa segun la direccion. Por lo anterior, tendria sentido seguir utilizando el principio de Huygens
original para recuperar la refraccion y reflexiéon ordinaria, mientras que para las extraordinarias habria que
cambiarlo. Recordando como las velocidades de fase estaban dadas en materiales uniaxiles ,

c

Vo = —, Ve = /V2cos26 + v2sin 20, (2.21)
No

con 6 el angulo del vector de onda extraordinario con respecto al eje del cristal, podemos ver que la velocidad
ordinaria consiste en una esfera mientras que la velocidad de fase extraordinaria consiste en un elipsoide de
revolucién cuyo eje de revolucion es el eje del cristal, véase la fig.(2.6]). Esto ultimo seré el fundamento para

—

e

Feje del cristal eje del cristal
(a) (b)

Figura 2.6: Se muestra las velocidades de fase para los modos ordinarios y extraordinarios, tanto para (a) materiales
negativos, como para (b) positivos. Vemos que se invierte el comportamiento de los cascarones de la superficie normal.

el modelo de Huygens para la birrefringencia en materiales uniaxiales: utilizar ondas secundarias esféricas
solo para los rayos ordinarios, y elipsoides de revolucién para los extraordinarios.
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El modelo de Huygens para la birrefringencia consistira en el principio de Huygnes original con un cambio
importante en las wavelets: dado un frente de onda cualquiera, que llamaremos w, en un tiempo ¢, en
un material uniaxial con indices ordinario n, y extraordinario n., podemos ver a todos los puntos que lo
conforman como fuentes puntuales de ondas secundarias en la misma frecuencia. Dichas ondas secundarias o
wavelets consistiran en ondas esféricas con velocidad de propagacion v, = ¢/n, y en elipsoides de revolucion
cuyo eje de simetria sea en la direccion del eje del cristal, A, y con velocidades principales v, = ¢/n, a lo
largo del eje del cristal y v, = ¢/n. en cualquier direccién ortogonal. La envolvente de las ondas esféricas
serd el frente ordinario, w,, y la envolvente de los elipsoides el frente extraordinario, w.. Véase la fig. (2.7).

~ n
n

sje del cristal . .
cJe ael crista eje del cristal

i
i
1
i
1
i
i
i
i
I
i
1
i
1
i
i
i
i
1
i —_—
1

i

(a) (b)

Figura 2.7: Modelo de Huygens para materiales anisotropicos uniaxiales. Para el frente de onda ordinario se utilizan
esféras (circulos en el plano de incidencia) , y para el extraordinario elipsoides (elipses en dicho plano): (a) cristal
positivo y (b) cristal negativo.

El rayo extraordinario Se, que localmente es en la direcciéon del vector de Poynting, seré el vector del centro
del elipsoide al punto de tangencia con el frente de onda, y que de forma general no sera paralelo a la
direccién del vector de onda ke. Para el rayo ordinario, S,, éste coincidira con la direccion del vector de
onda ordinario ko. Véase la ﬁg. en el que se ejemplifica una refraccion.

Este modelo habia sido utilizado tnicamente de forma geométrica y sus ecuaciones generales se deben al
trabajo de Avendafio y Stavroudis, el cual puede revisarse en [3,[]. En este trabajo se realizara una deduccion
de las formulas basada en sus ecuaciones generales, pero se haréd uso del sistema de referencia escogido, en
particular de que &; = 0, para simplificar el algebra y tener mayor claridad.

2.4.1 Refraccion de entrada: ordinario

Para realizar la refraccion utilizaremos la ley de Snell para refractar al rayo ordinario, con lo que obtenemos
la familia de esferas que le corresponde, y a partir de ello obtener la familia de elipsoides al saber que estos
se han propagado el mismo "tiempo" y que son tangentes entre si ambas familias a lo largo de la direccién
del eje del cristal.

Utilizando el sistema coordenado expresado en fig.(2.2), tenemos que dado un rayo incidente S; = (0, n;, ),
el rayo ordinario refractado sera

So = (§or Moy o) = (0. M1 262 +m2)). (2.22)

Si nuevamente consideramos que el punto de incidencia en la superficie tiene coordenadas H = (h, k,0),
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Wo

Figura 2.8: Se muestra una refraccion utilizando el Modelo de Huygens. Para la soluciéon extraordinaria se puede
ver que el vector de onda, que es normal al frente, no es paralelo a la direccién del rayo, construido del centro del
elipsoide al punto de tangencia con el frente: (a) cristal positivo y (b) cristal negativo.

tenemos que todo punto del rayo ordinario estara dado por

A
P,=H+ —S,, (2.23)
o
donde A es un parametro relacionado con un cierto camino 6ptico o incluso con un tiempo de viaje. Conforme
A varie habra distintos frentes, pero escogeremos aquel que pase por el origen (analogamente a lo que se hizo
en las secciones anteriores para simplificar), y dicho frente cumple con, véase fig.(2.9)),

P, - S, =0, (2.24)

por lo que haciendo el producto punto de (2.23]) con S,, y utilizando que este tltimo est4 normalizado, es
posible obtener que

A=-n,H-S,, (2.25)

que tiene todo el sentido puesto que es la proyeccion de H en S, que se multiplica por el indice de refracciéon
para volverlo un camino 6éptico, y el signo menos tiene que ver con el sentido, véase nuevamente fig.(2.9).

I
i
7
!
|

Figura 2.9: Construccion geométrica del rayo ordinario.
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Entonces, la familia de esferas con respecto a H estd dada por

)\2
Co(h, k) = (Po —H)? = -t (2.26)

que se reduce a

Colh, k) = | (Po — H)® — (H-S,)> = 0. (2.27)
Ahora, si deseamos obtener la envolventeﬂ debemos derivar con respecto a los parametros h y k,

0%,

8ho =0 = (z,—h)+&MH-S,) =0,

o (2.28)

ar =0 = Wo—k)+mo(H-So) =0.

Las ecuaciones anteriores pueden ser expresadas de forma matricial,

G = (e %) (i) 220

que al utilizar £, = 0 y haciendo un poco de &lgebra se convierte en

()= (6 &) () a0

Facilmente se puede invertir esta matriz y obtener los parametros h y k£ en términos de las coordenadas del

rayo,
()= 2)G) (231)

con lo que restaria sustituir en %, (h, k). Si desarrollamos término a término

(Po — H)? =y, (1 - C12> 2420 (2.32)
2., 2
(H-S,)* = yCZ : (2.33)

se puede obtener que (2.27) se reduce a
1 Yo' 0"
2 2 2 o Mo” _
v (1_ c&) TR 7Y
_y02(1 - Coz) + C02202 =0
(ZoCo - yOﬂO)(ZoCo + yono) =0,

(2.34)

que son las ecuaciones de las dos envolventes, en las que solo la dltima tiene sentido fisico (la primera va en
direccion contraria a la propagacion), por lo que el frente de onda ordinario estara dado por

Wo = 2o + Yoho = 0, (2'35)

al que le correspondera un vector de onda unitario, i.e., su direccion,

go = (07 o Co) . (236)

2Esto quiza parezca ocioso puesto que basta saber S; para obtener S, mediante ley de Snell, sin embargo, sera tutil para
ejemplificar el proceso que se utilizaré.
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2.4.2 Refraccion de entrada: extraordinario

Ahora, hay que realizar lo mismo para el frente de onda extraordinario y asi obtener el rayo extraordinario
refractado, Se. Primeramente, tenemos que el elipsoide de revolucion rotado tal que su eje de revolucién
sea a lo largo de A = (a, B,7), i.e., coincidiendo con el eje del cristal, puede ser expresado analogamente a

(1.105) como
(re - A>2 (re — (re - A)A)2

=1 2.37
N2 T a2n2 ’ (2:37)
que realizando un poco de algebra se reduce a
n2re? + N(re - A)? = 2% (2.38)
donde al igual que en los capitulos anteriores definimos
N =n2 —n? (2.39)
y centrado en H,
n?(Pe —H)? + N((Po —H) - A)? = )2 (2.40)

Como sabemos que el mismo tiempo de propagaciéon ha tenido esta onda secundaria que la onda esférica,
es decir, que el camino optico a lo largo del eje del cristal ha sido el mismo, podemos utilizar (2.25)) para
obtener la familia de elipsoides de revolucion con respecto a H

Co(h,k) == n2(Pe — H)? + N((Pe — H) - A)? = n,%(H - S,)?, (2.41)

que expresaremos como

Go(h,k) = n2(Pe — H)* + N((Pe — H) - A)® — 1,2(H - So)* = 0. | (2.42)

Para obtener la envolvente se deriva con respecto a los pardametros h y k,

%Cie =0 = n2(ae —h) +aN[(Pe—H)- Al +n,2¢,(H - So) = 0,
an (2.43)
o =0 = n’(ye — k) + BN[(Pe — H) - Al 4 no"no(H - S,) = 0.
Al utilizar que &, = 0 el sistema de ecuaciones queda
ne’h + aN(ha + kB) = ne’ze + aN|oxe + Bye + 2] (2.44)

ner + BN(hO‘ + kB) - n027702k7 = ne2ye + BNHO‘;EE + Bye + 'Yze];

el cual puede ser expresado de forma matricial como

ne2 + Na? NpBa h ne2 + Na? Npa Te «
( Noa  n24Ng—n2t) \k) T\ g n2eng)\y) T (g) 20
Tenemos que invertir la primer matriz para poder expresar H en términos de A y P,. Para invertirla primero

hay que sacar el determinante de dicha matriz, que denominaremos A2,

A? = (n.? + Na?)(NB* — nono?) — (NBa)?
= ng + 1N (1= 7%) = no’n,*(n.” + Na?) (2.46)
= ne2(n02 - N’Yz) — n02n02(n62 + NO£2).

Hay que puntualizar que se necesita que A% # 0 para nuestro método. Definiendo

' =n,? — Nv%, (2.47)
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el determinante queda
A? = n T — 10,2 (n + Nao?). (2.48)

De esta forma podemos despejar y obtener
R\ 1 (n2+ NB%—n,?n,? —NfBa ne2 + Na? NS« Te o
<k> T Al ( ~NBa ne? + No? Nga  n2+Np)\y) TNTE(g) | 249
que al realizar el algebra se reduce a
h 1 A? —?’l027702NCY6 Le n€2 + NﬂQ - n027]02 —Npa «
<k> X [( o ower )lp) T ~Na n2+nNaz)\g)| (250
Hace falta ver que el segundo término puede ser simplificado al descomponerlo en dos matrices
ne? + NB% —ny%n,? —Npa AN ne? —none? 0 « + Np2  —NBo\ [«
—NBa n?+Na?)\B) 0 n ) \ B —~NpBa Na? B
_ n€2 - n027]o2 0 «
- 0 nGQ ﬂ )

y darnos cuenta que una componente se anula. Entonces, definiendo

(2.51)

502 = ne2 - n0277027 (252)

los parametros h y k quedan expresados de la forma

1 A% —n,2n,? . 2
()= L [(F o) (=) o (37 0) ()] e

y de forma general, el vector H lo escribiremos como

1 A? —n.?n,2NafB N~ %a Te
H=-510 ne’l Nyn2B | | ve | - (2.54)
0 0 0 Ze

Lo que resta es sustituir en la familia de elipsoides (2.42)) para hallar los frentes de onda extraordinarios.
Para ello calcularemos cada término, el primero

0 1,21, Naf —Nvé,’a Te
0 A?2-nS2T —Nyn2pB Ye | , (2.55)
0 0 A2 Ze

1
PeiHZE

el segundo
(Pe—H)-A=(P.-H)TA
1 0 0 0 «
=5z (e v z) [no'mo’Naf A?—nST 0 | |5
—N~v6,°a —Nn2B A%) \y
1 0 (2.56)
= 55 (@ we =) | Bln,n,*Na? + A% —n, T)
A[AZ~ N(5,%2 + n.25)]
n? 2.2 2
= _E(no Mo Bye _’Y(so Ze),
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y el altimo

H-S,=HTS,
1 A 0 0\ /0
= AZ (xe Ye Ze) —TL02T]02NOzﬂ neQF 0 Mo
N7§02a N7n626 0 Co
1 0 (2.57)
Az (xe Ye Ze) ne?I'n,
Nryne2fBn,
ne2770
= A2 (y€F+N’Yﬁze)

A partir de los términos anteriores se pueden calcular facilmente los cuadrados, excepto del primero y por
ello se muestra el algebra:

(Pe - H)2 = (Pe - H)T(Pe - H)

1 0 0 0 0 no’n’NafB —Nvé.2a Te
= A4 (xe Ye Ze) 77‘027702N04ﬁ A? — n€2F 0 0 A?-— nEQF —N’YneZB Ye
—Nv6,2a  —Nvyn.2B A2 0 0 A? Ze
pr [0 0 0 e
= T‘Z 0 (no’no2NaB)? + (A? — n2T)? NYB[6,20*16%002 4+ ne?(A? — n 2T)) Ye
0 NYB[06,2a%n02n02 + ne?(A? — n 2T)) (Nv3,2)? + (Nyn.28)? + A? Ze
1 0 0 0 Te

=77 (e v 2) [0 no’no*(N2a?82 +[ne? + Na®l2) - NyBno®n®(ng +no?Nnoa?) | | ve
0 NYBno2n.2(nk +n,°Nn,2a?)  (Nv6,2a)? + (Nyn2B)% + At Ze
1
— PR NP + 0.2 + NaP) 4 252 NyBngn? (nd 4 g N2
+ 27 [(N7d,°a)? + (Nyn*B)* + AY)
(2.58)
Al sustituir las expresiones pasadas en la ecuacion de la familia de elipsoides extraordinarios (2.42)) podemos
obtener que la expresion se reduce a

[(502 + NBQ%Q)Ze - N7702l3we]2 - AznozyCQ =0, (2'59)

que nos Conduce a
[(60% + NB%16%) 2e — Noye (N By + A)][(80° + NB?16%) 2 — Noye (N Byno — A)] = 0. (2.60)

Estos seran los dos posibles frentes de onda extraordinarios, y sabemos que comuinmente uno no tendra
sentido fisico por propagarse en sentido contrario, pero no podemos asegurar que siempre pasara eso, véase

la seccion como en el caso ordinario. Por lo tanto, el frente o los frentes de onda extraordinario(s) se
podran expresar como

Wet = (502 + Nﬁ2no2)ze — NoYe(NByn, £ A) =0, (2.61)

con un vector unitario de propagaciéon de onda

1
e+ = i (0’ _770(N577]0 + A)’ (502 + N527702)) ’ (2'62)

dénde I't es un factor de normalizacién

Te = /(062 + NB%n02)% + 102 (N Byno £ A)2. (2.63)
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Figura 2.10: Existen dos envolventes, sin embargo solo se toma en cuenta la que tiene sentido fisico comtinmente,
ie. we.

De ahora en adelante nos referiremos al primer posible frente de onda como "primario" y se usara I'c =T'_
y 8e = 8e_, mientras que al otro posible frente de onda se le llamara "secundario" utilizando I'eo = T'y y
82 = Zey, Véase la ﬁg.. El frente de onda primario es la soluciéon que tiene sentido fisico, mientras
que el secundario no, puesto que suele propagarse fuera del material, sin embargo, podrian existir casos en
los que no lo haga y si se propague en el material, esto como consecuencia de que se usan elipsoides y no
esferas como wavelets. Nos enfocaremos en el primario y discutiremos al final de esta seccion la segunda
solucién que podria, incluso, ser analoga a la segunda solucién, aunque sin sentido fisico, encontrada en el
primer capitulo.

El frente de onda primario esté4 dado entonces por
We = (602 + N/827702)26 - one(NﬁW?o - A) = 07 (264)

con una direccciéon de propagacion, i.e. direcciéon del vector de onda

ge (Oa —1o(NBym. — A), (502 + N627702)) . (2.65)

1
=T

Ahora, si deseamos obtener el rayo extraordinario, puesto que sélo hemos obtenido los frentes de onda locales
y su vector de onda, debemos recordar que éste seré el rayo que parta del centro de los elipsoides, H, al punto
de tangencia del frente de onda con el elipsoide secundario correspondiente. Nosotros podemos expresar al
rayo extraordinario en funciéon del rayo ordinario ya que H los relaciona. Primero habra que encontrar una
relacion que nos seré ttil, igualando h y k de y (2.53),

1 0 T, 1 A2 —n2n,2Naf [z. 52 0 N
(0 0) ()= (3 ) (Yo (5 2 ()] e

de donde queremos despejar T. y Ve,

1 _M Le I 0 To Nvyze (8,2 0 «
(O nﬁér ) (ye> B (O gi2) <yo> A2 ( 0 n€2> <5) (2.67)




. . . 2z . P 2 2 . .
Para invertir la matriz primero debemos de sacar su determinante y es facil ver que éste sera ”ZZF. Invirtiendo

y después de realizar algo de algebra se llega a

Le —; <02 n§1702N04ﬂ Lo _N’yze ne2F502 7%277021\7045 @ (268)
Ye)  n2TC2\ 0 A? Yo A2 0 A? B)" '

Si de esta expresion solo nos fijamos en las segundas entradas llegamos a la ecuaciéon

A? Y
e — =2 — N e 62 5 2.
Al R (269)

que al usar (2.35)) se convierte en

A%z, 4+ Nzene®yBno6o

ye = P (2.70)
Al sustituir en los frentes de onda uno obtiene
AQ o N e 62 oSo N ()_A
(0,2 + NB,2)z0 + (A%2, + Nzene*v8n0C0) (N By ) _ 0, (2.71)

ConeQF

que con un poco de algebra se reduce a

—(NByme — D) A2 = 2ze[(one T (8% + NB°16°) + Nne®yBn0Co(NByme — A)]
= Zene2<o(r6o2 + Nﬁ2n027702 - N/BFYWOA) (272)
= Azene2C0(A - NﬁW%),

lo que nos lleva a la relacion
Ze A
— = — 2.73
Zo  Me2Co) 2.73)

correspondiente al rayo que generalmente existe en la refraccion extraordinaria, el cual denotamos Se;.

Se busca eliminar los términos z. vy y., para dejar a Se s6lo en términos de S, vy A. Para ello necesitamos
ver que el rayo extraordinario, el cual es de la forma

Po=H+ S, (2.74)

€

puede ser expresado de forma matricial, andlogamente a lo realizado con el ordinario en cuanto al anéalisis
geométrico, en el plano perpendicular al plano de incidencia como

()-()-2 )

Si se le sustituye en (2.45) y se trabaja un poco el algebra se obtiene

2 92 0 Ze 7’7,62 + NOé2 NﬁO{ fe «
— =z . 2.
Po™ Mo (k o\ Nga n2ang) g ) T (2.76)
Por otro lado, al utilizar (2.33)) y (2.35] se llega a

7(H.SO) = 77’]01{::

2o
)

: (2.77)

con lo que la expresion pasada se convierte en

ne2 + Na? NBo &\ Cezono® (0 a
(N v () =222 () - (5) (27%)
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Al utilizar (2.73]) obtenemos

ne? + Na? NBo &\ Cene®ny® (0 ey
(W ) () = =5 () - (). 19

Finalmente, para despejar &, y 7. se tiene que invertir la matriz, y no es dificil calcular que el determinante
de dicha matriz es n.2T", con lo que se obtiene

&Y G (nl+Np? —NBa ne2ny2 /0 B a
(775 N neQF —Nﬁ@ ’I’Le2 + Na? A Mo le 6 ) (280)
el cual, por razones analogas al , se reduce a
&e Ce no2 ne2 + Nﬁ2 —Npa 0 o
- T 2 2 — Ny
e r A —Npa ne” + Na Mo B
_ Ce nOQnO —NBOé (0]
“TU A \m2ina?) N7 g
Solo resta hallar qué es (., y para ello nos podemos valer de la relacion 1 — (.2 = £.2 + 1,2,

e

2
= ACQeI\Q [n§7702(N2O‘2B2 + (n62 + Na2)2) + AZNQ’YZ(I - 72) - 2N’YT]OTLO2TL€25A]

(2.81)

de donde utilizando las definiciones de I' y A? se puede llegar a
¢ =T2AMT2A% + n2n2(N2a?B% 4+ nt + N?a® + 202N (1 — 4%) — Nn.2B) — N2y*A 4 n,2N~2A?
—nN(PA 4+ nbnB + 29A8m,m,%))
=T2A%{A%0,°T + nin,2[nd + N(Na2(1 —42) 4+ 2n.2(1 — 72) = ne?B)] — n2N(Ay + no261,)%} !
=T2A% 0, T? = n N (Ay +no°B10)* + ngno”[ng — no°n.?
+ N(Na®(1 =) +2n2(1 = 7°) — n? B+ ney — no’a® + Na2+?)|} !
= DA% (02 (ng”T — N[Ay + 0,0, 6%)} ",
(2.83)

es decir,
ra

B ne\/nogr2 - N(A’Y + 71027705)2 .

Ce (2.84)

Habiendo hallado (. se consigue expresar al rayo extraordinario primario en términos del rayo ordinario y
del eje del cristal

ge 1 —NOZB% (e
Ne | = =< no? | (n2+ Na?)n, | —yNA [ B , (2.85)
O A
Ce Y
en donde se definio
O = Ne \/nO2F2 — N(Av + ny2n,8)2. (2.86)

Condiciones para que el rayo extraordinario se mantenga dentro del plano de incidencia

Hace falta detenerse, al igual que se hizo en el primer capitulo, en un aspecto interesante de la refracciéon
extraordinaria: el rayo extraordinario no suele mantenerse en el plano de incidencia, sino que salta de éste
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complicando el trazo de rayos utilizado comﬂnmenteﬂ Sin embargo hay casos en los que el rayo extraordinario
s{ se mantiene en el plano de incidencia, y nos seran de utilidad conocerlos al momento de realizar el trazo
de rayos. En particular al realizar la aproximacion paraxial y querer obtener analiticamente resultados. Se
esperaria llegar a las mismas condiciones que las encontradas en el primer capitulo con el método de las
superficies normales.

Para encontrar las condiciones requerimos hacer &, = 0, obteniendo
aN (Bnone? +vA) =0 (2.87)

Existen, entonces, tres casos en los que los rayos extraordinarios estaran contenidos en el plano de incidencia:
1. a =0, el eje del cristal yaciendo en el plano de incidencia, que incluye el caso de incidencia normal,

2. N =0, que el material no sea birrefringente, el cual se desprecia porque en dado sentido no tiene caso
hablar de un rayo extraordinario,

3. Bnono? +~A =0, cuya interpretacion fisica no es inmediata, pero se esperaria que fuera analoga a que
el vector de onda extraordinario fuera ortogonal al eje del cristal.

Hay que analizar con mas cuidado las implicaciones de la tltima condicién. Segin lo deducido con teoria
electromagnética en el primer capitulo, la dltima condicién era ke -+ A = 0. En el modelo de Huygens dicho
producto se traduce en

. _i _ _ 2 2 2
g A_Fe( Bno(N By, — A) +7(0,° + NB1,%)) (2.88)

= A%B + '75027

que no parece tener relacion con la encontrada con el modelo de Huygens. Si uno despeja A de la tercer
condicién y la sustituye en la expresion anterior se llega con un poco de algebra a

— B%00°n0” + 77057 = ny? — o0, (1 — a?), (2.89)
que no es concluyente. Sin embargo, si uno calcula S - A, se obtiene
6e(se : A) = _NO‘QBUOTLOZ - 'YNAO‘Q + nOZneznoﬂ + Na2n0n02ﬁ2 + TLOQA’)/ - VBNA
= —YNA(Q® + 5% +77) + 15100 + no> Ay

- n02ne2noﬂ + A’Yﬂe2
= ne2(n02noﬂ + A’Y) =0,

(2.90)

es decir, la tercera condicion implica la ortogonalidad entre el rayo extraordinario (vector de Poynting) y el
eje del cristal. De aqui podemos concluir que la tercera condicién también exige la ortogonalidad entre el
vector de onda extraordinario y el eje del cristal, esto debido a que como los campos D¢ y Ee siempre son
coplanareﬂ a ke v A, al ser ortogonal, ya sea el vector de Poynting o el vector de onda al eje del cristal,
su respectivo campo eléctrico o de desplazamiento eléctrico sera paralelo al eje del cristal y por lo tanto los
campos serian paralelos entre si, lo que lleva a ke||Se, i.e. ke L A <= Se L A

Por ultimo, cabe senialar que en incidencia normal, el rayo extraordinario va a yacer en el plano definido por
la normal al punto de incidencia, @i, y el eje del cristal, A, debido a las condiciones encontradas arriba. De
igual forma, se puede calcular de forma sencilla que S, - (i X A) = 0, que seria la demostracion explicita de
ello.

3En el trazo de rayos comun se utiliza que los rayos, al menos en casos isotrépicos asi como para los rayos ordinarios, se
mantienen en el plano de incidencia para utilizar asi matrices de 2 X 2 entradas. En el caso extraodinario se requeriria matrices
de 4 x 4. Se abordara esto con mayor detenimiento en la seccién de trazo de rayos.

4Esto es consecuencia de la polarizacién de cualquier rayo extraordinario y a la forma del tensor dieléctrico del material.
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Observaciones sobre la segunda envolvente

La segunda envolvente encontrada o frente de onda en (2.64) esta dada por

8eo = 5

T, (07 —1o(NBYN0 + A), (602 + N527]02)) ) (2.91)

doénde I'.y es un factor de normalizacion

Loz = /(852 + NB%1002)% + 02 (N Bym, + A)2. (2.92)

Para que este segundo vector pudiera ser la segunda posible refraccion encontrada con el método de las
superficies normales, deberia cumplir

NBymo +A <0 y §°+NB%p,° >0 (2.93)
que so6lo puede ser posible (al menos la primer condicion) si
Npvy <0, (2.94)

lo que se traduce en condiciones, véase la ﬁg., opuestas a las requeridas con el método del primer
capitulo (con las superficies normales), las cuales exigen para materiales positivos, N < 0, un eje A tal que
By < 0, y para materiales negativos, N > 0, un eje A tal que 8y > 0. Por lo tanto, no puede tratarse de las
mismas soluciones.

La otra condicién para que fuera la segunda posible refraccion encontrada con el método de las superficies
normales es

NByne+A >0 y &%+ Np%p,* <0, (2.95)

la cual si puede cumplirse y podria tratarse de la misma segunda supuesta refraccion extraordinaria de la
que se discute en el primer capitulo. Sin embargo, para que el frente de onda secundario tuviera sentido
fisico requeriria formarse dentro del material, i.e. que los puntos de tangencia con los elipsoides sean dentro
del material, y al no cumplirse esto, se obtiene un supuesto rayo reflejado sin interpretacion fisica.

We a— keQ

eje del cristal ¢ eje del cristal

(b)

Figura 2.11: Los indices ordinario y extraordinario de la calcita son usados para esta imagen. (a) Caso en el que dos
envolventes tendrian una orientacién con sentido fisico, pero al corresponderle a la segunda envolvente un rayo que
se refleja, no tiene interpretacion fisica. (b) La misma imagen se muestra con tan soélo el primer elipsoide secundario
para mayor claridad.
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Sin embargo, s6lo de forma ilustrativaﬂ se deduciran las féormulas del rayo correspondiente: de forma analoga
a lo hecho para la solucién primaria, podemos obtener una relacion como la (2.73)). Sustituyendo en ([2.71])
el segundo frente de onda se obtiene

(Azzo + Nzen6276770C0)(N67770 +A)
Cone?T

(06 + NB°n,°)ze + =0, (2.96)

que con &lgebra da la relaciéon
z A
= =——. (2.97)
Zo ne?Co
De esta relacion uno ya puede deducir que el rayo extraordinario secundario obtenido de esta forma carecera
de sentido fisico. Para este rayo tenemos que al sustituir en ([2.78)) la relacion del frente de onda, la expresion

(2.81)) se transformaria en
e Ce TL02770 —NBa «
<2> —_seftele( +€Va2 N (5) ¢ (2.98)

y de manera anéloga a lo realizado para el otro rayo extraordinario, salvo por un cambio de signo, se llega
a que

TA
ne\/n02F2 — N(Ay — ny2n,0)? ’

en donde nos quedamos con la raiz negativa ya que sabemos que el rayo se formara yendo en sentido contrario,
con lo que el rayo extraordinario secundario queda

¢ = (2.99)

5@2 1 _nozNaﬁno «
ez | = 5— noZ(ne? + Na?)n, | + yNA | B , (2.100)
Ce2 e2 -TA 0
que se puede llevar a
562 1 —NOZB?]O «
Nea | = — {no? | (N2 +Na)n, | +yNA | B | 7, (2.101)
652
Ce2 -A Y
en donde definimos
02 = e \/n02F2 — N(Avy —ny2n,.5)2. (2.102)

Entonces, se ve que intrinsecamente el rayo viajaria en sentido contrario a la propagacion esperada, y debera
ser ignorad(ﬂ

2.4.3 Refraccion de salida

En cuanto a la segunda refracciéon, no hay nada interesante que aclarar o anotar para un rayo ordinario,
yva que éste se refractara siguiendo la ley de Snell ya conocida y su tratamiento es igual al de la secciéon
(2.4.1). Sin embargo, el rayo extraordinario si difiere en su segunda refraccién. Para refractar al rayo
extraordinario nos valdremos del principio de reversibilidad, con el cual buscariamos expresar a partir del
rayo extraordinario un rayo ordinario ficticio y a este tltimo refractarlo utilizando la ley de Snell, véase la
ﬁg.7 Es importante remarcar que para esta refracciéon no podemos utilizar que &, = 0, ya que el sistema
de referencia va a ser escogido a partir del rayo extraordinario incidente.

5En realidad la deduccién de las formulas seran de utilidad para la reflexion dentro de un material uniaxial, lo cual sera
abordado en la siguiente seccion.

6Realizar un experimento serfa interesante para descartar totalmente la inexistencia de este rayo, ademas de que serviria
para caracterizar la reflexion total interna tratdndose de un material incidente de mayor indice de refraccion al del medio
birrefringente.
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Figura 2.12: Si se utiliza el principio de reversibilidad, uno se puede dar cuenta de que calculando un rayo ordinario
ficticio de puede realizar la rafraccion de salida.

Recordando los elipsoides secundarios extraordinarios dados por ([2.42])

n2(Pe — H)? + N((Po — H) - A)® — n,2(H - S,)? =0, (2.103)
podemos utilizar (2.77) y (2.74)) para llegar a
ne2ze? Ze o Mo2Zy2
= + N(gse “A)? — = 0, (2.104)
que nos lleva a la relacién
Zo _ JGo
o — 2.105
Ze NoCe ’ ( )

en donde De la ecuacion (2.45)) se puede deducir de forma analoga a lo realizado en las ecuaciones ([2.74)-(2.78)
pero sin utilizar que &, =0

ng? + Nao® Npa e\ Cezon02 & 1)
( NBa  nl2+Np%)\n.) ~  z2¢ \n.) Nve{g)> (2.106)
de la cual despejaremos &, y 7, usando la relacion antes hallada
&o . 1 n52+Na2 Naﬁ & a
(’70 ot Nap n2+Np2)\n ) T NyGe AR (2.107)

Nuevamente requerimos calcular ¢, valiéndonos de 1 — (,% = £,2 + 1,2

o 2 fo T fo
1-¢2 = (77) <n>
1 T 2 2
- W {(f](:,) (ne ]\_]Fa]ga neQJ\fféJﬁVﬂ2) 2 (ii) + NQ'VQCEQ(l — ,YQ)

&\ (n2+Na®  Nagp o
+2N’YCP <770> < NO(,B ne2 + N52> (B)}
= n%ug {€2n(ne? + 2Na?) + N2a?(1 — 4%)] + &2[ne2(ne? + 2Na?) + N2a?(1 — 7?)]
+2N§e77eaﬂ(NOz5(1 - ’72) + 27’Le2) + 2N’y(e(n62 + N(]. — 72))(§6a + neﬂ) + N2a2(1 _ 72)}
1

= o {N2(1=92)(Se - A)? +ng(&” +n.?) + 2Nn(Se - A) (e + 1) }

(2.108)
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v haciendo un poco de algebra se obtiene

1
(= g (o (e + N(Se - A)) = N3(Se - AP(1 = 7%) = (1= (%) = 2Nne’(Se - A)(Eeax 1)}
1
=2 {nN 4+ 1,2N(Se - A)? — N(Se - A)2(1 —7?) + (.2 — 2N(Se - A)?*n.2 + 2N(Se - A)(yne?}
1
= o (N0 = (8o A)) +[V1(So - A) 0 GJ)
(2.109)
donde nombrando
cost) = (Se - A) (2.110)
y
A, = /12N sin2¢ + (N7 cos b + ne2(,)? (2.111)
se llega a
A
0 = , 2.112
=2 (2.112)
en el que p toma la forma
1= \/ne2 sin 20 + ny2 cos 21). (2.113)
Finalmente, podemos expresar al rayo ordinario ficticio como
Eof 1 ne? + No? Naf 0 & 1 00 e
Nof | = Naj ne2 + NB% 0 ne | +Nv¢. [0 1 o8]}, (2.114)
Cor) 0 0 =)\ 00 0/ \y

el cual en el sistema de referencia tal que £, = 0, dado que ahora ese es el rayo incidente que da origen al
sistema que por convencion usamos, queda

Sof 1 Napn, a
Tof | = (ne? + NB%)me | + NG | B ¢ | (2.115)
COf nOM Ae 0

Por lo tanto, para obtener el rayo refractado final, uno sélo debe de aplicar la matriz de refraccién de
materiales isotrépicos, i.e. usar ley de Snell.

Condiciones para que el rayo refractado de salida se mantenga dentro del plano de incidencia

Sabemos que las mismas condiciones que las encontradas para la refraccion de entrada deben de exigirse
para esto. Puede verse que esto es asi si se exige que &,y = 0, con lo que se llega a

Na(fne +7¢) =0, (2.116)
es decir, las mismas condiciones que ya habiamos encontrado para la refracciéon de entrada y que sabemos,
por el primer capitulo, siempre se exigiran.

2.4.4 Reflexion de rayos ordinarios dentro de birrefringentes uniaxiales
Como se discuti6 en el primer capitulo, a cualquier rayo que se refleje, le corresponderan dos reflexiones, una

ordinaria y otra extraordinaria, por lo que, en total, si hubieron dos rayos incidentes, uno ordinario y otro
extraordinario, habrian cuatro rayos reflejados resultantes, como se aprecia en la fig.(2.13). En esta parte
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se discutiran los rayos reflejados provenientes de un rayo ordinario incidente, este tiene como ventaja tener
siempre un indice nﬂ fijo. Reflejar a S, es sencillo de forma ordinaria, ya que sigue la ley de reflexion, i.e.

Figura 2.13: Se ilustra la reflexion dentro de materiales birrefringentes uniaxiales.

0, = Oor0, (2.117)
donde si el rayo ordinario incidente es en nuestro sistema coordinado particular
So=(0, 1, Co), (2.118)
su reflejo ordinario sera
Soro = (0, 10 —Co)- (2.119)

Para su reflejo extraordinario, que normbraremos Sope, podemos utilizar la férmula de la segunda envolvente
que calculamos en la seccion de refraccién de entrada, con lo que

1
Bore = 17— (0: Mo(NBymo +4), =(3,> + Nfn,?)), (2.120)
en el que
Ler = /(652 + NB1o2)2 + 12 (N Byno + A)2, (2.121)
y el rayo reflejado estara dado por
gore 1 —NOZBT]O «
Sore = Tore | = —— n02 (nez + NO¢2)770 + ’)/NA ﬁ s (2122)
ber A
<07"e Y
con
(;er = Te \/71021_‘2 - N(A'—Y - HOQUOB)Z- (2123)

donde se siguen utilizando las definiciones antes dadas de

N =n,? — n,2

I'=n,2— N~?
602 = ne2 - n027702
A? =n 2T — noznoz(ne2 + Naz).

"La reflexién de un rayo extraordinario incidente es mas compleja dado a que su indice puede varias de ne a no, lo cual
requeriria en primera instancia saber su origen, i.e. la refracciéon que le dio origen.
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Condiciones para que el rayo reflejado de forma extraordinaria se mantenga en el plano de
incidencia
Para obtener las condicionesﬂ nuevamente necesitamos exigir que &, = 0, llegando a

Na(yA —ny*n,8) = 0, (2.124)

que resultan ser las mismas condiciones que para el caso de refraccion. Para ello uno debe de ver que el
producto escalar entre la direccion del eje del cristal y el rayo extraordinariamente reflejado es

Sore - A = 1% (157108 — VA). (2.125)

2.4.5 Reflexion de rayos extraordinarios dentro de materiales birrefringentes
uniaxiales

Para poder reflejar a un rayo extraordinario incidente lo que se puede utilizar es el principio de reversibilidad,

véase la fig.(2.14)), del que concluimos que si calculamos el rayo ordinario ficticio correspondiente, sélo bastaria
utilizar las ecuaciones de la secciéon anterior. Tenemos que dado un S,, podemos calcular un rayo ordinario

Sero Sero

Se Sere

Sere

Figura 2.14: Se muestra como el principio de reversibilidad puede ser utilizado para obtener las respectivas reflexiones
a partir de la reflexién de un rayo ordinario ficticio.

ficticio utilizando (2.115]), por lo que de las ecuaciones de la reflexion para rayos ordinarios obtenemos para
la reflexion ordinaria

€ero 1 Nacos Qb
Sero =\ Tero | = — 715277@ + Nﬂ COS w s (2126)
Cero Tolt 7Ae
donde se usan las definiciones
cosYy =Se- A

1= /ne2sin2¢ + ny2 cos 24
A = /n2Nsin2¢) + (Nvycosth + n2Ce)2.

8Se van a obtener las mismas condiciones que para la refraccién, esto lo concluimos en el primer capitulo.
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Mientras que para la reflexién extraordinaria el rayo seria

gere 1 _Naﬁnero «
Sere = | lere | = 5— no° | (ne® + No)ero | +YNA [ B | 7, (2.127)
Ce're er _A ’)/
y la direccion de su vector de onda
1
Bere = T (O, Nero(N BYNero + ), 7(502 =+ Nﬂner()Q)) ) (2-128)

en donde como rayo ordinario se utilizara el rayo ordinariamente reflejado Seyo, i.€.

5‘37“ = n€\/n02r2 - N(AFY - nozneroﬂ)Q
Ler = \/(502 + Nﬁnerog)Q + nero2(NB'777€ro + A>2-

Condiciones para que el rayo reflejado de forma extraordinaria se mantenga en el plano de
incidencia

No hay nada que agregar, se tienen las mismas tres condiciones para que el rayo se mantenga en el plano de
incidencia: eje del cristal en dicho plano, que el material no sea birrefringente, y que el rayo extraordinario
sea ortogonal al eje del cristal. Todo esto debido a que la formula de reflexiéon se basa en otros dos casos ya
discutidos y que comparten las mismas condiciones.

2.5 Aproximaciéon paraxial

2.5.1 Refraccion

Como se mencioné en el capitulo anterior, en la seccion [I.8] la aproximacion paraxial es muy util ya que
puede se utilizada para obtener los focos de una lente y describir a grandes rasgos el comportamiento de
un sistema Optico. La aproximaciéon paraxial es inicamente vélida para rayos cuyo angulo de incidencia, 6;,
cumpla 6; << 1, tal que sin6; ~ 0; y 02 ~ 0. Entonces los rayos incidentes seran de la forma

Si=gi=(0, 6; 1), (2.129)
por lo que le rayo ordinario quedara
So = (&0s 70y Co) = (0, 710i, 1), (2.130)
y la refraccion de salida de un rayo ordinario incidente con angulo de incidencia 6,
St = (& mps Cp) = (0, 720, 1). (2.131)

En cuanto al rayo extraordinario, dado por (2.85)), la aproximacion paraxial no es de mucha utilidad sin fijar
la direccién del eje del cristal, A, sin embargo, si es 1til para la direccién del vector de onda extraordinario,
dado por (2.62)). Los términos comunes definidos en las secciones anteriores se convierten en

N = n02 —nEQ

2 2

602 =Ne — 77/07702 ~ Te
[ =n,> — Nv* (2.132)
A? = 1T — 10,2 (ne? + No2) =~ n°T

Te = /(6,2 + NB%1,%)2 + no?(NByno — A)? = n.”,
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por lo que la direcciéon del vector de onda estara dada por

NoMNe

g~ (0, 2T, 1), (2.133)

concordando con la expresion obtenida en el primer capitulo usando teorfa electromagnética, aunque
cabe senalar que se us6 atn otra aproximacion en dichas ecuaciones, por lo que pareceria que la metodologia
a partir del modelo de Huygens pierde algo de informacion (que se hace evidente al realizar la aproximacion
paraxial).

Nuevamente, para ahondar un poco en la aproximaciéon paraxial debemos indicar la direccion del eje del
cristal. Estudiaremos los casos en los que el eje del cristal es cercano o igual a la normal en el punto de
incidencia, fi, y ortogonal o cercano a la ortogonalidad con respecto a la normal, i.e., paralelo a la superficie
refractiva. Se mostraré que el modelo concuerda con las formulas anteriores obtenidas en el capitulo anterior
(al menos ya sabemos que el vector de onda lo hara, pero falta demostrarlo para el rayo), al igual que con

las de [I5].

eje del cristal
eje del cristal

eje del cristal

(a) (b) ()

Figura 2.15: De izquierda a derecha: ejemplo de un eje del cristal casi ortogonal a la normal pero yaciendo en el
plano de incidencia, un eje del cristal casi ortogonal al plano de incidencia, y un eje del cristal cercano a ser paralelo
a la normal.

Eje del cristal ortogonal a la normal o cercano a la ortogonalidad

Si fijamos v << 1, tal que v ~ 0, que para un lente significaria que el eje del cristal es (casi) ortogonal a la
normal, obtenemos que
I'~ n02

A? = n.ny? (2.134)
O = Ne \/n02F2 — N(Ay +ny2n,0)? = neng,

con lo que se llega a algo similar a la ley de Snell para la direccion del vector de onda,

go ~ (0, nb;, 1) , (2.135)
y el rayo extraordinario
) —aNn,(nif;3 + ney) *7QN(7Z§Z€§””)
S. ~ — noni(ne? “V‘NaQ)gi — Nngnefy | = nri(nrszn—{yﬂ )9i _ %ﬁz’y , (2.136)
end nen? et o
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donde para el tltimo paso se utilizoé que a? = 1 — 2 — 52 ~ 1 — B2. Esta expresién es idéntica a la ((1.175)
encontrada en el primer capitulo y por lo tanto sabemos que obtendremos los mismos resultados de aqui en
adelante. Sin embargo, se volveran a deducir en los casos con 3 = 1, véase la fig.(2.154)),

0
Se~ | B0, — 2% |, (2.137)
1

es decir, el rayo refractado se mantendré en el plano de incidencia, y o &~ 1, véase la fig.([2.15h)),

_ Ny
2

No
Se~ [ 24, |, (2.138)
1

que para el ulitmo, su formula es muy similar a la del vector de onda, salvo por la componente que obliga a
que el rayo se escape del plano de incidencia, pero que sabemos, debido a sus términos N <1y v < 1, que
serd muy chica. Notese que si a = 1, el rayo se mantendré dentro del plano de incidencia.

Falta considerar la refracciéon de salida, que supondremos pasara a un medio con indice n;. Para ello vemos
primero que los términos comunes definidos en su férmula se convierten en

costh) = fne +yCe = B0 +

W= \/ne2 sin 29 + ny,2 cos 21 ~ n, (2.139)
Ac = /n2N sin2¢) + (Nycosth + ne2(e)? & nen,,

con lo que el rayo ordinario ficticio queda dado por

Na(B0i+v)
NeNo
~ | (Ro?82—nc’a®)6: | NB
Sof e + e |, (2.140)
1
y el rayo final
Na(B8i+7)
S £ R (n02ﬁ2—negg¢gs291‘ N B~ X (2141)
€ NeMi2 + NeNi2
1

De aqui se puede obtener que cuando § & 1, véase la fig.(2.15al),

0
Sef & | 12 p, + N (2.142)

Nengz nengz |7

que se mantiene en el plano de incidencia, y cuando a = 1, véase la fig.(2.15b|),

Ny
NeMNi2

Set ~ | Ze g, (2.143)

ni2 |7

1

el cual ya no se mantiene en el plano de incidencia, a menos que o = 1.
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Eje del cristal paralelo a la normal o cercano al paralelismo

Si se fija v ~ 1, i.e., con el eje del cristal paralelo a la normal o casi, véase la fig.(2.15d), se obtiene que
I' =~ n?, por lo que el vector de onda extraordinario se refracta igual que el ordinario, ya que

go ~ (0, "n—"l) : (2.144)

En cuanto al rayo extraordinario, primero necesitamos escribir los términos comunes que se convierten en

I~ n?

A? ~n? (2.145)
4

0e =~ N,
teniendo esto, su expresion se vuelve

alN

ne2 N

S, ~ nine g, — nﬁ . (2.146)

1

Para la refraccion de salida del rayo extraordinario, si consideramos que pasaré a un medio con indice n;s,

los términos comunes seran
cosy =1

TSR (2.147)
Ae ~ n025

con lo que la expresion del rayo ordinario ficticio seréa

Sof A~ nfei + NS , (2.148)

y el rayo final refractado
Na
NoNi2

Sef ~ | 2t g, 4 NE_ | (2.149)

MNoMi2 MNoMi2

2.5.2 Reflexion de rayos ordinarios

Al igual que se hizo en la seccién pasada, bajo la aproximacién paraxial obtendremos las férmulas de reflexiéon
dentro de un material birrefringente, haciendo hincapié en los mismos casos particulares. Como mencionamos
en la secciéon anterior, la aproximacion paraxial es inicamente valida para rayos cuyo angulo de incidencia,
0;, cumpla 0; << 1, tal que sinf; ~ 6; y 62 ~ 0. En el caso de las reflexiones vamos a distinguir a rayos
incidentes extraordinarios y ordinarios, por lo que 6; =60, 6 6, = 6,,.

De esta forma, dado un rayo ordinario
So=(0, 6; 1), (2.150)

tendremos que la reflexiéon ordinaria del rayo ordinario sera
Soro = Boro ~ (0, 01’7 _1) . (2151)

En cuanto a la reflexion extraordinaria de un rayo ordinario incidente, la aproximacion paraxial nuevamente
no es de mucha utilidad sin fijar la direccion del eje del cristal. Sin embargo, si es concluyente en la direccion
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del vector de onda. Los términos comunes a la reflexion extraordinaria quedan

N =n,2—n.?
002 = ne? — neny? ~ ne?

I'=n,2 — Ny? (2.152)
A? = 1T — % n,% (ne? + No2) ~ n°T
Lo = /(602 + NB2102)2 + 2 (N 1o + A)2 & .2,

con lo que la direccion del vector de onda es

gorez(o, VLo, —1). (2.153)

Ne

Para ahondar mas en el alcance de la aproximacion paraxial es necesario fijar la direccion del eje del cristal,
y estudiaremos los mismos casos que en la refraccién.

Eje del cristal ortogonal a la normal o cercanos a la ortogonalidad

Si fijamos v << 1, tal que v? ~ 0, que para un lente significaria que el eje del cristal es (casi) ortogonal a la
normal, obtenemos que

I ~n,?

A? = n.n,? (2.154)
Oer = Ne \/n02F2 - N(A’Y + n027705)2 ~ nenga

con lo que se llega a algo similar a la ley de Snell para la direccion del vector de onda (s6lo que en reversa)

Bore — (07 %927 _1) 5 (2155)
y un rayo
oF = O
Sore & | Maf 4 notNaZg | (2.156)
-1

Si atn escogemos S~ 1, a << 1y v << 1, es decir, con el eje del cristal yaciendo o cercano a yacer en el
plano de incidencia, el rayo del reflejo extraordinario quedara expresado como

0
Sore ~ | 220; + %} ) (2.157)
-1

que se puede apreciar que se mantendra en el plano de incidencia bajo este régimen. Si en cambio escogemos
arxl, f<<1lyvy<<l,ie., el eje del cristal cerca de ser ortogonal al plano de incidencia, el rayo reflejado
sera

Sore ~ | 220, | | (2.158)

que es idéntico al vector de onda, salvo por el término que lo obliga a salirse del plano. Sin embargo, dicho
término es la componente mas pequena, por uno o dos 6rdenes de magnitud debido a la N.
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Eje del cristal paralelo a la normal o cercano al paralelismo

Si se fija v & 1, i.e., con el eje del cristal paralelo a la normal o casi, véase la fig.(2.15d)), se obtiene que

2

'~ ne
A? ~n? (2.159)
Ser 2 m,
por lo que la direccién del vector de onda es
gOI‘e = (07 9i7 _1) 9 (2160)
mientras que el rayo sera
Na
ne?
Sore ~ | 2250, + M8 | . (2.161)
-1
2.5.3 Reflexion de rayos extraordinarios
Dado un rayo extraordinario incidente,
Se=(0, 6;, 1), (2.162)

con 6; << 1 no se puede concluir nada significativo, ni siquiera para la direccion del vector de onda, sin fijar
la direccion del eje del cristal.

Eje del cristal ortogonal a la normal o cercanos a la ortogonalidad

Si fijamos v << 1, tal que 2 ~ 0, que para un lente significaria que el eje del cristal es (casi) ortogonal a la
normal, obtenemos que los términos comunes se convierten en

costp = Bne + (e ~ B0 + v
0= \/ne2 sin 21 + n,2 cos 29 &~ n, (2.163)
Ae = /12N sin2¢ + (Nv cos ) +ne2(e)? = nen,

con lo que el rayo del reflejo ordinario es

MG;“FM

gero gone 5 NoMe
Sero = | Mero ~ (nenjé\:ﬂ )974 —+ ;Xﬁ:: . (2164)
Cero —1
Si escogiéramos aun 8 ~ 1, el rayo se convertiria en
0
Sero ~ | 220; + - |, (2.165)

que se queda contenido dentro del plano de incidencia, mientras que si se escoge a =~ 1

Sero ~ Be [ . (2166)
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Falta obtener la aproximacion para la reflexion extraordinaria, Sepre. Para ello primero debemos de calcular
los términos comunes,

N:n02 fneQ

2 2 2 2
50 =Ne” — Nollero ~ Te

I'=n,%— N’y2 ~ N2

A% =1 T = 0o e’ (ne? + No?) & ne?n,” (2.167)
Lor = V(062 + NB20er02)? + Nero2 (N B Nero + A)2 = 2
Ser = e/ N02T2 — N(AY + 1621er03)2 = nen,

con ellos, dicha reflexiéon tendra una direcciéon del vector de onda

0
Bere ~ %91 + JXTBJ , (2.168)
-1
y Sera un rayo
N~y Naf
No2  Meng Nero
2 2
Sere & | netlocy 4+ 252 ). (2.169)
-1
Si se fija B =~ 1, la reflexion extraordinaria estard dada por
0
2
Bere & | 2250, + 2 (2.170)
-1
0 0
Sere ~ ;Lfnore + 71:77} - 0; + 2711:)[;/ . (2171)
-1 -1
Mientras que si se fija a &~ 1, la reflexién extraordinaria sera
0
Bere ~ | 0i |, (2.172)
-1
y tendra un rayo
N~ N~
N2 No2
Sere ~ %Znero = 91 , (2173)
-1 -1

que es como si sufriera una reflexion comun, salvo por la componente ortogonal al plano del incidente, que
aunque pequena no puede despreciarse del todo.

Eje del cristal paralelo a la normal o cercano al paralelismo

Si se fija v & 1, i.e. con el eje del cristal paralelo a la normal o casi, véase la fig.(2.15¢)), los términos comunes
para la reflexion ordinarieﬂ se vuelven
cosy =1

A M, (2.174)

~ 2
Ae"-’noa

9Es importante no confundir la reflexién ordinario con la reflexién de un rayo ordinario. En general en las reflexiones se
tendran reflexiones ordinarias y extraordinarias, lo que variara es si el rayo incidente era ordinario o extraordinario.

69



con lo que

2
~ N
Sero & 7282 0; + Np

En cuanto a la reflexiéon extraordinaria, los términos comunes se vuelven

N =n,2—n,>

2 2 2 2
60 =MNe” — Nollero ~ Te

I =n,? — Ny’ ~n.?

2 2 2. 2, 2 2N 22
A% =1 T — 1" Nero” (Ne” + Na®) = ne"ny,

L., = \/(602 + N62776r02)2 + 7767~02(Nﬁ’7776»,»0 + A)2 =~ n62

5er = Ne \/n02F2 - N(A7 + no2neroﬂ)2 ~ nenga

por lo que la direccién de propagacion del frente de onda extraordinario seré

0
2
~ e N
8ere &~ Zoz i + TO/D; )
-1
y tendra un rayo
Na Na
ne? Ne?
2
~ No N _ 2N
Sere & ne Nero + rﬁ =10;+ no2
-1 1
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Capitulo 3

Trazo de rayos

En este capitulo se desarrollara el trazo de rayos en placas plano-paralelas y lentes que tengan por superficies
refractivas cuadricas de revolucién, aunque se hara énfasis en las lentes esféricas, en particular, para la
aproximacion paraxial y las matrices de transferencia y refraccion.

Se explicaran los sistemas coordenados cominmente utilizados para el trazo de rayos y los que seran utiliza-
dos, asi como se propone un algoritmo para el trazo de rayos utilizando, ya sea, las ecuaciones provenientes de
la teoria formal electromagnética o del método de Huygens, deducidas en los capitulos [I]y [2] respectivamente.
Sin embargo, se dara prioridad al ultimo ya que esta en términos del dngulo de incidencia.

Por dltimo se realizara la aproximacion paraxial para obtener las matrices de transferencia y refraccion y asi
obtener una expresion para los focos de varios tipos de lentes y discutir la correcciéon realizada al articulo de
Avendano y Rosete [I5] para las lentes plano convexas, al igual que el astigmatismo que pareciera inherente
a los rayos extraordinarios y que para las lentes plano convexas es dependiente de la orientacion de estas.

3.1 Preliminares

Para realizar el trazo de rayos es necesario introducir el concepto de punto conocido que es ampliamente
utilizado, al igual que se debe establecer las superficies refractivas que se estudiarén, que en nuestro caso son
cuadricas de revolucion, e.g. elipsoides, esferas, hiperboloides, entre otras.

3.1.1 Punto conocido

Primeramente, definiremos la ecuacién de un rayo, que geométricamente es representado por una recta, de
la forma

P(t) = Py + 18, (3.1)

donde S es el vector de direccion del rayo, i.e. los cosenos directores del rayo y t un parametro libre, anélogo
a la distancia recorrida. Dada una cuadrica como superficie refractiva, al plano tangente al vértice o polo de
dicha cuédrica se le denominaré plano frontal, y por comodidad, se escogera en el sistema local del punto
conocido, SLP, como z=0. Comtunmente se define al punto conocido como la intersecciéon del rayo incidente
S; con el plano frontal

(3.2)



Sin embargo, en el caso en el que el S; sea paralelo al plano frontal, es decir, S, = 0, el punto de interseccion
estara indefinido. Para evitar esta indefinicién, se puede definir como punto conocido al pie de la perpendic-
ular al rayo incidente trazada desde el origen de coordenadas, Pp. Véase la fig.(3.1). Por el dibujo anterior

plano frontal

Figura 3.1: Punto conocido al pie de la perpendicular al origen, que nombraremos Py

se puede ver que el vector P puede ser expresado de la siguiente forma
P, =P, +d =P, +dS;, (3.3)

como queremos el punto al pie de la perpendicular, sabemos que P, L d, por lo que se puede llegar a la
expresion de la distancia
P, d=0=d-(Po+d)=d*+d-P,

d? = d(x6Sz + Yo Sy + 205:)
PP, =d=1 =12,5; + YoSy + 25 (3.4)

Habiendo determinado este parametro, solo resta sustituirlo en las expresiones de (3.1]) para obtener el punto
conocido. La nueva ecuaciéon del rayo resulta

P(t) = P, +1S; (3.5)

3.1.2 Punto de interseccion

En este trabajo se utilizan como superficies de refracciéon las lentes cuadricas y planos, que pueden ser
expresados de forma general con una misma ecuaciéon, pero utilizando dos parametros: la excentricidad, e, y
el radio de curvatura, R. A partir de la definicién de una cuadrica, como el lugar geométrico de los puntos
P tales que su distancia al punto fijo ' (foco) y a la recta/plano £, llamada directriz, tienen una razon fija
e, excentricidad, obtenemos

d(P,F) =e-d(P,¢) (3.6)

Para una cuadrica cuyo vértice se encuentre en el eje z y éste mismo sea uno de sus ejes principales, se puede
dejar como paradmetros libres A y B con la finalidad de imponer como condicién que el vértice o polo se
encuentre justo en el origen, véase la fig.(3.2)). La ecuacion (3.6) queda

Va2 + 2+ (z—A2=e-|z— B| (3.7)
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Figura 3.2: Definicién general de una cuadrica, a partir de la distancia a un punto F, foco, y a un plano/recta ¢,
directriz.

y con un poco de algebra se llega a la expresion
(1—eH? + 22 +y* —22(A - B)+ A? —e*B? = 0. (3.8)

Para imponer que el vértice o polo de la cuddrica se encuentre en el origen, sélo se necesita que el origen
cumpla con la ecuaciéon (3.8), ya que al ser el eje Z su eje principal o de simetria, el o los vértices de las
cuédricas serén los tnicos puntos en dicho eje. Dando como condicién

A = Be, (3.9)
y reconociendo de la ﬁg. que la expresion A — B es denotada en la literatura como p obtenemos
(1—e)22 + a2 +y* —2p2z =0, (3.10)
donde e b P a.11)
e—1’ e—1" '

Geométricamente, p serfa analogo al radio de curvatura (es idéntico en el caso de la esfera e = 0), R, y
para dar mas intuicién, en el caso especifico de la parabola, p es el doble de la distancia del vértice al foco.
Reconociendo esto y renombrando K = —e? como la constante conica, se llega a

1
(K +1)2% + 2% + yQ]E —22=0. (3.12)

Puede verse que con la ecuacion ([3.12) se puede rescatar inclusive el caso del plano = 0, donde R — oo.
Véase la fig.(3.3). Una vez expresada la superficie de refraccion, para encontrar el punto de interseccion sblo
resta sustituir en la ecuacion (3.12)) la ecuacion del rayo a partir del punto conocido (3.5)), obteniendo

(zp +1S:)% + (yp +15,)* + (2 + 15.)?(1 + K) — 2R(z, + tS.) = 0, (3.13)
(1+ KSHt? + 2[5, + ypSy + 2p5:(1 + K) — RSt + x) + y2 + 22 (1 + K) — 2Rz, =0
(1+ KS2)t* 4+ 2[Py, - S; + K2,5. — RS.Jt + P} + (Kz, — 2R)z, = 0,
y recordando que por construcciéon Py - S; =0
at?> + bt +¢ =0, (3.14)

donde
a=1+KS2, b=2Kz —R)S., c=D,+ (Kz—2R)z,

la cual puede ser resuelta de forma analitica para t. En caso de tener méas de una interseccion, Pr(t})’s,
habra de escogerse la que corresponda a la t* cuyo valor absoluto sea el menor.
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Figura 3.3: Corte con el plano YZ: cuadricas con distintas excentricidades y radios de curvatura.

3.2 Sistemas coordenados

En este trabajo se utilizaran distintos sistemas coordenados, uno global para todo el sistema de lentes, y los
demaés, locales.

3.2.1 Sistema global, SG

Para distinguir a este sistema coordenado, se utilizaran variables y coordenadas primadas. El sistema global
tendré al eje Z’ paralelo al eje 6ptico, mientras que los ejes Y’ y X’ se dajaran libres debido a que solo se
manejaran superficies de revolucién con respecto al eje éptico.

Dada una direccion del eje del cristal global A’, esta se puede expresar en términos de un angulo polar, i.e.,
el angulo de éste con respecto al eje optico, y un dngulo azimutal, véase la fig. (3.4al). De esta forma el eje
del cristal se podré expresar como

o sin®’ cos ¢’
A= |3 =[sindsiny (3.15)
' cos v’

3.2.2 Sistema local del punto conocido, SLP

Es un sistema trasladado al vértice o polo de la superficie de refraccién en cuestion, utilizado para expresar
el punto conocido, y sélo es una traslacion. Este es comtinmente usado para el anélisis de las aberraciones.
Para diferenciar las coordenadas en este sistema de las otras, usaremos coordenadas doblemente primadas.

Veéase la fig.(3.1).

3.2.3 Sistema local rotado, SLR

Se encontrara centrado en el punto de interseccion del rayo con la lente y rotado de tal forma que el plano YZ
sea el plano de incidencia. FEl eje Z sera paralelo a la normal a la superficie, 1, en el punto de interseccion,
y cuya proyeccion con respecto al rayo incidente sea positiva. Mientras que para el eje Y se escogeré el
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ortogonal cuya proyeccion con respecto al rayo también sea positiva. Con la restriccion de las proyecciones
se asegura que los ejes coordenados estén orientados en la direccion de propagacion del rayo y tengan valores
positivos. Una vez determinados los ejes Y y Z, el eje X se escogera de tal forma que se tenga un sistema
derecho.

Para realizar esto es necesario encontrar primero el punto de interseccién del rayo incidente S; con la superficie
refractante. En nuestro caso s6lo consideraremos cuédricas de revolucién. Una vez encontrado el punto de
interseccion, es necesario realizar la rotacion del sistema coordenado bajo la convencién antes mencionada,
en forma resumida:

.Sy
- Si|

=33

7 =

X=9x2, (3.16)

=33

A=sgn(h-S;)n, y= |

| 1Si — (n- S;)z||’

dénde sgn() es la funcion signo. Para distinguir las coordenadas en este sistema de los demas, se utilizaran
(&,m,¢). Con esto conseguimos que el rayo incidente S; sea de la forma

Si = (O, MNisy Cz) . (317)

En caso de incidencia normal, por lo discutido en los capitulos anteriores, el rayo extraordinario siempre
quedara contenido en el plano definido por el eje del cristal y la normal, por lo que puede utilizarse este
plano para definir el eje Y. Sin embargo, para computo numérico pueden privilegiarse las direcciones de las
coordenadas globales (corrigiéndolas tan solo por el nuevo eje Z). Véase la ﬁg..

Los dos vectores primordiales para realizar esta rotacién son el vector normal a la superficie y el vector de
direccién del rayo incidente. Para obtener el primero se puede simplemente sacar el gradiente de la ecuacién
(13.12)), y como queremos soélo la direcciéon obtenemos

1
n= Z(m,y, (K+1)z—R), (3.18)
donde
A=+/22+y2+[(K + 1)z — R]2. (3.19)
Es facil ver que en el caso en que R — 0o, la normal se convierte en i = —(0,0, 1), que como esperabamos,

coincide con la normal a un plano.

Y 1

(a) (b)

Figura 3.4: (a) Disposicién global del eje del cristal A’, (b) relacién entre el sistema coordenado local y global.
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3.3 Resumen de férmulas: utilizando las superficies normales

En esta seccion presentamos un resumen de las formulas de refraccion en materiales uniaxiales, formulas que
se encuentran en el sistema de referencia local rotado, SLR, descrito en la secciéon pasada, Eje del cristal

@
A=|p3]. (3.20)
Y
Refraccion
Rayo incidente
&
Si = ni | - (321)
G
Rayo ordinario y direccién de vector de onda ordinario
0
2 ne,
So=8o= || = ne | (3.22)
Co V1= ()
Vector de onda ordinario
0
Kk, = “’ZO o | - (3.23)
Co
Definiendo
N =n,2—n? (3:24)
' =n,2 — N~% (3.25)
Vector de onda extraordinario wnin;
key = C -, (3.26)
Nii o Fe2 i2i2N2_F
kezzg niniBy + o/ Tnc? + n2n?ING ], (3.27)
c T
0
ke = | key | - (3.28)
kez

Rayo extraordinario
o’ke — N(ke - A)A
Se = —— ke A)JA (3.29)
itk — (nh—nh)(A k)2

(&

Reflexion

Rayo incidente
&
Si=1|n]. (3.30)
Gi
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Reflexion ordinaria

0
for Mn,
Sor =8or = | Nor | = o 3
Cor _J1- (M)
Vector de onda de la reflexion extraordinaria
wnzn,
ke’l'y = C )
b - gNnimey+no\/Fn62 +n2n2[NB? — T
erz — c 1—\ b)
0
ker = keTy
kerz

Rayo de la reflexion extraordinaria
No’ker — N(Ker - A)A

Ser = .
Vngker® — (0§ — nf)(A - ker)?

3.4 Resumen de formulas: Modelo de Huygens

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

En esta seccion presentamos un resumen de las formulas de refraccion en materiales uniaxiales, formulas
que se encuentran en el sistema de referencia local rotado, SLR, descrito en la seccién pasada, en el cual
las férmulas de refraccion se simplifican. Si se desean ver las féormulas de refraccién menos restringidas en

cuanto al sistema de referencia véase el apéndicdD]

Refraccion de entrada

Rayo ordinario

0
2 ne,
1
So =T | = o 3
Co 1 (M>
No
Definiendo
N =n,% —n.?,
5,2 =n.? — ”0277027
I'= TL02 - N727

AQ — ng?r _ no27702(ne2 + Na2),
5e = Ne \/n02F2 — N(AYy + no2n,8)2,
Lo = /(002 + NB%12)% + 102 (N By, — A)>2.

Rayo extraordinario

&e 1 _aN(nO2B770 + A'V)
Se = | Ne = (57 n02(n62 + Nag)no - NAB’Y
Ce € T'A
Direccién del vector de onda extraordinario
1

gezi

7

(Oa (N By — A), (86 + N527702)) .



Refraccion de salida
Definiendo
costh = (Se - A),
1= /ne2sin 24 + ny2 cos 21,
A, = /N2 Nsin2¢) 4+ (Nvycosth + ne2Ce)?.

Rayo ordinario ficticio

Eof 1 Nacosy
Sor = Nof | = n 77‘6277@ +Np cos 1
Cof okt Ae
Rayo final
n‘o gof
&e i
! N2 nof

Sef =\ MNef | =
Cof \/1 _ (M) 2

ni2

Reflexion de un rayo ordinario

Reflexion ordinaria
Soro == (07 Mo _Co) .
Definiendo

Oor = Ne \/n02F2 — N(Av — ny3n,0)2,
Ter = V(6,2 + NBno?)2 + 0o (NByn, + A)2,

Rayo de la reflexién extraordinaria

fore 1 OZN('YA - noﬂno)
Sore = | ore | = 5 no*(ne? + Na?)n, + NAyS
COT‘S er _FA
Direccién del vector de onda de la reflexion extraordinaria
1
Bore = r (Oa nO(NB’W/]O + A)’ _(502 + NﬂTIOZ)?) .

er

Reflexion de un rayo extraordinario

Rayo de la reflexion ordinaria

Eero 1 Nacosy
Sero = | Nero | = n62776 + Nﬂ Cos w
Cero Mol _Ae
Rayo de la reflexion extraordinaria
fere 1 NO[(’)/A - nOQﬁnero)
Sere = | Nere | = 57 n02(n62 + Na2)7]ero + NA’YB
Cere er *FA

Direccion del vector de onda de la reflexion extraordinaria
1

Lere = Ter (

En donde se utiliza al rayo Sero para las definiciones de la formula.
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(3.45)
(3.46)
(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)



3.5 Aproximacion paraxial: matrices de transferencia y refraccion
en lentes esféricas/placas planas

La aproximacion paraxial es muy util ya que puede ser utilizada para obtener los focos de una lente y
describir a grandes rasgos el comportamiento de un sistema Optico. En esta secciéon se recuperaran las
formulas para lentes derivadas en [I5], asi como se indicara una correccion a la misma. La aproximacion
paraxial es inicamente valida para rayos cercanos al eje 6ptico y/o que forman un angulo pequefio con éste,
en otras palabras, que su dngulo de incidencia cumpla ; << 1, tal que sinf; ~ 6; y 62 ~ 0, al igual que
el angulo entre la normal en el punto de incidencia con respecto al eje 6ptico, que llamaremos ¢, véase la
ﬁg.7 debera cumplir que ¢ << 1y sing ~ ¢ y $> ~ 0. Entonces los rayos incidentes seran de la forma

Si = gi — (07 eia 1) ’ (358)
por lo que los rayos ordinarios refractados seran

So=80=(0, 7%0; 1). (3.59)

No

Sin embargo, como se ha visto tanto en el primer capitulo, como en el segundo, la refraccion de los rayos ex-
traordinarios es mucho més compleja, empezando por no mantenerse siempre dentro del plano de incidencia,
asi como por su dependencia con respecto a la orientacion relativa del eje del cristal. Esto obliga a analizar
por separado ciertos casos especificos en los que se asegure que el rayo se mantenga en dicho plano para
poder utilizar las herramientas comunes de trazo de rayos, e.g., matrices de refraccion y de transferencia de
2 x 2.

(a) (b) ()

Figura 3.5: (a) El angulo ¢ se definird como el 4ngulo entre el eje 6ptico y la normal al punto de incidencia, (b)
se escogerd un eje del cristal yaciendo en el plano X’Z’, haciendo un angulo ¥ con el eje 6ptico de la lente, (c) los
planos de incidencia que contienen al eje 6ptico de la lente se pueden caracterizar por el d&ngulo ¢ con respecto al
plano X' Z’.

En esta seccion utilizaremos las formulas de refraccion derivadas del modelo de Huygens para la aproximacion
paraxial, y resumidas en la seccion anterior. De igual forma, se utilizara la convencion de que el eje del cristal,
A’ yace en el plano X'Z’, tal como se ve en la fig.(3.5b)), i.e. ¢ =0, por lo que (3.15)), tendra coordenadas

A’ = (sind, 0, cosd) (3.60)

donde 9 es el &ngulo con respecto al eje 6ptico de la lente. Locélmente, como en esta secciéon s6lo estudiaremos
rayos que se propaguen en planos principales, i.e., planos que contengan al eje 6ptico de la lente, utilizaremos

79



¢ (sin prima) para denotar el angulo entre el plano de incidencia y el plano global XY, tal como se ve en
la fig.(3.5¢c|). De esta forma, la direccion del eje del cristal en el SLR sera para superficies convexas

— sin psin
A = | cos¥sin ¢ + cos ¢ cos psind | , (3.61)
cos ¥ cos ¢ — sin ¢ cos psin ¥

y para concavas
sin @ sin ¢
A = | cos¥sin¢g — cos¢pcospsind |, (3.62)
cos ¥ cos ¢ + sin ¢ cos p sin ¥

donde ¢ es el angulo que harfa la normal en el punto de incidencia con respecto al eje dptico, como en la
fig.(3.4b)), véase la deduccién en el apéndice

3.5.1 Eje del cristal paralelo al eje 6ptico de la lente

Para este caso ¢ = 0, como se puede apreciar en la fig.(3.6)), por lo que la orientacion global del eje del cristal
es

A= (0, 0, 1) (3.63)

y la direccion local, segin (3.61), es
A= (0, sing, cose). (3.64)

Bajo la aproximacion paraxial, tenemos que no solo 6; << 1, sino que ¢ << 1, siendo ¢ el angulo de la
normal en el punto de incidencia con respecto al eje optico, tales que 67 ~ ¢ =~ 0, por lo que el la direcciéon
del eje del cristal queda definida como

A=(0, ¢1, 1). (3.65)
Esto lo podemos identificar con (2.146)), y obtener entonces que dado un rayo incidente
Si ~ (O, 01‘1, 1) s (366)

que viene de un medio con indice ny, el rayo extraordinario quedara definido por

0
nNiNo

Sel ~ .2 91‘1 — %62(,251 . (367)
1

Mientras que para la refraccion de salida, si pensamos que el rayo extraordinario incidente, que serd S¢; =
(0,0;2,1), véase la fig.(), pasara a un medio con indice ns, y que el eje del cristal se puede expresar

A= (O, o2, 1), (3.68)
se obtiene que el rayo extraordinario refractado final, expresado en (2.149)), se convierte en

0
Se2 ~ n82 92‘2 + nj\ilz ¢2 . (369)
1

Nomn2
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Figura 3.6: Diagrama de la disposicion del eje del cristal con respecto al plano de los rayos incidentes.

Figura 3.7: Diagrama para las matrices de transferencia.

Matrices de refracciéon y transferencia

La fig.(3.7)) ilustra las relaciones entre los d4ngulos que comtunmente se definen para las matrices de transfer-

encia y refraccion, que denotaremos con la letra u, estos d&ngulos son el angulo entre el eje 6ptico del sistema,

y sus respectivos rayos. Para la primer refraccion, las relaciones entre los dngulos son
Oi1 = uin + ¢1

(3.70)
01 = up1 + @1.

De igual forma, definiremos las "alturas", i.e. la lejania del rayo con respecto del eje 6ptico a una cierta z’;
para ellas se tienen las relaciones
Yi1 = Yi1- (3.71)

Entonces, segin la formula de refracciéon antes encontrada, tenemos
n1Ne N

01 = ﬁl% - F(bl’ (3.72)

(& €
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en la que al sustituir las relaciones entre los angulos y hacer un poco de élgebra encontramos que

2
1 +un = %(uﬂ +¢1) + ¢1 — ZOQ ¢1,
) e e (3.73)

U = N1 + ¢1(ng — no),

Te

No
y al utilizar

¢ ~singy = %, (3.74)

donde R; es el radio de curvatura de la primer interfase, se llega a la expresion final

2

T;;O Upl = N1Uj1 — noﬁ%lnlym (3.75)
la cual lleva al sistema siguiente,
(5 P
Yt1 0 1 yir )’
siendo la matriz de refraccion .
Rl = ((1) _11%) . (3.77)

La diferencia entre y;1 y y;2 esta dada, bajo cierta aproximacion, por u¢ - t, donde t es el grosor de la lente.

Esto altimo nos lleva a
ouiz | _ (1 0) [y (3.78)
Mo t 1 ? *
Yi2 ne? Y1

dénde la matriz de transferencia sera
1 0
Tl = (t 1) . (3.79)

ne2

En cuanto a la segunda interfase de la lente, tenemos las relaciones

i = ¢2 — U2

) (3.80)
Or2 = g2 — us2
las cuales llevan, segin la refracciéon de salida que obtuvimos, a
2
n N
010 = ——0;2 + P2,
NeNng NeNo
2 2
n ne” + N
—Ugp = ———Ujz + — — P2, (3.81)
NeNg NeNno
ne> Ng — Na
Uz = Uj2 — )
o2 na
y como
Yi2
- 3.82
¢2 R2 ) ( )

donde Rs es el radio de curvatura de la segunda interfase. La refraccion quedara expresada entonces como

no—n n.2
(”2“t2> _ (1 RQ> e Ui2 (3.83)
Yi2 0 1 Yio )’ '
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con una matriz de refraccion
1 __NnN2—No
Rl = (0 I ) . (3.84)

Finalmente, la matriz que representa a la lente completa, que llamaremos M, sera la multiplicacion (orde-
nadamente) de las tres matrices antes encontradas, i.e.

v ) L6 F) e
que lleva a
= (1 ~ 2eplt -D| - D)+ ;LZ|2D'1DL't> | (3.56)
s 1— Dyt
en donde definimos
pl =" };”1 pl="2 };‘” (3.87)

Limite de la lente infinitamente delgada

Si se supone una lente infinitamente delgada, i.e. ¢t ~ 0, la matriz de la lente se reduce a

I pl
M~ <1 ~Dj - Dg) , (3.88)

0 1

que se relaciona con la distancia focal, la cual si suponemos que n; = ng = n;, es decir, estd inmersa en un
s6lo medio, se convierte en

1 No — N 1 1

fe g 1 2

que es justamente la misma férmula que para un rayo en un material isotrépico, y en el caso de un bir-
refringente uniaxial, es la misma férmula que para los rayos ordinarios, i.e. fe“ = f,, al igual que no hay
astigmatismo extraordinario, ya que el eje del cristal bajo esta "iluminacién" siempre esta contenido en el

plano de incidencia. Véase la fig.(3.8).

Figura 3.8: Diagrama de distancias focales, bajo la aproximacion de lente infinitamente delgada, para una lente cuyo
eje del cristal es paralelo al eje 6ptico de la misma.
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Placas planas

Para hacer el analisis en placas planas, sélo hace falta utilizar el limite cuando Ry — oo y Ry — 00, con
esto, la matriz de transferencia del sistema se vuelve,

1 0
M|:<th 1), (3.90)

Nal2 | n1Us
( Yi2 > B (nzgl Ui1t+yi1> ’ (3:91)

entonces, para una placa plana sumergida en el mismo medio, n; = ny = n;, se tendra

U2 Uq1
<yt2) ( el Uy yil) (3:92)

3.5.2 Eje del cristal ortogonal al eje 6ptico de la lente pero yaciendo en el plano
de incidencia

con lo que se llega al sistema

En [I5] es para este caso donde se encuentra el error: al momento de aproximar al eje del cristal localmente
habia un cambio de signo en una de las componentes, esto levaba a la prediccion de tres focos, dos focos
extraordinarios y uno ordinario, un comportamiento que no era observado experimentalmente.

A este plano escogido, que lo llamaremos meridional, le corresponden ¥ = 90° y ¢ = 0, como se puede
apreciar en la fig.(3.9), por lo que la orientaciéon local del eje del cristal es

A=(0, cosp, —sing)~ (0, 1,—¢1), (3.93)
por lo que le corresponde la formula (2.137), i.e.
0

Se1 = | T + %z% . (3.94)
1

Mientras que para la refraccion de salida, véase la fig.(3.9), la direccion del eje del cristal sera
A~ (0, -1, ¢) (3.95)

por lo que el rayo extraordinrio al refractarse se convertira en, pensando que pasa a un medio isotrépico con
indice no
0
2
~ N
Se2 & | -y — P2 | - (3.96)

Matrices de refracciéon y transferencia

La fig.(3.7) es de utilidad para seguir la deducciéon de las matrices de refraccion y transferencia, la cual se
realizaré de forma anéloga al caso anterior. Tenemos que en la refraccion de entrada se cumple

n;n N
77; ; Oi1 + nfo2¢1 (3.97)

o

atl =
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n; n

at ne n;

Figura 3.9: Diagrama de la disposicion del eje del cristal con respecto al plano de los rayos incidentes.

que al utilizar las relaciones de (3.70) y (3.74) llevan, después de un poco de algebra, a

ny2 _Me—ny .
(5)-6 ) ()
Y1 Yi1

1 _Ne—my
R = (0 1R ) : (3.99)

Mientras que la matriz de transferencia sera

1 0
T+ = (n ; 1) . (3.100)

N2

es decir, a una matriz de refraccién

En cuanto a la refraccion de salida, las relaciones (3.80) y (3.82) siguen siendo validas, y teniendo en mente
la refraccién de salida

N> N
Or = ——0 — P2, (3.101)
NeN2 NeN2
se puede llegar a
) _ (1 =2 (50 3102
Yi2 0 1 yio )’
donde la matriz de refraccion es
1 __na2—ne
Ry = (o f > . (3.103)

Con estas matrices calculadas, se puede obtener la matriz que describe al sistema completo

1 — ne DJ_t _DJ_ _ DJ_ Ne DJ_DJ_t
Mt = ( 7;;;22 ! ! 1_2 :e;ajt 12 ) (3.104)
donde
Te — N1 1 Ny — Ne
Di = Dy = — 3.105
R . s (3105)
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Limite de la lente infinitamente delgada

Si se supone una lente infinitamente delgada, i.e. ¢ =~ 0, la matriz de la lente se reduce a

ol Pl
MlzG) D11 D?), (3.106)

que se relaciona con la distancia focal, la cual si suponemos que n; = ny = n;, es decir, esta inmersa en un

s6lo medio, se convierte en
1 Ne—n; [ 1 1
—_— = —_— ——, 3.107

fe n <R1 Rz) (3.107)
que es justamente la misma férmula que para un rayo en un material isotropico, pero utilizando el indice
extraordinario. La fig.(3.11)) ejemplifica este caso.

Placas planas

Para hacer el analisis en placas planas, s6lo hace falta utilizar el limite cuando R; — oo y Re — c0, con
esto, la matriz de transferencia del sistema se vuelve,

1 0
M = <ne 1>, (3.108)
ng
y el sistema se convierte en
NoUg2 | N1t
< Ye2 ) B <n;glui1t+yil) ' (3.109)

Para una placa plana sumergida en el mismo medio, ny = ny = n;, se tendra
U2 Uil
= non, . 3.110
(%2) (n%“ u;t + yil) ( )

3.5.3 Eje del cristal ortogonal tanto al eje 6ptico de la lente como al plano de
incidencia

A este plano, al que se le nombrara sagital, le corresponden ¥ = 90° y ¢ = 90°, como se puede apreciar en
la fig.(3.10)), por lo que la orientacion global del eje del cristal es

A=(-1, 0, 0) (3.111)
por lo que le corresponde la férmula (2.138)), i.e.,

0
Se~ | 20 | . (3.112)

1

Mientras que para la refraccion de salida, véase la fig.(3.10)), la direccion del eje del cristal sera

A~(1, 0, 0), (3.113)
por lo que el rayo final quedara
0
Sef ~ | n2biz | . (3.114)
1
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Figura 3.10: Diagrama de la disposicién del eje del cristal con respecto al plano de los rayos incidentes.

Matrices de refracciéon y transferencia

La fig.(3.7) es de utilidad para seguir la deducciéon de las matrices de refraccion y transferencia, la cual se
realizara de forma analoga a los casos anteriores. Tenemos que en la refraccion de entrada, para este caso,
se cumple

O = 20,1 (3.115)
n

€
Al utilizar las relaciones de (3.70) y (3.74]) se llega a

Neltl 1 =2\ (njug
_ , 3.116
( Yt1 ) (0 1 ) ( Yil ) ( )

es decir, a una matriz de refraccion
1 _nNe—ni
Ry = (0 ff > . (3.117)

Mientras que la matriz de transferencia sera, analogamente a lo hecho para el primer caso, cambiando
unicamente el factor que multiplica a ¢ (este depende de la matriz de refraccion de cada caso),

1 0
T = (nlf 1). (3.118)

Para la refraccion de salida, se utilizan las relaciones (3.80) y (3.82)) en conjunto con la ecuacién para la
refraccion de salida n
O = —0;9, (3.119)
na

para llegar a la matriz de refraccion

1 __n2—ne
RS = (0 f > . (3.120)

Entonces, la matriz que describa a la lente completa sera la multiplicacién de las tres matrices anteriores, y
esta sera

1 no _NO _ NG 1 noO NG
M®( _qult Dy DvatéDlth), (3.121)
n—et 1—n—eD1t
en donde
Ne — N Ny — Ne
DO — Do — = "¢ 3.122
1 Rl 2 RQ ( )
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Limite de la lente infinitamente delgada

Si se supone una lente infinitamente delgada, i.e. ¢ =~ 0, la matriz de la lente se reduce a

1O _ o
MG;U(}) D11 D2>, (3.123)

que se relaciona con la distancia focal, la cual si suponemos que ny; = ng = n;, es decir, esta inmersa en un

s6lo medio, se convierte en

1 ne—n; (1 1

—®:¥ — -], (3.124)
fe n; Ry R

que es justamente la misma férmula que para el caso anterior. Sin embargo, se puede ver que si no se

realiza esta aproximacion, intrinsecamente los rayos que se propaguen en los planos meridional y sagital

se enfocaran en puntos distintos, originando un astigmatismo para los rayos extraordinarios. La fig.(3.11)
ilustra este caso.

Figura 3.11: Diagrama de distancias focales, bajo la aproximacion de lente infinitamente delgada, para una lente
cuyo eje del cristal es ortogonal al eje 6ptico, se usan lineas solidas para los rayos ordinarios y lineas punteadas para
los extraordinarios.

Placas planas

Para hacer el analisis en placas planas, s6lo hace falta utilizar el limite cuando R; — oo y Rs — o0, con
esto, la matriz de transferencia del sistema se vuelve,

1 0
M® = <1t 1), (3.125)

y el sistema se convierte en

naUt2 n1Ui1
—( . 3.126
( Y2 ) (ne Uit + yi1> ( )

Para una placa plana sumergida en el mismo medio, ny = ny = n;, se tendra

U2\ _ Uil
(yw) B (:Luzt + ym) ’ (3.127)
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Capitulo 4

Calculos numéricos y ejemplos

4.1 Ortogonalidad entre las polarizaciones de los rayos ordinario y
extraordinario: calcita y cuarzo

Utilizando las expresiones derivadas para las polarizaciones de los rayos ordinarios y extraordinarios refrac-
tados en los materiales birrefringentes en la seccion [1.7.4] se procedié a hacer una simulacién numeérica de la
desviacion de la ortogonalidad entre las polarizaciones de los rayos ordinarios y extraordinarios del campo
de desplazamiento eléctrico, D.j, y eléctrico, E.

La calcita dada su gran birrefringencia, es decir, a su gran diferencia entre los indices ordinario y extraordi-
nario, |An ~ 0.17| para A = 589nm, es un buen candidato para mostrar la desviacion de la ortogonalidad,
mientras que el cuarzo, |[An =~ 0.009], no. A partir de , definimos el dngulo de desviacion de la
ortogonalidad de los campos D como

op =

\/1 — (8e - A)2\/1 — (80" A)2

90° — arccos ( (ge - A)[A - (e X 80)] ) ‘ (4.1)

donde el eje del cristal es A = (a, 3,7).

Se decidi6 graficar este angulo de desviacion para el caso especifico en el que el eje del cristal yace paralelo
a la superficie de refraccion, i.e., A = (sinp, cos ¢, 0), donde ¢ es el dngulo entre el eje del cristal y el plano
de incidencia. Se muestra la desviacion en funcion del dngulo ¢ y del dngulo de incidencia 6; para rayos
provenientes del aire, para calcita ﬁg. y para cuarzo ﬁg.. Para este caso el angulo de desviacion
en la calcita es mucho mayor que en el cuarzo, ya que el &ngulo de desviaciéon méxima para la calcita fue de
dp = 1.681°, mientras que para el cuarzo fue de dp = 0.091°.

En cuanto a la desviacién para los campos eléctricos, dp, véase las figs.(4.1d) y (4.1d),es apreciable la
diferencia en la calcita con respecto a dp, mientras que en el cuarzo no. Esto ultimo se debe a la poca
birrefringencia del cuarzo, ya que habréa que recordar (1.159))

cosfp = cos9p . (4.2)

Ve a7+ (2) 0 - (e AP

nos da la relacién entre los d&ngulos de los campos E y los campos D, y el término de la raiz es cercano a uno
cuando los indices ordinario y extraordinario no tienen una diferencia grande. De igual forma, se aprecia un
comportamiento distinto entre la calcita, que es un cristal negativo y g < dp, y el cuarzo, que es positivo
y 0 > 0p.
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Figura 4.1: Angulo de desviacién de la ortogonalidad de: (a) y (b) dp = |90° — 0p|, (c) ¥ (d) & = |90° — Ox|,
para los rayos provenientes de una refracciéon con un angulo de incidencia 0;, el eje del cristal paralelo a la superficie

y haciendo un angulo ¢ con el plano de incidencia. (a) y (¢) Calcita: n, = 1.658, ne = 1.486; (b) y (d) cuarzo:
no = 1.544, n. = 1.553, para A = 589nm.
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Finalmente se graficdé en angulo de desviacion para el caso de interfases esféricas aire-calcita y aire-cuarzo
con rayos colimados paralelos al eje 6ptico de la interfaz y con eje del cristal siendo ortogonal al eje 6ptico de
la interfaz y yaciendo en el plano horizontal, i.e. ¢ = 0° (6 ¢ = 180°), tal y como se muestra en la fig.(4.2al).

(a) (b) ()

Figura 4.2: (a) Imagen de los rayos colimados paralelos al eje 6ptico de la interfase y la disposicion del eje del cristal,
(b) muestra la correspondencia entre el angulo de incidencia, 6;, y el angulo ¢, (c) es un diagrama completo del plano
de incidencia.

Se utilizaron variables adimensionales definidas de la forma

2\ 2 Y 2
r_ v 7 4.3
(&) (%) =
dénde R es el radio de curvatura de la lente. Es facil ver que ésta nueva variable definida asi se puede

relacionar con el angulo que hace la normal en el punto de incidencia con respecto al eje 6ptico, que nom-
braremos ¢, que a su vez es igual al &ngulo de incidencia para el caso de rayos colimados paralelos a él, véase

las figs.(4.2b)) y (4.2¢)). Por lo tanto,

sing =sinf, = ¥————=r (4.4)

que va desde cero, en el vértice, hasta 1 en los limites del borde de la superficie. Se encontré que no es
dependiente del signo de R, por lo que el comportamiento es valido para toda interfase convexa o concava
(solo reescalando).

Como se esperaba, los rayos ordinario y extraordinario, ya sean meridionales o sagitales, tienen polarizaciones
ortogonales, y conforme se vuelven oblicuos estas dejan de serlo. Para la calcita se tuvo una desviacion
méxima de dp = 2.02° cercano a ¢ = 45°, por lo que es un gran candidato para medir experimentalmente
esta desviacion de la ortogonalidad, véase las figs. y . Como se predijo utilizando la aproximacién
paraxial en la secciéon [[.823] la desviacion para este ejemplo es mayor que para el caso con el eje del cristal
yaciendo en la superficie de refraccion, indicando que existe una mayor dependencia en la componente normal
a la interfase, .

Nuevamente la diferencia entre ég y dp no es apreciable para el cuarzo, sin embargo, para la calicta si, las
figs. (4.3c) y (4.3d]) muestran la desviacion de los campos eléctricos.

Se podria pensar falsamente que ambas figuras presentan tan s6lo un escalamiento constante entre si, sin
embargo, existe una dependencia tanto en ¢ como en ¢, por ello se decidi6 graficar el cociente entre las
desviaciones, véase las ﬁgs. y . Se puede apreciar el comportamiento caracteristico de cada tipo
de cristal uniaxial, para la calcita el cociente es mayor que uno, mientras que para el cuarzo es menor.
Igualmente se aprecia que para ¢ chicos, el cociente se hace mas constante y se acerca al valor n2/n?,
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Figura 4.3: (a) y (b) muestran el angulo de desviacién de la ortogonalidad, 6p = [90° — 0p|, dentro del material,
para superficies convexas iluminadas por luz colimada paralela al eje 6ptico de la lente, la vista es de frente a la lente,
(¢) y (d) muestran para el mismo caso la desviacion de la ortogonalidad de los campos eléctricos, g = |90° —0g|. (a)
y (c) Calcita: n, = 1.658, n. = 1.486, para A = 589nm; (b) y (c) cuarzo: n, = 1.544, n. = 1.553, para A = 589nm.

92



127 0.992

— 60[2] — 600
126+ — 40[9] 4 — 409
— 2009 0.991 — 200
125)
0.990
124f
= 123 = 0989}
s =
122
0.988
121
0.987
120
1.19 I 1 . 1 L . L 0.986 I I . I . L .
0 50 100 150 200 250 300 350 0 50 100 150 200 250 300 350
o o
el el

(a) Cuarzo: no, = 1.544, n. = 1.553, para A = 589nm. (b) Cuarzo: n, = 1.544, n. = 1.553, para A = 589nm.

Figura 4.4: (a) y (b) Muestran el cociente dp/dg, en ¢ = 20°, 40°, 60°, para mostrar su variacién en . En
turquesa se muestra el cociente entre n2 / nZ, valor al que tienden conforme ¢ se hace mas chica, al igual que cuando
o= (n+1/2)r.

comportamiento que sucede para valores ¢ &~ (n+ 1/2)w (s6lo cercanos a ese valor, ya que en el valor exacto
seran cero ambas desviaciones y el factor de escalamiento de indetermina).

En resumen, es apreciable que para materiales con poca birrefringencia, i.e con. indices ordinario y extraor-
dinario no tan distintos, como el cuarzo, suponer ortogonalidad en las polarizaciones es practico y valido
como aproximacion, mientras que para materiales como la calcita, si se requiere de méas precision para el
estado de polarizacion de los rayosﬂ no siempre sera correcto suponerlo.

4.2 Analisis de la diferencia bajo la aproximacién paraxial entre los
modelos de las superficies normales y de Huygens

Como se discutié en las secciones y existe una discrepancia en la refraccion extraordinaria bajo
el régimen paraxial. En esta seccion realizaremos un célculo numérico para caracterizar esta diferencia en
materiales como la calcita y el cuarzo, ya que la aproximaciéon paraxial es una herramienta de mucha utilidad.
Segun la metodologia de las superficies normales, la componente normal a la interfase del vector de onda

extraordinario es (|1.164))
b~ wnone\/f+Nni570i 45
“7 e r ’ (45)

es decir, es dependiente tanto de la orientacién del eje del cristal y de los indices ordinario y extraordinario,
como del dngulo de incidencia, mientras que bajo el modelo de Huygens, es decir, con la aproximacién extra,
L. 1635

. W NpNe
ez ™ 9
& ﬁ

i.e., depende tnicamente de la orientacion del eje del cirstal y de n, y ne.

(4.6)

Como se menciond en la seccion [I.8] hacer la aproximacion extra no es totalmente arbitrario ya que sf suele
ser muy pequefia la contribuciéon del término que se omite. Sin embargo, es importante caracterizar el error
que representa, en particular para la calcita por su alta birrefringencia.

1 Actualmente hay polarimetros comerciales que miden diferencias de hasta 0.2°.
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Se implement6 un calculo numeérico del error relativo, para la calcita y el cuarzo, que definimos como

ker — k! N Byn;0;
A= "% x100% = ———= x 100%. 4.7
kéz ! none\/f ! ( )

Las figs. y muestran el error relativo, como se esperaba, en el cuarzo el error es muy pequeno,
ya que es menor al 0.015%, en cambio, en la calcita el error es mayor, sin embargo, el error es menor al
0.25%. Por lo tanto, se justifica la aproximacion extra, ain para un material con una birrefringencia alta
como la calcita. Sin embargo, para dngulos de incidencia mayores, que no estén estrictamente en el régimen
paraxial, la desviacién aumentara, ya que depende de 6;, y esperaremos que la extrapolacion de los resultados
paraxiales fallen antes.
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(a) Calcita: n, = 1.544, n. = 1.553, para A = 589nm. (b) Cuarzo: n, = 1.544, n. = 1.553, para A = 589Inm.
Figura 4.5: Error relativo, A, al realizar la segunda aproximaciéon para k., en los limites del régimen paraxial

0; = 2°. a y 8 son las componentes del eje del cristal perpendicular al plano de incidencia y paralelo a la interfaz,
respectivamente.

4.3 Aproximacién paraxial: lente plano-convexa

En esta seccion aplicaremos las formulas deducidas en [3.5 para obtener las distancias focales de una lente
plano convexa de calcita con un eje del cristal paralelo a la cara plana, con la que se contaba en el laboratorio.
Usando unos indices ordinario, n, = 1.658, y uno extraordinario, n. = 1.486, para A = 589nm, calculados
utilizando [20]. En el apéndice [F|se muestran las formulas utilizadas.

Para los rayos ordinarios, tenemos que ante la aproximacion de lente infinitamente delgada, la distancia focal

estd dada por
1 N — Ny 1 1
2o - 4.8
fo n; (Rl R2> ’ ( )

mientras que para los rayos extraordinarios, ya sean del plano meridional (plano que contiene al ejedel cristal)
o del plano sagital (plano que es ortogonal al eje del cristal), la distancia focal es

1 Ne — Ny 1 1
— IR U — 4.9
fe n; (Rl Rz) ( )
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La lente que es plano convexa tiene unos respectivos radios de curvatura de R; = co y Ro = —59.22mm, que
dan como resultado unas distancias focales de f, = 90mm y f. = 121.852mm. Las cuales cualitativamente
corresponden con la lente del laboratorio. Originalmente, debido a un error en la aproximaciéon hecha en
[I5], se habian predicho 3 distancias focales para esta lente, una ordinaria, y dos extraordinarias para los
planos meridional y sagital.

Como sabemos que no hay lente que sea realmente infinitamente delgada, y que al existir un grosor finito,
los rayos de distintos planos se enfocaran en puntos diferentes. Para obtener un estimacién, se recurrié
al programa de trazo de rayos, véase el apéndice [G] para mayor informacion acerca del programa de trazo
de rayos, y se calcularon los puntos focales para los rayos extraordinarios, la tabla siguiente muestra los
resultados comparados con los analiticos de lente infinitamente delgada.

En la Tabla se muestra algo muy interesante, ya que estd indicando un astigmatismo dependiente de
la orientacion de la lente, véase la ﬁg.: cuando la primera superficie es plana, que denominamos P-
C, no existe astigmatismo, mientras que si la primera superficie es la esférica, que denominaremos C-P, el
astigmatismo es notable. Esto era de esperarse, ya que como se habia visto en el primera y en el segundo
capitulo, bajo la aproximacién paraxial, la dependencia principal sobre la orientacion del eje del cristal se
centra en la proyeccion del eje del cristal con respecto a la normal en el punto de incidencia (que llamamos
7). Cuando se trata de una superficie plana, no importando el sistema local de referencia y el punto de
incidencia, la proyeccion del eje del cristal sobre la normal es constante dando comportamientos similares.
En cambio, cuando la primera superficie es esférica, la componente « va variando tanto de magnitud como
de signo, por lo que origina refracciones méas disimiles entre si.

Plano Paraxial - inf. delgada [mm] | Plano-Convexa [mm| | Convexa-Plano [mm]
Meridional 121.852 124.352 123.000
Sagital 121.852 124.352 122.669
Oblicuo (45°) - 124.352 122.835

Tabla 4.1: Comparacion de distancias focales.

Figura 4.6: El astigmatismo de los rayos estraordinarios bajo la aproximacion paraxial es dependiente de la ori-
entaciéon de la lente: (a) orientacion P-C, plana-convexa, no presenta astigmatismo y (b) orientaciéon C-P, convexa-
plana, en dénde ya existe un astigmatismo, en la figura se esta exagerado el astigmatismo.

En la siguiente seccion se comprueba el astigmatismo con el trazo de rayos finito, sin embargo, la fisica del
problema se puede perder en los calculos

En resumen, la utilidad de la aproximacién paraxial se exhibe en este caso, ya que no solo predice el
astigmatismo dependiente de la orientacién, sino que lo describe a grandes rasgos.
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4.4 Diagramas de manchas

En esta secciéon realizamos varios diagramas de manchas para la misma lente plano-convexa de calcita
estudiada en la secciéon anterior, en las que se muestra, claramente, el astigmatismo dependiente de la
orientacion de la lente. Para realizar los diagramas de manchas se implement6 una rutina utilizando las
clases definidas en el apéndice [G]

Se utilizaron familias de rayos colimados paralelos al eje optico y fuera de él, con angulos con respecto al
eje optico de 0° , 2.5° y 5°. Se escogieron dos éngulos para los rayos fuera del eje, o que es el angulo
dentro del plano perpendicular al eje del cristal, véase la ﬁg.7 y B que es el angulo del plano copla-
nar al eje del cristal, véase la ﬁg.. Es importante mencionar que los diagramas de manchas fueron
realizados al rededor del circulo de minima confusién (que dependia de la orientacién), en los planos con
A, = +0.2,40.1,0, donde Az es la distancia con respecto al circulo de menor confusion. De igual forma,
se rotaron las imagenes para que el "corrimiento" fuera siempre hacia arriba del centro de la imagen, con el
fin de facilitar la comparacién entre los distintos casos. La finalidad de estos diagramas era reproducir los
resultados de [7], y aunque se consigui6é a grandes rasgos, creemos que sus resultados no son representativos
de un diagrama de manchas completo, sino s6lo de un corte central.

(a) (b)

Figura 4.7: (a) a es el angulo dentro del plano perpendicular al eje del cristal, (b) 8 es el angulo del plano coplanar
al eje del cristal.

La Tabla [£.2] muestra los diagramas de manchas para la lente cuando primero se encuentra la cara convexa
y luego sigue la plana. Se puede observar que hay un astigmatismo en el sistema ya que se estan formando
elipses y por lo tanto los rayos de diferentes planos estan enfocandose en distancias distintas. La Tablad.3]
muestra los diagramas de manchas para la lente cuando primero se encuentra la cara plana y luego la convexa.
Se puede observar que no existe un astigmatismo apreciable ya que se estan forman circulos, que aunque no
concéntricos, al menos en los casos con a # 0 6 5 # 0, siguen guardando la simetria de entrada por separado.

La diferencia en los tamanos de los diagramas de manchas segin la orientaciéon de la lente, cuando es C-P
los diagramas de manchas caben dentro de regiones de 200um por 200um, mientras que con la orientacién
P-C lo hacen dentro de areas de 800um por 800um, se debe principalmente a la geometria de la lente, ya
que cuando la primer cara es la plana, solo la cara convexa tendra un peso significativo en la refraccion de
los rayos. Por ejemplo, cuando se tratan de materiales isotropicos, bajo esta orientacion se dice que se esta
dejando solo a la segunda cara la refraccion, porque la cara plana no refracta los rayos incidentes (incidencia
normal). Sin embargo, esto se debe de tratar con cuidado para los rayos extraordinarios, debido a que
incidencia normal no implica que los rayos refractados salgan normales (solo se puede asegurar que saldran
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cercanos a ser normales), esto se conseguira con orientaciones especificas del eje del cristal.

Para nuestra lente, como el eje del cristal yace en la interfase, entonces talos rayos extraordinarios tampoco
se refractaran dejando toda la refraccién a la segunda cara, por lo que esperamos un circulo de minima
confusion mas grande. En [7] esta diferencia de anchos en el spot no se aprecia, por lo que creemos que se
tratan de diagramas de manchas de secciones centrales de la lente iinicamente, y no de la lente completa.
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Rayos ordinarios

Az o o

0 0.2 or | B

5 0

2.5 0

0 0

Rayos extraordinarios
AZ [e] /BO
0.2 0.1 0 0.1 0.2 @

5 0

2.5 0

0 0
0 2.5

0 5
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Tabla 4.2: Diagramas de manchas para un lente plano-convexa de calcita, con un factor de forma SF=-+1,
y distancias focales f, &~ 90mm y f. ~ 120mm a f/6 y f/8 respectivamente. Todos los diagramas de
manchas estdn contenidos en cuadrados de 200um por 200um. Az representa la distancia del ciruclo de
menor confusién, que se calcul6 para el ordinario, z, =~ 90.08mm, y para el extraordinario z, = 124.65mm.



Rayos ordinarios

AZ o Bo
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25| 0
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Rayos éxtraordinarios .
AZ o Bo
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51 0
25| 0
0] 0
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99
Tabla 4.3: Diagramas de manchas para un lente plano-convexa de calcita, con un factor de forma SF=-1, y

distancias focales f, ~ 90mm y f. ~ 120mm a f/6 y f/8 respectivamente. Todos los diagramas de manchas
estan contenidos en cuadrados de 800um por 800um. Az representa la distancia del circulo de minima
confusion, que se calculé para el ordinario, z, =~ 88.34mm, y para el extraordinario z, = 119.9mm.
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Capitulo 5

Conclusiones y trabajo a futuro

5.1 Conclusiones particulares de cada capitulo

En el primer capitulo se logroé resumir las generalidades de la birrefringencia, tanto uniaxial como biaxial,
siguiendo los procedimientos usuales encontrados en la literatura, e.g., [I2, 3], pero s6lo se hizo hincapié
en los primeros para discutir refraccion y la polarizacién resultante de los rayos refractados y reflejados.
Se hizo bastante detenimiento en cosas sutiles que suelen obviarse en la literatura, o que por lo general no
son mencionadas y llevan a ideas erréneas sobre la birrefringencia, como la supuesta ortogonalidad entre las
polarizaciones de Se y So,. Se derivaron féormulas analiticas para la refraccion y reflexion extraordinarias
v (1.144)), utilizando la metodologia comin a partir de las superficies normales y las condiciones a
la frontera, asi como el calculo del vector de Poynting y los estados de polarizacion. Esto se hizo ya
que las formulas encontradas en la literatura no son de utilidad para realizar trazo de rayos.

Se discutieron las condiciones tanto para que el rayo extraordinario se mantenga dentro del plano de in-
cidencia, como para que tenga un estado de polarizaciéon ortogonal al ordinario, y se muestra que son las
mismas condiciones. Se obtuvo una expresion cerrada para el angulo entre las polarizaciones de los
campos, tanto para D, como para E y encontr6 un comportamiento distinto entre los cristales positivos
y los negativos: en los primeros los campos del vector de desplazamiento eléctrico son méas cercanos a la
ortogonalidad, mientas que en los segundos los del campo eléctrico. Sobre este tema se escribié un articulo
titulado "Deviation from orthogonal polarization for ordinary and extraordinary rays in uniaxial crystals",
el cual ya fue aceptado en la JOSAA y proximamente seré publicado.

En el segundo capitulo se consigui6 realizar la derivaci()rﬂ de las ecuaciones de refraccion a partir del modelo
de Huygens, siguiendo el procedimiento de [ [B], pero utilizando un sistema de referencia particular para
facilitar las célculos. Como aportacién a este modelo, se dedujeron las férmulas para la reflexion de rayos
ordinarios y extraordinarios, mostrados en las secciones 2.4.4] y 2.4.5

Al final de los dos primeros capitulos se analizaron ambos modelos bajo la aproximacion paraxial, y se
obtuvo una férmula explicita para el vector de Poynting bajo el modelo de las superficies normales Se
demostr6 que existe una discrepancia entre los modelos, ya que la metodologia de las superficies normales
requiere de una aproximaciéon mas para recuperar las formulas deducidas a partir del modelo de Huygens, y
la diferencia se puede resumir en el indice de refraccion efectivo del rayo extraordinario, que para el modelo
de Huygens depende tnicamente de la orientacion del eje del cristal, asi como de n, y n., expresado en
, mientras que para el modelo de las superficies normales también depende del angulo de incidencia,
expresado (1.166]). Esto se compara numéricamente en el quinto capitulo, en la seccion .

1A pesar de que se siguieron los mismos procedimientos para la derivaciéon que en los trabajos citados, el algebra no es nada
trivial, por lo que la reconstrucciéon misma de los pasos no es sencilla.
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En el tercer capitulo se discutieron términos que son usados comtinmente para el trazo de rayos, e.g., punto
al pie de la perpendicular, y se realizd6 una derivacion de las matrices de refraccién y transferencia para
lentes birrefringentes, utilizando las féormulas derivadas con el modelo de Huygens, y corrigiendo una de la
conclusiones de [I5]. Se discutio, asi mismo, el caso particular de una lente plano-convexa, en la que existe
astigmatismo extraordinario (un astigmatismo de los rayos extraordinarios) dependiente de la orientacion de
la lente, la cual fue comprobada con el trazo finito en el capitulo 5 en la seccion 4.4

En el cuarto capitulo se implementaron numéricamente varias de las férmulas derivadas a lo largo de este
trabajo. Se empez6 discutiendo la polarizacion de los rayos ordinarios y extraordinarios dentro de una
lente birrefringente a partir de ciertos angulos de incidnecia, asi como para el caso particular de una lente
convexa/concava iluminada con rayos colimados paralelos al eje optico. También se realizaron calculos
numéricos para probar la validez de la segunda aproximaciéon que debe de ser utilizada en el modelo de las
superficies normales para llegar a las expresiones bajo el modelo de Huygens. Se muestra que atn en la
calcita, que tiene una gran birrefringencia, esta aproximacion no lleva a errores mayores al .25%.

De igual forma, con ayuda del programa de trazo de rayos basado en las formulas del modelo de Huygens, a
diferencia de otros articulos y trabajos, tales como [, [6] y [21], se obtuvieron varios diagramas de manchas
para una lente de calcita plano convexa, comparandose los resultados con [7], y se verifico las predicciones del
astigmatismo bajo la aproximacion paraxial. A esto dltimo debemos agregar que se cree que los diagramas
de manchas de dicho articulo no son representativos de la lente, ya que son muy pequenos y creemos que se
tratan de s6lo secciones centrales.

5.2 Comparacion entre los modelos/metodologias de las superficies
normales y de Huygens

Se demostro, que tal y como se esperaba, ambos modelos llegan a las mismas condiciones tanto para que
el rayo extraordinario se mantenga dentro del plano de incidencia, como para que tenga un estado de
polarizacion ortogonal al ordinario.

Es importante senalar las diferencias entre las féormulas deducidas en este trabajo para cada metodologia:
La metodologia de las superficies normales hace hincapié en los vectores de onda y para refractar o reflejar
exige de su conocimiento, mientras que la del modelo de Huygens requiere sélo del dngulo de incidencia del
rayo (sin olvidar la orientacion del cristal, pero esta es comin para ambos modelos), lo cual es preferido
comunmente para realizar trazo de rayos. Sin embargo, la llamada refracciéon de salida resultaria méas sencilla
numéricamente utilizando la ley de Snell (pensando que se transfiere a un material isotropico), en lugar de
las formulas més complejas del modelo de Huygens.

Bajo la aproximacién paraxial se llega a formulas ligeramente distintas, ya que con las superficies normales se
requiere hacer ain una aproximaciéon mas para conseguir el mismo resultado que con el modelo de Huygens,
esto se discute em [I.8] lo que sugerirfa que hay algo de informacién que se esta perdiendo en el ultimo
modelo. Mesiante un analisis numérico se comprob6 que la diferencia es menor al 0.25% para la calcita,
y al 0.015% para el cuarzo. Harfa falta implementar un programa que realizara el trazo de rayos a partir
de las formulas del primer capitulo para compararlas con las de Huygens y verificar la relevancia de esta
discrepancia fuera del régimen paraxial. Asi mismo, se compararia la eficiencia de cada metodologia para el
trazo de rayos, aunque de forma general se puede intuir que las diferencias no seré grandes, ya que ambas
metodologias recurren a las mismas subrutinas y pasos (como la rotacion al sistema local rotado).
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5.3 Trabajo a futuro

Se espera acabar de desarrollar el programa de trazo de rayos en C++, completando las clases y generando
més rutinas comunes que se pudieran agregar para la caracterizaciéon de sistemas 6pticos. Hasta ahora el
programa so6lo funciona para lentes que se encuentran a lo largo del eje 6ptico, haria falta extenderlo a més
casos, asi como permitir la generacion de diagramas de forma automética en lugar del uso de archivos .txt.
También se desea escribir una version del programa para el lenguaje julia, ya que este es muy eficiente en
tiempo, permite graficar de forma maés sencilla y es un lenguaje mucho mas amigable con los usuarios ajenos
al programa, sin olvidar que es un software libre.

De igual forma se buscaria escribir un programa que realice el trazo de rayos utilizando las ecuaciones de
refraccion bajo la metodologia de las superficies normales, y comparar resultados con el actual programa, y
asi determinar de manera certera los pro’s y los contras de cada metodologia. De igual forma, hace falta para
alcanzar un trazo de rayos con polarizacion completo el calculo de los coeficientes de Fresnel, tal y como es
senialado en [B] y [6], tanto numéricamente, como sacar soluciones analiticas bajo la aproximacion paraxial,
ya que las soluciones analiticas permiten tener una mejor intuicion fisica.

En cuanto a las matrices de transferencia y refraccion, se buscaria con la finalidad de obtener formulas
cerradas y analiticas para la distancia focal, una ampliacién de estas matrices a matrices de 4 x 4, ya que el
rayo extraordinario suele salirse del plano de incidencia y requiere mas pardmetros para ser caracterizado:
generalmente se tiene un pardmetro de "inclinacién" y uno de altura, pero como el rayo extraordinarios suele
salirse del plano de incidencia, harfa falta en su lugar tomar pardmetros radiales de altura e inclinaciéon y
dos parametros de azimutales.
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Apéndice A
Identidades Vectoriales

A (BxC)=B-(CxA)=
A><(B><C) (A-C)B
V- (AxB)=B-(V xA)

\Y
VA-B)=(A- V) B+ (B-V)A+Ax (VxB)+Bx(VxA)
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Apéndice B
Elipse extraordinaria rotada

Para el caso uniaxial, la superficie normal esta conformada por una esfera y un elpisoide de revolucion,
que se tocan solo en la direccion del eje del cristal. Suponiendo una direccion del eje del cristal en el sistema
coordenado escogido A = (a, ,7), o expresandolo en coordenadas esféricas A = (1,6, ¢), podemos obtener
la matriz de rotacién, pensando que el eje del cristal en el sistema de los ejes dieléctricos principales estaba
en 2.

Kkl = ky cosp — ky sin p,
k;, = ky singcos  + k, cos pcosf — k. sin 6, (B.1)
k., =k, sinpsin® + k, cos psinf + k, cos 6.

Con esta transformacion la ecuacion de la esfera queda invariante, tal y como se espera, pero la ecuacion del
elipsoide cambia. Como sélo nos interesa su interseccion con el plano de incidencia, i.e., k, = 0, el elipsoide
se reduce a una elipse rotada:

(no%[sin 2 + cos 20 cos ] + n.? cos 2 sin 20)k,* + (n,> sin 20 + n.? cos 20)k, >
2, 2. 2 (B.2)
. WMo " Me :
+5in(26) cos p(no? — ne?)kyk, = —a
mientras que para el cascaron de soluciones ordinarias, la esfera, como es invariante ante rotaciones, su corte
en el plano de incidencia es un circulo (se puede aplicar la transformacion de la rotacion y realizar el algebra):

(B.3)

La ecuacion del elipsoide rotado se reduce a una esfera en el caso n, = n.. De igual forma, se pueden obtener
los casos cominmente ilustrados en los libros, e.g., cuando el eje del cristal es paralelo a la normal, i.e., 8 =0

, véase la fig(1.13a),
c? kyz Ak,

w?n?  w?ny?

=1

que es una elipse que se toca con el circulo de soluciones ordinarias a lo largo del eje z; o cuando el eje del
cristal esta ortogonal al plano de incidencia, i.e. 8 = ¢ =" /5, véase fig(1.13¢])
2. 2

W N,

ky? + k.2 = =

en la que la superficie normal constaria de dos circulos concéntricos.
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Podemos expresar al elipsoide (B.2)) de forma mas compacta definiendo N = n,? — n.?,
2 2 2 2 2 2 o _ wno’ne?
(no” — Ncos=0)k,” — N sin(20) cos pkyk. + (n,~ — N cos “psin “0)k,” = ——5——
c

Finalmente, si se utiliza que las coordenadas del eje del cristal en este sistema son
(a, B, *y) = (SinH singp, sinfcosp, cos 9) ,

la férmula de la elipse rotada se reduce a

WNpTMe ) 2
b)

no2k? — N(k - A)? = (

Cc

(B.5)

(B.6)

que de hecho es la formula general para todo elipsoide de revolucion con eje de rotacion A, si no se utilizara

desde un inicio k, = 0.
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Apéndice C
Envolventes

Dada una familia de curvas con parametro c

f(x7y?c) =0 (Cl)

y suponiendo que existe una envolvente &(c) dada por

el vector tangente a la envolvente debe de ser de la forma
T= (%, %) (C.3)

mientras que un vector normal a las curvas, y a la misma envolvente en los puntos de tangencia, estaré dado
por
N =Vf=(fz, fy) (C4)
La expresion de la familia de curvas (C.1)) al ser derivada con respecto al parametro c lleva a
dx dy
— —= =0 C.5
Jogo T fy T Je =0, (C.5)
la cual como 7 y N son ortogonales, i.e. IN -7 = 0, se convierte eb
N 74 fo=f.=0. (C.6)
Entonces, se puede ver que la envolvente € debe de cumplir las siguientes condiciones:
f = O y fC = O. (C'7)

La generalizaciéon a méas dimensiones y parametros es inmediata, ya que es una extension de lo que se ha
realizado, por ejemplo, para una familia de superficies con dos parametros

f(x? y’ Z7 h’ k) = 07 (C.S)
las condiciones para obtener la envolvente €(h, k) son

f=0, fn=0, fr=0. (C.9)
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Apéndice D

Ecuaciones de refraccién completas a
partir del Modelo de Huygens

En esta seccién presentamos un resumen de las formulas de refraccion y reflexion en materiales uniaxiales en
un sistema en el que soélo la direccién z esté definida por la normal a la superficie en el punto de contacto,
como fueron deducidas en []. Al final se describe la solucion de la segunda envolvente (aunque esta carezca
de sentido dentro del modelo) por completitud.

Primer Refraccion

Rayo ordinario
i 0

go o n; &
0 = 0
So = (770 = e ni (D.1)
Co 0 0 é\/l (%) 2(17@2) Cz
Rayo extraordinario

& 1 no2(ne2 + Nj3?) —no?Naf 0 & 10
Se= || =5 —ny’af no?(ne2 + No2) 0 no | —yNA O 1
Ce ¢ 0 0 =) \G 0 0

Direccién del vector de onda extraordinario

1

8e = R (fgo[NrY(afo +Bno) — Al —no[Nv(abo + Bno) — Al (502 + N(a, + 5770)2)) ) (D.3)

Donde

A? =T6,2 4+ 1o’ N(ak, + B1,)?
5.2 = n2{n, T2 — N[Av + no2(ag, + n0B)]2}
Te? = (1= G2 NV + o) — AP + (8,° + N(ag + Bno)?)?
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Rayo extraordinario secundario (solucion de la segunda envolvente, carece de sentido fisico.)

£eo 1 no2(n2 + Nj3?) —ny,2Nap 0 & 1 0 0 o
Se2 = | ne2 | = —5 —no’Naf no2(n2 + Na?) 0 M | +yNA [0 1 0 B
Cea 2 0 0 2) \G 00 0/ \v
(D.10)
Direccion del vector de onda extraordinario secundario
1
ez = TQ (7§O[N7(0‘§o +Bno) + Al —no[Ny(abo + Bno) + Al (502 + N(a, + 5770)2)) ) (D.11)
donde
8ea’® = 12N T? — N[Ay — no2(aé, + 10B)]*} (D.12)
Peo® = (1= C°)[INv(abo + Br1o) + A + (80 + N(ao + n0)*)*. (D.13)
Refraccion de salida
Rayo ordinario ficticio
Eof ) ne? + Na? Nap 0 & 1 0 0\ [«
Sot = | 7of | = Nap ne2 + NB2 0 ne| +¢AYN|[0 1 0] [8 (D.14)
Cof Mol 0 0 2= ) \C 0 0 0/ \v
Rayo final
ZioQ 0
gef r(L)O n; gof
Ser = Nef | = To Nof (D.15)
Cer 0 0 é\/1_ (% 21— Cop?) | \Cor
Doénde
cost) = (Se - A) (D.16)
= \/ne2 sin 2 + ny2 cos 21). (D.17)
A. = /N2 Nsin2¢) 4 (N cos h + ne2¢.)? (D.18)
Reflexion de un rayo ordinario
Rayo ordinario incidente
&o
So= {7 (D.19)
Co
Reflejo ordinario
&o
Soro = | Mo (D.20)
_Co
Rayo reflejado extraordinariamente
Eore 1 no2(ne? + Nj3?) —n,?Naf 0 & 1 0 0\ [«
Sore = Nore | = 57 _nozNaﬂ 7102(7162 + NCVQ) 0 Mo | + ’yNA 0 1 0 ﬂ
Core er 0 0 —IZOA CO 0O 0 O v
(D.21)
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Direccién del vector de onda

Core = ri (=& [Ny (ako + Bro) + Al,  —1o[Nv(ao + Bno) + Al (662 + N(ao + 810)?))

Doénde
567’2 = ne2{no2F2 - N[APY - n02(a£0 + 7]0/8)]2}

T2 = (1= C2)[NY(abo + Bro) + A + (6,2 + N(at, + 810)?)?

Se = | 7
Ce

Reflexion de un rayo extraordinario

Rayo extraordinario incidente

Reflexion ordinaria

Eero ) ne? + No? Nap 0 &, 1 0 0\ [«
Sero = | Tlero | = NaB  n2+NB* 0 | |n|+¢yN (0 1 0] |5
Cera Mol 0 0 - ?j Ce 0 0 0 Y
Rayo de la reflexion extraordinaria
Eere 1 no*(ne” + N3?) —no’Naf 0 Eero 100
Sere = | Nere = 57 777’02NO‘B nOQ(n62 + Na2) 0 Tlero + 'YNA 0 10
Cere er 0 0 - I&OA Cero 0 00

Direccion del vector de onda

(D.25)

(D.26)

«
B
v

—~

D.27)

8ere = FL (_fero[N’Y(afero + Bnero) + A]a _nero[ny(agero + B"]ero) + A]7 (502 + N(afero + ﬁnero)Q))

er

En donde se utiliza al rayo Sero para las definiciones de la férmula.
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Apéndice E

Direccion local del eje del cristal para el
trazo de rayos paraxial

Si tenemos un eje del cristal con una direccion global tal que yace en el plano X'Z/, i.e.,

sin
A = 0 , (E.1)
cos

donde ¥ es el angulo con respecto al eje optico de la lente, véase la fig. (E.1al).

YI

XI

(a) (b) (c)

Figura E.1: (a) Eje del cristal, A yaciendo en el plano X’'Z’ y haciendo un &dngulo ¥ con el eje 6ptico, (b) los planos
de incidencia principales, i.e., que contienen al eje 6ptico se pueden caracterizar por ¢, y (c) el angulo ¢ es el angulo
entre la normal y el eje 6ptico.

Para planos de incidencia que contengan el eje de la lente, que llamaremos planos principales, pueden ser
caracterizados por su angulo con respecto al plano X’'Z’, que nombraremos ¢, véase la ﬁg.. De igual
forma, dado un rayo incidente con un angulo #; de incidencia, también se podra definir un angulo ¢, que
serd el angulo entre la normal en el punto de incidencia y el eje 6ptico, véase la ﬁg..

En la deduccién de la direccion local del eje del cristal, en el sistema coordenado SLR, el cual esta dado por

Si — (n-S;)2
2= sgn(i-Spi, 9 = (n 85

—_——, X=X %, E.2
S~ (- Sal (£2)
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se requiere separar A’ en su componente paralela al eje Optico, que nombraremos Ail que es invariante
sin importar el plano de incidencia, i.e. invariante en ¢, y que ademas que siempre yacera en el plano de
incidencia, y en su componente ortogonal a el eje del cristal, que llamaremos A’|, el cual si variard. A su
vez, A’ , se podra descomponer en sus componentes ortogonal y paralela al plano de incidencia, esta altima
junto con Ail deben de ser rotadas un angulo ¢.

El término paralelo al eje 6ptico, segun la fig. 1' es la proyeccion A'H = cos¥z’, y se descompondra

localmente en
0

A= |cosdsing |, (E.3)
cos ¥ cos ¢

mientras que el término ortogonal, véase la fig.(E.1a]), serda A’ = sin9¥#’, y localmente

—sindsinp
A, = | sindcospcosyp |. (E.4)
— sin ¢ sin ¥ cos

Por lo tanto el eje optico en el SLR seréa

—sin¥sinp
A = | cos¥sing 4 sindcospcosp | . (E.5)
cos ¥ cos ¢ — sin ¥ sin ¢ cos

Es importante recalcar que la ultima férmula fue derivada para superficies céncavas, mas no convexas. Va
a existir un cambio de signo (por la orientacion) que afectara a la componente perpendicular. Por ello para
superficies convexas se usara
sin ¥ sin ¢
A = | costsing —sintcospcosp |, (E.6)
cos ¥ sin ¢ + sin ¥ sin ¢ cos ¢

que es como si se hiciera un cambio de ¢ — ¢ + 7.
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Apéndice F

Formula para el calculo de los indices de
refraccion ordinario y extraordinario
para la calcita y el cuarzo

Se utilizé para calcular los indices de refracciéon ordinario y extraordinario, tanto para la calcita como para
el cuarzo, la ecuacion de dispersion, asi como los coeficientes de dispersion, descritos en [20].

La ecuacion utilizada fue
Bo,e)\2

A2 —C,e

en doénde los coeficientes de dispersion estan dados por la tabla

D, N2
)\2 - Pﬂo,e7

ng,e =Aoc+ (F.1)

Coeficientes de dispersion

Cristal | Modo de propagaciéon x B C D o
Calcita 0 1.73358749 | 0.96464345 | 1.94325203 | 1.82831454 | 120
e 1.35859695 | 0.82427830 | 1.06689543 | 0.14429128 | 120
Cuarzo o 1.28604141 | 1.07044083 | 1.00585997 | 1.10202242 | 100
e 1.28851804 | 1.09509924 | 1.02101864 | 1.15662475 | 100

Tabla F.1: Coeficientes de dispersiéon para la calcita y el cuarzo.
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Apéndice G
Programa de trazo de rayos

Se escribié un programa en C+-+ para el trazo de rayos a través de materiales uniaxiales. El programa fue
escrito utilizando clases para facilitar su uso por otros usuarios y resumir lineas de cédigo. Se escogié C+-+
debido a que es un lenguaje basico de alta velocidad, asi{ como un lenguaje estandar en programaciéon, que
va mas alla de la programacion cientifica. De igual forma es un lenguaje de libre acceso, que no requiere el
pago de licencias, como lo es Matlab o Mathematica.

Las dos clases principales que se definieron fueron la de los rayos y la de las lentes. Estas contienen funciones
de uso comin que conciernen sus distintas propiedades o magnitudes de interés. Para la clase de las lentes,
se definieron funciones para la refraccion en cada una de sus superficies por separado, y una funciéon global
que hacia las refracciones y transferencia total a través de la lente completa.

El programa usa unidades en mm. Es importante mencionar que los comentarios dentro del programa se
encuentran escritos en inglés ya que en un futuro, en cuanto se haya terminado de desarrollar el programa,
se compartird para que otros usuarios tengan acceso a éﬂ

Clase de las lentes

Header file

#ifndef LENS_H
#define LENS_H
#include <cmath>
#include <iostream>
#include

using namespace std;

class Lens

{

public:

// G_V is wertiz position, Azis is the crystal azis
doublex G_V;

doublex* Axis;

double RAxis[3];

double X[3]1,Y[3],Z2[3];

double ni,ne,no,diameter ,thick;

// Surface 1 curvature and ezcentricity
double kil,el;

// Surface 2 curvature and ezcentricity

1 Actualmente existen muchos grupos de investigacién que desarrollan software de trazo de rayos en materiales birrefrignentes,
sin embargo, no siempre son de libre acceso.
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double k2,e2;

doublex P_L;

doublex S_L;

Lens () ;

Lens (double* G_V, double* Axis, double thick, double diameter

void

double no, double ki1, double el,double k2,double e2);

Move (double x, double y, double z);

double Distance();

void
void
void
void
void
void
void
void
void

};

Transfer (Ray *rayl,int j);

Rotate (Ray *rayl,int j);

Returnrot (Ray* rayl);

Refractionordin(Ray* rayl,Ray* ordinary);
Refractionordext (Ray* rayl,Ray* ordinary);
Refractionextin(Ray* rayl,Ray* extraordinary);
Refractionextout (Ray* extraordinary);

Status () ;

GoThrough (Ray *rayl, Ray* ordinary, Ray* extraordinary,

#endif // LENS_H

Las funciones de la clase.

#include "lens.h"
// Default constructor

Lens::Lens ()

{

// Constructor: first wertiz position, crystal axzis, thicknes, diameter,

sorrounding media
// extraorinary index, ordinary index, curvature 1, excentricity 1,
excentricity 2.

}

Lens::Lens(double* G_V, double* Axis, double thick, double diameter,
double no, double k1, double el,double k2,double e2)

{
this->G_V=G_V;
this->Axis=Axis;
for(int i=0;i<3;i++){
X[il=0;
Y[il=0;
Z[il=0;
RAxis[i]=0;
}
this->thick=thick;
this->diameter=diameter;
this->ni=ni;
this->ne=ne;
this->no=no;
this->k1=kl;
this->k2=k2;
this->el=el;
this->e2=e2;
}
void Lens::Move(double x, double y, double z){
G_V[0]+=x;
G_V [1] +=y;
G_VI[2]+=z;

}

double Lens::Distance (){
double d=0;
for(int i=0; i<3;i++){

d+=pow (G_V[il,2);
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}
return sqrt(d);
}
/* Function which transfers the rays from their known points and cosines,
to the new "known point" at the foot of the perpendicular from the origin
to the original ray. After getting the new known point, it gets it’s intersection with the
surface.
*/
void Lens::Transfer (Ray *rayl,int j){
// I define the distance between the points
if (rayl->useful==false){return;}
double Q,e,d;
if (j==1){
cout << "Transfer: surface 1"<<endl;
e= 1l-pow(this->el,2);
Q=this->k1;
d=this->G_VI[2];
rayl->Move (this->G_V[0],this->G_V[1],this->G_V[2]);
}
else if (j==2)1
cout << "Transfer: surface 2"<<endl;
e= l-pow(this->e2,2);
Q=this->k2;
d=this->G_V[2]+this->thick;
rayl->Move (this->G_V[0],this->G_V[1],this->G_V[3]+this->thick);
}

double PPo=0;
for(int i=0; i<3;i++){
PPo+=rayl->G_P[i]l*rayl1->G_S[i];
}
// I compute the mew known point
for(int i=0; i<3;i++){
rayl->G_P[i] -=PPo*rayl1->G_S[i];
}

// Now I get the intersection between the ray and the surface
double t, t2, disc, a, b, c;
a=(e*pow(rayl->G_S[2],2)+pow(rayl->G_S[1],2)+pow(rayl->G_S[0],2))*Q;
b= Q*(e*rayl->G_P[2]*rayl->G_S[2]+rayl->G_P[1]l*rayl->G_S[1]l+rayl->G_P[0]l*rayl->G_S
[0]) -2%rayl1->G_S[2];
c=(pow(rayl->G_P[0],2)+pow(rayl->G_P[1],2)+e*pow(rayl->G_P[2],2))*Q-2*rayl->G_P[2];
if (pow(b,2) -4*xa*c>=0){
disc=sqrt (pow(b,2) -4*c*a) ;
}
else {
cout<< "The ray doesn’t intersect the surface'<< endl;
rayl->useful=false;
return;
}
/* I compute the parameter t and t2, and then proceed to compare them
and keep the lowest wvalue.

*/
if (a==0){
t=-c/b;
t2=-c/b;
}
else{
t=(-b+disc) /(2*a);
t2=(-b-disc)/(2*a);
}
if (abs (t)>abs(t2)){
t=t2;
}

// I give the wvalues
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for (int i=0; i<3;i++){
if (i<2){
rayl->I_P[il=rayl->G_P[il+t*rayl->G_S[il;
rayl->GI_P[il=ray1->I_P[i];

}

elseq{
rayl->I_P[il=rayl->G_P[il+t*rayl->G_S[i];
rayl->GI_P[il=ray1->I_P[il+d;

}

}

if (pow(rayl->I_P[0],2)+pow(rayl->I_P[1],2)>=(pow(this->diameter ,2))/4){
cout<< "The ray doesn’t intersect the surface(diam)"<< endl;
rayl->useful=false;

return;
}
if (j==1){

rayl->Move (-this->G_V[0],-this->G_V[1],-this->G_V[2]);
}

else if (j==2){

rayl->Move (-this->G_V[0],-this->G_V[1],-this->G_V[3]-this->thick);
}
cout << "Transfer done'"<<endl;

}

/*Function which rotates the coordinate system given a surface of incidence.
It reads: intersection point, incidence cosines wvector, crystal azis,
rotated new coordinates, rotated crystal coordinates, curvature,
body’s eccentricity, X azis, YV azis,and Z azis*/
void Lens::Rotate(Ray *rayl,int j){
if (rayl->useful==false){return;}
double Q,e;
if (j==1)1{
cout<<"Rotation on surface 1"<<endl;
Q=this->k1;
e= l-pow(this->el,2);
}
else if (j==2){
cout<<"Rotation on surface 2"<<endl;
Q=this->k2;
e= 1-pow(this->e2,2);
}
double derv[3]={0,0,0};
double k=0;
double thet=0;
double dot=0;
for(int i=0;i<3;i++){
if (i<2){
derv[i]=2*rayl->I_P[i]l*Q;

}
elseq
derv[i]=2*(e*rayl->I_P[i]l*Q-1);
}
k+=derv[il*derv[il;
}
k=sqrt (k) ;

dot=(derv [0]l*rayl->G_S[0]+derv[1]l*rayl->G_S[1]l+derv[2]*rayl->G_S[2])/(k*k);

double sign=dot/abs(dot);

//I compute Z direction coord. system.

for(int i=0;i<3;i++){
this->Z[i]l=sign*derv[i]/k;

}

k=0;

//I compute Y direction

for(int i=0;i<3;i++){
this->Y[il=rayl->G_S[i]-dot*derv[il;
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k+=this->Y[i]l*this->Y[i];
}
k=sqrt (k) ;
if (k>0.0000004) {
for(int i=0;i<3;i++){
this->Y[i]l=this->Y[i]/k;

}

}

else{
cout <<"Ray ortogonal to the surface'<<endl;
dot=this->Y[0]*this->Z[0]+this->Y[1]*this->Z[1]+this->Y[2]*this->Z[2];
this->Y[0]=0-dot*this->Z[0];
this->Y[1]=1-dot*this->Z[1];
this->Y[2]=0-dot*this->Z[2];

}

this->X[0]=(this->Y[1])*(this->Z[2]) -(this->Z[1])*(this->Y[2]);

this->X[1]=this->Y[2]*this->Z[0] -this->Z[2]*this->Y[0];

this->X[2]=this->Y[0]*this->Z[1]-this->Z[0]*this->Y[1];

//the new wvector in the coordinate systemm comes from the dot product

// between the original ray with the new basis

rayl->L_S[0]=this->X[0]*rayl1->G_S[0]+this->X[1]*rayl->G_S[1]+this->X[2]*rayl->G_S
[2];

rayl->L_S[1]=this->Y[0]*rayl1->G_S[0]+this->Y[1]*rayl->G_S[1]+this->Y[2]*rayl->G_S
[2];

rayl->L_S[2]=this->Z[0]*rayl->G_S[0]+this->Z[1]l*rayl->G_S[1]+this->Z[2]*rayl->G_S
[21;

rayl->Normalize (rayl->L_S);

this->RAxis [0]=(this->X[0]*this->Axis [0]+this->X[1]*this->Axis[1]+this->X[2]*this->
Axis [2]);

this->RAxis [1]1=(this->Y[0]l*this->Axis [0]+this->Y[1]*this->Axis [1]+this->Y[2]*this->
Axis [2]1);

this->RAxis [2]=(this->Z[0]*this->Axis [0]+this->Z[1]*this->Axis[1]+this->Z[2]*this->
Axis [2]);

dot=this->RAxis [0]*rayl->L_S[0]+this->RAxis[1]*rayl->L_S[1]+this->RAxis[2]*rayl->L_S
[2]1;

cout<< "Rotation done'<<endl;

}

// Function that computes the G_S of a ray from it’s L_S and from a previous rotation
void Lens::Returnrot(Ray* rayl){
for(int i=0; i <3; i++){
rayl->G_S[i]=(rayl->L_S[0]*this->X[i])+(rayl->L_S[1]l*this->Y[i])+(rayl->L_S
[2]*this->Z[i]);
}
rayl->Normalize(rayl->G_S);

}

/* Function that refracts the incident 7ay using snell’s law, i.e., it computes the ordinary
ray
*/
void Lens::Refractionordin(Ray* rayl, Ray* ordinary){
if (rayl->useful==false){return;}
cout<< "Ordinary refraction'"<<endl;
ordinary->L_S[0]=rayl->L_S[0]*this->ni/this->no;
ordinary->L_S[1]=rayl1->L_S[1]l*this->ni/this->no;
if (abs (rayl->L_S[2]) <0.00003){
ordinary->L_S[2]=0;

}
elseq
ordinary->L_S[2]=sqrt(1-(this->ni/this->no)*(this->ni/this->no)*(l1-rayl->L_S
[2]*rayl->L_S[2]));
}

for(int i=0;i<3;i++){
ordinary->I_P[il=rayl1->I_P[i];
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ordinary->G_P[il=rayl->GI_P[i]l+this->G_V[il;
}
ordinary->Normalize (ordinary->L_S);
cout<< "Ordinary refraction done'"<<endl;

void Lens::Refractionordext (Ray* rayl, Ray* ordinary){
if (rayl->useful==false){return;}
cout<< "Ordinary refraction'"<<endl;
ordinary->L_S[0]=rayl->L_S[0]l*this->no/this->ni;
ordinary->L_S[1]=rayl->L_S[1]*this->no/this->nij;
if (abs (rayl->L_S[2]) <0.000003){
ordinary->L_S[2]=0;

}
elsed{
ordinary->L_S[2]=sqrt(1-(this->no/this->ni)*(this->no/this->ni)*(1-rayl->L_S
[2]*ray1->L_S[2]));
}

for(int i=0;i<3;i++){
ordinary->I_P[il=rayl->I_P[il;
ordinary->G_P[il=rayl->GI_P[il+this->G_VI[i];
}
ordinary->Normalize (ordinary->L_S);
cout<< "Ordinary refraction done'"<<endl;

}

/* Eztraordinary refraction for the incoming ray*/
void Lens::Refractionextin( Ray* ordinary,Ray* extraordinary){
cout<< "Extraordinary refraction'"<<endl;
double no2=pow(this->no,2);
double ne2=pow(this->ne,2);
double dif=no2-ne2;
double sum= this->no*(this->RAxis[0]l*ordinary->L_S[0]+this->RAxis[1]*ordinary->L_S
[11);
double delo=ne2-no2*(1-pow(ordinary->L_S[2],2));
double Gamma=no2-dif*pow(this->RAxis[2],2);
double Delta=sqrt(Gamma*delo+dif*pow(sum,2));
double deleg=ne2*sqrt(no2*pow(Gamma ,2)-dif*pow ((this->RAxis[2]*Delta+this->no*sum)
»2)) 5
double mat2=no2*(ne2+dif*pow(this->RAxis[0],2));
double matl=no2*(ne2+dif*pow(this->RAxis[1],2));
double subdl=-no2*dif*this->RAxis [0]*this->RAxis[1];
double sec=this->RAxis[2]*dif*Delta;
extraordinary->L_S[0]=(matl*ordinary->L_S[0]+subdl*ordinary->L_S[1]-sec*this->RAxis
[0]) /deleg;
extraordinary->L_S[1]=(subdl*ordinary->L_S[0]+mat2*ordinary->L_S[1]-sec*this->RAxis
[1]1) /deleg;
extraordinary->L_S[2]=(Gamma*Delta)/deleg;
for(int i=0;i<3;i++){
extraordinary->GI_P[i]l=ordinary->I_P[i];
extraordinary->G_P[i]=ordinary->G_P[i];
}
cout<< "Extraordinary refraction done'"<<endl;

}

/* Funtion for the outgoing eztraordinary refraction#*/
void Lens::Refractionextout (Ray* extraordinary)d{
cout<< "Extraordinary refraction out'"<<emndl;
double Se[31={0,0,0};
double dif=pow(this->no,2)-pow(this->ne,2);
double cosphi=this->RAxis [0]*extraordinary->L_S[0]+this->RAxis[1]*extraordinary->L_S
[1]+this->RAxis [2] *extraordinary->L_S[2];
double sinphi;
if (abs (cosphi) >=1){
sinphi=0;
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}

else{sinphi=sqrt(l1-cosphi*cosphi);}

double Delta=sqrt(pow(this->ne,2)*dif*sinphi*sinphi+pow((dif*this->RAxis[2]*cosphi+
this->ne*this->nexextraordinary->L_S[2]) ,2));

double Gamma=sqrt (pow(this->ne,2)*sinphi*sinphi+pow(this->no,2)*cosphi*cosphi);

double matl=pow(this->ne,2)+dif*pow(this->RAxis[0],2);

double mat2=pow(this->ne,2)+dif*pow(this->RAxis[1],2);

double subdl=dif*this->RAxis [0]*this->RAxis[1];

double sec=this->RAxis[2]*dif*Delta;

Se[0]=(matl*extraordinary->L_S[0]+subdl*extraordinary->L_S[1]+dif*this->RAxis [2]%*
this->RAxis [0]*extraordinary->L_S[2])/(Gamma*this->ni);

Se[1]=(mat2*extraordinary->L_S[1]+subdl*extraordinary->L_S[0]+dif*this->RAxis [2]%*
this->RAxis [1]*extraordinary->L_S[2])/(Gamma*this->ni);

double ze=(Delta)/(no*Gamma) ;

Se[2]=sqrt (pow(this->ni,2)-pow(this->no,2)*(1-zexze))/this->ni;

for (int i=0; i<3;i++){

extraordinary->L_S[il=Se[i];
extraordinary->G_P[i]=extraordinary->GI_P[i];

}

extraordinary->Normalize (extraordinary->L_S);

cout<< "Extraordinary refraction done'"<<endl;

}
void Lens::Status ()
{
cout<<"Lens status: "<<endl;
cout<< "G_V'"<<setw(15)<<"Axis"<<setw(15)<<"RAxis'"<<setw(15)<<"X"<<setw (15)<<"V"<<
setw (15) <<"Z"<<endl;
for(int i=0; i<3;i++){
cout<< G_V[i]l<<setw(15)<<Axis[i]l<<setw(15)<<RAxis[i]l<<setw(15)<<X[i]<<setw
(15)<<Y[i]<<setw (15) <<Z[i]l<<endl;
}
}

/*Function which transfers and refracts a ray through the whole lens, instead of using
refraction in each surface*/
void Lens::GoThrough(Ray *original, Ray* ordinary, Ray* extraordinary, bool log){
if (log==true){
this->Transfer (original ,1);
original ->Status ();
this->Rotate(original,h1l);
original ->Status ();
this->Refractionordin(original ,ordinary);
this->Returnrot (ordinary) ;
ordinary->Status () ;
this->Refractionextin(ordinary,extraordinary);
this->Returnrot (extraordinary) ;
extraordinary->Status () ;
this->Transfer (ordinary ,2);
ordinary->Status () ;
this->Rotate (ordinary,2);
this->Status () ;
ordinary->Status () ;
this->Refractionordext (ordinary,ordinary);
this->Returnrot (ordinary) ;
ordinary->Status ();
this->Transfer (extraordinary ,2);
extraordinary->Status () ;
this->Rotate(extraordinary,2);
extraordinary->Status () ;
this->Refractionextout (extraordinary);
this->Returnrot (extraordinary) ;
extraordinary->Status () ;

else{
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this->Transfer (original ,1);
this->Rotate(original,h1);

this->Refractionordin(original,ordinary);

this->Returnrot (ordinary);

this->Refractionextin(ordinary,extraordinary);

this->Returnrot (extraordinary);
this->Transfer (ordinary,2);
this->Rotate (ordinary ,2);

this->Refractionordext (ordinary,ordinary);

this->Returnrot (ordinary) ;
this->Transfer (extraordinary ,2);
this->Rotate (extraordinary ,2);
this->Refractionextout (extraordinary);
this->Returnrot (extraordinary) ;

Clase de los rayos

Header file

#ifndef RAY_H
#define RAY_H
#include <cmath>
#include <iostream>
#include <iomanip>
#include <fstream>
#include <sstream>
using namespace std;

class Ray

{

public:

// G_P global position,
I_P 4ntersection,

// L_S local direction cosines,

double G_P[3];

double G_S[3];

double Polari[3];

double I_P[3];

double GI_P[3];

double L_S[3];

bool useful;

Ray () ;

Ray (doublex* P,

“Ray () ;

void Move (double x,

double Distance();

Status () ;

Normalize (doublex* S);

G_S global direction cosines,

double* S, double* Polar);

double y, double z);

void
void

void Transfer (double Z);
void Print(ofstream& myfile);
void Focci(double & Focus, double & distance);

};

#endif // RAY_H

Las funciones de la clase.

#include "ray.h"

//Default constructor
Ray::Ray ()
{
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}
/*¥Constructor with parameters. In the global system, G_P 4is the pisition, S_P is the
direction, and Polari is the direction of polarization, L_S is the local direction and
I_P is the intersection with the lense using as reference the wvertiz*/
Ray::Ray(double* P,double* S,double* Polar)
{
useful=true;
for(int i=0;i<3;i++){
G_P[il=P[il;
G_S[il=s[il;
Polari[il=Polar[i];
L_S[i]1=-9999;
I_P[i]=-9999;
GI_P[i]=-9999;
}
}
Ray::"Ray ()
{

}
//To change global system wia a translation
void Ray::Move(double x, double y, double =z)

{
G_P[0]-=x;
G_P[1]-=y;
G_P[2]-=z;
}

//To compute distance, from the optical azis
double Ray::Distance ()

{
double d=0;
for(int i=0; i<2;i++){
d+=pow(G_P[i],2);
}
return sqrt(d);
}
void Ray::Status ()
{
cout<<"Ray status: "<<endl;
cout<< "G_P"<<setw(15)<<"G_S5"<<setw (15)<<"GI_P"<<setw(15)<<"I _P"<<setw(15)<<"L_S"<<
endl;
for(int i=0; i<3;i++){
cout<< this->G_P[i]<<setw (15)<<this->G_S[i]l<<setw (15)<<this->GI_P[i]<<setw
(15)<<this->I_P[i]<<setw (15)<<this->L_S[i]<<endl;
}
}
void Ray::Normalize (doublex* 8S)
{
double k=0;
for(int i=0;i<3;i++){
if (abs(S[i]) <0.000000000006) {
S[il=0;
}
k+=S[i]*S[i];
}
k=sqrt (k) ;
for(int i=0;i<3;i++){
S[il*=(1.0/k);
}
}

// to transfer the ray to a "screen" or just to a plane in Z
void Ray::Transfer (double Z)
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double t;
if (G_s[2]1'=0){
t (Z-G_P[2])/G_s[2];
for(int i=0; i<3;i++){
G_P[il+=t*G_S[il;

}

}

else cout<< <<endl;
}
void Ray::Print(ofstream& myfile)
{

myfile<< setprecision(8) <<G_P[0]<<setw(15)<<G_P[1]<<setw (15)<<G_P[2]<<endl;
}
void Ray::Focci(double & Focus, double & distance)
{

double F[3]1={0,0,0};

double t=-(this->G_P[0]*this->G_S[0]+this->G_P[1]*this->G_S[1])/(pow(this->G_S[1],2)

+pow (this->G_S[0],2));
for(int i=0;i<3;i++){
F[i]l=this->G_P[i]l+this->G_S[il*t;

}

Focus=F[2];

distance=sqrt (pow (F[0],2)+pow(F[1],2));
}
Ejemplo

Se hace pasar a un rayo a través de una lente convexa-plana de calcita, mostrando todos los datos relevantes
durante su refraccion, por ello se escogio

log=true

, v luego se transfiere al rayo extraordinario hasta una cierta distancia d=120 mm después de la lente y se
muestra su estado.

#include <iostream>
#include <string>
#include <iomanip>
#include <fstream>
#include <sstream>
#include <vector>
#include

#include

using namespace std;

int main()
{
double PR[3]={0,1,-40};
double SR[31={0,0,1};
double P1[3]={0,0,0};
double Axis1[3]={0,1,0};
double Dummy [3]1={-9999,-9999,-9999};
bool log=true;
Ray* original;
Ray* ordinaryl;
Ray* extraordinaryl;
Lens lens1(P1,Axisl1,2.5,60,1,1.486,1.658,0.0168861871,0,0,0);
original=new Ray(PR,SR,SR);
ordinaryl=new Ray(Dummy ,Dummy ,Dummy) ;
extraordinaryl=new Ray (Dummy ,Dummy ,Dummy) ;
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lensl.GoThrough(original, ordinaryl, extraordinaryl, log);
extraordinaryl ->Transfer (120);
extraordinaryl ->Status () ;
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