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Introducción

La refracción en cristales uniaxiales da origen a dos rayos refractados, uno llamado ordinario, que sigue la
ley de Snell, y uno extraordinario, que no lo hace. Así mismo, los rayos refractados tendrán polarizaciones
casi ortogonales (ortogonales en muchas casos) entre sí. Los materiales birrefringentes uniaxiales son de uso
muy común y tienen siglos de ser utilizados, y hasta cierto grado entendidos.

Existen diversos artículos concernientes al trazo de rayos en materiales anisotrópicos, específicamente para
uniaxiales, algunos enfocándose en el trazo de rayos sin tomar en cuenta la polarización inducida por la
birrefringencia, como [1, 2, 3, 4], y otros discutiendo un trazo de rayos con polarización completo, como
[5, 6, 7]. Existen de igual forma otros trabajos en los que se realiza propagación de haces más generalizados,
alejados de la idea de rayos, como [8, 9, 10].

El trazo de rayos a través de materiales anisotrópicos es de gran importancia, en particular por los estados de
polarización que inducen, para el diseño óptico de diversos sistemas, no sólo para la formación de imágenes,
sino también en cavidades láser para la generación de harmónicos, pantallas de cristal líquido y experimentos
de óptica cuántica, véase [11], entre otras aplicaciones.

Como se mencionó, la birrefringencia está caracterizada no sólo por la doble refracción que induce a partir
de un rayo incidente, sino también por los estados de polarización que tienen los rayos refractados, y en
general cualquier onda propagándose dentro del material la cual se descompondrá forzosamente en un modo
ordinario y un modo extraordinario de propagación. En este trabajo se discuten las generalidades de la
birrefringencia, e.g. el ángulo de desviación entre el vector de onda y el vector de Poynting extraordinrios,
así como se busca expresar de forma directa y clara las propiedades de los rayos refractados dentro de un
material birrefringnte uniaxial, en particular sus estados de polarización.

Se escogieron dos modelos para abordar la birrefringnecia: el método de las superfices normales que es el
procedimiento de teoría electromagnética y el común en la literatura, y el modelo de Huygens, que precede
históricamente al electromagnetismo y fue una de las primeras victorias de la teoría ondulatoria. Aunque
ambos modelos están conectados formalmente, sus metodologías son distintas y por ello se estudian por
separado, intentando señalar los puntos comunes y las disparidades existentes, en particular una dentro de
la aproximación paraxial.

El primer capítulo resume de forma general el fenómeno de la birrefringencia, es decir, es una revisión de la
teoría electromagnética que lo fundamenta, y que puede ser encontrada en [12, 13]. Sin embargo, se extiende
el desarrollo para obtener fórmulas explícitas para la refracción y reflexión extraordinaria, y a partir de ellas
se discuten el ángulo de desviación entre el vector de onda y el vector de Poynting extraordinrios, la relación
entre las polarizaciones de los rayos ordinario y extraordinario, el ángulo crítico para la relexión total interna,
y una posible segunda refracción extraordinaria (que de igual forma se podría extender a reflexión).

En cuanto a las polarizaciones de los rayos refractados, se derivó una expresión para el ángulo entre dichas
polarizaciones, tanto para el campo de desplazamiento eléctrico, D, como del eléctrico, E, mostrando que
no siempre serán ortogonales entre sí las polarizaciones, pero que, sin embargo, para cristales con poca
birrefringencia, como el cuarzo, es una buena y práctica aproximación . Se encontró que las condiciones para
la ortogonalidad son las mismas para que se mantenga el rayo extraordinario en el plano de incidencia. La
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mayoría de la literatura no deja muy claro que no siempre son ortogonales las polarizaciones, e incluso hay
artículos en lo que se dice que lo son, como [14]. De igual forma, se demuestra un comportamiento distinto
entre los cristales positivos y negativos: en los primeros los campos D están más cercanos a la ortogonalidad,
mientras que en los segundos los campos E.

En el segundo capítulo se realizó la deducción de las fórmulas de refracción según el modelo de Huygens se
realizó siguiendo el procedimiento de Maximino Avendaño y Orestes Stavroudis en [3, 4], pero utilizando un
sistema de referencia particular para simplificar el álgebra, y se muestran todos los pasos de la deducción
para esclarecer su obtención. Como aportación a este modelo, se dedujeron las fórmulas para la reflexión
de rayos ordinarios y extraordinarios dentro de cristales uniaxiales, y de igual forma de discute una posible
segunda refracción extraordinaria. También se demuestra que las condiciones para que el rayo extraordinario
se mantenga en el plano de incidencia son equivalentes bajo este modelo a las condiciones encontradas en el
primer capítulo.

Para obtener resultados analíticos más concluyentes, tanto en el primer como en el segundo capítulo, se
recurrió a la aproximación paraxial para simplificar las ecuaciones de ambos modelos, con lo que se pudo re-
cuperar las fórmulas de [15]. Igualmente se encontró una discrepancia entre los modelos bajo la aproximación
paraxial, ya que se requiere de otra aproximación más dentro del modelo electromagnético para obtener las
mismas fórmulas que en el modelo de Huygens, lo que indicaría que este último modelo está perdiendo
más información al momento de realizar la aproximación. La diferencia entre modelos se puede resumir en
que para el modelo de Huygens el índice efectivo del rayo extraordinario es dependiente únicamente de la
orientación del cristal, y los índices ordinario y extraordinario, mientas que para el modelo de las superficies
normales el índice efectivo también depende del ángulo de incidencia.

En el tercer capítulo, se discuten las generalidades para realizar trazo de rayos en lentes con cuádricas con un
eje de simetría (eje óptico) como superficies refractivas, como el punto conocido al pie de la perpendicular,
al igual que los sistemas de referencia comúnmente utilizados. Por último, se utilizaron las ecuaciones del
modelo de Huygens para calcular las matrices de transferencia y refracción de una lente esférica y una placa
plana uniaxial con orientaciones particulares del eje del cristal con respecto a los rayos incidentes bajo la
aproximación paraxial, con ello se obtuvieron las distancias focales de dichas lentes y se corrigió un error
mostrado en [15].

En el cuarto capítulo se realizaron cálculos numéricos en temas específicos que se abordaron en la tesis y
en trazo de rayos en ejemplos particulares de lentes. Se analizaron casos para la polarización de los rayos
refractados dentro del bulto, para superficies planas y superficies esféricas de refracción, tanto para los
campos D como E, en calcita y cuarzo, demostrando que la desviación es mayor en el cuarzo debido a
su alta birrefringencia. De igual forma de analizó la discrepancia bajo la aproximaciñon paraxial entre los
modelos de las superficie normal y el de Huygens, mostrando que para el cuarzo es una buena aproximación,
mientras que para la calcita no. En cuanto al trazo de rayos, se obtuvieron las distancias focales para una
lente plana-convexa de calcita, y señalando el astigmatismo existente, el cual depende de la orientación de la
lente. Finalmente, un programa de trazo de rayos fue implementado en C++ a partir del modelo de Huygens
y se reprodujeron los diagramas de manchas para una lente de calcita plano-convexa mostrados en [7]. Sin
embargo, se reprodujeron hasta cierto punto ya que creemos que los diagramas de manchas mostrados en el
artículo no están completos. El código del programa, el cual fue escrito usando clases, se dejará abierto para
su uso por otros usuarios.

Al final de este trabajo se resume más específicamente lo encontrado en y se discute el trabajo a futuro a
seguir, en particular, en lo referente a los coeficientes de fresnel para realizar un trazo de rayos con polarización
completo, y bajo la aproximación paraxial, la formulación de matrices de refracción y transferencia extendidas
para los rayos extraordinarios.
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Capítulo 1

Teoría electromagnética: ondas
electromagnéticas planas en materiales
anisotrópicos

En este capítulo procederemos de forma análoga a muchos libros que tratan el estudio de la óptica en
materiales anisotrópicos, en particular [12, 13] para las primeras secciones. Sin embargo, debido a que las
fórmulas en estas referencias no son de utilidad para implementar trazo de rayos con o sin polarización, se
desarrollará la teoría a mayor profundidad, haciendo hincapié en los estados de polarización de los rayos
ordinarios y extraordinarios, así como en la relación entre ellos, y por último, bajo la aproximación paraxial.

1.1 Tensor dieléctrico

La óptica en vacío y en materiales isotrópicos puede variar considerablemente de la óptica en materiales
anisotrópicos, como por ejemplo, algunos cristales. La óptica física tiene sus bases en las ecuaciones de
Maxwell,

(i) ∇ ·D = ρf (ii) ∇×E = −∂B

∂t

(iii) ∇ ·B = 0 (iv) ∇×H = Jf +
∂D

∂t

(1.1)

y en las ecuaciones constitutivas, o ecuaciones del material,

j = σ E, D = ε E, B = µ H. (1.2)

Sin embargo, estas últimas ecuaciones son sólo validas en materiales isotrópicos y lineales, en los cuales los
campos D y E son paralelos, al igual que B y H. En materiales anisotrópicos, esto deja de cumplirse y en
general se tiene que la permitividad eléctrica, εkl , y permeabilidad magnética, µkl, son tensores, por lo que

Dk =
∑
l

εklEl (1.3)

Bk =
∑
l

µklHl (1.4)
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dónde k y l pueden ser x, y y z. Puede verse que, en general, los campos D y E, y B y H ya no son paralelos.

En este trabajo se ralizarán las siguientes aproximaciones: se asumirán medios homogéneos, libres de cargas,
no conductores, i.e. σ = 0, y magnéticamente isotrópicos. Esta aproximación1 es válida ya que, primero, los
cristales de interés son dieléctricos, y por lo tanto no conductores, y segundo, el efecto de la magnetización
en los fenómenos ópticos es pequeño, y por lo tanto la anisotropía magnética puede ignorarse; valiéndose la
relación:

B = µH. (1.5)

Es necesario, para entender el fenómeno de la birrefringencia, exhibir las propiedades, tanto de los materiales
anisotrópicos, e.g. el tensor dieléctrico, como de la propagación de las ondas electromagnéticas en ellos.
Empezando por el tensor dieléctrico, que es inherente a la estructura atómica de los materiales, habrá que
considerar al termino de la energía transportada por una onda electromagnética. Sabemos que la energía de
una onda electromagnética, w, estará dada por

w = we + wm (1.6)

donde we es la energía debido al campo eléctrico

we =
1

2
E ·D =

1

2

∑
kl

εklEkEl (1.7)

y wm la energía contenida en el campo magnético

wm =
1

2
B ·H =

1

2
µH2. (1.8)

Haciendo el producto punto de la ecuación (1.1.ii) con H y de (1.1.iv) con −E, luego sumándolas y utilizando
la identidad vectorial (A.3) obtenemos

∇ · (E×H) = −
(

E · dD
dt

+ H · dB
dt

)
. (1.9)

Usando las ecuaciones (1.3) y (1.5), y recordando que el vector de Poynting está definido por

S = E×H, (1.10)

se puede llegar a

∇ · S = −

(∑
kl

Ekεkl
dEl
dt

+
1

2

d

dt

(
µH2

))
. (1.11)

Por otra lado, como por el teorema de Poynting, sabemos que

∇ · S = −dw
dt

(1.12)

y recordando las expresiones que obtuvimos para las energías eléctrica y magnética, (1.7) y (1.8) respectiva-
mente,

∇ · S = −

(
1

2

∑
kl

(
Ekεkl

dEl
dt

+ Elεkl
dEk
dt

)
+

1

2

d

dt

(
µH2

))
, (1.13)

1Para entender a otros materiales, como los dicroicos, no se puede hacer esta aproximación y se requiere que sean tratados
también como conductores, aunque anisotrópicos.
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se obtiene que al igualar ambas expresiones de la conservación de la energía

1

2

∑
kl

(
Ekεkl

dEl
dt

+ Elεkl
dEk
dt

)
=
∑
kl

Ekεkl
dEl
dt∑

kl

(εkl − εlk)
dEk
dt

El = 0

=⇒ εkl = εlk

(1.14)

el tensor dieléctrico tiene que ser simétrico, esto reduce las 9 componentes independientes a sólo 6:

εkl =

εxx εxy εxz
εxy εyy εyz
εxz εyz εzz

 . (1.15)

Sustituyendo ésto último en la expresión de la energía eléctrica we, (1.7), obtenemos

we = εxxE
2
x + εyyE

2
y + εzzE

2
z + 2εxyExEy + 2εyzEyEz + 2εxzEzEx (1.16)

que es la ecuación de un elipsoide, que siempre puede ser rotado para expresarse de forma canónica como

we = εxE
2
x + εyE

2
y + εzE

2
z

=
D2
x

εx
+
D2
y

εy
+
D2
z

εz

(1.17)

que es un elipsoide en el sistema rotado con sus ejes principales
√
εi con i = x, y, z. Este sistema rotado

es conocido como el sistema de los ejes dieléctricos principales, que corresponde a una diagonalización del
tensor dieléctrico:

ε = εkl =

εx 0 0
0 εy 0
0 0 εz

 . (1.18)

A partir de la ecuación (1.17) se puede ver que el elipsoide corresponde a una esfera en el caso en el que
εx = εy = εz, y coincidirá con un elipsoide de revolución en caso de que sólo dos direcciones de los ejes
principales sean equivalentes. Al elipsoide (1.17)) se le conoce como elipsoide de índices.

Por último, es importante recalcar que como la permitividad dieléctrica es dependiente de la frecuencia,
i.e., las componentes del tensor εkl varían, existe un efecto de dispersión, por el cual no sólo los valores de
los ejes dieléctricos principales cambian, sino sus direcciones. A esto se le conoce como dispersión de ejes,
que sin embargo, sólo sucede en cristales cuya estructura no determine una triada de direcciones principales
ortogonales, e.g. los sistemas monoclínicos y triclínicos.

1.2 Cristales birrefringentes

Entre los medios anisotrópicos, se encuentran ciertos cristales. Un cristal se define como un sólido que
presenta un arreglo periódico, en las tres direcciones espaciales, en su estructura molecular y/o atómica.
Debido a esto mismo, presentan propiedades o respuestas anisotrópicas a diferentes fenómenos físicos, ya
sea en propiedades ópticas como la birrefringencia, elásticas, de conductividad, entre otras. Los cristales
transparentes pueden ser clasificados en tres grupos distintos según sus propiedades ópticas:
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• Isotrópicos: Cristales con tres direcciones cristalográficas equivalentes y ortogonales entre sí. Estos
cristales son los que presentan el sistema cristalino cúbico2. Los ejes dieléctricos principales correspon-
den a estas direcciones, y se tiene, ya que son equivalentes, εx = εy = εz = ε, por lo que D = εE,
induciendo un comportamiento ópticamente isotrópico.

• Uniaxiales: Cristales en los que dos o más direcciones cristalográficas equivalentes pueden ser escogidas
en un plano, que no pertenecen al grupo anterior. Estos cristales pertenecen a los sistemas cristali-
nos trigonales, tetragonales y hexagonales. El plano que contiene a las direcciones equivalentes es
perpendicular al eje de simetría triple, cuádruple o séxtuple. Uno de los ejes dieléctricos principales
debe coincidir con esta dirección particular, mientras que los otros dos se pueden escoger en cualquier
dirección perpendicular a el primero. Se tendría entonces, en un ejemplo particular, que εx 6= εy = εz.
La calcita, el cuarzo y la vaterita.

• Biaxiales: Cristales en los que no hay dos direcciones cristalográficas equivalentes. Estos cristales
pertenecen a los sistemas cristalinos ortorrómbicos, monolíticos y triclínicos. En estos las direcciones
de los ejes dieléctricos pueden o no estar determinados por alguna simetría y serán, por consecuencia,
dependientes de la longitud de onda. Así mismo εx 6= εy 6= εz. Un cristal biaxial es el aragonito.

Los materiales birrefingentes, desde el punto de vista de la óptica física, se pueden clasificar como uniaxiales
y biaxiales. Los materiales uniaxiales se caracterizan porque las ondas planas ordinarias y extraordinarias se
convierten en una sola a lo largo de una única dirección que se nombra como eje del cristal3. Mientras que
los biaxiales tienen dos direcciones en la que la velocidad de ondas planas es independiente de la orientación
de las ondas de vibración (con ondas de vibración nos referimos a las oscilaciones del campo eléctrico). Los
materiales uniaxiales pueden ser considerados como un caso especial de cristales biaxiales en los cuales el
ángulo entre los dos ejes es cero.

Los cristales uniaxiales pueden ser divididos en dos clases, negativos y positivos. Un cristal negativo, como
la calcita, cuenta con un índice de refracción extraordinario menor que el índice ordinario, traduciéndose a
una velocidad mayor para el rayo extraordinario que para el ordinario, mientras que uno positivo, como el
cuarzo, cuenta con un índice extraordinario mayor que el ordinario, siendo la velocidad del rayo ordinario
mayor.

Lo dicho anteriormente será abordado en las secciones siguientes.

1.3 Vector de onda y vector de Poynting

Sabemos que para ondas viajeras planas, el campo eléctrico puede ser expresado como

E = Eoe
i(k·r−ωt), (1.19)

análogamente para el campo magnético H(r, t), donde ω es la frecuencia de la onda, y el vector de onda k es

k = ω
n

c
g, (1.20)

siendo n el índice de refección efectivo que percibe la onda dentro del material, c la velocidad de luz, y g el
vector unitario en dirección del vector de onda, i.e. los cosenos directores de k. Es fácil obtener después de

2Es importante recordar que hay varias formas de clasificar los cristales, ya sea en sistemas de redes (de Bravais, por ejemplo),
familias cristalinas o sistemas cristalinos. La diferencia entre las últimas dos formas reside en el grupo o característica que los
determina, un sistema cristalino se determina a partir de un grupo de puntos, mientras que una familia cristalina a partir de
los grupos de redes y puntos. En este trabajo nos referimos a sistemas cristalinos.

3Al eje del cristal se le nombra, en inglés, optic axis, que no debe de confundirse con optical axis que es el eje óptico del
sistema o de la lente. Esto último puede generar confusiones en español, por la carencia de palabras que signifiquen optic y
optical.
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un poco de álgebra que

∇×E = ik×E, ∇×H = ik×H (1.21)
dE

dt
= −iωE,

dH

dt
= −iωH (1.22)

que al sustituir en las ecuaciones de Maxwell (1.1.ii) y (1.1.iv) llevan a

k×E = ωµH

k×H = −ωεE = −ωD
(1.23)

y al combinar para eliminar H se obtiene

k× k×E = −ω2µD. (1.24)

Luego, al utilizar la identidad vectorial (A.2) se tiene

(k2E− (k ·E)k) = k2(E− (g ·E)g) = k2E⊥ (1.25)

donde E⊥ es la componente del campo eléctrico en dirección perpendicular al vector de onda k, véase la
fig.(1.1), y por lo que esta se relaciona con el vector de desplazamiento D de la siguiente forma

D =
k2

ω2µ
E⊥ =

n2

c2µ
E⊥ (1.26)

Tenemos que la dirección del rayo, i.e. de la propagación de la energía, S, que esta dada por (1.10) será
perpendicular tanto a H, B, como a E. Así mismo, a partir de (1.23) podemos ver que el vector de onda k,
será perpendicular a H, B, y D. Por lo tanto, S,k,E y D son coplanares. Se puede ver que el ángulo entre
S y k, que en la fig.(1.1) está denominado por θ, es el mismo que entre E y D.

Figura 1.1: El ángulo θ entre el vector de onda k y el vector de Poynting S, es el mismo que el ángulo entre el campo
E y D

Sería natural preguntarse si la velocidad con la que se propaga la energía del rayo es la misma que la velocidad
de fase dada por

vf =
c

n
. (1.27)
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Para encontrar la relación entre ellas habrá que recordar que el vector de Poynting indica la dirección de
propagación de la energía del rayo, por lo que se puede definir una velocidad dada como la razón entre el
vector de Poynting y la energía total transportada por este, i.e.

ve =
S

w
(1.28)

y usando las ecuaciones de la energía (1.6), (1.7) y (1.8), así como las relaciones encontradas para el vector
de onda (1.23), obtenemos

w =
1

2

(
E

ω
· (H× k) +

H

ω
· (k×E)

)
(1.29)

que al utilizar la identidad vectorial (A.1) se reduce a

w =
1

ω
k · (E×H) =

1

ω
k · S. (1.30)

De aquí obtenemos la relación entre la velocidad de fase y la velocidad de propagación del rayo, usando la
expresión del vector de onda (1.20):

vf = ve cos θ, (1.31)

por lo que la velocidad de fase puede ser vista como una proyección de esta velocidad, que definimos como
la velocidad de propagación del rayo, sobre la dirrección de propagación del vector de onda.

Resta ver como se puede expresar la llamada velocidad de grupo, que en medio isotrópicos es la velocidad
con la que se propaga la energía, y que de igual forma lo hará en anisotrópicos. La velocidad de grupo de
un paquete de ondas está dada por

vg = ∇kω(k). (1.32)

Recordando las ecuaciones en (1.23), si tomamos una variación infinitesimal δk, al igual que δω, δE, y δH,
podemos llegar a

δk×E + k× δE = δωµH + ωµδH (1.33)
δk×H + k× δE = −δωεE− ωεδE. (1.34)

Haciendo el producto punto de la primera con H y de la segunda con E, luego utilizando la identidad
vectorial (A.1) y que el tensor ε es simétrico, las ecuaciones se convierten en

δk · (E×H)− δE · (k×H) = δω(H · µH) + δH · (ωµH) (1.35)
−δk · (E×H)− δH · (k×E) = −δω(E · εE)− δE · (ωεE). (1.36)

Restando la segunda expresión a la primera se llega, después de un poco de álgebra a

2δk · (E×H)− δω(H · µH + E · εE) = δE(k×H + ωεE) + δH(ωµH− k×E), (1.37)

que al utilizar (1.23) termina dándonos la relación

δk · (E×H) = δω
(E · εE + H · µH)

2
= wδω. (1.38)

Finalmente se obtiene
vg · δk = (∇kω) · δk = δω = δk · S

w
= δk · ve (1.39)

de donde concluímos
vg = ve (1.40)

es decir, que se recupera el resultado conocido en materiales isotrópicos, que es que la energía viaja con la
velocidad de grupo en un paquete de ondas.

6



1.4 Superficie normal

La ecuación (1.24), al utilizar la definición de producto diádico puede verse como

k× k×E− ω2µεE = 0

(k2E− (k ·E)k)− ω2µεE = 0

(k2 − (kk)− ω2µε)E = 0

(1.41)

que en forma matricial esω2µεx − k2
y − k2

z kxky kxkz
kykx ω2µεy − k2

x − k2
z kykz

kzkx kzky ω2µεz − k2
x − k2

y

ExEy
Ez

 = 0 (1.42)

y para que exista una solución no trivial, el determinante de la matriz (1.42) debe hacerse cero, lo que lleva
a

G :

∣∣∣∣∣∣
ω2µεx − k2

y − k2
z kxky kxkz

kykx ω2µεy − k2
x − k2

z kykz
kzkx kzky ω2µεz − k2

x − k2
y

∣∣∣∣∣∣ = 0 (1.43)

que corresponde a una superficie tridimensional en el espacio de momentos, k, que es llamada la superficie
normal y que denotaremos por G. La superficie normal (1.43) se puede reducir a:

G : (ω2µεx − k2){(ω2µεy − k2)(ω2µεz − k2) + kz
2(ω2µεy − k2) + ky

2(ω2µεz − k2)}
+ kx

2(ω2µεy − k2)(ω2µεz − k2) = 0.
(1.44)

Esta superficie consiste en dos cascarones que, de forma general, tienen cuatro puntos comunes (en el caso
biaxial son cuatro, mientras que para el uniaxial son dos). Las lineas que pasan por el origen y estos puntos
son los llamados ejes del cristal (dos para el biaxial, uno para el uniaxial, de ahí los nombres). La figura
(1.2) muestra los dos cascarones de la superficie normal para el caso biaxial.

Figura 1.2: Se muestran dos perspectivas distintas de la superficie normal para el caso particular εx < εy < εz: los
ejes del cristal se muestran en color sólido y cruzan las intersecciones de los dos cascarones.

Para dejar esto más explícito, hay que realizar unos cortes a esta superficie, tomando el caso particular
εx < εy < εz ( otros casos en los que no haya igualdad de valores son sólo rotaciones de este caso). Para el
caso del plano kxky, i.e. kz = 0, tenemos∣∣∣∣∣∣

ω2µεx − k2
y kxky 0

kykx ω2µεy − k2
x 0

0 0 ω2µεz − k2
x − k2

y

∣∣∣∣∣∣ = 0 (1.45)
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que nos lleva a
(ω2µεz − k2

x − k2
y){(ω2µεx − k2

y)(ω2µεy − k2
x)− k2

xk
2
y} = 0 (1.46)

que corresponden a un círculo de radio
√
ω2µεz y a una elipse de eje mayor

√
ω2µεy y eje menor

√
ω2µεx

k2
x + k2

y = ω2µεz (1.47)

k2
x

ω2µεy
+

k2
y

ω2µεx
= 1. (1.48)

Si seguimos realizando cortes en los distintos planos kx = 0 y ky = 0, obtendremos un grupo de círculos y
elipses, véase la fig.(1.3), que no se intersectarán salvo los del plano ky = 0, que lo hacen en 4 puntos, de la
forma,

k∗ =

±√µω2εz(εy − εx)

εz − εx
, 0,±

√
µω2εx(εz − εy)

εz − εx

 (1.49)

Figura 1.3: Superficie normal para el caso particular εx < εy < εz: los puntos comunes de los cascarones se encuentran
en el plano kxkz. Se muestra, por claridad, sólo el primer cuadrante.

Se ve con claridad que dada una dirección de propagación se tendrán dos vectores de onda k, salvo en la
dirección de los ejes del cristal en los que sólo existirá un valor. Esto mismo inducirá dos polarizaciones del
campo eléctrico, una para cada vector de onda, y así mismo, dos velocidades de fase.

Ahora, la superficie normal, G, es una superficie con ω constante, es decir, δω = 0 al desplazarse sobre
dicha superficie una δk, que representa un vector tangente a dicha superficie. Recordando la ecuación (1.38),
podemos concluir que al ser la variación en la frecuencia cero

δk · (E×H) = 0, (1.50)

es decir, el vector de Poynting siempre será perpendicular a la superficie normal, por lo que

S||∇G. (1.51)

Entonces, de forma general habrá dos vectores de Poynting, uno por cada dirección de propagación del vector
de onda, que presentarán un cierto ángulo de desviación (en la literatura a este ángulo se le conoce como
walk-off angle), salvo a lo largo de los ejes principales que serán paralelos. En particular, si la dirección de
propagación es la del eje del cristal, se tendrá en el caso uniaxial dos vectores de Poynting paralelos, mientras
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que en el biaxial, dada la discontinuidad en las normales debido a la intersección de los cascarones, sucederá
la llamada refracción cónica.

Si escogemos, por ejemplo, un ordenamiento arbitrario εi < εj < εk, con i, j, k ∈ {x, y, z}, i 6= j 6= k, de las
direcciones principales, y obtenemos el gradiente de las curvas con ki = 0 (análogo a lo hecho anteriormente,
véase (1.47), para kz = 0), llegamos a las expresiones

S1||∇G1 = (0, kj , kk) S2||∇G2 = (0,
kj
εk
,
kk
εj

) (1.52)

Es decir, que para ondas propagándose a lo largo de cualquier plano principal en materiales birrefringnetes,
existirá una polarización en la que el vector de Poynting y el vector de onda sean paralelos (análogamente
al caso isotrópico) y otra en la que exista un cierto ángulo de desviación entre éstos.

1.4.1 Caso uniaxial

Para el caso uniaxial, i.e., en el que dos valores de los ejes principales del tensor dieléctrico son iguales,
que nosotros escogeremos εy = εx sin pérdida de generalidad, se puede obtener de forma análoga que los
cascarones sólo tendrán dos intersecciones a lo largo del eje kz = 0. Véase la fig.(1.4).

Figura 1.4: Superficie normal para el caso particular εx = εy < εz: los puntos comunes de los cascarones se encuentran
en el eje kz. Se muestra, por claridad, sólo el primer cuadrante.

Así mismo, se puede expresar de forma sencilla la superficie normal para el caso uniaxial, expresión que
permite tener mayor intuición. Al tratarse de un material uniaxial, εy = εx, la expresión se simplifica con
algo de álgebra a

G : (ω2µεx − k2)[ω2µεxεz − (kx
2 + ky

2)εx − kz2εz] = 0. (1.53)

Esta última puede ser llevada a una forma más sugerente nombrando a las permitividades relativas prin-
cipales no2 =εx /εo , ne

2 =εz /εo , en donde εo es la permitividad eléctrica en el vacío, que se nombran,
respectivamente, el índice ordinario y extraordinario. Entonces, la superficie normal puede ser escrita de la
siguiente forma

G :

(
k2

no2
− ω2

c2

)(
kx

2 + ky
2

ne2
+
kz

2

no2
− ω2

c2

)
= 0, (1.54)
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que corresponden a una esfera y a un elipsoide de revolución4 con respecto al eje z. Podemos referirnos a la
esfera

k2

no2
=
ω2

c2
(1.55)

nos referimos como el cascarón o superficie de soluciones ordinarias mientras que al elipsoide de revolución

kx
2 + ky

2

ne2
+
kz

2

no2
=
ω2

c2
(1.56)

como el cascarón o superficie de soluciones extraordinarias5.

Se puede ver que existen dos opciones para un material uniaxial: uniaxial positivo no < ne, en la que el
elipsoide envuelve la esfera, y uniaxial negativo ne < no, en la que el elipsoide está contenido por la esfera.
La fig.(1.5) muestra las superficies normales de un cristal positivo y uno negativo.

Figura 1.5: Superficies normales uniaxiales para materiales (de izq. a der.) positivos y negativos. El eje del cristal
se encuentra en color sólido y coincide con el eje z.

En cuanto a la dirección del vector de Poynting, esta quedará expresada como

S1||∇G1 = (kx, ky, kz), S2||∇G2 = (εxkx, εxky, εzkz) ó
(
kx
n2
e

,
ky
n2
e

,
kz
n2
o

)
, (1.57)

por lo que se puede ver que para el rayo ordinario no hay ángulo de desviación entre el vector de onda k
y el vector de Poynting S, mientras que para el extraordinario generalmente lo habrá, véase la fig.(1.6).
Finalmente, el tensor dieléctrico en este sistema coordenado se puede expresar como

ε = εo

no2 0 0
0 no

2 0
0 0 ne

2

 . (1.58)

A partir del cual se puede escribir de forma general, sin importar el sistema de referencia:

εE = εon
2
oE⊥ + εone

2E‖ (1.59)

en donde E⊥ ⊥ A y E‖ ‖ A, y A es la dirección del eje del cristal.

4En inglés estos son llamados spheroids.
5Esto es herencia de los nombres utilizados para los rayos resultantes en la refracción
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Figura 1.6: El vector normal a la superficie generalmente no es paralelo al vector de onda k para el elipsoide de
revolución.

1.5 Ecuaciones de Fresnel y propagación de rayos

A partir de las ecuaciones (1.42) se puede obtener la siguiente expresión

Ej =
(k ·E)kj
k2 − µω2εj

, (1.60)

donde el subíndice j representa cualquiera de las coordenadas cartesianas x, y, z. Utilizando la relación entre
el vector de onda y sus cosenos directores (1.20), y la aproximación µ ≈ µo, lo anterior toma la forma

Ej =
(g ·E)n2gj
n2 −εj /εo

. (1.61)

Multiplicando por gj , sumando las tres ecuaciones resultantes, y dividiendo por el factor común (g · E), se
llega a

g2
x

n2 −εx /εo
+

g2
y

n2 −εy /εo
+

g2
z

n2 −εz /εo
=

1

n2
(1.62)

que es conocida como la ecuación de Fresnel, y puede ser resuelta para los eigeníndices de refracción. Hay
una manera análoga de representar la ecuación de Fresnel, y resulta de multiplicarla por n2 y restarle la
expresión g2

x + g2
y + g2

z = 1, obteniendo, después de un poco de álgebra,

g2
x
εx/εo

n2 −εx /εo
+

g2
y
εy/εo

n2 −εy /εo
+

g2
z
εz/εo

n2 −εz /εo
= 0. (1.63)

Es importante señalar que la ecuación de Fresnel no es más que la exigencia de que el vector de desplazamiento
eléctrico, D, sea ortogonal al vector de onda.

Así mismo, nos puede ser útil representar la ecuación pasada como

g2
x

c2/n2 −c2εo /εx
+

g2
y

c2/n2 −c2εo /εy
+

g2
z

c2/n2 −c2εo /εz
= 0, (1.64)

si se recuerda la definición de la velocidad de fase, uno puede definir las velocidades principales de propagación
como6

v2
i =

c2εo
εi

vp =
c

n
(1.65)

6 Es importante denotar que estas velocidades principales de propagación no son componentes de alguna velocidad en
particular, sino la velocidad de fase misma de la onda viajando en dichas direcciones principales, refiérase a la pag 671 de [12].
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con lo cual la ecuación pasada se transforma en

g2
x

v2
p − v2

x

+
g2
y

v2
p − v2

y

+
g2
z

v2
p − v2

z

= 0 (1.66)

que es una ecuación de segundo orden en v2
p:

v4
p − [g2

x(v2
y + v2

z) + g2
y(v2

x + v2
z) + g2

z(v2
x + v2

y)]v2
p + g2

xv
2
yv

2
z + g2

yv
2
zv

2
x + g2

zv
2
xv

2
y = 0. (1.67)

La solución para esta ecuación puede ser fácilmente encontrada utilizando la fórmula general, pero la interro-
gante principal es si siempre existirán dos o al menos una solución para la velocidad de fase. Para responder
esto tenemos que fijarnos en el llamado discriminante de la ecuación

∆ = B2 − 4AC

A = 1

B = −[g2
x(v2

y + v2
z) + g2

y(v2
x + v2

z) + g2
z(v2

x + v2
y)]

C = g2
xv

2
yv

2
z + g2

yv
2
zv

2
x + g2

zv
2
xv

2
y.

(1.68)

Aunque la literatura, [12] y [13], indica que siempre existe al menos una solución, la demostración no aparece
en las fuentes citadas, y por ello se incluye en este capítulo. Desglosaremos parte por parte:

B2 = g4
x(v2

z + v2
y)2 + g4

y(v2
x + v2

z)2 + g4
z(v2

x + v2
y)2 + 2g2

xg
2
y(v2

z + v2
y)(v2

x + v2
z) + 2g2

yg
2
z(v2

x + v2
z)(v2

x + v2
y)

+ 2g2
xg

2
z(v2

z + v2
y)(v2

x + v2
y)

= g4
x(v4

z + v4
y) + g4

y(v4
x + v4

z) + g4
z(v4

x + v4
y) + 2[v2

zv
2
y(g2

x + g2
yg

2
z) + v2

zv
2
x(g2

y + g2
xg

2
z) + v2

xv
2
y(g2

x + g2
yg

2
x)]

+ 2(v4
zg

2
xg

2
y + v4

yg
2
xg

2
z + v4

xg
2
zg

2
y).

Al sustituir en el discriminante y realizar un poco de álgebra

∆ = g4
x(v4

z + v4
y) + g4

y(v4
x + v4

z) + g4
z(v4

x + v4
y) + 2[v2

zv
2
y(g2

yg
2
z − g2

x) + v2
zv

2
x(g2

xg
2
z − g2

y) + v2
xv

2
y(g2

yg
2
x − g2

x)]

+ 2v4
zg

2
xg

2
y + v4

yg
2
xg

2
z + v4

xg
2
zg

2
y)

= g4
x(v2

z − v2
y)2 + g4

y(v2
x − v2

z)2 + g4
z(v2

x − v2
y)2 + 2v2

zv
2
y(g2

yg
2
z − g2

xg
2
y − g2

xg
2
z)

+ 2v2
zv

2
x(g2

xg
2
z − g2

xg
2
y − g2

yg
2
z) + 2v2

xv
2
y(g2

yg
2
x − g2

xg
2
z − g2

yg
2
z) + 2(v4

zg
2
xg

2
y + v4

yg
2
xg

2
z + v4

xg
2
zg

2
y)

= g4
x(v2

z − v2
y)2 + g4

y(v2
x − v2

z)2 + g4
z(v2

x − v2
y)2 + 2g2

xg
2
y(v2

z − v2
y)(v2

z − v2
x) + 2g2

yg
2
z(v2

x − v2
z)(v2

x − v2
y)

+ 2g2
xg

2
z(v2

y − v2
z)(v2

y − v2
x),

llevándonos a la expresión final

∆ = g4
x(v2

z − v2
y)2 + g4

y(v2
x − v2

z)2 + g4
z(v2

x − v2
y)2 + 2g2

xg
2
y(v2

z − v2
y)(v2

z − v2
x) + 2g2

yg
2
z(v2

x − v2
z)(v2

x − v2
y)

+ 2g2
xg

2
z(v2

y − v2
z)(v2

y − v2
x).

(1.69)
Este discriminante es mayor o igual que cero siempre y cuando εi sean valores reales. Para el caso general,
heurísticamente puede verse que el discriminante es mayor o igual que cero de la siguiente forma: dado
un ordenamiento de los valores principales de la permisividad eléctrica, εi < εj < εk, con i, j, k ∈ {x, y, z}
y i 6= j 6= k, todos los términos de (1.69) serían positivos excepto por el término que es de la forma
(v2
j − v2

i )(v2
j − v2

k), que resulta ser la multiplicación de las dos diferencias más pequeñas de los cuadrados de
las velocidades principales de propagación (debido al orden supuesto), por lo que su valor absoluto será menor
a los demás términos positivos, y da como resultado un discriminante positivo, haciéndose cero únicamente
para valores específicos del vector g.
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Para el caso isotrópico, ε = εx = εy = εz, se puede ver que el discriminante se hace cero asegurando una
única solución para la velocidad de fase, lo cual es lo esperado, y se llega a una solución para la velocidad
de fase (recordando que estamos bajo la aproximación µ ≈ µo) con un respectivo índice de refracción.

vp = c

√
εo
ε

=
1
√
εµ
, n =

√
ε

εo
. (1.70)

1.5.1 Caso uniaxial

Para el caso uniaxial se puede llegar a una solución analítica útil: supongamos el orden εi = εj < εk, que
inmediatamente define la dirección del eje del cristal a lo largo del eje k̂. Usando las definiciones de las
velocidades principales, el discriminante puede ser llevado a,

∆ = g4
i (v2

o − v2
e)2 + g4

j (v2
o − v2

e)2 + 2g2
i g

2
j (v2

e − v2
o)(v2

e − v2
o) = (v2

o − v2
e)2(g2

i + g2
j )2 (1.71)

que siempre será positivo, salvo en el caso que gi = gj = 0, que implica que gk = 1, i.e. el vector de onda
viaja a lo largo del eje del cristal, en el que se hace cero el discriminante arrojando un único valor para la
velocidad de fase. Ahora, este discriminante nos lleva a dos soluciones de forma general:

vp
2
1 = v2

o vp
2
2 = v2

og
2
k + v2

e(1− g2
k), (1.72)

una solución independiente de la dirección del vector de onda, y otra dependiente que puede representarse
con una elipse. Para ver esto hay que llevarlo a una forma más sugerente, si se renombra g2

k = cos θ, con θ
el ángulo con respecto al eje del cristal,

vp
2
2 = v2

o cos2 θ + v2
e sin2 θ (1.73)

que es una elipse de velocidad de fase con ejes principales vo y ve. De forma general, las expresiones para
los dos índices de refracción en el caso uniaxial son:

n1
2 =

εi
εo
, n2

2 =
1

εo

εiεk

εk cos2 θ + εi sin2 θ
,

ó

n1 = no, n2 =
none√

ne2 cos 2θ + no2 sin 2θ
.

(1.74)

Hay que recordar que estas soluciones tienen sus respectivas polarizaciones, en D y E, las cuales son solución
a la ecuación (1.42), y que son la clave del fenómeno de la birrefriengencia: dos modos de propagación para
dos polarizaciones características.

Las dos soluciones corresponden a las dos superficies que componen a la superficie normal, i.e., a la esfera y
al elipsoide de revolución. La esfera corresponde a una solución parecida a la isotrópica, n1 = no, mientras
que la segunda solución, n2, al elipsoide de revolución.

En la siguiente sección se abordará a profundidad la polarización de las ondas, y se verá que dichos modos
son ortogonales para el vector de desplazamiento eléctrico.

1.6 Campos eléctrico y desplazamiento eléctrico

Tenemos que las soluciones de (1.42) corresponden a las polarizaciones del campo eléctrico dado un vector
de onda k. Dicha solución se puede deducir de la expresión (1.61), en la que las componentes del campo

13



eléctrico, Ei, con i = x, y, z, tienen un factor común (g ·E)n2, por lo que se podría prescindir de dicho factor,
obteniéndose

E =


gx

n2−εx/εogy
n2−εy/εo

gz
n2−εz/εo

 , (1.75)

que pueden ser expresadas de igual forma con respecto al vector de onda k, es decir,

E =


kx

k2−ω2µεx
ky

k2−ω2µεy
kz

k2−ω2µεz

 . (1.76)

Estas expresiones son ampliamente conocidas y pueden ser encontradas en varios libros, refiérase a [12, 13].

Es importante recordar que este vector únicamente indica la dirección de las vibraciones del campo eléctrico,
mas no su intensidad, ya que cualquier vector paralelo a (1.75) o a (1.76) es solución de (1.42). También hay
que recalcar que estas expresiones dejan de ser válidas en los casos particulares con n2 =εj /εo , y recordando
los resultados obtenidos en la sección anterior para el caso uniaxial (1.74), sabemos que siempre ocurre, por
lo que será importante encontrar una expresión alterna, y esto será visto en la siguiente sección.

A estas polarizaciones del campo eléctrico les corresponderán polarizaciones del vector de desplazamiento
eléctrico D:

D =


εxgx

n2−εx/εoεygy
n2−εy/εo
εzgz

n2−εz/εo

 . (1.77)

Con esta última expresión es fácil ver que la ecuación de Fresnel (1.63) no es más que la consecuencia de que
el vector de desplazamiento eléctrico sea ortogonal al vector de onda, i.e. D · g = 0.

Como se mencionó en las secciones anteriores, las dos soluciones a las ecuaciones de Fresnel, ya sean expre-
sadas en términos de la velocidad de fase, vp1 y vp2 , o del índice de refracción, n1 y n2, les corresponderán
polarizaciones del campo Di ortogonales entre sí. Es importante denotar que los campos eléctricos Ei no
serán ortogonales entre si, excepto en cristales uniaxiales.

Primero se demostrará que D1 · D2 = 0, debido a que su demostración no es común encontrarla en la
literatura, por que se suele dejar como ejercicio. Renombrando las llamadas permitividades relativas εj/εo =
j, con j ∈ {x, y, z}, tenemos

D1 ·D2 =
ε2xgx

2

(n1
2 −εx /εo)(n2

2 −εx /εo)
+

ε2ygy
2

(n1
2 −εy /εo)(n2

2 −εy /εo)
+

ε2zgz
2

(n1
2 −εz /εo)(n2

2 −εz /εo)

= εo
2

(
x2gx

2

(n1
2 − x)(n2

2 − x)
+

y2gy
2

(n1
2 − y)(n2

2 − y)
+

z2gz
2

(n1
2 − z)(n2

2 − z)

)
haciendo separación por fracciones parciales podemos expresar cada término de la ecuación pasada como

j22gj
(n1

2 − j)(n2
2 − j)

=
1

(n2
2 − n1

2)

gj
2j

(n1
2 − j)

− 1

(n2
2 − n1

2)

gj
2j

(n2
2 − j)

, j ∈ {x, y, z}

lo que nos lleva a

D1 ·D2 =
εo

2

n2
2 − n1

2

[(
gx

2x

n1
2 − x

+
gy

2y

n1
2 − y

+
gz

2z

n1
2 − z

)
−
(

gx
2x

n2
2 − x

+
gy

2y

n2
2 − y

+
gz

2z

n2
2 − z

)]
= 0,

que es igual a cero al utilizar la ecuación de Fresnel (1.63). Análogamente, utilizando separación por fracciones
parciales, se pueden demostrar las siguientes relaciones, que con la anterior forman:

D1 ·D2 = 0, D1 ·E2 = 0, E1 ·D2 = 0 , (1.78)
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que más adelante se demostrarán válidas siempre en todo material anisotrópico lineal.

Sin embargo, para los campos eléctricos en general no se tiene esta relación de ortogonalidad entre sí, sino

E1 ·E2 =
gx

2

(n1
2 − x)(n2

2 − x)
+

gy
2

(n1
2 − y)(n2

2 − y)
+

gz
2

(n1
2 − z)(n2

2 − z)

=
1

n2
2 − n1

2

[(
gx

n1
2 − x

+
gy

n1
2 − y

+
gz

n1
2 − z

)
−
(

gx
n2

2 − x
+

gy
n2

2 − y
+

gz
n2

2 − z

)]
=

1

n2
2 − n1

2

[
1

n1
2
− 1

n2
2

]
=

1

n1
2n2

2
6= 0,

(1.79)

por lo que cuando la expresión (1.75) sea válida, i.e. n2 6=εj /εo , los campos eléctricos no serán ortogonales.

De aquí que si uno desea entender a profundidad los medios anisótrópicos, ya sean uniaxiales o biaxiales,
se deba estudiar lo casos particulares en los que las expresiones antes dadas para sus polarizaciones no sean
válidas, o que al menos para una de las soluciones no lo sea, algo que suele pasarse por alto como en [12]. En
particular, dado que en los medios uniaxiales siempre una de las expresiones no será valida (véase la expresión
encontrada para los índices de refracción en medios uniaxiales (1.74)), se abordará con cierto detenimiento
a continuación.

Para el caso general, tenemos, recordando expresión (1.61), el sistema de ecuaciones que expresaremos de
forma general con los subíndices i, j, k ∈ {x, y, z}, i 6= j 6= k:

Ei(n
2 − i) = (g ·E)n2gi

Ej(n
2 − j) = (g ·E)n2gj

Ek(n2 − k) = (g ·E)n2gk,

(1.80)

donde seguimos nombrando a las permitividades relativas principales i =εi /εo , y análogamente para j y k.

Primero sería útil estudiar qué sucede cuando la onda se propaga en alguna de las direcciones principales,
e.g. gi = 1, gj = 0, gk = 0. Fácilmente se puede ver que (1.80), nos lleva a

Ei(n
2 − i) = (g ·E)n2

Ej(n
2 − j) = 0

Ek(n2 − k) = 0,

donde es evidente que Ej y Ei no pueden hacerse cero al mismo tiempo, ya que implicaría que E sería
paralelo a la dirección principal en la que se propaga el vector de onda, y sabemos que en ese caso D sería
paralelo, i.e. D||g, que es una contradicción. Entonces las soluciones serán

n1
2 = j n2

2 = k,

y como D se encuentra en el plano ortogonal a la dirección principal, E también lo estará y por lo tanto será
ortogonal al vector de onda, i.e. g ·E = 0. Sustituyendo esta nueva condición en las ecuaciones obtenemos

n1
2 = j =⇒ Ek = Ei = 0

n2
2 = k =⇒ Ej = Ei = 0.

Por lo tanto, cuando el vector de onda es paralelo a alguna de las direcciones principales, lo que se obtiene
es una triada ortogonal dada por E1,E2, y g, que coinciden con las direcciones principales del cristal, véase
la fig.(1.7).

La interpretación física es sencilla: una onda plana cuyo vector de onda sea paralelo a una de las direcciones
principales en el medio anisotrópico, tendrá dos eigenmodos de propagación, correspondientes a las dos
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Figura 1.7: Dos ondas propagándose en la misma dirección, que coincide con una de las direcciones principales,
en este caso i. La primer onda k1 viaja con una velocidad vp1 y tiene una polarización lineal en la dirección j,
mientras que la segunda onda k2 viaja con una velocidad vp2 y tiene una polarización lineal en la dirección k. Aquí
se representan tanto el campo eléctrico E como el campo de desplazamiento D.

polarizaciones ortogonales entre sí y paralelas a las direcciones principales restantes. Estos modos tendrán
sus respectivas velocidades de fase debido a la respuesta anisotropica del medio al campo eléctrico.

Como se mencionó anteriormente, para demostrar completamente que las polarizaciones del campo de de-
splazamiento eléctrico de cada una de las soluciones obtenidas de las ecuaciones de Fresnel son ortogonales,
i.e. D1 ·D2 = 0, requerimos estudiar los casos en los que la solución del índice de refracción sea igual a la
raíz de alguna de las permitividades relativas, n2 = i = εi/εo , con i ∈ {x, y, z}.

Si sustituimos esto en las ecuaciones (1.80), obtenemos que

g ·E = 0 ó gi = 0,

en las que es fácil ver que la primera implica la segunda (debido a la exigencia de que el vector de onda
sea ortogonal al vector de desplazamiento eléctrico), por lo que sólo hace falta enfocarnos en esta última.
Entonces, si utilizamos gi = 0 y lo sustituimos en (1.67), obtenemos las velocidades de fase y con ellas los
dos índices de refracción

n1
2 =

εi
εo

= i, n2
2 =

εjεk
εo(gk2εk + gj2εj)

=
jk

gk2k + gj2j
.

Para la segunda solución, tenemos que las expresiones (1.77) se siguen valiendo, obteniendo después de un
poco de álgebra

E2i = 0, E2j

gk
2k + gj

2j

k − j
1

jgj
, E2k =

gj
2j + gk

2k

j − k
1

kgk

que nos lleva al omitir los factores comunes, ya que nos ingresa únicamente las direcciones de las polariza-
ciones, a

E2 =

 0
1/jgj
−1/kgk

 , D2 =

 0
1/gj
−1/gk

 . (1.81)

De donde es fácil ver que D2 · g = 0. En cambio para E1 uno debe de ser más cuidadoso puesto que la
expresión para E1i deja de ser válida. Entonces según (1.80) y (1.75) , tenemos que al menos la solución del
campo eléctrico podría ser de las formas

i)E1 =

1
0
0

 , ii)E1 =

 α
gj/(i−j)
gk/(i−k)

 , 0 ≤ α < 1,
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dependiendo de si el campo eléctrico es ortogonal al vector de onda i), o si no ii). Si suponemos que la
solución correcta es el caso ii), tenemos que la condición D1 · g = 0 nos lleva a

D1 · g =
jgj

2

(i− j)
+

kgk
2

(i− k)
= 0

=⇒ igj
2

k
+
igk

2

j
= 1

que no se cumple, ya que la condición para n1 cuando se pide que el determinante del sistema de ecuaciones
se haga cero no lo satisface (análogo a las ecuación (1.47)). Por lo tanto, el campo eléctrico y el campo de
desplazamiento eléctrico serán

E1 =

1
0
0

 D1 =

1
0
0

 . (1.82)

Es importante recordar que aquí lo que estamos obteniendo es tan sólo la dirección del los campos, mas
no su magnitud, ya que esta dependerá del haz incidente y de las condiciones da la frontera. Se puede ver
que cuando las expresiones para las polarizaciones del campo eléctrico generales (1.75) no son válidas (para
vectores de onda paralelos a los planos definidos por los ejes principales), las relaciones entre los campos de
las dos soluciones cumplirán:

D1 ·D2 = 0, D1 ·E2 = 0, E1 ·D2 = 0, E1 ·E2 = 0. (1.83)

1.6.1 Polarización en materiales uniaxiales

Todo lo escrito anteriormente se mantiene para materiales uniaxiales, sin embargo, ya que la finalidad de
esta tesis es enfocarse en materiales uniaxiales, lo desarrollaremos con detalle. Suponiendo que εi = εj 6= εk,
con los subíndices i, j, k ∈ {x, y, z}, con i 6= j 6= k, para materiales uniaxiales tenemos que las soluciones a
la ecuación de Fresnel (1.74) se pueden expresar (utilizando la notación antes convenida) como

n1
2 = no

2, n2
2 =

no
2ne

2

ne2 cos 2θ + no2 sin 2θ
, (1.84)

así como las ecuaciones de las relaciones entre el vector de onda y los campos eléctricos (1.80) quedan

Ei(n
2 − no2) = (g ·E)n2gi

Ej(n
2 − no2) = (g ·E)n2gj

Ek(n2 − ne2) = (g ·E)n2gk.

(1.85)

Es importante remarcar que la dirección del eje del cristal, dado este ordenamiento de los ejes principales,
es a lo largo de la dirección k.

La primera solución, n1 = no, nos lleva a las posibles condiciones

g ·E1 = 0 ó gi = 0

g ·E1 = 0 ó gj = 0,

las cuales todas llevan a g · E1 = 0, esto como consecuencia de exigir que el vector D1 sea ortogonal a g.
Dicha condición, obliga a Ek = 0, por lo que dada una g = (gi, gj , gk) arbitraria, se tiene que las direcciones
de las polarizaciones son

E1 =

 gj
εi
− giεi

0

 ó

 gj
−gi
0

 , D1 =

 gj
−gi
0

 , (1.86)
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donde sólo nos interesa las direcciones de las polarizaciones, mas no su magnitud, por lo que para fines
prácticos, como E1||D1, estos tienen la misma expresión.

Lo importante de la primer solución con n1 = no es que le corresponde una polarización tal que sea perpen-
dicular a la dirección del eje del cristal (en nuestro caso en dirección ẑ), y a g, lo cual puede ser expresado
de forma general, suponiendo que la dirección del eje del cristal es A, como

E1 = D1 = g ×A. (1.87)

Además, es de igual importancia que el ángulo de desviación entre el vector de Poynting y el vector de onda
es cero, ya que D1||E1. A los rayos que se propagan en este primer eigenmodo, es decir, que corresponden
a las intersecciones con la esfera de la superficie normal G, se les llama rayos ordinarios.

En cuanto a la segunda solución, n2, se sigue valiendo la expresión (1.75), de la que con un poco de álgebra
se puede llevar a (omitiendo los factores comunes, puesto que sólo nos interesa la dirección)

E2 =


gi

no2(1−gk2)
gj

no2(1−gk2)
−1

ne2gk

 , D2 =


gi

(1−gk2)
gj

(1−gk2)
−1
gk
.

 (1.88)

A los rayos que se propaguen en este segundo eigenmodo, es decir, que corresponden a la intersección con el
elipsoide de revolución de la superficie normal G, se les llama rayos extraordinarios.

Es fácil ver que las relaciones de ortogonalidad (1.83) se preservan. La fig.(1.8) muestra, dada una dirección
de propagación k, las polarizaciones de los dos eigenmodos de propagación.

Figura 1.8: Gráficamente se puede ver el origen de la desviación entre el vector de Poynting y el vector de onda: para
la superficie normal, en específico, para el elipsoide de revolución, el vector de onda k (que es en dirección radial),
generalmente no es paralelo al vector normal (el gradiente de la superficie normal es paralelo al flujo de energía, i.e.
al vector de Poynting) en su intersección con el elipsoide.

1.7 Interfases: Condiciones a la frontera

Hasta ahora sólo se ha expuesto lo que le sucede a una onda plana propagándose en un medio anisotrópico,
en particular, de su descomposición natural en dos eigenmodos con sus respectivas velocidades de fase y
polarizaciones del campo D, que además resultan ser ortogonales. Sin embargo, no se ha expuesto lo que
sucede en la frontera: lo que da origen al fenómeno llamado birrefringencia. Generalmente, lo que sucede es
que dado un rayo incidente viajando en un material isotrópico a uno birrefringente, dará origen a un rayo
reflejado y a dos rayos refractados (de ahí el nombre).

La fig.(1.9) ilustra en general los posibles escenarios para la reflexión y refracción. Para interfases en las
que al menos uno de los materiales adyacentes sea birrefringente, las condiciones de frontera ya conocidas
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Figura 1.9: Se muestran varias interfases para la refracción y reflexión de un haz incidente.

para materiales isotrópicos siguen siendo válidas y simplemente pueden ser usadas para refractar y reflejar
un rayo. A continuación se deducirán para mayor claridad.

Consideremos una interfase entre dos materiales, pueden ser éstos isotrópicos o anisotrópicos. Tomemos un
cilindro de altura δh y área de base δA, que atraviesa la interfase, tal y como lo muestra la figura(1.10a).
Utilizando las ecuaciones de Maxwell que hasta ahora no han sido utilizadas, (1.1.i) y (1.1.iii),

∇ ·D = ρf , ∇ ·B = 0,

se puede llegar usando el teorema de Gauss, así como tomando el límite cuando δh→ 0 y considerando que
δA es lo suficientemente pequeña como para que el campo magnético en el material, Bi, sea prácticamente
constante, al igual que la normal ni

0 =

∫
V

∇ ·B =

∫
S

B · dS = (B1 · n̂1)δA− (B2 · n̂2)δA+ (contribusción de las paredes)δh

= (B1n −B2n)δA,

que lleva finalmente a la condición
(B1 −B2) · n̂ = 0. (1.89)

Es decir, que la componente normal del campo magnético B se conserva, mientras que para el campo de
desplazamiento eléctrico D se obtiene, análogamente, que existirá una discontinuidad en presencia de cargas
en la frontera

(D1 −D2) · n̂ = σf , (1.90)

donde σf es una densidad superficial de carga.

(a) (b)

Figura 1.10: Deducción de las condiciones a la frontera.

Considerando la interfase y un circuito rectangular que la atraviese, con lados δh y δl, tal como se muestra
en la fig.(1.10b), podemos utilizar las otras dos ecuaciones de Maxwell (1.1.ii) y (1.1.iv),

∇×E = −∂B

∂t
, ∇×H = Jf +

∂D

∂t
,
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para obtener las otras dos condiciones a la frontera. Usando el teorema de Stokes y considerando que δl es
lo suficientemente chica como para que el campo eléctrico en el material, Ei, sea prácticamente constante,
tomando el límite cuando δh→ 0,∫

S

(∇×E) · dS =

∫
C

E · d`

−∂B

∂t
δhδl = (E1 · t1)δl − (E2 · t2)δl

0 = (E1t − E2t)δl.

Entonces, la componente tangencial al plano del campo eléctrico E se conserva, ya que la orientación del
rectángulo fue arbitrario. De forma general, se puede expresar esta condición como

(E1 −E2)× n̂ = 0, (1.91)

Análogamente, se obtiene para el campo magnético H,

(H1 −H2)× n̂ = Kf , (1.92)

que implica que existirá una discontinuidad en presencia de corrientes superficiales Kf .

Por último, si consideramos una onda plana incidiendo sobre una interfase, podemos nombrar su campo eléc-
trico como Ei, y a los campos eléctricos de las ondas reflejadas y refractadas como Er y Et, respectivamente.
Utilizando la condición del campo eléctrico (1.91), tendremos que

(Ei × n̂) + (Er × n̂) = (Et × n̂), (1.93)

que suponiendo ondas planas E = Eoe
i(k·r−ωt) nos lleva a

(Ei × n̂)ei(ki·r−ωit) + (Er × n̂)ei(kr·r−ωrt+εr) = (Et × n̂)ei(kt·r−ωtt+εt). (1.94)

Para que esta ecuación se valga para toda r y todo t llegamos a las ecuaciones

ωi = ωt = ωr (1.95)

y
(ki − kr) · r = εr, (ki − kt) · r = εt. (1.96)

Ahora, como r describe un plano con una cierta normal n̂, se sabe que su componente normal es constante,
mientras que la tangencial varía. Teniendo esto en mente podemos descomponerlo en términos del vector
normal n̂ y un vector tangente al plano τ

r = τ (r) +Nn, (1.97)

donde N es la componente normal constante para todos los puntos en un plano dado, i.e., N := r · n̂ y el
vector τ es una función de r. Con esta descomposición las expresiones de (1.96) quedan

(ki − kr) · τ (r) +N(ki − kr) · n̂ = εr, (ki − kt) · τ (r) +N(ki − kt) · n̂ = εt, (1.98)

que para ser válidas para toda r, los coeficientes del término del vector tangente deben anularse, i.e.,

(ki − kr) · τ (r) = 0, (ki − kt) · τ (r) = 0, (1.99)

entonces, las componentes tangentes al plano de la interfase del vector de onda son constantes al reflejarse
y transmitirse. Además, el vector τ puede ser expresado de forma general como

τ (r) = r− (r · n̂)n̂ = n̂× (r× n̂), (1.100)
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en la que se utilizó la identidad vectorial (A.2). La condición de frontera para el vector de onda usando (A.1)
se convierte

(r× n̂) · [(ki − kr)× n̂] = 0, (r× n̂) · [(ki − kt)× n̂] = 0, (1.101)
y ya que (r× n̂) 6= 0, la condición es finalmente

(ki − kr)× n̂ = 0, (ki − kt)× n̂ = 0. (1.102)

Para resumir, las condiciones de frontera clave para materiales isotrópicos y anisotrópicos, pero sin corrientes
y sin cargas, son

(E1 −E2)× n̂ = 0 (D1 −D2) · n̂ = 0 (ki − kr)× n̂ = 0

(H1 −H2)× n̂ = 0 (B1 −B2) · n̂ = 0 (ki − kt)× n̂ = 0
(1.103)

Para ver como se refracta y se refleja un rayo en una interfase debemos utilizar la condición de que la
componente tangencial de k se conserva, aunado con la superficie normal correspondiente al medio, ya sea
de incidencia o de transferencia. Lo primero que se pude obtener de esta condición, sin realizar ningún
desarrollo matemático, es que los vectores de onda incidentes, reflejado y refractado, son coplanares7, y al
plano en el que yacen se le llama plano de incidencia, definido por el vector de onda incidente ki y la normal
al punto de incidencia n̂. Sin embargo, esto mismo no va a suceder de forma general con los vectores de
Poynting, es decir, para los rayos incidente, reflejado y refractado.

Como se sabe, la superficie normal es la superficie en el espacio de las k conformada por los vectores de
onda permitidos en un material. Utilizando la condición de que la componente tangente a la interfase se
debe de conservar, se pueden obtener las soluciones de los vectores refractados, kt ,y reflejados, kr. Como
la superficie normal consta de dos cascarones, habrá en general dos soluciones, i.e. dos rayos refractados o
reflejados.

Se debe de precisar que las ecuaciones hasta ahora obtenidas se encuentran en distintos sistemas coordenados.
La superficie normal fue deducida para el sistema de los ejes principales dieléctricos, y las condiciones a la
frontera están dados en un sistema coordenado dependiente de la normal de la superficie y el rayo incidente.
Ya que el sistema coordenado último es más intuitivo y fácil de visualizar, se preferirá trabajar en éste y sólo
restaría rotar la superficie normal a este sistema.

1.7.1 Refracción en materiales birrefringentes uniaxiales

Como se mencionó, para obtener la refracción de un rayo en una interfase es necesario utilizar la superficie
normal G y las condiciones de frontera. Se debe rotar la superficie normal al sistema coordenado definido
por el plano de incidencia. Se tomará la siguiente convención: el eje z se encontrará en dirección de la
normal a la interfase, el eje y será ortogonal pero coplanar a este, mientras que el eje x es normal al plano de
incidencia, véase la fig.(1.11a). Si se tuviese incidencia normal, en el que se indefine el sistema coordenado
escogido, se escogerá como plano Y Z al plano que contenga al vector incidente y al eje del cristal8, véase la
fig.(1.11b). De hecho, de esta forma uno puede cracterizar el plano en el que se encuentra el eje del cristal
de algún material: uno hace incidir lus de forma normal a la interfase y se encuentra el plano en el que el
extraordinario es refractado.

Para el caso uniaxial, la superficie normal (1.54) está conformada por una esfera y un elpisoide de revolución,
que se tocan sólo en la dirección del eje del cristal. La esfera ordinaria, véase (1.55), es

k2 =
ω2no

2

c2
, (1.104)

7Los vectores de onda, al igual que el rayo ordinario, serán coplanares, sin embargo, no lo será el rayo extraordinario.
8Se escogerá este puesto que los ratos quedarán contenidos en este plano en caso de incidencia normal, lo que más adelante

se demostrará, y esto facilita el trazo de rayos.
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(a) (b)

Figura 1.11: Sistemas coordenados utilizados para realizar la refracción, en (a) se muestra el general salvo en los
casos de incidencia normal, en los que se opta por escoger el plano que contiene al eje del cristal (b).

mientras que el elipsoide de revolución extraordinario (1.56) , suponiendo una dirección del eje del cristal en
el sistema coordenado escogido A = (α, β, γ), podemos expresarlo de forma general como9

(k ·A)2

no2
+

(k− (k ·A)A)2

ne2
=
ω2

c2
, (1.105)

dónde se utiliza que en la dirección del cristal el elipsoide extraordinario debe de tocar a la esfera ordinaria
y por lo tanto se hace una descomposición en la dirección del eje A y en cualquier dirección ortogonal a él,
véase la fig.(1.12). Realizando un poco de álgebra, es fácil llevar esta expresión a

no
2k2 −N(k ·A)2 =

(ωnone
c

)
2, (1.106)

en dónde definimos N := no
2 − ne2, término que utilizaremos continuamente a partir de esta sección.

Figura 1.12: En este caso ρ = k− (k ·A)A = y h = (k ·A)A.

Para obtener los vectores de onda refractados ko, llamado ordinario y que corresponde a la esfera, y ke,
llamado extraordinario que corresponde al elipsoide de revolución, necesitamos imponer las condiciones a la
frontera, i.e. key = koy = ky = (ωni/c) sin θi donde θi es el ángulo de incidencia, y kex = kox = 0, en las
ecuaciones (1.104) y (1.106). En el caso ordinario se obtiene

koz =
ωno
c

√
1− ni2

no2
sin 2θi. (1.107)

9Existe otra forma de realizar esto utilizando una transformación de coordenadas bajo una rotación, que aunque menos
inmediata, puede ser más ilustrativa. Véase el apéndice B.
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Ésta ecuación tendrá dos soluciones, una positiva y una negativa, pero sólo la positiva tiene sentido físico.
La ley de Snell puede obtenerse fácilmente con un poco de álgebra

no sin θo = ni sin θi, (1.108)

con θo ángulo de refracción del rayo ordinario.

El caso extraordinario lleva a la ecuación cuadrática

k2
zΓ− 2kzkyNβγ + k2

y(n2
o −Nβ2)−

(ωnone
c

)2

= 0 (1.109)

dónde
Γ = n2

o −Nγ2 (1.110)

y cuya solución en kez es

kez =
Nkiyβγ ±

√
Γ
(
ωnone
c

)2
+ ki

2
yn

2
o[Nβ

2 − Γ]

Γ
, (1.111)

que lleva a

kez =
ω

c

Nni sin θiβγ ± no
√

Γne2 + ni2 sin 2θi[Nβ2 − Γ]

Γ
. (1.112)

Generalmente existirán dos soluciones para la ecuación (1.107), excepto para los casos extremales en los que
sólo hay una solución, y en los que no hay rayo transmitido (para esto se requiere que al menos el índice
de refracción del medio incidente sea mayor que el índice ordinario o extraordinario, ni > no ó ni > ne).
Una de las dos soluciones corresponde comúnmente a una intersección fuera del medio anisotrópico, es decir,
negativa en kez, por lo que carece de sentido físico y se ignora10. Sin embargo, dado a que es una elipse y no
una esfera, existirán casos en los que las dos soluciones de kez sean positivas y por lo tanto podrían existir
dos rayos extraordinarios refractados. Esta posible segunda onda extraordinaria refractada será analizada
con detenimiento al final de esta sección y se discutirá si podría o no tener sentido físico. La fig(1.13)
muestra varias orientaciones del cristal y las respectivas intersecciones de la superficie normal con el plano
de incidencia, es decir, la refracción de los vectores de onda.

Para obtener el índice de refracción efectivo correspondiente al cascarón extraordinario, se puede utilizar la
relación del vector de onda (1.20)

n′ =
c

ω
ke =

c

ω

√
ki2 sin 2θi + kez2, (1.113)

mientras que el ángulo de refracción para el vector extraordinario puede ser obtenido de (1.112) o expresado
de la siguiente manera

θke = arctan(
ki sin θi
kez

) =
niΓ

Nniβγ ± no
√

Γne2 + ni2 sin 2θi[Nβ2 − Γ]
. (1.114)

Resumiendo, la birrefringencia tiene lugar porque existen dos cascarones de la superficie normal, y cada una
da origen a un vector de onda refractado. Como se había mencionado en secciones anteriores, a la solución
del cascarón esférico se le suele llamar solución ordinaria, ko, mientras que a la del elipsoide de revolución
solución extraordinaria, ke. La refracción aunque implícitamente no depende de la frecuencia de la onda
incidente, sí lo hace implícitamente por los índices de refracción.

10En realidad se verá más adelante que la razón principal para ignorar a esta segunda solución es que su vector de Poynting,
ie. rayo, es retrogrado, por lo que correspondería a una reflexión. Sólo se le podría considerar una solución si se tratase de
metamateriales, en los que se toma la otra solución y k y S están en sentidos opuestos.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 1.13: Refracción para distintas direcciones del eje del cristal, la dirección del eje del cristal se muestra al igual
que la curvas normales y la curva normal correspondiente al medio de incidencia (linea punteada. Eje del cristal:
(a) normal a la interfase, (b) paralelo a la interfase, (c) normal al plano de incidencia, (d) y (f) yace en el plano de
incidencia, (e) oblicuo al plano de incidencia. En (f) se muestra que a lo largo de la dirección del cristal ke y ko son
los mismos.

Vector de Poynting: Rayo refractado

Si se desea calcular la dirección del vector de Poynting, el cual lejos del foco representa localmente la
dirección del rayo11, se requiere obtener primero la dirección de los campos eléctrico y magnético, Ê y Ĥ,
respectivamente. En las que se deben utilizar las relaciones

Ĥ =
H×D

|H×D|
, Ê =

ε−1D̂

|ε−1D̂|
, Ŝ =

Ê× Ĥ

|Ê× Ĥ|
, (1.115)

en dónde se requiere rotar el inverso del tensor dieléctrico ε−1 al sistema coordenado del plano de incidencia,
o realizar una descomposición utilizando la propiedad (1.59).

Sin embargo, existe una forma más sencilla de obtenerlo utilizando que el vector de Poynting es normal a la
superficie normal, i.e. Ŝ||∇G. Entonces, recordando (1.106) tenemos que

∇G = ∇
(
no

2(ke · ke)−N(ke ·A)2 −
(ωnone

c

)
2
)

(1.116)

que al utilizar la identidad vectorial (A.4) y viendo que ∇× ke = 0, se llega a

∇G = 2no
2(ke · ∇)ke − 2N(ke ·A)(A · ∇)ke

= 2[no
2ke −N(ke ·A)A],

(1.117)

11El Dr. Miguel Alonso discute la relación entre el vector de Poynting y la dirección del rayo en [16], en el capítulo 8.
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con lo que obtenemos la dirección del rayo extraordinario refractado normalizando el resultado anterior

S =
no

2ke −N(ke ·A)A√
n4
oke

2 − (n4
o − n4

e)(A · ke)2
. (1.118)

Algo interesante que señalar, es que existen casos (se requiere al menos que el eje del cristal sea oblicuo a la
normal o a la interfase) en los que el rayo extraordinario se refracta hacia el mismo lado de incidencia, i.e.
con Sy < 0, en lugar de cruzar, y conforme el ángulo de incidencia aumenta el rayo se acerca a la normal y
luego cambia de lado, véase la fig.(1.14).

(a) (b)

Figura 1.14: (a) Un material hipotético con índices no = 1.9 y ne = 1.3, con la orientación del eje del cristal
adecuada, ejemplificando las secciones de la orientación del vector de Poynting extraordinario refractado para estos
casos. (b) Calcita con índices no = 1.658 y ne = 1.468.

Condiciones para que el rayo extraordinario se mantenga dentro del plano de incidencia

Ahora, hace falta detenerse en un aspecto interesante de la refracción extraordinaria: el rayo extraordinario
no suele mantenerse en el plano de incidencia, sino que salta de éste complicando el trazo de rayos utilizado
comúnmente12.

Sin embargo hay casos en los que el rayo extraordinario sí se mantiene en el plano de incidencia, y se pueden
encontrar fácilmente. Nos serán de utilidad conocerlos al momento de realizar el trazo de rayos, en particular
al realizar la aproximación paraxial y querer obtener analíticamente resultados. Para ello requerimos hacer
Sex = 0, obteniendo

Sx = no
2kex −N(ke ·A)α = 0, (1.119)

y debido al sistema de referencia utilizado, tenemos que kex = 0, por lo que la condición termina siendo

N(ke ·A)α = 0. (1.120)

Existen, entonces, tres casos en los que los rayos extraordinarios estarán contenidos en el plano de incidencia:
12En el trazo de rayos común se utiliza que los rayos, al menos en casos isotrópicos así como para los rayos ordinarios, se

mantienen en el plano de incidencia para utilizar así matrices de 2× 2 entradas. En el caso extraodinario se requeriría matrices
de 4× 4. Se abordará esto con mayor detenimiento en la sección de trazo de rayos.
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1. α = 0, el eje del cristal yaciendo en el plano de incidencia, y que de hecho incluye el caso de incidencia
normal,

2. N = 0, que el material no sea birrefringente, el cual se desprecia porque en dado caso no tiene caso
hablar de un rayo extraordinario,

3. ke ·A = 0, el eje del cristal ortogonal al vector de onda extraordinario.

En caso de incidencia normal, se tiene que el rayo extraordinario (que incluso seguirá no siendo paralelo a
ke) se quedará en el plano definido por el vector normal al punto de incidencia, n̂, y el eje del cristal A, por
ello se escoge como sistema de referencia. Esta conclusión es inmediata si se considera al vector normal a
dicho plano n̂×A, y que en este caso ke||n̂,

S · (n̂×A) = (no
2ke −N(ke ·A)A) · (n̂×A)

= no
2ke · (n̂×A)−N(ke ·A)A · (n̂×A)

= 0,

(1.121)

por ello en caso de incidencia normal tendremos α = 0, asegurando que el rayo extraordinario se quedará en
el plano escogido.

En resumen, las condiciones para que el rayo extraordinario se mantenga en el plano de incidencia son que el
eje del cristal yazca en el mismo, o que sea ortogonal al vector de onda extraordinario. Más adelante, se verá
que son las mismas condiciones necesarias para que las polarizaciones de los rayos ordinario y extraordinario
sean ortogonales.

Observaciones sobre el segundo posible rayo refractado

La segunda solución de (1.112) da como origen a un posible segundo vector de onda extraordinario refractado,
cuya componente en kez estaría dado por

kez =
ω

c

Nni sin θiβγ − no
√

Γne2 + ni2 sin 2θi[Nβ2 − Γ]

Γ
. (1.122)

Esta solución suele carecer de sentido físico ya que suele ser negativa e implicaría la propagación en sentido
contrario del frente de onda, y sólo sería de importancia dentro de metamateriales13. Sin embargo, existen
casos en los que ambas soluciones tengan sentido físico, al menos en lo que respecta al vector de onda (se
debe de contemplar el vector de Poynting para hacer un análisis completo). Gráficamente se ilustran los
casos en los que esto ocurre, véanse las figs. (1.15a) y (1.15b).

Los casos en los que esto es posible se requiere que la elipse extraordinaria cruce la interfase y tenga puntos
con una componente ky mayor a su intersección, i.e. que el valor de kymax le corresponda una kz > 0, y que
a su vez sea mayor que la kyint, véase la fig.(1.15c). Esto impone la siguiente condición: si es positivo el
material requiere que la proyección del eje del cristal en el plano de incidencia sea negativa, mientras que si
es negativo el material se requerirá que la proyección del eje del cristal en el plano de incidencia sea positiva;
traduciéndose en

Nβγ > 0. (1.123)

Para que la posible doble refracción extraordinaria tuviese un mayor rango (rango de existencia, al menos en
el vector de onda) se requiere que la excentricidad de la elipse sea grande, es decir, una diferencia importante
entre los índices ordinario y extraordinario, al igual que una gran componente tangencial a la interfaz del
vector de onda incidente, que al menos exige un índice del medio incidente mayor a alguno de los dos índices
del material birrefringente.

13En los metamateriales se escoge la segunda solución de la superficie normal, y se tendrán por lo tanto un vector de onda
retrógrado, entre otras particularidades. Sería interesante realizar esto con cuidado para metamateriales.
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(a) (b) (c)

Figura 1.15: Casos en los que podría existir un segundo vector de onda extraordinario refractado: (a) cristal negativo
con el eje del cristal con pendiente positiva [I y III cuadrantes], (b) cristal positivo con el eje del cristal con pendiente
negativa [II y IV cuadrantes]. (c) Se muestra el rango en el que existen dos soluciones para el vector extraordinario,
se aprecia que es pequeño a pesar de que se exageró la diferencia entre los índices, ∆n = 0.5.

Una manera de obtener analíticamente el rango de doble refracción es mediante la diferencia entre las kyint
y la kymax. Primeramente para obtener la kyint uno debe de imponer a la ecuación del elipsoide (1.106)
kx = 0 y kz = 0, con lo que después de un poco de álgebra se obtiene

kyint =
ωnone
c

1√
no2 −Nβ2

, (1.124)

luego, para obtener la kymax uno debe de derivar con respecto de kz la ecuación del elipsoide (1.106) e igualar
a cero, lo que nos da

no
2kz −N(kyβ + kzγ)γ = 0, (1.125)

de donde se obtiene
kz =

Nβγky
Γ

, (1.126)

el cual sustituyéndolo en la ecuación del elipsoide, al igual que kx = 0, resulta

kymax =
ωne
c

Γ√
Γ2 +N2γ2β2 −Nβ2no2

, (1.127)

y haciendo algo de álgebra se obtiene lo siguiente

kymax =
ωne
c

√
Γ√

ne2 +Nα2
=
ωne
c

√
no2 −Nγ2

√
ne2 +Nα2

. (1.128)

El ancho del rango de ky para la doble posible refracción será

kymax − kyint =
ωne
c

(√
no2 −Nγ2

√
ne2 +Nα2

− no√
no2 −Nβ2

)

=
ωne
c

(√
n4
o −Nno2(β2 + γ2) +N2γ2β2 −

√
no2ne2 + no2Nα2√

no2 −Nβ2
√
ne2 +Nα2

)

=
ωne
c

(√
no2ne2 + no2Nα2 +N2γ2β2 −

√
no2ne2 + no2Nα2√

no2 −Nβ2
√
ne2 +Nα2

)
,

(1.129)
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es decir, depende de
N2γ2β2, (1.130)

y como habíamos deducido geométricamente, lo es de la excentricidad del elipsoide de revolución (siendo
más estrictos, depende de la excentricidad de la elipse en el plano de incidencia, que a sus vez es un corte
principal, i.e. por un plano que pasa por el centro, del elipsoide), cantidad relacionada con N . Así mismo,
una forma de maximizar este rango sería fijándonos en que βγ alcanza su máximo cuando β = γ = 1√

2
, que

sería cuando el eje del cristal yace en el plano de incidencia y forma un ángulo de 45◦ con la normal.

Falta considerar el vector de Poynting correspondiente a la segunda posible refracción para concluir si esta
tiene sentido físico y caracterizarla por completo. Para ello debemos recordar que el vector de Poynting
(la dirección local de rayo) tiene que ser normal a la superficie normal, con esto en mente es sencillo de ver
gráficamente que la segunda refracción parecería carecer de sentido físico por la dirección de su normal, véase
las figs.(1.16a) y (1.16b).

(a) (b) (c)

Figura 1.16: (a) Cristal negativo y (b) cristal positivo. (c) Se muestra el rango en el que existen dos posibles
soluciones para el vector de onda extraordinario.

Como se puede ver, en kymax la normal del elipsoide queda paralela a la interfase y a partir de ella hay
un cambio en la pendiente de las normales, representando un punto de inflexión. A la segunda refracción
le correspondería un rayo que se refleja (sin sentido físico) o un rayo que se refracta hacia el otro lado,
véase la fig.(1.16c), dando como resultado dos rayos extraordinarios refractándose hacia lados contrarios con
respecto a la normal. Físicamente si la segunda refracción realmente existiera, lo que uno vería sería una
discontinuidad en la refracción: pasando una cierta θi tal que se sobrepase la kyint, aparecería un segundo
rayo refractado, tal y como se muestra en la figs.(1.17a) y (1.17b), y conforme siga aumentando θi ambos
rayos se irían acercando a la superficie hasta que fueran antiparalelos, lo cual es discontinuo en kymax.

Sin embargo, hay una última consideración: la disposición de los campos E y D requerida para que la segunda
refracción tuviera sentido no es posible dadas las relaciones requeridas para k y S, véase la fig.(1.17c). Por
lo tanto, no es posible una doble refracción extraordinaria.

En resumen, la segunda refracción extraordinaria aunque pudiera tener sentido considerando el vector de
onda, su vector de Poynting, que desde un inicio es contraintuitivo, lleva a una contradicción para materiales
comunes. De forma más general, cualquier solución que corresponda a las que se ignoran comúnmente,
tendrán E ·D < 0 y B ·H < 0. Sería pertinente desarrollar un poco más para metamateriales.

1.7.2 Reflexión total interna: isotrópico a birrefringente unixaial

En esta sección se estudiará cuando alguno de los rayos resultantes de la refracción en un medio birrefringente
uniaxial, ya sea el ordinario o el extraordinario, se frustre, es decir, cese de existir debido a las condiciones a la
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(a) (b) (c)

Figura 1.17: (a) Doble refracción vista con la superficie normal en el espacio de la k, (b) la posible interpretación
física que tendría, (c) diagrama de los campos E, H y D, esta disposición lleva a una contradicción.

frontera. Como sabemos, una de las condiciones a la frontera exige que se conserve la componente tangencial
a la interfase del vector de onda, pero la superficie normal es la que señala todos los valores permitidos para
el vector de onda en el nuevo medio, por ello habrán veces que la ky conservada no pertenecerá a esta porque
será mayor a cualquier valor permitido, dando como resultado una reflexión total.

Figura 1.18: Ángulo crítico para el rayo ordinario: dado a que su superficie normal es una esfera, éste no depende
mas que de los índices de incidencia y ordinario.

Para que el rayo ordinario se vea frustrado se requiere que ni > no, véase la fig.(1.18), dando un ángulo
crítico de

θoc = arcsin

(
no
ni

)
, (1.131)

mientras que para el rayo extraordinario la fórmula será bastante distinta por que dependerá de la orientación
del cristal. Existen dos casos esencialmente, como muestra la fig.(1.19). Los dos casos se desprenden de la
orientación relativa del eje del cristal, al igual de si el cristal es positivo o negativo:

• Caso 1: βγ < 0 y N < 0, ó N > 0 y βγ > 0
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En este caso, el valor máximo para ky estará dado por kmax

kymax =
ωne
c

√
no2 −Nγ2

√
ne2 +Nα2

, (1.132)

por lo que

kymax =
ωne
c

√
no2 −Nγ2

√
ne2 +Nα2

=
ωni sin θi

c
= kyi, (1.133)

obteniéndose un ángulo crítico

θec = arcsin

(
ne
√
no2 −Nγ2

ni
√
ne2 +Nα2

)
, (1.134)

es decir, el índice del medio incidente debe de cumplir que

ni ≥
ne
√
no2 −Nγ2

√
ne2 +Nα2

. (1.135)

• Caso 2: βγ < 0 y N > 0, ó N > 0 y βγ < 0

En este caso, el valor máximo para ky, que de alguna ke que se desplace dentro del material, estará
dado por kint

kyint =
ωneno

c
√
no2 −Nβ2

, (1.136)

por lo que

kyint =
ωneno

c
√
no2 −Nβ2

=
ωni sin θi

c
= kyi, (1.137)

obteniéndose un ángulo crítico

θ′ec = arcsin

(
neno

ni
√
no2 −Nβ2

)
, (1.138)

requiriendo que el índice del medio inicial cumpla

ni ≥
neno√

no2 −Nβ2
. (1.139)

Sin embargo, como se puede ver en la fig.(1.19b) el vector de Poynting del rayo refractado aún no se
encuentra totalmente rasante, por lo que existirán aún más soluciones físicamente posibles, aunque su
vector de onda sea contraintuitivo. El valor máximo para ky nuevamente estará dado por kyext, dando
el mismo resultado que (1.134)

θec = arcsin

(
ne
√
no2 −Nγ2

ni
√
ne2 +Nα2

)
. (1.140)

Se puede ver fácilmente que estas fórmulas concuerdan entre sí para los casos en los que el eje del cristal es
muy cercano a ser ortogonal con la interfaz, γ ≈ 1 tal que α2 ≈ β2 ≈ 0,

θec = arcsin

(
ne
ni

)
(1.141)
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(a) (b)

Figura 1.19: (a) βγ < 0 y N < 0, ó N > 0 y βγ > 0, en este caso kymax es el valor último para la refracción, con
un rayo, i.e. vector de Poynting, rasante. (b)βγ < 0 y N > 0, ó N > 0 y βγ < 0, en este casl kyint parecería ser el
último valor para un vector de onda, sin embargo, el vector de Poynting (que tiene sentido físico) admite hasta kymax

aunque le correspondan vectores de onda propgándose en sentido sentido contrario a lo que uno esperaría.

o es casi paralelo a ella ya sea próximo al plano de incidendia, β ≈ 1 tal que α2 ≈ γ2 ≈ 0,

θec = arcsin

(
no
ni

)
(1.142)

o siendo casi ortogonal a éste, α ≈ 1 tal que γ2 ≈ β2 ≈ 0,

θec = arcsin

(
ne
ni

)
. (1.143)

1.7.3 Reflexión en birrefringentes uniaxiales

Para obtener la reflexión en materiales uniaxiales se debe de proceder análogamente que con la refracción, es
decir, se imponen las condiciones a la frontera para los vectores de onda k sobre los cascarones de la superficie
normal, por lo que de igual forma se tendrán en cada reflexión dos rayos reflejados: uno perteneciente a la
esfera ordinaria y otro al elipsoide de revolución. Las fórmulas de reflexión quedan iguales a las deducidas
en la sección anterior sólo que el índice de refracción del rayo incidente dependerá de si el rayo incidente se
propagaba en algún modo ordinario o en algún modo extraordinario. La reflexión estará dada por:

kroz = −ωno
c

√
1− n2

no2
sin 2θi,

krez =
ω

c

Nnβγ − no
√

Γne2 + n2 sin 2θi[Nβ2 − Γ]

Γ
.

(1.144)

Recordando que los índices efectivos de los modos de propagación están dados por (1.74), tenemos que de
forma general

n = no, si el rayo incidente era ordinario,

n =
none√

ne2 cos 2φ+ no2 sin 2φ
, si el rayo incidente era extraordinario, (1.145)
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en donde φ es el ángulo del vector de onda con respecto al eje del cristal. Se puede obtener que para las
soluciones correspondientes a la esfera ordinaria, un rayo ordinario incidente se reflejará siguiendo

θo = θoro, (1.146)

mientras que para un rayo extraordinario incidente lo hace siguiendo

n(φ) sin θe = no sin θero, (1.147)

en dónde θo es el ángulo de incidencia de un rayo ordinario, θe de uno extraordinario, y θoro, el ángulo
de una reflexión ordinaria de un rayo ordinario, y θero, el ángulo de una reflexión ordinaria a partir de
un rayo extraordinario incidente. Vemos que sólo la relfexión ordinaria de un rayo propagándose en modo
ordinario será reflejado siguiendo la ley de reflexión en materiales isotrópicos, mientras que para el reflejo
correspondiente al rayo extraordinario incidente, éste seguirá algo parecido a una ley de Snell.

La imposibilidad de asegurar el índice efectivo con el que se propagan los rayos extraordinarios, sin que se
tomen en cuenta su "origen", es decir, la refracción que los generó, evita dar una ley general de reflexión.
La fig.(1.20) ilustra la reflexión ya sea de un rayo propagándose en algún modo ordinario, o extraordinario.

(a) (b)

Figura 1.20: Reflexión en un medio uniaxial de una onda propagándose en (a) modo ordinario y (b) modo extror-
dinario.

De igual forma que en la refracción, podrían existir soluciones para una segunda reflexión extraordinaria,
pero nuevamente, por las mismas consideraciones que en la refracción, no tendrían sentido físico las segundas
soluciones.

Vector de Poynting: Rayo reflejado

Al igual que para los rayos refractados, la dirección de los rayos reflejados de forma extraordinaria se puede
obtener con el gradiente de la curva normal. Por ello la fórmula (1.118) sigue siendo válida y no hay nada
particular que agregar a lo discutido anteriormente.

1.7.4 Polarización de las ondas refractadas y reflejadas

La polarización de los dos rayos refractados, ordinario y extraordinario, ko y ke, puede ser obtenida utilizando
las expresiones antes encontradas (1.86) y (1.88), puntualizando que las expresiones están en otro marco de
referencia y que éste deben rotarse al igual que se hizo en la sección anterior con la superficie normal, o
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visceversa. Aunque existe una forma más sencilla de determinar la polarización de los rayos refractados o
reflejados, que es haciendo uso de de los eigenmodos de propagación para una dirección determinada:

1. Do, i.e., la polarización correspondiente a la solución del cascarón esférico ko (primer eigenmodo de
propagación) es normal al plano generado por dicho vector de onda y el eje del cristal, el cual llamamos
A.

2. De, i.e., la polarización correspondiente a la solución del cascarón elipsoidal ke (segundo eigenmodo de
propagación) es ortogonal al vector de onda y a la polarización que le correspondería para el cascarón
esférico (primer eigenmodo).

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 1.21: Polarización de las ondas ordinaria y extraordinaria, para los casos: (a), (b) y (c) con el eje del cristal
en el plano de incidencia y siendo un material uniaxial negativo; y (d), (e) y (f) con el eje del cristal normal a él y
siendo un material uniaxial positivo.

Entonces, suponiendo los vectores refractados/reflejados ko, ke, y un eje del cristal A, expresados en el
sistema de referencia que se prefiera, podemos calcular la dirección de D̂o, véase las figs. (1.21a) y (1.21d).

D̂o =
ko ×A

|ko ×A|
. (1.148)

Mientras que para D̂e primero se necesita obtener la polarización que le correspondería a su modo ordinario,
es decir, al otro eigenmodo en dicha dirección de propagación, ya que es sencillo de obtener, y luego utilizar
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la ortogonalidad entre los modos,véase las figs. (1.21b) y (1.21e):

D′e = ke ×A

D̂e =
ke ×D′e
|ke ×D′e|

=
ke × (ke ×A)

|ke × (ke ×A)|
,

(1.149)

que utilizando la identidad vectorial (A.2) puede expresarse como

D̂e =
(ke ·A)ke − ke2A

ke
√
ke2 − (ke ·A)2

, (1.150)

con esto finalmente se tendrán las polarizaciones de las onda refractadas, véase las figs. (1.21c) y (1.21f).
De igual forma, las polarizaciones ordinarias y extraordinarias pueden expresarse en términos de los vectores
unitarios de onda ge y go, con lo que las expresiones de simplifican:

D̂o =
go ×A

|go ×A|
=

go ×A√
1− (go ·A)2

D̂e =
ge × (ge ×A)

|ge × (g ×A)|
=

(ge ·A)ge −A√
1− (ge ·A)2

.

(1.151)

Un malentendido común es que se cree que los rayos refractados ko y ke tienen polarizaciones ortogonales
siempre, como se maneja en libros clásicos de óptica, como [17], y sin embargo, esto no es cierto, algo curioso
tomando en cuenta que hay libros de mineralogía óptica en los que se menciona explícitamente que no lo son,
como en [18]. En la sección 1.6.1, al igual que lo que se tiene en la literatura [12, 13], se demostró que, dada
una dirección para el vector de onda k, existirán dos modos de propagación, debido a las intersecciones con
los dos cascarones (esfera-ordinaria, elipsoide-extraordinaria) de la superficie normal, en dicha dirección con
polarizaciones ortogonales, ya sea en E o D. Para la refracción/reflexión existen dos vectores de onda ko y
ke, y no se puede suponer la ortogonalidad entre las soluciones ordinarias y extraordinarias. La fig. (1.22)
ilustra un caso en el que las polarizaciones no son ortogonales, su representación es en 3D ya que hacerlo en
el plano de incidencia no es concluyente.

Figura 1.22: Polarizaciones ordinaria, D̂o, y extraordinaria, D̂e. En este caso no son ortogonales entre sí, aquí se
ilustra un material hipotético con índices no = 1.9 y ne = 1.2, i.e. uniaxial negativo, con una gran diferencia entre
los índices para magnificar la desviación de la ortogonalidad.

Sin embargo, experimentalmente parecen serlo o al menos estar cercanos a una ortogonalidad. Entonces la
pregunta es: ¿Existen casos u orientaciones donde sí sean ortogonales? Y si no lo son, ¿qué tan lejanos de la
ortogonalidad se encuentran?. Para responder estas preguntas supongamos dos vectores de onda arbitrarios
uno viajando en algún modo ordinario y el otro en uno extraordinario, y una dirección del eje del cristal

ko = (kox, koy, koz), ke = (kex, key, kez), A = (α, β, γ),
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podemos calcular el producto punto entre sus polarizaciones fácilmente,

cos θD = D̂o · D̂e =
(ge ·A)[ge · (go ×A)]√

1− (ge ·A)2
√

1− (go ·A)2
=

(ge ·A)[A · (ge × go)]√
1− (ge ·A)2

√
1− (go ·A)2

. (1.152)

Si queremos obtener las condiciones para la ortogonalidad entre sus polarizaciones debemos hacer D̂e·D̂o = 0,
i.e.

(ge ·A)[A · (ge × go)] = 0. (1.153)

La condición, A · (ge × go) = 0., implica que el eje del cristal debe de ser coplanar con los dos vectores de
onda, y la condición, ge ·A = 0, que el eje del cristal debe de ser ortogonal al vector de onda propagándose
en el modo extraordinario. Por ello las figuras de (1.21) muestran modos ortogonales de polarización, ya que
cumplen con una de las condiciones antes mencionadas, y en general, los casos que son fáciles de representar
y que suelen estar ilustrados en los libros cumplen alguna de igual forma.

Aún falta mostrar que las polarizaciones del campo eléctrico tampoco son siempre ortogonales. Para ello
necesitamos recordar que D̂o||Êo ya que Âo (la solución correspondiente a la esfera) es un eigenvector del
tensor dieléctrico, por lo que D̂e · D̂o = D̂e · Êo y

Êo · Êe =
Êo · (ε−1D̂e)

|ε−1D̂e|
=

(ε−1Êo) · D̂e

|ε−1D̂e|
=

Êo · D̂e

εon2
o|ε−1D̂e|

, (1.154)

donde se utiliza que el tensor dieléctrico tiene la propiedad14, véase (1.58)

εE = εone
2E, E ‖ A,

εE = εono
2E, E ⊥ A.

(1.155)

Definiendo θD como el ángulo entre las direcciones de polarización del vector de desplazamiento eléctrico de
ambos vectores de onda, y, de forma análoga, θE con respecto al campo eléctrico, i.e. cos θD = D̂o · D̂e y
cos θE = Êo · Êe, llegamos a la relación

cos θE =
cos θD

(εono2)|ε−1D̂2|
. (1.156)

Esta relación es muy interesante ya que su dependencia en los índices no y ne, en particular de la relación
entre ellos, si reescribimos la expresión como

cos θE =
cos θD√

n4
o

n4
e
De

2
‖ +De

2
⊥

, (1.157)

dónde De‖ es la componente paralela al eje del cristal y De⊥ la perpendicular a este, nos indica que

cos θD ≥ cos θE , cuando ne < no

cos θD ≤ cos θE , cuando ne > no,
(1.158)

por lo que cristales negativos (ne < no) y cristales positivos (ne > no) tendrán comportamientos distintos:
en los primeros las polarizaciones del campo eléctrico están más cercanas a la ortogonalidad, mientras que en
los segundos lo están las polarizaciones del campo de desplazamiento eléctrico. Sin embargo, aún la relación
entre los ángulos puede desarrollarse más utilizando (1.151), obteniendo

cos θE =
cos θD√

(ge ·A)2 +
(
no
ne

)4

(1− (ge ·A)2)

. (1.159)

14Esto se debe a que la permitividad eléctrica no es constante en todas las direcciones, y justo en la dirección del cristal la
permitividad eléctrica tiene uno de los valores extremales, mientras que en las direcciones ortogonales el valor extremal restante.
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Todo lo anterior ha sido obtenido para dos vectores de onda arbitrarios, hace falta considerar que estos
provienen de una refracción/reflexión y que no son tan arbitrarios. Las condiciones de frontera dictan que
dado un vector de onda incidente ki = (0, ky, kz), se tendrán un vector de onda ordinario, ko = (0, ky, koz),
y uno extraodinario ke = (0, ky, kez), en el sistema de referencia que privilegia al plano de incidencia.
Sustituyendo en la parte superior de la polarización extraordinaria dada en (1.151) se tendrá

(ge ·A)[A · (ge × go)] =
ky(ke ·A)(koz − kez)

koke
(1.160)

con lo que la condición para la ortogonalidad se vuelve

αky(ke ·A)(koz − kez) = 0. (1.161)

Entonces existirán 4 casos en los que las polarizaciones de los rayos ordinarios y extraordinarios serán
ortogonales:

1. α = 0, el eje del cristal yaciendo en el plano de incidencia

2. ky = 0, incidencia normal

3. koz = kez, los vectores de onda ordinario y extraordinario iguales, es decir, propagándose paralelos al
eje del cristal (que sería un subcaso de la primer condición)

4. ke ·A = 0, el eje del cristal ortogonal al vector de onda extraordinario

con lo que realmente no se gana nada más allá de lo encontrado anteriormente, i.e., a que el eje del cristal
yazca al plano de incidencia o que sea ortogonal al vector de onda extraordinario. Nuevamente se puede
ver que los casos sencillos de representar gráficamente suelen cumplir alguna de estas condiciones, por lo
que se suele creer erróneamente que siempre son ortogonales las polarizaciones, además de que muchas
construcciones experimentales suelen cumplir alguna de ellas, como [19]. Es importante hacer hincapié en
que las condiciones para la ortogonalidad entre las polarizaciones ordinaria y extraordinaria son las mismas
que para que el rayo extraordinario se mantenga en el plano de incidencia.

Un análisis más profundo a partir de (1.151) requiere que se sustituyan los términos kez y koz de (1.112) y
(1.107) respectivamente para rayos refractados, y de (1.144) para reflejados. Haciendo esto deja al ángulo
θD dependiendo de muchas variables y una solución analítica, así como su comportamiento cualitativo no
puede encontrarse de forma sencilla. Sin embargo, se puede concluir algo a partir del término koz − kez,
ya que depende de la diferencia entre los cascarones de la superficie normal (la esfera y el elipsoide de
revolución). Debido a que los índices ordinario y extraordinario no difieren mucho entre sí (e.g. cuarzo tiene
una diferencia de ∆n ≈ 0.009), la excentricidad del elipsoide será cercana a cero, por lo que fijando una ky
obliga a que koz − kez << 1, lo que explicaría porque se ha mantenido este malentendido e implicaría que
la ortogonalidad sí es una suposición práctica. En la sección 4.1 se hace unas simulaciones numéricas de
dos casos particulares en los que se muestra la desviación de la originalidad de los rayos refractados para el
cuarzo y la calcita.

Finalmente, para hacer un trazo de rayos con polarización de forma completa faltaría calcular los coefi-
cientes de Fresnel para las refracciones y reflexiones. El artículo [6] discute brevemente como calcularlos
numéricamente.

1.8 Aproximación Paraxial

La aproximación paraxial es muy útil ya que puede ser utilizada para obtener los focos de una lente y describir
a grandes rasgos el comportamiento de un un sistema óptico. La aproximación paraxial es únicamente válida
para rayos cuyo ángulo de incidencia, θi, cumpla θi << 1, tal que sin θi ≈ θi y θ2

i ≈ 0. Entonces los rayos
incidentes serán de la forma

gi =
(
0, θi, 1

)
, (1.162)
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por lo que los rayos ordinarios refractados serán

So = go =
(
0, ni

no
θi, 1

)
. (1.163)

En cuanto al vector de onda extraordinario tenemos que la fórmula (1.112) se reduce a

kez ≈
ω

c

none
√

Γ +Nniβγθi
Γ

, (1.164)

dónde Γ se definió en (1.110). Se puede ver que la componente normal del vector de onda depende de dos
términos, el primero que sólo toma en cuenta la orientación del eje del cristal, así como los índices ordinarios
y extraordinarios, y el segundo que también considera el ángulo de indicencia. Con ello se puede concluir que
aún bajo la aproximación paraxial, el índice de refracción efectivo del rayo extraordinario no sólo dependerá
del eje del cristal y de ne y no, sino también del ángulo de incidencia,

n(θi) =

√
n2
on

2
eΓ + 2Nninoneβγθi

√
Γ

Γ
, (1.165)

que puede ser escrito de una forma más sugerente como

n(θi) =
none√

Γ

√
1 +

2Nniβγθi

none
√

Γ
. (1.166)

De aquí se puede ver que el primer término, que depende únicamente de la proyección del eje del cristal
sobre la normal en el punto de incidencia y de los índices de refracción, es el que domina15, ya que el primer
término depende de variables que son todas menores o cercanas a uno, e.g. βγ ≤ 1/2, N < 1, θi << 1, etc.
Si uno normaliza el vector de onda extraordinario para enfocarse únicamente en la dirección de éste, es fácil
demostrar que se obtiene

ge ≈
(

0, niθiΓ√
no2ne2Γ+2Nnoneniβγθi

√
Γ
, 1
)
. (1.167)

Incluso se podría aún simplificar más la kez ignorando su primer término

kez ≈
ω

c

none√
Γ

=
ω

c

none√
no2 −Nγ2

, (1.168)

y haciendo evidente su dependencia principal en γ (la proyección del eje del cristal con respecto a la normal),
con lo que la dirección del vector de onda queda expresada como

ge ≈
(

0, ni
√

Γ
none

θi, 1
)
. (1.169)

Esta expresión extra no es totalmente arbitraria, ya que con ella se llega a las ecuaciones deducidas por el
modelo de Huygens bajo el régimen paraxial, además de que numéricamente lleva a errores menores al 0.25%
para la calcirta, y al 0.015% para el cuarzo dentro del régimen paraxial (θi < 2◦), esto se demuestra en la
sección 4.2. Con la nueva aproximación, el índice efectivo queda definido únicamente por la orientación del
cristal,

n =
none√

Γ
. (1.170)

15De hecho la dependencia en la proyección del eje del cristal con respecto a la normal en el punto de incidencia para la
refracción extraordinaria, tanto del vector de onda como del rayo, es determinante. En las secciones siguientes quedará claro
esto en las lentes plano convexas en las que existe un astigmatismo dependiente de su orientación, que es reflejo de la normal
fija para la cara plana y variable para la convexa.
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En cuanto al vector de Poynting, i.e. el rayo, se puede ya dar una fórmula analítica más explícita a partir
de la aproximación paraxial

Se =

ξeηe
ζe

 =
1

Ξ

no2

 0√
Γniθi
none

+
(√

Γβniθi + γnone

)αβ
γ

 (1.171)

dónde se definió

Ξ =

√
n6
one

2 − (n4
o − n4

e)
(√

Γβniθi + γnone

)2

. (1.172)

Se puede ver de forma analítica que el rayo extraordinario bajo la aproximación paraxial tampoco yacerá
siempre en el plano de incidencia .

Se analizarán con algo de detenimiento dos casos específicos fijando el eje del cristal, A, para compararlos
con las otras fórmulas de refracción obtenidas mediante otros métodos, como las obtenidas por Avendaño y
Rosete en [15].

(a) (b) (c)

Figura 1.23: De izquierda a derecha: ejemplo de un eje del cristal casi ortogonal a la normal pero yaciendo en el
plano de incidencia, un eje del cristal casi ortogonal al plano de incidencia, y un eje del cristal cercano a ser paralelo
a la normal.

1.8.1 Eje del cristal ortogonal a la normal o cercano a la ortogonalidad

Si fijamos γ << 1, tal que γ2 ≈ 0, que para un lente significaría que el eje del cristal es (casi) ortogonal a la
normal, obtenemos que Γ ≈ no con lo que se llega a algo similar a la ley de Snell

ge ≈
(

0, niθi
ne

, 1
)

(1.173)

y en particular para la componente en z del vector de onda

kez ≈
ωne
c
. (1.174)

En cuanto al vector de Poynting, que localmente nos dice la dirección del rayo, obtenemos después de un
poco de álgebra

S =

 −N(βniθi+γne)α
no2ne

θini

[
no

2−Nβ2

no2ne

]
− Nγβ

no2

1

 . (1.175)
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Esta fórmula concuerda con [15] para lentes esféricas birrefringentes en los dos subcasos particulares, véase
la fig.(1.23), en los que el eje del cristal, A, yace en el plano de incidencia, β ≈ 1 tal que αγ ≈ 0 y αθi ≈ 0,

S =

 0
nine
no2

θi − γN
no2

1

 , (1.176)

o es casi perpendicular a él, α ≈ 1 tal que βγ ≈ 0 y β2 ≈ 0,

S =

−Nγ
no2

ni
ne
θi

1

 , (1.177)

que en el caso límite en el que α = 1, se convierte en

S =

 0
ni
ne
θi

1

 . (1.178)

1.8.2 Eje del cristal paralelo a la normal o cercano al paralelismo

Si se fija γ ≈ 1, i.e. con el eje del cristal paralelo a la normal o casi, se obtiene que Γ ≈ n2
e, por lo que el

vector de onda extraordinario se refracta igual que el ordinario, ya que

ge ≈
(

0, niθi
no

, 1
)

(1.179)

y en la componente en z del vector de onda

kez ≈
ωno
c
. (1.180)

El rayo estará expresado por

S =

 −Nα
ne2

nino
ne2

θi − Nβ
ne2

1

 , (1.181)

que para el caso en el que es totalmente paralelo al eje óptico, α = 0, se recupera el resultado de [15] para
lentes esféricas, véase fig.(1.23).

S =

 0
nino
ne2

θi − Nβ
ne2

1

 . (1.182)

1.8.3 Polarización bajo la aproximación paraxial

Usando (1.151) se pueden obtener las polarizaciones del campo de desplazamiento eléctrico, D, para el rayo
ordinario

D̂o =

(
niθiγ − βno, αno, −αniθi

)√
no(1− γ2)− 2βγniθi

, (1.183)

y del rayo extraordinario

D̂e =

(
−αnone,

√
Γγniθi − βnone, β

√
Γniθi

)√
none[none(1− γ2)− 2βγniθi

√
Γ]

, (1.184)
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por lo que la expresión para el ángulo entre ellos (1.152) se convierte en

cos θD =
αγniθi(

√
Γ− ne)√

none(1− γ2)
√

(1− γ2)none − 2βγniθi(ne +
√

Γ)
. (1.185)

Esto implica que aún dentro de la aproximación paraxial la ortogonalidad entre las polarizaiones de los rayos
refractados no se mantiene, aunque la desviación será chica debido a su dependencia con θi.

Analizando en detalle (1.185), se puede ver que existe una mayor dependencia en la desviación de la ortogo-
nalidad con respecto a γ que con respecto a β, por lo que extrapolando la aproximación paraxial, esperamos
que un eje del cristal yaciendo en el plano tangente a la interfase en el punto de incidencia genere rayos con
una polarización más cercana a la ortogonalidad a un eje que no yazca en él, comportamiento que se verá
en los ejemplos numéricos de la sección 4.1. Aquí se puede apreciar la utilidad de la aproximación paraxial,
ya que en (1.185) se muestra explícita y analíticamente la mayor dependencia en γ.
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Capítulo 2

Principio y Modelo de Huygens para la
birrefringencia en materiales uniaxiales

2.1 Principio de Huygens

El principio de Huygens nos dice que dado un frente de onda cualquiera en un tiempo t, podemos ver a todos
los puntos que lo conforman como fuentes puntuales de ondas secundarias esféricas, wavelets, o en español
ondeletas u onditas, que emiten en la misma frecuencia, y que el nuevo frente de onda en un tiempo t′ será
la envolvente de todas la ondas esféricas secundarias, véase la fig.(2.1).

Figura 2.1: Principio de Huygens: dado un frente de onda ω a un tiempo t, el frente de onda a un tiempo t′, que
llamaremos ω′, será la envolvente a todas las ondas esféricas secundarias emitidas desde los puntos del frente de onda
original ω. La línea punteada es la otra posible envolvente, pero que se descarta por carecer de sentido físico.

Este principio es de mucha utilidad ya que nos permite propagar frentes de onda, ya sea a través de algún
medio isotrópico o interfase. Su extensión, el principio de Huygens-Fresnel, permite no sólo reconstruir el
frente de onda sino recuperar las amplitudes de dicho frente de onda, por lo que es clave en la teoría escalar
de la difracción.
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2.2 Sistema de referencia

En este capítulo consideraremos el sistema coordenado tal que nuestra dirección z sea paralela a la normal
en el punto de incidencia, y paralela a la interfase pero yaciendo en el plano de incidencia, y x ortogonal al
plano de incidencia, véase fig.(2.2a). En caso de que la incidencia sea normal, se escogerá como plano Y Z al
plano que contenga al rayo incidente y al eje del cristal, véase fig.(2.2b). En éste trabajo se tomará de igual
forma la convención de escoger las direcciones y y z tales que su producto interno con el rayo incidente, Si,
sea positivo (por las gráficas en particular), i.e.

ẑ =
n̂ · Si

|n̂ · Si|
n̂, ŷ =

Si − (n̂ · Si)ẑ

|Si − (n̂ · Si)ẑ|
, x̂ = ŷ × ẑ. (2.1)

Hay que puntualizar que utilizaremos vectores normalizados ya que sólo nos interesan las direcciones, por
lo que no habrá que confundir Si con el vector de Poynting, a pesar de que estos son paralelos localmente.
Para distinguir estas coordenadas normaslizadas de rayos de las de posición, utilizaremos las variables ξ, η
y ζ, para x, y y z respectivamente. Con esto se consigue el rayo incidente, Si, sea de la forma

Si =
(
ξi, ηi, ζi

)
=
(
0, ηi, ζi

)
. (2.2)

(a) (b)

Figura 2.2: Sistemas coordenados utilizados para realizar la refracción, en (a) se muestra el general salvo en los
casos de incidencia normal, en los que se opta por escoger el plano que contiene al eje del cristal (b).

2.3 Materiales isotrópicos

Que el principio de Huygens para materiales isotrópicos utilice ondas esféricas como ondas secundarias no
es fortuito, ya que la isotropía se ve reflejada en las mismas ondas esféricas: en un medio isotrópico la
velocidad de propagación debe ser la misma sin importar la dirección de propagación, recuérdese (1.70).
Como sabemos que la velocidad de propagación es inversamente proporcional al índice de refracción, el
mismo índice tampoco será dependiente de la dirección.

El principio de Huygens recupera la llamada "ley de reflexión" y la ley de Snell para fronteras entre materiales
isotrópicos. A continuación se mostrará la deducción de estas leyes básicas de la óptica geométrica a partir
de este principio.
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2.3.1 Reflexión

Consideremos una interfase, suficientemente suave como para que en una cierta región pueda ser aproximada
por un plano, entre dos medios isotrópicos con índices de refracción ni y no, y un frente de onda plano ωi

incidente a un cierto ángulo θi y cuyo primer punto de contacto con la interfase es H = (h, k, 0), en donde
la interfase está en z = 0 (aproximando la superficie localmente con un plano), y h, k son las coordenadas
locales en ella. Después de un cierto tiempo t el frente de onda ωt se ha desplazado y el punto de contacto
con la frontera ha cambiado, y para simplificar cálculos1 escogeremos que éste sea el origen de coordenadas
O, véase la fig.(2.3).

Figura 2.3: Dado un punto H = (h, k, 0) en la interfase, se escoge la familia de esferas tal que el último punto en
contacto del frente de onda incidente coincida con el origen.

Nombrando la dirección de propagación incidente, que es normal a los frentes de onda ωi y ωt, como
Si = (ξi, ηi, ζi), el vector de desplazamiento entre ambos frentes de onda ∆ω estará dado por

∆ω = −(H · Si)Si, (2.3)

y como la velocidad de propagación es vi = c
ni

vit = |∆ω| = H · Si, (2.4)

por lo que el tiempo que requirió el frente de onda para propagarse hasta O es

t =
H · Si

vi
, (2.5)

que es el mismo tiempo que tuvo la onda secundaria proveniente del punto en H para propagarse. Como
estamos estudiando la reflexión, la propagación de la onda secundaria es en el mismo medio que en el
incidente, por lo que su velocidad de propagación es la misma. Entonces, esto define un tiempo para cada
punto dado por alguna H y por consiguiente una familia de esferas centradas en H = (h, k, 0), dadas por

Cr(h, k) := (Pr −H)2 − (H · Si)
2

vi2
vi

2 = 0

(Pr −H)2 − (H · Si)
2 = 0

(2.6)

dónde Pr = (xr, yr, zr) son los puntos en las las wavelets esféricas. Como queremos conseguir la envolvente
de dicha familia de curvas, lo que debemos realizar es derivar con respecto a los parámetros h y k, igualar a

1La simplificación, que no es muy grande, consiste en que si el último punto de contacto es el origen, el frente de onda
reflejado resultante será un plano que cruce por el origen, en lugar de uno desplazado.
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cero y resolver el sistema de ecuaciones resultantes, véase el apéndice C, i.e.

∂Cr
∂h

= 0,
∂Cr
∂k

= 0, Cr = 0. (2.7)

Por consiguiente
∂Cr
∂h

= 0 =⇒ (xr − h) + (H · Si)ξi = 0

∂Cr
∂k

= 0 =⇒ (yr − k) + (H · Si)ηi = 0,

(2.8)

el cual, dado nuestro sistema coordenado en el que ξi = 0, que implica que ζi2 = 1−ηi2, puede ser expresado
como (

xr
yr

)
=

(
1− ξi2 −ηiξi
−ηiξi 1− ηi2

)(
h
k

)
=

(
1 0
0 ζi

2

)(
h
k

)
, (2.9)

de donde los parámetros h y k quedan en términos de xr y yr(
h
k

)
=

(
1 0
0 1

ζi2

)(
xr
yr

)
. (2.10)

Sustituyendo los parámetros encontrados en (2.6) obtenemos después de un poco de álgebra

− ζi2zr2 + ηi
2yr

2 = 0, (2.11)

que puede ser factorizada como
(−ζizr + ηiyr)(ζizr + ηiyr) = 0. (2.12)

Estas son la ecuaciones de dos planos con normales Sr = (o, ηi,−ζi) y Sr
′ = (o, ηi, ζi), que corresponderían

a dos frentes de onda planos, y ya que sólo el primero tiene sentido físico (debido a que es una reflexión),
descartamos el segundo y tenemos que la dirección del frente reflejado será

Sr = (0, ηi,−ζi), (2.13)

recuperando la ley de reflexión ya conocida, véase fig.(2.5).

2.3.2 Refracción

Consideremos ahora el mismo caso de incidencia, véase la fig.(2.4), sólo que nos enfocaremos en el frente de
onda transmitido en el nuevo medio, es decir, en las wavelets propagándose en el medio con índice no. En
la sección pasada habíamos obtenido que el tiempo de propagación, t, de las ondas secundarias esféricas,
wavelets, centradas en H = (h, k, 0) esta dado por (2.5). De esta forma la familia de esferas centradas en
(h, k, 0) propagándose en el segundo medio con velocidad vo está dada por:

Co(h, k) := (Pr −H)2 − (H · Si)
2

vi2
vo

2 = 0

(Pr −H)2 − (H · Si)
2 ni

2

no2
= 0.

(2.14)

Si queremos obtener la envolvente, i.e. el frente de onda refractado, debemos proceder análogamente a la
sección pasada utilizando las condiciones (2.7), obteniendo

∂Co
∂h

= 0 =⇒ (xr − h) + (H · Si)
ni

2

no2
ξi = 0

∂Co
∂k

= 0 =⇒ (yr − k) + (H · Si))
ni

2

no2
ηi = 0

(2.15)
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Figura 2.4: Dado un punto H = (h, k, 0) en la interfase, se escoge la familia de esferas tal el último punto en contacto
del frente de onda incidente coincida con el origen.

que al utilizar ξi = 0 el sistema de ecuaciones puede ser expresado como(
xo
yo

)
=

(
1 0

0 1−
(
niηi
no

)2

)(
h
k

)
. (2.16)

De esta última relación podemos escribir los parámetros h y k en términos de las coordenadas de las wavelets,(
h
k

)
=

(
1 0
0 1

1−(niηino
)
2

)(
xo
yo

)
, (2.17)

que al sustituirlas en (2.14) y realizar un poco de álgebra llevan a(
niηi
no

)2

yo
2 −

(
1−

(
niηi
no

)2
)
zo

2 = 0, (2.18)

factorizándose en (
yo
niηi
no

+ zo

√
1−

(
niηi
no

)
2

)(
yo
niηi
no
− zo

√
1−

(
niηi
no

)
2

)
= 0, (2.19)

pero ya que el segundo carece de sentido físico por lo que sólo conservamos el primero. Por lo tanto, la
dirección de la onda refractada es

So =

0,
ni
no
ηi,

√
1− ni2

no2
ηi2

 , (2.20)

que es sencillamente la ley de Snell, véase la fig.(2.5).

2.4 Materiales anisotrópicos uniaxiales

Utilizar esferas para el principio de Huygens es reflejo de la isotropía de los materiales. Sin embargo, cuando
los materiales son anisotrópicos, las esferas deberían de ser cambiadas por algo que refleje la anisotropía. En
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Figura 2.5: Dado un punto H = (h, k, 0) en la interfase, se escoge la familia de esferas tal que el último punto en
contacto del frente de onda incidente coincida con el origen.

el capítulo anterior se vio que para materiales uniaxiales se tienen dos rayos refractados y dos rayos reflejados
(por cada rayo incidente), unos llamados ordinarios que muestran un carácter isotrópico en su velocidad de
fase, y otros llamados extraordinarios que no tienen una velocidad de fase (o índice de refracción) constante
y que varía según la dirección. Por lo anterior, tendría sentido seguir utilizando el principio de Huygens
original para recuperar la refracción y reflexión ordinaria, mientras que para las extraordinarias habría que
cambiarlo. Recordando como las velocidades de fase estaban dadas en materiales uniaxiles (1.72),

vo =
c

no
, ve =

√
v2
o cos 2θ + v2

e sin 2θ, (2.21)

con θ el ángulo del vector de onda extraordinario con respecto al eje del cristal, podemos ver que la velocidad
ordinaria consiste en una esfera mientras que la velocidad de fase extraordinaria consiste en un elipsoide de
revolución cuyo eje de revolución es el eje del cristal, véase la fig.(2.6). Esto último será el fundamento para

(a) (b)

Figura 2.6: Se muestra las velocidades de fase para los modos ordinarios y extraordinarios, tanto para (a) materiales
negativos, como para (b) positivos. Vemos que se invierte el comportamiento de los cascarones de la superficie normal.

el modelo de Huygens para la birrefringencia en materiales uniaxiales: utilizar ondas secundarias esféricas
sólo para los rayos ordinarios, y elipsoides de revolución para los extraordinarios.
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El modelo de Huygens para la birrefringencia consistirá en el principio de Huygnes original con un cambio
importante en las wavelets: dado un frente de onda cualquiera, que llamaremos ω, en un tiempo t, en
un material uniaxial con indices ordinario no y extraordinario ne, podemos ver a todos los puntos que lo
conforman como fuentes puntuales de ondas secundarias en la misma frecuencia. Dichas ondas secundarias o
wavelets consistirán en ondas esféricas con velocidad de propagación vo = c/no y en elipsoides de revolución
cuyo eje de simetría sea en la dirección del eje del cristal, A, y con velocidades principales vo = c/no a lo
largo del eje del cristal y ve = c/ne en cualquier dirección ortogonal. La envolvente de las ondas esféricas
será el frente ordinario, ωo, y la envolvente de los elipsoides el frente extraordinario, ωe. Véase la fig. (2.7).

(a) (b)

Figura 2.7: Modelo de Huygens para materiales anisotrópicos uniaxiales. Para el frente de onda ordinario se utilizan
esféras (círculos en el plano de incidencia) , y para el extraordinario elipsoides (elipses en dicho plano): (a) cristal
positivo y (b) cristal negativo.

El rayo extraordinario Se, que localmente es en la dirección del vector de Poynting, será el vector del centro
del elipsoide al punto de tangencia con el frente de onda, y que de forma general no será paralelo a la
dirección del vector de onda k̂e. Para el rayo ordinario, So, éste coincidirá con la dirección del vector de
onda ordinario k̂o. Véase la fig.(2.8) en el que se ejemplifica una refracción.

Este modelo había sido utilizado únicamente de forma geométrica y sus ecuaciones generales se deben al
trabajo de Avendaño y Stavroudis, el cual puede revisarse en [3, 4]. En este trabajo se realizará una deducción
de las fórmulas basada en sus ecuaciones generales, pero se hará uso del sistema de referencia escogido, en
particular de que ξi = 0, para simplificar el álgebra y tener mayor claridad.

2.4.1 Refracción de entrada: ordinario

Para realizar la refracción utilizaremos la ley de Snell para refractar al rayo ordinario, con lo que obtenemos
la familia de esferas que le corresponde, y a partir de ello obtener la familia de elipsoides al saber que estos
se han propagado el mismo "tiempo" y que son tangentes entre sí ambas familias a lo largo de la dirección
del eje del cristal.

Utilizando el sistema coordenado expresado en fig.(2.2), tenemos que dado un rayo incidente Si = (0, ηi, ζi),
el rayo ordinario refractado será

So =
(
ξo, ηo, ζo

)
=
(

0, niηi
no

,
√

1− ni
no

(ξi2 + ηi2)
)
. (2.22)

Si nuevamente consideramos que el punto de incidencia en la superficie tiene coordenadas H = (h, k, 0),
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(a) (b)

Figura 2.8: Se muestra una refracción utilizando el Modelo de Huygens. Para la solución extraordinaria se puede
ver que el vector de onda, que es normal al frente, no es paralelo a la dirección del rayo, construido del centro del
elipsoide al punto de tangencia con el frente: (a) cristal positivo y (b) cristal negativo.

tenemos que todo punto del rayo ordinario estará dado por

Po = H +
λ

no
So, (2.23)

donde λ es un parámetro relacionado con un cierto camino óptico o incluso con un tiempo de viaje. Conforme
λ varíe habrá distintos frentes, pero escogeremos aquel que pase por el origen (análogamente a lo que se hizo
en las secciones anteriores para simplificar), y dicho frente cumple con, véase fig.(2.9),

Po · So = 0, (2.24)

por lo que haciendo el producto punto de (2.23) con So, y utilizando que este último está normalizado, es
posible obtener que

λ = −noH · So, (2.25)

que tiene todo el sentido puesto que es la proyección de H en So que se multiplica por el índice de refracción
para volverlo un camino óptico, y el signo menos tiene que ver con el sentido, véase nuevamente fig.(2.9).

Figura 2.9: Construcción geométrica del rayo ordinario.
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Entonces, la familia de esferas con respecto a H está dada por

Co(h, k) := (Po −H)2 =
λ2

no2
, (2.26)

que se reduce a
Co(h, k) := (Po −H)2 − (H · So)2 = 0. (2.27)

Ahora, si deseamos obtener la envolvente2, debemos derivar con respecto a los parámetros h y k,

∂Co
∂h

= 0 =⇒ (xo − h) + ξo(H · So) = 0,

∂Co
∂k

= 0 =⇒ (yo − k) + ηo(H · So) = 0.

(2.28)

Las ecuaciones anteriores pueden ser expresadas de forma matricial,(
xo
yo

)
=

(
(1− ξo2) ξoηo
ξoηo (1− ηo2)

)(
h
k

)
, (2.29)

que al utilizar ξo = 0 y haciendo un poco de álgebra se convierte en(
xo
yo

)
=

(
1 0
0 ζo

2

)(
h
k

)
. (2.30)

Fácilmente se puede invertir esta matriz y obtener los parámetros h y k en términos de las coordenadas del
rayo, (

h
k

)
=

(
1 0
0 1

ζo2

)(
xo
yo

)
, (2.31)

con lo que restaría sustituir en Co(h, k). Si desarrollamos término a término

(Po −H)2 = yo
2

(
1− 1

ζo2

)
2 + zo

2 (2.32)

(H · So)2 =
yo

2ηo
2

ζo2
, (2.33)

se puede obtener que (2.27) se reduce a

yo
2

(
1− 1

ζo2

)
2 + zo

2 − yo
2ηo

2

ζo2
= 0

−yo2(1− ζo2) + ζo
2zo

2 = 0

(zoζo − yoηo)(zoζo + yoηo) = 0,

(2.34)

que son las ecuaciones de las dos envolventes, en las que sólo la última tiene sentido físico (la primera va en
dirección contraria a la propagación), por lo que el frente de onda ordinario estará dado por

ωo := zoζo + yoηo = 0, (2.35)

al que le corresponderá un vector de onda unitario, i.e., su dirección,

go =
(
0, ηo, ζo

)
. (2.36)

2Esto quizá parezca ocioso puesto que basta saber Si para obtener So mediante ley de Snell, sin embargo, será útil para
ejemplificar el proceso que se utilizará.
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2.4.2 Refracción de entrada: extraordinario

Ahora, hay que realizar lo mismo para el frente de onda extraordinario y así obtener el rayo extraordinario
refractado, Se. Primeramente, tenemos que el elipsoide de revolución rotado tal que su eje de revolución
sea a lo largo de A = (α, β, γ), i.e., coincidiendo con el eje del cristal, puede ser expresado análogamente a
(1.105) como

(re ·A)2

λ2/n2
o

+
(re − (re ·A)A)2

λ2/n2
e

= 1, (2.37)

que realizando un poco de álgebra se reduce a

n2
ere

2 +N(re ·A)2 = λ2, (2.38)

donde al igual que en los capítulos anteriores definimos

N = n2
o − n2

e, (2.39)

y centrado en H,
n2
e(Pe −H)2 +N((Pe −H) ·A)2 = λ2. (2.40)

Como sabemos que el mismo tiempo de propagación ha tenido esta onda secundaria que la onda esférica,
es decir, que el camino óptico a lo largo del eje del cristal ha sido el mismo, podemos utilizar (2.25) para
obtener la familia de elipsoides de revolución con respecto a H

Ce(h, k) := ne
2(Pe −H)2 +N((Pe −H) ·A)2 = no

2(H · So)2, (2.41)

que expresaremos como

Ce(h, k) := ne
2(Pe −H)2 +N((Pe −H) ·A)2 − no2(H · So)2 = 0. (2.42)

Para obtener la envolvente se deriva con respecto a los parámetros h y k,

∂Ce
∂h

= 0 =⇒ ne
2(xe − h) + αN [(Pe −H) ·A] + no

2ξo(H · So) = 0,

∂Ce
∂k

= 0 =⇒ ne
2(ye − k) + βN [(Pe −H) ·A] + no

2ηo(H · So) = 0.

(2.43)

Al utilizar que ξo = 0 el sistema de ecuaciones queda

ne
2h+ αN(hα+ kβ) = ne

2xe + αN [αxe + βye + γze]

ne
2k + βN(hα+ kβ)− no2ηo

2k = ne
2ye + βN [[αxe + βye + γze],

(2.44)

el cual puede ser expresado de forma matricial como(
ne

2 +Nα2 Nβα
Nβα ne

2 +Nβ2 − no2ηo
2

)(
h
k

)
=

(
ne

2 +Nα2 Nβα
Nβα ne

2 +Nβ2

)(
xe
ye

)
+Nγze

(
α
β

)
. (2.45)

Tenemos que invertir la primer matriz para poder expresar H en términos deA y Pe. Para invertirla primero
hay que sacar el determinante de dicha matriz, que denominaremos ∆2,

∆2 = (ne
2 +Nα2)(Nβ2 − no2ηo

2)− (Nβα)2

= n4
e + ne

2N(1− γ2)− no2ηo
2(ne

2 +Nα2)

= ne
2(no

2 −Nγ2)− no2ηo
2(ne

2 +Nα2).

(2.46)

Hay que puntualizar que se necesita que ∆2 6= 0 para nuestro método. Definiendo

Γ = no
2 −Nγ2, (2.47)
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el determinante queda
∆2 = ne

2Γ− no2ηo
2(ne

2 +Nα2). (2.48)

De esta forma podemos despejar y obtener(
h
k

)
=

1

∆2

(
ne

2 +Nβ2 − no2ηo
2 −Nβα

−Nβα ne
2 +Nα2

)[(
ne

2 +Nα2 Nβα
Nβα ne

2 +Nβ2

)(
xe
ye

)
+Nγze

(
α
β

)]
, (2.49)

que al realizar el álgebra se reduce a(
h
k

)
=

1

∆2

[(
∆2 −no2ηo

2Nαβ
0 ne

2Γ

)(
xe
ye

)
+Nγze

(
ne

2 +Nβ2 − no2ηo
2 −Nβα

−Nβα ne
2 +Nα2

)(
α
β

)]
. (2.50)

Hace falta ver que el segundo término puede ser simplificado al descomponerlo en dos matrices(
ne

2 +Nβ2 − no2ηo
2 −Nβα

−Nβα ne
2 +Nα2

)(
α
β

)
=

(
ne

2 − no2ηo
2 0

0 ne
2

)(
α
β

)
+

(
Nβ2 −Nβα
−Nβα Nα2

)(
α
β

)
=

(
ne

2 − no2ηo
2 0

0 ne
2

)(
α
β

)
,

(2.51)
y darnos cuenta que una componente se anula. Entonces, definiendo

δo
2 = ne

2 − no2ηo
2, (2.52)

los parámetros h y k quedan expresados de la forma(
h
k

)
=

1

∆2

[(
∆2 −no2ηo

2Nαβ
0 ne

2Γ

)(
xe
ye

)
+Nγze

(
δo

2 0
0 ne

2

)(
α
β

)]
, (2.53)

y de forma general, el vector H lo escribiremos como

H =
1

∆2

∆2 −no2ηo
2Nαβ Nγδo

2α
0 ne

2Γ Nγne
2β

0 0 0

xeye
ze

 . (2.54)

Lo que resta es sustituir en la familia de elipsoides (2.42) para hallar los frentes de onda extraordinarios.
Para ello calcularemos cada término, el primero

Pe −H =
1

∆2

0 no
2ηo

2Nαβ −Nγδo2α
0 ∆2 − ne2Γ −Nγne2β
0 0 ∆2

xeye
ze

 , (2.55)

el segundo
(Pe −H) ·A = (Pe −H)ᵀA

=
1

∆2

(
xe ye ze

) 0 0 0
no

2ηo
2Nαβ ∆2 − ne2Γ 0

−Nγδo2α −Nγne2β ∆2

αβ
γ


=

1

∆2

(
xe ye ze

) 0
β(no

2ηo
2Nα2 + ∆2 − ne2Γ)

γ[∆2 −N(δo
2α2 + ne

2β)]


= − n

2
e

∆2
(no

2ηo
2βye − γδo2ze),

(2.56)
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y el último
H · So = HᵀSo

=
1

∆2

(
xe ye ze

) ∆2 0 0
−no2ηo

2Nαβ ne
2Γ 0

Nγδo
2α Nγne

2β 0

 0
ηo
ζo


=

1

∆2

(
xe ye ze

) 0
ne

2Γηo
Nγne

2βηo


=
ne

2ηo
∆2

(yeΓ +Nγβze).

(2.57)

A partir de los términos anteriores se pueden calcular fácilmente los cuadrados, excepto del primero y por
ello se muestra el álgebra:

(Pe −H)2 = (Pe −H)ᵀ(Pe −H)

=
1

∆4

(
xe ye ze

) 0 0 0
no

2ηo
2Nαβ ∆2 − ne2Γ 0

−Nγδo2α −Nγne2β ∆2

0 no
2ηo

2Nαβ −Nγδo2α
0 ∆2 − ne2Γ −Nγne2β
0 0 ∆2

xeye
ze


=

Pe
ᵀ

∆4

0 0 0
0 (no

2ηo
2Nαβ)2 + (∆2 − ne2Γ)2 Nγβ[δo

2α2no
2ηo

2 + ne
2(∆2 − ne2Γ)]

0 Nγβ[δo
2α2no

2ηo
2 + ne

2(∆2 − ne2Γ)] (Nγδo
2α)2 + (Nγne

2β)2 + ∆4

xeye
ze


=

1

∆4

(
xe ye ze

)0 0 0
0 no

2ηo
2(N2α2β2 + [ne

2 +Nα2]2) Nγβno
2ηo

2(n4
e + no

2Nηo
2α2)

0 Nγβno
2ηo

2(n4
e + no

2Nηo
2α2) (Nγδo

2α)2 + (Nγne
2β)2 + ∆4

xeye
ze


=

1

∆4
(ye

2n4
oη

4
o(N2α2β2 + [ne

2 +Nα2]2) + 2yezeNγβno
2ηo

2(n4
e + no

2Nηo
2α2)

+ ze
2[(Nγδo

2α)2 + (Nγne
2β)2 + ∆4])

(2.58)

Al sustituir las expresiones pasadas en la ecuación de la familia de elipsoides extraordinarios (2.42) podemos
obtener que la expresión se reduce a

[(δo
2 +Nβ2ηo

2)ze −Nηo2βγye]
2 −∆2ηo

2ye
2 = 0, (2.59)

que nos conduce a

[(δo
2 +Nβ2ηo

2)ze − ηoye(Nβγηo + ∆)][(δo
2 +Nβ2ηo

2)ze − ηoye(Nβγηo −∆)] = 0. (2.60)

Estos serán los dos posibles frentes de onda extraordinarios, y sabemos que comúnmente uno no tendrá
sentido físico por propagarse en sentido contrario, pero no podemos asegurar que siempre pasará eso, véase
la sección 1.7.1, como en el caso ordinario. Por lo tanto, el frente o los frentes de onda extraordinario(s) se
podrán expresar como

ωe± := (δo
2 +Nβ2ηo

2)ze − ηoye(Nβγηo ±∆) = 0, (2.61)

con un vector unitario de propagación de onda

ge± =
1

Γ±

(
0, −ηo(Nβγηo ±∆), (δo

2 +Nβ2ηo
2)
)
, (2.62)

dónde Γ± es un factor de normalización

Γ± =
√

(δo2 +Nβ2ηo2)2 + ηo2(Nβγηo ±∆)2. (2.63)
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Figura 2.10: Existen dos envolventes, sin embargo sólo se toma en cuenta la que tiene sentido físico comúnmente,
i.e. ωe.

De ahora en adelante nos referiremos al primer posible frente de onda como "primario" y se usará Γe = Γ−
y ge = ge−, mientras que al otro posible frente de onda se le llamará "secundario" utilizando Γe2 = Γ+ y
ge2 = ge+, véase la fig.(2.10). El frente de onda primario es la solución que tiene sentido físico, mientras
que el secundario no, puesto que suele propagarse fuera del material, sin embargo, podrían existir casos en
los que no lo haga y sí se propague en el material, esto como consecuencia de que se usan elipsoides y no
esferas como wavelets. Nos enfocaremos en el primario y discutiremos al final de esta sección la segunda
solución que podría, incluso, ser análoga a la segunda solución, aunque sin sentido físico, encontrada en el
primer capítulo.

El frente de onda primario está dado entonces por

ωe := (δo
2 +Nβ2ηo

2)ze − ηoye(Nβγηo −∆) = 0, (2.64)

con una direccción de propagación, i.e. dirección del vector de onda

ge =
1

Γe

(
0, −ηo(Nβγηo −∆), (δo

2 +Nβ2ηo
2)
)
. (2.65)

Ahora, si deseamos obtener el rayo extraordinario, puesto que sólo hemos obtenido los frentes de onda locales
y su vector de onda, debemos recordar que éste será el rayo que parta del centro de los elipsoides, H, al punto
de tangencia del frente de onda con el elipsoide secundario correspondiente. Nosotros podemos expresar al
rayo extraordinario en función del rayo ordinario ya que H los relaciona. Primero habrá que encontrar una
relación que nos será útil, igualando h y k de (2.31) y (2.53),(

1 0
0 1

ζo2

)(
xo
yo

)
=

1

∆2

[(
∆2 −no2ηo

2Nαβ
0 ne

2Γ

)(
xe
ye

)
+Nγze

(
δo

2 0
0 ne

2

)(
α
β

)]
, (2.66)

de donde queremos despejar xe y ye,(
1 −no

2ηo
2Nαβ

∆2

0 ne
2Γ

∆2

)(
xe
ye

)
=

(
1 0
0 1

ζo2

)(
xo
yo

)
− Nγze

∆2

(
δo

2 0
0 ne

2

)(
α
β

)
. (2.67)
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Para invertir la matriz primero debemos de sacar su determinante y es fácil ver que éste será ne
2Γ

∆2 . Invirtiendo
y después de realizar algo de álgebra se llega a(

xe
ye

)
=

1

ne2Γζo2

(
ζo

2 n4
oηo

2Nαβ
0 ∆2

)(
xo
yo

)
− Nγze

Γ∆2

(
ne

2Γδo
2 no

2ηo
2Nαβ

0 ∆2

)(
α
β

)
. (2.68)

Si de esta expresión sólo nos fijamos en las segundas entradas llegamos a la ecuación

ye =
∆2

ne2Γ

(
yo
ζo2
−Nγzene2β

)
, (2.69)

que al usar (2.35) se convierte en

ye = −∆2zo +Nzene
2γβηoζo

ηoζone2Γ
. (2.70)

Al sustituir en los frentes de onda uno obtiene

(δo
2 +Nβ2ηo

2)ze +
(∆2zo +Nzene

2γβηoζo)(Nβγηo −∆)

ζone2Γ
= 0, (2.71)

que con un poco de álgebra se reduce a

−(Nβγηo −∆)∆2zo = ze[ζone
2Γ(δo

2 +Nβ2ηo
2) +Nne

2γβηoζo(Nβγηo −∆)]

= zene
2ζo(Γδo

2 +Nβ2no
2ηo

2 −Nβγηo∆)

= ∆zene
2ζo(∆−Nβγηo),

(2.72)

lo que nos lleva a la relación
ze
zo

=
∆

ne2ζo
, (2.73)

correspondiente al rayo que generalmente existe en la refracción extraordinaria, el cual denotamos Se1.

Se busca eliminar los términos xe y ye, para dejar a Se sólo en términos de So y A. Para ello necesitamos
ver que el rayo extraordinario, el cual es de la forma

Pe = H +
λ

ne
Se, (2.74)

puede ser expresado de forma matricial, análogamente a lo realizado con el ordinario en cuanto al análisis
geométrico, en el plano perpendicular al plano de incidencia como(

xe
ye

)
=

(
h
k

)
+
ze
ζe

(
ξe
ηe

)
. (2.75)

Si se le sustituye en (2.45) y se trabaja un poco el álgebra se obtiene

− no2ηo
2

(
0
k

)
=
ze
ζe

(
ne

2 +Nα2 Nβα
Nβα ne

2 +Nβ2

)(
ξe
ηe

)
+Nγze

(
α
β

)
. (2.76)

Por otro lado, al utilizar (2.33) y (2.35) se llega a

− (H · So) = −ηok =
zo
ζo
, (2.77)

con lo que la expresión pasada se convierte en(
ne

2 +Nα2 Nβα
Nβα ne

2 +Nβ2

)(
ξe
ηe

)
=
ζezono

2

zeζo

(
0
ηo

)
−Nγζe

(
α
β

)
. (2.78)
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Al utilizar (2.73) obtenemos(
ne

2 +Nα2 Nβα
Nβα ne

2 +Nβ2

)(
ξe
ηe

)
=
ζene

2no
2

∆

(
0
ηo

)
−Nγζe

(
α
β

)
. (2.79)

Finalmente, para despejar ξe y ηe se tiene que invertir la matriz, y no es difícil calcular que el determinante
de dicha matriz es ne2Γ, con lo que se obtiene(

ξe
ηe

)
=

ζe
ne2Γ

(
ne

2 +Nβ2 −Nβα
−Nβα ne

2 +Nα2

)[
ne

2no
2

∆

(
0
ηo

)
−Nγ

(
α
β

)]
, (2.80)

el cual, por razones análogas al (2.51), se reduce a(
ξe
ηe

)
=
ζe
Γ

{
no

2

∆

(
ne

2 +Nβ2 −Nβα
−Nβα ne

2 +Nα2

)(
0
ηo

)
−Nγ

(
α
β

)}
=
ζe
Γ

{
no

2ηo
∆

(
−Nβα

ne
2 +Nα2

)
−Nγ

(
α
β

)} (2.81)

Sólo resta hallar qué es ζe, y para ello nos podemos valer de la relación 1− ζe2 = ξe
2 + ηe

2,

1− ζe2 =

(
ξe
ηe

)ᵀ(
ξe
ηe

)
=

ζe
2

∆2Γ2

[
n4
oηo

2(N2α2β2 + (ne
2 +Nα2)2) + ∆2N2γ2(1− γ2)− 2Nγηono

2ne
2β∆

] (2.82)

de donde utilizando las definiciones de Γ y ∆2 se puede llegar a

ζe
2 = Γ2∆2{Γ2∆2 + n4

oηo
2(N2α2β2 + n4

e +N2α2 + 2ne
2N(1− γ2)−Nne2β)−N2γ4∆ + no

2Nγ2∆2

− ne2N(γ2∆2 + n4
oηo

2β + 2γ∆βηono
2)}−1

= Γ2∆2{∆2no
2Γ + n4

oηo
2[n4

e +N(Nα2(1− γ2) + 2ne
2(1− γ2)− ne2β)]− ne2N(∆γ + no

2βηo)
2}−1

= Γ2∆2{ne2no
2Γ2 − ne2N(∆γ + no

2βηo)
2 + n4

oηo
2[n4

e − no2ne
2

+N(Nα2(1− γ2) + 2ne
2(1− γ2)− ne2β + ne

2γ − no2α2 +Nα2γ2)]}−1

= Γ2∆2{ne2(no
2Γ2 −N [∆γ + no

2ηoβ]2)}−1,
(2.83)

es decir,

ζe =
Γ∆

ne
√
no2Γ2 −N(∆γ + no2ηoβ)2

. (2.84)

Habiendo hallado ζe se consigue expresar al rayo extraordinario primario en términos del rayo ordinario y
del eje del cristal ξeηe

ζe

 =
1

δe

no2

 −Nαβηo
(ne

2 +Nα2)ηo
∆

− γN∆

αβ
γ

 , (2.85)

en donde se definió
δe = ne

√
no2Γ2 −N(∆γ + no2ηoβ)2. (2.86)

Condiciones para que el rayo extraordinario se mantenga dentro del plano de incidencia

Hace falta detenerse, al igual que se hizo en el primer capítulo, en un aspecto interesante de la refracción
extraordinaria: el rayo extraordinario no suele mantenerse en el plano de incidencia, sino que salta de éste
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complicando el trazo de rayos utilizado comúnmente3. Sin embargo hay casos en los que el rayo extraordinario
sí se mantiene en el plano de incidencia, y nos serán de utilidad conocerlos al momento de realizar el trazo
de rayos. En particular al realizar la aproximación paraxial y querer obtener analíticamente resultados. Se
esperaría llegar a las mismas condiciones que las encontradas en el primer capítulo con el método de las
superficies normales.

Para encontrar las condiciones requerimos hacer ξe = 0, obteniendo

αN(βηono
2 + γ∆) = 0 (2.87)

Existen, entonces, tres casos en los que los rayos extraordinarios estarán contenidos en el plano de incidencia:

1. α = 0, el eje del cristal yaciendo en el plano de incidencia, que incluye el caso de incidencia normal,

2. N = 0, que el material no sea birrefringente, el cual se desprecia porque en dado sentido no tiene caso
hablar de un rayo extraordinario,

3. βηono2 + γ∆ = 0, cuya interpretación física no es inmediata, pero se esperaría que fuera análoga a que
el vector de onda extraordinario fuera ortogonal al eje del cristal.

Hay que analizar con más cuidado las implicaciones de la última condición. Según lo deducido con teoría
electromagnética en el primer capítulo, la última condición era ke ·A = 0. En el modelo de Huygens dicho
producto se traduce en

ge ·A =
1

Γe
(−βηo(Nβγηo −∆) + γ(δo

2 +Nβ2ηo
2))

= ∆ηoβ + γδo
2,

(2.88)

que no parece tener relación con la encontrada con el modelo de Huygens. Si uno despeja ∆ de la tercer
condición y la sustituye en la expresión anterior se llega con un poco de álgebra a

− β2ηo
2no

2 + γ2δo
2 = ne

2γ2 − no2ηo
2(1− α2), (2.89)

que no es concluyente. Sin embargo, si uno calcula Se ·A, se obtiene

δe(Se ·A) = −Nα2βηono
2 − γN∆α2 + no

2ne
2ηoβ +Nα2ηono

2β2 + no
2∆γ − γ3N∆

= −γN∆(α2 + β2 + γ2) + no
2ne

2ηoβ + no
2∆γ

= no
2ne

2ηoβ + ∆γne
2

= ne
2(no

2ηoβ + ∆γ) = 0,

(2.90)

es decir, la tercera condición implica la ortogonalidad entre el rayo extraordinario (vector de Poynting) y el
eje del cristal. De aquí podemos concluir que la tercera condición también exige la ortogonalidad entre el
vector de onda extraordinario y el eje del cristal, esto debido a que como los campos De y Ee siempre son
coplanares4 a ke y A, al ser ortogonal, ya sea el vector de Poynting o el vector de onda al eje del cristal,
su respectivo campo eléctrico o de desplazamiento eléctrico será paralelo al eje del cristal y por lo tanto los
campos serían paralelos entre sí, lo que lleva a ke||Se, i.e. ke ⊥ A⇐⇒ Se ⊥ A

Por último, cabe señalar que en incidencia normal, el rayo extraordinario va a yacer en el plano definido por
la normal al punto de incidencia, n̂, y el eje del cristal, A, debido a las condiciones encontradas arriba. De
igual forma, se puede calcular de forma sencilla que Se · (n̂×A) = 0, que sería la demostración explícita de
ello.

3En el trazo de rayos común se utiliza que los rayos, al menos en casos isotrópicos así como para los rayos ordinarios, se
mantienen en el plano de incidencia para utilizar así matrices de 2× 2 entradas. En el caso extraodinario se requeriría matrices
de 4× 4. Se abordará esto con mayor detenimiento en la sección de trazo de rayos.

4Esto es consecuencia de la polarización de cualquier rayo extraordinario y a la forma del tensor dieléctrico del material.
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Observaciones sobre la segunda envolvente

La segunda envolvente encontrada o frente de onda en (2.64) está dada por

ge2 =
1

Γe2

(
0, −ηo(Nβγηo + ∆), (δo

2 +Nβ2ηo
2)
)
, (2.91)

dónde Γe2 es un factor de normalización

Γe2 =
√

(δo2 +Nβ2ηo2)2 + ηo2(Nβγηo + ∆)2. (2.92)

Para que este segundo vector pudiera ser la segunda posible refracción encontrada con el método de las
superficies normales, debería cumplir

Nβγηo + ∆ ≤ 0 y δo
2 +Nβ2ηo

2 ≥ 0 (2.93)

que sólo puede ser posible (al menos la primer condición) si

Nβγ < 0, (2.94)

lo que se traduce en condiciones, véase la fig.(2.11), opuestas a las requeridas con el método del primer
capítulo (con las superficies normales), las cuales exigen para materiales positivos, N < 0, un eje A tal que
βγ < 0, y para materiales negativos, N > 0, un eje A tal que βγ > 0. Por lo tanto, no puede tratarse de las
mismas soluciones.

La otra condición para que fuera la segunda posible refracción encontrada con el método de las superficies
normales es

Nβγηo + ∆ ≥ 0 y δo
2 +Nβ2ηo

2 ≤ 0, (2.95)

la cual si puede cumplirse y podría tratarse de la misma segunda supuesta refracción extraordinaria de la
que se discute en el primer capítulo. Sin embargo, para que el frente de onda secundario tuviera sentido
físico requeriría formarse dentro del material, i.e. que los puntos de tangencia con los elipsoides sean dentro
del material, y al no cumplirse esto, se obtiene un supuesto rayo reflejado sin interpretación física.

(a) (b)

Figura 2.11: Los índices ordinario y extraordinario de la calcita son usados para esta imagen. (a) Caso en el que dos
envolventes tendrían una orientación con sentido físico, pero al corresponderle a la segunda envolvente un rayo que
se refleja, no tiene interpretación física. (b) La misma imagen se muestra con tan sólo el primer elipsoide secundario
para mayor claridad.
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Sin embargo, sólo de forma ilustrativa5 se deducirán las fórmulas del rayo correspondiente: de forma análoga
a lo hecho para la solución primaria, podemos obtener una relación como la (2.73). Sustituyendo en (2.71)
el segundo frente de onda se obtiene

(δo
2 +Nβ2ηo

2)ze +
(∆2zo +Nzene

2γβηoζo)(Nβγηo + ∆)

ζone2Γ
= 0, (2.96)

que con álgebra da la relación
ze
zo

= − ∆

ne2ζo
. (2.97)

De esta relación uno ya puede deducir que el rayo extraordinario secundario obtenido de esta forma carecerá
de sentido físico. Para este rayo tenemos que al sustituir en (2.78) la relación del frente de onda, la expresión
(2.81) se transformaría en (

ξe
ηe

)
= −ζe

Γ

{
no

2ηo
∆

(
−Nβα

ne
2 +Nα2

)
+Nγ

(
α
β

)}
, (2.98)

y de manera análoga a lo realizado para el otro rayo extraordinario, salvo por un cambio de signo, se llega
a que

ζe = − Γ∆

ne
√
no2Γ2 −N(∆γ − no2ηoβ)2

, (2.99)

en donde nos quedamos con la raíz negativa ya que sabemos que el rayo se formará yendo en sentido contrario,
con lo que el rayo extraordinario secundario quedaξe2ηe2

ζe2

 =
1

δe2


 −no2Nαβηo
no

2(ne
2 +Nα2)ηo
−Γ∆

+ γN∆

αβ
0

 , (2.100)

que se puede llevar a ξe2ηe2
ζe2

 =
1

δe2

no2

 −Nαβηo
(ne

2 +Nα2)ηo
−∆

+ γN∆

αβ
γ

 , (2.101)

en donde definimos
δe2 = ne

√
no2Γ2 −N(∆γ − no2ηoβ)2. (2.102)

Entonces, se ve que intrínsecamente el rayo viajaría en sentido contrario a la propagación esperada, y deberá
ser ignorado6.

2.4.3 Refracción de salida

En cuanto a la segunda refracción, no hay nada interesante que aclarar o anotar para un rayo ordinario,
ya que éste se refractará siguiendo la ley de Snell ya conocida y su tratamiento es igual al de la sección
(2.4.1). Sin embargo, el rayo extraordinario sí difiere en su segunda refracción. Para refractar al rayo
extraordinario nos valdremos del principio de reversibilidad, con el cual buscaríamos expresar a partir del
rayo extraordinario un rayo ordinario ficticio y a este último refractarlo utilizando la ley de Snell, véase la
fig.(2.12), Es importante remarcar que para esta refracción no podemos utilizar que ξo = 0, ya que el sistema
de referencia va a ser escogido a partir del rayo extraordinario incidente.

5En realidad la deducción de las fórmulas serán de utilidad para la reflexión dentro de un material uniaxial, lo cual será
abordado en la siguiente sección.

6Realizar un experimento sería interesante para descartar totalmente la inexistencia de este rayo, además de que serviría
para caracterizar la reflexión total interna tratándose de un material incidente de mayor índice de refracción al del medio
birrefringente.

58



Figura 2.12: Si se utiliza el principio de reversibilidad, uno se puede dar cuenta de que calculando un rayo ordinario
ficticio de puede realizar la rafracción de salida.

Recordando los elipsoides secundarios extraordinarios dados por (2.42)

ne
2(Pe −H)2 +N((Pe −H) ·A)2 − no2(H · So)2 = 0, (2.103)

podemos utilizar (2.77) y (2.74) para llegar a

ne
2ze

2

ζe2
+N(

ze
ζe

Se ·A)2 − no
2zo

2

ζo2
= 0, (2.104)

que nos lleva a la relación
zo
ze

=
µζo
noζe

, (2.105)

en donde De la ecuación (2.45) se puede deducir de forma análoga a lo realizado en las ecuaciones (2.74)-(2.78)
pero sin utilizar que ξo = 0(

ne
2 +Nα2 Nβα
Nβα ne

2 +Nβ2

)(
ξe
ηe

)
=
ζezono

2

zeζo

(
ξo
ηo

)
−Nγζe

(
α
β

)
, (2.106)

de la cual despejaremos ξo y ηo usando la relación antes hallada(
ξo
ηo

)
=

1

noµ

[(
ne

2 +Nα2 Nαβ
Nαβ ne

2 +Nβ2

)(
ξe
ηe

)
+Nγζe

(
α
β

)]
. (2.107)

Nuevamente requerimos calcular ζo valiéndonos de 1− ζo2 = ξo
2 + ηo

2

1− ζo2 =

(
ξo
ηo

)ᵀ(
ξo
ηo

)
=

1

no2µ2

{(
ξo
ηo

)ᵀ(
ne

2 +Nα2 Nαβ
Nαβ ne

2 +Nβ2

)
2

(
ξe
ηe

)
+N2γ2ζe

2(1− γ2)

+2Nγζe

(
ξo
ηo

)ᵀ(
ne

2 +Nα2 Nαβ
Nαβ ne

2 +Nβ2

)(
α
β

)}
=

1

no2µ2

{
ξe

2[ne
2(ne

2 + 2Nα2) +N2α2(1− γ2)] + ξe
2[ne

2(ne
2 + 2Nα2) +N2α2(1− γ2)]

+2Nξeηeαβ(Nαβ(1− γ2) + 2ne
2) + 2Nγζe(ne

2 +N(1− γ2))(ξeα+ ηeβ) +N2α2(1− γ2)
}

=
1

no2µ2

{
N2(1− γ2)(Se ·A)2 + n4

e(ξe
2 + ηe

2) + 2Nne
2(Se ·A)(ξeα+ ηeβ)

}
,

(2.108)
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y haciendo un poco de álgebra se obtiene

ζe
2 =

1

no2µ2

{
no

2(ne
2 +N(Se ·A))−N2(Se ·A)2(1− γ2)− n4

e(1− ζe2)− 2Nne
2(Se ·A)(ξeα+ ηeβ)

}
=

1

no2µ2

{
ne

2N + no
2N(Se ·A)2 −N(Se ·A)2(1− γ2) + n4

eζe
2 − 2N(Se ·A)2ne

2 + 2N(Se ·A)ζeγne
2
}

=
1

no2µ2

{
ne

2N(1− (Se ·A)2) + [Nγ(Se ·A) + ne
2ζe]

2
}
,

(2.109)
donde nombrando

cosψ = (Se ·A) (2.110)

y
∆e =

√
ne2N sin 2ψ + (Nγ cosψ + ne2ζe)2 (2.111)

se llega a

ζo =
∆e

noµ
, (2.112)

en el que µ toma la forma
µ =

√
ne2 sin 2ψ + no2 cos 2ψ. (2.113)

Finalmente, podemos expresar al rayo ordinario ficticio comoξofηof
ζof

 =
1

noµ


ne2 +Nα2 Nαβ 0

Nαβ ne
2 +Nβ2 0

0 0 ∆e

ζe

ξeηe
ζe

+Nγζe

1 0 0
0 1 0
0 0 0

αβ
γ

 , (2.114)

el cual en el sistema de referencia tal que ξe = 0, dado que ahora ese es el rayo incidente que da origen al
sistema que por convención usamos, quedaξofηof

ζof

 =
1

noµ


 Nαβηe

(ne
2 +Nβ2)ηe

∆e

+Nγζe

αβ
0

 . (2.115)

Por lo tanto, para obtener el rayo refractado final, uno sólo debe de aplicar la matriz de refracción de
materiales isotrópicos, i.e. usar ley de Snell.

Condiciones para que el rayo refractado de salida se mantenga dentro del plano de incidencia

Sabemos que las mismas condiciones que las encontradas para la refracción de entrada deben de exigirse
para esto. Puede verse que esto es así si se exige que ξof = 0, con lo que se llega a

Nα(βηe + γζe) = 0, (2.116)

es decir, las mismas condiciones que ya habíamos encontrado para la refracción de entrada y que sabemos,
por el primer capítulo, siempre se exigirán.

2.4.4 Reflexión de rayos ordinarios dentro de birrefringentes uniaxiales

Como se discutió en el primer capítulo, a cualquier rayo que se refleje, le corresponderán dos reflexiones, una
ordinaria y otra extraordinaria, por lo que, en total, si hubieron dos rayos incidentes, uno ordinario y otro
extraordinario, habrían cuatro rayos reflejados resultantes, como se aprecia en la fig.(2.13). En esta parte
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se discutirán los rayos reflejados provenientes de un rayo ordinario incidente, este tiene como ventaja tener
siempre un índice no7 fijo. Reflejar a So es sencillo de forma ordinaria, ya que sigue la ley de reflexión, i.e.

Figura 2.13: Se ilustra la reflexión dentro de materiales birrefringentes uniaxiales.

θo = θoro, (2.117)

donde si el rayo ordinario incidente es en nuestro sistema coordinado particular

So =
(
0, ηo, ζo

)
, (2.118)

su reflejo ordinario será
Soro =

(
0, ηo −ζo

)
. (2.119)

Para su reflejo extraordinario, que normbraremos Sore, podemos utilizar la fórmula de la segunda envolvente
que calculamos en la sección de refracción de entrada, con lo que

gore =
1

Γer

(
0, ηo(Nβγηo + ∆), −(δo

2 +Nβηo
2)
)
, (2.120)

en el que
Γer =

√
(δo2 +Nβηo2)2 + ηo2(Nβγηo + ∆)2, (2.121)

y el rayo reflejado estará dado por

Sore =

ξoreηore
ζore

 =
1

δer

no2

 −Nαβηo
(ne

2 +Nα2)ηo
−∆

+ γN∆

αβ
γ

 , (2.122)

con
δer = ne

√
no2Γ2 −N(∆γ − no2ηoβ)2. (2.123)

donde se siguen utilizando las definiciones antes dadas de

N = no
2 − ne2

Γ = no
2 −Nγ2

δo
2 = ne

2 − no2ηo
2

∆2 = ne
2Γ− no2ηo

2(ne
2 +Nα2).

7La reflexión de un rayo extraordinario incidente es más compleja dado a que su índice puede varias de ne a no, lo cual
requeriría en primera instancia saber su origen, i.e. la refracción que le dio origen.
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Condiciones para que el rayo reflejado de forma extraordinaria se mantenga en el plano de
incidencia

Para obtener las condiciones8, nuevamente necesitamos exigir que ξore = 0, llegando a

Nα(γ∆− no2ηoβ) = 0, (2.124)

que resultan ser las mismas condiciones que para el caso de refracción. Para ello uno debe de ver que el
producto escalar entre la dirección del eje del cristal y el rayo extraordinariamente reflejado es

Sore ·A = ne
2(no

2ηoβ − γ∆). (2.125)

2.4.5 Reflexión de rayos extraordinarios dentro de materiales birrefringentes
uniaxiales

Para poder reflejar a un rayo extraordinario incidente lo que se puede utilizar es el principio de reversibilidad,
véase la fig.(2.14), del que concluimos que si calculamos el rayo ordinario ficticio correspondiente, sólo bastaría
utilizar las ecuaciones de la sección anterior. Tenemos que dado un Se, podemos calcular un rayo ordinario

Figura 2.14: Se muestra como el principio de reversibilidad puede ser utilizado para obtener las respectivas reflexiones
a partir de la reflexión de un rayo ordinario ficticio.

ficticio utilizando (2.115), por lo que de las ecuaciones de la reflexión para rayos ordinarios obtenemos para
la reflexión ordinaria

Sero =

ξeroηero
ζero

 =
1

noµ

 Nα cosψ
ne

2ηe +Nβ cosψ
−∆e

 , (2.126)

donde se usan las definiciones
cosψ = Se ·A

µ =
√
ne2 sin 2ψ + no2 cos 2ψ

∆e =
√
ne2N sin 2ψ + (Nγ cosψ + ne2ζe)2.

8Se van a obtener las mismas condiciones que para la refracción, esto lo concluimos en el primer capítulo.
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Mientras que para la reflexión extraordinaria el rayo sería

Sere =

ξereηere
ζere

 =
1

δer

no2

 −Nαβηero
(ne

2 +Nα2)ηero
−∆

+ γN∆

αβ
γ

 , (2.127)

y la dirección de su vector de onda

gere =
1

Γer

(
0, ηero(Nβγηero + ∆), −(δo

2 +Nβηero
2)
)
, (2.128)

en donde como rayo ordinario se utilizará el rayo ordinariamente reflejado Sero, i.e.

δer = ne
√
no2Γ2 −N(∆γ − no2ηeroβ)2

Γer =
√

(δo2 +Nβηero2)2 + ηero2(Nβγηero + ∆)2.

Condiciones para que el rayo reflejado de forma extraordinaria se mantenga en el plano de
incidencia

No hay nada que agregar, se tienen las mismas tres condiciones para que el rayo se mantenga en el plano de
incidencia: eje del cristal en dicho plano, que el material no sea birrefringente, y que el rayo extraordinario
sea ortogonal al eje del cristal. Todo esto debido a que la fórmula de reflexión se basa en otros dos casos ya
discutidos y que comparten las mismas condiciones.

2.5 Aproximación paraxial

2.5.1 Refracción

Como se mencionó en el capítulo anterior, en la sección 1.8, la aproximación paraxial es muy útil ya que
puede se utilizada para obtener los focos de una lente y describir a grandes rasgos el comportamiento de
un sistema óptico. La aproximación paraxial es únicamente válida para rayos cuyo ángulo de incidencia, θi,
cumpla θi << 1, tal que sin θi ≈ θi y θ2

i ≈ 0. Entonces los rayos incidentes serán de la forma

Si = gi =
(
0, θi, 1

)
, (2.129)

por lo que le rayo ordinario (2.22) quedará

So =
(
ξo, ηo, ζo

)
=
(
0, ni

no
θi, 1

)
, (2.130)

y la refracción de salida de un rayo ordinario incidente con ángulo de incidencia θo,

Sf =
(
ξf , ηf , ζf

)
=
(
0, no

ni
θo, 1

)
. (2.131)

En cuanto al rayo extraordinario, dado por (2.85), la aproximación paraxial no es de mucha utilidad sin fijar
la dirección del eje del cristal, A, sin embargo, sí es útil para la dirección del vector de onda extraordinario,
dado por (2.62). Los términos comunes definidos en las secciones anteriores se convierten en

N = no
2 − ne2

δo
2 = ne

2 − noηo2 ≈ ne2

Γ = no
2 −Nγ2

∆2 = ne
2Γ− no2ηo

2(ne
2 +Nα2) ≈ ne2Γ

Γe =
√

(δo2 +Nβ2ηo2)2 + ηo2(Nβγηo −∆)2 ≈ ne2,

(2.132)
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por lo que la dirección del vector de onda estará dada por

ge ≈
(

0, ni
√

Γ
none

θi, 1
)
, (2.133)

concordando con la expresión (1.169) obtenida en el primer capítulo usando teoría electromagnética, aunque
cabe señalar que se usó aún otra aproximación en dichas ecuaciones, por lo que parecería que la metodología
a partir del modelo de Huygens pierde algo de información (que se hace evidente al realizar la aproximación
paraxial).

Nuevamente, para ahondar un poco en la aproximación paraxial debemos indicar la dirección del eje del
cristal. Estudiaremos los casos en los que el eje del cristal es cercano o igual a la normal en el punto de
incidencia, n̂, y ortogonal o cercano a la ortogonalidad con respecto a la normal, i.e., paralelo a la superficie
refractiva. Se mostrará que el modelo concuerda con las fórmulas anteriores obtenidas en el capítulo anterior
(al menos ya sabemos que el vector de onda lo hará, pero falta demostrarlo para el rayo), al igual que con
las de [15].

(a) (b) (c)

Figura 2.15: De izquierda a derecha: ejemplo de un eje del cristal casi ortogonal a la normal pero yaciendo en el
plano de incidencia, un eje del cristal casi ortogonal al plano de incidencia, y un eje del cristal cercano a ser paralelo
a la normal.

Eje del cristal ortogonal a la normal o cercano a la ortogonalidad

Si fijamos γ << 1, tal que γ2 ≈ 0, que para un lente significaría que el eje del cristal es (casi) ortogonal a la
normal, obtenemos que

Γ ≈ no2

∆2 ≈ ne2no
2

δe = ne
√
no2Γ2 −N(∆γ + no2ηoβ)2 ≈ nen3

o,

(2.134)

con lo que se llega a algo similar a la ley de Snell para la dirección del vector de onda,

ge ≈
(

0, niθi
ne

, 1
)
, (2.135)

y el rayo extraordinario

Se ≈
1

nen3
o

 −αNno(niθiβ + neγ)
noni(ne

2 +Nα2)θi −Nnoneβγ
nen

3
o

 =

 −αN(niθiβ+neγ)
neno2

ni(no
2−Nβ2)

neno2
θi − Nβγ

no2

1

 , (2.136)
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donde para el último paso se utilizó que α2 = 1− γ2 − β2 ≈ 1− β2. Esta expresión es idéntica a la (1.175)
encontrada en el primer capítulo y por lo tanto sabemos que obtendremos los mismos resultados de aquí en
adelante. Sin embargo, se volverán a deducir en los casos con β ≈ 1, véase la fig.(2.15a),

Se ≈

 0
nine
no2

θi − γN
no2

1

 , (2.137)

es decir, el rayo refractado se mantendrá en el plano de incidencia, y α ≈ 1, véase la fig.(2.15b),

Se ≈

−Nγ
no2

ni
ne
θi

1

 , (2.138)

que para el úlitmo, su fórmula es muy similar a la del vector de onda, salvo por la componente que obliga a
que el rayo se escape del plano de incidencia, pero que sabemos, debido a sus términos N < 1 y γ < 1, que
será muy chica. Nótese que si α = 1, el rayo se mantendrá dentro del plano de incidencia.

Falta considerar la refracción de salida, que supondremos pasará a un medio con índice ni2. Para ello vemos
primero que los términos comunes definidos en su fórmula se convierten en

cosψ = βηe + γζe ≈ βθi + γ

µ =
√
ne2 sin 2ψ + no2 cos 2ψ ≈ ne

∆e =
√
ne2N sin 2ψ + (Nγ cosψ + ne2ζe)2 ≈ neno,

(2.139)

con lo que el rayo ordinario ficticio queda dado por

Sof ≈


Nα(βθi+γ)

neno
(no

2β2−ne2α2)θi
none

+ Nβγ
none

1

 , (2.140)

y el rayo final

Sef ≈


Nα(βθi+γ)
neni2

(no
2β2−ne2α2)θi
neni2

+ Nβγ
neni2

1

 . (2.141)

De aquí se puede obtener que cuando β ≈ 1, véase la fig.(2.15a),

Sef ≈

 0
no

2

neni2
θi + Nγ

neni2
1

 , (2.142)

que se mantiene en el plano de incidencia, y cuando α ≈ 1, véase la fig.(2.15b),

Sef ≈

 Nγ
neni2
ne
ni2
θi

1

 , (2.143)

el cual ya no se mantiene en el plano de incidencia, a menos que α = 1.
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Eje del cristal paralelo a la normal o cercano al paralelismo

Si se fija γ ≈ 1, i.e., con el eje del cristal paralelo a la normal o casi, véase la fig.(2.15c), se obtiene que
Γ ≈ n2

e, por lo que el vector de onda extraordinario se refracta igual que el ordinario, ya que

ge ≈
(

0, niθi
no

, 1
)
. (2.144)

En cuanto al rayo extraordinario, primero necesitamos escribir los términos comunes que se convierten en

Γ ≈ ne2

∆2 ≈ n4
e

δe ≈ n4
e,

(2.145)

teniendo esto, su expresión se vuelve

Se ≈

 −αN
ne2

nino
ne2

θi − Nβ
ne2

1

 . (2.146)

Para la refracción de salida del rayo extraordinario, si consideramos que pasará a un medio con índice ni2,
los términos comunes serán

cosψ ≈ 1

µ ≈ no
∆e ≈ no2,

(2.147)

con lo que la expresión del rayo ordinario ficticio será

Sof ≈

 Nα
no2

ne
2

no2
θi + Nβ

no2

1

 , (2.148)

y el rayo final refractado

Sef ≈

 Nα
noni2

ne
2

noni2
θi + Nβ

noni2
1

 . (2.149)

2.5.2 Reflexión de rayos ordinarios

Al igual que se hizo en la sección pasada, bajo la aproximación paraxial obtendremos las fórmulas de reflexión
dentro de un material birrefringente, haciendo hincapié en los mismos casos particulares. Como mencionamos
en la sección anterior, la aproximación paraxial es únicamente válida para rayos cuyo ángulo de incidencia,
θi, cumpla θi << 1, tal que sin θi ≈ θi y θ2

i ≈ 0. En el caso de las reflexiones vamos a distinguir a rayos
incidentes extraordinarios y ordinarios, por lo que θi = θe ó θi = θo.

De esta forma, dado un rayo ordinario
So =

(
0, θi, 1

)
, (2.150)

tendremos que la reflexión ordinaria del rayo ordinario será

Soro = goro ≈
(
0, θi, −1

)
. (2.151)

En cuanto a la reflexión extraordinaria de un rayo ordinario incidente, la aproximación paraxial nuevamente
no es de mucha utilidad sin fijar la dirección del eje del cristal. Sin embargo, sí es concluyente en la dirección
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del vector de onda. Los términos comunes a la reflexión extraordinaria quedan

N = no
2 − ne2

δo
2 = ne

2 − noηo2 ≈ ne2

Γ = no
2 −Nγ2

∆2 = ne
2Γ− no2ηo

2(ne
2 +Nα2) ≈ ne2Γ

Γer =
√

(δo2 +Nβ2ηo2)2 + ηo2(Nβγηo + ∆)2 ≈ ne2,

(2.152)

con lo que la dirección del vector de onda es

gore ≈
(

0,
√

Γ
ne
θi, −1

)
. (2.153)

Para ahondar más en el alcance de la aproximación paraxial es necesario fijar la dirección del eje del cristal,
y estudiaremos los mismos casos que en la refracción.

Eje del cristal ortogonal a la normal o cercanos a la ortogonalidad

Si fijamos γ << 1, tal que γ2 ≈ 0, que para un lente significaría que el eje del cristal es (casi) ortogonal a la
normal, obtenemos que

Γ ≈ no2

∆2 ≈ ne2no
2

δer = ne
√
no2Γ2 −N(∆γ + no2ηoβ)2 ≈ nen3

o,

(2.154)

con lo que se llega a algo similar a la ley de Snell para la dirección del vector de onda (sólo que en reversa)

gore =
(
0, no

ne
θi, −1

)
, (2.155)

y un rayo

Sore ≈


Nαγ
no2
− Nαβ

neno
θi

Nγβ
no2

+ ne
2+Nα2

neno
θi

−1

 . (2.156)

Si aún escogemos β ≈ 1, α << 1 y γ << 1, es decir, con el eje del cristal yaciendo o cercano a yacer en el
plano de incidencia, el rayo del reflejo extraordinario quedará expresado como

Sore ≈

 0
ne
no
θi + Nγ

no2

−1

 , (2.157)

que se puede apreciar que se mantendrá en el plano de incidencia bajo este régimen. Si en cambio escogemos
α ≈ 1, β << 1 y γ << 1, i.e., el eje del cristal cerca de ser ortogonal al plano de incidencia, el rayo reflejado
será

Sore ≈

 Nγ
no2
no
ne
θi
−1

 , (2.158)

que es idéntico al vector de onda, salvo por el término que lo obliga a salirse del plano. Sin embargo, dicho
término es la componente más pequeña, por uno o dos órdenes de magnitud debido a la N .
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Eje del cristal paralelo a la normal o cercano al paralelismo

Si se fija γ ≈ 1, i.e., con el eje del cristal paralelo a la normal o casi, véase la fig.(2.15c), se obtiene que

Γ ≈ ne2

∆2 ≈ n4
e

δer ≈ n4
e,

(2.159)

por lo que la dirección del vector de onda es

gore =
(
0, θi, −1

)
, (2.160)

mientras que el rayo será

Sore ≈

 Nα
ne2

no
2

ne2
θi + Nβ

ne2

−1

 . (2.161)

2.5.3 Reflexión de rayos extraordinarios

Dado un rayo extraordinario incidente,
Se =

(
0, θi, 1

)
, (2.162)

con θi << 1 no se puede concluir nada significativo, ni siquiera para la dirección del vector de onda, sin fijar
la dirección del eje del cristal.

Eje del cristal ortogonal a la normal o cercanos a la ortogonalidad

Si fijamos γ << 1, tal que γ2 ≈ 0, que para un lente significaría que el eje del cristal es (casi) ortogonal a la
normal, obtenemos que los términos comunes se convierten en

cosψ = βηe + γζe ≈ βθe + γ

µ =
√
ne2 sin 2ψ + no2 cos 2ψ ≈ ne

∆e =
√
ne2N sin 2ψ + (Nγ cosψ + ne2ζe)2 ≈ neno,

(2.163)

con lo que el rayo del reflejo ordinario es

Sero =

ξeroηero
ζero

 ≈


Nαβ
none

θi + Nαγ
none

(ne
2+Nβ2)
none

θi + Nβγ
none

−1

 . (2.164)

Si escogiéramos aún β ≈ 1, el rayo se convertiría en

Sero ≈

 0
no
ne
θi + Nγ

none
−1

 , (2.165)

que se queda contenido dentro del plano de incidencia, mientras que si se escoge α ≈ 1

Sero ≈

 Nγ
none
ne
no
θi
−1

 . (2.166)
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Falta obtener la aproximación para la reflexión extraordinaria, Sere. Para ello primero debemos de calcular
los términos comunes,

N = no
2 − ne2

δo
2 = ne

2 − noηero2 ≈ ne2

Γ = no
2 −Nγ2 ≈ no2

∆2 = ne
2Γ− no2ηero

2(ne
2 +Nα2) ≈ ne2no

2

Γer =
√

(δo2 +Nβ2ηero2)2 + ηero2(Nβγηero + ∆)2 ≈ ne2

δer = ne
√
no2Γ2 −N(∆γ + no2ηeroβ)2 ≈ nen3

o,

(2.167)

con ellos, dicha reflexión tendrá una dirección del vector de onda

gere ≈

 0
ne

2+Nβ2

ne2
θi + Nβγ

ne2

−1

 , (2.168)

y será un rayo

Sere ≈


Nγ
no2
− Nαβ

neno
ηero

ne
2+Nα2

neno
ηero + Nβγ

no2

−1

 . (2.169)

Si se fija β ≈ 1, la reflexión extraordinaria estará dada por

gere ≈

 0
no

2

ne2
θi + Nγ

ne2

−1

 (2.170)

y

Sere ≈

 0
ne
no
ηore + Nγ

no2

−1

 =

 0

θi + 2Nγ
no2

−1

 . (2.171)

Mientras que si se fija α ≈ 1, la reflexión extraordinaria será

gere ≈

 0
θi
−1

 , (2.172)

y tendrá un rayo

Sere ≈

 Nγ
no2

no
ne
ηero
−1

 =

Nγ
no2

θi
−1

 , (2.173)

que es como si sufriera una reflexión común, salvo por la componente ortogonal al plano del incidente, que
aunque pequeña no puede despreciarse del todo.

Eje del cristal paralelo a la normal o cercano al paralelismo

Si se fija γ ≈ 1, i.e. con el eje del cristal paralelo a la normal o casi, véase la fig.(2.15c), los términos comunes
para la reflexión ordinaria9 se vuelven

cosψ ≈ 1

µ ≈ no
∆e ≈ no2,

(2.174)

9Es importante no confundir la reflexión ordinario con la reflexión de un rayo ordinario. En general en las reflexiones se
tendrán reflexiones ordinarias y extraordinarias, lo que variará es si el rayo incidente era ordinario o extraordinario.
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con lo que

Sero ≈

 Nα
no2

ne
2

no2
θi + Nβ

no2

−1

 . (2.175)

En cuanto a la reflexión extraordinaria, los términos comunes se vuelven

N = no
2 − ne2

δo
2 = ne

2 − noηero2 ≈ ne2

Γ = no
2 −Nγ2 ≈ ne2

∆2 = ne
2Γ− no2ηero

2(ne
2 +Nα2) ≈ ne2no

2

Γer =
√

(δo2 +Nβ2ηero2)2 + ηero2(Nβγηero + ∆)2 ≈ ne2

δer = ne
√
no2Γ2 −N(∆γ + no2ηeroβ)2 ≈ nen3

o,

(2.176)

por lo que la dirección de propagación del frente de onda extraordinario será

gere ≈

 0
ne

2

no2
θi + Nβ

no2

−1

 , (2.177)

y tendrá un rayo

Sere ≈

 Nα
ne2

no
2

ne
ηero + Nβ

ne2

−1

 =

 Nα
ne2

θi + 2Nβ
ne2

−1

 . (2.178)
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Capítulo 3

Trazo de rayos

En este capítulo se desarrollará el trazo de rayos en placas plano-paralelas y lentes que tengan por superficies
refractivas cuádricas de revolución, aunque se hará énfasis en las lentes esféricas, en particular, para la
aproximación paraxial y las matrices de transferencia y refracción.

Se explicarán los sistemas coordenados comúnmente utilizados para el trazo de rayos y los que serán utiliza-
dos, así como se propone un algoritmo para el trazo de rayos utilizando, ya sea, las ecuaciones provenientes de
la teoría formal electromagnética o del método de Huygens, deducidas en los capítulos 1 y 2 respectivamente.
Sin embargo, se dará prioridad al último ya que está en términos del ángulo de incidencia.

Por último se realizará la aproximación paraxial para obtener las matrices de transferencia y refracción y así
obtener una expresión para los focos de varios tipos de lentes y discutir la corrección realizada al artículo de
Avendaño y Rosete [15] para las lentes plano convexas, al igual que el astigmatismo que pareciera inherente
a los rayos extraordinarios y que para las lentes plano convexas es dependiente de la orientación de estas.

3.1 Preliminares

Para realizar el trazo de rayos es necesario introducir el concepto de punto conocido que es ampliamente
utilizado, al igual que se debe establecer las superficies refractivas que se estudiarán, que en nuestro caso son
cuádricas de revolución, e.g. elipsoides, esferas, hiperboloides, entre otras.

3.1.1 Punto conocido

Primeramente, definiremos la ecuación de un rayo, que geométricamente es representado por una recta, de
la forma

P(t) = Po + tS, (3.1)

donde S es el vector de dirección del rayo, i.e. los cosenos directores del rayo y t un parámetro libre, análogo
a la distancia recorrida. Dada una cuádrica como superficie refractiva, al plano tangente al vértice o polo de
dicha cuádrica se le denominará plano frontal, y por comodidad, se escogerá en el sistema local del punto
conocido, SLP, como z=0. Comúnmente se define al punto conocido como la intersección del rayo incidente
Si con el plano frontal

Pz(t
′) = 0 =⇒ t′ = −Poz

Sz
. (3.2)
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Sin embargo, en el caso en el que el Si sea paralelo al plano frontal, es decir, Sz = 0, el punto de intersección
estará indefinido. Para evitar esta indefinición, se puede definir como punto conocido al pie de la perpendic-
ular al rayo incidente trazada desde el origen de coordenadas, Pp. Véase la fig.(3.1). Por el dibujo anterior

Figura 3.1: Punto conocido al pie de la perpendicular al origen, que nombraremos Pp

se puede ver que el vector Pp puede ser expresado de la siguiente forma

Pp = Po + d = Po + dSi, (3.3)

como queremos el punto al pie de la perpendicular, sabemos que Pp ⊥ d, por lo que se puede llegar a la
expresión de la distancia

Pp · d = 0 = d · (Po + d) = d2 + d ·Po

d2 = d(xoSx + yoSy + zoSz)

PoPp = d = t′ = xoSx + yoSy + zoSz (3.4)

Habiendo determinado este parámetro, sólo resta sustituirlo en las expresiones de (3.1) para obtener el punto
conocido. La nueva ecuación del rayo resulta

P(t) = Pp + tSi (3.5)

3.1.2 Punto de intersección

En este trabajo se utilizan como superficies de refracción las lentes cuádricas y planos, que pueden ser
expresados de forma general con una misma ecuación, pero utilizando dos parámetros: la excentricidad, e, y
el radio de curvatura, R. A partir de la definición de una cuádrica, como el lugar geométrico de los puntos
P tales que su distancia al punto fijo F (foco) y a la recta/plano `, llamada directriz, tienen una razón fija
e, excentricidad, obtenemos

d(P, F ) = e · d(P, `) (3.6)

Para una cuádrica cuyo vértice se encuentre en el eje z y éste mismo sea uno de sus ejes principales, se puede
dejar como parámetros libres A y B con la finalidad de imponer como condición que el vértice o polo se
encuentre justo en el origen, véase la fig.(3.2). La ecuación (3.6) queda√

x2 + y2 + (z −A)2 = e · |z −B| (3.7)
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Figura 3.2: Definición general de una cuádrica, a partir de la distancia a un punto F, foco, y a un plano/recta `,
directriz.

y con un poco de álgebra se llega a la expresión

(1− e2)z2 + x2 + y2 − 2z(A−B) +A2 − e2B2 = 0. (3.8)

Para imponer que el vértice o polo de la cuádrica se encuentre en el origen, sólo se necesita que el origen
cumpla con la ecuación (3.8), ya que al ser el eje Z su eje principal o de simetría, el o los vértices de las
cuádricas serán los únicos puntos en dicho eje. Dando como condición

A = Be, (3.9)

y reconociendo de la fig.(3.2) que la expresión A−B es denotada en la literatura como p obtenemos

(1− e2)z2 + x2 + y2 − 2pz = 0, (3.10)

donde
A =

ep

e− 1
, B =

p

e− 1
. (3.11)

Geométricamente, p sería análogo al radio de curvatura (es idéntico en el caso de la esfera e = 0), R, y
para dar más intuición, en el caso específico de la parábola, p es el doble de la distancia del vértice al foco.
Reconociendo esto y renombrando K = −e2 como la constante cónica, se llega a

[(K + 1)z2 + x2 + y2]
1

R
− 2z = 0. (3.12)

Puede verse que con la ecuación (3.12) se puede rescatar inclusive el caso del plano x = 0, donde R → ∞.
Véase la fig.(3.3). Una vez expresada la superficie de refracción, para encontrar el punto de intersección sólo
resta sustituir en la ecuación (3.12) la ecuación del rayo a partir del punto conocido (3.5), obteniendo

(xp + tSx)2 + (yp + tSy)2 + (zp + tSz)
2(1 +K)− 2R(zp + tSz) = 0, (3.13)

(1 +KS2
z )t2 + 2[xpSx + ypSy + zpSz(1 +K)−RSz]t+ x2

p + y2
p + z2

p(1 +K)− 2Rzp = 0

(1 +KS2
z )t2 + 2[Pp · Si +KzpSz −RSz]t+ P 2

p + (Kzp − 2R)zp = 0,

y recordando que por construcción Pp · Si = 0

at2 + bt+ c = 0, (3.14)

donde
a = 1 +KS2

z , b = 2(Kzp −R)Sz, c = P 2
p + (Kzp − 2R)zp,

la cual puede ser resuelta de forma analítica para t. En caso de tener más de una intersección, PI(t∗i )’s,
habrá de escogerse la que corresponda a la t∗ cuyo valor absoluto sea el menor.
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Figura 3.3: Corte con el plano YZ: cuádricas con distintas excentricidades y radios de curvatura.

3.2 Sistemas coordenados

En este trabajo se utilizarán distintos sistemas coordenados, uno global para todo el sistema de lentes, y los
demás, locales.

3.2.1 Sistema global, SG

Para distinguir a este sistema coordenado, se utilizarán variables y coordenadas primadas. El sistema global
tendrá al eje Z′ paralelo al eje óptico, mientras que los ejes Y′ y X′ se dajarán libres debido a que sólo se
manejarán superficies de revolución con respecto al eje óptico.

Dada una dirección del eje del cristal global A′, esta se puede expresar en términos de un ángulo polar, i.e.,
el ángulo de éste con respecto al eje óptico, y un ángulo azimutal, véase la fig. (3.4a). De esta forma el eje
del cristal se podrá expresar como

A′ =

α′β′
γ′

 =

sinϑ′ cosϕ′

sinϑ′ sinϕ′

cosϑ′

 (3.15)

.

3.2.2 Sistema local del punto conocido, SLP

Es un sistema trasladado al vértice o polo de la superficie de refracción en cuestión, utilizado para expresar
el punto conocido, y sólo es una traslación. Éste es comúnmente usado para el análisis de las aberraciones.
Para diferenciar las coordenadas en este sistema de las otras, usaremos coordenadas doblemente primadas.
Véase la fig.(3.1).

3.2.3 Sistema local rotado, SLR

Se encontrará centrado en el punto de intersección del rayo con la lente y rotado de tal forma que el plano YZ
sea el plano de incidencia. El eje Z será paralelo a la normal a la superficie, n̂, en el punto de intersección,
y cuya proyección con respecto al rayo incidente sea positiva. Mientras que para el eje Y se escogerá el
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ortogonal cuya proyección con respecto al rayo también sea positiva. Con la restricción de las proyecciones
se asegura que los ejes coordenados estén orientados en la dirección de propagación del rayo y tengan valores
positivos. Una vez determinados los ejes Y y Z, el eje X se escogerá de tal forma que se tenga un sistema
derecho.

Para realizar esto es necesario encontrar primero el punto de intersección del rayo incidente Si con la superficie
refractante. En nuestro caso sólo consideraremos cuádricas de revolución. Una vez encontrado el punto de
intersección, es necesario realizar la rotación del sistema coordenado bajo la convención antes mencionada,
en forma resumida:

ẑ =
n̂ · Si

|n̂ · Si|
n̂ = sgn(n̂ · Si)n̂, ŷ =

Si − (n · Si)ẑ

||Si − (n · Si)ẑ||
, x̂ = ŷ × ẑ, (3.16)

dónde sgn() es la función signo. Para distinguir las coordenadas en este sistema de los demás, se utilizarán
(ξ, η, ζ). Con esto conseguimos que el rayo incidente Si sea de la forma

Si =
(
0, ηi, ζi

)
. (3.17)

En caso de incidencia normal, por lo discutido en los capítulos anteriores, el rayo extraordinario siempre
quedará contenido en el plano definido por el eje del cristal y la normal, por lo que puede utilizarse este
plano para definir el eje Y. Sin embargo, para cómputo numérico pueden privilegiarse las direcciones de las
coordenadas globales (corrigiéndolas tan sólo por el nuevo eje Z). Véase la fig.(3.4b).

Los dos vectores primordiales para realizar esta rotación son el vector normal a la superficie y el vector de
dirección del rayo incidente. Para obtener el primero se puede simplemente sacar el gradiente de la ecuación
(3.12), y como queremos sólo la dirección obtenemos

n̂ =
1

Λ
(x, y, (K + 1)z −R) , (3.18)

donde
Λ =

√
x2 + y2 + [(K + 1)z −R]2. (3.19)

Es fácil ver que en el caso en que R→∞, la normal se convierte en n̂ = −(0, 0, 1), que como esperábamos,
coincide con la normal a un plano.

(a) (b)

Figura 3.4: (a) Disposición global del eje del cristal A′, (b) relación entre el sistema coordenado local y global.
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3.3 Resumen de fórmulas: utilizando las superficies normales

En esta sección presentamos un resumen de las fórmulas de refracción en materiales uniaxiales, fórmulas que
se encuentran en el sistema de referencia local rotado, SLR, descrito en la sección pasada, Eje del cristal

A =

αβ
γ

 . (3.20)

Refracción

Rayo incidente

Si =

ξiηi
ζi

 . (3.21)

Rayo ordinario y dirección de vector de onda ordinario

So = go =

ξoηo
ζo

 =


0

ni
no
ηi√

1−
(
niηi
no

)2

 . (3.22)

Vector de onda ordinario

ko =
ωno
c

 0
ηo
ζo

 . (3.23)

Definiendo
N = no

2 − ne2 (3.24)

Γ = no
2 −Nγ2. (3.25)

Vector de onda extraordinario
key =

ωniηi
c

, (3.26)

kez =
ω

c

Nniηiβγ + no
√

Γne2 + ni2ηi2[Nβ2 − Γ]

Γ
, (3.27)

ke =

 0
key
kez

 . (3.28)

Rayo extraordinario

Se =
no

2ke −N(ke ·A)A√
n4
oke

2 − (n4
o − n4

e)(A · ke)2
. (3.29)

Reflexión

Rayo incidente

Si =

ξiηi
ζi

 . (3.30)
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Reflexión ordinaria

Sor = gor =

ξorηor
ζor

 =


0

ni
no
ηi

−
√

1−
(
niηi
no

)2

 . (3.31)

Vector de onda de la reflexión extraordinaria

kery =
ωniηi
c

, (3.32)

kerz =
ω

c

Nniηiβγ + no
√

Γne2 + ni2ηi2[Nβ2 − Γ]

Γ
, (3.33)

ker =

 0
kery
kerz

 . (3.34)

Rayo de la reflexión extraordinaria

Ser =
no

2ker −N(ker ·A)A√
n4
oker

2 − (n4
o − n4

e)(A · ker)2
. (3.35)

3.4 Resumen de fórmulas: Modelo de Huygens

En esta sección presentamos un resumen de las fórmulas de refracción en materiales uniaxiales, fórmulas
que se encuentran en el sistema de referencia local rotado, SLR, descrito en la sección pasada, en el cual
las fórmulas de refracción se simplifican. Si se desean ver las fórmulas de refracción menos restringidas en
cuanto al sistema de referencia véase el apéndiceD.

Refracción de entrada

Rayo ordinario

So =

ξoηo
ζo

 =


0

ni
no
ηi√

1−
(
niηi
no

)2

 . (3.36)

Definiendo
N = no

2 − ne2, (3.37)

δo
2 = ne

2 − no2ηo
2, (3.38)

Γ = no
2 −Nγ2, (3.39)

∆2 = ne
2Γ− no2ηo

2(ne
2 +Nα2), (3.40)

δe = ne
√
no2Γ2 −N(∆γ + no2ηoβ)2, (3.41)

Γe =
√

(δo2 +Nβ2ηo2)2 + ηo2(Nβγηo −∆)2. (3.42)

Rayo extraordinario

Se =

ξeηe
ζe

 =
1

δe

 −αN(no
2βηo + ∆γ)

no
2(ne

2 +Nα2)ηo −N∆βγ
Γ∆

 . (3.43)

Dirección del vector de onda extraordinario

ge =
1

Γe

(
0, −ηo(Nβγηo −∆), (δo

2 +Nβ2ηo
2)
)
. (3.44)
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Refracción de salida

Definiendo
cosψ = (Se ·A), (3.45)

µ =
√
ne2 sin 2ψ + no2 cos 2ψ, (3.46)

∆e =
√
ne2N sin 2ψ + (Nγ cosψ + ne2ζe)2. (3.47)

Rayo ordinario ficticio

Sof =

ξofηof
ζof

 =
1

noµ

 Nα cosψ
ne

2ηe +Nβ cosψ
∆e

 . (3.48)

Rayo final

Sef =

ξefηef
ζef

 =


no
ni2
ξof

no
ni2
ηof√

1−
(
no(ηof+ξof )

ni2

)
2

 . (3.49)

Reflexión de un rayo ordinario

Reflexión ordinaria
Soro =

(
0, ηo −ζo

)
. (3.50)

Definiendo
δer = ne

√
no2Γ2 −N(∆γ − no2ηoβ)2, (3.51)

Γer =
√

(δo2 +Nβηo2)2 + ηo2(Nβγηo + ∆)2, (3.52)
Rayo de la reflexión extraordinaria

Sore =

ξoreηore
ζore

 =
1

δer

 αN(γ∆− noβηo)
no

2(ne
2 +Nα2)ηo +N∆γβ

−Γ∆

 . (3.53)

Dirección del vector de onda de la reflexión extraordinaria

gore =
1

Γer

(
0, ηo(Nβγηo + ∆), −(δo

2 +Nβηo
2),
)
. (3.54)

Reflexión de un rayo extraordinario

Rayo de la reflexión ordinaria

Sero =

ξeroηero
ζero

 =
1

noµ

 Nα cosψ
ne

2ηe +Nβ cosψ
−∆e

 . (3.55)

Rayo de la reflexión extraordinaria

Sere =

ξereηere
ζere

 =
1

δer

 Nα(γ∆− no2βηero)
no

2(ne
2 +Nα2)ηero +N∆γβ

−Γ∆

 . (3.56)

Dirección del vector de onda de la reflexión extraordinaria

gere =
1

Γer

(
0, ηero(Nβγηero + ∆), −(δo

2 +Nβηero
2)
)
. (3.57)

En donde se utiliza al rayo Sero para las definiciones de la fórmula.
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3.5 Aproximación paraxial: matrices de transferencia y refracción
en lentes esféricas/placas planas

La aproximación paraxial es muy útil ya que puede ser utilizada para obtener los focos de una lente y
describir a grandes rasgos el comportamiento de un sistema óptico. En esta sección se recuperarán las
fórmulas para lentes derivadas en [15], así como se indicará una corrección a la misma. La aproximación
paraxial es únicamente válida para rayos cercanos al eje óptico y/o que forman un ángulo pequeño con éste,
en otras palabras, que su ángulo de incidencia cumpla θi << 1, tal que sin θi ≈ θi y θ2

i ≈ 0, al igual que
el ángulo entre la normal en el punto de incidencia con respecto al eje óptico, que llamaremos φ, véase la
fig.(3.5a), deberá cumplir que φ << 1 y sinφ ≈ φ y φ2 ≈ 0. Entonces los rayos incidentes serán de la forma

Si = gi =
(
0, θi, 1

)
, (3.58)

por lo que los rayos ordinarios refractados serán

So = go =
(
0, ni

no
θi, 1

)
. (3.59)

Sin embargo, como se ha visto tanto en el primer capítulo, como en el segundo, la refracción de los rayos ex-
traordinarios es mucho más compleja, empezando por no mantenerse siempre dentro del plano de incidencia,
así como por su dependencia con respecto a la orientación relativa del eje del cristal. Esto obliga a analizar
por separado ciertos casos específicos en los que se asegure que el rayo se mantenga en dicho plano para
poder utilizar las herramientas comunes de trazo de rayos, e.g., matrices de refracción y de transferencia de
2× 2.

(a) (b) (c)

Figura 3.5: (a) El ángulo φ se definirá como el ángulo entre el eje óptico y la normal al punto de incidencia, (b)
se escogerá un eje del cristal yaciendo en el plano X ′Z′, haciendo un ángulo ϑ con el eje óptico de la lente, (c) los
planos de incidencia que contienen al eje óptico de la lente se pueden caracterizar por el ángulo ϕ con respecto al
plano X ′Z′.

En esta sección utilizaremos las fórmulas de refracción derivadas del modelo de Huygens para la aproximación
paraxial, y resumidas en la sección anterior. De igual forma, se utilizará la convención de que el eje del cristal,
A′ yace en el plano X′Z′, tal como se ve en la fig.(3.5b), i.e. ϕ = 0, por lo que (3.15), tendrá coordenadas

A′ =
(
sinϑ, 0, cosϑ

)
(3.60)

dónde ϑ es el ángulo con respecto al eje óptico de la lente. Locálmente, como en esta sección sólo estudiaremos
rayos que se propaguen en planos principales, i.e., planos que contengan al eje óptico de la lente, utilizaremos
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ϕ (sin prima) para denotar el ángulo entre el plano de incidencia y el plano global X′Y′, tal como se ve en
la fig.(3.5c). De esta forma, la dirección del eje del cristal en el SLR será para superficies convexas

A =

 − sinϕ sinϑ
cosϑ sinφ+ cosφ cosϕ sinϑ
cosϑ cosφ− sinφ cosϕ sinϑ

 , (3.61)

y para cóncavas

A =

 sinϕ sinϑ
cosϑ sinφ− cosφ cosϕ sinϑ
cosϑ cosφ+ sinφ cosϕ sinϑ

 , (3.62)

dónde φ es el ángulo que haría la normal en el punto de incidencia con respecto al eje óptico, como en la
fig.(3.4b), véase la deducción en el apéndice E.

3.5.1 Eje del cristal paralelo al eje óptico de la lente

Para este caso ϑ = 0, como se puede apreciar en la fig.(3.6), por lo que la orientación global del eje del cristal
es

A′ =
(
0, 0, 1

)
(3.63)

y la dirección local, según (3.61), es
A =

(
0, sinφ, cosφ

)
. (3.64)

Bajo la aproximación paraxial, tenemos que no sólo θi << 1, sino que φ << 1, siendo φ el ángulo de la
normal en el punto de incidencia con respecto al eje óptico, tales que θ2

i ≈ φ2 ≈ 0, por lo que el la dirección
del eje del cristal queda definida como

A =
(
0, φ1, 1

)
. (3.65)

Esto lo podemos identificar con (2.146), y obtener entonces que dado un rayo incidente

Si ≈
(
0, θi1, 1

)
, (3.66)

que viene de un medio con índice n1, el rayo extraordinario quedará definido por

Se1 ≈

 0
n1no
ne2

θi1 − N
ne2

φ1

1

 . (3.67)

Mientras que para la refracción de salida, si pensamos que el rayo extraordinario incidente, que será Se1 =
(0, θi2, 1), véase la fig.(), pasará a un medio con índice n2, y que el eje del cristal se puede expresar

A =
(
0, φ2, 1

)
, (3.68)

se obtiene que el rayo extraordinario refractado final, expresado en (2.149), se convierte en

Se2 ≈

 0
ne

2

non2
θi2 + N

non2
φ2

1

 . (3.69)
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Figura 3.6: Diagrama de la disposición del eje del cristal con respecto al plano de los rayos incidentes.

Figura 3.7: Diagrama para las matrices de transferencia.

Matrices de refracción y transferencia

La fig.(3.7) ilustra las relaciones entre los ángulos que comúnmente se definen para las matrices de transfer-
encia y refracción, que denotaremos con la letra u, estos ángulos son el ángulo entre el eje óptico del sistema,
y sus respectivos rayos. Para la primer refracción, las relaciones entre los ángulos son

θi1 = ui1 + φ1

θt1 = ut1 + φ1.
(3.70)

De igual forma, definiremos las "alturas", i.e. la lejanía del rayo con respecto del eje óptico a una cierta z′;
para ellas se tienen las relaciones

yi1 = yt1. (3.71)

Entonces, según la fórmula de refracción antes encontrada, tenemos

θt1 =
n1no
ne2

θi1 −
N

ne2
φ1, (3.72)
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en la que al sustituir las relaciones entre los ángulos y hacer un poco de álgebra encontramos que

φ1 + ut1 =
n1no
ne2

(ui1 + φ1) + φ1 −
no

2

ne2
φ1,

ne
2

no
ut1 = niui1 + φ1(n1 − no),

(3.73)

y al utilizar
φ1 ≈ sinφ1 =

yi1
R1

, (3.74)

dónde R1 es el radio de curvatura de la primer interfase, se llega a la expresión final

ne
2

no
ut1 = n1ui1 −

no − n1

R1
yi1, (3.75)

la cual lleva al sistema siguiente, (
ne

2

no
ut1

yt1

)
=

(
1 −no−niR1

0 1

)(
n1ui1
yi1

)
, (3.76)

siendo la matriz de refracción

R
‖
1 =

(
1 −no−niR1

0 1

)
. (3.77)

La diferencia entre yi1 y yi2 está dada, bajo cierta aproximación, por ut1 · t, donde t es el grosor de la lente.
Esto último nos lleva a (

ne
2

no
ui2

yi2

)
=

(
1 0
no
ne2

t 1

)(
ne

2

no
ut1

yt1

)
, (3.78)

dónde la matriz de transferencia será

T ‖ =

(
1 0
no
ne2

t 1

)
. (3.79)

En cuanto a la segunda interfase de la lente, tenemos las relaciones

θi2 = φ2 − ui2
θt2 = φ2 − ut2

, (3.80)

las cuales llevan, según la refracción de salida que obtuvimos, a

θt2 =
ne

2

non2
θi2 +

N

non2
φ2,

−ut2 = − ne
2

non2
ui2 +

ne
2 +N

non2
− φ2,

ut2 =
ne

2

non2
ui2 −

no − n2

n2
,

(3.81)

y como
φ2 ≈ −

yi2
R2

, (3.82)

donde R2 es el radio de curvatura de la segunda interfase. La refracción quedará expresada entonces como(
n2ut2
yt2

)
=

(
1 −n2−no

R2

0 1

)(
ne

2

no
ui2

yi2

)
, (3.83)
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con una matriz de refracción

R
‖
2 =

(
1 −n2−no

R2

0 1

)
. (3.84)

Finalmente, la matriz que representa a la lente completa, que llamaremos M , será la multiplicación (orde-
nadamente) de las tres matrices antes encontradas, i.e.

M‖ = R
‖
2T
‖R
‖
1 =

(
1 −n2−no

R2

0 1

)(
1 0
no
ne2

t 1

)(
1 −no−niR1

0 1

)
, (3.85)

que lleva a

M‖ =

(
1− no

ne2
D
‖
1t −D

‖
1 −D

‖
2 + no

ne
2D
‖
1D
‖
2t

no
ne2

t 1− no
ne2

D
‖
1t

)
, (3.86)

en donde definimos
D
‖
1 =

no − n1

R1
D
‖
2 =

n2 − no
R2

. (3.87)

Límite de la lente infinítamente delgada

Si se supone una lente infinitamente delgada, i.e. t ≈ 0, la matriz de la lente se reduce a

M‖ ≈
(

1 −D‖1 −D
‖
2

0 1

)
, (3.88)

que se relaciona con la distancia focal, la cual si suponemos que n1 = n2 = ni, es decir, está inmersa en un
sólo medio, se convierte en

1

f
‖
e

=
no − ni
ni

(
1

R1
− 1

R2

)
, (3.89)

que es justamente la misma fórmula que para un rayo en un material isotrópico, y en el caso de un bir-
refringente uniaxial, es la misma fórmula que para los rayos ordinarios, i.e. f‖e = fo, al igual que no hay
astigmatismo extraordinario, ya que el eje del cristal bajo esta "iluminación" siempre está contenido en el
plano de incidencia. Véase la fig.(3.8).

Figura 3.8: Diagrama de distancias focales, bajo la aproximación de lente infinitamente delgada, para una lente cuyo
eje del cristal es paralelo al eje óptico de la misma.
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Placas planas

Para hacer el análisis en placas planas, sólo hace falta utilizar el límite cuando R1 → ∞ y R2 → ∞, con
esto, la matriz de transferencia del sistema se vuelve,

M‖ =

(
1 0
no
n2
e
t 1

)
, (3.90)

con lo que se llega al sistema (
n2ut2
yt2

)
=

(
n1ui1

non1

n2
e
ui1t+ yi1

)
, (3.91)

entonces, para una placa plana sumergida en el mismo medio, n1 = n2 = ni, se tendrá(
ut2
yt2

)
=

(
ui1

noni
n2
e
ui1t+ yi1

)
. (3.92)

3.5.2 Eje del cristal ortogonal al eje óptico de la lente pero yaciendo en el plano
de incidencia

En [15] es para este caso donde se encuentra el error: al momento de aproximar al eje del cristal localmente
había un cambio de signo en una de las componentes, esto levaba a la predicción de tres focos, dos focos
extraordinarios y uno ordinario, un comportamiento que no era observado experimentalmente.

A este plano escogido, que lo llamaremos meridional, le corresponden ϑ = 90◦ y ϕ = 0, como se puede
apreciar en la fig.(3.9), por lo que la orientación local del eje del cristal es

A =
(
0, cosφ, − sinφ

)
≈
(
0, 1,−φ1

)
, (3.93)

por lo que le corresponde la fórmula (2.137), i.e.

Se1 =

 0
nine
no2

θi1 + N
no2

φ1

1

 . (3.94)

Mientras que para la refracción de salida, véase la fig.(3.9), la dirección del eje del cristal será

A ≈
(
0, −1, φ

)
(3.95)

por lo que el rayo extraordinrio al refractarse se convertirá en, pensando que pasa a un medio isotrópico con
índice n2

Se2 ≈

 0
no

2

nen2
θ2 − N

nen2
φ2

1

 . (3.96)

Matrices de refracción y transferencia

La fig.(3.7) es de utilidad para seguir la deducción de las matrices de refracción y transferencia, la cual se
realizará de forma análoga al caso anterior. Tenemos que en la refracción de entrada se cumple

θt1 =
nine
no2

θi1 +
N

no2
φ1 (3.97)
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Figura 3.9: Diagrama de la disposición del eje del cristal con respecto al plano de los rayos incidentes.

que al utilizar las relaciones de (3.70) y (3.74) llevan, después de un poco de álgebra, a

(
no

2

ne
ut1

yt1

)
=

(
1 −ne−n1

R
0 1

)(
n1ui1
yi1

)
, (3.98)

es decir, a una matriz de refracción

R⊥1 =

(
1 −ne−n1

R1

0 1

)
. (3.99)

Mientras que la matriz de transferencia será

T⊥ =

(
1 0
ne
no2

t 1

)
. (3.100)

En cuanto a la refracción de salida, las relaciones (3.80) y (3.82) siguen siendo válidas, y teniendo en mente
la refracción de salida

θt2 =
no

2

nen2
θ2 −

N

nen2
φ2, (3.101)

se puede llegar a (
n2ut2
yt2

)
=

(
1 −n2−ne

R2

0 1

)(
no

2

ne
ui2

yi2

)
, (3.102)

donde la matriz de refracción es

R⊥2 =

(
1 −n2−ne

R2

0 1

)
. (3.103)

Con estas matrices calculadas, se puede obtener la matriz que describe al sistema completo

M⊥ =

(
1− ne

no2
D⊥1 t −D⊥1 −D⊥2 + ne

no2
D⊥1 D

⊥
2 t

ne
no2

t 1− ne
no2

D⊥1 t

)
(3.104)

donde
D⊥1 =

ne − n1

R1
D⊥2 =

n2 − ne
R2

. (3.105)
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Límite de la lente infinítamente delgada

Si se supone una lente infinitamente delgada, i.e. t ≈ 0, la matriz de la lente se reduce a

M⊥ ≈
(

1 −D⊥1 −D⊥2
0 1

)
, (3.106)

que se relaciona con la distancia focal, la cual si suponemos que n1 = n2 = ni, es decir, está inmersa en un
sólo medio, se convierte en

1

f⊥e
=
ne − ni
ni

(
1

R1
− 1

R2

)
, (3.107)

que es justamente la misma fórmula que para un rayo en un material isotrópico, pero utilizando el índice
extraordinario. La fig.(3.11) ejemplifica este caso.

Placas planas

Para hacer el análisis en placas planas, sólo hace falta utilizar el límite cuando R1 → ∞ y R2 → ∞, con
esto, la matriz de transferencia del sistema se vuelve,

M⊥ =

(
1 0
ne
n2
o
t 1

)
, (3.108)

y el sistema se convierte en (
n2ut2
yt2

)
=

(
n1ui1

nen1

n2
o
ui1t+ yi1

)
. (3.109)

Para una placa plana sumergida en el mismo medio, n1 = n2 = ni, se tendrá(
ut2
yt2

)
=

(
ui1

neni
n2
o
uit+ yi1

)
. (3.110)

3.5.3 Eje del cristal ortogonal tanto al eje óptico de la lente como al plano de
incidencia

A este plano, al que se le nombrará sagital, le corresponden ϑ = 90◦ y ϕ = 90◦, como se puede apreciar en
la fig.(3.10), por lo que la orientación global del eje del cristal es

A =
(
−1, 0, 0

)
(3.111)

por lo que le corresponde la fórmula (2.138), i.e.,

Se ≈

 0
n1

ne
θi1
1

 . (3.112)

Mientras que para la refracción de salida, véase la fig.(3.10), la dirección del eje del cristal será

A ≈
(
1, 0, 0

)
, (3.113)

por lo que el rayo final quedará

Sef ≈

 0
ne
n2
θi2
1

 . (3.114)
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Figura 3.10: Diagrama de la disposición del eje del cristal con respecto al plano de los rayos incidentes.

Matrices de refracción y transferencia

La fig.(3.7) es de utilidad para seguir la deducción de las matrices de refracción y transferencia, la cual se
realizará de forma análoga a los casos anteriores. Tenemos que en la refracción de entrada, para este caso,
se cumple

θt1 =
n1

ne
θi1. (3.115)

Al utilizar las relaciones de (3.70) y (3.74) se llega a(
neut1
yt1

)
=

(
1 −ne−n1

R
0 1

)(
n1ui1
yi1

)
, (3.116)

es decir, a una matriz de refracción

R�1 =

(
1 −ne−n1

R1

0 1

)
. (3.117)

Mientras que la matriz de transferencia será, análogamente a lo hecho para el primer caso, cambiando
únicamente el factor que multiplica a t (este depende de la matriz de refracción de cada caso),

T� =

(
1 0
1
ne
t 1

)
. (3.118)

Para la refracción de salida, se utilizan las relaciones (3.80) y (3.82) en conjunto con la ecuación para la
refracción de salida

θt2 =
ne
n2
θi2, (3.119)

para llegar a la matriz de refracción

R�2 =

(
1 −n2−ne

R2

0 1

)
. (3.120)

Entonces, la matriz que describa a la lente completa será la multiplicación de las tres matrices anteriores, y
esta será

M� =

(
1− 1

ne
D�1 t −D

�
1 −D

�
2 + 1

ne
D�1 D

�
2 t

1
ne
t 1− 1

ne
D�1 t

)
, (3.121)

en donde
D�1 =

ne − n1

R1
D�2 =

n2 − ne
R2

. (3.122)
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Límite de la lente infinítamente delgada

Si se supone una lente infinitamente delgada, i.e. t ≈ 0, la matriz de la lente se reduce a

M� ≈
(

1 −D�1 −D
�
2

0 1

)
, (3.123)

que se relaciona con la distancia focal, la cual si suponemos que n1 = n2 = ni, es decir, está inmersa en un
sólo medio, se convierte en

1

f�e
=
ne − ni
ni

(
1

R1
− 1

R2

)
, (3.124)

que es justamente la misma fórmula que para el caso anterior. Sin embargo, se puede ver que si no se
realiza esta aproximación, intrínsecamente los rayos que se propaguen en los planos meridional y sagital
se enfocarán en puntos distintos, originando un astigmatismo para los rayos extraordinarios. La fig.(3.11)
ilustra este caso.

Figura 3.11: Diagrama de distancias focales, bajo la aproximación de lente infinitamente delgada, para una lente
cuyo eje del cristal es ortogonal al eje óptico, se usan líneas sólidas para los rayos ordinarios y líneas punteadas para
los extraordinarios.

Placas planas

Para hacer el análisis en placas planas, sólo hace falta utilizar el límite cuando R1 → ∞ y R2 → ∞, con
esto, la matriz de transferencia del sistema se vuelve,

M� =

(
1 0
1
ne
t 1

)
, (3.125)

y el sistema se convierte en (
n2ut2
yt2

)
=

(
n1ui1

n1

ne
ui1t+ yi1

)
. (3.126)

Para una placa plana sumergida en el mismo medio, n1 = n2 = ni, se tendrá(
ut2
yt2

)
=

(
ui1

ni
ne
uit+ yi1

)
. (3.127)
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Capítulo 4

Calculos numéricos y ejemplos

4.1 Ortogonalidad entre las polarizaciones de los rayos ordinario y
extraordinario: calcita y cuarzo

Utilizando las expresiones derivadas para las polarizaciones de los rayos ordinarios y extraordinarios refrac-
tados en los materiales birrefringentes en la sección 1.7.4, se procedió a hacer una simulación numérica de la
desviación de la ortogonalidad entre las polarizaciones de los rayos ordinarios y extraordinarios del campo
de desplazamiento eléctrico, D.¡, y eléctrico, E.

La calcita dada su gran birrefringencia, es decir, a su gran diferencia entre los índices ordinario y extraordi-
nario, |∆n ≈ 0.17| para λ = 589nm, es un buen candidato para mostrar la desviación de la ortogonalidad,
mientras que el cuarzo, |∆n ≈ 0.009|, no. A partir de (1.152), definimos el ángulo de desviación de la
ortogonalidad de los campos D como

δD =

∣∣∣∣∣90◦ − arccos

(
(ge ·A)[A · (ge × go)]√

1− (ge ·A)2
√

1− (go ·A)2

)∣∣∣∣∣ (4.1)

donde el eje del cristal es A = (α, β, γ).

Se decidió graficar este ángulo de desviación para el caso específico en el que el eje del cristal yace paralelo
a la superficie de refracción, i.e., A = (sinϕ, cosϕ, 0), donde ϕ es el ángulo entre el eje del cristal y el plano
de incidencia. Se muestra la desviación en función del ángulo ϕ y del ángulo de incidencia θi para rayos
provenientes del aire, para calcita fig.(4.1a) y para cuarzo fig.(4.1b). Para este caso el ángulo de desviación
en la calcita es mucho mayor que en el cuarzo, ya que el ángulo de desviación máxima para la calcita fue de
δD = 1.681◦, mientras que para el cuarzo fue de δD = 0.091◦.

En cuanto a la desviación para los campos eléctricos, δE , véase las figs.(4.1d) y (4.1d),es apreciable la
diferencia en la calcita con respecto a δD, mientras que en el cuarzo no. Esto último se debe a la poca
birrefringencia del cuarzo, ya que habrá que recordar (1.159)

cos θE =
cos θD√

(ge ·A)2 +
(
no
ne

)4

(1− (ge ·A)2)

. (4.2)

nos da la relación entre los ángulos de los campos E y los campos D, y el término de la raiz es cercano a uno
cuando los índices ordinario y extraordinario no tienen una diferencia grande. De igual forma, se aprecia un
comportamiento distinto entre la calcita, que es un cristal negativo y δE < δD, y el cuarzo, que es positivo
y δE > δD.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.1: Ángulo de desviación de la ortogonalidad de: (a) y (b) δD = |90◦ − θD|, (c) y (d) δE = |90◦ − θE |,
para los rayos provenientes de una refracción con un ángulo de incidencia θi, el eje del cristal paralelo a la superficie
y haciendo un ángulo ϕ con el plano de incidencia. (a) y (c) Calcita: no = 1.658, ne = 1.486; (b) y (d) cuarzo:
no = 1.544, ne = 1.553, para λ = 589nm.
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Finalmente se graficó en ángulo de desviación para el caso de interfases esféricas aire-calcita y aire-cuarzo
con rayos colimados paralelos al eje óptico de la interfaz y con eje del cristal siendo ortogonal al eje óptico de
la interfaz y yaciendo en el plano horizontal, i.e. ϕ = 0◦ (ó ϕ = 180◦), tal y como se muestra en la fig.(4.2a).

(a) (b) (c)

Figura 4.2: (a) Imagen de los rayos colimados paralelos al eje óptico de la interfase y la disposición del eje del cristal,
(b) muestra la correspondencia entre el ángulo de incidencia, θi, y el ángulo φ, (c) es un diagrama completo del plano
de incidencia.

Se utilizaron variables adimensionales definidas de la forma

r′ =

√(
x′

R

)2

+

(
y′

R

)2

(4.3)

dónde R es el radio de curvatura de la lente. Es fácil ver que ésta nueva variable definida así se puede
relacionar con el ángulo que hace la normal en el punto de incidencia con respecto al eje óptico, que nom-
braremos φ, que a su vez es igual al ángulo de incidencia para el caso de rayos colimados paralelos a él, véase
las figs.(4.2b) y (4.2c). Por lo tanto,

sinφ = sin θi =

√
x′2 + y′2

R
= r′ (4.4)

que va desde cero, en el vértice, hasta 1 en los límites del borde de la superficie. Se encontró que no es
dependiente del signo de R, por lo que el comportamiento es válido para toda interfase convexa o cóncava
(sólo reescalando).

Como se esperaba, los rayos ordinario y extraordinario, ya sean meridionales o sagitales, tienen polarizaciones
ortogonales, y conforme se vuelven oblicuos estas dejan de serlo. Para la calcita se tuvo una desviación
máxima de δD = 2.02◦ cercano a ϕ = 45◦, por lo que es un gran candidato para medir experimentalmente
esta desviación de la ortogonalidad, véase las figs. (4.3a) y (4.3b). Como se predijo utilizando la aproximación
paraxial en la sección 1.8.3, la desviación para este ejemplo es mayor que para el caso con el eje del cristal
yaciendo en la superficie de refracción, indicando que existe una mayor dependencia en la componente normal
a la interfase, γ.

Nuevamente la diferencia entre δE y δD no es apreciable para el cuarzo, sin embargo, para la calicta sí, las
figs. (4.3c) y (4.3d) muestran la desviación de los campos eléctricos.

Se podría pensar falsamente que ambas figuras presentan tan sólo un escalamiento constante entre sí, sin
embargo, existe una dependencia tanto en ϕ como en φ, por ello se decidió graficar el cociente entre las
desviaciones, véase las figs.(4.4a) y (4.4b). Se puede apreciar el comportamiento característico de cada tipo
de cristal uniaxial, para la calcita el cociente es mayor que uno, mientras que para el cuarzo es menor.
Igualmente se aprecia que para φ chicos, el cociente se hace más constante y se acerca al valor n2

o/n
2
e,

91



(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.3: (a) y (b) muestran el ángulo de desviación de la ortogonalidad, δD = |90◦ − θD|, dentro del material,
para superficies convexas iluminadas por luz colimada paralela al eje óptico de la lente, la vista es de frente a la lente,
(c) y (d) muestran para el mismo caso la desviación de la ortogonalidad de los campos eléctricos, δE = |90◦−θE |. (a)
y (c) Calcita: no = 1.658, ne = 1.486, para λ = 589nm; (b) y (c) cuarzo: no = 1.544, ne = 1.553, para λ = 589nm.
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(a) Cuarzo: no = 1.544, ne = 1.553, para λ = 589nm. (b) Cuarzo: no = 1.544, ne = 1.553, para λ = 589nm.

Figura 4.4: (a) y (b) Muestran el cociente δD/δE , en φ = 20◦, 40◦, 60◦, para mostrar su variación en ϕ. En
turquesa se muestra el cociente entre n2

o/n
2
e, valor al que tienden conforme φ se hace más chica, al igual que cuando

ϕ ≈ (n+ 1/2)π.

comportamiento que sucede para valores ϕ ≈ (n+ 1/2)π (sólo cercanos a ese valor, ya que en el valor exacto
serán cero ambas desviaciones y el factor de escalamiento de indetermina).

En resumen, es apreciable que para materiales con poca birrefringencia, i.e con. índices ordinario y extraor-
dinario no tan distintos, como el cuarzo, suponer ortogonalidad en las polarizaciones es práctico y válido
como aproximación, mientras que para materiales como la calcita, si se requiere de más precisión para el
estado de polarización de los rayos1, no siempre será correcto suponerlo.

4.2 Análisis de la diferencia bajo la aproximación paraxial entre los
modelos de las superficies normales y de Huygens

Como se discutió en las secciones 1.8 y 2.5.1, existe una discrepancia en la refracción extraordinaria bajo
el régimen paraxial. En esta sección realizaremos un cálculo numérico para caracterizar esta diferencia en
materiales como la calcita y el cuarzo, ya que la aproximación paraxial es una herramienta de mucha utilidad.
Según la metodología de las superficies normales, la componente normal a la interfase del vector de onda
extraordinario es (1.164)

kez ≈
ω

c

none
√

Γ +Nniβγθi
Γ

, (4.5)

es decir, es dependiente tanto de la orientación del eje del cristal y de los índices ordinario y extraordinario,
como del ángulo de incidencia, mientras que bajo el modelo de Huygens, es decir, con la aproximación extra,
1.168

k′ez ≈
ω

c

none√
Γ
, (4.6)

i.e., depende únicamente de la orientación del eje del cirstal y de no y ne.

Como se mencionó en la sección 1.8, hacer la aproximación extra no es totalmente arbitrario ya que sí suele
ser muy pequeña la contribución del término que se omite. Sin embargo, es importante caracterizar el error
que representa, en particular para la calcita por su alta birrefringencia.

1Actualmente hay polarímetros comerciales que miden diferencias de hasta 0.2◦.
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Se implementó un cálculo numérico del error relativo, para la calcita y el cuarzo, que definimos como

∆ =
kez − k′ez
k′ez

× 100% =
Nβγniθi

none
√

Γ
× 100%. (4.7)

Las figs.(4.5a) y (4.5b) muestran el error relativo, como se esperaba, en el cuarzo el error es muy pequeño,
ya que es menor al 0.015%, en cambio, en la calcita el error es mayor, sin embargo, el error es menor al
0.25%. Por lo tanto, se justifica la aproximación extra, aún para un material con una birrefringencia alta
como la calcita. Sin embargo, para ángulos de incidencia mayores, que no estén estrictamente en el régimen
paraxial, la desviación aumentará, ya que depende de θi, y esperaremos que la extrapolación de los resultados
paraxiales fallen antes.

(a) Calcita: no = 1.544, ne = 1.553, para λ = 589nm. (b) Cuarzo: no = 1.544, ne = 1.553, para λ = 589nm.

Figura 4.5: Error relativo, ∆, al realizar la segunda aproximación para kez en los límites del régimen paraxial
θi = 2◦. α y β son las componentes del eje del cristal perpendicular al plano de incidencia y paralelo a la interfaz,
respectivamente.

4.3 Aproximación paraxial: lente plano-convexa

En esta sección aplicaremos las fórmulas deducidas en 3.5 para obtener las distancias focales de una lente
plano convexa de calcita con un eje del cristal paralelo a la cara plana, con la que se contaba en el laboratorio.
Usando unos índices ordinario, no = 1.658, y uno extraordinario, ne = 1.486, para λ = 589nm, calculados
utilizando [20]. En el apéndice F se muestran las fórmulas utilizadas.

Para los rayos ordinarios, tenemos que ante la aproximación de lente infinítamente delgada, la distancia focal
está dada por

1

fo
=
no − ni
ni

(
1

R1
− 1

R2

)
, (4.8)

mientras que para los rayos extraordinarios, ya sean del plano meridional (plano que contiene al ejedel cristal)
o del plano sagital (plano que es ortogonal al eje del cristal), la distancia focal es

1

fe
=
ne − ni
ni

(
1

R1
− 1

R2

)
. (4.9)
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La lente que es plano convexa tiene unos respectivos radios de curvatura de R1 =∞ y R2 = −59.22mm, que
dan como resultado unas distancias focales de fo = 90mm y fe = 121.852mm. Las cuales cualitatívamente
corresponden con la lente del laboratorio. Originalmente, debido a un error en la aproximación hecha en
[15], se habían predicho 3 distancias focales para esta lente, una ordinaria, y dos extraordinarias para los
planos meridional y sagital.

Como sabemos que no hay lente que sea realmente infinitamente delgada, y que al existir un grosor finito,
los rayos de distintos planos se enfocarán en puntos diferentes. Para obtener un estimación, se recurrió
al programa de trazo de rayos, véase el apéndice G para mayor información acerca del programa de trazo
de rayos, y se calcularon los puntos focales para los rayos extraordinarios, la tabla siguiente muestra los
resultados comparados con los analíticos de lente infinitamente delgada.

En la Tabla 4.1 se muestra algo muy interesante, ya que está indicando un astigmatismo dependiente de
la orientación de la lente, véase la fig.(4.6): cuando la primera superficie es plana, que denominamos P-
C, no existe astigmatismo, mientras que si la primera superficie es la esférica, que denominaremos C-P, el
astigmatismo es notable. Esto era de esperarse, ya que como se había visto en el primera y en el segundo
capítulo, bajo la aproximación paraxial, la dependencia principal sobre la orientación del eje del cristal se
centra en la proyección del eje del cristal con respecto a la normal en el punto de incidencia (que llamamos
γ). Cuando se trata de una superficie plana, no importando el sistema local de referencia y el punto de
incidencia, la proyección del eje del cristal sobre la normal es constante dando comportamientos similares.
En cambio, cuando la primera superficie es esférica, la componente γ va variando tanto de magnitud como
de signo, por lo que origina refracciones más disímiles entre sí.

Plano Paraxial - inf. delgada [mm] Plano-Convexa [mm] Convexa-Plano [mm]
Meridional 121.852 124.352 123.000
Sagital 121.852 124.352 122.669

Oblicuo (45◦) - 124.352 122.835

Tabla 4.1: Comparación de distancias focales.

(a) (b)

Figura 4.6: El astigmatismo de los rayos estraordinarios bajo la aproximación paraxial es dependiente de la ori-
entación de la lente: (a) orientación P-C, plana-convexa, no presenta astigmatismo y (b) orientación C-P, convexa-
plana, en dónde ya existe un astigmatismo, en la figura se está exagerado el astigmatismo.

En la siguiente sección se comprueba el astigmatismo con el trazo de rayos finito, sin embargo, la física del
problema se puede perder en los calculos

En resumen, la utilidad de la aproximación paraxial se exhibe en este caso, ya que no sólo predice el
astigmatismo dependiente de la orientación, sino que lo describe a grandes rasgos.
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4.4 Diagramas de manchas

En esta sección realizamos varios diagramas de manchas para la misma lente plano-convexa de calcita
estudiada en la sección anterior, en las que se muestra, claramente, el astigmatismo dependiente de la
orientación de la lente. Para realizar los diagramas de manchas se implementó una rutina utilizando las
clases definidas en el apéndice G.

Se utilizaron familias de rayos colimados paralelos al eje óptico y fuera de él, con ángulos con respecto al
eje óptico de 0◦ , 2.5◦ y 5◦. Se escogieron dos ángulos para los rayos fuera del eje, α que es el ángulo
dentro del plano perpendicular al eje del cristal, véase la fig.(4.7a), y β que es el ángulo del plano copla-
nar al eje del cristal, véase la fig.(4.7b). Es importante mencionar que los diagramas de manchas fueron
realizados al rededor del círculo de mínima confusión (que dependía de la orientación), en los planos con
∆z = ±0.2,±0.1, 0, dónde ∆z es la distancia con respecto al círculo de menor confusión. De igual forma,
se rotaron las imágenes para que el "corrimiento" fuera siempre hacia arriba del centro de la imagen, con el
fin de facilitar la comparación entre los distintos casos. La finalidad de estos diagramas era reproducir los
resultados de [7], y aunque se consiguió a grandes rasgos, creemos que sus resultados no son representativos
de un diagrama de manchas completo, sino sólo de un corte central.

(a) (b)

Figura 4.7: (a) α es el ángulo dentro del plano perpendicular al eje del cristal, (b) β es el ángulo del plano coplanar
al eje del cristal.

La Tabla 4.2 muestra los diagramas de manchas para la lente cuando primero se encuentra la cara convexa
y luego sigue la plana. Se puede observar que hay un astigmatismo en el sistema ya que se están formando
elipses y por lo tanto los rayos de diferentes planos están enfocándose en distancias distintas. La Tabla4.3
muestra los diagramas de manchas para la lente cuando primero se encuentra la cara plana y luego la convexa.
Se puede observar que no existe un astigmatismo apreciable ya que se están forman círculos, que aunque no
concéntricos, al menos en los casos con α 6= 0 ó β 6= 0, siguen guardando la simetría de entrada por separado.

La diferencia en los tamaños de los diagramas de manchas según la orientación de la lente, cuando es C-P
los diagramas de manchas caben dentro de regiones de 200µm por 200µm, mientras que con la orientación
P-C lo hacen dentro de áreas de 800µm por 800µm, se debe principalmente a la geometría de la lente, ya
que cuando la primer cara es la plana, sólo la cara convexa tendrá un peso significativo en la refracción de
los rayos. Por ejemplo, cuando se tratan de materiales isotrópicos, bajo esta orientación se dice que se está
dejando sólo a la segunda cara la refracción, porque la cara plana no refracta los rayos incidentes (incidencia
normal). Sin embargo, esto se debe de tratar con cuidado para los rayos extraordinarios, debido a que
incidencia normal no implica que los rayos refractados salgan normales (sólo se puede asegurar que saldrán
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cercanos a ser normales), esto se conseguirá con orientaciones específicas del eje del cristal.

Para nuestra lente, como el eje del cristal yace en la interfase, entonces talos rayos extraordinarios tampoco
se refractarán dejándo toda la refracción a la segunda cara, por lo que esperamos un círculo de mínima
confusión más grande. En [7] esta diferencia de anchos en el spot no se aprecia, por lo que creemos que se
tratan de diagramas de manchas de secciones centrales de la lente únicamente, y no de la lente completa.
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Rayos ordinarios
∆z

α◦ β◦-0.2 -0.1 0 0.1 0.2

5 0

2.5 0

0 0

Rayos extraordinarios
∆z

α◦ β◦-0.2 -0.1 0 0.1 0.2

5 0

2.5 0

0 0

0 2.5

0 5

Tabla 4.2: Diagramas de manchas para un lente plano-convexa de calcita, con un factor de forma SF=+1,
y distancias focales fo ≈ 90mm y fe ≈ 120mm a f/6 y f/8 respectivamente. Todos los diagramas de
manchas están contenidos en cuadrados de 200µm por 200µm. ∆z representa la distancia del círuclo de
menor confusión, que se calculó para el ordinario, zo ≈ 90.08mm, y para el extraordinario ze = 124.65mm.
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Rayos ordinarios
∆z

α◦ β◦-0.2 -0.1 0 0.1 0.2

5 0

2.5 0

0 0

Rayos extraordinarios
∆z

α◦ β◦-0.2 -0.1 0 0.1 0.2

5 0

2.5 0

0 0

0 2.5

0 5

Tabla 4.3: Diagramas de manchas para un lente plano-convexa de calcita, con un factor de forma SF=-1, y
distancias focales fo ≈ 90mm y fe ≈ 120mm a f/6 y f/8 respectivamente. Todos los diagramas de manchas
están contenidos en cuadrados de 800µm por 800µm. ∆z representa la distancia del círculo de mínima
confusión, que se calculó para el ordinario, zo ≈ 88.34mm, y para el extraordinario ze = 119.9mm.
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Capítulo 5

Conclusiones y trabajo a futuro

5.1 Conclusiones particulares de cada capítulo

En el primer capítulo se logró resumir las generalidades de la birrefringencia, tanto uniaxial como biaxial,
siguiendo los procedimientos usuales encontrados en la literatura, e.g., [12, 13], pero sólo se hizo hincapié
en los primeros para discutir refracción y la polarización resultante de los rayos refractados y reflejados.
Se hizo bastante detenimiento en cosas sutiles que suelen obviarse en la literatura, o que por lo general no
son mencionadas y llevan a ideas erróneas sobre la birrefringencia, como la supuesta ortogonalidad entre las
polarizaciones de Se y So. Se derivaron fórmulas analíticas para la refracción y reflexión extraordinarias
(1.112) y (1.144), utilizando la metodología común a partir de las superficies normales y las condiciones a
la frontera, así como el cálculo del vector de Poynting (1.118) y los estados de polarización. Esto se hizo ya
que las fórmulas encontradas en la literatura no son de utilidad para realizar trazo de rayos.

Se discutieron las condiciones tanto para que el rayo extraordinario se mantenga dentro del plano de in-
cidencia, como para que tenga un estado de polarización ortogonal al ordinario, y se muestra que son las
mismas condiciones. Se obtuvo una expresión cerrada (1.152) para el ángulo entre las polarizaciones de los
campos, tanto para D, como para E y encontró un comportamiento distinto entre los cristales positivos
y los negativos: en los primeros los campos del vector de desplazamiento eléctrico son más cercanos a la
ortogonalidad, mientas que en los segundos los del campo eléctrico. Sobre este tema se escribió un artículo
titulado "Deviation from orthogonal polarization for ordinary and extraordinary rays in uniaxial crystals",
el cual ya fue aceptado en la JOSAA y próximamente será publicado.

En el segundo capítulo se consiguió realizar la derivación1 de las ecuaciones de refracción a partir del modelo
de Huygens, siguiendo el procedimiento de [4, 3], pero utilizando un sistema de referencia particular para
facilitar las cálculos. Como aportación a este modelo, se dedujeron las fórmulas para la reflexión de rayos
ordinarios y extraordinarios, mostrados en las secciones 2.4.4 y 2.4.5.

Al final de los dos primeros capítulos se analizaron ambos modelos bajo la aproximación paraxial, y se
obtuvo una fórmula explícita para el vector de Poynting bajo el modelo de las superficies normales 1.171. Se
demostró que existe una discrepancia entre los modelos, ya que la metodología de las superficies normales
requiere de una aproximación más para recuperar las fórmulas deducidas a partir del modelo de Huygens, y
la diferencia se puede resumir en el índice de refracción efectivo del rayo extraordinario, que para el modelo
de Huygens depende únicamente de la orientación del eje del cristal, así como de no y ne, expresado en
(1.170), mientras que para el modelo de las superficies normales también depende del ángulo de incidencia,
expresado (1.166). Esto se compara numéricamente en el quinto capítulo, en la sección .

1A pesar de que se siguieron los mismos procedimientos para la derivación que en los trabajos citados, el álgebra no es nada
trivial, por lo que la reconstrucción misma de los pasos no es sencilla.
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En el tercer capítulo se discutieron términos que son usados comúnmente para el trazo de rayos, e.g., punto
al pie de la perpendicular, y se realizó una derivación de las matrices de refracción y transferencia para
lentes birrefringentes, utilizando las fórmulas derivadas con el modelo de Huygens, y corrigiendo una de la
conclusiones de [15]. Se discutió, así mismo, el caso particular de una lente plano-convexa, en la que existe
astigmatismo extraordinario (un astigmatismo de los rayos extraordinarios) dependiente de la orientación de
la lente, la cual fue comprobada con el trazo finito en el capítulo 5 en la sección 4.4.

En el cuarto capítulo se implementaron numéricamente varias de las fórmulas derivadas a lo largo de este
trabajo. Se empezó discutiendo la polarización de los rayos ordinarios y extraordinarios dentro de una
lente birrefringente a partir de ciertos ángulos de incidnecia, así como para el caso particular de una lente
convexa/cóncava iluminada con rayos colimados paralelos al eje óptico. También se realizaron cálculos
numéricos para probar la validez de la segunda aproximación que debe de ser utilizada en el modelo de las
superficies normales para llegar a las expresiones bajo el modelo de Huygens. Se muestra que aún en la
calcita, que tiene una gran birrefringencia, esta aproximación no lleva a errores mayores al .25%.

De igual forma, con ayuda del programa de trazo de rayos basado en las fórmulas del modelo de Huygens, a
diferencia de otros artículos y trabajos, tales como [7], [6] y [21], se obtuvieron varios diagramas de manchas
para una lente de calcita plano convexa, comparándose los resultados con [7], y se verificó las predicciones del
astigmatismo bajo la aproximación paraxial. A esto último debemos agregar que se cree que los diagramas
de manchas de dicho artículo no son representativos de la lente, ya que son muy pequeños y creemos que se
tratan de sólo secciones centrales.

5.2 Comparación entre los modelos/metodologías de las superficies
normales y de Huygens

Se demostró, que tal y como se esperaba, ambos modelos llegan a las mismas condiciones tanto para que
el rayo extraordinario se mantenga dentro del plano de incidencia, como para que tenga un estado de
polarización ortogonal al ordinario.

Es importante señalar las diferencias entre las fórmulas deducidas en este trabajo para cada metodología:
La metodología de las superficies normales hace hincapié en los vectores de onda y para refractar o reflejar
exige de su conocimiento, mientras que la del modelo de Huygens requiere sólo del ángulo de incidencia del
rayo (sin olvidar la orientación del cristal, pero esta es común para ambos modelos), lo cual es preferido
comúnmente para realizar trazo de rayos. Sin embargo, la llamada refracción de salida resultaría más sencilla
numéricamente utilizando la ley de Snell (pensando que se transfiere a un material isotrópico), en lugar de
las fórmulas más complejas del modelo de Huygens.

Bajo la aproximación paraxial se llega a fórmulas ligeramente distintas, ya que con las superficies normales se
requiere hacer aún una aproximación más para conseguir el mismo resultado que con el modelo de Huygens,
esto se discute em 1.8, lo que sugeriría que hay algo de información que se está perdiendo en el último
modelo. Mesiante un análisis numérico se comprobó que la diferencia es menor al 0.25% para la calcita,
y al 0.015% para el cuarzo. Haría falta implementar un programa que realizara el trazo de rayos a partir
de las fórmulas del primer capítulo para compararlas con las de Huygens y verificar la relevancia de esta
discrepancia fuera del régimen paraxial. Así mismo, se compararía la eficiencia de cada metodología para el
trazo de rayos, aunque de forma general se puede intuir que las diferencias no será grandes, ya que ambas
metodologías recurren a las mismas subrutinas y pasos (como la rotación al sistema local rotado).
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5.3 Trabajo a futuro

Se espera acabar de desarrollar el programa de trazo de rayos en C++, completando las clases y generando
más rutinas comunes que se pudieran agregar para la caracterización de sistemas ópticos. Hasta ahora el
programa sólo funciona para lentes que se encuentran a lo largo del eje óptico, haría falta extenderlo a más
casos, así como permitir la generación de diagramas de forma automática en lugar del uso de archivos .txt.
También se desea escribir una versión del programa para el lenguaje julia, ya que este es muy eficiente en
tiempo, permite graficar de forma más sencilla y es un lenguaje mucho más amigable con los usuarios ajenos
al programa, sin olvidar que es un software libre.

De igual forma se buscaría escribir un programa que realice el trazo de rayos utilizando las ecuaciones de
refracción bajo la metodología de las superficies normales, y comparar resultados con el actual programa, y
así determinar de manera certera los pro’s y los contras de cada metodología. De igual forma, hace falta para
alcanzar un trazo de rayos con polarización completo el cálculo de los coeficientes de Fresnel, tal y como es
señalado en [5] y [6], tanto numéricamente, como sacar soluciones analíticas bajo la aproximación paraxial,
ya que las soluciones analíticas permiten tener una mejor intuición física.

En cuanto a las matrices de transferencia y refracción, se buscaría con la finalidad de obtener fórmulas
cerradas y analíticas para la distancia focal, una ampliación de estas matrices a matrices de 4× 4, ya que el
rayo extraordinario suele salirse del plano de incidencia y requiere más parámetros para ser caracterizado:
generalmente se tiene un parámetro de "inclinación" y uno de altura, pero como el rayo extraordinarios suele
salirse del plano de incidencia, haría falta en su lugar tomar parámetros radiales de altura e inclinación y
dos parámetros de azimutales.
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Apéndices
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Apéndice A

Identidades Vectoriales

A · (B×C) = B · (C×A) = C · (A×B) (A.1)

A× (B×C) = (A ·C)B− (A ·B)C (A.2)

∇ · (A×B) = B · (∇×A)−A · (∇×B) (A.3)

∇(A ·B) = (A · ∇)B + (B · ∇)A + A× (∇×B) + B× (∇×A) (A.4)
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Apéndice B

Elipse extraordinaria rotada

Para el caso uniaxial, la superficie normal (1.54) está conformada por una esfera y un elpisoide de revolución,
que se tocan sólo en la dirección del eje del cristal. Suponiendo una dirección del eje del cristal en el sistema
coordenado escogido A = (α, β, γ), o expresándolo en coordenadas esféricas A = (1, θ, ϕ), podemos obtener
la matriz de rotación, pensando que el eje del cristal en el sistema de los ejes dieléctricos principales estaba
en z′.

k′x = kx cosϕ− ky sinϕ,

k′y = kx sinϕ cos θ + ky cosϕ cos θ − kz sin θ,

k′z = kx sinϕ sin θ + ky cosϕ sin θ + kz cos θ.

(B.1)

Con esta transformación la ecuación de la esfera queda invariante, tal y como se espera, pero la ecuación del
elipsoide cambia. Como sólo nos interesa su intersección con el plano de incidencia, i.e., kx = 0, el elipsoide
se reduce a una elipse rotada:

(no
2[sin 2ϕ+ cos 2θ cos 2ϕ] + ne

2 cos 2ϕ sin 2θ)ky
2 + (no

2 sin 2θ + ne
2 cos 2θ)kz

2

+ sin(2θ) cosϕ(no
2 − ne2)kykz =

ω2no
2ne

2

c2
,

(B.2)

mientras que para el cascarón de soluciones ordinarias, la esfera, como es invariante ante rotaciones, su corte
en el plano de incidencia es un círculo (se puede aplicar la transformación de la rotación y realizar el álgebra):

k2 =
ω2no

2

c2
(B.3)

La ecuación del elipsoide rotado se reduce a una esfera en el caso no = ne. De igual forma, se pueden obtener
los casos comúnmente ilustrados en los libros, e.g., cuando el eje del cristal es paralelo a la normal, i.e., θ = 0
, véase la fig(1.13a),

c2ky
2

ω2ne2
+
c2kz

2

ω2no2
= 1,

que es una elipse que se toca con el círculo de soluciones ordinarias a lo largo del eje z; o cuando el eje del
cristal está ortogonal al plano de incidencia, i.e. θ = ϕ =π /2, véase fig(1.13c)

ky
2 + kz

2 =
ω2ne

2

c2

en la que la superficie normal constaría de dos círculos concéntricos.
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Podemos expresar al elipsoide (B.2) de forma más compacta definiendo N = no
2 − ne2,

(no
2 −N cos 2θ)kz

2 −N sin(2θ) cosϕkykz + (no
2 −N cos 2ϕ sin 2θ)ky

2 =
ω2no

2ne
2

c2
. (B.4)

Finalmente, si se utiliza que las coordenadas del eje del cristal en este sistema son(
α, β, γ

)
=
(
sin θ sinϕ, sin θ cosϕ, cos θ

)
, (B.5)

la fórmula de la elipse rotada se reduce a

no
2k2 −N(k ·A)2 =

(ωnone
c

)2

, (B.6)

que de hecho es la fórmula general para todo elipsoide de revolución con eje de rotación A, si no se utilizara
desde un inicio kx = 0.
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Apéndice C

Envolventes

Dada una familia de curvas con parámetro c

f(x, y, c) = 0 (C.1)

y suponiendo que existe una envolvente E(c) dada por

x = x(c) y = y(c), (C.2)

el vector tangente a la envolvente debe de ser de la forma

τ =
(
dx
dc ,

dy
dc

)
(C.3)

mientras que un vector normal a las curvas, y a la misma envolvente en los puntos de tangencia, estará dado
por

N = ∇f = (fx, fy). (C.4)

La expresión de la familia de curvas (C.1) al ser derivada con respecto al parámetro c lleva a

fx
dx

dc
+ fy

dy

dc
+ fc = 0, (C.5)

la cual como τ y N son ortogonales, i.e. N · τ = 0, se convierte eb

N · τ + fc = fc = 0. (C.6)

Entonces, se puede ver que la envolvente E debe de cumplir las siguientes condiciones:

f = 0 y fc = 0. (C.7)

La generalización a más dimensiones y parámetros es inmediata, ya que es una extensión de lo que se ha
realizado, por ejemplo, para una familia de superficies con dos parámetros

f(x, y, z, h, k) = 0, (C.8)

las condiciones para obtener la envolvente E(h, k) son

f = 0, fh = 0, fk = 0. (C.9)
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Apéndice D

Ecuaciones de refracción completas a
partir del Modelo de Huygens

En esta sección presentamos un resumen de las fórmulas de refracción y reflexión en materiales uniaxiales en
un sistema en el que sólo la dirección z está definida por la normal a la superficie en el punto de contacto,
como fueron deducidas en [4]. Al final se describe la solución de la segunda envolvente (aunque esta carezca
de sentido dentro del modelo) por completitud.

Primer Refracción

Rayo ordinario

So =

ξoηo
ζo

 =


ni
no

0 0

0 ni
no

0

0 0 1
ζi

√
1−

(
ni
no

)
2(1− ζi2)


ξiηi
ζi

 (D.1)

Rayo extraordinario

Se =

ξeηe
ζe

 =
1

δe


no2(ne

2 +Nβ2) −no2Nαβ 0
−no2αβ no

2(ne
2 +Nα2) 0

0 0 Γ∆
ζo

ξoηo
ζo

− γN∆

1 0 0
0 1 0
0 0 0

αβ
γ

 (D.2)

Dirección del vector de onda extraordinario

ge =
1

Γe

(
−ξo[Nγ(αξo + βηo)−∆], −ηo[Nγ(αξo + βηo)−∆], (δo

2 +N(αξo + βηo)
2)
)
, (D.3)

Dónde
N = no

2 − ne2 (D.4)

δo
2 = ne

2 − no2ηo
2 (D.5)

Γ = no
2 −Nγ2 (D.6)

∆2 = Γδo
2 + no

2N(αξo + βηo)
2 (D.7)

δe
2 = ne

2{no2Γ2 −N [∆γ + no
2(αξo + ηoβ)]2} (D.8)

Γe
2 = (1− ζo2)[Nγ(αξo + βηo)−∆]2 + (δo

2 +N(αξo + βηo)
2)2 (D.9)
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Rayo extraordinario secundario (solución de la segunda envolvente, carece de sentido físico.)

Se2 =

ξe2ηe2
ζe2

 = − 1

δe2


no2(ne

2 +Nβ2) −no2Nαβ 0
−no2Nαβ no

2(ne
2 +Nα2) 0

0 0 Γ∆
ζo

ξoηo
ζo

+ γN∆

1 0 0
0 1 0
0 0 0

αβ
γ


(D.10)

Dirección del vector de onda extraordinario secundario

ge2 =
1

Γe2

(
−ξo[Nγ(αξo + βηo) + ∆], −ηo[Nγ(αξo + βηo) + ∆], (δo

2 +N(αξo + βηo)
2)
)
, (D.11)

donde
δe2

2 = ne
2{no2Γ2 −N [∆γ − no2(αξo + ηoβ)]2} (D.12)

Γe2
2 = (1− ζo2)[Nγ(αξo + βηo) + ∆]2 + (δo

2 +N(αξo + βηo)
2)2. (D.13)

Refracción de salida

Rayo ordinario ficticio

Sof =

ξofηof
ζof

 =
1

noµ


ne2 +Nα2 Nαβ 0

Nαβ ne
2 +Nβ2 0

0 0 ∆e

ζe

ξeηe
ζe

+ ζeγN

1 0 0
0 1 0
0 0 0

αβ
γ

 (D.14)

Rayo final

Sef =

ξefηef
ζef

 =


ni
no

0 0

0 ni
no

0

0 0 1
ζi

√
1−

(
ni
no

)
2(1− ζof 2)


ξofηof
ζof

 (D.15)

Dónde
cosψ = (Se ·A) (D.16)

µ =
√
ne2 sin 2ψ + no2 cos 2ψ. (D.17)

∆e =
√
ne2N sin 2ψ + (Nγ cosψ + ne2ζe)2 (D.18)

Reflexión de un rayo ordinario

Rayo ordinario incidente

So =

ξoηo
ζo

 (D.19)

Reflejo ordinario

Soro =

 ξo
ηo
−ζo

 (D.20)

Rayo reflejado extraordinariamente

Sore =

ξoreηore
ζore

 =
1

δer


no2(ne

2 +Nβ2) −no2Nαβ 0
−no2Nαβ no

2(ne
2 +Nα2) 0

0 0 −Γ∆
ζo

ξoηo
ζo

+ γN∆

1 0 0
0 1 0
0 0 0

αβ
γ


(D.21)

112



Dirección del vector de onda

gore =
1

Γer

(
−ξo[Nγ(αξo + βηo) + ∆], −ηo[Nγ(αξo + βηo) + ∆], (δo

2 +N(αξo + βηo)
2)
)

(D.22)

Dónde
δer

2 = ne
2{no2Γ2 −N [∆γ − no2(αξo + ηoβ)]2} (D.23)

Γer
2 = (1− ζo2)[Nγ(αξo + βηo) + ∆]2 + (δo

2 +N(αξo + βηo)
2)2 (D.24)

Reflexión de un rayo extraordinario

Rayo extraordinario incidente

Se =

ξeηe
ζe

 (D.25)

Reflexión ordinaria

Sero =

ξeroηero
ζero

 =
1

noµ


ne2 +Nα2 Nαβ 0

Nαβ ne
2 +Nβ2 0

0 0 −∆e

ζe

ξeηe
ζe

+ ζeγN

1 0 0
0 1 0
0 0 0

αβ
γ

 (D.26)

Rayo de la reflexión extraordinaria

Sere =

ξereηere
ζere

 =
1

δer


no2(ne

2 +Nβ2) −no2Nαβ 0
−no2Nαβ no

2(ne
2 +Nα2) 0

0 0 −Γ∆
ζo

ξeroηero
ζero

+ γN∆

1 0 0
0 1 0
0 0 0

αβ
γ


(D.27)

Dirección del vector de onda

gere =
1

Γer

(
−ξero[Nγ(αξero + βηero) + ∆], −ηero[Nγ(αξero + βηero) + ∆], (δo

2 +N(αξero + βηero)
2)
)

(D.28)
En donde se utiliza al rayo Sero para las definiciones de la fórmula.
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Apéndice E

Dirección local del eje del cristal para el
trazo de rayos paraxial

Si tenemos un eje del cristal con una dirección global tal que yace en el plano X′Z′, i.e.,

A′ =

sinϑ
0

cosϑ

 , (E.1)

donde ϑ es el ángulo con respecto al eje óptico de la lente, véase la fig.(E.1a).

(a) (b) (c)

Figura E.1: (a) Eje del cristal, A yaciendo en el plano X ′Z′ y haciendo un ángulo ϑ con el eje óptico, (b) los planos
de incidencia principales, i.e., que contienen al eje óptico se pueden caracterizar por ϕ, y (c) el ángulo φ es el ángulo
entre la normal y el eje óptico.

Para planos de incidencia que contengan el eje de la lente, que llamaremos planos principales, pueden ser
caracterizados por su ángulo con respecto al plano X′Z′, que nombraremos ϕ, véase la fig.(E.1b). De igual
forma, dado un rayo incidente con un ángulo θi de incidencia, también se podrá definir un ángulo φ, que
será el ángulo entre la normal en el punto de incidencia y el eje óptico, véase la fig.(E.1c).

En la deducción de la dirección local del eje del cristal, en el sistema coordenado SLR, el cual está dado por

ẑ = sgn(n̂ · Si)n̂, ŷ =
Si − (n · Si)ẑ

||Si − (n · Si)ẑ||
, x̂ = ŷ × ẑ, (E.2)
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se requiere separar A′ en su componente paralela al eje óptico, que nombraremos A′‖ que es invariante
sin importar el plano de incidencia, i.e. invariante en ϕ, y que además que siempre yacerá en el plano de
incidencia, y en su componente ortogonal a el eje del cristal, que llamaremos A′⊥, el cual sí variará. A su
vez, A′⊥, se podrá descomponer en sus componentes ortogonal y paralela al plano de incidencia, esta última
junto con A′‖ deben de ser rotadas un ángulo φ.

El término paralelo al eje óptico, según la fig.(E.1a), es la proyección A′‖ = cosϑẑ′, y se descompondrá
locálmente en

A‖ =

 0
cosϑ sinφ
cosϑ cosφ

 , (E.3)

mientras que el término ortogonal, véase la fig.(E.1a), será A′⊥ = sinϑx̂′, y locálmente

A⊥ =

 − sinϑ sinϕ
sinϑ cosφ cosϕ
− sinφ sinϑ cosϕ

 . (E.4)

Por lo tanto el eje óptico en el SLR será

A =

 − sinϑ sinϕ
cosϑ sinφ+ sinϑ cosφ cosϕ
cosϑ cosφ− sinϑ sinφ cosϕ

 . (E.5)

Es importante recalcar que la última fórmula fue derivada para superficies cóncavas, mas no convexas. Va
a existir un cambio de signo (por la orientación) que afectará a la componente perpendicular. Por ello para
superficies convexas se usará

A =

 sinϑ sinϕ
cosϑ sinφ− sinϑ cosφ cosϕ
cosϑ sinφ+ sinϑ sinφ cosϕ

 , (E.6)

que es como si se hiciera un cambio de ϕ→ ϕ+ π.
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Apéndice F

Fórmula para el cálculo de los índices de
refracción ordinario y extraordinario
para la calcita y el cuarzo

Se utilizó para calcular los índices de refracción ordinario y extraordinario, tanto para la calcita como para
el cuarzo, la ecuación de dispersión, así como los coeficientes de dispersión, descritos en [20].

La ecuación utilizada fue

n2
o,e = Ao,e +

Bo,eλ
2

λ2 − Co,e
+

Do,eλ
2

λ2 − Fo,e
, (F.1)

en dónde los coeficientes de dispersión están dados por la tabla F.1.

Cristal Modo de propagación Coeficientes de dispersión
A B C D F

Calcita o 1.73358749 0.96464345 1.94325203 1.82831454 120
e 1.35859695 0.82427830 1.06689543 0.14429128 120

Cuarzo o 1.28604141 1.07044083 1.00585997 1.10202242 100
e 1.28851804 1.09509924 1.02101864 1.15662475 100

Tabla F.1: Coeficientes de dispersión para la calcita y el cuarzo.
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Apéndice G

Programa de trazo de rayos

Se escribió un programa en C++ para el trazo de rayos a través de materiales uniaxiales. El programa fue
escrito utilizando clases para facilitar su uso por otros usuarios y resumir líneas de código. Se escogió C++
debido a que es un lenguaje básico de alta velocidad, así como un lenguaje estándar en programación, que
va más allá de la programación científica. De igual forma es un lenguaje de libre acceso, que no requiere el
pago de licencias, como lo es Matlab o Mathematica.

Las dos clases principales que se definieron fueron la de los rayos y la de las lentes. Estas contienen funciones
de uso común que conciernen sus distintas propiedades o magnitudes de interés. Para la clase de las lentes,
se definieron funciones para la refracción en cada una de sus superficies por separado, y una función global
que hacía las refracciones y transferencia total a través de la lente completa.

El programa usa unidades en mm. Es importante mencionar que los comentarios dentro del programa se
encuentran escritos en inglés ya que en un futuro, en cuanto se haya terminado de desarrollar el programa,
se compartirá para que otros usuarios tengan acceso a él1.

Clase de las lentes

Header file

#ifndef LENS_H
#define LENS_H
#include <cmath >
#include <iostream >
#include "ray.h"
using namespace std;

class Lens
{
public:
// G_V is vertix position , Axis is the crystal axis
double* G_V;
double* Axis;
double RAxis [3];
double X[3],Y[3],Z[3];
double ni,ne,no ,diameter ,thick;
// Surface 1 curvature and excentricity
double k1,e1;
// Surface 2 curvature and excentricity

1Actualmente existen muchos grupos de investigación que desarrollan software de trazo de rayos en materiales birrefrignentes,
sin embargo, no siempre son de libre acceso.
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double k2,e2;
double* P_L;
double* S_L;
Lens();
Lens(double* G_V , double* Axis , double thick , double diameter ,double ni , double ne ,

double no, double k1, double e1,double k2 ,double e2);
void Move(double x, double y, double z);
double Distance ();
void Transfer(Ray *ray1 ,int j);
void Rotate(Ray *ray1 ,int j);
void Returnrot(Ray* ray1);
void Refractionordin(Ray* ray1 ,Ray* ordinary);
void Refractionordext(Ray* ray1 ,Ray* ordinary);
void Refractionextin(Ray* ray1 ,Ray* extraordinary);
void Refractionextout(Ray* extraordinary);
void Status ();
void GoThrough(Ray *ray1 , Ray* ordinary , Ray* extraordinary , bool log);
};

#endif // LENS_H

Las funciones de la clase.

#include "lens.h"
// Default constructor
Lens::Lens()
{
// Constructor: first vertix position , crystal axis , thicknes , diameter , index of the

sorrounding media
// extraorinary index , ordinary index , curvature 1, excentricity 1, curvature 2,

excentricity 2.
}

Lens::Lens(double* G_V , double* Axis , double thick , double diameter , double ni, double ne,
double no, double k1, double e1,double k2 ,double e2)

{
this ->G_V=G_V;
this ->Axis=Axis;
for(int i=0;i<3;i++){

X[i]=0;
Y[i]=0;
Z[i]=0;
RAxis[i]=0;

}
this ->thick=thick;
this ->diameter=diameter;
this ->ni=ni;
this ->ne=ne;
this ->no=no;
this ->k1=k1;
this ->k2=k2;
this ->e1=e1;
this ->e2=e2;

}

void Lens::Move(double x, double y, double z){
G_V [0]+=x;
G_V [1]+=y;
G_V [2]+=z;

}

double Lens:: Distance (){
double d=0;
for(int i=0; i<3;i++){

d+=pow(G_V[i],2);
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}
return sqrt(d);

}
/* Function which transfers the rays from their known points and cosines ,
to the new "known point" at the foot of the perpendicular from the origin
to the original ray. After getting the new known point , it gets it’s intersection with the
surface.
*/
void Lens:: Transfer(Ray *ray1 ,int j){
// I define the distance between the points

if(ray1 ->useful ==false){return ;}
double Q,e,d;
if(j==1){

cout << "Transfer: surface 1"<<endl;
e= 1-pow(this ->e1 ,2);
Q=this ->k1;
d=this ->G_V [2];
ray1 ->Move(this ->G_V[0],this ->G_V[1],this ->G_V [2]);

}
else if(j==2){

cout << "Transfer: surface 2"<<endl;
e= 1-pow(this ->e2 ,2);
Q=this ->k2;
d=this ->G_V [2]+this ->thick;
ray1 ->Move(this ->G_V[0],this ->G_V[1],this ->G_V [3]+this ->thick);

}

double PPo=0;
for(int i=0; i<3;i++){

PPo+=ray1 ->G_P[i]*ray1 ->G_S[i];
}
// I compute the new known point
for(int i=0; i<3;i++){

ray1 ->G_P[i]-=PPo*ray1 ->G_S[i];
}

// Now I get the intersection between the ray and the surface
double t, t2, disc , a, b, c;
a=(e*pow(ray1 ->G_S[2] ,2)+pow(ray1 ->G_S[1] ,2)+pow(ray1 ->G_S[0] ,2))*Q;
b= Q*(e*ray1 ->G_P [2]*ray1 ->G_S [2]+ray1 ->G_P [1]*ray1 ->G_S [1]+ray1 ->G_P [0]*ray1 ->G_S

[0]) -2*ray1 ->G_S [2];
c=(pow(ray1 ->G_P [0],2)+pow(ray1 ->G_P [1],2)+e*pow(ray1 ->G_P[2] ,2))*Q-2*ray1 ->G_P [2];
if(pow(b,2) -4*a*c>=0){

disc=sqrt(pow(b,2) -4*c*a);
}
else {
cout << "The ray doesn ’t intersect the surface"<< endl;
ray1 ->useful=false;
return;
}
/* I compute the parameter t and t2, and then proceed to compare them
and keep the lowest value.
*/
if(a==0){

t=-c/b;
t2=-c/b;

}
else{

t=(-b+disc)/(2*a);
t2=(-b-disc)/(2*a);

}
if(abs(t)>abs(t2)){

t=t2;
}
// I give the values
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for(int i=0; i<3;i++){
if(i<2){

ray1 ->I_P[i]=ray1 ->G_P[i]+t*ray1 ->G_S[i];
ray1 ->GI_P[i]=ray1 ->I_P[i];

}
else{

ray1 ->I_P[i]=ray1 ->G_P[i]+t*ray1 ->G_S[i];
ray1 ->GI_P[i]=ray1 ->I_P[i]+d;

}
}
if(pow(ray1 ->I_P[0] ,2)+pow(ray1 ->I_P [1] ,2) >=(pow(this ->diameter ,2))/4){

cout << "The ray doesn ’t intersect the surface(diam)"<< endl;
ray1 ->useful=false;
return;

}
if(j==1){

ray1 ->Move(-this ->G_V[0],-this ->G_V[1],-this ->G_V [2]);
}
else if(j==2){

ray1 ->Move(-this ->G_V[0],-this ->G_V[1],-this ->G_V[3]-this ->thick);
}
cout << "Transfer done"<<endl;

}

/* Function which rotates the coordinate system given a surface of incidence.
It reads: intersection point , incidence cosines vector , crystal axis ,
rotated new coordinates , rotated crystal coordinates , curvature ,
body’s eccentricity , X axis , Y axis ,and Z axis*/
void Lens:: Rotate(Ray *ray1 ,int j){

if(ray1 ->useful ==false){return ;}
double Q,e;

if(j==1){
cout <<"Rotation on surface 1"<<endl;
Q=this ->k1;
e= 1-pow(this ->e1 ,2);

}
else if(j==2){

cout <<"Rotation on surface 2"<<endl;
Q=this ->k2;
e= 1-pow(this ->e2 ,2);

}
double derv [3]={0 ,0 ,0};
double k=0;
double thet =0;
double dot=0;
for(int i=0;i<3;i++){

if(i<2){
derv[i]=2*ray1 ->I_P[i]*Q;

}
else{

derv[i]=2*(e*ray1 ->I_P[i]*Q-1);
}
k+=derv[i]*derv[i];

}
k=sqrt(k);
dot=(derv [0]*ray1 ->G_S [0]+ derv [1]*ray1 ->G_S [1]+ derv [2]*ray1 ->G_S [2])/(k*k);
double sign=dot/abs(dot);
//I compute Z direction coord. system.
for(int i=0;i<3;i++){

this ->Z[i]=sign*derv[i]/k;
}
k=0;
//I compute Y direction
for(int i=0;i<3;i++){

this ->Y[i]=ray1 ->G_S[i]-dot*derv[i];
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k+=this ->Y[i]*this ->Y[i];
}
k=sqrt(k);
if(k >0.0000004){

for(int i=0;i<3;i++){
this ->Y[i]=this ->Y[i]/k;

}
}
else{

cout <<"Ray ortogonal to the surface"<<endl;
dot=this ->Y[0]*this ->Z[0]+this ->Y[1]*this ->Z[1]+this ->Y[2]*this ->Z[2];
this ->Y[0]=0 -dot*this ->Z[0];
this ->Y[1]=1 -dot*this ->Z[1];
this ->Y[2]=0 -dot*this ->Z[2];

}
this ->X[0]=(this ->Y[1])*(this ->Z[2]) -(this ->Z[1])*(this ->Y[2]);
this ->X[1]=this ->Y[2]*this ->Z[0]-this ->Z[2]*this ->Y[0];
this ->X[2]=this ->Y[0]*this ->Z[1]-this ->Z[0]*this ->Y[1];
//the new vector in the coordinate systemm comes from the dot product
// between the original ray with the new basis
ray1 ->L_S [0]=this ->X[0]*ray1 ->G_S [0]+this ->X[1]*ray1 ->G_S [1]+this ->X[2]*ray1 ->G_S

[2];
ray1 ->L_S [1]=this ->Y[0]*ray1 ->G_S [0]+this ->Y[1]*ray1 ->G_S [1]+this ->Y[2]*ray1 ->G_S

[2];
ray1 ->L_S [2]=this ->Z[0]*ray1 ->G_S [0]+this ->Z[1]*ray1 ->G_S [1]+this ->Z[2]*ray1 ->G_S

[2];
ray1 ->Normalize(ray1 ->L_S);
this ->RAxis [0]=(this ->X[0]*this ->Axis [0]+this ->X[1]*this ->Axis [1]+this ->X[2]*this ->

Axis [2]);
this ->RAxis [1]=(this ->Y[0]*this ->Axis [0]+this ->Y[1]*this ->Axis [1]+this ->Y[2]*this ->

Axis [2]);
this ->RAxis [2]=(this ->Z[0]*this ->Axis [0]+this ->Z[1]*this ->Axis [1]+this ->Z[2]*this ->

Axis [2]);
dot=this ->RAxis [0]*ray1 ->L_S [0]+this ->RAxis [1]*ray1 ->L_S [1]+this ->RAxis [2]*ray1 ->L_S

[2];

cout << "Rotation done"<<endl;
}

// Function that computes the G_S of a ray from it’s L_S and from a previous rotation
void Lens:: Returnrot(Ray* ray1){

for(int i=0; i <3; i++){
ray1 ->G_S[i]=(ray1 ->L_S [0]*this ->X[i])+(ray1 ->L_S [1]*this ->Y[i])+(ray1 ->L_S

[2]*this ->Z[i]);
}
ray1 ->Normalize(ray1 ->G_S);

}

/* Function that refracts the incident ray using snell’s law , i.e., it computes the ordinary
ray

*/
void Lens:: Refractionordin(Ray* ray1 , Ray* ordinary){

if(ray1 ->useful ==false){return ;}
cout << "Ordinary refraction"<<endl;
ordinary ->L_S [0]=ray1 ->L_S [0]*this ->ni/this ->no;
ordinary ->L_S [1]=ray1 ->L_S [1]*this ->ni/this ->no;
if(abs(ray1 ->L_S [2]) <0.00003){

ordinary ->L_S [2]=0;
}
else{

ordinary ->L_S [2]= sqrt(1-(this ->ni/this ->no)*(this ->ni/this ->no)*(1-ray1 ->L_S
[2]*ray1 ->L_S [2]));

}
for(int i=0;i<3;i++){

ordinary ->I_P[i]=ray1 ->I_P[i];
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ordinary ->G_P[i]=ray1 ->GI_P[i]+this ->G_V[i];
}
ordinary ->Normalize(ordinary ->L_S);
cout << "Ordinary refraction done"<<endl;

}

void Lens:: Refractionordext(Ray* ray1 , Ray* ordinary){
if(ray1 ->useful ==false){return ;}
cout << "Ordinary refraction"<<endl;
ordinary ->L_S [0]=ray1 ->L_S [0]*this ->no/this ->ni;
ordinary ->L_S [1]=ray1 ->L_S [1]*this ->no/this ->ni;
if(abs(ray1 ->L_S [2]) <0.000003){

ordinary ->L_S [2]=0;
}
else{

ordinary ->L_S [2]= sqrt(1-(this ->no/this ->ni)*(this ->no/this ->ni)*(1-ray1 ->L_S
[2]*ray1 ->L_S [2]));

}
for(int i=0;i<3;i++){

ordinary ->I_P[i]=ray1 ->I_P[i];
ordinary ->G_P[i]=ray1 ->GI_P[i]+this ->G_V[i];

}
ordinary ->Normalize(ordinary ->L_S);
cout << "Ordinary refraction done"<<endl;

}

/* Extraordinary refraction for the incoming ray*/
void Lens:: Refractionextin( Ray* ordinary ,Ray* extraordinary){

cout << "Extraordinary refraction"<<endl;
double no2=pow(this ->no ,2);
double ne2=pow(this ->ne ,2);
double dif=no2 -ne2;
double sum= this ->no*(this ->RAxis [0]* ordinary ->L_S [0]+this ->RAxis [1]* ordinary ->L_S

[1]);
double delo=ne2 -no2*(1-pow(ordinary ->L_S [2],2));
double Gamma=no2 -dif*pow(this ->RAxis [2],2);
double Delta=sqrt(Gamma*delo+dif*pow(sum ,2));
double deleg=ne2*sqrt(no2*pow(Gamma ,2)-dif*pow((this ->RAxis [2]* Delta+this ->no*sum)

,2));
double mat2=no2*(ne2+dif*pow(this ->RAxis [0],2));
double mat1=no2*(ne2+dif*pow(this ->RAxis [1],2));
double subd1=-no2*dif*this ->RAxis [0]*this ->RAxis [1];
double sec=this ->RAxis [2]* dif*Delta;
extraordinary ->L_S [0]=( mat1*ordinary ->L_S [0]+ subd1*ordinary ->L_S[1]-sec*this ->RAxis

[0])/deleg;
extraordinary ->L_S [1]=( subd1*ordinary ->L_S [0]+ mat2*ordinary ->L_S[1]-sec*this ->RAxis

[1])/deleg;
extraordinary ->L_S [2]=( Gamma*Delta)/deleg;
for(int i=0;i<3;i++){

extraordinary ->GI_P[i]=ordinary ->I_P[i];
extraordinary ->G_P[i]=ordinary ->G_P[i];

}
cout << "Extraordinary refraction done"<<endl;

}

/* Funtion for the outgoing extraordinary refraction */
void Lens:: Refractionextout(Ray* extraordinary){

cout << "Extraordinary refraction out"<<endl;
double Se[3]={0 ,0 ,0};
double dif=pow(this ->no ,2)-pow(this ->ne ,2);
double cosphi=this ->RAxis [0]* extraordinary ->L_S [0]+this ->RAxis [1]* extraordinary ->L_S

[1]+this ->RAxis [2]* extraordinary ->L_S [2];
double sinphi;
if(abs(cosphi) >=1){

sinphi =0;
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}
else{sinphi=sqrt(1-cosphi*cosphi);}
double Delta=sqrt(pow(this ->ne ,2)*dif*sinphi*sinphi+pow((dif*this ->RAxis [2]* cosphi+

this ->ne*this ->ne*extraordinary ->L_S [2]) ,2));
double Gamma=sqrt(pow(this ->ne ,2)*sinphi*sinphi+pow(this ->no ,2)*cosphi*cosphi);
double mat1=pow(this ->ne ,2)+dif*pow(this ->RAxis [0],2);
double mat2=pow(this ->ne ,2)+dif*pow(this ->RAxis [1],2);
double subd1=dif*this ->RAxis [0]*this ->RAxis [1];
double sec=this ->RAxis [2]* dif*Delta;
Se[0]=( mat1*extraordinary ->L_S [0]+ subd1*extraordinary ->L_S [1]+ dif*this ->RAxis [2]*

this ->RAxis [0]* extraordinary ->L_S [2])/(Gamma*this ->ni);
Se[1]=( mat2*extraordinary ->L_S [1]+ subd1*extraordinary ->L_S [0]+ dif*this ->RAxis [2]*

this ->RAxis [1]* extraordinary ->L_S [2])/(Gamma*this ->ni);
double ze=(Delta)/(no*Gamma);
Se[2]= sqrt(pow(this ->ni ,2)-pow(this ->no ,2)*(1-ze*ze))/this ->ni;
for(int i=0; i<3;i++){

extraordinary ->L_S[i]=Se[i];
extraordinary ->G_P[i]= extraordinary ->GI_P[i];

}
extraordinary ->Normalize(extraordinary ->L_S);
cout << "Extraordinary refraction done"<<endl;

}

void Lens:: Status ()
{

cout <<"Lens status: "<<endl;
cout << "G_V"<<setw (15) <<"Axis"<<setw (15) <<"RAxis"<<setw (15) <<"X"<<setw (15) <<"Y"<<

setw (15) <<"Z"<<endl;
for(int i=0; i<3;i++){

cout << G_V[i]<<setw (15) <<Axis[i]<<setw (15) <<RAxis[i]<<setw (15) <<X[i]<<setw
(15) <<Y[i]<<setw (15) <<Z[i]<<endl;

}
}

/* Function which transfers and refracts a ray through the whole lens , instead of using
refraction in each surface */

void Lens:: GoThrough(Ray *original , Ray* ordinary , Ray* extraordinary , bool log){
if(log==true){

this ->Transfer(original ,1);
original ->Status ();
this ->Rotate(original ,1);
original ->Status ();
this ->Refractionordin(original ,ordinary);
this ->Returnrot(ordinary);
ordinary ->Status ();
this ->Refractionextin(ordinary ,extraordinary);
this ->Returnrot(extraordinary);
extraordinary ->Status ();
this ->Transfer(ordinary ,2);
ordinary ->Status ();
this ->Rotate(ordinary ,2);
this ->Status ();
ordinary ->Status ();
this ->Refractionordext(ordinary ,ordinary);
this ->Returnrot(ordinary);
ordinary ->Status ();
this ->Transfer(extraordinary ,2);
extraordinary ->Status ();
this ->Rotate(extraordinary ,2);
extraordinary ->Status ();
this ->Refractionextout(extraordinary);
this ->Returnrot(extraordinary);
extraordinary ->Status ();

}
else{
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this ->Transfer(original ,1);
this ->Rotate(original ,1);
this ->Refractionordin(original ,ordinary);
this ->Returnrot(ordinary);
this ->Refractionextin(ordinary ,extraordinary);
this ->Returnrot(extraordinary);
this ->Transfer(ordinary ,2);
this ->Rotate(ordinary ,2);
this ->Refractionordext(ordinary ,ordinary);
this ->Returnrot(ordinary);
this ->Transfer(extraordinary ,2);
this ->Rotate(extraordinary ,2);
this ->Refractionextout(extraordinary);
this ->Returnrot(extraordinary);

}
}

Clase de los rayos

Header file

#ifndef RAY_H
#define RAY_H
#include <cmath >
#include <iostream >
#include <iomanip >
#include <fstream >
#include <sstream >
using namespace std;

class Ray
{
public:
// G_P global position , G_S global direction cosines , Polari global polarization direction ,

I_P intersection ,
// L_S local direction cosines ,
double G_P [3];
double G_S [3];
double Polari [3];
double I_P [3];
double GI_P [3];
double L_S [3];
bool useful;
Ray();
Ray(double* P, double* S, double* Polar);
~Ray();
void Move(double x, double y, double z);
double Distance ();
void Status ();
void Normalize(double* S);
void Transfer(double Z);
void Print(ofstream& myfile);
void Focci(double & Focus , double & distance);
};

#endif // RAY_H

Las funciones de la clase.

#include "ray.h"
// Default constructor
Ray::Ray()
{
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}
/* Constructor with parameters. In the global system , G_P is the pisition , S_P is the

direction , and Polari is the direction of polarization , L_S is the local direction and
I_P is the intersection with the lense using as reference the vertix */

Ray::Ray(double* P,double* S,double* Polar)
{
useful=true;
for(int i=0;i<3;i++){

G_P[i]=P[i];
G_S[i]=S[i];
Polari[i]=Polar[i];
L_S[i]= -9999;
I_P[i]= -9999;
GI_P[i]= -9999;

}
}
Ray ::~Ray()
{

}
//To change global system via a translation
void Ray::Move(double x, double y, double z)
{

G_P[0]-=x;
G_P[1]-=y;
G_P[2]-=z;

}
//To compute distance , from the optical axis
double Ray:: Distance ()
{

double d=0;
for(int i=0; i<2;i++){

d+=pow(G_P[i],2);
}
return sqrt(d);

}
void Ray:: Status ()
{

cout <<"Ray status: "<<endl;
cout << "G_P"<<setw (15) <<"G_S"<<setw (15) <<"GI_P"<<setw (15) <<"I_P"<<setw (15) <<"L_S"<<

endl;
for(int i=0; i<3;i++){

cout << this ->G_P[i]<<setw (15) <<this ->G_S[i]<<setw (15) <<this ->GI_P[i]<<setw
(15) <<this ->I_P[i]<<setw (15) <<this ->L_S[i]<<endl;

}
}

void Ray:: Normalize(double* S)
{

double k=0;
for(int i=0;i<3;i++){

if(abs(S[i]) <0.000000000006){
S[i]=0;

}
k+=S[i]*S[i];

}
k=sqrt(k);
for(int i=0;i<3;i++){

S[i]*=(1.0/k);
}

}

// to transfer the ray to a "screen" or just to a plane in Z
void Ray:: Transfer(double Z)
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{
double t;
if(G_S [2]!=0){

t = (Z-G_P [2])/G_S [2];
for(int i=0; i<3;i++){

G_P[i]+=t*G_S[i];
}

}
else cout << "the ray is not traveling in z direction"<<endl;

}

void Ray::Print(ofstream& myfile)
{

myfile << setprecision (8) <<G_P[0]<<setw (15) <<G_P[1]<<setw (15) <<G_P[2]<<endl;
}

void Ray::Focci(double & Focus , double & distance)
{

double F[3]={0 ,0 ,0};
double t=-(this ->G_P [0]*this ->G_S [0]+this ->G_P [1]*this ->G_S [1])/(pow(this ->G_S[1] ,2)

+pow(this ->G_S[0] ,2));
for(int i=0;i<3;i++){

F[i]=this ->G_P[i]+this ->G_S[i]*t;
}
Focus=F[2];
distance=sqrt(pow(F[0] ,2)+pow(F[1] ,2));

}

Ejemplo

Se hace pasar a un rayo a través de una lente convexa-plana de calcita, mostrando todos los datos relevantes
durante su refracción, por ello se escogió

log=true

, y luego se transfiere al rayo extraordinario hasta una cierta distancia d=120 mm después de la lente y se
muestra su estado.

#include <iostream >
#include <string >
#include <iomanip >
#include <fstream >
#include <sstream >
#include <vector >
#include "ray.h"
#include "lens.h"
using namespace std;

int main()
{

double PR[3]={0 ,1 , -40};
double SR[3]={0 ,0 ,1};
double P1[3]={0 ,0 ,0};
double Axis1 [3]={0 ,1 ,0};
double Dummy [3]={ -9999 , -9999 , -9999};
bool log=true;
Ray* original;
Ray* ordinary1;
Ray* extraordinary1;
Lens lens1(P1 ,Axis1 ,2.5 ,60 ,1 ,1.486 ,1.658 ,0.0168861871 ,0 ,0 ,0);
original=new Ray(PR,SR,SR);
ordinary1=new Ray(Dummy ,Dummy ,Dummy);
extraordinary1=new Ray(Dummy ,Dummy ,Dummy);
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lens1.GoThrough(original , ordinary1 , extraordinary1 , log);
extraordinary1 ->Transfer (120);
extraordinary1 ->Status ();

}
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