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Introduccion

Una de las cualidades de la probabilidad y la estadistica es que puede describir patrones
y comportamientos sobre algiin o algunos sucesos, procesos, actitudes, fendmenos y una
gran variedad de eventos, por tal motivo es y ha sido muy importante durante mucho
tiempo.

Dichos comportamientos y patrones por si solos, solo son informacién que no dice nada,
es hasta que por medio del uso de técnicas matematicas, 16gicas y a su vez el area de estu-
dio del fenémeno, que se pueden empezar a generar modelos, establecer pardmetros, crear
estadisticos, inferencias, hipétesis y gran cantidad de datos que tratardn de explicar de la
manera mas exacta posible nuestro fenémeno.

Mientras mayor sea la muestra analizada, mejores y mds certeras aproximaciones se ten-
dran, se sabe que no serdn resultados del todo exactos, pero si presentardn una buena
aproximacion a los resultados reales.

Esta necesidad de modelar los fendmenos surge del deseo que tiene el ser humano de tratar
de comprender con el mayor grado de exactitud, todos los acontecimientos que suceden a
su alrededor y por los que resulta afectado, pero eso que no logra entender, es lo que lo
intriga y lo que lo lleva a un amplio estudio del tema en cuestién, de esta manera y con
base en sus resultados puede entender las razones por las cuales sucede ese fendmeno,
para qué pasa, desde cuando pasa, hasta cudndo pasard y una gran variedad de preguntas
alrededor del fenémeno.

Mientras més preguntas se puedan resolver respecto al fendmeno y mas datos u observa-
ciones se tengan de éste, se estard comprendiendo de la mejor manera el o los compor-
tamientos que éste sigue o presenta, ese es el objetivo que la probabilidad y estadistica
han seguido desde siempre y cada vez, éste se estd volviendo una necesidad en la vida y
entorno del ser humano, una herramienta que se desea dominar.

(Por qué una necesidad?, la respuesta es simple, tratamos de comprender de forma exacta
para poder predecir de manera casi exacta algo que se presentard en el “futuro”, si el futuro
fuese algo cierto, no tendria sentido el objetivo de la probabilidad y estadistica, pero como
es algo incierto, término conocido en el campo de dichas materias como “aleatorio”, es
ahi donde tratamos de predecir o reproducir resultados que esperamos que sucedan.

La toma de decisiones sobre algo incierto es el mayor uso que tienen la probabilidad y
estadistica, ya que esa decision tomada hoy, va a tener un impacto en el futuro, el objetivo

de esta decision la mayoria de las veces pretende generar un beneficio para nosotros, para
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INTRODUCCION v

minimizar riesgos, maximizar ganancias, minimizar costos, advertir sobre posibles suce-
sos, alertar sobre algiin problema que se pueda presentar o en su caso, vislumbrar éxito
venidero.

La presencia de las matemdticas en la vida del ser humano es esencial y lo es también
en el tema de la probabilidad y la estadistica, ya que en base a ellas es como se pueden
construir las bases que determinaran y dardn forma a las herramientas estadisticas y
probabilisticas que a su vez, ayudardn a la toma de decisiones, sea cual sea el objetivo que
esta decision busque o tenga por finalidad.

Es por eso que para poder entender a estas dos materias, resulta indispensable conocer y
dominar una gran cantidad de técnicas matemadticas y ademads, saber sus usos y significa-
dos para después llevarlos a la creacién de modelos probabilisticos y estadisticos que con
base en experiencias y datos pasados, tratardn de predecir comportamientos futuros.

El objetivo que este trabajo persigue es mostrar al lector el por qué es tan importante cono-
cer la rama de las matemadticas, para posteriormente comprender el campo de estudio de
la probabilidad y la estadistica y al final, analizar, modelar y dar soluciones a problemas
que estas materias envuelven. Cada capitulo describe su objetivo y plantea el contenido
que se manejard para que el lector, conforme avance la lectura, comprenda més la relacién
que existe entre las matemdticas y dichas materias.

Dado que el campo de trabajo del actuario se encuentra principalmente en el ramo de las
finanzas, los seguros y el riesgo, es muy importante que conozca y domine las técnicas
que se exponen en esta obra, para que al momento de enfrentarse a diversos problemas,
los pueda atacar y resolver de la mejor y mas 6ptima manera y asi, obtener los resultados
que este persiga. La mayoria de las decisiones estdn involucradas con finanzas o aspectos
que de alguna manera tendran impacto en las finanzas de una entidad o persona.



CAPITULO 1

Preliminares

Con el objetivo de estudiar y comprender eventos de la vida real, la teoria de la probabili-
dad genera modelos probabilisticos, los cuales se caracterizan por ser aleatorios y se rigen
por ciertas propiedades, las cuales son estudiadas para el mejor conocimiento del modelo.

El curso de probabilidad I se relaciona directamente con el cdlculo diferencial e integral
de una variable debido a que, para entender el comportamiento de las variables aleatorias,
se requiere del uso de teoremas, formulas, funciones y herramientas que el célculo pro-
porciona para demostrar y justificar, axiomas y propiedades que las variables aleatorias
unidimensionales cumplen.

Las variables aleatorias unidimensionales tienen una estrecha relacion con el cdlculo de
una variable ya que a la variable aleatoria se le modela como una funcién que puede ser
continua o discreta (escalonada). Por ser funciones, estas cumplen con ciertos teoremas y
propiedades que el cdlculo otorga a ellas.

En este capitulo se analizan técnicas y conceptos ligados entre las variables aleatorias
unidimensionales y el cdlculo de una variable, asi como resultados importantes, que arroja
la teoria de probabilidades, que nos ayudaran y serdn ttiles en el caso multidimensional.

1.1. Funciones de distribucion
A cada variable aleatoria X, se le asocia una funcién llamada funcién de distribucién acu-

mulativa de X

Definicion 1.1.1 La funcién de distribucién acumulativa de una variable aleatoria X, de-
notada por Fx (x), queda definida por Fx(x) = Py (X < x), para toda x.

Una variable aleatoria X es continua si Fx(x) es una funcién de x continua. Una variable
aleatoria X es discreta si Fy(x) es una funcién de salto de x.

Definicion 1.1.2 Funciones masa y densidad de probabilidad

La funcién masa de probabilidad o fmp, fx(x), de una variable aleatoria discreta X es
dada por:

fx(x) = P(X =x) paratodax.

Fe(o) = PeX <x) =Y fix ()
k=1

1



1.1. FUNCIONES DE DISTRIBUCION 2

La funcién densidad de probabilidad o fdp, fx(x), de una variable aleatoria continua X
es dada por:

d

fx(x) = X (x)

Teorema 1.1.3' Una funcién fy (x) es una fdp (o fmp) de una variable aleatoria X si y
s0l6 si

() fx(x) >0 paratoda x.
@) Lofx(@) =1 (fmp) o [Z fx(x)dx=1 (fdp).
Ejemplo 1.1.4 Distribucién discreta Poisson.

Suponga que se tiene una distribucién binomial(n, ’nl) con fmp de la forma

wo=() ) (0-3) =amn (-3)

Se hallard lim fx(x).
n—o0

| X n —X
T (1—&) (1—&) .
n—eo (n — x)lx! n* n n

Al aplicar la propiedad de los limites li_1>n [f (x)-g(x)] = limf(x)- li_l;l’l g (x), se tiene
X—a X—a

xX—a

(1—&) :exp{wlog(l—&)}
n n
lim (1—&> = imexp{n-log (1—&)}
n—soo n n—soo n
:exp{limn-log <1—&)}
n—seo n

Al trabajar el limite por separado se obtiene

log 1-2
limn-log <1—&) = limM

n—soo n n—soo 1
n

1Casella, G., Berger, R.L. (2002). Statistical inference. Pacific Grove CA: Duxbury. (p. 36)
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(al utilizar la regla de L' Hopital)

A
n2
1-2
n—soo —
A
= lim n’
(-3 ()
n n2
—A
= lim .
n—oo
(1-%)
=-A
Por lo tanto
A n
(1.1.1) lim (1——) =t
n—oo n
Por otra parte
AN\ 1 1
(1.1.2) lim (1——) =lim——=-=1
n—eo n A

Se tiene que

_ n! CIxo.x(n—x—1)x(n—x)x...x(n=1)xn (1
lim ———— = lim —
n—eo (n—x)In*  n—oeo Ix2x3x...x(n—x—1)x(n—x) n*

— lim (n—x+1)><...><(n—1)><n'
n—oo n*

Es fécil notar que el numerador tiene x términos y x términos tiene el denominador por lo
tanto se puede escribir este limite de la siguiente forma

. n! . n n—1 n—>2 n—x+1
a1y i = g () () (50) - ()

=1

Ya que cada uno de estos x términos se aproxima a 1 cuando » tiende a oo

Por lo tanto se tiene que

_ nl A AN n! AN\ AN A\
lim——— (1 —— =Ilim————1—— — ([ 1——
n—oo (n—x)!x! n* n n—eo (n— x)!n* n x! n

A* n! AN\ A\
=—Ilim———-lim|[1—— dim [ 1——
x! n—eo(n—x)In¥ n—seo n n—roo n
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(al utilizar (1.1.1), (1.1.2) y (1.1.3))

Que coincide con la fmp de una distribucién Poisson(A).

Una distribucién Poisson tiene fmp

X

fX(x):—'e_l; x=0,1,2,...; 0<A <o
x!

La distribucién Poisson tiene una amplia gama de aplicaciones principalmente en el
modelado de diferentes tipos de experimentos. Uno de los mds importantes es el modelar
el fenbmeno que conlleva el tiempo de espera para que ocurra un evento, el nimero de
ocurrencias en un intervalo de tiempo dado puede algunas veces ser modelado por una
distribucién Poisson.

-2

Se demostrara que fx(x) = %e cumple con ser fmp.

La funci6n exponencial® (¢*) es mayor o igual a cero. Por lo tanto

et >0
Se sabe que <lx = exzog(’l)), con lo que

A*>0
Y por tltimo de la definicién xe {Z* U0}, de estos 3 hechos se puede garantizar que

Ahora se demostrard que E fx(x)=1.

x=0

Por la expansién de Taylor de (&)*

por lo tanto
[sS] X s} A'x
¢
x=0 %" x=0 %"

Queda asi demostrado que fx(x) es fmp.

2Spivak, M. (2003). Calculus, 2¢ ed. México: Reverté (p.471)
3Spivak, M. (2003). Calculus, 2¢ ed. México: Reverté (p.474)

4Courant, R. Fritz, J. (1999). Introduccién al cdlculo y al andlisis matematico Vol. 1. México: Limusa
(p- 471)



1.1. FUNCIONES DE DISTRIBUCION

Ejemplo 1.1.5 Funcién de distribucién continua Normal (i, 62).

La fdp de una variable aleatoria Normal (i, c?), es de la forma

—(x—p)?
e 207 | —colx< oo —ol Ul <o 0>0

flou,0?) =

2wo

Se analizarén las propiedades de la fdp de una variable aleatoria Normal (i, c?).

—(x-p)?
e 202

flxp,0%) =
2wo

df(x;u,0%) I oo 2(x—p)  (p—x) “ep?

= e 20 . = 20

dx 2no 202 \/27rc73e ’

se igualan a cero y se obtienen las raices de x

)2 X —(a—p)?
e 22 =0 — 202 = e 202 == X] = U YyXxp =oo.

U
p— e
V2rno3 V2no3 V21o3

Se obtiene la segunda derivada de la fdp y se evalua en x;

—(x—p

= e 262

d*x V2mo3 2072

d’f(xp,0%)  (p—x) “epd 2(x—p) w>2( -1 )

—(x-p)?

e
V2nod  \2mo?

—1
‘ - V2no3
X1=U

Al igualar la segunda derivada a cero se obtienen los puntos criticos

—e=w? | (n—x)* 1 “ew? (n—x)? e ]
e 202 — :0:}6 202 _— = 202 —_—
[ V2nod  \/2mo3 V21od V2rno3
(u —x)2 _ 1 2

- (u—x)zzc

V2roS  \2rno3

JXI=U+O0OYyxx=Uu—oO.

Se procede a obtener la tercera derivada de la fdp.

Cfp,o’) e\ (u-x)® 1 | -2(-p)
d3x V2red  \2no3 207
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Lt 2(p—x) | el f(u-x)  p-x V20|
V2no’ V2ro?  \2mod VTod

Al evaluar la tercer derivada en los puntos criticos de la segunda derivada se tiene

d3f(x;u,02) -1 1 V2 1 N
—_— =e?2 + — = e? #0,
d3x ito V2rno4  mot  \2rot ﬁ64

X1=
d3f(x;p1,02) | 1 V2 V2 40
B ——— —= e — — = ——F—€ .

d3x o V2not \2mo* mo! Vrot
Xp=U—

Por lo tanto se tiene que en x = U la fdp tiene su Gnico mdximo, esto afirma que la
media ¢ también es la moda de la distribucién, enx; = 4 +0 y x; = 4 — o la fdp ubica
sus puntos de inflexién y por dltimo se nota que

1 —@? 1 —e? 2
e 202 = e 20° :f(u—a,,u,G )7
210 2no

flu+ap,0%) =

lo que dice que la fdp de una variable aleatoria Normal (i, 6>) es simétrica respecto a su
media U.

| cew?
e 22 es fdp.

V2no

Se demostraré que la funcién f(x; i, 6?) =

Se sabe que la funcidn e es creciente y su rango es (0,00) y como estd multiplicada por
una constante positiva, se tiene que

1 ~(—p)?
e 22 >0 VxeR,

2no

oo —(—p)?
ahora se demostrard que [~ \ﬁl e 22 dx=1,

——p)?
SeaA = [T f e 20 dxy A que representa el darea bajo la curva, por lo tanto

se debe demostrar que A = 1.

Al hacer la sustitucion z = (x;” ) — j—z = é que conlleva a

(1.1.4) A / T Ly
.. = e Z.
—e V2T

Dado que la fdp es positiva es mds facil mostrar que si A2 = 1 entonces A = 1. Se puede
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escribir

)
= e Z.
—e0 V2
= e Zy dy
I

Cabe resaltar que las variables de integracion son solé variables ficticias, por lo tanto el
cambio de nombres es permitido.
Al hacer el cambio de variables a coordenadas polares bajo la sustitucion

=rsend y=rcos0,

entonces 7> + y*> = r2, dzdy = rdOdr y los limites de integracién quedan 0 < r < oo,

0 < 6 < 2m, por lo tanto
1 o 21
:—/ / re 2" dodr
TJo Jo

:/ re 2" dr=1.
0

Definicion 1.1.6 Sea Q cualquier espacié con puntos @ y A cualquier subconjunto de Q. La
funcién indicadora de A, denotada por I4 (+) , es la funcién con dominio Q y contradominio
igual al conjunto que consiste de los dos nimeros reales 0 y 1 definida por

I siocA
(1.1.5) IA(a)):{O ZZZA

La funcién indicadora serd usada para indicar subconjuntos de la linea real, por ejemplo

1 si0<x<1

Lo,1)) (x) =1Ijo,1) (x) = {0

c.0.C.

1.2. Transformaciones

Teorema 1.2.1° Sea X que tiene funcién de distribucién acumulativa Fx (x), sea ¥ = g(X),
y sean y y I tal que

x=1x: fx(x)>0} y Y={y: y=g(x) paraalginxey}
entonces.

5 Casella, G., Berger, R.L. (2002). Statistical inference. Pacific Grove CA: Duxbury. (p. 51)
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(1) Si g es una funcién creciente de y, Fy (v) = Fx(¢~'(y)) para ye Y.
(2) Si g es una funcién decreciente de ¥ y X es una variable aleatoria continua,

Fy(y) =1—Fx(g"'(y)) para ye.

Ejemplo 1.2.2 Suponga que
1 =
wax(x)zﬁeﬁ 0<x<oyf >0,

defina la transformaciéon ¥ = X7, y > 0, encuentre la funcién de distribucién acumulativa
dey Fy(y).

X tiene una distribucion exponencial (%) por el primer teorema fundamental del calculo®
se tiene que la funcién de distribucién acumulativa es

X1 = —t —x
FX(x):/—eBdt:—eﬁ =1l—efF 0<x<oo,
o B 0
al hacerY:g(x):Xé.Dado que
d d 1
Eg(x) = axé = axé_l >0, para 0 <x < oo,

: . . 1. .
se tiene que g(x) es una funcién creciente. El rango de X es [0,00), xo tiene el mismo
rango [0,o0) esto es ¥ = [0,00).

Paray > 0,
y= xé —— X :yo‘, entonces gil()’) :ya-
y paray > 0, se tiene que

Fr(y) = Fe(g~' () = 1—exp{—%y“}.

La distribucion de la variable aleatoria Y se conoce como la distribuciéon Weibull con
parametros o > 0, B > 0 es decir si Y ~ Weibull(a,3) su fdp es

d

fry) = @Fy )

6Spivak, M. (2003). Calculus, 2¢ ed. México: Reverté (p.398)
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La distribucién Weibull modela como se distribuyen los fallos (en sistemas) cuando la
tasa de fallos es proporcional a una potencia del tiempo:

Un valor ¥ < 1 indica que la tasa de fallos decrece con el tiempo.

Cuando y = 1, la tasa de fallos es constante en el tiempo.

Un valor ¥y > 1 indica que la tasa de fallos crece con el tiempo.

Teorema 1.2.37 Sea X que tiene fdp fx(x) y sea ¥ = g(X), donde g es una funcién
mondtona. Sean ¥ y Y igualmente definidas como en el teorema (1.2.1). Suponga que
fx(x) es continua en ¥ y que g~!(y) tiene derivada continua en Y. Entonces la fdp de Y
esta dada por

- 4ol sigescreciente
)= LEy) = {fx<g 0D )  sig ,

8
el y
dy —fx(g 'y )%g’l(y) sigesdecreciente.

Ejemplo 1.2.4 Suponga que X tiene fdp exponencial (1)

1
fX('x):_x 0<X<°0,

encuentre la distribucion de la variable aleatoria Y = o — ylog(X) para —co < @@ < o0 y
Y> 0.

Sea Y = g(x) se analiza el comportamiento de g(x)

d d Y
80 = la—rog(X)]=—— <0, 0<x<e,

por lo tanto g(x) es decreciente, como la funcién log(x) es monétona creciente®, al ser
Y = g(x) una transformacion mondtona, se sabe que ¥ = g(x) también es monétona. El
soporte de X es y = (0,0) y surango es Y = (0, 1), la funcién ¢* es continua, por lo tanto
fx(x) es continua.

Como Y = g(x) = a — ylog(X), entonces

g”(y):exp{%} y diyg—‘<y>:-}exp{7}.

7Casella, G., Berger, R.L. (2002). Statistical inference. Pacific Grove CA: Duxbury. (p. 51)

8Bartle, Robert G., (2010). Introduccién al andlisis matemaético de una variable. 3¢ ed. México: Limusa
Wiley. p(184)
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Para y € (—co,0), se tendrd

o) =—fxg')—¢ ')

Y

La distribucién de la variable Y coincide con la distribucion Gumbel de pardmetros o € R
y ¥ > 0, por lo tanto si Y ~ Gumbel(a,y) su fdp es

(o en{=1)) frf5))

fr(y) = ”

Y su funcion de distribucién acumulativa sera

oy [ ool (ol

—oo Y

—ep{—ep— {2 o 1L

Teorema 1.2.5° Sea X que tiene fdp fx(x)y seaY = g(X), y defina el espacié muestral

t

como en el teorema (1.2.1). Suponga que existe una particion, Ag, Ay, ...,Ag, de x tal que
P(X€eAo) =0y fx(x) es continua en cada A;. Ademads, suponga que existen funciones
g1(x),...,8gk(x), definidas en Ay,. .., A, respectivamente, satisfaciendo

g(x) = gi(x), para x e A;,
gi(x) es mondtona en A;,

el conjunto Y = {y: y = g;(x) para algun xe A;} es la misma paracadai=1,... k,y
g I(y) tiene derivada continua en Y, para cadai = 1,...,k.
Entonces

E S 0| e )] ver
0 c.o.c
Ejemplo 1.2.6 Sea X con distribucién Cauchy(0,0),
Ao
w1 ()

Considere Y = X* —2X?. Sea y = g(x) = x* — 2x?, entonces

fx(x,0,0) = —c0 < x < oo, —o0< B <oo, 0>0.

9Casella, G., Berger, R.L. (2002). Statistical inference. Pacific Grove CA: Duxbury. (p. 53)
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Y =4x} —dx = 4ax(x* - 1),

al obtener los puntos criticos

y':0 —x1=0,x=1yx3=—1,

Y =122 —4

y'(0)=—4, y'(1)=8y)y"(-1) =3,

por lo tanto en el punto x; = 0 se tiene un maximo y tanto en x = 1 y x3 = —1 se encuen-
tran minimos, que junto a el criterio de la primera derivada se tiene que g(x) = xt—2x?
es monGtona en (—oo, —1), (—1,0), (0,1) y (1,00), ademds que Y = (0,0), entonces se
pueden tomar

Ao ={0};
h= o), s =22, )= VT
Ay =(=1,0), @) =2"-2¢ &'0)=—\/-Vy+1+1
A3 =(0,1), g3(x)=x*—22 g ') =1/-Vy+1+1;
A= (L), galn)=x*-27, g/'(n)=\/Vy+1+1

Notese que el teorema no puede ser utilizado ya que

T={y:y=gi)}={:y=gx)} #T={y:y=g)}={y: y=g3(n},
pero se puede restringir a la funcién

fx(x,e,(f):i !

——————, —© <0<, 0>0.
T+ (55)

tal que X¢e (—\/5, \/§> . }. De esté forma g(x) = x* — 2x? es monétona en (—\/5, —1) ,
(—=1,0), (0,1) y (1,\/§> , al tomar

Ao ={0};
A1:<—\/§,—1>, g1(x)=x*-22, gl (y)=— y+1+1;
Ar=(-1,0), @) =x*-22 g'()=—\/—Vry+1+1;
A3=(0,1), g(x)=x'-27 g;'(y)=1/—Vy+1+1
Ag=(1,V2), gale) =2t =22, ' () =/ \yFT+1.
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La fdpdeY es
1 1 1
fr(y)=— - +
MH(_ mﬂ—e)z 4W/Vy+1+1yy+1
(o)
1 1 1 N
ﬂ61+<—\/—\/m+1—9>2 4/ VyFT+1y+1
(e}
1 1 1 N
n61+<\/ﬁ9>2 4/ yF1+1yy+1
(o)
1 1 1
4/ Vy+FT1+1yy+1

o 2
1+( \/y—l—o!—i-l—é))

1 1 1 1
S+ +

fr(y)=—
10 4/ \y T 1+ 1y T 1 1+(‘ \/yTl+1—9) 1+( —«mﬂ—e)z

o o

1 1 1 1
+— +
TO4\/\y+T+1/y+1 1+( \/mie)z 1+( \/mie)z

(e o

Para0 <y < 1.



CAPITULO 2

Marco tedrico de variables aleatorias en el espacio

En diversas ocasiones, al estudiar un evento se requiere conocer mas de una de sus
caracteristicas, por lo que no basta con la informacion que proporciona una sola variable
aleatoria, en este caso, se necesita de un estudio conjunto de sus propiedades.

Al analizar grandes muestras, la informaciéon que proporciona una variable aleatoria no
es suficiente para describir la muestra, por eso es de suma importancia la informacion de
n-variables aleatorias que hardn un andlisis mas robusto. Para llevar a cabo este tipo de
andlisis, se requiere de teoremas, funciones y procedimientos que genera el célculo de
varias variables.

Por tal motivo, en este capitulo se estudia la relacién que existe entre el cdlculo de varias
variables y modelos probabilisticos que involucran mds de una variable aleatoria, estos
son llamados modelos multivariados.

Dichos modelos son descritos por funciones en el espacio R" y estas funciones se rigen

por la teoria del célculo de varias variables. Algunas técnicas y conceptos descritas en el
capitulo I son generalizadas en el caso multidimensional.

2.1. Distribuciones conjuntas y marginales

Definicion 2.1.1 Sean Xj, ..., X,, n variables aleatorias. La funcién
Fx, . x, : R"—[0,1], definida por:

2.1.1) Fx, . x,(X1,..., %) =P[X1 <x1,..., X < xy]

es llamada funcién de distribucién acumulativa (fda) o funcién de distribucién conjunta
deXl,...,Xn.

La funcién Fy, _ x,(x1,...,X,) cample con tres condiciones

(i) La funcién x — Fx, . x,(X1,...,Xj—1, X, Xj41,..., X,) s no decreciente y continua
por la derecha.

(ii)xlinzoFX"'”’X” (xl,...,xj_l, Xy Xjg1s.eey xn) :FXI7~~~7Xj—I-,X/‘+17--~7Xn (xl,...,xj_l, Xjtlyees xn)
(iii)xil;’zlooFXh...,Xn (Xl,...,Xj_l, Xy Xjt1yee xn) =0.

13
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Asociada a un vector aleatorio (Xj,..., X,) con su respectiva fda F, .. x, estd otra fun-
cidn, llamada ya sea funcion de densidad de probabilidad conjunta ( fdp con junta) o fun-
cién masa de probabilidad conjunta (fmpconjunta). Los términos (fdp conjunta) y
(fmpconjunta) refieren, respectivamente, a los casos continuos y discretos respectiva-
mente.

Definicion 2.1.2 Se dice que las variables aleatorias X1, ..., X, forman un vector aleatorio
discreto si existe una coleccidn finita o infinita numerable de vectores

tales que:

P [Xl :xgm), . ¢ :xflm)} > 0, paracualquierm.

yP [Xl =" X, :x,({”)} —1

En este caso, la funcién fx, . x, : R" — [0, 1] definida por:
(2.1.2) fxp X, (X1, . x0) =P X1 =x1,..., Xy = Xp)

es llamada funcién masa de probabilidad conjunta ( fmp con junta) de X,...,X,.

La propiedad de aditividad numerable implica la relacion:

Fx, .. x, (X1, - -Xn) = Z th...,Xn (yl,---yn)
{(ylv"'ayn)‘yl lea-“vynsxn}

si A C R" estd relacion equivale a

P[(X],...,Xn) EA] = Z le7,..7Xn(X1,...Xn).
{(x1,...xn)EA}

Sea (X,Y) un vector aleatorio discreto bivariado. Entonces la funcién f (x,y) de R* en
R definida por f(x,y) = P(X =x,Y =y) es la fmpconjunta de (X,Y). Si es necesario
poner énfasis en el hecho de que f es la fmpconjunta de el vector (X,Y) en lugar de
algtn otro vector, se usard la notacion

Txy(x).
La fmp conjunta puede ser usada para calcular la probabilidad de algin evento definido
en términos de (X,Y). Sea A algtin subconjunto de R?. Entonces

P(X.Y)eA)= ) f(xy).

(x,y)€A
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Definicion 2.1.3 Sea Xi,...,X, un vector aleatorio con funcién de distribucion conjunta
Fx,..x,(x1,...x,) y S C R" un conjunto abierto tal que

P[(X1,...,X,) €S| =1.

Si:
o Fx, . x,(x1,...x,) es continua sobre R".
S"F, . .
o M= existe y es continua sobre S.
0x1,...0xy,
Entonces, el vector aleatorio (Xj,...,X,) es absolutamente continuo y la funcién:
5nFX1 X .
R (X, X Si(X1,...X,) €8
(2.1.3) fX],...,Xn(xlv"'-xn) — J Oxy,..8x, ( 15 n) ( 15 n)
0 c.o.c
es una funcién densidad de probabilidad conjunta (fdp conjunta) de Xi,...,X,, en el caso

unidimesional de R! se le llama funcién densidad de probabilidad (fdp).

Una fdp conjunta tiene dos propiedades:

() fx, .. x, (xl,’ o Xpy) > 0.
G [T [y x, (X, x) = 1

Para vectores aleatorios bivariados continuos se tiene la importante relacion

F(x,y):/_io/_wa(s,t)dtds.

De el teorema fundamental del calculo, esto implica que

8°F (x,y)
5x—5y = f(x>)’)

con continuidad en los puntos de (x,y).

Definicion 2.1.4 Sea Xi,...,X, un vector aleatorio discreto con fmpconjunta f, .. x,,
se llaman funciones masa de probabilidad marginales a las funciones

(214) fXj (Xj) = Z fX17...7Xn ()C],...,Xjfl,XJ#l,...xn) .

X1y X j— 15X j 15 Xn

Si (X,Y) es un vector aleatorio discreto bivariado con fmp conjunta fx y(x,y). Entonces
las funciones masa de probabilidad marginales de X y Y,
fx(x)=P(X=x)y fr(y) =P (Y =y), estan dadas por
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=Y fryxy) y fr(y) =Y frr(xy).

YER XER

Definicion 2.1.5 Sea Xj,...,X, un vector aleatorio continuo con fdpconjunta f, .. x,,
se llaman funciones densidad de probabilidad marginales a las funciones

Jx; (x) = /_:"/_:fxl,‘..,x,,

(2.1.5) (xl,...,xj_l,xj,xj+1,...xn) dxy...dxj 1dxjiy...dx,.

Las funciones densidad de probabilidad marginales de X y Y también son definidas como
en el caso discreto con integrales reemplazando sumas. Las funciones densidad de
probabilidad marginales pueden ser usadas para calcular probabilidades o esperanzas que
involucran sol6 a la variable aleatoria X o Y. Especificamente para el caso bivariado, las
funciones densidad de probabilidad marginales de X y Y estdn dadas por

:/ f(xuy)dya —oo <X < oo,

:/ f(xvy)dx7 —oo Yy <.

2.2. Momentos de una variable aleatoria e independencia

Definicion 2.2.1 Esperanza

Sea (Xj,..., Xx) una variable aleatoria discreta n — dimensional con fmp conjunta
fx,,...x.(+,...,-). El valor esperado de una funcién g (-, ...,-) de la variable aleatoria
n — dimensional , denotada por E [g (X1, ..., Xi)] , es definida por

(2.2.1) E[g(X1,, X)) =Y 8 51y ey i) Sy o X (X1 s X0,

En el caso de una variable aleatoria continua n — dimensional con fdp conjunta

fX],...,Xk('v AE) )

(2.2.2) E[g(X1,... X / / / (X105 eeey X)) X x (X1 o X))

En particular, si g (xp, ..., x¢) = x;, entonces

Efg(Xi,.... Xp)| = E[Xi].
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Si Xj,...,X, son variables aleatorias que tienen valor esperado, entonces
(2.2.3) EXi+ - +X)]=E[Xi]+ -+ E[X)]

Definicion 2.2.2 Varianza
Sig(x1,..., x¢) = (x; — E [Xi])*, entonces

(2.2.4) Elg(Xi,... X)) = E [(x,- —E [xi])z] = var|[X]].

la raiz cuadrada positiva de Var [X] es la desviacion estandar de X.

La desviacidn estandar s de una muestra se calcula mediante la formula

(2.2.5) 5= \/ : 1 i (x;—%)°

Algunas veces es mds comodo utilizar una férmula alternativa para la varianza

Var[X] = E[X — E [X])?
E|X?2XE[X]+(E [X])z]
2

E [X*] —2(E[X])* +(E[X])

E[X?| - (E [X 1)
Fundamentado en el hecho de que E [XE [X]] = E [X] E [X] = (E [X])?, dado que E [X] es
una constante. Por lo tanto

_ 2 2
(2.2.6) Var[X] =E [X*] — (E[X])".
Si las variables aleatorias Xi, ..., X, son independientes, entonces

(2.2.7) Var[Xi+ -+ X, =Var[Xi] + -+ Var[X,]

Definicion 2.2.3 Funcién Generadora de Momentos
Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucién acumulativa Fx(x). La funcién
generadora de momentos o fgm, de X, denotada por Mx (1), es

Mx(t) = E [¢X],

siempre que la esperanza exista para ¢ en alguna vecindad de 0. Esto implica que hay un
h > 0tal que, paratodaten —h <t < h, E [etX } existe. Si la esperanza no existe en una
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vecindad de 0, se dice que la funcién generadora de momentos no existe.

En términos mds generales se escribe la fgm de X como

(2.2.8) Mx (1) :/ eX fx(x)dx siX escontinua,

0

(2.2.9) My (t) =Y ¢*P[X =x] siXesdiscreta.
X

Si X tiene fgm Mx(t), entonces

E[x"] = M (0),
donde se define

d—nMX (t)

m(0) = 2

1=0
Esto es, el n-esimo momento es igual a la n-esima derivada de Mx () evaluada en r = 0.

Definicion 2.2.4 Sea (X, ..., X,) una variable aleatoria n-dimensional con fmp con junta
fx,,..x, (X1,...,x4) . X1,..., X, son definidas como independientes s{ y sol6 si

(2.2.10) Ixi, %, (X1, H Ixi(x:)

para todos los valores (xi,..., x,) de (X1,..., X,).

Sea (Xi,..., X,) una variable aleatoria n-dimensional con fdp conjunta fx, . x, (X1,...,Xs).
X1,..., X, son definidas como independientes si y sol6 si

(2.2.11) Iy, X, (X1, fo X;)

para todos los valores (xi,..., X,).

2.3. Probabilidad condicional y esperanza condicional

Definicion 2.3.1 Sea (X,Y) un vector aleatorio discreto bivariado con fmp conjunta
f(x,y) y funciones masa de probabilidad marginales fx (x) y fy (y). Para algin x para
el que P(X =x) = fx (x) >0, la fmp condicional de Y dado que X = x es la funcion de
y denotada por f (y | x) y definida por

(2.3.1) fOlx)=PY=y|X=x)=
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Para algtn y parael que P(Y =y) = fy (y) > 0, la fmp condicional de X dado que Y =y
es la funcion de x denotada por f (x | y) y definida por

f(xy)
fr(y)

Definicion 2.3.2 Sea (X,Y) un vector aleatorio continuo bivariado con fdp conjunta
f(x,y) y funciones densidad de probabilidad marginales fx (x) y fy (y). Para algin x para
el que P (X =x) = fx (x) >0, 1a fdp condicional de Y dado que X = x es la funcién de y
denotada por f (y | x) y definida por

fx[y)=PX=x|Y=y)=

_fxy)
Jx (x)

Para algtin y parael que P(Y =y) = fy (y) > 0, la fdp condicional de X dado que Y =y
es la funcién de x denotada por f (x| y) y definida por

(2.3.2) fOlx)=P¥ =y|X=x)

f(xy)
fr(y)

Si X y Y son conjuntamente continuas, entonces para cualquier conjunto A,

fx[y)=PX=x|Y=y)=

P{X8A|Y:y}:/AffiL(’y);) y P{YeA|X:x}:/Af(x(’xy)).

X

Definicion 2.3.3 Si g(Y) es una funcién de Y, entonces el valor esperado condicional
de g (Y) dado X = x es denotado por E (g (Y) | x) y es dado por

Ye()f(lx) caso discreto
(2.3.3) E(gY)|x)=< v

fjx,g(y)f(y | x)dy caso continuo.

La varianza de la distribucién de probabilidad descrita por f(y|x) es llamada varianza
condicional de Y dado X = x y es denotada por Var (Y | x), de la definicién 2.2.6 se tiene

(2.3.4) Var(Y |x) = E (Y? | x) — (E(Y | x))*.

2.4. Transformaciones multidimensionales
Definicion 2.4.1 Transformaciones discretas bivariadas.
Sea (X,Y) un vector aleatorio bivariado con una distribucién de probabilidad conocida.

Abhora se considera un nuevo vector aleatorio bivariado (U, V') definido por U = @, (X,Y)
yV =d,(X,Y).Donde @ (x,y) y @, (x,y) son algunas funciones especificas.
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Si (X,Y) es un vector aleatorio bivariado discreto, entonces hay sol6 un conjunto contable
de valores para el que la fmpconjunta de (X,Y) es positiva. Se llamard a este conjunto
</ . Se define el conjunto

B ={(u,v) : u= Py (x,y) yv= P2 (x,y) paraalgiin (x,y) e/} .

Entonces # es el conjunto contable de posibles valores para el vector aleatorio discreto
(U,V).Y si, para cualquier (u,v) €%, A,y es definido como

A ={(x,y) e+ @y (x,y) =uy Py (x,y) =vj.
Entonces las fmpconjunta de (U,V), puede ser calculada desde la fmpconjunta de
(X,Y) por:

(2.4.1) f(U,V) (M,V):P(U:M,V:V):P((X,Y)EAMV): Z fX,Y(xuy)'
(X7Y)€Auv

Definicion 2.4.2 Transformaciones continuas muldimensionales'.

Sea (Xi,...,X,) un vector aleatorio absolutamente continuo con funcién de densidad con-
junta fx, . x,, 2 C R" un conjunto abierto tal que

P[(Xy,....Xy)e/] =1y @ : R" — R" una funcién tal que:

(i) @ es inyectiva sobre o7 .

(ii) Si @ : &(/) — R" es la inversa de @ y ¢y, ..., @, son los componentes de @, en-
tonces las derivadas parciales % existen y son continuas sobre @ (7).
J

(iii) SiJp : @ (/) — R es el Jacobiano de @, entonces J,(y) # 0 para cualquier ye P (7).

Entonces el vector aleatorio (Y1,...,Y,;) = @ (Xj,...,X,) es absolutamente continuo y una
funcién de densidad conjunta, fy, . y,, de (Y1,...,Y,) estd dada por:

(242) le,...,Yn ()’17 "'7yn) = }J(p()’h--~a)’n)‘fX1.,...,X,1 (q) (ylv 7yn))

para cualquier vector (yi,...,y,) € R".

Teorema 2.4.32 Formula de convolucién

Si X y Y son variables aleatorias continuas independientes con fdp fx(x)y fr(y)
respectivamente, entonces la fdpde Z=X+Y con W =X es

IN6tese que las tres restricciones hacia f son las mismas al teorema de cambio de variable de calculo
integral de varias variables. Claudio Pita Ruiz. (1995). Célculo Vectorial. México. Prentice Hall. (p. 591)

2Casella, G., Berger, R.L. (2002). Statistical inference. Pacific Grove CA: Duxbury. (p. 215)
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(2.4.3) fz(z) = /_°° fx(w) fy(z—w)dw.

2.5. Estadisticos de orden

Definicion 2.5.1 Sean X1, ..., X, n variables aleatorias. Las variables aleatorias X1ys-- > X(n)s
que representan el ordenamiento de Xi,..., X,, en forma creciente, son llamados los es-
tadisticos de orden correspondientes a X1, ..., Xj,.

Los estadisticos de orden son variables aleatorias que satisfacen X(j) <... < X(;).

Sean Xi,..., X, n variables aleatorias absolutamente continuas e independientes, con fdp
comun f. Entonces una fdp conjunta de los estadisticos de orden, X(yy, ..., X(,),
correspondientes a X1, ..., X}, , estd dada por:

nlfx (x1) - fx (Xn) —oo<xp <. <xp < oo
0 c.o.c.

(251) fX(l),...,X(n) (Xl,.--,Xn) = {

Teorema 2.5.2 3Sean X(1)s---» X(n) los estadisticos de orden de una muestra aleatoria,
Xi,..., Xy, de una poblacién continua con fda Fx (x)y fdp fx (x).Entonces la fdp con junta
de Xy X, 1<i<j<n,es:

252 fx ! Fi () fic () [Fi ()] ™!

X (#7) = G- G—1—i)(n—j)!

X [Fx (V) = Fx (W) " [1=F (W)]"7 —eo<u<v<oo

2.6. Estimador de maxima verosimilitud

Definicion 2.6.1 Sea fx (x| 0y,...,6;) que denota la fdp o fmp conjunta de una muestra
X =(Xi,...,X,). Entonces, dado que X = x es observado, la funcién de 6 definida por

@261)  L(O.X)=L(8r,....0 | xi....x) =] | .61, 6).
i=1

es llamada funcién de verosimilitud. La funcién de la verosimilitud puede ser complicada,
por lo que se acostumbra trabajar con el logaritmo de esta verosimilitud, conocida como
la log-verosimilitud

n
logL(0,X) =4(6y,...,6; | x1,...,x,) :Z logfx (xi,01,...,6)).
i=1

3Ross, S. M. (2006). A first course in probability theory. New Jersey: Prentice Hall. (p.273)
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Ambas funciones estdn dadas es funcion de 6 para una muestra fija observada X.
Después de obtener cualquiera de estas funciones, el procedimiento para encontrar el esti-
mador maximo verosimil G,y de 6 es el estdndar de cdlculo diferencial para encontrar un
maximo de una funcién. Es decir, hay que resolver

% = 0y verificar que

52Log(9,X)

52~ < Oenelolos puntos criticos de la primer derivada parcial.



CAPITULO 3
Ejercicios tedricos

Después de conocer las propiedades de las variables aleatorias unidimensionales y mul-
tidimensionales, es necesario saber aplicarlas en diversos escenarios. De acuerdo a la
necesidad o el interés de estudio, se pueden realizar transformaciones permitidas que el
vector admita.

Como se vio en el capitulo 2, los modelos probabilisticos multidimensionales son
descritos por funciones como la de distribuciéon acumulativa, las marginales y condi-
cionales, sin embargo, en otras ocasiones el objetivo del estudio involucra la suma, resta o
producto de mds de dos variables aleatorias, es por ello que en estos casos y en otros mas
se lleva a cabo una transformacion.

Cuando el area de estudio comprende muestras de variables aleatorias, resulta ttil y en
muchos casos indispensable, conocer su orden, sus valores esperados o sus probabili-
dades, por tal motivo, en este capitulo se realizan aplicaciones tedricas de los teoremas
y definiciones expuestas en el capitulo 2, que permiten ampliar el panorama de diversas
aplicaciones en los diferentes casos de combinaciones de variables aleatorias.

3.1. Distribucion conjunta y marginales

Ejemplo 3.1.1 (funcién de distribucién acumulativa) Sean X, Y dos variables aleato-
rias independientes con fdp Uniforme(0,L) cada una. Hallar la funcién de distribucién
acumulativa de la variable Z =X —Y.

Como X y Y son independientes, la fdp con junta es de la forma

1
fxy (x,y) = 2 0<xy<L

Se verificard que efectivamente es fdp conjunta, con base en la definicién 2.1.3 se debe
mostrar que se cumple

(>} (>} [ee] [ee] 1
/_ /_ f(x,y)dxdy :/_ /_ dedy =1

Como Z = X —Y, existen dos casos, cuando 0 < x <y < Lycuando 0 <y <x <L, por lo
tanto

23
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Se requiere la funcién de distribucién acumulativa de Z y por (2.1.1)
F;(z2)=P[Z<z]=P[X-Y <z=Plx—y <7

De nuevo existen dos casos. Cuando 0 <x <y < L= —L < —-Z <0 (figura 3.1.1), los
limites de integracién son definidos por

—L<x—y<-—z=—=y—L<x<y—z
(como 0 < x)

—0<x<y—z

—L<x—y<-—z=—=x+z<y<x+L
(six=0)
—z<y<L
En el caso en que 0 < y <x<L=0 < Z < L (figura 3.1.2), es mas fécil trabajar con
la formula P[Z <z] =5 —P[Z> 7] = 5 — P[x—y > z]. Por lo tanto los limites de inte-
gracion seran
I<x—y<L=x—-L<y<x—z

(como 0 <y)

= 0<y<x—z
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<x—y<L=z+y<x<L+y

(siy=0)
—0<x<L

Con lo que la funcién de distribucién acumulativa de la variable Z es de la forma

L py—z 1
Fy(z) = fz nyLzﬁdxdy —L<Z—<O‘
5= Jy fdvdx 0<Z<L
(L—2)*
Fyz) =4 a7, —-L<Z-<0
AL 0<Z<L
P(x-y<-z) T
| I ]-I"{L_ | I I ....... dl(xﬁf):?ZIl
_L 1 1 1 1 1 _z 1 1 1 | 1 1 -ji 1 1 1 1 1 _I“ t
O=x<y-z z<y<L

TO0<y<x-z z=x<L
111
B P8 P.(L?}z:) |
1 } z X L
i d(x,y)=z

FIGURA 3.1.2. Regién del ejemplo 3.1.1 caso y < x.

Ejemplo 3.1.2 (funcién masa de probabilidad conjunta) Sea (X,Y) un vector aleatorio
discreto con fmp con junta dada por:

kx six,ye{l,...,N
fxy(x,y) = {0 t J :

c.o.c.

Calcular a) el valor de & para el que fx y(x,y) cumple con ser fmp conjunta,b) P[X =Y]
yo)PX <Y].
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a) De la definicién 2.1.2 se tiene que

fxy(x,y) =Nk Y X
{(xy)lxye{l,...N}} {(ey)xye{l,...N} }

N
= Nk Z X
x=1

N*(N+1)

=k
2

=1

Por lo tanto, k =
b)

2
NZ(N+1)°

PX=Y]= ) fxr(x,y)
{(xvy)|x7y€{17"'7N}7x:y}

=k Z X
{(xvy)|x7y€{17"'vN}7x:y}

N
:ka
x=1

2 N(N+1)
N(N+1) 2

1
N
c)

PIX <Y]= Y fxy(x,y)
{(xy)|xye{l,....N}x<y}

=k Z X
{(xy)|xye{l,....N}x<y}

:sz_:] % X

x=1y=x+1

N—1
=k ; x (N —x)

N—1 N—1
=k [N Z xX— Z x2]
x=1 x=1

2 N(N—1) N(N-1)2N—1)
_NZ(N+1)[ 2 6
_IN-—1

"3 N

26
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Ejemplo 3.1.3 (funcién densidad de probabilidad conjunta) Sean X; y X, dos variables
aleatorias independientes continuas con fdp exponencial (1) cada una. Considérense
las transformaciones U = X; +X, y V = X1, Calcular la fdp conjunta de (U,V) y sus
fdp marginales de U y de V.

Como X y X, son variables aleatorias continuas independientes, por (2.2.11), la
fdpconjunta de X1y X es

fxx (x1,00) = A2eANHR) 0 <y ) < oo
Al aplicar (2.4.2), sea el conjunto .o = {(x1,x2) : 0 < x1,xp < oo}
Se tiene que P; (x1,x2) = x1 +x2 y P2(x1,x2) = €*1. Para un valor fijo de x;

¢ =x1=In(v) 0<In(v)<eo

or=x2=u—In(v) 0<u—In(v) <oo

por lo tanto la fdp conjunta de (U,V) es de la forma

In(v) <u<oo

. 1 o 1 2 —Au
foy(u,v) =~ fax(In(v),u—In(v)) = ~A% 1<v<e

Para obtener la fdp de U se procede de la siguiente manera

u

et 1 ¢ 1 u
fu(u) = / SAZe My =A%e Mdv / —dv="2%"Mn(v) |{
1 1

—A2e My 0 < u< oo,

Que es la distribucion de una variable aleatoria Gamma (2,1) .

Por otra parte la fdp de V es.

“ 1, 1, [~ —2 L, e
fv(v) = / “AZe Mgy = =) —Ae Mdu=——Ae M =
( ) In(v) V v In(v) y In(v)

Ejemplo 3.1.4 (funciones masa de probabilidad marginales) Considérese un vector
aleatorio discreto con distribucion
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x=1,2,...,y
fxyz(x,yz)=c y=1,2,...,z .
2=1,2,....10

Encontrar las funciones masa de probabilidad marginales fx (x) y fy ().

Es necesario obtener el valor de ¢ para el que fx vz (x,y,z) es fmpconjunta. Por lo tanto
se debe resolver la ecuacién para c:

c 2(10)3+3(10)2+10+(10)2+10
2 6 2
=220c

1
- 220
Teniendo ya definida la fmp con junta.
1 x=1,2,...,y
fX,Y,Z(xayvz):_ y:1,2,--,Z
2200 12 .10
Yy s
fx(x) = 0
=20
10
=5 X —x+ 1)
220 =
I [(11—x)(x+10) x 1
= — (1l =x)+— (11—
220 { 2 220 (11 =9+ 555 (11 =)

_ <(1;2—0x)) <x—|—210 +x+1)
(11—x) (12— x)

= 20 x=1,2,..,10
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Y1
220
10

10
fr(y) =Y,

z=yx=1

-
220 &

11—
_y(1—y) ye1

2,...,10.
220 g Ly ey

Ejemplo 3.1.5 (funcién densidad de probabilidad marginales) Sea

fxy (x,y) =

o0 | ==

2 2\ -y —y<x<y
(O —x")e {O§y<w

la fdp con junta de una variable aleatoria (X,Y ), hallar las funciones de densidad marginales
deXyY.

Para obtener la marginal de X se integra respecto a y y se observa que
como —y <x<y=x<|y|= |x| <|y| = |y| > |x| y al sery positiva, y > |x|, con lo que

<1
Ix (x) = / g <y2 _xz) efydy

1 [~ 1 «
= ——/ —y2e Vdy+ —x2/ —e Vdy
8 1w 8 Ji
Seau =2, dv=—eYdy = du=2ydy,v=e", al integrar por partes se obtiene

fx(x) = —% {yze_ydy‘x —|—f|;°| —2ye‘ydy} +%xze_ydy‘x

1 “ 1
=3 [— |x|* el +/ —2ye_ydy] - gxze‘x‘

x|

Al aplicar de nuevo integracién por partes con u =2y, dv = —e Ydy = du =2ydy,v=e""

1 o o 1
8| Wy 8
= L |x\2e|x| —2 x| e M —I—Ze_y‘oo — lxze\X\
8| | 8
= Y ]x]zem —2|x| e M — 2e_|x|] - lxze‘x|
81 8
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(como lx|? :xz)
1 1
e Z ‘x‘ ei|x| _|_ Zei|x|

Se procede a calcular fy (y) y estd serd bajo los limites de integracién de x por lo tanto
—y < x < yy entonces

fy(y)z/y%( 2 —x*) e Vdx

1/

= —/ (yze_y—xze_y) dx
8.y

1 2y e ’y

-5 (we =51,
1

= 6y3e_y

Ejemplo 3.1.6 (funcién marginal mixta) Hallar la funcién densidad de probabilidad mar-
ginal la variable aleatoria Y dado la fmp conjunta

Bala_le_[me_’lly 0<A <eo
fY,l(yvﬂ'): y=0,1,2,...
' (a)y!
o, >0

Se procede como indica (2.1.3)

fr(v) :/0
pa

—_ [ pyte—1,=AB+1) 9
F(a)y!/o

De la relacién fooo T H=le=tp — prHkT (4 k)l

dA

oo ﬁalaflefﬁ/leﬂl)ty
I'(a)y!

BT (y+ )
T (a)y! (B+1)"

Como ye N, se supondrd que ¢ €N por lo tanto x +yeN.

fr(y)=

BT (y+ )
T(a)y! (B+1)"

Ademas se sabe que I'(n) = (n—1)!, entonces

fr(y) =

a=0,1,2,...

IN. N. Lebedev. (1965). Special functions and their applications. Prentice Hall. (p. 27)



3.2. MOMENTOS E INDEPENDENCIA DE VARIABLES ALEATORIAS

“(y+o—1)!
fr) = 20 ) a=01,2,..
(¢ —=1)y!(B+1)
Al reordenar términos y del hecho que (}) = ﬁlk),
a=0,1,2,.

= (B () {rmonal

B>0

Entonces la variable aleatoria Y se distribuye como una variable Binomial Negativa con

B

parametros p =y, o, BT

La distribucién Binomial Negativa puede ser vista como una distribucién Poisson, donde
el pardmetro Poisson es por si mismo una variable aleatoria que se distribuye de acuerdo a

31

una distribuciéon Gamma. Por lo tanto la distribucion Binomial Negativa también es cono-

cida como una mezcla Poisson-Gamma.

3.2. Momentos e independencia de variables aleatorias

Ejemplo 3.2.1 (Esperanza, varianza, Fgm de una variable aleatoria discreta) Para la

distribucién Poisson calcular E [x], Var[x] y Mx(t).
Se tiene que

Para la varianza se usard la férmula Var [x| = E [x*] — E [x]?.
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(al hacerm =x—2yn=x—1)

= Let <ziﬂ+ y E)

m:Om! = n!
= Ae* <7Le"l +e’l>
=A%+ A,

Por lo tanto

Var[x] = A4+ 1 —A%=A.

Por dltimo se tiene que Mx (1) = E [¢"], con lo que

[ee] )’x
Mx(t) = Z’e’x—'e—’l
=
Ay (A€
—¢ xzb x!
WACES)
Nétese el hecho de que:
d :
E X(t) _el(e _l)lell _?L—E[x]
t=0 t=0

32
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_ <)Le/le’—l+t> (e +1)

_ 12€le’71+21 _i_le/lelflﬂ

t=0
=A%

=F [xz} .

Ejemplo 3.2.2 (Esperanza, varianza, Fgm de una variable aleatoria continua) Si X es
una variable aleatoria Normal, hallar My () , E [X] y Var[X].

Mx(l‘) =F [etx}

1 o —(x—p)?
= e 257 dx
2no

(al multiplicar por e*e M =1)

— JHE [el(x—ﬂ)}

—et“/ 1= ”)67(2;5 dx
27r6
_ / i [y 207 ()] ;.
270
g /m orer ()20 ()0t —ot]
270 J—
1 1 et — 20 )2 542
— M / 0307 [((x u)—ot) o-z]dx
270 J—
S S /oo oo (H)=0 )2a’x,
2n0o

1 i((x—u)—czt)z . .
Se observa que mezaz corresponde a la fdp de una variable aleatoria

Normal(u + 6°t,62) por lo tanto

21 / " en (=t g
TO J -

con lo que

2.2
My(t) = e*e™ = elHH(0%)/2,

A partir de que se ah obtenido la fgm se puede calcular tanto la esperanza como la
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varianza, se tendra que

d

EX] ==

Mx(t)

t=0

— M2 (44 62 |1z
=(u+0)

=u

Al usar la férmula de la varianza Var[X] = E [X?] — (E[X 1)?, se procede a encontrar

d2
E | X°| = —Mx(t
[ ] d2t X( )
=0
_ (ez,u+(62t2)/2 (62) +et/.i+(6212)/2 (u—l—GZI)Z
=0
:e() (62) +€0([.L)2
— o2l
Con lo que
Var[X] = o+ pu? —p? = 6.
Ejemplo 3.2.3 (Variables aleatoria independientes discretas) Sea
y<x
, +r—1\/x—y+s—1
fxr(xy) = p(1-p) (y y ) ( )yc_y ) x—y=1,2,...
y=0,1,2,...

la fmp conjunta de las variables aleatorias X y Y, determinar si X y Y son independientes.

Es necesario encontrar la fmp marginal de X

R T e et JT

= y x—y

Al partir del hecho de que ((H’Z_]) = (1) (_km)> 2

X

@) = P L ) () DT () X =120
= PP D () =12

2Casella, G., Berger, R.L. (2002). Statistical inference. Pacific Grove CA: Duxbury. (p. 95)
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Se sabe que ( (1)) = ("*,;’”))3

w=0

fx(x) = pr“(l—p)"(—l)x(_(rﬂ)) x=1,2,...

X

—1
= pr+s<1_p)x(x+r+s ) x=1,2,...
x

Se observa que la variable aleatoria X se distribuye como una variable Binomial negativa
con parametro (r+s).
Ahora se calcula la fmp marginal de Y

— y+r—1\ /[x—y+s—1
wor = £ ouor )( ) r-aia
y:

x—y=1 Y x=y

. y+r— x—y+s—1
= p'(1-p) ( ) Z p'( y( >y=071,2,...
X—

—1 xX—Yy

pr(1—p)y (7 f;fl) es la fmp de una variable X — Y con distribucién Binomial Nega-
tiva con parametro s, y como la suma corre por todo su soporte

138

ey (r—yhs— 1y
ps(l p) ( x—=y )_1
r ) y+r_1
fy<y>=p<1—p>>( ' >y=0,1,2,...

La variable Y también se distribuye como una variable Binomial Negativa con pardmetro
r.
Finalmente

1

xX—

<
I

O fxx) = p¥Hs(1—pyP (x-i—r-l—s— 1) (y-l—r— 1)

X y

fry(ey) = p’+s(1—p)x(y+;_l) (x_y_r;_l>
frOfx(x) # frr(x,y)

Y por (2.2.11) las variables aleatorias X y ¥ no son independientes.
En una secuencia de ensayos los cuales sol6 pueden tomar el valor de “éxito” con proba-
bilidad p o “fracaso” con probabilidad (1-p), la distribucién Binomial Negativa es definida

(194

en términos de la variable aleatoria X=ndmero de “fracasos” antes del r-esimo “éxito”

Ejemplo 3.2.4 (Variables aleatorias independientes discretas) Sean X, Y, Z variables
aleatorias independientes con distribucién Uniforme (0, L). Calcular P [X +Y > %Z} .

3Harris, J.;Hirst, J.L.; Mossinghoff, M. (2008). Combinatorics and graph theory. Springer. (p. 142)
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Como X, Y, Z son independientes, la fdpconjunta de la variable aleatoria (X, Y, Z) es
de la forma

1
fX,Y,Z(x7y7Z) = E ng,y,ZSL

En la busqueda de los limites de integracion, se tiene la condicion inicial
xX+y> %z, al fijar la variable y se obtiene y > %z — X,
Si0<3z—x

EZ_X < y<L
3
0<=zz—x = 0<x<=z

2
0<-z<L = 0<z<=L

Si %z—x<0

0 < y<L
3
5Z—x<0 = Ez<x<L
3 2
O<§Z<L = O<Z<§L

Por ultimo si %z —x<L

—7— < <L

i s Y

<L = 3 L<x<L
—7—x —z—L<x
2° 2°

2
O0<—z—-L = -L<z<L

Por lo tanto
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3 3
P{X+Y> EZ] =P {x—i—y> Ez} =

/ 2/ /Z L dydxdz—i—/ /Z/ dydxdz—i—/ /ZZ L/Z x—dydxdz_
(L e L oo L

6L> —1+ 7
913 72

3.3. Probabilidad y esperanza condicional

Ejemplo 3.3.1 (funcién masa de probabilidad condicional y esperanza condicional
discreta)
Sea (X,Y) un vector aleatorio discreto con fmp conjunta

— b (y—x) r=y
e () = NPT el 2, N)
0 c.0.c

Calculara) f (x| y)y f(y|x), D) E(x]y)y E(y[x).
a) El primer paso es encontrar las fmp marginales fx (x) y fy (y).

A=Yy
6 N
:N(Nz—l) y§|—1 (y—x)
B 6 nn+1) x(x+1)
_N(Nz—l)( 2 2 _(”_x)x)
6 n?+n+x*—x—2nx
:N(Nz—l)( 2 )
y—1 6
fY (y) :le N(Nz_ l) (y—X)
6 4
T N(N? 1)x:1(y_x)

_ N(Ng_l) ()’()’2— 1)).

Con las fmp marginales se obtienen las funciones de distribucion condicional



3.3. PROBABILIDAD Y ESPERANZA CONDICIONAL

_fxy)
flxly = fr ()
N(Ng ) (y—x)
N(Ng_l) <y(y;1)>
_ 2(y—x) x<y
yiy—1) {x,yte{l,2,...,N}
_fxy)
f(y|X)—fX(x)

m(y—x)

6 <n2 +n+x? —x—2nx>
N(N2-1) 2

_ 2(y—x) x<y
(n—x)(n—x+1) {x,y}e{l,2,...,N}

b) Dado que E (x | y) = Yxf (x[y) y E(y | x) = %yf(y | x) se tiene que

E(x|y) =

N

2y(y—x
EbIx= Z (n—x);((i—x)—f— 1)

y=x+1
2 o,
= y©—yx
(n—x)(n—x+1) y—;l—l
B 2 n3—x3+n2—x2+n—x_nx(n+1)+x2(x+1)
C (n—x)(n—x+1) 3 2 6 2 2

_2N+1+x
— 3 )

38
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Ejemplo 3.3.2 (funciéon masa de probabilidad condicional y esperanza condicional
discreta)
Sea

Sxy(xy)=e ™ (1—e )Ly (X) [0 () + e (1 =€) L0.x) () [(0,00) ()

a) Demostrar que fy y (x,y) es fda conjunta.
b)Calcular f(y | x)y E (y | x) para x > 0.

a)Una fda conjunta cumple con [~ [ fxy (x,y)dxdy = 1, para este caso

//fxyxydxdy //eyl—e dxdy+// (1—e™)dydx
// Ydxdy — // e xdxdy—}—// *dydx — //e e Vdydx

_y_l) —X —X —
—ye Y —e” y_ ¥ ) + |—xe " —e Tt ——=
" 2

2 y
1
2

x=0

b)Por propiedades de la funcionindicadora (1.1.5)

eV (l—e™) 0<x<y<oo
fxy(xy = (e (l—e?) 0<y<x<o
c.o0.c

Se calcula fx (x) parael caso 0 <x <y < oo

fx (x) = / eV (1—e)dy
X
:e_x(l—e_x)
YparaO <y <x <oo
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Al aplicar la definicion de esperanza condicional (2.3.2) se debe obtener

i e*yd o —y —y|ee
: y_dy=—e (ye+e))

=x+1

/x 1—e™ 4 :/x y o ye? J
0 ye_x+x—1 Y 0o e +x—1 e *+x—1 Y

B X2+ 2xe ™ +2e ¥ -2

2(e*+x—1)
E(y|x) {x+1 O0<x<y<oo
YIX) = 242w ¥+2e 72 :
) 0<y<x<eo

3.4. Transformaciones multidimensionales

Ejemplo 3.4.1 (Transformacion discreta) Sean X; y X, dos variables aleatorias inde-
pendientes con distribucién Binomial con pardmetros (ny,p) y (n2,p) respectivamente.
Obtener la fmp de la transformaciéon U = X + X5.

Las fmp marginales de X; y X, son:
fx, (x1) = (Zl>px‘(l —p)" x1=0,1,2,..n; 0<p<1
1

fx,(x2) = (Zi)zﬁ’”(l—p)”z"“2 x=0,1,2,.n; 0<p<l1

Como son variables aleatorias independientes, su fmp conjunta de (X, X») estd dada por
la multiplicacién de las fmp respectivas de X; y X». Por lo tanto:

S, % (x1,%2) = <Zi> (Zi)p’”*’@(l —p)"TRTIT2 e =0,1,2,...n; 0<p< 1

El conjunto <7 es {(x1,x2) : x;1 =0,1,2,..nyx, =0, 1,2,...n}. Se necesitala fmp conjunta
de U = X| 4+ X», se crea una variable auxiliar V = X,.
Por lo tanto se tiene:

Dy (x1,%2) = x1 +x2 y Pa(x1,x2) = x2.
La variable v = x, otorga a v valores no negativos, y para un valor de v fijo

u = x1 +x = x1 +v, u debe de ser un entero mayor o igual a v. Entonces el conjunto de
posibles valores de (u,v) es el conjunto
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B={(u,v): v=0,1,2,.nyu=v,v+1,v+2 ..}
Los tnicos valores que cumplen con el sistema

X1+x2 = u
X2 =V
Son:
Xl = uU—v
X2 =V

Por lo tanto la fmp conjunta de (U,V) es:

f(U7V) (u,v) = thXz(” — )
_(m M\ wii  \nitm—u v=0,1,2, n
_(u—v)(v)p (1=p) u=v,v+1,v+2,..

Ya obtenida la fmp conjunta ahora es necesario obtener fmpmarginal de U. Para algin
entero no negativo u, f(y y) (u,v) > 0sol6 parav =0, 1, ...,u. De estd forma

fuolw) =Y, ( g ><"vz> (1 )i

v=0 u—v

_ (1 — pynitm ;::0 (u’ﬁ v) (112)
(como . ()(2) = (1))

w=0
_ +np
— pli(] — p)utm—u ni
p*(1-p) ( y

Por lo tanto

fu (u) = p*(1—p)n+m= ("1 +nz>

u
Con lo que la transformacién U = X; + X, se distribuye como una variable aleatoria Bi-
nomial con pardmetros (n +ny, p).

Ejemplo 3.4.2 (Proceso Poisson)

Al partir del supuesto de que ciertos eventos son modelados bajo un proceso Poisson con
su respectivo parametro de ocurrencia en el tiempo A. La variable aleatoria Y representara
el tiempo que tardan en ocurrir los eventos, por lo tanto Y ~ Poisson(A). Sea T que
representa la longitud de tiempo hasta que hay n llegadas. Dado que el tiempo es con-
tinuo, se tiene que T es una variable aleatoria continua, el interés central es el de encontrar
la fdpdeT.

Lo que T representa, es que la probabilidad de observar la n-esima llegada después del
tiempo ¢ serd la misma que la probabilidad de que se observen menos de n llegadas desde
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el tiempo cero hasta el tiempo ¢. La funcién de distribucion acumulativa de 7T estd dada
por:

F(t)=P(T <t)
=1-P(T >1)
=1-P(Y <n)
=1-PY <n-—1)

Y tiene distribucion Poisson con pardmetro A y tendrd pardmetro Az en el intervalo de
tiempo (0,7) . Por lo tanto

F(t)=1—-P(Y <n-—1)
n—1

(kt)ye—/lt
y=0 ¥t

n—1 )
= 1 — €_At Z q
y=0 Y
Por el teorema fundamental del célculo se sabe que f(r) = F’(r), al usar la regla de la
cadena, la fdp vendrd dada por:

f(l) _ ;Lefkt nil M e = Yy (lt)y_l

e [y G0y ap!
Ly=0 oS v

e |5 (A (!
b= Y = = DY

e |5 Ay (ay ]
I=ERI =l

(al hacerx=y—1)

_ leflt Z

= Ae M

—de M

tn—lln_e—lt
 (n—1)!

Como I'(n) = (n—1)! y como esto es valido ya que n es entero
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tnfllneflt

Sisesuponequet =x,n=0aypf = % entonces se puede reescribir f(¢) de la siguiente
manera

xa—lefﬁ
f(x) = T(@)p®

comot>0=x>0,n>0= a>0yporultimoA >0 = >0.

Finalmente se observa que f(¢) es un caso especial de la distribuciéon Gamma cuando
sus parametros sonn=a y f§ = %

Si Y ~ Poisson(1), el tiempo hasta que se tengan n llegadas y que se representa por la
variable aleatoria T serd descrito por una distribucion Gamma, esto es

1
T ~ Gamma(n,z).

Ejemplo 3.4.3 (Convolucion) Calcular la distribucién de la la suma de dos variables
aleatorias X y Y independientes cada una con distribucién Cauchy(0, 1).

La fdp de una variable aleatoria Cauchy(0,0) es de la forma

1 1
fX(x’e’G):E—eZ’ —00o < x < oo, —00 < @ < oo, 0>0.
—
1+ (*5°)
Entonces

Sfx(x,0,1) L fr(»,0,1) L <x< <y<

X — — — —o00 X oo, —o0 (o)
X b b 7r1+x27 qu ) n1+y27 9 y

Al definir la nueva variable aleatoria Z = X 4 Y y por el teorema de convoluciones (2.4.3)
y con W = X se tiene

f2(2) = / S () fir (2 — w)dw
/wl 1 l 1
e T FW T 4 (z—w)?

dw

1 / | 1 J
= — w
71-2 . 1+W2 1+(Z_W)2
Se procede a resolver la integral por el método de fracciones parciales* con lo que

1 1 Aiz—w)+B Cw+D
I+ (z—w) 1+w? 14 (z—w)?  1+w?

4George B. Thomas, Jr. (2006). Célculo. Una variable. Undécima edicién. México. Pearson. (p.570)
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1= (A(z=w)+B) (1+w) + (Cw+D) (1+(z—w)’),

Se buscan los valores de A, B, C, yD que dependen de z y no de w y se obtiene el sistema
de ecuaciones

Az+B+D+Dz? = 1
C+C2—A-D2z = 0
Az+B—C2z+D = 0
—-A+C = 0.
Al resolver el sistema se obtiene
2 Z
A=C= D=B= :
244y 2(z2+4)
Al continuar con la integral
1] 1
7)=— dw
fz(2) nz/_w T+ w2 14 (c—w)?
1 [~ [AG=w)+B Cw+D
—_ w
T ) [ 14+ (z—w)” 14w
(o] -; — Z 2 _Z
:i Z(22+4) (2=w) z(22+4) 20 @ dw
)| 14 (z—w)® 1+ (z—w)®  1+w?  I4w?

Ahora se agrupan estas integrales

1 « 2 1 1
fZ(Z) = {nz(z2+4) /m

+ + dw » +
L+z—w) 14w THw? }

. 1 /°° 2w 2w "
m22(2+4) Joo | THW? 14 (z—w)?

Para la primer integral se tiene

1 /°° 2, 1 L1 ] .,
— W fr—
T2 44) Jow [ 14 (z—w)* 1+ (z—w)®  14+w?]
—~ larctan(z— ————arct =
22 larctan(z —w)]”  + 221 4) larctan(w)]”
3 1

w2+4) w5+
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Mientras que para la segunda

1 /°° 2w 2w J
- _ W
m22(2+4) Joo | TH+WE 14 (z—w)?
2 /°° w w J
_ W=
w222 +4) Jow | THW? 14 (z—w)?
2 | w (w—2) 2z /°° 1
n2z(z>+4) /_oo 1+w? 1+(W—z)2] v 72222 +4) J w1+ (w—2)? w
2 1 * 1 * 2z
—— (| zlog(1+w?)| = |=log(1+ (w—z)? ————_[arctan(w —2)]”
722(22 + 4) <[2 og(1+w )] B [2 0g(1+(w—2) )] _w) @A) larctan(w —2)]”,
2
- (2 +4)

Es importante notar el hecho de que la integral

=, [p:”wz — IJEEVW__ZZ)Z] dw = [%log(l +w2)}°_°°° — [%log(l +(w—2)%) R

es finita e igual a cero.

Al sumar ambas integrales se obtiene

4 2
f2(z) = n(2+4) n(2+4)
2
(2> +4)
1 4
Y (22+4)
1 1

()

Por lo tanto la fdp de la variable aleatoria Z es

2
fz(2) = 2244

Con lo que Z tiene una distribucién Cauchy(0,2).
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3.5. Estadisticos de orden

Ejemplo 3.5.1 (Fdp estadisticos de orden) Sean X;, X, X3 tres variables aleatorias con
misma distribucion Weibull(2, B). Encontrar la probabilidad de que la distancia entre cada
par de ellas sea mayor a 1.

Por lo tanto se necesita
PHXZ—X]‘ > 1, ’X3—X1’ > 1, ‘Xg—X2| > 1]

Sean X(1), X(2), X(3) los estadisticos de orden de X, X5, X3 respectivamente, por (2.5.1)
se tiene que la fdp conjunta de X(1), X(2), X(3) es:

2 2 2
3'ﬁ—xle xl/ﬁxze*XZ/ﬁX3e*x3/ﬁ 0<x; <xp<x3

X0, X, Xy (X1, X2, X3) =
DS @ ’ ’ O C. 0. C.

Con la fdp conjunta de X1y, X(5), X(3) se puede obtener la probabilidad deseada de la
siguiente manera:

PHXZ—X1’>1 ‘Xg—X1|>1 ’X3—X2|>1]:
[X<>>X<>+1X<> Xoy+1] =

/ / fX X (Xl, X2, X3)dX3dXdel
x1+1Jx+1
/ / / 3!—3)61€_x%/ﬁX2€_x%/ﬁX3e_x%/ﬁd)@d)czdxl =
x1+1Jx+1 ﬁ

= 2
/ / [——xle 51/ xye2/P ——xgexg/ﬁd)@} dxydx; =
x1+1 x2+1 B

(rp+1)?

X1+X2+ )
// —xlxze ﬁ B 4 dxrdx) =
X

1+1 B

2
(o] _ o — ﬁ 1
/ y 22 leﬁl%%)/ € (\/E(x2+2)) ﬁxzdxz dx;
0 x1+1 \/B

(Al hacer el cambio de variable u = x, + % =du=dx, yxy=u— %)

2
3
1622 —iegy [ —(ﬁ) 2
:/ 3 xleﬁ(x1+2)/ e \/Eu £<u__> du dxl
0 B 2 X1+% \/E 2
v\ i\
La integral fxTJr% 2 (Wu) % (—3)du=—3 fxof+% 2 <Tﬁu> %du se resuelve como la
integral (1.1.4), es necesario tener cuidado de los limites de integracion y del saber que

A # 1, después de
operaciones algebraicas se obtiene
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7 ()
La integral [” —e P du= \/Eflwe 7 M3 du, se transforma a

=

=l

e

- (ﬁ\/g—\/ISTCB +37++/37p
Bv6

Con lo que

P [X(z) > X(l) +1, X(3) > X(z)

1] =e? (B\@_ v lggli/igMJr ” 37”3) B >o0.

Ejemplo 3.5.2 (Transformacién estadisticos de orden) Sean X; y X, dos variables
aleatorias independientes con distribucién exponencial de pardmetro A. Demostrar que las
variables aleatorias U = min (X1,Xz) y V = mdx (X,,X;) — min (X1,X) son
independientes.

Sean X(1), X(3) los estadisticos de orden de las variables aleatorias Xj, X5, por (2.5.2) la
fdp conjunta de X1y, X5) es de la forma
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—x

-
e r e r
fX(1)7X(2) (x1, %) = 2—1 T 0<x <xp<oo

Seau=ux(1)yv=2xp)—X(1) = X(1)=uyxpo =v+u,comou,v>0=0<u<u+v<eco.

1 1
J(u,v):‘o 1‘:“’:1

Por lo tanto la fdp conjuntade U y V es

er e A
va(u,V)—ZT 7 O<u<u+v<oo
—2u -V
_2eT€T O<yv<oo
A A O<u<o

Se observa que U se distribuye como una variable aleatoria exponencial con pardmetro %

y V como una variable aleatoria exponencial con pardmetro % Por lo tanto U y V son
variables aleatorias independientes.

Ejemplo 3.5.3 (Fdp marginales estadisticos de orden) Sean X;, X»,..., X, variables
aleatorias independientes con distribucion Uniforme(0, 1). Encontrar

a) La fdp de la transformacion U = X(,,) — X(1)-

., Xy t+X
b) La fdp de la transformacion V = —~5—.

a) La fdp conjuntade (U, V).

Sean X1y, X@)s--+5 X los estadisticos de orden de X, X5,..., X3 respectivamente, en-
tonces la fdp conjunta de X1y, X, es:

nin—1)[t—xi"% 0<x;<x, <1
0 c.o.c.

fX(l), X(n) (Xl, xn) - {
a)SeaU =X,) — Xy yW=X=X1)=WyX,) =U+W
1 1
J(X<1>7X(n))_‘ 0 1 ‘_1
Como0<x;<x,<1=0<w<u+w<1,lafdpconjuntade (U, W) es de la forma
foow,w)y=nn—1Du"?2 0<w<utw<l

Se obtiene la fdp marginal de U, como O <wyu+w <1 = 0<w <1 —use tiene
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1—u
fu (u) 2/0 nin—1u"2dw
=(l—wnn-—Du"20<u<l

X +X()

b) SeaV = 5 yWZX(1)$X(1)=WyX(n)=2V—W

Al tener la condicion 0 < x; < x, <1 =0<w <2v—w < 1, por lo tanto la fdp con junta
de (V, W) es

frowmw)=2n(n—1)2v—2w)"? O0<w<2v—w<1

Se tiene la region de integracién delimitada por las condiciones 0 < w, w < 2v—w'y
2v —w < 1, al dejar libre a la variable aleatoria V' entre O y 1 se tiene que
si 0<v<i O<w<v
o % <y< % 1 <w< v (figura 3.5.1), por lo tanto la fdp de V es
14
fr(v)= / 2" n(n—1)(v—w)dw
0

1
=2 o< >

v—1
1
=n2" 1 (1 —y)"! §<v<1
X +X
c)SeaU:X(n)—X(l)yV: ()2 0] :>X(n)zv+%yX(1):V—%
1 1
= :1

T (0 ) ‘ I -

Con lo que la fdp conjuntade (U, V) es

n—2
fu,v(u,v) = n(n—1) (v+g—v—|—g)

u u
= — D2 0<v—= —<1.
nin—1)u <v 2<v+2<
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FIGURA 3.5.1. Regién de integracion ejemplo 3.5.3.

3.6. Maxima verosimilitud.

Ejemplo 3.6.1 (Maxima verosimilitud de una muestra aleatoria discreta) Sean

X1, X2, ..., X, variables aleatorias que provienen de una muestra aleatoria Geometrica(p).
Determinar el estimador maximo verosimil de p.

La fmp de una variable aleatoria Geometrica(p) es:

fxep)=(1—p)'p, x=1,2,..:0<p<1.
De (2.6.1) la funcién de verosimilitud es

L(p,X) :ﬁ fx (xi,p)
i=1

:ﬁ (1-p)'p
i=1

= p"(1=p) " (1= p)

Ahora se obtiene la log-verosimilitud

logL(p,X) = {(p,X) = nlog(p) + (log(1 — p)) (Zn‘, Xi— n)

Al derivar e igualar a cero, se obtiene

Y xi—n
6£(p,X) E i i=1 — 0 —
op p 1-p
R n
P=
Z Xj

Es momento de verificar si es maximo
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n n
52((p,X) n iEIXi_n n i§1Xi_n
5 2 T 7 <0
Asz 1_ n
i=1 n
Y xi
i=1

n

n

Yaque Y x;—n >0, p = es el estimador maximo verosimil de p.
i=1 Y xi

=1

1

Ejemplo 3.6.2 (Maxima verosimilitud de una muestra aleatoria continua) Sean
X1, Xy, ..., X, variables aleatorias que provienen de una muestra aleatoria Normal (|, 62).

Encontrar el estimador méximo verosimil para i y 62.

La fdp de cada variable aleatoria X; se distribuye Normal (i, 6?) y esta dada por

—G-p)?
e 27 | —oolx< oo, —oo Il <o, 0>0

flop,0%) =
2To

La verosimilitud viene dada por
2 - 2
L(u,0%,X) =[] fx(xi, 1, 0%)
i=1

1 1 —\X; — 2
11 exp{%}

i—1 V2o

1 n - ;1 (xi _‘u)Z
— ( 27:6) exp 752

La log-verosimilitud es

1 n
togL (11,02, X) = (gt 0%X) =ntog (L) = 305 ¥ )
i=1

2no

Para u se obtiene su derivada y se iguala a cero

Si(u,0%X) 1 ¢
== ) i—pu)=0=
ou 621_21
¥
Xi
1 ny L =1 _
LT g TR R
Se hace lo mismo para 62
n
Y(xi—p)?
80(u,02,X ~
(“767 )__£_|_lfl —0=
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. sti—ﬂ)z n
i= 2 2
—=——————=n0"=) (xi—u)" =
o o’ igl
 X(xi—w)?
(72: i=1
n

Solo falta demostrar que son maximos

8%(u,02,X) —no* -—n —n
TR e I
3Y(x— )
Protx) _n EH
T80 o ot o
3¥(x ‘u)Z
n i=1
f— - — . 5
X(xi—p)® Y(xi—p)?
= i=1
) 3n? ¥( xi— )’
n i=1
= ) ) — . 3
N ey
= i=1
B n’ _ 3n?
Zg xl_“)z Zg xl_“)z
2 2
Zg xXi—W)?
f(xi—u)z

Por lo tanto fl =Xy 02 son estimadores de maxima verosimilitud para una

muestra con fdp Normal(u,c?).



CAPITULO 4
Ejercicios aplicados

Finalmente, el dltimo paso consiste en saber aplicar adecuadamente en casos practicos,
las herramientas proporcionadas en los capitulos anteriores. Es por ello que este dltimo
capitulo se centra en como se puede aplicar la teoria y técnicas de probabilidad, estadistica
y cdlculo de una y varias variables para obtener estadisticas que son utiles para la toma de
decisiones.

Es importante recordar que el objetivo al trabajar con muestras aleatorias, consiste en
modelar su comportamiento y adaptarlo a una funcién de distribucidn, la cual permitira
obtener estadisticas que proporcionen la informacion necesaria de interés.

Sin embargo, atin después de entender las bases de teoria, resulta complicado poder apli-

carla a un problema dado, por eso es de suma importancia comprender el problema que se

estd atacando, para asi poder hacer el uso adecuado de las herramientas convenientes.
4.1. Seguros

Ejemplo 4.1.1 Funcion de supervivencia

Sea (x) que denota una vida a edad x, donde x > 0. La muerte de (x) puede ocurrir en

cualquier edad superior que x, se puede modelar el tiempo futuro de vida de (x) como una

variable aleatoria continua que serd denotada por Ty.
Por lo tanto x + Ty representa la edad de muerte de la variable aleatoria (x).

Sea Fx la funcidn de distribucion acumulativa de Tx tal que
Fx(t) = Pr[TX < t] .

Entonces Fx(t) representa la probabilidad de que (x) no sobreviva mds alld de la edad
x+1,y se refiere a Fx como la distribucién del tiempo de vida de (x).

Al representar a 7o como el tiempo futuro de vida al nacimiento de un individuo x entonces
se obtiene estd relacion

(4.1.1) Pr(Tx <t]=Pr[To <x+t|Tp > x|.

Si se estd interesado en la probabilidad de supervivencia en lugar de la de muerte,
se define una nueva funcién Sy como

Sx(t) =1—Fx(t) = Pr[Tx >1].
53
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Por lo tanto Sx () representa la probabilidad de que (x) sobreviva por al menos ¢ afios, y
Sx sera denotada como la funcién de supervivencia.

Propiedades:

e S(0) = 1, ya que ninguna persona comienza muerta.

° tl imS(t) = 0 con lo que todas las personas mueren eventualmente.
—>00

e S(t1) > S() & 11 <t por lo tanto S(¢) es monétona decreciente.

Se pueden establecer algunas relaciones entre estas dos funciones Sx (¢)y Fx(t).
Al recordar la teorfa de probabilidad' para dos eventos A y B
PriANB
pria| B = LHADE]
Pr|[B]

tal que, si se define a [Tp < x+¢t] como el evento A, y a [Ty > x| como el evento B, se puede
reordenar la parte derecha de (4.1.1) para obtener

_ Prix<Ty <x+1]

PrTx <t|=
rife =t Pr(ly>x]
esto es,
Fo(x+1) — Fo(x)

Fx(t) =

x(0) So(x)
si se considera que Sx (1) = 1 — Fx (1),

So(x+t)

4.1.2 Sv (1) =
( ) X( ) S()(X)
Sea

Fo(t) =1—(1—=1/110)"° para0 <t < 110.

Calcular la probabilidad de

(a) la vida de un recién nacido sobrevive mas alla de 40 afos,
(b) una vida de edad 25 muere antes de la edad 55,y

(c) una vida de edad 50 sobrevive mas alla de la edad 75.

(d) calcular t ﬁmOSo (1).

Solucién: (a) La probabilidad es

1Mood, A.M.; Graybill, EA, Boes, D.C. (1974). Introduction to the theory of statistics. Nueva York:
McGraw-Hill. (p.32)
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So(40) = 1 — Fy(40) = (1 —40/110)'/° = 913568

(b)
F>5(30) = F°(15 ? F_O (ons()z 3 _ 0.083380
()
S50(25) = g‘)gg ; — 0.897808.
0
(d)

lim So(t) = lim (1—1/110)'/° =

t—110 t—110

=(1-1'S=0.

55

Es preciso notar que para este modelo de supervivencia 110 afios es la edad maxima o

limite de un individuo.

Ejemplo 4.1.2 Distribucién exponencial

El tiempo de espera por la primer reclamacién de choque de una mujer sigue una dis-

tribucién exponencial con media de 2, mientras que el tiempo de espera por la primer
reclamacion de choque de un hombre sigue una distribucion exponencial con media 4.

Bajo el supuesto de que las reclamaciones son independientes. ;Cudl es la probabili-

dad de que la primer reclamacién de una mujer se presente en el primer afo y la primer

reclamacion de un hombre se presente en los primeros tres anos?

Sea X la variable aleatoria que representa la primer reclamacién por choque de una mujer

y Y la variable aleatoria que representa la primer reclamacién por choque de un hombre.

Es necesario obtener P (X < 1,Y < 3)
Como X y Y son independientes por (2.2.11)

P(X<1,Y<3)=P(X<1)P(Y <3)

Dado que X tiene media 2 y Y tiene media 4
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1 3
= (—e_%x ) (—e_}*x ) = <1 —e_%> <1 —e_%>
0 0
—l—ei—e 246 1=02076

Por lo tanto la probabilidad de que durante el primer afio se presente una reclamacién por
choque de una mujer y en los primeros tres afios se presente una reclamacién por choque
de un hombre es de aproximadamente el 20%.

Ejemplo 4.1.3 Esperanza matematica

Al dia las cantidades de dinero reclamadas por dafios a bicicletas aseguradas son inde-
pendientes con fdp comun

¢ ¢
fe(e) = {4 >

0 c.o.c.

Con c la cantidad en miles de pesos. ;Cudl es el valor esperado de la mayor cantidad
reclamada en las siguientes cuatro reclamaciones?

Sean Cy, Gy, C3 y Cy4 las variables aleatorias que representan la cantidad reclamada en los
siguientes cuatro reclamos respectivamente, si se define

C" = mdx(Cy,Cy,C3,Cy)

Es necesario obtener E [CT], primero se calcula la fday fdp de C*

Fei (c)=P(CT <c)
:P[mdx(Cl,Cg,C3,C4) S C]
:P[Cl SC,CZSC,C3§C,C4§C]

por independencia de las reclamaciones
=P(C1<c)P(C2<c)P(C3<c)P(Cs<0)
= [Fe (o))

Con F¢(c) la fda de cada C; parai = 1,2,3,4, se procede a obtener la fdp de C*

fer (¢) = 4[Fe (e)] fe(e)

Como f¢ (c) = 4¢ ™ para ¢ > 1 por el teorema fundamental del célculo

C
Fe(e) = /4t5dt:—t4]i:1—c4
1

fer () = 4[Fc (o)) fe(c)
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al sustituir Fe (¢) y fe(c)

—4(1—c*)’ (4c—5)
=16¢7° (1 —3c 4378 - c_lz)
=16 (c_s B + 3¢ B - c_”)

Ahora ya es posible calcular E [CT]

E [Cﬂ = 16/ c <c*5 — 3¢ 243713 —c*17> dc
1

16/ c =3¢ 843712 ¢ 1ogc
1

-3 -7 11 15
:16(_c_+3c 3 I )

(o)

3 7 11 15

1

Como c estd dado en miles de pesos, se espera que de las préximas cuatro reclamaciones,
la més costosa serd por 1773 pesos.

Ejemplo 4.1.4 Esperanza matematica I1

Una compaiiia que exporta 2 productos, nota que tiene una perdida X del primer producto
y una perdida Y del segundo producto, la compaiiia nota que dichas perdidas se presentan
bajo la siguiente distribucién conjunta

T(x+2y) 0<y<1ly0<x<2
0 c.o.c.

fX,Y (X,y) = {

La compaiiia contrata un seguro y la pdliza de dicho seguro cubre las pérdidas de la em-
presa, dicha poliza tiene un deducible de 1.5. Calcular el valor esperado del pago que hara
la aseguradora.

Sea Q la variable aleatoria que representa el pago que hara la aseguradora. Es necesario
obtener E(Q).

Como la aseguradora paga el total de las perdidas X +Y con un deducible de 1.5, para que
la aseguradora pague es preciso que X +Y > 1.5 con lo que que la fdp de Q es

3 3

xXty—5 x+y>3

folq) = {0 : 2
c.0.C.
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y la esperanza es de la forma

E(Q) = / /R Fe (5.3) fo (q) dxdy

Comox+y>%0<y<1y0<x<2:>1>y>%—xy%>x>%adema32>x>%y
0 <y <1 (figura4.1.1), por lo tanto

% 1 1 3 2 11 3
£©@= [ [ e (w3 avacr [ [ G2 (-3 ) avas
Ly + o

1, 30, 12t 3,
:—/ / x“4+3xy— —x+2y —3ydydx+—/ / x“ 4+ 3xy— —x+2y" —3ydydx
4 13y 2 4 3 Jo 2

11 27 19
= 5¢ T 56 = 25 = 3958

Entonces la aseguradora tiene una esperanza de pago de .3958.

Ao

1\ y=15=x y=1.5
]. " I |

= 0.94 N
0.8+ N
I]'.?__ h‘\
0.6+ Ny
0.5+
0.4+
0.3+
024 e
0.1+ i

4-0¢1) 02040608 1 1214

FIGURA 4.1.1. Regién del ejemplo 4.1.4

Ejemplo 4.1.5 Probabilidad condicional

Una compafiia aseguradora hace un estimado de pago X sobre un siniestro. Cuando sucede
el siniestro y esté se valora, la compaifiia paga la cantidad valorada Y.
La compaiiia a determinado que X y Y tienen fdp conjunta

2 2= x> 1
fxy (xy) = 2h-1) y>1°

x—1
x— 1)y
a)Dado que el estimado de pago es de 3, determinar la probabilidad de que el pago final

sea de entre 2 y 4.
b)Calcular E[Y | X =n|talquene {1,2,...,10}
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a)Es necesario obtener P2 <Y <4|X = 3].
Se calcula fx (3) y fxy (3,y)

<1 2
3 — — 72d = —
fx 3) /1 97 " T 7
1 s
fx,y(3,y)—§y 2
Por ultimo
* fxr (3,y)
P2<Y<4|X=3]= 2Ly
2 fx(3)
41,-3
_y 2
_/ 92 dy
2 27
4
_ b
VY,
=(.2285.

b)Se encuentra la fmp marginal de X y con ella, la funcién de distribucién condicional

FO]x)

- 2 1-2x 2
N

x—1
( ) ) yf(ZXTl)
Sy @’ T x e
f(y’x)_ fX(-x) - )% _X—ly

Ahora se puede calcular la esperanza condicional

e X 1—2x e X —x
E[YIX]=/ y( 1y“>dy=/ [ytdy =x.
1 X— 1 X—

Por lo tanto E[Y | X =n| =ntal que n€ {1,2,..., 10} lo que quiere decir que la com-
pafiia tiene la esperanza de pagar el n estimado al momento del siniestro.

4.2. Economia

Ejemplo 4.2.1 Producto del ingreso marginal

Sea un productor que emplea m personas para producir un total de g unidades de un
producto por dia. Se observa que g estd en funcién de m. Si r es el ingreso total que
el fabricante recibe al vender esas unidades, entonces r también se considera como una

funcién de m. Asi, se puede ver a j—}; como la razén de cambio del ingreso con respecto

al nimero de empleados. La derivada j—r; se llama producto del ingreso marginal, y es
aproximadamente igual al cambio en el ingreso que resulta cuando un fabricante emplea
un trabajador adicional.
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Un fabricante determina que m empleados produciran un total de ¢ unidades de un pro-
ducto por dia, donde

B 10m?
/=Ty
a)Si la ecuacioén de demanda para el producto es p = %, determinar el producto del

ingreso marginal cuando m = 9.

b)La produccién de unidades tiene asociada una probabilidad de defecto del 5%. (Cual
es la probabilidad de que solo existan 2 unidades defectuosas con nueve empleados traba-
jando?

a)La cuestion es encontrar j—r:l, donde r es el ingreso. Al aplicar la regla de la cadena,
dr dr dq
dm dq dm’
Por lo tanto se debe encontrar % y j—q cuandom = 9.
q m

La funcién de ingreso’estd dada por

r=pq

B ( 900 )
~\g+9 1
~900g

Cg+9
Al derivar, por la regla del cociente

dr  (g+9)(900) —900g(1)
dq (g+9)°

8100

(g+9)*

. . . 2 .
Primero se utiliza la ecuacion g = \/% para encontrar el valor correspondiente de g y
m

seevaludenm =9

10(9)?
q:—( ) = 8l.
(9)*+19
Se tiene que,
ﬂ _ﬂ _ 8100 _q
dg|"> " dg|"* T (81497

2R ingreso que resulta de una o més transacciones comerciales es el pago total recibido, y a veces se
la llama ingreso bruto. Si r(g) es el ingreso por vender g articulos al precio de p cada uno, entonces r es la
funcién lineal r(g) = pq y el precio de venta p también puede ser visto como la demanda para el producto.
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dq
Ahora se calcula T

dg _d ( 10m?
dm — dm \/m2+19
(m®+19)2 L (10m?) — (10m?) L {(m2+ 19)

_.
D=

m

|

(m*+19)7 (20m) — (10m?) [% (m?* + 19)%1 (2m)]

%ﬁ+wﬁr

—_

m2+19 ’
por lo tanto
dq (81+19)%(20-9)—(10-81) %(81+19)%(2-9)
dm|™= ~ 81+ 19

= 10.71

Por lo tanto, si el fabricante contrata un décimo trabajador, su ingreso aumentara en
aproximadamente $10.71 por dia.

b)Las unidades defectuosas siguen una distribucién Poisson. Sea X la variable aleatoria
que representa una unidad defectuosa, para nueve trabajadores se tiene una produccion
de 81 piezas, como hay una probabilidad del 5% de que haya unidades defectuosas, se
esperan 4 unidades defectuosas.

B e A px

fx (x) =

x!

6_442

P[X=2|A=4]= = 0732

Hay una pequefia probabilidad del 7% de que solo salgan dos unidades defectuosas.
Ejemplo 4.2.2 Distribucién normal

El precio de los ultimos diez dias de las acciones de la compaiiia de refrescos mas impor-
tante en México se muestran en la siguiente tabla.
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Dia Precio

1510372016 160.15
16/03/2016 162.43
1710312016 161.68
18/03/2016 163.36
2210312016 163.51
2310312016 163.44
2810312016 161.42
29/03/2016 164.85
30/03/2016 166.67
31/03/2016 166.80

Si se supone que los precios siguen una distribucion Normal. ;Cudl es la probabilidad de
que al siguiente dia el precio de las acciones se encuentre entre los $170 y $180?

Como los precios se distribuyen como una variable aleatoria, se tiene que su media es

, 1o 1634.3 . L 1 2 2
p=1 51 Xi = 255> = 163.43 y su desviacion estandares s = 4 | 5 i§1 (Xi —p)”=2.179.
Fecha Precio | (x_media)®
1610312016 160.15 10.76
16/03/2016 162.43 1.00
1710312016 161.68 3.07
18/03/2016 163.36 0.01
2210312016 163.51 0.01
2310312016 163.44 0.00
2810312016 161.42 4.04
29/03/2016 164.85 201
3010312016 166.67 10.49
310312016 166.80 11.35
Total 1,634.31 42.74

Por lo tanto los precios tienes una varianza de 4.75.
Sea Y la variable aleatoria que representa el precio de las acciones, Y se distribuye como
una variable aleatoria Normal (163.43,4.75) y su fdp es

fr(y) = L ()
0= st
Es necesario obtener P[170 <Y < 180]
P[170 <Y < 180] = /180 1Ry
- 170 4.75V2\/7
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Estd integral es del tipo de (1.1.4).

_ y—163.43 dx _ _dy :
Seax = 27573 == 37573 la integral se transforma a
180 163.43 \ 2 2.47
/ ! (‘475f> dy=— ! e dx
170 4.752\/§ﬁ VT Jog
Sea

247 247 2 247 247
A:/ e Y dx :>A2:(/ _xdx) :(/ _xdx) (/ e_ydy)
98 98 98
247 2.47 247 247
A = (/ e ™ dx) (/ e dy) / / (x4 dxdy
98 98

Al hacer x = rcos0 y y = rsen0 y después de que se establecen los limites de integracion
se tiene que

3.49 T
/ / " rddr = —5 (e e 1218 —e719) = 1139 = A =.3376
1.3

Como se tiene que

180 —163.43\ 2
/ ;e_@us\/i ) dy = LA - ﬂ = .1904
170 4.752V2\/% VT NG

Entonces la probabilidad de que la dia siguiente las acciones tengan un precio que oscile
entre los $170 y $180 es tan solo del 19%.

Ejemplo 4.2.3 Distribucién binomial negativa

Una compaiiia minera llevo a cabo un estudio que indica que en la perforacién de una
mina, se tiene el 30% de probabilidad de encontrar oro.

a)Cuadl es la probabilidad de encontrar oro hasta la cuarta mina perforada?

b)Cuadl es la probabilidad de que el tercer descubrimiento venga en la novena mina per-
forada?

c)Cudl es la media y la varianza de el nimero de minas que deben ser perforadas si la
compaiiia quiere establecer 3 minas productoras de oro?.

Sea X la variable aleatoria que indica que la mina perforada no contenia oro. Al per-
forar una mina sol6 existen dos posibles resultados, que contenga oro o que no contenga,
se llamard como éxito con probabilidad p = 0.3 que la mina perforada contenga oro y
como fracaso con probabilidad 1 — p = 0.7 que la mina no tenga oro. Es notorio que la
variable aleatoria X se adapta a una distribucién Binomial Negativa con pardmetro p = 0.3
y r = r — esimo exito.
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a) Se necesita P[X = 3] y se observa que en este caso r = 1, por lo tanto

P[X =3]= <1 +§ B 1) (0.3)1(0.7)* = 0.1029.

Esto es, hay un 10% de probabilidad de que en la cuarta mina perforada se encuentre oro
por primera vez.

b) En este caso, r = 3 y como antes ya se habian dado 2 éxitos, entonces se debe obtener
P[X = 6], con lo que

PIX =6] = (3 N 2 - 1) (0.3)3(0.7)° = 0.08894

Sol6 hay aproximadamente el 1% de probabilidad de que el tercer hallazgo de oro se haga
en la novena mina perforada.

c) Aqui r = 3 y se pide esperanza y varianza de X

3(0.7)
0.3

Por lo tanto se tiene la esperanza de que al realizar la perforacién de la séptima mina, se
encuentre por tercera vez oro.

EX]=—==17, Var[X]= 23.3

Ejemplo 4.2.4 Distribuciéon weibull

Un hospital tiene dos plantas generadoras de luz, el tiempo en dias que pasa hasta la falla
de cada planta es independiente y sigue una distribuciéon Weibull con media I ( %) .

En un corte de luz, el hospital empezara a usar la segunda planta inmediatamente después
de que la primer planta falle. ;Cudl es la varianza del tiempo total que las plantas pro-
ducirén electricidad?

Sea X la variable aleatoria que representa el tiempo que la planta 1 funcionay Y la variable

aleatoria que representa el tiempo que la planta 2 funciona.
Es necesario calcular Var (X +Y) y como X y Y son independientes

Var(X +Y) =Var(X)+Var(Y)

se sabe que X y Y se distribuyen como una variable aleatoria Weibull (2,1), por lo tanto
> (3
Var(X)=Var(Y)= |T'(2)-T 5

De las relaciones (F (n+1)= wy yI'(n)=(n—1)!

3N. N. Lebedev. (1965). Special functions and their applications. Prentice Hall. (p. 19)
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Con lo que

T T T
X+Y)=1——4+1——=2——-=.4292
Var (X +7Y) 4+ 1 > 9

Dado que cada una de las dos plantas generadoras de luz tienen una esperanza de

\/TE = .8862, la esperanza total de que las dos plantas produzcan luz es de /7 = 1.7724

dias con una varianza de .4292 dias.

4.3. Meteorologia
Ejemplo 4.3.1 Distribuciéon Gumbell

. L. . 3 Y
La media del mdximo caudal anual de agua en cierta zona es de 28.31"- y la desviacién
2, 3 2 . . ., . » .,
estandar es de 11.327~. La dltima inundacion que se registro en estd zona ocurrié hace 50

afios y durante esta inundacion el caudal de agua fue de 46.46’"73.

a);Cudl es la probabilidad de que la zona reciba un caudal 10% menor al que recibié
durante la ultima inundacién?

b); Cudl es la probabilidad de que no haya una inundacién como la de hace 50 afios en los
proximos 5 afios?

a)Sea X la variable aleatoria que mide el caudal de agua que la zona recibe. Como sélo
hay un dato de una inundacién, se asume que X tiene una distribucién Gumbell (1, 3).
Para una distribucién Gumbell (i, B)*

7.[2
E]=u+yB y Varl]="-p*.

EL problema dice que

3 3
E[x]=2831"% y Var[x] = 11.327%
S S

Al igualar los términos y despejar u y 3

2 3
g™
6 s

3
u+yB = 283175
S

Se tiene u = 23.21 ’”T% yB= 8.83’”73, con esto, X se distribuye como una variable aleatoria
Gumbell (23.21”’73, 8.83’%3> y es necesario obtener P [X = 38.21]

La esperanza de una variable aleatoria Gumbell (i, ) es E [x] = u + 3, con
Y = constante de Euler — Mascheroni ~ 0.5772.
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7( 38421878233721 )
fx(382) =" °F
— 8328.

Por lo tanto la probabilidad de que la zona reciba un caudal de agua de 38.21’”73 es del
83.28%.

b) Sea Y la variable aleatoria que representa el nimero de inundaciones como la de hace
50 afos. Se observa que Y se distribuye como una variable aleatoria Binomial (n, p).

SetienequenzSyp:%:().OZ

PlY =0] = (g) (0.02)° (0.98)°

_ (%) (1)(0.9039)
— 0.9039

Es muy alta la probabilidad de que no haya una inundacién como la de hace 50 afios en 5
anos.

Ejemplo 4.3.2 Esperanza condicional

Un estudio determina que el nimero anual de huracanes que golpean los estados de
Guerrero y Oaxaca estdn conjuntamente distribuidos de la siguiente manera:

Nimero anual de huracanes en Oakaca
0 1 2 3

Nameroanual | 0 || 042 0.06 0.05 0.02
dehuracanes | 1 || 043 045 042 0.03
enGuerrero | 2 0,08 045 01 0.2

Calcular la esperanza condicional y varianza condicional del niimero anual de huracanes
que golpearan al estado de Oaxaca dado que ningun huracédn golpeara el estado de
Guerrero.

Sea G la variable aleatoria que representa el nimero de huracanes que golpean el estado
de Guerrero y O la variable aleatoria que representa el nimero de huracanes que golpean

al estado de Oaxaca.
Es preciso obtener E [0 | G=0]y Var[O | G =0].

Primero se obtiene la fmp marginal de G =0
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P;(0)=Y p(0,0)=p(0=0,0)+p(0=1,0)+p(0=2,0)+p(0=3,0)
0]

=0.12+0.06+0.0540.02 = 0.25

De (2.3.3) se tiene que E[0 | G =0] = Z Op )) por lo tanto
~0(0.12 1(0.06 2(0.05 3(0.02
(012)  1(0:06)  2(005)  3(0.02)

3
El0|G=0]= = =0.88.
| Z:' 0 25 0.25 0.25 0.25 0.25

Por (2.3.4), Var[0 | G =0] = E [0* | G = 0] — [E [0 | G = 0]]?se procede a encontrar

3 0,0
E[0*|G=0] =¥ 0?5590

02 p(0,0)  0(0.12) N 12 (0.06) N 22(0.05) N 32(0.02)

025 025 0.25 0.25 025 76

E[0*|G=0] = Z
0=0

Asi
Var[0 | G =0] = 1.76 — (0.88)* = 0.99.

Esto indica que dado que ningin huracin golpeara el estado de Guerrero, es muy probable
que 1 huracdn golpee el estado de Oaxaca.

4.4. Varios

Ejemplo 4.4.1 Proceso Poisson

En la terminal Indios Verdes de la linea 3 del metro, las salidas por hora de los trenes
son de acuerdo a una distribucion exponencial de pardmetro A; = 1, mientras que en la
terminal Indios Verdes del metrobus, las salidas por hora de los camiones son de acuerdo
a un proceso Poisson de pardmetro A, =

(Cudl es la probabilidad de que exactamente 3 camiones del metrobus salgan antes que un
tren del metro?

Sea T la variable aleatoria que cuenta el nimero de trenes que salen por hora de Indios
Verdes, por lo tanto X de distribuye como una variable aleatoria exp (A1) y C la variable
aleatoria que cuenta el nimero de camiones que salen por hora de Indios Verdes, a su vez
T se distribuye como una variable aleatoria Poisson (A4;). Se necesita obtener

P(3C<T)

Sea X la variable aleatoria que representa la probabilidad de observar n-salidas después
del tiempo . Por lo tanto X representa la probabilidad de observar la salida de 3 camiones

. Por el ejemplo (3.4.2), X se distribuye como una variable aleatoria Gamma <3, %) y
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ahora se requiere
P(X<T)
La fdp conjunta del vector aleatorio (X,T) es

e MA3xe™MF 21 A0 >0
r(3) x>0

fxr(x,t) =

Se obtiene la probabilidad sobre la fdp conjunta

) oo A,le_lltlg‘xze_llx
P(X<T)= / / 2 dtdx
X<D=J ) @

oo e—lltlgxze—/hx *
= — d
/0 () ’
B /00 e—/llx;tz3x2e—llx
—Jo I3)
= A3 o—xath)
_/o I'(3)
A /°° (A2 + A1)’ x2e*Path)
(7(«2—|—3~1)3 0 I'(3)

dx

dx

dx

(1«2“1‘1] )3x267x(lz+ll)

Se nota el hecho de que es la fdp de una variable aleatoria

rQ
3 —x A
Gamma (3,(22+ 1)) y por tanto, por ser fdp, [, Mﬁm}ig) (ot l)dx =1,
con lo que
/13
PX<T)=—2—
(A2 +A1)

Al sustituir A} = 1y A, =7 se tiene

PX<T)= (%)3 = .6699.

y significa que hay aproximadamente una probabilidad del 67% de que salgan tres camiones
del metrobus antes que un tren del metro.

Ejemplo 4.4.2 Estadisticos de orden

Tres personas quedan de verse a las 2pm., cada persona llega al lugar de la cita de manera
independiente en un tiempo aleatorio distribuido uniformemente entre las 2 y las 3 de la
tarde. Cada persona espera 10 minutos y, si no llega alguna otra, se va, en cambio, si se
encuentran dos de ellas, esperan a la otra hasta las 3 pm.
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a) Calcular la probabilidad de que ningun par de ellas se encuentre.
b) Cudl es la probabilidad de que se encuentren las tres personas?.
c) Cudl es la probabilidad de que no se encuentren las tres personas?.

Sean X, X», X3 las variables aleatorias independientes que representan la hora de llegada
de cada persona de tal forma que X; de distribuyen Uniforme (0,60), i = 1,2,3. Y sean
X1y, X(2), X(3) los estadisticos de orden con 0 < X(1) < X(3) < X(3) <60. La fdp conjunta
de X(l)a X(z), X(3) sera

1

3
60) 0 <X(1) <X(2) <X(3) < 60.

TX() X)X (¥1,%2,x3) = 3! (

a) Para que ninguin par de personas se encuentre es necesario que

P[X(3)—X(2)>10,X(2)—X()>10] P[X3)>X(2)+10 X() > X(1)+10}

40
/ / / (—> dX3dX2dxl
0 x14+10 Jx+10

8
27

b) Si las dos primeras personas llegan en un lapso de 10 minutos, esperan al tercero que
forzosamente llegard antes o hasta las tres, esto es (X(z) — X < 10), y si la primer per-
sona llega entre 2.50pm. y 3pm., implica también que las tres personas se encontrardn,
con lo que (SO <Xy <Xpg) <Xz < 60) , por lo tanto la probabilidad deseada es

P[X(z)—X(l) < 10] +P[50<X( 1) <X( 2) <X( 3) <60} =

P[X) ()+10]+P[50<X()<X(2)<X(3)<60]:
50 p,x;+10 60 60 60 60 1\3
50 X1 X2 60
90 1 _
216 216
91
216

c¢) Para que no se encuentren las tres personas, es necesario que la llegada de las primeras
dos personas difiera en mds de 10 minutos, (X(z) — Xy > 10), de este modo la hora de
llegada de la tercer persona es irrelevante, ya que a lo sumo se podrin encontrar dos per-
sonas, por lo tanto es preciso obtener
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50 ,60 60 1 3
2/ / 6(—) d)C3dX2dX1
0 Ju+10/x 60

125
216

Por axiomas de probabilidad se tiene que (P [A] = 1 — P[A]).> Entonces si la probabilidad

de que se encuentren las tres personas es de %, la probabilidad de que no se encuentren

las tres personas serd 1 — 29T]6 = %, que coincide con la obtenida en el inciso c.

Ejemplo 4.4.3 Maxima verosimilitud

Los alumnos de primer semestre de la carrera de Actuaria cursan 6 materias obligatorias.
Los siguientes datos muestran el nimero de materias aprobadas al término del primer
semestre en Actuaria.

Niimero de materias | Frecuencia de
oprobadas alumnos
1 169
2 57
3 14
4 r
5 2
6 4

Puede ser asumido que los datos siguen una distribucién Geometrica (p). Estimar y com-
parar el valor observado contra la frecuencia esperada.

Sea X; la variable que cuenta el nimero de materias aprobadas por alumno, del ejem-

plo (3.6.1), el estadistico mdximo verosimil para estd prueba es p = ——, en este caso se
‘lei
=

tiene n = 253 y )Ii xi=(1)169+(2)57+(3)14+4(7)+(5)2+ (6)4 =387, con lo que
=1

1

253
5= 22 _ 6537
P= 357

A

La frecuencia esperada de X; se obtiene mediante la férmula f, (X;) = np (1 — p)iil. Con
lo que.

5 Casella, G., Berger, R.L. (2002). Statistical inference. Pacific Grove CA: Duxbury. (p. 10)
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Nimero de materias | Frecuencia de Frecuencia
aprobadas alumnos esperada
1 169 165.4
2 57 573
3 14 19.8
4 ry 6.9
5 2 2.4
7] 4 0.8

71

Por lo tanto se observa que los casos con mayor diferencia fueron los de alumnos con 3 y
6 materias aprobadas, en el primer caso fueron menos los alumnos que aprobaron y en el

segundo caso que fueron mds los alumnos que aprobaron con respecto a los esperados.



Conclusiones

Las matemadticas que se ensefian en las materias de calculo L, II, IIT y IV junto con
herramientas de 16gica y dlgebra son la base para poder entender las herramientas de las
que la probabilidad y estadistica se sirven para su estudio, mostrandole al lector la necesi-
dad de conocer y dominar en lo mejor posible las matemaéticas, ya que sin ellas la teoria
de la probabilidad y estadistica carecen de sentido.

De acuerdo a lo expuesto en cada capitulo, el plan de estudios de la carrera de actuaria
tiene un sentido 16gico, ya que el proceso de aprendizaje consiste en primero conocer
las matemadticas universitarias, que no solo son aplicaciones, sino también toda su base
tedrica, la que generard una capacidad analitica para poder adaptar el comportamiento de
los fendmenos a una funcidn conocida o tratar de generar una nueva que se adapte al feno-
meno en cuestion.

El segundo paso es adentrar al campo de estudio de la probabilidad y estadistica, en donde
se muestra la teorfa que rige a ambas materias, los postulados con los que se construyen
los modelos, sus limitantes, sus condiciones y el porqué de estos, esto genera habilidad en
el manejo de los datos que se trabajan con las técnicas del célculo para poder generar una
teoria estadistica y probabilistica con cimientos matematicamente probados.

Una vez dominada la teoria se puede trabajar con problemas o situaciones que se presen-
tan en la vida diaria, tratando de buscar patrones o comportamientos que se adaptan a la
teoria que ya se ah comprendido, cuando se sabe identificar el problema lo importante es
darle solucién de la mejor manera posible, y esto se logra gracias a que ya se conocen
varias técnicas para atacar el problema.

Se observa que no todos los ejercicios tedricos tienen su respectiva aplicacion, esto se
debe a que atin hay mucho campo de investigacion en donde el actuario puede actuar, otro
aspecto es que como se sefialo en la introduccidén, mientras mayor sea la muestra, mejores
resultados se obtendrdn, esto nos dice que tal vez nuevas teorias se estdn estudiando y
estdn en proceso de ser establecidas.

La mayoria de las aplicaciones conllevan a la toma de decisiones que tendrdn un impacto
financiero, siendo este uno de los objetivos perseguidos, ver que el campo de trabajo exige
conocer y dominar a fondo estos temas para obtener el resultado deseado. Es asi que
una base so6lida en matematicas generard mas herramientas al momento de enfrentarse a
modelos probabilisticos y estadisticos, que al ser analizados y resueltos, tendran directa o
indirectamente un impacto financiero.
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Tabla de distribuciones

Distribuciones discretas

Binomial (n, p)
fmp P(X=x)=")p"(1-p)"™"; x=0,1,2,....,n; 0<p<1
Esperanza E[x] =np
Varianza Var[x] =np(1—p)

Binomial negativa (r,p)
fmp P(X=x)=(""Np (1-p)*; x=0,1,2,....n; 0<p<1

X
Esperanza E [x] = @

| = r(1-p)
p2

Varianza Var|x

Geometrica(p)
fmp PX=x)=p(1—p ' x=1,2,....n; 0<p<1
Esperanza E [x] =

Varianza Var[x] = -

Poisson (L)
fmp P(X=x)= e_i!’v; x=0,1,2,....n; 0<A<o
Esperanza E[x]=A
Varianza Var[x] = A
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Distribuciones continuas
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Cauchy(0,0)

fdp fX(’C):n_lou(xl—e)z; —00 < x < o0; —00 < B <0 60>0

Esperanza No existe
Varianza No existe

Exponencial (1)
fdp fx(x)=Ae ™ 0<x<o;1>0
Esperanza E[x]=A
Varianza Var[x] = A?

Gamma (a, )

fdp fx(x)= xﬁ(;e,;f; 0<x<o;a,f>0
Esperanza E[x] = of

Varianza Var[x] = af3?

=

~—|

Normal (u, 62)

—ap)?

fdp fx(x)=—AL—e 207 ; —co<x,u<o0;0>0

~ \2no

Esperanza E[x]= U

Varianza Var[x] = c?

Uniforme (a,b)
fdp fx(x) =4 a<x<b
Esperanza E [x] =219

=72
2
Varianza Var[x] = @

Weibull (o, B)
fdp fx(x)= %X“*Ie%; 0<x<oo; o, >0
Esperanza E[x] = ﬁél"(l T é)
Varianza Var[x] = ﬁ% [1“(1 + %) i (1 + é)]
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Distribuciones continuas
Gumbell (1, 3)

e
fdp fx(x)=e"* 5 >; 0<x<oo; 1, >0
Esperanza E[x] = /,L2+2y[3
Varianza Var|x] = %
Y = constante de Euler — Mascheroni ~ 0.5772.
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