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más que solo estudiar.
A mi primo Leonardo por su cariño y por estar al pendiente de mi bienestar.
A Jorge Franco por todo el apoyo brindado pues sin él, esto no hubiera sido

posible.
A mis amigos Rodolfo, Moises, Milton, Luis, Esteban, Sebastián y Marcos,

por brindarme su amistad, por su gran apoyo y por las incontables horas de
diversión que tuvimos a lo largo de la carrera.

Investigación realizada gracias al Programa de Apoyo a Proyectos de Inves-
tigación e Innovación Tecnológica (PAPIIT) de la UNAM con clave de proyecto
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Introducción

Decimos que una categoŕıa K localmente pequeña es total si el funtor de Yoneda
YK : K → ConK

op

tiene adjunto izquierdo X, esta definición fue dada por Street
y Walters en el art́ıculo [6]. Una categoŕıa total K se dice que es totalmente
distributiva si el funtor X tiene adjunto izquierdo W , esta definición puede
consultarse en el art́ıculo [8]. Un ejemplo de estas dos definiciones es la categoŕıa
de conjuntos (Con), pues se tiene la siguiente cadena de adjunciones.

Con ConConop⊥

Y

44

Ev1

uu

Cte

**

Evφ

uu

L

**

Donde L está definida de la siguiente manera: L(S)(X) =
{
S si X=∅
φ si X 6=∅ con S,X ∈

Con. En el art́ıculo [8] se demostró que cualquier categoŕıa B que tenga una
cadena de adjunciones U a V a W a X a Y es equivalente a Con, con Y el
funtor de Yoneda en B.

Una categoŕıa K localmente pequeña se dice que es completamente distribu-
tiva si K es cocompleta pequeña, completa pequeña y la asignación de coĺımites,
X : P K → K preserva todos los ĺımites pequeños, en la cual P K es la subcat-
egoŕıa plena de ConK

op

determinada por todos los coĺımites pequeños repre-
sentables, esto se puede consultar en el art́ıculo [9]. La idea básica detrás de
las categoŕıas completamente distributivas es que cierto tipo de ĺımites en K
se dristribuyen sobre los coĺımites de K, esto nos dice que tiene ciertas leyes
distributivas.

El objetivo de este trabajo, en principio, fue el estudio de las categoŕıas com-
pletamente distributivas y las categoŕıas totalmente distributivas, y mostrar que
relación guardan estos dos tipos de categoŕıas. Esta relación es que toda cat-
egoŕıa totalmente distributiva es completamente distributiva, además ver un
resultado interesante que nos provee de muchos ejemplos de categoŕıas totales,
el cual es que toda categoŕıa monádica sobre conjuntos es total, este resultado
puede consultarse en el art́ıculo [7]. Sin embargo el tiempo para desarrollar de
manera adecuada estos temas no era el suficiente por lo que se optó por elaborar
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un texto que prepara al lector para abordar y entender los temas antes menciona-
dos con mayor facilidad. Para una buena comprensión del texto, suponemos que
el lector debe estar familiarizado con algunos conceptos de la Teoŕıa de Cate-
goŕıas que pueden consultarse en los libros [1], [2] y en el art́ıculo [10].

En el primer caṕıtulo hablaremos sobre los funtores semi-topológicos, dare-
mos una caraterización interna de estos funtores por medio de factorizaciones de
conos o coconos, lo cual quiere decir que se pueden caracterizar por inicialidad
o finalidad en cierto sentido; esto nos dice que los funtores semi-topológicos son
autoduales. Este tipo de funtores generalizan a los funtores topológicos. Vere-
mos algunas propiedades interesantes de estos funtores como son: todo funtor
semitopológico es fiel y además tiene adjunto izquierdo.

En el segundo caṕıtulo hablaremos sobre los objetos coma en una 2-categoŕıa,
esta idea viene de generalizar las categoŕıas coma en Cat pues nos permitirán
posteriormente definir las extensiones y levantamientos puntuales. Daremos una
versión del Lema de Yoneda libre de conjuntos, la cual nos dice que hay una
biyección entre morfismos de palmos definidos en ciertos objetos coma, esta
versión del Lema de Yoneda nos permite dar un resultado importante sobre
extensiones en la identidad. Además veremos que si uno de los morfismos que
definen un objeto coma tiene adjunto entonces podemos levantar un adjunto al
morfismo “paralelo” al que tiene al adjunto.

En el caṕıtulo 3 definiremos las extensiones derechas (puntuales) y levanta-
mientos izquierdos (puntuales), que a simples rasgos son extensiones Kan. Las
extensiones derechas nos servirán de herramienta en el siguiente caṕıtulo para
definir y trabajar las diagonales de una 2-celda. Daremos un resultado el cual
nos permite caracterizar, por medio de la 2-celdas que tengan la propiedad de
escisión de idempotentes, cuando un funtor tiene adjunto izquierdo.

En el caṕıtulo 4 definiremos la categoŕıa K||X sobre una 2-categoŕıa K, que
en simples términos es la generalización de la categoŕıa coma pero tomando
como base a una 2-categoŕıa; con la categoŕıa K||X definiremos lo que es una
diagonal de un diagrama como el que sigue

A

C

X

Z

v

��
s

//

t //

u

��

φ +3

(1)

pues nos permitirá trabajar de manera más sencilla con las diagonales, ya que
una diagonal en K la podemos ver como una 2-celda con la propiedad de ex-
tensión derecha en ciertos morfismos. La razón por la cuál se estudian las
diagonales en este caṕıtulo es por que nos interesa ver bajo que condiciones es
posible levantar un adjunto izquierdo de u a un adjunto izquierdo de v.



Caṕıtulo 1

Funtores semi-topológicos

En este caṕıtulo daremos las definiciones de funtores semi-topológicos y funtores
topológicos, también se verá que los funtores semi-topológicos tienen adjunto
izquierdo y que para cualquier subcategoŕıa reflexiva el funtor inclusión es un
funtor semi-topológico. Para esto definimos en primer lugar los levantamientos
P -semi iniciales y los levantamientos P -semi finales y veremos la relación entre
estas dos definiciones. Toda la información que se verá en este caṕıtulo puede
verse en el art́ıculo [3].

Definición 1.1. Dado un funtor P : A −→ X , un P -cono es una terna
(X, ξ,D), donde X es un objeto de X , D es un funtor D : D −→ A y ξ :
∆X −→ P ◦D es una transformación natural.

Para abreviar llamaremos a ξ un P -cono.

Observación 1.2. Si D = 1 entonces los P -conos pueden verse como como
pares, (x,A), donde A es un objeto de A y x : X → PA es un morfismo en X ,
estos P -conos forman la clase de Mor(P ) llamados P -morfismos.

Observación 1.3. Si D = ∅ entonces los P -conos y P -coconos se pueden ver
como objetos de X .

Definición 1.4. Sea ξ : ∆X −→ P ◦D un P -cono. Un levantamiento P -semi
inicial de ξ consiste de un P -morfismo e : X → PA y un A-cono α : ∆A −→ D
tales que:

(Pα)(∆e) = ξ (*)

y satisfacen la siguiente condición:

(SI) Para todo P -comorfismo y : PB → X y A-cono β : ∆B −→ D con
ξ(∆y) = P ◦ β hay un único morfismo b : B → A tal que ey = Pb y
α(∆b) = β.

9
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∆PB ∆X

∆PA

P ◦D

∆y //

∆e

??

ξ

��

Pα

��

∆Pb

55

Pβ

))

Llamaremos a la ecuación (*) una factorización P -semi inicial de ξ. Si e es un
isomorfismo (morfismo identidad), se le llamará a α un levantamiento P -inicial
(propio) de ξ.

Definición 1.5. Supongamos dada una factorización de ξ como en la ecuación
(*). Diremos que la factorización es ŕıgida, si y solo si se cumple la siguiente
condición:

(R) Para todo endomorfismo t : A → A con (Pt)e = e y α(∆t) = α entonces
se tiene que t = IdA.

Definición 1.6. Sea α : ∆A −→ D un A-cono. Diremos que α es un cono
P -inicial, si α es un levantamiento P -inicial propio de Pα.

Es decir, α es un cono P -inicial si cumple que

Pα = Pα(IdPA) (1.1)

es una factorización P -semi inicial de Pα, esto es que para todo P -comorfismo
y : PB → PA y A-cono β : ∆B −→ D con Pα(∆y) = Pβ hay un único
morfismo b : B → A tal que y = Pb y α(∆b) = β

∆PB ∆PA

∆PA

P ◦D

∆y //

∆IdPA

::

Pα

$$

Pα

��

∆Pb

44

Pβ

**

Observación 1.7. La condición (SI) se satisface, si en (*), α : ∆A −→ D es
elegido como un cono P -inicial.
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En efecto, sean α un cono P -inicial y e : X → PA un P -morfismo tales que
Pα(∆e) = ξ con ξ : ∆X −→ P ◦ D un P -cono. Ahora veamos que se cumple
la condición (SI): sea β : ∆B −→ D un A-cono y sea y : PB → X un P -
comorfismo tal que ξ(∆y) = Pβ. Como ey : PB → PA es un P -comorfismo, β
un A-cono tales que Pα(∆ey) = Pβ y α es un cono P -inicial, entonces existe
un único morfismo b : B → A tal que α(∆b) = β y IdPA(ey) = Pb.

Observación 1.8. La condición (R) se satisface si en (*) e : X → PA puede ser
elegida como un P -epimorfismo, donde P -epimorfismo significa que para todo
f, g : A→ B la ecuación (Pf)e = (Pg)e implica f = g.

En efecto, sea t : A → A un endomorfismo tal que (Pt)e = e y α(∆t) = α
con α : ∆A −→ D. Como IdA cumple que (PIdA)e = e, entonces (Pt)e = e =
(PIdA)e, por lo tanto (Pt)e = (PIdA)e y, como e es P-epimorfismo, entonces
t = IdA. Por lo tanto se cumple la condición (R).

Observación 1.9. Para cada funtor P : A −→ X , todos los P -morfismos x :
X → PA tienen una factorización P -semi inicial ŕıgida la cual es x = (PIdA)x.

Veamos que la afirmación anterior se cumple: sea D = 1 y definamos D :
D −→ A de la siguiente manera, D0 = A, ξ : ∆X −→ P ◦ D donde ξ = x,
e = x y α : ∆A −→ D donde α = IdA, los cuales cumplen Pα(∆e) = ξ
pues Pα(∆e) = IdAx = x = ξ. Sean y : PB → X un P -comorfismo y
β : ∆B −→ D tales que ξ(∆y) = Pβ. Como D = 1 entonces β = b : B → A,
por lo que xy = Pb, por lo que b cumple que Pb = ey y α(∆b) = β pues
α(∆b) = IdAb = b = β y b es único, pues si c : B → A tal que Pc = ey y
α(∆c) = β, entonces c = IdAc = α(∆c) = β = b, por lo tanto c = b. Ahora
veamos que el levantamiento es ŕıgido. Sea t : A → A un endomorfismo tal
que (Pt)e = e y α(∆t) = α, como α = IdA entonces IdAt = IdA por lo tanto
t = IdA. Por lo tanto es ŕıgido el levantamiento P -semi inicial de x.

PB X

PA

PA

y //

e=x

??

x

��

PIdA

��

Pb

55

Pb

))

Lema 1.10. Si ξ es un cono ĺımite que tiene un levantamiento P -semi ini-
cial ŕıgido como en la ecuación (*) , entonces α es un cono ĺımite y e es un
isomorfismo de X .

Demostración. Tenemos que ξ : ∆X −→ P ◦D y Pα : ∆A −→ P ◦D son X -
conos, por hipótesis ξ es ĺımite, entonces existe un único morfismo q : PA→ X
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tal que ξ(∆q) = Pα y por hipótesis se tiene que Pα(∆e) = ξ . Como ξ es cono
ĺımite entonces, existe un único morfismo z : X → X tal que ξ(∆z) = ξ, sin
embargo z tiene que ser IdX , pues IdX cumple que ξ(∆IdX) = ξ y como z es
único entonces z = IdX . Como qe : X → X es tal que ξ(∆(qe)) = ξ por lo
tanto q ◦ e = IdX , esto por la unicidad. Ahora el levantamiento P -semi inicial
de ξ cumple la condición (SI) de la definición (1.4), dado que q : PA→ X es un
P -comorfismo y α es un A-cono tal que ξ(∆q) = Pα entonces existe un único
morfismo t : A→ A tal que Pt = eq y α(∆t) = α, como es ŕıgida la factorización
entonces t = IdA, por lo que IdPA = e ◦ q. Por lo tanto e es un isomorfismo.

∆PA ∆X

∆PA

P ◦D

∆q //

∆e

??

ξ

��

Pα

��

∆Pt=∆IdPA

55

Pα

))

Sea ahora β : ∆B −→ D un A-cono, entones Pβ es un X -cono y como ξ es
ĺımite, entonces existe un único morfismo d : PB → X tal que ξ(∆d) = Pβ, ya
que la factorización cumple la condición (SI), entonces existe una única flecha
s : B → A tal que Ps = ed y β = α(∆s).

∆PB ∆X

∆PA

P ◦D

∆d //

∆e

??

ξ

��

Pα

��

∆Ps

55

Pβ

))

Consideremos un morfismo r : B → A tal que β = α(∆r). Entonces para ver
que que r = s basta con demostrar que Pr = ed. Como q es un isomorfismo,
basta con ver que (Pr)q = edq. Como el codominio de q es X, el cual es vértice
del cono ĺımite ξ, basta con ver que para todo i ∈ D, (Pr)qξi = edqξi, lo cual
es fácil.

Por lo tanto α es cono ĺımite. �

Definición 1.11. Sea ξ : P ◦ D −→ ∆X un P -cocono. Un levantamiento
P -semi final de ξ consiste de un P -morfismo e : X → PA y un A-cocono
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α : D −→ ∆A tales que:
(∆e)ξ = Pα (**)

y satisfacen la siguiente condición:

(SF) Para todo P -morfismo y : X → PB y A-cocono β : D −→ ∆B con
(∆y)ξ = Pβ existe un único morfismo t : A → B tal que (Pt)e = y y
(∆t)α = β.

P ◦D ∆X

∆PA

∆PB

ξ //

∆e

??

∆y

��

∆Pt

��

Pα

55

Pβ

))

Llamaremos a la ecuación (**) una prolongación P -semi final de ξ, si e es un
isomorfismo (morfismo identidad), se le llamará a α un levantamiento P -final
(propio) de ξ.

Observación 1.12. “Semi final” no es la noción dual de “semi inicial”, sus
duales son “co-semi final” y “co-semi inicial” respectivamente.

Para comprender mejor la obsevación anterior daremos la definición de levanta-
miento P -co-semi inicial.

Definición 1.13. Sea ξ : P ◦ D −→ ∆X un P -cocono. Un levantamiento P -
co-semi inicial de ξ consiste de un P -comorfismo e : PA → X y un A-cocono
α : D −→ ∆A tales que:

ξ = (∆e)Pα (***)

y satisfacen la siguiente condición:

(CO-SI) Para todo P -morfismo y : X → PB y A-cocono β : D −→ ∆B con
(∆y)ξ = Pβ, entonces existe un único morfismo t : A → B con Pt = ye
y (∆t)α = β.

P ◦D ∆X

∆PA

∆PB

ξ //

∆e

��

∆y

��

∆Pt

��

Pα

55

Pβ

))
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Llamaremos a la ecuación (***) una factorización P -co-semi inicial de ξ, si e
es un isomorfismo (morfismo identidad), se le llamará a α un levantamiento
P -co-inicial (propio) de ξ.

Definición 1.14. Sea una factorización P -co-semi inicial de ξ como en la
ecuación (***), se denomina co-ŕıgida si para todo endomorfismo t : A → A
con e(Pt) = e y (∆t)α = α entonces se tiene que t = IdA.

Observación 1.15. Una prolongación P -semi final de un P -cocono esta deter-
minada de manera única salvo isomorfismo.

En efecto, ya que si ξ : P ◦D −→ ∆X es un P -cocono y tenemos α : D −→ ∆A,
e : X → PA tales que Pα = (∆e)ξ y α

′
: D −→ ∆A

′
, e
′

: X → PA
′

tales
que Pα

′
= (∆e

′
)ξ son dos prolongaciones P -semi finales de ξ, entonces existe

f : A → A
′

tal que (Pf)e = e
′

y (∆f)α = α
′

y g : A
′ → A tal que (Pg)e

′
= e

y (∆g)α
′

= α puesto que son prolongaciones P -semi finales de ξ.

P ◦D ∆X

∆PA

∆PA
′

ξ //

∆e

??

∆e
′

��

∆Pf

��

∆Pg

OO

Pα

55

Pα
′

))

Como Pα es un P -cocono y e es un P -comorfismo tal que Pα = (∆e)ξ entonces
existe s : A→ A tal que (Ps)e = e y (∆s)α = α por ser α prolongación P -semi
final de ξ y como la IdA cumple lo mismo utilizando la unicidad de s, entonces
s = IdA, pero gf : A → A cumple que (P (gf))e = e y (∆(gf))α = α, por la
unicidad de s, entonces s = gf por lo tanto IdA = gf . De manera análoga se
obtiene que IdA′ = fg. Por lo tanto f : A→ A

′
es isomorfismo, por lo que los

levantamientos P -semi finales son únicos salvo isomorfismo.

Definición 1.16. Sea e : X → PA un P -morfismo. Decimos que e es un P -
cociente, si aparece en alguna prolongación P -semi final, es decir, si existen un
P -cocono ξ : P ◦D −→ ∆X y un A-cocono α : D −→ ∆A tales que cumplen la
ecuación (**) y la condición (SF).

Observación 1.17. Consideremos las siguientes subclases de Mor(P ):
Iso(P ) := {(e,A) | e es un isomorfismo deX},
Quot(P ) := {(e,A) | (e,A) es un P -cociente},
Epi(P ) := {(e,A) | (e,A) es un P -epimorfismo}.
Si P es un funtor fiel se tienen las siguientes contenciones

Iso(P ) ⊆ Quot(P ) ⊆ Epi(P ).
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Probemos la afirmación anterior. Sea (e,A) ∈ Iso(P ), entonces e : X → PA
es un isomorfismo con lo cual tenemos e−1 : PA → X tal que e−1e = Idx y
ee−1 = IdPA, sea ξ = e−1 y α = IdA, por lo que cumplen que eξ = PIdA pues
ξ = e−1.

Sean y : X → PB y β : A → B tal que yξ = Pβ. Definimos el morfismo
t := β el cual cumple que (Pt)e = y pues Pt = Pβ = ye−1 por lo que (Pt)e =
ye−1e = yIdX = y, también cumple que tIdA = β esto por como se definió t.
Sea z : A→ B tal que (Pz)e = y y zIdA = β, entonces z = zIdA = β = t, por
lo tanto t = z. Por lo que (e,A) ∈ Quot(P ), por lo tanto Iso(P ) ⊆ Quot(P ).

PA X

PA

PB

ξ //

e

::

y

$$

Pt=Pβ

��

PIdA

44

Pβ

**

Sea (e,A) ∈ Quot(P ), entonces existen D : D −→ A diagrama, ξ : P ◦ D −→
∆X P -cocono, α : D −→ ∆A A-cocono tal que (∆e)ξ = Pα y cumplen
la condición (SF). Sean f, g : A → B morfismos tales que (Pf)e = (Pg)e.
Definimos el A-cocono β : D −→ ∆B de la siguiente manera: βd = fαd para
todo d ∈ D, es decir, β = (∆f)α; aśı mismo definimos el P -morfismo y :=
(Pf)e : X → PB que junto con β cumplen (∆y)ξ = Pβ ya que (∆y)ξ =
(∆((Pf)e))ξ = ∆Pf((∆e)ξ) = (∆Pf)Pα = Pβ; como se cumple la condición
(SF), entonces existe un único morfismo t : A→ B tal que (Pt)e = y y (∆t)α =
β.

Observemos que P ((∆g)α) = P ((∆f)α) ya que P ((∆g)α) = (∆Pg)Pα =
∆Pg((∆e)ξ) = (∆(Pg)e)ξ = (∆y)ξ = Pβ = P ((∆f)α) y, como P es fiel,
entonces (∆g)α = (∆f)α. El morfismo g cumple que (Pg)e = y pues (Pg)e =
(Pf)e y cumple también que (∆g)α = β por lo mencionado anteriormente; por
la unicidad de t, entonces t = g, pero el morfismo f cumple trivialmente que
(Pf)e = y y (∆f)α = β, por la unicidad de t, entonces t = f , por lo que f = g.
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Por lo tanto (e,A) ∈ Epi(P ), con lo cual concluimos que Quot(P ) ⊆ Epi(P ).

P ◦D ∆X

∆PA

∆PB

ξ //

∆e

::

∆y

$$

Pt

��

Pα

44

P ((∆f)α)

**

Lema 1.18. Dado un levantamiento P -semi final de un cocono coĺımite ξ como
en la ecuación (**), entonces α también es un cocono coĺımite.

A continuación se verá un teorema el cual nos permite ver la relación entre
levantamiento P -semi inicial y levantamiento P -semi final. Es importante este
teorema ya que nos permitirá demostrar la equivalencia entre dos definiciones
que se vieron anteriormente.

Teorema 1.19. Sea P : A −→ X un funtor y sea Q ⊆ Mor(P ) una subclase.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Todo P -cono ξ tiene un levantamiento P -semi inicial ŕıgido como en la
ecuación (*), tal que (e,A) ∈ Q.

2. Todo P -cocono ξ tiene un levantamiento P -semi final como en la ecuación
(**), tal que (e,A) ∈ Q.

Antes de probar este teorema, se verá un lema el cual nos permite saber que si
se cumple alguna de las dos condiciones anteriores, entonces el funtor P es fiel,
además nos servirá de herramienta para demostrar el teorema anterior.

Lema 1.20. Dadas las siguientes condiciones:

1. Todo P -cono ξ tiene un levantamiento P -semi inicial ŕıgido como en la
ecuación (*), tal que (e,A) ∈ Q.

2. Todo P -cocono ξ tiene un levantamiento P -semi final como en la ecuación
(**), tal que (e,A) ∈ Q.

Si la condición (1) se cumple, entonces P es un funtor fiel. De la misma manera,
si se cumple la condición (2) entonces P es un funtor fiel.

Demostración. 1. Sean f, g : A→ B A-morfismos tal que Pf = Pg.
Definamos la categoŕıa discreta I := Mor(A), donde Mor(A) es la clase de

todos los morfismos de A, también definamos el diagrama D : I −→ A tal que
Di := B para todo i ∈ I.
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Definamos la transformación natural ξ : ∆PA −→ P ◦ D donde para todo
i ∈ I, ξi := Pf : PA→ PB. Con esto formamos el siguiente P -cono (PA, ξ,D).
Por hipótesis, el P -cono tiene un levantamiento P -semi inicial ŕıgido, esto es,
existen C un objeto de A, e : PA→ PC un morfismo en X tal que (e, C) ∈ Q
y un A-cono α : ∆C −→ D los cuales cumplen lo siguiente:

(Pαi)e = Pf para todo i ∈ I (1.2)

Es decir cumplen con la ecuación (*). Definamos la siguiente clase de morfismos

K := {h : A→ C : αih ∈ {f, g} para todo i ∈ I}

claramente K ⊆ I.

Veamos que K 6= ∅. Para esto observemos que ξ se puede ver de la siguiente
manera : ξ = Pγ en la cual γ : ∆A −→ D donde γi = f para todo i ∈ I. Como
ξ(∆PIdA) = Pγ. Por la condición (SI), entonces existe un único morfismo
c : A → C tal que (IdPA)e = Pc y α(∆c) = γ, por lo tanto Pc = e y αic = f ,
por lo que c ∈ K.

∆PA ∆PA

∆PC

P ◦D

∆IdPA //

∆e

??

ξ

��

Pα

��

∆Pc

55

ξ=Pγ

))

Por lo tanto K 6= ∅, por lo que existe una función suprayectiva σ : I → K con
σ|K = IdK. Con esto se define la transformación natural β : ∆A −→ D de la
siguiente manera:

para todo i ∈ I, βi :=

{
f si αiσ(i) = g

g si αiσ(i) = f

Puesto que β cumple que ξ(∆IdPA) = Pβ ya que Pf = Pg, aplicando la
condición (SI) a β, entonces existe un único morfismo h : A → C tal que
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αih = βi para todo i ∈ I además e(IdPA) = Ph.

PA PA

PC

PB

IdPA //

e

??

Pf

��

Pαi

��

Ph

55

Pβi

))

Como αih = βi y βi ∈ {f, g}, se tiene que h ∈ K. Entonces σ(h) = h; si
αhσ(h) = f entonces βh = g, por lo que αhh = g por lo tanto f = g. Si
αhσ(h) = g entonces βh = f , por lo que αhh = f , por lo tanto f = g. Por lo
tanto f = g y P es fiel.

2. Sean f, g : B → A morfismos en A tal que Pf = Pg.
Definamos la categoŕıa discreta I := Mor(A), también definamos el dia-

grama D : I −→ A tal que Di := B para todo i ∈ I.
Definimos la transformación natural ξ : P ◦D −→ ∆PA tal que ξi := Pf .

Por hipótesis el P -cocono (PA, ξ,D) tiene un levantamiento P -semi final, esto
es, existen C un objeto de A, e : PA→ PC un morfismo de X tal que (e, C) ∈ Q
y un A-cocono α : P ◦D −→ ∆C los cuales cumplen lo siguiente:

e(Pf) = Pαi para todo i ∈ I (1.3)

Es decir cumplen con la ecuación (**). Definamos la siguiente clase de morfismos

K := {h : C → A : hαi ∈ {f, g} para todo i ∈ I}

claramente K ⊆ I. Veamos que K 6= ∅ para esto notemos que ξ puede verse de
la siguiente forma ξ = Pδ en donde δ : D −→ ∆A y δi = f para todo i ∈ I.
Ahora notemos que (PIdA)ξ = Pδ. Por la condición (SF), entonces existe un
único morfismo d : C → A tal que (Pd)e = PIdA y (∆d)α = δ, por lo tanto
dαi = f , por lo que d ∈ K.

P ◦D ∆PA

∆PC

∆PA

ξ //

∆e

??

∆IdPA

��

∆Pd

��

Pα

55

ξ=Pδ

))
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Por lo tanto K 6= ∅, por lo que existe una función suprayectiva σ : I → K
con σ|K = IdK. Con esta función definimos la siguiente transformación natural
β : D −→ ∆A de la siguiente manera:

para todo i ∈ I, βi :=

{
f si σ(i)αi = g

g si σ(i)αi = f

Como Pf = Pg tenemos que (∆PIdA)ξ = Pβ, por la condición (SF), entonces
existe un único morfismo h : C → A tal que hαi = βi para todo i ∈ I además
(Ph)e = IdPA.

PB PA

PC

PA

Pf //

e

??

IdPA

��

Ph

��

Pαi

55

Pβi

))

Como hαi = βi y βi ∈ {f, g}, tenemos que h ∈ K. Entonces σ(h) = h; si
σ(h)αh = f entonces βh = g, por lo que hαh = g, por lo tanto f = g. Si
σ(h)αh = g entonces βh = f , por lo que hαh = f , por lo tanto f = g. Por lo
tanto f = g y P es fiel. �

Observación 1.21. Observemos que este lema es falso si se restringe a que los
diagramas sean pequeños.

En efecto, consideremos el funtor P : A −→ 1 donde A es una categoŕıa com-
pleta la cual no es un conjunto parcialmente ordenado y 1 es una categoŕıa
discreta la cual sólo tiene un objeto. Primero veamos que para este funtor
cualquier P -cono pequeño tiene un levantamiento P -semi inicial ŕıgido.

Sean D una categoŕıa pequeña y D : D −→ A un funtor. Como D es pequeña
y A es completa, entonces existe el cono ĺımite α : A −→ D. Sea 0 ∈ Ob(1) el
único objeto de 1, por lo que el único P -cono que existe con el diagrama D es
ξ : ∆0 −→ P ◦D donde ξi = Id0 esto para todo i ∈ D.

Notemos que ξ = Pα(∆Id0) ya que el único morfismo de 1 es la Id0, por lo
que es una factorización P -semi inicial de ξ. Ahora veamos que cumple con la
condición (SI), sea β : ∆B −→ D un A-cono tal que Pβ = ξ(∆Id0), dado que
β es un A-cono con base en D, por la propiedad universal del cono ĺımite α,
entonces existe un único morfismo b : B → A tal que β = α(∆b) y claramente
Pb = Id0, por lo que ξ tiene un levantamiento P -semi inicial, sólo falta ver que
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es ŕıgido.

∆PB ∆0

∆PA

P ◦D

∆Id0 //

∆Id0

??

ξ

��

Pα

��

∆Pb

55

Pβ

))

Sea t : A → A tal que (Pt)Id0 = Id0 y α(∆t) = α, dado que α es un cono
ĺımite entonces existe un único morfismo c : A → A tal que α = α(∆c), pero
el morfsimo IdA cumple también que α = α(∆IdA), ahora por la unicidad de
c, entonces c = IdA. De la misma manera tenemos que c = t, por lo que
t = IdA. Por lo tanto el levantamiento es ŕıgido. Por lo que para cualquier
P -cono pequeño, este tiene un levantamiento P -semi inicial ŕıgido.
Por último notemos que P no es un funtor fiel ya que 1 sólo tiene un morfismo.

Observación 1.22. Notemos que para probar la parte 1) del Lema 1.20, no se
usa que el levantamiento sea ŕıgido.

Observación 1.23. Observemos que para probar las partes 1) y 2) del Lema
1.20, solo se usa que cualquier P -cono discreto tiene un levantamiento P -semi
inicial y que cualquier P -cocono discreto tiene un levantamiento P -semi-final.

Procedamos a probar el Teorema 1.19.

Demostración. (1)⇒ (2): Sea ξ : P ◦D −→ ∆X un P -cocono, con D : D −→
A. Definamos la categoŕıa D̃, donde los objetos son los P -morfismos (x,B) tal
que hay un A-cocono β : D −→ ∆B con (∆x)ξ = Pβ. Como P es fiel por el
lema 1.20, por lo tanto β está determinado de manera única por cada objeto
en D̃. Por lo que podemos denotar a cada β de la siguiente manera βx,B . Un

morfismo f̃ : (x,B)→ (y, C), es un A-morfismo f : B → C tal que (Pf)x = y.

Definimos el funtor D̃ : D̃ −→ A tal que D̃(x,B) := B para todo (x,B)

objeto de D̃ y sea ξ̃ : ∆̃X −→ P ◦ D̃ el P -cono definido de la siguiente manera:
ξ̃(x,B) := x para todo (x,B) en D̃. Por hipótesis tenemos que ξ̃ tiene una
factorización P -semi inicial ŕıgida, entonces existen e : X → PA con e ∈ Q y
α̃ : ∆̃A −→ D̃ un A-cono tales que (Pα̃)∆̃e = ξ̃, los cuales cumplen con la
condición (SI); el P -morfismo e formará parte del levantamiento P -semi final.

Ahora definimos para cada d ∈ Ob(D), el A-cono β̃d : ∆̃Dd −→ D̃ donde

β̃d(x,B) := βx,B(d) para todo (x,B) ∈ Ob(D̃), observemos que a cada objeto

de D̃ es asignado uno y solo un morfismo ya que cada β está determinada de
manera única por cada (x,B) ∈ Ob(D̃). Ahora veamos que también cada β̃d es
una transformación natural.
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Sean (x,B), (y, C) ∈ Ob(D̃) y un morfismo f̃ : (x,B) → (y, C) el cual
consiste de f : B → C y cumple que (Pf)x = y, tenemos que Pβy,C(d) = yξd =
((Pf)x)ξd y Pβx,B(d) = xξd, por lo que

Pβy,C(d) = (Pf)Pβx,B(d) = P (fβx,B(d))

como P es fiel, entonces βy,C(d) = fβx,B(d), por lo que β̃d es un A-cono.

∆̃PDd ∆̃X

∆̃PA

P ◦ D̃

∆̃ξd //

∆̃e

??

ξ̃

��

Pα̃

��

∆̃Pαd

55

Pβ̃d

))

Para todo d ∈ Ob(D) el P -cono β̃d cumple que ξ̃(∆̃ξd) = P β̃d, ya que para todo

(x,B) ∈ Ob(D̃) tenemos lo siguiente

(ξ̃(∆̃ξd))(x,B) = x(ξd) = ((∆x)ξ)d = Pβx,B(d) = P β̃d(x,B)

debido a que (∆x)ξ = Pβ. Aplicando la condición (SI) a cada β̃d, existe αd :

Dd → A tal que e(ξd) = Pαd y α̃(∆̃αd) = β̃d. No es dif́ıcil ver, utilizando la
fidelidad de P , que los αd constituyen un A-cocono α : D −→ ∆A, que satisface
(∆e)ξ = Pα; esta es una prolongación P -semi final de ξ.

Veamos que la prolongación P -semi final anterior cumple la condición (SF).

Sea β : D −→ ∆B y y : X → PB tal que (∆y)ξ = Pβ, por lo que (y,B) ∈ Ob(D̃)
y β = βy,B por lo antes mencionado.

Definimos el morfismo t := α̃(y,B) : A→ B, observemos que

(Pt)e = (Pα̃(∆̃e))(y,B) = ξ̃(y,B) = y

por lo tanto (Pt)e = y y también (∆t)α = β ya que α̃(∆̃αd) = β̃d para todo
d ∈ Ob(D), pues

((∆t)α)d = t(αd) = (α̃(∆̃αd))(y,B) = β̃d(y,B) = βy,B(d)
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P ◦D ∆X

∆PA

∆PB

ξ //

∆e

??

∆y

��

∆Pt

��

Pα

55

Pβ

))

Sólo falta ver que t es único.
Sea s : A → B morfismo tal que (Ps)e = y y (∆s)α = β. Tenemos que s

es un morfismo s̃ : (e,A) → (y,B) en la categoŕıa D̃. Como α̃ es una trans-

formación natural entre los funtores ∆̃A y D̃, se cumple la conmutatividad del
siguiente cuadro.

(∆̃A)(e,A) = A D̃(e,A) = A

(∆̃A)(y,B) = A D̃(y,B) = B

(e,A)

(y,B)

α̃(e,A) //

α̃(y,B)=t
//

IdA

��

s

��

s̃

��

Entonces sα̃(e,A) = α̃(y,B) = t, por lo tanto sα̃(e,A) = t. Definamos el
morfismo a := α̃(e,A) : A→ A, y a cumple que (Pa)e = e esto se puede ver al

evaluar en (e,A) la ecuación Pα̃(∆̃e) = ξ̃.

Veamos que a = IdA; sea (x,B) ∈ Ob(D̃), del morfismo α̃(x,B) : A →
B obtenemos el morfismo ã(x,B) : (e,A) → (x,B) en D̃, pues cumple que

Pα̃(x,B)e = x, ya que Pα̃(∆̃e) = ξ̃. Como α̃ es una transformación natu-

ral, es decir, α̃(x,B)a = α̃(x,B) esto para cualquier (x,B) ∈ Ob(D̃), por lo
tanto α̃(∆a) = α̃. Como la condición (R) se cumple por hipótesis, entonces
a = IdA, por lo tanto s = t.

(2) ⇒ (1): Sea ξ : ∆X −→ P ◦D un P -cono, con D : A −→ D. Definamos la

categoŕıa D̃, donde los objetos son los P -comorfismos (x,B), donde x : PB → X
tal que hay un A-cono β : ∆B −→ D con ξ(∆x) = Pβ. Como P es fiel por el
lema 1.20, por lo tanto β esta determinado de manera única por cada objeto en
D̃. Por lo que denotaremos a cada β de la siguiente manera βx,B . Un morfismo

f̃ : (x,B)→ (y, C), es un A-morfismo f : C → B tal que x(Pf) = y.

Definimos el funtor D̃ : D̃ −→ A tal que D̃(x,B) := B para todo (x,B) ∈ D̃
y sea ξ̃ : P ◦D̃ −→ ∆̃X el P -cocono definido de la siguiente manera, ξ̃(x,B) := x

para todo (x,B) ∈ Ob(D̃), por hipótesis tenemos que ξ̃ tiene una prolongación

P -semi final, entonces existen e : X → PA con e ∈ Q y α̃ : D̃ −→ ∆̃A un A-
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cocono tales que (∆̃e)ξ̃ = Pα̃, los cuales cumplen condición (SF); el P -morfismo
e formará parte del levantamiento P -semi inicial.

Ahora definimos para cada d ∈ Ob(D) el A-cocono β̃d : D̃ −→ ∆̃Dd donde

β̃d(x,B) = βx,B(d) para todo (x,B) ∈ Ob(D̃), observemos que a cada objeto

de D̃ es asignado uno y solo un morfismo, ya que cada β esta determinada de
manera única por cada (x,B) ∈ Ob(D̃). Ahora veamos que cada β̃d es una
transformación natural.

Sean (x,B), (y, C) ∈ Ob(D̃) y un morfismo f̃ : (x,B) → (y, C) el cual
consiste de f : C → B y cumple que x(Pf) = y, tenemos que Pβy,C(d) = ξdy =
ξd(x(Pf)) y Pβx,B(d) = ξdx, por lo que

Pβy,C(d) = Pβx,B(d)(Pf) = P (βx,B(d)f)

como P es fiel, entonces βy,C(d) = βx,B(d)f , por lo que β̃d es un A-cocono.

P ◦ D̃ ∆̃X

∆̃PA

∆̃PDd

ξ̃ //

∆̃e

??

∆̃ξd

��

∆̃Prd

��

Pα̃

55

Pβ̃d

))

Para cada A-cocono β̃d se cumple que (∆̃ξd)ξ̃ = P β̃d, ya que para todo (x,B) ∈
Ob(D̃) tenemos lo siguiente

((∆̃ξd)ξ̃)(x,B) = x(ξd) = (ξ(∆̃x))d = P β̃x,B(d) = P β̃d(x,B)

pues se cumple que ξ(∆x) = Pβ. Aplicando la condición (SF) a cada β̃d, existe

αd : A→ Dd tal que (Pαd)e = ξd y (∆̃αd)α̃ = β̃d. Como (e,A) ∈ Quot(P ) dado

que (e,A) aparece en la prolongación P -semi final de ξ̃ y por la observación 1.17
(e,A) ∈ Epi(P ), por lo tanto e es un P -epimorfismo; no es dif́ıcil ver, utilizando
que e es P -epimorfismo, que los αd constituyen un A-cono α : ∆A −→ D, que
satisface Pα(∆e) = ξ; esta es una factorización P -semi inicial de ξ.

Veamos que la factorización P -semi inicial anterior cumple la condición (SI).
Para esto sean β : ∆B −→ D y y : PB → X tal que ξ(∆y) = Pβ, por lo que

(y,B) ∈ Ob(D̃) y β = βy,B por lo antes mencionado.
Definimos el morfismo z := α̃(y,B) : B → A, observemos que

ey = ((∆̃e)ξ̃)(y,B) = Pα̃(y,B) = Pz

por lo tanto ey = Pz y también α(∆z) = β ya que (∆̃αd)α̃ = β̃d para todo
d ∈ Ob(D) puesto que

(α(∆z))d = (αd)z = ((∆̃αd)α̃)(y,B) = β̃d(y,B) = βy,B(d)
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∆PB ∆X

∆PA

P ◦D

∆y //

∆e

??

ξ

��

Pα

��

∆Pz

55

Pβ

))

Sólo falta ver que z es único.
Sea r : B → A morfismo tal que ey = Pr y α(∆r) = β. Como z cumple

ey = Pz, entonces Pz = Pr; utilizando que P es fiel obtenemos que z = r, por
lo tanto z es único.

Veamos que este levantamiento P -semi inicial es ŕıgido. Como e es un P -
epimorfismo y por la observación 1.8, entonces el levantamiento P -semi inicial
es ŕıgido. �

La proposición siguiente nos permite asegurar que todo P -cocono tiene un le-
vantamiento P -semi final si y solo si los P -coconos discretos lo tienen.

Proposición 1.24. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Todo P -cocono ξ tiene un levantamiento P -semi final como en la ecuación
(**), tal que (e,A) ∈ Q.

2. Todo P -cocono discreto ξ tiene un levantamiento P -semi final como en la
ecuación (**), tal que (e,A) ∈ Q.

Demostración. (1)⇒ (2): Esta implicación es inmediata.

(2)⇒ (1): Sean D una categoŕıa, D : D −→ A un diagrama y ξ : P ◦D −→ ∆X

un P -cocono, definimos D
′

la categoŕıa discreta cuyos objetos son los mismos

que los de D. Se define el diagrama D
′

: D
′
−→ A tal que D

′

d = Dd para todo

d ∈ Ob(D
′
), ya que los objetos de D y D

′
son los mismos, también definimos

el P -cocono ξ
′

: P ◦D′ −→ ∆X de este modo, ξ
′

d = ξd para todo d ∈ Ob(D
′
).

Dado que D
′

es discreta entonces por hipótesis existe un P -morfismo (e,A) ∈ Q
con e : X → PA y un P -cocono α

′
: D

′ −→ ∆A tales que (∆e)ξ
′

= Pα
′

y se
cumple la condición (SF).

Definamos α : D −→ ∆A de la siguiente manera: αd = α
′

d. Ahora com-

probemos que α es una transfomación natural entre D y ∆A, sean d, d
′ ∈

Ob(D) e i : d → d
′

morfismo en D. Como (∆e)ξ
′

= Pα
′
, tenemos que

Pαd = eξd y Pαd′ = eξd′ ; dado que ξ es una transformación natural en-
tonces ξd = ξd′ (PDi), por lo que Pαd = eξd = eξd′ (PDi) = Pαd′ (PDi), por
lo tanto Pαd = Pαd′ (PDi) = P (αd′ (Di)), como P es fiel por el lema 1.20 y la
observación 1.23, entonces αd = αd′ (Di), por lo tanto α es una transformación
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natural. Observemos que (∆e)ξ = Pα, ya que para todo d ∈ Ob(D), tenemos
que

((∆e)ξ)d = eξd = eξ
′

d = ((∆e)ξ
′
)d = (Pα

′
)d = Pα

′

d = Pαd = Pα(d)

con lo cual tenemos que (∆e)ξ = Pα es una prolongación P -semi final de ξ.
Veamos que la prolongación P -semi final anterior śı cumple la condición

(SF). Sean β : D −→ ∆B y y : X → PB tales que (∆y)ξ = Pβ, se define

β
′

: D
′ −→ ∆B como sigue, β

′

d = βd para todo d ∈ Ob(D
′
) y como

((∆y)ξ
′
)d = yξ

′

d = yξd = ((∆y)ξ)d = Pβ(d) = Pβd = Pβ
′

d = Pβ
′
(d)

para todo d ∈ Ob(D), por lo tanto (∆y)ξ
′

= Pβ
′
; dado que se cumple la

condición (SF) para ξ
′
, entonces existe un único morfismo t : A → B tal que

(Pt)e = y y (∆t)α
′

= β
′
, solo basta ver que (∆t)α = β. Sea d ∈ Ob(D),

observemos que

((∆t)α)d = tαd = tα
′

d = ((∆t)α
′
)d = β

′

d = βd

por lo tanto (∆t)α = β. �

Tenemos otro resultado parecido al anterior con levantamientos P -semi iniciales.

Proposición 1.25. Sea P : A −→ X un funtor. Si cada P -cono discreto
(X, ξ,D) tiene un levantamiento P -semi inicial (*) con (e,A) ∈ Epi(P ), en-
tonces cada P -cono tiene un levantamiento P -semi inicial ŕıgido con (e,A) ∈
Epi(P ).

Demostración. Sea D una categoŕıa , D : D −→ A un diagrama y ξ : ∆X −→
P ◦D un P -cono, definimos D

′
la categoŕıa discreta cuyos objetos son los mismos

que los deD. Se define el diagramaD
′

: D
′
−→ A de esta manera, D

′

d = Dd para

todo d ∈ Ob(D
′
), ya que los objetos de D y D

′
son los mismos, también definimos

el P -cono ξ
′

: ∆X −→ P ◦ D′ de este modo, ξ
′

d = ξd para todo d ∈ Ob(D
′
),

dado queD
′
es discreta entonces por hipótesis tenemos que existe un P -morfismo

(e,A) ∈ Epi(P ) y un P -cono α
′

: ∆A −→ D
′

tales que Pα
′
(∆e) = ξ

′
y cumplen

la condición (SI).
Definamos α : ∆A −→ D de la siguiente manera: αd = α

′

d. Ahora compro-

bemos que α es una transformación natural entre ∆A y D, sean d, d
′ ∈ Ob(D),

i : d → d
′

morfismo en D. Notemos que ξ
′

d = (PDi)ξd para todo d ∈ Ob(D),

debido a como se definió ξ
′

y utilizando que ξ es una transformación natural.
Luego, usando ξd = (Pαd)e, ξd′ = (Pαd′ )e y el hecho anterior, entonces se tiene
que (Pαd′ )e = (PDi)(Pαd)e = (P (Diαd))e, por lo que (Pαd′ )e = (P (Diαd))e;
dado que e ∈ Epi(P ), entonces αd′ = Diαd, por lo tanto α es una transfor-
mación natural. Observemos que Pα(∆e) = ξ, ya que para todo d ∈ Ob(D),
tenemos que

(ξ)d = ξd = ξ
′

d = (ξ
′
)d = (Pα

′
(∆e))d = (Pα

′

d)e = (Pαd)e = (Pα(∆e))d
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con lo cual tenemos que Pα(∆e) = ξ es una factorización P -semi inicial de ξ.
Veamos que la factorización P -semi inicial anterior śı cumple la condición

(SI). Sean β : ∆B −→ D y y : PB → X tales que Pβ = ξ(∆y), se define

β
′

: ∆B −→ D como sigue, β
′

d = βd para todo d ∈ Ob(D
′
) y como

(ξ
′
(∆y))d = (ξ

′

d)y = (ξd)y = (ξ(∆y))d = Pβ(d) = Pβd = Pβ
′

d = Pβ
′
(d)

para todo d ∈ Ob(D), por lo tanto Pβ
′

= ξ
′
(∆y); dado que se cumple la

condición (SI) para ξ
′
, entonces existe un único morfismo t : B → A tal que

ey = Pt y α
′
(∆t) = β

′
, solo basta ver que α(∆t) = β. Sea d ∈ Ob(D),

observemos que

(α(∆t))d = (αd)t = (α
′

d)t = (α
′
(∆t))d = β

′

d = βd

por lo tanto α(∆t) = β.
Puesto que e ∈ Epi(P ) por la observación 1.8, entonces el levantamiento

anterior es ŕıgido. �

A continuación daremos la definición de funtor semi-topológico, esta definición
es de suma importancia, pues veremos un resultado el cual nos permite ver que
se comporta bien con las categoŕıas totales.

Definición 1.26. Sea P : A −→ X un funtor.

1. P es llamado semi-topológico si y solo si, cada P -cono tiene un levanta-
miento P -semi inicial ŕıgido.

2. P es llamado (propiamente) topológico si y solo si, cada P -cono tiene un
levantamiento P -inicial (propio).

3. P es llamado fibración (propia) si y solo si, cada P -morfismo tiene un
levantamiento P -inicial (propio).

Las nociones duales de las definiciones anteriores son: co-semi-topológico,
(propiamente) co-topológico y co-fibración (propia).
Tenemos algunos resultados inmediatos del teorema 1.19.

Corolario 1.27. Sea P : A −→ X un funtor. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. P es semi-topológico.

2. Cada P -cocono (discreto) tiene un levantamiento P -semi final.

3. Cada P -cono (discreto) (X, ξ,D) tiene un levantamiento P -semi inicial
(*) con (e,A) ∈ Epi(P ).

4. Cada P -cono (discreto) (X, ξ,D) tiene un levantamiento P -semi inicial
(*) con (e,A) ∈ Quot(P ).
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Demostración. (2)⇒ (4).
Por el Teorema 1.19 y observemos que en la prueba 2)⇒ 1) del Teorema 1.19,
el P -morfismo (e,A) ∈ Q que es utilizado en el levantamiento P -semi final, es
el mismo que se usa en el levantamiento P -semi inicial ŕıgido. Por lo tanto
(e,A) ∈ Quot(P ).

(4)⇒ (3).
Por el Lema 1.20 y la observación 1.22, tenemos que P es fiel y por la obser-
vación 1.17, entonces Quot(P ) ⊆ Epi(P ).

(3)⇒ (1).
Basta ver que cada levantamiento es ŕıgido. Por la observación 1.8, tenemos
que cada levantamiento es ŕıgido.

(1)⇒ (2).
Por el Teorema 1.19. �

Observación 1.28. En el corolario 1.27 solo se dio la prueba para P -conos que
no son discretos. Para el caso de P -conos discretos solo es necesario agregar en
la pruebas algunos resultados anteriormente demostrados.

En 4)⇒ 3) la proposición 1.23.
En 3)⇒ 1) la proposición 1.25 .
En 1)⇒ 2) y 2)⇒ 4) la proposición 1.24.

Corolario 1.29. Sea P : A −→ X un funtor. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. P es (propiamente) topológico.

2. P es (propiamente) co-topológico.

3. P es semi-topológico y fibración (propia).

4. P es co-semi-topológico y co-fibración (propia).

Demostración. 1) ⇒ 2) : Si aplica uno el Teorema 1.19 obtiene uno un
levantamiento P -semi final para cada P -cocono con (e,A) ∈ Iso(P ). Lo cual
quiere decir que dado un P -cocono ξ : P ◦D −→ ∆X, existen (e,A) ∈ Iso(P )
con e : X → PA y un A-cono α : D −→ ∆A tales que Pα = (∆e)ξ y cumplen
la condición (SF). Esto es para todo P -morfismo y : X → PB y todo A-cono
β : D −→ ∆B tales que Pβ = (∆y)ξ, entonces existe t : A → B tal que
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(Pt)e = y y α(∆t) = β.

P ◦D ∆X

∆PA

∆PB

ξ //

∆e

??

∆y

��

∆Pt

��

Pα

55

Pβ

))

Como e es un isomorfismo, entonces ξ = (∆e−1)Pα, con lo cual tenemos que
cada P -cocono tiene un levantamiento P -co-semi inicial con (e,A) ∈ Iso(P ).

P ◦D ∆X

∆PA

∆PB

ξ //

∆e−1

��

∆y

��

∆Pt

��

Pα

55

Pβ

))

2)⇒ 1) : Es el dual de la demostración anterior.

1) ⇒ 3) : Basta con ver que los levantamientos P -iniciales son ŕıgidos. Por el
lema 1.20 y la observaciones 1.22, 1.23, entonces P es fiel. Sea ξ : ∆X −→ P ◦D
un P -cono, entonces existen (e,A) ∈ Iso(P ) con e : X → PA y un A-cono
α : ∆A −→ D tales que ξ = Pα(∆e).

Puesto que (e,A) ∈ Iso(P ) utilizando la observación 1.17, obtenemos que
(e,A) ∈ Epi(P ). Ahora por la observación 1.8 tenemos que el levantamiento
P -inicial anterior es ŕıgido.

3) ⇒ 1) : Sean D : D −→ A un diagrama, ξ : ∆X −→ P ◦D un P -cono. Por
hipótesis, existe un levantamiento P -semi inicial ŕıgido de ξ, es decir, existen
e : X → PA un P -morfismo y α : ∆A −→ D un A-cono tales que

ξ = Pα(∆e) (1.4)

y cumplen la condición (SI).
Ahora, como e es un P -morfismo y P es fibración, existe h : X → PC

isomorfismo y g : C → A tal que

e = (Pg)h (1.5)
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y cumplen la condición (SI).
Utilizando la igualdad 1.5 y sustituyendo en la igualdad 1.4 obtenemos

ξ = Pα(∆e) = Pα(∆((Pg)h)) = (Pα(∆Pg))(∆h) = P (α∆g)(∆h)

Definimos el A-cono α
′

: ∆C −→ D de la siguiente manera, α
′

d = αdg para todo
d ∈ Ob(D), por lo que la igualdad anterior queda de la siguiente manera

ξ = Pα
′
(∆h)

esta es una factorización P -semi inicial de ξ donde h es un isomorfismo.

2) es equivalente a 4) es dual de 1) equivalente a 3). �

Proposición 1.30. Sea P : A −→ X un funtor. Si P es el funtor inclusión de
una subcategoŕıa plena reflexiva, entonces P es semi-topológico.

Demostración. Sean D : D −→ A un diagrama, ξ : ∆X −→ P ◦D un P -cono.
Como A es una subcategoŕıa reflexiva de X y P es el funtor inclusión de A
en X , entonces el funtor P tiene adjunto izquierdo K, por lo que para todo
X ∈ Ob(X ) y todo A ∈ Ob(A) se tiene la siguiente biyección

ϕ : HomX (KX,A) −→ HomA(X,A) (1.6)

Notemos que para todo d ∈ Ob(D), ξd : X → (PD)d es un morfismo en X ,
donde D(d) ∈ Ob(A). Como ϕ es una biyección, entonces para cada d ∈ Ob(D)
existe un único morfismo fd : KX → D(d) tal que ϕ(fd) = ξd, pero sabemos
que la biyección ϕ evaluada en un morfismo f : KX

′ → A esta dada por
ϕ(f) = Pf ◦ηX′ , donde η : 1X −→ PK es la unidad de la adjunción. Utilizando
lo anterior en los morfismos ξd, obtenemos ϕ(fd) = Pfd ◦ ηX = ξd.

Definimos α : ∆(K(X)) −→ D como sigue, αd = fd. Veamos que α es una
transformación natural, sean d, d

′ ∈ Ob(D) e i : d → d
′

un morfismo. Por lo
que necesitamos demostrar que se cumple el siguiente diagrama conmutativo

KX

Dd

Dd
′

αd
77

α
d
′ ''

Di

��

Como ξ es una transformación natural, entonces tenemos lo siguiente

X

Dd

Dd
′

ξd
77

ξ
d
′ ''

Di

��
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Notemos que ϕ(αd′ ) = ξd′ = ϕ(Di ◦ fd) pues

ϕ(fd′ ) = ξd′ = Di ◦ ξd = Di(αd ◦ ηX) = (Di ◦ αd)ηX = ϕ(Di ◦ αd)

Por la unicidad de αd′ , entonces αd′ = Di ◦ αd. Por lo tanto α es una transfor-
mación natural, con lo cual el P -cono ξ tiene una factorización P -semi inicial,
la cual es ξ = Pα(∆ηX).

Falta ver que esta factorización cumple la condición (SI) y que es ŕıgida.
Primero probemos que cumple la condición (SI). Sean β : ∆B −→ P ◦ D un
A-cono y y : PB → X un P -comorfismo tales que

Pβ = ξ(∆y)

Observemos que ηX ◦ y : PB → PKX y como P es pleno, esto por ser A una
subcategoŕıa plena de X , entonces existe g : B → KX tal que Pg = ηX ◦ y,
veamos que este morfismo es único, sea h : B → KX tal que Ph = ηX ◦ y, dado
que P es fiel por ser el funtor inclusión de A en X , entonces g = h, por lo tanto
único.

Ahora probemos que este levantamiento es ŕıgido, sea t : KX → KX un
morfismo tal que

(Pt)ηX = ηX y α(∆t) = α (1.7)

Sabemos que 1KX es el único morfismo tal que ϕ(1KX) = ηX , observemos que
ϕ(1KX) = ϕ(t) esto por la igualdad de la izquierda en (1.7), por la unicidad de
1KX , entonces 1KX = t. �

Teorema 1.31. Sea P : A −→ X un funtor semi-topológico, entonces P tiene
adjunto izquierdo.

Demostración. Por la observación 1.3, cualquier X ∈ Ob(X ) lo podemos ver
como un P -co-cono, como P es semi topológico, por el corolario 1.27, entonces
X tiene un levantamiento P -semi final, es decir, existen ROX ∈ Ob(A) y ηX :
X → PROX un morfismo tales que para todo y : X → PB, P -morfismo, existe
un único morfismo sX,y : ROX → B tal que

X

PROX

PB

ηX
77

y ''

PsX,y

��

Por lo anterior podemos observar que ηX es una flecha universal de X en P .
Utilizando el Teorema 2 del caṕıtulo 4 del libro [1], obtenemos que el funtor
R : X −→ A definido de la siguiente forma: para todo X ∈ Ob(X ) RX = ROX;
para todo morfismo h : X → X

′
Rh = sX,η

X
′ ◦h. Cumple que R es adjunto
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izquierdo de P .

X PROX

X
′

PROX
′

ηX //

h

��

PsX,η
X
′ ◦h

��

η
X
′
//
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Caṕıtulo 2

Cuadrados (co-)coma

La idea de los objetos (co)-coma en una 2-categoŕıa K viene de extender la idea
de que en Cat algunos objetos de esta 2-categoŕıa son categoŕıas coma. En Cat
sabemos como se construyen este tipo de objetos a partir de dos funtores que
comparten codominio, aunque en una 2-categoŕıa cualquiera no podemos dar
una construcción general. Es por eso que como cualquier objeto que se pueda
definir en matemáticas, las categoŕıas coma se caracterizan bajo dos condiciones,
una de ellas es bien conocida y la otra es una condición sobre las 2-celdas. Todo
lo referente a este caṕıtulo puede consultarse en [5].

En este caṕıtulo daremos algunos teoremas relevantes sobre los cuadros
coma; por ejemplo cuándo es posible levantar una adjunción si alguno de los
morfismos en el cuadro coma tiene adjunto y se verá otra versión del Lema de
Yoneda, la cual habla sobre una biyección entre morfismos de cuadros coma.

Definición 2.1. Sean una 2-categoŕıa K y A,B objetos de K. Un palmo de A
a B en K, (u0, S, u1) es un diagrama como el siguiente.

S

A B

u0

zz

u1

$$

Un morfismo entre dos palmos f : (u0, S, u1) → (u
′

0, S
′
, u
′

1), es un morfismo
f : S → S

′
tal que

S

A B

S
′

u0

zz

u1

$$

u
′
0

dd

u
′
1

::f

��

Observación 2.2. Notemos que los palmos de A a B forman una categoŕıa.

33
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Definición 2.3. Un copalmo (u0, S, u1) de A a B en K, es un palmo de A a B
en la 2-categoŕıa Kop.

S

A B

u0

::
u1

dd

Definición 2.4. Sea (r,D, s) un copalmo de A a B en K. Definimos un objeto
coma de (r,D, s), como un palmo (d0, r/s, d1) de A a B y una 2-celda

r/s

B D

A

d1

��
s

//

d0 //

r

��

λks

Los cuales cumplen las siguientes condiciones:

1. Para cualquier palmo (u0, S, u1) de A a B, la composición con la 2-celda
λ nos da una biyección

S

A B

r/s

S

B D

A
u0

zz

u1

$$

d0

dd

d1

::f

��

u1

��
s

//

u0 //

r

��

σks//oo

entre las flechas de palmos f : (u0, S, u1)→ (d0, r/s, d1) y las 2-celdas σ.

2. Para cualquier par de 2-celdas

r/s A

S r/s S

r/s B

r/s

d0

//

d0

��

f //

f
′

��

ξks

f //

d1

��

f
′

��

d1

//

ηks

las cuales cumplan que

r/s

S r/s B

A D S

r/s B D

r/s A

=f

GG
d0 // r //

f
′
//

d1

//

s

GG

d0

GG

ξ�� λ��

f // d0 //

r

��

f
′

��

d1

//
s

//

d1

��

η
�� λ ��
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existe una única 2-celda

S r/s

f

%%

f
′

99
φ ��

tal que ξ = d0φ y η = d1φ.

Proposición 2.5. Para cualesquiera dos funtores en Cat, el objeto coma existe
en Cat.

Demostración. Sean F : A → X y G : Y → X dos funtores en Cat.
Definimos la categoŕıa F/G como sigue. Los objetos de F/G son las ternas de
la forma (A, Y, f), donde A ∈ Ob(A), Y ∈ Ob(Y) y f : FA→ GY un morfismo
en X . Los morfimos son de la forma (h, k) : (A, Y, f) → (A

′
, Y
′
, f
′
), donde

h : A → A
′

es un morfismo en A y k : Y → Y
′

es un morfismo en Y, lo cuales
hacen conmutar el siguiente diagrama

FA FA
′

GY GY
′

Fh //

f
′

��

f

��

Gk
//

La composición de dos morfismos (h, k) : (A, Y f) → (B,C, g) y (h
′
, k
′
) :

(B,C, g)→ (D,E, r) es la siguiente: (h
′
, k
′
) ◦ (h, k) = (h

′ ◦ h, k′ ◦ k).
Es claro que F/G es una categoŕıa. Observemos que tenemos los funtores

D0 : F/G→ A y D1 : F/G→ Y, los cuales están definidos como, D0(A, Y, f) =
A y D1(A, Y, f) = Y , esto para todo (A, Y, f) ∈ Ob(F/G), D0(h, k) = h y
D1(h, k) = k para todo morfismo (h, k) : (A, Y f)→ (B,C, g) en F/G.

Definimos la 2-celda

F/G

Y

A

X

D1

��

G
//

D0 //

F

��

λks

como sigue, λ(A,Y,f) = f para todo (A, Y, f) ∈ Ob(F/G).
Ahora veamos que el palmo (D0, F/G,D1) de A a Y junto con λ cumple las

dos condiciones del objeto coma.
Probemos la condición 1 del objeto coma, definamos la función ϕ de los

morfismos de palmos a las 2-celdas. Sea f : (R,S, T ) → (D0, F/G,D1) un
morfismo de palmos, ϕ(f) = λf , es decir, es la composición con λ.
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Procedamos a definir una función de las 2-celdas a los morfismos de palmos.
Consideremos la 2-celda

S

Y

A

X

T

��

G
//

R //

F

��

σks

Definimos la función ψ de la siguiente manera: ψ(σ) = V : (R,S, T ) →
(D0, F/G,D1) donde V (s) = (Rs, Ts, σs) para todo s ∈ Ob(S) y V (h) =
(Rh, Th) para todo morfismo h : s→ s

′
.

Notemos que D0V = R y D1V = T , pues D0V (s) = D0(Rs, Ts, σs) = Rs
y D1V (s) = D1(Rs, Ts, σs) = Ts para todo s ∈ Ob(S), tambien D0V (h, k) =
D0(Rh, Th) = Rh y D1V (h, k) = D1(Rh, Th) = Th para todo (h, k) morfismo
en S.

Primero veamos que ψ ◦ ϕ = 1. Sea

S

A Y

F/G

R

zz
T

$$

D0

dd

D1

::V

��

un morfismo de palmos. Por lo que

ψ ◦ ϕ(V ) = ψ(ϕ(V )) = ψ(λV ) = H : (R,S, T )→ (D0, F/G,D1)

donde H(s) = (Rs, Ts, (λV )s) para todo s ∈ Ob(S). Tomemos s ∈ Ob(S)
y supongamos que V (s) = (As, Ys, rs). Como R = D0V y T = D1V , en-
tonces Rs = D0V (s) = As y Ts = D1V (s) = Ys, con lo cual obtenemos que
(Rs, Ts, (λV )s) = (As, Ys, λV (s)) = (As, Ys, rs). Por lo que V y H coinciden en
los objetos, ahora veamos que coinciden en los morfismos.

Sea z : s→ s
′
un morfismo en S y supongamos que V (z) = (h, k). Evaluemos

en z a H, por lo que obtenemos H(z) = (Rz, Tz). Como R = D0V y T = D1V ,
entonces Rz = D0V (z) = D0(h, k) = h y Tz = D1V (z) = D1(h, k) = k, con lo
cual (Rz, Tz) = (h, k). Por lo que H y V coinciden en las flechas, por lo tanto
H = V .

Por lo anterior obtenemos que ψ◦ϕ = 1. Procedamos a probar que ϕ◦ψ = 1.
Consideremos la 2-celda

S

Y

A

X

T

��

G
//

R //

F

��

σks
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por lo que ϕ ◦ ψ(σ) = ϕ(V ) = λV , donde V : S → F/G. Sea s ∈ Ob(S), por
lo que (λV )s = λV (s) = λ(Rs,Ts,σs) = σs. Por lo tanto λV = σ, con lo cual
obtenemos que ϕ ◦ ψ = 1.

Ahora probemos que se cumple la propiedad 2 del objeto coma. Para esto,
sean un par de 2-celdas

F/G A

S F/G S

F/G Y

F/G

D0

//

D0

��

R //

R
′

��

ξks

R //

D1

��

R
′

��

D1

//

ηks

las cuales cumplan que

F/G

S F/G Y

A X S

F/G Y X

F/G A

=R

GG
D0 // F //

R
′
//

D1

//

G

GG

D0

GG

ξ�� λ��

R // D0 //

F

��

R
′

��

D1

//
G

//

D1

��

η
�� λ ��

(2.1)
Definimos

S F/G

R

&&

R
′

88
ζ ��

de la siguiente manera: ζs = (ξs, ηs) para todo s ∈ Ob(S).
Probemos que (ξs, ηs) es un morfismo en la categoŕıa F/G. Sea s ∈ Ob(S)

y supongamos que Rs = (A(R,s), Y(R,s), f(R,s)), R
′
s = (A(R′ ,s), Y(R′,s), f(R′ ,s)).

Para ver que (ξs, ηs) es un morfismo en F/G, hay que probar que el siguiente
cuadro es conmutativo

FA(R,s) FA(R′ ,s)

GY(R,s) GY(R′ ,s)

Fξs //

f
(R
′
,s)

��

f(R,s)

��

Gηs

//

Utilizando la igualdad (2.1) en la componente s obtenemos que

f(R′ ,s) ◦ Fξs = (λR
′
)s ◦ (Fξ)s = (Gη)s ◦ (λR)s = Gηs ◦ f(R,s)

Por lo tanto la conmutatividad del cuadro anterior se cumple.
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Probemos que ζ es una transformación natural. Sean s, s
′ ∈ Ob(S) y g : s→

s
′

un morfismo en S. Veamos que el siguiente cuadro es conmutativo.

Rs

Rs
′

R
′
s

R
′
s
′

s

s
′

Rg

��

ζ
s
′
//

ζs //

R
′
g

��

g

��

Para esto, supongamos queRi = (A(R,i), Y(R,i), f(R,i)), R
′
i = (A(R′ ,i), Y(R′,i), f(R′ ,i))

con i ∈ s, s′ , Rg = (h(R,g), k(R,g)) y R
′
g = (h(R′ ,g), k(R′ ,g)). Con lo anterior, lo

que tenemos que probar se traduce en ver que las siguientes composiciones son
iguales

(ξs, ηs) ◦ (h(R,g), k(R,g)) = (h(R′ ,g), k(R′ ,g)) ◦ (ξs′ , ηs′ ) (2.2)

Puesto que ξ y η son transformaciones naturales obtenemos

A(R,s)

A(R,s′ )

A(R′ ,s)

A(R′ ,s′ )

Y(R,s)

Y(R,s′ )

Y(R′ ,s)

Y(R′ ,s′ )

s

s
′

h(R,g)

��

ξ
s
′
//

ξs //

h
(R
′
,g)

��

h(R,g)

��

η
s
′
//

ηs //

h
(R
′
,g)

��

g

��

Con lo cual queda probada la igualdad (2.2).
Es claro, que se tienen las siguientes igualdades

S F/G A=ξ

R

&&

R
′

88
ζ �� D0

//

y

S F/G Y=η

R

&&

R
′

88
ζ �� D1

//

por como están definidos los funtores D0 y D1.
Ahora veamos que ζ es única. Consideremos la 2-celda

S F/G

R

&&

R
′

88
θ ��
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tal que

S F/G A=ξ

R

&&

R
′

88
θ �� D0

// (2.3)

y

S F/G Y=η

R

&&

R
′

88
θ �� D1

// (2.4)

Supongamos que θs = (h(θ,s),k(θ,s)) para todo s ∈ Ob(S). Por la igualdad (2.3)
obtenemos que (D0θ)s = ξs para todo s ∈ Ob(S), es decir, h(θ,s) = ξs; por la
igualdad (2.4) obtenemos que (D1θ)s = ηs, es decir, k(θ,s) = ηs. Por como se
definió ζ, tenemos que θs = ζs para todo s ∈ Ob(S). Por lo tanto, ζ = θ. �

Regresemos al contexto de una 2-categoŕıa general.

Proposición 2.6. Sean r : A → D, s : B → D, g : A → B morfismos, r/s el
objeto coma de r y s

r/s

B D

A

d1

��
s

//

d0 //

r

��

λks

y una 2-celda

r/s A

B

d0 //

g

��
d1

��

ρks

Para cualquier par de 2-celdas

r/s D

S r/s S

r/s B

r/s

d0

//

d0

��

f //

f
′

��

ξks

f //

d1

��

f
′

��

d1

//

ηks
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las cuales cumplan que

r/s

S r/s B

A D S

r/s B D

r/s A

=f

GG
d0 // r //

f
′
//

d1

//

s

GG

d0

GG

ξ�� λ��

f // d0 //

r

��

f
′

��

d1

//
s

//

d1

��

η
�� λ ��

(2.5)
entonces se cumple la siguiente igualdad.

S r/s S

r/s B

=

S

r/s

r/s

S

B

f //

d1

��

f
′

��

d1

//

d0 //

g

��

ηks
ρks

f
′

��
d0 //

f //

d0

��

d1
��

g

��

ξks

ρks

Demostración. Por la propiedad 2 del objeto coma r/s aplicada a la iguladad
(2.5), existe una única 2-celda

S r/s

f

%%

f
′

99
ψ ��

tal que

S r/s S=ξ

f

%%

f
′

99
ψ �� d0

// (2.6)

y

S r/s B=η

f

%%

f
′

99
ψ �� d1

// (2.7)
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notemos que por el diagrama

S r/s S

B

f

%%

f
′

99
ψ ��

d0 //

d1
��

g

��

ρks

y las igualdades (2.6) y (2.7) podemos obtener la siguiente igualdad

S r/s S

r/s B

=

S

r/s

r/s

S

B

f //

d1

��

f
′

��

d1

//

d0 //

g

��

ηks
ρks

f
′

��
d0 //

f //

d0

��

d1
��

g

��

ξks

ρks

�

Proposición 2.7. Sea s : B → D con adjunto izquierdo v : D → B, con
unidad η y counidad ε. Para cualquier flecha r : A→ D, la flecha u : A→ r/s
correspondiente a la 2-celda ηr, es decir

r/s

B

A

D

A

D =

A D D

B

d1

��
s

//

d0 //

r

��

λks

u

''
r

��

v ''

1A

��

r // 1D //

v

��
s

DD
η
��

es adjunto izquierdo de d0 : r/s → A con unidad la identidad y counidad φ :
ud0 ⇒ 1r/s definida como la única 2-celda tal que d0φ = 1d0 y d1φ = εd1 · vλ.

Demostración. Supongamos que s tiene adjunto izquierdo v, con unidad η y
counidad ε.

Consideremos el siguiente diagrama

A D D

B

r // 1D //

v

��
s

DD
η
��

(2.8)
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Si aplicamos la propiedad 1 del objeto coma r/s, existe una única flecha u :
A→ r/s tal que

r/s

B

A

D

A

D =

A D D

B

d1

��
s

//

d0 //

r

��

λks

u

''
r

��

v ''

1A

��

r // 1D //

v

��
s

DD
η
��

Procedemos a definir la 2-celda siguiente

r/s

B

A

D

B

:=ω

d1

��
s

//

d0 //

r

��

λks

v

��
1B

##

εks

Ahora veamos que al pegar la 2-celda ω con λ obtenemos λ. Para esto conside-
remos el siguiente diagrama

r/s

B

A

D

r/s

B

A

D

d0 // u // d0 //

r

��

d1

��
s

//
v

//
s

//

r

��

d1

��

1B

==

λ �� λ ��

ε
��
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dado que λu = ηr, obtenemos

r/s

B

A

D

DB

d0 //

d1

��
s

//

v

��

r

��

s
//

1B

��

1D

��

λ ��

η
��

ε
��

por una de las identidades triangulares tenemos que el diagrama de arriba es
igual a λ. Por lo que tenemos la siguiente igualdad

r/s

r/s r/s B

A D r/s

r/s B D

r/s A

=ud0

GG
d0 // r //

1r/s

//
d1

//

s

GG

d0

GG

1d0�� λ��

ud0 // d0 //

r

��

1r/s

��

d1

//
s

//

d1

��

ω
�� λ ��

ya que el diagrama de la izquierda es igual a λ y el de la derecha, como antes
vimos, es igual λ. Por la propiedad 2 del objeto coma r/s, existe una única
2-celda φ : ud0 ⇒ 1r/s tal que

r/s

A

r/s A

r/s

A

r/s B

=

=

1d0

ω

d0

??
u

��

1r/s

// d0 //

d0

??
u

��

1r/s

// d1 //

φ ��

φ ��

(2.9)

Las 2-celdas 1A y φ son la unidad y counidad de la adjunción que queremos
probar. En el diagrama 2.9, el diagrama superior es una de las identidades
triangulares, por lo que solo falta probar la otra.
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Consideremos el siguiente diagrama

A r/s

B

A

D

B

u // d0 //

r

��

v

��

s //

1B

��

d1

��

λks

εks

puesto que λu = ηr tenemos que es igual a

A D D

B B

r // 1D //

v

��
v

��

s

DD

1B
//

η
��

ε
��

y por una de las identidades triangulares, concluimos que es igual a 1vr, por lo
tanto ωu = 1vr. Notemos que se tiene la siguiente igualdad.

r/s

A r/s B

A D A

r/s B D

r/s A

=u

GG
d0 // r //

u
//

d1

//

s

GG

d0

GG

1A�� λ��

u // d0 //

r

��

u

��

d1

//
s

//

d1

��

1vr �� λ ��

ya que ambos diagramas son iguales a λu = ηr, por una de las propiedades del
objeto coma r/s, entonces existe una única 2-celda ψ : u⇒ u tal que

A r/s A

A r/s B

=

=

1A

1vr

u

''

u

77
d0 //

u

''

u

77
d1 //

ψ ��

ψ ��

pero la 2-celda 1u también cumple que d01u = 1A y d11u = 1vr, por la unicidad
de ψ, entonces ψ = 1u, de igual manera la 2-celda φu cumple que d0φu = 1A y
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d1φu = 1vr, ya que ωu = 1vr, por la unicidad de ψ, entonces

A r/s

A

r/s = 1u
u //

d0

DD
u

��

1r/s

//

φ ��
(2.10)

Por lo tanto d0 tiene adjunto izquierdo u,

A A

r/s r/s r/s

A
1A //

d0

DD

u

��

1A ��

1r/s

//

u

��

d0

DD

φ ��

con unidad 1A y counidad φ y las correspondientes identidades triangulares en
los diagramas (2.9) y (2.10). �

Corolario 2.8. Sea p : E → B un morfismo. La flecha d0 : p/1B → E tiene
adjunto izquierdo ip donde la unidad de la adjunción es la identidad y cumple
que ip es la única flecha tal que

p/1B

B

E

B

E

= 1pd1

��

1B
//

d0 //

p

��

λks

ip

''

p

))

1A

��

Demostración. Sea p : E → B un morfismo, formamos el objeto coma de p y
1B

p/1B

B

E

B

d1

��

1B
//

d0 //

p

��

λks

dado que 1B tiene adjunto izquierdo 1B , por la proposición 2.7 d0 tiene adjunto
izquierdo ip donde la unidad de la adjunción es la identidad y cumple que ip es
la única flecha tal que λip = 1p. �
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Proposición 2.9 (Lema de Yoneda). Sean j : A → B, f : A → X y
k : B → X morfismos en la 2-categoŕıa K. Existe una biyección entre morfismos
de palmos

A

A B

f/k

j/1B

A

f/k

B

1

zz

j

$$

e0

dd

e1

::l

��

d0

zz

e0

dd

d1

$$

e1

::s

��

//oo

donde los correspondientes cuadrados coma son

j/1B

A

B

B

f/k

A

B

X

yd0

��

j
//

d1 //

1

��

λ +3 e0

��

f
//

e1 //

k

��

µ +3

Demostración. Sean j : A → B, f : A → X y k : B → X morfismos en la
2-categoŕıa K. Aplicando el Corolario 2.8 al morfismo j, existe el morfismo ij
el cual es adjunto izquierdo de d0 : j/1B → A, además es el único morfismo tal
que

j/1B

A

B

B

A

= 1jd0

��

j
//

d1 //

1B

��

λ +3

ij

''

1A

!!

j

##

Con esto procedemos a construir las funciones entre morfismos de palmos como
sigue.
De derecha a izquierda simplemente precomponemos con ij : A→ j/1B .
De izquierda a derecha: comencemos con un morfismo de palmos

A

A B

f/k

1

zz

j

$$

e0

dd

e1

::l

��
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Con ayuda de l construimos la 2-celda

f/k

A

B

X

A

j/1B

e0

��

f
//

e1 //

k

��

µ +3

l

''

1A

!!

j

##

d0 $$

d1

��

λ /7

entonces existe un único morfismo de palmos

j/1B

A B

f/k

d0

zz

d1

$$

e0

dd

e1

::l̂

��

tal que

f/k

A

B

X

A

=

j/1B

f/k

A

B

X

j/1B

e0

��

f
//

e1 //

k

��

µ +3

l

''

1A

!!

j

##

d0 $$

d1

��

λ /7

e0

��

f
//

e1 //

k

��

l̂

''

d1

##

d0

!!

µ +3

Veamos que estas construcciones son inversas la una de la otra. Si en la igualdad
anterior precedemos con ij : A → j/1B obtenemos, dado que λij = 1j , que

el lado izquierdo es igual a µl. Entonces l̂ij = l, lo cual nos da una de las
composiciones.
En el sentido contrario, comencemos con un morfismo de palmos

j/1B

A B

f/k

d0

zz

d1

$$

e0

dd

e1

::m

��
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Necesitamos demostrar que

m̂ij = m

Tenemos que m̂ij es el único morfismo de palmos tal que

f/k

A

B

X

A

=

j/1B

f/k

A

B

X

j/1Bj/1B

e0

��

f
//

e1 //

k

��

µ +3

ij
��

1A

  

j

��

d0 ��
d1

��

λ -5

e0

��

f
//

e1 //

k

��

m̂ij

''

d1

##

d0

!!

µ +3

m
��

Por lo que es suficiente con demostrar que el lado izquierdo de la igualdad
anterior es µm. Para esto llamamos ε a la counidad de ij a d0 y observamos
que, por una de las identidades triangulares, el lado izquierdo de la igualdad de
arriba es

f/k

A

B

X

A

j/1B

j/1B

j/1B

A

e0

��

f
//

e1 //

k

��

µ +3

ij
��

1A

  

j

��

d0 ��
d1

��

λ -5

m
��

1j/1B //

d0 �� ij

??

1A
//

ε
KS
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Como λij es la identidad en j, esto se transforma en

f/k

A

B

X

j/1Bj/1B

A

e0

��

f
//

e1 //

k

��

µ +3

d0

��

d1

��

m

��

1j/1B //

d0 �� ij

??ε
KS

Como d0ε = 1d0 , esto concluye la demostración. �
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Caṕıtulo 3

Extensiones y
levantamientos

En este caṕıtulo daremos las definiciones de extensión derecha y levantamiento
izquierdo sobre una 2-categoŕıa K. Haremos notar que estas dos definiciones son
duales. Se demostrará el Teorema del Funtor Adjunto Formal Relativo el cual
nos permite ver otra relación entre extensiones, levantamientos y adjunciones,
un resultado de este teorema nos permite caracterizar de otra forma cuándo un
funtor en Cat tiene adjunto izquierdo. La información en este caṕıtulo puede
consultarse en los art́ıculos [5] y [4].

Definición 3.1. Sean K una 2-categoŕıa, Q un conjunto de flechas con codo-
minio fijo A y consideramos el siguiente diagrama.

B Y

A

k //

f

��
w

��

ρks

(3.1)

Decimos que el diagrama (3.1) tiene la propiedad de Q-extensión derecha o que
ρ exhibe a f como una Q-extensión derecha de w a lo largo de k si y solo si para
todo g : Y → A en Q y α : gk ⇒ w, existe una única 2-celda δ : g ⇒ f tal que

B Y

A

=

B Y

A

k //

f

��
w

��

ρks

gnn

δks

k //

g

��
w

��

αks

Cuando la condición de unicidad en δ no se cumple necesariamente, diremos
que es una Q-extesión derecha débil.

51
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Observación 3.2. Cuando el conjunto de flechas Q es el conjunto de todas las
flechas con codominio A, se omitirá el prefijo Q.

Definición 3.3. El diagrama (3.1) es ŕıgido si y solo si la única endo-2-celda
δ : f ⇒ f que satisface que ρ = ρ · δk es la identidad en f .

Observación 3.4. Si se cumple que el diagrama (3.1) tiene la propiedad de
Q-extensión derecha y f ∈ Q, entonces el diagrama es ŕıgido.

Definición 3.5. El diagrama (3.1) tiene la propiedad de escisión de idempo-
tentes, si cada idempotente δ : f ⇒ f que satisfaga ρ = ρ · δk se escinde en la
categoŕıa K(Y,A).

Observación 3.6. Si el diagrama (3.1) es ŕıgido, entonces el diagrama tiene la
propiedad de escisión de idempotentes.

Definición 3.7. El diagrama (3.1) tiene la propiedad de Q-extensión derecha
en y : G→ Y cuando el objeto coma y/k existe y el siguiente pegado

B Y

A

y/k G

k //

f
��

w
��

ρks

d1

��

d0 //

y

��

λks

(3.2)

exhibe a fy como una Q-extensión derecha de wd1 a lo largo de d0.

Definición 3.8. El diagrama (3.1) tiene la propiedad de Q-extensión derecha
puntual si y solo si para toda flecha g con codominio Y , el diagrama (3.1) tiene
la propiedad de Q-extensión derecha en g.

Definición 3.9. Sean K una 2-categoŕıa, Q un conjunto de flechas con codo-
minio fijo A y consideramos el siguiente diagrama.

B Y

A

k //

f

��
w

��

ζ +3

(3.3)

Decimos que el diagrama (3.3) tiene la propiedad de Q-extensión izquierda o
que ζ exhibe a f como una Q-extensión izquierda de w a lo largo de k si y solo
si para todo g : Y → A en Q y α : gk ⇒ w, existe una única 2-celda δ : f ⇒ g
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tal que

B Y

A

=

B Y

A

k //

f

��
w

��

ζ +3

gnn

δ +3

k //

g

��
w

��

α +3

Cuando la condición de unicidad en δ no se cumple necesariamente, diremos
que es una Q-extesión derecha débil.

Teorema 3.10. 1. Sean f : A→ X, k : B → X y j : A→ B. Supongamos
que existen los objetos coma f/k y j/1B, entonces existe una biyección
entre las 2-celdas

j/1B

A

B

X

A B

X

d0

��

f
//

d1 //

k

��

ζ +3
f

��

j //

k

��

κ +3
//oo

Obtenida por la composición de la flecha ij : A→ j/1B, del corolario 2.8.

2. Supongamos que f/l existe para toda l ∈ Q. La 2-celda κ exhibe a k como
una Q-extensión izquierda de f a lo largo de j si y solo si la correspon-
diente 2-celda ζ exhibe a k como una Q-extensión izquierda de fd0 a lo
largo de d1.

Demostración. 1) : Consideremos la 2-celda

j/1B

A

B

X

d0

��

f
//

d1 //

k

��

ζ +3

por la propiedad 1 del objeto coma f/k, existe la siguiente biyección

j/1B

A

B

X

j/1B

A B

f/k

d0

��

f
//

d1 //

k

��

ζ +3 //oo

d0

zz

d1

$$

e0

dd

e1

::z

��
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por el Lema 2.9, existe la siguiente biyección

j/1B

A B

f/k

A

A B

f/k

d0

zz

e0

dd

d1

$$

e1

::z

��

//oo

1A

zz

j

$$

e0

dd

e1

::y

��

por la propiedad 1 del objeto coma f/k, entonces existe la siguiente biyección

A

A B

f/k

A

A X

B
1A

zz

j

$$

e0

dd

e1

::y

��

1A

��

f
//

j //

k

��

κ +3//oo

con lo cual tenemos la siguiente biyección, al componer las biyecciones anteriores

j/1B

A

B

X

A B

X

d0

��

f
//

d1 //

k

��

ζ +3
f

��

j //

k

��

κ +3
//oo

dado que la biyección del Lema 2.9 está dada por la composición con el morfismo
ij del corolario 2.8, la biyección anterior también se obtiene de la misma manera,
es decir, al componer con ij .

2): Supongamos que

A B

X

f

��

j //

k

��

κ +3

(3.4)

y

j/1B

A

B

X

d0

��

f
//

d1 //

k

��

ζ +3

(3.5)

se corresponden de acuerdo con la afirmación 1.
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⇒) Supongamos que κ exhibe a k como una Q-extensión izquierda de f a lo
largo de j. Consideremos el siguiente diagrama

j/1B

A

B

X

d0

��

f
//

d1 //

l

��

ϕ +3

(3.6)

Por la biyección de la afirmación 1, existe una única 2-celda

A B

X

f

��

j //

l

��

ξ +3

asociada al diagrama 3.6, dado que el diagrama 3.4 tiene la propiedad de Q-
extensión izquierda, entonces existe una única 2-celda δ : k ⇒ l tal que

B Y

A

=

B Y

A

j //

k

��
f

��

κ +3

lnn

δ +3

j //

l

��
f

��

ξ +3

(3.7)

probemos que

j/1B B

A X

=

j/1B

A

B

X

d1 //

k

��

d0

��

f
//

ζ +3 l

{{

d0

��

f
//

d1 //

l

��

δ +3
ϕ +3

(3.8)

para esto mandemos al diagrama de la izquierda de la igualdad anterior bajo la
biyección de la afirmación 1. Por como está definida la biyección de la afirmación
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1 obtenemos

A

B

X

j/1B

A

=

A B

X
k

��

f
//

ζ +3d0

��

d1 //

l

{{

δ +3

ij

��

j

��

1A

  

j //

k

��
f
��

κ +3

lmm

δ +3

ahora por la igualdad (3.7) y el hecho de que se aplicó una biyección, se obtiene
la igualdad (3.8). Falta ver que δ es única.

Sea la 2-celda γ : k ⇒ l tal que

j/1B B

A X

=

j/1B

A

B

X

d1 //

k

��

d0

��

f
//

ζ +3 l

{{

d0

��

f
//

d1 //

l

��

γ +3
ϕ +3

Por lo que al mandar bajo la biyección de la afirmación 1 la igualdad anterior
tenemos que

B Y

A

=

B Y

A

j //

k

��
f

��

κ +3

lnn

γ +3

j //

l

��
f

��

ξ +3

Por la unicidad de δ, entonces δ = γ.

⇐) Supongamos que en el diagrama (3.5), ζ exhibe a k como una extensión
izquierda de fd0 a lo largo de d1. Consideremos el siguiente diagrama

A B

X

f

��

j //

l

��

ξ +3

(3.9)
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por la afirmación 1, existe una única 2-celda

j/1B

A

B

X

d0

��

f
//

d1 //

l

��

ϕ +3

asociada a la 2-celda del diagrama (3.9), dado que el diagrama (3.5) tiene la
propiedad la Q-extensión izquierda, entonces existe una única 2-celda δ : k ⇒ l
tal que

j/1B B

A X

=

j/1B

A

B

X

d1 //

k

��

d0

��

f
//

ζ +3 l

{{

d0

��

f
//

d1 //

l

��

δ +3
ϕ +3

(3.10)

probemos que

B Y

A

=

B Y

A

j //

k

��
f

��

κ +3

lnn

δ +3

j //

l

��
f

��

ξ +3

(3.11)

para esto tomemos la imagen de la igualdad (3.10) bajo la biyección de la afir-
mación 1 con lo cual obtenemos

A

B

X

j/1B

A

=

A B

X
k

��

f
//

ζ +3d0

��

d1 //

l

{{

δ +3

ij

��

j

��

1A

  

j //

k
��

f
��

ξ +3

(3.12)

dado que ζ bajo la biyección es κ, obtenemos la igualdad (3.11). Veamos que δ
es única.
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Sea γ : k ⇒ l tal que

B Y

A

=

B Y

A

j //

k

��
f

��

κ +3

lnn

γ +3

j //

l

��
f

��

ξ +3

Por lo que al tomar la imagen, bajo la biyección de la afirmación 1, de la igualdad
anterior tenemos que

j/1B B

A X

=

j/1B

A

B

X

d1 //

k

��

d0

��

f
//

ζ +3 l

{{

d0

��

f
//

d1 //

l

��

γ +3
ϕ +3

Por la unicidad de δ, entonces δ = γ. �

Observación 3.11. Se tiene el Teorema dual al 3.10, correspondiente a exten-
siones derechas.

Proposición 3.12. Supongamos que el objeto coma 1Y /k existe y l/w existe
para todo l ∈ Q. El diagrama (3.1) tiene la propiedad de Q-extensión derecha
si y solo si tiene la propiedad de Q-extensión derecha en 1Y .

Demostración. Apliquemos la biyección dual del Teorema 3.10 a la siguiente
2-celda

1Y /k

B

Y

Y

X

d1

�� k //

d0 //

1Y

��

w

��
f

��

λks

ρks

(3.13)
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obtenemos la 2-celda ρ, ya que

1Y /k

B

Y

Y

B

= 1kd1

��

k
//

d0 //

1Y

��

λks

k

��

1B

  

z

��

lo único que basta es utilizar el dual del Teorema 3.10 en las 2-celdas (3.13) y
(3.1), esto concluye la prueba. �

En vista de la proposición anterior tenemos la siguiente observación.

Observación 3.13. Bajo las hipótesis de la Observación (3.12), si el digrama
(3.1) tiene la propiedad de Q-extensión derecha puntual, entonces tiene la
propiedad de Q-extensión derecha.

Definición 3.14. Decimos que una flecha w : B → A tiene una Q-extensión
derecha a lo largo de k : B → Y en la flecha y : G→ Y , cuando el objeto coma
y/k existe y existe un diagrama

y/k G

A

d0 //

z

��
wd1

��

µks

(3.14)

con la propiedad de Q-extensión derecha.

Definición 3.15. Sea R un conjunto de flechas en K con codominio X. Una
flecha t : A→ X se dice que R-respeta (débilmente) el diagrama

B Y

A

k //

f

��
w

��

ρks
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en y : G→ Y cuando y/k existe y la 2-celda

B Y

A

y/k G

k //

f

��
w

��

ρks

d1

��

d0 //

y

��

λks

al componerla con t, exhibe a tfy como una R-extensión derecha (débil) de twd1
a lo largo de d0.

B Y

A

y/k G

X

k //

f

��
w

��

ρks

d1

��

d0 //

y

��

λks

t

��

Definición 3.16. Sea R un conjunto de flechas en K con codominio X. Una
flecha t : A→ X se dice que R-respeta (débilmente) el diagrama

B Y

A

k //

f

��
w

��

ρks

(3.15)

cuando tρ exhibe a tf como una R-extensión derecha (débil) de tw a lo largo de



61

la flecha k.

B Y

A

X

k //

f

��
w

��

ρks

t

��

Con la definición anterior y la proposición 3.12 tenemos la siguiente observación.

Observación 3.17. Supongamos que l/tw existe para todo l ∈ Q. Si t : A →
X, R-respeta el diagrama (3.15) en 1Y entonces t, R-respeta el diagrama (3.15).

Observación 3.18. La flecha 1A R-respeta el diagrama (3.15) si y solo si el
diagrama (3.15) tiene la propiedad de R-extensión derecha.

Veamos ahora el dual de la definición 3.1.

Definición 3.19. Sean K una 2-categoŕıa, Q un conjunto de flechas con do-
minio fijo Y y consideramos el siguiente diagrama.

B Y

A

koo

f

@@

w

^^
ρ +3

(3.16)

Decimos que el diagrama (3.16) tiene la propiedad de Q-levantamiento izquierdo
o que ρ exhibe a f como un Q-levantamiento izquierdo de w a lo largo de k si
y solo si para todo g : A → Y en Q y α : w ⇒ kg, existe una única 2-celda
δ : f ⇒ g tal que α = kδ · ρ . Cuando la condición de unicidad en δ no se
cumple necesariamente, diremos que es un Q-levantamiento izquierdo débil.

Observación 3.20. Los diagramas de levantamientos izquierdos en K son dia-
gramas de extensiones derechas en Kcoop.

Definición 3.21. Sea z : Y → A un levantamiento izquierdo de m : Y → X a
lo largo de t : A→ X

X A

Y

too

z

@@

m

^^
ρ +3
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Decimos que el levantamiento es absoluto si y solo es respetado por toda flecha
g con codominio Y .

X A

Y

B

too

z

@@

m

^^

ρ
+3

g

OO

Definición 3.22. Sea q : Q→ C una flecha, decimos que q es plenamente fiel
si y solo si para todo par de flechas u, v : G→ Q y toda 2-celda

G

Q

Q

C

v

��
q

//

u //

q

��

γks

existe una única 2-celda

G Q

u

&&

v

88τ
��

tal que

G

Q

Q

C

=G Q C v

��
q

//

u //

q

��

γks

u

&&

v

88
q //τ

��

Observación 3.23. Sea P : A → X una flecha en Cat. La flecha P es plena-
mente fiel si y solo si P es fiel y pleno.

En efecto, primero supongamos que P es plenamente fiel. Consideremos la
categoŕıa 1 la cual solo tiene el objeto 0. Empecemos probando que P es fiel.
Sean f, g : a → b flechas en A tales que Pf = Pg. Definimos los funtores
F,G : 1 → A de la siguiente manera: F0 := a, G0 := b. También definimos la
transformación natural

1 X

PF

&&

PG

88η
��
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de la siguiente manera: η0 = Pf .
Como P es plenamente fiel, existe una única 2-celda

1 A

F

&&

G

88τ
��

tal que

1

A

A

X

=1 A X G

��

P
//

F //

P

��

ηks

F

&&

G

88
P //τ

��

(3.17)

Ahora definimos las siguientes transformaciones naturales ϕ,ψ : F ⇒ G de la
siguiente manera: ϕ0 := f y ψ0 := g. Notemos que ϕ y ψ cumplen la ecuación
(3.17), pues Pϕ0 = Pf y Pψ0 = Pg = Pf . Por la unicidad de τ , entonces
τ = ϕ y τ = ψ, por lo que ϕ = ψ. Por lo tanto f = g, con lo cual P es fiel.

Ahora probemos que P es pleno. Sean a, b ∈ Ob(A) y h : Pa → Pb un
morfismo en X . Consideremos los funtores F y G definidos anteriormente.
Definimos la transformación natural

1 X

PF

&&

PG

88δ ��

de la siguiente manera: δ0 := h.
Como P es plenamente fiel, existe una única 2-celda

1 A

F

&&

G

88σ
��

tal que

1

A

A

X

=1 A X G

��

P
//

F //

P

��

δks

F

&&

G

88
P //σ

��

(3.18)
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Por lo que h = δ0 = Pσ0 = t : a→ b, entonces Pt = h. Por lo tanto P es pleno.

Ahora supongamos que P es fiel y pleno. Sean F,G : Y → A funtores y

Y X

PF

&&

PG

88η
��

una transformación natural. Para todo y ∈ Ob(Y), ηy : PFy → PGy es un
morfismo en X ; como P es pleno, existe fy : Fy → Gy morfismo en X tal que
Pfy = ηy. Veamos que fy es el único morfismo que bajo P va a dar a ηy. Para
lo anterior, consideremos gy : Fy → Gy morfismo en A tal que Pgy = ηy. Como
P es fiel, entonces gy = fy, esto para toda y ∈ Ob(Y). Definimos la 2-celda

Y A

F

&&

G

88τ
��

de la siguiente manera: τy = fy para toda y ∈ Ob(Y).
Observemos que τ cumple la siguiente igualdad

Y

A

A

X

=Y A X G

��

P
//

F //

P

��

ηks

F

&&

G

88
P //τ

��

por la manera en como se definió τ .
Falta probar la unicidad de τ . Consideremos la 2-celda θ : F ⇒ G tal que

Y

A

A

X

=Y A X G

��

P
//

F //

P

��

ηks

F

&&

G

88
P //θ ��

Puesto que Pθy = ηy = Pτy para todo y ∈ Ob(Y). Como P es fiel, entonces
θy = τy para todo y ∈ Ob(Y), por lo tanto τ = θ.

Definición 3.24. Sea q : Q→ C plenamente fiel. Definimos el subobjeto pleno
de C, como el conjunto de morfismos que van hacia C y son equivalentes a q,
identificamos a Q con este conjunto de flechas y diremos que Q es un subobjeto
pleno de C.
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Lema 3.25. Sean f : X → A, g : A→ X morfismos tales que f a g donde η y
ε son la unidad y counidad de la adjunción respectivamente.

X X

A A A

X
1X //

g

@@

f

��

η
��

1A
//

f

��

g

@@

ε
��

Entonces la 2-celda

A X

A

g //

f

��
1A

%%

εks

exhibe a f como extensión derecha absoluta de 1A a lo largo de g.

Demostración. Sean h : A→ B, s : X → B y la 2-celda

A X

B

g //

s

��
h

��

βks

Definimos la 2-celda

A X

B

X

ϕ :=
g //

s

��
h

��

βks

f

��

1X

��

ηks

Notemos que ϕ cumple que

A

B

XAA X

D

B

=

g //

s

��
h

��

βks

s

yy

1A
## ϕks

f

��

g //

h

��

εks

(3.19)
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Debido a la definición de α y ϕ, el lado derecho de la igualdad anterior se traduce
en

A X

B

XA

g
//

s

{{

h

��

βks

f

��

1X

##
ηks

g //

1A
##

εks

el cual, por una de las identidades triángulares asociada a la adjunción entre g
y f , es igual β, con lo cual queda demostrada la igualdad (3.19). Veamos que
ϕ es única, sea ψ : s⇒ hf tal que

A

B

XAA X

B

=

g //

s

��
h

��

βks

s

yy

h

��

ψks

f

��

g //

1A
##

εks

si en la igualdad anterior pegamos la 2-celda η obtenemos la siguiente igualdad

A

B

XA

X

A X

B

=

X

g
//

s

��
h

��

βks

1A

##

f

��
ηks

s

yy

h

��

ψks

f

��

g //

1A
##

εks

1X

##

f

��
ηks

el diagrama de la izquierda es igual a ϕ y por una de las identidades triángulares
de la ajunción tenemos que el diagrama de la derecha es igual a ψ, con lo cual
ϕ = ψ. Por lo tanto ϕ es único. De lo anterior y la obsevación 3.18 podemos
concluir que h tiene una extesión derecha absoluta a lo largo de g. �
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Teorema 3.26 (Funtor adjunto formal relativo). Supongamos que el objeto
coma de m : Y → X y t : A→ X existe

A X

m/t Y

t
//

d1

��

d0 //

m

��

λks

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. m tiene un levantamiento izquierdo absoluto a lo largo de t.

2. Existe un diagrama ŕıgido en la flecha s

A

Y

X

s

��

t
//

m

��
ηks

el cual es respetado débilmente por d0.

3. d0 tiene un adjunto izquierdo donde la unidad de la adjunción es la iden-
tidad.

4. d0 tiene un adjunto izquierdo.

5. 1A tiene una extensión derecha absoluta a lo largo de t en m.

6. Existe un diagrama

m/t Y

A

d0 //

f

��
d1

��

ρks

con la propiedad de escisión de idempotentes y la cual es respetada débilmente
por t.

7. (Previsto con la existencia de los objetos coma necesarios) 1A tiene una
extensión derecha puntual a lo largo de t en m la cual es respetada por t.

Demostración. 1) ⇒ 2) : Supongamos que η : m ⇒ ts exhibe a s como un
levantamiento izquierdo absoluto de m a lo largo de t

X A

Y

too

s

@@

m

^^
η +3

(3.20)
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por el dual de la observación 3.18 tenemos que el diagrama anterior tiene la
propiedad de levantamiento izquierdo, ahora por el dual de la observación 3.4 se
tiene que el diagrama (3.20) es ŕıgido. Dado que el levantamiento es absoluto,
entonces el diagrama (3.20) es respetado por la flecha d0 : m/t→ Y

X A

Y

m/t

too

s

@@

m

^^
η +3

d0

OO

por lo que d0 respeta débilmente al diagrama (3.20).

3)⇒ 4) : Es inmediata.

4)⇒ 5) : Supongamos que d0 tiene adjunto izquierdo c : Y → m/t donde η y ε
son la unidad y counidad respectivamente

Y Y

m/t m/t m/t

Y
1Y //

d0

@@

c

��

η
��

1m/t

//

c

��

d0

@@

ε
��

Definimos f := d1c : Y → A, α := d1ε : fd0 ⇒ 1Ad1

m/t Y

m/t

A

α :=

d0 //

c

��
1m/t

%%

εks

d1

��

Por el Lema 3.25 y la Definición 3.14 tenemos que 1A tiene una extensión derecha
absoluta a lo largo de t en m.

5)⇒ 6) : Por hipótesis tenemos que 1A tiene una extensión derecha absoluta a
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lo largo de t en m, por lo que existe la siguiente 2-celda

m/t Y

A

A

d0 //

f

��

d1
��

ρks

1A
��

(3.21)

la cual exhibe a f como extensión derecha de d1 a lo largo de d0 y además es
absoluta. Por la observación 3.4, entonces el diagrama (3.21) tiene la propiedad
de escisión de idempotentes. Dado que la extensión de 1A es absoluta, entonces
el diagrama (3.21) es respetado por la flecha t y por ende es respetado débilmente
por t.

7) ⇒ 6) : Por hipótesis tenemos que 1A tiene una extensión derecha a lo largo
de t en m

m/t Y

A

A

d0 //

f

��

d1
��

ρks

1A
��

la cual es puntual, por lo que el siguiente diagrama tiene la propiedad de extesión
derecha

m/t Y

A

A

1Y /d0 Y
d
′
0 //

d
′
1

��

1Y

��

λks

d0 //

f

��

d1
��

ρks

1A
��

por la observacion 3.12, entonces el siguiente diagrama tiene la propiedad de
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extesión derecha

m/t Y

A

d0 //

f

��

d1

��

ρks

(3.22)

luego por las observaciones 3.4 y 3.6, se tiene que el diagrama (3.22) tiene la
propiedad de escisión de idempotentes. Como la extensión derecha puntual es
respetada por t, entonces el diagrama (3.22) es respetado débilmente por t.

2)⇒ 3) : Por hipótesis tenemos el siguiente diagrama

Y

A

Y

X

s

��

t
//

1Y //

m

��

ηks

(3.23)

el cual es ŕıgido y respetado débilmente por d0. Ahora por la propiedad del
objeto coma m/t, existe una única flecha v : Y → m/t tal que

m/t Y

A X

=

Y

A

Y

X

Y

d0 //

m

��

d1

��

t
//

λks s

��

t
//

1Y //

m

��

ηks
s

  

v

��

1Y

��

(3.24)

Probaremos que v es adjunto izquierdo de d0, en el diagrama anterior podemos
observar que aparece la unidad de la adjunción.

Dado que el diagrama (3.23) es respetado débilmente por d0, entonces el
diagrama

Y

A

m/t

X

s

��

t
//

m

��

d0

��

ηks
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exhibe a sd0 como un levantamiento izquierdo débil de md0 a lo largo de t.
Aplicando la propiedad de levantamiento izquierdo débil a λ, entonces existe

m/t

A Y

d1

��

d0

��
s

oo

φks

tal que

Y

A

m/t

X

=

m/t

A

Y

X
s

��

t
//

m

��

d0

��

ηks

d1

��

φks d1

��

t
//

d0 //

m

��

λks

(3.25)

Probemos la siguiente igualdad

m/t

m/t m/t A

Y X m/t

m/t A X

m/t Y

=vd0

GG
d0 // m //

1m/t

//
d1

//

t

GG

d0

GG

1d0�� λ��

vd0 // d0 //

m

��

1m/t

��

d1

//
t

//

d1

��

φ �� λ ��

(3.26)
el diagrama de la izquierda claramente es igual a λ, por la igualdades (3.24) y
(3.25) obtenemos que el lado derecho de la igualdad anterior es igual a λ, por
lo que se cumple la igualdad (3.26).

Utilizando la propiedad 2 del objeto coma m/t en la igualdad (3.26), existe
una única 2-celda

Y

m/t m/t

d0

DD

1m/t

//

v

��
ξ ��

tal que

Y

m/t m/t Y=1d0

d0

DD

1m/t

//

v

��
ξ ��

d0

// (3.27)
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y

Y

m/t m/t A=φ

d0

DD

1m/t

//

v

��
ξ ��

d1

// (3.28)

Veamos que la 2-celda ξ es la counidad de la adjunción que queremos y el
diagrama (3.27) es una de las identidades triangulares.

Notemos que se cumple la siguiente igualdad por las ecuaciones (3.24) (3.25)

Y

A

m/t

X

=

m/t

A X

Y

s

��

t
//

m

��

d0 //

ηksd1
��

φks
s

��

t
//

m

��
ηks

1Y

  

v

��

s

++ (3.29)

Dado que la 2-celda η es ŕıgida, entonces

Y

A

m/t =

Y

1s

s

��

d0 //

d1
��

φks

1Y

  

v

��

s

++ (3.30)

Ahora observemos que se cumple la siguiente igualdad

m/t

Y m/t A

Y X Y

m/t A X

m/t Y

=v

GG
d0 // m //

v
//

d1

//

t

GG

d0

GG

1Y�� λ��

v // d0 //

m

��

v

��

d1

//
t

//

d1

��

1s �� λ ��

(3.31)
por la propiedad 2 del objeto coma, entonces existe una única 2-celda

Y m/t

v

&&

v

88
ψ ��



73

tal que

Y m/t Y=1Y

v

&&

v

88
ψ �� d0

//

y

Y m/t A=1s

v

&&

v

88
ψ �� d1

//

pero la 2-celda 1v cumple también que

Y m/t Y=1Y

v

&&

v

88
1v �� d0

//

y

Y m/t A=1s

v

&&

v

88
1v �� d1

//

por la unicidad de ψ, entonces ψ = 1v, observemos que la 2-celda ξv cumple
también que

Y

m/t m/t Y=1Y Y

d0

DD

1m/t

//

v

��
ξ ��

d0

//
v
//

y

Y

m/t m/t A=1s Y

d0

DD

1m/t

//

v

��
ξ ��

d1

//
v
//

esto por las igualdades (3.27), (3.28) y (3.30), por la unicidad de ψ, entonces

Y

m/t m/t=1v Y

d0

DD

1m/t

//

v

��
ξ ��

v
// (3.32)
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Por lo tanto v a d0 donde la unidad y la counidad de la adjunción son 1Y y ξ
respectivamente, las identidades triangulares son la igualdades (3.27) y (3.32).

6)⇒ 1) : Por hipótesis tenemos que existe el siguiente diagrama

m/t Y

A

d0 //

f

��
d1

��

ρks

el cual tiene la propiedad de escisión de idempotentes y es respetado débilmente
por t, aplicando esto a la 2-celda λ, entonces existe

A Y

X

foo

m

��
t

��

βks

tal que

m/t Y

A

X

=

m/t

A

Y

X

d0 //

f

��
d1

��

ρks

m

��
t

  

βks

d1

��

t
//

d0 //

m

��

λks

(3.33)

aplicando la propiedad 1 del objeto coma m/t a β, existe una única flecha
g : Y → m/t tal que

m/t Y

A X

=

Y

A

Y

X

Y

d0 //

m

��

d1

��

t
//

λks f

��

t
//

1Y //

m

��

βks
f

  

g

��

1Y

��

(3.34)
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Definimos las siguiente 2-celda

Y

m/t Y

A

:=ω g ++

d1
��

1Y

$$

f
��

d0 //

f 11

ρks

Dada esta 2-celda, probaremos que se tiene la siguiente igualdad

m/t

Y m/t A

Y X Y

m/t A X

m/t Y

=g

GG
d0 // m //

g
//

d1

//

t

GG

d0

GG

1Y�� λ��

g // d0 //

m

��

g

��

d1

//
t

//

d1

��

ω
�� λ ��

(3.35)
por la igualdad (3.34) el diagrama de la izquierda de la igualdad anterior es
igual a β, probemos que el diagrama de la derecha también es igual a β, por la
definición de ω tenemos que el diagrama de la derecha es igual a

Y m/t Y m/t Y

A X

g // d0 // g // d0 //

m

��
d1

##

f

��
d1

{{
t

//

ρks λks

por la igualdad (3.34) obtenemos

Y

A X

m/t Y
g // d0 //

m

��

t
//

d1
��

f

��

ρks

βks

(3.36)

por la ecuaciones (3.33) y (3.34) tenemos que es igual a β, con lo cual obtenemos
(3.35).
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Por la proposición 2.6, tenemos la siguiente igualdad

Y m/t Y

m/t A

=

Y

m/t

m/t

Y

A

g //

d1

��

g

��

d1

//

d0 //

f

��

ωks
ρks

g

��
d0 //

g //

d0

��

d1
��

f

��

1Yks

ρks

y por la definicón de ω, tenemos que

Y m/t Y m/t Y

A

=

Y

m/t Y

A

g // d0 // g // d0 //

f

--

d1

��

f

��

d1

�� f

qq

ρksρks

g

��
d0 //

d1
��

f

��

ρks

por lo que ρg es un idempotente.

Probemos ahora que ω cumple la siguiente igualdad

m/t Y

A

=

m/t Y

A

d0 //

f

��
fmm

d1
��

d0 //

f

��
d1

��

ρks
ωks

ρks

(3.37)

Para esto primero veamos que se tiene la siguiente igualdad

m/t

m/t m/t A

Y X m/t

m/t A X

m/t Y

=gd0

GG
d0 // m //

1m/t

//
d1

//

t

GG

d0

GG

1d0�� λ��

gd0 // d0 //

m

��

1m/t

��

d1

//
t

//

d1

��

ρ
�� λ ��

(3.38)
el lado izquierdo es igual a λ, solo falta ver que el lado derecho también lo es.
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Por la ecuación (3.34) tenemos la siguiente igualdad

X

m/t Y m/t Y

A

=

X

m/t Y

A
m

��

t
//

d0 // g // d0 //

d1

��

f

��

d1

��

λks
ρks

t $$

d0 //

d1
��

f

�� m





βks

ρks

utilizando la igualdad (3.33) obtenemos que el lado derecho de la igualdad (3.38)
es igual a λ. Por la proposición 2.6 obtenemos la siguiente igualdad

Y m/t Y

A

m/t

=

Y

m/t

m/t

Y

A

d0 //

f

$$d1
..

g //

d1

��

d0 //

f

��

ρks
ρks

1m/t

��
d0 //

gd0 //

d0

��

d1
��

f

��

1d0ks

ρks

Por la definición de ω obtenemos la igualdad (3.37). Dado que ρ tiene la
propiedad de escisión de idempotentes, entonces existen s : Y → A, α : f ⇒ s y
γ : s⇒ f tales que

Y

m/t Y

A

=

Y

A

g '' d0 //

f

��
d1

��

ρks

1Y

##

f

++

f

!!

s

��

f

}}

γks αks (3.39)

y

1s =

Y

A

s

!!

f

��

s

}}

γksαks (3.40)
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Definimos la 2-celda

η :=

Y

A X

f

��

t
//

m

��

s

��

βks

αks

Veamos que η exhibe a s como levantamiento izquierdo absoluto de m a lo largo
de t.
Sean G, y : G→ Y , h : G→ A y la 2-celda

G

A

Y

X

h

��

t
//

y //

m

��

φks

Por la propiedad del objeto coma m/t, existe una única flecha z : G→ m/t tal
que

m/t Y

A X

=

Y

A

Y

X

G

d0 //

m

��

d1

��

t
//

λks h

��

t
//

y //

m

��

φks
h

  

z

��

y

��

(3.41)

definimos la 2-celda

G

m/t Y

A

:=δ

z

'' d0 //

d1
��

f

��
h

++

y

##

soo

ρks
γks
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probemos que

Y

A X

G

=

G

A

Y

X

s

��

t
//

m

��

y

��
h

��

ηks

δks

h

��

t
//

y //

m

��

φks

(3.42)

para esto observemos antes que se da la siguiente igualdad, por la ecuación
(3.39) y el hecho de que el diagrama (3.36) es igual a β

Y

A X

=

Y

A X

f

##

s

��

f

{{
t

//

m

��

βks

αks
γks

f

��

t
//

m

��

βks

(3.43)

probemos la igualdad (3.42) para esto consideremos la siguiente igualdad

Y

A X

G

=

G m/t Y

A X

s

��

t
//

m

��

y

��
h

��

ηks

δks

z // d0 //

m

��d1
++

t
//

f

##

s

��

f

{{

ρks
αks

γks

βks

por la ecuación (3.43) el diagrama de la izquierda de la igualdad anterior es
igual a

G m/t Y

A X

z // d0 //

m

##
d1

##
t

//

f

��

ρks

βks
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utilizando la igualdad (3.33) obtenemos

m/t

A

Y

X

G

d1

��

t
//

d0 //

m

��

y

""
z

$$

h

##

λks

por la igualdad (3.41) tenemos que es igual a φ, con lo cual queda probada la
ecuación (3.42).
Veamos que δ es única. Supongamos que

G A

Y

h

88

y 11
s

��θ ��

satisface que

Y

A X

G

=

G

A

Y

X

s

��

t
//

m

��

y

��
h

��

ηks

θks

h

��

t
//

y //

m

��

φks

(3.44)

Definimos la 2-celda

Y

A

G

:=ν

y //

s

��

h

��

f

{{

θks
αks
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ahora veamos que se cumple lo siguiente

m/t

G m/t A

Y X G

m/t A X

m/t Y

=gy

GG
d0 // m //

z
//

d1

//

t

GG

d0

GG

1y�� λ��

gy // d0 //

m

��

z

��

d1

//
t

//

d1

��

ν
�� λ ��

(3.45)
es claro que el diagrama de la izquierda es igual a φ, si utilizamos la ecuación
(3.35) y la definición de ν en el diagrama de la derecha obtenemos

G Y

A X

h

++
t

//

y //

m

��

s

��

f

��

θks
αks

βks

por la definición de η tenemos

Y

A X

G

s

��

t
//

m

��

y

��
h

��

ηks

θks

y por la ecuación (3.44) el diagrama anterior es igual a φ, con lo cual queda
probada le igualdad (3.45). Por la proposición 2.6, obtenemos

G m/t Y

m/t A

=

G

m/t

m/t

Y

A

gy //

d1

��

z

��

d1

//

d0 //

f

��

νks
ρks

z

��
d0 //

gy //

d0

��

d1
��

f

��

1yks

ρks

(3.46)
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Antes de seguir notemos que se cumple la siguiente igualdad

m/t Y

A

Y

= Y A

g //

d1
��

d0 //

f

�� soo

ρks
γks

s

&&

f

88γ
��

(3.47)

utilizando la ecuación (3.39) obtenemos

Y

A

f

%%

s

��

f

��

s

yy

αks
γks γks

por la igualdad (3.40) tenemos que le diagrama anterior es igual a γ, por lo
tanto se cumple la igualdad (3.47).
A la igualdad (3.46) la componemos con la 2-celda γ con lo cual obtenemos

G Y m/t Y

A

= δ

y // g // d0 //

h

((

s

��

f

��

d1

||

f

uu sll

θks

αks

ρks

γks

utilizando la igualdad (3.47) en el lado izquierdo de la igualdad anterior obte-
nemos

G Y

A

y //

h

((

s

  

f

��

s

~~

θks

αks
γks

por la igualdad (3.40) el diagrama anterior es igual a φ, por lo que φ = δ. Por
lo tanto δ es única.

1) ⇒ 7) : Sabemos que 1) ⇒ 3), entonces existe v : Y → m/t tal que v a d0 y
la unidad de la adjunción es la identidad, llamemos ε a la counidad.
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Definimos el morfismo f := d1v : Y → A y la 2-celda

m/t

Y

m/t A

:=ρ d0

DD
v

��

1m/t

// d1 //

ε
��

Por el Lema 3.25 obtenemos que ρ es una extensión derecha de 1A a lo largo de
t en m, que además es absoluta.

Probemos ahora que ρ tiene la propiedad de extesión puntual. Sean y : G→
Y y y/d0 el objeto coma de y y d0 junto la 2-celda

y/d0

m/t

G

Y

d
′
1

��

d0

//

d
′
0 //

y

��

αks

Como d0 tiene adjunto izquierdo, la Proposición (2.7) nos dice que existe u :
G→ y/d0 tal que u a d′0

G G

y/d0 y/d0

G

y/d0

u
�� d

′
0

??
1G //

1G ��

1y/d0

//

d
′
0

??
u

��ε
′
��

donde 1G es la unidad y ε
′

la counidad de la adjunción y ε
′

cumple que

y/d0

G

y/d0 G

=1d′0

1y/d0

//

d
′
0

??
u

�� d
′
0 //

ε
′
��

(3.48)
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y

y/d0

G

y/d0 m/t =

y/d0

m/t

G

Y

m/t

1y/d0

//

d
′
0

??
u

�� d
′
1 //

ε
′
��

d
′
1

��

d0

//

d
′
0 //

y

��

1m/t

��

v

��

αks

εks

(3.49)

además u es el único morfismo tal que

y/d0

m/t

G

Y

G

Y

= 1yd
′
1

��

d0

//

d
′
0 //

y

��

1G

��

u

��y

��

v
��

αks

por lo tanto d1d
′

1u = d1vy.
Ahora probemos que ρ es un levantamiento puntual, sea h : G→ A y la 2-celda

y/d0

m/t

G

A

d
′
1

��

d1

//

d
′
0 //

h

��

βks
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Definimos la 2-celda

y/d0

m/t

G

A

G

:=δ

d
′
1

��

d1

//

d
′
0 //

h

��

βks

u

��

1G

��

veamos que se tiene la siguiente igualdad

y/d0

m/t

G

Y

A

=

y/d0

m/t

G

A

d
′
1

��
d0 //

d
′
0 //

y

��

αks

d1
��

d1d
′
1��

ρks
h

ss

δks

d
′
1

��

d1

//

d
′
0 //

h

��

βks

(3.50)

para esto empecemos viendo que el lado izquierdo, por la definición de las 2-
celdas ρ y δ, es igual a

y/d0

m/t

G

Y

m/t

y/d0 G

A

d
′
1

��

d0

//

d
′
0 //

y

��

1m/t

��

v

��

u

��

d
′
1

��

d
′
0 //

h

��

d1

//

αks

εks βks
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utilizando la ecuación (3.49) obtenemos

y/d0

G

y/d0 G

m/t A

d
′
0

DD
u

��

1y/d0

// d
′
0 //

h

��

d
′
1

��

d1

//

ε
′
��

βks

por la igualdad (3.48), tenemos que el diagrama anterior es igual a β, con lo
cual se queda probada la igualdad (3.50).
Ahora probemos que δ es única. Sea la 2-celda

G

y/d0 m/t

A

u //
d
′
1

11
d1

>>

h

''ϕ
��

tal que

y/d0

m/t

G

Y

A

=

y/d0

m/t

G

A

d
′
1

��
d0 //

d
′
0 //

y

��

αks

d1
��

d1d
′
1��

ρks
h

ss

ϕks

d
′
1

��

d1

//

d
′
0 //

h

��

βks

(3.51)
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precomponiendo con la igualdad anterior y por la definición de δ y ρ obtenemos

y/d0

m/t

G

Y

m/t

G

A

= δd
′
1

��
d0 //

d
′
0 //

y

��

αks

1m/t

��

v

��

εks

h

��

ϕks

1G

��

u

��

d1

//

utilizando la igualdad (3.49) tenemos que el diagrama de la izquierda es igual a

y/d0 G

y/d0

m/t

G

A

1y/d0

��

d
′
0 //

u

��

ε
′
ks

d
′
1

��

h

��

ϕks

1G

��

u

��

d1

//

por una de las identidades de la adjunción u a d′0, el diagrama anterior es igual
a ϕ, por lo tanto δ es única. Por lo tanto, la extesión es puntual. �

Veamos la siguiente proposición, la cual nos ayudará a demostrar resultados
interesantes e importantes.

Proposición 3.27. Sea t : A→ X un morfismo en K. Supongamos que la 1X
tiene un levantamiento izquierdo absoluto a lo largo de t.

X A

X

1X

__

s

??
too

η +3
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Entonces s a t con unidad η y counidad

A A

X

t

??
s

��

1A
//

ε
��

donde ε es la única 2-celda que cumple la siguiente ecuación

X A

X

A

= 1t
1X

__
s

??
too

t

dd
1A

OO
η +3

ε +3

Demostración. Por hipótesis existe una 2-celda

X A

X

1X

__

s

??
too

η +3

la cual exhibe a s como levantamiento absoluto de 1X a lo largo de t. Veamos
que s a t y la 2-celda η es la unidad de la adjunción. Por la propiedad de
levantamiento izquierdo de η existe una única 2-celda

A A

X

t

??
s

��

1A
//

ε
��

tal que

X A

X

A

= 1t
1X

__
s

??
too

t

dd
1A

OO
η +3

ε +3

(3.52)

La 2-celda ε es nuestro candidato a la counidad de la adjunción entre s y t, una
identidad triangular es la igualdad (3.52). Utilizando otra vez la propiedad de
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levantamiento izquierdo de η, existe una única 2-celda

X A

s

$$

s

::ζ ��

tal que

X A

X

=

X A

X

1X

__
s

??
too

s

QQ
η +3

ζ +3

too

s

??

1X

__
η +3

Notemos que la 2-celda 1s : s⇒ s también cumple con la siguiente igualdad

X A

X

=

X A

X

1X

__
s

??
too

s

QQ
η +3

1s +3

too

s

??

1X

__
η +3

Por la unicidad de ζ, entonces ζ = 1s. Observemos que por la igualdad (3.52)
la 2-celda

A

A

X

X

s //

t

__

1A

??
1X

??

s
//

ε
��

η
��

cumple que

X A

X A

X

=

X A

X

1X

__
s

??
too

η +3

t
oo

1A

ZZ

1X

__

s

DD

ε +3

η +3

too

s

??

1X

__
η +3

Por la unicidad de ζ, entonces

A

A

X

X

= 1s

s //

t

__

1A

??
1X

??

s
//

ε
��

η
��

(3.53)

La igualdad (3.53) es la identidad triangular que faltaba. Por lo tanto s a t. �
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Observación 3.28. Por la equivalencia entre 1) y 6) del Teorema 3.26, usando
la Proposición 3.10 y m = 1, tenemos que t tiene adjunto izquierdo si y solo si
existe un diagrama

A

A

X

1A
��

t //

f
��

ρks

el cual tiene la propiedad de escisión de idempotentes y es respetado débilmente
por t.

En efecto, supongamos primero que t tiene adjunto izquierdo s y la unidad de
la adjunción es

X A

X

1X

__

s

??
too

η +3

Por el dual del Lema 3.25 obtenemos que η exhibe a s como levantamiento
absoluto de 1X a lo largo de t; por la equivalencia entre 1) y 6) del Teorema
3.26, existe un diagrama

1X/t

A

X

d1
��

d0 //

f
��

ρ
′

ks

con la propiedad de escisión de idempotentes y que es respetado débilmente
por t. Por el dual del inciso 1) de la Proposición 3.10, existe una única 2-celda
asociada a ρ

′

A

A

X

1A
��

t //

f
��

ρks

Probemos que ρ tiene la propiedad de escisión de idempotentes. Consideremos
el idempotente δ : f ⇒ f tal que

A

A

X

=

A X

A

1A
��

t //

f

��

ρks

fmm

δks

t //

f
��

1A
��

ρks

(3.54)
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Veamos que δ y ρ
′

cumplen con la siguiente igualdad

1X/t

A

X

=

1X/t X

A

d1
��

d0 //

f

��

ρ
′

ks

fmm

δks

d0 //

f
��

d1
��

ρ
′

ks

(3.55)

Para esto tomemos la imagen, bajo la biyección del dual del Teorema 3.10, del
diagrama del lado izquierdo, con lo cual obtenemos

1X/t

A

X

A

=

A X

A

d1
��

d0 //

f

��

ρ
′

ks

fmm

δks

t

&&

it

''

1A

++

t //

f

��
1A

��

ρks

fmm

δks

Por la igualdad (3.54), la ecuación anterior es igual a ρ, de igual manera la
imagen de la 2-celda ρ

′
bajo la biyección es la 2-celda ρ. Debido a la biyección,

obtenemos la igualdad (3.55).

Como ρ
′

tiene la propiedad de escisión de idempotentes, entonces δ se escinde
en K(X,A). Con lo cual queda demostrado que ρ tiene la propiedad de escisión
de idempotentes.

Falta probar que ρ es respetada débilmente por t. La prueba de esto es
simplemente una de las implicaciones de la prueba del dual del Teorema 3.10.

Supongamos ahora que tenemos un diagrama

A

A

X

1A
��

t //

f
��

ρks

con la propiedad de escisión de idempotentes y que es respetado débilmente por
t. Por el dual del Teorema 3.10, existe una única 2-celda asociada a ρ

1X/t

A

X

d1
��

d0 //

f
��

ρ
′

ks

Probemos que ρ
′

tiene la propiedad de escisión de idempotentes. Consideremos
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el idempotente δ : f ⇒ f tal que

1X/t

A

X

=

1X/t X

A

d1
��

d0 //

f

��

ρ
′

ks

fmm

δks

d0 //

f
��

d1
��

ρ
′

ks

Tomemos la imagen, bajo la biyección del Teorema 3.10, de la igualdad anterior,
con lo cual obtenemos

A

A

X

=

A X

A

1A
��

t //

f

��

ρks

fmm

δks

t //

f
��

1A
��

ρks

Como ρ tiene la propiedad de escisión de idempotentes, entonces δ se escinde
en K(X,A). De igual manera, la prueba de que ρ′ es respetado débilmente por
t, es una de las implicaciones de la prueba del dual del Teorema 3.10. Por la
equivalencia entre 1) y 6) del Teorema 3.26, existe una 2-celda

X A

X

1X

__

s

??
too

η +3

la cual exhibe a s como levantamiento absoluto de 1X a lo largo de t. Por la
Proposición 3.27 tenemos que s a t.



Caṕıtulo 4

Diagonales

En este caṕıtulo daremos la construcción de la categoŕıaK||X, la cual básicamente
es una extensión de la construcción de la categoŕıa coma sobre un objeto, en las
2-categoŕıas. Definiremos en una 2-categoŕıa K lo que es una diagonal para el
siguiente diagrama

B

A

Y

X

w

��

t
//

k //

m

��

ψks

Asimismo, se verán los diferentes tipos de diagonales: localmente Q-ortogonal,
localmente Q-ortogonal puntual, con la propiedad de escisión de idempotentes
y ŕıgidas. Los diferentes tipos de diagonales en K los definiremos por medio
de la categoŕıa K||X ya que nos facilitará el trabajo y de esta forma podremos
trabajar con cosas que conocemos mejor como extensiones derechas y levanta-
mientos izquierdos que vimos en el caṕıtulo anterior. Por último haremos notar
la relación que hay entre los diferentes tipos de diagonales. Todo lo referente a
este caṕıtulo puede consultarse en el art́ıculo [4].

SeaK una 2-categoŕıa finitamente completa y con objetos co-coma para cualquier
par de morfismos en K, (objetos coma en Kop).

Definición 4.1. Para cada objeto X en K definimos la 2-categoŕıa laxa coma
K||X descrita como sigue.

Un objeto (U, u) en K||X es una flecha u : U → X con codominio X.
Una flecha (k, κ) : (U, u)→ (V, v) en K||X es un diagrama como el siguiente

U V

X

k //

v

��
u

��

κ +3

93
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Si (k, κ) : (U, u) → (V, v) y (y, β) : (V, v) → (B, b) son flechas en K||X, la
composición de las flechas es la siguiente

(y, β)(k, κ) = (yk, βk · κ) : (U, u)→ (B, b)

Una 2-celda θ : (k, κ)⇒ (k
′
, κ
′
) en K||X es una 2-celda

U V

k

&&

k
′

88θ ��

en K tal que

U V

X

= U V

X

k
′

��

k
//

v

��
u

��

θ
>F

κ +3

k
′

//

v

��
u

��

κ
′
+3

Las flechas (k, κ) en K||X con κ la identidad (isomorfismo) las llamaremos
estrictas (fuertes).

Observación 4.2. La 2-categoŕıa K||X generalmente no es finitamente com-
pleta. Aunque lo es, si X es un objeto finitamente completo de K.

Teorema 4.3. La 2-categoŕıa K||X tiene objetos coma de flechas estrictas con
flechas arbitrarias, es decir, para cada flecha estricta (k, 1mk) : (B,mk) →
(Y,m) y cualquier flecha (y, β) : (G, r) → (Y,m) en K||X existe el objeto coma
(y, β)/(k, 1mk) en K || X y es igual a (y/k, rd0) junto con la 2-celda

(y/k, rd0)

(B,mk)

(G, r)

(Y,m)

(d1,mλ·βd0)

��

(k,1mk)
//

(d0,1rd0 ) //

(y,β)

��

λks

donde

y/k

B

G

Y

d1

��

k
//

d0 //

y

��

λks



95

es el cuadrado coma en K.

Demostración. Sean (k, 1mk) : (B,mk) → (Y,m) y (y, β) : (G, r) → (Y,m)
flechas en K||X, probemos que el objeto (y/k, rd0) junto con la 2-celda

(y/k, rd0)

(B,mk)

(G, r)

(Y,m)

(d1,mλ·βd0)

��

(k,1mk)
//

(d0,1rd0 ) //

(y,β)

��

λks

es el objeto coma de (k, 1mk) y (y, β), para esto veamos que se cumplen las dos
condiciones del objeto coma.

Primera condición. Sean (D, z) un objeto en K||X, (f, γ) : (D, z)→ (G, r) y
(g, δ) : (D, z)→ (B,mk) flechas en K||X, sea la 2-celda

(D, z)

(B,mk)

(G, r)

(Y,m)

(f,γ) //

(y,β)

��

(g,δ)

��

(k,1mk)
//

αks

ahora asignemos a α un morfismo entre (D, z) y (y/k, rd0), a esta asignación la
llamaremos ψ.

La 2-celda α en K||X es una 2-celda en K

D

B

G

Y

g

��

k
//

f //

y

��

αks

que cumple la siguiente condición

D G Y

B

X

= BD

X

f // y //

g
33

k

��

z

##

r

��
m

{{

γ +3 β +3

α 8@

g //

z

��
mk

��

δ +3

(4.1)
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utilizando la propiedad 1 del objeto coma y/k en la 2-celda α, entonces existe
un único morfismo t : D → y/k tal que

y/k

G

B

Y

D

=

D

B

G

Y

d1

��

k
//

d0 //

y

��

f

��
t

''

g

%%

λks g

��

k
//

f //

y

��

αks

(4.2)

como d0t = f , entonces podemos ver a γ de la siguiente manera

D y/k

X

t //

rd0
��

z

��

γ +3

con lo anterior definimos el morfismo ψ(α) := (t, γ) : (D, z) → (y/k, rd0) en
K||X. Veamos que este morfismo cumple con lo siguiente

(d0, 1rd0)(t, γ) = (f, γ) (4.3)

y

(d1,mλ · βd0)(t, γ) = (g, δ). (4.4)

En efecto, dado que d0t = f y por la siguiente composición

(d0, 1rd0)(t, γ) = (d0t, γ)

obtenemos la ecuación (4.3). Para la segunda igualdad, de igual manera, dado
que d1t = g y por la siguiente composición

(d1,mλ · βd0)(t, γ) = (d1t, (mλ · βd0)t · γ)

obtenemos

(d1,mλ · βd0)(t, γ) = (g, (mλ · βd0)t · γ)
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para obtener la ecuación (4.4), veamos que se tiene la siguiente igualdad

D y/k B

YG

X

= D B

X

t // d1 //

k

��

m

��

z

��

d0

�� y //

r

��

γ +3

λ +3

β +3

g //

mk
��

z

��

δ +3

(4.5)

para esto consideremos el siguiente diagrama

D y/k B

YG

X

t // d1 //

k

��

m

��

z

��

d0

�� y //

r

��

γ +3

λ +3

β +3

utilizando la ecuación (4.2) obtenemos

D G Y

B

X

g
33

k

��f // y //

z

##

r

��
m

{{

α ;C

γ +3
β +3

por la igualdad (4.1) obtenemos la ecuación (4.5), con lo cual queda probada la
igualdad (4.4). Las igualdades (4.3) y (4.4) pueden visualizarse en el siguiente
diagrama

(D, z)

(y/k, rd0)

(B,mk)(G, r)

(f,γ)

ww

(d0,1rd0 )

gg

(g,δ)

''

(d1,mλ·βd0)

77
(t,γ)

��
(4.6)
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Notemos que (t, γ) satisface que

(y/k, rd0)

(B,mk)

(G, r)

(Y,m)

(D, z)

=

(D, z)

(B,mk)

(G, r)

(Y,m)

(d0,1rd0 )//

(y,β)

��

(d1,mλ·βd0)

��

(k,1mk)
//

λks

(t,γ)

**

(f,γ)

""

(g,δ)

''

(d0,1rd0 )//

(y,β)

��

(d1,mλ·βd0)

��

(k,1mk)
//

αks

esto por los diagramas (4.2) y (4.6). La asignación ψ está bien definida por la
unicidad de t.

Ahora asignemos a cada morfismo de palmos

(D, z)

(y/k, rd0)

(B,mk)(G, r)

(f,γ)

ww

(d0,1rd0 )

gg

(g,δ)

''

(d1,mλ·βd0)

77
��

una 2-celda ρ : (y, β)(f, γ) ⇒ (k, 1mk)(g, δ) en K||X, a esta asignación la lla-
maremos ϕ.

Consideremos (s, ξ) : (D, z)→ (y/k, rd0) un morfismo tal que

(D, z)

(y/k, rd0)

(B,mk)(G, r)

(f,γ)

ww

(d0,1rd0 )

gg

(g,δ)

''

(d1,mλ·βd0)

77
(s,ξ)

��

A este morfismo le asignamos la siguiente 2-celda

(y/k, rd0)

(B,mk)

(G, r)

(Y,m)

(D, z)

(d0,1rd0 )//

(y,β)

��

(d1,mλ·βd0)

��

(k,1mk)
//

(f,γ)

  

(g,δ)

**

(s,ξ)

''

λks
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Es decir, ϕ((s, ξ)) = λ(s, ξ). Ahora veamos que ψ y ϕ son inversas. Considere-
mos la 2-celda

(D, z)

(B,mk)

(G, r)

(Y,m)

(f,γ) //

(y,β)

��

(g,δ)

��

(k,1mk)
//

αks

por lo que ψ(α) = (t, γ), donde (t, γ) : (D, z)→ (y/k, rd0) cumple que

(y/k, rd0)

(B,mk)

(G, r)

(Y,m)

(D, z)

=

(D, z)

(B,mk)

(G, r)

(Y,m)

(d0,1rd0 )//

(y,β)

��

(d1,mλ·βd0)

��

(k,1mk)
//

(f,γ)

  

(g,δ)

**

(t,γ)

''

λks (g,δ)

��

(k,1mk)
//

(f,γ) //

(y,β)

��

αks

tal que t es el único morfismo en K tal que

y/k

B

G

Y

D

=

D

B

G

Y

d0 //

y

��

d1

��

k
//

f

##

g

%%

t

''

λks g

��

k
//

f //

y

��

αks

Por lo que ϕ ◦ ψ(α) = ϕ((t, γ)) = λ(t, γ) = α, por lo tanto ϕ ◦ ψ = 1. Ahora
consideremos el morfismo

(D, z)

(y/k, rd0)

(B,mk)(G, r)

(f,γ)

ww

(d0,1rd0 )

gg

(g,δ)

''

(d1,mλ·βd0)

77
(s,ξ)

��

Dado que el diagrama anterior conmuta, tenemos que (d0, 1rd0)(s, ξ) = (f, γ),
por lo cual (d0s, ξ) = (f, γ). Por lo tanto ξ = γ; para hacer más clara la prueba
omitiremos ξ y pondremos en su lugar a γ.
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Por lo que ϕ((s, γ)) = λ(s, γ) y por la manera en que se definió ϕ, existe una
única 2-celda θ : (y, β)(f, γ)⇒ (k, 1mk)(g, δ) tal que

(y/k, rd0)

(B,mk)

(G, r)

(Y,m)

(D, z)

=

(D, z)

(B,mk)

(G, r)

(Y,m)

(d0,1rd0 )//

(y,β)

��

(d1,mλ·βd0)

��

(k,1mk)
//

(f,γ)

  

(g,δ)

**

(s,γ)

''

λks (g,δ)

��

(k,1mk)
//

(f,γ) //

(y,β)

��

θks

donde s es el único morfismo tal que

y/k

B

G

Y

D

=

D

B

G

Y

d0 //

y

��

d1

��

k
//

f

##

g

%%

s

''

λks g

��

k
//

f //

y

��

θks

Con lo anterior y por la constucción de la función ψ, tenemos que ψ((s, γ)) = θ,
por lo que ψ ◦ ϕ = 1. Por lo tanto ϕ es una biyección.

Ahora probemos la propiedad 2 del objeto coma. Consideremos un objeto
(S, t) y un par de 2-celdas

(y/k, rd0) (G, r)

(S, t) (y/k, rd0) (S, t)

(y/k, rd0) (B,mk)

(y/k, rd0)

(d0,1rd0 )
//

(d0,1rd0 )

��

(f,ν) //

(f
′
,ν
′
)

��

ξks

(f,ν) //

(d1,mλ·βd0)

��

(f
′
,ν
′
)

��

(d1,mλ·βd0)
//

ηks

las cuales cumplan que el siguiente diagrama

(y/k, rd0)

(S, t) (y/k, rd0) (B,mk)

(G, r) (Y,m)

(f,ν)

GG
(d0,1rd0 ) // (y,β) //

(f
′
,ν
′
)

//
(d1,mλ·βd0)

//

(k,1mk)

GG

(d0,1rd0 )

GG

ξ�� λ��
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es igual a

(S, t)

(y/k, rd0) (B,mk) (Y,m)

(y/k, rd0) (G, r)
(f,ν) //

(d0,1rd0 ) //

(y,β)

��
(f
′
,ν
′
)

��

(d1,mλ·βd0)
//

(k,1mk)
//

(d1,mλ·βd0)

��

η
�� λ��

Por lo tanto obtenemos las siguientes 2-celdas en K

y/k G

S r/s S

y/k B

y/k

d0

//

d0

��

f //

f
′

��

ξks

f //

d1

��

f
′

��

d1

//

ηks

las cuales cumplen que

y/k

S y/k B

G Y S

y/k B Y

y/k G

=f

GG
d0 // y //

f
′
//

d1

//

k

GG

d0

GG

ξ�� λ��

f // d0 //

y

��

f
′

��

d1

//
k

//

d1

��

η
�� λ ��

y por la propiedad 2 del objeto coma y/k, existe una única 2-celda

S y/k

f

%%

f
′

99
φ ��

tal que

S y/k G = ξ

f

%%

f
′

99
d0 //φ �� (4.7)

y

S y/k B = η

f

%%

f
′

99
d1 //φ �� (4.8)
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Para poder definir una 2-celda en K||X a partir de la 2-celda φ necesitamos
probar la siguiente igualdad

S y/k

X

= S y/k

X

f
//

f
′

��

rd0
��

t

��

ν +3

φ 6>
f
′

//

rd0
��

t

��

ν
′
+3

(4.9)

Primero notemos que la 2-celda ξ cumple

S y/k G

y/k

X

= S y/k

X

f // d0 //

f
′

;;
d0

##

r

{{
t

##

ν +3

ξ 5=

f
′

//

rd0
��

t

��

ν
′
+3

(4.10)

Observemos que el lado izquierdo de la igualdad (4.9) es igual al diagrama de
la izquierda en la igualdad (4.10) por la ecuación (4.7). Por lo tanto queda
demostrada la igualdad (4.9). Con lo anterior, nos es posible definir la 2-celda
en K||X

(S, t) (y/k, rd0)

(f,ν)

&&

(f
′
,ν
′
)

88
φ ��

la cual satisface que

(S, t) (y/k, rd0) (G, r) = ξ

(f,ν)

&&

(f
′
,ν
′
)

88
(d0,1rd0 ) //φ ��

y

(S, t) (y/k, rd0) (B,mk) = η

(f,ν)

&&

(f
′
,ν
′
)

88
(d1,mλ·βd0) //φ ��

La 2-celda φ en K||X es la única 2-celda que cumple lo anterior, por la unicidad
de φ en K. �
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Proposición 4.4. Una flecha (k, κ) : (U, u) → (V, v) tiene adjunto izquierdo
K||X si y solo si k tiene adjunto izquierdo y κ es un isomorfismo en K.

Demostración. ⇒) : Consideremos (k, κ) : (U, u)→ (V, v) una flecha en K||X
tal que tiene adjunto izquierdo, por lo que existe (y, β) : (V, v) → (U, u) flecha
en K||X tal que (y, β) a (k, κ). Probemos primero que y a k. La unidad y la
counidad de la adjunción son

(V, v) (V, v)

(U, u) (U, u) (U, u)

(V, v)
(1V ,1v) //

(y,β) �� (k,κ)

??
η
��

(1U ,1u)
//

(k,κ)
??

(y,β)

��
ε
��

Como η y ε son 2-celdas en K||X, lo son en K

V V

U U U

V
1V //

y

��
k

??
η
��

1U
//

k

??
y

��
ε
��

Puesto que la adjunción cumple las identidades triangulares en K||X, tenemos
que se cumplen las siguientes composiciones en K

V V

U U

= 1y

1V //

y

��
k

??
η
��

y

��

1U
//

ε
��

y

V V

UU

= 1k

1V //

y

��
k

??
η
��k

??

1U
//

ε
��

Por lo tanto y a k donde la unidad y la counidad son η y ε respectivamente, las
cuales cumplen las identidades triangulares.
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Ahora veamos que κ es un isomorfismo. Definimos la 2-celda

U

V U

X

:=γ

k

�� y //

u

��

1u

��

v

��

ε +3

β +3

en K. Veamos que
κ · γ = 1vk (4.11)

y
γ · κ = 1u (4.12)

para esto primero observemos que la 2-celda ε por estar en K||X cumple lo
siguiente

U V U

X

= 1u

1U

$$k // y //

u

{{
u

##

v

��

κ +3 β +3

ε ;C

con lo cual queda probada la igualdad (4.12). Procedamos a demostrar la otra
igualdad. Como η es una 2-celda en K||X cumple la siguiente condición

V V

U

X

= V U V

X

y

DD

k

��

1V
//

v

��
v

��

η ;C

1v +3

y // k //

v

##

u

��
v

{{

β +3 κ +3

(4.13)

Ahora por la definición de γ obtenemos la siguiente igualdad

V

X

= V U V

X

U

vk

!!

u

��

vk

}}

γ +3 κ +3 y // k //

v

{{
v

##

u

��

k

��

1U

��

β +3 κ +3

ε +3
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Utilizando la igualdad (4.13) obtenemos

U

V U

V

X

k

��

1U

��

1V
��

y //

k

��
v
**

ε +3

η +3

Por una de las identidades triangulares obtenemos 1vk, con lo cual que probada
la ecuación (4.11). Por lo tanto κ es isomorfismo en K y su inversa es γ.
⇐) : Supongamos que k tiene adjunto izquierdo y : V → U y que κ es un

isomorfismo en K. Como y a k, existen las siguientes 2-celdas

V V

U U U

V
1V //

y

��
k

??
η
��

1U
//

k

??
y

��
ε
��

donde η y ε son la unidad y la counidad respectivamente. Dado que κ es un
isomorfismo existe γ : vk ⇒ u 2-celda en K tal que γ · κ = 1u y κ · γ = 1vk.
Definimos la 2-celda

V

V U

X

:=β

1V

��

v

��

y

��koo

u

��

η +3

γ +3

en K. Puesto que y es un morfismo de V en U y β es una 2-celda de vy en u,
podemos definir el morfismo (y, β) : (V, v)→ (U, u) en K||X.

Probaremos que la flecha (y, β) es adjunto izquierdo de (k, κ). Primero
veamos que η y ε cumplen las siguientes igualdades

V V

U

X

= V U V

X

y

DD

k

��

1V
//

v

��
v

��

η ;C

1v +3

y // k //

v

##

u

��
v

{{

β +3 κ +3

(4.14)
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y

U V U

X

= 1u

1U

$$k // y //

u

{{
u

##

v

��

κ +3 β +3

ε ;C

(4.15)

respectivamente. Empecemos probando la primera igualdad. Por la definición
de β obtenemos la siguiente igualdad

V U V

X

=

V

V U V

X

y // k //

v

{{
v

##

u

��

β +3 κ +3

1V

�� k // k //

v

{{

y

��

u

��
v

##

η +3

γ +3 κ +3

Como κ·γ = 1vk, obtenemos la igualdad (4.14). Procedamos a probar la segunda
igualdad. Por la definición de β obtenemos la siguiente igualdad

U V U

X

= U V

V

U

X

1U

!!k // y //

u

{{
u

##

v

��

κ +3 β +3

ε ;C

k // y //

u

rr

1V

��

v

��

k
{{

u

%%

1U

!!

κ +3
η +3

γ +3

ε 8@

Utilizando una de las identidades triangulares y que γ es inverso de κ tenemos
lo siguiente

U

V

X

= 1u

k

��

v

��

u

!!

u

}}

κ +3 γ +3
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Con lo cual queda probada la igualdad (4.15). Lo anterior nos permite ver que
las 2-celdas η y ε también son 2-celdas en K||X

(V, v) (V, v)

(U, u) (U, u) (U, u)

(V, v)
(1V ,1v) //

(y,β) �� (k,κ)

??
η
��

(1U ,1u)
//

(k,κ)
??

(y,β)

��
ε
��

Como la composición de 2-celdas es la misma en K que en K||X y las identidades
triangulares se cumplen en K, entonces las identidades triangulares de η y ε se
cumplen en K||X. Por lo tanto (y, β) a (k, κ) donde la unidad y la counidad son
η y ε respectivamente. �

Notemos que un diagrama

B

A

Y

X

w

��

t
//

k //

m

��

ψks

(4.16)

en K, podemos verlo como una flecha estricta (k, 1mk) junto con otra flecha
(w,ψ) con el mismo dominio en K||X.

(B,mk) (Y,m)

(A, t)

(k,1mk) //

(w,ψ) ��

Por lo que un diagrama como el que sigue

(B,mk) (Y,m)

(A, t)

(k,1mk) //

(w,ψ) �� (f,σ)��

ρks

(4.17)

en K||X, es un diagrama

B

A

Y

X

w

��

t
//

k //

m

��

f

��

ρks

σks

(4.18)
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en K, donde las 2-celdas ρ y σ cumplen que

B

A

Y

X

=

B

A

Y

X

w

��

t
//

k //

m

��

f

��

ρks

σks
w

��

t
//

k //

m

��

ψks

(4.19)

Definición 4.5. A el diagrama (4.18) le llamaremos una diagonal (ρ, f, σ) para
el diagrama (4.16) en K si cumple la igualdad (4.19). Si σ es una identidad, la
diagonal se dice que es estricta derecha.

Definición 4.6. Sean t : A→ X una flecha en K, el objeto coma

1X/t

A

X

X

d1

��

t
//

d0 //

1X

��

λks

y Q un objeto de K. Decimos que Q es un objeto de t-morfismos si y solo si Q
es un subobjeto pleno de 1X/t.

Definición 4.7. Sean t : A → X, q : Q → 1X/t donde Q es un objeto de
t-morfismos. Definimos el conjunto de flechas QQ, como el conjunto de flechas
(a, ξ) : (G, x) → (A, t) en K||X tal que la flecha s : G → 1X/t inducida por la
propiedad del objeto coma 1X/t aplicada a la 2-celda ξ, se factoriza a través de
Q.

Definición 4.8. Sean t : A → X, q : Q → 1X/t donde Q es un objeto de
t-morfimos, los diagramas

B

A

Y

X

w

��

t
//

k //

m

��

ψks

(4.20)

y

B

A

Y

X

w

��

t
//

k //

m

��

f

��

ρks

σks

(4.21)
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donde el digrama (4.21) es una diagonal (ρ, f, σ) del diagrama (4.20).

Decimos que la diagonal (4.21) del diagrama (4.20) es (débilmente) local-
mente Q-ortogonal si y solo si el siguiente diagrama

(B,mk) (Y,m)

(A, t)

(k,1mk) //

(w,ψ) �� (f,σ)��

ρks

(4.22)

tiene la propiedad de QQ-extensión derecha (débil) en cada flecha de la forma
(1Y , β) : (Y, r)→ (Y,m).

A partir de aqúı daremos por supuesto que Q es un subobjeto pleno de 1X/t.

Definición 4.9. Decimos que la diagonal (4.21) del diagrama (4.20) es local-
mente Q-ortogonal puntual si y solo si el diagrama (4.22) tiene la propiedad de
QQ-extensión derecha puntual.

Definición 4.10. Decimos que la diagonal (4.21) del diagrama (4.20) es ŕıgida
si y solo si el diagrama (4.22) es ŕıgido.

Definición 4.11. Decimos que la diagonal (4.21) del diagrama (4.20) tiene la
propiedad de escisión de idempotentes si y solo si el diagrama (4.22) tiene la
propiedad de escisión de idempotentes.

Definición 4.12. Consideremos el siguiente diagrama en K

A

C

X

Z

v

��
s

//

t //

u

��

φ +3

(4.23)

Decimos que el diagrama (4.23) respeta (débilmente) localmente la diagonal
(4.21) del diagrama (4.20) si y solo si para cualquier morfismo h : Y → C
y cualquier par de 2-celdas

B

Y

A

C

Y

X

C

Z

k

��

h
//

w //

v

��

α +3 m

��
u

//

h //

s

��

βks
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tales que

B

Y

A

C

X

Z

=

B

A

Y

X

C

Z

k

��

h
//

w //

v

��

t //

u

��
s

//

α +3 φ +3 w

��

t
//

k //

m

��

h //

s

��
u

//

ψks βks

Existe una única (no necesariamente) 2-celda

Y A

C

f //

v

��
h

��

τ +3

tal que

B

Y A

C

=

B

Y

A

C

k

�� f //

v

��

w

��

h

��

ρ +3

τ +3

k

��

h
//

w //

v

��

α +3

y

Y A X

C Z

=

A

Y C

X Z

f // t //

u

��

h

��
s

//

v

��

τ +3
φ +3 f

��

t
//

u
//

h //

s

��

m

��

σks

βks

Definición 4.13. Decimos que el diagrama (4.23) respeta muy débilmente lo-
calmente la diagonal (4.21) si y solo si para cualquier morfismo h : Y → C y
cualquier par de 2-celdas

B

Y

A

C

Y

X

C

Z

k

��

h
//

w //

v

��

α +3 m

��
u

//

h //

s

��

βks
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tales que

B

Y

A

C

X

Z

=

B

A

Y

X

C

Z

k

��

h
//

w //

v

��

t //

u

��
s

//

α +3 φ +3 w

��

t
//

k //

m

��

h //

s

��
u

//

ψks βks

Existe una 2-celda

Y A

C

f //

v

��
h

��

τ +3

tal que

B

Y A

C

=

B

Y

A

C

k

�� f //

v

��

w

��

h

��

ρ +3

τ +3

k

��

h
//

w //

v

��

α +3

En el diagrama (4.23) supongamos que s tiene un levantamiento izquierdo
absoluto z : C → X a lo largo de u.

Z X

C

z

DD
uoo

s

ZZ
ζ +3

Como el levantamiento es absoluto, entonces ζ es respetado por la flecha v :
A→ C, por lo que si consideramos la 2-celda

A

C

X

Z

v

��
s

//

t //

u

��

φ +3
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Existe una única 2-celda

A C

X

v //

z

��
t

��

φ′ks

(4.24)

tal que

Z X

C

A

=

A

C

X

Z

z

DD
uoo

s

ZZ

v

OO
t

VV
ζ +3

φ′ +3
v

��
s

//

t //

u

��

φ +3

(4.25)

Ahora, dado que K tiene objetos co-coma para cualquier par de morfismos en
K, en particular para los morfismos v y 1A

A

C

A

V

v

��

∂0

//

1A //

∂1

��

µ +3

Utilizando una propiedad del objeto co-coma V en el diagrama (4.24), existe
una única flecha x : V → X tal que

A

C

A

V

X

=

A

V

A

X

v

��

∂0

//

1A //

∂1

��

x

��
z //

t

��

µ +3 v

��
z

//

1A //

t

��

φ′ +3

(4.26)

Con lo cual tenemos una flecha estricta en K||X

(∂1, 1t) : (A, t)→ (V, x) (4.27)

Definición 4.14. Definimos el conjunto Rv como el conjunto de flechas en
K||X con codominio (V, x), las cuales son de la forma (∂0h, 1) para alguna flecha
(necesariamente única) h con codominio C.
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Como hemos observado anteriormente, el trabajar con diagonales en K pro-
duce diagramas en K||X, los cuales cumplen que tiene la propiedad de extensión
derecha o la propiedad de escisión de idempotentes y estos son conceptos que
sabemos como manejar por lo hecho en el caṕıtulo 3. Entonces es natural poner
las definiciones anteriores en términos de cosas que estén en K||X. Como el
lector se ha de imaginar las definiciones anteriores tienen que ver con el hecho
de que un diagrama sea respetado por un morfismo en espećıfico.

Proposición 4.15. Supongamos que en el diagrama (4.23), s tiene un levan-
tamiento izquierdo absoluto a lo largo de u.

Z X

C

z

DD
uoo

s

ZZ
ζ +3

El diagrama (4.23) respeta (débilmente) localmente la diagonal (4.18) si y solo
si la flecha (4.27) Rv-respeta (débilmente) el diagrama (4.17) en cada flecha de
la forma (1Y , γ) : (Y, r)→ (Y,m).

Demostración.⇒) : Supongamos que el diagrama (4.23) respeta (débilmente)
localmente la diagonal (4.18).

Consideremos una flecha (1Y , γ) : (Y, r) → (Y,m) en K||X. Veamos que el
diagrama

(1Y /k, rd0)

(B,mk)

(Y, r)

(Y,m)

(A, t)

(V, x)

(d1,mλ·γd0)

�� (k,1mk) //

(f,σ)

��

(∂1,1t)

��

(w,ψ)

��

(d0,1rd0 ) //

(1Y ,γ)

��

λks

ρks

tiene la propiedad de Rv-extensión derecha. Para esto consideremos los siguien-



114 CAPÍTULO 4. DIAGONALES

tes morfismos h : Y → C, (∂0h, 1r) : (Y, r)→ (V, x) y la 2-celda en K||X

(1Y /k, rd0) (Y, r)

(B,mk)

(A, t)

(V, x)

(d0,1rd0 ) //

(∂0h,1r)

��

(d1,mλ·γd0)
��

(w,ψ)

��

(∂1,1t) %%

ϕks

Como ϕ es una 2-celda en K||X cumple que el siguiente diagrama

1Y /k

B A V

Y C

X

d1

��
w

//
∂1

//
x

//

d0 // h //

∂0

��

ϕ

{�

(4.28)

es igual al siguiente

1Y /k Y

C V

B

A V

X

d0
((

h

DD
∂0 //

x

��

d1
��

w ++
∂1

//

x

GG

k

DD
m //

t

::
λ ��

γ
��

ψ ��

(4.29)

Ahora utilizando una de las propiedades del objeto coma 1Y /k en la 2-celda

B

B

Y

Y

1B

��

k
//

k //

1Y

��

1kks
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existe un único morfismo g : B → 1Y /k tal que

1Y /k

B

Y

Y

B

= 1kd1

��

k
//

d0 //

1Y

��

g

��

k

��

1B

��

λks

Puesto que 1Y tiene adjunto derecho, utilizamos el dual del Corolario 2.8 en el
cuadro coma

1Y /k

B

Y

Y

d1

��

k
//

d0 //

1Y

��

λks

entonces d1 a g, con counidad la identidad y unidad η, donde η es la única
2-celda tal que

1Y /k

B

1Y /k Y = λ

d1
��

g

DD

11Y /k // d0 //

η
��

(4.30)

y

1Y /k

B

1Y /k Y = 1d1

d1
��

g

DD

11Y /k // d1 //

η
��

(4.31)

Consideremos el objeto co-coma del par de flechas v y 1A

A

A

C

V

1A

��

∂1

//

v //

∂0

��

µks
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Utilizando una de las propiedades del objeto co-coma V en el siguiente diagrama

A

C

A

C

v

��

1C
//

1A //

v

��

1vks

existe un único morfismo l : V → C tal que

A

C

A

V

C

= 1vv

��

∂0

//

1A //

∂1

��

l

��
1c //

v

��

µ +3

Puesto que 1A tiene adjunto derecho, utilizamos el dual del Corolario 2.8 en el
cuadro co-coma anterior, por lo que ∂0 a l, con unidad la identidad y counidad
ε, donde ε es la única 2-celda que cumple lo siguiente

V

C

VC = 1∂0

l

DD
∂0

��

1V
//∂0 //

ε
��

(4.32)

y

V

C

VA = µ

l

DD
∂0

��

1V
//∂1 //

ε
��

(4.33)

El morfismo x : V → X es obtenido, utilizando la propiedad del objeto co-coma
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V al diagrama (4.24) y es el único morfismo que cumple lo siguiente

A

C

A

V

X

=

A

V

A

X

v

��

∂0

//

1A //

∂1

��

x

��
z //

t

��

µ +3 v

��
z

//

1A //

t

��

φ′ +3

Observemos que la flecha (∂0h, 1r) en K||X quiere decir que

Y C V

X

r

##

h // ∂0 //

x

{{

z

��

Procedamos a definir un par de 2-celdas

1Y /k

B

A

Y

C

V

B

C

:=α d1

��

w

��

∂1

//

d0 //

h

��

∂0

��

g

��

k

��

1B

��

1C

��
l

��
v

22

ϕks

y

C

V

X

Z

Y

:=β

s

��z

��

∂0   

x $$
u

DD
h

GG

m
//

γ
��

ζ

~�
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Probemos que las 2-celdas definidas anteriormente cumplen la siguiente igualdad

B

Y

A

C

X

Z

=

B

A

Y

X

C

Z

k

��

h
//

w //

v

��

t //

u

��
s

//

α +3 φ +3 w

��

t
//

k //

m

��

h //

s

��
u

//

ψks βks

(4.34)

Comencemos con el lado izquierdo de la igualdad anterior, por la igualdad (4.25)
y la definición de α obtenemos lo siguiente

1Y /k

B A

Y C

V

B

C

X Z

d1

��
w

//
∂1

//

d0 // h //

∂0

��

g

��

k

��

1B

��
1C

��
l

��v 22
t

��
z

{{

s

��
u

//

ϕ

{�

ζ

{�

φ′

{�

Utilizando la igualdad (4.26) se tiene lo siguiente

1Y /k

B A

Y C

V

B

C

X

Z

V

d1

��
w

//
∂1

//

d0 // h //

∂0

��

g

��

k

��

1B

��
1C

��
l

��v 22

∂1

..

∂0

��

t

77

s //

u

DD

x
//

z

##

ϕ

{�

ζ ��
µ

x�
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usando la ecuación (4.33) obtenemos

1Y /k

B A

Y C

V

B

C

X

Z

V

d1

��
w

//
∂1

//

d0 // h //

∂0

��

g

��

k

��

1B

��
1C

��
l

��

∂0

��

t

55

s //

u

DD

x
//

z

##

1V

##

ϕ

{�

ζ ��

ε
{�

luego utilizando una de las identidades triangulares de la adjunción ∂0 a l,
tenemos que es igual a

1Y /k

B A

Y C

V

B

X

Z

d1

��
w

//
∂1

//

d0 // h //

∂0

��

g

��

k

��

1B

##

z

��
x
//

u

DD
s //

ϕ

{�
ζ ��

Ahora usando que los diagramas (4.28) y (4.29) son iguales tenemos lo siguiente

B

1Y /k

B

Y

C

V

X

Z

A V

k

��
g

��

1B

,,

d0
((

d1
��

k

DD

h

GG
∂0

��
z

��

s

##

m 33

x

��
u

??

w
//

∂1

//

t

??
x

ZZ
λ ��

γ
��

ψ ��

ζ
px
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puesto que λg = 1k obtenemos lo siguiente

C

V

X

Z

Y

B A

s

��z

��

∂0   

x $$
u

DD
h

GG

m
//

k

OO

w
//

t

OO

γ
��

ζ

~�

ψ ��

con lo cual queda probada la igualdad (4.34) por como se definió β. Ahora por
hipótesis, existe una (no necesariamente) única 2-celda

Y A

C

f //

v

��
h

��

τ +3

tal que

B

Y A

C

=

B

Y

A

C

k

�� f //

v

��

w

��

h

��

ρ +3

τ +3

k

��

h
//

w //

v

��

α +3 (4.35)

y

Y A X

C Z

=

A

Y C

X Z

f // t //

u

��

h

��
s

//

v

��

τ +3
φ +3 f

��

t
//

u
//

h //

s

��

m

��

σks

βks

(4.36)

Definimos la 2-celda

Y C V

A

:=δ

h // ∂0 //

f
##

v

OO

∂1

;;

τ
��

µ
��
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Veamos que δ es una 2-celda en K||X

(Y, r)

(Y,m) (A, t)

(V, x)

(1Y ,γ)

DD
(f,σ) //

(∂1,1t)

��

(∂0h,1r)
//

δ

KS

para esto necesitamos probar la siguiente igualdad

Y C V

A X

= Y

C

A

X
h // ∂0 //

x

��
f

��
v

DD

∂1

EE

τ
��

µ
��

h

DD
z

��
m

//

f

��
t

DD

γ
��

σ
��

(4.37)

Antes observemos que ζ es un levantamiento izquierdo absoluto, por lo que h
respeta a ζ; utilizando la propiedad de levantamiento izquierda a la 2-celda

Y C Z

A X

h // s //

f

��
v

DD

t
//

u

DD

τ
�� φ ��

por lo cual existe una única 2-celda

Y

C

A

X

h
88

z

&&

f && t

88χ
��

tal que

Z X

C A

Y

= Y C Z

A X

f

DD

t

ZZ
uoo

h

ZZ

s

ZZ

z

DD
ζ +3

χ +3

h // s //

f

��

t
//

v

DD

u

DD

τ
�� φ ��

(4.38)
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Ahora, haciendo el pegado de la 2-celda ζ con el lado izquierdo de la ecuación
(4.37) y el hecho de que xµ = φ′ obtenemos lo siguiente

Z X

A

C

Y

f

OO

t
ii

uoo

h

ii

s

cc

z

OO

vuu

ζ +3 φ′ +3

τ ;C

Dado que el pegado de ζ y φ′ es igual a φ, obtenemos la 2-celda

Y C Z

A X

h // s //

f

��

t
//

v

DD

u

DD

τ
�� φ ��

por la unicidad de χ tenemos que

Y

C

A

X = Y C V

A X

h
88

z

&&

f && t

88
h // ∂0 //

x

��
f

��
∂1

EE

v

DDχ
��

τ
�� φ ��

Luego, hacemos el pegado de la 2-celda ζ con el lado derecho de la igualdad
(4.37)

C

V

X

Z

Y

A

s

��z

��

∂0   

x $$
u

DD
h

GG

m
//

t

<<

f
!!

γ
��

ζ

~�

σ
��

Utilizando la igualdad (4.36) tenemos que es igual al siguiente pegado

Y C Z

A X

h // s //

f

��

t
//

v

DD

u

DD

τ
�� φ ��
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de la misma manera, por la unicidad de χ obtenemos lo siguiente

Y

C

A

X = Y

C

A

X

h
88

z

&&

f && t

88

h

DD
x∂0

��
m

//

f

��
t

DDχ
��

γ
��

σ
��

Por lo tanto queda probada la igualdad (4.37), con lo cual δ es una flecha en
K||X. Ahora veamos que δ en K||X cumple lo siguiente

(1Y /k, rd0)

(B,mk)

(Y, r)

(Y,m)

(A, t)

(V, x)

= ϕ

(d1,mλ·γd0)

�� (k,1mk) //

(f,σ)

��

(∂1,1t)

��

(w,ψ)

��

(d0,1rd0 ) //

(∂0h,1r)

ww

(1Y ,γ)

��

λks

ρks

δks

Para esto basta probar que se tiene la siguiente igualdad

1Y /k

B Y

A C

V

=

1Y /k Y

C

B

A

V

d0

��

h

��

∂0
{{

d1

�� k //

w

��
v

//

∂1

��

f

��

λks

ρks
τks

µks

d1
��

w

��

∂1 !!

d0 //

h

��

∂0

��

ϕks

(4.39)
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Comencemos con el lado izquierdo de la igualdad anterior, notemos que es igual
a lo siguiente usando la igualdad (4.35)

1Y /k

B A

Y C

V

B

C

X

V

d1

��
w

//
∂1

//

d0 // h //

∂0

��

g

��

k

��

1B

��
1C

��
l

��v 22

∂1

..

∂0

��

d1

��

d0

��

ϕ

{�

λks

µ

x�

Ahora utilizando las ecuaciones (4.30) y (4.33) tenemos que el diagrama anterior
es igual al siguiente

1Y /k

B A

Y C

V

B

C

V

1Y /k

d1

��
w

//
∂1

//

d0 // h //

∂0

��

g

$$

l

$$

∂0zz

d1

zz
11Y /k

��

1V

��

ϕ

{�

ηks

εks

Por las identidades triangulares de las adjunciones g a d1 y ∂0 a l, tenemos que
el diagrama anterior es igual a ϕ. Por lo tanto queda probada la igualdad (4.39).
Ahora veamos que δ es la única 2-celda que cumple con la igualdad (4.39).
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Consideremos la siguiente 2-celda en K||X

(Y, r)

(Y,m) (A, t)

(V, x)

(1Y ,γ)

DD
(f,σ) //

(∂1,1t)

��

(∂0h,1r)
//

δ′
KS

tal que

(1Y /k, rd0)

(B,mk)

(Y, r)

(Y,m)

(A, t)

(V, x)

= ϕ

(d1,mλ·γd0)

�� (k,1mk) //

(f,σ)

��

(∂1,1t)

��

(w,ψ)

��

(d0,1rd0 ) //

(∂0h,1r)

ww

(1Y ,γ)

��

λks

ρks

δ′ks

(4.40)

Antes observemos que δ′ por ser una 2-celda en K||X cumple la siguiente igual-
dad

Y

C

V

A
X

= Y

C

A

X

h
88

∂0

&&

x

��f && ∂1

88δ′ ��

h

DD
z

��
m

//

f

��
t

DD

γ
��

σ
��

(4.41)

Definamos la siguiente 2-celda

Y

C

V

A

C:=τ ′

h
88

∂0

&& l //

f && ∂1

88δ′ ��



126 CAPÍTULO 4. DIAGONALES

Probemos que τ ′ cumple las siguientes igualdades

B

Y A

C

=

B

Y

A

C

k

�� f //

v

��

w

��

h

��

ρ +3

τ ′ +3

k

��

h
//

w //

v

��

α +3 (4.42)

y

Y A X

C Z

=

A

Y C

X Z

f // t //

u

��

h

��
s

//

v

��

τ ′ +3
φ +3 f

��

t
//

u
//

h //

s

��

m

��

σks

βks

(4.43)

Comencemos probando la primera ecuación. Al precomponer y componer las
flechas g y l respectivamente a la igualdad subyacente de la ecuación (4.40) y
por la definición de α obtenemos

1Y /k

B Y

A C

V

B

C

= α

d0

��

h

��

∂0
{{

d1

�� k //

w

��

∂1

��

f

��

g

��
k

��

1B

��

l

��

v

��

1C

yy

λks

ρks

δ′ks

Puesto que λg = 1k tenemos que el lado izquierdo de la igualdad anterior es
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igual a lo siguiente

B Y

A C

V

C

= α
h

��

∂0
{{

k //

w

��

∂1

��

f

��

l

��

ρks

δ′ks

Por la definición de τ ′ obtenemos la igualdad (4.42). Procedamos a probar la
igualdad (4.43), comencemos con el lado izquierdo de la igualdad

YAX

CZ

f
oo

t
oo

u

OO

h

__
soo

v

OO

τ ′ks

φks

Por la igualdad (4.25) y la definición de τ ′ obtenemos

Y

AX

CZ

V

C

f

ZZt
oo

u

OO

h

DD

soo

v

OO
l

__

z

�� ∂1

??
∂0

__

δ′ks

ζ

�	
φ′

�	

Utilizando la ecuación (4.26) tenemos lo siguiente

Y

AX

CZ

V

CV

f

ZZ∂1

oo

u

OO

h

DD

soo

v

OO
l

__
z

�� ∂1

??
∂0

__
∂0

��
x

oo
δ′ks

ζ

~�
µ

�	
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Por la igualdad (4.33) obtenemos lo siguiente

Y

AX

CZ

V

CV

f

ZZ

u

OO

h

DD

soo
l

__
z

�� ∂1

??
∂0

__
∂0

��
x

oo
1Vtt

δ′ks

ζ

~� ε
�

Por una de las identidades triangulares de la adjunción entre ∂0 y l tenemos lo
siguiente

Y

A

X Z

V

C

f

ZZ

u //

h

DD

x

__

s

GG
z

ll

∂1
??

∂0

__

δ′ks

ζks

Por la igualdad (4.41) obtenemos

C

V

X

Z

Y

A

s

��z

��

∂0   

x $$
u

DD
h

GG

m
//

t

==

f
""

γ
��

ζ

~�

σ
��

Por la definición de β obtenemos el pegado de β y σ, con lo cual queda probada
la ecuación (4.43). Por la unicidad de τ , entonces τ = τ ′. Por el hecho anterior
tenemos la siguiente igualdad.

Y C V

A

=δ

h // ∂0 //

f
##

v

OO

∂1

;;

τ ′ ��
µ
��
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Por la definición de la 2-celda τ ′ obtenemos

Y

C

V

A

C

V=δ

h
??

∂0

��

f �� ∂1

??
l

??
1C //

∂0

''

v

OO

∂1

==δ′ ��
µ
��

Utilizando la igualdad (4.33) tenemos lo siguiente

Y

C

V

A

C

V=δ

h

DD
∂0

��

f �� ∂1

??

l

DD
1C //

∂0

��

1V
//δ′ ��

ε
��

Por una de las identidades triangulares de la adjunción entre ∂0 y l obtenemos

Y

C

V

A

=δ

h
??

∂0

��

f �� ∂1

??
δ′ ��

Por lo tanto δ es única.

⇐): Consideremos un morfismo h : Y → C y un par de 2-celdas

B

Y

A

C

Y

X

C

Z

k

��

h
//

w //

v

��

α +3 m

��
u

//

h //

s

��

βks

tales que

B

Y

A

C

X

Z

=

B

A

Y

X

C

Z

k

��

h
//

w //

v

��

t //

u

��
s

//

α +3 φ +3 w

��

t
//

k //

m

��

h //

s

��
u

//

ψks βks

(4.44)
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Como ζ es un levantamiento izquierdo absoluto, entonces para la 2-celda β,
existe una única 2-celda

Y

C

X

h
88

z

&&

m

::
γ
��

tal que

Z X

C

Y

= βz

DD
uoo

s

ZZ

h

OO m

SS
ζ +3

γ +3

(4.45)

Con lo anterior podemos dar una flecha en K||X, (1Y , γ) : (Y, r)→ (Y,m) donde
r := zh. De la misma manera, para la 2 celda

B

A

Y

X

C

Z

w

��

t
//

k //

m

��

h //

s

��
u

//

ψks βks

existe una única 2-celda

B

Y C

A

X

k
88

h //
z

&&

t

55

w ))

ς
��

tal que

Z X

C

Y B

A

=

Z

C Y B

X A

z

DD
uoo

s

ZZ

h

OO

w

OO

k
oo

t

ZZ
ζ +3

ς +3
k

oo
h

oo

s

OO

w

OO
toouoo

m

OO

β +3 ψ +3
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Notemos que se tienen la siguientes igualdades

Z X

C

Y B

A

=

Z

C Y B

X A

z

DD
uoo

s

ZZ

h

OO

w

OO

k
oo

t

ZZ

m

SS
ζ +3

γ +3

ψ +3 k
oo

h
oo

s

OO

w

OO
toouoo

m

OO

β +3 ψ +3

(4.46)

y

Z X

C

Y B

A

=

Z

C Y B

X A

z

DD
uoo

s

ZZ

h

OO

w

OO

k
oo

t

ZZ

v
oo

ζ +3 φ′ +3

α +3 k
oo

h
oo

s

OO

w

OO
toouoo

m

OO

β +3 ψ +3

(4.47)

La igualdad (4.46) se cumple por la ecuación (4.45) y la igualdad (4.47) se
cumple por las ecuaciones (4.26) y (4.44). Por la unicidad de ς obtenemos

X

C

Y B

A

= C

Y B

X A
z

DD

h

OO

w

OO

k
oo

t

ZZ

v
oo

φ′ +3

α +3

k
oo

h

dd w

OO
too

m

OO
z
::

γ +3 ψ +3

(4.48)

Definimos la 2-celda

1Y /k B A

Y C V

:=ϕ

d1 // w //

∂1

��

d0

��

h
//

∂0

//

k

��

v

��

λ +3 α +3
µ +3

Queremos ver que la 2-celda anterior pertenece a K||X. Para esto es necesario
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ver que se cumpla la siguiente igualdad

1Y /k

B

A V

Y

C

X

=

1Y /k

B

A

Y

X

d1

��

w

��

∂1

//

x ��

d0 //

h

��

∂0

��

r

��
t 00

ϕks

d1

��

w

��

t
//

d0

##

m

��

k
//

r

ww

ψks

λks

γks

(4.49)

Partamos del lado izquierdo de la igualdad anterior, por la definicón de ϕ y la
igualdad (4.26) obtenemos

1Y /k B A

Y C X

d1 // w //

t

��

d0

��

h
//

z
//

k

��

v

��

λ +3 α +3
φ′ +3

Por la ecuación (4.48) tenemos lo siguiente

1Y /k

B

A

Y

X

d1

��

w

��

t
//

d0

##

m

��

k
//

r

ww

ψks

λks

γks

Con lo cual queda probada la igualdad (4.49). Por lo tanto ϕ es una 2-celda en
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K||X.

(1Y /k, rd0) (Y, r)

(B,mk)

(A, t)

(V, x)

(d0,1rd0 ) //

(∂0h,1r)

��

(d1,mλ·γd0)
��

(w,ψ)

��

(∂1,1t) %%

ϕks

Por hipótesis la flecha (4.27) Rv-respeta el diagrama (4.17) en cada flecha de la
forma (1Y , β) : (Y, r)→ (Y,m), por lo que existe una única 2-celda

(Y, r)

(Y,m) (A, t)

(V, x)

(1Y ,γ)

DD
(f,σ) //

(∂1,1t)

��

(∂0h,1r)
//

δ

KS

tal que

(1Y /k, rd0)

(B,mk)

(Y, r)

(Y,m)

(A, t)

(V, x)

= ϕ

(d1,mλ·γd0)

�� (k,1mk) //

(f,σ)

��

(∂1,1t)

��

(w,ψ)

��

(d0,1rd0 ) //

(∂0h,1r)

ww

(1Y ,γ)

��

λks

ρks

δks

(4.50)
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Notemos que la 2-celda δ cumple la siguiente igualdad por estar en K||X

Y C V

A X

= Y

C

A

X
h // ∂0 //

x

��
f

##
∂1

;;

δ ��

h

DD
z

��
m

//

f

��
t

DD

γ
��

σ
��

(4.51)

Como vimos en la implicación anterior, existe un único morfismo g : B → 1Y /k
tal que

1Y /k

B

Y

Y

B

= 1kd1

��

k
//

d0 //

1Y

��

g

��

k

��

1B

��

λks

(4.52)

y existe un único morfismo l : V → C tal que

A

C

A

V

C

= 1vv

��

∂0

//

1A //

∂1

��

l

��
1c //

v

��

µ +3

(4.53)

Esto por la propiedades del objeto coma 1Y /k y co-coma V .

Puesto que 1A tiene adjunto derecho, utilizamos el dual del Corolario 2.8 en
el cuadro co-coma anterior, por lo que ∂0 a l, con unidad la identidad y couidad
ε, donde ε es la única 2-celda que cumple lo siguiente

V

C

VC = 1∂0

l

DD
∂0

��

1v
//∂0 //

ε
��

(4.54)
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y

V

C

VA = µ

l

DD
∂0

��

11Y /k

//∂1 //

ε
��

(4.55)

Definimos la siguiente 2-celda

Y C V

A C

:=τ
h // ∂0 //

l

��
f

##
∂1

;;

δ ��

Veamos que τ cumple las siguientes igualdades

B

Y A

C

=

B

Y

A

C

k

�� f //

v

��

w

��

h

��

ρ +3

τ +3

k

��

h
//

w //

v

��

α +3 (4.56)

y

Y A X

C Z

=

A

Y C

X Z

f // t //

u

��

h

��
s

//

v

��

τ +3
φ +3 f

��

t
//

u
//

h //

s

��

m

��

σks

βks

(4.57)

Empecemos probando la igualdad (4.56). Sabemos que se cumple la siguiente
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igualdad por la ecuación (4.50)

1Y /k

B Y

A C

V

=

1Y /k Y

C

B

A

V

d0

��

h

��

∂0
{{

d1

�� k //

w

��

∂1

��

f

��

λks

ρks

δks

d1
��

w

��

∂1 !!

d0 //

h

��

∂0

��

ϕks

Componiendo y precomponiendo con las flechas g y l respectivamente obtenemos

1Y /k

B Y

A C

V

B

C

=

1Y /k Y

C

B

A

V

B

C

d0

��

h

��

∂0
{{

d1

�� k //

w

��

∂1

��

f

��

g

��

l ��

λks

ρks

δks

d1
��

w

��

∂1 !!

d0 //

h

��

∂0

��

g

��

l ��

ϕks

Por las ecuaciones (4.52) y (4.53), la definicón de τ y ϕ obtenemos la igualdad
(4.56). Procedamos a probar la igualdad (4.57). Para esto consideremos el
siguiente pegado

Y A X

C Z

f // t //

u

��

h

��
s

//

v

��

τ +3
φ +3
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Por la definición de τ y la ecuación (4.25) tenemos que es igual al siguiente
pegado

Y

C

V

C

A

X

Z

h

��

∂0
��

1C

��
l

��

s

��

f

��

t

��

∂1
��

v

�� z //

u

{{

δ +3

φ′ +3

ζ +3

Utilizando la igualdad (4.26) tenemos

Y

C

V

C

A

V

Z

X

h

��

∂0
��

1C

��
l

��

s

��

f

��

∂1

��

∂1
��

v

�� ∂0 //

uww

x

��z

//

t

��

δ +3

µ +3

ζ +3
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Por la ecuación (4.55) obtenemos

Y

C

V

C

A

V

Z

X

h

��

∂0
��

1C

��
l

��

s

��

f

��

1V

##

∂1
��

∂0 //

uww

x

��z

//

t

��

δ +3

ε +3

ζ +3

Usando la igualdad (4.54) tenemos

Y

A

V

X

C

Z

f

��

∂1
��

t

��
x

��

h

��

s

��

∂0
��

z

�� u //

δks

ζks

Empleando la ecuación (4.51) obtenemos

A

Y C

X Z

f

��

t
//

u
//

h //

s

��

m

��

z

��

σks

γks

ζks
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Por la igualdad (4.45) tenemos que es igual al siguiente pegado

A

Y C

X Z

f

��

t
//

u
//

h //

s

��

m

��

σks

βks

Por lo que hemos probado la igualdad (4.57). Falta probar la unicidad de τ .
Para esto consideremos una 2-celda

Y A

C

f //

v

��
h

��

τ ′ +3

tal que

B

Y A

C

=

B

Y

A

C

k

�� f //

v

��

w

��

h

��

ρ +3

τ ′ +3

k

��

h
//

w //

v

��

α +3 (4.58)

y

Y A X

C Z

=

A

Y C

X Z

f // t //

u

��

h

��
s

//

v

��

τ ′ +3
φ +3 f

��

t
//

u
//

h //

s

��

m

��

σks

βks

(4.59)

Definimos la 2-celda

Y C V

A

:=δ′

h // ∂0 //

f
##

v

OO

∂1

;;

τ ′ ��
µ
��
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Veamos que δ′ es una 2-celda en K||X. Para esto probemos la siguiente igualdad.

Y C V

A X

= Y

C

A

X
h // ∂0 //

x

��
f

##
∂1

;;

δ′ ��

h

DD
z

��
m

//

f

��
t

DD

γ
��

σ
��

(4.60)

Dado que ζ es un levantamiento izquierdo absoluto, existe una única 2-celda

Y

C

X

A

h
88

z

&&

f && t

88χ
��

tal que

Z X

C

Y

A

=

Y A X

C Z

z

DD
uoo

s

ZZ

h

OO

f

;;

t

ZZ
ζ +3

γ +3

f // t //

u

��

h

��
s

//

v

��

τ ′ +3
φ +3

Notemos que se tienen las siguientes igualdades.

Y A X

C Z

=

Y A X

C Z

f // t //

u

��

h

��
s

//

v

��

τ ′ +3
φ +3

f //

h

��
s

//

t //

u

��

v

��

z

??
τ ′ +3 φ′ +3

ζ +3

y

Y A X

C Z

=

A

Y C

X Z

f // t //

u

��

h

��
s

//

v

��

τ ′ +3
φ +3 f

��

t
//

u
//

h //

s

��

m

��

z

��

σks

γks

ζks
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La primera igualdad se da por la ecuación (4.25) y la segunda por las igualdades
(4.45) y (4.59). Por la unicidad de χ tenemos lo siguiente

Y A X

C

=

A

Y C

X

f // t //

h

��

v

��

z

??
τ ′ +3 φ′ +3

f

��

t
//

h //

m

��

z

��

σks

γks

Observemos que el lado izquierdo de la igualdad anterior es igual a lo siguiente,
por la ecuación (4.26) y la definición de δ′.

Y C V

A X

h // ∂0 //

x

��
f

##
∂1

;;

δ′ ��

Con lo cual queda probada la igualdad (4.60). Por lo tanto δ′ es una 2-celda en
K||X.

(Y, r)

(Y,m) (A, t)

(V, x)

(1Y ,γ)

DD
(f,σ) //

(∂1,1t)

��

(∂0h,1r)
//

δ′
KS

Veamos que δ′ cumple la siguiente igualdad

(1Y /k, rd0)

(B,mk)

(Y, r)

(Y,m)

(A, t)

(V, x)

= ϕ

(d1,mλ·γd0)

�� (k,1mk) //

(f,σ)

��

(∂1,1t)

��

(w,ψ)

��

(d0,1rd0 ) //

(∂0h,1r)

ww

(1Y ,γ)

��

λks

ρks

δ′ks

(4.61)
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Para esto basta probar la siguiente igualdad

1Y /k

B Y

A C

V

=

1Y /k Y

C

B

A

V

d0

��

h

��

∂0
{{

d1

�� k //

w

��

∂1

��

f

��

λks

ρks

δ′ks

d1
��

w

��

∂1 !!

d0 //

h

��

∂0

��

ϕks

(4.62)

Comencemos con el lado izquierdo de la igualdad anterior. Por la definición de
δ′ obtenemos

1Y /k

B Y

A C

V

d0

��

h

��

∂0
{{

d1

�� k //

w

��
v

//

∂1

��

f

��

λks

ρks
τ ′ks

µks

Utilizando la ecuación (4.58) tenemos

1Y /k B A

Y C V

d1 // w //

∂1

��

d0

��

h
//

∂0

//

k

��

v

��

λ +3 α +3
µ +3

pero sabemos que esta es la definición de la 2-celda ϕ. Por lo tanto queda
probada la igualdad (4.62) y por ende la igualdad (4.61). Por la unicidad de δ
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tenemos que

Y C V

A

=Y C V

A

h // ∂0 //

f
##

∂1

;;

δ′ ��

h // ∂0 //

f
##

∂1

;;

δ ��

Componiendo la igualdad anterior con la flecha l y por la definición de δ′ obte-
nemos

Y C V

A

C

=Y C V

A

C

h // ∂0 //

f
##

∂1

;;

v

OO
l

��τ ′ ��
µ
��

h // ∂0 //

f
##

∂1

;;
l

��δ ��

El lado izquierdo por definición es τ y el lado derecho por la igualdad (4.53) es
igual a τ ′. Por lo tanto τ = τ ′, por lo que la 2-celda τ es única. �

Teorema 4.16. Si en el siguiente diagrama

A

C

X

Z

v

��
s

//

t //

u

��

φ +3

(4.63)

la flecha s tiene un levantamiento izquierdo absoluto z a lo largo de u

Z

C

X

s

ZZ

z

DD
uoo

ζ +3

Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. v tiene adjunto izquierdo.

2. Existe una diagonal localmente ortogonal puntual para el diagrama (4.24)
y el diagrama (4.63) respeta localmente cada diagonal localmente ortogonal
del diagrama (4.24).

3. Existe una diagonal para el diagrama (4.24) la cual tiene la propiedad
de escisión de idempotentes y es respetada débilmente localmente por el
diagrama (4.63).
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4. (Si los idempotentes se escinden en K(C,A)) Existe una diagonal para
el diagrama (4.24) la cual es respetada muy débilmente localmente por
(4.63).

Demostración. 2)⇒ 3) y 3)⇒ 4) son claras.

1)⇒ 2): Supongamos que v tiene adjunto izquierdo f : C → A donde la unidad
y counidad de la ajunción son η y ε respectivamente

V V

U U U

V
1V //

y

��
k

??
η
��

1U
//

k

??
y

��
ε
��

Consideremos el diagrama

Z

C

X

A

C

1C

OO

s

OO

f

??
voo

t

OO
uoo

φ +3

η +3

(4.64)

Puesto que ζ exhibe a z como levantamiento izquierdo absoluto de s a lo largo
de u, aplicamos la propiedad de levantamiento izquierdo al diagrama (4.64), por
lo que existe una única 2-celda en K

X

C

A

z

ZZ

f

DD
too

σ +3
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tal que

Z

C

X

A =

Z

C

X

A

C

s

cc

z

OO
uoo

f

66

t
ff

ζ +3 σ +3

f

??

t

OO
uoo

1C

OO

s

OO

voo

φ +3

η +3

(4.65)

Veamos que el diagrama

Z

A

C

X

v //

z

��

1A

��

t
//

f

��

εks

σks

es una diagonal localmente ortogonal puntual para φ′. Probemos primero que

Z

A

C

X

=

A

A

C

X

v //

z

��

1A

��

t
//

f

��

εks

σks
1A

��

t
//

v //

z

��

φ′ks

(4.66)

Sabemos que φ′ es la única 2-celda que la siguiente igualdad

Z X

C

A

=

A

C

X

Z

z

DD
uoo

s

ZZ

v

OO
t

VV
ζ +3

φ′ +3
v

��
s

//

t //

u

��

φ +3



146 CAPÍTULO 4. DIAGONALES

Notemos que el siguiente pegado

Z

C

X

A

A

s

ZZ

z

DD
uoo

f
//

t

ZZ

v

OO

1A

??

ζ +3
σ +3

ε +3

por la ecuación (4.65) obtenemos

Z

C

X

A

C A

1C

OO

s

OO

f

??
voo

t

OO
uoo

v
oo

1A

OO

φ +3

η +3

ε +3

Por una de las identidades triangulares tenemos que es igual a φ. Por la unidad
de φ′, obtenemos la ecuación (4.66). La ecuación (4.66) nos dice que la 2-celda
ε es una 2-celda en K||X

(A, vz)

(A, t)

(C, z)
(v,1zv) //

(f,σ)��(1A,φ
′) ��

εks

(4.67)

Dado que v tiene adjunto izquierdo y 1zv es un isomorfismo, por la Proposición
4.4, la flecha (v, 1zv) tiene adjunto izquierdo (f, zη) donde la unidad y counidad
de la adjunción son la misma unidad y counidad de la adjunción f a v. Por el
Lema 3.25 la 2-celda (4.67) exhibe a (f, σ) como una extensión derecha absoluta
de (1A, φ

′) a lo largo de (v, 1zv). Probemos que la 2-celda (4.67) es una extensión
puntual, para esto consideremos un morfismo (q, χ) : (P, o)→ (C, z) en K||X, el
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objeto coma de las flechas (v, 1zv) y (q, χ)

(q/v, od0)

(A, zv)

(P, o)

(C, z)

(d1,zν·χd0)

��

(v,1zv)
//

(d0,1od0 ) //

(q,χ)

��

νks

y la 2-celda

(q/v, od0) (P, o)

(A, zv)

(A, t)

(d0,1od0 ) //

(d1,zν·χd0)

��

(1A,φ
′) ##

(m,ι)

��

ϕks

Puesto que la flecha (v, 1zv) tiene adjunto izquierdo, por la Proposición 2.7 te-
nemos que la flecha (d0, 1od0) tiene adjunto izquierdo (n, ς) : (P, o)→ (q/v, od0)
con unidad la identidad y counidad ε′, la cual es la única 2-celda tal que

(q/v, od0)

(P, o)

(q/v, od0) (P, o)

(q/v, od0)

(P, o)

(q/v, od0) (A, zv)

=

=

1(d0,1od0 )

(f, σ)ν · ε(d1, zν · χd0)

(d0,1od0 )
??

(n,ς)

��

1(q/v,od0)

// (d0,od0) //

(d0,od0)
??

(n,ς)

��

1(q/v,od0)

// (d1,zν·χd0)//

ε′ ��

ε′ ��

(4.68)
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además (n, ς) es la única flecha que cumple la siguiente igualdad

(q/v, od0)

(A, zv)

(P, o)

(C, z)

(P, o)

(C, z) =

(P, o) (C, z) (C, z)

(A, zv)

(d1,zν·χd0)

��

(v,1zv)
//

(d0,1od0 ) //

(q,χ)

��

νks

(n,ς)

''
(q,χ)

��

(f,σ) ''

(1P ,1o)

##

(q,χ) // (1C ,1z)//

(f,σ)
��

(v,1zv)

DD
η
��

(4.69)
Definimos la siguiente 2-celda

(q/v, od0) (P, o)

(A, zv)

(A, t)

(P, o)

(C, z):=ϕ′

(d0,1od0 ) //

(d1,zν·χd0)

��

(1A,φ
′) ##

(m,ι)

��

(1P ,1o)

%%
(n,ς)

''
(q,χ)

��

(f,σ) **
ϕks

Veamos que ϕ′ cumple la siguiente ecuación y es la única que lo cumple

(q/v, od0)

(A, zv)

(P, o)

(C, z)

(A, t)

= ϕ

(d1,zν·χd0)

�� (v,1zv) //

(f,σ)

��
(1A,φ

′)

��

(d0,1od0 ) //

(m,ι)

rr

(q,χ)

��

νks

εks
ϕ′ks

(4.70)

Empecemos probando la igualdad, partamos del lado izquierdo de la igualdad
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anterior. Utilizando la ecuación inferior de (4.68) obtenemos

(q/v, od0) (P, o)

(A, zv)

(A, t)

(P, o)

(q/v, od0)
(d0,1od0 ) //

(d1,zν·χd0)

��

(1A,φ
′) ##

(m,ι)

��

(1P ,1o)

!!

(n,ς)

��

(d0,1od0 )
??

(1q/v,1od0)
//

ϕks

ε
��

Por una de la identidades triangulares de la adjuncón entre (d0, 1od0) y (n, ς)
obtenemos la 2-celda ϕ. Procedamos a probar la unicidad de ϕ′. Sea una 2-celda

(P, o)

(A, zv)

(A, t)

(q,χ)
&&

(f,σ)

88

(m,ι)

&&
%
��

tal que

(q/v, od0)

(A, zv)

(P, o)

(C, z)

(A, t)

= ϕ

(d1,zν·χd0)

�� (v,1zv) //

(f,σ)

��
(1A,φ

′)

��

(d0,1od0 ) //

(m,ι)

rr

(q,χ)

��

νks

εks
%ks
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Precomponiendo la ecuación anterior con la flecha (n, ς) tenemos lo siguiente

(q/v, od0)

(A, zv)

(P, o)

(C, z)

(A, t)

(P, o)

(C, z)

= ϕ′

(d1,zν·χd0)

�� (v,1zv) //

(f,σ)

��
(1A,φ

′)

��

(d0,1od0 ) //

(m,ι)

rr

(q,χ)

��

(1P ,1o)

%%
(n,ς)

''
(q,χ)

��

(f,σ) ''

νks

εks
%ks

Utilizando la igualdad (4.69) obtenemos

(C, z)

(A, zv)

(P, o)

(C, z)

(A, t)

= ϕ′

(f,σ)

�� (v,1zv) //

(f,σ)

��
(1A,φ

′)

��

(q,χ)oo

(m,ι)

rr

(1C ,1z)

$$

(q,χ)

��

ηks

εks
%ks

Por una de la identidades triangulares de la adjunción entre (v, 1zv) y (f, σ)
obtenemos la 2-celda %. Por lo que % y ϕ′ son iguales. Por lo tanto ϕ′ es única.

Falta demostrar que el diagrama (4.63) respeta cualquier diagonal localmente
ortogonal de φ′. Antes hay que observar un par de cosas. Dado que v tiene
adjunto izquierdo por el dual de la Proposición (2.7) entonces el morfismo ∂1
tiene adjunto izquierdo h : V → A con unidad la identidad y counidad β

V V

A A A

V
1V //

h
��

∂1

??
1 ��

1A
//

∂1

??
h

��
β ��

Como ∂1 tiene adjunto izquierdo y la 2-celda 1t es un isomorfismo, por la
Proposición (4.4), la flecha (∂1, 1t) tiene adjunto izquierdo (h, 1x) : (V, x) →
(A, t) donde la unidad y counidad de la adjunción son la misma unidad y
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counidad de la adjunción h a ∂1. Sea (ρ, g, τ) una diagonal localmente ortogonal
de la 2-celda φ′

Z

A

C

X

=

A

A

C

X

v //

z

��

1A

��

t
//

g

��

ρks

τks
1A

��

t
//

v //

z

��

φ′ks

Veamos que esta diagonal es respetada por el diagrama (4.63). Para esto con-
sideremos una flecha (1C , γ) : (C, p)→ (C, z) y una 2-celda

(1C , pd
′
0)

(A, zv)

(A, t)

(C, p)

(V, x)

(d′1,zω·γd
′
0)

��

(1A,φ
′)

��

(∂1,1t)
//

(d′0,1pd′0
)
//

(r,θ)

��

ψks

Definimos la 2-celda

(1C/v, pd
′
0)

(A, zv)

(A, t)

(C, p)

(V, x)

(A, t)

:=ψ′

(d′1,zω·γd
′
0)

��

(1A,φ
′)

��

(∂1,1t)
//

(d′0,1pd′0
)
//

(r,θ)

��

(1A,1t) ''
(h,1x)

��

ψks

βks

Como (ρ, g, τ) es una diagonal localmente ortogonal de φ′, existe una única
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2-celda

(C, p) (A, t)

(C, z)

(V, x)
(r,θ) 88 (h,1x)

&&

(1C ,γ)
&&

(g,τ)

88
δ′ ��

tal que

(1C/v, pd
′
0)

(A, zv)

(C, p)

(C, z)

(A, t)

(V, x) = ψ′

(d′1,zω·γd
′
0)

�� (v,1zv) //

(g,τ)

��
(1A,φ

′)

��

(d′0,1pd′0
)
//

(r,θ)

��

(1C ,γ)

��

(h,1x)
ss

ωks

ρks
δ′ks

(4.71)

Definimos la 2-celda δ := (∂1, 1t)δ
′. Veamos que cumple la siguiente igualdad y

es la única 2-celda que la cumple.

(1C/v, pd
′
0)

(A, zv)

(C, p)

(C, z)

(A, t)

(V, x)

= ψ

(d′1,zω·γd
′
0)

�� (v,1zv) //

(g,τ)

��
(1A,φ

′)

��

(d′0,1pd′0
)
//

(r,θ)

ww

(1C ,γ)

��

(∂1,1t)

��

ωks

ρks
δks

(4.72)

Comencemos probando la igualdad. Partamos con el lado izquierdo de la igual-
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dad anterior, por la definicón de δ obtenemos

(1C/v, pd
′
0)

(A, zv)

(C, p)

(C, z)

(A, t)

(V, x)

(V, x)

(d′1,zω·γd
′
0)

�� (v,1zv) //

(g,τ)

��
(1A,φ

′)

��

(d′0,1pd′0
)
//

(r,θ)

��

(1C ,γ)

��

(h,1x)
ss

(∂1,1t)

��

1

yy

ωks

ρks
δ′ks

Utilizando la ecuación (4.71) tenemos lo siguiente

(1C/v, pd
′
0)

(A, zv)

(A, t)

(C, p)

(V, x)

(A, t) (V, x)

(d′1,zω·γd
′
0)

��

(1A,φ
′)

��

(∂1,1t)
//

(d′0,1pd′0
)
//

(r,θ)

��

(1A,1t) ''
(h,1x)

��

(∂1,1t)
//

1

##

ψks

βks

Utilizando una de las identidades triangulares de la adjunción (h, 1x) a (∂1, 1t),
obtenemos ψ. Esto prueba la igualdad (4.72). Procedamos a probar la unicidad
de δ. Sea una 2-celda

(C, p) (V, x)

(C, z) (A, t)

(r,θ)

''

(∂1,1t)

88
(1C ,γ)

&&

(g,τ)
//

π
��
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tal que

(1C/v, pd
′
0)

(A, zv)

(C, p)

(C, z)

(A, t)

(V, x)

= ψ

(d′1,zω·γd
′
0)

�� (v,1zv) //

(g,τ)

��
(1A,φ

′)

��

(d′0,1pd′0
)
//

(r,θ)

ww

(1C ,γ)

��

(∂1,1t)

��

ωks

ρks
πks

A la ecuación anteriror la componemos con la 2-celda β, para obtener

(1C/v, pd
′
0)

(A, zv)

(C, p)

(C, z)

(A, t)

(V, x)(A, t)

= ψ′

(d′1,zω·γd
′
0)

�� (v,1zv) //

(g,τ)

��
(1A,φ

′)

��

(d′0,1pd′0
)
//

(r,θ)

ww

(1C ,γ)

��

(∂1,1t)

��

(h,1x)
oo

1

��

ωks

ρks
πks

βks

Por la unicidad δ′ tenemos que

(C, p) (V, x)

(C, z) (A, t)

(A, t)

=δ′

(r,θ)

''

(∂1,1t) 88
(1C ,γ)

&&

(g,τ)
//

1 ""

(h,1x)

��

βks

π
��
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Componemos la igualdad anterior con la flecha (∂1, 1t) para obtener

(C, p) (V, x)

(C, z) (A, t)

(A, t) (V, x)

=δ

(r,θ)

''

(∂1,1t) 88
(1C ,γ)

&&

(g,τ)
//

1 ""

(h,1x)

��

(∂1,1t)
//

1

��

βks

π
��

Por una de las identidades triangulares de la adjunción (h, 1x) a (∂1, 1t) tenemos
que δ = π. Por lo tanto δ es única. Por lo que el diagrama (4.63) respeta
cualquier diagonal localmente ortogonal de φ′.

3)⇒ 1): Por hipótesis el diagrama

(A, zv) (C, z)

(A, t)

(v,1zv) //

(f,σ)

��
(1A,φ

′)

��

ρks

en K||X tiene la propiedad de escisión de idempotentes y la cual es débilmente
Rv-respetada por (4.63) en cada flecha de la forma (1Y , β). Dado que ρ es una
2-celda en K||X cumple lo siguiente

A C A

X

= A A

X

1A

!!v // f //

t
{{

zv

##

z

��

σ +3

ρ ;C

1A //

t

��
zv

��

φ′ +3

(4.73)

Ahora utilizando una de las propiedades del objeto co-coma V a la 2-celda

A C

A

v //

f

��
1A

��

ρks
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existe una única flecha f ′ : V → A tal que

A

C

A

V

A

= A C

X

1A

��

∂1

//

v //

∂0

��

f ′

��
1A //

f

��

µks v //

1A
��

f

��

ρks
(4.74)

Notemos que las siguientes 2-celdas

V X

C V A

V X

V

tf ′
//

x

��

∂0 //

∂0

��

σks

∂1 //

x

��

∂1

��

tf ′
//

1tks

cumplen la siguiente igualdad

V

X V A

C A X

V A A

V C

=x

��

∂0oo voo

tf ′
oo

∂1

oo

1A

��

∂0

��

σ
��

µ
��

xoo ∂0oo

v

WW

tf
′

WW

∂1

oo
1A

oo

∂1

WW

1t ��
µ
��

Está igualdad es clara pues el lado derecho es igual a φ′ por la ecuación (4.26) y
el lado izquierdo es igual a φ′ por la ecuación (4.73). Por una de las propiedades
del objeto co-coma V , existe una única 2-celda

V X

A

x

$$

f ′ )) t

55σ′ ��

tal que

V X

A

C = σ

x

$$

f ′ )) t

55
∂0 // σ′ �� (4.75)
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y

V X

A

A = 1t

x

$$

f ′ )) t

55
∂1 // σ′ �� (4.76)

Por la ecuación (4.76) podemos dar la siguiente 2-celda en K||X

(A, t) (V, x)

(A, t)

(∂1,1t) //

(f ′,σ′)

��

(1A,1t)

��

1Aks

(4.77)

Por la ecuación (4.74) podemos notar que se cumple lo siguiente

(A, t) (V, x)

(A, t)

(A, zv) (C, z)

= (A, zv) (C, z)

(A, t)

(∂1,1t) //

(f ′,σ′)

��

(1A,1t)

��

(1A,φ
′)

��

(v,1zv) //

(∂0,1z)

��

1Aks

µks

(v,1zv) //

(f,σ)

��
(1A,φ

′)

��

ρks

(4.78)

Probemos que la 2-celda (4.77) tiene la propiedad de escisión de idempotentes.
Consideremos la siguiente 2-celda

(V, x) (A, t)

(f ′,σ′)

((

(f ′,σ′)

66
δ ��

tal que

(A, t) (V, x)

(A, t)

=

(A, t) (V, x)

(A, t)

(∂1,1t) //

(f ′,σ′)

��

(1A,1t)

��
(f ′,σ′)ll

(∂1,1t) //

(f ′,σ′)

��

(1A,1t)

��

1Aks1Aks

δks

(4.79)
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Definimos la 2-celda

(V, x) (A, t)(C, z)=δ′
(∂0,1z) //

(f ′,σ′)

((

(f ′,σ′)

66
δ ��

Notemos que δ′ cumple la siguiente igualdad por las ecuaciones (4.79) y (4.78)

(A, zv) (C, z)

(A, t)

=

(A, zv) (C, z)

(A, t)

(v,1zv) //

(f,σ)

��
(1A,φ

′)

��
(f,σ)ll

ρks

δ′ks

(v,1zv) //

(f,σ)

��
(1A,φ

′)

��

ρks

(4.80)

Como ρ tiene la propiedad de escisión de idempotentes, existen (s, ξ) : (C, z)→
(A, t), α : (f, σ)⇒ (s, ξ) y γ : (s, ξ)→ (f, σ) tales que

(C, z)

(A, t)

=

(C, z)

(A, t)

δ′ks (f,σ)

��

(f,σ)

��

(f,σ)

  

(s,ξ)

��

(f,σ)

~~

γks
αks (4.81)

y

1(s,ξ) =

(C, z)

(A, t)

(s,ξ)

  

(f,σ)

��

(s,ξ)

~~

γks

αks

(4.82)

Observemos que las 2-celdas α y γ por estar en K||X cumplen lo siguiente

C A

X

= C A

X

f //

s

��

t

��
z

��

σ +3

α ;C

s //

t

��
z

��

ξ +3

(4.83)
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y

C A

X

= C A

X

s //

f

��

t

��
z

��

ξ +3

γ ;C

f //

t

��
z

��

σ +3

(4.84)

Utilizando una de las propiedades del objeto co-coma V en la siguiente 2-celda

A C

A

v //

f

��
1A

�� soo

ρks
γks

Existe una única flecha s′ : V → A tal que

A

C

A

V

A

= A C

A

1A

��

∂1

//

v //

∂0

��

s′

��
1A //

s

��

µks v //

1A
��

f

�� soo

ρks
γks (4.85)

Notemos que las siguientes 2-celdas

V X

C V A

V X

V

ts′
//

x

��

∂0 //

∂0

��

ξks

∂1 //

x

��

∂1

��

ts′
//

1tks

cumplen la siguiente igualdad

V

X V A

C A X

V A A

V C

=x

��

∂0oo voo

ts′
oo

∂1

oo

1A

��

∂0

��

ξ��
µ
��

xoo ∂0oo

v

WW

ts′

WW

∂1

oo
1A

oo

∂1

WW

1t ��
µ
��

(4.86)
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El lado derecho es igual a φ′ por la ecuación (4.26). Utilizando en el lado
izquierdo la ecuación (4.85) obtenemos

A C

A X

v //

f

��
1A

�� soo

t

44

z

��

ρks
γks ξks

Por la igualdad (4.84) tenemos

A C

A X

v //

f

��
1A

��

t
//

z

��

ρks
σks

Utilizando la ecuación (4.73) obtenemos φ′ con lo cual queda probada la igualdad
(4.86). Por una de las propiedades del objeto co-coma V , existe una única 2-
celda

V X

A

x

$$

s′ )) t

55ξ′ ��

tal que

V X

A

C = ξ

x

$$

s′ )) t

55
∂0 // ξ′ �� (4.87)

y

V X

A

A = 1t

x

$$

s′ )) t

55
∂1 // ξ′ �� (4.88)

Con lo anterior podemos ver que la flecha (s′, ξ′) : (V, x)→ (A, t) está en K||X.
Procedamos a hacer algo parecido con las 2-celdas α y γ. Notemos que las
siguientes 2-celdas

V A

C V A

V A

V

f ′
//

s′

��

∂0 //

∂0

��

γks

∂1 //

s′

��

∂1

��

f ′
//

1Aks
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cumplen la siguiente igualdad

V

A V A

C A A

V A A

V C

=s′

��

∂0oo voo

f ′
oo

∂1

oo

1A

��

∂0

��

γ
��

µ
��

s′oo ∂0oo

v

WW

f ′

WW

∂1

oo
1A

oo

∂1

WW

1A ��
µ
��

La igualdad es clara, pues el lado derecho es igual al pegado de ρ con γ por la
igualdad (4.85) y el lado izquierdo es igual a al mismo pegado pues f ′∂0 = f .
Por una de las propiedades del objeto co-coma V , existe una única 2-celda

V A

s′

$$

f ′

::γ′ ��

tal que

V AC = γ

s′

$$

f ′

::
∂0 // γ′ �� (4.89)

y

V AA = 1A

s′

$$

f ′

::
∂1 // γ′ �� (4.90)

De igual manera, notemos que las siguientes 2-celdas

V A

C V A

V A

V

s′
//

f ′

��

∂0 //

∂0

��

αks

∂1 //

f ′

��

∂1

��

s′
//

1Aks
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cumplen la siguiente igualdad

V

A V A

C A A

V A A

V C

=f ′

��

∂0oo voo

s′
oo

∂1

oo

1A

��

∂0

��

α
��

µ
��

f ′oo ∂0oo

v

WW

s′

WW

∂1

oo
1A

oo

∂1

WW

1A ��
µ
��

(4.91)
El lado derecho de la igualdad anterior es igual a ρ por la ecuación (4.74). El
lado izquierdo, por la ecuación (4.85) es igual a

A C

A

v //

f

��
1A

�� soo

f

ii

ρks
γks

αks

Utilizando las ecuaciones (4.80) y (4.81) obtenemos que es igual a ρ. Con lo
cual queda probada la igualdad (4.91). Por una de las propiedades del objeto
co-coma V , existe una única 2-celda

V A

f ′

$$

s′

::α′ ��

tal que

V AC = α

f ′

$$

s′

::
∂0 // α′ �� (4.92)

y

V AA = 1A

f ′

$$

s′

::
∂1 // α′ �� (4.93)

Nuestros candidatos para escindir el idempotente δ son las 2-celdas α′ y γ′,
pero necesitamos ver que estas 2-celdas están en K||X. Por lo que procedemos
a ver que estas 2-celdas están en K||X, para lo cual α′ y γ′ deben cumplir las
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siguientes condiciones:

V A

X

= V A

X

f ′ //

s′

��

t

��
x

��

σ′ +3

α′ ;C

s′ //

t

��
x

��

ξ′ +3

(4.94)

y

V A

X

= V A

X

s′ //

f ′

��

t

��
x

��

ξ′ +3

γ′ ;C

f ′ //

t

��
x

��

σ′ +3

(4.95)

Al precomponer el lado izquierdo de la ecuación (4.94) con la flecha ∂0 obtene-
mos el pegado de las 2-celdas σ y α por las igualdades (4.92) y (4.75), por la
ecuación (4.83) es igual a ξ; claramente el lado derecho de la igualdad (4.94) al
precomponerlo con ∂0 es igual a ξ por la ecuación (4.87).

Observemos que al precomponer el lado izquierdo de la ecuación (4.94) con
∂1 obtenemos la 2-celda 1t por las ecuaciones (4.93) y (4.76); al precomponer
el lado derecho de la misma igualdad con ∂1 tenemos que es igual a 1t por la
igualdad (4.88). Por la unicidad de ξ′ tenemos la igualdad (4.94).

Probemos la segunda igualdad. Al precomponer con la flecha ∂0 el lado
izquierdo de la ecuación (4.95) obtenemos el pegado de las 2-celdas ξ y γ por
las ecuaciones (4.89) y (4.87), por la igualdad (4.84) es igual a σ; claramente el
lado derecho de la ecuación (4.95) al precomponerlo con ∂0 es igual a ξ por la
ecuación (4.87).

Observemos que al precomponer el lado izquierdo de la ecuación (4.95) con
∂1 obtenemos la 2-celda 1t por las ecuaciones (4.90) y (4.88); al precomponer
el lado derecho de la misma igualdad con ∂1 tenemos que es igual a 1t por la
igualdad (4.76). Por la unicidad de σ′ tenemos la igualdad (4.95).

Por lo tanto α′ y γ′ son 2-celdas en K||X. Probemos que α′ y γ′ cumplen
las siguientes ecuaciones:

(V, x)

(A, t)

=

(V, x)

(A, t)

δks (f ′,σ′)

��

(f ′,σ′)

��

(f ′,σ′)

  

(s′,ξ′)

��

(f ′,σ′)

~~

γ′ks
α′ks (4.96)
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y

1(s′,ξ′) =

(V, x)

(A, t)

(s′,ξ′)

  

(f ′,σ′)

��

(s′,ξ′)

~~

γ′ks

α′ks

(4.97)

Para esto notemos que las siguientes 2-celdas

V A

C V A

V A

V

f ′
//

f ′

��

∂0 //

∂0

��

δ′ks

∂1 //

f ′

��

∂1

��

f ′
//

1Aks

cumplen la siguiente igualdad

V

A V A

C A A

V A A

V C

=f ′

��

∂0oo voo

f ′
oo

∂1

oo

1A

��

∂0

��

δ′��
µ
��

f ′oo ∂0oo

v

WW

f ′

WW

∂1

oo
1A

oo

∂1

WW

1A ��
µ
��

El lado derecho de la igualdad anterior es claro que es igual a ρ por la ecuación
(4.74); el lado izquierdo es igual a al pegado de ρ con δ′ y por la igualdad (4.80)
es igual a ρ. Con lo cual queda probada la igualdad anterior. Por una de las
propiedades del objeto co-coma V existe una única 2-celda

V A

f ′

$$

f ′

::υ ��

tal que

V AC = δ′

f ′

$$

f ′

::
∂0 // υ �� (4.98)
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y

V AA = 1A

f ′

$$

f ′

::
∂1 // υ �� (4.99)

También observemos que las siguientes 2-celdas

V A

C V A

V A

V

s′
//

s′

��

∂0 //

∂0

��

1sks

∂1 //

s′

��

∂1

��

s′
//

1Aks

cumplen la siguiente igualdad

V

A V A

C A A

V A A

V C

=s′

��

∂0oo voo

s′
oo

∂1

oo

1A

��

∂0

��

1s��
µ
��

s′oo ∂0oo

v

WW

s′

WW

∂1

oo
1A

oo

∂1

WW

1A ��
µ
��

Esta igualdad es clara pues ambos lados son iguales al pegado de ρ con γ por
la ecuación (4.85). Con lo cual queda probada la igualdad anterior. Por una de
las propiedades del objeto co-coma V existe una única 2-celda

V A

s′

$$

s′

::ι ��

tal que

V AC = 1s

s′

$$

s′

::
∂0 // ι �� (4.100)

y

V AA = 1A

s′

$$

s′

::
∂1 // ι �� (4.101)
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Procedamos a probar las igualdades (4.96) y (4.97). Notemos que al precom-
poner con ∂0 el lado derecho de la ecuación (4.96) obtenemos el pegado de α y
γ por las ecuaciones (4.92) y (4.89) y este pegado es igual a δ′ por la igualdad
(4.81); al preocomponer el lado izquierdo de la ecuación (4.96) con ∂0 obtenemos
δ′, esto por definición.

Observemos que al precomponer el lado izquierdo de la ecuación (4.96) con ∂1
obtenemos la 2-celda 1A por la ecuación (4.79); al precomponer el lado derecho
de la misma igualdad con ∂1 tenemos que es igual a 1A por las igualdades (4.93)
y (4.90). Por la unicidad de υ tenemos la igualdad (4.96).

Notemos que al precomponer con ∂0 el lado derecho de la ecuación (4.97)
obtenemos el pegado de γ y α por las ecuaciones (4.92) y (4.89) y este pegado
es igual a 1s por la igualdad (4.82); al preocomponer el lado izquierdo de la
ecuación (4.97) con ∂0 obtenemos 1s por las ecuaciones (4.85) y (4.87).

Observemos que al precomponer el lado izquierdo de la ecuación (4.97) con
∂1 obtenemos la 2-celda 1A por las ecuaciones (4.85) y (4.88); al precomponer
el lado derecho de la misma igualdad con ∂1 tenemos que es igual a 1A por las
igualdades (4.93) y (4.90). Por la unicidad de ι tenemos la igualdad (4.97).

Por lo tanto tenemos que el diagrama (4.77) tiene la propiedad de escisión
de idempotentes. Veamos que el diagrama (4.77) es débilmente respetado por
(∂1, 1t). Utilizando que ρ es débilmente respetado por la flecha (∂1, 1t) en la
siguiente 2-celda

(A, t) (V, x)

(A, zv) (C, z)

(∂1,1t) //

(1A,φ
′)

��

(v,1zv) //

(∂0,1z)

��

µks

existe una 2-celda

(C, z) (V, x)

(A, t)

(∂0,1z)

&&

(f,σ) )) (∂1,1t)

55τ ′ ��
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tal que

(A, zv) (C, z)

(A, t)

(V, x)

=

(A, zv)

(A.t)

(C, z)

(V, x)

(v,1zv) //

(f,σ)

��
(1A,φ

′)

��

(∂1,1t)

��

(∂0,1z)

yy

ρks

τ ′ks

(1A,φ
′)

��

(∂1,1t)
//

(v,1zv) //

(∂0,1z)

��

µks

(4.102)

Notemos que al pertenecer a K||X la 2-celda τ ′ cumple la siguiente condición

C

A

V X

=

C

A

X
∂0 //

f
��

∂1

??
x //

t

;;

τ ′ ��

z //

f
��

t

??

σ
��

(4.103)

Procedemos a hacer con la 2-celda τ ′ lo mismo que con las 2-celdas α, γ y ξ.
Para esto notemos que las siguientes 2-celdas

V V

C V A

V V

V

∂1f
′
//

1V

��

∂0 //

∂0

��

τ ′ks

∂1 //

1V

��

∂1

��

∂1f
′
//

1∂1ks

cumplen la siguiente igualdad

V

V V A

C A V

V A A

V C

=1V

��

∂0oo voo

∂1f
′

oo
∂1

oo

1A

��

∂0

��

τ ′��
µ
��

1Voo ∂0oo

v

WW

∂1f
′

WW

∂1

oo
1A

oo

∂1

WW

1∂1 ��
µ
��

El lado derecho de la igualdad anterior es claro que es igual a µ; el lado izquierdo
es igual al pegado de ρ con τ , por la igualdad (4.74) y por la igualdad (4.102)
es igual a µ. Con lo cual queda probada la igualdad anterior. Por una de las
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propiedades del objeto co-coma V existe una única 2-celda

V V

A

1V //

f ′

��
∂1

??

τ
��

tal que

V

A

VC = τ ′
1V //

f ′

��
∂1

??
∂0 //

τ
��

(4.104)

y

V

A

VA = 1∂1
1V //

f ′

��
∂1

??
∂1 //

τ
��

(4.105)

Veamos que la 2-celda τ pertenece a K||X. Para esto es necesario probar la
siguiente igualdad

V

A

V X

=

V

A

X
1V //

f ′

��
∂1

??
x //

t

;;

τ
��

x //

f ′

��
t

??

σ′ ��

(4.106)

Notemos que al precomponer con la flecha ∂0 el lado izquierdo de la ecucación
(4.106), obtenemos la 2-celda σ por las igualdades (4.104) y (4.103); al precom-
poner el lado derecho de la ecuación (4.106) con ∂0 obtenemos σ por la igualdad
(4.75).

Observemos que al precomponer el lado izquierdo de la ecuación (4.106) con
∂1 obtenemos la 2-celda 1t esto por la igualdad (4.105); al precomponer el lado
derecho de la misma igualdad con ∂1 tenemos que es igual a 1t por al igualdad
(4.76). Por la unicidad de σ′ tenemos que la igualdad (4.106).

Por lo tanto la 2-celda τ pertenece a K||X. Ahora notemos que la siguiente
2-celda

(A, t) (V, x)

(A, t)

(∂1,1t) //

(f ′,σ′)��(1A,1t) ��

1Aks

(4.107)
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es respetada débilmente por la flecha (∂1, 1t). Para esto consideremos la flecha
(r, θ) : (V, x)→ (V, x) y la siguiente 2-celda

(A, t) (V, x)

(V, x)

(∂1,1t) //

(r,θ)��(∂1,1t) ��

ωks

Definimos la 2-celda

(A, t) (V, x)

(V, x)

(V, x)

:=ς
(∂1,1t) //

(r,θ)��(∂1,1t) ��

(f ′,σ′)

��

(1V ,1x)

��

τks

ωks

Veamos que cumple la siguiente igualdad

(A, t) (V, x)

(A, t)

(V, x)

=

(A, t) (V, x)

(V, x)

(∂1,1t) //

(f ′,σ′)��(1A,1t) ��

(r,θ)

ww

(∂1,1t)

��

1Aks

ςks

(∂1,1t) //

(r,θ)��(∂1,1t) ��

ωks

(4.108)

Por la definición de ς, el lado izquierdo de la ecuación (4.108) es igual al siguiente
diagrama

(A, t) (V, x)

(A, t)

(V, x)

(V, x)

(∂1,1t) //

(f ′,σ′)��(1A,1t) ��

(∂1,1t)
//

(∂1,1t) ��

1Aks (1V ,1x)

��

(r,θ)��

τks

ωks
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el cual a su vez es igual al siguiente diagrama

(A, t) (V, x)

(A, t)

(V, x)

(V, x)

(∂1,1t) //

(f ′,σ′)

��

(∂1,1t)
//

(∂1,1t) ��

(1V ,1x)

��

(r,θ)��

τks

ωks

Utilizando la ecuación (4.105) tenemos que es igual a ω. Con lo cual queda
probada la ecuación (4.108). Por lo tanto la 2-celda (4.107) es respetada débilmente
por la flecha (∂1, 1t). Por la Observación (3.28) entonces la flecha (∂1, 1t) tiene
adjunto izquierdo (h, %) : (V, x) → (A, t). Utilizando la equivalencia dual entre
1) y 4) del Teorema 3.26 obtenemos que 1A tiene una extensión derecha absoluta
a lo largo de v

A C

A

v //

c

��
1A

��

εks

Utilizando el dual de la Proposición 3.27 tenemos que c a v, por lo tanto v tiene
adjunto izquierdo.

4) ⇒ 1): Por hipótesis, existe una diagonal (ρ, f, σ) del diagrama (4.24) y es
respetada muy débilmente por el diagrama (4.63). Como se esta asumiendo que
se escinden los idempotentes en K(C,A), entonces el siguiente diagrama

A C

A

v //

f

��

1A

��

ρks

tiene la propiedad de escisión de idempotentes. Consideremos las siguientes
2-celdas

A

C

A

C

C

X

C

Z

v

��

1C
//

1A //

v

��

1v +3 z

��
u

//

1C //

s

��

ζks
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observemos que cumplen la siguiente igualdad por la ecuación (4.25)

A

C

A

C

X

Z

=

A

A

C

X

C

Z

v

��

1C
//

1A //

v

��

t //

u

��
s

//

1v +3 φ +3 1A

��

t
//

v //

z

��

1C //

s

��
u

//

φ′ks ζks

Dado que (ρ, f, σ) es respetado muy débilmente por el diagrama (4.63), existe
una 2-celda

C A

C

f //

v

��
1C

��

τ +3

tal que

A

C A

C

=

A

C

A

C

v

�� f //

v

��

1A

��

1C
��

ρ +3

τ +3

v

��

1C
//

1A //

v

��

1v +3 (4.109)

Veamos ahora que ρ es respetado débilmente por v. Para esto consideremos la
flecha r : C → C y la siguiente 2-celda

A C

C

v //

r

��
v

��

αks

Definimos la 2-celda

A C

C

C

:=ς v //

r

��
v

��

f

��

1C

��

τks

αks
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Veamos que cumple la siguiente igualdad

A C

A

C

=

A C

C

v //

f
��

1A
��

r

vv

v

��

ρks

ςks

v //

r

��
v

��

αks

(4.110)

Por la definición de ς, el lado izquierdo de la ecuación (4.110) es igual al siguiente
diagrama

A C

A

C

C

v //

f
��

1A
��

v
//

v

��

ρks 1C

��

r

��

τks

αks

Utilizando la ecuación (4.109) tenemos que es igual a α, por lo que ρ es respetado
débilmente por v. Por el Observación (3.28) obtenemos que v tiene adjunto
izquierdo.

�
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