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Resumen

El estudio sobre lenguaje es bastante amplio y diverso, desde los procesos
neurofisiológicos que están involucrados en su adquisición hasta la manera
de interactuar de distintos idiomas en una comunidad. Nuestro análisis se
limita a la parte escrita del lenguaje, involucra la frecuencia de las palabras
usadas en los libros en un determinado año y como cambia su frecuencia de
uso a lo largo del tiempo.
Hemos propuesto una nueva medida a la que llamamos diversidad de rango,
que logra reflejar estos cambios de frecuencia de uso. Lo hemos comprobado
en 6 idiomas diferentes como lo son: español, inglés, francés, italiano, alemán
y ruso. Además proponemos un modelo, basado en caminatas aleatorias
gaussianas que reproduce el cambio de uso de las palabras a través del
tiempo. Y que tiene una diversidad de rango similar a la de los idiomas.
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Caṕıtulo 1

Distribuciones de frecuencias
en palabras

Los primeros estudios textos con el uso de herramientas estad́ısticas fueron
publicados en 1932 por George Zipf, donde analizó la frecuencia de apari-
ción de palabras en un texto [?]. Utilizó como texto de análisis Ulysses de
James Joyce1. Los resultados que obtuvo le fascinaron porque él teńıa cierta
obsesión con los patrones matemáticos [?]. Encontró que la primeras tres
palabras más repetidas del inglés eran the, of y and, además que la frecuen-
cia de palabras segúıa una relación y ∼ 1

xa , donde y es el número de veces
que aparece una palabras en el texto mientras que x es la posición que ocupa
una palabra en el texto, con un exponente a cercano a uno. Cabe señalar
que Zipf, previamente hab́ıa realizado un análisis de algunos extractos de
textos chinos; haciendo el conteo sobre la repetición de las śılabas en esos
textos [?]. Con una muestra de cerca de 20,000; y observó una relación lineal
en escala log-log:

Pk ∼
1

ka
. (1.0.1)

Después que Zipf mostrara sus resultados, se han encontrado otros fenómenos,
no relacionados con la lingǘıstica, que pueden ser razonablemente aproxima-
dos por una distribución del tipo potencial. Entre estos fenómenos podemos
nombrar: población de las ciudades, número de llamadas telefónicas, dis-
tribución de las notas en una melod́ıa, tamaño de los archivos de computa-
dora, el número de visitas a las página web, el número de citas a art́ıculos
cient́ıficos, etcétera [?].

1El conteo de las palabras lo delegó a sus estudiantes. Recordemos que Rutherford hizo
lo mismo en el conteo de part́ıculas α.
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Hoy en d́ıa con una computadora es fácil obtener la distribución de las
frecuencias por palabras en un texto, hagámoslo con cuatro grandes obras
de la literatura como son Don Quijote de la Mancha, Los miserables, La
divina comedia y Ulises2; y obtengamos el ranking de palabras, donde la
primera posición, o rango, la ocupa la palabras que más repite en el texto,
la siguiente palabra con mayor repetición ocupa la posición número dos y
aśı sucesivamente. El resultado se muestra en la siguiente gráfica 1.1, que
en escala log-log sigue una tendencia lineal lo que nos indica una ley de
potencias.
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Figura 1.1: Ranking de la frecuencia de la palabras en 4 obras de la lit-
eratura universal. Cada una de las diferentes palabras en cada libro esta
representada por un punto. La frecuencia de cada una, i.e., el número de
veces que se repite cada palabra, esta sobre el eje y. En el eje x el rango,
o la posición en el ranking, que ocupa cada palabra. Ambos ejes están en
escala logaŕıtmica.

2Lo más conveniente es descargarlo de Project Gutenberg, una página de acceso abierto
que ha digitalizado más de 40,000 libros (principalmente en inglés).
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1.1. LA BASE DE DATOS, GOOGLE BOOKS

1.1. La base de datos, Google Books

Desde que Zipf publicó sus resultados hasta nuestra fecha, la tecnoloǵıa ha
avanzado a tal grado que contar las palabras de un libro sea tan sencillo
como descargar el archivo en texto plano y programar unas cuantas ĺıneas
de código. En caso de que el texto no se encuentre digitalmente, sólo hay
que escanearlo y con un programa de reconocimiento de caracteres extraer el
texto. Ignoraremos los errores que aparecen durante este procedimiento, pues
nuestro trabajo se basa en estad́ıstica sobre un número grande de datos y
con el desarrollo diario de la tecnoloǵıa estos errores de escaneo disminuyen.

Del escaneo de libros se ha encargado Google, espećıficamente la división
de Google Books bajo el proyecto llamado: N -gram Viewer [?]. Google ha
escaneado el 4 % de todos los libros publicados hasta el 2009, en varios
idiomas: español, francés, alemán, ruso e inglés. Este último idioma también
lo podemos encontrar separado en inglés británico y americano. En el 2012
la base se actualizó y se agregaron nuevos idiomas como el chino, italiano y
hebreo.

El corpus o total de libros escaneados es 5,195,769 obtenidos de 40 univer-
sidades alrededor del mundo más la contribución de algunas editoriales. El
conjunto total de datos esta divido por n-gramas, donde un n-grama es un
secuencia continua de palabras o signos. Google tiene disponible al público
las bases de datos de 1 a 5 n-gramas.3

Para este trabajo nos dimos a la tarea de descargar, ordenar y limpiar de
erratas las bases de datos de inglés, español, francés, alemán, ruso e italiano.
Seleccionamos estos idiomas por ser los que teńıan las bases de datos más
grandes y también porque conocemos lo suficiente los idiomas para entender
mı́nimamente las bases de datos. En cada base de datos tratamos de remover
la mayor cantidad de palabras que no pertenecen a cada idioma. La forma
en que limpiamos la base elimina totalmente las palabras que contienen
caracteres que no pertenecen al alfabeto del idioma en cuestión. Para dejarlo
en claro pongamos un ejemplo: en el idioma inglés no existe el carácter
ñ por lo tanto la palabra baño fue eliminada. Algunas palabras erróneas
puedes seguir apareciendo en el corpus. Esto puede ser debido a errores en
el reconocimiento de caracteres (OCR), errores al clasificar a que idioma
corresponden los libros, o simplemente la inclusión de una palabra foránea
en el texto.

El proceso de depuración anterior se realizó en cada uno de los seis idiomas
en consideración. La lista de letras permitidas se puede ver en el apéndice.

3http://storage.googleapis.com/books/ngrams/books/datasetsv2.html
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1.1. LA BASE DE DATOS, GOOGLE BOOKS

Los datos que nos sirven para trabajar son la palabra y el número de veces
que se repite en todo el conjunto de libros escaneados y clasificados para
cada idioma. La figura 1.2 muestra el número total de palabras por año para
cada lenguaje. Como se ve, el número de palabras aumenta al transcurrir el
tiempo, a pesar de que existen fluctuaciones año con año.
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Figura 1.2: Cantidad de palabras a través de los años en cada una de las
distintas bases de datos que Google para cada idioma. El código de colores
es el siguiente: inglés (�), francés (�), alemán (�), italiano (�), español (�)
y ruso (�). Este código de colores se usará para los idiomas a lo largo de
todo el trabajo.

De esta gráfica podemos extraer cierta información y relacionarla con eventos
históricos. La base de datos más robusta es la de inglés. El tamaño del corpus
de inglés y del francés al inicio es similar y del orden de 108 1-gramas. Esto
es atribuible al dominio académico que Francia teńıa en Europa durante
el siglo XIX y que después Estados Unidos ha tomado. Las demás bases,
si bien comienzan con diferentes tamaños, al paso de los años tienden ser
similares y con un tamaño del orden de 109 palabras. Notorio también son los
dos picos invertidos entre 1900-1950, que corresponden con las dos guerras
mundiales, muy pronunciados en el caso del idioma ruso. En este idioma
también es notorio el incremento en el número de palabras entre la segunda
guerra mundial y la cáıda de la URSS. Por lo menos en esta gráfica para
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1.2. LEY DE ZIPF

el español no notamos los efectos de las guerras, o fue mı́nimo el efecto de
éstas, pues carece de los picos pronunciados como los demás idiomas.

1.2. Ley de Zipf

Aunque es común referirse a (1.0.1) como una “ley”, en realidad estamos
tratando con un modelo basado en una distribución de probabilidad. En este
caso tenemos que puede ser una distribución de probabilidad continua o disc-
reta. Técnicamente es más fácil trabajar con distribuciones de probabilidad
continuas. Aunque los rankings de origen son discretos se suele utilizar dis-
tribuciones continuas cuando la cantidad de datos es significativa [?]. En
nuestro caso trataremos los datos como una distribución de probabilidad
continua.

Se define la distribución de probabilidad tipo Zipf como:

p(k) = Cka, (1.2.1)

donde p(k) es un función de densidad de probabilidad, con C como la con-
stante de normalización, válida para k ≥ kmin, ya que diverge en k = 0.
Esta constante de normalización está dada por, C = (a− 1)ka−1min.

La distribución (1.2.1), se le puede sacar otras propiedades como momentos
sin embargo estas no serán necesarias para el análisis en este trabajo.

La distribución (1.2.1), al igual que la distribución normal, también posee
momentos bien definidos que dependen de a. También es común óır que una
distribución tipo Zipf es una distribución libre de escalas porque no importa
a que escala nos fijemos el comportamiento es el mismo. Los datos pueden ser
continuos o discretos y en ambos casos (1.2.1) se pueden manejar funciones
de densidad de probabilidad continua o discreta. Técnicamente es más fácil
trabajar la función de densidad de probabilidad para una variable continua.
Si se tiene que los datos son discretos pero k es muy grande, como en nuestro
caso, podemos usar la densidad de probabilidad continua. Un desarrollo más
amplio puede encontrarse en el trabajo de M.E.J Newman [?].

Al ajustar la distribución Zipf (sin normalizar) al idioma inglés para el año
2000, obtenemos la gráfica 1.3, que a simple vista vemos que es una tosca
aproximación para la precisión estad́ıstica de la base de datos. Para justi-
ficar ésta discrepancia, principalmente en las colas, se han hecho diversas
suposiciones. Una de ellas es que la cantidad de datos es insuficiente, otra
que las distribuciones a usar deben ser finitas (tener una kmax) ya que las
palabras usadas no son infinitas [?].
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1.3. OTRAS DISTRIBUCIONES
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Figura 1.3: Frecuencia de palabras del idioma inglés (�) para el año 2000
y ajuste de la distribución Zipf (�).

1.3. Otras distribuciones

En la figura 1.3 notamos que la frecuencia de palabras no sigue exactamente
una ĺınea recta en escala logaŕıtmica. La discrepancia es visible entre el
rango 103 y 104. La distribución (1.3.1a) (ĺınea roja) atraviesa los datos
(ĺınea verde) en dos puntos.

Frecuentemente se dice que la “cola”(rangos altos) de la distribución es
pesada cuando en los rangos altos la frecuencia de los últimos elementos
disminuye más rápidamente. Otros tipos de distribuciones logran ajustar
mejor la cola al incorporar el término e−bk.

Comparamos la ley de Zipf con otras cuatro distribuciones, todas ellas con
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1.3. OTRAS DISTRIBUCIONES

el término común 1/ka. Las distribuciones son las siguientes:

m1(k) = N1
1

ka
, (1.3.1a)

m2(k) = N2
e−bk

ka
, (1.3.1b)

m3(k) = N3
(n− k)d

ka
, (1.3.1c)

m4(k) = N4
(n− k)de−bk

ka
, (1.3.1d)

m5(k) = N5

{
1
ka k ≤ kc
ka
′−a
c

ka′
k > kc

. (1.3.1e)

Las distribuciones (1.3.1a), (1.3.1b),(1.3.1c) y (1.3.1d) se les puede asociar
un origen común. Es más, los distribución (1.3.1b) y (1.3.1c) son casos par-
ticulares de (1.3.1d). A estos últimos también se les conoce como distribución
tipo γ y distribución tipo β, respectivamente. Álvarez-Mart́ınez et. al desar-
rollan distribuciones [?] que da origen a las ecuaciones (1.3.1b),(1.3.1c) y
(1.3.1d).

Los distribución (1.3.1c) y (1.3.1d) tienen una restricción que depende del
número de elementos de la distribución. Es decir, se pide conocer el número
total n de elementos que forman la distribución. Esto se refleja en el factor
(n− k)d.

Altmann et.al [?] utilizaron una variación a la ley de Zipf, la distribución
(1.3.1e) con a = 1. Esta distribución les permite dividir las palabras en dos
secciones, la primera (k ≤ kc) la relacionan con el núcleo de palabras más
usadas y la segunda parte (k > kc) con las palabras menos usadas de cada
idioma.

El ajuste de las distintas distribuciones (1.3.1a)-(1.3.1e), se realizó por medio
de mı́nimos cuadrados en el espacio log-log. Es posible ver reflejado en los
parámetros de los distribución, ciertas cosas como la falta de datos en al-
gunos idiomas, especialmente para años anteriores a 1800. Esto es posible
verlo en las gráficas ya que antes de esa fecha casi todos los parámetros
vaŕıan enormemente. Ésta es la principal razón de utilizar los datos de 1800
en adelante, para los subsecuentes análisis.

En algunos casos se puede asociar los picos o anomaĺıas a cierto hechos
históricos, como la primera y segunda guerra mundial, que se refleja en el
parámetro a, independientemente del distribuciones. El inglés y el francés
se ven como los idiomas que presentan menos variaciones en los parámetros.
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1.3. OTRAS DISTRIBUCIONES
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Figura 1.4: Parámetros de las distribuciones (1.3.1a), a través del tiempo.
El código de colores de esta figura y las cuatro siguientes es el mismo que el
de la fig. 1.2

0.95

1.00

1.05

1.10

1.15

a

1600 1650 1700 1750 1800 1850 1900 1950 2000
Año

0.5

1.0

1.5

b

×10−5

Figura 1.5: Parámetros de las distribuciones (1.3.1b), a través del tiempo.
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1.3. OTRAS DISTRIBUCIONES
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Figura 1.6: Parámetros del distribuciones (1.3.1c), a través del tiempo.
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Figura 1.7: Parámetros de las distribuciones (1.3.1d), a través del tiempo.
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1.4. BONDAD DE LOS AJUSTES
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Figura 1.8: Parámetros de las distribuciones (1.3.1e), a través del tiempo.

1.4. Bondad de los ajustes

La bondad del ajuste cuantifica que tan bien una distribución propuesta
ajusta datos experimentales. En nuestro caso usamos la prueba de χ2 para
ver que tanto se ajustan las diferentes distribuciones a los datos de pal-
abras en cada lenguaje y tener algún indicio de cual puede ser mejor. El
motivo para usar esta prueba, es que es comúnmente usada en la literatura
relacionada con este proyecto [?].

Cabe señalar que el resultado de la prueba no es un criterio absoluto para
tomar partido sobre una distribución respecto a otras, ya que al aumentar el
número de parámetros la diferencia entre la distribución y los datos tiende
a disminuir. Sin embargo es deseable que la distribución más apropiada se
capaz de describir el fenómeno con la menor cantidad de parámetros.

Veamos los diferencias normalizadas, ε(k), entre las distribuciones (1.3.1)
y el ranking de palabras para el año 2000 del idioma inglés. La fig. 1.9 la
obtuvimos al calcular,

εi(k) =
mi(k)− xk

xk
, (1.4.1)

donde xk es la frecuencia de la palabra en el rango k-ésimo, mi(k) es la
frecuencia predicha por la distribución i en el rango k-ésimo, e i puede ser
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1.4. BONDAD DE LOS AJUSTES

cualquiera de las 5 distribuciones en (1.3.1).
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Figura 1.9: Diferencia entre la distribución de palabras en el idioma inglés
para el año 2000 y cada uno de los diferentes distribuciones de (1.3.1). Ver
eq. (1.4.1).

Si εi(k) = 0 para toda k y alguna i, significaŕıa que la distribución i de-
scribe perfectamente los datos. De la gráfica anterior, podemos ver que la
distribución cuya diferencia es la menor de las 5 usadas es (1.3.1e), mien-
tras que el peor ajuste es (1.3.1a). La forma de la gráfica es muy simular
para las diferencias de (1.3.1a)-(1.3.1d), a excepción de la diferencia de la
distribución (1.3.1e). Al parecer todas las distribuciones son muy cercanas
a un punto que se encuentra alrededor de k = 70. También es llamativo
el hecho de que los cinco distribución coincidan casi totalmente entre los
rangos 40 < k < 50.
Lo más deseado es que la desviación de los datos con la distribución prop-
uesta sea Oi −Ei sea pequeña en caso contrario ni de coña estaŕıamos pen-
sando que se trata de la distribución pensada. Sin embargo el problema es
cuantificar que tan “pequeño” es lo pequeño. Lo que se espera es que el
valor de Oi caiga alrededor de Ei con una desviación estándar del orden de√
Ei. Bajo las consideraciones anteriores tenemos un estimado de las desvia-

ciones de la distribución con respecto a los datos que para cada punto seŕıa
Oi − Ei ∼

√
Ei., es decir tanto la diferencia como la fluctuación deben ser
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1.4. BONDAD DE LOS AJUSTES

similares y su razón del orden de 1. Como esto se hace para cada punto,
la suma sobre los errores los n puntos de la distribución puede presentar
sesgos, por lo tanto es mejor tomar el cuadrado tanto de la diferencia como
de la fluctuación. Aśı, definimos

χ2 =
n∑
k=1

(Oi − Ei)2
Ei

. (1.4.2)

Si suponemos que los datos observados corresponde a una distribución prop-
uesta, como lo hemos hecho hasta ahora, la diferencia y la fluctuación de
cada punto deben de ser Oi−Ei√

Ei
∼ 1, y por lo tanto la suma total para todos

los puntos en cuestión será del orden de n. Entre mejor sea el ajuste χ2 . n,
de lo contrario, si χ2 � n podemos suponer que la distribución propuesta
no es la adecuada. Cabe señalar que entre más grande sea el conjunto de
datos, la comparación punto a punto puede inducir sesgos; para evitarlo se
agrupan los datos en clases;4 intervalos consecutivos y que además no se
traslapan unos con otros.

Una forma más precisa, y más usada, de comparar la discrepancia de los
datos con las distribuciones, (1.3.1), es obtener el valor p de cada una de
ellas. Lo primero es proponer una hipótesis que deseamos probar a la que
llamaremos hipótesis nula, H0. A las demás se les llamará hipótesis alterna-
tiva H1. Esta hipótesis debe ser acerca de los parámetros de la distribución.
Entonces el valor p se define como la probabilidad de obtener cierto valor de
la distribución de probabilidad normalizada de χ2, suponiendo la hipótesis
nula como cierta. Este valor p se compara con un valor de significancia α
dado, para poder rechazar o aceptar la hipótesis nula. Lo común suele ser
tomar α = 0.05 o α = 0.01. Si el valor p es mucho más chico que α se dice
que tenemos evidencia significativa contra la hipótesis nula, H0, y por lo
tanto debemos inclinarnos por la hipótesis alternativa, H1. Por el contrario,
si el valor p es mucho mayor que α decimos que no tenemos evidencia sig-
nificativa contra la hipótesis nula y podemos inclinarnos por ella. Podemos
escoger mal la hipótesis y caer en alguno de los siguientes errores que se
muestran en la tabla 1.4.1. Aśı es que debemos interpretar bien el resultado.

4Esta es la traducción, más común, de lo que inglés se llaman bins.
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1.4. BONDAD DE LOS AJUSTES

Decisión H0 es verdadera H1 es falsa

No rechazar H0 – Error tipo II

Rechazar H0 Error tipo I –

Tabla 1.4.1: Tipos de errores que se comenten al aceptar o rechazar la
hipótesis nula.

En nuestro caso la hipótesis nula es: que los valores de los parámetros cal-
culados son los correctos (para cada año y para cada modelo) y tanto la
distribución de los datos corresponden a ese modelo. Aśı que para obtener
el valor p, tenemos dos opciones: miramos las tablas de la distribución χ2

para n, donde es el número de grados de libertad que tomamos en cuenta, y
el valor obtenido de χ2 o lo calculamos directamente con una función de un
numpy, Mathematica, Maple, etc. En todos los casos el valor p que obtuvi-
mos fue del orden de 10−20, es decir, prácticamente cero y mucho menor que
un nivel de significancia, α = 0.01. Por lo tanto tenemos evidencia contra la
hipótesis nula y por lo tanto no tenemos fuertes elementos para decir que los
datos corresponden a alguna de las distribuciones mencionadas en (1.3.1).
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Caṕıtulo 2

Diversidad de rango

En la caṕıtulo anterior comprobamos que ninguna de las distribuciones prop-
uestas (1.3.1), logran ajustarse a los datos, de manera totalmente convin-
cente. La que mejor lo hace, doble Zipf, propone un núcleo de palabras para
cada lenguaje que va desde 7,000 hasta 60,000 [?]. Esto no está en concor-
dancia con lo que los lingüistas han propuesto, por lo menos para el caso del
idioma inglés y español [?, ?, ?, ?]. Su núcleo es del orden de 2,000 palabras.
En este caṕıtulo se propondrá y explicará una nueva medida que está más
apegada a los números obtenidos por los lingüistas.

2.1. Clasificación de las palabras

Uno de los muchos procedimientos que se siguen al abordar un problema,
es dividirlo en unidades más pequeñas para su estudio, tratar de ubicar las
partes fundamentales, entenderlas y en base a ello analizar el problema origi-
nal. Si esto no da resultado se pueden agrupar esta partes fundamentales por
ciertas caracteŕısticas o estructuras, encontrar nuevas propiedades y abordar
el problema nuevamente. Aśı podemos ir escalando en los distintos niveles,
hasta encontrar la solución al problema.

Hasta ahora hemos tratado con conjuntos enormes de palabras que están
agrupados en idiomas. Esta separación no la hemos hecho nosotros, aunque
śı la hemos dado por buena. Dentro de estos conjuntos, la unidad básica
es la palabra. Aśı desprovista de contexto, como es nuestro caso, podemos
buscar caracteŕısticas por las que podamos agruparlas en subconjuntos más
pequeños que el idioma; pero más grandes que sólo palabras. Las carac-
teŕısticas que busquemos para formar subconjuntos pueden ser muchas y no
todas nos serán de ayuda.
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2.1. CLASIFICACIÓN DE LAS PALABRAS

Una manera sencilla de clasificarlas puede ser por la letra con la que inician
o por el número de letras que contienen, otra por el número de silabas.
Estas clasificaciones, aunque son sencillas, no nos son útiles. Agruparlas por
temas también es posible: palabras médicas, palabras matemáticas, palabras
religiosas, etcétera. También podŕıamos clasificar las palabras por art́ıculos,
adjetivos, adverbios, etc. Mientras que las primeras clasificaciones son fáciles
de algoritmizar y programar en una computadora, las segundas son mucho
más dif́ıciles de implementar en un computadora y las terceras están a medio
camino entre las primeras y las segundas.

La clasificación que emplearemos fue propuesta por C. C. Fries [?]. Las
palabras se pueden dividir en 2 tipos: palabras que expresan una idea o con-
tenido en śı misma; y palabras que son auxiliares en la construcción del men-
saje que se quiera dar [?]. A las primeras se les llama palabras de contenido
y a las segundas palabras funcionales. En el diccionario Merriam-Webster [?]
las podemos encontrar definidas como las palabras que son usadas princi-
palmente para mostrar relaciones gramaticales entre otras palabras.

La lista de lo que se entiende por palabras funcionales, es para fines prácticos,
pequeña, considerando el número de palabras que aparecen en cualquier
diccionario. A continuación presentaremos una lista de lo que se consideran
palabras funcionales.

Art́ıculos

Pronombres

Conjunciones

Verbos auxiliares

Interjecciones

Part́ıculas

Preposiciones

Puede presentarse que alguna palabra sea usada como funcional en un con-
texto y en otro contexto como palabra de contenido. Por ejemplo, tenemos
las conjugaciones del verbo haber en español, suelen usarse como verbos aux-
iliares de los tiempos compuestos; pero también se puede usar como verbo
propio. En la base de Google, al ser 1-gramas no tenemos manera alguna de
diferenciar qué porcentaje de es debido al uso funcional o al de contenido.
Necesitamos el contexto en el que se usa la palabra para poder discriminar
qué tipo de palabra es.
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2.1. CLASIFICACIÓN DE LAS PALABRAS

De la lista anterior vemos que el universo de palabras funcionales es real-
mente pequeño. Un cálculo rápido nos permite contar alrededor de 200 pal-
abras. Tomando en cuenta esto, no es para nada descabellado decir que
si tomamos un diccionario y seleccionamos una palabra al azar (ignorando
el texto de la definición de cada palabra), la palabra elegida seguramente
será de contenido. Ésto no se debe confundir con elegir una palabra al azar
de un texto cualquiera. En este caso la probabilidad de elegir una palabra
funcional no es baja, ya que, al ser un texto estructurado, se apoya en
pronombres, conjunciones, art́ıculos, etc. Este hecho se ve reflejado cuando
tomamos las primeras 20 palabras más usadas en cualquier idioma (de los 6
que seleccionamos para este trabajo). La gran mayoŕıa de ellas es funcional,
incluso en el idioma ruso que carece de art́ıculos.

En las siguientes dos tablas colocamos, como ejemplo, las primeras 20 pal-
abras del inglés, tabla 2.1.1, y del español, tabla 2.1.2, en el año 2000. Como
puede verse la gran mayoŕıa son palabras de contenido, tanto en inglés como
en español.

the (1) a (6) it (11) be (16)
of (2) is (7) with (12) by (17)

and (3) that (8) was (13) i (18)
to (4) for (9) on (14) are (19)
in (5) as (10) not (15) this (20)

Tabla 2.1.1: Las 20 palabras más usadas del idioma inglés en el año 2000.
Entre paréntesis está indicada la posición en el ranking.

de (1) que (6) las (11) no (16)
la (2) a (7) por (12) para (17)
en (3) los (8) un (13) su (18)
y (4) del (9) con (14) es (19)
el (5) se (10) una (15) al (20)

Tabla 2.1.2: Las 20 palabras más usadas del idioma español en el año 2000.
Entre paréntesis está indicada la posición en el ranking.

Para este trabajo utilizamos el inglés como idioma base. Elaboramos una
lista con todas las palabras funcionales en inglés. Con esta lista podemos
separar a las palabras funcionales de las de contenido. En el caso de pal-
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2.1. CLASIFICACIÓN DE LAS PALABRAS

abras que tienen más de un significado con uno de ellos funcional y otro
de contenido, elegimos la palabra como funcional. También advertimos que
no aplicamos la lematización sobre el conjunto de palabras, es decir, las in-
flexiones de una palabra son contabilizadas como palabras diferentes. Por
ejemplo, “volaba”, “volaste” y “volar” son contabilizadas como palabras
distintas.

En la gráfica 2.1 comparamos las primeras 20 palabras, tanto de contenido
como funcionales, en inglés con las respectivas palabras para los demás id-
iomas. Usamos Google-Translate para traducir cada palabra en inglés a cada
uno de los 5 idiomas restantes. Formamos una lista de las palabras fun-
cionales en inglés y con esta construimos las otras cinco listas de palabras
funcionales para los demás idiomas. Ciertamente aparecieron algunos errores
de traducción, los cuales fueron subsanados manualmente al revisar cada una
de las listas. Las ĺıneas continuas corresponden al grado de correspondencia
entre las primeras 20 palabras funcionales del inglés respecto las 20 primeras
palabras funcionales de los otros idiomas. Las coincidencias son remarcables,
por arriba del 0.8, es decir 80 %, con excepción del lenguaje ruso, el cual,
como ya lo mencionamos anteriormente, no tiene art́ıculos. Repetimos el
mismo procedimiento con las 20 primeras palabras de contenido. Aqúı ve-
mos que las coincidencias van en un rango de 0.4 a 0.6, al final reduciéndose
de 0.5 a 0.6, lo cual puede reflejar el crecimiento de la base de datos, al in-
crementarse la heterogeneidad de cada base. Para suavizar la gráfica, cada
punto es el promedio de 10 años.
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2.2. EVOLUCIÓN TEMPORAL DE PALABRAS
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Figura 2.1: Traslape de las palabras en inglés de contenido y funcionales en
los otros idiomas. La gráfica compara el grado de similitud de las palabras de
contenido y funcionales en inglés con los demás idiomas. Las ĺıneas continuas
son las palabras funcionales, mientras que las ĺıneas puntuadas son la de
contenido. El código de colores es el mismo que el de la fig. 1.2. Cada punto
es el promedio de los 10 años anteriores.

2.2. Evolución temporal de palabras

Conviene preguntarnos por las trayectorias, i.e., el recorrido de rangos
de las palabras en el tiempo. No tomaremos en cuenta la separación fun-
cional/contenido, queremos ver el comportamiento de cualquier palabra.
Para ello veamos las trayectorias de varias palabras al azar para el idioma
inglés. Tomamos como base el idioma inglés, ya que tiene la base de datos
más grande, de los seis lenguajes. Tomemos como año inicial 1800, dado que
es el año donde el número de datos ya es significativo en las distintas bases
de datos de los idiomas. Elegiremos palabras entre los rangos 1–20, 400–800
y 2000–5000, ver figs. 2.2, 2.3 y 2.4.
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Figura 2.2: Trayectoria de las primeras 20 palabras del idioma inglés en el
año 1800. La figura muestra el cambio de rango experimentado, cada año,
por estas palabras hasta el año 2008.

1800 1850 1900 1950 2000
t
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1500

k

Figura 2.3: Trayectoria de 20 palabras, entre los rangos 400–800 del idioma
inglés en el año 1800. La figura muestra el cambio de rango experimentado,
cada año, por estas palabras hasta el año 2008.
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2.3. DIVERSIDAD DE RANGO

1800 1850 1900 1950 2000
t
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k

Figura 2.4: Trayectoria de 20 palabras, entre los rangos 2000–5000, del
idioma inglés en el año 1800. La figura muestra el cambio de rango experi-
mentado, cada año, por estas palabras hasta el año 2008.

Comentemos las tres figuras anteriores. Algo que esperábamos, o por lo
menos ya intúıamos, es que las primeras palabras casi no cambian de rango
a través del tiempo. Estas deben ser palabras funcionales, por ejemplo en
inglés “the” y “of” son las palabras más usadas y no cambian su posición a
lo largo de los años. Conforme el rango inicial es más alto, la posición que
empieza a ocupar la palabra a través de los años tiene un comportamiento
aleatorio y al parecer el salto es más grande entre mayor sea el rango inicial.

2.3. Diversidad de rango

Hasta el momento, la mayoŕıa de los análisis sobre leyes de potencias se
han enfocado en las propiedades que presentan las distribuciones en un mo-
mento dado. En nuestro caso, cada distribución de palabras corresponde a
un año espećıfico y en el caṕıtulo anterior nos fijamos en la variación de
los parámetros de los modelos, (1.3.1), a lo largo del tiempo. Sin embargo,
hemos visto en las secciones anteriores de este caṕıtulo el comportamiento
de los elementos (palabras) de las distribuciones a lo largo del tiempo. En
base a ello, podemos proponer una caracteŕıstica que sea común en los seis
diferentes idiomas.

Esta nueva caracteŕıstica la hemos llamado diversidad de rango; se con-
struye de la siguiente manera:
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2.3. DIVERSIDAD DE RANGO

1. Se fija el año inicial y el número de años , ∆t, a evaluar.

2. Se toma el primer rango de todos los años a evaluar y contamos el
número de palabras distintas que aparecen en ese rango, con ello ya
tenemos el primer punto de la gráfica.

3. Se sigue con el segundo rango y se aplica el procedimiento anterior:
se cuenta cuántas palabras diferentes aparecen durante el periodo de
tiempo en el rango dos y aśı tenemos nuestro segundo punto de la
gráfica.

4. Este procedimiento se lleva a cabo para el número de rangos que uno
desee o que permita la base de datos.

5. Para normalizar los datos, dividimos los resultados entre el número
años ∆t y aśı obtenemos d(k).

De esta manera llegamos a una gráfica tipo sigmoide. Proponemos una forma
funcional, que sea la cumulativa de una curva gaussiana centrada en µ y de
ancho σ:

Φµ,σ(log10(k)) =
1

σ
√

2π

∫ log10(k)

−∞
e−

(y−µ)2

2σ2 dy. (2.3.1)

Esta curva se puede caracterizar con los dos parámetros, µ y σ.

Ahora aplicaremos esta nueva medida en las bases de datos de los 6 idiomas.
Los resultados son presentados en la figura 2.5. El número de años ∆t = 208
y los rangos analizados son de 1 hasta 10000. Para poder ajustar la sigmoide,
se utilizó un ventaneo (windowing) logaŕıtmico, sobre el eje x. Con los valores
de µ y σ para los seis idiomas, obtuvimos su promedio µ = 2.29 y un ancho
de σ = 0.55.

30



2.3. DIVERSIDAD DE RANGO
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Figura 2.5: Diversidad de rango para distintos idiomas. La diversidad de
rango calculada entre los años 1800-2008, para cada uno de los 6 idiomas,
respetando el mismo código de colores de la fig. 1.2. La diversidad promedio
de los seis idiomas anteriores se muestra en (�). El punto • indica el valor
promedio de las µ̂ para los seis idiomas, mientras que las ĺıneas verticales
(�) indican la región comprendida entre µ± 2σ.

Para darnos una idea de la robustez de esta medida, calculemos, para inglés,
la diversidad de rango con diferentes ∆t desde 10 hasta 100 años. Como año
inicial tomemos el año 1900 y al igual que las anteriores gráficas, el rango
máximo a evaluar es el 10000. El resultado es la gráfica 2.6.
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Figura 2.6: Diversidad de rango con diferentes tamaños de ventana, ∆t. El
año inicial es 1900 en todos los casos y el cálculo de la diversidad es sobre
los primeros 10000 rangos. El idioma analizado es inglés.

El resultado es alentador: conforme es mayor el ∆t la forma de la curva se
mantiene y va acercándose, a lo que parece ser, un ĺımite.

2.4. Cabeza, cuerpo y cola de los lenguajes

En la distribución gaussiana, es común dar especial importancia al intervalo
µ± 2σ, que es donde cae el 95 % de los elementos de la distribución. Estos
puntos, delimitan tres regiones; ver fig. 2.5. La primera región, de 0 a µ−2σ,
a la que hemos denominado cabeza, corresponde a palabras que a lo largo
del tiempo no cambian o cambian muy poco de rango. Ya que su diversidad
de rango es baja, lo cual queda se refleja en la trayectorias, fig. 2.2. La
segunda región comprendida entre µ − 2σ y µ + 2σ, el cuerpo, contiene
palabras que cambian de rango entre ellas y a medida que nos alejamos de
µ− 2σ, la posibilidad que regresen o vuelvan a ocupar su rango disminuye.
Podŕıamos decir que las palabras en esta región son las mismas a lo largo de
los años, sólo hacen cambios de rango entre ellas. La última comprende de
µ+ 2σ hacia ∞, la cola; en esta región es menos probable que las palabras
permanezcan sólo en un rango y salten al cuerpo, ya ni pensemos que a la
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2.4. CABEZA, CUERPO Y COLA DE LOS LENGUAJES

cabeza, por lo que permanecen en esta región. Creemos que son palabras
usadas en ambientes más espećıficos (médico, cient́ıfico, militar, etc.).
En el párrafo anterior hablamos en términos de µ y σ, lo cual es conveniente
para realizar los cálculos. Sin embargo es más conveniente decir que el punto
µ − 2σ corresponde al rango k− = 15; mientras que µ + 2σ corresponde al
rango k+ = 2448. Este último número es ligeramente mayor que el número
que señalan lingüistas para el mı́nimo de palabras para poder expresarse en
un idioma. Que sea mayor es probable que se deba a que no aplicamos la
lematización, como lo explicamos en la sección 2.1.
En la fig. 2.7 aparecen; el centro de la sigmoide µ y los puntos µ± 2σ para
todos los idiomas. Aqúı queremos resaltar que estos puntos en el año inicial
tienen un tendencia de crecimiento no despreciable, pero al correr del tiempo
llega a estabilizarse; esto debe ser por el crecimiento de las bases de datos.
Un caso especial es el idioma ruso, que en 1918 tuvo una reforma ortográfica,
lo cual notamos en la abrupta cáıda de k− a partir de ese año. También de
la misma figura notamos que la mayor influencia de estos cambios es en k−,
que tiene que ver con las palabras funcionales.
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Figura 2.7: Evolución en el tiempo del centro de la sigmoide µ, el fin de la
cabeza k− y el inicio de la cola k+ para los diferentes idiomas. El intervalo
de tiempo utilizado es ∆t = 50 y t es el punto final del intervalo. El código
de colores es el mismo que el de la fig. 1.2.
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Caṕıtulo 3

Modelo de trayectorias

En este caṕıtulo proponemos y estudiamos un modelo que reproduce las
trayectorias de las palabras a través del tiempo y la diversidad de rango.

3.1. Motivación del modelo

Al ver las trayectorias de las palabras, figs. 3.5-3.7, aventuramos la sigu-
iente hipótesis. Las palabras al ocupar la siguiente posición en el ranking
del siguiente año saltan a otro rango aleatoriamente. Sin embargo, este salto
es proporcional al rango donde actualmente se encuentran. De tal manera
debemos encontrar un proceso o algoritmo que pueda reproducir los resul-
tados encontrados en el caṕıtulo anterior.

Como hemos encontrado, las palabras funcionales (art́ıculos, pronombres,
etc.), tienen un rango bajo y sus trayectorias son prácticamente rectas hor-
izontales. Podemos definir una variable, para cualquier palabra, que nos
será de utilidad en el análisis siguiente. La llamaremos diferencia de pa-
so, y es el valor de la diferencia entre el rango en el año actual y el rango
en el año siguiente, kt+1 − kt. La diferencia de pasos de las primeras diez
palabras, ver fig. 2.2, es cero o uno. Por otro lado, tenemos que rangos más
altos tienen saltos más grandes y variados, aumentando el valor del salto
conforme subimos de rango.

Seleccionamos tres palabras en diferentes posiciones en el ranking y nos
fijamos en sus histogramas de diferencias de paso. Estos parecen ajustarse a
una distribución normal, ver fig. 3.1 [izquierda]. Si estudiamos la diferencia
de pasos relativa (es decir dividir cada [kt+1 − kt] entre kt), podemos ver
más claramente que parecen gaussianas, y con un ancho similar, ver fig. 3.1
[derecha]. De hecho, en estas tres palabras se ve que entre mayor es el rango
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Figura 3.1: [izquierda] Cada histograma corresponde a lo valores de los
saltos de rango de un palabra a través del tiempo. El número que antecede
a cada palabra es su posición en el ranking de 1800. En este caso las tres
palabras son del idioma inglés y las trayectorias van desde 1800 al 2008.
[derecha] Cada histogramas corresponde a alguna de las tres palabras usadas
en la fig. 3.1. El número que antecede a cada palabra es su posición en el
ranking de 1800. La única modificación consiste normalizar el valor de los
saltos, dividiendo entre el rango de origen del salto, kt.

la desviación estándar crece. Quiere decir que hay cierta relación simple entre
el rango y el tamaño de salto. Habrá excepciones; pero la gran mayoŕıa sigue
este comportamiento, como veremos más adelante.

Si el análisis anterior lo aplicamos para las primeras 10000 palabras del
inglés del año 1800, en vez de sólo 3 palabras, obtenemos el promedio, µ̂, y
la desviación estándar, σ̂, de la diferencia de pasos asociada a cada rango,
fig. 3.2. De esta misma figura es posible ver que existe una relación entre
log(σ̂) y log(k). En particular, proponemos que la relación que gobierna es
del tipo lineal,

Y = mX + b, (3.1.1)

donde Y = log10(σ̂) y X = log10(k), de tal forma que:

σ̂ = αkm. (3.1.2)

Veamos qué pasa con el histograma de las diferencia de pasos normalizados y
tratemos de obtener más información. El primer hecho que podemos rescatar
de la figura 3.3 es que el promedio de los saltos, es prácticamente cero o
fluctúa alrededor de él, en la mayoŕıa de los casos. En cambio vemos que
la desviación estándar crece marginalmente. Si tomamos, nuevamente, un
histograma de todos los valores de la desviación, el valor que mayormente
se repite es 0.07.
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3.1. MOTIVACIÓN DEL MODELO
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Figura 3.2: El procedimiento realizado para tres palabras del idioma inglés
en la fig. 3.1 lo aplicamos para las trayectorias de las primeras 10000 palabras
del año 1800. En a) se graficó la desviación estándar, σ̂, y en b) el promedio,
µ̂. Finalmente c) es el histograma de todos las µ̂ de b); la ĺınea roja indica
el salto de tamaño cero, es decir ningún salto.
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Figura 3.3: Gráfica similar a la fig. 3.2, pero usando saltos relativos, (kt+1−
kt)/kt.
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3.2. MODELO DE CAMINATAS ALEATORIAS PARA LA
DIVERSIDAD DE RANGO

3.2. Modelo de caminatas aleatorias para la diver-
sidad de rango

Con lo que hemos visto hasta este momento sobre la diversidad de rango,
las trayectorias de las palabras e histogramas estamos en condiciones de
elaborar un modelo que nos permita reproducir las trayectorias y, por ende,
la diversidad de rango. El procedimiento es el siguiente:

1. Se crea una lista con un determinado número N de palabras arti-
ficiales. En realidad estas palabras artificiales son etiquetas o mejor
dicho objetos, que no cambian durante todo el tiempo analizado. Por
ejemplo, se pueden nombrar palabra-1, palabra-2, . . . , palabra-N. Esta
lista representa el ranking de N palabras en el año inicial.

2. El siguiente paso es obtener el rango que ocuparán las palabras al
año siguiente. El rango de cada palabra se puede ver como un número
entero asociado a ella. Por ejemplo, tomemos la palabra que ocupa el
rango k, palabra-k. El salto que dará al siguiente año depende del rango
k y, como vimos en la sección anterior, supondremos que el tamaño del
salto está dado por un número aleatorio gaussiano de promedio cero
y desviación estándar proporcional al rango k, G(0, αk). Por lo tanto
el nuevo número, s, asignado para el siguiente año a palabra-k es,

st+1 = kt +G(0, αkt).

Esto se hace para todas las palabras del ranking y cada palabra ar-
tificial queda asociada a un número st+1. Nótese que st+1 no es un
número entero, ni es el rango correspondiente al año siguiente, t + 1.
Es una variable auxiliar.

3. Las palabras artificiales se reordenan en base a los números st+1. A
la palabra con el número st+1 más pequeño le corresponde el rango 1,
y aśı sucesivamente, hasta que la palabra con el st+1 más grande le
corresponde el rango N . Lo que nos da el ranking del año siguiente.

4. Los pasos anteriores se repiten el número de veces que deseemos y que
corresponderá al número de años.

Falta por determinar los parámetros que usemos para la simulación, los dos
primeros son claros; el número de años y el número de palabras sintéticas. El
último parámetro, pero no menos importantes, es α, estos los obtuvimos de
la gráfica 3.3. Hicimos el ajuste de estos datos con la ecuación (3.1.2), de la
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3.2. MODELO DE CAMINATAS ALEATORIAS PARA LA
DIVERSIDAD DE RANGO

misma forma que se hizo para obtener la diversidad de rango; agrupando en
casillas logaŕıtmicas y sacando un promedio sobre cada casilla. A esta curva
promedio fue la que se ajusto a una recta. De tal manera que obtuvimos
una m ≈ 1 y una α ≈ 0.1.

El procedimiento anterior es una primera aproximación al problema. El sigu-
iente listado tiene algunos puntos que se pueden considerar importantes y
que nuestro modelo no toma en cuenta.

El nacimiento y muerte de palabras. Hay palabras que caen en desu-
so total y desaparecen del vocabulario común, otras que sufren al-
teraciones en su forma escrita y algunas más son prestamos lingǘısticos
que terminan por incorporarse al vocabulario. Por ejemplo “computa-
dora”. En nuestro modelo son las mismas palabras en todos los años.

El cálculo de α, parámetro del modelo. Para su cálculo sólo utilizamos
las palabras del año inicial, y no todas las palabras que pueden aparecer
a lo largo de los años. En la fig. 3.4 se puede ver el porcentaje de las
10000 primeras palabras de 1800 que sobreviven año con año hasta el
2008. Podemos ver este porcentaje disminuye pero siempre queda por
arriba de 60 %.

La interacción entre palabras. No hemos tomado en cuenta la sintaxis
del idioma, como el modelo del gas ideal donde no se toman en cuenta
las interacciones entre part́ıculas. Aśı en este modelo no se toma en
cuenta la interacción entre palabras. Esto es una aproximación ya cada
idioma posee una estructura para armar oraciones.
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3.3. COMPARACIÓN ENTRE SIMULACIONES Y DATOS
EXPERIMENTALES

1850 1900 1950 2000
Años

60

70

80

90

Po
rc

en
ta

je
(%

)

Figura 3.4: Porcentaje de la primeras 10000 palabras del año 1800 que
comparten las primeras 10000 palabras para todos los demás años.

3.3. Comparación entre simulaciones y datos ex-
perimentales

Ya estamos en condiciones de contrastar nuestro modelo con los datos. Para
comparar con los datos reales, alimentamos el modelo con un número de
palabras igual a 20000. La diversidad de rango experimental la cortamos en
10000 palabras; para calcular la diversidad de rango sintética igualmente lo
haremos a 10000; sin embargo las otras 10000 palabras actúan como reser-
vorio. El número de años simulados será 209, mismo periodo de tiempo que
para las palabras reales. Tomaremos α = 0.066.

Los resultados de las trayectorias simuladas están en las gráficas 3.5, 3.6 y
3.7 y corresponden a la región de la cabeza, cuerpo y cola, respectivamente.
La diversidad de rango simulada se compara con la diversidad de rango de
los idiomas estudiados en la fig. 3.8.
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Figura 3.5: Trayectorias de las primeras 20 palabras artificiales en la zona
de la cabeza, a lo largo de 208 años.

50 100 150 200
t

500

1000

1500

k

Figura 3.6: Trayectorias 20 de palabras artificiales ubicadas en el cuerpo,
a lo largo de 208 años.

41
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Figura 3.7: Trayectorias 20 de palabras artificiales ubicadas en la cola, a
lo largo de 208 años.
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Figura 3.8: Diversidad de rango sintética vs. diversidad de rango de cada
idioma. La diversidad de rango obtenida a lo largo de 208 años (1800-2008)
para cada uno de los 6 idiomas (�), nuestro ansatz eq. (2.3.1) (�) y la
diversidad de rango simulada (�).
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3.4. EXPLORACIÓN DEL MODELO

En la sección 3.1 ajustamos los histogramas, correspondientes a los saltos de
las palabras, con una distribución gaussiana. Sin embargo, se podŕıa objetar
que los histogramas de pasos pueden ajustarse a distribuciones de similar
forma que la distribución gaussiana, por ejemplo, la distribución lorentziana.
Hay dos razones por las que se descartan otras distribuciones diferentes a
la guassiana. En primera, la sencillez. Siempre se trata de buscar el modelo
más sencillo que funcione, y en segunda, y más importante, ahora con el
modelo se puede ver que si en vez de tomar el número aleatorio G(0, σ̂))
usamos un número aleatorio lorentziano L(0, σ̂), las trayectorias seguidas no
se parecen en nada a la trayectorias de la palabras ni la diversidad de rango
corresponde a la obtenida de los idiomas. Esto inmediatamente descarta un
comportamiento exclusivamente lorentziano, fig. 3.9.
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Figura 3.9: En a), hay graficadas algunas trayectorias de palabras artifi-
ciales generadas con números aleatorios lorentzianos. En b) esta la diversi-
dad de rango simulada, debida a todas la trayectorias de palabras artificiales
obtenidas de la simulación.

3.4. Exploración del modelo

Exploramos más a fondo el modelo y encontramos un rango para α en el
cual el comportamiento de las trayectorias de las palabras y la diversidad de
rango es similar al observado en los 6 idiomas analizados. Encontramos que
con 20000 palabras y 210 años, el rango 0.01 ≤ α ≤ 0.25 es el adecuado.

En la fig. 3.10 vemos que mientras más pequeño sea α, µ aumenta, es decir
que al graficar la diversidad de rango, el centro del sigmoide se desplaza a la
derecha. Esto sucede porque hay mayor número de palabras que no cambian
de rango, las de rangos bajos. Podemos decir que existe un kmax donde las
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3.4. EXPLORACIÓN DEL MODELO

palabras con rango menor son trayectorias rectas, ver la primera columna de
la fig. 3.11. Esto se traduce como d(k) = 0 para todas las k < kmax, y como
consecuencia el crecimiento de µ, fig. 3.12. En cambio si α se incrementa, la
probabilidad de que las palabras de rango bajo cambien de rango al siguiente
paso, aumenta. Esto trae como consecuencia que la diversidad de rango para
palabras de rango bajo aumente, o que kmax disminuya. Las trayectorias
producidas en esta situación están en la última columna de la fig. 3.11.
La diversidad de rango llega que desaparecer ya que para todos los rangos
d(k) ∼ 1 y tendŕıamos un caso parecido a lo que sucede con las trayectorias
lorentzianas. De la fig. 3.10 vemos que esto sucede alrededor de α−1 ∼ 4, o,
α ∼ 0.25. Mención a parte merece σ por que fluctúa alrededor de 0.7, para
1/200 < α ≤ 0.25. En este régimen, σ no varia apreciablemente.
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Figura 3.10: Simulación del modelo de caminatas aleatorias para un rango
de 2 ≤ α−1 ≤ 200, 20000 palabras artificiales y 200 años. En a) y c) se grafica
σ como función de α−1, mientras que b) y d) se grafica µ como función de
α−1.
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Figura 3.11: Trayectorias de palabras artificiales en las tres diferentes re-
giones con tres distintos valores de α. Las trayectorias de la primer columna
(de izquierda a derecha) son debidas a la simulación α = 0.005, la segunda
columna con α = 0.079 y la tercera con α = 0.251. La primera fila (de arriba
hacia abajo) las trayectorias corresponde a la región de la cola, la segunda
fila a región del cuerpo y la tercera a la región de la cabeza. El ∆t = 210 y
el número de total de palabras es 20000.
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Figura 3.12: La diversidad de rango de las trayectorias simuladas, para
α = 0.005 (�), α = 0.079 (�) y α = 0.251 (�). El ∆t es 210 y el número de
total de palabras es 20000.
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Caṕıtulo 4

Conclusiones

En está tesis hemos visto la distribución de las frecuencias de las palabras
para 6 distintos idiomas, tomando como base el idioma inglés. Tratamos
de ajustar cinco distintas distribuciones y vimos cómo vaŕıan sus parámet-
ros año con año. Estos últimos están correlacionados con el número de li-
bros escaneados por Google cada año y con eventos históricos. Sin embargo,
ninguno de los modelos presentados es satisfactorio para describir los datos.

En la búsqueda de encontrar un modelo, una regla o una ley común a los
datos de los idiomas, hemos incorporado el factor del tiempo en este estudio.
Analizando las trayectorias seguidas por las palabras a través del tiempo,
caracterizándolas por cómo cambian el rango en cada paso de tiempo. Esto
nos llevó a dos conclusiones importantes, que son el aporte de nuestro traba-
jo: la diversidad de rango y el modelo de caminatas aleatorias gaussianas
invariantes de escala.

La diversidad de rango es una nueva caracterización que toma en cuenta la
variación de las palabras en cada rango en un tiempo dado. Esta resulta ser
muy similar para los 6 idiomas. Además, nos permite dividir las palabras en
tres regiones: cabeza, cuerpo y cola.

Fuimos capaces de elaborar un modelo de caminatas aleatorias que repro-
duce aceptablemente los resultados de las trayectorias de las palabras y su
diversidad de rango. Este modelo sólo tiene un parámetro, no toma en cuen-
ta la muerte de palabras y el nacimiento de nuevas palabras, ni algún otro
factor externo que pudiese modificar las trayectorias, aún aśı es capaz de
reproducir aceptablemente, entre otros, la diversidad.

Observamos que nuestro estudio está hecho a un nivel estad́ıstico. No esta-
mos enfocados en aspectos sintácticos, semánticos o gramaticales del lengua-
je humano. Sin embargo hay preguntas que quedan por responder ¿Por qué la

47



diversidad de rangos se aproxima a una distribución lognormal? ¿Cuáles son
los procesos y mecanismos que son requeridos para esto? ¿Para qué otro tipo
de sistemas es válida? ¿Existe un ∆t caracteŕıstico para cada sistema o base
de datos?

Para responder algunas de las preguntas basta con aplicar la diversidad de
rango a diferentes sistemas rankeados; deportes, economı́a, redes sociales,
etcétera. En algunos de ellos la forma del ranking (en log-log) es diferente
a la que tenemos en palabras. Por ejemplo, se puede ver en la figura 4.1, la
distribución del número de llamadas de celular hechas en una hora determi-
nada en Senegal, es muy diferente a la distribución de rango para idiomas.
En la figura 4.2 se puede ver la diversidad de rango para esa misma hora
pero durante todo un año. Es bastante alentador ver que a pesar de ser
datos tan diferentes, la diversidad de rango tiene una forma similar a la que
obtuvimos para palabras.
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Figura 4.1: Distribución de rango-frecuencia para el número de llamadas
hechas por celulares en Senegal, entre las 15 hrs. y 16 hrs. el 10 de Marzo
de 2013. Cada elemento del ranking corresponde a una antena de recepción-
emisión, se ordenan de acuerdo al número total de llamadas salientes en la
antena.
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Figura 4.2: Diversidad de rango del número de llamadas realizadas entre
las 15 hrs. y 16 hrs. durante el año 2013. Los valores de los parámetros de
la sigmoide son µ = 1.87 y σ = 1.08.
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Abstract
Statistical studies of languages have focused on the rank-frequency distribution of words.

Instead, we introduce here a measure of how word ranks change in time and call this distri-

bution rank diversity. We calculate this diversity for books published in six European lan-

guages since 1800, and find that it follows a universal lognormal distribution. Based on the

mean and standard deviation associated with the lognormal distribution, we define three dif-

ferent word regimes of languages: “heads” consist of words which almost do not change

their rank in time, “bodies” are words of general use, while “tails” are comprised by context-

specific words and vary their rank considerably in time. The heads and bodies reflect the

size of language cores identified by linguists for basic communication. We propose a

Gaussian random walk model which reproduces the rank variation of words in time and thus

the diversity. Rank diversity of words can be understood as the result of random variations

in rank, where the size of the variation depends on the rank itself. We find that the core size

is similar for all languages studied.

Introduction
Statistical studies of languages have become popular since the work of George Zipf [1] and
have been refined with the availability of large data sets and the introduction of novel analytical
models [2–7]. Zipf found that when words of large corpora are ranked according to their fre-
quency, there seems to be a universal tendency across texts and languages. He proposed that
ranked words follow a power law f* 1/k, where k is the rank of the word—the higher ranks
corresponding to the least frequent words—and f is the relative frequency of each word [8, 9].
This regularity of languages and other social and physical phenomena had been noticed before-
hand, at least by Jean-Baptiste Estoup [10] and Felix Auerbach [11], but it is now known as
Zipf’s law.

Zipf’s law is a rough approximation of the precise statistics of rank-frequency distributions
of languages. As a consequence, several variations have been proposed [12–15]. We compared
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Zipf’s law with four other models, all of them behaving as 1/ka for a small k, with a� 1, as de-
tailed in the SI. We found that all models have systematic errors so it was difficult to choose
one over the other.

Studies based on rank-frequency distributions of languages have proposed two word re-
gimes [15, 16]: a “core” where the most common words occur, which behaves as 1/ka for small
k, and another region for large k, which is identified by a change of exponent a in the distribu-
tion fit. Unfortunately, the point where exponent a changes varies widely across texts and lan-
guages, from 5000 [16] to 62,000 [15]. A recent study [17] measures the number of most
frequent words which account for 75% of the Google books corpus. Differences of an order of
magnitude across languages were obtained, from 2365 to 21077 words (including inflections of
the same stems). This illustrates the variability of rank-frequency distributions. The core of
human languages can be considered to be between 1500 and 3000 words (not counting differ-
ent inflections of the same stems), based on basic vocabularies for foreigners [18], creole [19],
and pidgin languages [20]. For example, Voice of America’s Special English [21] andWikipedia
in Simple English use about 1500 and 2000 words, respectively (not counting inflections). The
Oxford Advanced Learner’s Dictionary lists 3000 priority lexical entries [22]. This suggests
that the change of exponent a or another arbitrary cutoff in rank-frequency distributions does
not reflect the size of the core of languages.

In view of these problems with rank-frequency distributions, we propose a novel measure to
characterize statistical properties of languages. We have called this measure rank diversity and
it tells us how words change their rank in time. With rank diversity, three regimes of words are
identified: “heads”, “bodies” and “tails”. This measure of rank diversity follows the same simple
functional law with similar parameters for all data analyzed. In particular, this is so for the six
European languages studied here using a large data set of more than 6.4 ×1011 words from
Google Books [23], which contains about 4% of all books written until 2008. It should be noted
that this data set includes all different inflected forms (such as plural, different tense/aspect
forms, etc.) found in the book corpus. Data sets such as this have allowed the study of “culturo-
mics”: how cultural traits such as language have changed in time [24–30].

The rank diversity follows a scale-invariant behavior regarding its fluctuations, which in-
spires a model based on random walks, with scale-invariant random steps. This model repro-
duces the behavior of diversity and thus captures the essence of the evolution of word rank
across different languages.

Rank diversity of words
In what follows we shall consider six European languages from the Indo-European family.
They are English and German; Spanish, French and Italian; and Russian. They belong to differ-
ent linguistic branches: Germanic, Romance, and Slavic, respectively. The native speakers of
these languages account for approximately 17% of the world population.

We shall start by taking into account the 20, say, most used words in the six languages, that
is, the lowest-ranked words. Using, for the sake of uniformity, the first sense or first meaning
given by Google Translate, once these words are translated into English, the coincidences in all
six languages are remarkable (see Table S1 in S1 Text). This could have been foreseen, since
most of the lowest-ranked words are articles, prepositions or conjunctions, i.e. what is called
function words. A different matter, as we shall see, would result if we had considered only
nouns, verbs, adverbs or adjectives, known as content words.

In order to quantify this fact, we present in Fig. 1 the time evolution of the overlap of the
first 20 lowest-ranked words in the five languages with respect to the corresponding list of En-
glish. From the upper part of this figure we can see that along two centuries this overlap

Rank Diversity of Languages
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fluctuates around 0.9, a rather large number, except for Russian, since this language does not
have articles. These data reveal that these Indo-European languages have shared structural
properties, notwithstanding that they belong to distinct linguistic branches.

The lowest-ranked words used to construct the upper part of Fig. 1 are essentially the same
along centuries (See Figs S3-S8 in S1 Text). But this is not the case for content words, as can be
seen in Table S2 in S1 Text. First, and as also shown by the dashed curves in Fig. 1, the overlap
of these words with respect to English for the other five languages (including Russian) is of the
order of 0.5. These values are much lower than the overlap of function words. Second, the most
common nouns vary considerably with time. On the one hand, nouns like time,man, life and
their translation to the other languages are present independently of the century. On the other
hand, words like god and king have a low rank in the eighteenth century but have a larger rank
in the last century. The rank change in time of these nouns reflect cultural facts.

What is discussed in the previous paragraph is an example of what could be called rank di-
versity d(k). This is, in the present study, the number of different words occurring at a specific
rank k over a given period of time Δt. We found that the resulting rank diversity curves for the
six languages studied between 1800 and 2008 are similar to each other, as shown in Figs. 2 and
6. Low ranks have a very low diversity, as few words appear in the same ranks for the years we
have studied.

As shown by the continuous lines in Fig. 2, the sigmoid curve fits very well d(k) for all lan-
guages considered, except for low k where the statistical fluctuations are larger due to the small
sample size. The sigmoid is the cumulative of a Gaussian distribution, i.e.

Fm;sðlog 10kÞ ¼
1

s
ffiffiffiffiffiffi
2p

p
Z log 10k

�1
e
�
ðy � mÞ2
2s2 dy; ð1Þ

Fig 1. Overlap of the 20most frequent words (continuous lines), and of the 20most frequent content
words (dashed lines) across languages, with respect to English, as a function of time.When words
have more than one meaning, the first sense, according to Google Translate, was used. The color code for
languages is as follows: light blue for French, green for German, yellow for Italian, dark blue for Spanish, and
dark orange for Russian. Additionally, light orange will be used for English when required (see also Fig. 2).
The same color coding for languages will be used throughout the rest of the article.

doi:10.1371/journal.pone.0121898.g001
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and is given as a function of log k. The values of μ and σ reported in Fig. 2 were obtained adjust-
ing Equation 1 to the rank diversity calculated for each individual language. The mean value μ
identifies the point where d(k)� 0.5, while the width σ gives the scale in which d(k) gets close
to its extremal values. When log k is much larger than μ+σ, Fμ,σ(log k) gets exponentially close
to one, whereas when log k is much smaller than μ−σ it gets exponentially close to zero. It is
customary in statistics to define a bulk of the Gaussian between μ±2σ, where 95% of the popu-
lation lies. Along the same lines, we define three regions, marked by

log 10k� ¼ m� 2s: ð2Þ

First, we find what we shall call the head of the language, distributed with ranks between 1
and k−; a second region, identified as the body of the language, lies between k− and k+; and fi-
nally the tail, beyond k+. From the values reported in Fig. 2, we see that 9< k− < 22, while k+
lies between 1832 and 3099. As shown in Fig. 3, these regions are robust to changes in the his-
torical period considered and to the data set size (larger for recent years).

The bodies of languages consist of words that have limited change in time. Based on the size
of basic vocabularies, it can be argued that the “core” of English is between 1500 and 3000
words, as mentioned in the introduction, which is consistent with our results. If we agree that
the rank diversity identifies the core (head and body) of English, then it can be argued that the
size of the core of the other five languages studied is similar [31], which is also supported by
the high similarity across languages in Fig 2.

The tails of languages are formed by words which vary their rank considerably in time. This
implies that they are more dependent on the text and its domain than words from the core. It
can be assumed that words belonging to the head and body of languages have a high

Fig 2. Rank diversity.Diversity d as a function of the rank k for different languages from 1800 to 2008, where d(k) measures how many different words
appear for a given rank k during the time considered (Δt = 208). For example, for English, d(1) = 1/208, as the word ‘the’ appears in the first rank for all years
considered. Although we have analyzed up to k� 106, rank diversity for k> 104 is not shown as d(k)� 1, i.e., a different word appears in each rank every
year. Data are windowed over time, with a slot of size δlog10 k = 0.1, for the sake of clearness. Additionally, the sigmoid defined in Equation 1 is shown as a
black dashed curve, with the best fit parameters, also reported in each subfigure. The mean square error e between the data and the fit, is also given. The
shaded region corresponds to the average “body” of all languages.

doi:10.1371/journal.pone.0121898.g002
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probability of being used in any text, while words from the tail would appear only in specific
texts and domains.

Note that we obtain language cores slightly larger than those proposed by linguists. This is
to be expected, as the Google Books data set treats words forms inflected for different persons,
tenses, genders, numbers, cases, and so forth, as distinct items, while dictionaries count only
stems (presented as citation forms, i.e. the basic form that users are most likely to look up). For
example, the core for English obtained using rank diversity consists of 2448 words, but within
these there are only 1760 different stems in the year 2008. Moreover, the studied data set con-
tains several proper names which are not included in basic vocabulary lists. For English, 55 out
of 2448 are proper names in 2008.

The rank evolution of particular words in time, belonging to the head, body, and tail of En-
glish is shown in Fig. 4a. This ratifies the results shown in Fig. 2, where low-ranked words ex-
hibit little variation in time and this variation increases with the rank. More trajectories are
presented in the SI. As mentioned above, words from the head vary little over time. However,
the way in which words from the body or tail vary their rank in time appears to be similar, al-
though at a different scale. This similarity leads us to propose a model of rank diversity where
the amount of rank variation depends only on the rank.

Fig 3. Evolution in time of the center of the sigmoid (middle panel), and the borders of the head and
body (bottom panel) and body and tail (top panel) for the different languages along time for intervals
of fifty years, i.e. Δt = 50.Head words have k� k

−

, body words have k
−

< k� k+, and tail words have k+ < k.
See Fig. 2 for color coding.

doi:10.1371/journal.pone.0121898.g003
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A randomwalk model for rank diversity
We consider the relative size of frequency changes, or flights as they are sometimes called in
statistical physics, defined as (kt+1−kt)/kt where kt is the rank at discrete time t of a given ele-
ment. We present in Fig. 5 the distribution of these frequency changes for English, our largest
data set, and in Fig. S10 in S1 Text for all languages. Notice that, on average, the relative jumps
seem to be largely independent of the value of the rank. We propose, based on this fact, a sim-
ple model to understand the evolution of rank diversity of words.

We shall call this model a scale-invariant random Gaussian walk, since a word with rank kt,
is converted to rank kt+1 according to the following procedure: One defines an auxiliary vari-
able st+1 at time t+1 by the relation

stþ1 ¼ kt þ G 0; ktŝð Þ; ð3Þ

where Gð0; ~sÞ is a Gaussian random number generator of width ~s and mean 0. This means
that the random variable st+1 has a width distribution proportional to kt. Words with very low
ranks will change very slowly or not at all, while those with higher k have a larger rank variation
in time, as reflected by d(k). Once the values of st+1 for all words are obtained, they are ordered
according to their magnitude. This new order gives new rankings, i.e. the k values at time t+1.
There is a small correlation of the jumps between different times in this model. This is consis-
tent with the observed behavior of the six languages dealt with here, as can be seen in Fig. S11
in S1 Text. The only parameter in the model is the width ŝ, which is the most common stan-
dard deviation of the relative frequency changes of each data set.

A word of caution must be said. In Fig. 5, two curves are plotted. In green, a Lorentzian dis-
tribution, and in red a Gaussian distribution, both centered at zero, and with a width obtained
by best fit to the data presented here. Although the Lorentzian fits these data somewhat better
than the Gaussian, we use the latter in our model, since the long tails of the Lorentzian would

Fig 4. Rank evolution. [a]: Evolution of the rank for several particular, but random words in different regimes in the English language. From bottom to top we
show words with initial ranks of order 1 (head), 100 (body) and 1000 (tail). [b]: Evolution of the rank for several particular, but random words in different
regimes, for our scale-free Gaussian walker, i.e. the simulated language we have generated.

doi:10.1371/journal.pone.0121898.g004
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yield long flights in words (not observed in the historical data) and a very different function
d(k). One should recall that the Lorentzian does not have a finite second moment, so this
might be the reason for this distribution to be inadequate. It is probable that a truncated Lor-
entzian could be a better choice, but we leave this detail open as a possible refinement to
our model.

With this model we have produced the evolution of a random simulated language; see [32]
for other approaches. Fig. 4b shows examples of rank trajectories at different scales, exhibiting
similarities with those of actual words shown in Fig. 4a. Moreover, if its diversity d(k) is calcu-
lated with the ŝ corresponding to the most popular width of the distribution of relative size of
flights for all words in the English language from 1800 to 2008, the results coincide with the sig-
moid obtained for all six languages analyzed, as shown in Fig. 6.

Discussion
Within statistical linguistics, the frequency-rank distributions of several languages of European
origin have been analyzed for many years now. However, no simple model can reproduce the
detailed properties of this distribution (see SI). In particular, there has been the proposal that
there exist two different regimes for ranks, but these regimes have not been satisfactorily vali-
dated in the empirical data. Due to these difficulties we have been led to introduce a statistical
measure, which we have called rank diversity, to describe the statistical properties of natural
languages. A simulated random language was generated which reproduces the observed fea-
tures quite well.

Fig 5. Distribution of relative size of frequency changes [kt+1−kt]/kt in the case of English for words in
the head (gold) (that start with rank between 1 and 10), the body (blue)(rank between 200 and 210), and
the tail (green) (rank between 5000 and 5010).Notice that for words in the head, the granularity of the
model (Equation 3) shows up as large deviations from the Gaussian. For the body and tail, the relative jumps
are similar independently of the initial rank of the word. We also show, as a thick green curve, the Lorentzian
distribution which best fits the average of the curves for the body and tail. A Gaussian, with zero mean and
the most common standard deviation ŝ ¼ 0:0575, is also shown in red for comparison (see text for details).
The corresponding plot for other languages is shown in the supplementary information.

doi:10.1371/journal.pone.0121898.g005
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Our random walk model mimics the evolution of languages to produce a simulated rank di-
versity which closely matches that of historical data. We consider that statistical similarities
across languages and the simplicity of the model to reproduce them sufficient evidence to
claim that rank diversity of words is universal. This does not imply that all languages have the
same rank diversity curves, but that the rank diversity distribution of all the languages studied
here can be fitted properly with Equation 1. Certainly, different languages have different curves
that fit them better, just as different exponents fit better a Zipf distribution of different lan-
guages. For the languages studied, 1.6� μ� 2.1 and 0.4� σ� 0.6.

This universality could be used to favor nativist explanations of human language [33, 34],
where language is claimed to be determined by innate constraints. However, the high-ranked
diversity of language tails could be used in favor of adaptationist explanations as well [35], as
the precise rank of tail words is highly contingent. In recent years, explanations of human lan-
guage relating biological evolution (genetically encoded innate properties) and learning (epi-
genetical adaptation) with culture have gained strength [36–38]. Even so, few assumptions are
necessary to explain some general aspects of the evolution of human languages [39]. The pres-
ent work shows that the evolution of word frequency can be explained with Gaussian random
walks, where the size of the change in word frequency is proportional to its rank, i.e. frequent
words change less than infrequent words. This explanation does not require innate properties,
adaptive advantages, nor culture. This does not imply that the latter are irrelevant for other as-
pects of language evolution. Note that our study is carried out at a statistical level. We do not
address syntactic, semantic, and grammatical aspects of human language [40–43], which are
certainly important.

Why does the rank diversity approach a lognormal distribution? Which processes and
mechanisms are required for this? There is one condition for a variable to have a lognormal
distribution. This condition is that the variable should be the result of a high number of

Fig 6. Rank diversity for the simulated language. The green curve represents the diversity corresponding
to the language dynamics of a single realization of the Gaussian random walk model. We also include data
for all languages studied, but normalized so that k± coincide. The ansatz for the rank diversity is plotted as a
parameter-free cumulative of a Gaussian with zero mean and unit variance as a dashed black curve.

doi:10.1371/journal.pone.0121898.g006
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different and independent causes which produce positive effects composed multiplicatively.
Thus, each cause has a negligible effect on the global result [44]. Our Gaussian random walk
model supports this as a suitable explanation: the statistical distribution of d is always lognor-
mal, there is a high number of components (words), each word has a negligible effect compared
to the language properties, i.e. large changes in word frequency (ranking) do not cause large
changes in the statistical properties of each language, and the rank of each word is partially a
cumulative product of its rank in previous times, as expressed in Equation 3. Languages statisti-
cally comply with these dynamics, and that serves as an explanation for their evolution
and structure.

In future work, it will be relevant to study the rank diversity of n-grams with n> 1 [45],
other linguistic corpora and phenomena with dynamic rank distributions [27, 46–48] and
more generally with temporal networks [49–52]. A specific example would be the ranking of
chess players, given by the World Chess Federation (Fédération Internationale des Échecs).
The rank diversity in this case is provided in Fig. 7, which shows that the sigmoid is appropriate
also for this case.

Supporting Information
S1 Text. Figure S1. Rank distributions of words according to frequency. [a]: Normalized
word frequency fR as a function of the rank k for several languages for books published in the
year 2000. The color code for languages is as follows: (light blue) for French, (green) for Ger-
man, (yellow) for Italian, (orange) for English, (dark blue) for Spanish, and (red) for Russian.
[b]: Word frequency fR as a function of the rank k for English and several years, normalized so
that the most frequent element has relative frequency one. In the inset, the unnormalized fre-
quency f is shown.

Fig 7. Rank diversity of male chess players obtained from the trimestral FIDE rankings from April,
2001 to May, 2012 (Δt = 50), considering the first 10,000 ranks. Blue dots show rank diversity, windowed
in the red line. The black line shows the sigmoid fit with μ = 1.24 and σ = 0.76. The green line shows a
simulation with ŝ ¼ 0:18. Notice that there is no head as μ−2σ< 0. This is to be expected, as many players
enter and leave the ranking during the years considered.

doi:10.1371/journal.pone.0121898.g007

Rank Diversity of Languages

PLOS ONE | DOI:10.1371/journal.pone.0121898 April 7, 2015 9 / 12

·.(~fPLOS I ONE 

1.0 

0.8 

0.6 

0.2 

0 .0 ,-,-"-~~~~~~~~~~~~------J 
O 234 

loglo k 



Figure S2. Comparison between the different models, Equations S1–S5, and the frequency
of rank distribution.We use the data for the year 2000 and all languages under consideration.
The logarithm base 10 of the ratio of the observed values and the model is plotted. It can be ap-
preciated that different models fit better in different regions. However there is no model that
fits all languages and all regions much better than the others.
Figure S3. Rank variations in time of twenty words from three different scales for English.
Figure S4. Rank variations in time of twenty words from three different scales for German.
Figure S5. Rank variations in time of twenty words from three different scales for French.
Figure S6. Rank variations in time of twenty words from three different scales for Italian.
Figure S7. Rank variations in time of twenty words from three different scales for Spanish.
Figure S8. Rank variations in time of twenty words from three different scales for Russian.
Figure S9. Rank variations in time of twenty words from three different scales for our
simulated language.
Figure S10. Distribution of relative flights for all languages studied. A similar plot as the
one presented in Fig. 5 is shown for other languages. The same color coding and details
are used.
Figure S11. Correlations for relative frequency changes for different languages. Black line
shows correlations for simulated language.
(PDF)
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