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Resumen

En la presente tesis consideramos el siguiente problema de valores iniciales y
de frontera 




ut + iuxx + i|u|2u+ |∂x|
1
2u = 0, t ≥ 0, x ≥ 0;

u(x, 0) = u0(x), x > 0

ux(0, t) = h(t), t > 0.

donde |∂x|
1
2 es el operador módulo fraccionario definido por el potencial de

Riesz modificado. Nosotros estudiamos la existencia local y global en tiempo
de soluciones a este problema de valores iniciales, además de esto damos una
solución asintótica del mismo. Los resultados de la presente tesis han sido
publicados en [22]

Abstract

We consider the initial-boundary value problem for the modified Schrödinger
equation, posed on positive half-line x > 0 :





ut + iuxx + i|u|2u+ |∂x|
1
2u = 0, t ≥ 0, x ≥ 0;

u(x, 0) = u0(x), x > 0

ux(0, t) = h(t), t > 0.

where |∂x|
1
2 is the module-fractional derivative operator defined by the

modified Riesz Potential. We study the local and global existence in time of
solutions to the initial-boundary value problem. These results can be found
in [22]
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INTRODUCCIÓN

Nosotros consideramos el siguiente problema de valores iniciales y de
frontera (PVIF) para una clase de ecuaciones no lineales de Schrödinger
fraccionarias (NLS) con no linealidad de tipo cúbico planteado sobre la
semirrecta:

(0.1)





ut + α1iuxx + α2|∂x|
1
2u+ α3|u|2u = 0, t > 0, x > 0,

u(x, 0) = u0(x),

ux(0, t) = h(t),

donde α1 > 0, α2 > 0 y α3 ∈ R. El operador derivada fraccionaria |∂x|
1
2 está

definido por el operador de Riesz como sigue (ver [60] sec 12.)

|∂x|
1
2u =

1

2π

∞�

0

sign (x− y)

|x− y| 12
uy(y)dy.

Este tipo de ecuaciones ha asumido un importante papel, al modelar
la dinámica anómala de numerosos procesos relacionados con los sistemas
complejos, en muchas áreas de la ciencia y de la ingeniería. Se trata de
aplicaciones donde el proceso es ordinario (es decir, sigue las leyes clásicas),
pero el medio es complejo, no sólo por ser no-homogéneo en el sentido clásico,
sino además porque el medio se descompone de modo más o menos aleatorio
en componentes altamente heterogéneas con muy distinta escalabilidad. En
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la literatura física N. Laskin, en el 2002 [47], propuso

ut + i|∂x|γu+ |u|2u = 0, γ > 0,

como una generalización de la ecuación de Schrodinger, la cual se obtiene
mediante una aproximación a la integral de camino de Lévy siguiendo el
método introducido por Feynman. Se trata de una formulación no relativística,
equivalente a la ecuación de Schrödinger y a la mecánica matricial de
Heisenberg, la cual permite abordar algunos problemas de forma más simple.
Algunas aplicaciones físicas de la ecuación fraccionaria de Schrodinger están
relacionadas con el espectro de la energía para un átomo fraccionario
hidrogenoide y el espectro de un oscilador fraccionario en la aproximación
semiclásica (ver [29], [47]).

El objetivo central de este trabajo es investigar la existencia de soluciones
globales en tiempo, y analizar el comportamiento asintótico de las mismas, el
cual se espera que sea uniforme para (x, t) ∈ R+2. Respondemos a la pregunta
de cuánta influencia tiene el dato de frontera h(t) sobre el comportamiento, en
tiempos grandes, de la solución.

Observese que al considerar α1 = 1 = α3,α2 = 0, en (0.1), se obtiene
la clásica NLS, la cual ha sido ampliamente estudiada cuando la variable
espacial x ∈ R. En este caso, para u0 ∈ Hs(R) se conocen resultados sobre
la existencia y unicidad de soluciones tanto locales como globales en tiempo,
ver [9], [15], [16] y referencias citadas en ellos.

Cuando ha sido planteada sobre un domínio con frontera menos estudios
se han realizado, esto debido a la dificultad que genera la presencia del
operador dispersivo i∂xx, pues en este caso la existencia de soluciones se
garantiza mediante la aplicación de leyes de conservación. Algunos autores,
considerando condiciones no homogéneas de tipo Dirichlet, han demostrado
existencia local en algunos espacios de Sobolev, ver [14] y [36]. En [65],
Q.Bu y W. Srauss muestran la existencia de soluciones globales en tiempo
en el espacio de energía siempre que el dato inicial sea tomado en H1(R+)

y el dato de frontera pertenezca a C3(R+) con soporte compacto. Utilizando
8



Introducción

transformaciones de Bäcklund se estudia el problema de valores iniciales y de
frontera para la NLS con dato de frontera de tipo Robin [8]. Para ciertos datos
de frontera, ya seán homogéneos o aquellos llamados linealizables, A.Fokas
en [25] establece la existencia de soluciones globales para la NLS.

R.Weder demostró en [68] que el problema de valores iniciales y de
frontera para la NLS forzada con potencial sobre la semirrecta esta localmente
bien planteada y bajo ciertas condiciones adicionales se obtiene el buen
planteamiento global. En [13] se consideraron datos de frontera periódicos
y se analizó el comportamiento asintótico en diferentes regiones.

Por su parte E.Kaikina en [41] introduce un método para estudiar PVIF
en ecuaciones de tipo dispersivas, este se basa en el conocido método
de factorización. Allí se demuestra la existencia global y expone el
comportamiento asintótico de las soluciones cuando el dato de frontera no
homogéneo (h(t) �= 0) ha sido considerado de tipo Dirichlet (u(0, t) = h(t)),
además se comprobó que en una dimensión se produce la dispersión de
largo alcance (es decir, la dispersión a un perfil no lineal). Con base a éste
método, E. Kaikina demuestra la existencia de soluciones globales cuando
el dato de frontera es de tipo Neumann (ux(0, t) = h(t)) [42] o de tipo Robin
(u(0, t) + βux(0, t) = h(t)) [43].

Resultados relacionados con el problema de valores iniciales para la NLS
fraccionaria (α2 �= 0) que abordan la existencia de soluciones pequeñas, y en
particular la cuestión de la dispersión modificada, pueden ser encontrados
en [20], [48] y [55]. Por su parte A. Ionescu en [37] demostró que (0.1) con
α1 = 0, α2 = i admite soluciones globales cuyo comportamiento asintótico esta
completamente determinado por la nolinealidad.

La autora en [21], basandose en el método de la energía, demuestra la
existencia de soluciones globales para el problema (0.1) al considerar α1 =

α2 = α3 = 1 y un dato de frontera no homogéneo de tipo Dirichlet. Como
continuación a este trabajo, se estudió el problema con dato de frontera de tipo
Neumann ux(0, t) = h(t), en el cual hemos centrado esta tesis y para el cual
obtuvimos el siguiente teorema.
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TEOREMA 0.1. (L. Esquivel, E. Kaikina) Para α1 = α2 = α3 = 1, u0 ∈
Z = H1(R+) ∩H0,1(R+) y h ∈ Y = H1,β

∞ , β > 1
2

con �u0�Z + �h�Y ≤ �, donde � > 0

es suficientemente pequeño, existe una única solución global al problema (0.1)

u ∈ C
�
[0,∞) ;X = H1(R+) ∩H0,1(R+)

�
.

Además la siguiente fórmula asintótica se satisface
(0.2)

u(x, t) = h(t)B∗
c

�
1

K

�
(x)+At−2Λ(xt−2)+O(t−2−γ)

�
�u0�Z + �u�3X

�
+O(t−β−γ)�h�Y,

con γ > 0, uniformemente con respecto t → ∞, donde K(z) = iz2 +
√
z, z > 0,

Λ ∈ L∞

Λ(s) := Fc{e−
√
z}+ 1

2π

∞�

0

e−
√
z

∞�

0

e−pzs p−
1
2

((ip)
1
2 − 1)((−ip)

1
2 − 1)

dp dz,

A := Bc

�� ∞

0

|u|2u(τ)dt+ u0

�����
p=0

+ θ(β) (Lh) (0) < ∞,

siendo θ la función característica del intervalo [1,∞), L el operador transfor-
mada de Laplace y Fc , B∗

c los operadores respectivamente definidos en (4.6) y
(4.7).

El trabajo desarrollado por N. Hayashi y E. Kaikina en [34] es el primer
intento de desarrollar una teoría general para los problemas iniciales y de
frontera para ecuaciones de evolución con operadores pseudodiferenciales
planteados sobre la semirrecta o sobre un segmento, esto es problemas del
tipo

ut +Nu+Ku = 0, x ∈ (a, b),

con a ≥ 0 y b ∈ (0,∞], donde el término no lineal N (u) depende de la función
desconocida u y de sus derivadas, y K es el operador pseudodiferencial definido
por

(0.3) Ku =
1

2πi

� i∞

−i∞
epx

�
lim
z→p

Rez>0

1

2πi

� i∞

−i∞

1

q − z
K(q)�u(q, t)dq

�
dp,
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Introducción

donde la función K : C → C, conocida como el símbolo del operador, ha
sido considerada analítica en el semiplano derecho. Los resultados obtenidos
en este libro pueden ser aplicados a PVIF con derivada fraccionaria de tipo
Riemann–Liouville o de tipo Caputo.

Un método un tanto más general, basado en la teoría de Riemann-Hilbert,
presentó E. Kaikina en [39] y [40] para el estudio de PVIF en donde el
operador pseudodiferencial presente posee símbolo no analítico. Aplicando
este método L. Esquivel en [21] establece la existencia global de soluciones
para la ecuación de Schrödinger no lineal con derivada fraccionária dada por
el potencial de Riesz con dato de frontera de tipo Dirichlet. Hasta donde
se conoce el problema (0.1) no ha sido estudiando previamente. La meta
principal de este trabajo es obtener una solución semiclásica para (0.1), pues
las soluciones generalizadas no proporcionan características importantes del
comportamiento de soluciones.

La dificultad de esto consiste no sólo en mostrar la existencia de soluciones
globales, sino también se precisan un número adicional de estimativos a priori
usualmente en los espacios Lp,µ(R+) entre la solución obtenida y la solución
aproximada. Lo interesante de estos problemas es analizar la influencia
del dato de frontera sobre el comportamiento asintótico de la solución, lo
cual genera grandes dificultades, como complicación adicional al problema
de Neumann (0.1) es que el símbolo del operador K(p) = α1ip

2 + α2 |p|
1
2

además de ser no analítico, lo cual impide la aplicación de la teoría de
Laplace de forma directa, es una función no homogénea lo cual implica hacer
distinción en su comportamiento para p grandes y pequeños. Para construir
el operador de Green G(t) y el operador de frontera H(t) se ha utilizado el
método de continuación analítica expuesto en [39], basado en la teoría de
ecuaciones integro-diferenciales singulares con kernel de Hilbert y coeficientes
discontinuos, se demuestra que se precisa un sólo dato de frontera para el buen
planteamiento de (0.1).
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Vía principio de Duhamel (ver Apéndice D) la solución a (0.1) satisface la
siguiente ecuación integral

Au = u,

siendo A el operador definido por

(0.4) Au(x, t) := G (t) u0 +H (t) h−
� t

0

G (t− τ)N (u)(τ) dτ,

donde N (u) = |u|2u. Con el fin de mostrar que este operador posee un punto
fijo es indispensable analizar los efectos regularizantes de los operadores G(t)
y H(t), lo cual se obtiene via la factorización obtenida de G(t) y H(t), en
términos de la transformada coseno generalizada Bc y la transformada coseno
generalizada inversa B∗

c , (ver tabla de símbolos) como

G(t)φ = B∗
c{e(iz

2−√
z)tBcφ}, H(t)h = iB∗

c

�
e(iz

2−√
z)s ∗ h(s)

�
,

siedo ∗ el operador convolución. Esta factorización obtenida facilita las
estimaciones para G(t) y H(t) en los espacios de Sobolev H1(R+) y H0,1(R+).
Este trabajo ha sido organizado de la siguiente forma:

: Capítulo 1: Se expone la teoría básica para el desarrollo de este tra-
bajo. Se introducen los espacios de Lebesgue y de Sobolev, además
de recordar desigualdades clásicas de la teoría de la medida y del
análisis armónico como los son: la desigualdad de Hölder, la desigual-
dad de Young y el Teorema de Plancherel. Se presentan conceptos
y propiedades básicas de la teoría referente a la transformada de
Laplace y a las integrales de Tipo Cauchy. Al final de este capítulo
el lector encontrará una breve explicación sobre la derivada de tipo
potencial de Riez, junto con la definición de lo que se denomina un
problema de valores iniciales y de frontera bien planteado.

: Capítulo 2: Se presenta el método de continuación analítica, her-
ramienta fundamental para el desarrollo de este trabajo.

: Capítulo 3: En este punto se deducen los operadores de Green G(t) y
de Frontera H(t) para el problema (0.1), con α1 = α2 = α3 = 1, a partir

12



Introducción

del método presentado en el capítulo dos, para lo cual debido a la no
analiticidad del símbolo K(p) = ip2+

√
p del operador pseudodiferencial

presente en (0.1) se define la función conmutadora Y (p, ξ), la cual se
expresa en términos de una integral de tipo Cauchy, y hace que la
función p → Y (p,ξ)

K(p)+ξ
, sea analítica en el semiplano positivo. También

se introducen los operadores Bc y B∗
c los cuales generalizan la clásica

transformada de coseno Fc, y como punto central se expresan G(t) y
H(t) en términos de estas transformadas.

: Capítulo 4: Este capítulo se centra en demostrar las afirmaciones
hechas en el capítulo tres sobre la función conmutadora, así como
en exhibir estimativos satisfechos por los operadores Bc y B∗

c en los
espacios de Sobolev H1(R+) y H0,1(R+), para lo cual se definen las
trasformada seno generalizada Bs y seno generalizada inversa B∗

s .

: Capítulo 5: Se demuestra el Teorema principal 0.1 mediante el uso de
técnicas del análisis no lineal (estimaciones sobre la función de Green,
teoremas del punto fijo, entre otras. [33]).

Aparte de la elaboración de esta tesis en el transcurso del doctorado he
desarrollado los siguientes trabajos junto con mi asesora.
En [21], aplicando los resultados de la presente tesis demostramos la
existencia de soluciones globales a (0.1) donde el dato de frontera se considera
de tipo Dirichlet u(x, 0) = h(t), en este momento, utilizando que el operador de
Green en este caso es factorizable en términos de las transformadas Bs y B∗

s ,
estamos trabajando en la expansión asintótica de la solución obtenida en [21].
En este momento estamos analizando qué sucede cuando la condición de
frontera es de tipo mixto u(0, t) + βux(0, t) = h(t), hemos obtenido que el
operador de Green en este caso se factoriza como

G(t)φ = DB∗
c

�
eK(p)t (pBs + βK(p)Bc)φ

p2 + β2K(p)

�
,

con K(p) = ip2 −√
p, D = ∂x + β∂t.

13



Además de esto para la ecuación de olas capilares planteada sobre la
semirrecta: �

iut + |u|2u+ |∂xu|
3
2 = 0. x > 0, t > 0.

u(x, 0) = u0(x), ux(0, t) = h(t),

la cual es de tipo dispersivo, se encuentra en revisión un resultado que hemos
obtenido en relación a la existencia de soluciones globales y el análisis de su
comportamiento asintótico.

Como observación final, creemos los métodos de solución que aquí se
exponen son aplicables para el estudio de una amplia clase de ecuaciones
disipativas y dispersivas no lineales con derivada fraccionaria planteada sobre
la semirecta.
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NOTACIÓN

Re z Parte real del número complejo z.
Im z Parte imaginaria del número complejo z.
iR Eje imaginário.
Ck[E,F ] Espacio de funciones k veces diferenciables del espacio

topológico E al espacio topológico F .

F Transformada de Fourier (ver página 17).
F−1 Transformada de Fourier inversa (ver página 17).
Fc Transformada coseno (ver página 84).
Fs Transformada seno (ver página 84).
L Transformada de Laplace, (ver página 21).
Lx→p Transformada de Laplace con respecto a la variable x.
Lt→ξ Transformada de Laplace con respecto a la variable t.
Bc Transformada coseno generalizada (ver Sección 2 capítulo 4.)

B∗
c Transformada coseno inversa generalizada (ver Sección 2 capítulo 4.)

S(R+) Espacio de Schwartz, espacio de funciones rápidamente decrecientes,

(ver página 18)
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S �(R+) Espacio de Distribuciones, esto es el dual topológico de S(R).
(ver página 18)

Lp,µ(R+) Espacio de funciones medibles p integrables con respecto a
la medida (1 + |x|µ)dx (ver página 19).

H1(R+) Espacio de Banach de elementos u ∈ S �(R+) tal que
u, u� ∈ L2(R+) (ver página 19).

H0,1(R+) Espacio de Banach de elementos u ∈ S �(R) tal que
u ∈ L2,1(R+) (ver página 19).

H1,β
∞ (R+) Espacio de Banach de elementos u ∈ S�(R) tal que

u, u� ∈ L∞,β(R+) (ver página 19).
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Capítulo 1

PRELIMINARES

A lo largo de esta tesis para todo x ∈ R se denota por �x� = 1 + x, {x} = x
�x� .

La transformada de Fourier F está definida como

Fu(p) =

�

R
e−2πipxu(x)dx,

y la transformada inversa de Fourier F viene dada por

Fv(x) =

�

R
e2πipxv(x)dx.

Se dice que la función f es infinitesimal con respecto a la función g en un punto
x0 ∈ [−∞,∞] si

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= 0,

en este caso se escribe f = o(g). Por otra parte se dice que las funciones f, g

son asintóticamente iguales en una vecindad de x0 y se denota por f ∼ g si

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= 1.

Finalmente, se escribe f = O(g) cuando x → x0 si existe una constante C > 0

tal que la desigualdad |f(x)| < C|g(x)| se satisface en una vecindad de x0.
17



Espacios Funcionales

En particular, una función es o(1) o O(1) si esta tiende a cero o está acotada
respectivamente.

1. Espacios Funcionales
"A Paul Dirac quien vio que debía ser verdad,

a Laurent Schwartz quien lo demostró,

y a George Templo que mostró lo fácil que podría hacerse"

Lighthill [49]

Diferentes espacios funcionales serán utilizados a lo largo del presente
trabajo. Para definir estos espacios es necesario considerar el espacio de
medida (R+,B,m), donde B representa la σ-álgebra de Borel y m es la medida
de Lebesgue.
Los espacios de Sobolev y la diferenciabilidad en L2 son herramientas
fundamentales en el estudio cualitativo de las ecuaciones diferenciales
parciales. Se enlistarán algunos hechos básicos de esta teoría junto con
algunas propiedades de los operadores pseudodiferenciales, que serán de gran
utilidad en el análisis del comportamiento de las soluciones al problema no
lineal (0.1).

1.1. Conceptos Básicos. Una función f ∈ C∞(R+) se dice que es
rápidamente decreciente si para cualesquiera n,m ∈ N existe C = C(f) > 0

tal que
|xnDmf(x)| ≤ C, para todo x ∈ R+,

siendo D el operador diferencial. El espacio de todas las funciones rápida-
mente decrecientes denotado por S(R+) se conoce como espacio de Schwartz,
el cual es un espacio vectorial topológico con la topología inducida por la fa-
milia de seminormas � · �n,m, siendo

�f�n,m = sup
x∈R

|xnDmf(x)| .

Cualquier funcional lineal continuo definido sobre S(R+) se llama una
distribución temperada o distribución de crecimiento lento, el espacio de estos
funcionales se denota por S �(R+). (ver [12], [19], [49]).
18



Capítulo 1. Preliminares

DEFINICIÓN 1.1 (Espacios de Lebesgue Lp(R+)). Para 1 ≤ p ≤ ∞ el espacio
de Lebesgue Lp(R+) es

Lp(R+) =
�
f ∈ S �(R+) : �f�Lp < ∞

�
,

siendo

�f�Lp =

��

R+

|f(x)|pdx
� 1

p

,

para 1 ≤ p < ∞ y
�f�L∞ = sup

x≥0
|f(x)|,

para p = ∞.

DEFINICIÓN 1.2 (Espacios de Lebesgue con peso Lp,a(R+)). Para a ∈ R y
1 ≤ p ≤ ∞ el espacios de Lebesgue con peso es

Lp,a(R+) =
�
f ∈ S �(R+) : �f�p,a < ∞

�
,

siendo su norma

�f�Lp,a = ��x�af�Lp .

Para más detalles sobre estos espacios puede consultar: Brezis [11], [12],
Cazenave [15] y Triebel [66].

DEFINICIÓN 1.3 (Espacio de Sobolev Hs). Dado s ∈ R, el espacio de Sobolev
de orden s denotado por Hs(R+) es

Hs(R+) =
�
f ∈ S�(R+) :

���(1 + |ξ|2) s
2 f̂
���
L2

< ∞
�
,

siendo f̂ la transformada de Fourier de f .

Es claro que Hs(R+) es un espacio de Hilbert con el producto interno
definido por

�u, v� =
∞�

0

u(x)v(x)dx,

se sigue para k ∈ Z, k > 0 via teorema de Plancherel (teorema 1.3) que

Hk(R+) = {f ∈ S �(R+) : Dmf ∈ L2(R+) para todo m ∈ N,m ≤ k}.
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De forma general, se define

Hs
p(R+) =

�
f ∈ S�(R+) : F−1

�
(1 + |ξ|2) s

2 f̂
�
∈ Lp(R+)

�
,

para 1 ≤ p ≤ ∞ y s ∈ R, por tanto Hs
p(R+) es un espacio de Banach con la

norma definida por �f�Hs
p
= �F−1[(1 + |ξ|2) s

2 f̂ ]�Lp .
Observaciones:

(1) Hs
2(R+) = Hs(R+) y H0

p(R+) = Lp(R+).
(2) Teorema de embebimiento de Sóbolev: Hs1

p (R+) ⊂ Hs2(R+) si s1 ≥ s2.

De forma análoga se define el espacio de Sobolev con peso

Hs,m
p (R+) =

�
f ∈ S�(R+) : F−1

�
(1 + |ξ|2) s

2 f̂
�
∈ Lp,m(R+)

�
,

donde f̂ representa la transformada de Fourier de f .
Para profundizar en el estudio de los espacios de Sobolev puede consultar

Adams [1], Bergh and Löfström [6], Gilbarg and Trudinger [27]. Teoría acerca
de espacios de Sobolev sobre Rn puede ser encontrada en Brezis [10], Cazenave
y Haux [15], J.-L Lions [50], Lions and Magenes [51].

1.2. Desigualdades Importantes. Las siguientes desigualdades serán
de uso frecuente en los estimativos a priori realizados para el operador de
Green y de frontera.

TEOREMA 1.1 (Desigualdad de Hölder). Para f ∈ Lp(R+) y g ∈ Lq(R+) con

1 ≤ p, q ≤ ∞ exponentes conjugados, esto es
1

p
+

1

q
= 1, se tiene que fq ∈ L1(R+)

y la desigualdad de Hölder

�fg�L1 ≤ �f�p�g�q,

se satisface.

Para funciones medibles f, g en R+ su convolución es una función f ∗ g

definida por

f ∗ g(x) =
�

R+

f(x− y)g(y)dy.

En el siguiente teorema se expone una propiedad de esta función convolución.
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TEOREMA 1.2 (Desigualdad de Young). Sean 1 ≤ p, q, r ≤ ∞ tales que
1 + 1

r
= 1

p
+ 1

q
. Si f ∈ Lp(R+) y g ∈ Lq(R+) entonces f ∗ g existe en casi todo

punto x ∈ R+ y se satisface

�f ∗ g�Lr ≤ �f�Lp�g�Lq .

El teorema de Plancherel, es un clásico resultado del análisis armónico,
demostrado por Michel Plancherel en 1910. Establece que una función y su
transformada de Fourier poseen igual norma en el espacio L2(R+).

TEOREMA 1.3 (Teorema de Plancherel). La transformada de Fourier F :

L2(R+) → L2(R+) es una isometría.

Su demostración puede ser consultada en [45] sec VI.

2. Transformada de Laplace

En la presente sección se presenta la teoría relacionada con la transfor-
mada de Laplace, herramienta bastante útil para el estudio de las ecuaciones
diferenciales tanto ordinárias como parciales. Esta teoría es bastante ámplia,
por tanto aquí se expondrán únicamente los resultados que se precisan en la
presente tesis, algunos de los cuales no son demostrados, la prueba de estos
puede ser encontrada en [34].

Se dice que una función f : R → R pertenece a la clase de funciones Ea,
si f(t) ≡ 0 para t < 0 y la función t → e−p0tf(t) es integrable sobre R+, para
Re(p0) = a.

DEFINICIÓN 1.4 (Transformada de Laplace). El operador transformada
de Laplace aplicado en una función f : R+ → R es una función que se denota
por Lf o f̂ . La cual está dada por medio de la integral impropia

(1.1) f̂(p) =

∞�

0

e−ptf(t)dt.
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Como la anterior definición esta dada por una integral impropia es natural
preguntarse por la convergencia de la integral en (1.1). La respuesta a esta
pregunta se expone en el siguiente teorema.

TEOREMA 1.4. Para f ∈ Ea la integral impropia (1.1) converge para
Re(p) > a. Además para cada a0 > a la función f̂ definida en (1.1) converge
uniformemente con respecto a Re(p) ≥ a0 > a.

DEMOSTRACIÓN. Considere

φ(t) = e−p0tf(t) y F (t) = −
� +∞

t

φ(τ)dτ,

de lo cual F �(t) = φ(t). Por hipótesis,
� +∞

0

e−p0tf(t)dt < +∞,

luego para todo � > 0 existe T0, tal que |F (t)| < �, para t ≥ T0. Por otra parte
para T2 > T1, se tiene que

� T2

T1

e−ptf(t)dt =

� T2

T1

e−(p−p0)tφ(t)dt =

� T2

T1

e−(p−p0)tF �(t)dt.

Via integración por partes en la última integral se observa
� T2

T1

e−(p−p0)tF �(t)dt = e−(p−p0)T2F (T2)− e−(p−p0)T1F (T1)

+(p− p0)

� T2

T1

e−(p−p0)tF (t)dt.

Por lo tanto, para T1, T2 > T0 y Re(p− p0) > 0,
����
� T2

T1

e−ptf(t)dt

���� ≤
�
e−Re(p−p0)T2 + e−Re(p−p0)T1

�
�+ �|p− p0|

� T2

T1

e−Re(p−p0)tdt

≤ 2e−Re(p−p0)T0�+ �
|p− p0|

Re(p− p0)

�
−e−Re(p−p0)T2 + e−Re(p−p0)T1

�

≤
�
2 +

|p− p0|
Re(p− p0)

�
e−Re(p−p0)T0�.
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Así, por el criterio de Cauchy sobre la convergencia de integrales impropias

(ver Apéndice A), la integral
� +∞

0

e−ptf(t)dt es convergente para Re(p) >

Re(p0) = a. En la misma forma, es posible demostrar que
� +∞

0

e−ptf(t)dt es

uniformemente convergente para Re(p) ≥ Re(p1) > Re(p0). �

Observaciones:

(1) Se puede observar que en el caso en que f ∈ L1(R+) la función f̂(p)

existe para p en el semiplano derecho.
(2) La transformada de Laplace es operador lineal continuo entre los

espacios funcionales L1(R+) y L∞(R+).
(3) Cuando |p| → ∞ se tiene que |f̂(p)| → 0.

TEOREMA 1.5. El operador transformada de Laplace posee las siguientes
propiedades:

i) Si la función f ∈ Ea, entonces su transformada de Laplace f̂ es una
función analítica en el domínio Re(p) > a.

ii) Suponga f ∈ Cn(R+,R) con n ≥ 1, es tal que f,Dkf ∈ Ea para todo
k ≤ n, entonces

�Dnf = pn

�
p̂−

n�

k=1

[Dk−1f ](0)p−k

�
.

DEMOSTRACIÓN. El teorema 1.4 implica que la integral
� +∞

0

e−ptf(t)dt,

converge para Re (p) > a. Note que la integral anterior puede ser reescrita en
la forma

�f(p) =
� +∞

0

e−ptf(t)dt =
∞�

n=0

� tn+1

tn

e−ptf(t)dt =
∞�

n=0

fn(p),

donde 0 = t0 < t1 < · · · < ti < ti+1 < · · · < +∞. Tomando en cuenta que
∞�

n=N

fn(p) =

� +∞

tN

e−ptf(t)dt,
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se concluye que la serie
�∞

n=0 fn(p) converge uniformemente en el dominio
Re(p) ≥ x0 > a. Finalmente, como todas las funciones

fn(p) =

� tn+1

tn

e−ptf(t)dt,

son analíticas, el teorema de Weierstrass (ver Apéndice B) implica que la
función �f(p) es analítica en el dominio Re(p) > a.
El segundo estimativo se sigue vía un cálculo directo. �

Suponga que f, g ∈ Ea son funciones tales que f̂(p) = ĝ(p) para todo
Re(p) > a, entonces estas funciones son iguales en casi todo punto, esto es, son
iguales excepto en un conjunto de medida de Lebesgue cero. Esta observación
motiva a pensar bajo que condiciones se puede recuperar la función f a través
de f̂ .

TEOREMA 1.6. Si f ∈ Ea, entonces para σ > a se tiene que

(1.2) f(x) =
1

2πi

� σ+i∞

σ−i∞
epxf̂(p)dp, en casi todo punto.

La integral (1.2) es llamada la transformada inversa de Laplace o la
integral de Mellin.

Ahora, se expondrán las condiciones necesarias y suficientes para la
existencia de la transformada de Laplace inversa para la función F (p).

DEMOSTRACIÓN. Considere φ(t) = e−σtf(t), σ > a. Esta función puede ser
representada como una transformada de Fourier,

φ(t) =
1

2π

� +∞

−∞
dξ

� +∞

−∞
eiξ(t−θ)φ(θ)dθ.

Como f(θ) = 0, para θ < 0, se obtiene

e−σtf(t) =
1

2π

� +∞

−∞
eiξtdξ

� +∞

0

e−(σ+iξ)θf(θ)dθ.

Finalmente, tomando p = σ + iξ se sigue

f(t) =
1

2πi

� σ+i∞

σ−i∞
ept �f(p)dp.
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Así, el teorema 1.6 ha sido demostrado. �

TEOREMA 1.7. Para f(x) ∈ Ea, se tiene que la función Lf = F cumple las
siguientes condiciones:

i) F es una función holomorfa en el semiplano Re(p) > a.
ii) Para cada � > 0 y σ0 > a existen constantes no negativas C =

C�(σ0), m = m(σ0) tales que

|F (p)| ≤ C�(σ0)e
�σ(1 + |p|)−m, para todo σ0 > σ.

iii) Para cada σ0 > a se tiene �F (σ + i·)�L1 < ∞.

Además de esto, la función original f(x) puede ser recuperada via F (p)

mediante la integral de Mellin:

(1.3) f(x) =
1

2πi

� σ+i∞

σ−i∞
epxF (p)dp.

Por otra parte si F es una función que cumple las condiciones i) - iii) la función
f definida por (1.3) esta en Ea y satisface que Lf = F.

DEMOSTRACIÓN. Como f(t) ∈ Ea, por el teorema 1.5 F (p) es analítica
para Re(p) > a además de esto sobre este semiplano se satisface

F (p) = C�(σ0)e
�σ

∞�

0

e−(p−p0)te−p0tf(t)dt,

de lo cual se concluye ii) y iii).
Para demostrar la segunda parte, primero supóngase que

(1.4) |F (p)| ≤ C�(σ0)e
�σ

|p− a|α , α > 1.

Entonces, la integral

(1.5) f(t) =
1

2πi

� σ+i∞

σ−i∞
eptF (p)dp, σ > a,

converge uniformemente con respecto a t y f(t) es continua con respecto a
t ∈ (−∞,∞). Es preciso mostrar que f(t) no depende de σ > a, para lo cual
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considere σ2 > σ1 > a. El teorema de Cauchy implica que

(1.6)
�

Γ(d)

eptF (p)dp = 0,

donde
Γ(d) = {p ∈ C : p ∈ [σ1 − id, σ2 − id) ∪ [σ2 − id, σ2 + id)

∪[σ2 + id, σ1 + id) ∪ [σ1 + id, σ1 − id)}.
De la desigualdad (1.4) se obtiene

����
� σ2+id

σ1+id

eptF (p)dp

���� ≤
� σ2

σ1

eσt|F (σ + id)|dσ

≤ C�(σ1)

� σ2

σ1

eσ(�+t)

[(σ − a)2 + d2]
α
2

dσ → 0,

cuando d → +∞. Entonces, tomando el límite d → +∞ en (1.6) se sigue
� σ1+i∞

σ1−i∞
eptF (p)dp =

� σ2+i∞

σ2−i∞
eptF (p)dp.

Ahora, se reescribe (1.5) en la forma

(1.7) f(t) =
eσt

2π

� +∞

−∞
eiwtF (σ + iw)dw, σ > a.

Usando (1.4) y tomando σ > σ0 > a, se obtiene

|f(t)| ≤ eσt

2π

� +∞

−∞
|F (σ + iw)|dw

≤ C�(σ0)e
σ(t+�)

2π

� +∞

−∞

dw

[(σ − a)2 + w2]
α
2

≤ C�(σ0)e
σ(t+�).

Considere t < −�, � > 0. Tendiendo σ → +∞ se tiene f(t) = 0, y como � > 0 es
arbitrario, se sigue que f(t) = 0 para todo t < 0. La ecuación (1.7) implica que

F (p) =

� +∞

0

e−ptf(t)dt.

26



Capítulo 1. Preliminares

Por lo tanto, f(t) ∈ Ea y �f(p) = F (p), σ > a. Ahora, se demostrará para el caso
general. Defínase

F1(p) :=
F (p)

|p− b|k

donde b ≤ a, σ0 > a y el entero k > m(σ0) + 1. Notemos que F1(p) es analítica
para Rep = σ > a y

|F1(p)| ≤ C�(σ0)e
�σ(1 + |p|m)

|p− a|k

≤ C�(σ0)e
�σ(1 + |p|m)

|p− a|k−m|p− a|m <
C�(σ0)e

�σ

|p− a|k−m
,

para todo σ > σ0, siempre que k−m > 1. Por tanto existe una función f1(t) ∈ Ea,
tal que

(1.8) f1(t) =
1

2πi

� σ+i∞

σ−i∞
eptF1(p)dp, σ > σ0.

Utilizando que
� σ+i∞
σ−i∞ |F (σ + iw)|dw < +∞, para σ > a, se infiere

f(t) =

�
d

dt
− b

�k

f1(t) =
1

2πi

�
d

dt
− b

�k � σ+i∞

σ−i∞
eptF1(p)dp

=
1

2πi

� σ+i∞

σ−i∞

�
d

dt
− b

�k

eptF1(p)dp =
1

2πi

� σ+i∞

σ−i∞
(p− b)k eptF1(p)dp

=
1

2πi

� σ+i∞

σ−i∞
eptF (p)dp.

De esto se concluye f(t) ∈ Ea y �f(p) = F (p), cuando σ > a. Como

f(t) =

�
d

dt
− b

�k

f1(t),

via (1.8) se tiene la representación (1.3). El teorema 1.7 ha sido demostrado.
�
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3. Integrales de tipo Cauchy

En adelante considere Γ curva suave en C, esto es es una curva cerrada
simple de clase C1 y sin puntos recurrentes (cúspides). El dominio dentro
de la curva Γ se conoce como dominio interior y se denota mediante D+,
mientras que el dominio complementario a D+ ∪ Γ se llama dominio exterior
y se representa por D− . La dirección positiva de la curva Γ es usualmente
aquella para la cual D+ está a la izquierda.

3.1. Integrales de tipo Cauchy. Dada f función continua sobre Γ se
define su integral de Cauchy como la integral compleja sobre Γ con kernel
de Cauchy

1

2πi

1

w − z
,

esto es

F (z) =
1

2πi

�

Γ

f(w)

w − z
dw, z /∈ Γ.

La función f es llamada la densidad de la integral de tipo Cauchy.
Se puede demostrar que F definida como antes, constituye una función

analítica sobre D+ ∪ D−. La demostración de esta analiticidad se basa en
argumentar la posibilidad de derivar bajo el signo de la integral con respecto
a la variable z.

Definiendo F± : D± ∪ Γ → C por

(1.9) F± = F |D± y F±(p) = lim
z→p

z∈D±
F (z),

se observa que estas funciones son analíticas en el interior de su domínio de
definición y general una no es continuación analítica de la otra.
En general una función analítica g definida de forma independiente en
dos domínios complementarios D1, D2 del plano complejo se denomina
seccionalmente analítica. Así la integral de tipo Cauchy define una función
seccionalmente analítica. Lo anterior se observa de forma más clara en el
siguiente ejemplo.
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EJEMPLO 1.1. Considerese Γ = {z ∈ C : |z| = 1}, luego D+ = {z ∈ C : |z| <
1}, y D− = {z ∈ C : |z| > 1}. Así para f(w) = 1

w(w−3)
, se observa

F (z) =
1

3


 1

2πi

�

Γ

1

(w − 3)(w − z)
dz − 1

2πi

�

Γ

1

w(w − z)
dz


 ,

aplicando el teorema de Cauchy se obtiene que

F+(z) =
1

z − 3
y F−(z) =

1

z
.

3.2. Funciones Hölder continuas.

DEFINICIÓN 1.5 (Funciones Hölder continuas). Se dice que una función f

es Hölder continua o satisface la condición de Hölder sobre una curva suave Γ

si para todo p, q ∈ Γ se cumple que

|f(p)− f(q)| ≤ C|p− q|α,

con C > 0 y α ∈ (0, 1).

A continuación se presentan algunos ejemplos de este tipo de funciones.

EJEMPLO 1.2. Para 0 ≤ β ≤ 1 la función f(x) = xβ definida sobre el
compacto [0, 1] es una función de tipo Hölder con exponente α ∈ (0, β] pero
no lo es para α > β. En caso de que el dominio de f sea la semirrecta [0,∞)

esta función es Hölder continua de exponente α = β.

EJEMPLO 1.3. La función de Cantor satisface la condición de Hölder para
cualquier exponente α ≤ ln(2)

ln 3
. (Ver [61] sec. 5.3).

EJEMPLO 1.4. Considere la función f(x) = (ln x)−1 para 0 < x ≤ 1
2

y
f(0) = 0. Se puede observar que f así definida es continua en su segmento
de definición, aún más para cualquier α > 0 se cumple

lim
x→0

xα ln x = 0,
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por lo tanto para cualquier C > 0 siempre es posible encontrar x0 = x0(α, C) ∈
(0, 1

2
) tal que

|f(x0)− f(0)| = |(ln x0)|−1 ≥ Cxα
0 ,

de esto se concluye que f no es Hölder continua.

3.3. Fórmulas de Sokhotski-Plemelj. Considere Γ una curva suave en
C. Suponga que φ es una función integrable sobre Γ. Para � > 0 se denota
Γ� = {z ∈ Γ : |z − c| > �}, con c ∈ Γ. Si existe

lim
�→0

�

Γ�

φ(p)

p− c
dp,

este valor se conoce como valor principal de Cauchy de la integral singular
y se denota por

−
�

Γ

φ(p)

p− c
dp.

Por ejemplo el valor principal de la integral

b�

a

dx

x− c
, a < c < b,

mediante la definición anterior esta dado por

lim
�→0




c−��

a

dx

x− c
+

b�

c+�

dx

x− c


 = ln

b− c

c− a
.

El siguiente teorema es debido a los matemáticos Julian Sokhotski y Josip
Plemelj; Sokhotski lo demostró en 1868 y posteriormente Plemelj en 1908 lo
utilizó como un ingrediente principal en su solución del problema de valores
en la frontera de Riemann que será enunciado más adelante. La versión real
de este teorema es frecuentemente utilizada en física.

TEOREMA 1.8 (Sokhotski-Plemelj). Sea Γ una curva cerrada suave y f una
función que satisface la condición de Hölder sobre Γ. Entonces, los valores
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límite de la integral de tipo Cauchy

F (z) =
1

2πi

�

Γ

f(w)

w − z
dw,

definidos en (1.9) satisfacen

F±(t) = ±1

2
f(t) +

1

2πi

�

Γ

f(w)

w − t
dw, t ∈ Γ.

siempre que t no coincida con los punto final o inicial de Γ, donde la integral
singular �

Γ

f(w)

w − t
dw,

es entendida en sentido de valor principal.

Se observa que al restar y sumar las igualdades obtenidas para para F± en
el teorema anterior, se llegan a las conocidas fórmulas de Plemelj-Sokhotski

(1.10)
F+(t)− F−(t) = f(t),

F+(t) + F−(t) =
1

πi

�

Γ

f(w)

w − t
dw.

La demostración a este teorema puede ser consultada en [26] capítulo I,
sección 4.

3.4. Operador de proyección. Para una función φ Hölder continua sobre
iR se define el operador de proyección P mediante la integral de Cauchy

(1.11) Pφ(z) = −
�

iR

1

p− z
φ(p)dp, Re z �= 0.

Observese que al P estar definido por una integral de Cauchy la función Pφ(z)
es analítica en C\ iR. Los valores límite de esta función sobre el eje imaginario
se definen por

P+φ(p) = lim
z→p

Re(z)<0

Pφ(z), P−φ(p) = lim
z→p

Re(z)>0

Pφ(z).

Observaciones:
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• Para la función f : C2 → C, se denota por Pp→q{f(p, w)} al operador de
proyección actuando en la primera coordenada, esto es

Pp→q{f(p, w)} = −
�

iR

1

p− q
f(p, w)dp, Re (q) �= 0.

• En adelante, cuando una función F este definida mediante una
integral de tipo Cauchy sobre el eje imaginário, así como (1.11), se
denotan sus valores límite por F+ y F−, siendo

(1.12) F+(p) = lim
z→p

Re(z)<0

F (z), F−(p) = lim
z→p

Re(z)>0

F (z).

El siguiente Lema expone algunas propiedades de este operador.

LEMA 1.1. Para φ como en la definición de P, se cumple:

(1) P−φ = φ siempre que φ sea analítica en Re(z) > 0.

(2) Si φ es analítica en Re(z) < 0, entonces P−φ = 0.

DEMOSTRACIÓN. La demostración de estos resultados se obtiene de
forma directa vía teorema de Cauchy. �

Como ya se vio en la sección 2, la transformada de Laplace de una función
f ∈ E0, es analítica en el semiplano positivo, por tanto

P{Lf} = Lf.

El problema que se esta estudiando, incluye el operador derivada fraccionaria
|∂x|

1
2 , siendo

(1.13) |∂x|
1
2u(x) =

1

2π

∞�

0

sign (x− y)

|x− y| 12
uy(y)dy,

es por esto que es natural preguntarse por el comportamiento de la
transformada de Laplace de esta derivada fraccionaria. La relación entre estos
dos operadores incluye al operador P, esta relación se presenta en el siguiente
Lema.
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LEMA 1.2. Considere |∂x|
1
2 el operador derivada fraccionaria de Riesz

definido en (1.13), entonces para cualquier φ en el dominio de |∂x|
1
2 , se cumple

L{|∂x|
1
2φ}(p) = P

��
|q|
�
φ̂(q)− φ(0)

q

��
(p), para Re(p) > 0.

DEMOSTRACIÓN. Como ∂xφ = L−1
x (q�φ(q) − φ(0)), de la definición de la

derivada fraccionaria junto con el teorema de Fubini se obtiene

|∂x|
1
2u =

1

2πi

∞�

0

sign(x− y)

|x− y|

�

iR

eqy[q�φ(q)− φ(0)]dq dy

=
1

2πi

�

iR
[q�φ(q)− φ(0)]

∞�

0

eqy
sign(x− y)

|x− y| dy dq

=

�

iR
eqx|q| 12 [�φ(q)− q−1φ(0)]dq,

puesto que (ver [60] sec 25.1):
∞�

0

eqy
sign(x− y)

|x− y| dy =
eqx�
|q|

.

Así de la definición de transformada de Laplace y nuevamente aplicando
teorema de Fubini se obtiene

(1.14)

Lx

�
|∂x|

1
2φ(p)

�
=

1

2πi

� +∞

0

e−px

�

iR
eqx|q| 12 [�φ(q)− q−1φ(0)]dq dx

=
1

2πi

� i∞

−i∞
|q| 12 [�φ(q)− q−1φ(0)]

� +∞

0

e(q−p)xdx dp

=
1

2πi

� i∞

−i∞

1

p− q
|q| 12 [�φ(q)− q−1φ(0)]dq.

Lo cual se deseaba demostrar. �

De forma similar a como se demostró la igualdad anterior para α > 0 se
prueba que

Lx→q{|∂x|α} = Pp→q



|p|α


Lx→q{u}−

[α]+1�

j=1

∂j−1
x u(0, t)

pj





 ,
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3.5. Índice de una función. Suponga que G ∈ C(iR;C) tal que G(z) �= 0

para todo z ∈ iR y lim
|z|→∞

G(z) ∈ C. Entonces el índice κ en G con respecto a iR

es la variación media de arg G(z) mientras que z varía sobre iR en dirección
positiva, el índice se puede expresar como:

κ := ind G =
1

2π

�

iR

d argG(z) =
1

2πi

�

iR

d lnG(z).

De la anterior definición se infieren las siguientes conclusiones:

: Al ser G(z) continua, se deduce que el incremento de su argumento es
un múltiplo de 2π, por tanto el índice κ es un número entero.

: El índice de un producto de funciones es la suma de los índices, además
el índice de un cociente es la resta de los cocientes, esto es

Ind (G1G2) = Ind (G1) + Ind (G2), Ind
�
G1

G2

�
= Ind (G1)− Ind (G2).

: Si la función G es complejo diferenciable en iR, entonces

ind G =
1

2πi

�

iR

d lnG(z) =
1

2πi

�

iR

G�(t)

G(t)
dt.

: En caso de que la función G sea analítica en alguno de los dos
semiplanos se concluye por el principio del argumento que

Ind G = C±(n(0)− n(∞)),

donde n(0) es el número de zeros y n(∞) el número de polos de G,
los cuales han sido contados con sus respectivas multiplicidades, y
la constante C± será 1 en caso de que sea analítica en el semiplano
izquierdo y en caso contrario −1.

3.6. Problema de valores en la frontera de Riemann. Para G, g

funciones Hölder continuas sobre iR con G(w) �= 0, este problema consiste
en encontrar funciones analíticas ψ+ en el semiplano izquierdo y ψ− en el
semiplano derecho tal que

(1.15) ψ+(w) = G(w)ψ−(w) + g(w), w ∈ iR.
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La función G es llamada el coeficiente del problema de Riemann y la función g

el término libre.
Considérese el problema homogeneo

(1.16) ψ+(w) = G(w)ψ−(w), w ∈ Γ.

En dado caso de que existan funciones ψ+, ψ− que solucionen el problema
(1.16), aplicando propiedades de índice de una función, se tendría

Ind (ψ+) = Ind G+ Ind (ψ−),

si n+, n− son los ceros de las funciones ψ+, ψ− en los semiplanos izquierdo y
derecho respectivamente, de las propiedades enunciadas anteriormente sobre
el índice se infiere

(1.17) n+ + n− = Ind G,

De lo cual se sigue que el problema (1.16) no tiene solución para Ind G < 0.

Cuando Ind G = 0, lo referente a la solución del problema (1.16) se expresa en
el siguiente teorema.

TEOREMA 1.9 (Índice Cero). Considere G una función Hölder continua
sobre el eje imaginario, tal que Ind G = 0. Entonces, existe una única función
seccionalmente analítica X salvo constantes sobre Re(z) �= 0 tales que

(1.18) G(w) =
X+(w)

X−(w)
, para todo w ∈ iR.

Además de esto la función X está definida por

X(z) = exp


 1

2πi

�

iR

lnG(q)

q − z
dq


 , Re(z) �= 0.

DEMOSTRACIÓN. El hecho de que Ind G = 0 implica que la "función"
lnG(z) es univaluada, de esta forma resolver (1.18) es equivalente a encontrar
una función γ tal que

(1.19) γ+(w) = lnG(w) + γ−(w), para todo w ∈ R.
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Via las fórmulas de Sokhotski-Plemelj (1.10) se sabe que γ definida como

γ(z) =
1

2πi

�

iR

lnG(q)

q − z
dq,

satisface (1.19), de lo cual se concluye que la función seccionalmente analítica
X(z) = eγ(z) soluciona (1.18). �

La existencia de la solución a este problema en el caso general se expresa
en el siguiente resultado

TEOREMA 1.10. Considere Γ curva cerrada en C, tal que 0 ∈ int Γ. Para
0 < κ el indicie de G con respecto a Γ, el problema de valores en la frontera de
Riemann homogeneo (1.16), tiene κ + 1 soluciones linealmente independientes
dadas por

ψ+
k (z) = zkeγ(z), z ∈ D+,

ψ−
k (z) = zk−κeγ(z), z ∈ D+,

γ =
1

2πi

�

Γ

ln[w−κG(w)]

w − z
dw,

para cada 0 ≤ k ≤ κ. La solución general esta dada por combinaciones lineales
de ψ±

k .

DEMOSTRACIÓN. A lo largo de esta demostración se denota por Ĉ a la
completación por un punto de C. Como 0 ∈ int Γ, la función w → w−κ tiene
índice −κ, además esta función es continua en Γ y analítica en Ĉ \ (Γ ∪ int Γ),
en base a esta función se reescribe el problema (1.16) como

(1.20) φ+(w) = wκ[w−κG(w)]φ−(w).

Por otra parte

Ind (w−κG(w)) = Ind (w−κ) + Ind G(w) = 0,
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luego, por el teorema del índice cero la función

γ(z) :=
1

2πi

�

Γ

lnω−κG(w)

w − z
dw,

satisface

eγ
+(z) = z−κG(z)eγ

−(z).

Denotando por X+(z) := eγ
+(z), X−(z) := z−κeγ

−(z), se observa que estas no se
anulan en int Γ, Ĉ \ (Γ ∪ int Γ) respectivamente, así (1.20) puede ser reescrito
como

φ+(z)

X+(z)
=

zκ[z−κG(z)]φ−(z)

X+(z)
=

zκ[z−κG(z)]φ−(z)

z−κG(z)eγ−(z)

=
zκφ−(z)

eγ−(z)
=

φ−(z)

X−(z)
sobre Γ.

Esta igualdad implica que las funciones φ+(z)
X+(z)

, φ−(z)
X−(z)

son continuación analítica
la una de la otra, esto es la función h definida como

h(z) :=

�
φ+(z)
X+(z)

si z ∈ D+ ∪ Γ,
φ−(z)
X−(z)

en otro caso,

es entera y posee un polo de órden a lo más κ en el infinito, luego el teorema de

Liouville h es un polinomio de grado menor o igual que κ, esto es h(z) =
κ�

k=0

akz
k

con ak ∈ C para todo k, de esta forma

φ+(z) = h(z)X+(z) =
κ�

k=0

akz
keγ

+(z),

φ−(z) = h(z)X−(z) =
κ�

k=0

akz
k−κeγ

+(z).

Se sabe que el infinito es un cero de X− y un polo de h, siendo en ambos casos de
orden κ, por tanto φ− no se indetermina en el infinito, de lo cual se concluye que
φ− es analítica en Ĉ \ (Γ ∪ int Γ), y como φ+ es holomorfa en int Γ, se concluye
que las funciones φ−,φ+ son soluciones del problema de Riemann. �
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La función seccionalmente analítica X que se introdujo en el teorema anterior
se conoce como la función canónica, la cual será muy importante para
resolver el problema no homogeneo (1.15):

ψ+(w) = G(w)ψ−(w) + g(w), w ∈ Γ.

Dividiendo la anterior igualdad por X+ y recordando la igualdad (1.18), se
obtiene

ψ+

X+
=

ψ−

X− +
g

X+
,(1.21)

como X+ y g cumplen la condición de continuidad de Hölder sobre Γ con
exponente α se tiene que g

X+ también la cumple, por tanto (1.21) es equivalente
a considerar

(1.22) µ+(z) = µ−(z) +
g

X+
(z), sobre Γ,

el cual, via las fórmulas de Sokhotski-Plemelj, tiene una solución dada por

µ(z) :=
1

2πi

�

Γ

g(w)

X+(w)(w − z)
dw, z /∈ Γ,

restando (1.21) y (1.22) se obtiene

ψ+

X+
− µ+ =

ψ−

X− − µ− en Γ.

Observese que la función ψ
X
− µ es analítica en C, por tanto ψ := Xµ ∈ O(C),

es una función entera, de su comportamiento en ∞ se deduce

: Si κ ≥ 0, la función X tiene un cero en ∞ y por definición de solución µ

es analítica en Ĉ, por tanto los valores límites de la función ψ dan una
solución para (1.15).

: Por otra parte si κ < 0, la función X tiene un polo de este orden en
infinito, así que para la regularidad de la función ψ, es necesario y
suficiente que en este punto la función µ− tenga un cero de orden κ.
Por expansión en serie de Laurent cerca de ∞, podemos expresar la
función µ así
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µ(z) =
1

2πi

�

Γ

g(w)

X+(w)(w − z)
dw = − 1

2πi

�

Γ

g(w)

X+(w)

dw

z(1− w
z
)

= − 1

2πi

�

Γ

g(w)

X+(w)

∞�

m=0

wmz−m−1dw = − 1

2πi

�

Γ

g(w)

X+(w)

∞�

k=1

wk−1z−kdw

=
∞�

k=1

− 1

2πi

�

Γ

g(w)

X+(w)
wk−1z−kdw =

∞�

k=1

ckz
−k,

con ck = − 1

2πi

�

Γ

g(w)

X+(w)
wk−1dw, para 1 ≤ k. Como se desea que el cero

de µ en ∞ sea de orden exactamente κ se precisa que
�

Γ

g(w)

X+(w)
wk−1dw = 0, 1 ≤ k ≤ −κ− 1,

éstas se conocen como las condiciones de solubilidad sobre la función
g.

Las anteriores observaciones se compactan en el siguiente teorema.

TEOREMA 1.11. Considere el problema de valores en la frontera de Riemann
no homogeneo (1.15) y denote por κ := Ind(G).

• Si κ ≥ 0, la solución al problema (1.15) esta dada por

ψ(z) := X(z)[µ(z) + Pκ(z)],

donde Pκ es un polinomio de orden menor o igual que κ.
• Para κ ≤ 0 el problema de valores en la frontera de Riemann tiene

solución si y sólo si se satisfacen las condiciones de solubilidad, y en
este caso la solución es

ψ(z) := X(z)µ(z).
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3.7. Teorema de Rouche. Este teorema es usualmente utilizado para
simplificar el problema de localizar los ceros de una función, pues garantiza
que la cantidad de ceros de una función analítica sobre un domínio acotado no
cambia bajo pequeños cambios en la función, en otras palabras, el número de
ceros de una función analítica es constante bajo pequeñas perturbaciones.

TEOREMA 1.12. Considere un domínio D con frontera suave, f y h funciones
analíticas en D ∪ ∂D. Si |f(z) + h(z)| < |f(z)| para todo z ∈ ∂D entonces f y h

tienen igual número de ceros en D contando multiplicidades.

DEMOSTRACIÓN. Como |f(z) + h(z)| < |f(z)| en ∂D, entonces f no se
anula en la frontera de D. Definiendo g = h/f , se observa que esta función
meromorfa cumple

|1 + g(z)| < 1 z ∈ ∂D,

de lo cual se infiere g(z) ∈ C \ (R+ ∪ {0}) y por tanto la variación de la función
z → arg g(z) a lo largo de ∂D es cero, esto es

(1.23)
�

∂D

g�(z)

g(z)
dz = 0.

De la definición de g se sabe

g�(z)

g(z)
=

h�(z)

h(z)
− f �(z)

f(z)
,

combindando esto con el principio del argumento y la igualdad (1.23) se
concluye el resultado.

�

4. Problema de valores en la frontera sobre una semirrecta.

Considere el siguiente problema de valores iniciales sobre el eje real
positivo para una ecuación nolineal

(1.24)





ut + N(u) +K(u) = f, x > 0, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x > 0,

∂j−1
x u(0, t) = hj(t), j = 1, 2, . . . , N.
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donde el término nolineal N(u) depende de la función desconocida u(x, t) y sus
derivadas, K es un operador pseudodiferencial sobre la semirrecta de los reales
positivos. La cantidad N de datos de frontera que se necesitan incluir en el
problema (1.24), para su buen planteamiento, depende escencialmente de las
propiedades del operador K. Para un espacio de Banach B se denota

Ck ([0, T ],B) =

�
f(t) ∈ B : lim

t1→t,t1∈[0,T ]

��∂k
t f(t1)− ∂k

t f(t)
��
B
= 0, ∀t ∈ [0, T ]

�
.

Sobre este tipo de espacios funcionales se define el buen planteamiento del
problema (1.24) como sigue.

DEFINICIÓN 1.6. El problema (1.24) se dice que esta localmente bien
planteado en un sentido semiclásico si las siguientes dos propiedades son
satisfechas.

(1) Para ciertos espacios funcionales M1, M2, los cuales son de Banach,
existe una única solución [u(t)](x) = u(x, t) en el espacio métrico

C0 ([0, T ],M1) ∩C1 ((0, T ],M2) ,

la cual satisface la ecuación ut + N(u) + K(u) = f en un sentido
generalizado (ver Apéndice C), y las condiciones iniciales y de frontera
son satisfechas en un sentido clásico

lim
t→0

u(x, t) = u0(x) en M1,

lim
x→0

∂j−1
x u(x, t) = hj(t) en C0 ([0, T ]) para todo j = 1, 2, . . . , N.

(2) Si la solución u depende continuamente del dato inicial u0(x), del dato
de frontera hj(t) y de la fuente f(x, t).

La función u(x, t) será llamada solución semiclásica. En caso de que T = +∞
se dice que u(x, t) es una solución semiclásica global.
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5. Derivadas fraccionarias de tipo potencial de Riesz

Esta sección ha sido tomada del Libro de Samko, Kibas, Marichev.1 [60]

Para ϕ(x) ∈ L1(R+) y α > 0, los operadores Iα0+ y Iα− definidos mediante

(1.25)

Iα0+ϕ(x) =
1

Γ(α)

x�

0

ϕ(y)

(y − x)1−α
dy,

Iα−ϕ(x) =
1

Γ(α)

∞�

x

ϕ(y)

(y − x)1−α
dy.

se conocen como integral fraccionaria izquierda de tipo Riemann-Liouville e
integral fraccionaria derecha de tipo Liouville respectivamente.

La primera inquietud que surge es acerca de la buena definición de estos
operadores, pues están definidos mediante integrales impropias. El siguiente
teorema da una respuesta a esta pregunta, y aún mas, muestra como actua
sobre los espacios de Lebesgue Lp, para 1 ≤ p ≤ ∞.

TEOREMA 1.13. Para 1 ≤ p, q ≤ ∞ y α > 0, los operadores Iα0+, Iα− son
acotados de Lp(R+) a Lq(R+) si y sólo si 0 < α < 1, 1 < p < 1

α
y q = p

(1−αp)
.

El teorema 1.13 fue demostrado originalmente por Hardy y Littlewood [32].
Una demostración aún mas conocida y un poco mas sencilla, en el sentido de
que se basa en las desigualdades de Hölder y de Minkowsky, fue presentada
por Solonnikov en [63].

5.1. Potencial de Riesz sobre el eje real. Considere la integral

(1.26) Iαϕ =
1

2Γ(α) cos(απ/2)

∞�

−∞

ϕ(y)

|y − x|1−α
dy, Re(α) > 0,α �= 1, 3, 5, . . .

1Esta sección, sólo se ha considerado una pequeña parte de la teoría de derivada
fraccionaria para funciones definidas sobre el eje real positivo, la cual es necesaria para el
desarrollo de la presente tesis. El cálculo fraccionario es una rama del análisis ampliamente
estudiada, en donde se interconectan diferentes tópicos, tales como teoría de funciones,
análisis armónico, ecuaciones integrales y diferenciales, entre otras. Si el lector desea una
exposición con mas detalle de esta teoría se recomienda consultar [60].
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La integral Iα es llamada Potencial de Riesz. Se realiza la siguiente
modificación

(1.27) Hαϕ =
1

2Γ(α)sen(απ/2)

∞�

−∞

sign(x− y)

|x− y|1−α
ϕ(y)dy, Re(α) > 0,α �= 1, 3, 5, . . .

Denotese por
Directamente de la definición se tiene que

(1.28)
Iα = [2 cos(απ/2)]−1(Iα+ + Iα−),

Hα = [2sen(απ/2)]−1(Iα+ − Iα−).

Para 0 < Re(α) < 1, estos operadores estan definidos sobre Lp(R+) con 1 ≤
p < 1

Re(α) , además son operadores acotados de Lp a Lq con q = p(1 − pRe(α))−1.

Defínase

Sϕ =
1

π

∞�

−∞

ϕ(t)

t− x
dt.

TEOREMA 1.14. Los operadores Iα y Hα estan conectados por las relaciones

(1.29) Iαϕ = SHαϕ,

(1.30) Hαϕ = −SIαϕ,

donde 0 < Re(α) < 1,ϕ ∈ Lp(R+), 1 ≤ p < 1
Re(α) .

DEMOSTRACIÓN. Es suficiente demostrar que (1.30) se cumple, pues las
ecuaciones (1.29) y (1.30) son equivalentes via la propiedad del operador S:

S2ϕ = −ϕ.

Los operadores Iα+ y Iα− satisfacen las siguientes igualdades

Iα−ϕ = cosαπIα+ϕ+ senαπSIα+ϕ, 1 ≤ p <
1

α
,

Iα−ϕ = cosαπIα+ϕ− senαπSIα+ϕ, 1 ≤ p <
1

α
,

Restando estas dos ecuaciones se infiere (1.30). �
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En el siguiente corolario se enuncian las propiedades de semigrupo que
satisfacen los operadores I y H.

COROLARIO 1.1. Para 0 < α < 1, 0 < β < 1, con α + β < 1 se cumplen:

(1.31)
IαIβ = Iα+β,

HαHβ = −Iα+β,

IαHβ = Hα+β.

DEMOSTRACIÓN. Estas igualdades se infieren de forma directa de las
propiedades de semigrupo que satisfacen los operadores Iα+, Iα−, junto con las
relaciones entre estos operadores expresadas en (1.28) �

Estos operadores satisfacen también algunas propiedades en relación con
el operador transformada de Fourier.

LEMA 1.3. Considere 0 < α < 1 y ϕ ∈ L1(R). Entonces

(1.32)
(FIαϕ)(x) = |x|−αϕ̂(x),

(FHαϕ)(x) = isign x|x|−αϕ̂(x).

DEMOSTRACIÓN. Esta demostración se sigue directamente de la relación
entre la transformada de Fourier y los operadores integral fraccionaria, la cual
viene dada por

(FIα±ϕ)(x) =
ϕ̂(x)

(∓ix)α
,

en este caso se entiende (∓ix)α = |x|αe∓απi
2

signx. �

5.2. Potencial de Riesz sobre la semirecta. Potenciales (1.26) y (1.27)
pueden ser considerados sobre el eje real como

(1.33) Iαϕ =
1

2Γ(α) cos(απ/2)

∞�

0

ϕ(y)

|y − x|1−α
dy, Re(α) > 0,α �= 1, 3, 5, . . .

(1.34) Hαϕ =
1

2Γ(α)sen(απ/2)

∞�

0

sign(x− y)

|x− y|1−α
ϕ(y)dy, Re(α) > 0,α �= 1, 3, 5, . . .
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En este caso estos operadores satisfacen las siguientes relaciones:

Iαϕ = HαS(1+α)/2ϕ = S−(1+α)/2H
αϕ,

y

Hαϕ = −IαSα/2ϕ = −S−α/2I
αϕ,

donde

Sγϕ =
1

π

� ∞

0

�
t

x

�γ
ϕ(t)dt

t− x
, x > 0.

Los operadores anteriormente definidos pueden ser descompuestos en térmi-
nos de los operadores fraccionários, la cual se expresa en el siguiente teorema.

TEOREMA 1.15. Considere 0 < α < 1 y ϕ(x) ∈ Lp(R+) con 1 ≤ p < 1
α
.

Entonces

(1.35)
Iαϕ = I

α
2
− I

α
2
+ϕ,

Hαϕ = I
α−1
2

− I
α+1
2

+ ϕ,

y de forma general

Iα−I
β
+ϕ = cos

α− β

2
πIα+βϕ+ sen

β − α

2
πHα+βϕ

=
senαπ

sen(α + β)π
Iα+βϕ+

senβπ
sen(α + β)π

Iα+βϕ,

es válida para ϕ ∈ Lp(R+), 1 ≤ p < 1
α+β

, α + β < 1.

DEMOSTRACIÓN. Esta demostración puede ser encontrada en [60] �

5.3. Derivada de Riesz fraccionaria. Para α > 0, la derivada de Riesz
fraccionaria Dα esta dada en forma de una integral hipersingular definida por

(1.36) (Dαf)(x) :=
1

d(l,α)

�

R

(Δl
tf)(x)

|t|n+α
dt, l > α.

Siendo (Δl
tf)(x) :

(Δl
tf)(x) =

l�

k=0

(−1)k

�
l

k

�
f(x− kt),
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Derivadas fraccionarias de tipo potencial de Riesz

donde x, t ∈ R, mientras que d(l,α) es una constante definida por

d(l,α) =
2−α

√
π

Γ
�
1 + α

2

�
Γ
�
1+α
2

� Al(α)

sen
�
απ
2

� ,

con

Al(α) =
l�

k=0

(−1)k−1

�
l

k

�
kα.

Note que la integral hipersingular (Dαf)(x) no depende de la selección de l,
(l > α). Tal construcción es llamada la derivada fraccionaria de Riesz de orden
α > 0 en el sentido de que

(1.37) (FDαy)(x) = |x|α(Fy)(x), y > 0,

para cierta clase de funciones f(x). En particular, ésta relación es válida para
funciones f en el espacio de Lizorkin

Φ =

�
φ ∈ S(R) :

�

R

tϕ(t)dt = 0, k ∈ N

�
,

siendo S el espacio de funciones rápidamente decrecientes. La equación (1.37)
también se cumple para funciones diferenciables f(x). La siguiente propiedad
se cumple (véase Samko et al. [60], Lema 25.3)

PROPOSICIÓN 1.1. Si f(x) pertenece al espacio C∞
0 (Rn), entonces la

transformada de Fourier de (Dαf)(x) esta dada por

(1.38) (FDαf)(x) = |x|α(Ff)(x), y > 0,

Las condiciones para la existencia de (Dαf)(x) están dadas por el siguiente
lema (véase Samko et al. [60], sección 26.2)

LEMA 1.4. Considere α > 0, denote por [α] la parte entera de α. Para
una función f(x), la cual es acotada junto con todas sus derivadas (Dky)(x),
|k| = [α] + 1, se cumple que la integral hipersingular (Dαf)(x) en (1.36)
es absolutamente convergente. Si l > 2[α/2], entonces ésta integral es sólo
condicionalmente convergente.
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La derivada fraccionaria de Riesz (1.36) es un operador inverso al potencial
de Riesz (1.26).

PROPOSICIÓN 1.2. La fórmula

(1.39) DαIαf = f, α > 0,

se cumple para funciones f suficientemente buenas; en particular, para f ∈ Φ.

Además, la inversión (1.39) también se cumple para el potencial de Riesz
(1.26) en el contexto de espacios Lp: f(x) ∈ Lp(Rn) para 1 ≤ p < n/α. Aquí,
la derivada fraccionaria de Riesz Dα se entiende de forma condicionalmente
convergente en el siguiente sentido

(1.40) Dαf = lim
�→0+

Dα
� f,

donde (Dα
� f) es la integral hipersingular truncada definida por

(1.41) (Dα
� f)(x) :=

1

dn(l,α)

�

|t|>�

(Δl
ty)(x)

|t|n+α
dt, l > α; α, � > 0,

y el límite se toma en la norma del espacio Lp(Rn).
El siguiente resultado se cumple (ver Samko et al. [60], teorema 26.3).

TEOREMA 1.16. Para 0 < α < n y g = Iαf con f(x) ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p < n/α,
se cumple

(1.42) f(x) = (Dαg)(x),

donde (Dαg)(x) se entiende en el sentido (1.40), con el límite tomado en la
norma del espacio Lp(Rn).

COROLARIO 1.2. Si 0 < α < n y f(x) ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p < n/α, entonces

f(x) = (DαIαf)(x),

donde (DαIαf)(x) se entiende en el sentido de (1.40), y

(DαIαf)(x) = lim
�→0+

(Dα
� I

αf)(x),

con el límite tomado en la norma del espacio Lp(Rn).
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Capítulo 2

MÉTODO DE CONTINUACIÓN ANALÍTICA

Este capítulo ha sido tomado del artículo [39].

Considere el problema de valores iniciales y de frontera planteado sobre la
semirrecta para una ecuación de evolución con derivada fraccionaria de tipo
Riesz:

(2.1)





(∂t + |∂x|α)u = f(x, t), t > 0, x > 0

u(x, 0) = u0(x), x > 0,

∂j
xu(0, t) = hj(t), t > 0, j = 0, . . . , [α] + 1−

�
α+1
2

�

donde α ∈ R+ \Z y la derivada fraccionaria |∂x|α planteada sobre la semirrecta
esta definida por medio de potenciál de Riesz como

|∂x|αu = R1−α+[α]∂[α]+1
x u,

siendo [α] la parte entera de α y

Rαu =
1

2Γ(α)sen(π
2
)α

∞�

0

sign(x− y)

|x− y|1−α
u(y)dy.

Existen diferentes definiciones de una derivada fraccionaria de orden a > 0

(para más detalles consultar [44], [46], [60]). Las derivadas fraccionarias
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comunmente utilizadas son las de tipo Riemann-Liouville Dαf y las de tipo
Caputo Dα

∗ f . Cada definición utiliza integración fraccionaria de Riemann-
Liouville y derivada de orden entero. Para α ∈ (0, 1), las definiciones de estas
derivadas en términos de la transformada de Laplace están dadas por

Dαf := L−1
�
pαf̂(p)

�
,

Dα
∗ f := L−1

�
pα
�
f̂(p)− f(0)

p

��
.

De aquí en adelante pα esta definida sobre la ráma principal, esto es haciendo
un corte en el eje real negativo. En base a esta observación se infiere que
las derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville y de Caputo tienen igual
símbolo pα el cual es analítico en el semiplano derecho. Por el contrario la
derivada |∂x|α satisface

Dα
∗ f = θ(x)L−1

�
|p|α
�
f̂(p)− f(0)

p

��
,

siendo θ la función escalón de Heaviside. En este caso el símbolo de este
operador pseudodiferencial |p|α es no analítico. Recientemente, este tipo de
símbolos no analíticos han aparecido para describir diferentes modelos físicos,
por ejemplo la nolocalidad de la dinámica de las ondas acústicas de iones en
plasma con amortiguamiento de Landau.

Para construir el operador de Green asociado al problema (2.1), se
propone un nuevo método basado en la representación integral de funciones
seccionalmente analíticas y la teoría de ecuaciones integro-diferenciales
singulares con un núcleo de tipo Hilbert y coeficientes discontinuos. El método
aquí expuesto puede ser aplicado al estudio de diferentes problemas de valores
iniciales y de frontera. El siguiente teorema expone el resultado principal
concerniente a la existencia de soluciones al problema lineal (2.1).

TEOREMA 2.1. Considere

u0 ∈ L1(R+), f ∈ Lq([0, T ];L1(R+)), hj ∈ Lq(R+) ∩C1(R+), j = 1, . . . , N,
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Capítulo 2. Método de continuación analítica

con q > 2. Entonces el problema (2.1) esta bien planteado en

C0([0, T ],HN
2 ∩ CN) ∩ C0((0, T ],H

[α]
2 ∩ C [α]).

Además la solución a (2.1) tiene la siguiente fórmula integral

(2.2)

u(x, t) =

∞�

0

G(x, y, t)u0(y)dy +

t�

0

∞�

0

G(x, y, t− τ)f(y, τ)dy dτ

+
N�

j=1

(−1)j−1

(j − 1)!

t�

0

hj(τ) lim
p→0

∂j−1
p |∂α

x | �G(x, p, t− τ)dτ.

1. Método de Solución: Teorema de Unicidad

En esta sección se expondrá de forma detallada el método de continuación
analítica para demostrar la existencia de soluciones y además de esto se
probará la unicidad de la solución.

A lo largo de esta sección se denotará M :=
�
α+1
2

�
, N := [α] + 1−

�
α+1
2

�

K(q) = |q|α, K1(q) = eMiπqα.

Por kj(ξ) = K−1
1 (−ξ) se representan las M funciones inversas de K1(p)

ubicadas en el semiplano derecho, esto es kj(ξ) =
�
−ξe−iπMeiπ(2j−1)

� 1
α ,

Re(kj(ξ)) > 0 con j = 1, · · · ,M. En base a estas funciones se define la función
seccionalmente analítica

Y (z, ξ) = eΓ(z,ξ), Γ(z, ξ) =
1

2πi

i∞�

−i∞

1

q − z
ln

�
K(q) + ξ

K1(q) + ξ

M�

j=1

(p− kj)

(p+ kj)

w−

w+

�
dq,

con w∓(z) = zµ
�M

j=1
1

(p±kj)µ
, siendo µ = α

2M
−
�

α
2M

�
. Defínase

G(t)φ :=

∞�

0

G(x, y, t)φ(y)dy,
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Método de Solución: Teorema de Unicidad

donde la función G(x, y, t), definida sobre x > 0, y > 0, t > 0, esta dada por la
fórmula
(2.3)

G(x, y, t) =
1

2πi

i∞�

−i∞

ep(x−y) 1

K(p) + ξ
dp

−
�

1

2πi

�2 M�

j=1

i∞�

−i∞

eξtξ
N+j
α

−1θj(ξ, y)

i∞�

−i∞

epx
1

K(p) + ξ

K(p)

pN+j
dp dξ

+

�
1

2πi

�2
i∞�

−i∞

eξt
i∞�

−i∞

epx
Y (p, ξ)

K(p) + ξ
I+(p, ξ, y)dp dξ,

siendo I+(p, ξ, y) el valor límite desde el semiplano izquierdo, de la función
(2.4)

I(z, ξ, y) =
1

2πi

i∞�

−i∞

1

q − z

1

Y +(q, ξ)

K1(q)−K(q)

K1(q) + ξ

�
e−qy −

M�

j=1

ξ
N+j
α

θj(ξ, y)

pN+j

�
dq.

θj(ξ, y) =


B−1




e−k1(ξ)y

...
e−kM (ξ)y







j

,

donde la matriz B =
�
�ckj�MM

�
con ckj =

�
−eMiπ

�N+j
α e−i 2π

α
k(N+j). Todas las

integrales son entendidas en sentido de valor principal. Se demostrará que el
número de datos de frontera que se necesitan dar para el buen planteamiento
del problema (2.1) es N = [α] + 1−

�
α+1
2

�
.

DEFINICIÓN 2.1. Se denota por J (p, t) la función " entrada" del problema
(2.1), la cual esta dada por

J (p, t) = �u0(p) +

� t

0

eK1(p)τ

�
�f(p, τ) +K1(p)

N�

r=1

hr(τ)p
−r

�
dτ.
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Capítulo 2. Método de continuación analítica

La matriz A(ξ) = (arj(ξ))1≤r,j≤M con elementos arj(ξ) = −ξk−N−j
r (ξ), define

el operador

A �J =
1

2πi

i∞�

−i∞

eξtA−1 �J dξ,

donde A−1 representa la matriz inversa de A, cuya existencia se garantiza en
la demostración del siguiente teorema, y el vector " entrada" esta dado por
�J = −(J (k1,∞),J (k2,∞), . . . ,J (kM ,∞))T . La norma a utilizar es

�A �J � =
m�

j=1

���(A �J )j

��� .

TEOREMA 2.2 (Teorema de Unicidad). Considere

u0 ∈ L1(R+), f ∈ Lq([0, T ];L1(R+)), hj ∈ Lq(R+) ∩C1(R+), j = 1, . . . , N,

con q > 2. Si existe una solución u(x, t) al problema (2.1) en

C0([0, T ],HN
2 ∩ CN) ∩ C0((0, T ],H

[α]
2 ∩ C [α]),

ésta es única.

DEMOSTRACIÓN. Para derivar una representación integral de las solu-
ciones al problema (2.1), se supondrá que existe una solución u(x, t) a (2.1) la
cual se anula fuera de x > 0, esto es:

u(x, t) = 0 para todo x < 0.

Para evitar confusiones, el operador Lx→q denota la transformada de Laplace
con respecto a la variable espacial, mientras Lt→ξ es la transformada de
Laplace con respecto a t.
Como (ver Lema 1.2)

Lx→q{|∂x|α} = Pp→q



|p|α


Lx→q{u}−

[α]+1�

j=1

∂j−1
x u(0, t)

pj





 ,

53



Método de Solución: Teorema de Unicidad

donde P es el operador de proyección definido en (1.11), recordando Lx→qu es
una función analítica en el semiplano derecho, se tiene

û(q, t) = Lx→q{u} = Pp→q{û(p, t)}.

Aplicando transformada de Laplace con respecto a la variable espacial al
problema (2.1), y utilizando las igualdades anteriores se obtiene para t > 0

(2.5)





P−
p→q

�
ût +K(p)û−K(p)

[α]+1�
j=1

∂j−1
x u(0,t)

pj
− f̂(p, t)

�
= 0

û(p, 0) = û0(p),

donde K(p) = |p|α. El problema (2.5) es equivalente a considerar

(2.6)





ût +K(p)û−K(p)
[α]+1�
j=1

∂j−1
x u(0,t)

pj
− f̂(p, t) = Φ(p, t)

û(p, 0) = û0(p),

para alguna función Φ(p, t) analítica en el semiplano izquierdo, esto es
P−
p→q{Φ(p, t)} = 0, tal que para |p| > 1 se cumple

|Φ(p, t)| ≤ C
1

|p|α−[α]
.

Aplicando transformada de Laplace con respecto al tiempo al problema (2.6),
se obtiene

(2.7) ��u(p, ξ) = 1

K(p) + ξ


�u0(p) +

��f(p, ξ) +K(p)

[α]+1�

j=1

∂j−1
x û(0, t)

pj
+ �Φ(p, ξ)


 ,

donde ��u(p, ξ) = Lt→ξ{û(p, t)} y las funciones �Φ(p, ξ), ∂j−1
x �u(0, ξ), j = 1, ..., [α] + 1

son las transformadas de Laplace de Φ(p, t), ∂j−1
x u(0, ξ) con respecto al tiempo,

respectivamente. Utilizando las propiedades analíticas de la función ˆ̂u en
el semiplano positivo se encontrará la función Φ(p, ξ). Observese que para
Re(p) = 0 se tiene

��u(p, ξ) = − 1

πi
−
i∞�

−i∞

1

q − p
ˆ̂u(q, ξ)dq.
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Capítulo 2. Método de continuación analítica

Combinando esto con las fórmulas de Sokhotzki-Plemelj se demuestra que

(2.8) Θ+(p, ξ) = −Λ+(p, ξ),

donde las funciones seccionalmente analíticas Θ(z, ξ) y Λ(z, ξ) están dadas por
las integrales de tipo Cauchy

(2.9) Θ(z, ξ) =
1

2πi

i∞�

−i∞

1

q − z

1

K(q) + ξ
Φ(q, ξ)dq,

y
(2.10)

Λ(z, ξ) =
1

2πi

i∞�

−i∞

1

q − z

1

K(q) + ξ


u0(p) + f(p, ξ) +K(p)

[α]+1�

j=1

.
∂j−1
x û(0, t)

pj


 .

Para transformar la condición (2.8) en un problema nohomogéneo de Riemann,
se introduce la función seccionalmente analítica

(2.11) Ω(z, ξ) =
1

2πi

i∞�

−i∞

1

q − z

K(q)

K(q) + ξ
Φ(q, ξ)dq

Como P−Φ = 0, se tiene via las fórmulas de Sokhotzki- Plemelj que los valores
límte de Ω(z, ξ) y Θ(z, ξ) satisfacen

(2.12) Ω−(p, ξ) = −ξΘ−(p, ξ).

Observese de (2.9) y (2.10), junto con las fórmulas de Sokhotzki-Plemelj que

(2.13) K(p)
�
Θ+(p, ξ)−Θ−(p, ξ)

�
=

K(q)

K(q) + ξ
Φ(q, ξ) = Ω+(p, ξ)− Ω−(p, ξ).

Subtituyendo (2.8) y (2.12) en la ecuación anterior, se obtiene el problema de
Riemann no homogéneo

(2.14) Ω+(p, ξ) =
K(p) + ξ

ξ
Ω−(p, ξ)−K(p)Λ+(p, ξ).

De esta forma, se precisa encontrar para ξ fijo, con Re ξ > 0, dos funciones:
Ω+(z, ξ) analítica en Re z < 0 y Ω−(z, ξ) analítica en Re z > 0, las cuales
satisfacen (2.14) sobre Re(p) = 0. Teniendo en cuenta la definición de Ω al
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resolver el problema (2.14) se encuentra la función desconocida Φ(p, ξ) por la
relación

(2.15) Φ(p, ξ) =
K(p) + ξ

ξ

�
Ω+(p, ξ)− Ω−(p, ξ)

�
.

Las funciones

W (p, ξ) =
K(p) + ξ

ξ
y g(p, ξ) = −K(p)Λ+(p, ξ)

son llamadas los coeficientes y el término libre del problema de Riemann,
respectivamente.

El método de solución al problema (2.14) esta basado en los teoremas 1.8
y 1.9. Mas para aplicar estos teoremas se precisa que W y g satisfagan la
condición de Hölder sobre iR, pero esto no se cumple, pues estas dos funciones
no convergen cuando p → ±i∞. Así, el paso siguiente es transformar (2.14)
en una expresión equivalente en la cual se satisfagan las condiciones de los
teoremas 1.8 y 1.9. Para esto, se consideran ciertas funciones auxiliares.
Denotese

K1(z) := Cαz
α, Cα := eiπ[

α+1
2 ],

la constante Cα se considera de tal forma que Re(K1(q)) > 0 para Re(q) = 0.

La ecuación K1(p) = −ξ tiene M =
�
α+1
2

�
raíces k1(ξ), . . . , kM(ξ), las cuales son

analíticas para Re(ξ) > 0 y

p = kj(ξ) =

�
ξ

Cα

exp(2iπj)

� 1
α

,

transforma el semiplano positivo Re(ξ) > 0 en si mismo. Considere la función

W̃ (p, ξ) =

�
K(p) + ξ

K1(p) + ξ

�
w−

w+

M�

j=1

p− kj
p+ kj

�= 0,

donde

w−(z) = zµ

�
M�

j=1

1

z + kj(ξ)

�µ

, w+(z) = zµ

�
M�

j=1

1

z − kj(ξ)

�µ

,
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Capítulo 2. Método de continuación analítica

con µ = α
2M

−
�

α
2M

�
. De esta forma w−(z) es analítica para Re(z) > 0 and w−(z)

lo es para Re(z) < 0. Observese que la función W̃ (p, ξ) es Hölder continua sobre
iR y no se anula sobre el eje imaginario, por tanto

Ind W̃ (p, ξ) =
1

2πi

i∞�

−i∞

d ln W̃ (p, ξ) = 0,

luego por el teorema del índice cero (teorema 1.9) la función W̃ (p, ξ) puede ser
representada como

(2.16) W̃ (p, ξ) =
X+(p, ξ)

X−(p, ξ)
,

donde

X±(p, ξ) = eΓ
±(p,ξ), Γ(z, ξ) =

1

2πi

� i∞

−i∞

1

q − z
ln W̃ (q, ξ) dq.

Haciendo uso de la fórmula (2.16) se tiene

(2.17)
K(p) + ξ

K1(p) + ξ
=

Y +(p, ξ)

Y −(p, ξ)

M�

j=1

p+ kj
p− kj

,

con

(2.18) Y ±(p, ξ) = X±(p, ξ)w±(p).

Utilizando (2.17) el problema de Riemann no homogéneo (2.14) se transforma
en

(2.19)
Ω+(p, ξ)

Y +(p, ξ)
=

K1(p) + ξ

ξ

M�

j=1

p+ kj
p− kj

Ω−(p, ξ)

Y −(p, ξ)
− 1

Y +(p, ξ)
K(p)Λ+(p, ξ).

Por otra parte, Λ(z, ξ) dada por (2.10) puede ser reescrita como

(2.20) Λ(z, ξ) = Λ1(z, ξ) + Λ2(z, ξ),
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siendo

Λ1(z, ξ) =
1

2πi

i∞�

−i∞

1

q − z

1

K1(q) + ξ
(2.21)

×


�u0(q) +

��f(q, ξ) +K1(q)

[α]+1�

j=1

∂j−1
x û(0, ξ)

pj


 dq,

Λ2(z, ξ) =
1

2πi

i∞�

−i∞

1

q − z

K1(q)−K(q)

(K(q) + ξ)(K1(q) + ξ)
(2.22)

×


�u0(q) +

��f(q, ξ)− ξ

[α]+1�

j=1

∂j−1
x û(0, ξ)

pj


 dq,

Como existen M raíces kj(ξ) de la ecuación K1(z) = −ξ tal que Re (kj(ξ)) > 0

para todo Re (ξ) > 0, al tomar límite z → p con Re(z <)0 y utilizar el teorema
de Cauchy se llega a

Λ+
1 (p, ξ) =

M�

j=1

− k�
j(ξ)

p− kj(ξ)


û0(kj(ξ)) +

ˆ̂
f(kj(ξ), ξ)− ξ

[α]+1�

r=1

∂r−1
x û(0, ξ)

kj(ξ)r


 ,

la última relación implica que la función

(2.23) Λ3(z, ξ) = (K1(p) + ξ)Λ+
1 (p, ξ)

es analítica en el semiplano positivo. Por las fórmulas de Sokhotzki-Plemelj el
valor límite izquierdo Λ+

2 (p, ξ) satisface

(2.24) Λ+
2 (p, ξ) = Λ−

2 (p, ξ) + g̃1(p, ξ),

siendo

g̃1(p, ξ) =
K1(p)−K(p)

(K(p) + ξ)(K1(p) + ξ)


�u0(p) +

��f(p, ξ)− ξ

[α]+1�

j=1

∂j−1
x û(0, ξ)

pj


 .
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Teniendo en cuenta la representación (2.20) junto con las igualdades (2.23) y
(2.24), se obtiene vía cálculo directo

(2.25) K(p)Λ+ = (K(p) + ξ)

�
Λ−

3

K1(p) + ξ
+ Λ−

2

�
− ξΛ+ + g1(p, ξ),

donde

g1(p, ξ) = (K(p) + ξ)g̃1(p, ξ).

Reemplazando (2.25) en (2.19), se reduce el problema de Riemann no
homogéneo en la forma

(2.26)
Ω+(p, ξ)− ξΛ+(p, ξ)

Y +(p, ξ)
=

K1(p) + ξ

ξ

P+(p, ξ)

P−(p, ξ)

Ω−
1 (p, ξ)

Y −(p, ξ)
− 1

Y +(p, ξ)
g1(p, ξ),

con

(2.27) Ω−
1 (p, ξ) = Ω(p, ξ)− ξΛ−

2 (p, ξ)−
ξΛ−

3 (p, ξ)

K1(p) + ξ
.

Como la función p → g1(p,ξ)
Y +(p,ξ)

satisface la condición de Hölder sobre Re(p) = 0, en
vista del teorema 1.9, esta función puede ser únicamente representada como la
diferencia de los valores límite de la función seccionalmente analítica U(z, ξ),

la cual esta dada definida como

(2.28)

U(z, ξ) =
1

2πi

i∞�

−i∞

1

q − z

1

Y +(q, ξ)

K1(p)−K(p)

K1(p) + ξ

×


u0(q) + f(q, ξ)− ξ

[α]+1�

j=1

∂xj−1u(0, ξ)

pj


 dq.

En consequencia el problema (2.19) toma la forma

(2.29)
Ω+(p, ξ)− ξΛ+(p, ξ)

Y +(p, ξ)
+ U+(p, ξ) =

Ω−
1 (p, ξ)

Y −(p, ξ)
+ U−(p, ξ).

La última relación indica que la función z → Ω+(z,ξ)−ξΛ+(z,ξ)
Y (z,ξ)

+U(z, ξ) analítica en
Re(z) < 0, y la función z → Ω1(z,ξ)

Y (z,ξ)
+ U(z, ξ), analítica en Re(z) > 0, constituyen

la continuación analítica la una de la otra sobre el contorno Re(z) = 0. Por
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tanto, ellas son ramas de una única función entera, y de acuerdo al teorema
de Liouville, esta función es cero. Así despejando en (2.29) se obtiene

(2.30)
Ω+(p, ξ) = −Y +U+ + ξΛ+,

Ω−(p, ξ) = − ξ

K1(p) + ξ
Y −

M�

j=1

(p− kj)

(p+ kj)
U− + ξ

�
Λ+

1 + Λ2

�
.

Como existen M raíces kj(ξ) de la ecuación K1(z) = −ξ tal que Re kj(ξ) > 0

para todo Re ξ > 0. Por lo tanto la función p → ξΛ+(p, ξ) tiene M polos en
los puntos z = kj(ξ), j = 1, . . . ,M . Así en el caso general, el problema (2.15)
es insoluble, para su solubilidad es preciso colocar las siguientes condiciones
adicionales:

û0(kr) +
��f(kr, ξ)− ξ

[α]+1�

j=1

k−j
r

∞�

0

e−ξτ û(j−1)
x (0, τ)dτ = 0,

para k = 1, 2, . . . ,M, donde

(2.31)

u0(kr) =

∞�

0

e−kryu0(y)dy,

f(kr, ξ) =

∞�

0

∞�

0

e−(kry+ξt)f(y, t) dy dt.

Obsérvese que se tienen M ecuaciones con [α] + 1 funciones desconocidas
ûj−1
x (0, t), de esta forma se deben incluir N = [α] + 1 − M datos de frontera.

Por ejemplo, si se utilizan datos de frontera de tipo Dirichlet u(j−1)
x (0, t) = hj(t),

j = 1, 2, . . . , N , entonces el resto de transformadas de Laplace de los otros datos
de frontera pueden ser encontrados

v̂j(ξ) ≡
∞�

0

e−ξt∂(j+N−1)
x u(0, t)dt, j = 1, . . . ,M,

del sistema de M ecuaciones

(2.32) A
�̂
V = �J ,
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Capítulo 2. Método de continuación analítica

donde la matríz cuadrada A esta dada por A = (aij)1≤i,j≤M siendo aij =

−ξk−N−j
i ,

�̂
V = (v̂1(ξ), . . . , v̂M(ξ)) and �J es el vector "entrada" para el problema

(2.1) con componentes

J (kr,∞) = −(u0(kr) + f(kr, ξ)) + ξ
N�

j=1

ĥj(ξ)k
−j
r .

Aquí

(2.33) ĥj(ξ) =

∞�

0

e−ξthj(t)dt.

Como el determinante de la matríz A es diferente de cero, el sistema (2.32)
se puede solucionar, pues todas las funciones kr(ξ) para r = 1, . . . ,M son
diferentes para Re ξ > 0. De esta forma, solucionando (2.32) y tomando
transformada de Laplace inversa a (2.32) se llega a

(2.34) V (t) =




v1(t)
...

vM(t)


 =




∂N
x u(0, t)

...
∂
[α]
x u(0, t)


 =

1

2πi

i∞�

−i∞

eξtA−1 �J dξ.

Así bajo la condición anterior se tiene

(2.35)
Ω+(p, ξ) = −Y +U+ + ξΛ+

2 (p, ξ)

Ω−(p, ξ) = − ξ
K1(p)+ξ

Y −�M
j=1

(p−kj)

(p+kj)
U− + ξΛ−

2 (p, ξ),

donde Y ±(p, ξ), U±(p, ξ),Λ±
2 (p, ξ) son los valores límite en el eje real de las

funciones dadas por (2.18), (2.7) y (2.28) respectivamente, denotandose por
+ cuando el límite se toma desde el semiplano izquierdo y por − cuando este
límite se toma desde el semiplano derecho.

Nuevamente haciendo uso de las fórmulas de Sokhotzki-Plemelj y en vista
de las igualdades expresadas en (2.35) se obtiene

Ω+(p, ξ)− Ω−(p, ξ) = −Y + K(p)

K(p) + ξ
U− −K(p)

1

K(p) + ξ
g1,
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Método de Solución: Teorema de Unicidad

recordando la relación (2.15) se llega a

�Φ(p, ξ) = K(p) + ξ

K(p)

�
Ω+(p, ξ)− Ω−(p, ξ)

�
= −Y +(p, ξ)U+.

De esto se observa que la función Φ(p, ξ) es analítica com respecto a la variable
p en el semiplano izquierdo lo cual implica que PΦ = 0. Combinando esto con
la fórmula (2.7) se infiere

��u(p, ξ) = 1

K(p) + ξ

�
û0(p) +

��f(p, ξ) +K(p)
M�

j=1

∂N+j−1
x û(0, ξ)

pN+j
− Y +(p, ξ)U+

�

donde ∂N+j−1
x u(0, ξ), j = 1, . . . ,M esta definido por (2.34). En la igualdad

anterior no se observa que la función ��u es analítica en el semiplano derecho,
es preciso hacer unos cálculos mas. De la representación integral de la función
U(z, ξ) junto con las fórmulas de Sokhotzki-Plemelj se llega a la relación

(2.36)

��u(p, ξ) =
1

K1(p) + ξ

�
û0(p) +

��f(p, ξ)
�

+
K1(p)

K1(p) + ξ

�
K(p)

N�

j=1

ĥ(ξ)

pN+j
+K(p)

M�

j=1

∂N+j−1
x û(0, ξ)

pN+j

�

− 1

K1(p) + ξ

M�

j=1

p− kj
p+ kj

Y −U−

donde ∂N+j−1
x u(0, ξ), j = 1, . . . ,M esta definido por (2.34). Tomando

transformada de Laplace inversa de (2.36) con respecto a las variables ξ y
p, se obtiene que la solución a (2.1) esta dada por

(2.37)

u(x, t) =
1

2πi

i∞�

−i∞

epxe−K(p)tJ (p, t)dp

+
1

2πi

i∞�

−i∞

epxK1(p)
M�

j=1

p−(N+j)

t�

0

e−K(p)(t−τ)vj(τ)dτ dp

− 1

2πi

i∞�

−i∞

epxû1(p, t)dp

62



Capítulo 2. Método de continuación analítica

donde

vj(t) = ∂N+j−1
x û(0, ξ) =

1

2πi

i∞+b�

−i∞+b

eξt
�
A−1 �J

�
dξ =

�
A �J
�
j
,

û1(p, t)) = − 1

2πi

i∞�

−i∞

eξt
1

K1(p) + ξ

M�

j=1

p− kj
p+ kj

Y −(p, ξ)U−(p, ξ)dξ.

Ahora, se demuestra la unicidad de la solución. Suponga que existen dos
funciones u1, u2 soluciones de (2.1), entonces u1 − u2 satisface la ecuación (2.1)
con datos homogéneos f = 0, u0 = 0, y hj = 0. De esta forma el teorema ha sido
demostrado. �

2. Operador de Green

Se define el operador de Green G(t) como

G(t)φ(x) :=
∞�

0

G(x, y, t)φ(y)dy,

y el operador de frontera H(t) por

H(t)�h =
N�

j=1

(−1)j−1

(j − 1)!

t�

0

hj(τ) lim
p→0

∂j−1
p |∂α

x | �G(x, p, t− τ)dτ,

donde la función G(x, y, t) esta definida por
(2.38)

G(x, y, t) :=
1

2πi

i∞�

−i∞

ep(x−y) 1

K(p) + ξ
dp

−
�

1

2πi

�2 M�

j=1

i∞�

−i∞

eξtξ
N+j
α

−1θj(ξ, y)

i∞�

−i∞

epx
1

K(p) + ξ

K(p)

pN+j
dp dξ

+

�
1

2πi

�2
i∞�

−i∞

eξt
i∞�

−i∞

epx
Y (p, ξ)

K(p) + ξ
I+(p, ξ, y)dp dξ.

El siguiente Lema presenta algunos estimativos que satisfacen estos oper-
adores.
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LEMA 2.1. Los siguientes estimativos se satisfacen, demostrando que el lado
derecho es finito:

(1) �∂n
xG(t)φ�Ls,µ ≤ Ct−

1
α
( 1
r
− 1

s
+n)�φ�Lr .

(2) �∂n
xH(t)�h�Ls ≤ Ct−

N−n
α

�
��h��L∞ + ��h�L∞

�

para µ > 0 pequeño, 1 ≤ r ≤ s ≤ ∞, n = 0, 1, · · · , [α].

LEMA 2.2. La función G(x, y, t) definida por (2.38) es la función de Green
del problema (2.1), esto es para todo y > 0





(∂t + |∂x|α)G(x, y, t) = 0,

G(x, y, 0) = δ(x− y),

∂j−1
x G(x, y, t) = 0, j = 1, 2, . . . , [α]−M + 1,

siendo δ el delta de Dirac. (Ver apéndice C)

La demostración a estos Lemas puede ser consultada en [39]

2.1. Demostración teorema 2.1. Vía el principio de Duhamel, se tiene
que la función

v(x, t) = G(t)u0 +

t�

0

G(t− t)f(τ)dτ,

es solución

(2.39)





(∂t + |∂x|α)v(x, t) = 0,

v(x, 0) = u0(x),

∂j−1
x v(0, t) = 0, j = 1, 2, . . . , [α]−M + 1.

Luego si u es solución al problema (2.1) la función

v(x, t) = u(x, t)−
N�

j=1

xj−1hj(t)

(j − 1)!
,

soluciona (2.39) con condición inicial

v(x, 0) = u0(x)−
N�

j=1

xj−1hj(0)

(j − 1)!
,
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luego

u(x, t) = G(t)
�
u0(x)−

N�

j=1

xj−1hj(0)

(j − 1)!

�
+

N�

j=1

xj−1hj(t)

(j − 1)!

+

t�

0

G(t− t)

�
f(τ)− (∂τ + |∂x|α)

N�

j=1

xj−1hj(τ)

(j − 1)!

�
dτ.

Integrando por partes la última relación y utilizando |∂x|α
N�
j=1

xj−1hj(τ)

(j−1)!
= 0, se

tiene

u(x, t) = G(t)u0(x) +

t�

0

G(t− t)f(τ)dτ −
t�

0

Gτ (t− τ)
N�

j=1

xj−1hj(τ)

(j − 1)!
dτ.

Como (∂τ + |∂x|α)G = 0, se tiene

t�

0

Gτ (t− τ)

�
N�

j=1

xj−1hj(τ)

(j − 1)!

�
dτ

= −
N�

j=1

1

(j − 1)!

t�

0

hj(τ)

∞�

0

|∂x|αG(x, y, t− τ)yj−1dy dτ

= −
N�

j=1

(−1)j−1

(j − 1)!

t�

0

hj(τ) lim
p→0

∂j−1
p

∞�

0

|∂x|αG(x, y, t− τ)dy dτ

= −
N�

j=1

(−1)j−1

(j − 1)!

t�

0

hj(τ) lim
p→0

∂j−1
p |∂x|αĜ(x, p, t− τ)dτ.

En consecuencia

u(x, t)= G(t)u0(x) +

t�

0

G(t− t)f(τ)dτ

−
N�

j=1

(−1)j−1

(j − 1)!

t�

0

hj(τ) lim
p→0

∂j−1
p |∂x|αĜ(x, p, t− τ)dτ.
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Y recordando los estimativos presentados en el Lema 2.1 se concluye u ∈
C0([0, T ],HN

2 ∩CN) ∩C0((0, T ],H
[α]
2 ∩C [α]). De esta forma el teorema 2.1 queda

demostrado.
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Capítulo 3

SEMIGRUPO ASOCIADO

Este capítulo se centra en estudiar el problema de valores iniciales y
de frontera para la ecuación de Schrödinger no lineal (NLS) con derivada
fraccionaria de tipo Riesz y dato de frontera de tipo Neumann planteada sobre
la semirrecta:

(3.1)

�
ut + iα1uxx + α2|∂x|

1
2u+ α3|u|2u = 0, t > 0, x > 0,

u(x, 0) = u0(x), ux(0, t) = h(t),

donde α1, α2 y α3 son números reales y |∂x|
1
2 esta definida por medio del

potencial de Riesz como

|∂x|
1
2u =

1

2π

∞�

0

sign (x− y)

|x− y| 12
uy(y)dy.

El modelo en el cual se centra este trabajo se obtiene al considerar α1 = α2 =

α3 = 1, en este caso se tiene un operador pseudodifferencial de tipo disipativo.
En este capítulo se va a obtener una representación integral para soluciones
del problema de valores iniciales y de frontera para la ecuación de Schrödinger
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con Landau damping planteado sobre la semirrecta

(3.2)

�
ut +Ku = 0, t > 0, x > 0;

u(x, 0) = u0(x), x > 0,

donde el operador pseudodifferencial K esta definido como

Ku = iuxx + |∂x|
1
2u

En la sección 1 utilizando el método de continuación analítica el cuál se
expuso en el capítulo anterior se encuentra una expresión en términos de
la condición inicial y del dato de frontera para las soluciones de (3.2), esto
es u(x, t) = G(t)u0 + H(t)h, para ciertos operadores G y H. La sección 2 se
centra en reescribir el operador de Green G(t) y de frontera H(t) en términos
de la transformada coseno generalizada Bc y la transformada coseno inversa
generalizada B∗

c , las cuales se definen en esta sección.

1. Solución al problema lineal

La no analiticidad del símbolo K(p) = ip2 +
�
|p| del operador K, genera

grandes dificultades en el estudio del problema (3.2), por tal motivo a lo largo
de esta sección se considera la siguiente extensión analítica para esta función

(3.3) K(p) =

�
K+(p) = ip2 +

�
(−ip), para Im p > 0,

K−(p) = ip2 +
�
(ip), para Im p < 0.

Como se observó en el capítulo anterior, conocer la cantidad de ceros de la
ecuación K(p) + ξ = 0 en el semiplano derecho para Re(ξ) > 0 es un paso clave
en el método que se desea aplicar, la respuesta a esta pregunta se expone en
el siguiente Lema.

LEMA 3.1. La ecuación K(p) + ξ = 0 con Re(ξ) > 1 tiene una única raíz en
el semiplano derecho.

DEMOSTRACIÓN. Como |ξ| > 1 las raices a la ecuación K(p) + ξ = 0

estan dentro de la bola centrada en cero y de radio |ξ|. Denotando por
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f+(p) = K+(p) + ξ, g(p) = ip2 + ξ y A = {p ∈ B(0, |ξ|) : Re(p) ≥ 0} se observa

|f+(p)− g(p)| < |g(p)|, para p ∈ ∂A.

Luego por el Teorema de Rouche se tiene que estas dos funciones holomorfas
en A, poseen el mismo número de ceros en esta región, de lo cual se concluye
que f+ posee una única raíz p1 en A. De forma análoga se prueba que
f−(p) = K−(p) + ξ tiene una raíz p2 en A.

Considere las regiones acotadas A+ = {p ∈ A : Im(p) > 0}, A− = {p ∈ A :

Im(p) < 0}, los cuales satisfacen

|f+(p)− f−(p)| < |f+(p)|+ |f−(p)|, para p ∈ ∂A±,

y por tanto, aplicando nuevamente el teorema de Rouche se infiere que p1 y
p2 están en el mismo cuadrante. Esto implica que la ecuación K(p) + ξ = 0 es
satisfecha por alguno de estos puntos, mas no por los dos. �

Esta única raíz ubicada en el semiplano positivo se denota por ϕ(ξ). Apesar
de la extensión que se ha realizado, la función p → K(p) + ξ tiene una
ramificación en el eje real positivo, para solucionar este problema se introduce
la función conmutadora Y (z, ξ) = eΓ(z,ξ), siendo

Γ(z, ξ) =
1

2πi

∞�

0

ln(q − z)

�
K+�

(q)

K+(q) + ξ
− K−�

(q)

K−(q) + ξ

�
dq,

donde ln z esta definida en su rama principal. La cual hace que p → Y (p,ξ)
K(p)+ξ

sea
analítica en el semiplano derecho excepto en el punto ϕ(ξ) donde posee un polo
simple, esto se demostrará en el capítulo siguiente junto con otras propiedades
de la función seccionalmente analítica Y (z, ξ).

Considérense los operadores

(3.4) G(t)φ =

∞�

0

G0(x, y, t)φ(y)dy, H(t)h =

t�

0

H0(x, t− τ)h(τ )dτ,
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siendo
(3.5)

G0(x, y, t) =

�
1

2πi

�2 �

iR

eξt
�

iR

epx
ϕ(ξ)

p

�
Y (p, ξ)

K(p) + ξ
− Y (0, ξ)

ξ

�
J−ϕ(ξ)(y, ξ)dp dξ

−
�

1

2πi

�2 �

iR

eξt
�

iR

epx
Y (p, ξ)

K(p) + ξ
J−p (y, ξ)dp dξ,

y

(3.6)

H0(x, y, t) = i

�
1

2πi

�2 �

iR

eξt
�

iR

epx
ϕ(ξ)

p

�
Y (p, ξ)

K(p) + ξ
− Y (0, ξ)

ξ

�
dp dξ

−i

�
1

2πi

�2 �

iR

eξt
�

iR

epx
Y (p, ξ)

K(p) + ξ
dp dξ.

Donde ϕ(ξ) es la única raíz de la ecuación K(p)+ξ = 0 en el semiplano derecho
y la función J esta dada por

(3.7) Jz(y, ξ) =
1

2πi

�

iR

e−qy

q − z

1

Y (q, ξ)
dq, Re(z) �= 0.

En este punto ya se puede enunciar el teorema referente a la existencia y
unicidad de soluciones a (3.2).

PROPOSICIÓN 3.1. Para toda u0 ∈ L1(R+) y toda h ∈ L1(R+), el problema
de valores en la frontera tiene una única solución u(x, t), la cual puede ser
representada como

(3.8) u(x, t) = G(t)u0 +H(t)h,

donde los operadores G(t), H(t), estan dados por (3.4).

Demostración. Aplicando transformada de Laplace con respecto a la
variable espacial al problema (3.2) y recordando que la función �ut al ser
analítica en el semiplano derecho es punto fijo del operador P−, esto es
�ut = P− {�ut}, combinando esto con la igualdad obtenida en el Lema 1.2 se
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llega a

(3.9)
P−
�
�ut +K(p)�u− ip2

�
p−1u(0, t)− p−2ux(0, t)

�
− |p| 12 u(0, t)

p

�
= 0,

�u(p, 0) = �u0(p),

con K(p) = ip2 +
�
|p|. Lo anterior es equivalente a considerar

(3.10)

�ut +K(p)�u− ip2
�
p−1u(0, t)− p−2ux(0, t)

�
− |p| 12 u(0, t)

p
= Ψ(p, t), Im p = 0

�u(p, 0) = �u0(p),

donde Ψ(·, t) es una función analítica en el semiplano izquierdo que satisface
la condición de Hölder sobre el eje imaginário y cuya transformada de Laplace
tiene el siguiente decaimiento |�Φ(p, ξ)| ≤ C�p�−δ.
Aplicando tranformada de Laplace con respecto a la variable temporal al
problema (3.9) se obtiene

(3.11) ��u (p, ξ) =
1

K (p) + ξ

�
�u0 (p) +

K (p)

p
�u (0, ξ) + i�ux (0, ξ) + �Ψ (p, ξ)

�
,

donde K(p) = ip2 +
�
|p|, ��u(p, ξ), �u0(p), �u (0, ξ) , �ux (0, ξ) y �Ψ (p, ξ) son las

tranformadas de Laplace de las funciones u(x, t), u0(x), u(0, t), ux(0, t) y Ψ(p, ξ)

respectivamente.
Se puede observar que en la ecuación (3.11) aparecen tres funciones descono-
cidas: las condiciones de frontera �u (0, ξ) , �ux (0, ξ) y la función �Ψ (z, ξ). Para
encontrar estas funciones desconocidas se usará la condición de analiticidad
de ��u en el semiplano derecho. Se define la función conmutadora Y (w, ξ) por

(3.12) Y (w, ξ) = eΓ(w,ξ), Re(ξ) > 0,

donde

Γ(w, ξ) =
1

2πi

� ∞

0

ln(q − w)

�
K+�(q)

K+(q) + ξ
− K−�(q)

K−(q) + ξ

�
dq,(3.13)

K±(q) = iq2 +
�
∓iq,(3.14)

en este caso la función p → ln p se considera definida sobre su rama principal.
Por tanto Γ posee un corte para w > 0, mas sobre el eje real se consideran los
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valores límite, esto es

Γ+(s, ξ) = lim
w→s,Im w>0

Γ(w, ξ), s > 0,

Γ−(s, ξ) = lim
w→s,Im w<0

Γ(w, ξ), s > 0.

En el Lema 4.2 se mostrará que para p > 0

(3.15)
Y +(p, ξ)

K+(p) + ξ
=

Y −(p, ξ)

K−(p) + ξ
,

de lo cual, por el lema del pegado, la función p → Y (p,ξ)
K(p)+ξ

es meromorfa en
el semiplano positivo y su único punto de singularidad en este domínio es el
punto p = ϕ(ξ), el cual es raíz de la ecuación K(p) + ξ.

En base a lo anterior se reescribe (3.11) como
(3.16)

��u (p, ξ) =
û(0, ξ)

p
+

Y (p, ξ)

K(p) + ξ

�
�u0 (p)

Y (p, ξ)
− ξ

p

�u (0, ξ)
Y (p, ξ)

+ i
�ux (0, ξ)

Y (p, ξ)
+
�Ψ (p, ξ)

Y (p, ξ)

�
,

Como la función û0

Y (·,ξ) satisface la condición de Hölder sobre el eje imaginario,
las fórmulas de Sokhotski-Plemelj implican que

(3.17)
û0(p)

Y (p, ξ)
= U+(p, ξ)− U−(p, ξ), U(z, ξ) =

1

2πi

�

iR

û0(q)

q − z

1

Y (q, ξ)
dq.

En base a (3.16) y (3.17) se concluye

(3.18)

ˆ̂u(p, ξ) =
û(0, ξ)

p
+

Y (p, ξ)

K(p) + ξ

�
U+(p, ξ)− U−(p, ξ)

�

+
Y (p, ξ)

K(p) + ξ

�
−ξ

p

û(0, ξ)

Y (0, ξ)
− ξ

p
û(0, ξ)

�
1

Y (p, ξ)
− 1

Y (0, ξ)

�

+iûx(0, ξ) + i

�
1

Y (p, ξ)
− 1

�
�ux (0, ξ) +

1

Y (p, ξ)
�Ψ (p, ξ)

�
.

Observese que al considerar

�Ψ (p, ξ)

Y (p, ξ)
+ U+(p, ξ)− ξû(0, ξ)

p

�
1

Y (p, ξ)
− 1

Y (0, ξ)

�
+ i

�
1

Y (p, ξ)
− 1

�
�ux (0, ξ) = 0,
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se obtiene una expresión para Ψ que satisface las condiciones impuestas a esta
función. Así bajo esta consideración la expresión (3.18) se reduce a

(3.19) ˆ̂u(p, ξ) =
û(0, ξ)

p
+

Y (p, ξ)

K(p) + ξ

�
−U−(p, ξ)− ξ

p

û(0, ξ)

Y (0, ξ)
+ iûx(0, ξ)

�
.

Para evitar que ˆ̂u(p, ξ) tenga un punto de singularidad en p = ϕ(ξ) y sea
analítica en el semiplano derecho es preciso que

(3.20)
ξ

ϕ(ξ)

û(0, ξ)

Y (0, ξ)
− iûx(0, ξ) + U−(ϕ(ξ), ξ) = 0.

Así es necesesario colocar un único dato de frontera en el problema (3.2) ya que
el otro dato de frontera será completamente determinado por (3.20). En este
caso se considera dato de frontera de tipo Neumann ux(0, t) = h(t) y utilizando
(3.20) se sabe que u(0, t) cumple

û(0, t) =
Y (0, ξ)ϕ(ξ)

ξ

�
iĥ(ξ)− U−(ϕ(ξ), ξ)

�
.

De esta forma se tiene que la solución a (3.2) satisface

��u (p, ξ) = Y (0, ξ)

ξ

ϕ(ξ)

p

�
iĥ(ξ)− U−(ϕ(ξ), ξ)

�

+
Y (p, ξ)

K(p) + ξ

�
−ϕ(ξ)

p
[iĥ(ξ)− U−(ϕ(ξ), ξ)] + iĥ(ξ)− U−(p, ξ)

�

=
ϕ(ξ)

p

�
Y (p, ξ)

K(p) + ξ
− Y (0, ξ)

ξ

�
U−(ϕ(ξ), ξ)− Y (p, ξ)

K(p) + ξ
U−(p, ξ)

−ϕ(ξ)

p

�
Y (p, ξ)

K(p) + ξ
− Y (0, ξ)

ξ

�
iĥ(ξ) +

Y (p, ξ)

K(p) + ξ
iĥ(ξ)

Luego, tomando transformada de Laplace inversa se obtiene

u(x, t) = G(t)u0 +H(t)h,

donde G(t) y H(t) han sido definido en (3.4). La unicidad de la solución se
demuestra bajo un argumento similar al realizado en el Teorema 2.2. De esta
forma la proposicion (3.1) queda demostrada. �
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2. Operador de Green

Esta sección se concentra en reescribir G(t) y H(t) en una forma más sncilla,
lo cual facilitará los estimativos posteriores. Considere K(p) = ip2 +

�
|p| y Y

definida como antes. Se definen
(3.21)

G(x, y, t) =

�
1

2πi

�2 �

C
e−K(z)tK �(z)

×
�

iR

epx
z

p

�
Y (p,−K(z))

K(p)−K(z)
+

Y (0,−K(z))

K(z)

�
E−
z (y) dp dz

−
�

1

2πi

�2 �

C
e−K(z)tK �(z)

�

iR

epx
Y (p,−K(z))

K(p)−K(z)
E+
p (y) dp dz

+

�
1

2πi

�2 �

C
e−K(z)tK �(z)

�

iR

ep(x−y) 1

K(p)−K(z)
dp dz,

H(x, t) = 2iG(x, y, t)|y=0,

siendo C = {wei(±π
2
∓�) : w ≤ 0} y donde la función seccionalmente analítica E

esta definida como

(3.22) Ew(x) =
1

2πi

�

iR

e−qxe−Γ(q,−K(z))

q − w
dq, para Re(w) �= 0.

LEMA 3.2. La función G(x, y, t) es la función de Green del problema (3.2),
esto es para todo y > 0, (∂t +K)G(x, y, t) = 0 y además

lim
t→0

G(x, y, t) = δ(x− y), lim
x→0

∂xG(x, y, t) = 0.

DEMOSTRACIÓN. Denotando

(3.23) ψ1(p, z) =
z

p

�
Y (p,−K(z))

K(p)−K(z)
+

Y (0,−K(z))

K(z)

�
, ψ2(p, z) =

Y (p,−K(z))

K(p)−K(z)
.

se observa

(3.24) G(x, y, t) = G1(x, y, t) +G2(x, y, t),
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siendo

(3.25)

G1(x, y, t) =

�
1

2πi

�2 � −i∞ei(
π
2 )−�

−i∞e−i(π2 )+�
e−K(z)tK �(z)

�

iR

epxψ1(p, z)E−
z (y)dp dz,

G2(x, y, t) =

�
1

2πi

�2 �

C
e−K(z)tK �(z)

×
�

iR

epx
�

e−py

K(p)−K(z)
− ψ2(p, z)E−

p (y)

�
dp dz.

De la definición del operador K y derivando bajo el signo de la integral se
obtiene
(3.26)

(∂t +K)G2(x, y, t) =

�
1

2πi

�2 � −i∞ei(
π
2 )−�

−i∞e−i(π2 )+�
e−K(z)tK �(z)

�

iR

epx(K(p)−K(z))

×
�

e−py

K(p)−K(z)
− ψ2(p, z)E+

p (y)

�
dp dz.

Observese que (K(p) − K(z))ψ2(p, z) = Y (p,−K(z)), la cual es analítica en el
semiplano izquierdo y por tanto via Teorema de Cauchy

(3.27) (∂t +K)G2(x, y, t) = 0.

Por otra parte, se reescribe G1 como
(3.28)

G1(x, y, t) =

�
1

2πi

�2 � −i∞ei(
π
2 )−�

−i∞e−i(π2 )+�
e−K(z)tK �(z)−

�

iR

epx
z

p

Y (p,−K(z))

K(p)−K(z)
E−
z (y) dp dz

+

�
1

2πi

�2 � −i∞ei(
π
2 )−�

−i∞e−i(π2 )+�
e−K(z)tK �(z)

Y (0,−K(z))

K(z)
−
�

iR

epx
1

p
dp dz.

Derivando bajo el signo de la integral y utilizando Teorema de Cauchy se
obtiene

(3.29) (∂t +K)G1(x, y, t) = 0.

Combinando (3.27) y (3.29) se llega a que G es un cero del operador (∂t +K).
�
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Defínase los operadores transformada coseno de Fourier "generalizada"
Bc y la transformada coseno inversa de Fourier "generalizada" B∗

c como sigue
(3.30)
�φ (p) = Bcφ =

� ∞

0

ψc (x, p)φ (x) dx, φ (x) = B∗
c
�φ =

1

2π

� ∞

0

ψ∗
c (x, p)

�φ (p) dp,

donde

(3.31) ψc(z, x) = E−
iz(x) + E−

−iz(x),

y
ψ∗
c (x, z) = eizxeΓ(iz,K(z)) + e−izxeΓ(−iz,K(z)) +−zK �(z)Θ(z, x),

siendo

(3.32) Ew(x) =
1

2πi

�

iR

e−qxe−Γ(q,K(z))

q − w
dq, para Re(w) �= 0.

Θ(x, z) =
1

2π

∞�

0

e−pxψ(p, z)dp,(3.33)

ψ(p, z) =

√
2

2

eΓ(−p,z)

√
p(K+(p)−K(z))(K−(p)−K(z))

.(3.34)

Con

K(z) = iz2 −√
z, z ≥ 0, K±(q) = iq2 +

�
∓iq,

Γ(w, ξ) =
1

2πi

� ∞

0

ln(q − w)

�
K+�(q)

K+(q) + ξ
− K−�(q)

K−(q) + ξ

�
dq.

Para un estudio detallado de estos operadores Bcφ y B∗
c
�φ puede consultar

los Lemas 4.4 y 4.5 en el capítulo siguiente. Se define también el operador de
Green sobre la semirrecta como

(3.35) G (t) = B∗
ce

tK(p)Bc, K(p) = ip2 −√
p.

y el operador de frontera sobre la semirrecta mediante

(3.36) H(t)h = iB∗
c





t�

0

eK(p)(t−τ)h(τ)dτ



 .
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La meta ahora, consiste en mostrar que

(3.37) u(x, t) = G(t)u0 +H(t)h,

soluciona (3.2), siendo G(t) y H(t) están definidos como antes.
Para mostrar esto, se observa de la unicidad de la solución garantizada

por la proposición 3.1 y junto con el hecho de que G(x, y, t) y H(x, t) son las
funciones de Green y de frontera del problema (3.2) (ver Lema 3.2), la única
solución a este problema lineal esta dada por

u(x, t) =

∞�

0

G(x, y, t)u0(y)dy +

t�

0

H(x, t− τ)h(τ)dτ.

Se empieza por reescribir la función G(x, y, t) definida en (3.21). Observese
que la función a integral en (3.21) con respecto a la variable p es analítica
en el semiplano izquierdo excepto por un polo simple en el punto p = −z y
una ramificación en el eje real negativo, de esto via el Teorema de Cauchy se
obtiene
(3.38)

G(x, y, t) = −
�

1

2πi

�2 �

iR

e−K(z)t−zxY +(−z,−K(z))
�
E−
z (y) + E−

−z (y)
�
dz

+

�
1

2πi

�2 �

iR

e−K(z)tzK �(z)E−
z (y)

∞�

0

e−pxY +(−p,−K(z))λ(p, z)dp dz

+

�
1

2πi

�2 �

iR

e−K(z)tK �(z)

∞�

0

e−pxY +(−p,−K(z))E+
p (y)λ(p, z)dp dz,

donde

λ(p, z) =
1

p

(ip)
1
2 − (−ip)

1
2

(ip2 + (ip)
1
2 −K(z))(ip2 + (−ip)

1
2 −K(z))

.

Note que el integrando en la última expresión integral de (3.38) es una función
par con respecto a la variable z y por tanto

�

iR

e−K(z)tK �(z)

∞�

0

e−pxY +(−p,−K(z))E+
p (y)λ(p, z)dp dz = 0.
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Además mediante el cambio de variable z �→ iz la expresión (3.38) se
transforma en

(3.39) G(x, y, t) =

�
1

2π

�2
∞�

0

e−K(iz)tψc(z, y)ψ
∗
cos(x, z)dz,

donde las funciones ψ∗
c y ψc estan definidas por (4.9). Lo cual implica

G(t)φ = B∗
c{eK(p)tBcφ}, K(z) = ip2 −√

p.

Por otra parte el Teorema de Cauchy garantiza que para Re w > 0:

1

2πi

�

iR

e−Γ(q,−K(z))

q − w
dq =

1

2
,

de lo cual ψc(z, 0) = 1 y recordando que H(x, t) = 2iG(x, y, t)|y=0, se concluye.

(3.40) H(t)h = iB∗
c





t�

0

eK(p)(t−τ)h(τ)dτ



 .

El anterior razonamiento se resume en la siguiente proposición.

PROPOSICIÓN 3.2. Las soluciones al problema (3.2) están dadas por la
fórmula

u(x, t) = G(t)u0 +H(t)h,

donde los operadores G(t) y H(t) definidos por (3.35) y (3.36) respectivamente.
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Capítulo 4

RESULTADOS AUXILIARES

En la primera parte de este capítulo se presenta el estudio de la
función conmutadora Y (z, ξ) la cual se definió en el capítulo anterior, en la
sección dos se introducen las transformadas seno de Fourier generalizada
y las transformadas seno inversa de Fourier generalizada, las cuales son
fundamentales para demostrar ciertos estimativos que los operadores Bc y B∗

c

satisfacen.

1. Función conmutadora

Para el operador pseudodiferencial Ku = iuxx + |∂x|
1
2u se conoce (como ya

se observó en el capítulo anterior) que su símbolo K1(p) = ip2 +
�
|p| es no

analítico, para lo cual se considera la extensión analítica definida en (3.3). En
el capítulo anterior se vió la necesidad de introducir la función conmutadora
Y ±, la cual está definida, al igual que en el capítulo anterior, como
(4.1)

Y ±(p, ξ) = eΓ
±(p,ξ), Γ(w, ξ) =

1

2πi

� ∞

0

ln(q − w)

�
K+�(q)

K+(q) + ξ
− K−�(q)

K−(q) + ξ

�
dq.

Para la buena definición de lnw se considera un corte en el eje real negativo
w < 0, por tanto la función Γ(·, K(z)) es analítica en w ∈ C \ R+. Sobre el eje
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real se definen los valores límite de la función Γ mediante

Γ+(s, ξ) = lim
w→s,Im w>0

Γ(w, ξ), s > 0,

Γ−(s, ξ) = lim
w→s,Im w<0

Γ(w, ξ), s > 0.

En el siguiente lema se presentan algunas propiedades de esta función
seccionalmente analítica, las cuales serán de gran importancia en capítulos
posteriores para el cálculo de los estimativos a priori del operador de Green y
de Frontera. De aquí en adelante K(z) = iz2 −√

z, con z > 0.
El siguiente resultado fue una herramienta fundamental en la de-

mostración tanto de la existencia como de la unicidad de la solución al prob-
lema lineal (3.2).

LEMA 4.1. Para p > 0 y arg ξ ∈
�
−π

2
, π
2

�
, se cumple

eΓ
+(p,ξ)

eΓ−(p,ξ)
=

K+(p) + ξ

K−(p) + ξ
.

DEMOSTRACIÓN. Para p, q > 0 se denota por

ln±(q − p) = lim
w→p,±Im w>0

ln(q − w).

Se observa que para q > p se satisface ln+(q − p) = ln−(q − p) y en el caso q < p

se tiene ln+(q − p) = ln−(q − p) + 2πi, de lo cual se concluye

Γ+(p, ξ)− Γ−(p, ξ) =
1

2πi

� ∞

0

�
ln+(q − p)− ln−(q − p)

� � K+�(q)
K+(q)+ξ

− K−�(q)
K−(q)+ξ

�
dq

=

� p

0

�
K+�(q)

K+(q) + ξ
− K−�(q)

K−(q) + ξ

�
dq = ln

K+(p) + ξ

K−(p) + ξ
.

Esto implica que
eΓ

+(p,ξ)

eΓ−(p,ξ)
=

K+(p) + ξ

K−(p) + ξ
,

lo cual se deseaba demostrar. �

El siguiente Lema se centra en mostar ciertas propiedades asintóticas de
la función conmutadora.
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LEMA 4.2. Para z ∈ R+ y w ∈ C \ R+ se cumple

(1) |Y (w,K(z))| ≤ C,
���e−Γ+(iz,K(z))

��� ≤ C.
(2) Γ(w,K(z)) = O({w}γ + {z}γ).
(3) Γ(w,K(z))− Γ(w, 0) = K(z)O(w−γ) para |w| > 1.
(4) ∂zΓ(iz,K(z)) = O({z}−1�z�−2).

(5) (wzΓz + zΓzw)(w,K(z)) = O(�z�−2).

DEMOSTRACIÓN. Por otra parte, utilizando que la función q → K+
1 (q)+K(z)

K−
1 (q)+K(z)

no cambia de argumento para q > 0, se infiere
(4.2)� +∞

0

�
K+�(q)

K+(q) +K(z)
− K−�(q)

K−(q) +K(z)

�
dq =

� +∞

0

d ln
K+

1 (q) +K(z)

K−
1 (q) +K(z)

= 0,

donde K(z) = iz2−√
z, z > 0. Como ln(q−w) = ln(−w)+ln(1− q

w
), de la igualdad

anterior y via el teorema de Taylor para |w| > 1, w ∈ C \ R+ se obtiene

Γ(w,−K(z)) =
1

2πi
ln(−w)

� +∞

0

�
K+�

1 (q)

K+
1 (q) +K(z)

K−�
1 (q)

K−
1 (q) +K(z)

�
dq

− 1

2πi

� +∞

0

ln(1− q

w
)

�
K+�

1 (q)

K+
1 (q) +K(z)

− K−�
1 (q)

K−
1 (q) +K(z)

�
dq

= O(�w�−γ).

De esto se concluye |Y (w,K(z))| ≤ C,
��e−Γ(±iz,K(z))

�� ≤ C con z > 0.

Para demostrar el segundo estimativo de este lema, primero se observa que

Γ+(w,K(z))− Γ+(0, 0) =
�
Γ+(w,K(z))− Γ+(0, K(z))

�
+
�
Γ+(0, K(z))− Γ+(0, 0)

�
.
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Por cálculo directo se llega a

Γ+(w,K(z))− Γ+(0, K(z)) =
1

2πi

� |w|

0

(ln(q − w)− ln q)

×
�

K+�(q)

K+(q) +K(z)
− K−�(q)

K−(q) +K(z)

�
dq

+
1

2πi

� ∞

|w|
ln(1− w

q
)

×
�

K+�(q)

K+(q) +K(z)
− K−�(q)

K−(q) +K(z)

�
dq

= I1 + I2.

Al w ∈ C \ R+ se tiene que q − w �= 0 y por tanto para w y z pequeños

(4.3) |I1| ≤ C

� |w|

0

1

qγ
q

3
2 + |K(z)| q− 1

2

|K+(q) +K(z)| |K−(q) +K(z)|dq = O(wγ + zγ).

Como
���ln(1− w

q
)
��� ≤ C(wq−1)γ y via una deducción similar a la anterior se

obtiene el resultado para I2. De forma directa se obtiene
(4.4)

Γ+(0, K(z))− Γ+(0, 0) =
K(z)

4πi

� ∞

0

ln q

×
�

K+�(q)
K+(q)(K+(q)+K(z))

− K−�(q)
K+(q)(K−(q)+K(z))

�
dq

= O(zγ).

Como Γ+(0, 0) = 0 de (4.3) y (4.4) se concluye el segundo estimativo de este
Lema.

De la igualdad (4.2) y via un cálculo directo se tiene para |w| > 1

Γ(w,K(z))−Γ(w, 0) = K(z)

∞�

0

ln
�
1− q

w

� �
K+�(q)

K+(q)(K+(q)+K(z))
− K−�(q)

K−(q)(K−(q)+K(z))

�
dq.

Utilizando

(4.5)
K±�(q) =

3

2
q +

K(q) +K(z)

q
− K(z)

q

K �(z) =
3

2
z +

K(z)

z
,
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se llega a

Γ(w,K(z))− Γ(w, 0) = K(z)

∞�

0

ln
�
1− q

w

�

×
�

q

K+(q)(K+(q) +K(z))
− q

K−(q)(K−(q) +K(z))

�
dq

+K(z)

∞�

0

1

q
ln
�
1− q

w

�

×
√
q

(K+(q) +K(z))(K−(q) +K(z))
dq

= K(z)O(w−γ)

∞�

0

O(q1+γ�q�−3 + qγ−
1
2 �q�−4)dq,

por tanto para 1
2
< γ < 1, y |w| > 1 se tiene Γ(w,K(z))− Γ(w, 0) = K(z)O(w−γ).

De esta forma el tercer estimativo ha sido demostrado.

Diferenciando bajo el signo de la integral se tiene

∂zΓ(iz,K(z)) = −
∞�

0

−i

q − iz

�
K+�(q)

K+(q) +K(z)
− K−�(q)

K−(q) +K(z)

�
dq

+K �(z)

∞�

0

ln(q − iz)∂q

�
1

K+(q) +K(z)
− 1

K−(q) +K(z)

�
,

e integrando por partes el segundo término de la expresión anterior se obtiene

∂zΓ(iz,K(z)) = −
∞�

0

1

q − iz

�
iK+�(q) +K �(z)

K+(q) +K(z)
− iK−�(q) +K �(z)

K−(q) +K(z)

�
dq.
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De (4.5) se concluye

∂zΓ(iz,K(z)) = −
∞�

0

1

q − iz

�
3

2
(iq + z) +K(z)

q − iz

qz

�

×
�

1

K+(q) +K(z)
− 1

K−(q) +K(z)

�
dq

=

√
2

2

∞�

0

�
3

2
i+

K(z)

qz

� √
q

(K+(q) +K(z))(K−(q) +K(z))
dq,

esto infiere

∂zΓ(iz,K(z)) =

∞�

0

O

�
1

K(z)

√
q√

(iq2+
√
iq)(iq2+

√−iq)
+ {z}− 1

2 �z�√
q

1
{(√q+

√
z)2}�q2+z2�

�
dq

= O({z}−1�z�−2).

El último estimativo de este lema se demuestra de forma similar a lo
previamente hecho.

Así el Lema 4.2 ha sido demostrado. �

2. Transformada seno y transformada coseno generalizada

La transformada seno de Fourier Fs (o transformada seno) y la
transformada coseno de Fourier Fc (o transformada coseno) de una función
f(x) son las transformadas integrales definidas, respectivamente, por la parte
imaginaria y por la parte real de la transformada de Fourier de f(x), esto es

(4.6) Fsφ =

�
2

π

� ∞

0

φ(x) sin px dx, Fcφ =

�
2

π

� ∞

0

φ(x) cos px dx.

En este trabajo se ha presentado la necesidad de incluir diferentes
transformadas integrales que tienen propiedades similares a las satisfechas
por Fs y Fc, algunas de estas propiedades serán estudiadas en este capítulo.

Para facilitar la lectura de este capítulo, se recuerda a continuación la
definición de las transformadas Bc y B∗

c , que ya han sido introducidas en el
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capítulo anterior ver (3.30).

(4.7) Bcφ =

� ∞

0

ψc (x, z)φ (x) dx, B∗
cφ =

1

2π

� ∞

0

ψ∗
c (x, z)φ (z) dz,

siendo

(4.8) ψc(x, z) = E−
iz(x) + E−

−iz(x),

(4.9) ψ∗
c (x, z) = eizxeΓ

+(iz,−K(z)) + e−izxeΓ
+(−iz,−K(z)) − zK �(z)Θ(z, x),

donde la función Γ es como en (4.1) y

(4.10)

Ew(y) =
1

2πi

�

iR

e−qy−Γ(q,K(z))

q − w
dq.

Θ(z, x) =
1

2π

∞�

0

e−pxψ(p, z)dp.

ψ(p, z) =

√
2

2

eΓ
+(−p,z)

√
p(K+(p)−K(z))(K−(p)−K(z))

.

Se definen de forma análoga la transformada seno generalizada Bs y la
transformada inversa seno generalizada B∗

s como

(4.11) Bsφ =

� ∞

0

ψs (x, p)φ (x) dx, B∗
sφ =

1

2π

� ∞

0

ψ∗
s (x, p)φ (p) dp,

donde

(4.12) ψs (x, p) = E−
iz(x)− E−

−iz(x),

(4.13) ψ∗
s (x, p) = z−1∂xψ

∗
c (x, z).

Como los operadores de Green G(t) y de frontera H(t) estan definidos en
base a B∗

c y Bc, se precisa estudiar el comportamiento de estos operadores en
diferentes espacios funcionales.

Las siguientes desigualdades serán altamente utilizadas a lo largo del
desarrollo de este trabajo:
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• Para a, b ∈ C con a �= b y γ ∈ [0, 1] se cumple

(4.14)
1

|a− b| ≤
1

|a|1−γ

1

|b|γ .

• Para Re(z) > 0 y η ∈ (0, 1) se tiene

(4.15) |e−z| ≤ C |z|−η.

• Considere z ∈ C con Re(z) > 0. Para γ ∈ (0, 1), se cumple

(4.16)
��e−z − 1

�� ≤ |z|γ.

• Tome z ∈ C− iR y γ ∈ (0, 1). Entonces

(4.17)
�

iR

1

|q|γ|q − z|dq ≤
1

|z|γ .

En el siguiente lema se reescriben las funciones ψc y ψs para facilitar los
estimativos posteriores.

LEMA 4.3. Considere Ew(y) como en (4.10). Entonces las funciones ψc, ψs

definidas por (4.8) y (4.12) satisfacen las siguientes igualdades

(1) ψc(z, x) = −
�
eizxe−Γ(−iz,K(z)) + e−izxe−Γ(iz,K(z))

�
+Wx(z, x)

(2) ψs(z, x) = e−izxe−Γ(−iz,K(z)) − eizxe−Γ(iz,K(z)) + zW (z, x),

donde

W (z, x) = − 1

π

∞�

0

e−px 1

p2 + z2

�
e−Γ+(p,K(z)) − e−Γ−(p,K(z))

�
dp,

K(z) = −√
z + iz2.

DEMOSTRACIÓN. Aplicando las fórmulas de Sokhotski-Plemelj (1.10)
para Re(z) = 0 se tiene que

(4.18) E−
iz (s) = −eizse−Γ(−iz,K(z)) + lim

w→iz,Re(w)>0

1

2πi

� i∞

−i∞
e−qse−Γ(q,K(z)) 1

q + w
dq.

En consecuencia

(4.19) ψc = E−
iz(x) + E−

−iz(x) = −eizxe−Γ(−iz,K(z)) + F−(x, z),
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donde

F−(x, z) = lim
w→iz,Re(w)>0

F (x, w), F (x, w) =
1

πi

� i∞

−i∞
e−qxe−Γ(q,K(z)) q

q2 − w2
dq.

Recordando que la función Γ(·, K(z)) tiene un corte en el eje real positivo y
tomando residuo en el punto p = w se reescribe la función F como
(4.20)
F (x, w) = −e−izxe−Γ(iz,K(z)) +

1

π

� ∞

0

e−qx q

q2 − w2

�
e−Γ+(q,K(z)) − e−Γ−(q,K(z))

�
dq.

Combinando (4.19) con (4.20) se obtiene el resultado deseado. De forma
similar se demuestra el resultado para ψs. Así el Lema 4.3 ha sido
demostrado. �

En el siguiente lema se exponen diferentes estimativos que satisfacen los
operadores anteriormente definidos.

LEMA 4.4. Los siguientes estimativos se satisfacen:

• �B∗
c φ̂� +�B∗

s φ̂� ≤ C�φ̂�, �B∗
c φ̂�H1 ≤ C�φ̂�H0,1

• �Bcφ� +�Bsφ� ≤ C�φ�, �Bcφ�H0,1 ≤ C�φ�H1 .

• �∂zBcφ� ≤ C
�
�φ�+ �φ�H0,1

1

�
.

DEMOSTRACIÓN. De la definición del operador B∗
c dada por (4.7) y via

Teorema de Plancherel se tiene

(4.21) �B∗
c φ̂� ≤ C�φ̂(z)�+ C

������

∞�

0

φ̂(z)zK �(z)Θ(·, z)dz

������
.

donde

(4.22) Θ(x, z) =

∞�

0

eΓ(−p,K(z))e−pxψ(p, z)dp,

ψ(p, z) =
1

p

((ip)
1
2 − (−ip)

1
2 )

(ip2 + (ip)
1
2 −K(z))(ip2 + (−ip)

1
2 −K(z))

, K(z) = iz2 −√
z.
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Aplicando la desigualdad de Hölder se infiere

(4.23)

������

∞�

0

zK �(z)φ̂(z)Θ(·, z)dz

������
≤ C

∞�

0

(1 + z2)
���φ̂(z)

��� �Θ(·, z)�dz.

Como K±(p) �= K(z) la desigualdad (4.14) garantiza que ψ satisface

|ψ(p, z)| ≤ Cp−
1
2

1

|K(z)|2−γ

1���ip2 + (ip)
1
2

���
γ

1���ip2 + (−ip)
1
2

���
γ(4.24)

≤ Cp−
1
2 {z}−1+γ �z�−4+4γ {p}−γ �p�−4γ , γ ∈ [0, 1] .

Via el Lema 4.2
��eΓ(−p,K(z))

�� ≤ C, de lo cual se concluye

|Θ(x, z)| ≤ C {z}−1+γ �z�−4− 1
2

∞�

0

1�
|p|

{p}− 1
8
−γ �p�− 1

2
−γ dp(4.25)

≤ C {z}−1+γ �z�−4− 1
2 .

Para el caso x > 1 se reescribe la función Θ como

Θ(x, z) =
e−ix

2πi

∞�

0

e(−p+i)xeΓ(−p,K(z))ψ(p, z)dp.

Observando que Re{(−p+ i)x} < 0 en vista de las desigualdades (4.15) , (4.24),
con δ > 1

2
se obtiene

(4.26)
|Θ(x, z)| ≤ C

|x|δ {z}
−1+γ �z�−4− 1

2
+γ

∞�

0

1

|p| 12 |p+ i|δ
{p}− 1

8
−γ �p�− 1

2
−γ dp

≤ C {z}−1+γ �z�−4− 1
2
+γ x−δ.

Combinando (4.25) y (4.26) se llega a

|Θ(x, z)| ≤ C

1 + |x|δ {z}
−1+γ �z�−4− 1

2
+γ , with γ ∈ (0, 1),

y como consecuencia

(4.27) �Θ(·, z)� ≤ C {z}−1+γ �z�−4− 1
2
+γ .
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De los estimativos (4.21), (4.23) y (4.27) se tiene

(4.28)
���B∗

c φ̂
��� ≤ C�φ̂�.

De forma análoga se demuestra �B∗
s φ̂� ≤ C�φ̂�. Por definición

∂xψ
∗
c (z, x) = zψ∗

sin(z, x),

por lo tanto ∂xB∗
c φ̂ = B∗

szφ̂. En consecuencia,

(4.29) �B∗
c φ̂�H1 ≤ C�φ̂�H0,1 .

Ahora, se estima la norma L2 del operador Bc. Via el Lema 4.3

ψc(z, y) = eizxe−Γ(−iz,K(z)) + e−izxe−Γ(iz,K(z)) +W (z, y),

donde

W (z, y) = − 1

π

∞�

0

e−p(y+i)eip
p

p2 + z2

�
e−Γ+(p,K(z)) − e−Γ−(p,K(z))

�
dp.

Del Lema 4.2 se sabe que e−Γ+(p,K(z)) − e−Γ−(p,K(z)) = O({p}γ�p�− 3
2 ), esto lleva a

concluir W (z, y) = O (�z�−2(y + i)γ), con γ ∈ (1
2
, 1), además como e−Γ(±iz,K(z)) =

O(1) utilizando el Teorema de Plancherel y la desigualdad de Hölder se obtiene

(4.30) �Bcφ� ≤ C�φ�.

De forma similar se demuestra �Bsφ� ≤ C�φ�. Via cálculo directo

zψc(x, z) = ∂xψs(x, z).

Por tanto integrando por partes

zBcφ(z) = Bsφ
�(z) + ψs(0, z)φ(0),

como ψs(0, z) = 0 se concluye �Bcφ�H0,1 ≤ C�φ�H1 .

Ahora se demostrará

�∂zBcφ� ≤ C
�
�φ�+ �φ�H0,1

1

�
.
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Derivando bajo el signo de la integral en la definición del operador Bc se tiene

∂zBcφ(y) =

∞�

0

∂zψc(y, z)φ(y)dy,

donde por el Teorema de Cauchy la función ψc(z, y) ha sido reescrita como

ψc(y, z) = e−Γ(−iz,K(z))
�
eizy − 1

�
+ e−Γ(iz,K(z))

�
e−izy − 1

�
+W (y, z),

con

W (y, z) =
1

πi

∞�

0

(e−py − 1)
p

p2 + z2

�
e−Γ+(p,K(z)) − e−Γ−(p,K(z))

�
dp.

En consecuencia

∂zψc(y, z) = −e−Γ(−iz,K(z))Γz(−iz,K(z))
�
eizy − 1

�

+e−Γ(iz,K(z))Γz(iz,K(z))
�
e−izy − 1

�

+iy
�
e−Γ(−iz,K(z))eizy − e−Γ(iz,K(z))e−izy

�
+Wz(y, z),

En el Lema 4.2 se demostró Γz(±iz,K(z)) = O(z−1) y por tanto se concluye
(4.31)

∂zψc(z, y) = y
�
e−Γ(−iz,K(z))eizy − e−Γ(iz,K(z))e−izy

�
+ yγO({z}−(1−γ)�z�−1) +Wz.

Por cálculo directo se tiene

(4.32)

∂zW (z, y) =

∞�

0

(e−py − 1)p∂z

�
1

p2 + z2

�
e−Γ+(p,K(z)) − e−Γ−(p,K(z))

��
dp

= z

∞�

0

(e−py − 1)
�
e−Γ+(p,K(z)) − e−Γ−(p,K(z))

�
∂p

�
1

p2 + z2

�
dp

−
∞�

0

(e−py − 1)
p

p2 + z2
(4.33)

×
�
e−Γ+(p,K(z))Γ+

z (p,K(z))− e−Γ−(p,K(z))Γ−
z (p,K(z))

�
dp,
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y via integración por partes
(4.34)

∂zW (z, y) = −zy

∞�

0

e−py 1

p2 + z2

�
e−Γ+(p,K(z)) − e−Γ−(p,K(z))

�
dp

−
∞�

0

(e−py − 1)
1

p2 + z2

×
�
e−Γ+(p,K(z))(pΓ+

z + zΓ+
p )− e−Γ−(p,K(z))(pΓ−

z + zΓ−
p )
�
dp

= J1 + J2.

Recordando que
eΓ

+(p,K(z))

K+(p) +K(z)
=

eΓ
−(p,K(z))

K−(p) +K(z)
,

se tiene

J1 = −
√
2

2
zy

∞�

0

e−py e
Γ+(p,K(z))

p2 + z2

√
p

K+(p) +K(z)
dp = zy

∞�

0

e−py e
Γ+(p,K(z))

p2 + z2
O(�p�−2)dp

Mediante la sustitución p → pz se observa

(4.35) |J1| ≤ y�z�−2.

Para la función J2 se observa

(4.36) |J2| ≤ Cyγ
∞�

0

pγ

p2 + z2
�
|pΓ+

z + zΓ+
p |+ |pΓ−

z + zΓ−
p |
�
dp ≤ Cyγ{z}1−γ�z�−2.

En consecuencia las desigualdades (4.31), (4.32), (4.35) y (4.36) junto con el
Teorema de Plancherel garantizan

�∂zBcφ� ≤ C
�
�φ�+ �φ�H0,1

1

�
.

Así el Lema 4.4 esta demostrado. �

También se precisa conocer el comportamiento de los operadores de Green y
de Frontera en el espacio H0,1. El siguiente Lema será primordial para conocer
tal comportamiento.

LEMA 4.5. El siguiente estimativo se satisface para todo t > 0
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• �B∗
c e

K(·)tφ̂�H0,1 + �t� �B∗
c e

K(·)tφ̂�H1 ≤ C
����φ̂
���
H1

+
���φ̂
���
H0,1

�
.

• �B∗
se

K(·)tφ̂�H0,1 + �t� �B∗
se

K(·)tφ̂�H1 ≤ C
����φ̂
���
H1

+
���φ̂
���
H0,1

�
.

DEMOSTRACIÓN. Se observa

B∗
ce

K(z)tφ̂ =

∞�

0

eK(z)t
�
eizxeΓ(iz,K(z)) + e−izxeΓ(−iz,K(z))

� �
φ̂(z)− φ̂(0)

�
dz

+φ̂(0)

∞�

0

eK(z)t
�
eizxeΓ(iz,K(z)) + e−izxeΓ(−iz,K(z))

�
dz

+
∞�
0

eK(z)tzK �(z)Θ(x, z)φ̂(z)dz

= J1φ̂+ J2φ̂+ J3φ̂,

donde

Θ(x, z) =
1

2π

∞�

0

e−pxeΓ(−p,K(z))

√
p(ip2 + (ip)

1
2 −K(z))(ip2 + (−ip)

1
2 −K(z))

dp.

Integrando por partes se tiene

(4.37)

xJ1φ̂ =

∞�

0

eK(z)t
�
φ̂(z)− φ̂(0)

� �
eΓ(iz,K(z))∂z(e

izx)− eΓ(−iz,K(z))∂z(e
−izx)
�
dz

= −
∞�

0

eK(z)t
�
φ̂(z)− φ̂(0)

�

×
�
eizx+Γ(iz,K(z))∂zΓ(iz,K(z))− e−izx+Γ(−iz,K(z))∂zΓ(iz,K(z))

�
dz

−
∞�

0

eK(z)t
�
φ̂z(z) +K �(z)t

�
φ̂(z)− φ̂(0)

��
(4.38)

×
�
eizxeΓ(iz,K(z)) + e−izxeΓ(−iz,K(z))

�
dz.

Combinando el Teorema de Plancherel junto con la desigualdad

|φ̂(z)− φ̂(0)| ≤ Cz
1
2�φ̂�H1 ,
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Capítulo 4. Resultados auxiliares

se infiere
������

∞�

0

�
eizxeΓ(iz,K(z)) + e−izxeΓ(−iz,K(z))

�
eK(z)tK �(z)t

�
φ̂(z)− φ̂(0)

�
dz

������

≤ C
���eΓ(iz,K(z))eK(z)tK �(z)t

�
φ̂(z)− φ̂(0)

�
dz
��� ≤ C�φ̂�H1t

�� ∞

0

e−2
√
ztdz

� 1
2

≤ C�φ̂�H1 .

De forma similar pueden ser estimados los otros términos de (4.37). De esta
forma

(4.39) �J1φ̂�H0,1 ≤ C�φ̂�H1 .

Recordando que |Γ(±iz,K(z))| ≤ {z}γ�z�− 1
2 con γ > 0 y considerando � > 0 via

Teorema de Cauchy se infiere

∞�

0

e±izxeΓ(iz,K(z))+K(z)tdz = e−ix

∞e±i��

0

ei(±z+1)xeΓ(±iz,K(z))+K(z)tdz

y como consecuencia

(4.40)

������

∞�

0

e±izxeΓ(iz,K(z))+K(z)tdz

������
H0,1

≤
∞�

0

e−
√
zt 1

|z + 1| 32
dz ≤ C �t�−1+γ .

Por lo tanto

(4.41) �J2φ̂�H0,1 ≤ C�φ̂�H1 .

Para calcular la norma H0,1 de el operador J3 se observa via la desigualdad de
Hölder

�J3φ̂�H0,1 ≤ C�φ̂�




∞�

0

e−2
√
zt|zK �2�Θ(·, z)�2H0,1dz




1
2

.

De forma similar a como se demostró en el Lema 4.4 se demuestra

�Θ(·, z)�H0,1 ≤ C{z}−1+γ�z�−4+γ ,
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Transformada seno y transformada coseno generalizada

lo cual implica

(4.42) �J3φ̂�H0,1 ≤ Ct−1+γ�φ̂�H1 .

De (4.39), (4.41) y (4.42) se concluye �B∗
ce

K(z)tφ̂�H0,1 . Como �B∗
c φ̂� ≤ C�φ̂� se

tiene
�B∗

c e
K(z)tφ̂� ≤ C�eK(z)tφ̂� ≤ C �t�−1

���φ̂
���
H1

y

�∂xB∗
c e

K(z)tφ̂� ≤ C�eK(z)tzφ̂� ≤ C

�� ∞

0

e−2
√
ztz2
���φ̂(z)

���
2

dz

� 1
2

≤ C
���φ̂(z)

���
1
2

∞

���φ̂(z)
���

1
2

�� ∞

0

e−2
√
ztzdz

� 1
2

≤ C �t�−1
����φ̂
���
H1

+
���φ̂
���
H0,1

�
.

El segundo resultado se obtiene de forma similar. Así el Lema 4.5 ha sido
demostrado. �
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Capítulo 5

DEMOSTRACIÓN DEL RESULTADO PRINCIPAL

Este capítulo se centra en estudiar el siguiente problema de valores
iniciales y de frontera, en este caso el dato de frontera que se ha considerado
es de tipo Neumann:

(5.1)

�
ut +

�
iuxx + |∂x|

1
2u
�
+ i|u|2u = 0, t > 0, x > 0,

u(x, 0) = u0(x), ux(0, t) = h(t),

El resultado principal concerniente a la ecuación (5.1) se expone en el
siguiente teorema

TEOREMA 5.1. Considere u0 ∈ Z = H1(R+)∩H0,1
1 (R+) y h ∈ Y = H1,β

∞ , β > 1
2

con �u0�Z + �h�Y ≤ �, donde � > 0 es suficientemente pequeño. Entonces existe
una única solución global al problema (5.1)

u ∈ C
�
[0,∞) ;X = H1(R+) ∩H0,1(R+)

�
.

Además la siguiente fórmula asintótica se satisfaceAdemás la siguiente
fórmula asintótica se satisface
(5.2)

u(x, t) = h(t)B∗
c

�
1

K

�
(x)+At−2Λ(xt−2)+O(t−2−γ)

�
�u0�Z + �u�3X

�
+O(t−β−γ)�h�Y,
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Estimativos a priori

con γ > 0, uniformemente con respecto t → ∞, donde K(z) = iz2 +
√
z, z > 0,

Λ ∈ L∞

Λ(s) := Fc{e−
√
z}+ 1

2π

∞�

0

e−
√
z

∞�

0

e−pzs p−
1
2

((ip)
1
2 − 1)((−ip)

1
2 − 1)

dp dz,

A := Bc

�� ∞

0

|u|2u(τ)dt+ u0

�����
p=0

+ θ(β) (Lh) (0) < ∞,

siendo θ la función característica del intervalo [1,∞), L el operador transfor-
mada de Laplace y Fc , B∗

c los operadores respectivamente definidos en (4.6) y
(4.7).

Este capítulo ha sido organizado de la siguiente forma. En la seccción
1 se obtienen estimaciones para los operadores de Green y de Frontera en
los espacios H0,1(R+), H1(R+) y en base a estos estimativos se demuestra el
Teorema 5.1 en la sección 2.

1. Estimativos a priori

En esta sección se presentan ciertas propiedades que satisfacen los
operadores G(t), H(t) en diferentes espacios funcionales, junto con las
propiedades asintóticas de los mismos, lo cual permitirá demostrar tanto
la existencia y la unicidad de la solución como analizar su comportamiento
asintótico. Como ya se demostró en el capítulo tres la solución al problema
lineal asociado a (5.1) esta dada por

u(x, t) = G(t)u0 +H(t)h,

donde el operador de Green y el operador de frontera están dados por

(5.3) G(t)φ = B∗
c{eK(p)tBcφ}, K(z) = ip2 −√

p.

(5.4) H(t)h = iB∗
c





t�

0

eK(p)(t−τ)h(τ)dτ



 ,
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Capítulo 5. Demostración del resultado principal

con Bc, B∗
c como en (4.7). En el siguiente lema se estima la norma del operador

de Green en H0,1(R+), H1(R+), así como el comportamiento asintótico del
mismo.

LEMA 5.1. El siguiente estimativo se cumple

�t�2�G(t)φ�∞ + �t��G(t)φ�H1 + �G(t)φ�H0,1 ≤ C
�
�φ�H0,1

1
+ �φ�H1

�
.

Además

(5.5) G(t)φ = t−2Λ(xt−2)�φ(0) +O(t−2−γ)
�
�φ�H0,1

1
+ �φ�H1

�
,

donde �φ = Bcφ, Λ ∈ L∞(R+),

(5.6) Λ(s) = Fc{e−
√
z}+ 1

2π

∞�

0

e−
√
z

∞�

0

e−pzs p−
1
2

((ip)
1
2 − 1)((−ip)

1
2 − 1)

dp dz.

DEMOSTRACIÓN. En adelante se denota �φ = Bcφ, como �φ(0) �= 0, para
demostrar la fórmula asintótica de G(t)φ, se reescribe este operador como

(5.7)
G(t)φ = �φ(0)B∗

c{eK(z)t}+ B∗
c{eK(z)t[�φ(z)− �φ(0)]}

= J1(t)φ+ J2(t)φ.

De (4.9) se infiere que ψ∗
c (x, z) satisface

ψ∗
c (x, z) =


2 cos zx+

1

2π

∞�

0

e−pxψ1(p, z)dp


+R1(x, z) +R2(x, z),

donde

ψ1(p, z) =

√
2

2

�
z

p

1

((ip)
1
2 −√

z)((−ip)
1
2 −√

z)
,

R1(x, z) = eizx
�
eΓ(iz,K(z)) − 1

�
+ e−izx

�
eΓ(−iz,K(z)) − 1

�
,

y

R2(x, z) = C

∞�

0

e−px [ψ(p, z)− ψ1(p, z)] dp.
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Estimativos a priori

Por el Lema 4.2 se sabe que eΓ(±iz,K(z)) − 1 = O(zγ) y como consecuencia
R1(x, z) = O(zγ). Ahora se estima R2, para esto denótese ψ(p, z) = eΓ(−p,z)λ(p, z)

con

λ(p, z) =

√
2

2

1√
p(K+(p)−K(z))(K−(p)−K(z))

,

y así se observa

ψ(p, z) − ψ1(p, z)

= eΓ(−p,K(z)) (λ(p, z)− ψ1(p, z)) +
�
eΓ(−p,K(z)) − 1

�
ψ1(p, z),

como

|λ(p, z)− ψ1(p, z)| ≤ C |ψ1(p, z)|
�����z

3
2 + p4γz−γ +

z4 + z
3
2 + z2p

1
2

((ip)
1
2 −√

z)((−ip)
1
2 −√

z)

����� .

Por lo tanto

R2(x, z)=
1

2π

∞�

0

e−pxY (−p,K(z))

× (λ(p, z)− ψ1(p, z)) + (Y (−p,K(z))− Y (−p, 0))ψ1(p, z)dp

=

∞�

0

e−pxψ1(p, z)O(z
3
2 + p4γz−γ +

z4 + z
3
2 + z2p

1
2

((ip)
1
2 −√

z)((−ip)
1
2 −√

z)
+ zγ)dp.

Mediante el cambio de variables p → pz y la igualdad

ψ1(pz, z) =
√
2z−1 (p)−

1
2

((ip)
1
2 − 1)((−ip)

1
2 − 1)

,

se obtiene

R2(x, z) =

∞�

0

e−pxψ1(zp, z)O(z
3
2 + p4γz4γ−γ +

z4 + z
3
2 + z2p

1
2

z((ip)
1
2 − 1)((−ip)

1
2 − 1)

+ zγ)zdp

= O(zγ).

Por lo tanto

(5.8) ψ∗
c (x, z) = 2 cos zx+

1

2π

∞�

0

e−pzx p−
1
2

((ip)
1
2 − 1)((−ip)

1
2 − 1)

dp+O(zγ),
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Capítulo 5. Demostración del resultado principal

de lo cual se infiere

(5.9) J1(t)φ = t−2Λ(xt−2)�φ(0) +O(t−2−γ)��φ�L∞ ,

siendo

Λ(s) = Fc{e−
√
z}+ 1

2π

∞�

0

e−
√
z

∞�

0

e−pzs p−
1
2

((ip)
1
2 − 1)((−ip)

1
2 − 1)

dp dz.

Como

φ̂(z)− φ̂(0) =

� z

0

φ̂z(z)dz,

via desigualdad de Hölder se tiene
���φ̂(z)− φ̂(0)

��� ≤ C
√
z�φ̂z�,

de lo cual

|J2(t)φ| ≤ C�φ̂�H1

∞�

0

e−
√
zt
√
z|ψ∗

c (z, x)|dz,

y utilizando que ψ∗
c (z, x) = O(1) se obtiene

(5.10) |J2(t)φ| ≤ Ct−3�φ̂�H1 .

En vista de que
���φ̂(0)

��� ≤ C��φ�H1, via el Lema 4.5, y los estimativos (5.7), (5.9)
y (5.10) se obtiene (5.5). Además de esto

(5.11) �G(t)φ�∞ ≤ Ct−2
�
�φ�H0,1

1
+ �φ�H1

�
, para t > 1.

Por el Lema 4.5 se sabe que �B∗
ce

K(z)tφ̂�H0,1 + �t� �B∗
ce

K(z)tφ̂�H1 ≤ C�φ̂�H1 . Lo
cual implica

�G(t)φ�H0,1 + �t� �G(t)φ�H1 ≤ C (�Bcφ�H1 + �Bcφ�H0,1) .

Asimismo el Lema 4.4 garantiza

�Bcφ�H0,1 ≤ C�φ�H1 , �Bcφ�H1 ≤ C
�
�φ�+ �φ�H0,1

1

�
.

De esta forma el Lema 5.1 ha sido demostrado. �
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Estimativos a priori

El siguiente Lema se centra en el estudio del operador de frontera

H(t)h = iB∗
c





t�

0

eK(p)(t−τ)h(τ)dτ



 ,

se analiza su comportamiento en diferentes espacios funcionales así como su
expresión asintótica.

LEMA 5.2. Para h ∈ Y = H1,β
∞ (R+), β > 1

2
se satisface:

�t�β �H(t)h�H1 + �H(t)h�H0,1 ≤ C�h�Y.

Además de esto

H(t)h = h(t)B∗
c

1

K(z)
+ t−1−β �h�Y , β ≤ 1,(5.12)

H(t)h = h(t)B∗
c

1

K(z)
+ t−2Λ(xt−2)�h(0) + t−β−γ �h�Y , β > 1,

donde Λ(s) ∈ L∞ given by (5.6).

DEMOSTRACIÓN. Via el Lema 4.4 �B∗
c φ̂�H1 ≤ C�φ̂�H0,1 . Por cálculo directo

se tiene

(5.13) �H(t)h�H1
≤ C

� t
2

0

dτ |h(τ)|
�� ∞

0

e−2
√
z(t−τ)(1 + z2)dz

� 1
2

+ ��z�h2(z, t)� ,

donde h2(z, τ)

h2(z, t) =

� t

t
2

eK(z)(t−τ)h(τ)dτ.

Al h ∈ H1,β
∞ se sabe que |h(t)| ≤ C �t�−β �h�H1,β

∞
y por tanto para |z| < 1 se

cumple

(5.14)

|h2(z, t)| ≤ �h�H1,β
∞

� t

t
2

e−
√
z(t−τ) �τ�−β dτ

≤ C �t�−β �h�H1,β
∞

� t

t
2

e−
√
z(t−τ)dτ

≤ C �t�−β �h�H1,β
∞

{z}− 1
2 .

100



Capítulo 5. Demostración del resultado principal

Integrando por partes se tiene para |z| ≥ 1

h2(z, t) =
1

K(z)

�
h(t)− eK(z) t

2h(
t

2
)−
� t

t
2

eK(z)(t−τ)hτ (τ)dτ

�

de lo cual se concluye

(5.15)
|h2(z, t)| ≤ |z|−2 �h�H1,β

∞
�t�−β

�
1 +

� t

t
2

e−
√
z(t−τ)dτ

�

≤ C |z|−2 �t�−β �h�H1,β
∞

.

Las estimaciones (5.14) y (5.15) infieren

(5.16) �h2(z, t)�H0,1 ≤ �t�−β �h�H1,β
∞

.

Por otra parte
(5.17)�����

� t
2

0

dτ |h(τ)|
�� ∞

0

e−2
√
z(t−τ)(1 + z2)dz

� 1
2

����� ≤ C

� t
2

0

dτ
|h(τ )|
(t− τ)

≤ �t�−β �h�H1,β
∞

.

Aplicando (5.16), (5.17) en (5.13) se concluye

(5.18) �t�β �H(t)h�H1 ≤ C�h�Y

Para estimar la norma del operador H en el espacio H0,1 primero se observa

�H(t)h�H0,1 ≤ C

t�

0

�H(t− τ, ·)�H0,1 |h(τ )|dτ,

donde

H(s, x) = B∗
c{eK(z)s}

De forma similar a como se estimaron los operadores J2 y J3 en el Lema 4.5 se
demuestra

�H(s, ·)�H0,1 ≤ Cs−1+γ .
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Estimativos a priori

De esto se concluye

�H(t)h�H0,1 ≤ C

t�

0

(t− τ)−1+γ|h(τ )|dτ

≤ C �h�H0,β
∞

t�

0

(t− τ)−1+γ (1 + τ)−β dτ ≤ C �h�H0,β
∞

.

Así el primer estimativo ha sido demostrado
Ahora, se estudiará el comportamiento asintótico del operador H(t). Para esto
se reescribe

(5.19) h1(z, t) = eK(z)t

� t

0

e−K(z)τh(τ)dτ = h11(z, t) + h12(z, t),

donde

h11(z, t) = eK(z)t

� t
2

0

h(τ)dτ +

� t
2

0

eK(z)(t−τ)
�
1− eK(z)τ

�
h(τ)dτ

y

h12(z, t) =

� t

t
2

eK(z)(t−τ)h(τ)dτ

=
1

K(z)
h(t)− 1

K(z)
eK(z) t

2h(
t

2
)− 1

K(z)

� t

t
2

eK(z)(t−τ)h�(τ)dτ.

Como
��1− eK(z)τ

�� ≤ Cz
γ
2 τ γ. Via (5.8) del Lema 5.1 se tiene

B∗
ch11(z, t) = t−2Λ(xt−2)

� t
2

0

h(τ)dτ +

� t
2

0

O((t− τ)−2−γ)τ γh(τ)dτ

= t−2Λ(xt−2)

� t
2

0

h(τ)dτ +max(t−2−γ , t−1−β−γ) �h�H0,β
∞

.

Mediante el cambio de variable z → zt−2 se obtiene

(5.20) h(
t

2
)B∗

c

1

K(z)
eK(z) t

2 = |h(t)|O(t−1),

y
1

K(z)

� t

t
2

eK(z)(t−τ)h�(τ)dτ = O(h�(t))
1

K(z)
,
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Capítulo 5. Demostración del resultado principal

de lo cual se infiere

(5.21) B∗
c

1

K(z)

� t

t
2

eK(z)(t−τ)h�(τ)dτ = O(h�(t)).

Así las desigualdades (5.19) -(5.21) implican

H(t)h = h(t)B∗
c

1

K(z)
+ t−2Λ(xt−2)

� t
2

0

h(τ)dτ +max(t−2−γ , t−1−β) �h�Y .

Por tanto si β ≤ 1 se tiene

H(t)h = h(t)B∗
c

1

K(z)
+ t−β−γ �h�Y .

En caso contrario si β > 1 se observa

H(t)h = h(t)B∗
c

1

K(z)
+ t−2Λ(xt−2)�h(0) + t−2−γ �h�Y .

De esta forma el Lema 5.2 esta demostrado. �

2. Demostración del Teorema 5.1

Plan de prueba: Esta demostración se realizará en dos pasos.

: Paso 1: Se define un operador A que actua sobre cierto espacio
funcional, vía el principio de Duhamel los puntos fijos a este operador
A solucionan (5.1) en un sentido semiclásico (ver definición 1.6). La
meta en este paso es mostar que existe un único punto fijo de este
operador.

: Paso 2: Utilizando el comportamiento para tiempos grandes de los
operadores G(t) y H(t) mostrado en los lemas 5.1 y 5.2 se demuestra la
fórmula asintótica para la solución.

Via principio de Duhamel la solución a (5.1) satisface la siguiente ecuación
integral

(5.22) u(x, t) = G (t) u0 +H (t) h−
� t

0

G (t− τ)N (u)(τ) dτ,

donde N (u) = |u|2u. Se denota por Z := H1(R+) ∩H0,1
1 (R+), Y = H1,β

∞ , β > 1
2

con

�φ�Z := �φ�H1 + �φ�H0,1
1

.

103



Demostración del Teorema 5.1

Considere el espacio funcional

X :=
�
φ ∈ C

�
[0,∞);H1(R+) ∩H0,1(R+)

�
: �φ�X < ∞

�
,

donde

�φ�X := sup
t≥0

�
�t� 1

2 �φ(t)�H1 + �φ(t)�H0,1 + �t�ρ �φ(t)�L∞

�
,

con ρ = min{2, β} > 1
2
. Para mostar que el operador

(5.23) Au := G (t) u0 −
� t

0

G (t− τ)N (u)(τ) dτ +H (t) h,

es un mapeo de contracción sobre Xr = {v∈ Xr : �v�X ≤ r }, donde r =

2C (�u0�Z + �h�Y) es suficientemente pequeño, primero se demuestra

(5.24)

������

t�

0

G (t− τ) (|v|2v)dτ

������
Xr

≤ C �v�3Xr
.

Para esto observe que si v ∈ Xr se tiene
��|v|2v(τ)

��
H1 ≤ C�v�2L∞�v�H1 ≤ C�τ�−2ρ�v�3Xr

.(5.25)
��|v|2v(τ)

��
H0,1

1
≤ C�v�L∞�v��v�H0,1

1
≤ �τ�−ρ− 1

2�v�3Xr

Del Lema 5.1 se cumple

�t� �G (t)φ�H1 + �G (t)φ�H0,1 ≤ C
�
�φ�H1 + �φ�H0,1

1

�
.

Por lo tanto via (5.25)

√
t

������

t�

0

G (t− τ) (|v|2v)dτ

������
H1

≤ C�v�3Xr

√
t

∞�

0

1

1 + �t− τ��τ�
−1−γ dτ ≤ C �v�3Xr

,

y

������

t�

0

G (t− τ) (|v|2v)dτ

������
H0,1

≤ C�v�3Xr

∞�

0

�τ�−1−γ dτ ≤ C �v�3Xr
.
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Capítulo 5. Demostración del resultado principal

De forma similar, via el Lema 5.1 se tiene

�t�ρ
������

t�

0

G (t− τ)(|v|2v)dτ�∞ ≤ C �t�ρ �v�3X

×




�������

t
2�

0

1

(t− τ)2
�t�−3ρ dτ

�������
+ C

�������

t�

t
2

1

(t− τ)γ
�t�−3ρ dτ

�������




≤ C�v�3X.

Así (5.24) esta demostrado. Nuevamente via el Lema 5.1 se tiene �G (t) u0�X ≤
C �u0�Z , y del Lema 5.2 se infiere �H (t) h�X ≤ C �h�Y . Como consecuencia
para v∈ Xr

�A(v)�Xr
≤ �G (t) u0�X +

������

t�

0

G (t− τ)N (v)(τ )dτ

������
X

+ �H (t) h�X

≤ C
�
�u0�Z + �v�3Xr

+ �h�Y
�
≤ r

2
+ r3

≤ r.

Por lo tanto, el operador A transforma la bola Xr en si mismo. De igual forma
se estima que el operador A actuando en la diferencia entre dos funciones v,

w ∈ Xr satisface

�A(v)−A(w)�Xr
≤

������

t�

0

G (t− τ) (N (v)(τ)−N (w)(τ )) dτ

������
X

≤ C �v − w�X (�v�X + �wr�X)
2

≤ Cr2 �v − w�Xr
≤ 1

2
�v − w�Xr

,

pues r > 0 es considerado suficientemente pequeño. En consecuencia A es un
operador de contracción sobre Xr y así por el Teorema del Punto Fijo existe
una única solución u∈ X al problema de valores iniciales y de frontera (5.1).
Ahora se demostrará la fórmula asintótica 5.2. De los Lemas 5.1 y 5.2 se tiene
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Demostración del Teorema 5.1

(5.26) G(t)u0 +H(t)h = h(t)B∗
c

1

K(z)
+ t−2Λ(xt−2)

�
�u0(0) + θ(β)�h(0)

�
+R,

donde θ(β) = 1 para β > 1 y θ(β) = 0 cuando β ≤ 1, �φ(p) = Bcφ, �h(p) = Lh,
Λ ∈ L∞(R+) esta definido por (5.6) y

R = t−2−γ�u0�Z + t−β−γ �h�Y .

Así para t > 1 se observa
(5.27)� t

0

G (t− τ)N (u)(τ) dτ =

� t
2

0

G (t)N (u)(τ ) dτ +

� t

t
2

G (t− τ)N (u)(τ) dτ

+

� t
2

0

[G (t− τ)− G (t)]N (u)(τ) dτ.

Via 5.26 se tiene

� t
2

0

G (t)N (u)(τ ) dτ = t−2Λ(xt−2)



� ∞

0

BcN (u)(τ)(0)dτ −
∞�

t
2

BcN (u)(τ)(0)dτ




+O(t−(2+δ))

t
2�

0

�
�N (u)(τ)�H0,1

1
+ �N (u)(τ)�H1

�
dτ.

Utilizando

|BcN (u)(τ)(0)| ≤ C�N (u)(τ)�L1 ≤ C�u(τ)�2L∞ �u�H0,1
1

≤ C�τ�−(1+γ)�u�3X, γ > 0,

se conluye que existe una constante A

A =

� ∞

0

BcN (u)(τ)(0)dτ ≤ ∞,

tal que

(5.28)
� t

0

G (t)N (u)(τ ) dτ = t−2AΛ(xt−2) + t−(2+γ))�u�3X.

Como �∂tG(t)φ�∞ ≤ Ct−3(�φ�H0,1 + �φ�H1) se concluye

(5.29)
� t

2

0

[G (t− τ)− G (t)]N (u)(τ) dτ = O(t−3)�u�3X.
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Capítulo 5. Demostración del resultado principal

Del Lema 5.1 se tiene
(5.30)� t

t
2

G (t− τ)N (u)(τ) dτ = �u�3X
� t

t
2

O(�t− τ�−2�τ�−(1+γ))dτ = O(t−(2+δ))�u�3X.

De (5.27)-(5.30) se obtiene

(5.31)
� t

0

G (t− τ)N (u)(τ) dτ = t−2AΛ(xt−2) +O(t−(2+δ))�u�3X.

Combinando (5.26) y (5.31) con (5.22) se infiere (5.2). El teorema 5.1 esta
demostrado.
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APÉNDICES

Apéndice A. Criterio de Cauchy para integrales impropias
Sea Y un conjunto y supongamos que, para cada y ∈ Y fijo, la función f(x, y)

esta definida sobre el intervalo [a, b), con −∞ < a < b ≤ +∞, y toma valores
numéricos. Supóngase que para cualquier c ∈ (a, b) la función f es integrable
sobre [a, c]. Entonces, la integral impropia

� b

a

f(x, y)dx, y ∈ Y,

es convergente si, y sólo si, para � > 0 y y ∈ Y , existe η ∈ (a, b) tal que, para
todo η1 y η2 que satisfacen la condición η < η1, η2 < b, se cumple

����
� η2

η1

f(x, y)dx

���� < �, y ∈ Y.

Ver [58].

Apéndice B. Teorema de Weierstrass.
Sea D ⊂ C un demínio y fn una sucesión de funciones holomorfas en D tal

que la serie
�

fν converge uniformemente sobre compactos en D a f . Entonces
f es una función holomorfa en en D y para cada k ∈ N la serie

�
f
(k)
ν converge
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sobre compactos en D a f (k):

f (k)(z) =
�

f (k)
ν (z), z ∈ D.

Apéndice C. Soluciones Generalizadas.
Pocas ecuaciones diferenciales parciales pueden ser resueltas en el sentido

clásico (ej. ecuación de Laplace), pero para muchas otras no se puede encontrar
este tipo de soluciones. Considere por ejemplo la siguiente ecuación

(C.1) ut + F (u)x = 0,

la cual describe diferentes fenómenos que envuelven la dinámica de fluidos, y
en particular modela la formación y propagación de ondas de choque. Por otra
parte, algunas ondas de choque están descritas por funciones no continuas, así
si se desea estudiar las leyes de conservación envueltas en (C.1) y compararlas
con la física subyacente en este fenómeno, por tal motivo se precisa permitir
la existencia de soluciones u, las cuales no son continuamente diferenciables
o incluso continuas. En general, es muy conocido, que las ecuaciones que
describen algunas leyes de conservación no tienen soluciones clásicas, pero
éstas pueden ser resueltas en un sentido generalizado o dicho de otra forma
tienen solución débil.

Definición C.1 Para un operador pseudodifferencial K, la función u ∈
C([0, T ),Hs(R)) se dice que es una solución generalizada (o solución débil) de
la ecuación ut +Ku = 0, si para cada función v ∈ S(R) se cumple

�

R

�

R

u[vt +Kv]dxdt = 0.

De la definición anterior se observa que las soluciones débiles son buscadas
en el espacio dual topológico, esto en en S �(R) el cual es comunmente conocido
como espacio de funciones generalizadas o espacio de distribuciones. Una
distribución bastante conocida es la delta de Dirac δ, la cual viene definida
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por la siguiente fórmula integral:
�

R

δ(x− a)f(x)dx = f(a).

Es frecuente que en física la delta de Dirac se use como una distribución
de probabilidad idealizada; técnicamente, de hecho, es una distribución (en
el sentido de Schwartz). Para mas información sobre estos tópicos puede
consultar [23], [18] Cap. 3, [19] Cap. 12, [57] Cap. 1, [49] Cap. 1.

Apéndice D. Principio de Duhamel
Considere el problema de valores iniciales y de frontera

(D.1)





vt + Lv = 0, x > 0, t > 0

v(x, 0) = v0(x)

vx(0, t) = 0.

Denótese por G(t)v0 la solución a (D.1). Entonces la función

w(x, t) = G(t)v0 +

t�

0

G(t− τ)f(τ)dτ,

satisface la ecuación diferencial

(5.32) wt + Lw = f

con condición inicial w(x, 0) = v0(x) y dato de frontera de tipo homogéneo, esto
es w(0, t) = 0. (Ver [38]).
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