
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTÓNOMA DE MÉXICO
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Ángel, Mariana, David, Mario, Michelle y algunos que al momento de redactar
estas lı́neas omito porque la mente a veces no es tan ágil como uno quisiera.
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Resumen

Este trabajo abarca el estudio de sistemas autogravitantes bajo el marco de
la relatividad numérica en configuraciones particulares que presentan simetrı́a
esférica o rotacional, ahondando también en el formalismo matemático em-
pleado. Uno de los objetivos principales de esta tésis fue el de la inclusión de
campos electromagnéticos en los escenarios estudiados.

En el caso en simetrı́a esférica se muestran los desarrollos de tres trabajos
que han sido publicados recientemente. El primero de ellos [13] trata acerca de
la implementación de condiciones de un conjunto de condiciones de frontera
basadas en la estructura hiperbólica del sistema de ecuaciones de evolución, las
cuales están adaptadas a las constricciones en el sentido de que minimizan las
reflexiones espurias y las violaciones residuales a las constricciones convergen
a cero consistentemente al aumentar la resolución en las simulaciones. El se-
gundo de trabajo [191] consiste en el estudio del colapso de configuraciones de
campo escalar acoplado al campo electromagnético y las posibles implicaciones
de este fenómeno a la conjetura de censura cósmica. Para las dos familias de
datos iniciales empleadas se encontró que la configuración final presenta un
horizonte aparente y la geometrı́a tiende a la de un agujero negro estacionario
con carga. Se observa que esto ocurre dado que la interacción electromagnética
entre las dos componentes del campo escalar complejo tiende a neutralizar la
configuración en una escala de tiempo menor que el tiempo de colapso. Esta
sección finaliza con un estudio del colapso de un campo escalar real en un uni-
verso en expansión [192]. Se observa que para configuraciones suficientemente
extensas el contraste de densidad crece de manera casi indistinguible a como
lo hace la materia oscura frı́a modelada como un fluı́do perfecto sin presión.



Las diferencias ocurren una vez que el colapso entra en un régimen de campo
fuerte en el que se observa que el campo escalar tarda más tiempo en llegar a
un colapso total. Estos resultados se alinean con la hipótesis de que el campo
escalar puede constituı́r un tipo de materia oscura viable que da formación a la
estructura cósmica observada actualmente a partir de pequeñas fluctuaciones
primigenias sobre un fondo cosmológico casi homogéneo e isotrópico.

El capı́tulo que trata acerca de sistemas con simetrı́a axial contiene el desa-
rrollo de la formulación BSSN adaptada a esta simetrı́a incluyendo los casos que
presentan rotación, ası́ como los detalles de la regularización en el eje. Con esta
formulación de las ecuaciones de evolución se desarrolló un código numérico
que fue aplicado en el estudio de la colisión frontal de agujeros negros con carga
eléctrica utilizando el formalismo de punturas móviles.



Abstract

This work is about the study of self-gravitating systems using the framework of
numerical relativity for particular configurations that present either spherical or
axial symmetry, also making emphasis on the mathematical formalism. One of
the main objectives of this work was the inclusion of dynamical electromagnetic
fields in the studied scenarios.

For the spherically symmetric case we show three works that got published
recently. The first one [13] deals with the development and implementarion of
a set of boundary conditions based on the hyperbolic structure of the evolution
system, which is adapted to the constraint equations in the sense that spurious
reflections are minimized and the residual violations to the constraint equations
converge to zero consistently as one increases the resolution of the simula-
tions. The second work in this line [191] is a study of the collapse of charged
scalar fields coupled to the electromagnetic field, and the possible link of the
outcome of this phenomena to the cosmic censorship hypotesis. We found for
both sets of initial data that the final configuration has an apparent horizon and
the geometry approaches that of a charged stationary black hole. This happens
because the electromagnetic interaction between both components of the com-
plex scalar field tends to neutralize the configuration on a shorter timescale
than the collapse time. This section closes with a study aof the collapse of a
real scalar field in an expanding universe [192]. It is observed that for extened
configurations the density contrast grows in a way that mimicks well the growth
associated to cold dark matter modeled as a pressureless perfect fluid. The dif-
ferences are present once the collapse is in a regime of strong field and it is
observed that the scalar field collapses later than the pressureless fluid. These



results support the hypothesis that a scalar field can be a type of dark matter
viable in the sense that it can drive the formation of the cosmic structure ob-
served today from small perturbations of an almost homogeneous and isotropic
cosmological background.

The part of this thesis dealing with axisymmetric systems contains the theo-
retical development of the adapted BSSN formulation even for rotating scenarios,
as well as the details taken into account when dealing with the regularisation
of the axis. Based on this formulation of the evolution system we developed a
numerical code that was used to study the head on collision of charged black
holes using the moving puncture formalism.
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2.1.3 Hiperbolicidad de las ecuaciones de Maxwell . . . . . . . 67

2.2 Campo escalar complejo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

2.2.1 Formulación Hamiltoniana . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

2.2.2 Tensor de energı́a-momento del campo escalar . . . . . . 71

2.2.3 Campo escalar con interacción electromagnética . . . . . 71
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4.2 El código OllinAxis2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190

4.3 Pruebas numéricas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198

4.3.1 Dinámica de norma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198

4.3.2 Campo escalar real . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205

4.3.3 Agujeros Negros . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211

4.4 Colisión frontal de agujeros negros cargados . . . . . . . . . . . 223

4.4.1 Ecuaciones de Maxwell en axisimetrı́a . . . . . . . . . . . 223

4.4.2 Datos iniciales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 225

4.4.3 Condiciones de frontera para el campo
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Prefacio

Este trabajo recolecta resultados y desarrollos en torno al estudio de fenómenos
gravitatorios en el marco de la teorı́a más exitosa a la fecha para su descripción:
la Relatividad General [79, 78]. Esta se sustenta en principios muy simples que
pueden resumirse en que la dinámica de la materia se da en un espacio-tiempo
curvo, y dicha curvatura se determina por cómo se distribuye la materia en el
mismo. No obstante a su simplicidad conceptual, Albert Einstein al proponerla
identificó la complejidad matemática de la teorı́a e hizo notar la necesidad
de abordar métodos de aproximación a las soluciones de las ecuaciones de
campo. En los últimos 50 años, en paralelo a los grandes avances en cómputo
e informática, ha surgido y se ha consolidado la rama de Relatividad Numérica
que aborda ampliamente distintas estrategias de aproximación a las soluciones
de las ecuaciones de campo y el análisis numérico de las mismas, usando como
metodologı́a principal el reconstruir la geometrı́a del espacio-tiempo como un
problema de valores iniciales. La complejidad de las ecuaciones y las dificultades
encontradas al explorar estrategias de aproximación han sido tales que han
hecho de esta rama un área muy prolı́fica que incursiona directamente en
temas de matemáticas, fı́sica y cómputo. Es importante recalcar que el avance
más importante en esta rama se dio cuando se hizo notorio que la comprensión
de las propiedades analı́ticas del problema de valores iniciales era critica para la
implementación de métodos de aproximación robustos. Fue entonces cuando
un las ecuaciones mismas se convirtieron en un objeto fundamental de estudio
en Relatividad Numérica y es por ello que esta es una de las disciplinas fı́sicas
que se desarrollan con mayor rigor matemático.

La Relatividad Numérica comenzó con el trabajo pionero de Hahn y Lind-
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quist [100], en el que se intentó estudiar el problema de dos cuerpos puntuales
en Relatividad General cuando aún no se acuñaba el término agujero negro.
Afortunadamente a la fecha existen en la literatura diversos textos especializa-
dos y artı́culos de revisión en el tema que vale la pena aquı́ mencionar, tanto
porque funcionan como material introductorio y porque abarcan detalles muy
especı́ficos [4, 45, 30, 156, 89, 95, 203, 119, 61, 67, 104]. El planteamiento de
las ecuaciones de Einstein como un problema de valores iniciales es conocido
desde la formulación Hamiltoniana estudiada por Arnowitt, Deser y Misner [20]
(cuya motivación era cuantizar la gravedad siguiendo el formalismo canónico),
y posteriormente se difundió más con la reformulación más intuitiva hecha
por York [205]. Gran parte de los esfuerzos iniciales en Relatividad Numérica
se enfocaron inicialmente en el estudio de la colisión frontal de agujeros ne-
gros, ya que el poder de cómputo en esas décadas no era suficiente para hacer
viables los estudios en tres dimensiones. Por otro lado, el estudio de escena-
rios con simetrı́a axial y/o esférica es sensible a patologı́as inducidas por usar
coordenadas adaptadas, de modo que muchos avances se dieron para lograr
la colisión frontal y extraer la información asociada a las ondas gravitacionales
emitidas en este tipo de eventos. Cuando en la década de 1990 la capacidad
de cómputo alcanzó niveles que hicieron viable la simulación de escenarios
tridimensionales el desarrollo se movió en esta dirección, incluso cuando los
escenarios presentaban simetrı́as que redujeran su dimensionalidad efectiva.
Con este cambio surgió otro problema por el cual la colisión de agujeros negros
orbitantes tardó otros quince años en resolverse satisfactoriamente, ya que al
utilizar la formulación ADM-York en tres dimensiones el problema de valores
iniciales asociado no resulta bien puesto y con ello el error asociado a las aproxi-
maciones numéricas es suficiente para generar inestabilidades. Eventualmente,
mediante el estudio de las propiedades de hiperbolicidad de distintas reformu-
laciones de las ecuaciones de evolución (y el estudio de condiciones de norma
que permitieron el formalismo de punturas móviles) se obtuvieron en 2005
las primeras simulaciones exitosas de la colisión de agujeros negros orbitantes
[151, 56]. Un recuento más detallado del desarrollo de la Relatividad Numérica
se encuentra en el review reciente de Cardoso, et al. [61].

Cabe mencionar que hacia la década del 2000 habı́a bastante tensión en
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tanto al problema de dos cuerpos en Relatividad General ya que las primeras
versiones de los proyectos de detección directa de ondas gravitacionales (LIGO,
VIRGO, TAMA, GEO600) estaban en desarrollo y aún estaba en jaque si se
predecirı́a teóricamente la señal asociada a colisiones de agujeros negros antes
de que los interferómetros estuvieran en lı́nea. A la fecha no se han registrado
mediciones directas exitosas y los experimentos se encuentran en fase de ajuste
para aumentar el umbral de sensitividad. Se espera que utilizando los patrones
de señales generados mediante simulaciones se incremente la posibilidad de
extraer señales fı́sicas en el “data-stream” que contiene mucho ruido. Otra
lı́nea que apoya en la detección directa de ondas gravitacionales consiste en
considerar colisiones altamente energéticas y la interacción de los objetos con
un medio material. De este modo se espera que cuando la colisión se da en
un medio ionizado se produzcan señales electromagnéticas que se puedan
correlacionar con señales gravitacionales.

Los logros de la Relatividad General son evidentes en situaciones ajenas al
dominio cotidiano de la fı́sica Newtoniana. No obstante, no se puede considerar
como la teorı́a definitiva en base a las observaciones actuales. Primeramente, no
se tiene un entendimiento de la gravedad a un nivel microscópico al mismo nivel
que la también exitosa teorı́a cuántica de campos que ha sido capáz de dar una
descripción acertada de las demás interacciones de la naturaleza y la materia
sujeta a estas a un nivel fundamental. Se especula que de lograrse una formu-
lación cuántica de la gravitación las predicciones “patológicas” (singularidades)
se eviten naturalmente y entonces la naturaleza no dependa de mecanismos de
autocensura para ser descrita consistentemente aún bajo la presencia de estas.
La investigación en esta dirección es un tema de alto interés en la actualidad
y ha arrojado resultados parciales esperanzadores, principalmente en las lı́neas
de la gravitación cuántica de lazos [21]. Por otro lado, las observaciones cos-
mológicas actuales sugieren que para entender el universo a gran escala en el
marco de la Relatividad General1 el contenido de materia luminosa es apenas
del orden del 5%; para reproducir la dinámica a nivel galáctico y superior se
requiere un contenido de materia unas cinco veces superior al inferido por ob-

1Otra posible explicación se da al modificar la dinámica a escalas galácticas/cosmológicas,
aunque aún no es claro que una teorı́a en esta dirección pueda explicar todos los fenómenos.
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servaciones en el espectro electromagnético, y para explicar la fase actual de
expansión acelerada se requiere un contenido energético que produzca repul-
sión gravitatoria y que se ajusta muy bien cuando se considera la Relatividad
General con una constante cosmológica. La naturaleza de estas componentes
“oscuras” (materia y energı́a oscuras, respectivamente) es aún una cuestión
que determinar y en general se cree que el entendimiento de este sector oscuro
extenderá necesariamente nuestra concepción del modelo estándar y la fı́sica
fundamental.

El trabajo original expuesto en esta tésis está concentrado principalmente en
los Capı́tulos 3 y 4, en los que se expone material que se ha publicado en revistas
arbitradas y material en preparación para su publicación. Originalmente los ob-
jetivos de este trabajo contemplaban la inclusión de campos electromagnéticos
en simulaciones relativistas y el desarrollo e implementación de la formulación
de Baumgarte-Shapiro-Shibata-Nakamura en simetrı́a axial, y como aplicaciones
inmediatas de estos desarrollos llevar a cabo el estudio del colapso de campos
escalares cargados en simetrı́a esférica y de la colisión frontal de agujeros ne-
gros con carga eléctrica. Fue durante el desarrollo de esta tesis que surgió la
oportunidad de llevar a cabo estudios analı́ticos de condiciones de frontera y de
la dinámica de campos escalares en contexto cosmológico, los cuales también
se incluyen en esta versión final.

En el Capı́tulo 3 se expone primeramente el trabajo [13], en el cual se
centra en el desarrollo e implementación de condiciones de frontera en si-
metrı́a esférica adaptadas a las constricciones, permitiendo ası́ la simulación
de sistemas por perı́odos prolongados al evitar la introducción de errores sis-
temáticos que no convergen debido a la interacción en las fronteras. Poste-
riormente se expone el trabajo [191], cuyo objetivo es estudiar el colapso de
campos escalares cargados en simetrı́a esférica y las implicaciones de este ti-
po de fenómenos respecto a la conjetura de censura cósmica. Este trabajo se
diferencı́a de otros [142, 148] en el formalismo de evolución, que se basa en
la descomposición ADM del espacio-tiempo, y en los datos iniciales utilizados.
Los resultados concuerdan con los obtenidos por otros autores, y nos permi-
ten concluı́r que en simetrı́a esférica es la misma dinámica electromagnética la
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responsable de que el resultado final siempre presente un horizonte aparente.
Finalmente se cierra el capı́tulo con la exposición del trabajo [192] cuyo obje-
tivo es el estudio de la dinámica de un campo escalar masivo en un contexto
cosmológico y extiende el trabajo [8] que se realizó paralelamente pero fue pu-
blicado posteriormente (este último no se incluye en esta tésis por su reciente
publicación, y porque el tratamiento analı́tico utilizado no está directamente
relacionado a la temática central de esta tésis). La motivación de este trabajo fue
la viabilidad del modelo de campo escalar como materia oscura, el cual debe ser
capaz de reproducir las caracterı́sticas aceptadas del modelo de materia oscura
frı́a, entre ellas la formación de estructura a partir de inhomogeneidades.

El Capı́tulo 4 consta de trabajo totalmente original, que se ha expuesto par-
cialmente en memorias de congresos [190] y del cual se preparan actualmente
artı́culos para su publicación. En este se lleva a cabo todo el desarrollo de la
formulación BSSN en axisimetrı́a, haciendo énfasis en la regularización de las
funciones en el eje, para aplicarlo finalmente en la simulación de la colisión
frontal de agujeros negros cargados.

A parte de los trabajos ya publicados, debido a la estructura de este trabajo
algunos desarrollos originales también se encuentran dispersos tanto en las sec-
ciones introductorias como en los apéndices. Estos incluyen la descomposición
caracterı́stica de las ecuaciones de Maxwell y del sistema de ecuaciones BSSN
en coordenadas curvilı́neas, la obtención de datos iniciales de tipo puntura que
describen un agujero negro de Kerr-Newmann a partir de la solución analı́tica,
la descripción de campos escalares complejos con carga electromagnética en el
formalismo 3 + 1, y la simplificación de la descomposición del tensor de Weyl
en términos de armónicos esféricos en el caso axisimétrico.

Esta tesis está compilada como sigue: el Capı́tulo 1 sienta las bases para la
descripción del espacio-tiempo como un problema de valores iniciales. Luego en
el Capı́tulo 2 se asientan las ideas de cómo es la dinámica de los tipos de materia
considerados. Posteriormente el Capı́tulo 3 enmarca la descripción de sistemas
autogravitantes esféricamente simétricos e incluye los trabajos desarrollados en
esta dirección. De manera similar, el Capı́tulo 4 incluye la descripción de sis-
temas autogravitantes que presentan únicamente simetrı́a rotacional. El punto
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principal en este último capı́tulo es que aunque se retoman las ideas desarro-
lladas en el trabajo de Doctorado de Milton Ruı́z [165], estas se desarrollan
y generalizan en la formulación BSSN, dando como resultado un código muy
robusto para el estudio de sistemas axisimétricos con rotación. Por último se
tienen las conclusiones globales del trabajo en el Capı́tulo 5.



Capı́tulo 1

Gravitación en el formalismo 3+1

1.1 Relatividad General

El desarrollo de la teorı́a de gravitación se remonta a Newton, al identificar que
esta fuerza es generada por la masa inercial de los objetos. Bajo esta observación
fue posible determinar que las leyes que dictan el movimiento en el sistema
solar son las mismas que describen la caı́da libre en la superficie del planeta.
La ecuación básica newtoniana relaciona al potencial gravitacional φ localmente
con la densidad de materia ρ

∇
2φ = 4πGρ . (1.1)

Una consecuencia directa de esta ecuación es que los objetos de prueba son
afectados del mismo modo por un campo gravitacional independientemente de
su masa. La teorı́a newtoniana fue muy exitosa describiendo la mecánica celeste,
es posible hacer modelos estelares realistas en base a ella y en el régimen del
sistema solar es tan válida que las misiones espaciales se han desarrollado
exitosamente.

No obstante su efectividad práctica la gravitación newtoniana no es la teorı́a
definitiva, lo cual se evidenció al mostrarse incompatible con la Relatividad
Especial de Einstein. Pese a ser la gravitación newtoniana muy similar en el
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caso estático a la teorı́a electromagnética de Maxwell, se diferencı́a en tanto
a que el campo gravitatorio Newtoniano y los efectos fı́sicos asociados a este
se propagan instantáneamente a velocidad infinita. Estas incompatibilidades
llevaron a Einstein a formular la teorı́a de la Relatividad General, que se sustenta
en el principio de equivalencia que dicta que las leyes de la fı́sica en caı́da libre
son las mismas que en un sistema inercial. Ası́ se remplaza la acción de la fuerza
gravitacional por el movimiento inercial en un espacio-tiempo con geometrı́a
no trivial. Este cambio de paradigma también implica naturalmente que los
objetos de prueba sean afectados del mismo modo por un campo gravitacional.
El elemento que cierra la teorı́a es la ley que dicta como se curva el espacio-
tiempo, que en analogı́a con el caso newtoniano está asociado a la distribución
de masa-energı́a. Estos elementos los identificó Einstein al relacionar la curvatura
del espacio-tiempo con el tensor de energı́a momento Tµν

(4)Rµν −
1
2

gµν(4)R =
8πG

c4 Tµν, (1.2)

con gµν la métrica del espacio-tiempo, (4)Rµν y (4)R el tensor de Ricci asociado
a esta métrica y su traza respectivamente. La combinación del lado izquierdo
Gµν := (4)Rµν −

1
2 gµν(4)R en (1.2) es muy particular y recibe el nombre de tensor

de Einstein; una caracterı́stica muy importante es que su divergencia es nula,
∇µGµν = 0. Este hecho es consistente con suponer que la distribución de
materia cumple las ecuaciones de conservación ∇µTµν = 0, que relacionan
directamente los cambios de densidad medidos localmente con los flujos de
energı́a/momento.

Dado que el tensor de curvatura se construye a partir de combinaciones
no lineales de derivadas de primero y segundo orden del tensor métrico, las
ecuaciones de la Relatividad General constituyen un sistema de ecuaciones
diferenciales parciales de segundo orden no lineales para las componentes de
la métrica. En general es muy complicado encontrar soluciones exactas de este
sistema, y la estrategia principal para ello consiste en suponer simetrı́as del
espacio-tiempo y en la dinámica del sistema que reducen considerablemente
las ecuaciones.
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Una de las caracterı́sticas importantes de la Relatividad General es el es-
tar escrita de manera covariante, de modo que la teorı́a es independiente de
las coordenadas que se usan para describirla y no hay distinción entre las di-
mensiones espaciales y la temporal. Escrita de este modo no es evidente que
sea una teorı́a predictiva, pues encontrar una solución al menos localmente de
(1.2) implica conocer la métrica y la materia en una región abierta del espacio
tiempo. Por otro lado, las teorı́as fı́sicas (mecánica clásica, electromagnetismo)
nos permiten partiendo de una situación conocida en un momento poder pre-
decir su evolución en el tiempo o deducir las condiciones que llevaron a esa
condición inicial. Si bien el concepto de simultaneidad es ambiguo dentro del
contexto de las teorı́as relativistas es posible formular a la Relatividad General
como una teorı́a dinámica en la que partiendo de datos iniciales generales se
puede conocer la evolución de la geometrı́a del espacio-tiempo. El método más
formal y natural para este fin se logra por medio del formalismo variacional de
la mecánica clásica.

Una ventaja de la formulación variacional de la Relatividad General es que
da un punto de partida para explorar posibles extensiones de la teorı́a bajo el
mismo paradigma en que la gravitación es la manifestación de la geometrı́a
del espacio-tiempo. Este tipo de extensiones se han propuesto en distintos
contextos para explicar fenómenos que escapan de las predicciones dadas por
la teorı́a estándar, o bien para dar explicaciones alternativas para evitar hipótesis
necesarias en el marco de la Relatividad General (como la inclusión de materia y
energı́a oscuras como contenido principal del universo). Actualmente este tema
tiene gran interés debido a que pese a los éxitos de la Relatividad General estos
han sido probados en el régimen de campo débil, por lo que aún es necesario
proponer pruebas factibles para validar la teorı́a en el lı́mite de campos fuertes
[34]. Este tipo de extensiones están más allá del alcance de este trabajo, pero
hago mención ya que en muchos casos las técnicas aquı́ desarrolladas son
aplicables en el estudio de teorı́as alternativas a la Relatividad General.
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Notación y convenciones

A menos que se especifique otra cosa, en este trabajo se emplean unidades geo-
metrizadas en las que G = c = 1, de modo que las unidades de energı́a, tiempo
y longitud tienen las mismas dimensiones. La signatura del espacio tiempo se
toma como (−,+,+,+). Los ı́ndices griegos (α, β, µ, ν, ...) toman valores de 0
a 3, mientras que los latinos (i, j, k, l, ...) corresponden a tensores tangentes al
espacio tridimensional y toman valores de 1 a 3. La convención de suma de
Einstein sobre ı́ndices repetidos se asume a menos que se indique otra cosa. La
siguiente es una lista de los sı́mbolos comunes que aparecen en el texto:

∂µ f ≡ f ,µ ≡ ∂ f/∂xµ, derivada parcial de f con respecto a la coordenada xµ

ȧ := ∂a/∂t, derivada con respecto al tiempo coordenado
£~vT Derivada de Lie en la dirección del vector ~v del tensor T
gµν Métrica del espacio-tiempo
(4)Γαµν := 1

2 gασ
(
∂µgνσ + ∂νgσµ − ∂σgµν

)
, coeficientes de la conexión

(sı́mbolos de Christoffel) adaptada a la métrica del espacio-tiempo
gµν

(4)
∇µ Derivada covariante adaptada a la métrica del espacio-tiempo gµν

(4)
∇

2 := gµν(4)
∇µ

(4)
∇ν, y existen análogos para cada derivada covariante

utilizada
(4)Rα

βµν ∂µ(4)Γαβν − ∂ν
(4)Γαβµ + (4)Γαµσ

(4)Γσβν −
(4)Γανσ

(4)Γσβµ, tensor de curvatura
(Riemann) del espacio-tiempo

γi j Métrica inducida en la sección espacialoide normal al campo
temporaloide unitario ~n.

(3)Γa
mn coeficientes de la conexión (sı́mbolos de Christoffel) adaptada a

la métrica inducida en la sección espacialoide γi j.
(3)
∇m Derivada covariante adaptada a la métrica inducida en la sección

espacialoide γi j

(3)Ra
bmn ∂m

(3)Γa
bn − ∂n

(3)Γa
bm + (3)Γa

ml
(3)Γl

bn −
(3)Γa

nl
(3)Γl

bm, tensor de curvatura
intrı́nseca inducida (Riemann) de la sección espacialoide
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Ki j := −£~nγi j/2, tensor de curvatura extrı́nseca de la sección espacia-
loide

[T]TF
ij :=

(
γa

iγ
b
j − γi jγab/3

)
Tab, proyección sin traza canónica de un ten-

sor T sobre la superficie espacialoide
hpq Métrica transversa a un vector de propagación espacialoide
[T]TT

pq :=
(
ha

phb
q − hpqhab/2

)
Tab, proyección sin traza en el subespacio

transverso
Dµ := (4)

∇µ + iqAµ, derivada invariante de norma (electromagnética)

Al trabajar en el formalismo 3+1 lo más usual es utilizar los objetos tridimen-
sionales, por lo que a menos de que cause confusión, se omitirá el superı́ndice
(3) cuando se manipulen estas cantidades. También se definirán más métricas
espacialoides tridimensionales γ̂i j γ̊i j, y los tensores y conexiones adaptados a
estas se marcan de un modo análogo utilizando la misma marca distintiva.

1.2 Formulación variacional

1.2.1 Formulación Lagrangiana

La relatividad general puede formularse como una teorı́a de campo que sigue un
principio de mı́nima acción. Esta fue la manera en que Hilbert derivó las ecua-
ciones de campo casi simultáneamente con Einstein. Dado que la Lagrangiana
de una teorı́a es una función escalar, la elección más sencilla que podemos
tomar es a partir del escalar de Ricci R = gµνRµν del espacio-tiempo. La acción
de Einstein-Hilbert al considerar campos de materia queda:

S =
1

8π

∫
gµν(4)Rµν

√
−g d4x +

∫
Lm
√
−g d4x , (1.3)

donde la integración se hace sobre una región comprendida entre dos superfi-
cies temporaloides. Es importante tener en cuenta las fronteras de la región de
integración pues la topologı́a del espacio-tiempo considerado no es necesaria-
mente trivial. Esta acción corresponde a una teorı́a de gravitación con acople
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mı́nimo de materia. La dependencia explı́cita en el tensor métrico está compren-
dida tanto en el tensor de Ricci como en el elemento de volúmen. Considerando
variaciones de la métrica gαβ y tomando en cuenta que δg = −ggµνδgµν se tiene
entonces que la variación del sector gravitacional está dada por tres términos

(4)Rµν
√
−gδgµν + gµν

√
−gδ(4)Rµν −

1
2
√
−g(4)Rαβgαβδgµν . (1.4)

El último término se obtiene al desarrollar la variación del elemento de volúmen.
Ası́ la variación total de la acción puede escribirse como:

δS =

∫ [
1

8π

(
(4)Rµν −

1
2

gµν(4)R
)

+
∂Lm

∂gµν
−

1
2

gµνLm

]
δgµν
√
−gd4x

+
1

8π

∫
gµνδ(4)Rµν

√
−gd4x . (1.5)

En el primer término aparece la combinación que identificamos con el tensor
de energı́a-momento

Tµν = −
∂Lm

∂gµν
+

1
2

gµνLm. (1.6)

Entonces al pedir que el primer término se anule para toda variación admisible
de la métrica se obtienen las ecuaciones de Einstein (1.2). El segundo término
puede convertirse en un término de frontera; notando que δΓµαβ es un tensor,
desarrollando se obtiene

∫
gµνδ(4)Rµν

√
−gd4x =

∫
(4)
∇µ

(
gαβδΓµαβ − gαµδΓβαβ

) √
−gd4x

=

∮ (
gαβδΓµαβ − gαµδΓβαβ

)
nµ

√
|h|d3x . (1.7)

Este término de frontera contiene las derivadas de orden superior que uno espe-
rarı́a al comenzar con una función Lagrangiana que posee segundas derivadas.
Si consideramos que las variaciones de la métrica y sus primeras derivadas se
anulan en la frontera este término automáticamente se cancela. Un tratamiento
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más formal consiste en agregar un término de frontera en la Lagrangiana ini-
cialmente, que anula a este último término. Más detalles de este tratamiento se
pueden consultar en [150].

Vemos entonces que la formulación Lagrangiana da una ruta alternativa para
llegar a las ecuaciones que describen al campo gravitatorio en este contexto
geométrico.

1.2.2 Formalismo 3+1

La teorı́a Hamiltoniana permite reescribir las ecuaciones fundamentales como
un sistema de ecuaciones de evolución de primer orden. Dado que la Relatividad
General se formula naturalmente de manera covariante es necesario de entrada
romper esta covariancia para definir la evolución temporal, y ya que la teorı́a
es invariante ante difeomorfismos es necesario identificar los grados de libertad
dinámicos de aquellos que solo tienen que ver con la elección de coordenadas.
Una forma natural de hacer esto consiste en descomponer el espacio-tiempo
mediante una foliación en hipersuperficies espacialoides; esta descomposición
se debe originalmente al trabajo de Arnowitt, Desser y Misner[20].

Para que la dinámica del espacio-tiempo esté adecuadamente descrita las
superficies en que se separa deben ser superficies de Cauchy, esto es que
cumplen con que la unión de sus dominios de dependencia pasado y futuro
cubra todo el espacio-tiempo. Dada esta condición podemos introducir una
familia de hipersuperficies Σt parametrizadas por una función de tiempo global
t que cubre a todo el espacio-tiempo, asociado a estas se tiene un campo
vectorial normal a Σt y unitario nµ, de modo que la métrica inducida en estas
hipersuperficies al estar encajadas en el espacio-tiempo es

γµν = gµν + nµnν . (1.8)

Es inmediato verificar que este operador proyecta tensores sobre la hipersu-
perficie correspondiente. Para completar la descripción de la foliación se usa la
función de lapso α(t, xi) que corresponde al tiempo propio entre hipersuperfi-
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cies medido por los observadores que se mueven en la dirección normal a la
hipersuperficie (llamados observadores Eulerianos):

dτ = α(t, xi)dt (1.9)

Como último detalle se tiene que al ser libre la elección de coordenadas, al
mapear puntos en una hipersuperficie hacia otras por medio del flujo definido
por el campo normal, los puntos resultantes no poseen las mismas coordenadas.
Podemos describir este desfasamiento del sistema coordenado por medio de
un campo vectorial tangente a las superficies βi llamado vector de corrimiento o
shift. En términos de este, las coordenadas de un observador Euleriano cambian
como:

xi
t+dt = xi

t − β
i(t, xi)dt . (1.10)

En la Figura 1.1 se esquematizan dos secciones de una foliación del espacio-
tiempo junto con un sistema coordenado que lo describe localmente, y el
comportamiento de las funciones de norma que caracterizan esta foliación.

Σt

Σt+∆t
lı́nea normal

∆τ = α∆t lı́nea coordenada

~β

~x

~x~x − ~β∆t

Figura 1.1: Representación de la foliación del espacio-tiempo y la interpretación
de las funciones de norma α y ~β.

Tomando en cuenta todas estas consideraciones, es posible reescribir el
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elemento de lı́nea del espacio tiempo como:

ds2 = (−α2 + βiβ
i)dt2 + 2βidtdxi + γi jdxidx j. (1.11)

Aquı́ t es la función parametriza que la foliación y xi son las coordenadas en las
hipersuperficies. Esta relación puesta de forma contravariante queda

∂2
s = −

1
α2∂

2
t − 2

βi

α2∂t∂i +

(
γi j
−
βiβ j

α2

)
∂i∂ j. (1.12)

En estas coordenadas el vector normal unitario toma la forma

nµ = (1/α,−βi/α), nµ = (−α, 0) . (1.13)

Esta expresión implica ∂nµ/∂α = −nµ/α y ∂nµ/∂βi = −γµi /α. Aplicando estas
relaciones cuando derivamos la métrica reescrita como (1.8) obtenemos:

∂gµν

∂α
= −2

nµnν

α
, (1.14a)

∂gµν

∂βi = −
1
α

(
γµi nν + γνi nµ

)
, (1.14b)

∂gµν

∂γab
= −γµaγνb . (1.14c)

Por último, el elemento de volumen reescrito en términos de estas cantidades
queda explı́citamente

√
−g = α

√
γ. (1.15)

Las hipersuperficies de esta foliación poseen una curvatura intrı́nseca que
dice cómo se desvı́an vectores tangentes al transportarse paralelamente restrin-
gidos a las mismas. Esto no es suficiente para caracterizar la curvatura global del
espacio-tiempo y es por ello que es necesario introducir el concepto de curvatura
extrı́nseca, que caracteriza el encaje de las hipersuperficies en el espacio-tiempo
y mide el cambio en el vector normal al transportarlo paralelamente en curvas
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restringidas a la hipersuperficie. Un ejemplo de cómo se diferencian estas cur-
vaturas es la inmersión de subvariedades de un espacio euclidiano: un cilindro,
un plano y un cono tienen la misma geometrı́a intrı́nseca (plana) pero su cur-
vatura extrı́nseca difiere, dicho de otro modo los tres son planos y la diferencia
entre ellos consiste en la forma diferente en que están inmersos en el espacio
tridimensional. En términos del vector normal, la curvatura extrı́nseca está dada
por

Kµν = −γαµ
(4)
∇αnν = −((4)

∇µnν + nµnα(4)
∇αnν). (1.16)

Se puede mostrar que esta definición es equivalente a la derivada de Lie de la
métrica inducida en la dirección normal

Kµν = −
1
2

£~nγµν, (1.17)

de donde se ve que este es un tensor simétrico. Expresando el vector normal en
términos de las variables de norma se puede reescribir esta relación en términos
de la derivada temporal de la métrica, es decir:

∂tγµν = £~βγµν − 2αKµν . (1.18)

Recapitulando y en conexión con el objetivo de obtener la formulación
Hamiltoniana de la Relatividad General, mediante esta foliación del espacio-
tiempo se logra identificar de los grados de libertad originales gµν aquellos que
solo tienen que ver con la elección de coordenadas α, βi y los geométricos
γi j que llevan la dinámica de la teorı́a. Asimismo identificamos en el tensor
de curvatura extrı́nseca las derivadas temporales de las variables geométricas
intrı́nsecas.

1.2.3 Ecuaciones de Gauss-Codazzi, Codazzi-Mainardi

Para pasar de la formulación Lagrangiana a la formulación Hamiltoniana es
necesario reescribir la función Lagrangiana en términos de las cantidades fun-
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damentales 3+1. Para ello es necesario relacionar el tensor de curvatura del
espacio-tiempo con los tensores de curvatura intrı́nseca y extrı́nseca de las hi-
persuperficies. Al proyectar todos los ı́ndices del tensor de curvatura sobre la
hipersuperficie se obtiene la ecuación de Gauss-Codazzi

γαaγ
µ
mγ

β

bγ
ν
n

(4)Rαµβν = (3)Rambn + KabKmn − KanKmb . (1.19)

Si se proyecta un ı́ndice en la dirección normal se obtiene la ecuación de
Codazzi-Mainardi

γαaγ
β

bγ
ν
nnµ (4)Rµαβν = (3)

∇nKab −
(3)
∇bKan . (1.20)

La derivación completa de estas ecuaciones se puede consultar en [150].

De estas ecuaciones se derivan otras identidades importantes que involu-
cran al tensor de Einstein

2Gαβnαnβ = (3)R + K2
− KabKab, (1.21)

Gαβγ
α
a nβ = (3)

∇bKb
a −

(3)
∇aK. (1.22)

Por último, el escalar de curvatura cumple la identidad

(4)R = (3)R − K2 + KabKab − 2(4)
∇α

(
nβ(4)
∇βnα − nα(4)

∇βnβ
)
. (1.23)

1.2.4 Formulación Hamiltoniana

Usando una foliación tipo ADM la acción de Relatividad General queda

S =
1

8π

∫ ∫ (
(3)R − K2 + KabKab

)
α
√
γd3x dt

−
1

4π

∮ (
nβ(4)
∇βnα − nα(4)

∇βnβ
)

vαd3y + Sm . (1.24)
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Una diferencia fundamental con la formulación Lagrangiana radica en que para
que esta integración tenga sentido debe realizarse entre dos hipersuperficies
espacialoides que coinciden en sus fronteras. El término de frontera puede ser
ignorado ya que si se consideran variaciones que se anulen en la frontera este
no contribuye a la variación de la acción. Los momentos canónicos conjugados
a las variables métricas están dados por

πab =
δLG

δγ̇ab
=
∂Ki j

∂γ̇ab

∂
∂Ki j

(
LGα

√
γ
)

= −

√
γ

8π

(
Kab
− Kγab

)
. (1.25)

Tomando la traza en esta última relación se llega a πl
l =
√
γK/(4π)1. Usando

esto es inmediato invertir la relación para expresar la curvatura extrı́nseca en
términos del momento conjugado y su traza, de modo que podemos trabajar
indistintamente con la curvatura extrı́nseca o con los momentos canónicos. Al
no depender la Lagrangiana de derivadas temporales de las variables de norma,
los momentos asociados a estas son nulos. La Hamiltoniana asociada al sector
gravitacional de la teorı́a es finalmente

HG =

∫ [
πabγ̇ab −

1
8π

(
(3)R − K2 + KabKab

)
α
√
γ
]

d3x

=
1

8π

∫ [
−α

(
(3)R + K2

− KabKab

)
−2

(
Kab
− Kγab

)
(3)
∇aβb

] √
γ d3x . (1.26)

El último término puede integrarse por partes para dar un término de frontera
adicional. Finalmente los términos del bulto resultantes:

HG =
1

8π

∫ [
−α

(
(3)R + K2

− KabKab

)
+2βb

(3)
∇a

(
Kab
− Kγab

)] √
γ d3x , (1.27)

1Nótese que se expresa la contracción de los ı́ndices del momento canónico para evitar
confusiones con la constante universal π
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o en términos de las variables canónicas:

HG =

∫ [
−
α
√
γ

8π
(3)R −

8πα
√
γ

(1
2
πl

l
2
− πabπab

)
− 2βb(3)

∇aπ
a
b

]
d3x . (1.28)

Las ecuaciones de campo en la formulación Hamiltoniana se obtienen al
tomar la variación de la función Hamiltoniana respecto a las variables canónicas.
Al hacer la variación de la acción obtenemos

δS =

∫
δ

[∫
πabγ̇abd3x −HG

]
dt +

∫ ∫
δ
(
Lmα

√
γ
)

d3x dt . (1.29)

Los términos provenientes de la acción para la materia pueden ponerse en
términos del tensor de energı́a-momento usando las ecuaciones (1.14a), (1.14b)
y (1.14c)

δSm =

∫ ∫
Tµν

[
2

nνnµ

α
δα +

1
α

(
γµi nν + γνi nµ

)
δβi

+ γµaγνbδγab

]
α
√
γ d3x dt

=

∫ ∫ (
2ρδα − 2 jiδβ

i + Sabαδγab

) √
γ d3x dt . (1.30)

En la última lı́nea asumimos las definiciones de densidad de energı́a, densidad
de momento y tensor de esfuerzos medidos por observadores Eulerianos:

ρ := nµnνTµν, (1.31a)

ji := −γµi nνTµν, (1.31b)

Sab := γµaγνbTµν . (1.31c)

Finalmente podemos expresar la variación total de la acción con respecto a las
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variables geométricas como

δS =

∫ ∫ [
−

1
8π

(
(3)R + K2

− KabKab

)
+ 2ρ

]
δα
√
γ d3x dt

−

∫ ∫
2
[

1
√
γ

(3)
∇aπ

a
b + jb

]
δβb√γ d3x dt

+

∫ ∫ [
−

(
π̇ab +

δHG

δγab
− α
√
γSab

)
δγab

+
(
γ̇ab −

δHG

δπab

)
δπab

]
d3x dt. (1.32)

Al requerir que la acción sea estacionaria respecto a la variación variación res-
pecto a las funciones de norma se obtienen cuatro ecuaciones que no poseen
derivadas temporales de las variables canónicas:

H := (3)R + K2
− KabKab − 16πρ = 0 , (1.33a)

Ma :=
1
√
γ

(3)
∇bπ

b
a + ja = 0 . (1.33b)

Estas son ecuaciones de constricción que han de satisfacerse en todo momento y
definen el subespacio de soluciones fı́sicamente admisibles. Una teorı́a análoga
es el electromagnetismo, en el cual una libertad de norma se ve reflejada en la
existencia de ecuaciones de constricción, en ese sentido la relatividad general
es una teorı́a análoga con un grupo de simetrı́as más grande.

Las ecuaciones de evolución se obtienen al asumir que la acción es esta-
cionaria ante variaciones respecto a las variables canónicas. Las ecuaciones de
evolución para las componentes métricas son entonces

γ̇ab =
δHG

δπab

= −
8πα
√
γ

(
πl

lγab − 2πab

)
+ 2(3)

∇(aβb)

= £~βγab − 2αKab . (1.34)
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Estrictamente estas ecuaciones tienen significado geométrico y no dinámico
ya que son equivalentes a la definición del tensor de curvatura extrı́nseca que
representa el encaje de las hipersuperficies espacialoides en el espacio-tiempo.

La variación respecto a los momentos canónicos es más elaborada,pero es
la que finalmente da la dinámica del espacio-tiempo. Al variar el término pro-
porcional al escalar de Ricci tridimensional se obtiene el correspondiente tensor
de Einstein (tridimensional) mas un término que esta vez no es de superficie
por la dependencia en α. Es necesario integrar por partes obteniendo ası́ depen-
dencia explı́cita de las derivadas de α en las ecuaciones canónicas. Bajo estas
consideraciones las ecuaciones de evolución para los momentos conjugados
quedan:

π̇ab = α
√
γSab
−
δHG

δγab

= −
α
√
γ

8π

(
(3)Rab

−
1
2
γab (3)R

)
−

4πα
√
γ
γab

(1
2
πl

l
2
− πcdπcd

)
+

8πα
√
γ

(
πl

lπ
ab
− 2πacπb

c

)
+

√
γ

8π

(
(3)
∇

a(3)
∇

bα − γab(3)
∇

2α
)

+(3)
∇c

(
πabβc

)
− 2πc(a(3)

∇cβ
b) + α

√
γSab . (1.35)

En conjunto, las ecuaciones (1.33a), (1.33b), (1.34) y (1.35) determinan
la dinámica de la geometrı́a del espacio-tiempo y permiten reescribir la teorı́a
como un problema de valores iniciales. Las variables dinámicas son las compo-
nentes del tensor métrico y sus momentos conjugados. De manera equivalente
se puede remplazar a los últimos por las componentes del tensor de curvatura
extrı́nseca cuya interpretación geométrica es inmediata; la ecuación de evolu-
ción que se sigue de la última para las componentes de la curvatura extrı́nseca
es:

K̇ab = £~βKab −
(3)
∇a

(3)
∇b α + α

(
(3)Rab + KKab − 2KabKab

)
+ 4πα

(
γabS − 2Sab

)
−
α
4
γab

(
(3)R + K2

− KmnKmn
)
. (1.36)
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Concluyo esta sección remarcando que la Relatividad General es una teorı́a
en la que a partir de un conjunto de datos iniciales se puede conocer la evolución
de un sistema. Las ecuaciones que determinan la evolución son las obtenidas
por medio del formalismo Hamiltoniano. El sistema resultante consta de ecua-
ciones que dictan la evolución de la métrica intrı́nseca y la curvatura extrı́nseca
de las hipersuperficies, y cuatro ecuaciones de constricción adicionales que
relacionan a las variables del sistema. En ese sentido el sistema es similar al
electromagnetismo, salvo que las ecuaciones son mucho más complicadas al
ser no lineales e incluir un gran número de términos. Es importante saber que
estas ecuaciones per se no se implementan en la práctica pues su estructura
analı́tica no es adecuada para buscar una solución sistemática con los métodos
numéricos usuales.

1.3 Relatividad Numérica

Resolver las ecuaciones de Einstein como un problema de valores iniciales es
un trabajo que requiere muchas consideraciones finas. La formulación Hamil-
toniana ADM provee de un conjunto de ecuaciones que especifican la dinámica
del campo gravitatorio, pero la implementación de algoritmos en base a estas
no es adecuada por dificultades matemáticas inherentes al sistema. No obs-
tante es posible partiendo de la formulación Hamiltoniana encontrar sistemas
fı́sicamente equivalentes con propiedades matemáticas distintas. Un espacio-
tiempo que es solución a las ecuaciones de Einstein cumple el conjunto de
ecuaciones (1.33a), (1.33b), (1.34) y (1.35), que pueden escribirse como

H = 0,

Ma = 0,

Qab := γ̇ab −
δHG

δπab
= 0,

P
ab := π̇ab +

δHG

δγab
− Sab = 0 .
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Siempre que construyamos un sistema lineal homogéneo no singular usando
estas funciones, la solución del sistema será una solución válida de las ecua-
ciones de Einstein. Aunque efectivamente las soluciones fı́sicas de este sistema
no se ven afectadas por este procedimiento, al aplicarlo se añaden términos
diferenciales a las ecuaciones de evolución que cambian su estructura y pro-
piedades. El sistema dinámico modificado comparte únicamente el subespacio
de soluciones fı́sicas, que cumplen las constricciones, con el sistema original
y el comportamiento de las soluciones al desviarse de este subespacio puede
ser muy distinto. Comprender las caracterı́sticas de este tipo de sistemas es el
punto clave para poder hacer simulaciones estables a largo plazo de fenómenos
fı́sicos y en particular gravitatorios.

1.3.1 Formulación ADM a la York

La formulación usual empleada en Relatividad Numérica es debida a York [204],
y aunque es fı́sicamente equivalente a la formulación de ADM fue obtenida de
otra forma. Partiendo de las ecuaciones de campo covariantes de la Relatividad
General, se toman las proyecciones de estas adaptadas a la foliación y se usan
las identidades de Gauss-Codazzi (1.19), (1.20) para expresar las ecuaciones
resultantes en cantidades definidas en las hipersuperficies. Las variables natu-
rales de la teorı́a son la métrica intrı́nseca γab y la curvatura extrı́nseca Kab de la
hipersuperficie 2. Las proyecciones que se toman son explı́citamente

H := 2nµnν(Gµν − 8πTµν) = 0 , (1.37)

M
α := −γαµnν(Gµν − 8πTµν) = 0 , (1.38)

Eαβ := γµαγ
ν
β(Gµν − 8πTµν) = 0 . (1.39)

Al tomar proyecciones en la dirección normal se obtienen ecuaciones que coin-
ciden con las constricciones de la teorı́a Hamiltoniana, y la dinámica del sistema
está contenida en la proyección tangente. Se puede ver que estas ecuaciones

2También llamadas primera y segunda forma fundamentales respectivamente en los textos
canónicos en geometrı́a diferencial.
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también se pueden obtener en la formulación Hamiltoniana si se considera co-
mo variable fundamental al lapso densitizado α̃ = α

√
γ al tomar la variación de

la función Hamiltoniana (1.28) . En este caso la ecuación que se obtiene para la
evolución de la curvatura extrı́nseca es

K̇ab = £~βKab −
(3)
∇a

(3)
∇b α + α

(
Rab + KKab − 2KacKc

b

)
+4πα

[
γab(S − ρ) − 2Sab

]
. (1.40)

Esta ecuación difiere de la obtenida por ADM (1.36), más la diferencia no es
arbitraria sino un múltiplo de la constricción Hamiltoniana:

K̇(ADM)
ab − K̇(York)

ab = −
α
4
γabH . (1.41)

La diferencia entre los dos sistemas radica en que el sistema obtenido por York
toma como ecuación de evolución Eab = γabH/2 en sustitución de (1.39). Dado
que la diferencia es proporcional a la constricción Hamiltoniana, las soluciones
fı́sicas son admisibles para ambos.

Dado que ambos sistemas son equivalentes mientras se cumplen las cons-
tricciones es necesario analizar este sector para notar sus diferencias. Las cons-
tricciones cumplen un sistema de ecuaciones de evolución que se deriva del
sistema original. Partiendo de las ecuaciones de campo, las identidades de
Bianchi implican

(4)
∇
ν
(
Gµν − 8πTµν

)
= (4)
∇
ν
(
nµnνH/2 + nµMν + nνMµ + Eµν

)
= 0 . (1.42)

Al tomar las proyecciones normal y tangente de estas últimas identidades, se
obtienen las ecuaciones de evolución para las constricciones Hamiltoniana y de
momentos respectivamente:

∂tH = £~βH + αHK − 2α (3)
∇

a
Ma − 4Ma

(3)
∇

aα + 2αEabKab, (1.43a)

∂tMa = £~βMa + αKMa − α
(3)
∇iE

i
a −
H

2
(3)
∇aα − E

i
a

(3)
∇iα. (1.43b)
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Notamos que si las constricciones son cero inicialmente, las ecuaciones de
evolución garantizan que mantengan ese valor durante la evolución. La forma
final de estas ecuaciones depende del sistema en consideración. Para el sistema
ADM original la evolución se lleva acabo con Eab = 0, por lo que queda

∂tH = £~βH + αHK − 2α (3)
∇

a
Ma − 4Ma

(3)
∇

aα, (1.44a)

∂tMa = £~βMa + αKMa −
H

2
(3)
∇aα. (1.44b)

Mientras que para el sistema de York la evolución se efectúa con Eab = γabH/2,
dando como resultado

∂tH = £~βH + 2αHK − 2α (3)
∇

a
Ma − 4Ma

(3)
∇

aα, (1.45a)

∂tMa = £~βMa + αKMa − α
(3)
∇aH/2 −H (3)

∇aα. (1.45b)

De esta comparación resulta que la estructura de las ecuaciones es muy distinta,
pues en el caso del sistema de York hay primeras derivadas deH que son fuente
para la evolución deMa. Esto implica que si tomamos otra derivada temporal en
(1.45a) y sustituimos el lado derecho de (1.45b), a parte principal (considerando
las derivadas de mayor orden) tenemos

∂2
tH ' α

2 (3)
∇

a (3)
∇aH . (1.46)

Entonces en el sistema de ecuaciones de York si se toman datos que violan
la constricción Hamiltoniana, estas violaciones esencialmente se propagarán
como una onda que viaja a la velocidad (coordenada) de la luz. En el sistema
original ADM no ocurre esto y en la práctica se observa que las violaciones
a las constricciones se acumulan y crecen. Estas propiedades del sistema de
constricciones son heredadas de las propiedades de las ecuaciones de evolución
y serán detalladas en el siguiente apartado en el que se conecta el concepto
de hiperbolicidad con la formulación de problemas de valores iniciales bien
puestos. Por el momento basta decir que esta es la razón por la cual el sistema
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de York es preferido como base para las implementaciones numéricas, pero por
razones similares tampoco resulta totalmente adecuado en la práctica. Cabe
mencionar que existe un trabajo muy didáctico [114] que en analogı́a a lo
que pasa en el sistema ADM, se estudia las propiedades de estabilidad de las
ecuaciones de Maxwell al modificarlas por medio de las constricciones.

1.3.2 Formulaciones bien puestas y sistemas hiperbólicos

Un problema de valores iniciales se dice bien puesto si sus soluciones dependen
continuamente de los datos iniciales. Esta propiedad más que deseable es indis-
pensable para cualquier implementación numérica, pues dadas las limitaciones
técnicas siempre se tendrá error de truncado tanto asociado a los métodos de
discretización como a la precisión inherente de las máquinas. Este concepto se
formaliza pidiendo como condición que exista una norma de la solución tal que
a cualquier tiempo la solución queda acotada por la norma de la solución inicial
multiplicada por una exponencial del tiempo

||u(t, x)|| ≤ keσt
||u(x, 0)|| (1.47)

con k y σ constantes independientes de los datos iniciales.

La mayorı́a de los resultados y conceptos requeridos se han derivado para
sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden, lo cual no es un problema
ya que definiendo variables auxiliares podemos reescribir cualquier sistema en
esta forma. Un sistema de ecuaciones de evolución de primer orden se puede
escribir como

∂tu + Mi∂iu = S(u). (1.48)

Dada una dirección caracterizada por un vector arbitrario ~s 3, podemos

3Usualmente se asume que el vector es unitario, pero en este análisis dejo su norma libre
ya que con frecuencia se consideran los vectores coordenados, cuya norma no necesariamente
es uno.
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descomponer el operador diferencial en la parte normal y tangente

∂tu + Csi∂iu + Mahi
a∂iu = S(u), C :=

Masa

|s|2
(1.49)

con hi
a = δi

a − sasi/|s|2 el proyector sobre el subespacio normal al vector ~s. Aquı́
definimos el sı́mbolo principal C(~s), que juega un papel clave en la clasificación
de los sistemas.

Un sistema de este tipo se dice hiperbólico si para cualquier dirección los
valores propios del sı́mbolo principal son reales. La clasificación se refina en
base a otras propiedades que son:

• Débilmente hiperbólico si es hiperbólico pero el sı́mbolo principal no
posee un conjunto completo de eigenvectores.

• Fuertemente hiperbólico cuando sı́ cuenta con un conjunto completo de
eigenvectores en todo el espacio y para toda dirección.

• Simétricamente hiperbólico si además de ser hiperbólico las matrices Mi

son simétricas.

El énfasis de la existencia de sistemas fuertemente hiperbólicos radica en
que formalmente están bien puestos con base en que siempre es posible de-
finir una norma conservada que se construye en base a los eigenvectores del
sı́mbolo principal. Para cada sistema fuertemente hiperbólico existe un operador
simetrizador H tal que

HC − CTH = 0 . (1.50)

En términos de la matriz R, cuyas columnas son los vectores propios del sistema,
el simetrizador toma la forma

H = (R−1)TR−1 . (1.51)

El simetrizador define localmente el producto interior

〈u, v〉 := u†Hv , (1.52)
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y por la propiedad (1.50) la norma asociada a este producto es conservada,
mostrando con ello que el sistema está bien puesto. Que este producto dependa
de la dirección de propagación elegida no altera las conclusiones, como se
expone en [156].

Para un sistema fuertemente hiperbólico las funciones propias forman una
base y se definen como

w = R−1u . (1.53)

Entonces, al considerar los términos asociados al operador tangente como fuen-
tes el sistema de ecuaciones toma a parte principal la forma

∂tw + R−1CRsi∂iw = ∂tw + λwsi∂iw ' 0 . (1.54)

En esta base el sı́mbolo principal es diagonal, de modo que el sistema se des-
acopla en ecuaciones de advección para las funciones propias con velocidades
caracterı́sticas dadas por los valores propios de modo vi = λwsi. Vemos que
el cambiar la norma del vector de dirección ~s induce únicamente un reescala-
miento de los eigenvalores de modo que las componentes de la velocidad de
las funciones propias son independientes de esta.

Habiendo desarrollado estos conceptos, es posible ver que que las formula-
ciones de ADM y York no son adecuadas al no ser fuertemente hiperbólicas [48].
La formulación original de ADM sufre aún más al no ser fuertemente hiperbólico
el sistema de las constricciones, y es por ello que las violaciones numéricas a las
constricciones inducen inestabilidades que hacen irremediable su uso. Esto no
significa que la Relatividad General no pueda ser formulada como un problema
de valores iniciales buen puesto, sino que a diferencia de otras teorı́as el sistema
resultante de la formulación variacional no lo es. El sistema de York tampoco es
bien puesto en general, pero su existencia motiva la posibilidad de recombinar
las ecuaciones de evolución y constricciones para encontrar aquellos que si lo
son. En esta dirección se han propuesto muchos sistemas (Bona-Masso, NOR,
BSSN, Z4) [42, 43, 135, 31, 178, 137, 39, 40, 44, 45] que son fuertemente
hiperbólicos (una revisión muy completa puede consultarse en [156]) . En la di-
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rección del grupo nos hemos enfocado en la implementación de la formulación
BSSN por mostrarse empı́ricamente mucho más ventajosa.

1.3.3 Formulación BSSN generalizada

La formulación BSSN [137, 31]4 ha probado ser muy robusta en tanto a su
aplicación numérica y es en la que la mayorı́a de los grupos de relatividad
numérica trabajan hoy en dı́a. La formulación BSSN estándar está expresada en
términos de densidades tensoriales y variables de conexión que no son tensores
y es por ello no se puede utilizar en coordenadas curvilı́neas. Para estudiar
sistemas con simetrı́a esférica o axial que son mejor descritos en sistemas de
coordenadas curvilı́neos es necesario utilizar una versión generalizada [47, 12].

Para esta formulación se introduce una métrica auxiliar de fondo γ̊i j conocida
a todo tiempo y fija, que se usa para poder expresar el tensor de curvatura en
términos de cantidades tensoriales. Se toma un reescalamiento conforme de la
métrica fı́sica γi j, donde el factor conforme representa el cociente del elemento
de volumen fı́sico respecto al reescalado:

γ̂i j := e−4φγi j, (1.55)

φ :=
1

12
ln(γ/γ̂), (1.56)

Se define un tensor de curvatura extrı́nseca sin traza, al cual también se reescala
con el mismo factor conforme y se promueve la traza a variable independiente:

Âi j := e−4φ
(
Ki j −

1
3
γi jK

)
, (1.57)

4Originalmente propuesta en 1987 por Nakamura, Oohara y Kojima [137]. La formulación
ganó popularidad con un trabajo de Baumgarte y Shapiro donde mostraban sistemáticamente
su superioridad respecto a la formulación ADM [31], y la versión más conocida se basa en este
trabajo y uno previo de Shibata y Nakamura [179].
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y se introducen nuevas variables auxiliares, las funciones de conexión conformes

∆̂i := γ̂ jk∆̂i
jk = γ̂ jk

(
Γ̂i

jk − Γ̊i
jk

)
. (1.58)

La definición anterior es equivalente a la expresión:

∆̂i = −∇̊ jγ̂
i j
−

1
2
γ̂i j∂ j ln (γ̂/γ̊) . (1.59)

Al promover este vector a formar parte de las variables del sistema estamos
asumiendo una constricción adicional

C∆
i := ∆̂i + ∇̊ jγ̂

i j +
1
2
γ̂i j∂ j ln (γ̂/γ̊) = 0. (1.60)

Esta definición podrı́a parecer bastante tautológica pero será importante poste-
riormente para el análisis.

El tensor de Ricci fı́sico se puede descomponer en una contribución del
factor conforme sumada al tensor de curvatura correspondiente al espacio con
la métrica conforme. Esto es Ri j = R̂i j + Rφ

i j, con

Rφ
i j := −2

[
∇̂i∇̂ jφ + 2

(
∇̂iφ∇̂ jφ − γ̂i j∇̂

mφ∇̂mφ
)

+ γ̂i j∇̂
m
∇̂mφ

]
. (1.61)

El tensor de Ricci de la métrica conforme, al escribirlo en términos de la métrica
auxiliar queda:

R̂ab = −
1
2
γ̂mn
∇̊m∇̊nγ̂ab + γ̂m(a∇̂b)∆̂

m + 2∆̂mn
(a∆̂b)mn + ∆̂mn

a∆̂mnb . (1.62)

Reescrito de este modo, el tensor de Ricci usado en la formulación BSSN resulta
ser igual al calculado a partir de las derivadas de la métrica tal como aparece
en la formulación ADM-York siempre y cuando se satisfaga la ecuación de
constricción asociada a ∆̂i. La relación entre ambos es

R(BSSN)
ab = R(ADM)

ab + γ̂m(a∇̂b)C∆
m . (1.63)
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Usando las definiciones anteriores podemos reescribir las ecuaciones de
constricción de la formulación ADM en términos del tensor métrico conforme
γ̂ab, la curvatura extrı́nseca sin traza Âab, el logaritmo del factor conforme φ,
la expansión de la congruencia normal codificada en K y el vector ∆̂i y sus
derivadas. Estas quedan

0 = H
(ADM) = R(BSSN)

− e−4φ
∇̂mC∆

m
− Âi jÂi j +

2
3

K2
− 16πρ, (1.64a)

0 = M
(ADM)
i = ∇̂ jÂ

j
i + 6Â j

i∂ jφ −
2
3
∂iK − 8π ji . (1.64b)

En la expresión para la constricción Hamiltoniana el término R(BSSN) corresponde
al cálculo del escalar de Ricci usando las ecuaciones (1.61) y (1.62). Entonces
en la formulación BSSN podemos definir ecuaciones de constricción dadas por
H

(BSSN) = H (ADM) + e−4φ
∇̂mC∆

m yM(BSSN)
i =M(ADM)

i , a fin de omitir el término
nulo asociado a la ecuación de constricción adicional (1.60).

Las ecuaciones de evolución se siguen de las ecuaciones ADM (o equiva-
lentemente de las ADM-York), pero como ya se expuso anteriormente, al añadir
cualquier combinación lineal de las ecuaciones de constricción el sistema re-
sultante es consistente con las ecuaciones de campo. Usando esto podemos
proponer una modificación a la ecuación de evolución de la curvatura extrı́nseca,
propiamente

K̇(BSSN)
ab = K̇(York)

ab −
α
3
γabH

(ADM) + αγ̂m(a∇̂b)C∆
m . (1.65)

Esta elección se usa para eliminar una contribución del escalar de Ricci que
aparece al momento de calcular la ecuación de evolución para la traza de la cur-
vatura extrı́nseca. Tomando esto en consideración las ecuaciones de evolución
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resultantes son:

∂tγ̂ab = £~βγ̂ab − 2αÂab −
2
3
σγ̂ab ∇̂mβ

m, (1.66a)

∂tφ = £~βφ −
1
6
αK +

1
6
σ∇̂mβ

m , (1.66b)

∂tÂab = £~βÂab + e−4φ
{
αRab −

(3)
∇i

(3)
∇ jα − 8παSab

}TF

+α
(
KÂab − 2ÂkaÂk

b

)
−

2
3
σÂab ∇̂mβ

m, (1.66c)

∂tK = £~βK + α
(
ÂabÂab +

1
3

K2
)
−

(3)
∇

2α + 4πα(ρ + S), (1.66d)

donde el superı́ndice TF significa la parte sin traza de la expresión entre lla-
ves. Curiosamente el término que se añadió a la ecuación de evolución de la
curvatura extrı́nseca no tiene repercusión en la ecuación de evolución para Âab

ya que se cancela automáticamente al tomar la parte sin traza. El parámetro σ
se incluye para contemplar los casos de evolución Lagrangiano (∂tγ̂ = 0,con
σ = 1) y Euleriano ((∂t − £~β)γ̂ = 0 con σ = 0). Para promover las variables ∆̂i a
funciones dinámicas obtenemos sus ecuaciones de evolución partiendo de su
definición, ecuación (1.59). En este caso se añade también un múltiplo arbitrario
de la constricción de momento ξαγ̂i j

M j, dando como resultado

∂t∆̂
i = £~β∆̂

i + γ̂ jk
∇̊ j∇̊kβ

i
− 2Âi j∂ jα − α(2 − ξ)∇̂ jÂi j + 2αÂ jk∆̂i

jk

+αξ
(
6Âi j∂ jφ −

2
3
γ̂i j∂ jK − 8πγ̂im jm

)
+
σ
3

[
∇̂

i(∇̂mβ
m) + 2∆̂i

∇̂mβ
m
]
. (1.66e)

Donde se cumple ξ > 1/2 para obtener un sistema fuertemente hiperbólico. De
lo contrario el sistema resulta peor incluso que el sistema ADM original, pero se
ha comprobado que cumpliendo esta desigualdad el sistema es muy robusto.
Con esta elección se tiene que la constricción adicional evoluciona de acuerdo
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a

∂tC∆
a = £~β C∆

a + αξγ̂ab
Mb +

2
3
σC∆

a
∇̂mβ

m (1.67a)

En la práctica para este parámetro suele tomarse ξ = 2, ya que esta elección
implica que las velocidades de propagación de todos los campos no asociados
a la foliación es igual a la velocidad de la luz.

Condiciones hiperbólicas de norma (Norma estándar)

Para cerrar el sistema de ecuaciones que describen la evolución del espacio-
tiempo es necesario especificar la evolución de las fuentes de materia, y las
condiciones de norma que determinan la elección de foliación y coordena-
das. Este tema merece mucha más atención y en este apartado me limitaré a
especificar por completez las condiciones que han tenido mayor éxito en las
simulaciones de colisiones binarias. Una forma directa de motivar estas con-
diciones es observando que las variables K y ∆̂a tienen respectivamente como
fuentes a parte principal términos que van como los laplacianos de α y βa respec-
tivamente. Entonces podemos construir condiciones de foliación hiperbólicas
al considerar a estas variables como fuentes de la evolución de las funciones de
norma:

∂tα ∼ K ⇒ ∂2
tα ∼ ∇

b
∇bα ,

∂tβ
a
∼ ∆̂a

⇒ ∂2
tβ

a
∼ ∇

b
∇bβ

a .

La condición de foliación más común que cumple con esta caracterı́stica
es conocida como la familia Bona-Maso [41], porque en realidad representa un
conjunto de condiciones parametrizado por una función positiva y arbitraria del
lapso

∂tα = £~βα − α
2 f (α)K . (1.68)
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Es posible mostrar que en ausencia del vector de corrimiento, esta ecuación
se puede integrar para dar condiciones algebraicas del tipo α = F(γ), de las
cuales la condición de foliación harmónica α =

√
γ y la condición “1+log”,

α = 1 + lnγ son casos particulares. Estas dos últimas son casos dignos de
mencionarse ya que la condición de foliación harmónica ha sido ampliamente
empleada en estudios analı́ticos de las propiedades de las ecuaciones de campo,
y la segunda es una condición que empı́ricamente ha mostrado ser muy robusta
en implementaciones numéricas. Estas pueden escribirse como una ecuación
del tipo (1.68) eligiendo f (α) = 1 y f (α) = 2/α respectivamente.

La condición para el vector de corrimiento más usada actualmente es cono-
cida como Gamma Driver y fue propuesta de modo empı́rico. Se puede observar
analı́ticamente que esta elección resulta en una ecuación hiperbólica que emula
en buena medida la condición de distorsión mı́nima. Usualmente esta condición
se implementa a segundo orden como el subsistema

∂tβ
a = βb∂bβ

a + Ba , (1.69)

∂tBa = βb∂bBa + α2cs(∂t − £~β)∆̂
a
− ηBi , (1.70)

donde cs es un parámetro que fija la velocidad de propagación y η añade términos
disipativos para evitar oscilaciones fuertes.

Hiperbolicidad de la formulación BSSN generalizada

En este apartado presento un análisis de hiperbolicidad detallado del sistema
BSSN generalizado basado en el análisis de [4]. La notación elegida es consis-
tente con [13], trabajo que se expondrá en el próximo capı́tulo.

Para el sistema BSSN generalizado, es conveniente definir las cantidades
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auxiliares

qa := ∂a lnα, (1.71a)

d̂abc :=
1
2
∂aγ̂bc, (1.71b)

χa := ∂aφ. (1.71c)

A las primeras derivadas de la métrica conforme d̂abc las denotamos con la
misma marca para indicar que subimos y bajamos ı́ndices con dicha métrica. Por
el momento asumimos que el vector de corrimiento es una función dada. En este
caso tenemos el vector de sistema u = (qa, χa, d̂abc,K, Âab, ∆̂a). A diferencia de la
formulación original, el determinante de la métrica conforme no es constante en
este caso pero las combinaciones γ̂abd̂cab evolucionan de una manera casi trivial.
En lo siguiente denotaremos ∂0 := ∂t − βi∂i al operador diferencial que contiene
los términos principales de la derivada en la dirección normal a la foliación. El
sistema de ecuaciones de evolución asumiendo foliación del tipo Bona-Masso
queda a parte principal

∂0qa ' −α f∂aK , (1.72a)

∂0χa ' −
α
6
∂aK +

σ
6
βl∂a

(
γ̂mnd̂lmn

)
, (1.72b)

∂0K ' −αe−4φγ̂mn∂mqn , (1.72c)

∂0d̂abc ' −α∂aÂbc −
σ
3
γ̂bcβ

l∂a

(
γ̂mnd̂lmn

)
, (1.72d)

∂0Âab ' −αe−4φ∂mΛm
ab , Λm

ab :=
[
d̂m

ab + δm
(a(q + 2χ − ∆̂)b)

]TF
, (1.72e)

∂0∆̂
i
' −α

[
(2 − ξ)γ̂ilγ̂mn∂mÂln +

2
3
ξγ̂il∂lK

]
+
σ
3
γ̂iaβb∂a

(
γ̂mnd̂bmn

)
. (1.72f)

En lugar de calcular el polinomio caracterı́stico de una matriz de dimensión
33, buscamos por inspección las funciones propias. Primeramente tenemos
tres combinaciones que no se propagan sobre la malla, correspondientes a las
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derivadas del elemento de volumen

saγ̂mnd̂amn . (1.73)

Tenemos otras combinaciones que fı́sicamente no se propagan, esto es que su
velocidad de propagación compensa al vector de corrimiento λ = −βasa/|s|2

hb
ad̂bmn , hb

aqb , hb
aχb , (1.74)

sa(6 fχa + f γ̂mnd̂amn − qa), (1.75)

∆̂i
− (2 − ξ) d̂ mi

m − 4ξγ̂imχm − γ̂
mnd̂i

mn . (1.76)

Están divididos en tres grupos por convenencia. Los primeros 16 (1.74) corres-
ponden a proyecciones normales a la dirección de propagación, mientras que
es posible checar que las combinaciones (1.76) son modos que fı́sicamente no
aparecen pues violan las constricciones.

Hasta aquı́ tenemos un total de 21 funciones propias y aún no se toma en
cuenta el tensor de curvatura extrı́nseca sin traza. Las ecuaciones para qa y K

están escritas de modo que podemos identificar un par de funciones propias
asociadas a la foliación que se propagan con velocidades λα

±
respectivamente:

ωα
±

= saqa ± |s|
√

f K , λα
±

= −
βasa

|s|2
±
α
|s|

√
f . (1.77)

Para que estas velocidades sean reales es necesario que f > 0. Las 10 funciones
propias restantes son más difı́ciles de identificar y están relacionadas con las
componentes de la curvatura extrı́nseca sin traza. Primeramente los modos
transversos/sin traza:

ωTT
± pq =

(
smΛm

abh
a
phb

q +
hpq

2|s|2
sis jsmΛm

ij

)
±|s|e4φ

(
Âabha

phb
q +

hpq

2|s|2
sis jÂi j

)
,

λTT
±

= −
βasa

|s|2
±
α
|s|
. (1.78)
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Estos son cuatro modos en total, pues están definidos sobre el espacio transver-
so y son simétricos sin traza habωTT

± pq = 0, por lo que cada uno de estos tensores
tiene dos componentes independientes. Esto se puede ver explı́citamente tra-
bajando más las expresiones (y multiplicando por |s|−1 que es una amplitud
superflua)

ωTT
± pq =

(
sm

|~s|
d̂mab ± Âab

)TT

≡

(
sm

|~s|
d̂mab ± Âab

) (
ha

phb
q −

hpq

2
hab

)
. (1.79)

La velocidad de propagación es la de la luz en relación al vector de direc-
ción. Todas estas propiedades apuntan en que estos modos están directamente
relacionados con ondas gravitacionales. Para explorar esta conexión definimos
en términos de las componentes en la base de una triada que tiene ~e1 = ~s

ω+
±

:= ωTT
± (2)(2) − ω

TT
± (3)(3) (1.80a)

ω×
±

:= 2ωTT
± (2)(3) (1.80b)

Ahora volviendo a las funciones propias, las componentes mixtas

ω±q = sahb
q

smΛm
ab ± |s|e

4φ

√
ξ
2

Âab

 ,
λ±q = −

βasa

|s|2
±
α
|s|

√
ξ
2
. (1.81)

Nuevamente la condición de velocidades reales nos restringe el valor del parámetro
ξ > 0. Desarrollando

ω±q = e4φŝahb
q

ŝmd̂mab ±

√
ξ
2

Âab

 +
1
2

ha
q

(
qa + 2ξa − ∆̂a

)
(1.82)
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Los últimos modos son longitudinales totalmente

ωl
±

=
(
smsasbΛm

ab −
2
3
|s|2smqm

)
±|s|e4φ

√
2ξ − 1

3

(
sasbÂab −

2
3
|s|2e−4φK

)
,

λl
±

= −
βasa

|s|2
±
α
|s|

√
2ξ − 1

3
. (1.83)

Estos últimos modos restringen aún más el valor de ξ de modo que para que las
velocidades sean reales ξ > 1/2. En particular se observa que la elección ξ = 2

resulta en que todos los modos asociados a las componentes de la curvatura
extrı́nseca sin traza Âi j se propagan a la misma velocidad, que es la velocidad
de la luz.

Se encontró un conjunto completo de funciones propias y todos los valores
propios son reales, por lo que el sistema es fuertemente hiperbólico.

También es interesante analizar la hiperbolicidad del sistema asociado a las
constricciones. En [96] se presenta este sistema para la formulación BSSN y el
siguiente desarrollo sigue el de la referencia, aunque allı́ utilizan una reparame-
trización un poco obscura. A parte principal las constricciones quedan

H ' e−4φ
(
−γ̂mn∂md̂ a

na − 8γ̂mn∂mχn + ∂m∆̂m
)
,

M
i
' γ̂iaγ̂mn∂mÂna −

2
3
γ̂im∂mK , (1.84)

C∆
i
j ' ∂ j

(
∆̂i
− 2d̂ mi

m + d̂i m
m

)
.

Como la definición de ∆̂ implica únicamente primeras derivadas de la métrica
conforme, es necesario elevar las derivadas de esa definición a constriccio-
nes del sistema. También se tiene como constricción Âi

i = 0 pero me parece
que es totalmente sano ignorarla (su evolución es cero a parte principal, y
es proporcional a la misma constricción al considerarla completa). Bajo estas
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consideraciones el sistema de constricciones queda a parte principal

∂0H ' −αe−4φ(2 − ξ)∂mM
m ,

∂0M
i
'

α
6
γ̂im∂mH +

α
2

e−4φγ̂mn∂mC∆
i
n , (1.85)

∂0C∆
i
j ' αξ∂ jM

i .

La evolución de la última está dada únicamente porque añadimos a la ecuación
de evolución para ∆̂i un múltiplo de la constricción de momento.

Tenemos entonces modos que no se propagan

hb
cC∆

i
b , ξH + e−4φ(2 − ξ)C∆

a
a . (1.86)

En caso que ξ = 2, la constricción Hamiltoniana a parte principal no se propaga.

Los modos restantes están asociados a los que corresponden a proyecciones
longitudinales del sistema de evolución. El asociado a la proyección mixta

Ωa
±

= ha
b

(
M

b
∓

1

|s|
√

2ξ
sn
C∆

b
n

)
, λ± = −

βasa

|s|2
±
α
|s|

√
ξ
2
. (1.87)

Los modos longitudinales

Ωl
±

=

(
e4φ

6
H +

sasb

2|s|2
C∆

a
b

)
∓

1
|s|

√
2ξ − 1

3
saM

a , λl
±

= −
βasa

|s|2
±
α
|s|

√
2ξ − 1

3
.

(1.88)

1.3.4 Datos iniciales

La elección de datos iniciales que representen una situación fı́sica particular
constituye en sı́ un problema interesante ya que cualesquiera que estos sean
deben satisfacer las constricciones que forman un sistema de cuatro ecuacio-
nes elı́pticas acopladas, y en general los enfoques de aproximación numéricos
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conllevan altos costos computacionales5. Las soluciones exactas conocidas son
muy pocas y muchas de ellas son soluciones completas de las ecuaciones de
Einstein, de las cuales no se puede esperar obtener nueva información y sólo
pueden servir como pruebas para calibrar los códigos. Aún ası́ es útil contar con
soluciones exactas ya que en base a ellas es posible construir funciones de prue-
ba (Ansatz) adecuados para describir distintas situaciones fı́sicas (distribución
de materia/ondas gravitacionales alrededor de agujeros negros, etc.).

Un procedimiento bastante estandarizado es la llamada descomposición de
York-Lichnerowicz, en la cual se asume que la métrica fı́sica está relacionada
conformemente a una métrica conocida

γi j = ψ̄4γ̄i j . (1.89)

La métrica conforme y el factor que los relaciona no tienen por qué coincidir con
las cantidades fundamentales de la formulación BSSN. Al hacer esta elección, la
constricción Hamiltoniana (1.64a) se reduce a

−
8
ψ̄5
∇̄

2ψ̄ +
R̄
ψ̄4
− Ai jAi j +

2
3

K2
− 16πρ = 0, (1.90)

donde Ai j es la parte sin traza del tensor de curvatura extrı́nseca. De este modo
la constricción Hamiltoniana resulta en una ecuación elı́ptica no lineal que
debe satisfacer el factor conforme. Si se conoce a priori el tensor de curvatura
extrı́nseca, el problema de encontrar datos iniciales se reduce a resolver esta
ecuación.

Para especificar la curvatura extrı́nseca es necesario satisfacer las constric-
ciones de momento, ecuaciones (1.64b). Estas presentan un reto más interesan-
te que no se abordará en esta sección, pero podemos mencionar que existen
distintas estrategias de reescalamientos conformes de la parte sin traza que
simplifican considerablemente las ecuaciones. Para las aplicaciones desarrolla-
das en este trabajo la estrategia general fue buscar situaciones en las que las

5Actualmente existen técnicas que han mejorado la eficiencia de los algoritmos para obte-
ner soluciones a ecuaciones de este tipo basados en múltiples discretizaciones y/o métodos
espectrales [149, 90].
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constricciones de momento se satisfacen de la manera más trivial posible. Por
ejemplo, al imponer que el dato inicial se de en un instante momentáneamente
en reposo, tanto la densidad de momento como el tensor de curvatura extrı́nseca
se anulan trivialmente.

1.3.5 Condiciones de frontera

La formulación del problema de valores iniciales debe incluir las consideracio-
nes tomadas en las fronteras. Usualmente cuando un problema está definido
en un dominio finito delimitado por una frontera bastan consideraciones fı́sicas
para determinar las condiciones adecuadas. No obstante, cuando analizamos
problemas definidos en un dominio infinito (como al modelar fenómenos as-
trofı́sicos) es necesario por limitaciones técnicas tomar un dominio finito e
introducir fronteras artificiales.6

Existen distintas técnicas para aplicar condiciones de frontera adaptadas a
casos particulares, pero en general se busca que al considerar un dominio con
fronteras artificiales estas cumplan una serie de condiciones:

• Estabilidad: en el sentido de que el comportamiento considerado en
las fronteras no afecte las propiedades de un sistema de ecuaciones de
evolución bien puesto a nivel analı́tico, ni la estabilidad del método de
integración una vez discretizado.

• Fı́sica: de modo que una solución obedezca las ecuaciones de evolución
como si no estuviera presente una frontera. En este sentido para sistemas
constreñidos como las ecuaciones de Einstein nos interesa también que
el comportamiento en las fronteras artificiales no introduzcan violaciones
a las ecuaciones de constricción.

• Aislamiento: pensando que para un sistema aislado, las condiciones de
frontera no introducen efectos que pueden interpretarse como informa-
ción proveniente del exterior.

6Existen técnicas para compactificar dominios infinitos para aplicar condiciones de frontera
fı́sicas, pero requieren de otras consideraciones prácticas.
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El tipo de condiciones de frontera es dependiente del sistema particular
considerado y del problema que se está abordando. Para sistemas con simetrı́a
traslacional es adecuado considerar condiciones de frontera periódicas, cuya
implementación es trivial y reproducen la fı́sica adecuadamente. Un caso que
puede tratarse de este modo es al hacer estudios cosmológicos.

Un tipo de condiciones de frontera bastante difundido para sistemas aislados
consiste en considerar el comportamiento asintótico de las soluciones. Como
en general para este tipo de sistemas la información que llega a las fronteras
tiene asintóticamente el comportamiento de ondas esféricas salientes del tipo:

u = u0 +
f (r − vt)

r
, (1.91)

como el perfil particular de la onda saliente f no es relevante, este comporta-
miento se puede modelar a nivel diferencial como

∂tu + v∂ru + v
u − u0

r
= 0 . (1.92)

Este tipo de condiciones de frontera generalmente mantienen las soluciones
estables pero es posible que introduzcan reflexiones espurias por no cumplir
todas las consideraciones fı́sicas. Estas reflexiones se minimizan al ubicar lejos
las fronteras y este es un procedimiento bastante usado en la práctica.

Una forma de mejorar este tipo de condiciones para sistemas fuertemente
hiperbólicos consiste en identificar las funciones propias del sistema y aplicar
condiciones de frontera sobre las mismas. En cada punto de la frontera podemos
fijarnos en la propagación en dirección normal ~s a la misma obteniendo un
conjunto de funciones propias ωλ que a parte principal evolucionan conforme
a ecuaciones de advección:

∂tωλ + λ∂~sωλ ' 0 . (1.93)

entonces, las funciones que se propagan hacia afuera de las fronteras se dejan
evolucionar libremente, mientras que las entrantes se suprimen.
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1.4 Soluciones astrofı́sicas y agujeros negros

La simplificación más significativa en la mecánica clásica consiste en asumir
partı́culas puntuales, esto equivale a requerir que la distribución de materia
sea singular. En relatividad general esta hipótesis tiene implicaciones mucho
más trascendentes y por eso debe ser tratada con cuidado. Su consideración
ha llevado al desarrollo de toda la teorı́a alrededor del concepto de Agujeros
Negros, en el que las singularidades no se deben solamente a la materia, sino
también a la geometrı́a del espacio-tiempo.

En la gravitación newtoniana es posible encontrar soluciones para distribu-
ciones de materia singulares. Partiendo de la solución exterior (fuera del soporte
compacto de la distribución de materia), estática y esféricamente simétrica de
(1.1)

φ = −
M
r
, M =

∫
S
ρdV, (1.94)

donde la integral se toma en una región S compacta que contiene el soporte de
la densidad ρ. Es posible extender esta solución para que sea válida en todo el
espacio solamente si en este lı́mite la densidad es singular.

Naturalmente la primera solución no trivial que se tuvo de las ecuaciones
de Einstein es una generalización de esta última y corresponde a la métrica de
Schwarzschild. Esta solución describe adecuadamente el exterior de cualquier
distribución de materia compacta y esférica (lo cual es consecuencia de los
teoremas de unicidad [103]), pero su continuación a todo el espacio es altamente
no trivial comparado al caso Newtoniano.

1.4.1 Solución exterior de Schwarzschild

Un espacio-tiempo es estacionario si posee un vector de Killing ~ξ temporaloi-
de. Este vector induce naturalmente una foliación caracterizada por el campo
unitario ~n = ~ξ/|~ξ|. En simetrı́a esférica es posible foliar la sección espacial
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con cascarones esféricos de modo que la topologı́a es localmente R × S2. Para
completar el sistema coordenado asumiendo que puntos pertenecientes a una
misma esfera se caracterizan con los ángulos usuales, basta elegir una coorde-
nada radial y una elección natural es el radio de área, que asigna a puntos en
una esfera la coordenada radial

r =

√
AS

4π
, (1.95)

donde AS es el área de la esfera en cuestión. Bajo esta elección, la métrica del
espacio-tiempo en coordenadas esféricas toma la forma

dS2 = −α(r)2dt2 + f (r)−1dr2 + r2dΩ2 . (1.96)

Como solamente hay dos incógnitas en esta métrica, las ecuaciones de cam-
po solo poseen dos componentes independientes. Las componentes temporales
y radiales de las ecuaciones de Einstein dan

α2

r2

(
1 − f − r f ′

)
= 8πTtt , (1.97)

1
r2 f

(
f − 1

)
+

2α′

rα
= 8πTrr . (1.98)

Las caracterı́sticas de las soluciones dependerán fuertemente de las pro-
piedades de la materia, la cual ha de caracterizarse por tener una interacción
capaz de generar presión que soporte estructuras estacionarias contra el co-
lapso gravitacional. No obstante, independientemente del tipo de materia, si la
distribución tiene soporte compacto, en el exterior Tµν = 0 y estas ecuaciones
tienen solución dada por

α2 = f = 1 +
C
r
. (1.99)

La constante de integración C se determina por condiciones de empalme de la
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métrica. Podemos reescribir en el interior

f (r) = 1 −
2m(r)

r
, (1.100)

con la función nombrada m(r) por convenencia, entonces C = −m(r) evaluada
en la frontera de la distribución. La interpretación de esta función se obtiene
sustituyendo este ansatz en (1.97) y usando la definición de densidad ρ =

nµnνTµν = Ttt/α2, entonces

m′(r) = 4πρr2 , (1.101)

o en forma integral

m(R) =

∫ R

0

∮
ρr2dΩdr , (1.102)

que es justo la expresión newtoniana para la masa contenida al radio R. Es-
te argumento no es suficiente para justificar que m(r) represente la masa del
sistema, más usando los conceptos expuestos en el Apéndice B se puede com-
probar que lo es. Los requerimientos para que esta solución sea regular son
más fuertes que en el caso newtoniano, aparte de que la función de masa se
anule en el origen, es necesario que su crecimiento este acotado por el valor
de la coordenada radial. De no cumplirse este último requerimiento existe una
región del espacio-tiempo en la que las coordenadas t y r intercambian papeles
y falla la hipótesis de estacionareidad con que partimos. Esta patologı́a es un
indicio de que el espacio-tiempo contiene un agujero negro.

1.4.2 Agujero Negro de Schwarzschild

La solución exterior de Schwarzschild, puede extenderse hasta r = 0 tomando
m(r) = M constante y considerando que el tensor de energı́a-momento se anula
en todo el espacio-tiempo. En este caso los coeficientes métricos son irregulares
en r = 0, 2M. En la región 0 ≤ r ≤ 2M las coordenadas (t, r) intercambian
papeles y si bien se puede mostrar que la singularidad en r = 2M es solamente
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por efecto de las coordenadas (el tensor de curvatura es regular), en r = 0 la
curvatura diverge y con ello las fuerzas de marea crecen ilimitadamente.

Si en lugar de utilizar el radio de área usamos una coordenada para la cual
la sección espacial es conformemente plana, la métrica es en este caso

ds2 = −α2dt2 + ψ4(dr̃2 + r̃2dΩ2) . (1.103)

Los valores de α y ψ que resuelven las ecuaciones de Einstein son

α2 =
2r̃ −M
2r̃ + M

, (1.104)

ψ = 1 +
M
2r̃
. (1.105)

Esta solución es la métrica de Schwarzschild en coordenadas isotrópicas. Estas
coordenadas están relacionadas con las usuales por

rSch = r̃
(
1 +

M
2r̃

)2

, (1.106)

Las constantes de integración son tales que la superficie rSch = 2M corresponde
a r̃ = M/2 en estas coordenadas. Otra propiedad importante es que tanto r̃→ 0

como r̃ → ∞ corresponden a rSch → ∞ y el espacio posee una isometrı́a dada
por r̃ → M2/4r̃. En estas coordenadas no se cubre la región interior de la
solución de Schwarzschild y se observa una estructura de agujero de gusano
que conecta dos universos idénticos (Figura 1.2). La singularidad en r̃ = 0

en este caso es efecto coordenado por la compactificación de un universo de
extensión infinita en una región coordenada finita. En la Figura 1.3 se muestra
la estructura global del espacio-tiempo de Schwarzchild en un diagrama de
Penrose; allı́ mismo se muestran las lı́neas en las que las coordenadas usuales
de Boyer-Lindquist (en las que se usa el radio de área) son constantes.
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riso = M/2

Figura 1.2: Estructura de agujero de gusano en una hipersuperficie de t constante
en la métrica de Schwarzschild expresada en coordenadas isotrópicas.

i0 i0

i+ i+

i− i−

J −

J +

J −

J +

Figura 1.3: Diagrama conforme de un agujero negro de Schwarzschild. Se mues-
tran las lı́neas para las cuales las coordenadas de Boyer-Lindquist son constantes.
Las lı́neas de r constante tienen extremos en infinitos temporales i±, mientras
que las lı́neas de t constante tienen por un extremo el infinito espacial i0, y en
el otro se extienden hacia la singularidad.
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1.4.3 Agujeros Negros estacionarios

De acuerdo a los teoremas sobre agujeros negros estacionarios, todos ellos
pertenecen a la familia de Kerr-Newman caracterizada únicamente por tres
parámetros: masa M, carga Q y momento angular J. En el caso de agujeros
cargados la solución no es de vacı́o, pues hay que tener en cuenta la contribución
del campo electromagnético a las ecuaciones de campo. En coordenadas de
Boyer-Lindquist (que coinciden con las coordenadas de Schwarzschild cuando
Q = J = 0) el elemento de lı́nea es

ds2 = −
∆ − a2 sin2 θ

Σ
dt2
− 2a sin2 θ

r2 + a2
− ∆

Σ
dt dφ

+
Σ

∆
dr2 + Σdθ2 +

(r2 + a2)2
− ∆a2 sin2 θ

Σ

 sin2 θdφ2, (1.107)

donde

Σ = r2 + a2 cos2 θ, (1.108a)

∆ = r2
− 2Mr + a2 + Q2, (1.108b)

a =
J

M
, (1.108c)

y el tensor de Faraday escrito como una 2-forma queda

F =
Q
Σ2

(
r2
− a2 cos2 θ

)
dr ∧

[
dt − a sin2 θdφ

]
+

2Qar
Σ2 cosθ sinθdθ ∧

[(
r2 + a2

)
dφ − adt

]
. (1.109)

Esta 2-forma es la derivada exterior de la 1-forma potencial, que salvo am-
bigüedades de norma puede escribirse como

A = −
Qr

(
dt − a sin2 θdφ

)
Σ

. (1.110)
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Estas expresiones aparecen tal cual en [132] (con Σ = ρ2). Pese a que esta
es una solución analı́tica bien conocida dista mucho de ser trivial, citando al
libro “Expressions (1.107) for the metric and (1.109) are sufficiently long to
be somewhat frightening”. En ese entendido podemos analizar algunas de las
caracterı́sticas de esta familia de soluciones, pero no entraremos a detalle en la
derivación de todas ellas. Históricamente se hallaron primero casos particulares
de esta métrica, que son el agujero negro cargado de Reissner-Nordström (RN
con J = 0) [153, 140] y el agujero negro rotante de Kerr (Q = 0)[113].

Esta solución posee varias caracterı́sticas que es importante notar. La métrica
posee singularidades fı́sicas en Σ = 0 (el tensor de curvatura diverge), que
corresponde a un anillo ya que nos podemos acercar a r = 0 sin problemas
siempre que no se incida en el plano θ = π/2. También se tienen singularidades
coordenadas cuando ∆ = 0, esto es en las esferas de radios

r± = M ±
√

M2 −Q2 − a2 , (1.111)

con a = J/M el momento angular por unidad de masa. Estas esferas correspon-
den a horizontes de eventos, y la singularidad coordenada aparece por exigir que
la métrica sea estacionaria en estas coordenadas. Hay varias formas de remover
la singularidad, una de ellas es introducir una coordenada radial cuasi-isotrópica
la cual analizaremos adelante más a detalle. La existencia de varios horizontes
esta asociado con la topologı́a interna del agujero negro, que es mucho más
compleja que el caso de Schwarzschild (Figuras 1.4 y 1.5).

También hay un horizonte de Killing (Apéndice B) asociado al vector de
desplazamientos temporales~t, que es donde el coeficiente métrico gtt se anula,
propiamente la superficie

rergo = M ±
√

M2 −Q2 − a2 cos2 θ . (1.112)

En la región entre el horizonte y esta superficie no pueden haber observa-
dores estáticos y se dice que los sistemas inerciales son arrastrados por la
rotación del agujero negro. Para esta geometrı́a la estructura de la singularidad
es temporaloide. Cabe notar que la existencia de horizontes está condicionada
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Figura 1.4: Diagrama de Penrose de un Agujero negro de Reissner-Nördstrom
con M > |Q|. La misma estructura se repite indefinidamente en ambos sentidos
en la dirección temporal.
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Figura 1.5: Diagrama de Penrose de un Agujero negro de Kerr con M > |a|. La
misma estructura se repite indefinidamente en ambos sentidos en la dirección
temporal.
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a M2 > Q2 + a2, que para los casos especiales se reduce a M > |Q| y M > |a|

para los espacio-tiempos de Reissner-Nördstrom y Kerr respectivamente.

Como se mencionó, es posible remover la singularidad en los horizon-
tes por medio de una transformación de coordenadas. Las coordenadas cuasi-
isotrópicas se obtienen al usar una coordenada radial r̃ que generaliza al radio
isotrópico; la relación con el radio de Boyer Lindquist r es

r = r̃

1 +
M +

√
a2 + Q2

2r̃

 1 +
M −

√
a2 + Q2

2r̃

 . (1.113)

Es notable que el radio de Boyer-Lindquist no es monótono y alcanza su mı́nimo
en el horizonte exterior, el cual en estas coordenadas se ubica en

r̃+ =

√
M2 − a2 −Q2

2
. (1.114)

Este comportamiento se debe a que el sistema coordenado cubre las regiones I
y II en las Figuras 1.4 y 1.5 sin penetrar el agujero negro en ningún momento.
Al ser en este sistema una hipersuperficie con t = const. espacialoide y regular
en todos lados, es candidato ideal para tomar como dato inicial para probar el
formalismo de evolución. Una relación por construcción es(

dr
dr̃

)2

=
∆

r2 =

(
1 −

M2
−Q2

− a2

4r̃2

)2

. (1.115)

De aquı́ se observa que alrededor de r+ la función ∆1/2 es suave y cambia de
signo, hecho que será necesario más adelante.

En estas coordenadas la métrica queda expresada como

ds2 = −
∆ − a2 sin2 θ

Σ
dt2
− 2a sin2 θ

(
r2 + a2

− ∆

Σ

)
dt dφ

+ψ4
(
dr̃2 + r̃2(dθ2 + χ sin2 θdφ2)

)
, (1.116)
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con

ψ4 = Σ/r̃2, (1.117a)

χ =

(
r2 + a2)2

− ∆a2 sin2 θ

Σ2 . (1.117b)

De aquı́ podemos identificar los objetos que caracterizan una sección de t =

const. La métrica espacial está totalmente caracterizada por las ecuaciones
(1.117a) y (1.117b). De las componentes gtµ identificamos las funciones de
norma que hacen esta métrica estacionaria:

βφ = −a sin2 θ
r2 + a2

− ∆

Σ
, βφ = −a

r2 + a2
− ∆

Σ2χ
, (1.118a)

α2 =
∆

Σχ
(1.118b)

Como en esta norma la métrica es estacionaria, la curvatura extrı́nseca
cumple

Ki j =
1

2α

(
∇iβ j + ∇ jβi

)
, (1.119)

cuyas componentes no nulas están dadas por:

Kiφ =
1

2α

(
∂iβφ − 2Γ

φ
iφβφ

)
=

1
2α
γφφ∂iβ

φ , (i , φ)

(1.120a)

Kr̃φ =
a sin2 θ

r̃Σ2
√

Σχ

×

[
M

(
2r2

(
r2 + a2

)
+ Σ

(
r2
− a2

))
−Q2r

(
Σ + r2 + a2

)]
, (1.120b)

Kθφ = −
a3
√

∆
(
2Mr −Q2) sin3 θ cosθ

Σ2
√

Σχ
. (1.120c)

Se agrupan términos de modo que su implementación sea clara, como en el
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caso de Σχ = r2 + a2
− aβφ.

Para terminar la descripción hay que especificar la forma de los campos
electromagnéticos, que se deriva del tensor de Faraday (1.109). Para el campo
eléctrico tenemos de (2.8) la expresión Ei = γiµnνFνµ

Er̃ = γr̃µ 1
α

(
−Ftµ + βφFφµ

)
=

Qr̃
(
r2 + a2)

Σ3
√

Σχ

(
r2
− a2 cos2 θ

)
, (1.121a)

Eθ = −γθµ
1
α

(
−Ftµ + βφFφµ

)
=

2Qa2r
√

∆

Σ3
√

Σχ
cosθ sinθ . (1.121b)

Por otro lado, de (2.9) obtenemos Bi = −nµεµiαβFαβ

Br̃ = −
1
√
γ

Fθφ = −
2Qarr̃ cosθ

Σ3
√

Σχ

(
r2 + a2

)
, (1.122a)

Bθ =
1
√
γ

Fr̃φ = −
2Qa2

√
∆ sinθ

Σ3
√

Σχ

(
r2
− a2 cos2 θ

)
. (1.122b)

Cabe mencionar que estas expresiones para datos iniciales que describen
la métrica de Kerr-Newman fueron derivadas independientemente a inicios de
2014, y a mi conocimiento no habı́an aparecido publicadas hasta finales del
mismo año [208].

1.4.4 Agujeros negros dinámicos

Los agujeros negros astrofı́sicos relevantes se forman por procesos de colapso
gravitacional y tienden asintóticamente al estado estacionario. Después de un
tiempo suficiente son adecuadamente descritos con el formalismo anterior, pero
durante la transición es necesario un mayor cuidado en su tratamiento ya que
puede haber interacción con más materia y emisión de radiación. Para lidiar con
situaciones dinámicas se ha introducido el formalismo de horizontes aislados y
dinámicos [22] que generaliza estos resultados.
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El concepto de carga del agujero negro se generaliza fácilmente tomando la
integral de carga sobre el horizonte del agujero negro, que es por definición la
carga encerrada por el horizonte.

El momento angular se generaliza de un modo similar, basta que exista
un vector de Killing rotacional sobre el horizonte y entonces la expresión final
es similar a la integral de Komar (Apéndice B), tomada en este caso sobre el
horizonte.

La generalización de la masa es más complicada y se deduce a partir de la
termodinámica de agujeros negros. Un resultado importante es que la entropı́a
de un agujero negro es proporcional al área de su horizonte, por lo cual en
todo proceso el área solo puede crecer o permanecer constante. Esto nos lleva
a definir la masa irreducible de un agujero negro en términos del área

Mirr =

√
A

16π
(1.123)

que es la masa de un agujero negro sin momento angular ni carga eléctrica, con
área A. La masa de un agujero negro en general está dada por

M2 =

(
Mirr +

Q2

4Mirr

)
+

J2

4M2
irr

. (1.124)

1.5 Soluciones cosmológicas

Las soluciones cosmológicas describen en conjunto la evolución del universo a
gran escala (una revisión completa y reciente del estado actual de la cosmologı́a
se puede revisar en [63]. Se basan en la hipótesis de que existe una foliación tal
que las secciones de t constante son homogéneas e isotrópicas, de este modo
la geometrı́a del espacio-tiempo queda descrita por el elemento de lı́nea

ds2 = −α(t)2dt2 + a(t)2γ̂i jdxidx j . (1.125)
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Esta métrica es referida en la literatura como métrica de Friedmann-Lemaı̂tre-
Robertson-Walker (FLRW)7 [86, 87, 120, 162, 163, 164, 200]. Se ha dejado
el lapso como una función arbitraria del tiempo coordenado, usualmente se
utilizan como coordenadas temporales el tiempo propio cósmico dτ = αdt o
el tiempo cósmico conforme dη = adt. Cabe notar que la métrica espacial a
cualquier tiempo es conforme a una métrica independiente del tiempo, cuya
única propiedad de acuerdo a las simetrı́as impuestas es que su escalar de
curvatura es constante: R̂ = 6k. Esta forma de escribir al escalar de curvatura
es para hacer coincidir la notación con la encontrada en textos de cosmologı́a,
y la constante k puede tomarse sin pérdida de generalidad igual a {0,±1} y las
observaciones apuntan a que su valor es cero. El factor de proporcionalidad
entre la métrica fı́sica y conforme, a(t), es conocido como factor de escala y
describe la dinámica del universo.

La expansión observada por un observador con cuadri-velocidad uµ es sim-
plemente el cambio relativo del elemento de volumen que observa

Θ~u :=
1
√
γ

d
√
γ

dτ~u
=

1
2
γαβuµ∂µγαβ =

3
a

uµ∂µa +
1
2

uµ∂µ ln γ̂ . (1.126)

El segundo término se cancela para observadores en reposo en esta foliación
(uµ = nµ), en este caso se les llama observadores comóviles. Por otro lado, el
primer término no se cancela y está directamente relacionado con la expan-
sión/contracción experimentada en el marco comóvil/homogéneo; el factor de
3 aparece por la dimensionalidad del espacio. Esto lleva a proponer un factor
que mide la expansión lineal observada en el marco comóvil, llamado factor de
Hubble:

H :=
1
3

Θ~n =
1
a

da
dτ~n

=
1
α

ȧ
a
. (1.127)

Por otro lado, este factor se puede asociar a la traza de la curvatura extrı́nseca

7Es común en la literatura encontrarla mencionada a nombre de solo algunos de esos autores,
dependiendo de las fuentes consultadas.
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por medio de las ecuaciones ADM

H = −
1
3

K . (1.128)

Las ecuaciones de Einstein en este caso describen como evoluciona el factor
de escala y son conocidas como ecuaciones de Friedmann

da
dt

= aαH , (1.129a)

H2 =
8π
3
ρ −

k
a2 , (1.129b)

dH
dt

= −αH2
−

4π
3
α
(
ρ + 3p

)
, (1.129c)

con p := S/3. El sistema queda determinado al especificar el tipo de materia
contenido en este espacio-tiempo. Las ecuaciones (1.129b) y (1.129c) pue-
den combinarse para dar una ecuación de evolución para la materia, que es
básicamente la ecuación de continuidad:

dρ
dt

= −3αH
(
ρ + p

)
. (1.130)

Esta relación puede verse como un equivalente microscópico de la conservación
de la energı́a. Si definimos la energı́a en una región comóvil con la expansión
como la integral de la densidad de energı́a ρ en la misma, tenemos

dU = dt
∫ (

dρ
dt

+
ρ
√
γ

d
√
γ

dt

)
√
γd3x = −p dt

∫ d
√
γ

dt
d3x = −p dV . (1.131)

Entonces el cambio en la energı́a de la región es solamente debido al traba-
jo realizado al expandirse la región considerada. Falta para cerrar el sistema
especificar la presión, esto se logra mediante una ecuación de estado que nor-
malmente se deriva de la microfı́sica de la materia. Usualmente en cosmologı́a
se toma una relación del tipo p = ωρ, con ω una constante.8 Cuando se tiene

8Aunque este es un modelo muy simplificado es posible modelar las componentes de materia
dominantes en el modelo cosmológico estándar de este modo (energı́a oscura ω = −1, materia



58 Capı́tulo 1. Gravitación en el formalismo 3+1

esta relación la ecuación (1.130) toma una forma inmediatamente integrable

dρ
ρ

= −3 (1 + ω)
da
a
, (1.132)

que finalmente da una relación entre la densidad y el factor de escala

ρ = ρ0

( a
a0

)−3(1+ω)

. (1.133)

Esta relación puede sustituirse nuevamente en las ecuaciones de Friedmann
para llegar a una solución para el factor de escala a(t). La solución en el caso
plano k = 0 y ω > −1 queda en términos del tiempo propio cosmológico

a(τ) =
(
a0

3
2 (1+ω) + (1 + ω)

√
6πρ0a0

3(1+ω)(τ − τ0)
) 2

3(1+ω)

, (1.134)

y más comúnmente se ajusta para que el factor de escala se anule a τ = 0

a(τ) = A(ω)τ
2

3(1+ω) . (1.135)

El caso particular ω = −1 requiere más cuidado en su integración y resulta en
el espacio-tiempo de de Sitter, en el que la densidad de materia es constante y
el factor de escala evoluciona exponencialmente.

Cabe mencionar que las ecuaciones de Friedmann son totalmente equiva-
lentes a las ecuaciones ADM/BSSN identificando a = e2φ. Las únicas ecuaciones
de evolución no triviales son:

∂tφ = −
1
6
αK , (1.136a)

∂tK =
1
3
αK2 + 4πα

(
ρ + S

)
, (1.136b)

no relativista ω = 0, radiación ω = 1/3).
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y la constricción no trivial en este caso es la Hamiltoniana, que toma la forma:

H := 6ke−4φ(t) +
2
3

K(t)2
− 16πρ(t) = 0 . (1.136c)
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Capı́tulo 2

Dinámica de materia autogravitante

La dinámica de la materia acoplada mı́nimamente al campo gravitatorio se redu-
ce a la usual sobre un espacio-tiempo curvo. En esta sección se hace un resumen
de la dinámica de los tipos de materia considerados en los capı́tulos subsecuen-
tes, que son campo electromagnético, campo escalar complejo acoplado a este
último y un fluido perfecto.

2.1 Electromagnetismo

Los campos electromagnéticos están descritos por el tensor de Faraday Fµν que
se construye a partir de un potencial vectorial Aµ

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ . (2.1)

La teorı́a electromagnética se puede formular en el contexto gravitacional par-
tiendo de su contribución a la acción

Sm =
1

16π

∫
FµνFµνα

√
γ d4x +

∫
LΨα

√
γ d4x , (2.2)

donde el último término refiere a otros campos de materia acoplados al campo
electromagnético. Las ecuaciones de campo que se obtienen al minimizar la
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acción con respecto a variaciones del potencial vectorial son

(4)
∇µFµν = −4π jνem , jνem := −

∂LΨ

∂Aν
. (2.3)

Por construcción, se tiene que para el tensor dual F∗µν = −(4)εαβµνFµν/2 se
cumple

(4)
∇µF∗µν = 0 . (2.4)

Y en conjunto las ecuaciones (2.3) y (2.4) son las ecuaciones de Maxwell en un
espacio-tiempo curvo. La teorı́a es invariante de norma ante transformaciones
del tipo Aµ → Aµ + ∂µ f . Como consecuencia de esta simetrı́a, la corriente cum-
ple una ecuación de conservación (4)

∇ν jνem = 0 lo cual implica la conservación
de la carga eléctrica.

2.1.1 Descomposición en el formalismo 3+1

El potencial vectorial se puede reescribir en términos de sus proyecciones nor-
mal y tangentes a las hipersuperficies del formalismo 3 + 1 como:

Aµ = nµΦ + aµ (2.5)

donde las proyecciones coinciden con los potenciales electromagnéticos escalar
y vectorial medidos por observadores Eulerianos1

Φ := −nµAµ , (2.6)

ai := (3)Ai = γi
µAµ . (2.7)

1En sentido estricto no son medidos por ningún observador pues son potenciales cuyos
efectos fı́sicos están dados por sus derivadas, más usamos esta analogı́a verbal porque son las
cantidades que se utilizarı́an para la descripción local.
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El tensor de Faraday puede descomponerse en términos de los campos
eléctrico y magnético medidos por los observadores Eulerianos

Eµ := −nνFνµ , (2.8)

Bµ := −nνF∗νµ . (2.9)

Por la antisimetrı́a de Fνµ, estos campos son perpendiculares a nµ, de modo
que son tangentes a las superficies de t constante. El tensor de Faraday puede
escribirse entonces como

Fµν = γµαγ
ν
βF

αβ + nµEν − nνEµ . (2.10)

El primer término puede reescribirse usando (2.9)

γµαγ
ν
βF

αβ = (3)εµναBα , (3)εµνα := nβεβµνα . (2.11)

Bajo estas consideraciones el tensor de Faraday y su dual toman explı́citamente
la forma

Fµν = (3)εµνσBσ + nµEν − Eµnν , (2.12)

F∗µν = −
(3)εµνσEσ + nµBν − Bµnν . (2.13)

Al escribir el tensor de Faraday en términos de los potenciales, las ecuacio-
nes (2.8) y (2.9) dan las relaciones usuales

∂tai = £~β ai
− αEi −

(3)
∇i(αΦ) , (2.14)

Bi =
1
2

(3)εimn (∂m am − ∂n am) = (3)εimn∂m an =
(

(3)
∇ × a

)i
. (2.15)

Utilizando esta descomposición del tensor de Faraday, la acción toma la
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forma

Sm =
1

8π

∫
γµν

(
BµBν − EµEν

)
α
√
γ d4x +

∫
LΨ

√
−g d4x , (2.16)

Como consecuencia de la libertad de norma, el Lagrangiano no depende
de Φ̇. Tomando como variables dinámicas a las componentes del potencial
vectorial ai, los momentos conjugados quedan

πE
a = −

√
γ

4π
Ea (2.17)

y la función Hamiltoniana queda entonces

Hem =

∫ {
πE

a
[
£~β aa − αEa − ∇a(αΦ)

]
−

1
8π

(BaBa
− EaEa)

}
α
√
γd3x

=

∫ [
−
α

8π
(BaBa + EaEa) + πE

a£~β aa + αΦ∇aπE
a
]
√
γd3x , (2.18)

en donde el último término se integró por partes.

En la formulación Hamiltoniana el electromagnetismo queda descrito efecti-
vamente por el potencial vectorial y el campo eléctrico. La invariancia de norma
de la teorı́a queda manifiesta al ser nulo el momento conjugado al potencial
escalar, que implica al variar la acción respecto a este la constricción

G := ∇iEi
− 4πρem = 0 , (2.19a)

con ρem := −nµ jµem. Otra ecuación de constricción que se tiene de la construc-
ción es

B := ∇iBi = 0 . (2.19b)

Por otro lado, la evolución del campo eléctrico esta dada por

∂tEi = £~βE
i + (∇ × αB)i + αKEi

− 4πα (3)ji
em , (2.20)
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con (3)ji
em := γi

µ jµem. La ecuación de conservación (4)∇µ jµem = 0, obtenida al
tomar la divergencia de (2.4), queda en términos de las proyecciones 3+1

∂tρem − £~βρem + ∇a

(
α(3)ja

em

)
= αKρem (2.21)

Si bien las ecuaciones anteriores describen totalmente al electromagnetismo en
términos de los potenciales ai y Φ, los campos que producen efectos fı́sicos
son Ei y Bi. En la mayorı́a de los casos es posible trabajar directamente con los
campos fı́sicos tomando en cuenta la ecuación (2.15). En este caso la ecuación
de evolución resultante para el el campo magnético es:

∂tBi = £~βB
i
− (∇ × αE)i + αKBi . (2.22)

Otra gran ventaja de considerar la evolución en términos de los campos fı́sicos
es el hecho de evitar el problema de la elección de norma para los potenciales.

Por completez podemos también incluir el sistema de evolución asociado
que cumplen las constricciones. Utilizando las ecuaciones de evolución es po-
sible ver que si definimos las constricciones eléctrica G := ∇iEi

− 4πρem = 0 y
magnética B := ∇iBi = 0, entonces estas cumplen el sistema

∂tG − £~βG = αKG , (2.23a)

∂tB − £~βB = αKB . (2.23b)

Para sistemas acoplados en los que la dependencia en los potenciales
es explı́cita no es suficiente solamente considerar a los campos eléctricos y
magnéticos, puesto que no es posible recuperar unı́vocamente a los poten-
ciales. Al ser el campo magnético definido como el rotacional del potencial
vectorial (2.15), cualquier uno-forma que difiera de este último por una uno-
forma cerrada es equivalente. Es necesario entonces seguir la evolución del
sistema considerando los potenciales usando la ecuación (2.14). Para comple-
tar el sistema es necesario fijar la norma respecto al potencial escalar, y una
elección acorde al sistema obtenido es la norma de Lorentz, (4)

∇µAµ = 0, que al
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hacer la descomposición 3+1 da una ecuación de evolución para este

∂tΦ = £~βΦ + αKΦ − ∇i(α ai). (2.24)

2.1.2 Tensor de energı́a-momento del campo electromagnético

El tensor de energı́a-momento del campo electromagnético es

Tµν =
1

4π

[
FµλF λ

ν −
1
4

gµν FλσFλσ
]
. (2.25)

que al utilizar las ecuaciones (2.12) y (2.13), queda explı́citamente en términos
de los campos eléctrico y magnético

Tµν =
1

4π

[
−(EµEν + BµBν) +

1
2
γµν(E2 + B2)

+
1
2

nµnν(E2 + B2) + 2EλBσ (3)ελσ(µnν)

]
, (2.26)

donde E2 = EiEi y B2 = BiBi. Los términos correspondientes a la descompo-
sición 3 + 1 de este tensor, llamando E a la densidad de energı́a del campo
electromagnético, son

E :=
1

8π
(E2 + B2) , (2.27a)

Ji :=
1

4π
(3)εi jkE jBk , (2.27b)

Si j :=
1

8π

[
γi j(E2 + B2) − 2(EiE j + BiB j)

]
. (2.27c)

estas expresiones corresponden a la densidad de energı́a, flujo de momento
(vector de Poynting) y tensor de esfuerzos medidos por observadores Euleria-
nos.
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2.1.3 Hiperbolicidad de las ecuaciones de Maxwell

El sistema formado por las ecuaciones de Maxwell es suficientemente sencillo
para llevar a cabo el análisis de hiperbolicidad completo y es mucho más intere-
sante en cuanto al tipo de funciones propias que aparecen que están asociadas
a la radiación electromagnética.

En resumen, las ecuaciones de Maxwell forman un sistema simétricamente
hiperbólico. Para hacer un análisis local tomamos una dirección caracterizada
por un vector unitario ŝ y damos una tétrada ortonormal {ê(a)} en la cual ê(1) = ŝ.
Las velocidades caracterı́sticas y sus funciones propias entonces quedan:

• λ0 = −βasa

Easa , Basa .

• λ+ = −βasa + α(
E(2) + B(3)

)
,

(
E(3) − B(2)

)
.

• λ− = −βasa − α(
E(2) − B(3)

)
,

(
E(3) + B(2)

)
.

Los escalares complejos que describen al campo electromagnético quedan

Φ0 ∝ Easa + iBasa ,

Φ1 ∝
(
E(2) − B(3)

)
+ i

(
E(3) + B(2)

)
,

Φ2 ∝
(
E(2) + B(3)

)
+ i

(
E(3) − B(2)

)
.

Los detalles de esta derivación pueden verse en el Apéndice D.
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2.2 Campo escalar complejo

El modelo de campo escalar posee una gran importancia teórica al ser el más
sencillo de formular en una teorı́a Lagrangiana. No obstante, este modelo ha
adquirido gran relevancia desde la propuesta del mecanismo de Higgs para
dotar de masa a las partı́culas del modelo estándar. Más aún, con los recientes
resultados experimentales que afirman haber observado esta partı́cula en el Gran
Colisionador de Hadrones del CERN (LHC por sus siglas en inglés), el estudio
de este tipo de campos está en apogeo. Es posible modelar por medio de
campos escalares estructuras compactas conocidas como estrellas de bosones
y estudiar la estabilidad de estos sistemas autogravitantes. Otros estudios que
involucran campos escalares incluyen la dinámica de la energı́a oscura [94],
las consecuencias del acople no mı́nimo en teorı́as alternativas de gravitación
[168, 169, 9], ası́ como modelos de materia oscura [126, 127, 128, 129, 196,
6, 130, 186] e inflación [98, 99, 122, 138].

La contribución a la acción del campo escalar complejo es

Sϕ =

∫ [
−

1
2

(4)
∇µϕ

∗(4)
∇
µϕ − V(|ϕ|2)

]
√
−gd4x, (2.28)

donde el potencial V(|ϕ|2) es una función escalar arbitraria. Los modelos más
simples constan de los primeros términos de la expansión polinomial

V =
m2

2
ϕ∗ϕ +

λ
4

(ϕ∗ϕ)2, (2.29)

donde el primer término es debido a la masa m del bosón en cuestión, y el
segundo término corresponde a una autointeracción medida por λ. Cabe notar
que esta acción es invariante ante transformaciones globales del campo en el
grupo U(1), esto es transformaciones de la forma ϕ→ eiθϕ.

En lo siguiente trataremos como variables independientes al campo ϕ y
su conjugado ϕ∗, pensando que es inmediato el reconstruir las partes real e
imaginaria en términos de estos. La ecuación de evolución que se obtiene
minimizando la acción respecto a variaciones de la componente conjugada δϕ∗
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es la ecuación de Klein-Gordon:

(� − 2V′)ϕ = 0, V′ ≡
dV

d|ϕ|2
. (2.30)

De igual modo podemos obtener la ecuación de evolución para ϕ∗ tomando la
variación del campo δϕ, obteniendo el conjugado de esta última.

Como consecuencia de la invariancia del Lagrangiano ante transformacio-
nes globales del grupo U(1) (ϕ → eiθϕ) tenemos una corriente conservada
((4)
∇µuµ = 0) dada por

uµ =
i
2

(
ϕ∗(4)
∇
µϕ − ϕ(4)

∇
µϕ∗

)
. (2.31)

2.2.1 Formulación Hamiltoniana

Para reescribir la teorı́a del campo escalar, definimos las variables adaptadas a
la foliación

Π := nµ(4)
∇µϕ, χi := (3)

∇iϕ. (2.32)

Como gµν = γµν − nµnν, reescribimos la acción en términos de estas variables

S =

∫
Lϕ dt =

∫ [1
2

(
Π∗Π − χ∗iχ

i
)
− V

]
α
√
γd4x. (2.33)

y de aquı́, como αΠ = ϕ̇ − βaχa, se tiene que los momentos conjugados están
dados por la relación

p =
δLϕ
δϕ̇

=

√
γ

2
Π∗ . (2.34)
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La función Hamiltoniana queda entonces

Hϕ =

∫ (
pϕ̇ + p∗ϕ̇∗ − Lϕα

√
γ
)

d3x

=

∫ {[
α
2

(
Π∗Π + χ∗iχ

i
)

+ αV
]
√
γ + pβaχa + p∗βaχa

∗

}
d3x. (2.35)

La evolución del campo escalar queda descrita por el sistema

∂tϕ =
δHϕ

δp
= £~β ϕ +

2α
√
γ

p∗ (2.36a)

∂tp∗ = −
δHϕ

δϕ∗
= ∂a(p∗βa) +

√
γ

2
∇a(αχa) − α

√
γV′ϕ . (2.36b)

Donde para la última ecuación se hicieron integraciones por partes para sus-
tituir fδχ∗a → δϕ∗(3)

∇a f . El sistema se puede reescribir de forma muy concisa
(notando que ∂a(p∗βa) = £~βp

∗ por ser densidad tensorial)

2
√
γ

£~n ϕ = p∗ ,
2
√
γ

£~n p∗ =
1
α

(3)
∇a(αχa) − 2V′ϕ

Estas últimas ecuaciones pueden reescribirse como un sistema de primer orden
para las variables auxiliares

∂tϕ = £~βϕ + αΠ , (2.37a)

∂tχi = £~βχi + ∇i(αΠ) , (2.37b)

∂tΠ = £~βΠ + α (3)
∇i(αχi) + αΠK − 2αϕV′. (2.37c)

Esta última ecuación es la que contiene toda la dinámica de la ecuación de
Klein-Gordon.

En cuanto a la hiperbolicidad de este sistema, se tiene que el campo escalar
a parte principal evoluciona de acuerdo a una ecuación de onda. Para el campo
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complejo la evolución esta dada por dos ecuaciones de onda acopladas solo en
términos inferiores. Los modos que no propagan son

ω0
a = hb

aχb , λ0 = −
βasa

|~s|2
, (2.38)

y una pareja de modos entrante y saliente que se propagan a la velocidad de la
luz:

ω± = Π ∓ ŝbχb , λ = −
βasa

|~s|2
. (2.39)

Estas últimas ecuaciones en el entendido de que pueden construirse tanto para
la parte real o imaginaria, o pueden considerarse los valores complejos.

2.2.2 Tensor de energı́a-momento del campo escalar

El tensor de energı́a-momento se obtiene inmediatamente de este Lagrangiano:

Tϕµν =
1
2

(
(4)
∇µϕ

∗(4)
∇νϕ + (4)

∇νϕ
∗(4)
∇µϕ

)
+ gµνLϕ. (2.40)

Entonces los términos de fuente asociados a la materia quedan

ρϕ = nµnνTµν =
1
2

(
Π∗Π + χ∗iχ

i
)

+ V, (2.41a)

jϕi = −γµi nνTµν = −
1
2

(
Π∗χi + χ∗i Π

)
, (2.41b)

Sϕi j = γµi γ
ν
j Tµν =

1
2

(
χ∗iχ j + χ∗jχi

)
+ γi jLϕ. (2.41c)

2.2.3 Campo escalar con interacción electromagnética

El campo escalar complejo naturalmente se acopla al campo electromagnético al
promover la simetrı́a U(1) de global a local. Esto se obtiene al hacer la sustitución
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∇µ →Dµ = ∇µ + iqAµ, de modo que la acción queda

S =

∫
−

1
2

(
Dµϕ

∗
D
µϕ + 2V(|ϕ|2)

)
α
√
γd4x. (2.42)

Este operador diferencial D es invariante de norma, ya que al operar sobre el
campo escalar el resultado es invariante ante transformaciones ϕ → ϕeiqθ y
Aµ → Aµ − ∂µθ. La variación de esta acción con respecto al potencial elec-
tromagnético nos da la corriente que se acopla como fuente de los campos
electromagnéticos

jµem =
iq
2

(
ϕ∗Dµϕ − (Dµϕ∗)ϕ

)
. (2.43)

En este caso conviene definir nuevas variables auxiliares

Π̃ := nµDµϕ = Π − iqΦϕ, χ̃i := γµiDµϕ = χi + iq aiϕ. (2.44)

En términos de estas variables la acción toma una forma idéntica al caso neutro,
ecuación (2.33).

S =

∫ [1
2

(
Π̃∗Π̃ − χ̃∗i χ̃

i
)
− V

]
α
√
γd4x, (2.45)

Y las fuentes electromagnéticas quedan

ρem = −nµuµ =
iq

2m
(Π̃∗ϕ − ϕ∗Π̃), (2.46a)

(3) ji
em = γi

µuµ =
iq

2m
(ϕ∗χ̃i

− χ̃∗iϕ). (2.46b)

La variación de esta acción con respecto a las componentes del campo
escalar dan la ecuación de evolución(

D
µ
Dµ − 2V′

)
ϕ = 0, (2.47)

que al expandir el primer término para separar el operador DAlambertiano, la
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ecuación anterior queda reescrita como

�ϕ = 2V′ϕ − q(2iAµ
∇µϕ + iϕ∇µAµ − qAµAµϕ). (2.48)

En términos de los potenciales vectorial y escalar esta ecuación toma la forma
final

�ϕ =
[
2V′ + q2( ai ai

−Φ2)
]
ϕ − iq(2( aiχi + ΦΠ) + ϕ∇µAµ). (2.49)

Esta ecuación difiere de la ecuación (2.30) únicamente en la fuente del la-
do derecho y por lo tanto puede reescribirse como el sistema de ecuaciones
(2.37a),(2.37b) y (2.37c) haciendo la sustitución correspondiente.

La formulación Hamiltoniana en este caso es muy similar. Los momentos
conjugados al campo escalar quedan

p =
δLϕ
δϕ̇

=

√
γ

2
Π∗ . (2.50)

De este modo la función Hamiltoniana queda dada por la expresión

Hϕ =

∫ {[
α
2

(
Π̃∗Π̃ + χ̃∗i χ̃

i
)

+ αV
]
√
γ + pβaχa + p∗βaχa

∗

}
d3x

+

∫
iqαΦ

(
pϕ − p∗ϕ∗

)
d3x. (2.51)

Las ecuaciones de evolución resultantes quedan

∂tϕ =
δHϕ

δp
= £~βϕ +

2α
√
γ

p∗ + iqαΦϕ, (2.52a)

∂tp∗ = −
δHϕ

δp
= £~βp

∗ +

√
γ

2
Da(αχ̃a) −

√
γαϕV′ + iqαΦp∗ . (2.52b)

Estas ecuaciones pueden reescribirse de forma compacta definiendo una deri-
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vada de Lie invariante de norma £̃~v := £~v + iqAµvµ

2
√
γ

£̃~nϕ = p∗ ,
2
√
γ

£̃~np∗ =
1
α
Da(αχ̃a) − 2V′ϕ

En tanto a la hiperbolicidad del sistema notamos que en la norma de Lorentz,
a parte principal los sectores electromagnético y escalar están desacoplados y
su estructura caracterı́stica no cambia.

Los términos del tensor de energı́a momento quedan expresados en término
de las variables invariantes de norma

ρϕ = nµnνTµν =
1
2

(
Π̃∗Π̃ + χ̃∗i χ̃

i
)

+ V, (2.53a)

jϕi = −γµi nνTµν = −
1
2

(
Π̃∗χ̃i + χ̃∗i Π̃

)
, (2.53b)

Sϕi j = γµi γ
ν
j Tµν =

1
2

(
χ̃∗i χ̃ j + χ̃∗jχ̃i

)
+ γi j

[1
2

(
Π̃∗Π̃ − χ̃∗i χ̃

i
)
− V

]
. (2.53c)

2.3 Hidrodinámica

La mayorı́a de la materia a nivel astrofı́sico se modela como un fluido (perfecto).
Comenzaremos la discusión de la dinámica de un fluido perfecto por el tensor
de energı́a-momento que lo caracteriza, que es de la forma2:

Tµν =
(
ρu + p

)
uµuν + pgµν . (2.54)

Las variables que describen al fluido de esta forma son la densidad de enengı́a
comóvil ρu, el campo de cuadrivelocidades que siguen los elementos de fluido
uµ, y la presión resultante de la autointeracción. La evolución queda determinada
por las ecuaciones de conservación, suplementadas con una ecuación de estado.

Es común separar a la densidad como una contribución en reposo ρ0 y otra

2Citando a Hawking: We shall call any matter whose energy-momentum tensor is of the
above form (whether or not it is derived from a Lagrangian) a perfect fluid.
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debida a la energı́a interna, quedando ρ = ρ0(1 + ε) con ε la energı́a interna
especı́fica. De este modo podemos definir la entalpı́a especı́fica como

h := 1 + ε +
p
ρ0
, (2.55)

y reescribir el tensor de energı́a-momento como

Tµν = ρ0huµuν + pgµν . (2.56)

Todas estas redefiniciones son para simplificar la ecuación de conservación de
partı́culas

∇µ
(
ρ0uµ

)
= 0 . (2.57)

El campo de cuadri-velocidades resulta redundante, pues la relación uµuµ =

−1 liga las componentes. Por ello se puede tomar el campo de tres-velocidades
sin pérdida alguna de generalidad. Ahora, en el formalismo 3+1 podemos definir
el factor de Lorentz medido por observadores Eulerianos

W := −uµnµ = αu0 = 1/
√

1 − γi jviv j , (2.58)

de modo que el campo de tres-velocidades queda explı́citamente vi = W−1ui.

Por las propiedades no lineales de las ecuaciones hidrodinámicas conviene
escribirlas en una forma totalmente conservativa. Para este fin se desarrolló la
llamada formulación de Valencia [85, 84], donde se definen las bien llamadas
variables conservadas

D := ρ0W , (2.59a)

S
i := ρ0hW2vi , (2.59b)

E := ρ0hW2
− p −D . (2.59c)

Estas cantidades conservadas tienen la siguiente interpretación fı́sica: D es la
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densidad de masa en reposo medida por los observadores Eulerianos, Si es la
densidad de momento medida por los mismos observadores, yE es la diferencia
entre la densidad de energı́a total y la densidad de masa en reposo medida en
el mismo marco Euleriano, E = ρADM −D.

En términos de estas cantidades conservadas, las ecuaciones de evolución
para el fluido perfecto pueden escribirse como ecuaciones de balance en forma
3 + 1

∂tD − £~βD + ∇k

(
αDvk

)
= αKD , (2.60a)

∂tS
i
− £~βS

i + ∇k

[
α(Sivk + γikp)

]
= − (E + D)∇iα + αKSi , (2.60b)

∂t E − £~β E + ∇k

[
α(E + p)vk

]
=

(
E + D + p

)
(αvmvnKmn − vm

∇mα)

+αK(E + p) (2.60c)

Las fuentes del campo gravitacional, ecuaciones (1.31a) , se reducen en
términos de estas variables a

ρADM = E + D , (2.61a)

ji
ADM = S

i , (2.61b)

Si j
ADM = vi

S
j + γi jp . (2.61c)



Capı́tulo 3

Escenarios en simetrı́a esférica

Una primera aproximación para el estudio de fenómenos gravitacionales consis-
te en considerar procesos y configuraciones esféricamente simétricos. En estos
casos es posible abstraer las caracterı́sticas principales de los fenómenos de
colapso y acreción, con las ventajas computacionales de tratar con un sistema
mucho más simple que el caso general. No obstante al limitarnos al estudio en
este contexto se suprimen fenómenos fı́sicos interesantes, como la emisión de
radiación en estos procesos, y se corre el riesgo de encontrar resultados poco
genéricos que solo son válidos al imponer este tipo de simetrı́a y desaparecen
cuando el fenómeno estudiado se desvı́a mı́nimamente de esta.

Los trabajos desarrollados en esta sección abarcan desde el estudio de las
ecuaciones a nivel analı́tico para derivar condiciones adecuadas para la im-
plementación de códigos numéricos en simetrı́a esférica, hasta aplicaciones
numéricas para el estudio de colapso de campos escalares en distintos con-
textos. Por un lado se estudia el colapso de campos escalares cargados y sus
posibles implicaciones a la conjetura de censura cósmica, proceso en el que ob-
servamos que la misma dinámica del campo electromagnético es tal que evita la
formación de singularidades desnudas. En otra lı́nea se estudian distribuciones
de campo escalar inhomogéneas en un escenario cosmológico, a fin de obser-
var y comparar los procesos de formación de estructura cosmológica con los
modelos usuales. Más detalles acerca de estos trabajos serán presentados en
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las secciones correspondientes.

Para formular las ecuaciones de campo de un sistema autogravitante en
simetrı́a esférica partimos de una descripción de la geometrı́a adaptada a esta,
en la que el elemento de lı́nea toma la forma

ds2 = −

(
α(r, t)2

− βr(r, t)βr(r, t)
)

dt2 + 2βr(r, t)drdt

+ψ(r, t)4
(
a(r, t)dr2 + r2b(r, t)dΩ2

)
, (3.1)

de modo que las componentes métricas toman la forma γrr = ψ4a, γθθ = ψ4r2b

y γφφ = ψ4r2 sin2(θ)b. Al escribir la métrica de esta forma ya se consideró que en
simetrı́a esférica los campos vectoriales solo poseen una componente radial, y
que las funciones relevantes solo tienen dependencia en las coordenadas radial
r y temporal t. En el resto de este capı́tulo se omitirán los ı́ndices de los vectores
siempre que esto no presente ambigüedades.

En la siguiente sección se plantearán las ecuaciones que describen la diná-
mica del espacio-tiempo en presencia de sistemas autogravitantes imponiendo
simetrı́a esférica en la formulación BSSN. Consecuentemente, en el resto del
capı́tulo se abordarán los temas desarrollados durante el doctorado en estas
direcciones.

3.1 Sistema BSSN en simetrı́a esférica

Al aplicar las consideraciones asociadas a la simetrı́a esférica al sistema BSSN
generalizado expuesto en la sección 1.3.3 se obtiene una versión bastante ma-
nejable para las ecuaciones de evolución. La derivación del sistema puede verse
en [12], y en esta sección solamente haré una breve recapitulación.

Las variables del sistema al considerar una métrica del tipo (3.1) son sola-
mente: el exponente conforme φ, las funciones asociadas a la métrica a y b,
la traza de la curvatura extrı́nseca K y las componentes mixtas del tensor de
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curvatura extrı́nseca sin traza Â j
i :

Aa := Âr
r , Ab := Âθ

θ . (3.2)

Esta nomenclatura será común para nombrar a las componentes mixtas de los
tensores de segundo rango, por lo que las fuentes del campo gravitacional
quedan descritas en términos de las componentes Sa = Sr

r y Sb = Sθθ del tensor
de esfuerzos. También tenemos el vector ∆̂i que solo posee componente radial
no nula. Las componentes del tensor de curvatura extrı́nseca sin traza cumplen
Aa + 2Ab = 0, por lo que basta considerar únicamente una de ellas.

El sistema de ecuaciones de evolución BSSN resultante es:

∂tφ = βr∂rφ +
σ
6
∇̂mβ

m
−

1
6
αK , (3.3a)

∂ta = βr∂ra + 2a∂rβ
r
−

2
3
σa ∇̂mβ

m
− 2αaAa, (3.3b)

∂tb = βr∂rb + 2b
βr

r
−

2
3
σb ∇̂mβ

m
− 2αbAb , (3.3c)

∂tK = βr∂rK − ∇2α + α
(
A2

a + 2A2
b +

1
3

K2
)

+4πα
(
ρ + Sa + 2Sb

)
, (3.3d)

∂tAa = βr∂rAa −

(
(∇∇α)a −

1
3
∇

2α
)

+ α
(
Ra −

1
3

R
)

+αKAa −
16π

3
α (Sa − Sb) , (3.3e)

∂t∆̂
r = βr∂r∆̂

r
− ∆̂r∂rβ

r +
1
a
∂2

rβ
r +

2
b
∂r

(
βr

r

)
+
σ
3

(1
a
∂r(∇̂mβ

m) + 2∆̂r
∇̂mβ

m
)

−
2
a

(Aa∂rα + α∂rAa) + 2α
(
Aa∆̂

r
−

2
rb

(Aa − Ab)
)

+
αξ
a

[
∂rAa −

2
3
∂rK + 6Aa∂rφ

+ (Aa − Ab)
(

2
r

+
∂rb
b

)
− 8π jr

]
. (3.3f)

El sistema está escrito de manera casi explı́cita en términos de las variables
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fundamentales salvo por términos geométricos complicados. Estos los podemos
enumerar y poner explı́citamente comenzando por la divergencia conforme del
vector de corrimiento:

∇̂mβ
m = ∂rβ

r + βr
∂r

(
r4ab2

)
2r4ab2

= ∂rβ
r + βr

(
∂ra
2a

+
∂rb
b

+
2
r

)
. (3.4)

La componente radial mixta de la segunda derivada covariante del lapso,
(∇∇)aα := ∇r

∇rα, y el laplaciano del mismo

(∇∇α)a =
1

ae4φ

[
∂2

rα − ∂rα

(
∂ra
2a

+ 2∂rφ

)]
, (3.5a)

∇
2α =

1
ae4φ

[
∂2

rα − ∂rα

(
∂ra
2a
−
∂rb
b
− 2∂rφ −

2
r

)]
. (3.5b)

La componente radial mixta del tensor de Ricci Ra := Rr
r y su traza

Ra = −
1

ae4φ

∂2
r a

2a
− a∂r∆̂

r
−

3
4

(
∂ra
a

)2

+
1
2

(
∂rb
b

)2

−
1
2

∆̂r∂ra +
∂ra
rb

+
2
r2

(
1 −

a
b

) (
1 +

r∂rb
b

)
+4∂2

rφ − 2∂rφ

(
∂ra
a
−
∂rb
b
−

2
r

)]
, (3.6a)

R = −
1

ae4φ

∂2
r a

2a
+
∂2

r b
b
− a∂r∆̂

r
−

(
∂ra
a

)2

+
1
2

(
∂rb
b

)2

+
2
rb

(
3 −

a
b

)
∂rb +

4
r2

(
1 −

a
b

)
+8

(
∂2

rφ + (∂rφ)2
)
− 8 ∂rφ

(
∂ra
2a
−
∂rb
b
−

2
r

)]
. (3.6b)

Junto con las ecuaciones de evolución es necesario considerar las cons-
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tricciones del sistema, constituidas por las constricciones Hamiltoniana y de
momento, junto con la resultante de la definición del vector ∆̂i. En términos de
las variables del sistema toman la forma:

H = R −
3
2

A2
a +

2
3

K − 16πρ = 0 , (3.7a)

Mr = ∂rAa −
3
2
∂rK + 6Aa∂rφ +

2
3

Aa

(
2
r

+
∂rb
b

)
− 8π jr = 0 , (3.7b)

C∆ = a∆̂r
−

(
∂ra
2a
−
∂rb
b
− 2

a − b
r

)
= 0 . (3.7c)

3.1.1 Regularización en el origen

Una aparente desventaja de las formulaciones en coordenadas curvilı́neas se
manifiesta por el hecho de que los mismos sistemas coordenados pueden ser
singulares. En simetrı́a esférica se han desarrollado distintas estrategias para
llevar a cabo simulaciones robustas pese a este problema [18, 11, 166, 133]. El
enfoque que utilizamos [12] consiste en requerir que numéricamente se cumpla
la condición derivada de que el espacio es localmente plano en el origen:

a − b ∼ O(r2) , Aa − Ab ∼ O(r2) , (3.8)

Como tratar de imponer la condición sobredeterminarı́a el sistema, se introdu-
cen variables auxiliares:

λ :=
1
r2

(
1 −

a
b

)
, (3.9a)

Aλ :=
1
r2

(Aa − Ab) =
3

2r2 Aa . (3.9b)

Al introducir estas variables las ecuaciones de evolución y constricciones toman
una forma aparentemente regular, ya que la definición de las mismas esconde
los términos problemáticos. Para remediar esto se promueven ambas variables a
funciones independientes, cuyo valor inicial se fija al requerir que inicialmente
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se cumplan las ecuaciones (3.9). De los comportamientos en el origen (3.8)
se sigue que es consistente considerar que estas nuevas variables tienen un
comportamiento par del tipo:

λ ∼ λ0 + O(r2) ,

Aλ ∼ A0
λ + O(r2) .

Entonces al imponer este comportamiento como condición de frontera los
términos problemáticos en las ecuaciones de evolución se regularizan. Para
poder aplicar consistentemente la condición de paridad en el origen es necesa-
rio encontrar las ecuaciones de evolución consistentes a partir de la definición.
La ecuación de evolución para λ, consistente con las ecuaciones (3.3b) y (3.3c))
es

∂tλ = βr∂rλ +
2
r

[
βrλ −

a
b
∂r

(
βr

r

)]
+

2αa
b

Aλ . (3.10)

Para Aλ tenemos la identidad derivada de Aa + 2Ab = 0,

Aλ =
3Aa

2r2 . (3.11)

De modo que la condición de regularidad es equivalente a que los términos de
la curvatura extrı́nseca sin traza sean a su vez pares cerca del origen, y se anulen
allı́. La ecuación de evolución se obtiene reescribiendo (3.3e) en términos de
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las variables nuevas, y es explı́citamente

∂tAλ = βr∂rAλ + 2Aλ

βr

r

−
1

rae4φ

[
∂r

(
∂rα

r

)
−
∂rα
2r

(
∂ra
a

+
∂rb
b

+ 8∂rφ

)]
−

α

rae4φ

[
2∂r

(
∂rφ

r

)
−
∂rφ

r

(
∂ra
a

+
∂rb
b

+ 4∂rφ

)]
+
α

ae4φ

[
b
2a
∂2

rλ +
a
r
∂r

(
∆̂r

r

)
+
∂rλ

r

(
1 +

2b
a
−

rb
2

∆̂r

)
+
∂ra
ar2

(
3
4
∂ra
a
−
∂rb
b

)
−
λ
r

(
b∆̂r + 2

∂rb
b

)
+

b
a
λ2

]
+αKAλ − 8παSλ , (3.12)

con Sλ := (Sa − Sb)/r2.

3.1.2 Hiperbolicidad del sistema en simetrı́a esférica

El análisis de hiperbolicidad se recupera del presentado en la sección 1.3.3 al
aplicar las consideraciones de simetrı́a esférica. Como el sistema en este caso es
mucho más simple podemos desarrollar el análisis directamente. Para escribir
el sistema a primer orden conviene definir las variables

q := ∂r lnα , χ := ∂rφ , (3.13)

da :=
1
2
∂r ln a , db :=

1
2
∂r ln b . (3.14)

En el resto de la sección asumimos que la componente radial del vector de corri-
miento βr es una función conocida del espacio-tiempo. Para el lapso asumimos
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una condición tipo Bona-Maso de la forma

∂tα − β
r∂rα = −α2 f (α)K , (3.15)

con f (α) > 0 una función arbitraria del lapso α en tanto sea positiva.

En particular consideraremos el caso ξ = 2. El sistema a parte principal
queda

∂0q ' −α f∂rK , (3.16a)

∂0χ ' −
1
6
α∂rK +

σ
6
βr∂r (da + 2db) , (3.16b)

∂0da ' −α∂rAa −
βr

3
σ∂r (da + 2db) , (3.16c)

∂0db ' −α∂rAb −
βr

3
σ∂r (da + 2db) , (3.16d)

∂0K ' −
α

ae4φ ∂rq , (3.16e)

∂0Aa ' −
2α

3ae4φ ∂r
(
q + da − db + 2χ − a∆r) , (3.16f)

∂0∆
r
' −

4α
3a
∂rK +

βr

3a
σ∂r (da + 2db) , (3.16g)

Donde hemos definido ∂0 := ∂t − βr∂r, y ' denota “igual a parte principal”.
Dado que la única dirección de propagación compatible con la simetrı́a es la
radial, es inmediato identificar las componentes del sı́mbolo principal obtenido
al considerar propagación a lo largo del vector coordenado ra = δa

r.

De la estructura de estas ecuaciones podemos identificar inmediatamente
una combinación particular que se corresponde con el gradiente del elemento
de volumen conforme

ωd := da + 2db , (3.17a)

y su velocidad de propagación es −βr(1− σ), de modo que depende del tipo de
evolución considerada (Euleriana σ = 0 o Lagrangiana σ = 1). También podemos
identificar dos campos que se propagan sobre las lı́neas normales con velocidad
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−βr. Explı́citamente

ωq := q − 6 fχ − f (da + 2db) , (3.17b)

ω∆ := ∆r
− 8χ/a − (da + 2db) /a . (3.17c)

Existen dos campos asociados a la condición de foliación, que son

ωα
±

= e2φ
√

a f K ± q , (3.18)

y se propagan con velocidades

λα
±

= −βr
± αe−2φ

√
f/a . (3.19)

Por último, los campos transversos

ωl
±

= e2φ√a
(
Aa −

2
3

K
)
±

2
3

(da − db − a∆r + 2χ) , (3.20)

y se propagan con velocidades

λl
±

= −βr
± αe−2φ

√
1/a , (3.21)

que son las velocidades coordenadas de la luz en las direcciones saliente y
entrante.

El subsistema de las constricciones

Para cerrar este análisis incluyo la estructura caracterı́stica del subsistema de
las constricciones. Este análisis se basa en el de la referencia [96], con algu-
nas modificaciones para adaptarlo a este caso especı́fico. Las ecuaciones de
constricción del sistema BSSN satisfacen a su vez un subsistema de ecuaciones
de evolución cuya estructura hiperbólica es heredada del sistema principal. Al
considerar la ecuación de constricción adicional C∆, y escribiendo el escalar de
Ricci que aparece en la constricción Hamiltoniana en términos de la variable
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auxiliar ∆r, el subsistema de evolución de las constricciones en simetrı́a esférica
se reduce a parte principal a

∂0H ' −αe−4φ(2 − ξ)∂rMr , (3.22)

∂0M '
α
6
∂rH +

α
2a

e−4φ∂2
rC∆ , (3.23)

∂0(∂rC∆) ' ξα∂rMr . (3.24)

Podemos notar inmediatamente que la constricción Hamiltoniana se comporta
como un campo propio que no se propaga Ω0 := H, mientras que el par de
combinaciones

Ω± =
ae4φH

6
+
∂rC∆

2
∓
√

ae2φM , (3.25)

se propagan con velocidades propias dadas por

λΩ
±

= −βr
± αe−2φ

√
1/a , (3.26)

que coinciden con la velocidad coordenada de propagación de la luz en las
direcciones saliente y entrante.

Un resultado importante que emplearemos adelante acerca de los campos
propios Ω es que cada uno de ellos está relacionado a un campo propio ω

del sistema de evolución completo que se propaga con la misma velocidad,
satisfaciendo

Ω ' si∂iω ,

con ~s un vector que caracteriza la dirección de propagación. Para este caso
resulta que λl

±
= λΩ

±
y entonces

Ω± ' ∂rω
l
±
. (3.27)
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3.2 Condiciones de frontera para el sistema BSSN
en simetrı́a esférica

Los desarrollos y resultados presentados en esta sección son parte de un artı́culo
publicado en colaboración con Miguel Alcubierre en Classical and Quantum
Gravity [13].

El estudio del impacto de las condiciones de frontera en la evolución es
relevante ya que estas últimas pueden descomponer las propiedades de hiper-
bolicidad del sistema de ecuaciones de evolución. Es por ello que recientemente
varios autores se han enfocado en el estudio de la Relatividad General como un
problema de valores iniciales y a la frontera (IBVP) [88, 187, 188, 55, 155, 170,
35, 136, 25, 171, 202]. Como resultado se ha demostrado que para muchas
formulaciones con condiciones de frontera adecuadas, el IVBP está bien puesto.
En particular, avances recientes se han logrado para el sistema Z4 [38, 106],
pero el avance ha sido más lento para la formulación BSSN [141].

Una consideración adicional que surge de las condiciones de frontera apli-
cadas en las fronteras del dominio numérico, es el hecho de que generalmente
no estén adaptadas a las ecuaciones de constricción, en el sentido que aunque
siendo el IBVP bien puesto, las fronteras introducen violaciones a las ecua-
ciones de constricción que se propagan libremente en el interior del dominio
computacional. Este problema se ha considerado cuidadosamente al estudiar la
propagación de distintos campoes en las fronteras [53, 54, 24, 116, 51, 115, 52].
Sin embargo, aún no es muy claro el cómo construir condiciones de frontera
en general que posean la propiedad de conservar las constricciones para el
sistema de evolución BSSN que tengan una implementacón sencilla en códigos
numéricos.

Partiendo del análisis de hiperbolicidad expuesto en la sección anterior po-
demos proponer condiciones de frontera apropiadas. Para esto consideraremos
por simplicidad que el vector de corrimiento se anula en la frontera (en simu-
laciones actuales de sistemas aislados esto no es generalmente cierto, pero la
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magnitud del vector de corrimiento es suficientemente pequeña en la frontera
de modo que la aproximación es buena).

3.2.1 Condiciones de frontera para los campos propios que
no se propagan

Bajo la suposición de que el vector de corrimiento se anula en la frontera, las
direcciones normal y temporal coinciden, de modo que podemos considerar
simultáneamente los campos que se propagan en ambas direcciones ωd, ωq y
ω∆. Cuando el vector de corrimiento es nulo estos campos efectivamente no se
propagan, de modo que en principio se pueden evolucionar directamente hasta
la frontera.

Primero notamos que q, χ, da y db son cantidades auxiliares (derivadas es-
paciales de componentes métricas) que no se evolucionan directamente en la
formulación BSSN. En la práctica hemos encontrado que se puede evolucionar
α, φ, a and b directamente hasta las frontera , sin aplicar ninguna condición de
frontera. Cuando el vector de corrimiento se anula en la frontera, las ecuacio-
nes de evolución de estas cantidades no requieren la evaluación de derivadas
espaciales, de modo que evolucionar hasta las fronteras es una tarea trivial.

Queda solamente por definir la condición de frontera para ∆r. Hemos in-
tentado dos métodos:

1. El método más simple consiste en evolucionar ∆r hasta la frontera, usando
diferencias ladeadas para estimar las derivadas espaciales de α y K que
aparecen en su ecuación de evolución (3.3f) (recordando que tomamos la
elección estándar ξ = 2).

2. La otra posibilidad consiste en reconstruir el campo propio ω∆ en la
frontera del nivel temporal previo, y evolucionarla directamente hasta el
nuevo paso de tiempo, y después de eso resolver para ∆̂r usando el hecho
de que al ya haber actualizado el valor de φ entonces podemos calcular su
derivada radial χ en el nuevo paso de tiempo usando diferencias ladeadas.
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Estos dos métodos nos permiten obtener evoluciones estables y convergen-
tes, y de hecho los resultados obtenidos parecen ser casi idénticos. Pero al ser
el segundo mucho más complicado de implementar, en la práctica preferimos
el primero.

3.2.2 Condiciones de frontera para los campos de norma

Consideremos ahora los campos propios asociados a las variables de norma:

ωα
±

= e2φ
√

a f K ± q , (3.28)

que se propagan con velocidad λα
±

= ±αe−2φ
√

f/a (asumiendo de nuevo un
vector de corrimiento nulo).

Claramente, uno de los campos propios se propaga de manera saliente
mientras el otro es entrante. Para respetar la causalidad solamente se pueden
especificar condiciones de frontera para el campo entrante. Una elección obvia
serı́a igualar a cero el valor del campo entrante en la frontera. Esto funciona
bien en el caso de ondas planas en coordenadas Cartesianas, pero produce
reflexiones considerables en la frontera para el caso de ondas esféricas que
decaen como 1/r.

Para especificar la condición a la frontera asumimos que el lapso se com-
porta como una onda esférica de la forma:

α = 1 + g(r − vt)/r , (3.29)

con g una función desconocida y v = αe−2φ
√

f/a. Esta suposición es válida para
espacios asintóticamente planos, por lo que en casos cosmológicos es necesario
modificarla. Sustituyendo la ecuación de evolución para el lapso en la definición
del modo entrante tenemos

ωα
−

=
1
α

(
−

1
v
∂tα − ∂rα

)
, (3.30)

de modo que al considerar un comportamiento de onda saliente, el campo
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propio entrante no se anula y tiene la forma:

ωα
−

= (α − 1) /r , (3.31)

independientemente de la forma de la función g.

Entonces, para nuestra condición de frontera primero actualizamos α hasta
la frontera, determinamos ωα

−
de la expresión anterior, calculamos q = ∂r(lnα)

en la frontera usando diferencias ladeadas, y finalmente resolvemos para K de
la definición de ωα

−
:

K =
ωα
−

+ q

e2φ
√

a f
. (3.32)

Este procedimiento es consistente porque solo nos es permitido aplicar
condiciones sobre los campos entrantes, y usamos esto para resolver para K.
En la práctica hemos encontrado que esta condición es muy robusta y estable,
y provoca muy pequeñas reflexiones en la frontera, las cuales se vuelven aún
más pequeñas cuando la frontera se sitúa más lejos.

Como comentario final observamos que al ser este un sector asociado
únicamente a la norma, cualquier condición que elijamos para el campo entrante
es consistente, en el sentido de que la fı́sica no cambia. De todos modos, es
deseable minimizar las reflexiones de modo que la norma no cambie al cambiar
la posición de las fronteras.

3.2.3 Condiciones de frontera adaptadas a las constricciones

Siguiendo este enfoque poodemos encontrar condiciones de frontera a los cam-
pos propios restantes (3.20). Resulta que en este caso aplicar condiciones de
frontera que respetan la causalidad no es suficiente, ya que en Relatividad Gene-
ral tenemos que asegurarnos de que las ecuaciones de constricción se satisfacen
en la frontera, y para que esto suceda no podemos conservar la libertad de es-
pecificar libremente los campos entrantes. Lo primero que podemos notar es
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que podemos construir las derivadas radial y temporal de estos campos ωl
±

como una combinación de las constricciones. Por ejemplo, comenzando por
eq. (3.20), tomamos una derivada radial y reorganizando los términos obtene-
mos:

∂rω
l
±

=
√

ae2φ
Mr ∓

(
ae4φ
H

6
+
∂rC∆

2

)
+ P± , (3.33)

con H ,Mr y C∆ las constricciones definidas anteriormente, y donde P± es un
término de fuente que involucra únicamente primeras derivadas de la métrica
y componentes de la curvatura extrı́nseca sin derivadas, cuya forma explı́cita
no es ilustrativa. De esta manera podemos identificar que se cumple la relación
(3.27). Asumiendo que las ecuaciones de constricción se anulan, esta última
ecuación se reduce a:

∂rω
l
±

= P± . (3.34)

De manera similar, se puede tomar la derivada temporal de ωl
±
, utilizar

las ecuaciones de evolución de las distintas cantidades dinámicas y reagrupar
términos para encontrar

∂tω
l
±

=

(
βr
∓

α
√

ae2φ

) [
√

ae2φ
Mr ∓

(
ae4φH

6
+
∂rC∆

2

)]
+ Q± , (3.35)

y como antes, Q± engloba a las fuentes de orden menor. Asumiendo que las
constricciones se anulan esto se reduce a:

∂tω
l
±

= Q± . (3.36)

De hecho, las ecuaciones (3.33) y(3.35) pueden ser combinadas resultando
en:

∂tω
l
±

+

(
−βr
±

α
√

ae2φ

)
∂rω

l
±

= Q± +

(
−βr
±

α
√

ae2φ

)
P± , (3.37)

lo cual confirma que ωl
+ y ωl

−
son efectivamente campos salientes y entrantes
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respectivamente.

Es claro que no es consistente asumir que en una implementación numérica
todas las constricciones se anulen simultáneamente en la frontera, ya que el
valor asumido por la combinación saliente ha de propagarse libremente hacia
el exterior del dominio. Lo que sı́ podemos asumir es el comportamiento del
valor del modo entrante, que en particular tomaremos Ωl

−
= 0.

Estos resultados sugieren dos caminos para imponer condiciones de frontera
en el campo entrante ωl

−
:

1. Método de la derivada radial: Calcular el valor del término fuente P− en
el nuevo nivel temporal cerca de la frontera (usualmente un punto hacia
adentro), usando los valores locales de la curvatura extrı́nseca y evaluan-
do numéricamente las derivadas radiales de las componentes métricas.
Usando este valor para P− obtener ∂rωl

−
cerca de la frontera, y resolver

para el valor deωl
−

en la frontera usando la ecuación (3.34) y aproximando
numéricamente la derivada.

Finalmente, una vez obtenido ωl
−

en la frontera podemos simplemente
usar la ecuación (3.20) para obtener el valor de Aa en la frontera, cono-
ciendo previamente los valores de K, ∆r y las componentes métricas hasta
la frontera.

2. Método de la derivada temporal: Calcular el valor del término fuente Q−
en la frontera al mismo tiempo que se calculan las derivadas temporales
de todos los otros campos, usando derivadas ladeadas en la frontera. Usar
la ecuación (3.36) para evolucionarωl

−
en la frontera al mismo tiempo que

los demás campos dinámicos. Finalmente obtener el valor de frontera de
Aa usando (3.20).

Ambos métodos son fáciles de implementar, aunque el que se basa en la
derivada temporal es conceptualmente más sencillo y uno esperarı́a obtener
con él resultados más acertados. Una preocupación podrı́a radicar en el hecho
de que se asumió que el modo entrante se las constricciones se anula en las
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ecuaciones (3.33) y (3.35), lo cual solo es cierto para ondas planas. Como se
ve a continuación esto introduce pequeñas reflexiones en el valor residual de
las constricciones, pero estas reflexiones convergen a cero al incrementar la
resolución.

3.2.4 Pruebas numéricas

Para concretar la exposición anterior se muestra una simulación de la propa-
gación de un pulso de campo escalar real sin masa. Este fenómeno ha sido
bastante estudiado en relatividad numérica y su estudio llevó al descubrimiento
de fenómenos crı́ticos en el colapso gravitacional [65].

Para este caso la elección de norma consistió en considerar un vector de
corrimiento nulo y un lapso del tipo “1+log”, que corresponde a la foliación
Bona-Masso (1.68) con f (α) = 2/α:

∂tα = −2αK . (3.38)

La dinámica del campo escalar real sin masa es un caso particular de la
expuesta en la subsección 2.2, tomando el potencial nulo V = 0 y considerando
que una de las componentes real e imaginaria guardan la misma proporción a
todo tiempo. Ası́ el tensor de energı́a-momento queda:

Tµν = ∂µϕ∂νϕ −
1
2

gµν ∂αϕ∂αϕ . (3.39)

Llamando Π a la derivada normal y Ψ a la derivada radial del campo escalar, los
términos que fungen como fuentes en las ecuaciones del campo gravitacional,
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ecuaciones (2.41), quedan explı́citamente:

ρ :=
1
2

(
Π2 +

Ψ2

ae4φ

)
, (3.40a)

jr := −ΠΨ , (3.40b)

Sa :=
1
2

(
Π2 +

Ψ2

ae4φ

)
, (3.40c)

Sb :=
1
2

(
Π2
−

Ψ2

ae4φ

)
. (3.40d)

Al ser estos términos funciones de primeras derivadas del campo escalar, el
sector geométrico del sistema completo sigue desacoplado del sector de materia
a parte principal, por lo que se pueden analizar independientemente.

Las ecuaciones de evolución solo tienen parte real y ya reducidas en simetrı́a
esférica quedan:

∂tϕ = αΠ , (3.41a)

∂tΨ = ∂r (αΠ) , (3.41b)

∂tΠ =
α

ae4φ

[
∂rΨ + Ψ

(
2
r
−
∂ra
2a

+
∂rb
b

+ 2∂rφ

)]
+

Ψ

ae4φ ∂rα + αKΠ . (3.41c)

En simetrı́a esférica los modos transversos del campo escalar no se pueden
excitar. Por ello es suficiente considerar los modos longitudinales ωϕ

±
, ecua-

ción (2.39), y sus velocidades correspondientes λϕ
±
, que explı́citamente son:

ωϕ
±

= Π ∓
Ψ

e2φ
√

a
, λϕ

±
= ±

α

e2φ
√

a
. (3.42)

Al igual que para las variables geométricas utilizamos estos modos para
asociar condiciones de frontera. Con este análisis vemos que el campo escalar
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queda como una variable auxiliar que no se propaga y por ello integrarlo hasta
las fronteras sin imponer condiciones resulta adecuado. Para los modos que se
propagan no asumimos ingenuamente que el modo entrante es cero, sino que
consideramos que el campo escalar se comporta asintóticamente como una
onda esférica:

φ = g(r − vt)/r , (3.43)

con g una función arbitraria y v = αe−2φ/
√

a. De manera análoga a la derivación
de la ecuación (3.31) obtenemos que el campo entrante ωϕ

−
se comporta como:

ωϕ
−

= −
ϕ

re2φ
√

a
. (3.44)

Para aplicar este resultado integramos las ecuaciones de evolución para ϕ y Ψ

hasta la frontera, y con calculamos el campo entrante en la frontera usando
la ecuación (3.44). Finalmente obtenemos el valor de Π en la frontera de la
definición de los campos propios, ecuación (3.42).

Para especificar los datos iniciales es necesario resolver las ecuaciones de
constricción (3.7). La constricción de momentos (3.7b) se satisface trivialmente
asumiendo simetrı́a temporal, lo cual implica que tanto la curvatura extrı́nseca
Ki j como la derivada temporal del campo escalar Π se anulan inicialmente.
Entonces falta por satisfacerse la constricción Hamiltoniana (3.7a), que se sim-
plifica asumiendo que la métrica inicial es conformemente plana, a = b = 1.
La constricción Hamiltoniana se reduce a una ecuación tipo Poisson en una
dimensión para el factor conforme ψ ≡ eφ:

∂2
rψ +

2
r
∂rψ + 2πψ5ρ = 0 . (3.45)

Para un campo escalar sin masa esta ecuación es lineal en ψ, ya que con
estas suposiciones ρ = Ψ2/ψ4. Estamos en condiciones de especificar libre-
mente el perfil inicial del campo escalar, el cual elegimos como una distribución
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Gaussiana centrada en el origen:

ϕ = ϕ0e−(r/σ0)2
. (3.46)

Una vez especificado el perfil del campo escalar podemos calcular la densidad
y resolver esta ecuación, asumiendo que asintóticamente el factor conforme
decae como ψ = 1 + c/r, con c alguna constante

Para las simulaciones aquı́ presentadas se usaron como parámetros del
pulso inicial ϕ0 = 0.2 y σ0 = 5.0. El lapso se asume constante inicialmente,
α(t = 0) = 1. A fin de analizar convergencia se usan tres resoluciones distintas
∆r = 0.2, 0.1, 0.05, con las fronteras exteriores ubicadas en r = 25, y el paso
temporal asignado por ∆t = ∆r/2. Estas simulaciones fueron discretizadas e
integradas a cuarto orden.
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Figura 3.1: Evolución del campo escalar ϕ. Cuando el pulso alcanza la frontera
se produce una pequeña reflexión, que solo es apreciable al reescalar el rango
vertical en el último panel.

En la Figura 3.1 se muestra la evolución de el campo escalar en el caso en
que se usan las condiciones de frontera basadas en el método de la derivada
radial. El primer panel muestra el perfil Gaussiano inicial del campo escalar. Los
páneles 2 y 3 muestran la evolución a t = 15 y t = 30, cuando el pulso saliente
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de campo escalar está alcanzando la frontera. El último panel corresponde a
t = 45, después de que el pulso ha pasado por la frontera. En este último panel
se ha reajustado la escala vertical a fin de mostrar las reflexiones pequeñas
introducidas por la frontera numérica, cuyo valor es al menos dos ordenes de
magnitud menor al tamaño del pulso saliente al alcanzar la frontera. También
se muestra en la Figura 3.2 el valor central del lapso como función del tiempo.
Se puede apreciar que este valor cae inicialmente como consecuencia de la
curvatura producida por una concentración considerable de materia y alcanza un
mı́nimo alrededor de 0.5, pero la configuración se dispersa antes de que se forme
una superficie atrapada y el valor del lapso en el origen regresa rápidamente
cerca de 1 (este dato de hecho corresponde al régimen de campo intenso,
y es muy cercano a las configuraciones que colapsan en un agujero negro).
Es de notar que el pulso saliente alcanza la frontera alrededor de t ∼ 30,
y las reflexiones implotan en el origen alrededor de t ∼ 60. El efecto de esas
reflexiones difı́cilmente puede apreciarse en el comportamiento del valor central
del lapso.
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Figura 3.2: Valor central de la función de lapso como función del tiempo.
Inicialmente el valor del lapso cae como consecuencia de una gran curvatura
en la región central, pero al dispersarse el campo este valor regresa a su valor
original.

Para analizar a detalle el comportamiento de estas reflexiones en la frontera,
se muestran en la Figura 3.3 detalles de la evolución de las constricciones
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Hamiltoniana y de momento respectivamente a tiempos t = 23, 35, 75, para las
tres resoluciones distintas consideradas. Los valores obtenidos son reescalados
por los factores apropiados al orden esperado de convergencia. En todos los
paneles de ambas figuras el eje radial comienza en r = 10 a fin de apreciar
mejor las regiones cercanas a la frontera. El primer panel en ambas gráficas
muestra la situación a t = 23, correspondiente a un momento antes de que
el primer pulso alcance la frontera. Podemos apreciar convergencia a cuarto
orden salvo en los últimos puntos cercanos a la frontera donde la situación
parece converger a tercer orden. Los dos paneles finales muestran la situación
a t = 35 después de que los pulsos han atravesado la frontera y producido
reflexiones, y a t = 75 después de que estas reflexiones han implotado en el
origen. En estos últimos paneles observamos un desfase y pérdida de orden
en la convergencia. El hecho de que la convergencia se vea afectada después
de que los pulsos se reflejan es intrigante y podrı́a radicar en los detalles de la
implementación. Aún ası́, la convergencia se da a un orden mayor que tres en
todo el dominio computacional.

A continuación, en la Figura 3.4 se considera el mismo caso usando las
condiciones de frontera basadas en el método de la derivada temporal. Los
paneles se corresponden con los tiempos analizados en el caso anterior, y
también se utilizaron las mismas escalas. En este caso se aprecia convergencia
a cuarto orden a todos los tiempos, salvo en los puntos más cercanos a la
frontera donde nuevamente parece que se pierde un orden en la convergencia.
Aún ası́, esta pérdida de convergencia en la frontera no parece contaminar la
evolución en el interior de modo significativo aún después de que las reflexiones
en la frontera se han propagado por todo el dominio computacional.

Estos ejemplos muestran que las condiciones de frontera utilizadas fun-
cionan bien aún en los casos que incluyen materia. Aunque ambos métodos
funcionan muy bien en la práctica, en el sentido de que son estables y robus-
tos, el método de la derivada temporal muestra propiedades de convergencia
mucho más limpias, de modo que ha de ser preferido sobre el método de la
derivada radial.
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Figura 3.3: Evolución de las constricciones usando el método de la derivada
radial. Notar que la escala radial comienza en r = 10.
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Figura 3.4: Evolución de las constricciones usando el método de la derivada
temporal. Notar que la escala radial comienza en r = 10.
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3.2.5 Conclusiones

El objetivo del trabajo expuesto en esta sección era mostrar condiciones de
frontera que se derivan naturalmente de la estructura hiperbólica del sistema
BSSN, tomando en particular el caso en simetrı́a esférica. El conjunto resultante
de condiciones de frontera preserva las constricciones en el sentido de que no se
introducen violaciones espurias a las mismas en la frontera. Aunque observamos
residuos de las constricciones reflejados en la frontera, estos convergen a cero
al incrementar la resolución.

La idea principal del método es primero identificar los campos propios del
sistema de evolución, los cuales a parte principal se propagan regidos por ecua-
ciones de advección. Entonces es posible considerar por separado las partes
entrantes, salientes y estacionarias (que no se propagan a parte principal) sobre
la frontera. Las partes estacionarias y salientes pueden evolucionarse en toda
la malla numérica hasta la frontera, utilizando diferencias ladeadas cuando es
necesario. El caso de los campos entrantes es más sutil ya que la suposición
ingenua de asumir que se anulan en la frontera es consistente sólo para on-
das planas en coordenadas cartesianas. En la mayorı́a de los casos al estudiar
sistemas fı́sicos aislados el comportamiento asintótico de los campos es el de
ondas esféricas salientes. Esta suposición implica distintas condiciones para un
subconjunto de los campos entrantes, los cuales son utilizados para reconstruir
los campos originales en la frontera.

Por otra parte, existe un tipo especial de campos propios que han de con-
siderarse por separado: aquellos que al tomar su derivada radial o temporal
pueden escribirse a parte principal como una combinación de constricciones
que resultan ser funciones propias del subsistema de constricciones. Para estos
campos no es posible asignar condiciones de frontera libremente, ya que el
requerimiento de que las constricciones se anulen fija totalmente su evolución.
Para encontrar esos campos uno primero impone que la combinación entrante
de constricciones se anule. Con ello se pueden seguir dos rutas distintas: re-
construir los campos entrantes usando la derivada radial en la frontera, o bien
integrar en el tiempo el valor de los campos propios.
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Para mostrar estas condiciones de frontera en la práctica se realizó una serie
de simulaciones, y en particular en este caso se expone el caso de la propagación
de un campo escalar utilizando nuestro código que implementa la formulación
BSSN en simetrı́a esférica (Un recuento detallado se puede consultar en [13]).
Se observa que en todos los casos los dos métodos usados para imponer con-
diciones de frontera que preservan las constricciones funcionan muy bien en la
práctica, observando que el valor residual de las constricciones converge a cero
en todo el domino computacional aún a tiempos tardı́os, bastante después de
que los pulsos iniciales han alcanzado las fronteras. Al comparar ambos métodos
observamos que al utilizar la derivada temporal se obtienen mejores propieda-
des de convergencia que utilizando la derivada espacial, particularmente en los
casos con materia.

3.3 Colapso de campos escalares cargados

Los resultados y desarrollos presentados en esta sección fueron publicados en
colaboración con Miguel Alcubierre en la revista General Relativity and Gravita-
tion [191].

El colapso gravitacional es una fenómeno genérico en la naturaleza que
ocurre siempre que la gravitación domina sobre las interacciones repulsivas que
tienen lugar en el interior de la materia. En el contexto de la Relatividad General
este fenómeno es importante ya que es el mecanismo que da paso a la formación
de objetos compactos y finalmente singularidades en el espacio-tiempo, y el
entender la estructura causal de estas singularidades es un problema de suma
importancia para asegurar la predictibilidad de la teorı́a. Se tiene la creencia
de que el destino final durante un colapso gravitacional es la formación de un
agujero negro con lo cual las singularidades están causalmente desconectadas
de observadores distantes. El hecho de que ninguna singularidad del espacio-
tiempo ha sido identificada ha dado paso a la formulación de la conjetura de
censura cósmica [147], la cual dicta que no es posible generar singularidades
desnudas a partir de datos iniciales genéricos en los que el el espacio-tiempo es
regular y la materia satisface la condición de energı́a dominante (ver Apéndice B.



3.3 Colapso de campos escalares cargados 103

Las teorı́as que buscan extender la Relatividad General generalmente buscan
que la descripción de la gravedad/espacio-tiempo en un régimen cuántico evite
naturalmente la formación de singularidades. Aún en ese caso es importante
entender la dinámica del colapso gravitacional ya que los efectos cuánticos
sólo juegan un papel importante en las regiones en las que clásicamente se
espera la formación de una singularidad, de modo que para los agujeros negros
macroscópicos la dinámica efectiva cerca del horizonte no deberı́a desviarse
significativamente de la predicha por la teorı́a clásica.

Es bien conocido que las únicas soluciones estacionarias y asintóticamente
planas de las ecuaciones de Einstein que representan agujeros negros corres-
ponden a la familia de Kerr-Newman la cual es caracterizada por la masa, carga
eléctrica y momento angular. Esas soluciones solamente representan agujeros
negros cuando los parámetros satisfacen la relación M2 > Q2 + a2 (con M la
masa, Q la carga eléctrica total y a el momento angular total por unidad de
masa), de otro modo no hay un horizonte de eventos presente en el espacio-
tiempo y la singularidad se presenta desnuda. En un escenario realista de colapso
gravitacional se espera que la región exterior del espacio-tiempo se aproxime
asintóticamente a esta, pero en principio no hay restricciones que aseguren que
la relación anterior se cumpla. Han habido estudios analı́ticos y numéricos de
escenarios de colapso que encuentran singularidades desnudas [176, 65, 68],
pero no se ha confirmado que estos ejemplos sean una amenaza verdadera a
la conjetura de censura cósmica ya que estos resultados pueden deberse a las
simetrı́as impuestas o incluso las condiciones de norma. Parece que, al menos
para el caso sin carga Q = 0, el resultado genérico del colapso gravitacional es
un agujero negro y que el exceso de momento angular contenido en los datos
iniciales se pierde en radiación gravitacional.

También es interesante considerar el colapso de materia cargada que podrı́a
acabar en la formación de agujeros negros cargados o incluso singularidades
desnudas. Se espera que el colapso de materia cargada no termine como una
solución súper-extremal (Q ≥ M) ya que en este caso la repulsión eléctrica es
comparable a la atracción gravitacional. Un modelo sencillo de materia cargada
es el de un campo escalar complejo acoplado al campo electromagnético, esta
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configuración representa materia compuesta de partı́culas bosónicas cargadas
y sus antipartı́culas que poseen carga opuesta. El modelo de campo escalar ha
sido usado ampliamente en Relatividad general porque su evolución es gober-
nada por una simple ecuación de onda y no desarrolla discontinuidades como
genéricamente pasa en los fluidos. El campo escalar complejo autogravitante
puede formar estrellas de bosones, que son configuraciones autogravitantes de
campo escalar que no se dispersan y tienen propiedades parecidas a las de
las estrellas de neutrones (un artı́culo de revisión reciente puede consultarse
en [121]). Las estrellas de bosones también pueden estar hechas de campo es-
calar cargado [112], siendo este un ejemplo de un sistema astrofı́sico que posee
carga neta y es susceptible a colapsar. La simulación numérica del colapso de
campos escalares cargados en simetrı́a esférica se ha estudiado previamente con
diferentes enfoques y objetivos: Por ejemplo, en [148] se utiliza una descom-
posición 3+1 con foliación polar para analizar fenómenos crı́ticos, se encuentra
un comportamiento crı́tico similar al que ocurre en el caso sin carga [65] y
los autores reportan que la carga se aproxima a cero más rápido que la masa
al acercarse a la solución crı́tica, de modo que esta última no presenta carga;
en [142] se introduce un formalismo nulo para estudiar la estructura interna
del agujero negro resultante. El enfoque de este trabajo es en como se presen-
ta la configuración resultante vista por observadores externos, determinando
en particular si el resultado final de este proceso puede ser una singularidad
desnuda.

3.3.1 Sistema Einstein-Maxwell-Klein-Gordon
en simetrı́a esférica

Campo electromagnético

Cuando uno considera el campo electromagnético en simetrı́a esférica ocurren
muchas simplificaciones. Considerando únicamente los campos fı́sicos Ei, Bi,
ocurre que los modos dinámicos correspondientes a la radiación se anulan al ser
transversos a la dirección radial. Y aún más fuerte es el requerimiento de simetrı́a
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esférica ya que el campo magnético ha de anularse. Esto se ve de que los campos
solo tienen componente radial, y las constricciones electromagnéticas (2.19)
al escribirlas en forma integral se trivializan asociando valores a los campos
equivalentes a la carga encerrada. Pero al fijarse inicialmente la restricción
sobre la no existencia de monopolos magnéticos, la componente radial del
campo magnético es cero. Entonces el campo electromagnético se reduce a la
componente monopolar del campo eléctrico la cual solo evoluciona conforme
a la dinámica de las fuentes y de la geometrı́a. Por otro lado nos podemos fijar
en el sector de los potenciales electromagnéticos, el cual al utilizar la condición
de norma de Lorentz (2.24) toma la forma de la ecuación de onda. El sistema
resultante para las ecuaciones del electromagnetismo en simetrı́a esférica queda
entonces:

∂tΦ = β∂rΦ + αKΦ −
1

r2ψ6
√

ab
∂r

(
αbr2ψ2

√
a

ar

)
, (3.47a)

∂tar = β∂rar + ar∂rβ − αaψ4Er
− ∂r (αΦ) , (3.47b)

∂tEr = β∂rEr
− Er∂rβ + αKEr

− 4π jr
em , (3.47c)

con β la componente radial del vector de corrimiento y ar es la componente
radial del potencial vectorial y no ha de confundirse con a ≡ γ̂rr.

Campo escalar cargado

El campo escalar descrito en la Sección 2.2.3, se simplifica notablemente al
considerarlo en simetrı́a esférica, porque únicamente es relevante la derivada
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radial χ ≡ χr y las ecuaciones de evolución (2.52) se reducen a:

∂tϕ = αΠ + βχ , (3.48a)

∂tχ = ∂r
(
αΠ + βχ

)
, (3.48b)

∂tΠ = β∂rΠ +
1

r2ψ6
√

ab
∂r

(
α

br2ψ2

√
a
χ

)
+ αΠK

−α

[
2V′ + q2

(
a2

r

aψ4 −Φ2

)]
ϕ + 2iqα

[
arχ

aψ4 + ΦΠ

]
. (3.48c)

Donde q es el valor de la carga fundamental de la partı́cula asociada al campo
escalar y V(|ϕ|2) es el potencial.

Las fuentes de las ecuaciones de Maxwell debidas al campo escalar (ecua-
ciones (2.46)) quedan:

ρem = −q Im(Π∗ϕ) − q2Φϕ∗ϕ, (3.49a)

( jem)i = +q Im(χ∗iϕ) − q2aiϕ
∗ϕ. (3.49b)

Tensor de energı́a-momento

Las fuentes del campo gravitacional están codificadas en el tensor de energı́a-
momento, el cual se construye a partir de contribuciones del campo electro-
magnético y del campo eléctrico

Tµν = Te
µν + Tϕµν . (3.50)
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Las proyecciones 3 + 1 correspondientes quedan finalmente

ρ :=
1

8π
ψ4a (Er)2 +

1
2

(
|Π̃|2 +

|χ̃|2

aψ4

)
+ V , (3.51a)

jr = −
1
2

(
Π̃∗χ̃ + χ̃∗Π̃

)
, (3.51b)

Sa := −
1

8π
ψ4a (Er)2 +

1
2

(
|Π̃|2 +

|χ̃|2

aψ4

)
− V , (3.51c)

Sb :=
1

8π
ψ4a (Er)2 +

1
2

(
|Π̃|2 −

|χ̃|2

aψ4

)
− V . (3.51d)

3.3.2 Datos iniciales

Para asignar datos iniciales que incluyen campos electromagnéticos es necesario
satisfacer junto con las constricciones propias de Relatividad General 1.33, la
ley de Gauss y la no-existencia de monopolos magnéticos 2.19. Una forma
de simplificar estas últimas es mediante un reescalamiento conforme de los
campos electromagnéticos definiendo Êi = ψ6Ei y B̂i = ψ6Bi. De este modo las
constricciones electromagnéticas quedan en términos de la geometrı́a conforme

∇̂iÊi = 4πρemψ
6 , ∇̂iB̂i = 0 . (3.52)

La ventaja de este reescalamiento se hace evidente en ausencia de cargas ya
que en esas región estas ecuaciones se desacoplan de las constricciones gravi-
tacionales.

Ahora, podemos asumir simetrı́a esférica y una situación momentáneamente
estacionaria, satisfaciendo trivialmente la constricción de momentos (3.7b) y la
constricción magnética (2.19b). El potencial vectorial electromagnético también
se asume inicialmente nulo.

La última suposición es tomar que la métrica conforme es inicialmente plana.
Al hacer esto los operadores diferenciales en las constricciones se reducen a los
del espacio plano y los términos asociados a la curvatura de la métrica conforme
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se anulan. Ası́ la constricción Hamiltoniana toma la forma final:

∂2
rψ +

2
r
∂rψ + 2π|χ|2ψ +

(
πq2Φ2

|ϕ|2 + 2πV
)
ψ5 +

(Êr)2

4ψ3 = 0 , (3.53a)

mientras que la ley de Gauss puede escribirse como:

∂rÊr +
2
r

Êr + 4π q2Φ|ϕ|2ψ6 = 0 . (3.53b)

En particular, tomamos V = 0 en nuestras simulaciones, de modo que nuestro
campo escalar es no masivo sin autointeracciones, pero se incluye el término
en la derivación por completez.

Bajo estas consideraciones la estrategia es especificar libremente la forma
del potencial escalar Φ y del campo escalar ϕ, y utilizar estos valores para
resolver simultáneamente las dos constricciones para encontrar Ψ y Er. Para
ello se requiere especificar condiciones de frontera. Para el campo eléctrico
basta especificar una sola condición Er al ser una ecuación de primer orden,
y por condiciones de regularidad esta condición se toma en el origen donde
el campo eléctrico se ha de anular Er(r = 0) = 0. Para el factor conforme
ψ hay que tomar dos condiciones. Primeramente se requiere regularidad en
el origen, o bien formulada como ∂rψ

∣∣∣
r=0

= 0. La otra condición es sobre el
comportamiento asintótico, que lo especificamos como ψ(r → ∞) = 1 + C/r

para alguna constante C, lo cual se puede formular como una condición mixta
∂rψ = (1 − ψ)/r.

A continuación consideramos dos familias distintas de datos iniciales, que
se diferencı́an en que la primera tiene carga global nula mientras que la segunda
tiene carga distinta de cero.

Carga global nula

La elección más simple para dar valores iniciales a los potenciales electro-
magnéticos es simplemente igualarlos a cero. Con esta elección la densidad de
carga (3.49a) adquiere contribuciones proporcionales a las partes real e imagi-
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naria de Π, y para la densidad de corriente (3.49b) ocurre algo similar con χ. Si
asumimos que Π = 0, entonces la densidad de carga ρem se anula inicialmente y
en consecuencia la carga total contenida en el espacio-tiempo también se anula.
La densidad de corriente ( jem)r no se anula siempre que el producto χ∗ϕ tenga
parte imaginaria no nula. Esto excluye la propuesta más simple,ϕ = ϕ0(r)eiθ con
argumento θ constante, que incluye los casos particulares en los que el campo
escalar es puramente real o imaginario ϕ. Por lo tanto consideremos un perfil
inicial complejo de la forma

ϕ(r) = f (r) + ig(r) , (3.54)

con f (r) y g(r) funciones reales. De este modo obtenemos que ( jem)r = q(g f ′ −

f g′). Ası́ que mientras f y g sean funciones distintas que se empalmen en alguna
región obtendremos una densidad de corriente inicial distinta de cero. Para
nuestras simulaciones consideramos f y g como perfiles gaussianos ligeramente
desfasados.

Con estas elecciones es sencillo verificar que la densidad de momen-
to (3.51b) inicialmente se anula, de modo que las constricciones de momento
se satisfacen trivialmente. Eso es que inicialmente son nulas las densidades de
carga y de momento (no hay flujo de energı́a), pero la densidad de corriente no
es nula. Esta situación es análoga a un sistema con distribución inicial idéntica
de partı́culas con la misma masa y carga contraria, moviéndose en direcciones
opuestas.

Como la densidad de carga inicial es nula, la constricción de Gauss (3.52)
implica que para datos iniciales regulares el campo eléctrico debe anularse
inicialmente. Entonces solo necesitamos obtener el factor conforme resolviendo
la constricción Hamiltoniana, que se simplifica a

1
r2 ∂r

(
r2∂rψ

)
+ π|χ|2ψ + 2πVψ5 = 0 . (3.55)

En este caso especı́fico la constricción Hamiltoniana toma exactamente la
misma forma que tomarı́a si el campo escalar estuviera desacoplado del campo
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electromagnético. Es notable que la ecuación (3.55) no depende del valor de
la carga fundamental del campo escalar q, ası́ que los datos iniciales obtenidos
con este método pueden ser evolucionados para valores arbitrarios de q.

Configuraciones globalmente cargadas

También nos interesa la construcción de configuraciones iniciales con carga total
no nula ya que nos interesa el estudio de casos en los que la configuración inicial
es tal que Q/M > 1. De las ecuaciones (3.49a) y (3.49b) vemos que esto es
posible haciendo algunas suposiciones. Primero, al considerar una configuración
en un momento estacionario, tenemos que requerir Π = 0. Es posible obtener
configuraciones con densidad de carga no nula y corriente nula al hacer ar =

0, Φ , 0, y Im(ϕ) = 0. Esta elección representa una distribución de carga
inicialmente en reposo cuya densidad está dada por ρem = −q2ϕ2Φ.

Con estas elecciones la densidad de momento aún se anula al ser Π = 0,
y ambas ϕ y χ puramente reales, ası́ que las constricciones de momento se
satisfacen trivialmente. Como la densidad de carga no es nula, tenemos ahora
que resolver simultáneamente las constricciones Hamiltoniana y de Gauss una
vez que se han elegido ϕ y Φ.

Antes de buscar soluciones a las ecuaciones de constricción podemos ana-
lizar las propiedades de este tipo de datos iniciales considerando un modelo
sencillo en el que la materia está contenida en un cascarón delgado localizado
en r = r0. Por el teorema de Israel [103] la región exterior corresponde a la
solución de Reissner-Nördstrom (RN) [153, 140], que en nuestra sección inicial
se especifica por medio del factor conforme y el campo eléctrico:

ψ =

[(
1 +

M
2r

)2

−

(Q
2r

)2]1/2

, (3.56a)

Êr =
Q
r2 . (3.56b)

Es inmediato verificar que estas funciones son solución de las constricciones
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(3.53a)-(3.53b) cuando el campo escalar se anula.

La solución en el interior del cascarón es trivial ya que estamos buscando
datos iniciales regulares. En esa región la métrica es plana y el campo eléctrico es
nulo, de modo que solo es necesario especificar el factor conforme en el interior
ψ0 que es constante. Estas soluciones pueden ser empalmadas en r0 para dar
la solución completa en la sección inicial, y esto determina el valor de ψ0. La
geometrı́a de RN en esta foliación tiene una región atrapada en r ≤

√
M2 −Q2/2

que solo existe si M > |Q|. Si el cascaron inicial se especifica a un radio menor a
este valor, entonces se tendrá un agujero negro desde el momento inicial y toda
la materia estará cubierta por el horizonte. Este tipo de solución no es interesante
ya que los observadores distantes no la distinguirı́an de un agujero negro RN
estacionario. Por otro lado, cuando |Q| > M se encuentra un comportamiento
patológico en estas coordenadas ya que en el radio finito rp = (|Q| −M)/2 el
factor conformeψ se anula. Esto corresponde a la región en la que la singularidad
de la solución RN sobre-extrema es mapeada en estas coordenadas, y la región
interior r < rp carece de relevancia fı́sica.

El análisis de este modelo simplificado muestra que hay que ser cautelosos
al resolver las ecuaciones de construcción para densidades de carga eléctrica
grandes. En ese caso, si especificamos que la materia esté distribuida de ma-
nera compacta cerca del origen en una región de radio R, se podrı́a encontrar
que R < rp, en cuyo caso el dato inicial no representará un espacio-tiempo
asintóticamente plano. Numéricamente encontramos que al construir confi-
guraciones de cascarones localizados con |Q|/M creciente, eventualmente el
algoritmo falla al alcanzar el factor conforme un valor nulo fuera del cascarón
de campo escalar. Esto no fue problema en el caso sin carga presentado antes,
ya que en ese caso la métrica se acerca a la solución de Schwarzschild en el
exterior, la cual no presenta esas patologı́as.

3.3.3 Análisis y código numérico

Para estas simulaciones numéricas integramos las ecuaciones obtenidas en la
subsección 3.3.1, a su vez con el sistema BSSN (3.3), usando un esquema
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de diferencias finitas. El código usa un método de lı́neas con diferenciación
espacial a segundo o cuarto orden, junto con integradores temporales tanto
Crank-Nicholson iterativo a tres pasos, o Runge-Kutta a cuarto orden.

Las evoluciones presentadas fueron realizadas a tres resoluciones distintas
para descartar efectos de las discretización, propiamente ∆r = 0.02, 0.01, 0.005,
con 3000, 6000 y 12000 puntos en la malla respectivamente, de modo que la
frontera se ubica en r = 60.0.

Elección de norma

Para estas simulaciones elegimos por simplicidad un vector de corrimiento
nulo, y para la función de lapso se eligió la condición de foliación maximal
K = ∂tK = 0, que resulta en una ecuación elı́ptica para la función de lapso α
que en simetrı́a esférica toma la forma

∂2
rα +

(
2
r
−
∂ra
2a

+
∂rb
b

+ 2∂r lnψ
)
∂rα = αaψ4

[
K2 + 4π

(
ρ + S

)]
, (3.57)

con K2 = Ki jKi j, y S la traza de Si j. Como en simetrı́a esférica esta es una ecua-
ción diferencial ordinaria para α, puede ser resuelta numéricamente a cada paso
de tiempo invirtiendo la matriz del sistema, sin incrementar significativamente
el costo computacional del esquema de integración.

Masa y Carga totales del espaciotiempo en simetrı́a esférica

Una manera conveniente de determinar la masa de una distribución esférica-
mente simétrica es considerando la dependencia radial de las componentes
métricas. Cuando se expresa en términos del radio de área R, en las que el área
de una esfera es 4πR2, la componente radial de la métrica se puede escribir
como:

gRR =

(
1 −

2M(R)
R

)−1

. (3.58)
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Con un poco de álgebra podemos escribir esta función M(R) en términos de las
cantidades fundamentales y la coordenada radial r como

M(r) =
rψ2b1/2

2

1 − b
a

(
1 + r

∂rb
2b

+ 2r
∂rψ

ψ

)2 . (3.59)

Esta función puede ser identificada con la masa total fuera de las fuentes de
materia, ya que alcanza el valor de la masa ADM en la región de vacı́o. En este
caso, como el campo eléctrico se extiende hasta el infinito, el valor de esta
función de masa es siempre menor que la masa ADM total, pero se acerca
rápidamente a este ya que el campo eléctrico decae como 1/r2.

Para la carga eléctrica, toda la información está contenida en las ecuaciones
de Maxwell. Podemos definir la carga total contenida en una región a tiempo
t constante integrando la densidad de carga ρem, y simplificar esta expresión
utilizando las ecuaciones de evolución y el teorema de Stokes. Utilizando la
simetrı́a esférica esta expresión se simplifica a la carga encerrada en la esfera
de radio r

Q(r) = r2ψ6√abEr . (3.60)

donde hemos asumido que el interior de la esfera es regular.

Como en estas simulaciones el dominio numérico es finito solo podemos
considerar la carga encerrada en esferas finitas, la cual no será conservada ya
que puede haber campo escalar dispersado a infinito llevando carga con él más
allá del dominio computacional. De cualquier forma, es posible cuantificar la
tasa de cambio de la carga encerrada usando la ecuación de continuidad para
la corriente electromagnética. Después de un poco de álgebra llegamos a

dQ(r)
dt

=

∫
S(r)

Di

(
ρemβ

i
− α (3) ji

em

)
dV , (3.61)

donde hemos conservado la dependencia en el vector de corrimiento por ge-
neralidad. Nuevamente, la integral puede transformarse en una integral de con-
torno usando el teorema de Stokes y la dependencia angular puede integrarse
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inmediatamente obteniendo

dQ(r)
dt

= 4πr2ψ6√ab
(
ρemβ − α

(3) jr
em

)
. (3.62)

Esta ecuación puede integrarse en el tiempo para encontrar el cambio total en
la carga encerrada a un radio fijo r después de un tiempo T

∆Q(r,T) = 4πr2
∫ T

0
ψ6√ab

(
ρemβ − α

(3) jr
em

)
dt . (3.63)

Un ultimo punto en tanto a la determinación de la masa y la carga, es que
cuando se forma un horizonte de eventos, a este podemos asociarle parámetros
de masa y carga. Estos conceptos fueron expuestos en la Sección 1.4.4 y en este
caso se aplican en el caso en el que el momento angular es nulo J = 0.

Condiciones de frontera para el campo escalar cargado

Retomando la discusión de la sección anterior en tanto a condiciones de fron-
tera, para el campo escalar complejo encontramos a parte principal las mismas
funciones propias (3.42), solo que en este caso son complejas (o dos funciones
salientes y dos entrantes reales si trabajamos con las partes real e imaginaria
del campo). Entonces al campo escalar aplicamos los métodos expuestos en la
sección anterior.

Las ecuaciones de evolución para los potenciales electromagnéticos y el
campo eléctrico resultan idénticas en este caso a las del campo escalar a parte
principal. Solo es necesario hacer las identificaciones Π→ Φ, χ→ −ar,ϕ→ Er.
En este caso los campos propios y sus velocidades correspondientes son

ω0
E = Er , λ0

E = −β , (3.64a)

ω±E = Φ ±
ar
√

aψ2
, λ±E = −β ±

α
√

aψ2
. (3.64b)

Sin embargo, la analogı́a con el campo escalar termina aquı́, ya que los po-
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tenciales electromagnéticos no se relacionan con el campo eléctrico como sus
derivadas radial y normal.

Como en ausencia del vector de corrimiento el campo eléctrico evoluciona
trivialmente a parte principal, únicamente lo actualizamos usando los valores
de las fuentes en la frontera.

Para los potenciales electromagnéticos tenemos libertad de especificar el
modo entrante. Sin embargo, al igual que con el campo escalar, si queremos
evitar reflexiones grandes en la frontera el modo entrante no puede ser escogido
igual a cero. Pero en este caso se nos presenta un nuevo problema: para el
campo escalar podı́amos modelar ϕ como una onda esférica saliente y de allı́
deducir la forma de ω−ϕ en la frontera. Para el campo electromagnético no
podemos hacer lo mismo ya que, como se habı́a mencionado, los potenciales
electromagnéticos no son las derivadas de temporales y espaciales de otro
campo. Sin embargo dada la estructura de ecuación de onda que presentan las
ecuaciones de evolución podemos asumir que en la frontera los campos Φ y ar

se propagan como onda saliente, lo que a su vez implica que la combinacion
entrante ω−E en la frontera no se anule, sino que tenga que ser tratada a su vez
como una onda saliente de modo que cumple una ecuación de advección de la
forma

∂tω
−

E + λ ∂rω
−

E + λ
ω−E
r

= 0 . (3.65)

Esta ecuación se evoluciona en la frontera para obtener el valor del campo
entrante en el nuevo paso temporal, y de aquı́ se reconstruye el valor de los
potenciales electromagnéticos en la frontera.

3.3.4 Resultados

Ahora discutiremos los resultados de algunas simulaciones ilustrativas. Analiza-
remos por separado los casos con carga global nula, y con carga inicial distinta
de cero.
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Configuraciones sin carga global

De acuerdo a lo expuesto en la sección 3.3.2 inicialmente se consideran los
perfiles para el campo escalar:

Re(ϕ) = ϕ0

[
e−(r−rR)2/σ2

+ e−(r+rR)2/σ2
]
, (3.66)

Im(ϕ) = ϕ0

[
e−(r−rI)2/σ2

+ e−(r+rI)2/σ2
]
, (3.67)

donde usamos la misma amplitud ϕ0 y ancho σ para ambas partes real e ima-
ginaria, pero estos perfiles están centrados en diferentes puntos, rR , rI, de
modo que exista una corriente neta. También sumamos la imagen reflejada de
los pulsos Gaussianos de modo que el campo escalar tenga el comportamiento
adecuado en el origen.

Para todas las simulaciones que mostramos elegimos rR = 5.0, rI = 5.1 y
σ = 1.0, y se resolvió la constricción Hamiltoniana para distintos valores de ϕ0.
Realizamos simulaciones para una familia de configuraciones biparamética, con
la carga fundamental q variando de 0 a 8, y la amplitud inicial de los pulsos ϕ0

variando de 0.03 a 0.1.

Las simulaciones con valores pequeños de ϕ0 evolucionan como se espe-
raba: el campo escalar se propaga y eventualmente es dispersado a infinito
dejando el espacio-tiempo plano en el dominio computacional. Como ejemplo
mostramos la evolución en el caso con ϕ0 = 0.03 y q = 2.0. Inicialmente el
pulso se separa en una parte entrante y una saliente, y una densidad de carga
distinta de cero rápidamente emerge. Esto puede verse en la Figura 3.5, la cual
muestra una instantánea de la evolución a t = 4. El panel superior muestra al
campo escalar, mientras que los inferiores muestran la función de masa M(r) y
la carga encerrada a ese radio Q(r).

Las Figuras 3.6 y 3.7 muestran la evolución del campo escalar y de la función
de lapso respectivamente. Notamos que a t ∼ 8 el pulso entrante alcanza el
origen y la función de lapso decrece significativamente allı́. Sin embargo en
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Figura 3.5: Gráfica de los primeros momentos de la evolución (t = 4) de una
configuración con densidad de carga inicial nula y ϕ0 = 0.03, q = 2.0. El panel
superior muestra el campo escalar (distinguiendo con lı́neas sólidas y segmen-
tadas la parte real e imaginaria respectivamente), mientras que los siguientes
tres paneles muestran la masa M(r), la carga Q(r) y la densidad de carga ρem.
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este caso la autogravedad del campo escalar no es suficientemente fuerte para
producir colapso, y el campo continua dispersándose a infinito mientras el lapso
lentamente regresa a su valor en espacio plano. Las Figuras 3.8 y 3.9 muestran
la evolución de la función de masa y la carga en esta simulación.

La convergencia se verifica analizando el residuo obtenido al evaluar numéri-
camente las constricciones, el cual es producto del esquema de discretización.
La Figura 3.10 muestra el valor absoluto de la constricción Hamiltoniana a
diferentes tiempos para dos resoluciones diferentes, mostrando que el error
reescala con la resolución consistentemente con el orden de la discretización
(cuarto orden en este caso).

Para valores mayores de la amplitud ϕ0 encontramos que el resultado es
muy diferente del descrito antes. Para mostrar esto usamos como ejemplo el
caso con ϕ0 = 0.05 y q = 2.0 (Figuras 3.11-3.16). La fase inicial de la simulación
procede en la misma manera que en el ejemplo anterior (Figura 3.11), pero en
esta ocasión cuandot el pulso entrante llega al origen la función de lapso colap-
sa dramáticamente (Figura 3.13), y eventualmente se encuentra un horizonte
aparente en t ∼ 11 (Figura 3.16), indicando la formación de un agujero negro.

Las Figuras 3.14 y 3.15 muestran la evolución de la funciones de masa y
carga, y observamos que ambas tienden a estabilizarse rápidamente afuera del
horizonte aparente después de que el campo dispersado abandona la región
central. La Figura 3.16 muestra la evolución de las diferentes propiedades del
horizonte aparente. Al realizar esta simulación con un vector de corrimiento
nulo observamos que el radio coordenado donde encontramos esta superficie
continúa creciendo mientras avanza la simulación. Este crecimiento es un efec-
to de norma bien conocido debido a que los observadores Eulerianos están
cayendo hacia el agujero, y no se compensa este efecto al ignorar el vector de
corrimiento. Por otro lado, el área, la carga encerrada y la masa asociada con
el horizonte rápidamente se estabilizan. Estas cantidades están bien definidas
sobre el horizonte aparente: la carga del agujero negro se calcula con la ecua-
ción (3.60) evaluada en el radio del horizonte, mientras que la masa total se
calcula con la ecuación (1.124) (tomando J = 0), la cual incluye la contribución
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Figura 3.6: Evolución del campo escalar para una configuración con densidad
inicial de carga nula y ϕ0 = 0.03, q = 2.0. Las lı́neas sólida y segmentada corres-
ponden a las partes real e imaginaria respectivamente.
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Figura 3.7: Evolución de la función de lapso α para una configuración con
densidad de carga inicial nula y ϕ0 = 0.03, q = 2.0. El lapso cae abruptamente
cuando la densidad de la configuración en el origen aumenta debido a que el
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Figura 3.8: Evolución de la función de masa M(r) para una configuración con
densidad de carga inicial nula y ϕ0 = 0.03, q = 2.0.
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densidad de carga inicial nula y ϕ0 = 0.03, q = 2.0.
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una configuración con densidad de carga inicial nula y ϕ0 = 0.03, q = 2.0. El
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Figura 3.11: Gráfica de los primeros momentos de la evolución (t = 4) de una
configuración con densidad de carga inicial nula y ϕ0 = 0.05, q = 2.0. El panel
superior muestra el campo escalar (distinguiendo con lı́neas sólidas y segmen-
tadas la parte real e imaginaria respectivamente), mientras que los siguientes
tres paneles muestran la masa M(r), carga Q(r) y densidad de carga ρem.
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Figura 3.12: Evolución del campo escalar para una configuración con densi-
dad de carga inicial nula y ϕ0 = 0.05, q = 2.0. Las lı́neas sólida y segmentada
corresponden a las partes real e imaginaria respectivamente.
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Figura 3.13: Evolución de la función de lapso α para una configuración con
densidad de carga inicial nula y ϕ0 = 0.05, q = 2.0.
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Figura 3.14: Evolución de la función de masa M(r) para una configuración con
densidad de carga inicial nula y ϕ0 = 0.05, q = 2.0.
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Figura 3.15: Evolución de la función de carga Q(r) para una configuración con
densidad de carga inicial nula y ϕ0 = 0.05, q = 2.0.
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de la carga encerrada.

Finalmente, la falta de un vector de corrimiento induce efectos de “slice
stretching” (estiramiento de las secciones) en las componentes métricas que
eventualmente ocasionan que nuestras simulaciones fallen. Sin embargo encon-
tramos que estos efectos son retrasados para valores mayores de la masa final
del agujero y las simulaciones duran lo suficiente para poder estudiar las pro-
piedades fı́sicas del agujero negro resultante. La Figura 3.17 es un acercamiento
del área y la masa del horizonte en el que se muestra como se estabilizan las
propiedades antes de que la simulación falle (las oscilaciones pequeñas son
debidas a los métodos numéricos y decrecen al aumentar la resolución).

Una vez que el campo escalar fuera del horizonte aparente es radiado termi-
namos con una región electro-vacı́a en donde solamente el campo Coulombiano
asociado al campo escalar atrapado permanece. Las condiciones de norma, y en
particular la ausencia de vector de corrimiento, previenen que se alcance una
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Figura 3.17: Acercamiento de el área del horizonte aparente (arriba), y masa
(abajo) mostrados en la Figura 3.16 anteriormente. Las oscilaciones pequeñas
son debidas a error numérico y decrecen al aumentar la resolución.

situación estacionaria afuera de la superficie atrapada, pero como hemos visto
las propiedades fı́sicas relevantes rápidamente tienden a valores estacionarios.

Se realizaron simulaciones para valores de la carga del campo escalar q

variando de 0.0 a 8.0, y amplitudes inicialesϕ0 de 0.03 a 0.1, enfocándonos en la
región del espacio de parámetros que representa configuraciones que colapsan
gravitacionalmente. Las simulaciones proceden de un modo similar a la que
acabamos de analizar, la diferencia principal es que cuando se incrementan
ambos parámetros la forma de los pulsos iniciales se distorsiona mucho más
después de que se separan, mostrando poco parecido con los pulsos iniciales
superpuestos. En cada caso, una vez que un horizonte aparente es encontrado,
sus propiedades fı́sicas se estabilizan rápidamente. También, el campo escalar
sobrante es radiado, y las funciones de masa y carga se estabilizan en la región
de electro-vacı́o. Es interesante observar que en esta región del espacio de
parámetros la masa final del agujero negro no es muy sensible al valor de la carga
fundamental q, lo cual es sorpresivo tal que esta masa incluye contribuciones del
campo eléctrico (ver Figura 3.18). También hemos encontrado que el cociente
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de la masa final del agujero negro contra la masa ADM inicial de la configuración,
M f/Mi, incrementa con la amplitud ϕ0 (ver Figura 3.19), lo cual se comprende
fácilmente ya que al incrementar la amplitud del campo escalar obtenemos
configuraciones más compactas.

Ahora analizamos la carga de las configuraciones finales, la cual es en cierto
modo menos intuitiva. Para valores fijos de la carga fundamental q la carga final
de la configuración incrementa inicialmente con la amplitud del pulso inicial,
pero eventualmente alcanza un máximo y decrece nuevamente, y puede oscilar
alrededor de cero (ver Figura 3.20). Encontramos que al aumentar la carga
fundamental este máximo se alcanza a amplitudes menores y tiene un valor
menor.
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Figura 3.20: Carga final del agujero negro Q f para las configuraciones con
densidad de carga inicial nula, como función de la amplitud inicial ϕ0 para
distintos valores de q.

Al combinar estos resultados podemos calcular el cociente de carga y masa
finales del agujero negro Q/M (ver Figura 3.21). Podemos observar que al
incrementar la amplitud ϕ0 para q fija, este cociente alcanza un máximo y
decrece nuevamente. El máximo global que hemos encontrado para esta familia
de simulaciones corresponde al valor Q/M ' 0.25, lo que muestra que el estado
final de estas configuraciones está muy lejano de alcanzar una configuración
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extrema con Q/M = 1.
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Configuraciones globalmente cargadas

Para las configuraciones con carga global no nula usamos los siguientes perfiles
iniciales para el campo escalar y el potencial escalar electromagnético

Re(ϕ) = ϕ0

[
e−(r−r0)2/σ2

+ e−(r+r0)2/σ2
]
, (3.68)

Im(ϕ) = 0 , (3.69)

Φ = Φ0

[
e−(r−r0)2/σ2

+ e−(r+r0)2/σ2
]
. (3.70)

Para todas las simulaciones presentadas los pulsos están centrados en r0 =

5.0 con ancho σ = 1.0. Encontramos que al tomar la amplitud inicial del potencial
escalar Φ0 = 1, fue posible construir configuraciones que tienen inicialmente
un cociente carga/masa mayor que uno.

La evolución de este tipo de datos iniciales es muy similar a la observada en
el caso con carga global nula. Como ejemplo consideramos el caso ϕ0 = 0.05

y q = 0.5, la cual es una combinación de parámetros que resulta en una confi-
guración que colapsa gravitacionalmente. Como se observa en la Figura 3.22,
donde se muestra la evolución temprana a t = 4, el pulso inicial se separa en
componentes entrante y saliente, y cada una retiene aproximadamente la mitad
de la carga inicial. Las Figuras 3.23-3.26 muestran instantáneas de la evolución
del campo escalar y la función de lapso, ası́ como las funciones de masa y carga.
Nuevamente vemos que cuando el pulso entrante alcanza el origen la función
de lapso colapsa. Aunque ocurre esto, parte del campo escalar se dispersa (ver
Figura 3.23) llevándose parte de la masa y la carga de la configuración, co-
mo puede verse en las Figuras 3.25 y 3.26. Algunas propiedades del horizonte
aparente para esta evolución se muestran en la Figura 3.27.

Ahora nos concentraremos en configuraciones con amplitud ϕ0 = 0.05,
para distintos valores de la carga fundamental de q = 0 a q = 1.2. Todas esas
configuraciones colapsan gravitacionalmente. La masa ADM inicial resulta ser
una función creciente en q al tener el efecto combinado de un campo eléctrico
más intenso y un mayor radio de área para el cascarón inicial (ver Figura 3.28).
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Figura 3.22: Gráfica de los primeros momentos de la evolución (t = 4.0) de
una configuración con densidad de carga inicial no nula y ϕ0 = 0.05, q = 0.5.
El panel superior muestra el campo escalar (distinguiendo con lı́neas sólidas
y segmentadas la parte real e imaginaria respectivamente), mientras que los
siguientes dos paneles muestran la masa M(r) y carga Q(r) (nótese que la carga
es negativa).
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mentada) del campo escalar a diferentes tiempos, para una configuración con
densidad de carga inicial no nula y ϕ0 = 0.05, q = 0.5.
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Figura 3.25: Evolución de la función de masa M(r) para una configuración con
densidad de carga inicial no nula y ϕ0 = 0.05, q = 0.5.
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Figura 3.27: Evolución del horizonte aparente para una configuración con den-
sidad de carga inicial no nula y ϕ0 = 0.05, q = 0.5: Radio coordenado (arri-
ba/izquierda), área (arriba/derecha), carga encerrada (abajo/izquierda) y masa
asociada al horizonte (abajo/derecha).

Como se espera, la masa final del agujero negro también es función creciente
de q (ver Figura 3.29). La Figura 3.30 muestra el cociente de la masa final
del agujero negro contra la masa ADM inicial, M f/Mi. Como se espera, este
valor es siempre menor que 0.5 ya que la mitad de la masa es llevada por el
pulso saliente. También es notable que este cociente de masas muestra una
dependencia fuerte con q, y de hecho decrece para valores mayores de q. Esto
puede interpretarse como un efecto de la repulsión eléctrica en el pulso inicial:
existe una acumulación de carga de igual signo que tiende a dispersarse, ası́ que
al incrementar q una fracción mayor del pulso entrante inicial termina siendo
dispersada a infinito antes de entrar a la región atrapada.

Considerando ahora la carga eléctrica de estas configuraciones, encontra-
mos que la carga inicial Qi depende de un modo casi cuadrático en la carga
fundamental q, como se observa en la Figura 3.31 (notar que la carga inicial es
negativa). Por otro lado, la carga final del agujero negro Q f decrece en valor ab-
soluto para valores mayores de q, como se muestra en la Figura 3.32. El cociente
Q f/Qi se muestra en la Figura 3.33. Este comportamiento se puede interpretar
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fundamental q.

 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

 0.25

 0.3

 0.35

 0.4

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1  1.2

Q
f/
Q

i

q

Figura 3.33: Cociente entre la carga final y la carga inicial Q f/Qi, como función
de la carga fundamental q.



138 Capı́tulo 3. Escenarios en simetrı́a esférica

como sigue: cuando el pulso inicial se separa la interacción electromagnética
del pulso entrante es tan grande que dispersa campo escalar que lleva con él
el exceso de carga, mientras que posibilita la acreción de campo escalar con
carga del signo opuesto, eventualmente este efecto es tan fuerte que la carga
del agujero negro cambia de signo con respecto a la configuración inicial. Este
cambio de signo en la carga del agujero negro también se observa en las con-
figuraciones previas sin carga global (figuras 3.20 y 3.21), pero en ese caso no
hay carga inicial contra el cual comparar.
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Figura 3.34: Razón |Q/M| como función de la carga fundamental q. La lı́nea
sólida corresponde a la configuración inicial, y la segmentada al agujero negro
final.
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Finalmente, en la Figura 3.34 se muestra el comportamiento del cociente
carga/masa |Q/M|, tanto para la configuración inicial como para el agujero
negro resultante. Para la configuración inicial este cociente aumenta con la
carga fundamental. En particular se vuelve mayor que uno después de q ∼ 0.9.
Sin embargo, para el agujero negro final este valor es siempre menor que su
valor original, y como la carga final decrece al aumentar la carga fundamental
q encontramos que el cociente también decrece más allá de q = 0.9. Para esta
familia de configuraciones el máximo del cociente carga/masa para el agujero
negro final es aproximadamente |Q f/M f | ∼ 0.62 y se alcanza alrededor del valor
q ∼ 0.8.

Naturaleza del agujero negro resultante

En todas las configuraciones estudiadas es una caracterı́stica común encon-
trar que después de haber colapsado el campo escalar en la región central se
forma un horizonte aparente. Encontramos que aunque nuestras condiciones
de norma evitan que se alcance una situación completamente estacionaria, las
propiedades fı́sicas del horizonte aparente, esencialmente su área y la carga
contenida dentro del mismo, se estabilizan rápidamente. Como no se espera
que la pequeña porción del campo escalar dispersada afecte el objeto colapsa-
do, podemos asumir que una vez que las propiedades del horizonte aparente
se han asentado, el sistema se ha convertido en un agujero negro, y que el ho-
rizonte aparente coincide para cualquier propósito práctico con el horizonte de
eventos. Si esto es correcto el agujero negro será del tipo Reissner-Nördstrom,
de acuerdo con los teoremas de unicidad en el caso de simetrı́a esférica.

Una forma de verificar esto es comparando el valor asintótico de la función
de masa (3.59) con la “masa del horizonte” inferida de las propiedades del ho-
rizonte aparente y dada por (1.124), MH = Mirr + QH/4Mirr. Como la diferencia
de estas cantidades entre las dos mayores resoluciones resulta en el rango de
las oscilaciones mostradas en la Figura 3.17 hemos escogido estimar el error
usando la amplitud de las mismas. Por otro lado, la masa asintótica se mide
tomando el valor de la función de masa M(r) al radio coordenado r = 30 (el
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punto medio de nuestro dominio computacional) a tiempos tardı́os, una vez que
el agujero negro resultante se ha estabilizado. El error en este caso se estimó
considerando la diferencia de la función de masa evaluada a las dos resoluciones
más altas. Como hemos mencionado, debe tomarse en cuenta que a tiempos
tardı́os la región exterior al horizonte de hecho no es vacı́o ya que contiene la
contribución del campo Coulombiano, de modo que la función de masa M(r)

será siempre menor que la masa ADM. De cualquier forma, este efecto resulta
ser muy pequeño. Es adecuado notar que las cantidades asociadas al horizonte
aparente heredan la dependencia de norma de este, pero al interesarnos en
los valores una vez que se ha alcanzado un estado estacionario, estos valores
resultan ser los asociados al horizonte de eventos y entonces se vuelven in-
dependientes de la norma. También hay que notar que los errores reportados
correspondientes a la integración numérica de las ecuaciones de evolución son
consistentes con los datos iniciales, ya que los parámetros que describen los
datos se dan a precisión de máquina y el error inicial es dominado por el que se
introduce al resolver numéricamente las constricciones, que es menor al error
de evolución por varios ordenes de magnitud.

La Tabla 3.1 resume los resultados obtenidos para la familia de datos iniciales
con densidad de carga inicial nula, para diferentes valores de q yϕ0. Notamos en
particular que para el ejemplo descrito en el texto correspondiente a ϕ0 = 0.05,
q = 2.0, encontramos una masa asintótica estimada de M∞ = 0.6290 ± 0.0003,
mientras que para la masa del horizonte encontramos MH = 0.6294 ± 0.00007.

Los resultados para la familia de datos iniciales con densidad de carga no
nula se muestran en la Tabla 3.2, para distintos valores de q y una amplitud fija
ϕ0 = 0.05. Para el ejemplo discutido en el texto, correspondiente a q = 0.5, en-
contramos un valor estimado para la masa asintótica de M∞ = 0.3107 ± 0.000576

y para la masa del horizonte MH = 0.3109 ± 0.000092.

Las tablas muestran en todos los casos una coincidencia excelente entre los
valores de la masa asintótica M∞ y la masa del horizonte MH, con la diferencia
quedando dentro de los errores asociados a la discretización empleada. Este
resultado es bastante satisfactorio ya que compara el comportamiento asintótico
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q ϕ0 Mirr QH δQH MH δMH M∞ δM∞ QH/MH

1.0 0.040 0.3656 0.03698 0.00003 0.3666 0.00008 0.3651 0.0002 0.1009
1.0 0.060 0.9928 0.1246 0.00004 0.9967 0.00008 0.9969 0.00005 0.1250
1.0 0.080 2.287 0.3502 0.0002 2.300 0.00003 2.300 0.00007 0.1523
2.0 0.040 0.3628 0.0522 0.00004 0.3647 0.00008 0.3636 0.0003 0.1431
2.0 0.050 0.6225 0.1295 0.00007 0.6294 0.00007 0.6290 0.0003 0.2059
2.0 0.060 0.9856 0.2221 0.0002 0.9982 0.00007 0.9983 0.0002 0.2225
2.0 0.080 2.282 0.4821 0.0003 2.308 0.00006 2.308 0.00004 0.2089
3.0 0.040 0.3596 0.04136 0.00004 0.3606 0.00008 0.3604 0.0002 0.1147
3.0 0.060 0.9787 0.262 0.001 0.9964 0.00008 0.9946 0.0002 0.2629
3.0 0.080 2.289 0.3521 0.0009 2.302 0.00005 2.303 0.00007 0.1530
4.0 0.040 0.3563 0.02130 0.00002 0.3566 0.0001 0.356 0.0002 0.05973
4.0 0.060 0.9769 0.2363 0.0008 0.992 0.00007 0.9921 0.0002 0.2382
4.0 0.080 2.291 0.2164 0.0009 2.296 0.00005 2.297 0.00009 0.09425
5.0 0.040 0.3539 0.00710 0.000006 0.354 0.00008 0.3537 0.0001 0.02006
5.0 0.060 0.9793 0.1887 0.0001 0.9894 0.00009 0.989 0.00008 0.1907
5.0 0.080 2.292 0.06320 0.0001 2.293 0.00005 2.293 0.00006 0.02756
6.0 0.040 0.3525 0.0016 0.000001 0.3525 0.00008 0.3525 0.0002 0.004549
6.0 0.060 0.9832 0.1527 0.002 0.9897 0.00006 0.9895 0.00002 0.1543
6.0 0.080 2.292 -0.0287 0.00001 2.292 0.00005 2.292 0.00003 -0.01252
7.0 0.040 0.3519 0.0004 0.000001 0.3518 0.00008 0.3519 0.0001 0.001137
7.0 0.060 0.9873 0.1134 0.0001 0.991 0.00007 0.991 0.00003 0.1144
7.0 0.080 2.292 -0.0276 0.0002 2.292 0.00005 2.292 0.00005 -0.01204
8.0 0.040 0.3519 -0.0002 0.00009 0.3519 0.00007 0.3519 0.0003 -0.0005683
8.0 0.060 0.992 0.0603 0.0003 0.9928 0.00007 0.993 0.00003 0.06074
8.0 0.080 2.291 -0.0101 0.00007 2.291 0.00005 2.292 0.00004 -0.004409

Tabla 3.1: Propiedades del agujero negro final (Mirr,QH,MH), y masa asintótica
estimada M∞, para la familia de datos iniciales con densidad de carga inicial
nula, para diferentes valores de q y ϕ0.

de la métrica con mediciones locales sobre el horizonte (su área) y la carga
integrada, y es entonces un indicador fuerte de que el agujero negro final es
efectivamente del tipo Reissner-Nördstrom.

3.3.5 Conclusiones

Hemos hecho un estudio sistemático del colapso de configuraciones autogra-
vitantes con simetrı́a esférica de campo escalar cargado en el formalismo 3+1.
Para resolver el sistema Einstein-Maxwell-Klein-Gordon (EMKG) acoplamos las
ecuaciones de evolución para ambos campos, eléctrico y escalar, a la versión ge-
neralizada de la formulación de Baumgarte-Shapiro-Shibata-Nakamura (BSSN)
de la Relatividad General [47, 12].

Nuestro objetivo principal fue explorar distintos escenarios de colapso para
poner a prueba la conjetura de censura cósmica y analizar los mecanismos que
hacen que se mantenga. Nos enfocamos en dos tipos de configuraciones inicia-
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q Mirr QH δQH MH δMH M∞ δM∞ QH/MH

0.0 0.2463 0.0 0.0 0.2463 0.0001 0.2465 0.0002 0.0
0.1 0.2491 -0.00293 0.000007 0.2491 0.0001 0.2493 0.0003 0.01176
0.2 0.2574 -0.0122 0.00003 0.2575 0.0001 0.2578 0.0003 0.04750
0.3 0.2701 -0.0292 0.00006 0.2709 0.0001 0.2711 0.0004 0.1078
0.4 0.2857 -0.0552 0.00009 0.2884 0.00009 0.2888 0.0004 0.1916
0.5 0.3040 -0.0915 0.0001 0.3109 0.00009 0.3107 0.0006 0.2943
0.6 0.3229 -0.1378 0.0002 0.3376 0.00009 0.3368 0.0008 0.4082
0.7 0.3434 -0.1913 0.0002 0.3700 0.00008 0.3686 0.0009 0.5170
0.8 0.3700 -0.2442 0.0003 0.4105 0.00006 0.4076 0.0008 0.5963
0.9 0.4172 -0.2785 0.0004 0.4638 0.00009 0.4629 0.0004 0.6011
1.0 0.5101 -0.2695 0.0003 0.5457 0.00009 0.5450 0.0002 0.4942
1.1 0.6787 -0.1913 0.0002 0.6922 0.0001 0.6939 0.0008 0.2764

Tabla 3.2: Propiedades del agujero negro final (Mirr,QH,MH), y masa asintótica
estimada M∞, para la familia de datos iniciales con densidad de carga no nula,
para valores diferentes de q y ϕ0 = 0.05.

les, ambas conformemente planas y con simetrı́a temporal: el primer conjunto
con densidad de carga inicial nula, mientras el otro con densidad de corriente
inicial nula. Como el colapso crı́tico de este tipo de configuraciones es bien
entendido [148], nos enfocamos en configuraciones que resultan en colapso
más allá del régimen crı́tico. En todos los casos analizados encontramos la for-
mación de un horizonte aparente, obteniendo evidencia empı́rica de la validez
de la hipótesis de censura cósmica.

También estudiamos el cociente final de carga contra masa de las confi-
guraciones colapsadas, a fin de estudiar que tanto uno puede acercarse a una
configuración extrema con |Q|/M = 1. Para las configuraciones con carga global
nula realizamos una serie de simulaciones variando la amplitud inicial ϕ0 y la
carga fundamental q. El máximo del cociente final para este tipo de dato inicial
fue de |Q|/M ∼ 0.26, bastante por debajo del valor extremo de 1. Ya que estas
configuraciones son insensibles inicialmente al valor de la carga fundamental
q, hay algunos aspectos de la dinámica que prácticamente no se afectan. En
particular, la interacción entre las componentes salientes y entrantes del campo
es mı́nima, ası́ que la masa final del agujero negro muestra una dependencia
muy baja respecto a la carga fundamental.

El efecto de la interacción electromagnética se aprecia mejor al considerar
la carga final del agujero negro: al incrementar los valores de φ0 y q se obtiene
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una mayor repulsión electromagnética, lo que tiende a neutralizar la carga final
del objeto colapsado. Para las configuraciones con carga global no nula los
resultados son bastante similares. El máximo del cociente carga a masa para
el agujero negro final es alrededor de |Q|/M ∼ 0.6. La diferencia principal con
el otro conjunto de simulaciones es que en este caso la masa final del agujero
negro depende fuertemente en la carga fundamental q. La presencia de un
campo eléctrico inicial produce una repulsión considerable del cascarón inicial
que tiende a dispersarlo. De cualquier modo, para valores intermedios de la
carga q en la región que exploramos esta repulsión no es suficientemente fuerte
para tener un efecto neutralizante significativo al momento en que el horizonte
aparente se forma, obteniendo configuraciones en las que el cociente carga a
masa es mayor que para las configuraciones inicialmente descargadas.

Nuestros resultados son consistentes con el hecho de que al considerar
materia regular con carga la conjetura de censura cósmica se mantiene de
modo genérico. En nuestro caso, una interacción electromagnética fuerte da
lugar a una redistribución de los campos de modo que evita la concentración
de carga eléctrica en regiones pequeñas. Esto lleva a configuraciones de materia
colapsada que son esencialmente neutras, y el efecto se incrementa al aumentar
la interacción electromagnética, por medio de considerar valores mayores de la
carga fundamental q. Esto parece indicar que las configuraciones sobrecargadas
no son capaces de colapsar reteniendo a su vez el exceso de carga.

También nos interesó estudiar las propiedades de los agujeros negros es-
tacionarios finales. Estas configuraciones son consistentes con los teoremas de
unicidad para espacio-tiempos esféricamente simétricos, en el sentido de que,
una vez que el colapso se ha dado y que el exceso de carga se ha radiado junto
con el campo escalar dispersado, afuera del horizonte la geometrı́a se reduce
a la de Reissner-Nördstrom. Esto se verificó comparando el valor de la función
de masa expresada en las coordenadas de Boyer-Lindquist y la masa asociada al
horizonte del agujero negro. No intentamos responder qué ocurre en el interior
del horizonte, lo cual es una pregunta interesante por sı́ sola. La estructura cau-
sal de un agujero negro de Reissner-Nördstrom eterno es muy compleja en el
interior del horizonte, con horizontes de Cauchy, singularidades temporaloides,
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y agujeros de gusano conectando una repetición infinita de regiones exteriores.
Cómo esta estructura cambia exactamente cuando en lugar de un agujero negro
eterno uno considera el resultante de un colapso es algo que podrı́a estudiarse
por medio de simulaciones numéricas como las presentadas en este trabajo. De
cualquier forma, acercarse a una singularidad en simulaciones numéricas dista
de ser una tarea trivial ya que allı́ las cantidades dinámicas son divergentes, y
las condiciones de norma que usamos en este caso no son apropiadas para esta
tarea.

Como comentario final, en este trabajo solo hemos considerado la dinámica
de un campo escalar sin masa cargado, y la pregunta de si los mismos resultados
se mantienen para un campo escalar masivo (o con un potencial de autointe-
racción más general) sigue abierta. Es bien sabido que la dinámica de un campo
escalar cambia drásticamente al considerar un potencial no trivial, y que en ese
caso es posible encontrar configuraciones ligadas gravitacionalmente lo cual
podrı́a llevar a obtener configuraciones con mayor cociente de carga a masa en
escenarios de colapso.

3.4 Colapso esférico de campo escalar en un con-
texto cosmológico

Esta sección aborda la implementación del código esférico para el estudio del
colapso esférico de campos escalares en contexto cosmológico, su relación
como precursor de la formación de estructura observada actualmente y la com-
paración contra el modelo de materia oscura frı́a. Cabe resaltar que aparte de la
obtención de datos iniciales que representan un espacio-tiempo en expansión,
pocas son las consideraciones adicionales que se tuvieron en cuenta: se utilizó
una condición de foliación que es equivalente a la parametrización de la foliación
en términos del tiempo cósmico conforme (Bona-Masso con f = 1/3), y se evitó
la consideración de efectos de frontera ubicando estas lo suficientemente lejos
para que se mantuvieran causalmente desconectadas durante todo el tiempo
de las simulaciones. Este trabajo fue publicado recientemente en colaboración
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con Miguel Alcubierre, Axel de la Macorra, y Alberto Diez en la revista Physical
Review D [192].

La formación de estructura como consequencia de la inestabilidad dinámica
de la materia auto-gravitante constituye una pieza clave en la cosmologı́a mo-
derna. Siempre que las desviaciones con repecto a un universo homogéneo
e isotrópico sean pequeñas, esposible desarrollar una teorı́a a orden lineal
autoconsistente para la cual es posible encontrar aoluciones analı́ticas aproxi-
madas [144, 76, 134]. Sin embargo, cuando las inhomegeneidades crecen y
alcancan el régimen no lineal esas soluciones fallan y las técnicas numéricas se
vuelven necesarias.

Para el caso de un universo dominado por partı́culas clásicas, la evolución
de las perturbaciones cosmológicas bajo la influencia de la gravedad (New-
toniana) puede ser seguida mediante simulaciones de N-cuerpos (vease por
ejemplo [117]). Sin embargo, cuando una descripción en términos de partı́culas
no es viable, es necesario introducir otras técnicas para tratar con la forma-
ción no lineal de estructura. Tal es el caso para modelos que consideran materia
oscura o/y energı́a oscura constituı́das por las excitaciones macroscopicas cohe-
rentes de un campo escalar (por ejemplo candidatos a materia oscura tipo axion
no térmicos [75, 118, 109, 180, 186], modelos de energı́a oscura tipo quintae-
sencia [145, 193], k-esencia [19]), o modelos que proponen modificaciones a
la relatividad general (por ejemplo MOND [131, 32], Einstein-aether [80, 111],
gravedad masiva [108, 72]), solo por dar algunos ejemplos.

En este trabajo utilizamos por primera vez nuestro código para estudiar la
evolución cosmológica de distribuciones inhomogeneas de materia que presen-
tan simetrı́a esférica. Aunque este tipo de simulaciones son realizables con la
bajo los paradigmas de la relatividad numérica, a la fecha son escasas (en [14]
se da una revisión completa acerca de cosmologı́a computacional). Se pone
atención particularmente a los casos de un fluido perfecto sin presión (polvo) y
a un campo escalar real masivo que oscila alrededor del mı́nimo de potencial,
mostrando que en el contexto de un universo en expansión, las perturbaciones
pequeñas en ambos casos pueden desarrollar estructuras alrededor de materia
distribuida en buena medida de manera homogénea e isotrópica. Este es en efec-
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to un resultado interesante: previamente se ha argumentado que, al propagarse
las perturbaciones pequeñas de un campo escalar canónico a la velocidad de la
luz [92, 173], las excitaciones macroscópicas coherentes de un campo bosónico
no pueden dar lugad a la formación efectiva de estructura cosmológica. Este
trabajo, en conjunto con [8], busca proveer de evidencia que soporte la idea
de que un campo escalar masivo libre (tratado clásicamente) en un contexto
cosmológico puede dar paso a la formación de estructura a gran escala. Como
parte de las conclusiones encontramos que la evolución de las perturbaciones
a orden lineal en un universo dominado por un campo escalar es muy similar
inicialmente al caso dominado por polvo, pero con un corte en el espectro al
nivel de la longitud de onda de Compton de la partı́cula escalar (en concor-
dancia con resultados analı́ticos previos, e.g. [152, 110, 127, 128, 125]). Sin
embargo al alcanzar el régimen no lineal, la evolución de las inhomogeneidades
para ambos tipos de materia difiere: mientras que en el caso de polvo el colapso
es muy rápido, el crecimiento de las perturbacioens para el caso de un campo
escalar es más gradual, retrasando la formación de las primeras estructuras en
el universo.

Es necesario mencionar que durante la fase final de la preparación de este
trabajo los autores nos precatamos de la existencia de dos estudios recientes
que tratan temas similares. Por un lado, los autores de [174] (ver también [175])
consideran el problema de la formación de estructura en un universo dominado
por un campo escalar ultraligero utilizando un código hidrodinámico en tres di-
mensiones, pero asumen desde un inicio una aproximación de campo débil no-
relativista (ver por ejemplo [3, 50, 49, 157] para posibles efectos relativistas aún
en simulaciones de N-cuerpos, y Ref. [195] para el caso particular de un campo
escalar). Por otro lado en [154] los autores presentan un código completamente
relativista para el estudio de problemas cosmológicos en simetrı́a esférica, y lo
usan para reproducir la solución analı́tica de Lemaı̂tre-Tolman-Bondi solution.
Creemos que los resultados presentados en este trabajo complementan esos es-
tudios. Vease también [198, 197] para otras aplicaciones recientes de relatividad
numérica en cosmologı́a, en el caso particular del universo temprano.
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3.4.1 Datos iniciales con expansión constante

En un contexto cosmológico no es posible obtener datos iniciales con simetrı́a
temporal (a menos que se trate de una cosmologı́a homogénea y “rebotante”).
Entonces la siguiente elección en orden de complejidad consiste en considerar
a la sección inicial encajada en el espacio-tiempo con expansión constante,
esto es Ki j = γi jK/3. Esta elección satisface trivialmente las constricciones de
momento siempre que se considere que al tiempo inicial el flujo de momento
es nulo. Por otra parte, haciendo una descomposición conforme de la métrica
fı́sica γi j = ψ4γ̂i j, la constricción Hamiltoniana queda

−
∇̂

2ψ

ψ5 +
R̂
ψ4 +

2
3

K2
− 16πρ = 0 . (3.71)

El caso homogéneo e isotrópico se da cuando consideramos que la densidad
ρ es constante en la sección inicial, entonces basta tomar las otras cantidades
que aparecen en la constricción como constantes y estos valores determinan
el valor que ha de tomar la expansión −K. En particular se consideró para este
trabajo el caso plano en el que R̂ = 0 (es decir γ̂i j = γ̊i j, la métrica plana).

Una manera de generalizar a un caso no-homogéneo conservando la si-
metrı́a esférica consiste en considerar una distribución de densidad no trivial, la
cual depende únicamente del radio coordenado ρ(~x, t0) = ρ0(r). De este modo
es necesario un perfil no trivial para el factor conforme ψ(t = t0) = ψ0(r) de
modo que se satisfaga la ecuación (3.71). Una simplificación adicional se logra
si asumimos que en general podemos descomponer las funciones f (t, r) dadas
al tiempo inicial como

f0(r) = f̄0 + δ f0(r) , (3.72)

donde δ f0(r) tiene soporte compacto, y f̄ representa el valor promedio (en
simetrı́a esférica solamente el comportamiento asintótico es lo que determina
este valor). Entonces podemos tomar K2 = 24πρ̄, de manera que el espacio-
tiempo tenga el comportamiento asintótico FRW, y se reduzca a uno homogéneo
cuando δρ0 = 0. La constricción Hamiltoniana para el caso conformemente
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plano se reduce entonces a una ecuación no lineal tipo Poisson para el factor
conforme

∇̂
2ψ0 + 2π(δρ0)ψ5

0 = 0 . (3.73)

La solución a esta ecuación se busca de modo que cumpla las condiciones de
frontera

∂rψ0(r = 0) = 0 , ψ0(r→∞) = 1 . (3.74)

3.4.2 Perturbaciones en el régimen lineal

En este apartado se desarrollan los métodos para comparar los resultados ob-
tenidos al integrar el problema de valores iniciales. En cosmologı́a el tensor
métrico de un universo FRW usualmente se parametriza como

ds2 = a2
sc

[
− (1 + 2Φ) dη2

− 2∂iB dxidη +
(
1 − 2Ψ − 2∂2

r E
)

dr2

+ (1 − 2Ψ − (2/r)∂rE) r2dΩ2
]
. (3.75)

(Ver la Sección 7.1 en [134]; ya hemos tomado en cuenta las consideraciones de
simetrı́a esférica). Esta ecuación solo considera las perturbaciones escalares, ya
que los modos vectoriales y tensoriales no pueden excitarse en simetrı́a esférica.
Los campos Φ, B, Ψ y E miden la desviación del espacio-tiempo respecto a un
universo plano, homogéneo e isotrópico.

Para nuestro estudio en el formalismo 3 + 1 estándar, la métrica toma la
forma:

ds2 = a2
sc

[
−
ψ4

a2
sc

dη2 +
ψ4

a2
sc

(
adr2 + br2dΩ2

)]
, (3.76)

ya que el el tiempo cósmico conforme se relaciona al que parametriza la fo-
liación por dt = (ψ2/α)dη, junto con la identificación asc = e2χ̄. Con esto po-
demos escribir ψ2/asc = e2δχ. Al comparar estas expresiones e igualar coe-
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ficientes métricos identificamos 1 + 2Φ = e4δχ, B = 0, 1 − 2Ψ − 2∂2
r E = e4δχa,

1 − 2Ψ − (2/r)∂rE = e4δχb. Desarrollando estas expresiones a primer orden en
las perturbaciones se llega a

Φ = 2 δχ , (3.77a)

B = 0 , (3.77b)

Ψ = −
1
2
δb − 2δχ −

∫ r dr1

2r1
(δb − δa) , (3.77c)

E =

∫ r

r2dr2

∫ r2 dr1

2r1
(δb − δa) . (3.77d)

La razón por la que el campo B se anula trivialmente es porque hemos elegido
que el vector de corrimiento sea nulo.

Las perturbaciones del tensor métrico definidas en las ecuaciones (3.75)
y (3.77) no son invariantes ante transformaciones de coordenadas. No obstante
es posible definir cantidades invariantes a primer orden

Φgauge = Φ − (1/a) [a(B − E′)]′ , (3.78a)

Ψgauge = Ψ +H(B − E′) . (3.78b)

Aquı́ las cantidades primadas denotan la derivada de dichas funciones respecto
al tiempo conforme, y H := a′/a. Siempre que la materia no posea esfuerzos
anisotrópicos se cumplirá a orden lineal Φgauge = Ψgauge. Estos campos son
entonces análogos al potencial gravitacional Newtoniano y en adelante ası́ nos
referiremos.] Una expresión similar se obtiene para la perturbación invariante
de norma de la densidad de energı́a

δρgauge = δρ − ρ̄′(B − E′) . (3.79)

Las ecuaciones (3.78) y (3.79) fueron reportadas por primera vez por Bardeen
en [29], y desde entonces se usan frecuentemente para caracterizar las pertur-
baciones cosmológicas a orden lineal. Como involucran derivadas respecto al
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tiempo cósmico conforme, las definiciones anteriores no son triviales. Al tomar
la dertivada del término en el integrando y utilizar las ecuaciones de evolu-
ción para la métrica aparece una contribución de la curvatura extrı́nseca. Al
desarrollar estos términos queda:

E′ =
3
2
ψ̄2

∫ r

r2dr2

∫ r2 dr1

r1
Aa , (3.80a)

E′′ =
3
2
ψ̄4

ᾱ

∫ r

r2dr2

∫ r2 dr1

r1

(
∂tAa −

1
3
ᾱK̄Aa

)
, (3.80b)

para la última hemos de considerar la ecuación de evolución para Aa (3.3e).
De modo similar se puede encontrar la forma explı́cita de ρ̄′ una vez que se ha
especificado el contenido de materia.

3.4.3 Fluido perfecto sin presión

A grandes escalas la materia oscura normalmente es descrita como un fluido
perfecto con ecuación de estado p = 0, llamado usualmente “polvo”. El tensor
de energı́a-momento de un fluido perfecto sin presión toma la forma Tµν =

ρrestuµuν, donde uµ es la cuadrivelocidad de los elementos de fluido y ρrest :=

Tµνuµuν es la densidad de energı́a total mediada por observadores comóviles
con el fluido. En general esta densidad de energı́a medida por los observadores
en reposo respecto al fluido no coincide con la densidad de energı́a medida por
los observadores Eulerianos nµnνTµν.

Para el caso de un universo dominado por polvo existen expresiones ana-
lı́ticas para el factor de escala como función del tiempo cósmico conforme, 1

asc(η) = a0

(
η

ηBB
− 1

)2

, (3.81)

1Ver por ejemplo. Eqs. (1.77), (7.53), y (7.54) en Ref. [134].
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ası́ como expresiones para las perturbaciones lineales invariantes de norma,

Φgauge(η, ~x) = Ψgauge(η, ~x)

= C1(~x) + C2(~x)
(
η

ηBB
− 1

)−5

, (3.82a)

y el contraste en la densidad de energı́a,

δρgauge

ρ̄
(η, ~x) =

1
6

{ [
∆C1(~x)

(
η − ηBB

)2
− 12C1(~x)

]
+

[
∆C2(~x)

(
η − ηBB

)2
+ 18C2(~x)

]( η
ηBB
− 1

)−5}
. (3.82b)

En estas expresiones el momento inicial η = 0 se elige arbitrariamente, lo cual
fija la singularidad del Big Bang a η = ηBB = −[3/(2πa2

0ρ̄0)]1/2. También, C1(~x) y
C2(~x) son funciones arbitrarias de las coordenadas espaciales que dependen de
las perturbaciones iniciales y pueden determinarse a partir de los datos iniciales
por medio de las relaciones

C1(~x) = Ψgauge(0, ~x) −
ηBB

5
Ψ′gauge(0, ~x) , (3.83a)

C2(~x) = −
ηBB

5
Ψ′gauge(0, ~x) . (3.83b)

Después de un perı́odo de transición, el potencial Newtoniano permanece
constante, Φgauge = Ψgauge ∼ C1(~x). Por su parte, el comportamiento del con-
traste en la densidad de energı́a depende del tamaño de las perturbaciones. Los
modos más pequeños que el radio de Hubble, krH � 1, crecen como (η− ηBB)2

(el cuadrado del radio comóvil de Hubble rH ≡ 1/H = (η − ηBB)/2), mientras
que los modos que inicialmente son más grandes que el radio de Hubble ,
krH(η = 0)� 1, permanecen esencialmente congelados hasta que el horizonte
los alcanza.
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La integración de las ecuaciones de evolución se hace usando la formulación
de Valencia [85, 84]. Un punto importante de esta formulación es el paso entre
cantidades primitivas (ρrest, ε, vi) y conservadas (D,E,Si), el cual usualmente
está dado en términos de ecuaciones trascendentes que se fijan de acuerdo a la
ecuación de estado. Sin embargo, para esta situación la ecuación de estado es
trivial y tenemos p = 0, ε = 0, h = 1, lo que implica

vi = Si/(E + D) , ρrest = D/W . (3.84)

Reescribiendo las ecuaciones de evolución del fluido en la formulación de
Valencia, obtenemos que la dinámica de un fluido perfecto sin presión queda
regida por el sistema

∂tD − £~βD = −∇k

(
αDvk

)
+ αKD , (3.85a)

∂tS
r
− £~βS

r = −∇k

(
αSrvk

)
+ αKSr

− (E + D)∇rα , (3.85b)

∂tE − £~βE = −∇k

(
αEvk

)
+ αKE

+ (E + D) (αvmvnKmn − vm∂mα) . (3.85c)

Por otra parte, las fuentes del campo gravitacional toman una forma muy sencilla

ρ = E + D , (3.86a)

jr = S
r = ρvr , (3.86b)

Sa = Sr
r = vr

Sr = ρvrvr , Sb = 0 . (3.86c)

Como ya se mencionó, estas simulaciones se realizaron considerando un
vector de corrimiento nulo y una condición de foliación de la familia Bona-
Masso, Eq. (1.68). En particular se eligió f = 0.3332 para poder comparar con los
resultados analı́ticos parametrizados en términos del tiempo cósmico conforme
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(en particular las ecuaciones (3.81) y (3.82)). Se utilizó una malla numérica con
104 puntos, con un espaciamiento de ∆r = 0.1.

Para este caso la densidad de momento inicial se anula si consideramos
vr(t = t0) = 0. Con esta consideración los observadores Eulerianos están inicial-
mente en reposo respecto al fluido, por lo que ρ(r) = ρrest(r).

Una vez dado el perfil inicial de densidad de energı́a ρ0(r) y se descompone
en contribución de fondo y perturbación

ρ(r, t = 0) = ρ̄ + δρ0(r) , (3.87a)

solo hace falta especificar la geometrı́a consistente con esta distribución de
materia, como se vio en la Sección 3.4.1. Para construir datos iniciales que
corresponden a una inhomogeneidad localizada dentro de un universo en ex-
pansión parametrizamos esta perturbación como

δρ0(r) = δρ∗

(
1 −

11r2

3L2

) [(
1 −

r
L

) (
1 +

r
L

)]3

, (3.87b)

en la región interior 0 < r < L, y δρ0(r) = 0 para r ≥ L. Aquı́ δρ∗ y L son respec-
tivamente la amplitud y escala de la perturbación inicial. Esta parametrización
garantiza que la perturbación es suave, tiene soporte compacto y su integral es
cero,

∫
V
δρ0(r) d3~x = 0. Mientras se cumpla δρ∗ � ρ̄0 los resultados obtenidos

integrando numéricamente el sistema completo se han de corresponder con los
obtenidos por la teorı́a de perturbaciones lineales, Ecs. (3.82), al menos por un
intervalo de tiempo en el que los efectos no lineales se vuelven relevantes.

En la figura 3.35 se muestra, para el caso de un universo homogéneo e
isotrópico con ρ̄0 = 2 × 10−6 δρ∗ = 0, una comparación de la evolución del
factor de escala obtenida numéricamente contra la expresión analı́tica para un
universo de Friedmann dada en la ecuación (3.81). Como nos interesa el caso
de una configuración en expansión se elige la raı́z negativa para la traza de la
curvatura extrı́nseca, K0 = −1.228 × 10−2. 2 Como se observa en la figura, el

2Numéricamente trabajamos con cantidades y coordenadas adimensionales. Con el fin de
recuperar las dimensiones fı́sicas es necesaria una escala de longitud arbitraria λ tal que
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Figura 3.35: Evolución del factor de escala asc (panel superior) y parámetro
de Hubble H (panel inferior), como función del tiempo coordenado t, para un
universo homogéneo e isotrópico en expansión dominado por un fluı́do perfecto
sin presión (polvo). Aquı́ hemos elegido ρ0 = 2 × 10−6 y δρ∗ = 0. Mostramos
tanto la evolución numérica (lı́nea punteada), y la solución analı́tica de Eq. (3.81)
(lı́nea sólida). La escala está ampliada cerca del origen en el panel inferior a fin
de apreciar detalles y para la comparación a continuación.
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Figura 3.36: Instantáneas de la evolución de las perturbaciones invariantes de
norma del tensor métrico, Φgauge y Ψgauge, como funciones de la coordenada
radial comóvil r. Aquı́ hemos elegido datos iniciales de la forma Eq. (3.87) con
ρ̄0 = 2.0 × 10−6, δρ∗ = 1.2 × 10−8 y L = 50. Mostramos los resultados de la
evolución numérica, Ψgauge (lı́nea segmentada), Φgauge (lı́nea punteada), junto
con la solución analı́tica obtenida en el régimen lineal, Eq. (3.82a), (lı́nea sólida).
La diferencia es tan pequeña que no se aprecia en esta gráfica.

resultado numérico es muy certero y converge consistentemente con el orden
de la discretización.

Ahora analizamos la evolución del caso perturbado. Para este escenario se
eligió una densidad para el fondo de ρ̄0 = 2.0 × 10−6, con una amplitud para la
perturbación de δρ∗ = 1.2×10−8. La escala de longitud caracterı́stica que aparece
en las ecuación (3.87) se fijó a L = 50. Los parámetros se eligieron de modo
que se tienen perturbaciones cuya escala es menor al radio de Hubble, y con un
contraste en la densidad de energı́a que nos permite comparar los resultados
numéricos con los obtenidos mediante una aproximación linearizada.

xµphys = λxµ; entonces las soluciones numéricas adquieren dimensiones fı́sicas al dividir las
derivadas de la curvatura extrı́nseca Ki j y el vector de conexión ∆̂i entre λ, y los términos de
materia ρ, ji y Si j entre λ2. Para un fluı́do sin presión no existe una elección a priori de esta
escala, lo cual es una ventaja ya que se pueden hacer comparaciones directamente con otros
modelos al escoger la escala fı́sica adecuada.
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Figura 3.37: Instantáneas del contraste en la densidad de energı́a, δρgauge/ρ̄,
para la configuración mostrada en la Figura 3.36. Mostramos los resultados
de la evolución numérica (lı́nea segmentada), junto con la solución analı́tica
obtenida en el régimen lineal, Eq. (3.82b), (lı́nea sólida).

En la figura 3.36 se muestra la evolución numérica de las perturbaciones
a la métrica invariantes de norma, Φgauge y Ψgauge, junto con la evolución es-
perada en el régimen lineal, ecuación (3.82a). Las funciones C1(~x) y C2(~x) en
la ecuación (3.82a) fueron determinadas a partir de los datos iniciales usando
las expresiones en las ecuaciones (3.83). Durante toda la evolución la relación
Ψg.i. = Φg.i. se satisface a nivel numérico, convergiendo consistentemente con
el orden de la discretización. También los resultados numéricos coinciden re-
marcablemente bien con las predicciones analı́ticas obtenidas en el régimen
linear. Después de un tiempo, en este caso t ∼ 400, el potencial Newtoniano
tiende a su valor asintótico C1(~x).

La figura 3.37 muestra, para el caso mostrado en la figura 3.36, la evolución
numérica de el contraste en la densidad de energı́a, δρgauge/ρ̄, y se compara
contra la evolución predicha en el régimen lineal, ecuación (3.82b). Como la
escala caracterı́stica de la perturbación inicial se encuentra dentro del radio de
Hubble, todos los modos significativos que contribuyen a la inhomogeneidad
crecen al mismo ritmo y el perfil solamente se ve reescalado al avanzar en el
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tiempo. Como se puede apreciar, la evolución del contraste en la densidad de
energı́a también coincide con la predicción obtenida en el régimen lineal.

Estos resultados confirman las conclusiones obtenidas por medio de la
teorı́a linearizada para el comportamiento de perturbaciones en este régimen.
Sin embargo, en un universo dominado por polvo las perturbaciones crecen
indefinidamente mientras el universo se expande. Esto es naturalmente un pro-
blema de la aproximación lineal, ya que la evolución natural llevará al sistema
fuera de este régimen. Para evaluar el comportamiento en el régimen no lineal
hemos hecho simulaciones con los mismos parámetros para el fondo cos-
mológico usados en las figuras 3.36 y 3.37, pero con una amplitud perturbada
mayor, δρ∗ = 6 × 10−7, a fin de contar con datos iniciales en los que el valor del
contraste en la densidad de energı́a es de orden 10−1. Las nuevas simulaciones
proceden inicialmente de una manera similar a las analizadas previamente, ver
figuras 3.38 y 3.39. Sin embargo, como se esperaba, pronto encontramos una
desviación apreciable respecto a las predicciones de la teorı́a linearizada. Esta
desviación crece con el tiempo, aunque es interesante notar que las regiones
que aún no entran en este régimen no lineal, r & 15 en las figuras, aún son bien
descritas por las expresiones lineales.

Finalmente, en la Figura 3.40 mostramos, para el caso correspondiente a las
figuras 3.38 y 3.39, la evolución del valor central de los potenciales Ψg.i. y Φg.i.

como función del contraste en la densidad de energı́a, evaluado en el centro de
la configuración. Aunque ambos potenciales siguen siendo cercanos durante la
evolución, sus valores comienzan a diferir de la predicción linealizada al avanzar
en el tiempo. Más aún, mientras que en la aproximación lineal el valor de los
potenciales tiende asintóticamente a un valor, en la evolución no lineal el valor
de los potenciales primero decrece en valor absoluto, pero después comienza
a hacerse más negativo, y esta transición ocurre aproximadamente cuando el
contraste en la densidad de energı́a ha alcanzado un valor (δρgauge/ρ̄)max ∼

0.6. No es sorpresivo encontrar un comportamiento distinto a este nivel, ya
que las cantidades invariantes de norma únicamente están bien definidas en
el régimen lineal y debemos ser cuidadosos en como han de extraerse los
resultados relevantes una vez que se ha alcanzado el régimen no lineal. Sin
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Figura 3.38: Similar a la Figura 3.36 para una configuración con ρ̄0 = 2.0× 10−6,
δρ∗ = 1.2 × 10−7 y L = 50 en Eq. (3.87). Notar que, después de un tiempo de
transición t ∼ 200, las desviaciones respecto a los resultados linearizados se
vuelven evidentes.

embargo, es interesante notar que los modelos de “sombrero de copa” para
formación de estructura sugieren que esta transición deberı́a ocurrir cuando el
contraste en la densidad es de orden (δρgauge/ρ̄)max ∼ 1.7, que corresponde al
momento en que el núcleo comienza a colapsar como un universo de Friedmann
cerrado (ver la Sección 9.3 de [123]). Nuestros resultados muestran que, al
menos para las condiciones iniciales aquı́ consideradas, esta transición ocurre
por debajo de dicho valor.

3.4.4 Campo escalar masivo

En esta sección consideramos la evolución de un universo dominado por un
campo escalar real (masivo) que satisface la ecuación de Klein-Gordon,(

� −m2
)
ϕ = 0 . (3.88)

En esta ecuación m es el “parámetro de masa” de la partı́cula escalar y tiene
dimensiones de distancia inversa (es simplemente el número de onda asociado
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Figura 3.39: Similar a la Figura 3.37 pero para la configuración de la Figura 3.38.
Notar de nuevo que, después de un perı́odo de transición t ∼ 200, las desvia-
ciones respecto a las predicciones de la teorı́a linearizada se hacen evidentes.

a la longitud Compton de la partı́cula escalar). 3 El tensor de energı́a-momento
asociado a un campo escalar real masivo y canónico, sin auto-interacción toma
la forma

Tµν = ∂µϕ∂νϕ −
1
2

gµν
(
∂αϕ∂

αϕ + m2ϕ2
)
. (3.89)

Un campo escalar libre que oscila con frecuencia alta (comparado con la
taza de expansión del universo) alrededor del un mı́nimo de potencial ha sido
considerado como un posible candidato para describir el contenido de materia
oscura en el universo [75, 128, 125]. Al orden dominante en H/m, la densidad
de energı́a de las oscilaciones coherentes decae con la expansión cosmológica
como ρ ∼ 1/a3, con a ∼ η2 [75, 194, 8]. Las perturbaciones a orden lineal
evolucionan como las correspondientes a un fluı́do perfecto sin presión, excepto
por el hecho de que la dinámica del campo introduce un corte en el espectro de

3Si la partı́cula fundamental asociada con el campo escalar tiene masa µ, entonces m =
µc/~ = 1/λC, con λC la longitud de onda Compton asociada, donde por claridad hemos escrito
explı́citamente la dependencia con la velocidad de la luz c. El parámetro de masa entonces
provee una escala de longitud natural asociada al campo escalar.
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Figura 3.40: Valor central de los potenciales Ψg.i. y Φg.i. como función del valor
central del contraste en la densidad de energı́a. La lı́nea segmentada corresponde
a los resultados de la evolución numérica, mientras que la lı́nea sólida muestra la
predicción de la teorı́a linearizada. La lı́nea punteada muestra el valor asintótico
al que tiende la predicción de la teorı́a linearizada en el origen, C1(r = 0).

potencias de las perturbaciones a la escala de la longitud de onda Compton de
la partı́cula escalar, λC ∼ 1/m, de manera que los modos con longitud de onda
menor no crecen sino solamente se dispersan con amplitud decadente, como
mostramos a continuación [8].

A fin de probar este escenario evolucionamos numéricamente datos iniciales
cosmológicos tomando como contenido de materia un campo escalar, utilizando
el mismo código que en la Sección 3.4.3. Para perturbaciones pequeñas se
corrobora el resultado analı́tico obtenido a partir de la teorı́a linearizada. Más
aún, cuando las perturbaciones alcanzan el régimen no lineal encontramos que,
en general, crecen a un ritmo más lento que en el caso de polvo. Esto tendrı́a
repercusiones causando un retraso en la formación de las primeras estructuras
en el universo.

Para tratar la evolución numérica del campo escalar reducimos la ecuación
de Klein-Gordon a un sistema de primer orden al introducir las variables auxilia-
res Π := nµ∂µϕ y Θi := ∂iϕ. La ecuación de Klein-Gordon puede ser entonces
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escrita como el sistema

∂tϕ − £~β ϕ = αΠ , (3.90a)

∂tΘi − £~βΘi = ∂i(αΠ) , (3.90b)

∂tΠ − £~β Π = αΠK − αm2ϕ + ∇i

(
αΘi

)
. (3.90c)

Estas ecuaciones se integran simultáneamente con las correspondientes a la
geometrı́a del espacio-tiempo. En términos de estas nuevas variables, las fuentes
del campo gravitacional toman la forma

ρ =
1
2

(
Π2 + ΘmΘm + m2ϕ2

)
, (3.91a)

ji = −ΠΘi , (3.91b)

Si j = ΘiΘ j +
1
2

(
Π2
−ΘmΘm

−m2ϕ2
)
γi j . (3.91c)

En nuestro caso particular estas expresiones se reducen ya que el vector Θi

tiene únicamente componente radial.

Al igual que para el caso de fluı́do perfecto, no consideramos un vector de
corrimiento, y como condición de foliación tomamos una del tipo Bona-Masso
con f = 0.3332. Nuevamente, consideramos datos iniciales con densidad de
momento nula al elegir Π(t = t0) = 0. Bajo estas suposiciones los datos iniciales
que se especifican libremente se reducen a

ρ(t = t0, r) =
1
2

[
(ψ−2

0 Θr0)2 + m2ϕ2
0

]
, (3.92a)

jr(t = t0, r) = 0 , (3.92b)

Sa(t = t0, r) =
1
2

[
(ψ−2

0 Θr0)2
−m2ϕ2

0

]
, (3.92c)

Sb(t = t0, r) =
1
2

[
−(ψ−2

0 Θr0)2
−m2ϕ2

0

]
. (3.92d)

Notamos que para configuraciones homogéneas e isotrópicas, Θr0 = 0, y en-
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tonces se recupera Sa0 = Sb0.

A diferencia del caso de polvo analizando en la Sección 3.4.3, ahora no
especificamos el perfil inicial de la densidad de energı́a, ρ0(r), sino el perfil
inicial del campo escalar ϕ0. En particular, consideramos el dato inicial de la
forma

ϕ0(r) = ϕ̄0 + δϕ0(r) , (3.93a)

con

δϕ0(r) = δϕ∗

(
1 −

11r2

3L2

) [(
1 −

r
L

) (
1 +

r
L

)]3

(3.93b)

para 0 < r < L, y δϕ0(r) = 0 fuera de esta región. Nuevamente, el parámetro L

representa la escala de longitud caracterı́stica de la perturbación, mientras que
δϕ∗mide la amplitud de la inhomogeneidad del campo escalar, ambas evaluadas
a t = t0. Notamos que ya que la contribución dominante a la perturbación en la
densidad de energı́a es lineal en δϕ0, esta elección garantiza que a primer orden
la perturbación en la densidad tendrá integral nula (a este nivel ignoramos el
efecto de los términos no nulos de orden superior). La geometrı́a consistente
con esta distribución de materia se obtiene con el procedimiento expuesto en
la Sección 3.4.1.

La Figura 3.41 muestra, para un campo escalar de masa m = 1 y parámetros
iniciales ϕ̄0 = 2 × 10−3, δϕ∗ = 0, una comparación de la evolución del factor
de escala obtenida con nuestra implementación numérica contra la solución
analı́tica para un universo de Friedmann dominado por polvo, ecuación (3.81).
Inicialmente esta configuración ya se ha asentado en un estado que oscila
cerca del mı́nimo de potencial, y dirige la evolución del factor de escala de
un modo que simula muy bien el comportamiento obtenido en el caso de
polvo, la Figura 3.35 anterior. No obstante, a escalas de tiempo cortas hay
oscilaciones pequeñas (de orden H/m) de las cantidades dinámicas alrededor
de la solución de polvo. Estas oscilaciones se aprecian mejor en la evolución
del factor de Hubble (mostrado en el panel inferior). Salvo estas oscilaciones,
ambas soluciones coinciden a precisión numérica.
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Para analizar el comportamiento de las perturbaciones pequeñas se con-
sideraron dos escalas distintas, relativas a la longitud de onda Compton de la
partı́cula escalar. Las perturbaciones de onda corta (con longitud caracterı́stica
de orden L . 1/m) están compuestas principalmente de modos más pequeños
que la longitud de onda Compton. Estos modos se propagan libremente como
un campo escalar masivo, y este tipo de perturbaciones no se espera que colap-
sen a menos que su amplitud inicial sea muy grande. Como un ejemplo de este
comportamiento, en las Figuras 3.42 y 3.43 se muestra la evolución numérica
de las perturbaciones invariantes de norma en el tensor métrico, Φgauge y Ψgauge,
y el contraste en la densidad de energı́a, δρgauge/ρ̄, para un campo escalar ca-
racterizado inicialmente por los parámetros ϕ̄0 = 2 × 10−3, δϕ∗ = 10−5, y L = 2.
Observamos que básicamente toda la perturbación se dispersa, dejando a t = 24

únicamente un pequeño remanente en las cantidades fı́sicas que determinan
las inhomogeneidades.

Por otro lado, las perturbaciones de mayor escala, con L � 1/m, tienen
una contribución significante de modos más grandes que la longitud de onda
de Compton. Estos modos crecen de una manera muy similar a los correspon-
dientes en un universo dominado por polvo [8]. En las figuras 3.44 y 3.45 se
muestra, para datos iniciales con los mismos valores de ϕ̄0 y δϕ∗ que en las
figuras 3.42 y 3.43 pero con L = 150, la evolución de las perturbaciones inva-
riantes de la métrica y el contraste en la densidad de energı́a, respectivamente,
junto con la predicción de la teorı́a linearizada para el caso correspondiente con
polvo. Notamos que en ambas figuras la evolución numérica para el caso del
campo escalar coincide remarcablemente con la esperada para polvo.

Concluimos esta sección con una comparación del comportamiento no
lineal de las perturbaciones, para el cual no existen resultados analı́ticos, para
casos de un universo dominado por polvo y otro por campo escalar. A fin de
comenzar en una situación claramente fuera del régimen lineal, consideramos
datos iniciales tales que el valor de la densidad de energı́a en el origen es
aproximadamente el doble que el correspondiente en la región asintótica. Para
el caso de un universo regido por polvo asumimos los valores ρ̄0 = 2.0 × 10−6
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y δρ∗ = 2.38 × 10−6 en la ecuación (3.87), mientras que para el campo escalar
tomamos ϕ̄0 = 2 × 10−3 y ϕ∗ = 9.611 × 10−4 en la ecuación (3.93). En ambos
casos la inhomogeneidad tiene una escala de L = 150. Es notable que, ya
que la situación comienza fuera del régimen no lineal, la construcción de los
datos iniciales no resulta en el mismo perfil de densidad de energı́a para ambos
casos. Sin embargo, las configuraciones construidas con estos valores son de
hecho muy similares, lo suficiente para la comparación, (ver figura 3.46 para
los detalles).

Los resultados presentados para este caso no corresponden directamente
con los observados en el régimen lineal, ya que algunas de las cantidades usa-
das en ese caso no están ahora bien definidas. Esto ocurre ya que una vez que
nos alejamos del régimen lineal, la dependencia con respecto a la foliación ele-
gida se vuelven relevantes. La región asintótica sigue evolucionando como un
fondo, siempre que se mantenga causalmente desconectada de las inhomoge-
neidades presentes en la región central, y entonces las cantidades medidas por
observadores lejanos en reposo a este fondo asintótico son comunes a todos
ellos. La pregunta que surge es cómo podemos comparar las propiedades del
espacio-tiempo en la región central con respecto a las propiedades del fondo.
Resulta que en simetrı́a esférica uno puede considerar para este propósito las
cantidades fı́sicas medidas por un observador en el origen como función del
tiempo propio, ya que la trayectoria de este observador en el espacio-tiempo
resulta independiente de la norma por razones de simetrı́a.

Basados en estas observaciones, para estudiar como colapsa la inhomoge-
neidad en la Figura 3.47 se muestra la evolución de la densidad de energı́a me-
dida por los observadores Eulerianos como función del tiempo propio, evaluada
tanto en el origen como en la frontera del dominio computacional. Inicialmente,
la densidad de energı́a en el origen decae con una tasa similar en ambos casos
de campo escalar y polvo, como consecuencia de la expansión del universo.
Sin embargo, después de un tiempo la densidad de energı́a central alcanza un
punto de retorno. Ambas configuraciones eventualmente pasan por una fase
de colapso gravitacional, formando (pequeños) horizontes aparentes. Poco des-
pués estas simulaciones fallan tanto porque nuestra condición de foliación no
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está bien adaptada para la evolución de espacio-tiempos con agujeros negros,
y porque la resolución en las regiones centrales no es suficiente. En el caso del
polvo el colapso procede directamente, mientras que para el campo escalar una
vez que la densidad central crece el efecto de las oscilaciones locales domina
de modo que el colapso en agujero negro se ve retrasado. 4

También se muestra en la Figura 3.48 la evolución de la traza de la curvatura
extrı́nseca en el origen, que codifica la expansión local de los elementos de
volumen (una es proporcional al negativo de la otra). También se muestra el
valor en la frontera para comparación, todas como función del tiempo propio.
Nuestra prescripción de datos iniciales asume que la expansión es idéntica
inicialmente en todo el dominio, pero tan pronto la evolución comienza la
expansión central decrece más rápido en las regiones sobredensas. Sin embargo,
después de un perı́odo de transición el efecto de nuestra condición de norma
ocasiona que la expansión en la región central siga de cerca la evolución del
fondo. Finalmente, una vez que las regiones centrales han alcanzado una etapa
de colapso gravitacional total la expansión se desvı́a del valor de fondo y cambia
de signo. Como ya se discutió previamente, para el caso de polvo esto lleva
directamente a un agujero negro, pero en el caso del campo escalar el efecto
de las oscilaciones locales se vuelve dominante como puede verse claramente
en la figura.

3.4.5 Conclusiones

Mediante el formalismo usual de la relatividad numérica se estudió la evolución
de escenarios cosmológicos con distribución inhomogénea y esféricamente
simétrica de materia. Cuando las inhomogeneidades son pequeñas, tanto la
densidad de de energı́a de fondo como las perturbaciones a esta decrecen
mientras el universo se expande, y solamente es el contraste en la densidad
de energı́a la cantidad que crece. En nuestras simulaciones fuimos capaces de

4Aunque los detalles del colapso en agujero negro no fueron un objetivo de este trabajo, este
tema presenta muchas razones de interés. Para este tipo de estudios es necesario encontrar
mejores condiciones de foliación que se adapten tanto al fondo asintótico en expansión como
a las regiones de colapso.
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alcanzar y sobrepasar el llamado punto de retorno, donde los términos no-
lineales dominan y las inhomogeneidades mismas comienzan a colapsar.

Se consideraron dos situaciones diferentes: un universo dominado por un
fluı́do perfecto sin presión, i.e. polvo, y uno dominado por las oscilaciones
coherentes de un campo escalar masivo alrededor del mı́nimo de potencial.
En ambos casos la materia se describe en términos de una teorı́a (clásica) de
campos y las simulaciones de N-cuerpos no son viables.

Para el caso de polvo existe una solución analı́tica bien conocida que des-
cribe el comportamiento del fondo homogéneo e isotrópico al igual que pa-
ra las perturbaciones pequeñas, y hemos mostrado que nuestras evoluciones
numéricas pueden reproducir esa solución con gran precisión. Para el caso de
un universo dominado por un campo escalar no existen soluciones analı́ticas
exactas. Sin embargo a tiempos tardı́os, cuando el parámetro de masa del cam-
po escalar es mucho mayor que el parámetro de Hubble, m � H, nuestras
simulaciones numéricas muestran que el factor de escala oscila alrededor de
la solución correspondiente al polvo, como se esperaba de estudios previos
aproximados [75]. Estas oscilaciones tienen pequeña amplitud y alta frecuencia,
y se atenúan con la expansión cosmológica.

Las perturbaciones lineales en el caso de un campo escalar real evolucionan
de manera muy similar a las correspondientes al polvo, siempre que su extensión
inicial sea más grande que la longitud de onda Compton de la partı́cula escalar,
λC = 1/m. Por otra parte, las perturbaciones del campo escalar cuya extensión
inicial es de orden λC o menor no crecen sino que se propagan libremente con
amplitud decadente. Esto introduce un corte en el espectro de potencias del
campo escalar, como ha sido señalado previamente por otros autores en e.g.
Refs. [152, 110, 127, 128, 125]. Una vez en el régimen no lineal, en el caso
de polvo la inhomogeneidad inicial simplemente continua colapsando bajo la
influencia de su propia gravedad hasta que se forma un agujero negro. Para el
caso de campo escalar este colapso final procede de manera diferente: una vez
que la densidad central crece lo suficiente, las oscilaciones locales del campo
dominan y el colapso en agujero negro se retrasa.
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Los resultados de este trabajo soportan la idea de que al considerar las
excitaciones coherentes de un campo escalar como candidato a materia oscura
es posible recuperar formación estructura cosmológica a gran escala similar a la
que se obtiene con el modelo de materia oscura frı́a estándar (CDM). Algunas
diferencias se observan, precisamente las relacionadas al corte finito a escalas
chicas, oscilaciones temporales pequeñas en el factor de escala, y la fase final
del colapso gravitacional, lo que puede tener consecuencias observacionales.
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Figura 3.41: Evolución del factor de escala asc (panel superior) y parámetro de
Hubble H (panel inferior), como funciones del tiempo coordenado t, para un
universo homogéneo e isotrópico en expansión dominado por las oscilaciones
coherentes de un campo escalar masivo (lı́nea segmentada ). En este caso
elegimos ϕ0 = 2 × 10−3 y δϕ∗ = 0 a fin de tener la misma configuración inicial
que en la Figura 3.35. También mostramos la expresión analı́tica para el caso de
polvo, Eq. (3.81) (lı́nea sólida). La escala se amplı́a cerca del origen en el panel
inferior a fin de distinguir las oscilaciones en un universo que contiene campo
escalar.
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Figura 3.42: Instantáneas de la evolución de las perturbaciones invariantes de
norma del tensor métrico, Φgauge y Ψgauge, como función de la coordenada radial
comóvil, r, en diferentes instantes de la evolución cósmica. Se eligieron datos
iniciales de la forma en Eq. (3.93) con ϕ̄0 = 2.0 × 10−3, δϕ∗ = 10−5, y L = 2.
Nótese que la inhomogeneidad está compuesta principalmente de modos de
onda corta que se dispersan.
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Figura 3.43: Instantáneas del contraste en la densidad de energı́a, δρgauge/ρ̄,
para la configuración de la Figura 3.42.
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Figura 3.44: Similar a la Figura 3.42 pero considerando una configuración con
L = 150. Mostramos los resultados de la evolución numérica de las cantidades
invariantes de norma Ψg.i. (lı́nea segmentada) y Φg.i. (lı́nea punteada), junto con
la solución obtenida en el régimen lineal para el caso en que el contenido es
polvo, Eq. (3.82a) (lı́nea sólida).
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Figura 3.45: Similar a la Figura 3.43 ahora considerando L = 150. Mostramos
los resultados de la evolución numérica del contraste en la densidad de energı́a
(lı́nea segmentada), simultáneamente con la solución analı́tica para la misma
configuración compuesta por polvo, Eq. (3.82b) (lı́nea sólida).
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Figura 3.46: Perfiles de densidad iniciales para las simulaciones que empiezan
fuera del régimen lineal, Figuras 3.47 y 3.48 a continuación. Los parámetros
fueron ajustados para tener inicialmente el mismo valor central de la densidad
de energı́a en ambos casos, tanto polvo (lı́nea sólida) y campo escalar (lı́nea
segmentada).
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Figura 3.47: Evolución del valor central de la densidad de energı́a medida por
los observadores Eulerianos en función del tiempo propio τ, para un universo
dominado por polvo (lı́nea sólida) y otro dominado por un campo escalar (lı́nea
segmentada). Para comparación también mostramos la evolución de la densidad
de energı́a en la frontera del dominio (lı́nea punteada). En ambos casos el valor
central de la densidad de energı́a se desvı́a de la evolución en la región asintótica,
alcanzando un punto de retorno para dar paso al colapso total. Mientras, la
región asintótica evoluciona como un fondo homogéneo durante el tiempo
total de simulación.
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Figura 3.48: Valor central de la traza de la curvatura extrı́nseca K (esencialmente
el negativo de la expansión) como función del tiempo propio tanto para polvo
(lı́nea sólida) y campo escalar (lı́nea segmentada). Para comparación también
se incluye el valor en la frontera (lı́nea punteada). Después de un perı́odo
de transición durante el cual los efectos locales dominan, el valor local de la
expansión regresa al valor asintótico para después desviarse dramáticamente al
alcanzar un estado de colapso total.
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Capı́tulo 4

Escenarios en simetrı́a axial

Cuando nos enfocamos en el estudio de sistemas aislados nos encontramos
con que los estados estacionarios presentan simetrı́a axial. Esto es suficiente
motivación para el estudio de sistemas en los que la simetrı́a axial está presente
en toda la dinámica, y resulta que en muchos casos astrofı́sicos interesantes
esta es una muy buena aproximación a la dinámica global. En el contexto de la
Relatividad Numérica, los trabajos pioneros en el uso de técnicas computacio-
nales comenzaron en 1964 cuando Hahn y Lindquist intentaron llevar a cabo
la simulación de la colisión frontal de dos agujeros negros1 en un escenario
axisimétrico. Este problema fue retomado subsecuentemente (Smarr y Eppley,
etc.) y fue el motor de los avances en esta rama hasta que en 1993 fue desarro-
llado exitosamente (Anninos et. al.). Con el crecimiento exponencial del poder
de cómputo desde entonces se ha hecho viable la simulación de sistemas tridi-
mensionales y en general se dejó de lado el estudio de sistemas axisimétricos,
pero no por ser menos interesantes sino por que la complejidad de estos es
comparable y porque poseen patologı́as que no están presentes al considerar
sistemas tridimensionales2. No obstante la pérdida de interés en la década de

1Cabe notar que este estudio fue demasiado precóz en el sentido de que incluso el término
agujero negro aún no era concebido en ese tiempo (por Wheeler en 1967) y la formulación
de las ecuaciones de evolución como un problema de valores iniciales estaba a 16 años de
conocerse como hoy en dı́a (York 1979).

2Por otro lado, la formulación usual en tres dimensiones no presenta un problema bien
puesto, pero la identificación y solución de esta cuestión tomó menos tiempo que resolver
satisfactoriamente la colisión frontal en axisimetrı́a.
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1990, algunos esfuerzos por retomar el estudio de sistemas axisimétricos se
han realizado [66, 158, 161, 71], fundamentados en la descomposición de es-
pacios con simetrı́as propuesta por Geroch [93] (recientemente se publicó una
formulación que no usa esta descomposición, pero utiliza un método espectral
junto con una elección de norma particular [172]). En este contexto cuando se
tiene un espaciotiempo con una simetrı́a codificada en un vector de Killing, la
dinámica se describe de un modo totalmente equivalente en un espacio de di-
mensionalidad menor, en el que el vector de Killing puede reinterpretarse como
términos efectivos de materia. Entonces al aplicar esta idea a espacio-tiempos
axisimétricos uno puede estudiarlos equivalentemente como un espacio de di-
mensión 2+1 y al usar el formalismo ADM-York en este último se obtiene la
llamada “formulación (2+1)+1”. La motivación principal para el uso de esta
formulación consiste en la conjetura de que al eliminar la dirección angular me-
diante una reducción dimensional, las patologı́as coordenadas inherentes a esta
desaparecen y es posible hacer simulaciones con las mismas consideraciones
que en el caso tridimensional. Esta conjetura es falsa ya que uno puede ver
que las patologı́as únicamente se enmascaran en los campos de materia induci-
dos, pero utilizando métodos de regularización adecuados esta formulación ha
resultado exitosa en la práctica.

Actualmente existen problemas abiertos interesantes en torno a los espacio-
tiempos axisimétricos [71]. Algunos de los que encabezan la lista son el estudio
del colapso de ondas gravitacionales [81, 2, 5, 91, 159, 185, 105], colisiones
frontales de agujeros negros cargados [206, 207] [102, 73, 60] y estudios deta-
llados de la dinámica de agujeros negros rotantes [46, 208]. Ante esta gama de
problemas abiertos es entendible la viabilidad de un formalismo que permita
hacer estudios de este tipo de un modo eficiente.

Uno de los objetivos fundamentales de esta tesis fue el retomar el estu-
dio numérico de escenarios axisimétricos. Dado que la formulación usual no
remueve las patologı́as asociadas a estos y requiere de la introducción de un
espacio de configuración efectivo que posteriormente hay que asociarlo al es-
pacio fı́sico de algún modo, el enfoque que aquı́ se presenta es totalmente
análogo al usado en el caso esféricamente simétrico en el capı́tulo anterior. De
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esta manera es posible adaptar la formulación BSSN usual al caso axisimétrico
y trabajar diréctamente en el espacio fı́sico. Usando las mismas ideas es posi-
ble obtener un sistema regular en el eje, que resulta ser altamente robusto. El
resultado más importante en esta dirección a la fecha es que se ha logrado re-
producir la colisión frontal de agujeros negros de manera estable y a largo plazo
incluso cuando estos poseen carga eléctrica. El resto del capı́tulo se desgloza
en la derivación de la formulación BSSN axisimétrica y su regularización en el
eje, la descripción del código OllinAxis2 desarrollado con este fin; exhibir los
resultados obtenidos con este código incluyendo la colisión frontal de agujeros
negros cargados, y se finaliza con los desarrollos teóricos para incluı́r mejoras
al código actual.

Generalidades

Primeramente, por espacio-tiempo axisimétrico entendemos a aquel que posee
un vector de Killing espacialoide ~ξ cuyas curvas integrales son cerradas de modo
que puede foliarse topológicamente como S1 × M̄ con M̄ una subvariedad
tridimensional con signatura Lorentziana. Podemos utilizar este vector para
definir un sistema de referencia adaptado con una coordenada angular φ tal
que ~ξ = ∂φ, de modo que en componentes ξµ = δµφ. Se dice que una función
tensorial es axisimétrica si su derivada de Lie respecto a ξ es nula, lo que es
equivalente a que sea independiente de la coordenada φ. Podemos construir un
sistema de coordenadas cilı́ndrico haciendo uso de esta coordenada, las otras
coordenadas forman una malla cartesiana para φ constante, denotando por r la
distancia al eje3, y otra coordenada z que completa la malla. Esto representa un
incremento en la eficiencia en tanto a los recursos computacionales utilizados
al reducirse la malla efectiva sobre la que se representa el sistema. A diferencia
del caso esféricamente simétrico, el asumir este tipo de simetrı́a no reduce
necesariamente el número de variables dinámicas por lo que el análisis en este
caso es más próximo al caso tridimensional sin simetrı́as que al primero. Sin
embargo existe una simplificación con la cual el número de variables dinámicas

3En este capı́tulo usaremos la coordenada r que en el caso plano coincide con la distancia al
eje, y la coordenada radial en relación al orı́gen de un sistema esférico la denotamos R
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evectivamente se reduce, que es propiamente el caso en que el momento
angular localmente se anula; para este caso la métrica espacial posee solo
cuatro componentes independientes y los campos vectoriales únicamente dos
componentes distintas de cero (el campo electromagnético es más delicado,
pues no es trivial ver que para este el número de grados de libertad se reduce a
la mitad). Este caso particular es el que podemos ubicar como intermedio entre
las simulaciones en simetrı́a esférica y las simulaciones tridimensonales.

En [160] se muestra que en un espacio regular y axisimétrico los distintos
tipos de tensores adquieren formas caracterı́sticas al expresarse en coordenadas
cilı́ndricas. En particular la métrica puede ser escrita como

dl2 = Adr2 + Bdz2 + r2Hdφ2 + 2
(
rCdr dz + r3C1dr dφ + r2C2dz dφ

)
, (4.1)

donde A,B,H,C,C1,C2 son funciones pares de r cerca del origen. Se toma para
nombrar a estas funciones una convención similar a la usada en [166], y tiene la
particularidad de que los términos cruzados están representados por funciones
“C” de las cuales aquellas con subı́ndice caracterizan la ortogonalidad de los
planos de φ constante con el campo rotacional de Killing. Esta dependencia es
caracterı́stica para cualquier tensor covariante simétrico. Este tipo de depen-
dencia implica que la base coordenada {∂a} es ortogonal en el eje. Podemos
encontrar directamente el comportamiento del tensor métrico contravariante
calculándolo como la matriz inversa, en este caso encontramos

γi j =


gA, r gC r gC1

r gC gB gC2

r gC1 gC2 gH /r2

 , (4.2)

donde las funciones g son pares cerca del eje. Las expresiones explı́citas para
las funciones g se dan en el apéndice E, pero es suficiente para el análisis a
continuación expresar la métrica contravariante en términos de estas funciones.

Como todos los tensores covariantes y simétricos toman la misma forma
alrededor del eje, podemos utilizar este hecho para introducir una notación en
términos de las funciones asociadas a los coeficientes métricos: Un tensor con
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una de estas funciones como subı́ndice se refiere a realizar la misma operación
algebráica que se hace para obtener dicha función, pero sustituyendo las com-
ponentes métricas por las del tensor en cuestión. Por ejemplo, de este modo
podemos expresar el tensor de curvatura extrı́nseca como

Ki j =


KA, r KC r3 KC1

r KC KB r2 KC2

r3 KC1 r2 KC2 r2 KH

 , (4.3)

de este modo vemos que cada componente tensorial Mi j tiene una función
asociada MF = Mi j/rnF donde nF es el exponente del factor r que aparece frente
a cada componente. Con esta notación solo hemos renombrado y reescalado
las componentes métricas pero tiene un alcance más general que se explotará
más adelante.

4.1 Sistema BSSN Generalizado en simetrı́a axial

Por el tipo de reescalamiento conforme usado en la formulación BSSN tanto la
métrica fı́sica como la conforme tienen el mismo comportamiento en el origen.
No se pierde generalidad entonces si imponemos las condiciones de regularidad
directamente sobre la métrica conforme. De este modo el elemento de lı́nea
queda:

dl2 = e4φ
(
A dr2 + B dz2 + r2Hdϕ2

+2 (r C dr dz + r3 C1 dx dϕ + r2 C2 dz dϕ)
)
. (4.4)

Para nombrar a las distintas funciones métricas F{A,B,H,C,C1,C2} de manera
abstracta se usarán como subı́ndices de la métrica γ̂F. Las funciones asociadas a
la métrica fı́sica son entonces γF := e4φγ̂F. En esta última expresión denotamos al
ángulo azimuthal por ϕ para distinguirlo del factor conforme que en la literatura
se escribe como e4φ. Esto no generará ambigüedad ya que en la discusión
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subsecuente la coordenada azimuthal no aparecerá explicitamente más que
cuando se use como ı́ndice. Definimos por el momento una variable auxiliar:

λ :=
A −H

r2 , (4.5)

que puede verse como una abreviatura, pero juegua un papel importante en la
regularización en el eje. Del mismo modo, para cualquier tensor Ti j de rango 2
definimos Tλ := (Trr − Tφφ/r2)/r2 de modo que se imita la definición de λ.

Las componentes de la curvatura extrı́nseca sin traza se pueden descompo-
ner de manera análoga a (4.3)

ÂF = e−4φ
(
KF −

1
3
γFK

)
= e−4φ KF −

1
3
γ̂FK . (4.6)

En términos de estas funciones, el determinante de la métrica conforme
queda escrito explicitamente como

γ̂ = r2
(
ABH + 2r4CC1C2 − r2AC 2

2 − r2HC2
− r4BC 2

1

)
, (4.7)

el factor r2 puede ser visto como el determinante de la métrica auxiliar plana y su
presencia es debida únicamente al sistema de coordenadas empleado. Podemos
definir una cantidad asociada al elemento de volúmen conforme, independiente
de las coordenadas tomando el cociente

h :=
γ̂

γ̊
=

(
ABH + 2r4CC1C2 − r2AC 2

2 − r2HC2
− r4BC 2

1

)
. (4.8)

Como última consideración tenemos que las constricciones adicionales de
la formulación BSSN derivadas de la introducción del vector auxilar ∆̂i quedan
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explicitamente:

∆̂r = −∂rgA − r∂zgC + rgλ −
1

2h
(gA∂rh + rgC∂zh), (4.9a)

∆̂z = −r∂rgC − ∂zgB − 2gC −
1

2h
(rgC∂rh + gB∂zh), (4.9b)

∆̂φ = −r∂rgC1 − ∂zgC2 − 4gH −
1

2h
(rgC1∂rh + gC2∂zh). (4.9c)

En las expresiones (4.9a) introducimos la abreviatura gλ := (gA − gH)/r2.

4.1.1 Ecuaciones de Evolución

El sistema de ecuaciones de evolución se obtiene a partir de las ecuaciones del
sistema BSSN expuesto en la Sección 1.3.3, al reescribirlas en términos de las
funciones métricas A, B, ..., etc., y las asociadas a la curvatura extrı́nseca ÂA,
ÂB, ..., etc. A continuación se muestra el sistema resultante.

Las caracterı́sticas del elemento de volúmen conforme quedan codificadas
en la función h, de modo que el tipo de evolución (Euleriana o Lagrangiana)
impacta directamente el comportamiento de esta función:

∂th = (1 − σ)
(
2h∇̂mβ

m
)
, (4.10)

con σ en principio libre de modo que la evolución puede ser de tipo Lagran-
giano (σ = 1) o Euleriano (σ = 0). Esta ecuación no es independiente del resto,
pero la elección tomada se refleja en la forma final de las mismas. Para con-
cretar, tenemos que la divergencia conforme del vector de corrimiento queda
explı́citamente:

∇̂mβ
m = ∂mβ

m +
βr

r
+

1
2
βm∂m(ln h) . (4.11)

La ecuación de evolución del factor conforme al estar en términos de escalares
es idéntica independientemente del número de dimensiones. De este modo



182 Capı́tulo 4. Escenarios en simetrı́a axial

tenemos

∂tφ = βm∂mφ −
1
6
αK +

1
6
σ∇̂mβ

m . (4.12)

Las ecuaciones para las funciones métricas se obtienen a partir de las de las
componentes, por lo que los términos advectivos se ven modificados

∂tγ̂F = £~βγ̂F − 2αÂF −
2
3
σγ̂F ∇̂mβ

m, (4.13)

considerando para el cálculo de las derivadas de Lie en la dirección ~β que
las funciones γ̂F son componentes de densidades tensoriales. Las expresiones
explı́citas de los términos advectivos se muestran en el apéndice F.

La ecuación de evolución de la traza de la curvatura extrı́nseca (1.66d) esta dada
en términos de auténticos escalares. La reescribimos por completez

∂tK = £~βK −D2α + α
(
Âi jÂi j

−
1
3

K2
)

+ 4πα(ρ + S), (4.14)

En este caso el laplaciano fı́sico toma la forma:

D2α =
1

e4φ

[
gA∂

2
rα + 2rgC∂r∂zα + gB∂

2
zα + gH

∂rα
r
− ∆̂i∂iα

+ 2(gA∂rα∂rφ + rgC∂rα∂zφ + rgC∂zα∂rφ + gB∂zα∂zφ)
]
. (4.15)

Para la parte sin traza de la curvatura extrı́nseca tenemos

∂tÂF = £~βÂF +
1

e4φ
(−(DDα)F + αRF − 8παSF)

−
γ̂F

3

(
−D2α + αR − 8παS

)
+ α

(
KÂF − 2Â2

F

)
−

2
3
σÂF ∇̂mβ

m, (4.16)

donde (Â2)i j := ÂikÂk
j y la segunda derivada covariante del lapso se toma res-
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pecto a la métrica fı́sica

DiD jα = ∂i∂ jα − Γ̂m
ij∂mα − 2

[
∂iα∂ jφ + ∂iφ∂ jα

−γ̂i j

(
gA∂rα∂rφ + rgC∂rα∂zφ

+rgC∂zα∂rφ + gB∂zα∂zφ
)]
.(4.17)

Por último la ecuación para el vector construido con las funciones de conexión,
∆̂i, queda dada por:

∂t∆̂
i = £~β∆̂

i + γ̂mn
∇̊m∇̊nβ

i
− 2Âim∂mα − α(2 − ξ)∇̂mÂim + 2αÂmn∆̂i

mn

+αξ
(
6Âim∂mφ −

2
3
γ̂im∂mK − 8πγ̂im jm

)
+
σ
3

[
∇̂

i(∇̂mβ
m) + 2∆̂i

∇̂mβ
m
]
, (4.18)

con ξ > 1/2 en general para que el sistema sea fuertemente hiperbólico. En
particular, para el caso estándar, ξ = 2, el término que involucra la divergencia
de la parte sin traza de la curvatura extrı́nseca se anula, simplificando mucho
la implementación y el análisis; no obstante para el caso general es necesario
considerarlo y es conveniente reescribir esta expresión como:

∇̂ jÂi j = γ̂imγ̂ jn
∇̊ jÂmn − Âi

m∆̂m + Âm
n ∇̊mγ̂

in + ∆̂i
mnÂmn. (4.19)

Las ecuaciones (4.16) y (4.18) son demasiado elaboradas y no se pretende
mostrar explı́citamente el desarrollo de los términos. Igualmente, no ocurre
ninguna simplificación particular en las ecuaciones de constricción de la formu-
lación, lo único que nos concierne es calcularlas en términos de las variables
asociadas al sistema axisimétrico y esto resulta en expresiones extensas y poco
ilustrativas. No obstante, el cálculo es directamente implementable mediante
programas de álgebra computacional, tomando en cuenta todas las conside-
raciones anteriores. En el apéndice G se incluyen scripts para el cálculo en
Maple.
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Una última observación es la reducción para el caso sin rotación. En este
caso las funciones métricas angulares C1 y C2 son nulas. En general los tensores
de segundo rango, incluido el tensor de Ricci, toman una forma similar en las que
las componentes angulares-mixtas se anulan. Si se toma un vector de corrimiento
con componente angular βφ nula entonces las ecuaciones de evolución implican
que tanto la métrica como la curvatura extrı́nseca mantendrán la misma forma
durante toda la evolución. Es esto lo que nos permite considerar un sistema
mucho más reducido en este caso, que se refleja en el cálculo mucho más
eficiente de las fuentes de las ecuaciones de evolución.

4.1.2 Regularización en el eje (r = 0)

El sistema de coordenadas cilı́ndricas es patológico en el eje y esto se mani-
fiesta con la aparición de términos con potencias negativas de r en el sistema
de ecuaciones, lo cual se observa explı́citamente en la definición de ∆̂r. Por
regularidad del espacio-tiempo estas contribuciones irregulares se han de anu-
lar analı́ticamente, pero a nivel numérico esto no necesariamente ocurre y es
fuente de problemas.

Haciendo el cálculo inmediato se encuentran términos multiplicados por
potencias inversas de r. Haciendo un análisis cuidadoso es posible manipular la
mayorı́a de los términos para cancelar estos factores utilizando las identidades
derivadas en el Apéndice E. Este análisis también toma en cuenta que los campos
vectoriales regulares cerca del orı́gen tienen un comportamiento del tipo [161]:

vr
∼ rW ,

vθ ∼ X ,

vφ ∼ Y .

Con W, ,X ,Y funciones regulares. Aún ası́ encontramos algunos términos
aparentemente irregulares que bajo estas consideraciones no se cancelan au-
tomáticamente, y notoriamente son muy pocos en comparación a la cantidad
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de términos que aparecen en las ecuaciones de evolución. Podemos enlistarlos
obtenindo

R̂A :
A −H

r2 gH(2HgH − 1),

R̂H : −gH gAH
A −H

r2 ,

R̂C :
A −H

2r2 g2
H∂zH,

R̂C1 :
A −H

r2

[1
2

gC2 gA∂zA − gH gAC1

]
,

R̂C2 : −
A −H

r2 gAgHC2.

R̂ : −
A −H

r2 gH gA(1 − gHH),

∇̂mÂm
r :

1
r

[
gA(ÂA − ÂH) + ÂH(gA − gH)

]
Âmn∆̂r

mn : −
g2

H

r
HÂH(gA − gH)

Todos estos términos son proporcionales a las combinaciones A −H y
ÂA − ÂH (en el Apéndice E se muestra que la combinación gA − gH puede
reescribirse como A − H más términos proporcionales a r2). Para un espacio
localmente plano estas combinaciones son de orden O(r2) en el eje, por lo que
analı́ticamente son regulares. Para imponer esta condición consistentemente
consideramos a las variables auxiliares

λ :=
A −H

r2 , (4.20a)

Âλ :=
ÂA − ÂH

r2 . (4.20b)

como variables independientes del sistema. Por consistencia consideramos un
comportamiento par respecto a r. Naturalmente esto introduce las definiciones
como un par de constricciones adicionales al sistema, que han de satisfacerse a
datos iniciales y en una evolución libre solo se violarán de manera consistente
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con el error de discretización.

Para completar el algoritmo de regularización derivamos las ecuaciones
de evolución para λ y Âλ, y las escribimos de modo que sean explı́citamente
regulares en el orı́gen. Para λ se obtiene

∂tλ = βm∂mλ + 2λ
βr

r
+ 2λ∂rβ

r + 2
H
r
∂r

(
βr

r

)
+2C

∂rβz

r
+ 2rC1∂rβ

φ
− 2αÂλ −

2
3
σλ ∇̂mβ

m, (4.21)

y la ecuación para Âλ queda

∂tÂλ = βm∂mÂλ + 2Âλ∂rβ
r + 2Âλ

βr

r
+ 2

ÂH

r
∂r

(
βr

r

)
+ 2ÂC

∂rβz

r

+2rÂC1∂rβ
φ +

1
e4φ

(−DDλα + αRλ − 8παSλ)

−
λ
3

(
−D2α + αR − 8παS

)
+α

(
KÂλ − 2Â2

λ

)
−

2
3
σÂλ ∇̂mβ

m. (4.22)

Estas expresiones son idénticas a las ecuaciones de evolución anteriores susti-
tuyendo el ı́ndice por λ, pero es posible verificar que en este caso la ecuación
para Âλ contiene únicamente términos que son explicitamente regulares. Es
necesario tener cuidado especial con los términos de la forma ∂r( f/r) con
f ∼ O(r). Tras agrupar convenientemente los términos, la ecuacion para Âλ

queda entonces

∂tÂλ =
2ÂH

r
∂r

(
βr

r

)
+

1
re4φ

[
αH∂r

(
∆̂r

r

)
− 2α∂r

(
∂rφ

r

)
− ∂r

(
∂rα

r

)]
+Fλ, (4.23)

donde Fλ reperesenta los terminos explı́citamente regulares.
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4.1.3 Análisis en coordenadas esféricas

El sistema coordenado cilı́ndrico presenta ventajas de implementación frente
al esférico, principalmente por cuestiones de regularidad ya que en el último
caso el orı́gen presenta una singularidad coordenada más fuerte. Aún ası́, hay
situaciones que requieren abandonar este sistema coordenado para el análisis
de los datos. La extracción de ondas gravitacionales y las técnicas para localizar
horizontes aparentes son dos ejemplos que no están bien adaptados al uso
de coordenadas cilı́ndricas y resulta más apropiado trabajar en coordenadas
esféricas. En este apartado se muestra explı́citamente la relación entre ambos
sistemas y también la construcción de una triada axisimétrica para ser usada en
análisis de hiperbolicidad y estudio de radiación.

Transformación a coordenadas esféricas

La forma canónica de construı́r un sistema de coordenadas esféricas a partir del
sistema cilı́ndrico es conservar la coordenada angular azimuthal φ y completar
el sistema con un radio esférico R y una coordenada angular polar θ definidos
como:

r = R sinθ , z = R cosθ . (4.24)

La relación inversa se obtiene directamente

R2 = r2 + z2, tanθ =
r
z
. (4.25)

De estas relaciones la matriz Jacobiana y su inversa se calculan directamente:

∂(r, z)
∂(R, θ)

=

 r/R z

z/R −r

 , (4.26a)

∂(R, θ)
∂(r, z)

=

 r/R z/R

z/R2
−r/R2

 . (4.26b)
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Estas matrices nos permiten calcular las componentes tensoriales en el sistema
esférico en términos de los valores conocidos en el sistema cilı́ndrico. Usando
la primera para transformar ı́ndices covariantes obtenemos la expresión para las
componentes de la métrica

γ̂RR =
1

R2

(
r2A + 2r2zC + z2B

)
, (4.27a)

γ̂θθ = r2B − 2r2zC + z2A , (4.27b)

γ̂φφ = r2H , (4.27c)

γ̂Rθ =
1
R

(
rz(A − B) + (z2

− r2)rC
)
, (4.27d)

γ̂Rφ =
r2

R

(
r2C1 + zC2

)
, (4.27e)

γ̂θφ = r3 (zC1 − C2) . (4.27f)

(4.27g)

Las componentes de tensores covariantes de rango dos se calculan de manera
análoga. Por otro lado, usando la matriz inversa obtenemos las componentes
de vectores en coordenadas esféricas:

vR =
1
R

(rvr + zvz) , (4.28a)

vθ =
1

R2
(zvr
− rvz) , (4.28b)

y la componente azimuthal vφ no cambia.

Construcción de una triada ortonormal

Para construı́r una triada ortonormal espacialoide en el caso con simetrı́a axial
basta con especificar un campo vectorial unitario ŝ que por convención lo identi-
ficaremos como la dirección saliente. Ya que el vector azimuthal de Killing ~ξ está
definido por defecto, especificar una dirección independiente de este define una
triada ya que el vector restante puede tomarse como el producto exterior entre
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ellos. En general no se espera que los vectores ŝ y ~ξ sean ortogonales, y esto
ocurre por que es posible que los planos φ = const. se encuentren torcidos en
forma de espiral alrededor del eje. Para definir una dirección realmente saliente
ortonormalizamos el vector ~s con respecto del vector azimuthal normalizado
ξ̂ = ~ξ/

√
γφφ

ê(1) =
ŝ − 〈ξ̂, ŝ〉ξ̂√
1 − 〈ξ̂, ŝ〉2

. (4.29)

El último vector lo especificamos por medio del producto exterior

ê(2) = ξ̂ × ê(1) , ê(3) = ξ̂ . (4.30)

Para el caso en que el vector de direccion corresponde con la dirección radial
esférica ŝ = (~r + ~z)/|~r + ~z| = ∂R/

√
γRR, se obtiene en términos de los vectores

de la base esférica

{
ê(a)

}
=

 γ
√
γφφ

γθθγmR
− γθRγmθ√

γRRγφφ − γ2
Rφ

∂m ,

√
γγmθ∂m√

γRRγφφ − γ2
Rφ

,
∂φ
√
γφφ

 . (4.31)

Con γ el determinante de la métrica espacial. Esta expresión es bastante gene-
ral, y puede escribirse de manera compacta en términos de contracciones de
tensores de Levi-Civita, o bien explicitamente

{
ê(a)

}
=


(
γφφδm

R − γRφδm
φ

)
√
γγφφγθθ

∂m ,
γmθ∂m√
γθθ

,
∂φ
√
γφφ

 . (4.32)

El caso en el que el momento angular es nulo se simplifica aún más, ya que
~ξ es ortogonal a cualquier vector tangente a la superficie φ = const. En este caso
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las expresiones resultantes quedan

{
ê(a)

}
=

{
∂R
√
γRR

,

√
γ

γRRγφφ
γmθ∂m ,

∂φ
√
γφφ

}
. (4.33)

Para finalizar, podemos construir la métrica inducida sobre las superficies
normales a ê(1), definida como hab := γab − (ê(1))a(ê(1))b. Explicitamente queda

hRR =
γ2

Rφ

γφφ
, (4.34a)

hRθ =
γRφγθφ
γφφ

, (4.34b)

hRφ = γRφ , (4.34c)

hθθ =
1
γθθ
−

γ2
φθ

γφφ
, (4.34d)

hθφ = γθφ , (4.34e)

hφφ = γφφ . (4.34f)

En el caso sin momento angular se reduce aún más, siendo las únicas compo-
nentes no nulas

hθθ = γθθ −
(γRθ)2

γRR
, (4.35a)

hφφ = γφφ . (4.35b)

4.2 El código OllinAxis2

Esta sección consta de una descripción general del código OllinAxis2, cuya
finalidad es integrar el sistema BSSN generalizado en simetrı́a axial como un
problema de valores iniciales, y fue parte medular del proyecto de doctorado.
Este código ya forma parte de las herramientas desarrolladas por el grupo
Ollin de relatividad numérica en el Instituto de Ciencias Nucleares. El numeral
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en el nombre se debe a que previamente se desarrolló un código similar en
simetrı́a axial en la formulación Nagy-Ortiz-Reula (NOR) [135] como parte de
la tesis doctoral de Milton Ruı́z [165]. Este código solamente abordaba el caso
sin momento angular y con él obtuvieron resultados favorables en tanto a
la regularización en el eje, pero en la práctica el código en esta formulación
presentaba inestabilidades. Es por ello que se definió el desarrollo de un código
que reuniera las ventajas de la formulación BSSN y en el que se pudieran resolver
las complicaciones que aparecen al utilizar sistemas adaptados a la simetrı́a axial
como una meta viable durante este doctorado.

El código se basa en la infraestructura del código OllinSphere2 y consiste
básicamente en un integrador de sistemas de ecuaciones en derivadas parciales
discretizadas por métodos de lı́neas, con subrutinas de análisis sobre los datos
generados. El código fuente está escrito en Fortran 90, junto con scripts en
Perl cuya función es generar automáticamente rutinas de acuerdo a ciertas
reglas al momento de compilar. Actualmente se trabaja sobre una malla con
discretización uniforme independiente en cada dirección, y distribuida de modo
que evita el eje r = 0. Actualmente está paralelizado para su ejecución en clusters
en múltiples nodos utilizando el protocolo MPI (Message Passing Interface). El
balance de carga entre los procesadores se realiza haciendo una subdivisión
rectangular uniforme del dominio contando con un total de procesadores N =

Nr × Nz (Figura 4.1). Para facilitar la intercomunicación entre procesadores a
cada uno se le asigna una región fantasma cuyos puntos se traslapan en el
dominio de procesadores contiguos; para sincronizar la información manejada
por todos los procesadores basta entonces con copiar los valores en los puntos
fantasmas con los calculados en los procesadores vecinos. Los procesadores
que contienen al eje incluyen una zona fantasma que se extiende más allá de
este y en este caso los valores se determinan por condiciones de simetrı́a.
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r = 0

z = 0

r

z

Proc. 0 Proc. 1

Proc. 2 Proc. 3

ghostzone 0-2
ghostzone 2-0

ghostzone 1-3
ghostzone 3-1

gz
0-1

gz
1-0

gz
2-3

gz
3-2

Figura 4.1: Representación de la distribución de la malla numérica manejada
por el código OllinAxis2. Se muestra el caso de una malla con 32 × 32 puntos
y simetrı́a equatorial, distribuida equitativamente en 4 procesadores. Las zonas
fantasma adyacentes al eje (y ecuador) se actualizan respetando las condiciones
de frontera asignadas a las distintas variables. Las zonas fantasma internas
designadas por una dupla n − m pertenecen al procesador n y se sincronizan
con los puntos correspondientes pertenecientes al procesador adyacente m a
cada paso. El tamaño de las zonas fantasmas se ajusta consistentemente con el
orden de discretización.



4.2 El código OllinAxis2 193

El código posee una serie de módulos que proveen las funcionalidades
principales al momento de escribir rutinas. Estos son:

• arrays: Este módulo se genera a partir del archivo base/arrays.config
y contiene las definiciones de todos los arreglos que representan funciones
de la malla. Este archivo está escrito en formato FORTRAN 90 pero para
su preprocesamiento se requieren más consideraciones: solamente se
puede declarar un arreglo por lı́nea y cada declaración va seguida por un
comentario con un formato especı́fico en el que se describen los atributos
del mismo. Por ejemplo, la definición del arreglo que contiene a la función
de lapso:

REAL alpha !SYMMETRYR=+1, SYMMETRYZ=+1, INTENT=EVOLVE, STORAGE=ALWAYS

Una descripción detallada de como especificar los atributos aparece como
un primer comentario en el archivo.

• param: Este es un módulo que se compila directamente y contiene las
definiciones de los parámetros que posee el código. Este archivo se pre-
procesa al momento de compilar y por ello sigue reglas similares que el
archivo base/arrays.config: sólo se puede declarar un parámetro por
lı́nea, se debe inicializar a un valor por defecto y es posible acompañar
la declaración por un comentario en el que se especifican los valores
aceptables, por ejemplo:

character(30) :: slicing = ‘‘harmonic’’ ! range = (static,harmonic)

Durante la ejecución, el programa toma un archivo como primer argu-
mento un archivo de texto en el que se especifican los valores de los
parámetros como una lista en formato natural

parametro = valor # Comentarios

Los parámetros que no se modifican toman el valor por defecto.

• procinfo: Este módulo contiene parámetros relacionados con la parale-
lización, los cuales se determinan durante la ejecución.

• derivatives, derivadvect, interpolators: Estos módulos contie-
nen funciones que operan sobre las funciones de malla. Existen funciones
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para calcular numéricamente derivadas, y para calcular interpolaciones
unidimensionales.

• auxiliary_arrays: Este módulo actualmente solo posee un arreglo con
tres ı́ndices que almacena los valores de la densidad tensorial de Levi-
Civita, para simplificar cálculos.

Inicializar
parametros /

sistema / malla

Datos iniciales
Análisis/Output

Continuar?

Cálculos
auxiliares

Cálculo
de fuentes

Actualiza

Análisis/Output

FIN

Figura 4.2: Diagrama de flujo simplificado del funcionamiento del código
OllinAxis2.
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El código se compone de un gran número de rutinas contenidas en archivos
con extensión .f90 contenidos en la carpeta src/ y en las subcarpetas clasifi-
cadas por funcionalidades. Al momento de compilar, todos estos archivos son
considerados y enlazados en un solo ejecutable. Para la integración numérica
como problema de valores iniciales se utiliza un método de lı́neas con integra-
dores Iterative Crank-Nicholson (ICN) y Runge-Kutta de segundo y cuarto orden
respectivamente. Las rutinas que manejan toda la lógica del procedimiento de
integración temporal se generan automáticamente al compilar de acuerdo a
las reglas establecidas al preprocesar el módulo arrays. Para complementar
la evolución es necesario especificar las fuentes, propiamente el lado derecho
de la ecuación de evolución, al momento adecuado de acuerdo a la lógica del
programa. Ası́, si se tiene una función llamada var que evoluciona de acuerdo
a una ecuación del tipo

∂t(var) = F((var), ∂i(var), ...) ,

entonces el código debe llamar una subrutina que evalúa el lado derecho y lo
asigna a un arreglo llamado svar. La Figura 4.2 muestra una versión simplificada
del flujo del código, allı́ se observa que la evaluación de las fuentes solo es
relevante durante las iteraciones internas para determinar los valores en pasos
posteriores.

Otras caracterı́sticas del código que se consideran durante la integración
temporal corresponden a la implementación de disipación numérica y al mane-
jo de las fronteras del dominio. La disipación numérica usualmente es necesaria
ya que los métodos de diferencias finitas solamente pueden resolver modos
cuya longitud de onda es del orden del intervalo de discretización. En gene-
ral este truncamiento de modos y otras consideraciones numéricas inducen
inestabilidades, y es por ello que una práctica común es añadir términos a las
ecuaciones de evolución cuya función es atenuar estos modos. El tratamiento
usual, que es el implementado en el código, es conocido como disipación de
Kreiss-Oliger[97]. En nuestro caso modificamos las ecuaciones de evolución dis-
cretizadas un+1

m = un
m + ∆tS(un

m), con S un operador que engloba la integración
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temporal, y en su lugar consideramos

un+1
m = un

m + ∆tS(un
m) − ε

∆t
∆x

(−1)N∆2N
r (un

m) − ε
∆t
∆z

(−1)N∆2N
z (un

m) , (4.36)

donde ∆2N
r , ∆2N

z son la 2N-ésima diferencia centrada en la dirección r y z

respectivamente. Se puede mostrar que los términos adicionales en el lı́mite
continuo se anulan como (∆xi)2N−1 por lo que para ser consistentes con el
orden de discretización del código 2N− 1 debe ser mayor o igual a este último.
Dado que el código trabaja la diferenciación a segundo y cuarto orden, los
términos de disipación añadidos son de cuarto y sexto orden respectivamente.

Aparte de condiciones de frontera sencillas usadas para pruebas, el código
tiene implementadas en las fronteras exteriores condiciones de onda saliente
(radiativas). Estas asumen que las funciones se comportan asintóticamente co-
mo ondas esféricas salientes de la forma u = f (R− vt)/R. Aquı́ R =

√

r2 + z2 es
la coordenada radial en un sistema esférico. Esta condición puede ser reescrita
de manera diferencial como

∂tu + v∂Ru + vu/R = 0 . (4.37)

En nuestro caso el dominio computacional es un cilindro, (que por simetrı́a nos
basta considerar una sección) y entonces debemos de adaptar esta condición
tanto al “tubo” r = rmax y las tapas z = zmin, zmax. Para ello consideramos que
al situar las fronteras lejos las derivadas angulares son mucho menor que las
radiales, por lo que podemos aproximar ∂iu = (xi/R)∂ru. De este modo tenemos

∂tu +
R
r

v∂ru + vu/R = 0 en r = rmax, (4.38a)

∂tu +
R
z

v∂zu + vu/R = 0 en z = zmax/min. (4.38b)

En la práctica no es consistente aplicar estas condiciones a todas las varia-
bles, pero considerando un subconjunto de ellas resultan ser condiciones es-
tables que capturan de manera cualitativa la fı́sica en las fronteras del dominio
numérico. Tras todas las suposiciones que se hacen es natural que estas con-
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diciones introduzcan reflexiones espurias, las cuales aunque se hacen menores
mientras más alejadas están las fronteras tardan un tiempo finito en afectar
la región central de la solución e introducen violaciones de las ecuaciones de
constricción que no convergen a cero.

Los datos que genera el código corresponden a funciones de la malla y
se especifican como listas separadas por comas asignadas a los parámetros
output0d, output1d y output2d. La diferencia entre estos depende en la in-
formación que proporciona el código. Los datos “0d” son series de tiempo de
cantidades calculadas a partir de las funciones, tales como promedios, normas,
máximos y mı́nimos. Los datos “1d” corresponden a los valores de la función
de malla evaluada sobre los ejes, como función del tiempo. Los datos “2d”
corresponden al valor de la función en todo el dominio numérico.

El código todavı́a está en fase de desarrollo al momento de este escrito. Se
ha notado que la información que genera podrı́a organizarse de un modo más
eficiente y se tienen en mente muchas funcionalidades que se seguirán imple-
mentando con el transcurso del tiempo, entre las cuales destacan la identifica-
ción y extracción de información fı́sica contenida en la radiación gravitacional,
y la identificación de horizontes aparentes. Los desarrollos correspondientes a
estos temas se concentran en los Apéndices C y B.
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4.3 Pruebas numéricas

En esta sección se presenta una serie de simulaciones en escenarios conocidos
para verificar el buen funcionamiento del código. Esto lo hacemos para casos
con datos iniciales conocidos analı́ticamente o que presentan simetrı́a esférica.

4.3.1 Dinámica de norma

La primera prueba que se considera para una formulación como problema de
valores iniciales de las ecuaciones de Einstein (y un código basado en esta) con-
siste en estudiar la dinámica ficticia obtenida al evolucionar datos iniciales del
espacio-tiempo de Minkowski utilizando condiciones de foliación no triviales.
En este caso elegimos un lapso perturbado que evoluciona con una ecuación de
tipo hiperbólico y consideramos una perturbación en la componente angular del
vector de corrimiento βi, que genera perturbaciones en las demás componentes
al utilizar una condición de tipo Gamma-Driver. De este modo podemos probar
todos los aspectos geométricos del código simultáneamente. Los datos iniciales
que describen una geometrı́a trivial son:

φ|t=0 = 0, (4.39a)

A|t=0 = B|t=0 = H|t=0 = 1, (4.39b)

C|t=0 = C1|t=0 = C2|t=0 = 0, (4.39c)

K|t=0 = ÂF|t=0 = 0, (4.39d)

∆̂i
|t=0 = 0, (4.39e)

lo cual implica para las variables de regularización λ = Âλ = 0. Para el lapso
elegimos un perfil gaussiano centrado en el origen

α|t=0 = 1 + α0e−(r2+z2)/σ2
α , (4.40)
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donde α0 es la amplitud inicial y σα su anchura (uniforme en ambas direcciones).
Esta elección asegura que el lapso inicialmente es regular en el orı́gen. Para esta
simulación utilizamos una foliación armónica de modo que la función de lapso
evoluciona de acuerdo a la ecuación

∂tα = £~βα − α
2K . (4.41)

De igual modo, para el vector de corrimiento consideramos inicialmente:

βφ|t=0 = β0

(
e−((r−r0)2+z2)/σ2

β + e−((r+r0)2+z2)/σ2
β

)
, (4.42a)

βr
|t=0 = βz

|t=0 = 0 , (4.42b)

∂tβ
i
|t=0 = 0 . (4.42c)

Se suma una gaussiana reflejada en el eje para cumplir las condiciones de
regularidad. El vector de corrimiento evoluciona usando la condición Gamma-
Driver (sin términos advectivos):

∂2
tβ

i = cs∂0∆̂
i , (4.43a)

con la elección estándar cs = 4/3. Se escogieron como parámetros iniciales, para
el lapso α0 = 0.06, σα = 2.5, y para el vector de corrimiento β0 = 0.03, r0 = 5.0

y σβ = 2.0. De este modo la distribución inicial del lapso consiste en una pe-
queña perturbación Gaussiana centrada en el orı́gen y esféricamente simétrica
alrededor del valor α = 1, y el vector de corrimiento solo tiene componente
angular con una distribución toroidal centrada en un anillo en el ecuador (figu-
ra 4.3). Los parámetros de malla son ∆x = ∆z = 0.25 con el factor de Courant
∆x/∆t = 0.25 y para analizar convergencia se consideraron refinamientos por
un factor de 2. Las perturbaciones iniciales son radiadas durante la evolución
(figuras 4.4 y 4.5) y las perturbaciones inducidas en las demás variables tam-
bién son radiadas (figuras 4.6 y 4.7). Se observa que aunque la mayorı́a de las
variables tienen fluctuaciones grandes alrededor del orı́gen todas permanecen
bien comportadas y alcanzan un estado estacionario. En esta simulación no se
utilizó ningún tipo de disipación numérica para mantener el sistema estable.
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Figura 4.3: Perfil inicial de la componente azimutal del vector de corrimiento.
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Figura 4.4: Perfil de la función de lapso α sobre ambos ejes, r = 0 (lı́nea
continua) y z = 0 (lı́nea punteada), a distintos momentos. Inicialmente se tiene
una Gaussiana esféricamente simétrica, la cual prácticamente no se afecta por
la evolución del vector de corrimiento de modo que las dos curvas en la gráfica
se observan superpuestas al avanzar la evolución.
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Figura 4.5: Evolución de la componente angular del vector de corrimiento βφ
sobre ambos ejes. El perfil inicialmente consta de un anillo Gaussiano en el
ecuador, centrado en r = 5.
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Figura 4.6: Evolución de la traza de la curvatura extrı́nseca K sobre ambos ejes,
r = 0 (lı́nea continua) y z = 0 (lı́nea punteada). Al igual que la evolución del
lapso, esta función mantiene en buena medida un perfil esféricamente simétrico.
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Figura 4.7: Evolución de la componente angular del vector ∆̂ sobre ambos ejes,
r = 0 (lı́nea continua) y z = 0 (lı́nea punteada).

Se verificó la convergencia del código durante la evolución monitoreando
el valor adquirido por las constricciones que en principio debe ser cero en el
lı́mite continuo, cualquier valor distinto a este es consecuencia de la discre-
tización y el redondeo numérico. La figura 4.8 muestra la norma RMS de la
constricción Hamiltoniana como función del tiempo a distintas resoluciones.
Cada refinamiento esta dado por un factor de 2, manteniendo el mismo factor
de Courant en todas las simulaciones. Las curvas obtenidas fueron reescaladas
por un factor de 24 por cada nivel de refinamiento, de modo que quedan sobre-
puestas consistentemente con el esquema de cuarto orden utilizado4. Para las
componentes de la constricción de momento se observa un comportamiento
similar (Figuras 4.9, 4.10, y 4.11). También se verificó la convergencia al orden
esperado al utilizar un esquema de segundo orden.

4En las figuras el factor de amplificación usado es de 14, ya que usando el factor esperado
de reescalamiento de 16 el empalme es tan justo que no es posible diferenciar las curvas.
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Figura 4.8: Norma RMS del valor residual de la constricción Hamiltoniana. En
la misma gráfica se muestra el valor asociado a las resoluciones mayor y menor
reescaladas por un factor de 14 (en lugar de 16), mostrando convergencia global
a cuarto orden.
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Figura 4.9: Norma RMS del valor residual de la componente r de la constricción
de momentos. En la misma gráfica se muestra el valor asociado a las resoluciones
mayor y menor reescaladas por un factor de 14 (en lugar de 16), mostrando
convergencia global a cuarto orden.
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Figura 4.10: Norma RMS del valor residual de la componente z de la constricción
de momentos. En la misma gráfica se muestra el valor asociado a las resoluciones
mayor y menor reescaladas por un factor de 14 (en lugar de 16), mostrando
convergencia global a cuarto orden.
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Figura 4.11: Norma RMS del valor residual de la componenteφ de la constricción
de momentos. En la misma gráfica se muestra el valor asociado a las resoluciones
mayor y menor reescaladas por un factor de 14 (en lugar de 16), mostrando
convergencia global a cuarto orden.



4.3 Pruebas numéricas 205

4.3.2 Campo escalar real

Como un ejemplo con contenido de materia no trivial consideramos la propaga-
ción de una distribución de campo escalar real no masivo con simetrı́a esférica.
Pese a ser este el mismo caso modelo del capı́tulo anterior, la formulación axi-
simétrica desconoce estas caracterı́sticas y es por ello que lo podemos utilizar
como un ejemplo no trivial para el cual podemos usar a nuestro favor la simetrı́a
para encontrar los datos iniciales.

Como dato inicial consideramos que la métrica es conformemente plana,
y el dato inicial tiene simetrı́a temporal (Ki j = 0). Entonces basta resolver la
constricción Hamiltoniana en simetrı́a esférica, que toma la forma

d2ψ

dR2 +
2
r

dψ
dR

+ 2π
(
∂Rϕ

)2
= 0 . (4.44)

En esta expresión se consideró que el campo escalar está momentáneamente
en reposo (Π = 0). El campo escalar lo tomamos como un perfil que representa
un cascarón esférico de ancho Gaussiano momentáneamente en reposo

ϕ = ϕ0e−(R−R0)2/σ2
. (4.45)

Una vez obtenido el factor conforme como función de la coordenada ra-
dial esférica, este se interpoló a cada punto de la malla tomando valores
ψm n = ψ(

√
r2

m + z2
n).

En este caso como condición de norma se tomó el lapso tipo “1+log”,
correspondiente a la foliación Bona-Masso con f (α) = 2/α, esto es

∂tα = −2αK .

El vector de corrimiento se consideró nulo. Los parámetros del campo escalar
fueron amplitud ϕ0 = 0.01, posición R0 = 3.0 y ancho σ = 1.0. Las fronte-
ras se ubicaron en r = 40 y z = 40 y se utilizaron resoluciones ∆r = ∆z =

(0.1, 0.05, 0.025).

Con todas estas consideraciones, la evolución del campo escalar en este
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caso queda descrita por el sistema

∂tϕ = αΠ ,

∂tχr = ∇r(αΠ) ,

∂tχz = ∇z(αΠ) ,

∂tΠ = ∇i(αχi) + αΠK .

Al comenzar la simulación, la función de lapso reacciona debido a la presen-
cia del campo escalar más la amplitud de este último no es suficiente para que el
lapso colapse totalmente. Entonces vemos en la Figura 4.12 inicialmente un des-
censo en el valor central y una perturbación que se propaga de manera saliente,
con una velocidad mayor por un factor de

√
2 que la del campo escalar asociada

a la elección de norma, obteniendo finalmente un perfil plano que tiende hacia
el valor inicial. Por su parte el campo escalar se dispersa, conservando en buena
medida un perfil esférico (Figura 4.13 ). Al igual que en el ejemplo anterior,
verificamos la precisión del código por medio de las constricciones, las cuales
mostramos evaluadas sobre los ejes a distintos momentos (Figuras 4.14, 4.15
y 4.16). Como las condiciones de frontera no están adaptadas a las constric-
ciones se aprecian violaciones entrantes, pero no obstante logramos observar
convergencia a cuarto orden en la región interna mientras está desconectada
causalmente de las fronteras.
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      Función de lapso α
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Figura 4.12: Perfil de la función de lapso α sobre ambos ejes a distintos mo-
mentos. Se observa que durante la evolución se mantiene el mismo perfil en
ambos ejes
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Figura 4.13: Perfil del campo escalar ϕ sobre ambos ejes a distintos momentos.
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Figura 4.14: Valor residual de la constricción Hamiltoniana sobre el ecuador
durante la evolución de una distribución esférica de campo escalar. Las reso-
luciones más finas fueron reescaladas por factores de 24 y 28 respectivamente
mostrando convergencia al orden esperado. En el primer panel la convergencia
no se observa precisamente a cuarto orden, pero esto es consecuencia del al-
goritmo de interpolación de orden cúbico usado para la obtención de los datos
iniciales. Sin embargo la integración temporal introduce un error dominante y
en los siguientes páneles se observa en buena medida convergencia a cuarto
orden.
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Figura 4.15: Valor residual de la componente radial de la constricción de mo-
mento, evaluada sobre el ecuador. Aquı́ se observa la introducción de errores
que no convergen propagándose hacia el interior desde la frontera. No obstan-
te, la convergencia es clara en el interior siempre que estos errores no hayan
alcanzado la región.
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Figura 4.16: Valor residual de la componente vertical de la constricción de mo-
mento, evaluada sobre el eje. En este caso se observan errores de alta frecuencia
espacial que nos marcan que el error de discretización está alcanzando el error
de máquina.
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4.3.3 Agujeros Negros

La evolución de datos iniciales tipo puntura se ha vuelto muy común [56, 27,
26, 28, 59, 57, 107] en el campo de la Relatividad Numérica. El ejemplo más
sencillo de este tipo de datos iniciales es tomar una sección de t constante
para el espacio-tiempo de Schwarzschild en coordenadas isotrópicas: en este
caso las coordenadas cubren ambas regiones asintóticamente planas y el origen
coordenado no es parte del espacio-tiempo, sino que corresponde a la región
asintóticamente plana ubicada en el otro lado del horizonte aparente. Este tipo
de datos iniciales se ha generalizado para múltiples agujeros negros que al
tiempo inicial conectan distintas regiones asintóticamente planas, considerando
distintos valores para el momento lineal, angular y la carga eléctrica de los
mismos. Varios factores han sido clave en estas simulaciones, entre ellos la
implementación de condiciones de norma que permiten el movimiento de las
punturas a través de la malla numérica, y como notó el grupo de Brownsville
[58] sustituir el logaritmo del factor conforme por una potencia inversa del
mismo con la finalidad de tratar con funciones regulares en las punturas. En el
código se tiene implementado el sustituir la ecuación de evolución del logaritmo
del factor conforme φ por χ = e−2φ, cuya ecuación de evolución es

∂tχ = βm∂mχ +
1
3
αχK −

1
3
χσ∇̂mβ

m (4.46)

Como una prueba del código en el régimen de campos gravitacionales
intensos se puede estudiar la evolución de agujeros negros estacionarios con el
formalismo de punturas móviles utilizando el lapso “1+log” en conjunto con un
vector de corrimiento que sigue una evolución tipo Gamma Driver. Como datos
iniciales basta dar los valores que toman la métrica y la curvatura extrı́nseca
tomando una sección de t constante cuando se expresa la solución analı́tica en
coordenadas cuasi-isotrópicas (Sección 1.4.3).

Dado que formalmente la distancia fı́sica a la puntura es infinita, las con-
diciones hiperbólicas para el lapso no son capaces de colapsarlo en un tiempo
finito. Es por esta razón que tomamos un perfil inicial precolapsado para el lapso
de la forma α = ψ−4. Para el vector de corrimiento no es necesario asignar un
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perfil inicial y lo consideramos igual a cero. Entonces, las ecuaciones que nos
fijan la evolución de las variables de norma como un sistema de primer orden
en este caso son

∂tα = βa∂aα − 2αK ,

∂tβ
i = Pi ,

∂tPi =
3
4
α2(∂t − £~β)∆̂

i
− ηPi .

Un último punto importante a considerar es en tanto a la regularización
en el eje, dado que formalmente las suposiciones hechas previamente acerca
de la regularidad del espacio-tiempo fallan en las punturas. Sin embargo, se
ha observado empı́ricamente que es posible utilizar esta formulación BSSN sin
necesidad de una regularización explı́cita [133], y recientemente hemos com-
probado que en nuestro caso podemos apagar la regularización por completo
y obtener evoluciones estables, a costa únicamente de precisión cerca del eje.
En el caso axisimétrico esto es crucial ya que aunque se tengan punturas, el
resto del eje es regular y el método de integración debe ser capaz de resolver
ambos casos simultáneamente. Contrario a lo afirmado por los autores del tra-
bajo previo, encontramos que no es necesario ningún método “implı́cito” de
integración para hacer evoluciones con punturas que se mantengan regulares.

Agujero Negro de Schwarzschild

Para seguir la evolución de un agujero negro de Schwarzschild usando las
condiciones de norma estándar tomamos para el factor conforme inicial el
perfil tipo puntura

ψ = 1 +
M
2R

.

En la práctica asignamos un valor M = 1; esto es equivalente a reescalar todas
las unidades en términos de esta cantidad. Las simulaciones presentadas en



4.3 Pruebas numéricas 213

este apartado se realizaron en mallas uniformes de 1002, 2002 y 4002, con
resoluciones de M/4, M/8 y M/16 respectivamente e imponiendo simetrı́a
ecuatorial. Esto da un dominio numérico de 25M, el cual se evolucionó por
un tiempo de 40M utilizando un factor de courant ρ = ∆t/∆r = 1/2. En las
fronteras externas se impusieron condiciones de onda salientes. El coeficiente
del término disipativo en la condición Gamma Driver se tomó como η = 2/M.

Al seguir la evolución el lapso cambia su comportamiento en la puntura,
anulándose aún pero no con pendiente nula de modo que se forma un pico
(Figura 4.17). Por otra parte el vector de corrimiento reacciona acorde con el
campo gravitacional, adquiriendo una componente radial/esférica saliente que
compensa los efectos de estiramiento de foliación (Figura 4.18).
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Figura 4.17: Función de lapso evaluada en el ecuador (lı́nea sólida) y en el eje
(lı́nea segmentada) a intervalos de tiempo distintos. Inicialmente el comporta-
miento del lapso cerca del origen es α = ψ−4

∼ R4, pero después de un breve
perı́odo de transición desarrolla un pico de tipo α ∼ |R| con R2 = r2 + z2,
caracterı́stica de las condiciones de norma.

Pese a que en la puntura se introducen grandes errores al tomar derivadas
de cantidades formalmente singulares, la evolución converge al orden esperado
y es confiable mientras el error introducido por las fronteras no se propague
hasta el interior. La figura 4.20 muestra el detalle de la evolución del error
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   Componentes del vector de corrimiento β
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Figura 4.18: Vector de corrimiento ~β evaluado en el ecuador (lı́nea continua) y en
el eje (lı́nea segmentada). Únicamente se muestran las componentes paralelas a
los ejes (βr y βz respectivamente), debido a que por la simetrı́a de la configuración
las componentes transversas se anulan. Además ambas desarrollan el mismo
perfil de modo que se empalman en la figura.

numérico en la constricción Hamiltoniana con los reescalamientos adecuados
por potencias de 24 consistentes con el orden de convergencia esperado. El error
introducido en la frontera no converge en el sentido de que adquiere un valor
similar en cada simulación independientemente de la resolución, y al reescalar
el valor de las constricciones se observa magnificado para los casos de mayor
resolución. Es interesante ver que pese a que no se introduce ningún método
de regularización explı́cito para este caso, la evolución es regular y en el eje la
convergencia no se ve afectada. Como última nota, pese a que los errores en la
puntura son considerables, no se espera que sean catastróficos en el sentido de
que por la estructura causal no se espera que se propaguen fuera del horizonte
del agujero negro. En el caso de las simulaciones con menor resolución el
horizonte, inicialmente en R = M/2, queda resuelto muy pobremente y esto
da paso a que eventualmente la simulación falle. Esto deja de observarse al
aumentar la resolución y es por ello que en el último caso se pudo seguir sin
mayor problema hasta un tiempo de 40M. No se consideró un tiempo mayor
ya que a este momento el dominio fı́sico ya está totalmente contaminado por
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Figura 4.19: Gráfica de la desviación del factor conforme ψ − 1 respecto a
su valor asintótico, evaluado en el ecuador (lı́nea continua) y en el eje (lı́nea
segmentada), presentada en escala logarı́tmica. Inicialmente esta desviación
tiene un comportamiento ∼ 1/r cerca del orı́gen, el cual evoluciona hacia un
comportamiento ∼ 1/

√
r como se observa al disminuı́r la pendiente cerca del

orı́gen.

violaciones a las constricciones, sin embargo el comportamiento del sistema es
bastante estable.
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Figura 4.20: Valor de la constricción Hamiltoniana sobre el eje a distintos mo-
mentos de la evolución. Desde los primeros momentos se observa como la
condición de frontera introduce violaciones que se propagan hacia el interior.
Sin embargo, por un perı́odo en el que está causalmente desconectada la evo-
lución interior de las fronteras, esta converge al orden esperado.
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Agujero Negro de Kerr

Un escenario más interesante que representa una implementación del código
en vacı́o es el que corresponde a la métrica de Kerr, ya que para cualquier
valor del parámetro de momento angular no nulo no posee simetrı́a esférica y
debido al momento angular total del sistema es necesario utilizar la formulación
completa. Aparte, es posible perturbar este tipo de datos iniciales de modo que
contengan dinámica de ondas gravitacionales [46]. Como datos iniciales toma-
mos los correspondientes a una superficie de t constante del espacio tiempo de
Kerr, expresado en coordenadas cuasi-isotrópicas expuesto en la Sección 1.4.3,
haciendo Q = 0. De este modo se tiene que la métrica cuadridimensional es

ds2 = −
∆ − a2 sin2 θ

Σ
dt2
− 2a sin2 θ

(
r̃2 + a2

− ∆

Σ

)
dt dφ

+ψ4
(
dR2 + R2(dθ2 + χ sin2 θdφ2)

)
, (4.47)

donde r̃ es en este caso la coordenada radial de Boyer-Lindquist y se utilizan las
abreviaciones

Σ = r̃2 + a2 cos2 θ, (4.48a)

∆ = r̃2
− 2Mr̃ + a2 = r̃2

(
1 −

M2
− a2

4R2

)2

, (4.48b)

a =
J

M
, (4.48c)

r̃ = R

1 +
M +

√
a2 + Q2

2R

 1 +
M −

√
a2 + Q2

2R

 . (4.48d)

Algo que hay que observar de estas definiciones es que
√

∆ en coordenadas
cuasi-isotrópicas cambia de signo en el horizonte R2 = (M2

−a2)/4 y es necesario
respetar esto al construir las componentes de la curvatura extrı́nseca. De aquı́
se pueden deducir los valores de la métrica tridimensional y de la curvatura
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extrı́nseca de una superficie de t constante:

ψ4 = Σ/R2, (4.49a)

H =

(
r̃2 + a2)2

− ∆a2 sin2 θ

Σ2 . (4.49b)

KRφ =
a sin2 θ

RΣ2
√

Σχ

[
M

(
2r̃2

(
r̃2 + a2

)
+ Σ

(
r̃2
− a2

))]
, (4.49c)

Kθφ = −
2a3
√

∆Mr̃ sin3 θ cosθ
Σ2
√

Σχ
. (4.49d)

Para estas simulaciones se utilizó una malla homogénea similar al caso del
agujero negro de Schwarzschild, y como parámetros del agujero negro se dieron
M = 2 y a = 1. En términos de la masa, la malla en esta ocasión se extiende
hasta 12M en ambas direcciones, con resoluciones de M/8, M/16 y M/32. En
esta ocasión el horizonte aparente está inicialmente en r =

√
3M/4 ∼ 0.43M.

Igualmente se siguió la evolución por un perı́odo de 40M. El parámetro de
disipación en la ecuación de evolución del vector de corrimiento fue de η = 4/M.

El comportamiento del lapso y de las componentes tangentes al plano se
da como en el caso del agujero negro de Schwarzschild, manteniendo un perfil
de lapso colapsado en la puntura (figura 4.21), y generando un vector de co-
rrimiento cuya acción es evitar la entrada de las coordenadas en el interior del
agujero (figuras 4.22 y 4.23). Una diferencia sutil en este caso se aprecia cerca
del orı́gen, donde la configuración dista más de ser esféricamente simétrica, en-
tonces los perfiles del lapso en el ecuador y en el eje no coinciden exactamente,
y tampoco las componentes del vector de corrimiento paralelas a los ejes.

La diferencia sustancial en este caso se da debido a las componentes angu-
lares del sistema. Tan pronto comienza la simulación el vector de corrimiento
desarrolla una componente angular que se opone al arrastre de las coordenadas
propio del espacio-tiempo en la vecindad de la puntura. De los casos estu-
diados únicamente falló el peor resuelto durante el tiempo de la simulación,
no obstante que fı́sicamente las fronteras del dominio se colocaron a la mitad
de la distancia considerada en el caso sin rotación. Nuevamente esto se logró
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Figura 4.21: Función de lapso evaluada en ecuador (lı́nea continua) y en el eje
(lı́nea segmentada) a intervalos de tiempo distintos. Inicialmente el comporta-
miento del lapso cerca del origen es α = ψ−4

∼ R4, pero después de un breve
perı́odo de transición desarrolla un pico de tipo α ∼ |R| con R2 = r2 + z2,
caracterı́stica de las condiciones de norma.

sin aplicar métodos de regularización explı́citos de las cantidades sobre el eje.
Igualmente se observa propagación de error sistemático desde las fronteras
del dominio, pero se observa convergencia al orden esperado en el interior
(figuras 4.24 y 4.25).
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Figura 4.22: Vector de corrimiento ~β evaluado en el ecuador. Se muestran
únicamente las componentes βr (lı́nea continua) y βφ (lı́nea segmentada), ya
que la componente restante es nula por la simetrı́a de reflexión respecto al
ecuador del problema.
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Figura 4.23: Vector de corrimiento ~β evaluado en el eje. Se muestran únicamente
las componentes βz (lı́nea continua) y βφ (lı́nea segmentada), ya que la compo-
nente radial se anula en el orı́gen.
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Figura 4.24: Valor rescalado de la constricción Hamiltoniana sobre el eje a
distintos momentos de la evolución. La resolución entre puntos corresponde a
M/8 (lı́nea continua), M/16 (lı́nea segmentada) y M/32 (lı́nea punteada). Desde
los primeros momentos se observa como la condición de frontera introduce
violaciones que se propagan hacia el interior. Sin embargo, por un perı́odo en el
que está causalmente desconectada la evolución interior de las fronteras, esta
converge al orden esperado.
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Figura 4.25: Valor reescalado de la constricción de momento sobre el ecuador a
distintos momentos de la evolución. La resolución entre puntos corresponde a
M/8 (lı́nea continua), M/16 (lı́nea segmentada) y M/32 (lı́nea punteada). Desde
los primeros momentos se observa como la condición de frontera introduce
violaciones que se propagan hacia el interior. Sin embargo, por un perı́odo en el
que está causalmente desconectada la evolución interior de las fronteras, esta
converge al orden esperado.
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4.4 Colisión frontal de agujeros negros cargados

El estudiar la dinámica del espacio-tiempo durante la colisión de dos agujeros
negros ha sido el problema insignia de la relatividad numérica. En esta sec-
ción se aborda el estudio de la colisión frontal de dos agujeros negros, en una
configuración análoga al problema estudiado por Hahn y Lindquist en 1964
[100], que fue retomado durante la década de 1970 [183, 181, 182, 184, 77] y
finalmente resuelto en la década de 1990 [1, 15, 33, 17, 16]. En nuestro caso
utilizamos la metodologı́a desarrollada para el estudio de la colisión de agujeros
negros en órbita que consta de la reformulación de las ecuaciones de evolución
y la utilización de condiciones de norma adecuadas. Un enfoque reciente de
estos estudios consiste en estudiar la correlación entre las señales de ondas
gravitacionales generadas con las posibles señales electromagnéticas asociadas
a esos procesos. Para que esto ocurra el sistema debe presentar una configura-
ción de carga y corrientes eléctricas no trivial, lo cual es de esperarse cuando
la colisión ocurre en un medio que involucra un plasma ionizado. Los estudios
de este tipo requieren de la consideración de las ecuaciones magnetohidro-
dinámicas completas [83, 82, 37]. Otro modelo menos complicado que cumple
con estas caracterı́sticas se da al considerar la interacción entre agujeros negros
con carga eléctrica. El estudio de la colisión de agujeros negros de este tipo es
muy reciente, y los primeros resultados publicados surgieron simultáneamente
a la realización de este trabajo [206, 207]. Estos se basan en la evolución de
los datos iniciales inicialmente en reposo propuestos en [10] utilizando códigos
tridimensionales. Dado que una configuración de agujeros negros no rotantes
inicialmente en reposo presenta simetrı́a axial es entonces natural considerar
su estudio mediante una formulación adaptada a la simetrı́a.

4.4.1 Ecuaciones de Maxwell en axisimetrı́a

En un escenario electro-vacı́o podemos trabajar directamente con los campos
fı́sicos ~E y ~B. Es posible ver de las ecuaciones de evolución que en ausencia de
momento angular el campo eléctrico no posee componente angular, mientras
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que esta es la única no nula para el campo magnético. De este modo al asu-
mir que inicialmente las componentes no nulas del campo electromagnético
son únicamente Er, Ez y Bφ, las ecuaciones de evolución garantizan que las
componentes Eφ, Br y Bz permanecen nulas durante toda la evolución.

Bajo estas consideraciones la constricción de Gauss toma la forma explı́cita

G := ∂mEm +
Er

r
+ Em∂m

(1
2

ln h + 6φ
)
− 4πρem = 0 , (4.50)

mientras que la constricción magnética se satisface trivialmente. En esta ex-
presión podemos considerar que los ı́ndices no corren sobre la coordenada
angular, ya que esos términos son idénticamente nulos (m = r, z).

Las ecuaciones de evolución son bastante simples, ya que al tomar el ro-
tacional, los términos de la conexión se anulan al contraerse con el tensor
de Levi-Civita εimnΓl

mn = 0 y entonces los términos se puden expresar como
derivadas parciales de los campos con ı́ndices covariantes. Entonces tenemos:

∂tEr = βm∂mEr
− Em∂mβ

r + αKEr +
e−6φ

r
√
h
∂z

(
αe4φr2HBφ

)
−4π jr

em , (4.51a)

∂tEz = βm∂mEz
− Em∂mβ

r + αKEz
−

e−6φ

r
√
h
∂r

(
αe4φr2HBφ

)
−4π jz

em , (4.51b)

∂tBφ = βm∂mBφ + αKBr
−

e−6φ

r
√
h

{
∂r

[
αe4φr2(BEz + rCEr)

]
−∂z

[
αe4φr2(AEr + rCEz)

]}
. (4.51c)

En la ecuación (4.51c) no hay que confundir el coeficiente métrico B = γ̂zz con
la componente no nula del campo magnético Bφ.

Lo único que falta por considerar es el acople del campo electromagnético
en las ecuaciones de la geometrı́a, que están dadas en general por las ecuaciones
(2.27). Como el momento angular es nulo estas se simplifican bastante.
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4.4.2 Datos iniciales

Para el estudio de agujeros negros cargados es necesario considerar el sis-
tema Einstein-Maxwell que posee dos constricciones adicionales, la Ley de
Gauss y la ausencia de monopolos magnéticos. Al considerar una situación
momentáneamente estacionaria las únicas constricciones que no se satisfacen
trivialmente son la constricción Hamiltoniana y la ley de Gauss. Asumiendo
datos iniciales conformemente planos estas toman la forma:

∇̂
2ψ +

1
4ψ3 γ̊abE̊aE̊b = 0 , (4.52a)

∇̊aE̊a = 0 . (4.52b)

con γ̊ab la métrica plana, la métrica fı́sica γab = ψ4γ̊ab y el campo eléctrico
reescalado E̊a := ψ6Ea. La construcción propuesta en [10] asume que el campo
eléctrico puede darse en términos del gradiente de una función armónica5 de
modo que cumpla

E̊a = −∂aϕ . (4.53)

En particular se puede tomar una solución que representa el campo asociado a
cargas ubicadas en las coordenadas ~ri

ϕ =

n∑
i=1

Qi

|~r − ~ri|
, (4.54)

Una vez especificado el valor del campo eléctrico se puede buscar una solución
a la constricción Hamiltoniana que tenga el comportamiento asintótico de la
solución de Reissner-Nördstrom alrededor de cada puntura. En particular, una
solución analı́tica en términos de la misma función armónica que se utilizó para

5Una función armónica es una solución a la ecuación de Laplace en un espacio plano ∇̊2F = 0.
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especificar el campo eléctrico es

ψ2 =

(
1 +

k
2
ϕ

)2

−
ϕ2

4
=

(
1 +

k + 1
2
ϕ

) (
1 +

k − 1
2
ϕ

)
. (4.55)

En el caso particular n = 1 esta solución se reduce a Reissner-Nördstrom cuando,
mientras que tomando k→∞ se aproxima a la solución de Brill-Lindquist para
múltiples agujeros negros sin carga, y cuando |k| = 1 se reduce a la solución
estática de agujeros negros cargados extremalmente de Papapetrou-Majumdar
[143, 124]. Observando el comportamiento de la solución alrededor de cada
puntura se observa que representa múltiples agujeros negros cargados con
Mi = kQi, es decir que todos poseen el mismo cociente carga:masa.

Como última nota al respecto, un trabajo muy reciente [70] presenta una
construcción analı́tica que generaliza a la anterior, basada en una solución
general a las constricciones (4.52a) y (4.52b) encontrada por Misner y Wheeler
en términos de dos funciones armónicas arbitrarias C y D

ψ2 = CD , E̊a = C∂aD −D∂aC . (4.56)

En particular se obtiene una solución que representa múltiples agujeros negros
con carga eléctrica arbitrarios al tomar

C = 1 +

n∑
i=1

Mi + Qi

2|~r − ~ri|
, D = 1 +

n∑
i=1

Mi −Qi

2|~r − ~ri|
. (4.57)

En particular, tomando el caso Mi = kQi se recupera la solución analı́tica
obtenida anteriormente. Asintóticamente, tomando r → ∞, la solución tien-
de a la métrica de Reissner-Nördstrom con masa total Mtot. =

∑
Mi y carga

Qtot. =
∑

Qi. Sin embargo, tomando r → ~ri se obtienen las masas y cargas
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individuales asociadas a cada puntura

mi = Mi +
∑
j,i

MiM j −QiQ j

2ri j
, (4.58a)

qi = Qi +
∑
j,i

MiQ j −QiM j

2ri j
. (4.58b)

Donde ri j es la distancia coordenada entre las punturas i-ésima y j-ésima. Cabe
resaltar que la carga efectiva de cada agujero resulta igual a la carga desnuda
cuando el cociente carga:masa es igual para todos ellos.

4.4.3 Condiciones de frontera para el campo
electromagnético

El análisis hiperbólico de las ecuaciones de Maxwell muestra que los modos del
campo electromagnético que se propagan en la dirección normal a las fronteras
se componen de las proyecciones de los campos tangentes a la frontera. En
base a esta descomposición resulta entonces que para la componente normal
a la frontera basta con hacer la evolución hasta la frontera sin implementar una
condición especı́fica, y entonces solo enfocarnos en las componentes tangentes.

El enfoque más consistente consiste en imponer una evolución de los cam-
pos en la frontera que permita que los modos salientes se propaguen libremente
y solo imponer condiciones sobre los modos entrantes. Sin embargo por el mo-
mento no nos ocupamos de una descomposición tan formal e implementamos
condiciones de onda saliente para todas las componentes tangentes a las fron-
teras, y con ello obtenemos una evolución estable. En particular, asumimos que
en las fronteras la métrica ya es muy cercana a la métrica plana, de modo que en
la frontera radial externa imponemos condiciones de frontera de onda saliente
a las componentes Ez y Bφ, mientras que en las fronteras verticales se aplican
estas condiciones a las componentes Er y Bφ.

Otra condición de frontera surge al imponer simetrı́a ecuatorial. Al conside-
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rar campos electromagnéticos existe aún una libertad discreta al imponer esta
simetrı́a, la cual consiste en conservar o invertir el signo de la carga eléctrica
de la configuración reflejada en el ecuador. En el primer caso, la superposición
de campos eléctricos en el plano ecuatorial anula idénticamente la componente
Ez, y de modo similar los campos magnéticos se anulan en el origen ya que
se pueden interpretar como asociados a corrientes en el eje vertical con di-
recciones opuestas. En conclusión esto se puede implementar asumiendo que
la componente Er tiene comportamiento par al reflejarse en el plano ecuato-
rial, mientras que las componentes Ez y Bφ tienen comportamiento impar. Un
análisis análogo en el caso en que se refleja la configuración y se invierten las
cargas lleva a la conclusión de que se tiene que considerar el comportamiento
complementario de las componentes del campo electromagnético al reflejarse
en el plano ecuatorial.

4.4.4 Resultados Numéricos

Utilizando la prescripción de la sección anterior se construyeron datos iniciales
analı́ticos para la colisión de agujeros negros con mismo cociente Q/M. Los
agujeros negros considerados son idénticos, por lo que la simulación puede
ejecutarse con mayor eficiencia imponiendo simetrı́a ecuatorial. Los datos ini-
ciales entonces están caracterizados por tres parámetros: la distancia al ecuador
z0, el parámetro de carga Q y el de masa M de cada agujero negro. Para esta
simulación se eligió M = 2.0, Q = 0.5 y z0 = 5.0. En términos del parámetro
individual de masa de cada agujero negro, la simulación se realizó con Q = M/4

y z0 = 5M/2, lo cual representa una distancia aproximada entre los horizontes
de 4M. Se utilizaron dominios numéricos con simetrı́a ecuatorial con 2002 y
4002 puntos, y resoluciones M/8 y M/16 respectivamente, de modo que las
fronteras se encuentran en r = 25M y z = 25M. Como condiciones de norma se
utilizó una foliación tipo 1 + log implementada como ecuación de evolución, y
un shift del tipo Gamma-Driver con un parámetro de disipación η = 4/M. Para
mantener una evolución estable en el eje se utilizó disipación numérica en todas
las variables dinámicas, con un valor de 0.005 para el coeficiente de disipación.
Además de esta consideración no se aplicó ningún otro procedimiento para
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preservar la regularidad en el origen.

La evolución procede de manera similar al caso sin carga, ya que la repulsión
eléctrica no es suficiente para compensar la atracción gravitacional. Las pun-
turas parten del reposo y se aceleran hasta colisionar en el origen del sistema
coordenado, momento en el que desaceleran súbitamente para dar paso a la
formación de un único agujero negro con carga eléctrica. El agujero negro final
se asienta hacia una configuración esféricamente simétrica. Durante la colisión,
el movimiento de los agujeros negros cargados da origen a la aparición de un
campo magnético azimutal, el cual termina oscilando con amplitud decayente
una vez que los agujeros se han fusionado. Las figuras 4.26, 4.27, 4.28, 4.29,
muestran la evolución durante un tiempo igual a 25M, que es aproximadamen-
te el tiempo en que el centro del dominio entra en contacto causal con las
fronteras. Durante este perı́odo los agujeros negros parten del reposo y se ace-
leran gradualmente, avanzando aproximadamente una distancia coordenada M

hacia el centro de masa. Esto lo podemos identificar sin necesidad de encon-
trar horizontes aparentes observando el comportamiento del mı́nimo del lapso,
que coincide con el comportamiento de la singularidad en el factor conforme
(figuras 4.26 y 4.27).

Por otra parte, como se observa el la figura 4.28 el vector de corrimiento
reacciona rápidamente en la vecindad de cada puntura mostrando un compor-
tamiento similar al que desarrolla en el caso de la evolución de un agujero negro
aislado. Al continuar la evolución las componentes centrales del shift alrededor
de cada puntura se cancelan terminando con un perfil similar al de un agujero
negro individual.

Por otra parte, la evolución del campo electromagnético resulta no trivial.
Ininicalmente el campo magnético es nulo, mientas que el campo eléctrico cerca
de cada puntura se asemeja al campo de un agujero negro cargado. Al acelerarse
las punturas se genera un campo magnético azimutal, con signos opuestos en
ambas punturas como se aprecia con detalle en el eje en la Figura 4.29. Por
su parte, el campo eléctrico conserva en buena forma el perfil en la región
lejana, mientras que en la parte central la posición de las punturas se mueve
y con ello las fuentes en donde identificamos la carga asociada a cada agujero
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Figura 4.26: Evolución del lapso en el eje durante la primera fase de la colisión
de dos agujeros negros cargados idénticos con Q = M/4. Inicialmente se toma
un perfil precolapsado de la forma α = 1/ψ4.

negro (Figura 4.32). Finalmente las punturas se fusionan y el campo tiende a
un perfil esférico, que es el correspondiente a un agujero negro RN. Por otra
parte, como el agujero negro final por consideraciones de simetrı́a acaba en
reposo y posee carga eléctrica, el campo magnético ha de tender a anularse.
Esto lo observamos con detalle en la Figura 4.31. Lo que sucede es que una vez
que los agujeros negros se desaceleran súbitamente se produce un cambio de
signo gradual en la componente angular del campo magnético, y a partir de ese
momento comienza a oscilar con amplitud decreciente.

La simulación se considera que llega a un estado final una vez que los
agujeros negros colapsan y la evolución tiende a un estado cuasi-estacionario.
En la figura 4.30 se aprecian los perfiles finales del lapso, logaritmo del factor
conforme, y las componentes z del vector de corrimiento y el campo eléctrico.
En este estado la evolución de estas funciones continua aun ritmo menor por
efectos de la elección de norma, el lapso sigue colapsando alrededor de la
puntura y el vector de corrimiento sigue creciendo para compensar los efectos
de estiramiento de la malla.
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Figura 4.27: Evolución del logaritmo del factor conforme en el eje durante
la primera fase de la colisión de dos agujeros negros cargados idénticos con
Q = M/4.

Finalmente se incluye en la Figura 4.33 la gráfica del residuo obtenido al
evaluar la constricción de Gauss a distintos momentos de la evolución, para dos
resoluciones distintas, mostrando convergencia al orden esperado.

Para comparación presentamos el caso con cargas opuestas utilizando los
mismos parámetros, y Q2 = −Q1. La evolución de la geometrı́a del espacio-
tiempo procede de manera muy similar (figuras 4.34, 4.35, 4.36), con la exep-
ción de que al poseer las cargas signos opuestos, experimentan una fuerza
atractiva que finalmente hace que el tiempo de colapso sea un poco menor.
Esto puede apreciarse mejor en la gráfica de la componente paralela al eje del
vector de corrimiento, en la que se obseva una pendiente mayor en el orı́gen al
mismo momento de la evolución.

La diferencia fundamental se da en los campos electromagnéticos. Al ser
las cargas opuestas el efecto lejano es una cancelación del campo eléctrico,
resultando en un perfil similar al de un dipolo eléctrico. En la Figura 4.39 se
aprecia la distribución del campo eléctrico a distintos momentos de la evolución.
Mientras las punturas se acercan la cancelación entre los campos se hace más
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Figura 4.28: Evolución de la componente vertical del vector de corrimiento en
el eje durante la primera fase de la colisión de dos agujeros negros cargados
idénticos con Q = M/4.

evidente, y una vez que se juntan el campo residual tiende a desvanecerse,
llegando a una configuración que describe un agujero negro sin carga. Por su
parte, la componente azimuthal del campo magnético adquiere el mismo valor
alrededor de ambas punturas (figura 4.37), y cuando se fusionan las punturas
se produce un cambio de signo como producto de la desaceleración de las
cargas. Esta configuración del campo magnético comienza a oscilar con amplitud
decreciente, de modo que los campos residuales se radı́an (figura 4.40).

Del mismo modo que en el caso con carga del mismo signo, se incluye en
la Figura 4.38 los perfiles del lapso, el logaritmo del factor conforme, el vector
de corrimiento y el campo eléctrico una vez que la evolución ha alcanzado un
estado cuasi-estacionario. Se observa un campo eléctrico residual oscilante que
está en proceso de radiación y que en comparación en esta etapa es dos ordenes
de magnitud menor al remanente que quedó en el caso anterior el cual resulta
en un agujero negro cargado.
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Figura 4.29: Evolución de la componente angular del campo magnético en el eje
durante la primera fase de la colisión de dos agujeros negros cargados idénticos
con Q = M/4.

4.5 Discusión

Haciendo un recuento de los avances en la lı́nea de este capı́tulo, primeramente
se tiene que para el caso de espacio-tiempos regulares es posible llegar a una
formulación de valores iniciales explı́citamente regular en el eje. El formalismo
aquı́ presentado es bastante regular y aquı́ lo abordamos explı́citamente para el
caso de la formulación BSSN en el que se busca aislar el elemento de volúmen y
la expansión local como variables independientes del sistema. Para este sistema
se encuentra una formulación muy robusta que resulta estable incluso al omitir
un procedimiento de regularización explı́cito.

Se analizaron detenidamente pruebas estándar para un código de este tipo,
contemplando simulaciones de espacio-tiempo plano con norma no trivial que
incluyen la evolución en la dirección angular. Esto representa un buen avance
con respecto a otros estudios en axisimetrı́a que asumen una dinámica trivial en
la dirección angular. También se consideró la inclusión de materia en la forma de
un campo escalar distribuı́do esféricamente. La evolución en este caso también
procede de manera regular. En este caso se observa que para incrementar la
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Figura 4.30: Estado final sobre el eje de la función de lapso α, el logaritmo del
factor conforme φ, la componente vertical del vector de corrimiento βz, y la
componente vertical del campo eléctrico Ez.

estabilidad en el eje es necesario añadir términos de disipación numérica a las
ecuaciones de evolución. Esta es una práctica muy común en simulaciones de
este tipo y debido a que estos términos se anulan en el lı́mite continuo no se
altera considerablemente el comportamiento de las soluciones.

Para probar el código en el régimen de campos intensos se consideraron
configuraciones correspondientes a un agujero negro de Schwarzschild y de Kerr
utilizando datos iniciales de tipo puntura. Se utilizaron las condiciones de norma
estándar para la evolución de punturas móviles y se observa el comportamiento
esperado. Dado que el comportamiento del lapso y de las componentes de la
curvatura extrı́nseca en las punturas es diferente del comportamiento regular
que asume el algoritmo de regularización, este falla y produce una evolución
inestable; por ello se realizaron estas evoluciones sin aplicar dicho procedi-
miento y en cada caso se observa una evolución estable. Finalmente se abordó
el problema de la colisión de agujeros negros cargados, asumiendo masas igua-
les y los casos de cargas iguales y opuestas. Por la simetrı́a del problema y
la conservación de la carga total se esperaba que las configuraciones finales
correspondieran a un agujero negro del tipo Reissner-Nördstrom en el caso de
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 4.31: Instantáneas de la evolución de la componente azimutal del campo
magnético en distintos momentos de la evolución durante la colisión de dos
agujeros negros idénticos con carga. Hacia el final de la evolución el campo
magnético comienza a oscilar con amplitud decayente (el error introducido por
contamina bastante las figuras a tiempos tardı́os, sin embargo esto no altera el
comportamiento cualitativo del campo).
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Figura 4.32: Instantáneas de la evolución del campo eléctrico en distintos mo-
mentos de la evolución durante la colisión de dos agujeros negros idénticos con
carga. Hacia el final de la evolución el campo tiende a una distribución esférica
caracterı́stico de la métrica de RN.

cargas iguales, y a un agujero negro de Schwarzschild en el caso de cargas
opuestas. La evolución de la geometrı́a del espacio-tiempo es muy similar en
ambos casos, observando un retraso relativo en el tiempo de colapso en el caso
en que las cargas poseen el mismo signo. Por otro lado, el comportamiento
de los campos electromagnéticos difiere bastante. Para el caso de cargas con
signos iguales el espacio-tiempo posee una carga neta y el comportamiento
asintótico de los campos coincide con el de una carga central, mientras que
al tomar cargas opuestas el comportamiento se asemeja asintóticamente al de
una distribución con momento dipolar. En el primer caso durante el colapso la
configuración del campo eléctrico tiende a la configuración de una carga pun-
tual en el orı́gen, mientras que en el segundo caso el campo eléctrico tiende a
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Figura 4.33: Valor absoluto residual de la constricción de Gauss evaluada sobre
el eje a distintos momentos de la evolución. Las lı́neas sólida y segmentada
corresponden a los valores obtenidos a distintas resoluciones, siendo la segunda
refinada por un factor de dos. La lı́nea segmentada está reescalada por un valor
de 24, mostrando convergencia a cuarto orden.

desvanecerse. En ambos casos como resultado de la aceleración de las cargas
se produce un campo magnético azimutal en la región central (por la simetrı́a
del problema este campo tiene una simetrı́a de reflexión bien definida en el
ecuador, siendo impar en el caso de cargas iguales y par en el caso de cargas
opuestas). Al colisionar las punturas el campo magnético comienza a decaer y
oscilar, dándonos de este modo una huella palpable del proceso de “ring down”
mediante el cual un agujero negro se asienta hacia una configuración estacio-
naria. Este comportamiento del campo magnético es bastante interesante ya
que nos lleva a pensar que inmediatamente después de la colisión de agujeros
negros de este tipo la acreción de partı́culas cargadas va a disminuı́r debido
a la fuerza de Lorenz. Para el caso en el que el agujero negro es producto de
la colisión de agujeros con cargas iguales el campo magnético residual en un
instante desvı́a un flujo radial de partı́culas acelerando las de un signo hacia los
polos, mientras las del signo contrario son desviadas hacia el ecuador. Para el
caso en que los agujeros negros originales tenı́an cargas opuestas las partı́cualas
son desviadas hacia cada polo, dependiendo de su signo.
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Figura 4.34: Evolución del lapso en el eje durante la primera fase de la colisión
de dos agujeros negros con masas idénticas y cargas opuestas, con |Q| = M/4.
Inicialmente se toma un perfil precolapsado.

Con todos estos resultados observamos que la formulación propuesta y
desarrollada en este capı́tulo es muy robusta y permite estudiar objetos as-
trofı́sicos relevantes. Una extensión natural de este trabajo es el estudio de
la colisión de agujeros negros en medios materiales. Aún se requieren carac-
terı́sticas adicionales en el código que permitan hacer un estudio más detallado.
La primera de ellas es la inclusión de condiciones de frontera adaptadas a
las constricciones, lo cual es una generalización del desarrollo mostrado en el
Capı́tulo 3. La generalización no es trivial, ya que al salir de la simetrı́a esférica es
necesario satisfacer las componentes de la constricción de momentos tangentes
a las fronteras, lo cual conceptalmente no presenta problemas ya que en este
caso existen dos modos entrantes del sistema de constricciones a partir de los
cuales podemos encontrar las condiciones deseadas. El problema conceptual
consiste en que fuera de la simetrı́a esférica adicionalmente se tienen modos
del sistema que no tienen que ver con las constricciones sino con el contenido
de radiación gravitacional entrante y no es trivial determinar cuál es el compor-
tamiento que evita la introducción de este tipo de información en las fronteras.
Por el momento es posible ignorar este detalle situando las fronteras del do-
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Figura 4.35: Evolución del logaritmo del factor conforme en el eje durante la
primera fase de la colisión de dos agujeros negros con masas idénticas y cargas
opuestas, con |Q| = M/4.

minio computacional lo más lejos posible, de modo que la región central esté
causalmente desconectada de ellas por mucho tiempo y los errores/radiación
introducidos sean mı́nimos. Otras caracterı́sticas necesarias para el análisis son
la extracción de radiación gravitacional/electromagnética y la detección de ho-
rizontes asociados a agujeros negros, ambas tareas no triviales. Actualmente el
formalismo más usado para la extracción de ondas gravitacionales se basa en
la reducción del tensor de Weyl en términos de escalares, y a partir de estos
calcular la información fı́sica relevante. En el Apéndice C abordo estos temas
con énfasis particular en el caso de espacio-tiempos con simetrı́a axial. Aunque
el tensor de Weyl puede descomponerse de un modo directo en términos de las
cantidades calculadas en el código, la descomposición multipolar y el cálculo
de las cantidades fı́sicas relevantes requiere de la evaluación de integrales de las
distintas cantidades sobre superficies esféricas. El tema de la detección de hori-
zontes asociados a agujeros negros lo trato en el Apéndice B, el enfoque usual
consiste en encontrar superficies con expansión nula, lo cual en axisimetrı́a
requiere únicamente encontrar curvas que cumplen ciertos criterios. Una vez
localizada una superficie de este tipo es posible encontrar las propiedades de la
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Figura 4.36: Evolución de la componente vertical del vector de corrimiento en
el eje durante la primera fase de la colisión de dos agujeros negros con masas
idénticas y cargas opuestas, con |Q| = M/4.

misma realizando distintas integrales sobre ella.

Un último detalle acerca de los resultados de este trabajo y acerca del
código en particular, un código de este tipo está en continuo desarrollo y
mantenimiento. Aún hay varias tareas de optimización del mismo que se han
identificado y se va a seguir trabajando en ello. El acceso al código está disponible
bajo petición y se espera que el equipo que trabaje con él crezca con el tiempo.
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Figura 4.37: Evolución de la componente angular del campo magnético en el
eje durante la primera fase de la colisión de dos agujeros negros con masas
idénticas y cargas opuestas, con |Q| = M/4.
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Figura 4.38: Estado final sobre el eje de la función de lapso α, el logaritmo del
factor conforme φ, la componente vertical del vector de corrimiento βz, y la
componente vertical del campo eléctrico Ez.



242 Capı́tulo 4. Escenarios en simetrı́a axial

−8

−6

−4

−2

 0

 2

 4

 6

 8

−8 −6 −4 −2  0  2  4  6  8

z

r

Campo eléctrico, t = 0.000000

 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

 0.25

 0.3

(a)

−8

−6

−4

−2

 0

 2

 4

 6

 8

−8 −6 −4 −2  0  2  4  6  8

z

r

Campo eléctrico, t = 25.000000

 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

 0.25

 0.3

(b)

−8

−6

−4

−2

 0

 2

 4

 6

 8

−8 −6 −4 −2  0  2  4  6  8

z

r

Campo eléctrico, t = 50.000000

 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

 0.25

 0.3

(c)

−8

−6

−4

−2

 0

 2

 4

 6

 8

−8 −6 −4 −2  0  2  4  6  8

z

r

Campo eléctrico, t = 75.000000

 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

 0.25

 0.3

(d)

Figura 4.39: Instantáneas de la evolución del campo eléctrico en distintos mo-
mentos de la evolución durante la colisión de dos agujeros negros con masas
idénticas y cargas opuestas, con |Q| = M/4. El agujero negro final tiene carga
nula, por lo que el campo tiende rápidamente a desvanecerse.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 4.40: Instantáneas de la evolución de la componente azimutal del campo
magnético en distintos momentos de la evolución durante la colisión de dos
agujeros negros con masas idénticas y cargas opuestas, con |Q| = M/4. Hacia
el final de la evolución el campo magnético comienza a oscilar con amplitud
decreciente.
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Capı́tulo 5

Conclusiones

En este trabajo hemos abordado varios aspectos de la Relatividad Numérica
abarcando desde desarrollos teóricos hasta aplicaciones en astrofı́sica y cosmo-
logı́a.

En los Capı́tulos 1 y 2 se hace una recapitulación de la descripción de
sistemas autogravitantes en Relatividad General como problemas de valores
iniciales. La motivación de esto fue dar una presentación autocontenida de la
metodologı́a para abordar este tipo de problemas con un énfasis particular en
situaciones simétricas. Actualmente estos tópicos se encuentran diseminados
en la literatura especializada y han ido refinándose conforme la investigación en
esta área ha avanzado. Consideré importante sintetizar estos contenidos en el
contexto de la formulación BSSN, la cual se ha mostrado bastante robusta para
su aplicación en la investigación en astrofı́sica relativista. Además, los conte-
nidos de estos capı́tulos no son únicamente relevantes como una recopilación
bibliográfica, sino que conllevan resultados y derivaciones nuevas, en particular
las referentes al análisis hiperbólico de la formulación BSSN generalizada y de las
ecuaciones de Maxwell. Los resultados de este tipo de análisis tienen relevancia
inmediata en la implementación de condiciones de frontera adecuadas y en el
análisis de la radiación emitida por estos sistemas. También la formulación de
las ecuaciones para el campo escalar cargado en el formalismo 3 + 1 constituye
un desarrollo original.
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El Capı́tulo 3 contiene los desarrollos de tres trabajos publicados durante
este perı́odo [13, 191, 192]. El punto en común de estos trabajos consiste en
que todos ellos tratan sistemas con simetrı́a esférica y la parte numérica se
trabajó utilizando el código OllinSphere2 del grupo de Relatividad Numérica
del Instituto de Ciencias Nucleares. El primero de estos trabajos trata acerca
de la implementación de condiciones de frontera consistentes con las ecua-
ciones de constricción de la Relatividad General. Se muestra que este enfoque
evita la introducción de errores que violan las constricciones y no convergen
a cero en el lı́mite continuo, caracterı́sticos de las condiciones de frontera de
tipo onda saliente que son utilizadas en la mayorı́a de las simulaciones actua-
les. Esto representa un incremento en la eficiencia computacional ya que nos
permite restringirnos a dominios pequeños y enfocar los recursos para contar
con alta resolución sin necesidad de aplicar métodos de mallas adaptativas más
sofisticados.

El segundo trabajo contempla la evolución y colapso de campos escala-
res con interacción electromagnética con el objetivo de probar la conjetura de
censura cósmica en este tipo de procesos. Se observa en todos los casos estu-
diados que resultan en colapso total la formación de un horizonte aparente que
rápidamente tiende a estabilizarse hacia una configuración estacionaria consis-
tente con la métrica de Reissner-Nõrdstrom. Aunque teóricamente es posible
tener configuraciones estacionarias que presentan singularidades desnudas pa-
ra el sistema Einstein-Maxwell, se observa que el impacto de la interacción
electromagnética en la dinámica resulta en una tendencia a la formación de
configuraciones neutras junto con la dispersión del exceso de carga.

Por último, se utilizó el código para estudiar el colapso de configuraciones
cosmológicas inhomogéneas con simetrı́a esférica, haciendo una comparación
entre cosmologı́as dominadas por un fluı́do perfecto sin presión y un campo
escalar real. Este trabajo está intrı́nsecamente relacionado con un estudio del
crecimiento de las perturbaciones lineales de un campo escalar [8], el cual no
se incluye en los contenidos de la tesis pero se trabajó en él paralelamente. Los
resultados para la evolución de perturbaciones pequeñas (lineales) de fluı́do
perfecto en un universo en expansión son bien conocidos y en nuestro caso
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bien reproducidos. No obstante, el caso de campo escalar no ha sido analizado
con el mismo rigor (aunque sı́ existen trabajos previos en los que generalmente
se toma el enfoque de considerar promedios espaciales y/o temporales). Uti-
lizando este enfoque obtenemos que para un campo escalar masivo existen
configuraciones (cuya extensión es mayor que la longitud Compton asociada
al campo escalar) para las cuales en el lı́mite de perturbaciones pequeñas el
contraste en la densidad de energı́a crece de una manera consistente con el
crecimiento de las perturbaciones de polvo. Por el contrario, las configuracio-
nes en las cuales la inhomogeneidad está distribuı́da en una escala comparable
o menor que la longitud Compton del campo se dispersan de un modo esen-
cialmente libre. Este resultado corrobora rigurosamente afirmaciones de otros
trabajos previos ofreciendo un argumento a favor del modelo de campo escalar
como materia oscura en base a la posibilidad de explicar la escasez de galaxias
pequeñas en términos de esta frecuencia de corte natural. Por último observa-
mos que al considerar el colapso de este tipo de configuraciones en el régimen
no lineal, el modelo de polvo da paso a la formación de estructuras en tiempos
menores que el modelo de campo escalar. Esto es bastante intuitivo ya que el
polvo no posee presión intrı́nseca que evite el colapso, mientras que el campo
escalar al llegar a una etapa de colapso total presenta una dinámica mucho más
complicada.

Finalmente, el Capı́tulo 4 abarca un objetivo que fue el principal motor de
este trabajo: la simulación numérica de espacio-tiempos axisimétricos. El tra-
bajo presentado en esta sección es totalmente original y se están preparando
artı́culos al respecto para su publicación, y a diferencia de otros trabajos simila-
res que usan una reducción dimensional propuesta por Geroch, aquı́ se emplea
el mismo enfoque mediante el cual hacemos simulaciones en simetrı́a esférica
en el grupo de Relatividad Numérica del ICN-UNAM. Para esto se adaptó la
formulación BSSN para los casos en que la simetrı́a axial es explı́cita, y se aplicó
un procedimiento de regularización a las ecuaciones de evolución de modo
que en un espacio-tiempo regular todas las funciones sean bien comportadas
en el eje. Una primera versión de este sistema se publicó como parte de las
memorias del “IX Taller de la División de Gravitación y Fı́sica Matemática de
la Sociedad Mexicana de Fı́sica” [190]. Por el momento se han considerado las
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condiciones de norma estándar hiperbólicas en las que se basan la mayorı́a de
simulaciones de colisiones de agujeros negros en la actualidad. El código con-
templa la evolución de espacio-tiempos con momento angular, de modo que
las simplificaciones del sistema de ecuaciones de evolución por consecuencia
de la simetrı́a son minimas respecto a las que ocurren en simetrı́a esférica. Se
han hecho pruebas del código en espacios sin materia, que corresponden a
elecciones no triviales de norma y también contemplan la inclusión de agujeros
negros estacionarios. Un resultado no esperado son las robustas propiedades
de estabilidad de la formulación, ya que se han logrado simulaciones por largos
tiempos con resoluciones moderadas e incluso omitiendo el proceso de regula-
rización en el eje. Las simulaciones reproducen los comportamientos conocidos
de las distintas funciones del sistema y el valor residual de las constricciones
converge a cero consistentemente con el orden de discretización. También se
han realizado simulaciones que incluyen materia utilizando un campo escalar
real con resultados igual de satisfactorios. Por último se muestran simulaciones
correspondientes a la colisión frontal de agujeros negros cargados, tema que
sólo ha sido estudiado recientemente en paralelo al desarrollo de este trabajo.
Se observan diferencias cualitativas en el comportamiento de los sistemas al
comparar el caso con cargas iguales y el caso con cargas opuestas. Estos resul-
tados son muy positivos, pero requieren refinamiento y más desarrollo técnico,
sobre todo para poder obtener de ellos información relevante a la fı́sica del
evento a partir de las señales gravitatorias y electromagnéticas generadas.



Apéndice A

Cantidades conservadas: masa,
carga y momento angular

A.1 Integrales de Komar

La densidad de energı́a de la materia que compone un sistema está codificada en
el tensor de energı́a momento, que cumple una ley de conservación ∇µTµν = 0.
Esto no es suficiente para dar una definición adecuada de la masa de un sistema
en Relatividad General ya que este tensor no considera la contribución del
campo gravitacional a la energı́a total del sistema. Una cantidad adecuada para
estos fines puede construirse cuando el espacio-tiempo posee un vector de
Killing temporaloide kµ[62], ya que la existencia de este tipo de vectores está
relacionada a las simetr’ias del espacio-tiempo y estas a su vez con la existencia
de cargas conservadas. En este caso podemos construir una corriente

JµK := kν (4)Rµν = (4)
∇
ν (4)
∇
µkν , (A.1)

la cual también cumple una ecuación de conservación (4)
∇µJµK = 1

2kµ (4)
∇µR = 0

(la última igualdad es una propiedad al tomar la derivada del escalar de curvatura
a lo largo de un vector de Killing). De este modo se puede definir una cantidad
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conservada que podemos asociar a la masa del sistema

IK =
1

4π

∫
Σ

nµJµKdV =
1

4π

∫
Σ

nµ∇ν∇µkνdV , (A.2)

conocida como la Integral de Komar. En este caso podemos usar el teorema de
Stokes para reescribirla como una integral de superficie

IK =
1

4π

∮
∂Σ

nµ∇µkνdAν . (A.3)

Para un espacio-tiempo con un vector de Killing angular mµ y espacialoide,
es totalmente análogo el cálculo de una constante asociada a la magnitud del
momento angular del sistema, en este caso

JK = −
1

8π

∮
∂Σ

nµ∇µmνdAν . (A.4)

A.2 Integrales ADM

Otro enfoque para definir los conceptos de masa y momento angular de un
sistema fue introducido por Arnowitt, Deser y Misner en su artı́culo sobre la
dinámica de la Relatividad General[20]. Tomando el lı́mite de campo débil, la
contribución de la curvatura extrı́nseca a la densidad se vuelve despreciable y
se tiene

ρADM =
1

16π
3R =

1
16π

∂ j(∂ihi j − ∂ jh) . (A.5)

Por otra parte, la curvatura extrı́nseca domina en la densidad de momento

jADMi =
1

8π
∂ j(Ki j − δ

i
jK) (A.6)

Integrando estas expresiones y utilizando el teorema de Stokes se reducen
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estas fórmulas a integrales de superficie

MADM =
1

16π

∮ (
δi j∂ih jk − ∂kh

)
dAk (A.7)

Pi
ADM =

1
8π

∮ (
Ki

j − δ
i
jK

)
dA j (A.8)

Podemos definir una densidad de momento angular li = εi jkx j jADMi y en-
tonces tenemos para el momento angular total

Ji
ADM =

1
8π

∮
εi jkx jKkldAl (A.9)

donde el segundo término de la densidad de momento se anula al ser el ele-
mento de área paralelo al vector de posición en infinito.

Es importante notar que estas expresiones se derivan en el lı́mite de campo
débil y que para una situación donde la dinámica sea fuerte las integrales de
volumen no están bien justificadas; el hecho de que se tomen estas integrales
de superficie en infinito hace que estas cantidades estén bien definidas a pesar
de lo complicada que pueda ser la dinámica interna.

Un aspecto importante de la masa ADM es que bajo ciertas condiciones es
semipositiva, siendo el espacio de Minkowski el único caso donde el valor de
esta cantidad es cero. Este resultado es conocido como el teorema de energı́a
positiva, y dice que la masa ADM de cualquier espacio-tiempo no singular,
asintóticamente plano en el que se satisface la condición de energı́a dominante,
es no negativa.

A.3 Integral de carga

Dado que la corriente electromagnética cumple una ecuación de continuidad,
es posible mostrar que la carga eléctrica total es una cantidad conservada. La
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densidad de carga en una superficie espacialoide es ρem = −nµ jµem, y la carga
total es entonces

Q =

∫
Σ

ρemdV =
1

4π

∫
Σ

(3)
∇mEmdV , (A.10)

y utilizando el teorema de Stokes

Q =
1

4π

∮
∂Σ

EmdAm . (A.11)

Definiendo las cantidades conformes asociadas ρ̂em = ψ6ρem, Êa = ψ6Ea y
γ̂mn = ψ−4γmn, se tiene entonces que dV = ψ6dV̂ y entonces se puede expresar
inmediatamente la integral de carga en términos de las cantidades conformes

Q =

∫
Σ

ρ̂emdV̂ =
1

4π

∫
Σ

∇̂mÊmdV̂ =
1

4π

∮
∂Σ

ÊmdÂm . (A.12)

Para lo que se consideró que la constricción de Gauss toma la forma:
∇̂mÊm = 4πρ̂em.



Apéndice B

Caracterización de Agujeros Negros

La existencia de singularidades y agujeros negros en el espacio-tiempo es una
predicción genérica de la Relatividad General [101, 146, 69]. Aunque se espera
que una descripción cuántica de la gravitación sea capáz de remediar el proble-
ma de la existencia de singularidades a nivel clásico, es posible que la estructura
causal no trivial asociada a agujeros negros se manifieste macroscópicamente y
por ello es relevante caracterizar este tipo de objetos.

El factor que define la existencia de un agujero negro es la presencia de
un horizonte que encierra una región causalmente desconectada de otra región
exterior. Como ni siquiera la luz es capaz de escapar de esta región, este tipo
de objetos no emiten señales electromagnéticas a nivel clásico y de allı́ surge su
nombre. Los agujeros negros estacionarios son relevantes porque son las con-
figuraciones hacia las que tiende el espacio-tiempo como producto del colapso
gravitacional y un resultado importante en este sentido son los teoremas de “no
pelo” que en general dicen que los agujeros negros estacionarios requieren para
su descripción un número finito de parámetros asociados a cargas conservadas.
Dada su relevancia dentro de las distintas ramas de la gravitación moderna el
estudio y caracterización de agujeros negros ha sido un tema de estudio de alto
impacto, y una revisión de esto puede consultarse en [23].
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B.1 Horizonte de eventos

El horizonte de eventos es la superficie que encierra la región de no retorno en
un agujero negro. Un horizonte de eventos futuro se define formalmente como
la frontera del pasado causal del futuro nulo asintótico J +. Por definición un
horizonte de eventos es una hipersuperficie nula y es un concepto global que
requiere del conocimiento de la totalidad del espacio-tiempo. Se dice que un
espacio-tiempo presenta un agujero negro si existe un horizonte de eventos.

Al ser una superficie nula, esta es generada por geodésicas nulas y representa
una frontera en la cual el comportamiento de las geodésicas salientes cambia: en
el exterior todas las geodésicas salientes pueden ser extendidas arbitrariamente
hasta el infinito nulo, mientras que en el interior esto no ocurre y genéricamente
llegan a una singularidad.

Un método para determinar la posición de un horizonte de eventos consiste
en integrar geodésicas nulas salientes. Esto se optimiza haciendo la integración
desde el final de la evolución hacia el pasado ya que de este modo el horizonte
de eventos se comporta como un atractor. Como ejemplo tomamos el caso del
espacio-tiempo de Schwarzschild en coordenadas de Boyer-Lindquist, en el cual
solo consideraremos trayectorias radiales nulas. Esta condición implica que la
velocidad asociada a estas trayectorias es

dr
dt

= 1 −
2M

r
. (B.1)

Claramente la posición r = 2M es estacionaria y es la que corresponde al
horizonte de eventos en estas coordenadas. En general las trayectorias con este
vector tangente en el exterior están determinadas por

t − t0 = 2M ln
r − 2M
r0 − 2M

+ r − r0 , r0 > 2M . (B.2)

Todas estas trayectorias se aproximan asintóticamente hacia el horizonte de
eventos cuando se extienden al pasado (Figura B.1). En este caso es inmediata
la identificación del horizonte, pero al considerar casos no estacionarios y con
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Figura B.1: Geodésicas nulas salientes en la región exterior del espacio-tiempo
de Schwarzschild con M = 1/2. Mostradas en orden descendente para los
parámetros r0 = 1.001, 1.01, 1.1, 2, 4, 8.

menos simetrı́as la integración de las ecuaciones geodésicas no es tan simple.

Otra idea en esta lı́nea consiste en parametrizar al horizonte como una
superficie de nivel de una función escalar F, de modo que al ser su gradiente
nulo la función estará restringida a cumplir una ecuación de evolución:

∂tF = βi∂iF − α
√

(3)∇iF (3)∇iF . (B.3)

Este es un método muy robusto para encontrar horizontes de eventos que ha
sido implementado exitosamente en el pasado. Una revisión más extensa puede
encontrarse en [74]. Si tomamos el ejemplo anterior la ecuación (B.3) puede
resolverse por el método caracterı́stico. Entonces el perfil inicial que demos a la
función escalar F será constante a lo largo de las geodésicas nulas. La Figura B.2
muestra la evolución de la función escalar F.

B.2 Horizontes de Killing

Otras superficies interesantes en la caracterización de agujeros negros son los
llamados Horizontes de Killing, que consisten en hipersuperficies nulas asocia-
das a un vector de Killing en las que este cambia de carácter temporaloide a
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Figura B.2: Evolución de la función F en el espacio-tiempo de Schwarzschild
con M = 1/2, en coordenadas de Boyer-Lindquist.

espacialoide. La exposición de este concepto la baso en la que aparece en [62].
Una caracterı́stica de los espacio-tiempos estacionarios es la existencia de un
vector de Killing asociado a las traslaciones temporales en infinito ~k, y para
el caso de agujeros negros estacionarios también se tiene un vector de Killing
rotacional ~m. Para agujeros negros estacionarios se tiene que el horizonte de
eventos es un horizonte de Killing de la combinación ~k + ωH ~m, para un valor
constante ωH que depende del momento angular del sistema.

Un concepto asociado a los Horizontes de Killing es el de gravedad su-
perficial, que puede interpretarse como la aceleración de una partı́cula estática
cercana al horizonte medida por un observador en infinito. Como un vector
de Killing χµ es proporcional al tangente a las geodésicas sobre el horizonte,
cumple con la ecuación

χµ∇µχ
ν = κχν , (B.4)

donde κ es la gravedad superficial. Dado que ~χ es vector de Killing y de acuerdo
con el teorema de Frobenius, podemos transformar esta expresión en

κ2 = −
1
2

(∇µχν)(∇µχν) . (B.5)

Cabe observar que bajo un reescalamiento del vector de Killing por una constan-
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te ~χ→ c~χ, la gravedad superficial se ve reescalada κ→ c2κ. Una normalización
natural en un espacio asintóticamente plano es requerir que la norma del vector
de translaciones temporales kµ cumpla k2 = −1 para r → ∞ y apunte hacia el
futuro.

Podemos verificar la afirmación de que la gravedad superficial corresponde
a la aceleración de una partı́cula en el horizonte vista desde infinito en el caso
estático. En el horizonte el vector ~k es proporcional a la cuadrivelocidad del
observador estático en el horizonte

kµ = V(x)uµ, V =
√
−kµkµ (B.6)

donde V es el factor de corrimiento al rojo. La aceleración del observador
estático en el horizonte es entonces

aµ = uν∇νuµ = ∇µ ln V (B.7)

y la magnitud de esta aceleración es

a = V−1
√
∇µV∇µV (B.8)

Un observador en infinito medirı́a un valor corrido al rojo

κ = Va =
√
∇µV∇µV (B.9)

y se puede verificar que esta expresión es equivalente a (B.5).

B.3 Condiciones de energı́a

Al ser la relatividad general una teorı́a clásica es razonable suponer que el
contenido de materia que funge como fuente en las ecuaciones de Einstein a
través de su tensor de energı́a-momento Tµν satisface algún tipo de condición en
tanto al contenido de energı́a. Los teoremas generales de existencia y unicidad
de soluciones ası́ como los teoremas de singularidades parten de la hipótesis
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de que la materia cumple con algunas de estas condiciones. En este apartado
incluyo una breve descripción de las cuatro condiciones comunes. Una lectura
más extensa se puede encontrar en la mayorı́a de los textos, por ejemplo en
[150].

Para escribir las condiciones de energı́a de un modo concreto se considera
la expresión del tensor de energı́a momento en un sistema que lo diagona-
liza localmente Tµν = diag(ρ, p1, p2, p3). Esta descomposición coincide con la
descripción de fluı́do cuando la tétrada se construye con el vector de cuadrive-
locidad del mismo, de modo que ρ es la densidad comóvil.

• Condición débil: Especifica que la densidad de energı́a medida por cual-
quier observador es no negativa. Esto es que para todo vector tempora-
loide uµ se cumple: Tµνuµuν ≥ 0. Esto también se puede reescribir en
términos de la descomposición de fluı́do como las condiciones ρ ≥ 0 y
ρ + pi ≥ 0.

• Condición nula: Se enuncia de manera similar a la condición débil pero
haciendo énfasis en direcciones nulas. En este caso para un vector nulo
arbitrario kµ se tiene: Tµνkµkν ≥ 0. En la versión de fluido la condición sólo
implica las desigualdades ρ + pi ≥ 0.

• Condición fuerte: Esta es en realidad una condición sobre la curva-
tura, y se vuelve una condición de energı́a en virtud de las ecuacio-
nes de Einstein. Se enuncia que para todo vector temporaloide uµ se
cumple: (Tµν − gµνT/2)uµuν ≥ 0. En forma de fluı́do se enuncia como
ρ + p1 + p2 + p3 ≥ 0 y ρ + pi ≥ 0.

• Condición dominante: Dicta que el flujo de momento visto por cualquier
observador se propaga a lo largo de lı́neas temporaloides o nulas. Entonces
para todo vector temporaloide uµ se cumple: Tµνuµ es un vector dirigido
hacia el futuro de carácter temporaloide o nulo. En forma de fluı́do se
enuncia como ρ ≥ 0 y ρ ≥ |pi|.

Estas condiciones están jerarquizadas, siendo las más restrictivas la fuerte
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y la dominante. De estas dos únicamente la condición dominante implica la
condición débil, y a su vez todas las anteriores implican la condición nula.

B.4 Censura Cósmica

Debido a la existencia inevitable de singularidades, una de las principales interro-
gantes de la Relatividad General es si, a diferencia del caso de agujeros negros,
es posible la formación de singularidades desnudas que no posean un horizonte
de eventos que las desconecte causalmente de una región del espacio-tiempo.
La falta de evidencia de este tipo de singularidades ha llevado a la formulación
de la conjetura de censura cósmica [147] que brevemente se enuncia como: Si
el espacio-tiempo se encuentra inicialmente en un estado genérico, no singular,
asintóticamente plano y además se cumple la condición de energı́a dominante,
el colapso gravitacional no genera singularidades desnudas. [199]

Se han encontrado contraejemplos no genéricos [177], y se ha replantea-
do la conjetura en términos más débiles, pero no ha sido posible a la fecha
demostrarla formalmente ni encontrar contraejemplos genéricos que permitan
desecharla. En el contexto clásico de la Relatividad General la validez de estas
conjeturas sigue siendo un problema abierto importante y una de las mayo-
res motivaciones de la investigación en gravedad cuántica está encaminada a
la existencia y naturaleza de las singularidades en virtud de las correcciones
cuánticas.

B.5 Horizontes aparentes

En la práctica, el concepto de horizonte de eventos no es muy adecuado por
el carácter global que se le asocia. Por otra parte, el concepto de horizontes
aparentes es muy útil ya que su definición es local en el sentido de que están de-
finidos sobre hipersuperficies espacialoides del espacio-tiempo. Este concepto
se basa en la identificación de superficies atrapadas que son aquellas en las que
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la expansión de las geodésicas nulas salientes es negativa. Esta es precisamente
la noción que se tiene del horizonte de un agujero negro, y bajo condiciones
razonables de energı́a las superficies atrapadas conservan ese carácter durante
la evolución.

El horizonte aparente se define como la superficie marginalmente atrapada
exterior en una región, esto es que la expansión de geodésicas nulas salientes
ortogonales a la superficie es cero. Sea la métrica inducida en una superficie
contenida en una sección Σ, con normal ~s

hµν = gµν + nµnν − sµsµ . (B.10)

Ahora, la expansión está dada por el cambio de los elementos de volumen en la
dirección nula saliente ~l = ~n +~s, después de un poco de álgebra toma la forma

H = −
1

2
√

h
hµν£~l hµν = Dmsm

− K + Kmnsmsn . (B.11)

Usualmente se busca que el horizonte sea superficie de nivel de una función
escalar F. Como en ese caso sµ = DµF, la determinación del horizonte consiste
encontrar una superficie que satisface una ecuación diferencial elı́ptica [7].

La presencia de superficies atrapadas está ı́ntimamente ligada a la forma-
ción de singularidades, lo cual se expresa en los teoremas de singularidades de
Hawking y Penrose [146] que informalmente pueden enunciarse como: Para
un espacio-tiempo genérico en el que se cumple la condición de energı́a fuer-
te, la presencia de una superficie atrapada implica la existencia de una curva
temporaloide cerrada o una singularidad en el interior.

Un método general para abordar la solución de la ecuación (B.11) consiste
en considerar al horizonte aparente como curva de nivel de una función escalar
F(xi), tal que sin pérdida de generalidad lo definimos como una superficie en la
que

F(xi) = 0 . (B.12)

La condición de expansión nula solo toma en cuenta el gradiente de modo que
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queda escrita de la forma:(
γmn
−

DmFDnF
u2

) (DmDnF
u

− Kmn

)
= 0 , (B.13)

con u =
√

DaFDaF la norma del gradiente. Reexpresando la segunda derivada
covariante en términos de la métrica de fondo podemos reescribir(

u2γmn
−DmFDnF

)
∇̊m∇̊nF =

(
u2γmn

−DmFDnF
) (

∆a
mn∂nF + uKmn

)
. (B.14)

B.5.1 Horizontes aparentes en espacios con simetrı́as

El caso en simetrı́a esférica se simplifica notablemente, ya que el horizonte ha de
coincidir con una superficie esférica caracterizada por un valor de la coordenada
radial y el vector unitario saliente toma la forma ni = (1/

√
γrr, 0, 0). Sustituyendo

esto en la ecuación (B.11) obtenemos que la expansión de las geodésicas nulas
salientes está dada por:

H =
1
√
γrr

(
2
r

+
∂rγθθ
γθθ

)
− 2Kθ

θ . (B.15)

Cabe notar que esta no es una ecuación diferencial que sea necesario resolver
porque la geometrı́a del espacio-tiempo es conocida y la forma del horizonte
está restringida. Esta ecuación es una condición algebráica que cumplen las
superficies candidatas a ser horizontes aparentes, por lo que la implementación
usual consiste en calcular la expansión en toda la malla y buscar numéricamente
la raı́z de mayor valor de esta función con la mejor precisión que nos permita
la discretización.

Al considerar el caso en simetrı́a axial el procedimiento se vuelva más com-
plicado ya que solamente podemos asumir que el horizonte cumple con la
simetrı́a rotacional, por lo que ha de ser una superficie de revolución suave.
Asumiendo que el horizonte es representado por una curva de nivel F(xi) = 0,
entonces ha de cumplir la condición (B.14). El problema restante radica en que
la condición de expansión nula no es suficiente para determinar una curva que
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genere al horizonte. Una vı́a común para eliminar esta ambigüedad consiste
en asumir una parametrización tipo Strahlkörper (cuerpo de rayos), que asume
que el horizonte posee un punto en su interior desde el cual los rayos trazados
en todas direcciones la cruzan una única vez. Esta parametrización está adap-
tada a un sistema coordenado esférico, de modo que la función escalar queda
expresada como:

F(xi) = R(xi) − h(θ(xi)) , (B.16)

La función h(θ(xi)) da la coordenada radial como función del ángulo polar.

Haciendo uso de que la condición para la expansión nula es escalar, evalua-
mos el lado izquierdo en el sistema esférico. Para ello utilizamos la identidad

(
u2γmn

−DmFDnF
)

=
(
γabγmn

− γanγbm
)

DaFDbF

= εiamε jbnγi jDaFDbF . (B.17)

De este modo podemos reescribir la condición como una ecuación diferencial
para la función h

d2h
dθ2 − r −

sin2 θ
γφφ

(
γRRh′2 + 2γRθh′ + γθθ

)
(r − h′ cot(θ)) +

2
h

h′2

= −

(
|γ|

γφφ

)∣∣∣∣∣∣
s

(
u2γmn

−DmFDnF
) (

∆a
mn∂aF + uKmn

)
. (B.18)

El lado derecho puede ser evaluado en cualquier sistema, salvo el primer factor.
Como condicies de frontera consideramos que la curva sea suave, lo cual en
simetrı́a axial se interpreta como:

∂θ h|θ=0,π = 0 . (B.19)

Para el caso en que también exista simetrı́a ecuatorial, la suavidad de la superficie
implica que la derivada de h también se anula en el ecuador, por lo que podemos
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terminar allı́ la integración.

Una generalización para la determinación de horizontes aparentes en axisi-
metrı́a consiste en utilizar el hecho de que estos son superficies de revolución,
por lo cual al tener una curva que la genera, el vector tangente unitario a la curva
û y el vector rotacional de Killing ~ξ son tangentes a la superficie. Esto implica que
el vector normal unitario puede calcularse como el producto exterior de estos
últimos, ŝ = û× ξ̂. Entonces la condición de expansión nula, ecuación (B.11) se
vuelve una relación diferencial entre las componentes del vector tangente. Para
determinar completamente una curva en un espacio tridimensional requerimos
integrar tres ecuaciones diferenciales independientes. Completamos el conjunto
con el requerimiento de que el vector tangente sea unitario y ortogonal al vector
rotacional de killing. Este método no ha sido implementado a mi conocimiento
y tiene la ventaja de que no es necesario parametrizar al horizonte como una
curva de nivel.
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Apéndice C

El tensor de curvatura conforme

La parte relevante del tensor de curvatura en las ecuaciones de Einstein es el
tensor de Ricci, que puede ser interpretado como la traza del tensor de Riemann.
Los grados de libertad que se pierden al tomar la traza del tensor de Riemann
están contenidos en el llamado tensor de Weyl Cαβµν, que en un espacio n > 2

dimensional toma la forma:

Cαβµν := Rαβµν −
2

n − 2

[
gα[µRν]β − gβ[µRν]α

]
+

2
(n − 1)(n − 2)

gα[µgν]βR . (C.1)

De su definición es posible ver que este tensor comparte las simetrı́as del
tensor de Riemann, aparte de tener traza cero Cα

βαν = 0. Una caracterı́stica del
tensor de Weyl es que resulta ser idéntico para variedades relacionadas por una
transformación conforme.

Ahora para el caso en cuatro dimensiones, se puede separar al tensor de
Weyl en un par de tensores simétricos sin traza llamados la parte eléctrica y
magnética por analogı́a con el campo electromagnético. Estos son definidos al
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proyectar el tensor en la dirección normal a una hipersuperficie espacialoide:

Eµν := nαnβCαµβν , (C.2a)

Bµν := nαnβC ∗

αµβν . (C.2b)

En la última expresión C∗αµβν = Cαµλσελσ βν/2 es referida como el dual del tensor
de Weyl. Estos tensores resultan ser espacialoides ya que su proyección con el
normal es nula. Al contar con 10 componentes independientes en total, estos
tensores poseen toda la información referente al tensor de Weyl. Usando las
identidades de Gauss-Codazi-Mainardi estos pueden ser escritos en términos
de cantidades definidas sobre la hipersuperficie:

Eab =
1
2

[
£~nKab + (3)Rab + KKab +

1
α

(3)
∇a

(3)
∇bα

]TF

, (C.3a)

Bab = (3)εmn
(a

[
(3)
∇m

(
Knb −

1
2
γnb

(3)
∇mK

)
−

1
2
γbm

(3)
∇cKc

m

]
. (C.3b)

Al sustituir la ecuación de evolución de la curvatura extrı́nseca, y omitiendo
términos proporcionales a las constricciones se puede llegar a las expresiones:

Eab =
[

(3)Rab + KKab − KamKm
b − 4πSab

]TF
, (C.4a)

Bab = (3)εmn
(a

(3)
∇mAnb) , (C.4b)

donde Aab = Kab − γabK/3 es la parte sin traza de la curvatura extrı́nseca.

Las 10 componentes del tensor de Weyl pueden ser representadas en
términos de 5 escalares complejos, llamados escalares de Weyl, que se ob-
tienen al proyectar estos tensores sobre una tétrada nula. Esta es la base del
formalismo de evolución de Newmann-Penrose [139] que resulta muy útil ya
que estos escalares codifican la información fı́sica propagada en ondas gravi-
tacionales. La tétrada siempre puede ser construida usando el vector normal
nµ y una triada espacialoide unitaria êa

(i) (usualmente esta triada se construye
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de modo que en la región asintótica el vector ê(1) corresponde al vector radial
saliente unitario r̂ de un sistema coordenado esférico y los otros dos corres-
ponden a los vectores angulares tangentes a las esferas de radio constante. Por
convención usaremos que el vector azimutal es ê(3)). Definiendo el vector com-
plejo ~m := (ê(2) + iê(3))/

√
2 y el tensor complejo Qab := Eab − iBab estos escalares

pueden finalmente expresarse como

Ψ0 = Qabmamb ,

Ψ1 = −
1
√

2
Qabmaeb

(1) ,

Ψ2 =
1
2

Qabea
(1)e

b
(1) ,

Ψ3 =
1
√

2
Qabm̄aeb

(1) ,

Ψ4 = Qabm̄am̄b .

Expandiendo estas expresiones obtenemos

Ψ0 =
1
2

[(
E(2)(2) − E(3)(3) + 2B(2)(3)

)
− i

(
B(2)(2) − B(3)(3) − 2E(2)(3)

)]
, (C.6a)

Ψ1 = −
1
2

[(
E(2)(1) + B(3)(1)

)
− i

(
B(2)(1) − E(3)(1)

)]
, (C.6b)

Ψ2 =
1
2

(
E(1)(1) − iB(1)(1)

)
, (C.6c)

Ψ3 =
1
2

[(
E(2)(1) − B(3)(1)

)
− i

(
B(2)(1) + E(3)(1)

)]
, (C.6d)

Ψ4 =
1
2

[(
E(2)(2) − E(3)(3) − 2B(2)(3)

)
− i

(
B(2)(2) − B(3)(3) + 2E(2)(3)

)]
. (C.6e)

La información acerca de la radiación gravitacional entrante y saliente está
codificada en los escalares Ψ0 y Ψ4 respectivamente. Aunque estas expresiones
son bastante generales, un resultado importante para espacios axisimétricos sin
momento angular es que estos cinco escalares son reales. Esto puede verse
al notar que mientras que las componentes angulares de la parte eléctrica del
tensor de Weyl Eaφ (a , φ) se anulan, la parte magnética al ser un pseudotensor
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tiene un comportamiento distinto, y son precisamente esas componentes (Baφ)
las únicas no nulas (esto se puede verificar haciendo el cálculo directo). Entonces
las proyecciones que aparecen en las partes imaginarias son idénticamente cero.
La implicación fı́sica de este resultado es que un espacio-tiempo axisimétrico
sin momento angular tiene una única polarización admisible de ondas gravita-
cionales (un resultado similar puede derivarse para ondas electromagnéticas),
y conversamente se puede inferir que la razón entre las señales asociadas a las
dos polarizaciones independientes puede dar indicios acerca de las propiedades
de momento angular de las fuentes.

A partir de estas expresiones podemos hacer uso del tensor de energı́a-
momento de Issacson para calcular la energı́a y momento que llevan las ondas
gravitacionales. El flujo de energı́a está dado por

dE
dt

= lim
r→∞

1
16π

∮ ∣∣∣∣∣∣
∫ t

−∞

Ψ4dt′
∣∣∣∣∣∣
2

dA . (C.7)

Para el flujo de momento tenemos una expresión similar, que escrita en términos
del vector saliente queda

dPi

dt
= lim

r→∞

1
16π

∮
e(1)i

∣∣∣∣∣∣
∫ t

−∞

Ψ4dt′
∣∣∣∣∣∣
2

dA . (C.8)

No es claro de esta expresión, pero la simetrı́a axial requiere que el momen-
to lineal radiado sea paralelo al eje. Cualquier contribución normal al eje es
cancelada por una idéntica pero con el signo opuesto.

Otra consecuencia de la simetrı́a axial es el que las ondas gravitacionales
en este caso no lleven momento angular. Este solo se radı́a cuando la dinámica
no ocurre uniformemente alrededor del eje de rotación.
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C.1 Descomposición multipolar

En el caso axisimétrico la descomposición multipolar [189, 167] se simplifica
en buena medida. Comenzando por el hecho de que cualquier función f con
peso de espı́n s puede escribirse como la expansión en armónicos esféricos con
peso de espı́n

f (θ, φ) =
∑
l,m

f l,m
(

sYl,m(θ, φ)
)
, (C.9)

con coeficientes dados por

f l,m =

∮
f (θ, φ)

(
sȲl,m(θ, φ)

)
dΩ . (C.10)

Nos enfocamos en la descomposición de funciones sin dependencia en el ángulo
azimutal. Considerando que los armónicos esféricos con peso de espı́n puede
reescribirse en términos de las matrices-D de rotación de Wigner[201] como

sYl,m(θ, φ) = (−1)m

(
2l + 1

4π

)1/2

e−isψ D l
−ms(φ, θ,−ψ) , (C.11)

y a su vez escribiendo la matriz-D en términos de la matriz-d (pequeña)

sYl,m(θ, φ) = (−1)m

(
2l + 1

4π

)1/2

eimφ d l
−ms(θ) . (C.12)

Se tiene entonces que la dependencia angular queda factorizada, y como la
dependencia azimutal está dada por el factor eimφ, entonces para una función
que no depende del ángulo azimutal los únicos coeficientes no nulos de la
expansión son aquellos con m = 0. Más aún, la expresión explı́cita de las
funciones sYl,0 es

sY l,0 = (−1)s

√
2l + 1

4π
(l − s)!
(l + s)!

Ps
l (cosθ) , (C.13)



270 Capı́tulo C. El tensor de curvatura conforme

con Ps
l (cosθ) los polinomios asociados de Legendre.1

Con esto en mente, la expansión relevante para el escalar de Weyl Ψ4 en
simetrı́a axial es solamente

Ψ4 =

∞∑
l=2

Ψ4
l
(
−2Yl,0(θ, φ)

)
, (C.14)

con los coeficientes dados por

Ψ4
l =

√
π(2l + 1)

(l − 2)!
(l + 2)!

∫ π

0
Ψ4P2

l (cosθ) sinθdθ , (C.15)

que son precisamente los coeficientes (C.10) con m = 0.

Las expresiones para la energı́a y momento radiados [167] se simplifican
aún más al emplear los sı́mbolos 3- j de Wigner [36]. La energı́a radiada es la
suma de la norma de los coeficientes de la expansión integrados en el tiempo

dE
dt

= lim
r→∞

r2

16π

∞∑
l=2

∣∣∣∣∣∣
∫ t

−∞

Ψ4
ldt′

∣∣∣∣∣∣
2

. (C.16)

Para la expresión del momento lineal es necesario evaluar integrales cerradas
sobre tres armónicos esféricos con peso de espı́n. Las componentes perpendi-
culares al eje se cancelan automáticamente al tomar la integral sobre el ángulo
azimutal φ. Para la componente z la integración se reduce al producto de tres
polinomios asociados de Legendre, que pueden calcularse en términos de la
fórmula de Gaunt [64] dando:

dPz

dt
= lim

r→∞

r2

16π

∞∑
l=2

∫ t

−∞

Ψ4
ldt′

×

∫ t

−∞

(
clΨ̄

l−1
4 + cl+1Ψ̄

l+1
4

)
, (C.17)

1Desconozco la existencia previa de la demostración de esta identidad en la literatura, pero
por su simplicidad sospecho que ha de ser conocida. Esta resultado lo obtuve en Abril de 2008
como parte de mi servicio social.
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donde

cl :=

√
(l − 2)(l + 2)

(2l + 1)(2l − 1)
. (C.18)
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Apéndice D

Análisis hiperbólico

En este apéndice se desarrolla el análisis de hiperbolicidad de dos sistemas de
ecuaciones de evolución lineales, la ecuación de onda y las ecuaciones del cam-
po electromagnético, para los cuales es posible encontrar la descomposición
espectral del sı́mbolo principal de manera directa. Estos resultan ser ejemplos
muy didácticos y el segundo caso fue desarrollado en particular para entender
el comportamiento de los campos electromagnéticos en las fronteras del domi-
nio computacional y dar condiciones de frontera que resulten en una evolución
estable.

D.1 Ecuación de Onda

La ecuación de onda en n+1 dimensiones en un espacio-tiempo arbitrario toma
la forma:

∂tϕ = £~βϕ + αΠ ,

∂tχa = £~βχa + α∇aΠ + Π∇aα ,

∂tΠ = £~βΠ + αKΠ + α∇aχ
a + χa

∇aα .
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Entonces a parte principal tenemos que considerar el subsistema para χa y Π.
Esto queda

∂tχa − β
m∂mχa − α∂aΠ ' 0 , (D.1a)

∂tΠ − β
m∂mΠ − α∂mχ

m
' 0 . (D.1b)

Entonces las matrices caracterı́sticas toman una forma por bloques:

Mm =

−βmIn −αδm
a

−αγam
−βm

 , , (D.2)

donde In es la matriz identidad de dimensión n. El sı́mbolo principal conserva
esta forma, quedando al considerar una dirección de propagación arbitraria
caracterizada por el vector sm

Cm =
1
|s|2

saMa = −
1
|s|

βmŝmIn αŝa

αŝa βmŝm

 . (D.3)

Para calcular los valores propios hacemos uso de la identidad para matrices
por bloques

det

A B

C D

 = det(A) det(D − CA−1B) ,

que es válida siempre que el bloque A sea invertible. Entonces

det(C − λI) =
(
−η − λ

)n
(
(−η − λ) −

α2

|s|4
sasa

(−η − λ)

)
=

(
−η − λ

)n−1
(
(−η − λ) +

α
|s|

) (
(−η − λ) −

α
|s|

)
. (D.4)

Donde η = βmsm/|s|2. Con base a esta descomposición encontramos que todos
los valores propios son reales y haciendo un análisis detallado se ve que los
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vectores propios forman un conjunto real. Es posible adoptar la convención
para los vectores del sistema de escribirlos por componentes como (va, b) con
va las componentes de un vector espacialoide, y b un número real. Enlistando
tenemos:

• λ0 = −βmsm/|s|2

u0
(p) =

(
û(p) , 0

)
. (D.5a)

En esta expresión
{
û(p)

}
es una base ortonormal del complemento orto-

gonal a sm, de modo que la multiplicidad de este valor propio es n − 1 .
Entonces, los vectores propios son todos aquellos con Π = 0 y saχa = 0.

• λ± = −βmsm/|s|2 ± α/|s|

u± =
1
√

2
( ŝ , ∓1 ) . (D.5b)

En estos casos los vectores propios cumplen χa = ∓ŝaΠ respectivamente.
La normalización se escogió por conveniencia. Esto nos muestra que las
componentes del campo escalar que se propagan corresponden a las
derivadas en las direcciones nulas.

Es inmediato definir un producto interno entre vectores de sistema, deno-
tado por < u, v > basándonos en la descomposición que hemos hecho. Este
queda

〈 (Aa,F) , (Bb,G)〉 = γabAaBb + FG . (D.6)

Bajo este producto interior los vectores propios que definimos son ortonorma-
les.

La matrı́z cuyas columnas son los vectores propios en este caso queda

R :=
(
u0

(p) u+ u−
)

(D.7)
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Usando las propiedades de ortonormalidad de los vectores propios se tiene
entonces que la matriz inversa de esta es la que tiene por renglones a las uno-
formas asociadas a los mismos vectores. Por lo tanto podemos calcular el vector
de funciones propias w = R−1u, que usando el proyector normal a sm definido
hm

p := γm
p − ŝmŝp, queda entonces

w0
(p) = um

(p)χm = hm
p χm , (D.8a)

w± =
1
√

2
(ŝmχm ∓Π) . (D.8b)

D.2 Ecuaciones de Maxwell

La discusión de la hiperbolicidad de las ecuaciones de Maxwell que aparece
en [10] a mi parecer no contempla el caso general, aunque en esta referencia
se mencione que el sı́mbolo principal Eq. (*2.63) se sigue de las ecuaciones de
Maxwell generales (*2.37) y (*2.38)1. Si escribimos dichas ecuaciones a parte
principal tenemos

∂tEi
− βa∂aEi

− αεiab∂aBb ∼ 0 ,

∂tBi
− βa∂aBi + αεiab∂aEb ∼ 0 .

Hay una inconsistencia entre el último término y los primeros en ambas ecuacio-
nes, ya que cambia la naturaleza covariante/contravariante de las componentes
de los campos consideradas. El cambio podrı́a parecer mı́nimo pero debe consi-
derarse en los cálculos de los vectores propios del sı́mbolo principal. Entonces,
el sistema a parte principal, tomando como variables fundamentales las com-

1Agrego una marca (*) al referirme a estas ecuaciones para distinguir que siguen la numera-
ción en la referencia mencionada.
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ponentes contravariantes queda

∂tEi
− βa∂aEi

− αεia
b∂aBb

∼ 0 , (D.9a)

∂tBi
− βa∂aBi + αεia

b∂aEb
∼ 0 . (D.9b)

Entendiendo que εia
b = εiacγbc. Tomando el vector de variables del sistema

u = (Ei,Bi) las matrices caracterı́sticas toman una forma sencilla en bloques
cuadrados

Ma =

−βaI −αεa

αεa
−βaI

 (D.10)

donde en componentes (εa)i
j = εia

j. Cabe notar que dada la antisimetrı́a del
sı́mbolo de Levi-Civita, (εa)T = −εa y entonces las matrices caracterı́sticas resul-
tan ser simétricas.

El sı́mbolo principal, dado un vector de propagación arbitrario si es entonces:

C(~s) =
1
|s|2

saMa =
1
|s|

−ŝaβaI −αŝaεa

αŝaεa
−ŝaβaI

 , (D.11)

con ŝ el vector normalizado.

Para calcular los valores propios hay que calcular el determinante de C−λI6

igualado a cero. Es ahora cuando la forma en bloques de las matrices nos
permiten aplicar el siguente resultado:

det

A B

C D

 = det (AD − BC) ,

que es válido cuando todos los bloques son cuadrados y C conmuta con D.
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Como resultado directo tenemos

det(C − λI6) = det
(
(ŝaβ̃

a + λ)2I2 + α̃2(ŝaε
a)2

)
,

α̃ =
α
|s|
, β̃r =

βr

|s|
. (D.12)

La única operación no trivial al manipular las matrices se da en el último término,
el cuál se puede desarrollar en términos de las propiedades del sı́mbolo de Levi-
Civita

(ŝaε
a)2i

j = ŝaŝbε
ia

mε
mb

j

= ŝaŝb

(
γibδa

j − γ
abδi

j

)
= ŝ jŝi

− δi
j

=
(

ŝ ⊗ γ(ŝ) − I
)i

j .

De la tercera lı́nea podemos concluir que el tensor (ŝaεa)2 es el negativo del
proyector normal al vector de propagación y al final únicamente reescribimos
el resultado en términos del producto tensorial del vector ŝ con su contraparte
covariante con componentes γ(ŝ)b = γabŝa. De esto se sigue que la aplicación
compuesta de este tensor sea cı́clica

(ŝaε
a)3 = (ŝaε

a)
(

ŝ ⊗ γ(ŝ) − I
)

= −(ŝaε
a) .

Ahora al haberlo reducido al cálculo del determinante de una matriz tri-
dimensional, podemos evaluarlo usando la fórmula para el determinante en
términos de las componentes de una matriz, y abreviando η = ŝaβ̃a + λ tene-
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mos:

det(C − λI6) =
1
3!
εabcε

i jk
∏

(m,n)∈I

(
[η2
− α̃2]I2 + α̃2(ŝ ⊗ γ(ŝ))

)m

n
.

=

(
η2
− α̃2)2

3!

[(
η2
− α̃2

)
εabcε

abc + 3α̃2εabcε
abkŝcŝk

]
=

(
η2
− α̃2

)2
η2 (D.13)

donde el conjunto de pares de ı́ndices I = {(a, i), (b, j), (c, k)}. La última igualdad
es consecuencia de las propiedades de las contracciones de sı́mbolos de Levi-
Civita. Al igualar este determinante a cero se obtienen los valores η = 0, ±α̃

con multiplicidad 2 todos. Con base a estos encontramos los valores propios
correspondientes al sustituir de nuevo la expresión para η:

• λ0 = −ŝa
βa

|s|

u0
(E) =

(
ŝ , 0̂

)
(D.14a)

u0
(B) =

(
0̂ , ŝ

)
(D.14b)

Estos modos no son fı́sicos ya que violan las constricciones, las cuales
implican que la dirección de propagación es simultáneamente perpendi-
cular tanto al campo eléctrico como al magnético. Por lo tanto se puede
escribir la dirección de propagación como

sa
∝ (E × B)a = εa

mnEmBn .

• λ± = −ŝa
βa

|s| ±
α
|s|

u±(k) =
((

ŝ ⊗ γ(ŝ) − I
)

(k) , ∓(ŝaε
a)(k)

)
, k = 1, 2, 3. (D.14c)

El subı́ndice (k) indica tomar las componentes de dicha columna de las
matrices. En este caso aparentemente falla la simetrı́a entre los sectores
eléctrico y magnético del vector del sistema. Sin embargo, se puede ver
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que también son vectores propios para cualquier n ∈ N

u±(k) =
(
(ŝaε

a)n+1
(k), ∓(ŝaε

a)n
(k)

)
que se obtienen al combinar linealmente los originales. Enlistamos tres
vectores propios pero solamente dos son linealmente independientes, ya
que ∑

sku±(k) = 0 .

Esta degeneración se puede resolver de un modo muy elegante. Si damos
una base del espacio tangente que incluya al vector de propagación ŝ,
entonces u±(s) = 0 por lo que los eigenvectores que no son nulos son u±(a)

con el ı́ndice a denotando las direcciones transversas. En general estos
casos nos interesan ya que usualmente la descomposición caracterı́stica
es relevante en casos en los que el vector de propagación es paralelo a
las direcciones coordenadas: por ejemplo las fronteras computacionales
son superficies normales a una de estas (i.e. la frontera en la dirección xi

es normal al vector ∂i), y para el análisis de la radiación electromagnética
emitida por una distribución localizada usualmente se toman superfices
normales al vector radial esférico ∂r.

Para tomar un conjunto completo de vectores propios, podemos tomar
una base ortogonal(/normal) que incluye al vector de propagación; {ŝ, ê(a)}

donde a es un ı́ndice que etiqueta las direcciones normales a ŝ. Entonces,
por construcción los vectores

v±(a) = −
1
√

2
ê a

(m)u
±

(a) =
1
√

2

(
ê (m) ⊕ ±ŝ × ê (m)

)
, (D.15)

están bien definidos, son linealmente independientes y completan el con-
junto de vectores propios para todo vector de propagación ŝ.

Dejando en claro como tomar una base de vectores que generan los
subespacios asociados a los valores propios λ± nos podemos centrar en
la interpretación fı́sica. Los campos asociados a estos modos son compa-
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tibles con las constricciones ya que tanto sus contribuciones a los campos
eléctricos y magnéticos son normales a la dirección de propagación (al
considerar cada una de las componentes vectoriales en (D.14c) proyecta-
das sobre la dirección de propagación). Tomando el producto interior de
los campos eléctrico y magnético asociados a estos modos

E±(k)
aB±( j)a

∝ smεmkj .

por lo que los campos asociados a estos modos son perpendiculares
entre sı́ y están asociados a las dos polarizaciones de las ondas electro-
magnéticas, que pueden ser salientes o entrantes con respecto al vector
de propagación. Por otro lado

E±(k)
aE±( j)a

∝ E±(k)
aE±( j)a

∝ (γkj − sks j) ,

Por lo que queda claro que estos vectores viven en el subespacios trans-
verso al vector de propagación, y el vector del sistema es transverso al
vector ( ŝ , ŝ ).

Podemos calcular el producto interior de los vectores propios del sistema

〈
u0

(E) , u0
(E)

〉
=

〈
u0

(B) , u0
(B)

〉
= 1 , (D.16a)〈

u0
(E) , u0

(B)

〉
=

〈
u0

(E) , u±(n)

〉
=

〈
u0

(B) , u±(n)

〉
= 0 , (D.16b)〈

u±(m), u±(n)

〉
= 2(γmn − ŝmŝn) , (D.16c)〈

u±(m), u∓(n)

〉
= 0 . (D.16d)

De aquı́ se sigue que los vectores asignados a los modos que se radı́an cumplen

〈
v±(m), v±(n)

〉
= ê m

(a)ê
n
(b)

〈
u±(m), u±(n)

〉
= (γmn − ŝmŝn)ê m

(a)ê
n
(b) = h(a)(b) , (D.17a)〈

v±(m), v∓(n)

〉
= ê m

(a)ê
n
(b)

〈
u±(m), u∓(n)

〉
= 0 . (D.17b)
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Usando estas propiedades se pueden obtener los campos propios a partir de la
matriz de vectores propios (ya considero que la base es ortonormal)

R :=
(
u0

(E) u0
(B)

v+
(1)
√

2

v−(1)
√

2

v+
(2)
√

2

v−(2)
√

2

)
(D.18)

Por la ortogonalidad de los vectores propios se sigue que la matriz inversa tiene
por renglones las uno-formas asociadas a los vectores columna de la matriz R.
Entonces ya es posible calcular las funciones propias w = R−1u

w0
(E) =

〈
u0

(E) , u
〉

= ŝaEa , (D.19a)

w0
(B) =

〈
u0

(B) , u
〉

= ŝaBa , (D.19b)

w±(a) =
〈

v±(a) , u
〉

=
1
√

2

(
eb

(a)Eb ± (ŝ × ê(a))bBb

)
. (D.19c)

Como resultado final, al introducir el formalismo de Newman-Penrose en
el estudio de las ecuaciones de Maxwell, estas quedan escritas en términos de
los escalares complejos

Φ0 = Fµνlµmν , Φ1 =
1
2

Fµν (lµkν + m̄µmν) , Φ2 = Fµνm̄µkν . (D.20)

Si la tétrada nula considerada se forma con el vector normal temporaloide
unitario a la hipersuperficie y la triada usada para el análisis anterior, entonces
se tiene

Φ0 ∝ w−(2) + iw−(3) , Φ1 ∝ w0
(E) + iw0

(B) , Φ2 ∝ w+
(2) + iw+

(3) , (D.21)

Un último detalle en tanto a la inclusión de los potenciales electromagnéti-
cos en el análisis. Al tomar la norma de Lorentz se observa que a parte principal
el sector de los potenciales está desacoplado y su estructura es el de la ecuación
de onda, con dos modos que no se propagan

ω0
a = hb

aab , λ0 = −
βasa

|~s|2
, (D.22)
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y una pareja de modos entrante y saliente que se propagan a la velocidad de la
luz:

ω± = Φ ± ŝbab , λ = −
βasa

|~s|2
. (D.23)
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Apéndice E

Propiedades del tensor métrico de
un espacio axisimétrico

En este apéndice se describen algunos detalles de cálculo que se asumen en
la Sección 4.1. La métrica contravariante está expresada en términos de las
funciones g que son regulares incluso sobre el eje. Al calcular la matriz inversa
y factorizar las potencias de r correspondientes se tiene

gA =
BH − r2C2

2

h
, gB =

AH − r4C2
1

h
,

gH =
AB − r2C2

h
, gC =

r2C1C2 − CH
h

, (E.1)

gC1 =
CC2 − BC1

h
, gC2 =

r2CC1 − AC2

h
.

Donde de la ecuación (4.8) se tiene

h =
(
ABH + 2r4CC1C2 − r2AC 2

2 − r2HC2
− r4BC 2

1

)
.

Un resultado importante es que al expandir la combinación

gλ :=
gA − gH

r2 = −
B

r2h
(A −H) −

C2
2 − C2

h
, (E.2)
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el único término que va como 1/r2 es proporcional a A−H, de modo que cada
vez que aparece en los cálculos podemos asumir que tiene un comportamiento
regular en el eje.

También de la definición de la métrica inversa se tienen varias identidades
útiles que combinan las funciones

AgA −HgH = r2(C2gC2 − CgC), (E.3a)

1 −HgH = r2(r2C1gC1 + C2gC2), (E.3b)

HgC1 + C2gC = −C1gA, (E.3c)

C2gB + HgC2 = −r2C1gC, (E.3d)

AgC + CgB = −r2C1gC2 . (E.3e)

De estas se pueden derivar identidades con productos múltiples:

CgAgB + HgH gC = r2(Cg2
C + HgC1 gC2), (E.4a)

CgAgB + gC = r2(gC(r2C1gC1 + CgC) − C1gAgC2), (E.4b)

C2gAgB + gC2 = r2(gC2(r
2C1gC1 + CgC + gAλ) − C1gAgC). (E.4c)



Apéndice F

Derivada de Lie de las funciones
axisimétricas

En esta sección se exhiben los términos advectivos que surgen de las derivadas
de Lie respecto al vector de corrimiento en las ecuaciones de evolución para las
funciones métricas y asociadas a la curvatura extrı́nseca. El análisis en ambos
casos es idéntico por lo que lo mostramos solo en el caso de las funciones
métricas. Las componentes de la m’etrica son de la forma γ̂i j = rnF, donde F

es alguna de las funciones A,B,H,C,C1,C2 y n es un entero de 0 a 3. Entonces
tenemos por la regla del producto que la derivada de Lie satisface

1
rn £~βγ̂i j = £~βF + nF

βr

r
. (F.1)

Por otro lado, expandiendo el lado izquierdo de esta expresión y usando la
expresión para la derivada de Lie de un tensor simétrico de rango 2 obtenemos:

1
rn £~βγ̂i j = βm∂mF +

2
rn γ̂m(i∂ j)β

m + nF
βr

r
. (F.2)

Igualando ambas expresiones podemos identificar:

£~βF = βm∂mF +
2
rn γ̂m(i∂ j)β

m. (F.3)
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La expresión completa para cada función queda

£~βA = βm∂mA + 2A∂rβ
r + 2rC∂rβ

z + 2r3C1∂rβ
φ, (F.4a)

£~βB = βm∂mB + 2rC∂zβ
r + 2B∂zβ

z + 2r2C2∂zβ
φ, (F.4b)

£~βH = βm∂mH, (F.4c)

£~βC = βm∂mC +
1
r

(B∂rβ
z + A∂zβ

r) (F.4d)

+C(∂rβ
r + ∂zβ

z) + r2C1∂zβ
φ + rC2∂rβ

φ, (F.4e)

£~βC1 = βm∂mC1 +
1
r

(C2∂rβ
z + H∂rβ

φ) + C1∂rβ
r, (F.4f)

£~βC2 = βm∂mC2 + rC1∂zβ
r + C2∂zβ

z + H∂zβ
φ. (F.4g)



Apéndice G

Scripts para cálculos algebraicos

En este apartado se presenta y describe una hoja de cálculo desarrollada en
Maple para el cálculo de los términos del tensor de Ricci conforme en axisi-
metrı́a, sin expandir las funciones gA, etc. Para ello se puede utilizar el paquete
por defecto para manejo de tensores incluı́do con el programa.

# Ricci Tensor

# Jose Manuel Torres

#

# Carga de paquete para el manejo de tensores

> with(tensor):

#

# Definiciones

# Definicion de las coordenadas

> coords:=[r, z,phi]:

# Definicion de la metrica. En un arreglo se definen las componentes y

# luego se genera el objeto metric como un tensor covariante usando la

# funcion create, que toma una lista que indica el caracter de cada indice

# (-1 covariante, 1 contravariante) y un arreglo que contiene las componentes.

> g:=array (symmetric, sparse, 1..3, 1..3):

> g[1,1]:=A(r,z): g[2,2]:=B(r,z): g[3,3]:=H(r,z)*rˆ2:g[1,2]:=C(r,z)*r:

> metric:=create([-1,-1], eval(g));
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# Se calculan primeramente los tensores derivados de la metrica covariante

# utilizando la funcion tensors GR. Esta recibe la lista de coordenadas y el

# tensor metrico, junto con los nombres de los tensores que va a calcular en

# el siguiente orden: metrica contravariante, determinante de la metrica,

# simbolos de Christoffel del primer tipo (indices covariantes) y del

# segundo tipo (un indice contravariante), tensor de Riemann, tensor de Ricci,

# tensor de Einstein y tensor de Weyl

> tensorsGR(coords,metric,contra_metric,det_met, Ch1, Ch2, Rm, Rc, R, G, Cw);

# De manera similar definimos la metrica auxiliar de fondo en coordenadas

# cilindricas y calculamos los tensores asociados a esta para obtener la

# conexion compatible. Los demas tensores son redundantes

> g:=array (symmetric, sparse, 1..3, 1..3):

> g[1,1]:=1: g[2,2]:=1: g[3,3]:=rˆ2:

> metric0:=create([-1,-1], eval(g));

> tensorsGR(coords,metric0,contra_metric0,det_met0,Ch10,Ch20,Rm0,Rc0,R0,G0,Cw0);

# Ahora definimos la metrica contravariante en terminos de las funciones g_A,

# etc.

> g:=array (symmetric, sparse, 1..3, 1..3):

> g[1,1]:=g_A(r,z): g[2,2]:=g_B(r,z): g[3,3]:=g_H(r,z)/rˆ2:g[1,2]:=g_C(r,z)*r:

> metricI:=create([1,1], eval(g));

# Definimos tambien el vector auxiliar Delta que promovemos a variable

# independiente

> DeltaV:=create([1],array([Delta_r(r,z),Delta_z(r,z),Delta_p(r,z)]));

#

# Ricci Tensor/Scalar

#

# El tensor de Ricci que calcula Maple considera la expansion completa de

# las funciones g_A, etc., y del vector Delta. Para el analisis y la imple-

# mentacion numerica es preferible no expandir estos terminos y por ello

# realizamos el calculo directo.
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#

# Para mayor claridad separamos los distintos terminos que conforman la

# expresion del tensor en terminos de una metrica auxiliar. Estos constan de

# un termino que representa el laplaciano de la metrica, un termino que

# contiene la derivada covariante del vector Delta, y dos terminos son

# contracciones del tensor Delta consigo mismo (ver Capitulo 1)/

# El laplaciano (plano) de la metrica

# Se utilizan varias funciones:

#

# lin_com: acepta una lista de argumentos alternando coeficientes y tensores

#

# prod: realiza el producto de dos tensores y acepta pares de indices a

# contraerse entre ambos tensores (deben ser uno covariante y otro

# contravariante por cada par)

#

# cov_diff: Recibe un tensor, la lista de coordenadas y la conexion elegida

# para la derivada covariante. Produce un tensor con un indice

# covariante adicional.

# Notese que estoy dando un formato para facilitar la lectura de modo que en

# las expresiones largas los parentesis coinciden en la misma columna

#

> RR1:=lin_com(-1/2,prod(

metricI,cov_diff(

cov_diff(metric,coords,Ch20), coords,Ch20

), [1,3],[2,4]

)

):

# Derivada covariante del vector Delta

#

# symmetrize: Recibe un tensor y un par de indices, y regresa un tensor del

# mismo rango simetrizado.

> RR2:=symmetrize(prod(metric,cov_diff(DeltaV,coords,Ch2),[1,1]

),[1,2]

):
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#

# Los terminos restantes corresponden a contracciones del tensor Delta, que

# es una diferencia entre conexiones. Para obtener la conexion asociada a la

# metrica conforme sin expandir la metrica contravariante tomamos los

# coeficientes con indices contravariantes y les subimos el indice usando la

# metrica contravariante definida anteriormente. Es necesario tener mucho

# cuidado con las contracciones de indices ya que el programa maneja

# convenciones distintas para los indices de los simbolos de Christoffel de

# primer y segundo tipo.

> aux1:=prod(raise(metricI,Ch1,1,3),Ch1,[1,2],[3,1]):

> aux2:=prod(raise(metricI,Ch1,1,3),lower(metric,Ch20,1),[1,3],[3,2]):

> aux3:=prod(raise(metricI,Ch20,2),Ch1,[1,1],[2,2]):

> aux4:=prod(raise(metricI,Ch20,2),lower(metric,Ch20,1),[1,2],[2,3]):

> RR3:=symmetrize(lin_com(2,aux1,-2,aux2,-2,aux3,2,aux4),[1,2]):

> aux1:=prod(raise(metricI,Ch1,1,3),Ch1,[3,3],[1,1]):

> aux2:=prod(raise(metricI,Ch1,1,3),lower(metric,Ch20,1),[3,1],[1,2]):

> aux3:=prod(raise(metricI,Ch20,2),Ch1,[1,3],[2,1]):

> aux4:=prod(raise(metricI,Ch20,2),lower(metric,Ch20,1),[1,1],[2,2]):

> RR4:=lin_com(1,aux1,-1,aux2,-1,aux3,1,aux4):

# Full Ricci

# Finalmente podemos tomar la combinacion lineal de estos terminos para

# formar el tensor completo (aunque es recomendable conservar los terminos

# individuales para facilitar el analisis)

> RicciFull:=lin_com(1,RR1,1,RR2,1,RR3,1,RR4):

# El escalar de Ricci se obtiene al contraer los indices del anterior.

> RicciSc:=prod(metricI,RicciFull,[1,1],[2,2]):
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No incluyo la expresion completa del tensor de Ricci obtenida de este modo
por ser muy extensa y poco ilustrativa. Sin embargo es posible verificar a este
nivel la validez del calculo comparandolo con el que se obtuvo con la función
tensorsGR. Para ello hay que sustituir los valores del tensor ∆̂i

mn, el vector ∆̂i y
las componentes de la métrica contravariante.

> Delta:=lin_com(1,Ch2,-1,Ch20):

> DeltaV:=prod(metricI,Delta,[1,2],[2,3]):

> detg:=(r,z)->( A(r,z)*B(r,z)*H(r,z)+2*rˆ4*C(r,z)*C1(r,z)*C2(r,z)

-rˆ2*(A(r,z)*C2(r,z)ˆ2+H(r,z)*C(r,z)ˆ2+rˆ2*B(r,z)*C1(r,z)ˆ2) ):

> g_A:=(r,z)->(B(r,z)*H(r,z)-(r*C2(r,z))ˆ2)/detg(r,z):

> g_B:=(r,z)->(A(r,z)*H(r,z)-(rˆ2*C1(r,z))ˆ2)/detg(r,z):

> g_H:=(r,z)->(B(r,z)*A(r,z)-(r*C(r,z))ˆ2)/detg(r,z):

> g_C:=(r,z)->-(C(r,z)*H(r,z)-rˆ2*C1(r,z)*C2(r,z))/detg(r,z):

> g_C1:=(r,z)->-(B(r,z)*C1(r,z)-C(r,z)*C2(r,z))/detg(r,z):

> g_C2:=(r,z)->-(A(r,z)*C2(r,z)-rˆ2*C(r,z)*C1(r,z))/detg(r,z):

Con ello podemos hacer la combinación

> expand(lin_com(1,RicciFull,1,Rc));

la cual debe anularse. Nótese que la convención del programa para el signo
del tensor de Ricci es contraria a la que se utiliza en este trabajo, por lo cual los
coeficientes en el último comando llevan el mismo signo.

Una vez hecho este cálculo es posible analizar los distintos términos, facto-
rizando aquellos que comparten potencias de r, y proceder a la regularización
analı́tica de aquellos que presentan factores del tipo r−n. En esta sección sólo se
exhibe como ejemplo el cálculo del tensor de Ricci, pero para la implementación
numérica de las ecuaciones de evolución del sistema BSSN en axisimetrı́a se
requirió de un desarrollo similar para los términos más complicados.
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[153] H. Reissner. Über die eigengravitationn des elektrischen felds nach der
Einsteinshen theorie. Ann. Phys., 50:106–120, 1916.

[154] J. Rekier, I. Cordero-Carrion, y A. Fuzfa. Numerical study of Spherically
Symmetric solutions on a Cosmological Dynamical Background using the
BSSN Formalism. arXiv:1409.3476, Sept. 2014.

[155] O. Reula y O. Sarbach. A model problem for the initial-boundary value
formulation of Einstein’s field equations. J. Hyperbol. Diff. Equat., 2:397–
435, 2005.

[156] O. A. Reula. Hyperbolic methods for Einstein’s equations. Living Rev.
Relativity, 1:3, 1998.

[157] G. Rigopoulos. A Relativistic view on large scale N-body simulations.
arXiv:1409.6549, Sept. 2014.

[158] O. Rinne. Axisymmetric numerical relativity. PhD thesis, University of
Cambridge. gr-qc/0601064, 2005.

[159] O. Rinne. Constrained evolution in axisymmetry and the gravitational
collapse of prolate Brill waves. Class. Quant. Grav., 25:135009, 2008.

[160] O. Rinne y J. Stewart. A strongly hyperbolic and regular reduction of
Einstein’s equations for axisymmetric spacetimes. Classical and Quantum
Gravity, 22(6):1143, 2005.

[161] O. Rinne y J. M. Stewart. A strongly hyperbolic and regular reduction of
Einstein’s equations for axisymmetric spacetimes. Class. Quant. Grav.,
22:1143–1166, 2005.

[162] H. P. Robertson. Kinematics and World-Structure. Astrophys. Journal,
82:284, Nov. 1935.

[163] H. P. Robertson. Kinematics and World-Structure II. Astrophys. Journal,
83:187, Apr. 1936.



Bibliografı́a 309

[164] H. P. Robertson. Kinematics and World-Structure III. Astrophys. Journal,
83:257, May 1936.
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