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Resumen

Este trabajo abarca el estudio de sistemas autogravitantes bajo el marco de
la relatividad numérica en configuraciones particulares que presentan simetrfa
esférica o rotacional, ahondando también en el formalismo matematico em-
pleado. Uno de los objetivos principales de esta tésis fue el de la inclusion de

campos electromagneéticos en los escenarios estudiados.

En el caso en simetrfa esférica se muestran los desarrollos de tres trabajos
que han sido publicados recientemente. El primero de ellos [13] trata acerca de
la implementacion de condiciones de un conjunto de condiciones de frontera
basadas en la estructura hiperbélica del sistema de ecuaciones de evolucion, las
cuales estan adaptadas a las constricciones en el sentido de que minimizan las
reflexiones espurias y las violaciones residuales a las constricciones convergen
a cero consistentemente al aumentar la resolucion en las simulaciones. El se-
gundo de trabajo [191] consiste en el estudio del colapso de configuraciones de
campo escalar acoplado al campo electromagnético y las posibles implicaciones
de este fenomeno a la conjetura de censura cosmica. Para las dos familias de
datos iniciales empleadas se encontro que la configuracion final presenta un
horizonte aparente y la geometria tiende a la de un agujero negro estacionario
con carga. Se observa que esto ocurre dado que la interaccion electromagnética
entre las dos componentes del campo escalar complejo tiende a neutralizar la
configuracion en una escala de tiempo menor que el tiempo de colapso. Esta
seccion finaliza con un estudio del colapso de un campo escalar real en un uni-
verso en expansion [192]. Se observa que para configuraciones suficientemente
extensas el contraste de densidad crece de manera casi indistinguible a como

lo hace la materia oscura frfa modelada como un flufdo perfecto sin presion.



Las diferencias ocurren una vez que el colapso entra en un régimen de campo
fuerte en el que se observa que el campo escalar tarda mas tiempo en llegar a
un colapso total. Estos resultados se alinean con la hipotesis de que el campo
escalar puede constitufr un tipo de materia oscura viable que da formacion a la
estructura cosmica observada actualmente a partir de pequenas fluctuaciones

primigenias sobre un fondo cosmolodgico casi homogéneo e isotropico.

El capftulo que trata acerca de sistemas con simetria axial contiene el desa-
rrollo de la formulacion BSSN adaptada a esta simetria incluyendo los casos que
presentan rotacion, asf como los detalles de la regularizacion en el eje. Con esta
formulacion de las ecuaciones de evolucion se desarrollo un codigo numeérico
que fue aplicado en el estudio de la colision frontal de agujeros negros con carga

eléctrica utilizando el formalismo de punturas moviles.



Abstract

This work is about the study of self-gravitating systems using the framework of
numerical relativity for particular configurations that present either spherical or
axial symmetry, also making emphasis on the mathematical formalism. One of
the main objectives of this work was the inclusion of dynamical electromagnetic

fields in the studied scenarios.

For the spherically symmetric case we show three works that got published
recently. The first one [13] deals with the development and implementarion of
a set of boundary conditions based on the hyperbolic structure of the evolution
system, which is adapted to the constraint equations in the sense that spurious
reflections are minimized and the residual violations to the constraint equations
converge to zero consistently as one increases the resolution of the simula-
tions. The second work in this line [191] is a study of the collapse of charged
scalar fields coupled to the electromagnetic field, and the possible link of the
outcome of this phenomena to the cosmic censorship hypotesis. We found for
both sets of initial data that the final configuration has an apparent horizon and
the geometry approaches that of a charged stationary black hole. This happens
because the electromagnetic interaction between both components of the com-
plex scalar field tends to neutralize the configuration on a shorter timescale
than the collapse time. This section closes with a study aof the collapse of a
real scalar field in an expanding universe [192]. It is observed that for extened
configurations the density contrast grows in a way that mimicks well the growth
associated to cold dark matter modeled as a pressureless perfect fluid. The dif-
ferences are present once the collapse is in a regime of strong field and it is

observed that the scalar field collapses later than the pressureless fluid. These



results support the hypothesis that a scalar field can be a type of dark matter
viable in the sense that it can drive the formation of the cosmic structure ob-
served today from small perturbations of an almost homogeneous and isotropic

cosmological background.

The part of this thesis dealing with axisymmetric systems contains the theo-
retical development of the adapted BSSN formulation even for rotating scenarios,
as well as the details taken into account when dealing with the regularisation
of the axis. Based on this formulation of the evolution system we developed a
numerical code that was used to study the head on collision of charged black

holes using the moving puncture formalism.
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Prefacio

Este trabajo recolecta resultados y desarrollos en torno al estudio de fendmenos
gravitatorios en el marco de la teorfa mas exitosa a la fecha para su descripcion:
la Relatividad General [79, [78]. Esta se sustenta en principios muy simples que
pueden resumirse en que la dinamica de la materia se da en un espacio-tiempo
curvo, y dicha curvatura se determina por como se distribuye la materia en el
mismo. No obstante a su simplicidad conceptual, Albert Einstein al proponerla
identifico la complejidad matematica de la teorfa e hizo notar la necesidad
de abordar métodos de aproximacion a las soluciones de las ecuaciones de
campo. En los ultimos 50 anos, en paralelo a los grandes avances en computo
e informatica, ha surgido y se ha consolidado la rama de Relatividad Numeérica
que aborda ampliamente distintas estrategias de aproximacion a las soluciones
de las ecuaciones de campo y el analisis numérico de las mismas, usando como
metodologia principal el reconstruir la geometria del espacio-tiempo como un
problema de valores iniciales. La complejidad de las ecuaciones y las dificultades
encontradas al explorar estrategias de aproximacion han sido tales que han
hecho de esta rama un area muy prolifica que incursiona directamente en
temas de matematicas, ffsica y computo. Es importante recalcar que el avance
mas importante en esta rama se dio cuando se hizo notorio que la comprension
de las propiedades analiticas del problema de valores iniciales era critica para la
implementacion de métodos de aproximacion robustos. Fue entonces cuando
un las ecuaciones mismas se convirtieron en un objeto fundamental de estudio
en Relatividad Numérica y es por ello que esta es una de las disciplinas ffsicas

que se desarrollan con mayor rigor matematico.

La Relatividad Numérica comenzo con el trabajo pionero de Hahn y Lind-
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quist [100], en el que se intento estudiar el problema de dos cuerpos puntuales
en Relatividad General cuando aln no se acunaba el término agujero negro.
Afortunadamente a la fecha existen en la literatura diversos textos especializa-
dos y articulos de revision en el tema que vale la pena aquf mencionar, tanto
porque funcionan como material introductorio y porque abarcan detalles muy
especificos [4, 45} [30, [156) 89, 95| 203, 119, |61, /67, [104]. El planteamiento de
las ecuaciones de Einstein como un problema de valores iniciales es conocido
desde la formulacion Hamiltoniana estudiada por Arnowitt, Deser y Misner [20]
(cuya motivacion era cuantizar la gravedad siguiendo el formalismo canénico),
y posteriormente se difundio mas con la reformulaciéon mas intuitiva hecha
por York [205]. Gran parte de los esfuerzos iniciales en Relatividad Numeérica
se enfocaron inicialmente en el estudio de la colision frontal de agujeros ne-
gros, ya que el poder de computo en esas décadas no era suficiente para hacer
viables los estudios en tres dimensiones. Por otro lado, el estudio de escena-
rios con simetrfa axial y/o esférica es sensible a patologfas inducidas por usar
coordenadas adaptadas, de modo que muchos avances se dieron para lograr
la colision frontal y extraer la informacion asociada a las ondas gravitacionales
emitidas en este tipo de eventos. Cuando en la década de 1990 la capacidad
de computo alcanz6 niveles que hicieron viable la simulacion de escenarios
tridimensionales el desarrollo se movio en esta direccion, incluso cuando los
escenarios presentaban simetrfas que redujeran su dimensionalidad efectiva.
Con este cambio surgio otro problema por el cual la colision de agujeros negros
orbitantes tardo otros quince anos en resolverse satisfactoriamente, ya que al
utilizar la formulacion ADM-York en tres dimensiones el problema de valores
iniciales asociado no resulta bien puesto y con ello el error asociado a las aproxi-
maciones numeéricas es suficiente para generar inestabilidades. Eventualmente,
mediante el estudio de las propiedades de hiperbolicidad de distintas reformu-
laciones de las ecuaciones de evolucion (y el estudio de condiciones de norma
que permitieron el formalismo de punturas moviles) se obtuvieron en 2005
las primeras simulaciones exitosas de la colision de agujeros negros orbitantes
[151] 56]. Un recuento mas detallado del desarrollo de la Relatividad Numérica

se encuentra en el review reciente de Cardoso, et al. [61]].

Cabe mencionar que hacia la década del 2000 habia bastante tension en
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tanto al problema de dos cuerpos en Relatividad General ya que las primeras
versiones de los proyectos de deteccion directa de ondas gravitacionales (LIGO,
VIRGO, TAMA, GEO600) estaban en desarrollo y alin estaba en jaque si se
predecirfa tedricamente la senal asociada a colisiones de agujeros negros antes
de que los interferometros estuvieran en linea. A la fecha no se han registrado
mediciones directas exitosas y los experimentos se encuentran en fase de ajuste
para aumentar el umbral de sensitividad. Se espera que utilizando los patrones
de senales generados mediante simulaciones se incremente la posibilidad de
extraer senales fisicas en el “data-stream” que contiene mucho ruido. Otra
linea que apoya en la deteccion directa de ondas gravitacionales consiste en
considerar colisiones altamente energeéticas y la interaccion de los objetos con
un medio material. De este modo se espera que cuando la colision se da en
un medio ionizado se produzcan senales electromagnéticas que se puedan

correlacionar con senales gravitacionales.

Los logros de la Relatividad General son evidentes en situaciones ajenas al
dominio cotidiano de la fisica Newtoniana. No obstante, no se puede considerar
como la teorfa definitiva en base a las observaciones actuales. Primeramente, no
se tiene un entendimiento de la gravedad a un nivel microscopico al mismo nivel
que la también exitosa teorfa cuantica de campos que ha sido capaz de dar una
descripcion acertada de las demas interacciones de la naturaleza y la materia
sujeta a estas a un nivel fundamental. Se especula que de lograrse una formu-
lacion cuantica de la gravitacion las predicciones “patologicas” (singularidades)
se eviten naturalmente y entonces la naturaleza no dependa de mecanismos de
autocensura para ser descrita consistentemente alin bajo la presencia de estas.
La investigacion en esta direccion es un tema de alto interés en la actualidad
y ha arrojado resultados parciales esperanzadores, principalmente en las lfneas
de la gravitacion cuantica de lazos [21]. Por otro lado, las observaciones cos-
moldgicas actuales sugieren que para entender el universo a gran escala en el
marco de la Relatividad GeneralT| el contenido de materia luminosa es apenas
del orden del 5%; para reproducir la dinamica a nivel galactico y superior se

requiere un contenido de materia unas cinco veces superior al inferido por ob-

TOtra posible explicacion se da al modificar la dinamica a escalas galacticas/cosmoldgicas,
aunque alin no es claro que una teorfa en esta direccion pueda explicar todos los fenémenos.
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servaciones en el espectro electromagnético, y para explicar la fase actual de
expansion acelerada se requiere un contenido energético que produzca repul-
sion gravitatoria y que se ajusta muy bien cuando se considera la Relatividad
General con una constante cosmologica. La naturaleza de estas componentes
“oscuras” (materia y energfa oscuras, respectivamente) es alin una cuestion
que determinar y en general se cree que el entendimiento de este sector oscuro
extendera necesariamente nuestra concepcion del modelo estandar y la fisica

fundamental.

El trabajo original expuesto en esta tésis esta concentrado principalmente en
los Capitulos[3|y[4] en los que se expone material que se ha publicado en revistas
arbitradas y material en preparacion para su publicacion. Originalmente los ob-
jetivos de este trabajo contemplaban la inclusion de campos electromagnéticos
en simulaciones relativistas y el desarrollo e implementacion de la formulacion
de Baumgarte-Shapiro-Shibata-Nakamura en simetria axial, y como aplicaciones
inmediatas de estos desarrollos llevar a cabo el estudio del colapso de campos
escalares cargados en simetria esférica y de la colision frontal de agujeros ne-
gros con carga eléctrica. Fue durante el desarrollo de esta tesis que surgio la
oportunidad de llevar a cabo estudios analfticos de condiciones de fronteray de
la dinamica de campos escalares en contexto cosmologico, los cuales también

se incluyen en esta version final.

En el Capftulo |3 se expone primeramente el trabajo [13], en el cual se
centra en el desarrollo e implementacion de condiciones de frontera en si-
metrfa esférica adaptadas a las constricciones, permitiendo asf la simulacion
de sistemas por perfodos prolongados al evitar la introduccion de errores sis-
tematicos que no convergen debido a la interaccion en las fronteras. Poste-
riormente se expone el trabajo [191], cuyo objetivo es estudiar el colapso de
campos escalares cargados en simetrfa esférica y las implicaciones de este ti-
po de fendmenos respecto a la conjetura de censura cosmica. Este trabajo se
diferencfa de otros [142), [148] en el formalismo de evolucion, que se basa en
la descomposicion ADM del espacio-tiempo, y en los datos iniciales utilizados.
Los resultados concuerdan con los obtenidos por otros autores, y nos permi-

ten conclufr que en simetrfa esférica es la misma dinamica electromagnética la



Prefacio 5

responsable de que el resultado final siempre presente un horizonte aparente.
Finalmente se cierra el capitulo con la exposicion del trabajo [192] cuyo obje-
tivo es el estudio de la dinamica de un campo escalar masivo en un contexto
cosmologico y extiende el trabajo [8] que se realiz6 paralelamente pero fue pu-
blicado posteriormente (este ultimo no se incluye en esta tésis por su reciente
publicacion, y porque el tratamiento analitico utilizado no esta directamente
relacionado a la tematica central de esta tésis). La motivacion de este trabajo fue
la viabilidad del modelo de campo escalar como materia oscura, el cual debe ser
capaz de reproducir las caracterfsticas aceptadas del modelo de materia oscura

frfa, entre ellas la formacion de estructura a partir de inhomogeneidades.

El Capftulo consta de trabajo totalmente original, que se ha expuesto par-
cialmente en memorias de congresos [190] y del cual se preparan actualmente
articulos para su publicacion. En este se lleva a cabo todo el desarrollo de la
formulacion BSSN en axisimetria, haciendo énfasis en la regularizacion de las
funciones en el eje, para aplicarlo finalmente en la simulacion de la colision

frontal de agujeros negros cargados.

A parte de los trabajos ya publicados, debido a la estructura de este trabajo
algunos desarrollos originales también se encuentran dispersos tanto en las sec-
ciones introductorias como en los apéndices. Estos incluyen la descomposicion
caracterfstica de las ecuaciones de Maxwell y del sistema de ecuaciones BSSN
en coordenadas curvilineas, la obtencion de datos iniciales de tipo puntura que
describen un agujero negro de Kerr-Newmann a partir de la solucion analitica,
la descripcion de campos escalares complejos con carga electromagnética en el
formalismo 3 + 1, y la simplificacion de la descomposicion del tensor de Weyl

en términos de armonicos esféricos en el caso axisimeétrico.

Esta tesis estd compilada como sigue: el Capitulo|[]sienta las bases para la
descripcion del espacio-tiempo como un problema de valores iniciales. Luego en
el Capftulo2|se asientan las ideas de como es la dinamica de los tipos de materia
considerados. Posteriormente el Capitulo 3] enmarca la descripcion de sistemas
autogravitantes esféricamente simétricos e incluye los trabajos desarrollados en
esta direccion. De manera similar, el Capftulo 4| incluye la descripcion de sis-

temas autogravitantes que presentan Unicamente simetrfa rotacional. El punto
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principal en este Ultimo capftulo es que aunque se retoman las ideas desarro-
lladas en el trabajo de Doctorado de Milton Ruiz [165], estas se desarrollan
y generalizan en la formulacion BSSN, dando como resultado un codigo muy
robusto para el estudio de sistemas axisimetricos con rotacion. Por Ultimo se

tienen las conclusiones globales del trabajo en el Capitulo|[5]



Capitulo 1

Gravitacion en el formalismo 3+1

1.1 Relatividad General

El desarrollo de la teorfa de gravitacion se remonta a Newton, al identificar que

esta fuerza es generada por la masa inercial de los objetos. Bajo esta observacion

fue posible determinar que las leyes que dictan el movimiento en el sistema

solar son las mismas que describen la cafda libre en la superficie del planeta.
o ! J . . . . .

La ecuacion basica newtoniana relaciona al potencial gravitacional ¢ localmente

con la densidad de materia p
V2 = 4nGp . (1.1)

Una consecuencia directa de esta ecuacion es que los objetos de prueba son
afectados del mismo modo por un campo gravitacional independientemente de
su masa. La teorfa newtoniana fue muy exitosa describiendo la mecanica celeste,
es posible hacer modelos estelares realistas en base a ella 'y en el regimen del
sistema solar es tan valida que las misiones espaciales se han desarrollado

exitosamente.

No obstante su efectividad practica la gravitacion newtoniana no es la teorfa
definitiva, lo cual se evidenci6é al mostrarse incompatible con la Relatividad

Especial de Einstein. Pese a ser la gravitacion newtoniana muy similar en el
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caso estatico a la teorfa electromagnética de Maxwell, se diferencfa en tanto
a que el campo gravitatorio Newtoniano y los efectos fisicos asociados a este
se propagan instantaneamente a velocidad infinita. Estas incompatibilidades
llevaron a Einstein a formular la teorfa de la Relatividad General, que se sustenta
en el principio de equivalencia que dicta que las leyes de la fisica en caida libre
son las mismas que en un sistema inercial. Asf se remplaza la accion de la fuerza
gravitacional por el movimiento inercial en un espacio-tiempo con geometrfa
no trivial. Este cambio de paradigma también implica naturalmente que los
objetos de prueba sean afectados del mismo modo por un campo gravitacional.
El elemento que cierra la teorfa es la ley que dicta como se curva el espacio-
tiempo, que en analogfa con el caso newtoniano esta asociado a la distribucion
de masa-energia. Estos elementos los identifico Einstein al relacionar la curvatura
del espacio-tiempo con el tensor de energfa momento T,

@R, - % guw' R = 87;—4GTW, (1.2)
con g, la métrica del espacio-tiempo, “R,, y ¥R el tensor de Ricci asociado
a esta métrica y su traza respectivamente. La combinacion del lado izquierdo
G = YR, — 3gw“Ren (T:2) es muy particular y recibe el nombre de tensor
de Einstein; una caracterfstica muy importante es que su divergencia es nula,
V,G*" = 0. Este hecho es consistente con suponer que la distribucion de
materia cumple las ecuaciones de conservacion V, T = 0, que relacionan
directamente los cambios de densidad medidos localmente con los flujos de

energfa/momento.

Dado que el tensor de curvatura se construye a partir de combinaciones
no lineales de derivadas de primero y segundo orden del tensor métrico, las
ecuaciones de la Relatividad General constituyen un sistema de ecuaciones
diferenciales parciales de segundo orden no lineales para las componentes de
la métrica. En general es muy complicado encontrar soluciones exactas de este
sistema, y la estrategia principal para ello consiste en suponer simetrias del
espacio-tiempo y en la dinamica del sistema que reducen considerablemente

las ecuaciones.
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Una de las caracterfsticas importantes de la Relatividad General es el es-
tar escrita de manera covariante, de modo que la teorfa es independiente de
las coordenadas que se usan para describirla y no hay distincion entre las di-
mensiones espaciales y la temporal. Escrita de este modo no es evidente que
sea una teorfa predictiva, pues encontrar una solucion al menos localmente de
implica conocer la métrica y la materia en una region abierta del espacio
tiempo. Por otro lado, las teorfas ffsicas (mecanica clasica, electromagnetismo)
nos permiten partiendo de una situacion conocida en un momento poder pre-
decir su evolucion en el tiempo o deducir las condiciones que llevaron a esa
condicion inicial. Si bien el concepto de simultaneidad es ambiguo dentro del
contexto de las teorfas relativistas es posible formular a la Relatividad General
como una teorfa dinamica en la que partiendo de datos iniciales generales se
puede conocer la evolucion de la geometria del espacio-tiempo. El método mas
formal y natural para este fin se logra por medio del formalismo variacional de

la mecanica clasica.

Una ventaja de la formulacion variacional de la Relatividad General es que
da un punto de partida para explorar posibles extensiones de la teorfa bajo el
mismo paradigma en que la gravitacion es la manifestacion de la geometria
del espacio-tiempo. Este tipo de extensiones se han propuesto en distintos
contextos para explicar fenomenos que escapan de las predicciones dadas por
la teorfa estandar, o bien para dar explicaciones alternativas para evitar hipotesis
necesarias en el marco de la Relatividad General (como la inclusion de materia y
energfa oscuras como contenido principal del universo). Actualmente este tema
tiene gran interés debido a que pese a los éxitos de la Relatividad General estos
han sido probados en el régimen de campo débil, por lo que alin es necesario
proponer pruebas factibles para validar la teorfa en el limite de campos fuertes
[34]. Este tipo de extensiones estan mas alla del alcance de este trabajo, pero
hago mencion ya que en muchos casos las técnicas aquf desarrolladas son

aplicables en el estudio de teorfas alternativas a la Relatividad General.
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Notacion y convenciones

A menos que se especifique otra cosa, en este trabajo se emplean unidades geo-

metrizadas en las que G = ¢ = 1, de modo que las unidades de energfa, tiempo

y longitud tienen las mismas dimensiones. La signatura del espacio tiempo se

toma como (-, +,+,+). Los indices griegos (a, 3, i, v, ...) toman valores de 0

a 3, mientras que los latinos (i, j, k, I, ...) corresponden a tensores tangentes al

espacio tridimensional y toman valores de 1 a 3. La convencion de suma de

Einstein sobre indices repetidos se asume a menos que se indique otra cosa. La

siguiente es una lista de los simbolos comunes que aparecen en el texto:

Iuf = fou
a

£.T

Suv
4) rﬁv

@y
(#)y/2

@) pRa
Rﬁuv

Vij
(3)ram ,
SAVS

B)Re

bmn

= df/dx", derivada parcial de f con respecto a la coordenada x*
:= da/dt, derivada con respecto al tiempo coordenado

Derivada de Lie en la direccion del vector @ del tensor T

Métrica del espacio-tiempo

= %g‘"’ (8ygm + 0y Qou — 8agw), coeficientes de la conexion
(simbolos de Christoffel) adaptada a la métrica del espacio-tiempo
Suv

Derivada covariante adaptada a la métrica del espacio-tiempo g,
= g"WV, WV, y existen analogos para cada derivada covariante
utilizada

8H(4)F§V —~ 8V(4)Fg# + (4)Fgg(4)FgV —~ (4)F§O(4)Fg#, tensor de curvatura
(Riemann) del espacio-tiempo

Métrica inducida en la seccion espacialoide normal al campo
temporaloide unitario 7.

coeficientes de la conexion (simbolos de Christoffel) adaptada a
la métrica inducida en la seccion espacialoide y;;.

Derivada covariante adaptada a la métrica inducida en la seccion
espacialoide y;;

9,08 = 9,018+ O O — @[ O tensor de curvatura

intrinseca inducida (Riemann) de la seccion espacialoide
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Ki; := —£3)i;/2, tensor de curvatura extrinseca de la seccion espacia-
loide

[T]iT]-F = (y?y? - yij)/”b/fi) T, proyeccion sin traza canonica de un ten-
sor T sobre la superficie espacialoide

hyg Meétrica transversa a un vector de propagacion espacialoide

[T]g; = (h;hs — hpqh”b/Z) T, proyeccion sin traza en el subespacio
transverso

D, =WV, +igA,, derivada invariante de norma (electromagnética)

Al trabajar en el formalismo 3+1 lo mas usual es utilizar los objetos tridimen-
sionales, por lo que a menos de que cause confusion, se omitira el superindice
® cuando se manipulen estas cantidades. También se definiran mas métricas
espacialoides tridimensionales y;; 7;;, y los tensores y conexiones adaptados a

estas se marcan de un modo analogo utilizando la misma marca distintiva.

1.2 Formulacion variacional

1.2.1 Formulacion Lagrangiana

La relatividad general puede formularse como una teorfa de campo que sigue un
principio de mfnima accion. Esta fue la manera en que Hilbert derivo las ecua-
ciones de campo casi simultaneamente con Einstein. Dado que la Lagrangiana
de una teorfa es una funcion escalar, la eleccion mas sencilla que podemos
tomar es a partir del escalar de Ricci R = g*"R,,,, del espacio-tiempo. La accion

de Einstein-Hilbert al considerar campos de materia queda:

S = %fg“"(‘L)RW\/—_gd‘Lx +f.£m\/—_gd4x, (1.3)

donde la integracion se hace sobre una region comprendida entre dos superfi-
cies temporaloides. Es importante tener en cuenta las fronteras de la region de
integracion pues la topologfa del espacio-tiempo considerado no es necesaria-

mente trivial. Esta accion corresponde a una teorfa de gravitacion con acople
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minimo de materia. La dependencia explicita en el tensor métrico esta compren-
dida tanto en el tensor de Ricci como en el elemento de volimen. Considerando
variaciones de la métrica g¢*¥ y tomando en cuenta que 6g = —gg,,0g"” se tiene

entonces que la variacion del sector gravitacional esta dada por tres términos

1
R, VRO + 8 VEROVR - 5 VTR Rupg 05" (1.4)

El Gltimo término se obtiene al desarrollar la variacion del elemento de voliimen.

Asf la variacion total de la accion puede escribirse como:

1 1 oL, 1
_ (4) (4) uv 4
0S = flS ( R —Zguv R) + Dol - —2 gIJVLm 68’ \/—gd X

+8—nfg“V6(4)Rw \/—gd4x. (1.5)

En el primer término aparece la combinacion que identificamos con el tensor
de energfa-momento

 0Lw 1
T/.tv - _W + Eg‘uv-[:m' (1 6)

Entonces al pedir que el primer término se anule para toda variacion admisible
de la métrica se obtienen las ecuaciones de Einstein (T.2). El segundo término
puede convertirse en un término de frontera; notando que (51“Zﬁ es un tensor,

desarrollando se obtiene

f goWR,, =gdix = f DV, (g*PoTt; — g™oTh ) y=gd'x

_ Sg(gaﬁargﬁ_ g 6T ), il a7

Este termino de frontera contiene las derivadas de orden superior que uno espe-
rarfa al comenzar con una funcion Lagrangiana que posee segundas derivadas.
Si consideramos que las variaciones de la métrica y sus primeras derivadas se

anulan en la frontera este término automaticamente se cancela. Un tratamiento
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mas formal consiste en agregar un término de frontera en la Lagrangiana ini-
cialmente, que anula a este Ultimo término. Mas detalles de este tratamiento se

pueden consultar en [150].

Vemos entonces que la formulacion Lagrangiana da una ruta alternativa para
llegar a las ecuaciones que describen al campo gravitatorio en este contexto

geomeétrico.

1.2.2 Formalismo 3+1

La teorfa Hamiltoniana permite reescribir las ecuaciones fundamentales como
un sistema de ecuaciones de evolucion de primer orden. Dado que la Relatividad
General se formula naturalmente de manera covariante es necesario de entrada
romper esta covariancia para definir la evolucion temporal, y ya que la teoria
es invariante ante difeomorfismos es necesario identificar los grados de libertad
dinamicos de aquellos que solo tienen que ver con la eleccion de coordenadas.
Una forma natural de hacer esto consiste en descomponer el espacio-tiempo
mediante una foliacion en hipersuperficies espacialoides; esta descomposicion

se debe originalmente al trabajo de Arnowitt, Desser y Misner[20].

Para que la dinamica del espacio-tiempo esté adecuadamente descrita las
superficies en que se separa deben ser superficies de Cauchy, esto es que
cumplen con que la union de sus dominios de dependencia pasado y futuro
cubra todo el espacio-tiempo. Dada esta condicion podemos introducir una
familia de hipersuperficies ©; parametrizadas por una funcion de tiempo global
t que cubre a todo el espacio-tiempo, asociado a estas se tiene un campo
vectorial normal a ¥; y unitario n#, de modo que la métrica inducida en estas

hipersuperficies al estar encajadas en el espacio-tiempo es

Yuv = uv + n,n, . (1.8)

Es inmediato verificar que este operador proyecta tensores sobre la hipersu-
perficie correspondiente. Para completar la descripcion de la foliacion se usa la

funcion de lapso a(t, x') que corresponde al tiempo propio entre hipersuperfi-
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cies medido por los observadores que se mueven en la direccion normal a la

hipersuperficie (Ilamados observadores Eulerianos):
dt = a(t, x')dt (1.9)

Como Ultimo detalle se tiene que al ser libre la eleccion de coordenadas, al
mapear puntos en una hipersuperficie hacia otras por medio del flujo definido
por el campo normal, los puntos resultantes no poseen las mismas coordenadas.
Podemos describir este desfasamiento del sistema coordenado por medio de
un campo vectorial tangente a las superficies ' llamado vector de corrimiento o
shift. En términos de este, las coordenadas de un observador Euleriano cambian

como:
X, = x— B(t, xX')dt . (1.10)

En la Figura se esquematizan dos secciones de una foliacion del espacio-
tiempo junto con un sistema coordenado que lo describe localmente, y el

comportamiento de las funciones de norma que caracterizan esta foliacion.

AT = aAt

Figura 1.1: Representacion de la foliacion del espacio-tiempo y la interpretacion
de las funciones de norma a y .

Tomando en cuenta todas estas consideraciones, es posible reescribir el
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elemento de linea del espacio tiempo como:
ds* = (—a? + BiB)dt* + 2;dtdx’ + y;dx'dx’. (1.11)

Aqui t es la funcion parametriza que la foliacion y x* son las coordenadas en las

hipersuperficies. Esta relacion puesta de forma contravariante queda

oo 1, B i BP
85 = _;8t - 2;8@ + )/] - ? 8i8]'. (1.12)
En estas coordenadas el vector normal unitario toma la forma

n' = (1/a,—p'/a), n, = (-a,0). (1.13)

Esta expresion implica on*/da = —n* /o y Jnt[dp" = —y¥' /a. Aplicando estas

relaciones cuando derivamos la métrica reescrita como (T.8) obtenemos:

ootV [TPRY
5 = (1.14a)
04 04
dotv 1, .,
fﬁi = —— (i yint) (1.14b)
agh
— b (1.14c¢)
Mt Yy

Por (ltimo, el elemento de volumen reescrito en términos de estas cantidades

queda explicitamente

V=2 = avT. (1.15)

Las hipersuperficies de esta foliacion poseen una curvatura intrinseca que
dice como se desvian vectores tangentes al transportarse paralelamente restrin-
gidos a las mismas. Esto no es suficiente para caracterizar la curvatura global del
espacio-tiempo y es por ello que es necesario introducir el concepto de curvatura
extrinseca, que caracteriza el encaje de las hipersuperficies en el espacio-tiempo

y mide el cambio en el vector normal al transportarlo paralelamente en curvas
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restringidas a la hipersuperficie. Un ejemplo de como se diferencian estas cur-
vaturas es la inmersion de subvariedades de un espacio euclidiano: un cilindro,
un plano y un cono tienen la misma geometria intrinseca (plana) pero su cur-
vatura extrinseca difiere, dicho de otro modo los tres son planos y la diferencia
entre ellos consiste en la forma diferente en que estan inmersos en el espacio
tridimensional. En términos del vector normal, la curvatura extrinseca esta dada

por
K, = —yﬁ(‘L)Vanv = —((4)Vynv + nﬁ,n“@)vanv). (1.16)

Se puede mostrar que esta definicion es equivalente a la derivada de Lie de la

meétrica inducida en la direccion normal

1
Kyv = _EEﬁ')/‘uvr (1.17)

de donde se ve que este es un tensor simétrico. Expresando el vector normal en
terminos de las variables de norma se puede reescribir esta relacion en términos

de la derivada temporal de la métrica, es decir:

oYy = EEyVV —2aK,, . (1.18)

Recapitulando y en conexion con el objetivo de obtener la formulacion
Hamiltoniana de la Relatividad General, mediante esta foliacion del espacio-
tiempo se logra identificar de los grados de libertad originales g, aquellos que
solo tienen que ver con la eleccion de coordenadas a, 8 y los geométricos
yi; que llevan la dinamica de la teorfa. Asimismo identificamos en el tensor
de curvatura extrinseca las derivadas temporales de las variables geométricas

intrinsecas.

1.2.3 Ecuaciones de Gauss-Codazzi, Codazzi-Mainardi

Para pasar de la formulacion Lagrangiana a la formulacion Hamiltoniana es

necesario reescribir la funcion Lagrangiana en términos de las cantidades fun-
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damentales 3+1. Para ello es necesario relacionar el tensor de curvatura del
espacio-tiempo con los tensores de curvatura intrinseca y extrinseca de las hi-
persuperficies. Al proyectar todos los indices del tensor de curvatura sobre la

hipersuperficie se obtiene la ecuacion de Gauss-Codazzi
Vf?fn)/i)/fl (4)Rayﬁv = (S)Rumbn + Kamen - szKmb . (1 U 9)

Si se proyecta un indice en la direccion normal se obtiene la ecuacion de

Codazzi-Mainardi
V?Vﬁﬂ”” (4)Ryaﬁv = (S)VnKab - (S)VbKan . (1.20)
La derivacion completa de estas ecuaciones se puede consultar en [150].

De estas ecuaciones se derivan otras identidades importantes que involu-

cran al tensor de Einstein

2Gyn“n?f = OR+K? - K"Ky, (1.21)
Gapyin® = OV,K = OV,K. (1.22)

Por ultimo, el escalar de curvatura cumple la identidad

@R = OR - K2 + K"Ky, — 29V, (W OVyn® — n*Ovgnf) . (1.23)

1.2.4 Formulacion Hamiltoniana

Usando una foliacion tipo ADM la accion de Relatividad General queda

1
— G _ 2 ab 3
S = 8nff( R - K? + K"Kyp) a /ydx dt

1
~In (nﬁ(A‘)Vﬁn"‘ — n"‘(4)Vﬁnﬁ> vad3y + S - (1.24)



18 Capftulo 1. Gravitacion en el formalismo 3+1

Una diferencia fundamental con la formulacion Lagrangiana radica en que para
que esta integracion tenga sentido debe realizarse entre dos hipersuperficies
espacialoides que coinciden en sus fronteras. El termino de frontera puede ser
ignorado ya que si se consideran variaciones que se anulen en la frontera este
no contribuye a la variacion de la accion. Los momentos canonicos conjugados

a las variables métricas estan dados por

oL JdKii 9 NIz
ab _ G _ ] _ Ny b "
™= S = a Ak, (LeaVP) =~ (K=K (1.25)

Tomando la traza en esta Gltima relacion se llega a 1) = \/7K/(471 Usando
esto es inmediato invertir la relacion para expresar la curvatura extrinseca en
terminos del momento conjugado y su traza, de modo que podemos trabajar
. . . 4 .

indistintamente con la curvatura extrinseca o con los momentos canonicos. Al
no depender la Lagrangiana de derivadas temporales de las variables de norma,
los momentos asociados a estas son nulos. La Hamiltoniana asociada al sector

gravitacional de la teorfa es finalmente

Hg = f [nabyab - % (R - K + K"Ky) \/7] dx
= % |- (PR + K2 - K"K,)

=2(K” = Ky™) OV, | vy . (1.26)

El dltimo término puede integrarse por partes para dar un término de frontera

adicional. Finalmente los términos del bulto resultantes:

He = 8% |- (PR + K2 - K"K,)

+28,OV, (K — Ky™)] vy P, (1.27)

1 4 o/ . J4 . .
Notese que se expresa la contraccion de los fndices del momento canonico para evitar
confusiones con la constante universal 1t
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4 . . 14 .
0 en terminos de las variables canonicas:

avy 8na (1 ;2
He= | |- GR — (_ 12 _ab a)—2 bV 0 [Py, (12

Las ecuaciones de campo en la formulacion Hamiltoniana se obtienen al
. 4 o/ . . . J4 .
tomar la variacion de la funcion Hamiltoniana respecto a las variables canonicas.

Al hacer la variacion de la accion obtenemos

58 = f 5[ f n”byadex—HG] dt + f f & (Lumax v7) dx dt (1.29)

Los términos provenientes de la accion para la materia pueden ponerse en

terminos del tensor de energfa-momento usando las ecuaciones (T.14a), (1.14b)
y (1.149)

Vi 1, , 4
0Sm = ffTW [ 2 n;j oar + " ()/ﬁnv + yfn”) op'
+ )/““)/Vbéyab] afy dx dt

f f (2p5a - 2ji0p" + S"adyw) Ny dx dt . (1.30)

En la dltima linea asumimos las definiciones de densidad de energfa, densidad

de momento y tensor de esfuerzos medidos por observadores Eulerianos:

p = n'n"T,, (1.31a)
ji o= —yin'Ty, (1.31b)
S = pHyTy, . (1.31¢)

Finalmente podemos expresar la variacion total de la accion con respecto a las
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variables geométricas como

f f — (R + K- K“bKab)+2p]6a Vy P dt
ff l OY, 7t +]b]6ﬁ V7 Ex dt
f f l ( (m a\/—S”b) &

(yab OHg ) 671“"] B dt. (1.32)

Al requerir que la accion sea estacionaria respecto a la variacion variacion res-
pecto a las funciones de norma se obtienen cuatro ecuaciones que no poseen

derivadas temporales de las variables canonicas:

H = OR+K*—KKy—16mp =0, (1.33a)
1
M, = —=OVnrt +j,=0. (1.33b)

VY

Estas son ecuaciones de constriccion que han de satisfacerse en todo momento y
definen el subespacio de soluciones fisicamente admisibles. Una teorfa analoga
es el electromagnetismo, en el cual una libertad de norma se ve reflejada en la
existencia de ecuaciones de constriccion, en ese sentido la relatividad general

es una teorfa analoga con un grupo de simetrias mas grande.

Las ecuaciones de evolucion se obtienen al asumir que la accion es esta-
cionaria ante variaciones respecto a las variables canonicas. Las ecuaciones de

evolucion para las componentes métricas son entonces

O0Hg

ol

8
—W (T(ll)/ab - Zﬂab) + 2(3)V(aﬁb)

£5Yab — 20Ky, . (1.34)

'))ab =
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Estrictamente estas ecuaciones tienen significado geométrico y no dinamico
ya que son equivalentes a la definicion del tensor de curvatura extrinseca que

representa el encaje de las hipersuperficies espacialoides en el espacio-tiempo.

La variacion respecto a los momentos canonicos es mas elaborada,pero es
la que finalmente da la dinamica del espacio-tiempo. Al variar el termino pro-
porcional al escalar de Ricci tridimensional se obtiene el correspondiente tensor
de Einstein (tridimensional) mas un término que esta vez no es de superficie
por la dependencia en a. Es necesario integrar por partes obteniendo asi depen-
dencia explicita de las derivadas de a en las ecuaciones canonicas. Bajo estas
consideraciones las ecuaciones de evolucion para los momentos conjugados

quedan:

OH
ﬁub = « Sub _ G
W 67/1110

afy 1 4nia 1 ;2

_ \ (S)Rab Lo (S)R) et ab (_ 1= _ _cd )
8 ( 2" \/77/ 2" T

+87wz (nlln”h _ z,nac,n?) + SVZ ((3)V”(3)Vba _ yab(3)v2a)

VY
+OV, (rp7) — 2m OV L + o ST (1.35)

En conjunto, las ecuaciones (1.33a), (1.33b), (7.34) y (1.35) determinan
la dinamica de la geometrfa del espacio-tiempo y permiten reescribir la teorfa

como un problema de valores iniciales. Las variables dinamicas son las compo-
nentes del tensor métrico y sus momentos conjugados. De manera equivalente
se puede remplazar a los Ultimos por las componentes del tensor de curvatura
extrinseca cuya interpretacion geometrica es inmediata; la ecuacion de evolu-
cion que se sigue de la Gltima para las componentes de la curvatura extrinseca

es:

Kip = £3Kp—OV,OV, a+ a( ®IR,, + KK, — 2Kab1<”b)

+ 47 (VS — 2S) — %yub (OR+ K = KyK™) . (1.36)



22 Capftulo 1. Gravitacion en el formalismo 3+1

Concluyo esta seccion remarcando que la Relatividad General es una teorfa
. . o e e o/
en la que a partir de un conjunto de datos iniciales se puede conocer la evolucion
de un sistema. Las ecuaciones que determinan la evolucion son las obtenidas
por medio del formalismo Hamiltoniano. El sistema resultante consta de ecua-
. . ./ 4 . .

ciones que dictan la evolucion de la metrica intrinseca y la curvatura extrinseca
de las hipersuperficies, y cuatro ecuaciones de constriccion adicionales que
relacionan a las variables del sistema. En ese sentido el sistema es similar al
electromagnetismo, salvo que las ecuaciones son mucho mas complicadas al
ser no lineales e incluir un gran nimero de términos. Es importante saber que
estas ecuaciones per se no se implementan en la practica pues su estructura
analftica no es adecuada para buscar una solucion sistematica con los métodos

numéricos usuales.

1.3 Relatividad Numeérica

Resolver las ecuaciones de Einstein como un problema de valores iniciales es
un trabajo que requiere muchas consideraciones finas. La formulacion Hamil-
toniana ADM provee de un conjunto de ecuaciones que especifican la dinamica
del campo gravitatorio, pero la implementacion de algoritmos en base a estas
no es adecuada por dificultades matematicas inherentes al sistema. No obs-
tante es posible partiendo de la formulacion Hamiltoniana encontrar sistemas
fisicamente equivalentes con propiedades matematicas distintas. Un espacio-
tiempo que es solucion a las ecuaciones de Einstein cumple el conjunto de

ecuaciones (1.33a), (1.33b), (1.34) y (1.35), que pueden escribirse como

H = 0,
M, = 0,
Oo0Hg
Qah = Yab S =0,
Pab — ab 0Hg Sab =0
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Siempre que construyamos un sistema lineal homogéneo no singular usando
estas funciones, la solucion del sistema sera una solucion valida de las ecua-
ciones de Einstein. Aunque efectivamente las soluciones fisicas de este sistema
no se ven afectadas por este procedimiento, al aplicarlo se anaden términos
diferenciales a las ecuaciones de evolucion que cambian su estructura y pro-
piedades. El sistema dinamico modificado comparte (nicamente el subespacio
de soluciones ffsicas, que cumplen las constricciones, con el sistema original
y el comportamiento de las soluciones al desviarse de este subespacio puede
ser muy distinto. Comprender las caracteristicas de este tipo de sistemas es el
punto clave para poder hacer simulaciones estables a largo plazo de fendmenos

fisicos y en particular gravitatorios.

1.3.1 Formulacion ADM a la York

La formulacion usual empleada en Relatividad Numeérica es debida a York [204],
y aunque es ffsicamente equivalente a la formulacion de ADM fue obtenida de
otra forma. Partiendo de las ecuaciones de campo covariantes de la Relatividad
General, se toman las proyecciones de estas adaptadas a la foliacion y se usan
las identidades de Gauss-Codazzi (1.19), para expresar las ecuaciones
resultantes en cantidades definidas en las hipersuperficies. Las variables natu-
rales de la teorfa son la métrica intrinseca y,; y la curvatura extrinseca Ky, de la

hipersuperficie Las proyecciones que se toman son explicitamente

H:= 2n*n"(G, —8nT,) =0, (1.37)
M= =¥ (G, - 8nTy) =0, (1.38)
Eap = VaVy(Gu —8nTy,) =0. (1.39)

Al tomar proyecciones en la direccion normal se obtienen ecuaciones que coin-
ciden con las constricciones de la teorfa Hamiltoniana, y la dinamica del sistema

esta contenida en la proyeccion tangente. Se puede ver que estas ecuaciones

2También llamadas primera y segunda forma fundamentales respectivamente en los textos
canonicos en geometrfa diferencial.
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también se pueden obtener en la formulacion Hamiltoniana si se considera co-
mo variable fundamental al lapso densitizado & = a +/y al tomar la variacion de
la funcion Hamiltoniana (T:28) . En este caso la ecuacion que se obtiene para la

evolucion de la curvatura extrinseca es

Kiy = £5Kp— OV, OV, a +a(Ry + KKy — 2K, KS)
+47nta [ya(S — p) — 2Sa] - (1.40)

Esta ecuacion difiere de la obtenida por ADM (1.36), mas la diferencia no es

arbitraria sino un multiplo de la constriccion Hamiltoniana:

, “r(Yor. a
Ki/;DM) _ KEZ k) _ _Zy”ﬂ{' (1.41)

La diferencia entre los dos sistemas radica en que el sistema obtenido por York
toma como ecuacion de evolucion &, = y,,H /2 en sustitucion de (T-39). Dado
que la diferencia es proporcional a la constriccion Hamiltoniana, las soluciones

ffsicas son admisibles para ambos.

Dado que ambos sistemas son equivalentes mientras se cumplen las cons-
tricciones es necesario analizar este sector para notar sus diferencias. Las cons-
tricciones cumplen un sistema de ecuaciones de evolucion que se deriva del
sistema original. Partiendo de las ecuaciones de campo, las identidades de

Bianchi implican
DV (G — 87T y) = OV (mun,H /2 + myM, + m My, + E) = 0. (1.42)

Al tomar las proyecciones normal y tangente de estas Ultimas identidades, se
obtienen las ecuaciones de evolucion para las constricciones Hamiltoniana y de

momentos respectivamente:

oH = Eﬁﬂ{ + aHK = 2a OVIM, —4aM, OVea + 2aE,K?, (1.43a)

IMy = EMi+akM, —a OV,E, - g OV, - &, OVia.  (1.43b)
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Notamos que si las constricciones son cero inicialmente, las ecuaciones de
evolucion garantizan que mantengan ese valor durante la evolucion. La forma
final de estas ecuaciones depende del sistema en consideracion. Para el sistema

ADM original la evolucion se lleva acabo con &, = 0, por lo que queda

oH = Eﬁﬂ{ +aHK —2a OV M, —4M, OVa, (1.44a)

IM, = £5Mi+akM, - g SAvS (1.44b)

Mientras que para el sistema de York la evolucion se efecttia con E, = v, H /2,

dando como resultado

o H £4H +2aHK ~ 2 OVIM, —4M, OViq, (1.45a)
IM, = £Mi+akM, - a OV H/2 —H OV,a. (1.45b)

De esta comparacion resulta que la estructura de las ecuaciones es muy distinta,
pues en el caso del sistema de York hay primeras derivadas de H que son fuente
para la evolucion de M,. Esto implica que si tomamos otra derivada temporal en
y sustituimos el lado derecho de (1.45b), a parte principal (considerando
las derivadas de mayor orden) tenemos

PH ~a? OV OV, H . (1.46)

Entonces en el sistema de ecuaciones de York si se toman datos que violan
la constriccion Hamiltoniana, estas violaciones esencialmente se propagaran
como una onda que viaja a la velocidad (coordenada) de la luz. En el sistema
original ADM no ocurre esto y en la practica se observa que las violaciones
a las constricciones se acumulan y crecen. Estas propiedades del sistema de
constricciones son heredadas de las propiedades de las ecuaciones de evolucion
y seran detalladas en el siguiente apartado en el que se conecta el concepto
de hiperbolicidad con la formulacion de problemas de valores iniciales bien

puestos. Por el momento basta decir que esta es la razon por la cual el sistema
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de York es preferido como base para las implementaciones numéricas, pero por
razones similares tampoco resulta totalmente adecuado en la practica. Cabe
mencionar que existe un trabajo muy didactico [114] que en analogfa a lo
que pasa en el sistema ADM, se estudia las propiedades de estabilidad de las

ecuaciones de Maxwell al modificarlas por medio de las constricciones.

1.3.2 Formulaciones bien puestas y sistemas hiperbodlicos

Un problema de valores iniciales se dice bien puesto si sus soluciones dependen
continuamente de los datos iniciales. Esta propiedad mas que deseable es indis-
pensable para cualquier implementacion numeérica, pues dadas las limitaciones
técnicas siempre se tendra error de truncado tanto asociado a los métodos de
discretizacion como a la precision inherente de las maquinas. Este concepto se
formaliza pidiendo como condicion que exista una norma de la solucion tal que
a cualquier tiempo la solucion queda acotada por la norma de la solucion inicial

multiplicada por una exponencial del tiempo
lu(t, )l < ke[, O) (1.47)

con k y o constantes independientes de los datos iniciales.

La mayoria de los resultados y conceptos requeridos se han derivado para
sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden, lo cual no es un problema
ya que definiendo variables auxiliares podemos reescribir cualquier sistema en
esta forma. Un sistema de ecuaciones de evolucion de primer orden se puede

escribir como

At + M'du = S(u). (1.48)

Dada una direccion caracterizada por un vector arbitrario P, podemos

3Usualmente se asume que el vector es unitario, pero en este analisis dejo su norma libre
ya que con frecuencia se consideran los vectores coordenados, cuya norma no necesariamente
es uno.
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descomponer el operador diferencial en la parte normal y tangente

Ms,

du + Cs'du + MK du = S(u), C:= o (1.49)

con hi = & — s,5'/|s|* el proyector sobre el subespacio normal al vector §. Aqui
definimos el sfmbolo principal C(3), que juega un papel clave en la clasificacion

de los sistemas.

Un sistema de este tipo se dice hiperbolico si para cualquier direccion los
valores propios del simbolo principal son reales. La clasificacion se refina en

base a otras propiedades que son:

e Débilmente hiperbdlico si es hiperbolico pero el sfmbolo principal no

posee un conjunto completo de eigenvectores.

e Fuertemente hiperbdlico cuando sf cuenta con un conjunto completo de

. . . ./
eigenvectores en todo el espacio y para toda direccion.

e Simétricamente hiperbdlico si ademas de ser hiperbdlico las matrices M/

son simétricas.

El énfasis de la existencia de sistemas fuertemente hiperbolicos radica en
que formalmente estan bien puestos con base en que siempre es posible de-
finir una norma conservada que se construye en base a los eigenvectores del
simbolo principal. Para cada sistema fuertemente hiperbolico existe un operador

simetrizador H tal que
HC-C'H=0. (1.50)

En términos de la matriz R, cuyas columnas son los vectores propios del sistema,

el simetrizador toma la forma
H=@RYHYR". (1.51)
El simetrizador define localmente el producto interior

(w,v):=u'Ho, (1.52)
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y por la propiedad (1.50) la norma asociada a este producto es conservada,
mostrando con ello que el sistema esta bien puesto. Que este producto dependa
de la direccion de propagacion elegida no altera las conclusiones, como se

expone en [156].

Para un sistema fuertemente hiperbolico las funciones propias forman una

base y se definen como
w = R_lz . (1.53)

Entonces, al considerar los términos asociados al operador tangente como fuen-

tes el sistema de ecuaciones toma a parte principal la forma
dw + RICRs' 9w = dyw + Ays'dw ~ 0 . (1.54)

En esta base el simbolo principal es diagonal, de modo que el sistema se des-
acopla en ecuaciones de adveccion para las funciones propias con velocidades
caracteristicas dadas por los valores propios de modo v = A,s'. Vemos que
el cambiar la norma del vector de direccion §'induce Unicamente un reescala-
miento de los eigenvalores de modo que las componentes de la velocidad de

las funciones propias son independientes de esta.

Habiendo desarrollado estos conceptos, es posible ver que que las formula-
ciones de ADM y York no son adecuadas al no ser fuertemente hiperbolicas [48].
La formulacion original de ADM sufre atin mas al no ser fuertemente hiperbélico
el sistema de las constricciones, y es por ello que las violaciones numeéricas a las
constricciones inducen inestabilidades que hacen irremediable su uso. Esto no
significa que la Relatividad General no pueda ser formulada como un problema
de valores iniciales buen puesto, sino que a diferencia de otras teorfas el sistema
resultante de la formulacion variacional no lo es. El sistema de York tampoco es
bien puesto en general, pero su existencia motiva la posibilidad de recombinar
las ecuaciones de evolucion y constricciones para encontrar aquellos que si lo
son. En esta direccion se han propuesto muchos sistemas (Bona-Masso, NOR,
BSSN, Z4) [42] 143} 135} 31} 178 (137, 139, 140} 144 [45] que son fuertemente

hiperbdlicos (una revision muy completa puede consultarse en [156]) . En la di-
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o/ . o/ o/
reccion del grupo nos hemos enfocado en la implementacion de la formulacion

BSSN por mostrarse empfricamente mucho mas ventajosa.

1.3.3 Formulacion BSSN generalizada

La formulacion BSSN [137, BT ha probado ser muy robusta en tanto a su
aplicacion numérica y es en la que la mayorfa de los grupos de relatividad
numerica trabajan hoy en dfa. La formulacion BSSN estandar esta expresada en
términos de densidades tensoriales y variables de conexion que no son tensores
y es por ello no se puede utilizar en coordenadas curvilfneas. Para estudiar
sistemas con simetrfa esférica o axial que son mejor descritos en sistemas de

coordenadas curvilineos es necesario utilizar una version generalizada [47, [12].

Para esta formulacion se introduce una métrica auxiliar de fondo y;; conocida
a todo tiempo y fija, que se usa para poder expresar el tensor de curvatura en
términos de cantidades tensoriales. Se toma un reescalamiento conforme de la
metrica fisica y;;, donde el factor conforme representa el cociente del elemento

de volumen ffsico respecto al reescalado:

ey, (1.55)

1 "
Ling), (1.56)

Vij
¢

Se define un tensor de curvatura extrinseca sin traza, al cual también se reescala

con el mismo factor conforme y se promueve la traza a variable independiente:

Aj = e_4¢(Kij_%Vin)/ (1.57)

“Originalmente propuesta en 1987 por Nakamura, Oohara y Kojima [137]. La formulacion
gano popularidad con un trabajo de Baumgarte y Shapiro donde mostraban sistematicamente
su superioridad respecto a la formulacion ADM [3T], y la version mas conocida se basa en este
trabajo y uno previo de Shibata y Nakamura [179].
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y se introducen nuevas variables auxiliares, las funciones de conexién conformes
Al — kAL ik (fi
AT = pRAL =i (D - T (1.58)

La definicion anterior es equivalente a la expresion:

A o ~j i 1 Nt ~ °
A==V - Ey”aj In(y/y). (1.59)
Al promover este vector a formar parte de las variables del sistema estamos

asumiendo una constriccion adicional
P A oif 1Aija NPT
Cr =A+VypT+ 57 iIn(p/y) =0. (1.60)

Esta definicion podria parecer bastante tautologica pero sera importante poste-

riormente para el analisis.

El tensor de Ricci fisico se puede descomponer en una contribucion del
factor conforme sumada al tensor de curvatura correspondiente al espacio con

la métrica conforme. Esto es R;; = R;; + Rj;., con

El tensor de Ricci de la métrica conforme, al escribirlo en términos de la métrica

auxiliar queda:
1 AMANT \T A N & Am Amn A Amn A
Ry = _E y’”"VmVnyab + ym(aVb)A + 2A (aAb)mn + A aAmnb . (1.62)

Reescrito de este modo, el tensor de Ricci usado en la formulacion BSSN resulta
ser igual al calculado a partir de las derivadas de la métrica tal como aparece
en la formulacion ADM-York siempre y cuando se satisfaga la ecuacion de
constriccion asociada a A'. La relacidn entre ambos es

RESSN = REPW 1 ViyCa™. (1.63)
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Usando las definiciones anteriores podemos reescribir las ecuaciones de
constriccion de la formulacion ADM en términos del tensor métrico conforme
Y, la curvatura extrinseca sin traza Ay, el logaritmo del factor conforme ¢,
la expansion de la congruencia normal codificada en K y el vector A’y sus

derivadas. Estas quedan

- oo 2
0 = HHM :R(BSSN)—6_4‘7’VmCAm—AijA”+§K2—16np, (1.64a)

N N 2
0 = MM =V.Al+6Al00 - 30K = 8mj; (1.64b)

En la expresion para la constriccion Hamiltoniana el término R®5SN) corresponde
al calculo del escalar de Ricci usando las ecuaciones (T.67) y (1.62). Entonces
en la formulacion BSSN podemos definir ecuaciones de constriccion dadas por
HESN) = F{ADM) 4 =40y C\" y MEBSSN) = MSADM), a fin de omitir el término

nulo asociado a la ecuacion de constriccion adicional (T.60).

Las ecuaciones de evolucion se siguen de las ecuaciones ADM (o equiva-
lentemente de las ADM-York), pero como ya se expuso anteriormente, al anadir
cualquier combinacion lineal de las ecuaciones de constriccion el sistema re-
sultante es consistente con las ecuaciones de campo. Usando esto podemos
proponer una modificacion a la ecuacion de evolucion de la curvatura extrinseca,

propiamente

. . 104 N
KSZSSN) — K;Zork) _ g,)/abq_{(ADM) + a’)/)m(avb)CAm . (1 65)

Esta eleccion se usa para eliminar una contribucion del escalar de Ricci que
aparece al momento de calcular la ecuacion de evolucion para la traza de la cur-

vatura extrinseca. Tomando esto en consideracion las ecuaciones de evolucion
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resultantes son:

Ofw = Egpa — 20Au ~ %am VauB", (1.66a)

I = £z %aK + %ovmﬁm , (1.66b)
Ay = £§Aah + o740 {aRab - OV, OV, - 8na5ab}TF

+at (KA - 28A5) = 2040 98", (1.660

K = £K+a (AabAﬂb + %KZ) — OV + 4na(p + S), (1.66d)

donde el superindice TF significa la parte sin traza de la expresion entre lla-
ves. Curiosamente el término que se anadio a la ecuacion de evolucion de la
curvatura extrinseca no tiene repercusion en la ecuacion de evolucion para A,
ya que se cancela automaticamente al tomar la parte sin traza. El parametro o
se incluye para contemplar los casos de evolucion Lagrangiano (9;p = 0,con
o = 1) y Euleriano ((d; — £5)p = 0 con o = 0). Para promover las variables A’ a
funciones dinamicas obtenemos sus ecuaciones de evolucion partiendo de su
definicion, ecuacion (1.59). En este caso se anade también un multiplo arbitrario

de la constriccion de momento &ap M, dando como resultado

AN = £+ PV - 24930 — a2~ AT + 2041,
A 2 i
+al (6A1]8j¢ -3 ”18]]( - 87’()7mjm)

+% [V(V,,8™) + 2479, (1.66€)

Donde se cumple & > 1/2 para obtener un sistema fuertemente hiperbolico. De
lo contrario el sistema resulta peor incluso que el sistema ADM original, pero se
ha comprobado que cumpliendo esta desigualdad el sistema es muy robusto.

Con esta eleccion se tiene que la constriccion adicional evoluciona de acuerdo
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2 e
ICx" = £5Ca" + )" My + S0CA"V " (1.67a)

4 . 4 o/
En la practica para este parametro suele tomarse & = 2, ya que esta eleccion
. . . ./ .
implica que las velocidades de propagacion de todos los campos no asociados

a la foliacion es igual a la velocidad de la luz.

Condiciones hiperbélicas de norma (Norma estandar)

Para cerrar el sistema de ecuaciones que describen la evolucion del espacio-
tiempo es necesario especificar la evolucion de las fuentes de materia, y las
condiciones de norma que determinan la eleccion de foliacion y coordena-
das. Este tema merece mucha mas atencion y en este apartado me limitaré a
especificar por completez las condiciones que han tenido mayor éxito en las
simulaciones de colisiones binarias. Una forma directa de motivar estas con-
diciones es observando que las variables K y A” tienen respectivamente como
fuentes a parte principal terminos que van como los laplacianos de a 'y 8* respec-
tivamente. Entonces podemos construir condiciones de foliacion hiperbolicas
al considerar a estas variables como fuentes de la evolucion de las funciones de

norma:

da~K = Fa~V'Va,
If~A = PP~ VIV

La condicion de foliacion mas comln que cumple con esta caracterfstica
es conocida como la familia Bona-Maso [41], porque en realidad representa un
conjunto de condiciones parametrizado por una funcion positiva y arbitraria del

lapso

dia = £ga — a? f(a)K . (1.68)
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Es posible mostrar que en ausencia del vector de corrimiento, esta ecuacion
se puede integrar para dar condiciones algebraicas del tipo a = F(y), de las
cuales la condicion de foliacion harménica @ = +/y y la condicion “1+log”,
a = 1+ Iny son casos particulares. Estas dos Ultimas son casos dignos de
. « o/ . o/ 4 . . .
mencionarse ya que la condicion de foliacion harmonica ha sido ampliamente
empleada en estudios analfticos de las propiedades de las ecuaciones de campo,
o o/ .

y la segunda es una condicion que empfricamente ha mostrado ser muy robusta
en implementaciones numericas. Estas pueden escribirse como una ecuacion
del tipo (T.68) eligiendo f(a) =1y f(a) = 2/a respectivamente.

La condicion para el vector de corrimiento mas usada actualmente es cono-
cida como Gamma Driver y fue propuesta de modo empfrico. Se puede observar
analfticamente que esta eleccion resulta en una ecuacion hiperbélica que emula
en buena medida la condicion de distorsion minima. Usualmente esta condicion

se implementa a segundo orden como el subsistema

'’ +B", (1.69)
B'sB" + a’cy(0: — £)A" — 1B, (1.70)

Oif"
9,B"

donde ¢ es un parametro que fija la velocidad de propagacion y y anade términos

disipativos para evitar oscilaciones fuertes.

Hiperbolicidad de la formulacion BSSN generalizada

En este apartado presento un analisis de hiperbolicidad detallado del sistema
BSSN generalizado basado en el analisis de [4]. La notacion elegida es consis-

tente con [13], trabajo que se expondra en el proximo capitulo.

Para el sistema BSSN generalizado, es conveniente definir las cantidades
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auxiliares
gda = dylna, (1.71a)
jabc = %au)?bcz (1.71 b)
Xa = aa(f)- (1.71¢)

A las primeras derivadas de la métrica conforme d.s. las denotamos con la
misma marca para indicar que subimos y bajamos indices con dicha métrica. Por
el momento asumimos que el vector de corrimiento es una funcion dada. En este
caso tenemos el vector de sistema u = (4., Xz, dwe, K A, A“). A diferencia de la
formulacion original, el determinante de la métrica conforme no es constante en
este caso pero las combinaciones ?“bdlab evolucionan de una manera casi trivial.
En lo siguiente denotaremos dy := d; — B'0; al operador diferencial que contiene
los términos principales de la derivada en la direccion normal a la foliacion. El
sistema de ecuaciones de evolucion asumiendo foliacion del tipo Bona-Masso

queda a parte principal

doda = —afd.K, (1.72a)
~ _ﬁ E 1 Amn 3
doka = —dK+ 20, (7" din) (1.72b)
WK = —ae™9"9,.q,, (1.72¢)
aOdAabc = _aaaAbc - %?bcﬁlaa (?mnd’\lmn) s (1 -72d)
R . ~ 1T

WAy = —acd, A", A" = [d 4 olg+ 20— A),] L (1.72e)
DA =~ —a [(2 — &P, AL, + %57717(911(]

+%77i”ﬁbc9a (7" i) - (1.72f)

En lugar de calcular el polinomio caracterfstico de una matriz de dimension
33, buscamos por inspeccion las funciones propias. Primeramente tenemos

tres combinaciones que no se propagan sobre la malla, correspondientes a las
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derivadas del elemento de volumen
S (1.73)

Tenemos otras combinaciones que fisicamente no se propagan, esto es que su

velocidad de propagacion compensa al vector de corrimiento A = —%,/|s|?

thAhmn , hg% , Wxy, (1.74)
”(6f)ca + fY" Ay — Ga), (1.75)
_ (2 _ 5) dmmi _ 4579%)("1 ?mndzmn (1.76)

Estan divididos en tres grupos por convenencia. Los primeros 16 (T.74) corres-
ponden a proyecciones normales a la direccion de propagacion, mientras que
es posible checar que las combinaciones son modos que fisicamente no

aparecen pues violan las constricciones.

Hasta aquf tenemos un total de 21 funciones propias y aiin no se toma en
cuenta el tensor de curvatura extrinseca sin traza. Las ecuaciones para g, y K
estan escritas de modo que podemos identificar un par de funciones propias
asociadas a la foliacion que se propagan con velocidades A4 respectivamente:

B'sa

Wt =5, +[s|\[fK, A% =- ot H 7. (1.77)

Para que estas velocidades sean reales es necesario que f > 0. Las 10 funciones
propias restantes son mas diffciles de identificar y estan relacionadas con las
componentes de la curvatura extrinseca sin traza. Primeramente los modos

transversos/sin traza:

hyq
TT _ m 1,a1,b m
Wy py = ( A" Hgh +2| |Zss]smA )
+[sle*? [ A h”hb i 1A;;
+[sle ab + 2ls |255 ij
asa
ATT Psa Iﬁ (1.78)

INEE

s|
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Estos son cuatro modos en total, pues estan definidos sobre el espacio transver-
50y son simetricos sin traza h" ", = 0, por lo que cada uno de estos tensores
tiene dos componentes independientes. Esto se puede ver explicitamente tra-

bajando mas las expresiones (y multiplicando por [|s|™' que es una amplitud

superflua)
g T
TT _ 7 A
a)i [/ (Hdl’nab + ub)
— s" 5 A at,b hpq ab
= (Hdmab + Aah) (hphq - 7]’1 ) . (1.79)

La velocidad de propagacion es la de la luz en relacion al vector de direc-
cion. Todas estas propiedades apuntan en que estos modos estan directamente
relacionados con ondas gravitacionales. Para explorar esta conexion definimos

en terminos de las componentes en la base de una triada que tiene ¢; = §

(1.80a)
(1.80b)

W+

TT TT
Wi 2)2) ~ P+ 3)03)

— T
= 204 )

H X

Ahora volviendo a las funciones propias, las componentes mixtas

wqi = Sahg [SmAmah + |S|€4¢ \/gAab) ’
+ ﬁasﬂ a \/E

AT = — + — 4[=. 1.81
1 EaA (.81)

Nuevamente la condicion de velocidades reales nos restringe el valor del parametro

& > 0. Desarrollando

w: = N (@m(fmab + \EA‘”’J + %hg (g0 +28. - A,) (1.82)
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Los ultimos modos son longitudinales totalmente

£
o
Il

2
(sms“sb/\mub - §|5|23mqm)

26 -1 A 2
+|s]e*? 4/ 26-1 (s”sbAab - —|S|2€_4¢K) ,
3 3
1 _ ﬁusa a 25 -1
/\i = _|S|2 iH T (1.83)

Estos ultimos modos restringen alin mas el valor de & de modo que para que las

velocidades sean reales & > 1/2. En particular se observa que la eleccion & = 2
resulta en que todos los modos asociados a las componentes de la curvatura
extrinseca sin traza Ai]- se propagan a la misma velocidad, que es la velocidad
de la luz.

Se encontr6 un conjunto completo de funciones propias y todos los valores

propios son reales, por lo que el sistema es fuertemente hiperbolico.

También es interesante analizar la hiperbolicidad del sistema asociado a las
constricciones. En [96] se presenta este sistema para la formulacion BSSN vy el
siguiente desarrollo sigue el de la referencia, aunque allf utilizan una reparame-

trizacion un poco obscura. A parte principal las constricciones quedan

H o= e (=" yd, s — 87" D + ") ,

A~

) . 2 .
M R T (1.84)

CA; ]'(Ai — 2dA mi + dAzmm) .

m

12
D

1R

Como la definicion de A implica inicamente primeras derivadas de la métrica
conforme, es necesario elevar las derivadas de esa definicion a constriccio-
nes del sistema. También se tiene como constriccion Af =0 pero me parece
que es totalmente sano ignorarla (su evolucion es cero a parte principal, y

es proporcional a la misma constriccion al considerarla completa). Bajo estas
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consideraciones el sistema de constricciones queda a parte principal

QH =~ —ae*2-E&)d M",
WM = TP, H + e, Chly, (1.85)
(?OCA;.' 0(58]/\/(1 .

1R

1

La evolucion de la Gltima esta dada (nicamente porque anadimos a la ecuacion

de evolucion para A’ un multiplo de la constriccion de momento.

Tenemos entonces modos que no se propagan
WCAL, EH +e* 2 - E)CA". (1.86)
En caso que & = 2, la constriccion Hamiltoniana a parte principal no se propaga.

Los modos restantes estan asociados a los que corresponden a proyecciones

longitudinales del sistema de evolucion. El asociado a la proyeccion mixta

1 B's: a (&
QL =k (M F s"C Z) , A= \/j (1.87)
: ’7( T vz A TR T V2

Los modos longitudinales

et s,S" 1 [28-1 B's. a [2&-1
Q. =+ 2 ot)E— (M, AL =t D e
* ( 6 H 2ISIZCA*’)+ Is| 3 M * Is|2 ~ |s| 3
(1.88)

1.3.4 Datos iniciales

La eleccion de datos iniciales que representen una situacion fisica particular
constituye en sf un problema interesante ya que cualesquiera que estos sean
deben satisfacer las constricciones que forman un sistema de cuatro ecuacio-

nes elfpticas acopladas, y en general los enfoques de aproximacion numéricos
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conllevan altos costos computacionales’] Las soluciones exactas conocidas son
muy pocas y muchas de ellas son soluciones completas de las ecuaciones de
Einstein, de las cuales no se puede esperar obtener nueva informacion y solo
pueden servir como pruebas para calibrar los codigos. Aun asf es util contar con
soluciones exactas ya que en base a ellas es posible construir funciones de prue-
ba (Ansatz) adecuados para describir distintas situaciones ffsicas (distribucion

de materia/ondas gravitacionales alrededor de agujeros negros, etc.).

Un procedimiento bastante estandarizado es la llamada descomposicion de
York-Lichnerowicz, en la cual se asume que la métrica fisica esta relacionada

conformemente a una métrica conocida
Yii = V7 - (1.89)

La métrica conforme y el factor que los relaciona no tienen por qué coincidir con
las cantidades fundamentales de la formulacion BSSN. Al hacer esta eleccion, la
constriccion Hamiltoniana se reduce a

S — —AAT 4+ ZK? - =
1/_15V Y+ 1,54 AjjAY + 3K lémp =0, (1.90)
donde A;; es la parte sin traza del tensor de curvatura extrinseca. De este modo
la constriccion Hamiltoniana resulta en una ecuacion elfptica no lineal que
debe satisfacer el factor conforme. Si se conoce a priori el tensor de curvatura
extrinseca, el problema de encontrar datos iniciales se reduce a resolver esta

ecuacion.

Para especificar la curvatura extrinseca es necesario satisfacer las constric-
ciones de momento, ecuaciones (1.64b). Estas presentan un reto mas interesan-
te que no se abordara en esta seccion, pero podemos mencionar que existen
distintas estrategias de reescalamientos conformes de la parte sin traza que
simplifican considerablemente las ecuaciones. Para las aplicaciones desarrolla-

das en este trabajo la estrategia general fue buscar situaciones en las que las

5Actualmente existen técnicas que han mejorado la eficiencia de los algoritmos para obte-
ner soluciones a ecuaciones de este tipo basados en multiples discretizaciones y/o métodos
espectrales [149), [90].
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constricciones de momento se satisfacen de la manera mas trivial posible. Por
ejemplo, al imponer que el dato inicial se de en un instante momentaneamente
en reposo, tanto la densidad de momento como el tensor de curvatura extrinseca

se anulan trivialmente.

1.3.5 Condiciones de frontera

La formulacion del problema de valores iniciales debe incluir las consideracio-
nes tomadas en las fronteras. Usualmente cuando un problema esta definido
en un dominio finito delimitado por una frontera bastan consideraciones fisicas
para determinar las condiciones adecuadas. No obstante, cuando analizamos
problemas definidos en un dominio infinito (como al modelar fendmenos as-
troffsicos) es necesario por limitaciones técnicas tomar un dominio finito e

introducir fronteras artificiales Pl

Existen distintas técnicas para aplicar condiciones de frontera adaptadas a
casos particulares, pero en general se busca que al considerar un dominio con

fronteras artificiales estas cumplan una serie de condiciones:

e Estabilidad: en el sentido de que el comportamiento considerado en
las fronteras no afecte las propiedades de un sistema de ecuaciones de
evolucion bien puesto a nivel analitico, ni la estabilidad del método de

integracion una vez discretizado.

e Fisica: de modo que una solucion obedezca las ecuaciones de evolucion
como si no estuviera presente una frontera. En este sentido para sistemas
constrenidos como las ecuaciones de Einstein nos interesa también que
el comportamiento en las fronteras artificiales no introduzcan violaciones

a las ecuaciones de constriccion.

¢ Aislamiento: pensando que para un sistema aislado, las condiciones de
frontera no introducen efectos que pueden interpretarse como informa-

Y4 . .
cion proveniente del exterior.

®Existen técnicas para compactificar dominios infinitos para aplicar condiciones de frontera
fisicas, pero requieren de otras consideraciones practicas.
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El tipo de condiciones de frontera es dependiente del sistema particular
considerado y del problema que se esta abordando. Para sistemas con simetrfa
traslacional es adecuado considerar condiciones de frontera periodicas, cuya
implementacion es trivial y reproducen la fisica adecuadamente. Un caso que

puede tratarse de este modo es al hacer estudios cosmologicos.

Un tipo de condiciones de frontera bastante difundido para sistemas aislados
consiste en considerar el comportamiento asintotico de las soluciones. Como
en general para este tipo de sistemas la informacion que llega a las fronteras
tiene asintoticamente el comportamiento de ondas esféricas salientes del tipo:

u:u0+ (1.91)

f(r—ot)
7
r
como el perfil particular de la onda saliente f no es relevante, este comporta-

miento se puede modelar a nivel diferencial como

u—1u
o + vd,u + UTO =0. (1.92)

Este tipo de condiciones de frontera generalmente mantienen las soluciones
estables pero es posible que introduzcan reflexiones espurias por no cumplir
todas las consideraciones ffsicas. Estas reflexiones se minimizan al ubicar lejos

las fronteras y este es un procedimiento bastante usado en la practica.

Una forma de mejorar este tipo de condiciones para sistemas fuertemente
hiperbdlicos consiste en identificar las funciones propias del sistema y aplicar
condiciones de frontera sobre las mismas. En cada punto de la frontera podemos
fijarnos en la propagacion en direccion normal § a la misma obteniendo un
conjunto de funciones propias w, que a parte principal evolucionan conforme

a ecuaciones de adveccion:
ata)/\ + /\aga))\ ~0. (1.93)

entonces, las funciones que se propagan hacia afuera de las fronteras se dejan

evolucionar libremente, mientras que las entrantes se suprimen.
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1.4 Soluciones astrofisicas y agujeros negros

La simplificacion mas significativa en la mecanica clasica consiste en asumir
particulas puntuales, esto equivale a requerir que la distribucion de materia
sea singular. En relatividad general esta hipotesis tiene implicaciones mucho
mas trascendentes y por eso debe ser tratada con cuidado. Su consideracion
ha llevado al desarrollo de toda la teorfa alrededor del concepto de Agujeros
Negros, en el que las singularidades no se deben solamente a la materia, sino

también a la geometria del espacio-tiempo.

En la gravitacion newtoniana es posible encontrar soluciones para distribu-
ciones de materia singulares. Partiendo de la solucion exterior (fuera del soporte

compacto de la distribucion de materia), estatica y esféricamente simetrica de

@1

¢ = -M/ M= fpdV, (1.94)
S

r

donde la integral se toma en una region S compacta que contiene el soporte de
la densidad p. Es posible extender esta solucion para que sea valida en todo el

espacio solamente si en este lfmite la densidad es singular.

Naturalmente la primera solucion no trivial que se tuvo de las ecuaciones
de Einstein es una generalizacion de esta ultima y corresponde a la métrica de
Schwarzschild. Esta solucion describe adecuadamente el exterior de cualquier
distribucion de materia compacta y esférica (lo cual es consecuencia de los
teoremas de unicidad [103]), pero su continuacion atodo el espacio es altamente

no trivial comparado al caso Newtoniano.

1.4.1 Solucion exterior de Schwarzschild

. . . . . . . d .
Un espacio-tiempo es estacionario si posee un vector de Killing & temporaloi-

de. Este vector induce naturalmente una foliacion caracterizada por el campo
> o

unitario 7 = &/|&]. En simetrfa esférica es posible foliar la seccion espacial



44 Capftulo 1. Gravitacion en el formalismo 3+1

con cascarones esféricos de modo que la topologfa es localmente R x S2. Para

completar el sistema coordenado asumiendo que puntos pertenecientes a una

misma esfera se caracterizan con los angulos usuales, basta elegir una coorde-
. ./ . / .

nada radial y una eleccion natural es el radio de area, que asigna a puntos en

una esfera la coordenada radial

| As
= — 1.95
r i’ ( )

donde Aj; es el area de la esfera en cuestion. Bajo esta eleccion, la métrica del

. . ! .
espacio-tiempo en coordenadas esfericas toma la forma

dS* = —a(r)*dt* + f(r)'dr* + r*dQ? . (1.96)

Como solamente hay dos incognitas en esta métrica, las ecuaciones de cam-
po solo poseen dos componentes independientes. Las componentes temporales

y radiales de las ecuaciones de Einstein dan

2

(1)’(_2 1-f-rf) = 8nTy, (1.97)
1 2a'
W (f-H+ Pl 8nT,, . (1.98)

Las caracteristicas de las soluciones dependeran fuertemente de las pro-
piedades de la materia, la cual ha de caracterizarse por tener una interaccion
capaz de generar presidn que soporte estructuras estacionarias contra el co-
lapso gravitacional. No obstante, independientemente del tipo de materia, si la
distribucion tiene soporte compacto, en el exterior T,,, = 0 y estas ecuaciones
tienen solucion dada por

5 C

@=r=1+<. (1.99)

La constante de integracion C se determina por condiciones de empalme de la
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métrica. Podemos reescribir en el interior

fr)=1- 2mr(r) , (1.100)

con la funcion nombrada m(r) por convenencia, entonces C = —m(r) evaluada
en la frontera de la distribucion. La interpretacion de esta funcion se obtiene
sustituyendo este ansatz en (1.97) y usando la definicion de densidad p =

ntn"T,, = Ty/a?, entonces
m'(r) = 4mpr?, (1.101)

o en forma integral

R
m(R) = f SEperer , (1.102)
0

que es justo la expresion newtoniana para la masa contenida al radio R. Es-
te argumento no es suficiente para justificar que m(r) represente la masa del
sistema, mas usando los conceptos expuestos en el Apéndice se puede com-
probar que lo es. Los requerimientos para que esta solucion sea regular son
mas fuertes que en el caso newtoniano, aparte de que la funcion de masa se
anule en el origen, es necesario que su crecimiento este acotado por el valor
de la coordenada radial. De no cumplirse este Gltimo requerimiento existe una
region del espacio-tiempo en la que las coordenadas ¢ y r intercambian papeles
y falla la hipotesis de estacionareidad con que partimos. Esta patologfa es un

indicio de que el espacio-tiempo contiene un agujero negro.

1.4.2 Agujero Negro de Schwarzschild

La solucion exterior de Schwarzschild, puede extenderse hasta » = 0 tomando
m(r) = M constante y considerando que el tensor de energfa-momento se anula
en todo el espacio-tiempo. En este caso los coeficientes métricos son irregulares
en r = 0, 2M. En la region 0 < r < 2M las coordenadas (t,r) intercambian

papeles y si bien se puede mostrar que la singularidad en r = 2M es solamente
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por efecto de las coordenadas (el tensor de curvatura es regular), en r = 0 la

curvatura diverge y con ello las fuerzas de marea crecen ilimitadamente.

Si en lugar de utilizar el radio de area usamos una coordenada para la cual

la seccion espacial es conformemente plana, la métrica es en este caso
ds* = —adt* + Y*(dP* + PdQ?) . (1.103)

Los valores de a y 1 que resuelven las ecuaciones de Einstein son

2F — M

2 = 2:TM (1.104)
M

Y = 1+§- (1.105)

Esta solucion es la métrica de Schwarzschild en coordenadas isotropicas. Estas

coordenadas estan relacionadas con las usuales por

2
Ysch = 77(1 + M~) , (1.106)
27
Las constantes de integracion son tales que la superficie rs;, = 2M corresponde
a7 = M)/2 en estas coordenadas. Otra propiedad importante es que tanto 7 — 0
como 7 — oo corresponden a rg;, — oo y el espacio posee una isometria dada
por 7 — M?/47. En estas coordenadas no se cubre la region interior de la
solucion de Schwarzschild y se observa una estructura de agujero de gusano
que conecta dos universos ideénticos (Figura . La singularidad en 7 = 0
en este caso es efecto coordenado por la compactificacion de un universo de
extension infinita en una region coordenada finita. En la Figura[1.3|se muestra
la estructura global del espacio-tiempo de Schwarzchild en un diagrama de
Penrose; alli mismo se muestran las lineas en las que las coordenadas usuales

de Boyer-Lindquist (en las que se usa el radio de area) son constantes.
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—

Tiso = M/ 2

-

Figura 1.2: Estructura de agujero de gusano en una hipersuperficie de ¢t constante
en la métrica de Schwarzschild expresada en coordenadas isotropicas.

Figura 1.3: Diagrama conforme de un agujero negro de Schwarzschild. Se mues-
tran las lineas para las cuales las coordenadas de Boyer-Lindquist son constantes.
Las lfneas de r constante tienen extremos en infinitos temporales i*, mientras
que las lineas de t constante tienen por un extremo el infinito espacial i, y en
el otro se extienden hacia la singularidad.
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1.4.3 Agujeros Negros estacionarios

De acuerdo a los teoremas sobre agujeros negros estacionarios, todos ellos
pertenecen a la familia de Kerr-Newman caracterizada Gnicamente por tres
parametros: masa M, carga Q y momento angular J. En el caso de agujeros
cargados la solucion no es de vacfo, pues hay que tener en cuenta la contribucion
del campo electromagneético a las ecuaciones de campo. En coordenadas de
Boyer-Lindquist (que coinciden con las coordenadas de Schwarzschild cuando

Q =] =0) el elemento de linea es

— 2 qin2 2 2
gt = BTS00 b sint o B g
z z
2 2\2 Ad?sin2 0
+E4r 4 vdo? + (" +a7) - Aasin sin® Od¢?, (1.107)
A z
donde
Y = r?+4%cos’0, (1.108a)
A = r*=2Mr+a*+ Q% (1.108b)
a = é (1.108c¢)
y el tensor de Faraday escrito como una 2-forma queda
F- 2 (r2 — a* cos? 9) dr A [dt — asin’® 9d¢)]
y2
2
+ gfr cos 0sin 0dO A [(rz + az) do - adt] . (1.109)

Esta 2-forma es la derivada exterior de la 1-forma potencial, que salvo am-

biguedades de norma puede escribirse como

Qr (dt —asin® qub)

A =
b

(1.110)
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Estas expresiones aparecen tal cual en [132] (con £ = p?). Pese a que esta
es una solucion analftica bien conocida dista mucho de ser trivial, citando al
libro “Expressions for the metric and are sufficiently long to
be somewhat frightening”. En ese entendido podemos analizar algunas de las
caracterfsticas de esta familia de soluciones, pero no entraremos a detalle en la
derivacion de todas ellas. Historicamente se hallaron primero casos particulares
de esta metrica, que son el agujero negro cargado de Reissner-Nordstrém (RN
con | = 0) [153] [140] y el agujero negro rotante de Kerr (Q = 0)[113].

Esta solucion posee varias caracterfsticas que es importante notar. La métrica
posee singularidades fisicas en £ = 0 (el tensor de curvatura diverge), que
corresponde a un anillo ya que nos podemos acercar a r = 0 sin problemas
siempre que no se incida en el plano 6 = 1t/2. También se tienen singularidades

coordenadas cuando A = 0, esto es en las esferas de radios
re=M+M2Z—Q2— 22, (1.111)

con a = J/M el momento angular por unidad de masa. Estas esferas correspon-
den a horizontes de eventos, y la singularidad coordenada aparece por exigir que
la métrica sea estacionaria en estas coordenadas. Hay varias formas de remover
la singularidad, una de ellas es introducir una coordenada radial cuasi-isotropica
la cual analizaremos adelante mas a detalle. La existencia de varios horizontes

esta asociado con la topologfa interna del agujero negro, que es mucho mas

compleja que el caso de Schwarzschild (Figuras[1.4]y[1.5).

También hay un horizonte de Killing (Apéndice [B) asociado al vector de
desplazamientos temporales , que es donde el coeficiente métrico gu se anula,

propiamente la superficie

Tergo = M £ /M2 — Q2 — a2 cos? 6. (1.112)

En la region entre el horizonte y esta superficie no pueden haber observa-
dores estaticos y se dice que los sistemas inerciales son arrastrados por la
rotacion del agujero negro. Para esta geometrfa la estructura de la singularidad

es temporaloide. Cabe notar que la existencia de horizontes esta condicionada
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Figura 1.4: Diagrama de Penrose de un Agujero negro de Reissner-Nordstrom
con M > |Q|. La misma estructura se repite indefinidamente en ambos sentidos
en la direccion temporal.
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Figura 1.5: Diagrama de Penrose de un Agujero negro de Kerr con M > |a|. La
misma estructura se repite indefinidamente en ambos sentidos en la direccion
temporal.
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a M? > Q% + a?, que para los casos especiales se reduce a M > |Q|y M > |q|

para los espacio-tiempos de Reissner-Nordstrom y Kerr respectivamente.

Como se menciono, es posible remover la singularidad en los horizon-
tes por medio de una transformacion de coordenadas. Las coordenadas cuasi-
isotropicas se obtienen al usar una coordenada radial 7 que generaliza al radio

isotropico; la relacion con el radio de Boyer Lindquist r es

M + \/a2+Q2)(1+M— a2+Q2]

27 27

r:?(1+ (1.113)
Es notable que el radio de Boyer-Lindquist no es monétono y alcanza su mfnimo
en el horizonte exterior, el cual en estas coordenadas se ubica en

M2—a2—-Q

7y = > . (1.114)

Este comportamiento se debe a que el sistema coordenado cubre las regiones |
y Il en las Figuras y sin penetrar el agujero negro en ningin momento.
Al ser en este sistema una hipersuperficie con t = const. espacialoide y regular
en todos lados, es candidato ideal para tomar como dato inicial para probar el

formalismo de evolucion. Una relacion por construccion es

2 2 A2 2)\?
(dr) :A:(l_M) ) (1.115)

dr) ~ 12 472

De aquf se observa que alrededor de r, la funcion Al/2 es suave y cambia de

. 4 . J4
signo, hecho que sera necesario mas adelante.

En estas coordenadas la métrica queda expresada como

A — 2 ain? 2 2—A
ds* = —%ﬁedt2 —2asin® 0 (%)dt dg

+* (dP* + P(dO? + x sin® 0d?)), (1.116)
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con

Yyt o= I/P, (1.117a)
(P +a?) — Aa*sin® 0

2 (1.117b)

De aqui podemos identificar los objetos que caracterizan una seccion de t =
const. La métrica espacial esta totalmente caracterizada por las ecuaciones
(T.17173) y (1.117b). De las componentes g;, identificamos las funciones de

norma que hacen esta métrica estacionaria:

I
|
Q
W
&=,
)
N
)

B o B (1.118a)

as = (1.118b)

Como en esta norma la métrica es estacionaria, la curvatura extrinseca

cumple

1
Ki;j = 2 (Vi,Bj + Vjﬁi) p (1.119)

cuyas componentes no nulas estan dadas por:

Kip = 5 (9B - 2T By) = g eodiBt . ((# )
(1.120a)
asin’ 0
Koy = 7=
DMERVOI'G
X [M (21’2 (r2 + az) +X (1’2 - az)) - er (Z +77 4+ az)] ,  (1.120b)
3 2 i3
Koy = 4 VA (2Mr — Q%) sin QCOSQ' (1.1200)

Y2\Xx

Se agrupan términos de modo que su implementacion sea clara, como en el



54 Capftulo 1. Gravitacion en el formalismo 3+1

caso de Ly = r* + a* — af.

Para terminar la descripcion hay que especificar la forma de los campos
electromagnéticos, que se deriva del tensor de Faraday (T-T09). Para el campo

eléctrico tenemos de la expresion E' = y*n'F,,

1 = 2+ 2

2Qa*r VA
E¢ = —yeﬂi (_Ptu + 5¢F¢y) = Qa—r\/_ cosOsin 0 . (1.121b)

DIERVII%
Por otro lado, de (2.9) obtenemos B! = —nye“i“ﬁFaﬁ

1 2Qarf cos O

B = ——F,, = =TSV (2 2} (1.122a)
T Ty )
2 .
B —= L i‘(j):_w (rz—azcos2 9) : (1.122b)
\Vr T3 VIx

Cabe mencionar que estas expresiones para datos iniciales que describen
la métrica de Kerr-Newman fueron derivadas independientemente a inicios de
2014, y a mi conocimiento no habfan aparecido publicadas hasta finales del

mismo ano [208].

1.4.4 Agujeros negros dinamicos

Los agujeros negros astrofisicos relevantes se forman por procesos de colapso
gravitacional y tienden asintoticamente al estado estacionario. Después de un
tiempo suficiente son adecuadamente descritos con el formalismo anterior, pero
durante la transicion es necesario un mayor cuidado en su tratamiento ya que
puede haber interaccion con mas materia y emision de radiacion. Para lidiar con
situaciones dinamicas se ha introducido el formalismo de horizontes aislados y

dinamicos [22] que generaliza estos resultados.
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El concepto de carga del agujero negro se generaliza facilmente tomando la
integral de carga sobre el horizonte del agujero negro, que es por definicion la

carga encerrada por el horizonte.

El momento angular se generaliza de un modo similar, basta que exista
un vector de Killing rotacional sobre el horizonte y entonces la expresion final
es similar a la integral de Komar (Apéndice [B), tomada en este caso sobre el

horizonte.

La generalizacion de la masa es mas complicada y se deduce a partir de la
termodinamica de agujeros negros. Un resultado importante es que la entropfa
de un agujero negro es proporcional al area de su horizonte, por lo cual en
todo proceso el area solo puede crecer o permanecer constante. Esto nos lleva

a definir la masa irreducible de un agujero negro en términos del area

/ A
M, = — 1.123
167 ( )

que es la masa de un agujero negro sin momento angular ni carga eléctrica, con

area A. La masa de un agujero negro en general esta dada por

% ) i (1.124)

+
4]\/Iirr 4M2

ur

Mz = (Mirr +

1.5 Soluciones cosmologicas

Las soluciones cosmologicas describen en conjunto la evolucion del universo a
gran escala (una revision completa y reciente del estado actual de la cosmologfa
se puede revisar en [63]. Se basan en la hipotesis de que existe una foliacion tal
que las secciones de t constante son homogéneas e isotropicas, de este modo

la geometria del espacio-tiempo queda descrita por el elemento de linea

ds* = —a(t)’dt + a(t)*p;dx‘dx’ . (1.125)
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Esta métrica es referida en la literatura como métrica de Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker (FLRW (86, 87, [120] 162, [163| (164} 200]. Se ha dejado
el lapso como una funcion arbitraria del tiempo coordenado, usualmente se
utilizan como coordenadas temporales el tiempo propio cosmico dt = adt o
el tiempo cosmico conforme dn = adt. Cabe notar que la métrica espacial a
cualquier tiempo es conforme a una métrica independiente del tiempo, cuya
Unica propiedad de acuerdo a las simetrfas impuestas es que su escalar de
curvatura es constante: R = 6k. Esta forma de escribir al escalar de curvatura
es para hacer coincidir la notacion con la encontrada en textos de cosmologia,
y la constante k puede tomarse sin pérdida de generalidad igual a {0, 1} y las
observaciones apuntan a que su valor es cero. El factor de proporcionalidad
entre la métrica fisica y conforme, a(t), es conocido como factor de escala y

describe la dinamica del universo.

La expansion observada por un observador con cuadri-velocidad u* es sim-

plemente el cambio relativo del elemento de volumen que observa

1dy 1

3 1
— E,}/aﬁu‘u&yyaﬁ — Euﬁtaya + Euﬂay 11’1)? . (1.126)

N

e W dT,j

El segundo término se cancela para observadores en reposo en esta foliacion
(u* = n*), en este caso se les llama observadores comoviles. Por otro lado, el
primer término no se cancela y esta directamente relacionado con la expan-
sion/contraccion experimentada en el marco comovil/lhomogéneo; el factor de
3 aparece por la dimensionalidad del espacio. Esto lleva a proponer un factor
que mide la expansion lineal observada en el marco comovil, llamado factor de
Hubble:

1. 1da 1a

H:=-0;=- = .
3®" adt; aa

(1.127)

Por otro lado, este factor se puede asociar a la traza de la curvatura extrinseca

7Es comUn en la literatura encontrarla mencionada a nombre de solo al d
gunos de esos autores,
dependiendo de las fuentes consultadas.
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por medio de las ecuaciones ADM

H=--K. 1.128
3 ( )

Las ecuaciones de Einstein en este caso describen como evoluciona el factor

de escala y son conocidas como ecuaciones de Friedmann

% = aaH, (1.129a)
H* = Sgp—%, (1.129b)
T = - Ta(pr) (1.129¢)

con p := S/3. El sistema queda determinado al especificar el tipo de materia
contenido en este espacio-tiempo. Las ecuaciones (1.129b) y (T.129¢) pue-

den combinarse para dar una ecuacion de evolucion para la materia, que es
basicamente la ecuacion de continuidad:
dp

I = —3aH(p +p) . (1.130)

Esta relacion puede verse como un equivalente microscopico de la conservacion
de la energfa. Si definimos la energfa en una region comovil con la expansion

como la integral de la densidad de energfa p en la misma, tenemos

dU:dtf(E+L—‘/_)\/_d3x— pdtf \/_d%c_ —pdV . (1.131)

Entonces el cambio en la energfa de la region es solamente debido al traba-
jo realizado al expandirse la region considerada. Falta para cerrar el sistema
especificar la presion, esto se logra mediante una ecuacion de estado que nor-
malmente se deriva de la microffsica de la materia. Usualmente en cosmologia

se toma una relacion del tipo p = wp, con @ una constante Cuando se tiene

8Aunque este es un modelo muy simplificado es posible modelar las componentes de materia
dominantes en el modelo cosmologico estandar de este modo (energfa oscura w = —1, materia
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esta relacion la ecuacion (1.130) toma una forma inmediatamente integrable

d
WP_ 30+ (1.132)
p a

que finalmente da una relacion entre la densidad y el factor de escala

a )—3(1+a))

el (1.133)
Ao

p= PO(
Esta relacion puede sustituirse nuevamente en las ecuaciones de Friedmann
para llegar a una solucion para el factor de escala a(t). La solucion en el caso

plano k = 0y w > —1 queda en términos del tiempo propio cosmologico
o
a(t) = (aog(““’) + (1 + ) 4/61poagd+@) (T — To)) , (1.134)
y mas cominmente se ajusta para que el factor de escala se anuleat =0

a(7) = Alw)t T (1.135)

El caso particular = —1 requiere mas cuidado en su integracion y resulta en
el espacio-tiempo de de Sitter, en el que la densidad de materia es constante y

el factor de escala evoluciona exponencialmente.

Cabe mencionar que las ecuaciones de Friedmann son totalmente equiva-
lentes a las ecuaciones ADM/BSSN identificando a = ¢*?. Las Unicas ecuaciones

de evolucion no triviales son:

P = —%aK, (1.136a)
d;K = %0{1(2 +4na(p+S9), (1.136b)

no relativista w = 0, radiaciéon w = 1/3).
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y la constriccion no trivial en este caso es la Hamiltoniana, que toma la forma:

H := 6ke 490 4 %K(t)z —16mp(t) = 0. (1.136¢)
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Capitulo 2
Dinamica de materia autogravitante

La dinamica de la materia acoplada mfnimamente al campo gravitatorio se redu-
ce a la usual sobre un espacio-tiempo curvo. En esta seccion se hace un resumen
de la dinamica de los tipos de materia considerados en los capftulos subsecuen-
tes, que son campo electromagnético, campo escalar complejo acoplado a este

dltimo y un fluido perfecto.

2.1 Electromagnetismo

Los campos electromagnéticos estan descritos por el tensor de Faraday F* que

se construye a partir de un potencial vectorial A*
Fu = 9,A, —d,A, . (2.1)

La teorfa electromagnética se puede formular en el contexto gravitacional par-

tiendo de su contribucion a la accion

S, = 16% f FoF"afy d*x + f Lya+y d*x, (2.2)

donde el Ultimo término refiere a otros campos de materia acoplados al campo

electromagnético. Las ecuaciones de campo que se obtienen al minimizar la



62 Capitulo 2. Dinamica de materia autogravitante

accion con respecto a variaciones del potencial vectorial son

oL
(4)V FY = 477 , Vo= =¥ . (23)
u ]em ]em &Av
Por construccion, se tiene que para el tensor dual F** = —@We¥F, /2 se
cumple
(4)VyFWV = 0. (2.4)

Y en conjunto las ecuaciones (2.3) y (2.4) son las ecuaciones de Maxwell en un
espacio-tiempo curvo. La teorfa es invariante de norma ante transformaciones
deltipo A, — A, + d,, f. Como consecuencia de esta simetrfa, la corriente cum-
I ion d ion WV, v =01 [ implica | iC
ple una ecuacion de conservacion ®V,j. = 0 lo cual implica la conservacion

de la carga eléctrica.

2.1.1 Descomposicion en el formalismo 3+1

El potencial vectorial se puede reescribir en términos de sus proyecciones nor-

mal y tangentes a las hipersuperficies del formalismo 3 + 1 como:
At = ntd + g (2.5)

donde las proyecciones coinciden con los potenciales electromagnéticos escalar

y vectorial medidos por observadores Euleriano

o = —nHA“ , (2.6)
a = PAT =y Ar (2.7)

"En sentido estricto no son medidos por ninglin observador pues son potenciales cuyos
efectos fisicos estan dados por sus derivadas, mas usamos esta analogfa verbal porque son las
cantidades que se utilizarfan para la descripcion local.



2.1 Electromagnetismo 63

El tensor de Faraday puede descomponerse en términos de los campos

eléctrico y magnético medidos por los observadores Eulerianos

Et := -n,F*, (2.8)
Bt

_n (2.9)

Por la antisimetria de F'#, estos campos son perpendiculares a n*, de modo
que son tangentes a las superficies de t constante. El tensor de Faraday puede

escribirse entonces como
v _ HL v v v
F* = )/a)/ﬁF“ﬁ +ntE" —nE" . (2.10)
El primer término puede reescribirse usando (2.9)
yijEF“ﬂ = Qgvapg — Ogmva .= ngeft™ . 2.11)

Bajo estas consideraciones el tensor de Faraday y su dual toman explicitamente

la forma
Frvo = (3)€PVUBO_ + nt*EY — E*nY , (2.12)
v = GO 4 pHBY — BEpY (2.13)

Al escribir el tensor de Faraday en términos de los potenciales, las ecuacio-
nes (2.8) y 2.9) dan las relaciones usuales

da; = £gaf — aE; — OVi(ad), (2.14)
‘ 1 . 4 i
B' = 5 O (D iy — O ) = D™, a, = ( OV x a) ) (2.15)

Utilizando esta descomposicion del tensor de Faraday, la accion toma la
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forma

S, = 8% pHv (BHBV —~ EHEV)a \y dix + quf V=g d'x, (2.16)

Como consecuencia de la libertad de norma, el Lagrangiano no depende
de ®. Tomando como variables dinamicas a las componentes del potencial

vectorial a;, los momentos conjugados quedan

a WEH

= —— 2.17
g = ( )

y la funcion Hamiltoniana queda entonces

Hem

f {nE“ |£500 — aE, = Vo(a®)| - % (B.B" - EaE”)} aydx

f [—%(BaB“ + E,E") + e"Epa, + aCDVanE“] Vydx,  (2.18)

en donde el dltimo término se integro por partes.

En la formulacion Hamiltoniana el electromagnetismo queda descrito efecti-
vamente por el potencial vectorial y el campo eléctrico. La invariancia de norma
de la teorfa queda manifiesta al ser nulo el momento conjugado al potencial

escalar, que implica al variar la accion respecto a este la constriccion

G :=ViE' = 4per = 0, (2.19a)
CON Pem = —M jom. Otra ecuacion de constriccion que se tiene de la construc-
cion es

B:=VB =0. (2.19b)

Por otro lado, la evolucion del campo eléctrico esta dada por

oE = EﬁEi + (V x aB)' + aKE' — 4nia Of'

]em’

(2.20)



2.1 Electromagnetismo 65

con O := ¥} jem- La ecuacion de conservacion (4)V,jtn = 0, obtenida al

tomar la divergencia de (2-4), queda en términos de las proyecciones 3+1
IPem = £gpem + Va (%) = K pem (2.21)

Si bien las ecuaciones anteriores describen totalmente al electromagnetismo en
terminos de los potenciales a; y @, los campos que producen efectos fisicos
son E' y B'. En la mayorfa de los casos es posible trabajar directamente con los
campos fisicos tomando en cuenta la ecuacion (2.T5). En este caso la ecuacion

de evolucion resultante para el el campo magnético es:
OB = EI;Bi — (VX aE)' + aKB' . (2.22)

Otra gran ventaja de considerar la evolucion en términos de los campos fisicos

es el hecho de evitar el problema de la eleccion de norma para los potenciales.

Por completez podemos también incluir el sistema de evolucion asociado
que cumplen las constricciones. Utilizando las ecuaciones de evolucion es po-
sible ver que si definimos las constricciones eléctrica G := V,E' — 4tpem =0y

magnética B := V,;B' = 0, entonces estas cumplen el sistema

aKG , (2.23a)
aK$B . (2.23b)

9G — £,G
atB - EEB

Para sistemas acoplados en los que la dependencia en los potenciales
es explicita no es suficiente solamente considerar a los campos eléctricos y
magnéticos, puesto que no es posible recuperar unfvocamente a los poten-
ciales. Al ser el campo magneético definido como el rotacional del potencial
vectorial (2.T5), cualquier uno-forma que difiera de este Gltimo por una uno-
forma cerrada es equivalente. Es necesario entonces seguir la evolucion del
sistema considerando los potenciales usando la ecuacion (2-74). Para comple-
tar el sistema es necesario fijar la norma respecto al potencial escalar, y una

eleccion acorde al sistema obtenido es la norma de Lorentz, ¥V ,A* = 0, que al



66 Capitulo 2. Dinamica de materia autogravitante

hacer la descomposicion 3+1 da una ecuacion de evolucion para este

0D = £4D + aKD ~ Vi(a a). (2.24)

2.1.2 Tensor de energia-momento del campo electromagnético

El tensor de energfa-momento del campo electromagnético es

1 A 1 Ao
T = 4= [FMFV ~ 28w FoF ] . (2.25)

que al utilizar las ecuaciones (2.12) y (2.13), queda explicitamente en términos

de los campos eléctrico y magneético

1 1
Tw = o [—(EHEV +BB,) + 2yu(E + )

1
-~ En#nv(Ez + B?) + 2E'B° <3>eM(ynv)] , (2.26)

donde E? = E'E; y B?> = B'B,. Los términos correspondientes a la descompo-
sicion 3 + 1 de este tensor, llamando & a la densidad de energfa del campo

electromagnético, son

& = i(E%BZ), (2.27a)
871
1 .

]1' = E (3)€i]'kE]Bk, (2.27b)
1

Sij = 8_n[yij(z-:z+B2)—2(EiEj+BiBj)]. (2.27¢)

estas expresiones corresponden a la densidad de energfa, flujo de momento
(vector de Poynting) y tensor de esfuerzos medidos por observadores Euleria-

nos.
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2.1.3 Hiperbolicidad de las ecuaciones de Maxwell

El sistema formado por las ecuaciones de Maxwell es suficientemente sencillo
para llevar a cabo el andlisis de hiperbolicidad completo y es mucho mas intere-
sante en cuanto al tipo de funciones propias que aparecen que estan asociadas

a la radiacion electromagneética.

En resumen, las ecuaciones de Maxwell forman un sistema simétricamente
hiperbdlico. Para hacer un analisis local tomamos una direccion caracterizada
por un vector unitario § y damos una tétrada ortonormal {¢,} en la cual &4y = $.

Las velocidades caracteristicas y sus funciones propias entonces quedan:
o 0= —ps,
E’s,, B’s, .
o At =-p%,+a
(E<2> + B(B)) , (E<3) - B<2>) :
o A=, —«a
(E<2> - B(3>) , (E<3> + B<2>) :

Los escalares complejos que describen al campo electromagnético quedan

®, o« E’s,+iB%,,
(D1 o (E(Z) - B(3)) + i(E(g) + B(z)) ,
O, (E(z) + B(3)) + i(E(g) - B(z)) .

Los detalles de esta derivacion pueden verse en el Apéndice D}
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2.2 Campo escalar complejo

El modelo de campo escalar posee una gran importancia teorica al ser el mas
sencillo de formular en una teorfa Lagrangiana. No obstante, este modelo ha
adquirido gran relevancia desde la propuesta del mecanismo de Higgs para
dotar de masa a las particulas del modelo estandar. Mas aln, con los recientes
resultados experimentales que afirman haber observado esta particula en el Gran
Colisionador de Hadrones del CERN (LHC por sus siglas en inglés), el estudio
de este tipo de campos esta en apogeo. Es posible modelar por medio de
campos escalares estructuras compactas conocidas como estrellas de bosones
y estudiar la estabilidad de estos sistemas autogravitantes. Otros estudios que
involucran campos escalares incluyen la dinamica de la energfa oscura [94],
las consecuencias del acople no minimo en teorfas alternativas de gravitacion
[168, 169, 9], asi como modelos de materia oscura [126], 127, 128} [129), (196,
6, 130, [186] e inflacion [98] (99, 122] 138].

La contribucion a la accion del campo escalar complejo es

Sy = f [—%‘”WP*(‘”V”(P - V(I(plz)] V=gd'x, (2.28)

donde el potencial V(|p|?) es una funcion escalar arbitraria. Los modelos mas

simples constan de los primeros términos de la expansion polinomial

2 A
V= %(p*(p + Z(qo*qo)z, (2.29)

donde el primer término es debido a la masa m del boson en cuestion, vy el
segundo término corresponde a una autointeraccion medida por A. Cabe notar
que esta accion es invariante ante transformaciones globales del campo en el

grupo U(1), esto es transformaciones de la forma ¢ — ¢¢.

En lo siguiente trataremos como variables independientes al campo ¢ y
su conjugado ¢*, pensando que es inmediato el reconstruir las partes real e
. . . 4 . ./ 4 .
imaginaria en terminos de estos. La ecuacion de evolucion que se obtiene

minimizando la accion respecto a variaciones de la componente conjugada 6¢*
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es la ecuacion de Klein-Gordon:

av

O0-2V)ep =0, V' = .
E-2e P

(2.30)

De igual modo podemos obtener la ecuacion de evolucion para ¢* tomando la

variacion del campo 6¢, obteniendo el conjugado de esta ultima.

Como consecuencia de la invariancia del Lagrangiano ante transformacio-
nes globales del grupo U(1) (p — ¢Y%p) tenemos una corriente conservada
(WV,ut = 0) dada por

i

UM = (90*(4)V”(P _ §0(4)V.U(P*). (2.31)

N |

2.2.1 Formulacion Hamiltoniana

Para reescribir la teorfa del campo escalar, definimos las variables adaptadas a
la foliacion

IT:=n"®V,p, xi = OVg. (2.32)

Como g =y — n#nY, reescribimos la accion en términos de estas variables

S = fL(p dt = f[% (H*H — )(j)(i) — V]a\/?d‘}x. (2.33)

y de aqui, como oIl = ¢ — p"x,, se tiene que los momentos conjugados estan
dados por la relacion
_OLy VY

p= 3 TH : (2.34)
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La funcion Hamiltoniana queda entonces

H,

f (pg +p'9" — Loa yy)d’x

f {[% (T + xix') + “V] VY +PB X+ P B X }d3x. (2.35)

La evolucion del campo escalar queda descrita por el sistema

oH,, 20,
8t(p = E = Eﬁ(P + W p (2.36a)
oH
o = =)+ V) - a V. (2.36b)

Donde para la @ltima ecuacion se hicieron integraciones por partes para sus-
tituir fox; — 6@V, f. El sistema se puede reescribir de forma muy concisa

(notando que d,(p*f*) = £3p" por ser densidad tensorial)

2£<p—P*
V7 '

2 1
£ip" = = OVa(ax”) -2V’
vt Y

Estas Gltimas ecuaciones pueden reescribirse como un sistema de primer orden

para las variables auxiliares

dhp = Eﬁ(p +all, (2.37a)
dxi = £gxi+ Vi(all), (2.37b)
oIl = £J1+a OVi(ax') + allK — 2apV’. (2.37¢)

Esta Ultima ecuacion es la que contiene toda la dinamica de la ecuacion de

Klein-Gordon.

En cuanto a la hiperbolicidad de este sistema, se tiene que el campo escalar

a parte principal evoluciona de acuerdo a una ecuacion de onda. Para el campo
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complejo la evolucion esta dada por dos ecuaciones de onda acopladas solo en

téerminos inferiores. Los modos que no propagan son

0 _1b o_ P
w, =hxe, A= e (2.38)
y una pareja de modos entrante y saliente que se propagan a la velocidad de la
luz:
p'sa
w* =TF8y, = (2.39)
M P

Estas Ultimas ecuaciones en el entendido de que pueden construirse tanto para

la parte real o imaginaria, o pueden considerarse los valores complejos.

2.2.2 Tensor de energia-momento del campo escalar

El tensor de energfa-momento se obtiene inmediatamente de este Lagrangiano:

T}, = % ((4)Vy(p*(4)vv(p + (4)Vv(p*(4)V#(p) + gLy (2.40)

Entonces los términos de fuente asociados a la materia quedan

1, .
p(P = n‘uanHVZE(HH-FXiX)-i_‘/’ (241&)
1
];P = —)/ZHHVTW =5 (H*)(i + )(;H), (2.41b)
v L. .
Si = iy T = 3 (6x+ x) + i L (2.410)

2.2.3 Campo escalar con interaccion electromagnética

El campo escalar complejo naturalmente se acopla al campo electromagnético al

promover la simetrfa U(1) de global a local. Esto se obtiene al hacer la sustitucion
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V,—> D, =V, +igA,, de modo que la accion queda

5= f 5 (Dug D + 2V(lg)) a vyt (2.42)

Este operador diferencial O es invariante de norma, ya que al operar sobre el
campo escalar el resultado es invariante ante transformaciones ¢ — @e'?® y
A, — A, —9,06. La variacion de esta accion con respecto al potencial elec-
tromagnético nos da la corriente que se acopla como fuente de los campos

electromagnéticos
o Zq *Z)y z)‘u_ *
Jom = 5 (@' Dp = (D ¢7)p). (2.43)

En este caso conviene definir nuevas variables auxiliares
IT:=n"D,p =1 - igdg, Xi=yiDup = xi + iqaip. (2.44)

En términos de estas variables la accion toma una forma idéntica al caso neutro,

ecuacion (2.33).
S = f[% (HH — XX) - V] a+yd*x, (2.45)

Y las fuentes electromagnéticas quedan

iqg 5
Pem —nuut = %(H*qo - @'1I), (2.46a)

* =1

i i i ~*]
O = Vi = %((p =) (2.46b)

La variacion de esta accion con respecto a las componentes del campo
escalar dan la ecuacion de evolucion

(DD, -2v)p =0, (2.47)

que al expandir el primer término para separar el operador DAlambertiano, la
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ecuacion anterior queda reescrita como
Op =2V'p — q(2IA*V @ +ipVFA, — qA A ). (2.48)

En términos de los potenciales vectorial y escalar esta ecuacion toma la forma

final
O = [ZV’ +q*(a;a’ — CDZ)] @ —iq(2(a'y; + OIT) + PVFEA,). (2.49)

Esta ecuacion difiere de la ecuacion 2.30) Unicamente en la fuente del la-

do derecho y por lo tanto puede reescribirse como el sistema de ecuaciones

(2:374),(2.37b) y (2:370) haciendo la sustitucion correspondiente.

La formulacion Hamiltoniana en este caso es muy similar. Los momentos

conjugados al campo escalar quedan

0Ly Y
P—%—TH : (2.50)

De este modo la funcion Hamiltoniana queda dada por la expresion

2 (1T v a *0d.,, *
H, = f{[E<HH+){i)()+OCV]\/)7+pﬁxu+p‘3)(ﬂ}d3x

+ fiqaq) (pp —p'e") dx. (2.51)

Las ecuaciones de evolucion resultantes quedan

oH, 20

dhp = 3 =£50 + \/7;9 + iqaDe, (2.52a)
oH
opt = _6_; =£p" + g@a(a)?“) — \yapV’ +igadp*. (2.52b)

Estas ecuaciones pueden reescribirse de forma compacta definiendo una deri-
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vada de Lie invariante de norma £; := £; + iqA, ot

2 2 1
Z Eo=p, Fap' = —Da(af”) — 2V
Nt Ninidi @

En tanto a la hiperbolicidad del sistema notamos que en la norma de Lorentz,
a parte principal los sectores electromagnético y escalar estan desacoplados y

su estructura caracteristica no cambia.

Los terminos del tensor de energfa momento quedan expresados en término

de las variables invariantes de norma

1 BEAE ~% ~0
p? = nfn'T, = §< IT+ )(J() +V, (2.53a)
«( v 1 T~ ~ T
i o= Ty, = -3 (T + %10), (2.53b)
S? = YT = (G ) + | S (- ) - V] e
i = ViVitw = E(Xi)(] +X]'Xi)+7/zj E( _XZX)_ (2.530)

2.3 Hidrodinamica

La mayorfa de la materia a nivel astrofisico se modela como un fluido (perfecto).
Comenzaremos la discusion de la dinamica de un fluido perfecto por el tensor

de energfa-momento que lo caracteriza, que es de la formaP}

Ty = (pu +p) uptty + pSuv - (2.54)

Las variables que describen al fluido de esta forma son la densidad de enengia
comovil p,, el campo de cuadrivelocidades que siguen los elementos de fluido
u#, y la presion resultante de la autointeraccion. La evolucion queda determinada

por las ecuaciones de conservacion, suplementadas con una ecuacion de estado.

Es comin separar a la densidad como una contribucion en reposo py y otra

2Citando a Hawking: We shall call any matter whose energy-momentum tensor is of the
above form (whether or not it is derived from a Lagrangian) a perfect fluid.
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debida a la energfa interna, quedando p = py(1 + €) con ¢ la energfa interna

especifica. De este modo podemos definir la entalpfa especifica como

h::1+s+£, (2.55)

Po

y reescribir el tensor de energfa-momento como
Tyv = pOhu‘uuv + ngv . (256)

Todas estas redefiniciones son para simplificar la ecuacion de conservacion de

particulas

Vi (pout) =0. (2.57)

El campo de cuadri-velocidades resulta redundante, pues la relacion u*u, =
—1 liga las componentes. Por ello se puede tomar el campo de tres-velocidades
sin pérdida alguna de generalidad. Ahora, en el formalismo 3+1 podemos definir

el factor de Lorentz medido por observadores Eulerianos

W= —ufn, = au’ =1/ |1 — y;0i0 (2.58)

de modo que el campo de tres-velocidades queda explicitamente v; = Wu;.

Por las propiedades no lineales de las ecuaciones hidrodinamicas conviene
escribirlas en una forma totalmente conservativa. Para este fin se desarrollo la
llamada formulacion de Valencia [85) [84], donde se definen las bien llamadas

variables conservadas

D = poW, (2.59a)
S = phW?, (2.59b)
E = phW?-p-D. (2.59¢)

Estas cantidades conservadas tienen la siguiente interpretacion ffsica: D es la
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densidad de masa en reposo medida por los observadores Eulerianos, S' es la
densidad de momento medida por los mismos observadores, y & es la diferencia
entre la densidad de energfa total y la densidad de masa en reposo medida en

el mismo marco Euleriano, & = papm — D.

En términos de estas cantidades conservadas, las ecuaciones de evolucion
para el fluido perfecto pueden escribirse como ecuaciones de balance en forma
3+1

oD —£;D + Vi (aDt¥) = aKD, (2.60a)

hS' - £;8' +V, |a(S +y"p)| = -(&+D)Via+aKS', (2.60b)
0:E — £58 + V; [a(S + p)vk] = (E+D+p)(av"v" Ky — " Vya)

+aK(E +p) (2.60c)

Las fuentes del campo gravitacional, ecuaciones , se reducen en

términos de estas variables a

paom = &+D, (2.61a)
jiADM = 8, (2.61b)
STy = US+ylp. (2.61c)



Capitulo 3
Escenarios en simetria esférica

Una primera aproximacion para el estudio de fendbmenos gravitacionales consis-
te en considerar procesos y configuraciones esféricamente simétricos. En estos
casos es posible abstraer las caracteristicas principales de los fendmenos de
colapso y acrecion, con las ventajas computacionales de tratar con un sistema
mucho mas simple que el caso general. No obstante al limitarnos al estudio en
este contexto se suprimen fendmenos fisicos interesantes, como la emision de
radiacion en estos procesos, y se corre el riesgo de encontrar resultados poco
genéricos que solo son validos al imponer este tipo de simetrfa y desaparecen

cuando el fendmeno estudiado se desvia minimamente de esta.

Los trabajos desarrollados en esta seccion abarcan desde el estudio de las
ecuaciones a nivel analitico para derivar condiciones adecuadas para la im-
plementacion de codigos numéricos en simetria esférica, hasta aplicaciones
numericas para el estudio de colapso de campos escalares en distintos con-
textos. Por un lado se estudia el colapso de campos escalares cargados y sus
posibles implicaciones a la conjetura de censura cosmica, proceso en el que ob-
servamos que la misma dinamica del campo electromagnético es tal que evita la
formacion de singularidades desnudas. En otra linea se estudian distribuciones
de campo escalar inhomogeéneas en un escenario cosmologico, a fin de obser-
var y comparar los procesos de formacion de estructura cosmologica con los

modelos usuales. Mas detalles acerca de estos trabajos seran presentados en
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las secciones correspondientes.

Para formular las ecuaciones de campo de un sistema autogravitante en
simetrfa esférica partimos de una descripcion de la geometrfa adaptada a esta,

en la que el elemento de linea toma la forma

ds? = —(ar, b = B(r, DB (1, 1)) dE* + 2B,(r, t)drdt
+(r, t)* (a(r, Hydr® + rb(r, HAQ?), (3.1)

de modo que las componentes métricas toman la forma y,, = V*a, ygg = V4?0
Y Voo = Pir? sin®(0)b. Al escribir la métrica de esta forma ya se considerd que en
simetrfa esférica los campos vectoriales solo poseen una componente radial, y
que las funciones relevantes solo tienen dependencia en las coordenadas radial
ry temporal t. En el resto de este capftulo se omitiran los fndices de los vectores

siempre que esto no presente ambiguedades.

En la siguiente seccion se plantearan las ecuaciones que describen la dina-
mica del espacio-tiempo en presencia de sistemas autogravitantes imponiendo
simetria esférica en la formulacion BSSN. Consecuentemente, en el resto del
capitulo se abordaran los temas desarrollados durante el doctorado en estas

direcciones.

3.1 Sistema BSSN en simetria esférica

Al aplicar las consideraciones asociadas a la simetrfa esférica al sistema BSSN

generalizado expuesto en la seccion se obtiene una version bastante ma-
. . 4 . 4 .

nejable para las ecuaciones de evolucion. La derivacion del sistema puede verse

en [[12], y en esta seccion solamente haré una breve recapitulacion.

Las variables del sistema al considerar una métrica del tipo (3-1) son sola-
mente: el exponente conforme ¢, las funciones asociadas a la métrica a y b,

la traza de la curvatura extrinseca K y las componentes mixtas del tensor de
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curvatura extrinseca sin traza AZ]. :

A~

A=A, Ay =AY (3.2)

Esta nomenclatura sera com(n para nombrar a las componentes mixtas de los
tensores de segundo rango, por lo que las fuentes del campo gravitacional
quedan descritas en términos de las componentes S, = S]y S, = S§ del tensor
de esfuerzos. También tenemos el vector A’ que solo posee componente radial
no nula. Las componentes del tensor de curvatura extrinseca sin traza cumplen

A, +2A, =0, por lo que basta considerar Unicamente una de ellas.

El sistema de ecuaciones de evolucion BSSN resultante es:

hp = poP+ %vmﬁm —~ %aK, (3.3a)
dm = Bda+2a0,p — % oa @mﬁm - 2waaA,, (3.3b)
ob = pI.b+2b P % ob @mﬁm —2abA, , (3.3¢)
K = Bo,K-Via+a (Ag +2A7 + % KZ)
+4na (p + S, +2Sp), (3.3d)
A, = B IA, - ((VVoc)a - %Vza) +a (Ra - %R)
+aKA, — ana (S, —Sp) , (3.3e)
AT ry) AY _ AT r 1 2 or % E
N = Bd,AN—A9Ip +a8rﬁ +b8,(r)

o (1 v m NAY m

—5 (Ad,a + ad,A,) + 2a (AgAf _ % (A, — Ab))

+0‘7‘E [arAa - % K + 64.3,d
+ (A, — Ap) (% + %) - 871]}] . (3.3f)

El sistema esta escrito de manera casi explicita en términos de las variables
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fundamentales salvo por términos geomeétricos complicados. Estos los podemos
enumerar y poner explicitamente comenzando por la divergencia conforme del

vector de corrimiento:

. o, (r4ab2)
Vbt = OB
. (da b 2
= 8,5 +ﬁ (Z'FT'F;) (3.4)
La componente radial mixta de la segunda derivada covariante del lapso,
(VV),a := V'V,a, y el laplaciano del mismo
I N e d,a
(VVa), = = l&ra - d,a (Z + 28@)] , (3.5a)
1 da b 2
2, = _— |2y — -~ _ 7 - =
Vea = e [@(x 8ra( % 2 20,¢ ”)l (3.5b)
La componente radial mixta del tensor de Ricci R, := R] y su traza
1 [2a ., 3(da\ 1(3b)
Rs —‘;@LQ‘MA‘1(7)+EEA
1., da 2 a rd,b
_EAara-'_W-i_ﬁ(l_E)(l-i_ b )
da db 2
24 — = _ = _ =
+407¢ 28@( . 2 r)]' (3.6a)
1 [P P o (94 1(ab)
R__E4M+b_MA_hJ+JT)

2 a 4 a
v =500+ (1-5)
+8(

P+ (0,9)*) — 8 dr (% - ;)] . (3.6b)

Junto con las ecuaciones de evolucion es necesario considerar las cons-
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tricciones del sistema, constituidas por las constricciones Hamiltoniana y de
momento, junto con la resultante de la definicion del vector A’. En términos de

las variables del sistema toman la forma:

H = R—gA§+§K—16np:O, (3.7a)

M, = 0,A,— §8r1< + 6A,0,¢ + %Aﬂ 2 + % —-8mj, =0, (3.7b)
2 3 r b

CA::aAh-@f—Qﬁ—za_b =0. (3.7¢)
2a b r

3.1.1 Regularizacion en el origen

Una aparente desventaja de las formulaciones en coordenadas curvilineas se
manifiesta por el hecho de que los mismos sistemas coordenados pueden ser
singulares. En simetrfa esférica se han desarrollado distintas estrategias para
llevar a cabo simulaciones robustas pese a este problema [18] (11}, 166, [133]. El
enfoque que utilizamos [12] consiste en requerir que numéricamente se cumpla

la condicion derivada de que el espacio es localmente plano en el origen:
a—b~0r), A, — Ay ~ O, (3.8)

Como tratar de imponer la condicion sobredeterminarfa el sistema, se introdu-

cen variables auxiliares:

1 a
A = r—z(l—g), (39a)
1 3
A= 5 A=A = 554, (3.9b)

Al introducir estas variables las ecuaciones de evolucion y constricciones toman
una forma aparentemente regular, ya que la definicion de las mismas esconde
los términos problematicos. Para remediar esto se promueven ambas variables a

funciones independientes, cuyo valor inicial se fija al requerir que inicialmente
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se cumplan las ecuaciones (3.9). De los comportamientos en el origen (3.8)
se sigue que es consistente considerar que estas nuevas variables tienen un

comportamiento par del tipo:

A~ A%+0(?),
Ay~ AL+0() .

Entonces al imponer este comportamiento como condicion de frontera los
téerminos problematicos en las ecuaciones de evolucion se regularizan. Para
poder aplicar consistentemente la condicion de paridad en el origen es necesa-
. . o/ . . . o o/
rio encontrar las ecuaciones de evolucion consistentes a partir de la definicion.
La ecuacion de evolucion para A, consistente con las ecuaciones (3.3b) y (3:39)

es

N =foA+2

prA - % J, (57)] + % Ay (3.10)

Para A, tenemos la identidad derivada de A, + 2A;, = 0,

3A,

A, =
AT g2

(3.11)

De modo que la condicion de regularidad es equivalente a que los términos de
la curvatura extrinseca sin traza sean a su vez pares cerca del origen, y se anulen

allf. La ecuacion de evolucion se obtiene reescribiendo (3.3€) en términos de
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las variables nuevas, y es explicitamente

r

atA/\ = ﬁrarA)\ + 2AAﬁ7
1 Jd.a\ Jd 8ra o.b
 rae® |o7,(7) 2r ( b +80 (P)]
7] “

o aqu) r(lb
 rae? |28r( r ) r ( a b 48@)]

a [b ,, a_ (A
sl —diA rar(T)
122y, 9 (30021
r a 2 ar’\4 a b
—&(bN ab) 9)\2]
b a
+aKA, — 8nas, , (3.12)

con S, := (S, — S;)/r%.

3.1.2 Hiperbolicidad del sistema en simetria esféerica

El analisis de hiperbolicidad se recupera del presentado en la seccion al
aplicar las consideraciones de simetrfa esférica. Como el sistema en este caso es
mucho mas simple podemos desarrollar el analisis directamente. Para escribir

el sistema a primer orden conviene definir las variables

qg:=d.Ina, X =3¢, (3.13)
1 1
d, := E&lna, dy :=§8rlnb. (3.14)

En el resto de la seccion asumimos que la componente radial del vector de corri-

miento 8" es una funcion conocida del espacio-tiempo. Para el lapso asumimos
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una condicion tipo Bona-Maso de la forma
dia — ' dax = —aczf(oc)K , (3.15)
con f(a) > 0 una funcion arbitraria del lapso a en tanto sea positiva.

En particular consideraremos el caso & = 2. El sistema a parte principal

queda
dog = —-afd,K, (3.16a)
dox = —% ad,K + gﬁfar (d, +2dy) (3.16b)
dod, =~ —-ad,A,— %roc?r (d, +2dy) , (3.160)
dod, =~ —adAp— %a&r (d, +2dy) , (3.16d)
doK = _a%w a4, (3.16€)
00A, = —% d,(q+d,—dp+2x—al"), (3.16f)
oA = —i—i dJ,.K + g—;aa, (d, +2dy) , (3.16g)

Donde hemos definido dy := d; — f'd,, y =~ denota “igual a parte principal”.
Dado que la Unica direccion de propagacion compatible con la simetrfa es la
radial, es inmediato identificar las componentes del simbolo principal obtenido

al considerar propagacion a lo largo del vector coordenado r* = 7.

De la estructura de estas ecuaciones podemos identificar inmediatamente
una combinacion particular que se corresponde con el gradiente del elemento

de volumen conforme
W' :=d, +2d,, (3.17a)

y su velocidad de propagacion es —f'(1 — ¢), de modo que depende del tipo de
evolucion considerada (Euleriana o = 0 o Lagrangiana o = 1). También podemos

identificar dos campos que se propagan sobre las lineas normales con velocidad



3.1 Sistema BSSN en simetria esférica 85

—p'". Explicitamente

W = g—6fx— f(di+2dy) (3.17b)
o = AN —8x/a—(d,+2dy)/a. (3.17¢)

Existen dos campos asociados a la condicion de foliacion, que son
Wl =e*\JafK+q, (3.18)

y se propagan con velocidades

A = —B +ae\[f/a. (3.19)

Por Ultimo, los campos transversos

W, = e* \/E(Aa —~ %K) + % (d, —dy —alA" +2y) , (3.20)

y se propagan con velocidades

A= B xae?\1/a, (3.21)

que son las velocidades coordenadas de la luz en las direcciones saliente y

entrante.

El subsistema de las constricciones

Para cerrar este analisis incluyo la estructura caracterfstica del subsistema de
las constricciones. Este analisis se basa en el de la referencia [96], con algu-
nas modificaciones para adaptarlo a este caso especifico. Las ecuaciones de
constriccion del sistema BSSN satisfacen a su vez un subsistema de ecuaciones
de evolucion cuya estructura hiperbolica es heredada del sistema principal. Al
considerar la ecuacion de constriccion adicional Cy, y escribiendo el escalar de

Ricci que aparece en la constriccion Hamiltoniana en términos de la variable
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auxiliar A7, el subsistema de evolucion de las constricciones en simetrfa esférica

se reduce a parte principal a

dH =~ —ae*Q2-&EIM,, (3.22)
IM = %aﬂ{ +2a—ae‘4¢8fCA, (3.23)
0(,Cr) = Ead M, . (3.24)

Podemos notar inmediatamente que la constriccion Hamiltoniana se comporta
COMO un campo propio que no se propaga () := H, mientras que el par de

combinaciones

ae**H  9,Cp _
+ 23

c \Vae**M , (3.25)

Qi:

se propagan con velocidades propias dadas por

AL =B +ae\[1/a, (3.26)

que coinciden con la velocidad coordenada de propagacion de la luz en las

direcciones saliente y entrante.

Un resultado importante que emplearemos adelante acerca de los campos
propios Q es que cada uno de ellos esta relacionado a un campo propio w
del sistema de evolucion completo que se propaga con la misma velocidad,

satisfaciendo
Qx~ si8ia) ,

con § un vector que caracteriza la direccion de propagacion. Para este caso
resulta que A, = A2 y entonces

Q. ~d,a. . (3.27)
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3.2 Condiciones de frontera para el sistema BSSN

[ ] ’ [ ]
en simetria esferica

Los desarrollos y resultados presentados en esta seccion son parte de un articulo
publicado en colaboracion con Miguel Alcubierre en Classical and Quantum
Gravity [13].

El estudio del impacto de las condiciones de frontera en la evolucion es
relevante ya que estas Ultimas pueden descomponer las propiedades de hiper-
bolicidad del sistema de ecuaciones de evolucion. Es por ello que recientemente
varios autores se han enfocado en el estudio de la Relatividad General como un
problema de valores iniciales y a la frontera (IBVP) [88, 187, 188 55| [155| 170,
35|, 136, 25| 171}, 202]. Como resultado se ha demostrado que para muchas
formulaciones con condiciones de frontera adecuadas, el IVBP esta bien puesto.
En particular, avances recientes se han logrado para el sistema Z4 [38| [106],

pero el avance ha sido mas lento para la formulacion BSSN [141].

Una consideracion adicional que surge de las condiciones de frontera apli-
cadas en las fronteras del dominio numérico, es el hecho de que generalmente
no estén adaptadas a las ecuaciones de constriccion, en el sentido que aunque
siendo el IBVP bien puesto, las fronteras introducen violaciones a las ecua-
ciones de constriccion que se propagan libremente en el interior del dominio
computacional. Este problema se ha considerado cuidadosamente al estudiar la
propagaci()n de distintos campoes en las fronteras [53} 54} 24, 116,51, 115} [52].
Sin embargo, alin no es muy claro el como construir condiciones de frontera
en general que posean la propiedad de conservar las constricciones para el
sistema de evolucion BSSN que tengan una implementacon sencilla en codigos

numMericos.

Partiendo del analisis de hiperbolicidad expuesto en la seccion anterior po-
demos proponer condiciones de frontera apropiadas. Para esto consideraremos
por simplicidad que el vector de corrimiento se anula en la frontera (en simu-

laciones actuales de sistemas aislados esto no es generalmente cierto, pero la
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magnitud del vector de corrimiento es suficientemente pequena en la frontera

de modo que la aproximacion es buena).

3.2.1 Condiciones de frontera para los campos propios que

no se propagan

Bajo la suposicion de que el vector de corrimiento se anula en la frontera, las
direcciones normal y temporal coinciden, de modo que podemos considerar

simultaneamente los campos que se propagan en ambas direcciones @

y oy
w”. Cuando el vector de corrimiento es nulo estos campos efectivamente no se
propagan, de modo que en principio se pueden evolucionar directamente hasta

la frontera.

Primero notamos que g, x, d, y d; son cantidades auxiliares (derivadas es-
paciales de componentes métricas) que no se evolucionan directamente en la
formulacion BSSN. En la practica hemos encontrado que se puede evolucionar
a, ¢, a and b directamente hasta las frontera , sin aplicar ninguna condicion de
frontera. Cuando el vector de corrimiento se anula en la frontera, las ecuacio-
nes de evolucion de estas cantidades no requieren la evaluacion de derivadas

espaciales, de modo que evolucionar hasta las fronteras es una tarea trivial.

Queda solamente por definir la condicion de frontera para A”. Hemos in-

tentado dos métodos:

1. El método mas simple consiste en evolucionar A" hasta la frontera, usando
diferencias ladeadas para estimar las derivadas espaciales de o y K que
aparecen en su ecuacion de evolucion (3.3f) (recordando que tomamos la

eleccion estandar & = 2).

2. La otra posibilidad consiste en reconstruir el campo propio @” en la
frontera del nivel temporal previo, y evolucionarla directamente hasta el
nuevo paso de tiempo, y después de eso resolver para A" usando el hecho
de que al ya haber actualizado el valor de ¢ entonces podemos calcular su

derivada radial x en el nuevo paso de tiempo usando diferencias ladeadas.
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Estos dos métodos nos permiten obtener evoluciones estables y convergen-

tes, y de hecho los resultados obtenidos parecen ser casi idénticos. Pero al ser
/ . . 4 . .

el segundo mucho mas complicado de implementar, en la practica preferimos

el primero.

3.2.2 Condiciones de frontera para los campos de norma

Consideremos ahora los campos propios asociados a las variables de norma:
Wl =e*"\JafK+q, (3.28)

que se propagan con velocidad A$ = +ae™? /f/a (asumiendo de nuevo un

vector de corrimiento nulo).

Claramente, uno de los campos propios se propaga de manera saliente
mientras el otro es entrante. Para respetar la causalidad solamente se pueden
especificar condiciones de frontera para el campo entrante. Una eleccion obvia
serfa igualar a cero el valor del campo entrante en la frontera. Esto funciona
bien en el caso de ondas planas en coordenadas Cartesianas, pero produce
reflexiones considerables en la frontera para el caso de ondas esféricas que

decaen como 1/r.

Para especificar la condicion a la frontera asumimos que el lapso se com-

porta como una onda esférica de la forma:
a=1+g(r-ot)/r, (3.29)

con g una funcion desconociday v = ae™? 4/ f /a. Esta suposicion es valida para
espacios asintoticamente planos, por lo que en casos cosmologicos es necesario
modificarla. Sustituyendo la ecuacion de evolucion para el lapso en la definicion

del modo entrante tenemos

w® = 1 (—L?toz - 8roc) , (3.30)
al\l v

de modo que al considerar un comportamiento de onda saliente, el campo
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propio entrante no se anula y tiene la forma:
w*=(-1)/r, (3.31)

independientemente de la forma de la funcion g.

Entonces, para nuestra condicion de frontera primero actualizamos a hasta
la frontera, determinamos w® de la expresion anterior, calculamos g = J,(In a)
en la frontera usando diferencias ladeadas, y finalmente resolvemos para K de

la definicion de w?:

w® +q

K=——.
emﬁ

(3.32)

Este procedimiento es consistente porque solo nos es permitido aplicar
condiciones sobre los campos entrantes, y usamos esto para resolver para K.
En la practica hemos encontrado que esta condicion es muy robusta y estable,
y provoca muy pequenas reflexiones en la frontera, las cuales se vuelven adn

mas pequenas cuando la frontera se sitia mas lejos.

Como comentario final observamos que al ser este un sector asociado
Unicamente a la norma, cualquier condicion que elijamos para el campo entrante
es consistente, en el sentido de que la fisica no cambia. De todos modos, es
deseable minimizar las reflexiones de modo que la norma no cambie al cambiar

la posicion de las fronteras.

3.2.3 Condiciones de frontera adaptadas a las constricciones

Siguiendo este enfoque poodemos encontrar condiciones de frontera a los cam-
pos propios restantes (3.20). Resulta que en este caso aplicar condiciones de
frontera que respetan la causalidad no es suficiente, ya que en Relatividad Gene-
ral tenemos que asegurarnos de que las ecuaciones de constriccion se satisfacen
en la frontera, y para que esto suceda no podemos conservar la libertad de es-

pecificar libremente los campos entrantes. Lo primero que podemos notar es



3.2 Condiciones de frontera para el sistema BSSN en simetrfa esférica 91

que podemos construir las derivadas radial y temporal de estos campos «',

como una combinacion de las constricciones. Por ejemplo, comenzando por
eq. (3:20), tomamos una derivada radial y reorganizando los términos obtene-

mos:

(3.33)

L= Vae®’? M, ¥ (ae4¢7-{ + 8rCA) + P,
6 2

con H, M,y Cx las constricciones definidas anteriormente, y donde P.. es un

termino de fuente que involucra Gnicamente primeras derivadas de la métrica

y componentes de la curvatura extrinseca sin derivadas, cuya forma explicita

no es ilustrativa. De esta manera podemos identificar que se cumple la relacion

(38:27). Asumiendo que las ecuaciones de constriccion se anulan, esta Gltima

ecuacion se reduce a:
', =P, . (3.34)
De manera similar, se puede tomar la derivada temporal de &', utilizar

las ecuaciones de evolucion de las distintas cantidades dinamicas y reagrupar

términos para encontrar

o, = ( ' )[V_62¢M +(ae6H 8CA)] Q:, (3.35)

\/’eqb 2

y como antes, Q. engloba a las fuentes de orden menor. Asumiendo que las

constricciones se anulan esto se reduce a:

'l = Q. . (3.36)

De hecho, las ecuaciones (3.33) y(3.35) pueden ser combinadas resultando

en:

dw', + (—ﬁr + )Pi , (3.37)

) k= e (2

!

lo cual confirma que @', y @' son efectivamente campos salientes y entrantes
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respectivamente.

Es claro que no es consistente asumir que en una implementacion numérica
todas las constricciones se anulen simultaneamente en la frontera, ya que el
valor asumido por la combinacion saliente ha de propagarse libremente hacia
el exterior del dominio. Lo que sf podemos asumir es el comportamiento del

valor del modo entrante, que en particular tomaremos Q' = 0.

Estos resultados sugieren dos caminos paraimponer condiciones de frontera

en el campo entrante @' :

1. Método de la derivada radial: Calcular el valor del término fuente P_ en

el nuevo nivel temporal cerca de la frontera (usualmente un punto hacia
adentro), usando los valores locales de la curvatura extrinseca y evaluan-
do numeéricamente las derivadas radiales de las componentes métricas.
Usando este valor para P_ obtener d,w" cerca de la frontera, y resolver
para el valor de @’ en la frontera usando la ecuacion y aproximando
numeéricamente la derivada.

!

Finalmente, una vez obtenido w_ en la frontera podemos simplemente
usar la ecuacion (3:20) para obtener el valor de A, en la frontera, cono-
ciendo previamente los valores de K, A" y las componentes métricas hasta

la frontera.

2. Meétodo de la derivada temporal: Calcular el valor del término fuente Q-

en la frontera al mismo tiempo que se calculan las derivadas temporales
de todos los otros campos, usando derivadas ladeadas en la frontera. Usar
la ecuacion para evolucionar @' en la frontera al mismo tiempo que
los demas campos dinamicos. Finalmente obtener el valor de frontera de

A, usando (3.20).

Ambos métodos son faciles de implementar, aunque el que se basa en la
derivada temporal es conceptualmente mas sencillo y uno esperarfa obtener
con él resultados mas acertados. Una preocupacion podria radicar en el hecho

de que se asumi6 que el modo entrante se las constricciones se anula en las
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ecuaciones (3.33) y (3.35), lo cual solo es cierto para ondas planas. Como se
ve a continuacion esto introduce pequenas reflexiones en el valor residual de
las constricciones, pero estas reflexiones convergen a cero al incrementar la

resolucion.

3.2.4 Pruebas numeéricas

Para concretar la exposicion anterior se muestra una simulacion de la propa-
o/ . 4 .
gacion de un pulso de campo escalar real sin masa. Este fenomeno ha sido
bastante estudiado en relatividad numérica y su estudio llevo al descubrimiento

de fenomenos criticos en el colapso gravitacional [65].

Para este caso la eleccion de norma consistio en considerar un vector de
corrimiento nulo y un lapso del tipo “1+log”, que corresponde a la foliacion

Bona-Masso con f(a) =2/a:

div = —2aK . (3.38)

La dinamica del campo escalar real sin masa es un caso particular de la
expuesta en la subseccion tomando el potencial nulo V = 0y considerando
que una de las componentes real e imaginaria guardan la misma proporcion a

todo tiempo. Asf el tensor de energfa-momento queda:

1
Ty = 0updyp — 5 S “Pd,p . (3.39)

Llamando IT a la derivada normal y WV a la derivada radial del campo escalar, los

términos que fungen como fuentes en las ecuaciones del campo gravitacional,
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ecuaciones (2.47), quedan explicitamente:

1, W

p = E(H + ae—4¢) , (3.40a)

j o= -1, (3.40b)
1, W

Sa = E(H + ae—4¢) , (3.40¢)
— 1 2 \PZ

S, = E(H — 6l€_4¢’) . (3.40d)

Al ser estos términos funciones de primeras derivadas del campo escalar, el
sector geomeétrico del sistema completo sigue desacoplado del sector de materia

a parte principal, por lo que se pueden analizar independientemente.

Las ecuaciones de evolucion solo tienen parte real y ya reducidas en simetria

esférica quedan:

dip = all, (3.41a)
VvV = 9d,(all), (3.41b)
o 2 da Jb
8tH = (1(3_4¢’ l&rW+W(? — z—a + T +28r(]5)]
v
t = d,a + aKIT . (3.41¢)
ae

En simetrfa esférica los modos transversos del campo escalar no se pueden
excitar. Por ello es suficiente considerar los modos longitudinales w?, ecua-

cion (2.39), y sus velocidades correspondientes A?, que explicitamente son:

P (3.42)

H
I
—
H

Al igual que para las variables geometricas utilizamos estos modos para

asociar condiciones de frontera. Con este analisis vemos que el campo escalar
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queda como una variable auxiliar que no se propaga y por ello integrarlo hasta
las fronteras sin imponer condiciones resulta adecuado. Para los modos que se
propagan no asumimos ingenuamente que el modo entrante es cero, sino que
consideramos que el campo escalar se comporta asintoticamente como una

onda esférica:

¢ =g(r—ot)/r, (3.43)

con ¢ una funcion arbitrariay v = ae2?/ v/a. De manera analoga a la derivacion

de la ecuacion (3:3T) obtenemos que el campo entrante »® se comporta como:

¢ _ P

w =—-—. (3.44)
re2® \Ju

Para aplicar este resultado integramos las ecuaciones de evolucion para ¢ y W
hasta la frontera, y con calculamos el campo entrante en la frontera usando
la ecuacion (3.44). Finalmente obtenemos el valor de IT en la frontera de la

definicion de los campos propios, ecuacion (3.42).

Para especificar los datos iniciales es necesario resolver las ecuaciones de
constriccion (3.7). La constriccion de momentos se satisface trivialmente
asumiendo simetrfa temporal, lo cual implica que tanto la curvatura extrinseca
Kj; como la derivada temporal del campo escalar IT se anulan inicialmente.
Entonces falta por satisfacerse la constriccion Hamiltoniana (3.73), que se sim-
plifica asumiendo que la métrica inicial es conformemente plana, a = b = 1.
La constriccion Hamiltoniana se reduce a una ecuacion tipo Poisson en una

dimension para el factor conforme 1 = e%:
o 2 5
doP + p dp+2ny’p =0. (3.45)
Para un campo escalar sin masa esta ecuacion es lineal en 1, ya que con

estas suposiciones p = W?/y*. Estamos en condiciones de especificar libre-

o] o e e . . . o/
mente el perfil inicial del campo escalar, el cual elegimos como una distribucion
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Gaussiana centrada en el origen:
@ = o170 (3.46)

Una vez especificado el perfil del campo escalar podemos calcular la densidad
y resolver esta ecuacion, asumiendo que asintoticamente el factor conforme

decae como 1 =1 + ¢/r, con c alguna constante

Para las simulaciones aqui presentadas se usaron como parametros del
pulso inicial ¢y = 0.2 y 0o =5.0. El lapso se asume constante inicialmente,
a(t = 0) = 1. Afin de analizar convergencia se usan tres resoluciones distintas
Ar =0.2,0.1,0.05, con las fronteras exteriores ubicadas en r =25, y el paso
temporal asignado por At = Ar/2. Estas simulaciones fueron discretizadas e

integradas a cuarto orden.

Scalar field ®
0.2 0.2
0.15 g 0.15 | i
0.1} . 0.1} .
0.05 - g 0.05 |- f
o ) —
-0.05 | =0 1 -0.05f =15 1
-0.1 L 1 1 1 1 ] -0'1 L 1 1 1 1 ]
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
0.2 0.002
0.15 | | 0.0015} i
| | o0.001F .
01 0.0005 k
0.05 - g ol i
O+ -0.0005} f
-0.05 | _ {1 -0.001} _ f
=30 =45
01F 4 -0.0015 B
0 5 10 15 20 25 09925 5 10 15 20 25

Figura 3.1: Evolucion del campo escalar . Cuando el pulso alcanza la frontera
se produce una pequena reflexion, que solo es apreciable al reescalar el rango
vertical en el Ultimo panel.

En la Figura [3.1] se muestra la evolucién de el campo escalar en el caso en
que se usan las condiciones de frontera basadas en el método de la derivada
radial. El primer panel muestra el perfil Gaussiano inicial del campo escalar. Los

paneles 2 y 3 muestran la evolucion at = 15y t = 30, cuando el pulso saliente
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de campo escalar esta alcanzando la frontera. El Gltimo panel corresponde a
t = 45, después de que el pulso ha pasado por la frontera. En este dltimo panel
se ha reajustado la escala vertical a fin de mostrar las reflexiones pequenas
introducidas por la frontera numeérica, cuyo valor es al menos dos ordenes de
magnitud menor al tamano del pulso saliente al alcanzar la frontera. También
se muestra en la Figura el valor central del lapso como funcion del tiempo.
Se puede apreciar que este valor cae inicialmente como consecuencia de la
curvatura producida por una concentracion considerable de materiay alcanza un
minimo alrededor de 0.5, pero la configuracion se dispersa antes de que se forme
una superficie atrapada y el valor del lapso en el origen regresa rapidamente
cerca de 1 (este dato de hecho corresponde al régimen de campo intenso,
y es muy cercano a las configuraciones que colapsan en un agujero negro).
Es de notar que el pulso saliente alcanza la frontera alrededor de t ~ 30,
y las reflexiones implotan en el origen alrededor de t ~ 60. El efecto de esas
reflexiones diffcilmente puede apreciarse en el comportamiento del valor central

del lapso.

Central value of o
ll T T T T T T T

045 20 40 60 80 100 120 140

time

Figura 3.2: Valor central de la funcion de lapso como funcion del tiempo.
Inicialmente el valor del lapso cae como consecuencia de una gran curvatura
en la region central, pero al dispersarse el campo este valor regresa a su valor
original.

Para analizar a detalle el comportamiento de estas reflexiones en la frontera,

se muestran en la Figura detalles de la evolucion de las constricciones
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Hamiltoniana y de momento respectivamente a tiempos t = 23,35, 75, para las
tres resoluciones distintas consideradas. Los valores obtenidos son reescalados
por los factores apropiados al orden esperado de convergencia. En todos los
paneles de ambas figuras el eje radial comienza en » = 10 a fin de apreciar
mejor las regiones cercanas a la frontera. El primer panel en ambas graficas
muestra la situacion a t = 23, correspondiente a un momento antes de que
el primer pulso alcance la frontera. Podemos apreciar convergencia a cuarto
orden salvo en los Gltimos puntos cercanos a la frontera donde la situacion
parece converger a tercer orden. Los dos paneles finales muestran la situacion
a t = 35 después de que los pulsos han atravesado la frontera y producido
reflexiones, y a t = 75 después de que estas reflexiones han implotado en el
origen. En estos Ultimos paneles observamos un desfase y peérdida de orden
en la convergencia. El hecho de que la convergencia se vea afectada después
de que los pulsos se reflejan es intrigante y podrfa radicar en los detalles de la
implementacion. Aln asi, la convergencia se da a un orden mayor que tres en

todo el dominio computacional.

A continuacion, en la Figura se considera el mismo caso usando las
condiciones de frontera basadas en el método de la derivada temporal. Los
paneles se corresponden con los tiempos analizados en el caso anterior, y
también se utilizaron las mismas escalas. En este caso se aprecia convergencia
a cuarto orden a todos los tiempos, salvo en los puntos mas cercanos a la
frontera donde nuevamente parece que se pierde un orden en la convergencia.
Aln asl, esta pérdida de convergencia en la frontera no parece contaminar la
evolucion en el interior de modo significativo alin después de que las reflexiones

en la frontera se han propagado por todo el dominio computacional.

Estos ejemplos muestran que las condiciones de frontera utilizadas fun-
cionan bien aln en los casos que incluyen materia. Aunque ambos métodos
funcionan muy bien en la practica, en el sentido de que son estables y robus-
tos, el método de la derivada temporal muestra propiedades de convergencia
mucho mas limpias, de modo que ha de ser preferido sobre el meétodo de la

derivada radial.
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Hamiltonian Constraint

Radial derivative method
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Figura 3.3: Evolucion de las constricciones usando el método de la derivada

radial. Notar que la escala radial comienza en r = 10.
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Hamiltonian Constraint
Time derivative method
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Figura 3.4: Evolucion de las constricciones usando el método de la derivada
temporal. Notar que la escala radial comienza en r = 10.
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3.2.5 Conclusiones

El objetivo del trabajo expuesto en esta seccion era mostrar condiciones de
frontera que se derivan naturalmente de la estructura hiperbolica del sistema
BSSN, tomando en particular el caso en simetrifa esférica. El conjunto resultante
de condiciones de frontera preserva las constricciones en el sentido de que no se
introducen violaciones espurias a las mismas en la frontera. Aunque observamos
residuos de las constricciones reflejados en la frontera, estos convergen a cero

al incrementar la resolucion.

La idea principal del método es primero identificar los campos propios del
sistema de evolucion, los cuales a parte principal se propagan regidos por ecua-
ciones de adveccion. Entonces es posible considerar por separado las partes
entrantes, salientes y estacionarias (que no se propagan a parte principal) sobre
la frontera. Las partes estacionarias y salientes pueden evolucionarse en toda
la malla numérica hasta la frontera, utilizando diferencias ladeadas cuando es
necesario. El caso de los campos entrantes es mas sutil ya que la suposicion
ingenua de asumir que se anulan en la frontera es consistente solo para on-
das planas en coordenadas cartesianas. En la mayorfa de los casos al estudiar
sistemas fisicos aislados el comportamiento asintotico de los campos es el de
ondas esféricas salientes. Esta suposicion implica distintas condiciones para un
subconjunto de los campos entrantes, los cuales son utilizados para reconstruir

los campos originales en la frontera.

Por otra parte, existe un tipo especial de campos propios que han de con-
siderarse por separado: aquellos que al tomar su derivada radial o temporal
pueden escribirse a parte principal como una combinacion de constricciones
que resultan ser funciones propias del subsistema de constricciones. Para estos
campos no es posible asignar condiciones de frontera libremente, ya que el
requerimiento de que las constricciones se anulen fija totalmente su evolucion.
Para encontrar esos campos uno primero impone que la combinacion entrante
de constricciones se anule. Con ello se pueden seguir dos rutas distintas: re-
construir los campos entrantes usando la derivada radial en la frontera, o bien

integrar en el tiempo el valor de los campos propios.
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Para mostrar estas condiciones de frontera en la practica se realiz6 una serie
de simulaciones, y en particular en este caso se expone el caso de la propagacion
de un campo escalar utilizando nuestro codigo que implementa la formulacion
BSSN en simetrfa esférica (Un recuento detallado se puede consultar en [13]).
Se observa que en todos los casos los dos métodos usados para imponer con-
diciones de frontera que preservan las constricciones funcionan muy bien en la
practica, observando que el valor residual de las constricciones converge a cero
en todo el domino computacional ain a tiempos tardfos, bastante después de
que los pulsos iniciales han alcanzado las fronteras. Al comparar ambos métodos
observamos que al utilizar la derivada temporal se obtienen mejores propieda-
des de convergencia que utilizando la derivada espacial, particularmente en los

Casos con materia.

3.3 Colapso de campos escalares cargados

Los resultados y desarrollos presentados en esta seccion fueron publicados en
colaboracion con Miguel Alcubierre en la revista General Relativity and Gravita-
tion [191].

El colapso gravitacional es una fendmeno genérico en la naturaleza que
ocurre siempre que la gravitacion domina sobre las interacciones repulsivas que
tienen lugar en el interior de la materia. En el contexto de la Relatividad General
este fendmeno es importante ya que es el mecanismo que da paso a la formacion
de objetos compactos y finalmente singularidades en el espacio-tiempo, y el
entender la estructura causal de estas singularidades es un problema de suma
importancia para asegurar la predictibilidad de la teorfa. Se tiene la creencia
de que el destino final durante un colapso gravitacional es la formacion de un
agujero negro con lo cual las singularidades estan causalmente desconectadas
de observadores distantes. El hecho de que ninguna singularidad del espacio-
tiempo ha sido identificada ha dado paso a la formulacion de la conjetura de
censura cosmica [147], la cual dicta que no es posible generar singularidades
desnudas a partir de datos iniciales genéricos en los que el el espacio-tiempo es

regular y la materia satisface la condicion de energfa dominante (ver Apéndice B|
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Las teorfas que buscan extender la Relatividad General generalmente buscan
. o/ . . 4 . 4 . .
que la descripcion de la gravedad/espacio-tiempo en un regimen cuantico evite
naturalmente la formacion de singularidades. Aln en ese caso es importante
entender la dinamica del colapso gravitacional ya que los efectos cuanticos
solo juegan un papel importante en las regiones en las que clasicamente se
espera la formacion de una singularidad, de modo que para los agujeros negros
macroscopicos la dinamica efectiva cerca del horizonte no deberfa desviarse

significativamente de la predicha por la teorfa clasica.

Es bien conocido que las Unicas soluciones estacionarias y asintoticamente
planas de las ecuaciones de Einstein que representan agujeros negros corres-
ponden a la familia de Kerr-Newman la cual es caracterizada por la masa, carga
eléctrica y momento angular. Esas soluciones solamente representan agujeros
negros cuando los parametros satisfacen la relacion M? > Q* + a* (con M la
masa, Q la carga eléctrica total y a el momento angular total por unidad de
masa), de otro modo no hay un horizonte de eventos presente en el espacio-
tiempoy la singularidad se presenta desnuda. En un escenario realista de colapso
gravitacional se espera que la region exterior del espacio-tiempo se aproxime
asintoticamente a esta, pero en principio no hay restricciones que aseguren que
la relacion anterior se cumpla. Han habido estudios analiticos y numéricos de
escenarios de colapso que encuentran singularidades desnudas [176) 65, 68]],
pero no se ha confirmado que estos ejemplos sean una amenaza verdadera a
la conjetura de censura cosmica ya que estos resultados pueden deberse a las
simetrfas impuestas o incluso las condiciones de norma. Parece que, al menos
para el caso sin carga Q = 0, el resultado genérico del colapso gravitacional es
un agujero negro y que el exceso de momento angular contenido en los datos

iniciales se pierde en radiacion gravitacional.

También es interesante considerar el colapso de materia cargada que podria
acabar en la formacion de agujeros negros cargados o incluso singularidades
desnudas. Se espera que el colapso de materia cargada no termine como una
solucion super-extremal (Q > M) ya que en este caso la repulsion eléctrica es
comparable a la atraccion gravitacional. Un modelo sencillo de materia cargada

es el de un campo escalar complejo acoplado al campo electromagnético, esta
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configuracion representa materia compuesta de partfculas bosonicas cargadas
y sus antiparticulas que poseen carga opuesta. El modelo de campo escalar ha
sido usado ampliamente en Relatividad general porque su evolucion es gober-
nada por una simple ecuacion de onda y no desarrolla discontinuidades como
genéricamente pasa en los fluidos. El campo escalar complejo autogravitante
puede formar estrellas de bosones, que son configuraciones autogravitantes de
campo escalar que no se dispersan y tienen propiedades parecidas a las de
las estrellas de neutrones (un artfculo de revision reciente puede consultarse
en [121]). Las estrellas de bosones también pueden estar hechas de campo es-
calar cargado [112], siendo este un ejemplo de un sistema astrofisico que posee
carga neta y es susceptible a colapsar. La simulacion numeérica del colapso de
campos escalares cargados en simetrfa esférica se ha estudiado previamente con
diferentes enfoques y objetivos: Por ejemplo, en [148] se utiliza una descom-
posicion 3+ 1 con foliacion polar para analizar fendomenos criticos, se encuentra
un comportamiento crftico similar al que ocurre en el caso sin carga [65] y
los autores reportan que la carga se aproxima a cero mas rapido que la masa
al acercarse a la solucion critica, de modo que esta Ultima no presenta carga;
en [142] se introduce un formalismo nulo para estudiar la estructura interna
del agujero negro resultante. El enfoque de este trabajo es en como se presen-
ta la configuracion resultante vista por observadores externos, determinando
en particular si el resultado final de este proceso puede ser una singularidad

desnuda.

3.3.1 Sistema Einstein-Maxwell-Klein-Gordon

. ) e
en simetria esferica
Campo electromagnético

Cuando uno considera el campo electromagnético en simetrfa esférica ocurren
muchas simplificaciones. Considerando Gnicamente los campos fisicos E!, B/,
ocurre que los modos dinamicos correspondientes a la radiacion se anulan al ser

transversos a la direccion radial. Y alin mas fuerte es el requerimiento de simetrfa
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esférica ya que el campo magnético ha de anularse. Esto se ve de que los campos
solo tienen componente radial, y las constricciones electromagneéticas
al escribirlas en forma integral se trivializan asociando valores a los campos
equivalentes a la carga encerrada. Pero al fijarse inicialmente la restriccion
sobre la no existencia de monopolos magnéticos, la componente radial del
campo magneético es cero. Entonces el campo electromagneético se reduce a la
componente monopolar del campo eléctrico la cual solo evoluciona conforme
a la dinamica de las fuentes y de la geometrifa. Por otro lado nos podemos fijar
en el sector de los potenciales electromagnéticos, el cual al utilizar la condicion
de norma de Lorentz toma la forma de la ecuacion de onda. El sistema

resultante para las ecuaciones del electromagnetismo en simetria esférica queda

entonces:
b 2.1,2
AP = 3, +aKD— — ar(a Y a,) , (3.47a)
r2¢6 \/Eb \/ﬁ
o, = Poa, + a0, —aap*E -9, (ad) , (3.47b)
JE = PO,E —Ed,f+aKE —4nf,, (3.47¢)

con B la componente radial del vector de corrimiento y a, es la componente

radial del potencial vectorial y no ha de confundirse con a = 7,,.

Campo escalar cargado

El campo escalar descrito en la Seccion se simplifica notablemente al

considerarlo en simetrfa esférica, porque Unicamente es relevante la derivada
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radial x = x, y las ecuaciones de evolucion (2.52) se reducen a:

dp = oall+Bx, (3.48a)
dx = 9, (all+Bx), (3.48b)
1 7’2 2
Il = BIIT+ ——d,|la——x | + allK
S
alov s (5 o2\ + 2i00| X 4 o1 (3.480)
q a¢4 (P q al’b4 ° °

Donde g es el valor de la carga fundamental de la particula asociada al campo

escalar y V(|p[?) es el potencial.

Las fuentes de las ecuaciones de Maxwell debidas al campo escalar (ecua-

ciones (2.46)) quedan:

—q Im(IT"p) — g*Dep*o, (3.49a)

Pem
(jem)i

+q Im(x; ) - g aip . (3.49b)

Tensor de energia-momento

Las fuentes del campo gravitacional estan codificadas en el tensor de energfa-
momento, el cual se construye a partir de contribuciones del campo electro-

| 4 .
magnetico y del campo electrico

T = T + T, . (3.50)
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Las proyecciones 3 + 1 correspondientes quedan finalmente

p = 8% ha (BN + %(mﬁ + %) +V, (3.51a)
i o= —%(1:[*)?+X*1:I) , (3.51b)
S, = —% ia (E7) + %(uﬁﬁ + %) -V, (3.51¢)
Sy = 8% ia (B + %(uﬁﬁ - %) ~-V. (3.51d)

3.3.2 Datos iniciales

Para asignar datos iniciales que incluyen campos electromagnéticos es necesario
satisfacer junto con las constricciones propias de Relatividad General la
ley de Gauss y la no-existencia de monopolos magnéticos Una forma
de simplificar estas Ultimas es mediante un reescalamiento conforme de los
campos electromagnéticos definiendo £ = Y°E’ y B’ = /°B'. De este modo las

constricciones electromagnéticas quedan en términos de la geometria conforme

ViE' = 4npeny®, VB =0. (3.52)

La ventaja de este reescalamiento se hace evidente en ausencia de cargas ya
que en esas region estas ecuaciones se desacoplan de las constricciones gravi-

tacionales.

Ahora, podemos asumir simetrfa esférica y una situacion momentaneamente
estacionaria, satisfaciendo trivialmente la constriccion de momentos (3.7b) y la
constriccion magneética (2.19b). El potencial vectorial electromagnético también

se asume inicialmente nulo.

La ltima suposicion es tomar que la métrica conforme es inicialmente plana.
Al hacer esto los operadores diferenciales en las constricciones se reducen a los

del espacio plano y los términos asociados a la curvatura de la métrica conforme
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se anulan. Asf la constriccion Hamiltoniana toma la forma final:

2 Er 2
I + ;aﬂ’b + 21| [Py + (nq2q>2|(p|2 + 2nv) P+ ( 41/})3 =0, (3.53a)
mientras que la ley de Gauss puede escribirse como:
fr 2 fr 2 21,6
J,.E" + ;E +4ng°DlplY° =0. (3.53b)

En particular, tomamos V = 0 en nuestras simulaciones, de modo que nuestro
campo escalar es no masivo sin autointeracciones, pero se incluye el termino

en la derivacion por completez.

Bajo estas consideraciones la estrategia es especificar libremente la forma
del potencial escalar @ y del campo escalar ¢, y utilizar estos valores para
resolver simultaneamente las dos constricciones para encontrar W y E’. Para
ello se requiere especificar condiciones de frontera. Para el campo eléctrico
basta especificar una sola condicion E” al ser una ecuacion de primer orden,
y por condiciones de regularidad esta condicion se toma en el origen donde
el campo eléctrico se ha de anular E'(r = 0) = 0. Para el factor conforme

Y hay que tomar dos condiciones. Primeramente se requiere regularidad en

el origen, o bien formulada como d,4| _ = 0. La otra condicion es sobre el
comportamiento asintotico, que lo especificamos como Y(r — o) = 1+ C/r

para alguna constante C, lo cual se puede formular como una condicion mixta

37'10 = (1 - Qb)/i"

A continuacion consideramos dos familias distintas de datos iniciales, que
se diferencian en que la primera tiene carga global nula mientras que la segunda

tiene carga distinta de cero.

Carga global nula

La eleccion mas simple para dar valores iniciales a los potenciales electro-
magnéticos es simplemente igualarlos a cero. Con esta eleccion la densidad de

carga (3.49a) adquiere contribuciones proporcionales a las partes real e imagi-
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naria de I'l, y para la densidad de corriente ocurre algo similar con y. Si
asumimos que IT = 0, entonces la densidad de carga pem se anula inicialmente y
en consecuencia la carga total contenida en el espacio-tiempo también se anula.
La densidad de corriente (jem), No se anula siempre que el producto x*¢ tenga
parte imaginaria no nula. Esto excluye la propuesta mas simple, = ¢o(r)e”® con
argumento 6 constante, que incluye los casos particulares en los que el campo
escalar es puramente real o imaginario ¢. Por lo tanto consideremos un perfil

inicial complejo de la forma

o(r) = f(r)+ig(r), (3.54)

con f(r) y g(r) funciones reales. De este modo obtenemos que (jem), = 9(gf" —
fg'). Asf que mientras f y ¢ sean funciones distintas que se empalmen en alguna
region obtendremos una densidad de corriente inicial distinta de cero. Para
nuestras simulaciones consideramos f'y ¢ como perfiles gaussianos ligeramente

desfasados.

Con estas elecciones es sencillo verificar que la densidad de momen-
to (3.51b) inicialmente se anula, de modo que las constricciones de momento
se satisfacen trivialmente. Eso es que inicialmente son nulas las densidades de
carga y de momento (no hay flujo de energfa), pero la densidad de corriente no
es nula. Esta situacion es analoga a un sistema con distribucion inicial idéntica
de partfculas con la misma masa y carga contraria, moviéndose en direcciones

opuestas.

Como la densidad de carga inicial es nula, la constriccion de Gauss (3.52)
implica que para datos iniciales regulares el campo eléctrico debe anularse
inicialmente. Entonces solo necesitamos obtener el factor conforme resolviendo

la constriccion Hamiltoniana, que se simplifica a

1
50 (Porp) + mlx Py + 2mVyY* = 0. (3.55)

En este caso especifico la constriccion Hamiltoniana toma exactamente la

misma forma que tomarfa si el campo escalar estuviera desacoplado del campo
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electromagnético. Es notable que la ecuacion (3.55) no depende del valor de
la carga fundamental del campo escalar g, asf que los datos iniciales obtenidos

con este método pueden ser evolucionados para valores arbitrarios de 4.

Configuraciones globalmente cargadas

o/ . 4 . . . e .
Tambien nos interesa la construccion de configuraciones iniciales con carga total
no nula ya que nos interesa el estudio de casos en los que la configuracion inicial
es tal que Q/M > 1. De las ecuaciones (3-493) y (3.49b) vemos que esto es

posible haciendo algunas suposiciones. Primero, al considerar una configuracion

en un momento estacionario, tenemos que requerir IT = 0. Es posible obtener
configuraciones con densidad de carga no nula y corriente nula al hacer a, =
0, ® # 0, y Im(p) = 0. Esta eleccion representa una distribucion de carga

inicialmente en reposo cuya densidad esta dada por pem = —g>@*®.

Con estas elecciones la densidad de momento alin se anula al ser I'T = 0,
y ambas ¢ y x puramente reales, asf que las constricciones de momento se
satisfacen trivialmente. Como la densidad de carga no es nula, tenemos ahora
que resolver simultaneamente las constricciones Hamiltoniana y de Gauss una

vez que se han elegido ¢ y @.

Antes de buscar soluciones a las ecuaciones de constriccion podemos ana-
lizar las propiedades de este tipo de datos iniciales considerando un modelo
sencillo en el que la materia esta contenida en un cascaron delgado localizado
en r = ry. Por el teorema de Israel [103] la region exterior corresponde a la
solucion de Reissner-Nordstrom (RN) [153} [140], que en nuestra seccion inicial

. (e . 4 .
se especifica por medio del factor conforme y el campo electrico:

- [
A (3.56b)

Es inmediato verificar que estas funciones son solucion de las constricciones
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(3:53a)-(3.53b) cuando el campo escalar se anula.

La solucion en el interior del cascar6n es trivial ya que estamos buscando
datos iniciales regulares. En esa region la métrica es planay el campo eléctrico es
nulo, de modo que solo es necesario especificar el factor conforme en el interior
Y que es constante. Estas soluciones pueden ser empalmadas en ry para dar
la solucion completa en la seccion inicial, y esto determina el valor de 1. La
geometrfa de RN en esta foliacion tiene una region atrapadaen r < /M2 — Q2/2
que solo existe si M > |Q)|. Si el cascaron inicial se especifica a un radio menor a
este valor, entonces se tendra un agujero negro desde el momento inicial y toda
la materia estara cubierta por el horizonte. Este tipo de solucion no es interesante
ya que los observadores distantes no la distinguirfan de un agujero negro RN
estacionario. Por otro lado, cuando |Q| > M se encuentra un comportamiento
patologico en estas coordenadas ya que en el radio finito r, = (|Q| — M)/2 el
factor conforme ¢ se anula. Esto corresponde a la region en la que la singularidad
de la solucion RN sobre-extrema es mapeada en estas coordenadas, y la region

interior r < r, carece de relevancia fisica.

El analisis de este modelo simplificado muestra que hay que ser cautelosos
al resolver las ecuaciones de construccion para densidades de carga eléctrica
grandes. En ese caso, si especificamos que la materia esté distribuida de ma-
nera compacta cerca del origen en una region de radio R, se podrfa encontrar
que R < r,, en cuyo caso el dato inicial no representara un espacio-tiempo
asintoticamente plano. Numéricamente encontramos que al construir confi-
guraciones de cascarones localizados con |Q|/M creciente, eventualmente el

. 4
algoritmo falla al alcanzar el factor conforme un valor nulo fuera del cascaron
de campo escalar. Esto no fue problema en el caso sin carga presentado antes,

4 . o/ .
ya que en ese caso la metrica se acerca a la solucion de Schwarzschild en el

exterior, la cual no presenta esas patologfas.

3.3.3 Analisis y codigo numérico

Para estas simulaciones numéricas integramos las ecuaciones obtenidas en la
subseccion a su vez con el sistema BSSN (3.3), usando un esquema
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de diferencias finitas. El codigo usa un método de lineas con diferenciacion
espacial a segundo o cuarto orden, junto con integradores temporales tanto

Crank-Nicholson iterativo a tres pasos, o Runge-Kutta a cuarto orden.

Las evoluciones presentadas fueron realizadas a tres resoluciones distintas
para descartar efectos de las discretizacion, propiamente Ar = 0.02,0.01, 0.005,
con 3000, 6000 y 12000 puntos en la malla respectivamente, de modo que la

frontera se ubica en r = 60.0.

Eleccion de norma

Para estas simulaciones elegimos por simplicidad un vector de corrimiento
o/ 4 « o/ . o/ .
nulo, y para la funcion de lapso se eligio la condicion de foliacion maximal
K = 9;K = 0, que resulta en una ecuacion elfptica para la funcion de lapso a
que en simetrfa esférica toma la forma
2 da b
o+ (— - 5o+ +20,In¢|0,a = aay’ [K2+4n(p+5S)|, 3.57)
r o 2a
con K? = K;;K", y S la traza de S;;. Como en simetria esférica esta es una ecua-
cion diferencial ordinaria para a, puede ser resuelta numéricamente a cada paso
de tiempo invirtiendo la matriz del sistema, sin incrementar significativamente

el costo computacional del esquema de integracion.

Masa y Carga totales del espaciotiempo en simetria esférica

Una manera conveniente de determinar la masa de una distribucion esferica-
mente simétrica es considerando la dependencia radial de las componentes
meétricas. Cuando se expresa en términos del radio de area R, en las que el area
de una esfera es 47R?, la componente radial de la métrica se puede escribir
como:

2M(R)

-1
8RR=( TR ) . (3.58)
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Con un poco de algebra podemos escribir esta funcion M(R) en términos de las

cantidades fundamentales y la coordenada radial r como

M(r) =

2p1/2 9, 2
m’bT b(1+r%+2 1P) . (3.59)

=2 20 Ty

Esta funcion puede ser identificada con la masa total fuera de las fuentes de
materia, ya que alcanza el valor de la masa ADM en la region de vacio. En este
caso, como el campo eléctrico se extiende hasta el infinito, el valor de esta
funcion de masa es siempre menor que la masa ADM total, pero se acerca

rapidamente a este ya que el campo eléctrico decae como 1/7%.

Para la carga eléctrica, toda la informacion esta contenida en las ecuaciones
de Maxwell. Podemos definir la carga total contenida en una region a tiempo
t constante integrando la densidad de carga pem, y simplificar esta expresion
utilizando las ecuaciones de evolucion y el teorema de Stokes. Utilizando la
simetria esférica esta expresion se simplifica a la carga encerrada en la esfera

de radio r
Q(r) = r*°® abE" . (3.60)
donde hemos asumido que el interior de la esfera es regular.

Como en estas simulaciones el dominio numérico es finito solo podemos
considerar la carga encerrada en esferas finitas, la cual no sera conservada ya
que puede haber campo escalar dispersado a infinito llevando carga con él mas
alla del dominio computacional. De cualquier forma, es posible cuantificar la
tasa de cambio de la carga encerrada usando la ecuacion de continuidad para
la corriente electromagnética. Después de un poco de algebra llegamos a

4Q(r) f Yy
= | Di(pemp —a @ )dV, (3.61)

donde hemos conservado la dependencia en el vector de corrimiento por ge-
neralidad. Nuevamente, la integral puede transformarse en una integral de con-

torno usando el teorema de Stokes y la dependencia angular puede integrarse
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inmediatamente obteniendo

dQ(r)
dt

= 4mtr’*°® \ab (pemﬁ - (S)jgm) . (3.62)

Esta ecuacion puede integrarse en el tiempo para encontrar el cambio total en

la carga encerrada a un radio fijo r después de un tiempo T

T
AQ(r, T) = 4nr? f Y° Vab (pemﬁ —a® jgm) dt . (3.63)
0

Un ultimo punto en tanto a la determinacion de la masa y la carga, es que

. . 4
cuando se forma un horizonte de eventos, a este podemos asociarle parametros
de masa y carga. Estos conceptos fueron expuestos en la Seccion y en este

caso se aplican en el caso en el que el momento angular es nulo | = 0.

Condiciones de frontera para el campo escalar cargado

Retomando la discusion de la seccion anterior en tanto a condiciones de fron-
tera, para el campo escalar complejo encontramos a parte principal las mismas
funciones propias (3.42), solo que en este caso son complejas (o dos funciones
salientes y dos entrantes reales si trabajamos con las partes real e imaginaria
del campo). Entonces al campo escalar aplicamos los métodos expuestos en la

seccion anterior.

Las ecuaciones de evolucion para los potenciales electromagnéticos vy el
campo eléctrico resultan idénticas en este caso a las del campo escalar a parte
principal. Solo es necesario hacer las identificaciones IT — ®, x — —a,, ¢ — E".

En este caso los campos propios y sus velocidades correspondientes son

wy=E", AL =-8, (3.64a)

A= Bz \/gW . (3.64b)

Sin embargo, la analogfa con el campo escalar termina aquf, ya que los po-
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tenciales electromagneéticos no se relacionan con el campo eléctrico como sus

derivadas radial y normal.

Como en ausencia del vector de corrimiento el campo eléctrico evoluciona
trivialmente a parte principal, inicamente lo actualizamos usando los valores

de las fuentes en la frontera.

Para los potenciales electromagnéticos tenemos libertad de especificar el
modo entrante. Sin embargo, al igual que con el campo escalar, si queremos
evitar reflexiones grandes en la frontera el modo entrante no puede ser escogido
igual a cero. Pero en este caso se nos presenta un nuevo problema: para el

campo escalar podiamos modelar ¢ como una onda esferica saliente y de allf

¢
podemos hacer lo mismo ya que, como se habfa mencionado, los potenciales

deducir la forma de w;, en la frontera. Para el campo electromagnético no
electromagnéticos no son las derivadas de temporales y espaciales de otro
campo. Sin embargo dada la estructura de ecuacion de onda que presentan las
ecuaciones de evolucion podemos asumir que en la frontera los campos @ y a,
se propagan como onda saliente, lo que a su vez implica que la combinacion
entrante w; en la frontera no se anule, sino que tenga que ser tratada a su vez
como una onda saliente de modo que cumple una ecuacion de adveccion de la

forma

_ _ Wg
dwr + A dywr + )\7 =0. (3.65)

Esta ecuacion se evoluciona en la frontera para obtener el valor del campo
entrante en el nuevo paso temporal, y de aquf se reconstruye el valor de los

potenciales electromagnéticos en la frontera.

3.3.4 Resultados

Ahora discutiremos los resultados de algunas simulaciones ilustrativas. Analiza-
remos por separado los casos con carga global nula, y con carga inicial distinta

de cero.



116 Capitulo 3. Escenarios en simetrfa esferica

Configuraciones sin carga global

De acuerdo a lo expuesto en la seccion inicialmente se consideran los

perfiles para el campo escalar:

Re(p) = qoe 007 4 g rer?l’] (3.66)
Im(p) = qo[e I e ] (3.67)

donde usamos la misma amplitud ¢, y ancho ¢ para ambas partes real e ima-
ginaria, pero estos perfiles estan centrados en diferentes puntos, rr # 1, de
modo que exista una corriente neta. También sumamos la imagen reflejada de
los pulsos Gaussianos de modo que el campo escalar tenga el comportamiento

adecuado en el origen.

Para todas las simulaciones que mostramos elegimos rg = 5.0, r; = 5.1 y
o = 1.0, y se resolvio la constriccion Hamiltoniana para distintos valores de ¢.
Realizamos simulaciones para una familia de configuraciones biparamética, con
la carga fundamental g variando de 0 a 8, y la amplitud inicial de los pulsos ¢,
variando de 0.03 a 0.1.

Las simulaciones con valores pequenos de ¢ evolucionan como se espe-
raba: el campo escalar se propaga y eventualmente es dispersado a infinito
dejando el espacio-tiempo plano en el dominio computacional. Como ejemplo
mostramos la evolucion en el caso con ¢y = 0.03 y g = 2.0. Inicialmente el
pulso se separa en una parte entrante y una saliente, y una densidad de carga
distinta de cero rapidamente emerge. Esto puede verse en la Figura la cual
muestra una instantanea de la evolucion a t = 4. El panel superior muestra al
campo escalar, mientras que los inferiores muestran la funcion de masa M(r) y

la carga encerrada a ese radio Q(r).

Las Figuras[3.6]y[3.7]muestran la evolucién del campo escalar y de la funcién
de lapso respectivamente. Notamos que a t ~ 8 el pulso entrante alcanza el

origen y la funcion de lapso decrece significativamente allf. Sin embargo en
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Figura 3.5: Grafica de los primeros momentos de la evolucion (t = 4) de una
configuracion con densidad de carga inicial nula'y ¢y = 0.03, g = 2.0. El panel
superior muestra el campo escalar (distinguiendo con lineas solidas y segmen-
tadas la parte real e imaginaria respectivamente), mientras que los siguientes
tres paneles muestran la masa M(r), la carga Q(r) y la densidad de carga pem.
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este caso la autogravedad del campo escalar no es suficientemente fuerte para
producir colapso, y el campo continua dispersandose a infinito mientras el lapso
lentamente regresa a su valor en espacio plano. Las Figuras [3.8]y [3.9| muestran

la evolucion de la funcion de masa y la carga en esta simulacion.

La convergencia se verifica analizando el residuo obtenido al evaluar numeéri-
camente las constricciones, el cual es producto del esquema de discretizacion.
La Figura muestra el valor absoluto de la constriccion Hamiltoniana a
diferentes tiempos para dos resoluciones diferentes, mostrando que el error
reescala con la resolucion consistentemente con el orden de la discretizacion

(cuarto orden en este caso).

Para valores mayores de la amplitud ¢, encontramos que el resultado es
muy diferente del descrito antes. Para mostrar esto usamos como ejemplo el
caso con @ = 0.05y g = 2.0 (Figuras[3.11}3.16). La fase inicial de la simulacion
procede en la misma manera que en el ejemplo anterior (Figura[3.11), pero en
esta ocasion cuandot el pulso entrante llega al origen la funcion de lapso colap-
sa dramaticamente (Figura , y eventualmente se encuentra un horizonte

aparente en t ~ 11 (Figura|3.16), indicando la formacion de un agujero negro.

Las Figuras y muestran la evolucion de la funciones de masa y
carga, y observamos que ambas tienden a estabilizarse rapidamente afuera del
horizonte aparente después de que el campo dispersado abandona la region
central. La Figura muestra la evolucion de las diferentes propiedades del
horizonte aparente. Al realizar esta simulacion con un vector de corrimiento
nulo observamos que el radio coordenado donde encontramos esta superficie
continta creciendo mientras avanza la simulacion. Este crecimiento es un efec-
to de norma bien conocido debido a que los observadores Eulerianos estan
cayendo hacia el agujero, y no se compensa este efecto al ignorar el vector de
corrimiento. Por otro lado, el area, la carga encerrada y la masa asociada con
el horizonte rapidamente se estabilizan. Estas cantidades estan bien definidas
sobre el horizonte aparente: la carga del agujero negro se calcula con la ecua-
cion evaluada en el radio del horizonte, mientras que la masa total se

calcula con la ecuacion (T-124) (tomando | = 0), la cual incluye la contribucion
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Figura 3.6: Evolucion del campo escalar para una configuracion con densidad
inicial de carga nula'y ¢p = 0.03, g = 2.0. Las lineas solida y segmentada corres-
ponden a las partes real e imaginaria respectivamente.
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Figura 3.7: Evolucion de la funcion de lapso a para una configuracion con
densidad de carga inicial nula'y ¢y = 0.03, ¢ = 2.0. El lapso cae abruptamente
cuando la densidad de la configuracion en el origen aumenta debido a que el
campo escalar se ha concentrado en la region central, pero la densidad no es
suficientemente grande como para colapsar el objeto.
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Figura 3.8: Evolucion de la funcion de masa M(r) para una configuracion con
densidad de carga inicial nulay ¢y = 0.03, g = 2.0.
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Figura 3.9: Evolucion de la funcion de carga Q(r) para una configuracion con
densidad de carga inicial nulay ¢, = 0.03, g4 = 2.0.
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Figura 3.10: Grafica del valor residual de la constriccion Hamiltoniana en todo
el dominio numérico a diferentes tiempos con dos resoluciones distintas, para
una configuracion con densidad de carga inicial nula y ¢, = 0.03, g = 2.0. El
valor obtenido a la resolucion mayor ha sido amplificado por un factor de 16
mostrando convergencia a cuarto orden.
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Figura 3.11: Grafica de los primeros momentos de la evolucion (t = 4) de una
configuracion con densidad de carga inicial nula'y ¢y = 0.05, g = 2.0. El panel
superior muestra el campo escalar (distinguiendo con lineas solidas y segmen-
tadas la parte real e imaginaria respectivamente), mientras que los siguientes
tres paneles muestran la masa M(r), carga Q(r) y densidad de carga pem.
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Figura 3.12: Evolucion del campo escalar para una configuracion con densi-
dad de carga inicial nula y ¢y = 0.05, g = 2.0. Las lineas solida y segmentada
corresponden a las partes real e imaginaria respectivamente.
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Figura 3.13: Evolucion de la funcion de lapso « para una configuracion con
densidad de carga inicial nulay ¢y = 0.05, g4 = 2.0.
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Figura 3.14: Evolucion de la funcion de masa M(r) para una configuracion con
densidad de carga inicial nula'y ¢, = 0.05, g = 2.0.

Figura 3.15: Evolucion de la funcion de carga Q(r) para una configuracion con
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de la carga encerrada.

Finalmente, la falta de un vector de corrimiento induce efectos de “slice
stretching” (estiramiento de las secciones) en las componentes meétricas que
eventualmente ocasionan que nuestras simulaciones fallen. Sin embargo encon-
tramos que estos efectos son retrasados para valores mayores de la masa final
del agujero y las simulaciones duran lo suficiente para poder estudiar las pro-
piedades fisicas del agujero negro resultante. La Figura[3.17]es un acercamiento
del area y la masa del horizonte en el que se muestra como se estabilizan las
propiedades antes de que la simulacion falle (las oscilaciones pequenas son

debidas a los métodos numéricos y decrecen al aumentar la resolucion).

Una vez que el campo escalar fuera del horizonte aparente es radiado termi-
namos con una region electro-vacfa en donde solamente el campo Coulombiano
asociado al campo escalar atrapado permanece. Las condiciones de norma, y en

particular la ausencia de vector de corrimiento, previenen que se alcance una
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Figura 3.16: Evolucion del horizonte aparente para una configuracion con
densidad de carga inicial nula y ¢y =0.05, 4 =2.0: Radio coordenado (arri-
ba/izquierda), area (arriba/derecha), carga encerrada (abajo/izquierda) y masa
asociada al horizonte (abajo/derecha).
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Figura 3.17: Acercamiento de el area del horizonte aparente (arriba), y masa
(abajo) mostrados en la Figura anteriormente. Las oscilaciones pequenas
son debidas a error numérico y decrecen al aumentar la resolucion.

. o/ . . . . .
situacion estacionaria afuera de la superficie atrapada, pero como hemos visto

las propiedades fisicas relevantes rapidamente tienden a valores estacionarios.

Se realizaron simulaciones para valores de la carga del campo escalar g
variando de 0.0 a 8.0, y amplitudes iniciales ¢, de 0.03 a 0.1, enfocandonos en la
region del espacio de parametros que representa configuraciones que colapsan
gravitacionalmente. Las simulaciones proceden de un modo similar a la que
acabamos de analizar, la diferencia principal es que cuando se incrementan
ambos parametros la forma de los pulsos iniciales se distorsiona mucho mas
después de que se separan, mostrando poco parecido con los pulsos iniciales
superpuestos. En cada caso, una vez que un horizonte aparente es encontrado,
sus propiedades fisicas se estabilizan rapidamente. También, el campo escalar
sobrante es radiado, y las funciones de masa y carga se estabilizan en la region
de electro-vacfo. Es interesante observar que en esta region del espacio de
parametros la masa final del agujero negro no es muy sensible al valor de la carga
fundamental g, lo cual es sorpresivo tal que esta masa incluye contribuciones del

campo eléctrico (ver Figura[3.18). También hemos encontrado que el cociente
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Figura 3.18: Masa final del agujero negro My para las configuraciones con
densidad de carga inicial nula, como funcion de la amplitud inicial del pulso
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Figura 3.19: Razon entre la masa final del agujero negro My y la masa ADM
inicial M; para configuraciones con densidad de carga inicial nula, como funcion

de la amplitud inicial ¢.
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de lamasa final del agujero negro contra la masa ADM inicial de la configuracion,
M¢/M;, incrementa con la amplitud ¢, (ver Figura[3.19), lo cual se comprende
facilmente ya que al incrementar la amplitud del campo escalar obtenemos

configuraciones mas compactas.

Ahora analizamos la carga de las configuraciones finales, la cual es en cierto
modo menos intuitiva. Para valores fijos de la carga fundamental g la carga final
de la configuracion incrementa inicialmente con la amplitud del pulso inicial,
pero eventualmente alcanza un maximo y decrece nuevamente, y puede oscilar
alrededor de cero (ver Figura [3.20). Encontramos que al aumentar la carga
fundamental este maximo se alcanza a amplitudes menores y tiene un valor

menor.
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Figura 3.20: Carga final del agujero negro Qy para las configuraciones con
densidad de carga inicial nula, como funcion de la amplitud inicial ¢, para
distintos valores de g.

Al combinar estos resultados podemos calcular el cociente de carga y masa
finales del agujero negro Q/M (ver Figura [3.21). Podemos observar que al
incrementar la amplitud ¢, para g fija, este cociente alcanza un maximo y
decrece nuevamente. El maximo global que hemos encontrado para esta familia
de simulaciones corresponde al valor Q/M = 0.25, lo que muestra que el estado

final de estas configuraciones esta muy lejano de alcanzar una configuracion
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Figura 3.21: Razon Qy/M; del agujero negro final para las configuraciones con
densidad de carga inicial nula, como funcion de la amplitud inicial ¢, para
diferentes valores de 4.
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Configuraciones globalmente cargadas

Para las configuraciones con carga global no nula usamos los siguientes perfiles

iniciales para el campo escalar y el potencial escalar electromagnético

Re(p) = e /e 4 e en?i] (3.68)
Im(p) = O, (3.69)
O = @, [e—(r—ro)z/02 + e—(7+70)2/02] ) (3.70)

Para todas las simulaciones presentadas los pulsos estan centrados en ry =
5.0 con ancho ¢ = 1.0. Encontramos que al tomar la amplitud inicial del potencial
escalar @, = 1, fue posible construir configuraciones que tienen inicialmente

un cociente carga/masa mayor que uno.

La evolucion de este tipo de datos iniciales es muy similar a la observada en
el caso con carga global nula. Como ejemplo consideramos el caso ¢, = 0.05
y g = 0.5, la cual es una combinacion de parametros que resulta en una confi-
guracion que colapsa gravitacionalmente. Como se observa en la Figura [3.22]
donde se muestra la evolucion temprana a t = 4, el pulso inicial se separa en
componentes entrante y saliente, y cada una retiene aproximadamente la mitad
de la carga inicial. Las Figuras muestran instantaneas de la evolucion
del campo escalar y la funcion de lapso, asf como las funciones de masay carga.
Nuevamente vemos que cuando el pulso entrante alcanza el origen la funcion
de lapso colapsa. Aunque ocurre esto, parte del campo escalar se dispersa (ver
Figura llevandose parte de la masa y la carga de la configuracion, co-
mo puede verse en las Figuras[3.25]y[3.26] Algunas propiedades del horizonte

aparente para esta evolucion se muestran en la Figuram

Ahora nos concentraremos en configuraciones con amplitud ¢, = 0.05,
para distintos valores de la carga fundamental de 4 = 0 a ¢ = 1.2. Todas esas
configuraciones colapsan gravitacionalmente. La masa ADM inicial resulta ser
una funcion creciente en g al tener el efecto combinado de un campo eléctrico

mas intenso y un mayor radio de area para el cascaron inicial (ver Figura(3.28).
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Figura 3.22: Grafica de los primeros momentos de la evolucion (+ = 4.0) de
una configuracion con densidad de carga inicial no nula'y ¢y = 0.05, g = 0.5.
El panel superior muestra el campo escalar (distinguiendo con lineas solidas
y segmentadas la parte real e imaginaria respectivamente), mientras que los
siguientes dos paneles muestran la masa M(r) y carga Q(r) (notese que la carga

es negativa).
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Figura 3.23: Evolucion de las partes real (lfnea solida) e imaginaria (Ifnea seg-
mentada) del campo escalar a diferentes tiempos, para una configuracion con
densidad de carga inicial no nulay ¢y = 0.05, g = 0.5.
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Figura 3.24: Evolucion de la funcion de lapso & para una configuracion con
densidad de carga inicial no nulay ¢y = 0.05, g = 0.5.
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Figura 3.25: Evolucion de la funcion de masa M(r) para una configuracion con

densidad de carga inicial no nulay ¢y = 0.05, 4 = 0.5.
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Figura 3.26: Evolucion de la funcion de carga Q(r) para una configuracion con

densidad de carga inicial no nulay ¢y = 0.05, 4 = 0.5.
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Figura 3.27: Evolucion del horizonte aparente para una configuracion con den-
sidad de carga inicial no nula'y ¢y = 0.05, g = 0.5: Radio coordenado (arri-
ba/izquierda), area (arriba/derecha), carga encerrada (abajo/izquierda) y masa
asociada al horizonte (abajo/derecha).

Como se espera, la masa final del agujero negro también es funcion creciente
de g (ver Figura[3.29). La Figura muestra el cociente de la masa final
del agujero negro contra la masa ADM inicial, M/M;. Como se espera, este
valor es siempre menor que 0.5 ya que la mitad de la masa es llevada por el
pulso saliente. También es notable que este cociente de masas muestra una
dependencia fuerte con g, y de hecho decrece para valores mayores de g. Esto
puede interpretarse como un efecto de la repulsion eléctrica en el pulso inicial:
existe una acumulacion de carga de igual signo que tiende a dispersarse, asf que
al incrementar g una fraccion mayor del pulso entrante inicial termina siendo

dispersada a infinito antes de entrar a la region atrapada.

Considerando ahora la carga eléctrica de estas configuraciones, encontra-
mos que la carga inicial Q; depende de un modo casi cuadratico en la carga
fundamental g, como se observa en la Figuram (notar que la carga inicial es
negativa). Por otro lado, la carga final del agujero negro Q decrece en valor ab-
soluto para valores mayores de g, como se muestra en la Figura El cociente

Qr/Q;i se muestra en la Figura Este comportamiento se puede interpretar
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1.2

Figura 3.28: Masa ADM inicial para las configuraciones con densidad de carga
inicial no nula, como funcion de la carga fundamental g para una amplitud fija
@o = 0.05.
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Figura 3.29: Masa del agujero negro final para las configuraciones con densidad
de carga inicial no nula, como funcion de la carga fundamental g para una
amplitud fija ¢ = 0.05.
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Figura 3.30: Cociente entre la masa del agujero negro final y la masa ADM inicial
para las configuraciones con densidad de carga inicial no nula, como funcion
de la carga fundamental g para una amplitud fija ¢y = 0.05.

Figura 3.31: Carga inicial global de las configuraciones, como funcion de la
carga fundamental 4.
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Figura 3.32: Carga final global de las configuraciones, como funcion de la carga
fundamental 4.
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Figura 3.33: Cociente entre la carga final y la carga inicial Qf/Q;, como funcion
de la carga fundamental 4.
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como sigue: cuando el pulso inicial se separa la interaccion electromagnética
del pulso entrante es tan grande que dispersa campo escalar que lleva con él
el exceso de carga, mientras que posibilita la acrecion de campo escalar con
carga del signo opuesto, eventualmente este efecto es tan fuerte que la carga
del agujero negro cambia de signo con respecto a la configuracion inicial. Este
cambio de signo en la carga del agujero negro también se observa en las con-
figuraciones previas sin carga global (figuras y, pero en ese caso no

hay carga inicial contra el cual comparar.

al initial - ]
final -------ee-

|QIM

1.2

Figura 3.34: Razon |Q/M| como funcion de la carga fundamental g. La linea
solida corresponde a la configuracion inicial, y la segmentada al agujero negro
final.
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Finalmente, en la Figura [3.34] se muestra el comportamiento del cociente
carga/masa |Q/M)|, tanto para la configuracion inicial como para el agujero
negro resultante. Para la configuracion inicial este cociente aumenta con la
carga fundamental. En particular se vuelve mayor que uno después de g ~ 0.9.
Sin embargo, para el agujero negro final este valor es siempre menor que su
valor original, y como la carga final decrece al aumentar la carga fundamental
g encontramos que el cociente también decrece mas alla de g = 0.9. Para esta
familia de configuraciones el maximo del cociente carga/masa para el agujero
negro final es aproximadamente |Q¢/M | ~ 0.62 y se alcanza alrededor del valor
q~0.8.

Naturaleza del agujero negro resultante

En todas las configuraciones estudiadas es una caracteristica comdn encon-
trar que después de haber colapsado el campo escalar en la region central se
forma un horizonte aparente. Encontramos que aunque nuestras condiciones
de norma evitan que se alcance una situacion completamente estacionaria, las
propiedades fisicas del horizonte aparente, esencialmente su area y la carga
contenida dentro del mismo, se estabilizan rapidamente. Como no se espera
que la pequena porcion del campo escalar dispersada afecte el objeto colapsa-
do, podemos asumir que una vez que las propiedades del horizonte aparente
se han asentado, el sistema se ha convertido en un agujero negro, y que el ho-
rizonte aparente coincide para cualquier proposito practico con el horizonte de
eventos. Si esto es correcto el agujero negro sera del tipo Reissner-Nordstrom,

de acuerdo con los teoremas de unicidad en el caso de simetria esférica.

Una forma de verificar esto es comparando el valor asintotico de la funcion
de masa con la “masa del horizonte” inferida de las propiedades del ho-
rizonte aparente y dada por (1.124), My = My + Qu/4M;. Como la diferencia
de estas cantidades entre las dos mayores resoluciones resulta en el rango de
las oscilaciones mostradas en la Figura hemos escogido estimar el error
usando la amplitud de las mismas. Por otro lado, la masa asintotica se mide

tomando el valor de la funcion de masa M(r) al radio coordenado r = 30 (el
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punto medio de nuestro dominio computacional) a tiempos tardfos, una vez que
el agujero negro resultante se ha estabilizado. El error en este caso se estimo
considerando la diferencia de la funcion de masa evaluada a las dos resoluciones
mas altas. Como hemos mencionado, debe tomarse en cuenta que a tiempos
tardfos la region exterior al horizonte de hecho no es vacfo ya que contiene la
contribucion del campo Coulombiano, de modo que la funcion de masa M(r)
sera siempre menor que la masa ADM. De cualquier forma, este efecto resulta
ser muy pequeno. Es adecuado notar que las cantidades asociadas al horizonte
aparente heredan la dependencia de norma de este, pero al interesarnos en
los valores una vez que se ha alcanzado un estado estacionario, estos valores
resultan ser los asociados al horizonte de eventos y entonces se vuelven in-
dependientes de la norma. También hay que notar que los errores reportados
correspondientes a la integracion numérica de las ecuaciones de evolucion son
consistentes con los datos iniciales, ya que los parametros que describen los
datos se dan a precision de maquina y el error inicial es dominado por el que se
introduce al resolver numéricamente las constricciones, que es menor al error

de evolucion por varios ordenes de magnitud.

La Tabla[3.1]resume los resultados obtenidos para la familia de datos iniciales
con densidad de carga inicial nula, para diferentes valores de gy ¢y. Notamos en
particular que para el ejemplo descrito en el texto correspondiente a ¢ = 0.05,
g = 2.0, encontramos una masa asintotica estimada de M., = 0.6290 + 0.0003,

mientras que para la masa del horizonte encontramos My = 0.6294 + 0.00007.

Los resultados para la familia de datos iniciales con densidad de carga no
nula se muestran en la Tabla para distintos valores de g y una amplitud fija
@o = 0.05. Para el ejemplo discutido en el texto, correspondiente a g = 0.5, en-
contramos un valor estimado para la masa asintética de M., = 0.3107 + 0.000576
y para la masa del horizonte My = 0.3109 + 0.000092.

Las tablas muestran en todos los casos una coincidencia excelente entre los
valores de la masa asintotica M, y la masa del horizonte My, con la diferencia
quedando dentro de los errores asociados a la discretizacion empleada. Este

resultado es bastante satisfactorio ya que compara el comportamiento asintotico
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q 9o | My Qn 0Qn My OMy Mo OMeo Qn /My
1.0 0.040 | 0.3656 0.03698 0.00003 0.3666  0.00008 0.3651 0.0002 0.1009
1.0 0.060 | 0.9928 0.1246 0.00004 0.9967 0.00008 0.9969 0.00005 0.1250
1.0 0.080 2.287 0.3502 0.0002 2.300 0.00003 2.300 0.00007 0.1523
2.0 0.040 | 0.3628 0.0522 0.00004 0.3647 0.00008 0.3636 0.0003 0.1431
2.0 0.050 | 0.6225 0.1295 0.00007 0.6294  0.00007 0.6290 0.0003 0.2059
2.0 0.060 | 0.9856 0.2221 0.0002 0.9982 0.00007 0.9983 0.0002 0.2225
2.0 0.080 2.282 0.4821 0.0003 2.308 0.00006 2.308 0.00004 0.2089
3.0 0.040 | 0.3596 0.04136 0.00004 0.3606 0.00008 0.3604 0.0002 0.1147
3.0 0.060 | 0.9787 0.262 0.001 0.9964 0.00008 0.9946 0.0002 0.2629
3.0 0.080 2.289 0.3521 0.0009 2.302 0.00005 2.303  0.00007 0.1530
4.0 0.040 | 0.3563 0.02130 0.00002 0.3566 0.0001 0.356 0.0002 0.05973
4.0 0.060 | 0.9769 0.2363 0.0008 0.992 0.00007  0.9921 0.0002 0.2382
4.0 0.080 2.291 0.2164 0.0009 2.296  0.00005 2.297  0.00009 0.09425
5.0 0.040 | 0.3539 0.00710 0.000006 0.354 0.00008 0.3537 0.0001 0.02006
5.0 0.060 | 0.9793 0.1887 0.0001 0.9894  0.00009 0.989 0.00008 0.1907
5.0 0.080 2.292  0.06320 0.0001 2.293  0.00005 2.293  0.00006 0.02756
6.0 0.040 | 0.3525 0.0016  0.000001 0.3525 0.00008 0.3525 0.0002 0.004549
6.0 0.060 | 0.9832 0.1527 0.002 0.9897 0.00006 0.9895 0.00002 0.1543
6.0 0.080 2.292 -0.0287 0.00001 2.292 0.00005 2.292 0.00003 -0.01252
7.0 0.040 | 0.3519 0.0004  0.000001 0.3518 0.00008 0.3519 0.0001 0.001137
7.0 0.060 | 0.9873 0.1134 0.0001 0.991 0.00007 0.991 0.00003 0.1144
7.0 0.080 2.292 -0.0276 0.0002 2.292 0.00005 2.292 0.00005 -0.01204
8.0 0.040 | 0.3519 -0.0002 0.00009 0.3519 0.00007 0.3519 0.0003  -0.0005683
8.0 0.060 0.992 0.0603 0.0003 0.9928 0.00007 0.993 0.00003 0.06074
8.0 0.080 2.291 -0.0101 0.00007 2.291 0.00005 2.292 0.00004 -0.004409

Tabla 3.1: Propiedades del agujero negro final (Mi,,, Qu, Mp), y masa asintotica
estimada M., para la familia de datos iniciales con densidad de carga inicial
nula, para diferentes valores de gy ¢y.

de la métrica con mediciones locales sobre el horizonte (su area) y la carga
integrada, y es entonces un indicador fuerte de que el agujero negro final es

efectivamente del tipo Reissner-Nordstrom.

3.3.5 Conclusiones

Hemos hecho un estudio sistematico del colapso de configuraciones autogra-
vitantes con simetrfa esférica de campo escalar cargado en el formalismo 3+1.
Para resolver el sistema Einstein-Maxwell-Klein-Gordon (EMKG) acoplamos las
ecuaciones de evolucion paraambos campos, eléctrico y escalar, a la version ge-
neralizada de la formulacion de Baumgarte-Shapiro-Shibata-Nakamura (BSSN)
de la Relatividad General [47] [12].

Nuestro objetivo principal fue explorar distintos escenarios de colapso para
poner a prueba la conjetura de censura cosmica y analizar los mecanismos que

hacen que se mantenga. Nos enfocamos en dos tipos de configuraciones inicia-



142 Capitulo 3. Escenarios en simetrfa esferica

q | M Qn 60w My OMy M, OMe  Qu/Mpy
0.0 | 0.2463 0.0 0.0 0.2463 0.0001 0.2465 0.0002 0.0
0.1 | 0.2491 -0.00293 0.000007 0.2491 0.0001 0.2493 0.0003 0.01176
0.2 | 0.2574 -0.0122 0.00003 0.2575 0.0001 0.2578 0.0003 0.04750
0.3 | 0.2701 -0.0292 0.00006 0.2709 0.0001 0.2711 0.0004 0.1078
0.4 | 0.2857 -0.0552 0.00009 0.2884 0.00009 0.2888 0.0004 0.1916
0.5 | 0.3040 -0.0915 0.0001 0.3109 0.00009 0.3107 0.0006 0.2943
0.6 | 0.3229 -0.1378 0.0002 0.3376 0.00009 0.3368 0.0008 0.4082
0.7 | 0.3434 -0.1913 0.0002 0.3700 0.00008 0.3686 0.0009 0.5170
0.8 | 0.3700 -0.2442 0.0003 0.4105 0.00006 0.4076 0.0008 0.5963
0.9 | 0.4172 -0.2785 0.0004 0.4638 0.00009 0.4629 0.0004 0.6011
1.0 | 0.5101 -0.2695 0.0003 0.5457 0.00009 0.5450 0.0002 0.4942
1.1 | 0.6787 -0.1913 0.0002 0.6922 0.0001 0.6939 0.0008 0.2764

Tabla 3.2: Propiedades del agujero negro final (M;;,, Qn, M), y masa asintotica
estimada M., para la familia de datos iniciales con densidad de carga no nula,
para valores diferentes de g y ¢y = 0.05.

les, ambas conformemente planas y con simetrfa temporal: el primer conjunto
con densidad de carga inicial nula, mientras el otro con densidad de corriente
inicial nula. Como el colapso critico de este tipo de configuraciones es bien
entendido [148], nos enfocamos en configuraciones que resultan en colapso
mas alla del régimen critico. En todos los casos analizados encontramos la for-
macion de un horizonte aparente, obteniendo evidencia empirica de la validez

de la hipotesis de censura cosmica.

También estudiamos el cociente final de carga contra masa de las confi-
guraciones colapsadas, a fin de estudiar que tanto uno puede acercarse a una
configuracion extrema con |Q|/M = 1. Para las configuraciones con carga global
nula realizamos una serie de simulaciones variando la amplitud inicial ¢, y la
carga fundamental g. El maximo del cociente final para este tipo de dato inicial
fue de |Q|/M ~ 0.26, bastante por debajo del valor extremo de 1. Ya que estas
configuraciones son insensibles inicialmente al valor de la carga fundamental
g, hay algunos aspectos de la dinamica que practicamente no se afectan. En
particular, la interaccion entre las componentes salientes y entrantes del campo
es minima, asf que la masa final del agujero negro muestra una dependencia

muy baja respecto a la carga fundamental.

El efecto de la interaccion electromagnética se aprecia mejor al considerar

la carga final del agujero negro: al incrementar los valores de ¢ y g se obtiene
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una mayor repulsion electromagnética, lo que tiende a neutralizar la carga final
del objeto colapsado. Para las configuraciones con carga global no nula los
resultados son bastante similares. El maximo del cociente carga a masa para
el agujero negro final es alrededor de |Q|/M ~ 0.6. La diferencia principal con
el otro conjunto de simulaciones es que en este caso la masa final del agujero
negro depende fuertemente en la carga fundamental 4. La presencia de un
campo eléctrico inicial produce una repulsion considerable del cascaron inicial
que tiende a dispersarlo. De cualquier modo, para valores intermedios de la
carga g en la region que exploramos esta repulsion no es suficientemente fuerte
para tener un efecto neutralizante significativo al momento en que el horizonte
aparente se forma, obteniendo configuraciones en las que el cociente carga a

masa es mayor que para las configuraciones inicialmente descargadas.

Nuestros resultados son consistentes con el hecho de que al considerar
materia regular con carga la conjetura de censura cosmica se mantiene de
modo genérico. En nuestro caso, una interaccion electromagnética fuerte da
lugar a una redistribucion de los campos de modo que evita la concentracion
de carga eléctrica en regiones pequenas. Esto lleva a configuraciones de materia
colapsada que son esencialmente neutras, y el efecto se incrementa al aumentar
la interaccion electromagnética, por medio de considerar valores mayores de la
carga fundamental . Esto parece indicar que las configuraciones sobrecargadas

no son capaces de colapsar reteniendo a su vez el exceso de carga.

También nos interes6 estudiar las propiedades de los agujeros negros es-
tacionarios finales. Estas configuraciones son consistentes con los teoremas de
unicidad para espacio-tiempos esféricamente simeétricos, en el sentido de que,
una vez que el colapso se ha dado y que el exceso de carga se ha radiado junto
con el campo escalar dispersado, afuera del horizonte la geometrfa se reduce
a la de Reissner-Nordstrom. Esto se verificoO comparando el valor de la funcion
de masa expresada en las coordenadas de Boyer-Lindquist y la masa asociada al
horizonte del agujero negro. No intentamos responder qué ocurre en el interior
del horizonte, lo cual es una pregunta interesante por sf sola. La estructura cau-
sal de un agujero negro de Reissner-Nordstrom eterno es muy compleja en el

interior del horizonte, con horizontes de Cauchy, singularidades temporaloides,
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y agujeros de gusano conectando una repeticion infinita de regiones exteriores.
Como esta estructura cambia exactamente cuando en lugar de un agujero negro
eterno uno considera el resultante de un colapso es algo que podria estudiarse
por medio de simulaciones numeéricas como las presentadas en este trabajo. De
cualquier forma, acercarse a una singularidad en simulaciones numeéricas dista
de ser una tarea trivial ya que alli las cantidades dinamicas son divergentes, y
las condiciones de norma que usamos en este caso no son apropiadas para esta

tarea.

Como comentario final, en este trabajo solo hemos considerado la dinamica
de un campo escalar sin masa cargado, y la pregunta de si los mismos resultados
se mantienen para un campo escalar masivo (o con un potencial de autointe-
raccion mas general) sigue abierta. Es bien sabido que la dinamica de un campo
escalar cambia drasticamente al considerar un potencial no trivial, y que en ese
caso es posible encontrar configuraciones ligadas gravitacionalmente lo cual
podrfa llevar a obtener configuraciones con mayor cociente de carga a masa en

escenarios de colapso.

3.4 Colapso esférico de campo escalar en un con-

texto cosmologico

Esta seccion aborda la implementacion del codigo esférico para el estudio del
colapso esferico de campos escalares en contexto cosmologico, su relacion
como precursor de la formacion de estructura observada actualmente y la com-
paracion contra el modelo de materia oscura frfa. Cabe resaltar que aparte de la
obtencion de datos iniciales que representan un espacio-tiempo en expansion,
pocas son las consideraciones adicionales que se tuvieron en cuenta: se utilizo
una condicion de foliacion que es equivalente a la parametrizacion de la foliacion
en términos del tiempo cosmico conforme (Bona-Masso con f = 1/3), y se evito
la consideracion de efectos de frontera ubicando estas lo suficientemente lejos
para que se mantuvieran causalmente desconectadas durante todo el tiempo

de las simulaciones. Este trabajo fue publicado recientemente en colaboracion
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con Miguel Alcubierre, Axel de la Macorra, y Alberto Diez en la revista Physical
Review D [192].

La formacion de estructura como consequencia de la inestabilidad dinamica
de la materia auto-gravitante constituye una pieza clave en la cosmologia mo-
derna. Siempre que las desviaciones con repecto a un universo homogeéneo
e isotropico sean pequenas, esposible desarrollar una teorfa a orden lineal
autoconsistente para la cual es posible encontrar aoluciones analfticas aproxi-
madas [144, [76) [134]. Sin embargo, cuando las inhomegeneidades crecen y
alcancan el regimen no lineal esas soluciones fallan y las técnicas numericas se

vuelven necesarias.

Para el caso de un universo dominado por particulas clasicas, la evolucion
de las perturbaciones cosmologicas bajo la influencia de la gravedad (New-
toniana) puede ser seguida mediante simulaciones de N-cuerpos (vease por
ejemplo [T17]). Sin embargo, cuando una descripcion en términos de partfculas
no es viable, es necesario introducir otras técnicas para tratar con la forma-
cion no lineal de estructura. Tal es el caso para modelos que consideran materia
oscura o/y energfa oscura constitufdas por las excitaciones macroscopicas cohe-
rentes de un campo escalar (por ejemplo candidatos a materia oscura tipo axion
no térmicos [75), 118} 109, 180, [186], modelos de energfa oscura tipo quintae-
sencia [145, 193], k-esencia [19]), o modelos que proponen modificaciones a
la relatividad general (por ejemplo MOND [131), 32], Einstein-aether [80, 1111,

gravedad masiva [108, [72]), solo por dar algunos ejemplos.

En este trabajo utilizamos por primera vez nuestro codigo para estudiar la
evolucion cosmologica de distribuciones inhomogeneas de materia que presen-
tan simetria esférica. Aunque este tipo de simulaciones son realizables con la
bajo los paradigmas de la relatividad numérica, a la fecha son escasas (en [14]
se da una revision completa acerca de cosmologfa computacional). Se pone
atencion particularmente a los casos de un fluido perfecto sin presion (polvo) y
a un campo escalar real masivo que oscila alrededor del mfnimo de potencial,
mostrando que en el contexto de un universo en expansion, las perturbaciones
pequenas en ambos casos pueden desarrollar estructuras alrededor de materia

distribuida en buena medida de manera homogénea e isotropica. Este es en efec-
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to un resultado interesante: previamente se ha argumentado que, al propagarse
las perturbaciones pequenas de un campo escalar canonico a la velocidad de la
luz [92],[173], las excitaciones macrosc()picas coherentes de un campo bosonico
no pueden dar lugad a la formacion efectiva de estructura cosmoldgica. Este
trabajo, en conjunto con [8]], busca proveer de evidencia que soporte la idea
de que un campo escalar masivo libre (tratado clasicamente) en un contexto
cosmologico puede dar paso a la formacion de estructura a gran escala. Como
parte de las conclusiones encontramos que la evolucion de las perturbaciones
a orden lineal en un universo dominado por un campo escalar es muy similar
inicialmente al caso dominado por polvo, pero con un corte en el espectro al
nivel de la longitud de onda de Compton de la particula escalar (en concor-
dancia con resultados analfticos previos, e.g. [152), (110} [127| 128}, [125]). Sin
embargo al alcanzar el régimen no lineal, la evolucion de las inhomogeneidades
para ambos tipos de materia difiere: mientras que en el caso de polvo el colapso
es muy rapido, el crecimiento de las perturbacioens para el caso de un campo
escalar es mas gradual, retrasando la formacion de las primeras estructuras en

el universo.

Es necesario mencionar que durante la fase final de la preparacion de este
trabajo los autores nos precatamos de la existencia de dos estudios recientes
que tratan temas similares. Por un lado, los autores de [174] (ver también [175])
consideran el problema de la formacion de estructura en un universo dominado
por un campo escalar ultraligero utilizando un codigo hidrodinamico en tres di-
mensiones, pero asumen desde un inicio una aproximacion de campo débil no-
relativista (ver por ejemplo [3] 50,149, [157] para posibles efectos relativistas alin
en simulaciones de N-cuerpos, y Ref. [195] para el caso particular de un campo
escalar). Por otro lado en [154] los autores presentan un codigo completamente
relativista para el estudio de problemas cosmologicos en simetria esférica, y lo
usan para reproducir la solucion analftica de Lemaitre-Tolman-Bondi solution.
Creemos que los resultados presentados en este trabajo complementan esos es-
tudios. Vease también [198]197] para otras aplicaciones recientes de relatividad

numérica en cosmologia, en el caso particular del universo temprano.
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3.4.1 Datos iniciales con expansion constante

En un contexto cosmolodgico no es posible obtener datos iniciales con simetrfa
temporal (a menos que se trate de una cosmologfa homogénea y “rebotante”).
Entonces la siguiente eleccion en orden de complejidad consiste en considerar
a la seccion inicial encajada en el espacio-tiempo con expansion constante,
esto es K;; = y;;K/3. Esta eleccion satisface trivialmente las constricciones de
momento siempre que se considere que al tiempo inicial el flujo de momento
es nulo. Por otra parte, haciendo una descomposicion conforme de la métrica

fisica yi; = *pyj, la constriccion Hamiltoniana queda

Vi R 2,
—W+E+§K —167'(p20. (3.71)

El caso homogeéneo e isotropico se da cuando consideramos que la densidad
p es constante en la seccion inicial, entonces basta tomar las otras cantidades
que aparecen en la constriccion como constantes y estos valores determinan
el valor que ha de tomar la expansion —K. En particular se considero6 para este

trabajo el caso plano en el que R = 0 (es decir y;; = ¥;;, la métrica plana).

Una manera de generalizar a un caso no-homogeéneo conservando la si-
metrfa esférica consiste en considerar una distribucion de densidad no trivial, la
cual depende dnicamente del radio coordenado p(¥,ty) = po(r). De este modo
es necesario un perfil no trivial para el factor conforme (t = t5) = o(r) de
modo que se satisfaga la ecuacion (3.71). Una simplificacion adicional se logra
si asumimos que en general podemos descomponer las funciones f(t, r) dadas

al tiempo inicial como

for) = fo+6£o(r), (3.72)

donde 6fy(r) tiene soporte compacto, y f representa el valor promedio (en
simetria esférica solamente el comportamiento asintotico es lo que determina
este valor). Entonces podemos tomar K?* = 247, de manera que el espacio-
tiempo tenga el comportamiento asintotico FRW, y se reduzca a uno homogéneo

cuando 6py = 0. La constriccion Hamiltoniana para el caso conformemente
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plano se reduce entonces a una ecuacion no lineal tipo Poisson para el factor

conforme
V2o + 21(8po)Y5 = 0. (3.73)

La solucion a esta ecuacion se busca de modo que cumpla las condiciones de

frontera

dpo(r=0)=0, Po(r = o0) =1. (3.74)

3.4.2 Perturbaciones en el régimen lineal

En este apartado se desarrollan los métodos para comparar los resultados ob-
tenidos al integrar el problema de valores iniciales. En cosmologia el tensor

meétrico de un universo FRW usualmente se parametriza como

ds® = a2 |- (1+20)dn* — 20;B dx'dn + (1 - 2W — 20°E) dr?
+(1-2W - (2/r)9,E) Pd?| . (3.75)

(Ver la Seccion 7.1 en [134]; ya hemos tomado en cuenta las consideraciones de
. ! . o/ . .

simetria esferica). Esta ecuacion solo considera las perturbaciones escalares, ya

que los modos vectoriales y tensoriales no pueden excitarse en simetrfa esfeérica.

Los campos @, B, ¥ y E miden la desviacion del espacio-tiempo respecto a un

universo plano, homogéneo e isotropico.

Para nuestro estudio en el formalismo 3 + 1 estandar, la métrica toma la

forma:

2

4 4
ds? = a2, [—ZD— dn* + ) (adr2 + br2dQZ)] , (3.76)

ya que el el tiempo cosmico conforme se relaciona al que parametriza la fo-
liacion por dt = (Y?/a)dn, junto con la identificacion as. = ¢*X. Con esto po-

demos escribir Y?/as. = ¢**. Al comparar estas expresiones e igualar coe-
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ficientes métricos identificamos 1 +2® = ¢*X, B = 0, 1 —2W — 20%E = ¢*1q,
1—2W — (2/r)d,E = ¢*xb. Desarrollando estas expresiones a primer orden en

las perturbaciones se llega a

B = 0, (3.77Db)
v o= —1519—25;(—[@(519 5a) (3.77¢)

E = f radry f 1 (5b— oa) | (3.77d)

La razon por la que el campo B se anula trivialmente es porque hemos elegido

que el vector de corrimiento sea nulo.

Las perturbaciones del tensor métrico definidas en las ecuaciones (3.75)
y (3.77) no son invariantes ante transformaciones de coordenadas. No obstante

es posible definir cantidades invariantes a primer orden

CI)gauge = O- (1/61) [ﬂ(B - EI)]/ s (3783)
Wege = W+ HB-E). (3.78b)

Aquf las cantidades primadas denotan la derivada de dichas funciones respecto
al tiempo conforme, y ‘H := a’/a. Siempre que la materia no posea esfuerzos
anisotropicos se cumplira a orden lineal Dgayge = Wgauge- Estos campos son
entonces analogos al potencial gravitacional Newtoniano y en adelante asf nos
referiremos.] Una expresion similar se obtiene para la perturbacion invariante

de norma de la densidad de energfa
Opgauge = Op — p'(B—E'). (3.79)

Las ecuaciones y fueron reportadas por primera vez por Bardeen
en [29], y desde entonces se usan frecuentemente para caracterizar las pertur-

baciones cosmoldgicas a orden lineal. Como involucran derivadas respecto al
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tiempo cosmico conforme, las definiciones anteriores no son triviales. Al tomar
la dertivada del término en el integrando y utilizar las ecuaciones de evolu-
cion para la métrica aparece una contribucion de la curvatura extrinseca. Al

desarrollar estos terminos queda:

E = _lp f rodry f an 4 (3.80a)

"2 d 1
E’ = 2 — Vzd?’zf 7"1 A —g(XKAu), (380b)

para la Gltima hemos de considerar la ecuacion de evolucion para A, (3-3€).
De modo similar se puede encontrar la forma explicita de p’ una vez que se ha

especificado el contenido de materia.

3.4.3 Fluido perfecto sin presion

A grandes escalas la materia oscura normalmente es descrita como un fluido
perfecto con ecuacion de estado p = 0, llamado usualmente “polvo”. El tensor
de energfa-momento de un fluido perfecto sin presion toma la forma T, =
Prestitytty, donde u, es la cuadrivelocidad de los elementos de fluido y pres; :=
Tt es la densidad de energfa total mediada por observadores comoviles
con el fluido. En general esta densidad de energfa medida por los observadores
en reposo respecto al fluido no coincide con la densidad de energia medida por

los observadores Eulerianos ntn*T,,,.

Para el caso de un universo dominado por polvo existen expresiones ana-

liticas para el factor de escala como funcion del tiempo cosmico conforme,

2
asc(n) = ag (i - 1) , (3.81)
BB

"Ver por ejemplo. Egs. (1.77), (7.53), y (7.54) en Ref. [134].
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asf como expresiones para las perturbaciones lineales invariantes de norma,

q)gauge(n/f) = \I]gauge(n/f)
n

-5
C1(®) + G (%) (— - 1) , (3.82a)
BB

y el contraste en la densidad de energfa,

6 auge
2 0.9 = { [ACE (0 - o) - 1209

-5
+ [Acz(f) (n - nes)” + 18C2(3?)](% - 1) } (3.82b)

En estas expresiones el momento inicial 1 = 0 se elige arbitrariamente, lo cual
fija la singularidad del Big Bang a 1 = ngg = —[3/(2ma?po)]"/*. También, C(x) y
C,(%) son funciones arbitrarias de las coordenadas espaciales que dependen de
las perturbaciones iniciales y pueden determinarse a partir de los datos iniciales

por medio de las relaciones

ClD = Wauge0, D) = 5 Wiouee(0,9), (3.832)
C@) = —% W e (0, ). (3.83b)

Después de un perfodo de transicion, el potencial Newtoniano permanece
constante, Pgayge = Wgauge ~ C1(%). Por su parte, el comportamiento del con-
traste en la densidad de energia depende del tamano de las perturbaciones. Los
modos mas pequenos que el radio de Hubble, kry; > 1, crecen como (17 — 11pp)?
(el cuadrado del radio comovil de Hubble ry = 1/H = (1 — 1gp)/2), mientras
que los modos que inicialmente son mas grandes que el radio de Hubble ,
kry(n = 0) < 1, permanecen esencialmente congelados hasta que el horizonte

los alcanza.
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La integracion de las ecuaciones de evolucion se hace usando la formulacion
de Valencia [85) 184]. Un punto importante de esta formulacion es el paso entre
cantidades primitivas (prest, €, v') y conservadas (D, &, S'), el cual usualmente
esta dado en términos de ecuaciones trascendentes que se fijan de acuerdo a la
ecuacion de estado. Sin embargo, para esta situacion la ecuacion de estado es

trivial y tenemos p =0, € =0, h = 1, lo que implica
' =8/(E+D), prst=D/W. (3.84)
Reescribiendo las ecuaciones de evolucion del fluido en la formulacion de

Valencia, obtenemos que la dinamica de un fluido perfecto sin presion queda

regida por el sistema

D —£D = —Vi(aDo)+aKD, (3.85a)
oS — EESr = Vi (aS’vk) + aKS"
—(E+D)Va, (3.85b)
hE —£:6 = —Vi(a&t)+aKe
+ (& + D) (av™v" K,y — 0" ) . (3.85¢)

Por otra parte, las fuentes del campo gravitacional toman una forma muy sencilla

p = &+D, (3.86a)
jo= 8=pv, (3.86b)
Se = S5, =08, =pvv,, S,=0. (3.86¢)

Como ya se menciono, estas simulaciones se realizaron considerando un
vector de corrimiento nulo y una condicion de foliacion de la familia Bona-
Masso, Eq. (T-68). En particular se eligio f = 0.3332 para poder comparar con los

resultados analfticos parametrizados en términos del tiempo cosmico conforme
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(en particular las ecuaciones (3.8T) y (3:82)). Se utilizé6 una malla numeérica con

10* puntos, con un espaciamiento de Ar = 0.1.

Para este caso la densidad de momento inicial se anula si consideramos
v'(t = ty) = 0. Con esta consideracion los observadores Eulerianos estan inicial-

mente en reposo respecto al fluido, por lo que p(r) = prest(?).

Una vez dado el perfil inicial de densidad de energfa p(r) y se descompone

en contribucion de fondo y perturbacion
pt=0)=p+0po(r), (3.87a)

solo hace falta especificar la geometrfa consistente con esta distribucion de
materia, como se vio en la Seccion Para construir datos iniciales que
corresponden a una inhomogeneidad localizada dentro de un universo en ex-

pansion parametrizamos esta perturbacion como

500(r) = 5. (1 - 21—522) [(1 - %)(1 i %)r , (3.87b)

en la region interior 0 < r < L, y 6po(r) = 0 parar > L. Aquf 6p. y L son respec-
tivamente la amplitud y escala de la perturbacion inicial. Esta parametrizacion
garantiza que la perturbacion es suave, tiene soporte compacto y su integral es
cero, fvépo(r) d®% = 0. Mientras se cumpla 6p. < py los resultados obtenidos
integrando numeéricamente el sistema completo se han de corresponder con los
obtenidos por la teorfa de perturbaciones lineales, Ecs. , al menos por un

intervalo de tiempo en el que los efectos no lineales se vuelven relevantes.

En la figura se muestra, para el caso de un universo homogéneo e
isotropico con Py =2x107 6p. = 0, una comparacion de la evolucion del
factor de escala obtenida numéricamente contra la expresion analftica para un
universo de Friedmann dada en la ecuacion (3.81). Como nos interesa el caso
de una configuracion en expansion se elige la rafz negativa para la traza de la

curvatura extrinseca, Ko = —1.228 x 1072. | Como se observa en la figura, el

2Numéricamente trabajamos con cantidades y coordenadas adimensionales. Con el fin de
recuperar las dimensiones fisicas es necesaria una escala de longitud arbitraria A tal que
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Figura 3.35: Evolucion del factor de escala ay. (panel superior) y parametro
de Hubble H (panel inferior), como funcion del tiempo coordenado ¢, para un
universo homogéneo e isotropico en expansion dominado por un flufdo perfecto
sin presion (polvo). Aqui hemos elegido py = 2 X 107 y 6p. = 0. Mostramos
tanto la evolucion numeérica (linea punteada), y la solucion analitica de Eq.
(Iinea solida). La escala esta ampliada cerca del origen en el panel inferior a fin
de apreciar detalles y para la comparacion a continuacion.
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Figura 3.36: Instantaneas de la evolucion de las perturbaciones invariantes de
norma del tensor métrico, Dgauge Y Wgauge, como funciones de la coordenada
radial comovil r. Aquf hemos elegido datos iniciales de la forma Eq. con
po = 2.0x 107, 6p. = 1.2 x 1078 y L = 50. Mostramos los resultados de la
evolucion numérica, Weauge (Iinea segmentada), ®gayge (Ifnea punteada), junto
con la solucion analitica obtenida en el regimen lineal, Eq. , (Iinea solida).
La diferencia es tan pequena que no se aprecia en esta grafica.

resultado numeérico es muy certero y converge consistentemente con el orden

de la discretizacion.

Ahora analizamos la evolucion del caso perturbado. Para este escenario se
eligié una densidad para el fondo de py = 2.0 X 107, con una amplitud para la
perturbacion de 6p., = 1.2x1078. La escala de longitud caracteristica que aparece
en las ecuacion (3.87) se fijo a L = 50. Los parametros se eligieron de modo
que se tienen perturbaciones cuya escala es menor al radio de Hubble, y con un
contraste en la densidad de energfa que nos permite comparar los resultados

Ja . . . o/ . .
numericos con los obtenidos mediante una aproximacion linearizada.

u
phys
derivadas de la curvatura extrinseca Kj; y el vector de conexion Al entre A, y los términos de
materia p, j' y S;; entre A%. Para un fluido sin presion no existe una eleccion a priori de esta
escala, lo cual es una ventaja ya que se pueden hacer comparaciones directamente con otros
modelos al escoger la escala fisica adecuada.

x" = Ax#; entonces las soluciones numeéricas adquieren dimensiones fisicas al dividir las
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Figura 3.37: Instantaneas del contraste en la densidad de energfa, OPgauge/ P,
para la configuracion mostrada en la Figura Mostramos los resultados
de la evolucion numérica (Ifnea segmentada), junto con la solucion analitica

obtenida en el régimen lineal, Eq. (3.82b), (linea solida).

En la figura se muestra la evolucion numeérica de las perturbaciones
a la métrica invariantes de norma, Dgauge Y Wgauge, junto con la evolucion es-
perada en el réegimen lineal, ecuacion . Las funciones C;(¥X) y C,(¥) en
la ecuacion fueron determinadas a partir de los datos iniciales usando
las expresiones en las ecuaciones (3.83). Durante toda la evolucion la relacion
Vo =Dy se satisface a nivel numérico, convergiendo consistentemente con
el orden de la discretizacion. También los resultados numeéricos coinciden re-
marcablemente bien con las predicciones analiticas obtenidas en el régimen
linear. Después de un tiempo, en este caso t ~ 400, el potencial Newtoniano

tiende a su valor asintotico C;(%).

La figura muestra, para el caso mostrado en la ﬁgura la evolucion
numeérica de el contraste en la densidad de energfa, OPgauge/ P, Y S€ compara
contra la evolucién predicha en el régimen lineal, ecuacion (3.82b). Como la
escala caracteristica de la perturbacion inicial se encuentra dentro del radio de
Hubble, todos los modos significativos que contribuyen a la inhomogeneidad

crecen al mismo ritmo y el perfil solamente se ve reescalado al avanzar en el
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tiempo. Como se puede apreciar, la evolucion del contraste en la densidad de

energfa también coincide con la prediccion obtenida en el régimen lineal.

Estos resultados confirman las conclusiones obtenidas por medio de la
teorfa linearizada para el comportamiento de perturbaciones en este régimen.
Sin embargo, en un universo dominado por polvo las perturbaciones crecen
indefinidamente mientras el universo se expande. Esto es naturalmente un pro-
blema de la aproximacion lineal, ya que la evolucion natural llevara al sistema
fuera de este régimen. Para evaluar el comportamiento en el régimen no lineal
hemos hecho simulaciones con los mismos parametros para el fondo cos-
mologico usados en las figuras y[3.37} pero con una amplitud perturbada
mayor, 6p. = 6 X 107, a fin de contar con datos iniciales en los que el valor del
contraste en la densidad de energfa es de orden 107!. Las nuevas simulaciones
proceden inicialmente de una manera similar a las analizadas previamente, ver
figuras y Sin embargo, como se esperaba, pronto encontramos una
desviacion apreciable respecto a las predicciones de la teorfa linearizada. Esta
desviacion crece con el tiempo, aunque es interesante notar que las regiones
que alin no entran en este régimen no lineal, r > 15 en las figuras, alin son bien

descritas por las expresiones lineales.

Finalmente, en la Figura mostramos, para el caso correspondiente a las
ﬁgurasy la evolucion del valor central de los potenciales Weiy D
como funcion del contraste en la densidad de energia, evaluado en el centro de
la configuracion. Aunque ambos potenciales siguen siendo cercanos durante la
evolucion, sus valores comienzan a diferir de la prediccion linealizada al avanzar
en el tiempo. Mas alin, mientras que en la aproximacion lineal el valor de los
potenciales tiende asintoticamente a un valor, en la evolucion no lineal el valor
de los potenciales primero decrece en valor absoluto, pero después comienza
a hacerse mas negativo, y esta transicion ocurre aproximadamente cuando el
contraste en la densidad de energfa ha alcanzado un valor (0pgauge/P)max ~
0.6. No es sorpresivo encontrar un comportamiento distinto a este nivel, ya
que las cantidades invariantes de norma Unicamente estan bien definidas en
el régimen lineal y debemos ser cuidadosos en como han de extraerse los

resultados relevantes una vez que se ha alcanzado el régimen no lineal. Sin
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Figura 3.38: Similar a la Figura para una configuracion con g = 2.0 x 107°,
Bo7

op. = 1.2x 107 y L =50 en Eq. ). Notar que, después de un tiempo de
transicion t ~ 200, las desviaciones respecto a los resultados linearizados se
vuelven evidentes.

embargo, es interesante notar que los modelos de “sombrero de copa” para
formacion de estructura sugieren que esta transicion deberfa ocurrir cuando el
contraste en la densidad es de orden (6pgauge/P)max ~ 1.7, que corresponde al
momento en que el nlicleo comienza a colapsar como un universo de Friedmann
cerrado (ver la Seccion 9.3 de [123]). Nuestros resultados muestran que, al
menos para las condiciones iniciales aqui consideradas, esta transicion ocurre

por debajo de dicho valor.

3.4.4 Campo escalar masivo

En esta seccion consideramos la evolucion de un universo dominado por un

campo escalar real (masivo) que satisface la ecuacion de Klein-Gordon,

(O-m*)e=0. (3.88)

III

En esta ecuacion m es el “parametro de masa” de la particula escalar y tiene

dimensiones de distancia inversa (es simplemente el nimero de onda asociado



3.4 Colapso esférico de campo escalar en un contexto cosmologico 159

14 Linearized —— 14 Linearized ——
l-i, Spg.i./ p l'if spg.i./ p
0.8r 0.8
0.6r 0.6
0.4f 0.4¢.
0.2f t=0 02\_/&
Or O
-0.2¢ | | | | | -0.2 | ] | | 1
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
1.4- Linearized —— 1.4- Linearized ——
1.2 dpgilp 12 dpgilp
1 1=
0.8+
0.6
0.4
0.2+ t=200
0,
-0.2¢ ! ! ! ! !

Figura 3.39: Similar a la Figura pero para la configuracion de la Figura
Notar de nuevo que, después de un perfodo de transicion t ~ 200, las desvia-

ciones respecto a las predicciones de la teoria linearizada se hacen evidentes.

a la longitud Compton de la particula escalar). | El tensor de energfa-momento
asociado a un campo escalar real masivo y canonico, sin auto-interaccion toma

la forma

1
Ty = 0up0s = 5 8 (8a(p8“(p + mz(p2) : (3.89)

Un campo escalar libre que oscila con frecuencia alta (comparado con la
taza de expansion del universo) alrededor del un minimo de potencial ha sido
considerado como un posible candidato para describir el contenido de materia
oscura en el universo [75], 128}, [125]. Al orden dominante en H/m, la densidad
de energfa de las oscilaciones coherentes decae con la expansion cosmologica
como p ~ 1/a°, con a ~ 1 [75] 194, [8]. Las perturbaciones a orden lineal
evolucionan como las correspondientes a un fluido perfecto sin presion, excepto

por el hecho de que la dinamica del campo introduce un corte en el espectro de

3Si la particula fundamental asociada con el campo escalar tiene masa p, entonces m =
uc/h=1/Ac, con Ac lalongitud de onda Compton asociada, donde por claridad hemos escrito
explicitamente la dependencia con la velocidad de la luz c. El parametro de masa entonces
provee una escala de longitud natural asociada al campo escalar.
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Figura 3.40: Valor central de los potenciales Wy ; y ®@g; como funcion del valor
central del contraste en la densidad de energfa. Lalinea segmentada corresponde
alos resultados de la evolucion numérica, mientras que la linea solida muestra la
prediccion de la teorfa linearizada. La linea punteada muestra el valor asintotico
al que tiende la prediccion de la teorfa linearizada en el origen, C;(r = 0).

potencias de las perturbaciones a la escala de la longitud de onda Compton de
la particula escalar, Ac ~ 1/m, de manera que los modos con longitud de onda
menor no crecen sino solamente se dispersan con amplitud decadente, como

mostramos a continuacion [8].

Afin de probar este escenario evolucionamos numéricamente datos iniciales
J4 . . . ope
cosmologicos tomando como contenido de materia un campo escalar, utilizando
el mismo codigo que en la Seccion Para perturbaciones pequenas se
corrobora el resultado analftico obtenido a partir de la teorfa linearizada. Mas
aun, cuando las perturbaciones alcanzan el régimen no lineal encontramos que,
. 14
en general, crecen a un ritmo mas lento que en el caso de polvo. Esto tendria
repercusiones causando un retraso en la formacion de las primeras estructuras

en el universo.

Para tratar la evolucion numeérica del campo escalar reducimos la ecuacion
de Klein-Gordon a un sistema de primer orden al introducir las variables auxilia-

res I := n#d, ¢ y ©; := d;¢p. La ecuacion de Klein-Gordon puede ser entonces
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escrita como el sistema

hp —£3¢0 = all, (3.90a)
8t®1- - £,§®1 = 81-(&1_[) , (390b)
oIl — EEH = allK - amz(p +V; (a@i) . (3.90¢)

Estas ecuaciones se integran simultaneamente con las correspondientes a la
geometrfa del espacio-tiempo. En terminos de estas nuevas variables, las fuentes

del campo gravitacional toman la forma

o = % (12 +©,0" + ng?), (3.91a)

ji = -110;, (3.91b)
1

Si = ©0;+5 (I - ©,0" - m?p?) ;. (3.91¢)

En nuestro caso particular estas expresiones se reducen ya que el vector ©;

tiene Unicamente componente radial.

Al igual que para el caso de flufdo perfecto, no consideramos un vector de
corrimiento, y como condicion de foliacion tomamos una del tipo Bona-Masso
con f =0.3332. Nuevamente, consideramos datos iniciales con densidad de
momento nula al elegir I'l(t = t;) = 0. Bajo estas suposiciones los datos iniciales

que se especifican libremente se reducen a

1 _

p(t =to,r) = E_(l[laz@ro)2+m2§0§], (3.92a)

it=ty,r) = 0, (3.92b)
1 _

Su(t =to,7) = E_(%Z@ro)z—ngog], (3.92¢)
1 _

Sy(t = to,7) = E_—(%Z@,O)z—mz(pg]. (3.92d)

Notamos que para configuraciones homogéneas e isotropicas, ©,) = 0, y en-
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tonces se recupera S;0 = Sy.

A diferencia del caso de polvo analizando en la Seccion ahora no
especificamos el perfil inicial de la densidad de energfa, py(r), sino el perfil
inicial del campo escalar ¢,. En particular, consideramos el dato inicial de la

forma

Po(r) = @o + 6¢o(r), (3.93a)

con

500(r) = 5, (1 _ 131—522) [(1 _ %) (1 i %)]3 (3.93b)

para 0 <7 < L,y 6@o(r) = 0 fuera de esta region. Nuevamente, el parametro L
representa la escala de longitud caracteristica de la perturbacion, mientras que
0@. mide laamplitud de la inhomogeneidad del campo escalar, ambas evaluadas
at = ty. Notamos que ya que la contribucion dominante a la perturbacion en la
densidad de energfa es lineal en ¢, esta eleccion garantiza que a primer orden
la perturbacion en la densidad tendra integral nula (a este nivel ignoramos el
efecto de los terminos no nulos de orden superior). La geometrfa consistente

con esta distribucion de materia se obtiene con el procedimiento expuesto en

la Seccion

La Figura[3.41|muestra, para un campo escalar de masa m = 1y parametros
iniciales @y = 2 X 1073, 6¢. = 0, una comparacion de la evolucion del factor
de escala obtenida con nuestra implementacion numérica contra la solucion
analftica para un universo de Friedmann dominado por polvo, ecuacion (3.81).
Inicialmente esta configuracion ya se ha asentado en un estado que oscila
cerca del minimo de potencial, y dirige la evolucion del factor de escala de
un modo que simula muy bien el comportamiento obtenido en el caso de
polvo, la Figura anterior. No obstante, a escalas de tiempo cortas hay
oscilaciones pequenas (de orden H/m) de las cantidades dinamicas alrededor
de la solucion de polvo. Estas oscilaciones se aprecian mejor en la evolucion
del factor de Hubble (mostrado en el panel inferior). Salvo estas oscilaciones,

ambas soluciones coinciden a precision numérica.
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Para analizar el comportamiento de las perturbaciones pequenas se con-
sideraron dos escalas distintas, relativas a la longitud de onda Compton de la
particula escalar. Las perturbaciones de onda corta (con longitud caracteristica
de orden L < 1/m) estan compuestas principalmente de modos mas pequenos
que la longitud de onda Compton. Estos modos se propagan libremente como
un campo escalar masivo, y este tipo de perturbaciones no se espera que colap-
sen a menos que su amplitud inicial sea muy grande. Como un ejemplo de este
comportamiento, en las Figuras y[3.43] se muestra la evolucion numérica
de las perturbaciones invariantes de norma en el tensor métrico, Dgauge Y Wgauges
y el contraste en la densidad de energfa, 6pgauge/p, para un campo escalar ca-
racterizado inicialmente por los parametros @y = 2 X 107, 6@, = 1075, y L = 2.
Observamos que basicamente toda la perturbacion se dispersa, dejando at = 24
Unicamente un pequeno remanente en las cantidades fisicas que determinan

las inhomogeneidades.

Por otro lado, las perturbaciones de mayor escala, con L > 1/m, tienen
una contribucion significante de modos mas grandes que la longitud de onda
de Compton. Estos modos crecen de una manera muy similar a los correspon-
dientes en un universo dominado por polvo [8]. En las figuras y se
muestra, para datos iniciales con los mismos valores de @, y 6¢. que en las
figuras [3.42]y [3.43| pero con L = 150, la evolucién de las perturbaciones inva-
riantes de la métrica y el contraste en la densidad de energfa, respectivamente,
junto con la prediccion de la teorfa linearizada para el caso correspondiente con
polvo. Notamos que en ambas figuras la evolucion numeérica para el caso del

campo escalar coincide remarcablemente con la esperada para polvo.

Concluimos esta seccion con una comparacion del comportamiento no
lineal de las perturbaciones, para el cual no existen resultados analiticos, para
casos de un universo dominado por polvo y otro por campo escalar. A fin de
comenzar en una situacion claramente fuera del regimen lineal, consideramos
datos iniciales tales que el valor de la densidad de energfa en el origen es
aproximadamente el doble que el correspondiente en la region asintotica. Para

el caso de un universo regido por polvo asumimos los valores gy = 2.0 x 107°
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y 6p. = 2.38 X 107° en la ecuacion (3.87), mientras que para el campo escalar
tomamos @ = 2 x 10 y ¢. = 9.611 x 10~ en la ecuacion (3.93). En ambos
casos la inhomogeneidad tiene una escala de L = 150. Es notable que, ya
que la situacion comienza fuera del régimen no lineal, la construccion de los
datos iniciales no resulta en el mismo perfil de densidad de energfa para ambos
casos. Sin embargo, las configuraciones construidas con estos valores son de
hecho muy similares, lo suficiente para la comparacion, (ver figura para

los detalles).

Los resultados presentados para este caso no corresponden directamente
J4 . . .
con los observados en el regimen lineal, ya que algunas de las cantidades usa-
das en ese caso no estan ahora bien definidas. Esto ocurre ya que una vez que
nos alejamos del regimen lineal, la dependencia con respecto a la foliacion ele-
gida se vuelven relevantes. La region asintotica sigue evolucionando como un
fondo, siempre que se mantenga causalmente desconectada de las inhomoge-
neidades presentes en la region central, y entonces las cantidades medidas por
observadores lejanos en reposo a este fondo asintotico son comunes a todos
ellos. La pregunta que surge es como podemos comparar las propiedades del
. . o/ .

espacio-tiempo en la region central con respecto a las propiedades del fondo.
Resulta que en simetrfa esférica uno puede considerar para este proposito las
cantidades fisicas medidas por un observador en el origen como funcion del
tiempo propio, ya que la trayectoria de este observador en el espacio-tiempo

resulta independiente de la norma por razones de simetrfa.

Basados en estas observaciones, para estudiar como colapsa la inhomoge-
neidad en la Figura[3.47] se muestra la evolucion de la densidad de energfa me-
dida por los observadores Eulerianos como funcion del tiempo propio, evaluada
tanto en el origen como en la frontera del dominio computacional. Inicialmente,
la densidad de energfa en el origen decae con una tasa similar en ambos casos
de campo escalar y polvo, como consecuencia de la expansion del universo.
Sin embargo, después de un tiempo la densidad de energfa central alcanza un
punto de retorno. Ambas configuraciones eventualmente pasan por una fase
de colapso gravitacional, formando (pequenos) horizontes aparentes. Poco des-

pués estas simulaciones fallan tanto porque nuestra condicion de foliacion no
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esta bien adaptada para la evolucion de espacio-tiempos con agujeros negros,
y porque la resolucion en las regiones centrales no es suficiente. En el caso del
polvo el colapso procede directamente, mientras que para el campo escalar una
vez que la densidad central crece el efecto de las oscilaciones locales domina

de modo que el colapso en agujero negro se ve retrasado. [

También se muestra en la Figura[3.48]la evolucién de la traza de la curvatura
extrinseca en el origen, que codifica la expansion local de los elementos de
volumen (una es proporcional al negativo de la otra). También se muestra el
valor en la frontera para comparacion, todas como funcion del tiempo propio.
Nuestra prescripcion de datos iniciales asume que la expansion es idéntica
inicialmente en todo el dominio, pero tan pronto la evolucion comienza la
expansion central decrece mas rapido en las regiones sobredensas. Sin embargo,
después de un perfodo de transicion el efecto de nuestra condicion de norma
ocasiona que la expansion en la region central siga de cerca la evolucion del
fondo. Finalmente, una vez que las regiones centrales han alcanzado una etapa
de colapso gravitacional total la expansion se desvfa del valor de fondo y cambia
de signo. Como ya se discutio previamente, para el caso de polvo esto lleva
directamente a un agujero negro, pero en el caso del campo escalar el efecto
de las oscilaciones locales se vuelve dominante como puede verse claramente

en la figura.

3.4.5 Conclusiones

Mediante el formalismo usual de la relatividad numeérica se estudio la evolucion
de escenarios cosmologicos con distribucion inhomogénea y esféricamente
simétrica de materia. Cuando las inhomogeneidades son pequenas, tanto la
densidad de de energfa de fondo como las perturbaciones a esta decrecen
mientras el universo se expande, y solamente es el contraste en la densidad

de energfa la cantidad que crece. En nuestras simulaciones fuimos capaces de

*Aunque los detalles del colapso en agujero negro no fueron un objetivo de este trabajo, este
tema presenta muchas razones de interés. Para este tipo de estudios es necesario encontrar
mejores condiciones de foliacion que se adapten tanto al fondo asintotico en expansion como
a las regiones de colapso.
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alcanzar y sobrepasar el llamado punto de retorno, donde los términos no-

lineales dominan y las inhomogeneidades mismas comienzan a colapsar.

Se consideraron dos situaciones diferentes: un universo dominado por un
flufdo perfecto sin presion, i.e. polvo, y uno dominado por las oscilaciones
coherentes de un campo escalar masivo alrededor del minimo de potencial.
En ambos casos la materia se describe en términos de una teorfa (clasica) de

campos y las simulaciones de N-cuerpos no son viables.

Para el caso de polvo existe una solucion analftica bien conocida que des-
cribe el comportamiento del fondo homogeéneo e isotropico al igual que pa-
ra las perturbaciones pequenas, y hemos mostrado que nuestras evoluciones
numéricas pueden reproducir esa solucion con gran precision. Para el caso de
un universo dominado por un campo escalar no existen soluciones analfticas
exactas. Sin embargo a tiempos tardios, cuando el parametro de masa del cam-
po escalar es mucho mayor que el parametro de Hubble, m > H, nuestras
simulaciones numéricas muestran que el factor de escala oscila alrededor de
la solucion correspondiente al polvo, como se esperaba de estudios previos
aproximados [75]. Estas oscilaciones tienen pequena amplitud y alta frecuencia,

y se atendan con la expansion cosmologica.

Las perturbaciones lineales en el caso de un campo escalar real evolucionan
de manera muy similar a las correspondientes al polvo, siempre que su extension
inicial sea mas grande que la longitud de onda Compton de la particula escalar,
Ac = 1/m. Por otra parte, las perturbaciones del campo escalar cuya extension
inicial es de orden Ac 0 menor no crecen sino que se propagan libremente con
amplitud decadente. Esto introduce un corte en el espectro de potencias del
campo escalar, como ha sido senalado previamente por otros autores en e.g.
Refs. [152] [110, [127, 128 [125]. Una vez en el régimen no lineal, en el caso
de polvo la inhomogeneidad inicial simplemente continua colapsando bajo la
influencia de su propia gravedad hasta que se forma un agujero negro. Para el
caso de campo escalar este colapso final procede de manera diferente: una vez
que la densidad central crece lo suficiente, las oscilaciones locales del campo

dominan y el colapso en agujero negro se retrasa.
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Los resultados de este trabajo soportan la idea de que al considerar las
excitaciones coherentes de un campo escalar como candidato a materia oscura
es posible recuperar formacion estructura cosmologica a gran escala similar a la
que se obtiene con el modelo de materia oscura frfa estandar (CDM). Algunas
diferencias se observan, precisamente las relacionadas al corte finito a escalas
chicas, oscilaciones temporales pequenas en el factor de escala, y la fase final

del colapso gravitacional, lo que puede tener consecuencias observacionales.
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Figura 3.41: Evolucion del factor de escala ay. (panel superior) y parametro de
Hubble H (panel inferior), como funciones del tiempo coordenado ¢, para un
universo homogéneo e isotropico en expansion dominado por las oscilaciones
coherentes de un campo escalar masivo (linea segmentada ). En este caso
elegimos ¢y = 2 x 1072 y 6¢. = 0 a fin de tener la misma configuracion inicial
que en la Figura También mostramos la expresion analftica para el caso de
polvo, Eq. (3.81) (linea solida). La escala se amplia cerca del origen en el panel
inferior a fin de distinguir las oscilaciones en un universo que contiene campo
escalar.
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Figura 3.42: Instantaneas de la evolucion de las perturbaciones invariantes de
norma del tensor métrico, Dgauge Y Wgauges COMO funcion de la coordenada radial
comovil, r, en diferentes instantes de la evolucion cosmica. Se eligieron datos
iniciales de la forma en Eq. con @o = 2.0x 1073, 6, = 107°, y L =2.
Notese que la inhomogeneidad esta compuesta principalmente de modos de
onda corta que se dispersan.
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Figura 3.43: Instantaneas del contraste en la densidad de energfa, 6pgauge/p,

para la configuracion de la Figura[3.42]
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Figura 3.44: Similar a la Figura pero considerando una configuracion con
L = 150. Mostramos los resultados de la evolucion numérica de las cantidades
invariantes de norma W, (linea segmentada) y @;; (lfnea punteada), junto con
la solucion obtenida en el régimen lineal para el caso en que el contenido es

polvo, Eq. (3.82a) (linea solida).
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Figura 3.45: Similar a la Figura ahora considerando L = 150. Mostramos
los resultados de la evolucion numérica del contraste en la densidad de energfa
(Iinea segmentada), simultaneamente con la solucion analitica para la misma

configuracion compuesta por polvo, Eq. (3.82b) (Ifnea solida).
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Figura 3.46: Perfiles de densidad iniciales para las simulaciones que empiezan
fuera del régimen lineal, Figuras y a continuacion. Los parametros
fueron ajustados para tener inicialmente el mismo valor central de la densidad
de energfa en ambos casos, tanto polvo (linea solida) y campo escalar (linea
segmentada).
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Figura 3.47: Evolucion del valor central de la densidad de energfa medida por
los observadores Eulerianos en funcion del tiempo propio 7, para un universo
dominado por polvo (linea solida) y otro dominado por un campo escalar (linea
segmentada). Para comparacion también mostramos la evolucion de la densidad
de energia en la frontera del dominio (linea punteada). En ambos casos el valor
central de la densidad de energfa se desvfa de la evolucion en la region asintotica,
alcanzando un punto de retorno para dar paso al colapso total. Mientras, la
region asintotica evoluciona como un fondo homogéneo durante el tiempo
total de simulacion.
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Figura 3.48: Valor central de la traza de la curvatura extrinseca K (esencialmente
el negativo de la expansion) como funcion del tiempo propio tanto para polvo
(Iinea solida) y campo escalar (lfnea segmentada). Para comparacion también
se incluye el valor en la frontera (linea punteada). Después de un periodo
de transicion durante el cual los efectos locales dominan, el valor local de la
expansion regresa al valor asintético para después desviarse dramaticamente al
alcanzar un estado de colapso total.
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Capitulo 4
Escenarios en simetria axial

Cuando nos enfocamos en el estudio de sistemas aislados nos encontramos
con que los estados estacionarios presentan simetrfa axial. Esto es suficiente
motivacion para el estudio de sistemas en los que la simetrfa axial esta presente
en toda la dinamica, y resulta que en muchos casos astrofisicos interesantes
esta es una muy buena aproximacion a la dinamica global. En el contexto de la
Relatividad Numeérica, los trabajos pioneros en el uso de técnicas computacio-
nales comenzaron en 1964 cuando Hahn y Lindquist intentaron llevar a cabo
la simulacion de la colision frontal de dos agujeros negrod'] en un escenario
axisimétrico. Este problema fue retomado subsecuentemente (Smarr y Eppley,
etc.) y fue el motor de los avances en esta rama hasta que en 1993 fue desarro-
llado exitosamente (Anninos et. al.). Con el crecimiento exponencial del poder
de computo desde entonces se ha hecho viable la simulacion de sistemas tridi-
mensionales y en general se dejo de lado el estudio de sistemas axisimétricos,
pero no por ser menos interesantes sino por que la complejidad de estos es
comparable y porque poseen patologfas que no estan presentes al considerar

sistemas tridimensionales?] No obstante la pérdida de interés en la década de

Cabe notar que este estudio fue demasiado prec6z en el sentido de que incluso el término
agujero negro aun no era concebido en ese tiempo (por Wheeler en 1967) y la formulacion
de las ecuaciones de evolucion como un problema de valores iniciales estaba a 16 anos de
conocerse como hoy en dfa (York 1979).

2Por otro lado, la formulacion usual en tres dimensiones no presenta un problema bien
puesto, pero la identificacion y solucion de esta cuestion tomo menos tiempo que resolver
satisfactoriamente la colision frontal en axisimetria.
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1990, algunos esfuerzos por retomar el estudio de sistemas axisimétricos se
han realizado [66), 158, 161, [7T], fundamentados en la descomposicion de es-
pacios con simetrfas propuesta por Geroch [93] (recientemente se publico una
formulacion que no usa esta descomposicion, pero utiliza un método espectral
junto con una eleccion de norma particular [172]). En este contexto cuando se
tiene un espaciotiempo con una simetrfa codificada en un vector de Killing, la
dinamica se describe de un modo totalmente equivalente en un espacio de di-
mensionalidad menor, en el que el vector de Killing puede reinterpretarse como
términos efectivos de materia. Entonces al aplicar esta idea a espacio-tiempos
axisimétricos uno puede estudiarlos equivalentemente como un espacio de di-
mension 241 y al usar el formalismo ADM-York en este Ultimo se obtiene la
llamada “formulacion (2+1)+1". La motivacion principal para el uso de esta
formulacion consiste en la conjetura de que al eliminar la direccion angular me-
diante una reduccion dimensional, las patologias coordenadas inherentes a esta
desaparecen y es posible hacer simulaciones con las mismas consideraciones
que en el caso tridimensional. Esta conjetura es falsa ya que uno puede ver
que las patologfas inicamente se enmascaran en los campos de materia induci-
dos, pero utilizando metodos de regularizacion adecuados esta formulacion ha

resultado exitosa en la practica.

Actualmente existen problemas abiertos interesantes en torno a los espacio-
tiempos axisimetricos [71]. Algunos de los que encabezan la lista son el estudio
del colapso de ondas gravitacionales [81, 2, [5, 91, 159, 185, [105], colisiones
frontales de agujeros negros cargados [206} 207] [102} 73, [60] y estudios deta-
llados de la dinamica de agujeros negros rotantes [46], 208]. Ante esta gama de
problemas abiertos es entendible la viabilidad de un formalismo que permita

hacer estudios de este tipo de un modo eficiente.

Uno de los objetivos fundamentales de esta tesis fue el retomar el estu-
dio numeérico de escenarios axisimétricos. Dado que la formulacion usual no
remueve las patologfas asociadas a estos y requiere de la introduccion de un
espacio de configuracion efectivo que posteriormente hay que asociarlo al es-
pacio fisico de algin modo, el enfoque que aquf se presenta es totalmente

analogo al usado en el caso esféricamente simétrico en el capftulo anterior. De
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esta manera es posible adaptar la formulacion BSSN usual al caso axisimétrico
y trabajar diréctamente en el espacio ffsico. Usando las mismas ideas es posi-
ble obtener un sistema regular en el eje, que resulta ser altamente robusto. El
resultado mas importante en esta direccion a la fecha es que se ha logrado re-
producir la colision frontal de agujeros negros de manera estable y a largo plazo
incluso cuando estos poseen carga eléctrica. El resto del capitulo se desgloza
en la derivacion de la formulacion BSSN axisimeétrica y su regularizacion en el
eje, la descripcion del codigo 011inAxis2 desarrollado con este fin; exhibir los
resultados obtenidos con este codigo incluyendo la colision frontal de agujeros
negros cargados, y se finaliza con los desarrollos teoricos para inclufr mejoras

al codigo actual.

Generalidades

Primeramente, por espacio-tiempo axisimétrico entendemos a aquel que posee
un vector de Killing espacialoide E_)cuyas curvas integrales son cerradas de modo
que puede foliarse topologicamente como S; X M con M una subvariedad
tridimensional con signatura Lorentziana. Podemos utilizar este vector para
definir un sistema de referencia adaptado con una coordenada angular ¢ tal
que §= dy, de modo que en componentes &+ = 6;;. Se dice que una funcion
tensorial es axisimétrica si su derivada de Lie respecto a & es nula, lo que es
equivalente a que sea independiente de la coordenada ¢. Podemos construir un
sistema de coordenadas cilindrico haciendo uso de esta coordenada, las otras
coordenadas forman una malla cartesiana para ¢ constante, denotando por r la
distancia al ejef} y otra coordenada z que completa la malla. Esto representa un
incremento en la eficiencia en tanto a los recursos computacionales utilizados
al reducirse la malla efectiva sobre la que se representa el sistema. A diferencia
del caso esféricamente simetrico, el asumir este tipo de simetrfa no reduce
necesariamente el niumero de variables dinamicas por lo que el analisis en este
caso es mas proximo al caso tridimensional sin simetrias que al primero. Sin

. . .. ./ ’/ . . 4 .
embargo existe una simplificacion con la cual el numero de variables dinamicas

3En este capftulo usaremos la coordenada r que en el caso plano coincide con la distancia al
eje, y la coordenada radial en relacion al orfgen de un sistema esférico la denotamos R
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evectivamente se reduce, que es propiamente el caso en que el momento
angular localmente se anula; para este caso la métrica espacial posee solo
cuatro componentes independientes y los campos vectoriales Gnicamente dos
componentes distintas de cero (el campo electromagnético es mas delicado,
pues no es trivial ver que para este el nimero de grados de libertad se reduce a
la mitad). Este caso particular es el que podemos ubicar como intermedio entre

las simulaciones en simetrfa esférica y las simulaciones tridimensonales.

En [160] se muestra que en un espacio regular y axisimétrico los distintos
tipos de tensores adquieren formas caracterfsticas al expresarse en coordenadas

cilindricas. En particular la métrica puede ser escrita como
dP = Adr* + Bdz* + *Hd@? + 2 (rCdr dz + r*Cydr dp + Codzdgp) , (4.1)

donde A, B, H, C, C;, C; son funciones pares de r cerca del origen. Se toma para
nombrar a estas funciones una convencion similar a la usada en [166], y tiene la
particularidad de que los términos cruzados estan representados por funciones
“C” de las cuales aquellas con subindice caracterizan la ortogonalidad de los
planos de ¢ constante con el campo rotacional de Killing. Esta dependencia es
caracterfstica para cualquier tensor covariante simétrico. Este tipo de depen-
dencia implica que la base coordenada {d,} es ortogonal en el eje. Podemos
encontrar directamente el comportamiento del tensor métrico contravariante

calculandolo como la matriz inversa, en este caso encontramos

84, T8¢ T&a
Y=\ rgc < < | (4.2)
rge, 8¢, 8§ulr

donde las funciones g son pares cerca del eje. Las expresiones explicitas para
las funciones ¢ se dan en el apéndice |E, pero es suficiente para el analisis a

continuacion expresar la métrica contravariante en términos de estas funciones.

Como todos los tensores covariantes y simétricos toman la misma forma
alrededor del eje, podemos utilizar este hecho para introducir una notacion en

términos de las funciones asociadas a los coeficientes métricos: Un tensor con
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una de estas funciones como subfndice se refiere a realizar la misma operacion
algebraica que se hace para obtener dicha funcion, pero sustituyendo las com-
ponentes métricas por las del tensor en cuestion. Por ejemplo, de este modo

podemos expresar el tensor de curvatura extrinseca como

KA, T’KC 7’3 Kcl
Kl']' = T’KC KB 1’2 KCZ ’ (4.3)

1’3 KC1 7"2 KCZ 7’2 KH

de este modo vemos que cada componente tensorial M;; tiene una funcion
asociada Mr = M;;/r"* donde nr es el exponente del factor r que aparece frente
a cada componente. Con esta notacion solo hemos renombrado y reescalado
las componentes meétricas pero tiene un alcance mas general que se explotara

mas adelante.

4.1 Sistema BSSN Generalizado en simetria axial

Por el tipo de reescalamiento conforme usado en la formulacion BSSN tanto la
métrica fisica como la conforme tienen el mismo comportamiento en el origen.
No se pierde generalidad entonces si imponemos las condiciones de regularidad
directamente sobre la métrica conforme. De este modo el elemento de linea

queda:

> = % (A dr* + Bdz* + r*Hdg?
+2(rCdrdz +r° Cydxdp + 1* Cydz d(p)) : (4.4)

Para nombrar a las distintas funciones métricas F{A, B, H, C, C1,C2} de manera
abstracta se usaran como subindices de la métrica . Las funciones asociadas a
la métrica fisica son entonces yr := ¢**)r. En esta Ultima expresion denotamos al
angulo azimuthal por ¢ para distinguirlo del factor conforme que en la literatura

se escribe como ¢**. Esto no generara ambiguedad ya que en la discusion
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subsecuente la coordenada azimuthal no aparecera explicitamente mas que

cuando se use como fndice. Definimos por el momento una variable auxiliar:

_A-H
=5

A

, (4.5)

que puede verse como una abreviatura, pero juegua un papel importante en la
regularizacion en el eje. Del mismo modo, para cualquier tensor T;; de rango 2

definimos T, := (T, — Ty /1*)/1* de modo que se imita la definicion de A.

Las componentes de la curvatura extrinseca sin traza se pueden descompo-
ner de manera analoga a (4.3)

N 1 1
AF = 6_4¢ (KF — g'}/pK) = 8_4¢ K]: — ngK . (4.6)

En términos de estas funciones, el determinante de la métrica conforme

queda escrito explicitamente como
y = (ABH + 2+*CC,C, - PAC - PHC? - *BC}) (4.7)

el factor r* puede ser visto como el determinante de la métrica auxiliar planay su
presencia es debida inicamente al sistema de coordenadas empleado. Podemos
definir una cantidad asociada al elemento de volimen conforme, independiente
de las coordenadas tomando el cociente

b= = = (ABH + 2r*CC,C, - PAC - *HC? - *BC2) . (4.8)

T I

Como Ultima consideracion tenemos que las constricciones adicionales de

la formulacién BSSN derivadas de la introduccién del vector auxilar A’ quedan
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explicitamente:

. 1

A = —0,94—19:8c +7g1 — %(gAc%b +1gcd:h), (4.9a)
. 1

A = —1dygc — .98 —24c — %(rgc&rb + gpd:h), (4.9b)
. 1

A? = —rd,gc1 — 0.8cr — 4gH — %(Vgaarh + 8c20:h). (4.90)

En las expresiones (@.93) introducimos la abreviatura g, := (g4 — gn)/7*

4.1.1 Ecuaciones de Evolucion

El sistema de ecuaciones de evolucion se obtiene a partir de las ecuaciones del
sistema BSSN expuesto en la Seccion al reescribirlas en términos de las
funciones métricas A, B, ..., etc., y las asociadas a la curvatura extrinseca Ay,

Ag, ..., etc. A continuacion se muestra el sistema resultante.

Las caracteristicas del elemento de volimen conforme quedan codificadas
en la funcion b, de modo que el tipo de evolucion (Euleriana o Lagrangiana)

impacta directamente el comportamiento de esta funcion:
b = (1-0)(20V,8") , (4.10)

con ¢ en principio libre de modo que la evolucion puede ser de tipo Lagran-
giano (0 = 1) o Euleriano (¢ = 0). Esta ecuacion no es independiente del resto,
pero la eleccion tomada se refleja en la forma final de las mismas. Para con-
cretar, tenemos que la divergencia conforme del vector de corrimiento queda
explicitamente:

‘BV

VP = O™ + —+ %ﬁm&m(ln b) . (4.11)

La ecuacion de evolucion del factor conforme al estar en términos de escalares

es idéntica independientemente del ndmero de dimensiones. De este modo
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tenemos
1 1.
0up = B"Oucp — zaK + =0V, p" (4.12)

Las ecuaciones para las funciones meétricas se obtienen a partir de las de las

componentes, por lo que los términos advectivos se ven modificados
A~ A~ A 2 A m
oVr = EEyF - 20Af — 50)/13 Viup", (4.13)
considerando para el calculo de las derivadas de Lie en la direccion E que

las funciones Y son componentes de densidades tensoriales. Las expresiones

explicitas de los términos advectivos se muestran en el apéndice

La ecuacion de evolucion de la traza de la curvatura extrinseca (1.66d) esta dada

en terminos de auténticos escalares. La reescribimos por completez
K = £,K - D? AAT - L)+ 4 S 4.14
K= £:,K =D a + a| Ay -3 +4na(p +5), (4.14)
En este caso el laplaciano fisico toma la forma:

1 o
D’a = s [gAafoz +2rgcd,d,a + gpdia + gH87a AN

+ 2(940,00,@ + 1gc0,00,Q + rgcd,00,P + ggé?zaach)] . (4.15)

Para la parte sin traza de la curvatura extrinseca tenemos

A A

1
dAr = £Ar + — (~(DDa)r + aRr - 8naSk)
et
’)/)F 2 ~ )
-5 (~Da + aR - 8mas) + a (KAr - 24})
—%0141: V™, (4.16)

donde (A%);; := AzxA* y la segunda derivada covariante del lapso se toma res-
j
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pecto a la métrica fisica

DiD]‘OZ = 8iaja - f:’;&ma -2 [aicqub + 8@8]'0(
—Pij (gAﬁroz&qb + rgcd, a0
+19cd,00,Q + gB(?za&qu)] [(4.17)

Por Ultimo la ecuacion para el vector construido con las funciones de conexion,

A!, queda dada por:

IR = LN + 9"V, VB = 24700 - a2 - EV, A™ + 20A™ A,
N 2 . ;
+at (64730 — 27", K - 87" o )

+ 2 [ViOpm) + 289,67, (4.18)

con & > 1/2 en general para que el sistema sea fuertemente hiperbolico. En
particular, para el caso estandar, & = 2, el término que involucra la divergencia
de la parte sin traza de la curvatura extrinseca se anula, simplificando mucho
la implementacion y el analisis; no obstante para el caso general es necesario

considerarlo y es conveniente reescribir esta expresion como:

Amm, (4.19)

Las ecuaciones y son demasiado elaboradas y no se pretende
mostrar explicitamente el desarrollo de los términos. Igualmente, no ocurre
ninguna simplificacion particular en las ecuaciones de constriccion de la formu-
lacion, lo Gnico que nos concierne es calcularlas en términos de las variables
asociadas al sistema axisimetrico y esto resulta en expresiones extensas y poco
ilustrativas. No obstante, el calculo es directamente implementable mediante
programas de algebra computacional, tomando en cuenta todas las conside-
raciones anteriores. En el apéndice |G| se incluyen scripts para el calculo en

Maple.
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Una Ultima observacion es la reduccion para el caso sin rotacion. En este
caso las funciones métricas angulares C1y C2 son nulas. En general los tensores
de segundo rango, incluido el tensor de Ricci, toman una forma similar en las que
las componentes angulares-mixtas se anulan. Si se toma un vector de corrimiento
con componente angular 8 nula entonces las ecuaciones de evolucion implican
que tanto la métrica como la curvatura extrinseca mantendran la misma forma
durante toda la evolucion. Es esto lo que nos permite considerar un sistema
mucho mas reducido en este caso, que se refleja en el calculo mucho mas

eficiente de las fuentes de las ecuaciones de evolucion.

4.1.2 Regularizacion en el eje (r = 0)

El sistema de coordenadas cilindricas es patologico en el eje y esto se mani-
fiesta con la aparicion de términos con potencias negativas de r en el sistema
de ecuaciones, lo cual se observa explicitamente en la definicion de A”. Por
regularidad del espacio-tiempo estas contribuciones irregulares se han de anu-
lar analiticamente, pero a nivel numérico esto no necesariamente ocurre y es

fuente de problemas.

Haciendo el calculo inmediato se encuentran términos multiplicados por
potencias inversas de r. Haciendo un analisis cuidadoso es posible manipular la
mayorfa de los términos para cancelar estos factores utilizando las identidades
derivadas en el Apéndice Este analisis también toma en cuenta que los campos

vectoriales regulares cerca del orfgen tienen un comportamiento del tipo [161]:

Con W, ,X ,Y funciones regulares. Alun asf encontramos algunos términos
aparentemente irregulares que bajo estas consideraciones no se cancelan au-

tomaticamente, y notoriamente son muy pocos en comparacion a la cantidad
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de términos que aparecen en las ecuaciones de evolucion. Podemos enlistarlos

obtenindo
Ra 1’_2 gn(2Hgn — 1),
Ry - —gHgAHA ;ZH,
Re : %gﬁ&zﬂ
Re, : 4 ;H |%gc2gA32A - gHgAcl] ’
Re, 4 ;HgAgHCz.
R : A ;HgHgA(l - guH),

A A 1 ~ ~ n
VAl P [gA(AA — Ap) + An(ga — gH)]

8

» HAw(g4 — gn)

Todos estos términos son proporcionales a las combinaciones A —H y
A, — Ay (en el Apéndice [E| se muestra que la combinacién g4 — gi puede
reescribirse como A — H mas términos proporcionales a r?). Para un espacio
localmente plano estas combinaciones son de orden O(r?) en el eje, por lo que
analiticamente son regulares. Para imponer esta condicion consistentemente

consideramos a las variables auxiliares

A= e, (4.20a)
T
A, = ‘#. (4.20b)

como variables independientes del sistema. Por consistencia consideramos un
comportamiento par respecto a r. Naturalmente esto introduce las definiciones
como un par de constricciones adicionales al sistema, que han de satisfacerse a

datos iniciales y en una evolucion libre solo se violaran de manera consistente
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con el error de discretizacion.

Para completar el algoritmo de regularizacion derivamos las ecuaciones
de evolucion para A y Ay, y las escribimos de modo que sean explicitamente

regulares en el orfgen. Para A se obtiene

A = B"IuA + 20— +2A8,ﬁ +2— 8(5)

+2C rﬁ

+2rC10,° — 2aA, - gaA L (4.21)

y la ecuacion para A, queda

~ r ~ OB
atA)\ = ﬁ’”a AA+2AA8rﬁ +2AA—+2 (ﬁ) 2A¢ f

+2rAc,d,8% + Tqb (=DD,a + aR, — 871as,)
e

—% (—Dza + aR — 871045)
+a (KA, - 243) - %aAA VP (4.22)

Estas expresiones son idénticas a las ecuaciones de evolucion anteriores susti-
tuyendo el indice por A, pero es posible verificar que en este caso la ecuacion
para A, contiene Unicamente términos que son explicitamente regulares. Es
necesario tener cuidado especial con los términos de la forma d,(f/r) con
f ~ O(r). Tras agrupar convenientemente los términos, la ecuacion para A,

queda entonces

. A r r o,
A, = ZAl p 'B +— |aHd, A - 2a0, ¢ -0, il +F,, (4.23)
re4¢ r r

r r

donde ¥, reperesenta los terminos explicitamente regulares.
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4.1.3 Analisis en coordenadas esféricas

El sistema coordenado cilindrico presenta ventajas de implementacion frente
al esférico, principalmente por cuestiones de regularidad ya que en el dltimo
caso el origen presenta una singularidad coordenada mas fuerte. Aln asf, hay
situaciones que requieren abandonar este sistema coordenado para el analisis
de los datos. La extraccion de ondas gravitacionales y las técnicas para localizar
horizontes aparentes son dos ejemplos que no estan bien adaptados al uso
de coordenadas cilindricas y resulta mas apropiado trabajar en coordenadas
esféricas. En este apartado se muestra explicitamente la relacion entre ambos
sistemas y también la construccion de una triada axisimétrica para ser usada en

analisis de hiperbolicidad y estudio de radiacion.

Transformacion a coordenadas esféricas

La forma canonica de construfr un sistema de coordenadas esféricas a partir del
sistema cilindrico es conservar la coordenada angular azimuthal ¢ y completar
el sistema con un radio esférico R y una coordenada angular polar 6 definidos

como:
r=Rsin0, z=RcosH. (4.24)
La relacion inversa se obtiene directamente
2_.2, 2 r
R =r"+2z, tanQ:g. (4.25)

De estas relaciones la matriz Jacobiana y su inversa se calculan directamente:

(1, 2) _ r/R  z

_ ) 426
(R, 0) | z/R -1 } (4.262)
(R, 0) [ 7/R  z/R

= 4.26b
a(r,z) | 2/R* —r/R? ( :
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Estas matrices nos permiten calcular las componentes tensoriales en el sistema
esférico en términos de los valores conocidos en el sistema cilindrico. Usando
la primera para transformar indices covariantes obtenemos la expresion para las

4 .
componentes de la metrica

PRR = % (rzA +2r%2C + zzB) , (4.27a)

Yoo = r"B-2r’zC+z°A, (4.27b)

Voo = r"H, (4.27¢)
1

Pro = (rHA=B)+ (@ ~r)C), (4.27d)
1,.2

Tro = T (PC1+2Gy) , (4.27€)

Yoo = r(zCi—GC) . (4.27f)

(4.27g)

Las componentes de tensores covariantes de rango dos se calculan de manera
analoga. Por otro lado, usando la matriz inversa obtenemos las componentes

de vectores en coordenadas esféricas:

1

Ro= R (rv" + zv7) , (4.28a)
1

o’ = ﬁ(zvr — %) (4.28b)

y la componente azimuthal v® no cambia.

Construccion de una triada ortonormal

Para construfr una triada ortonormal espacialoide en el caso con simetrfa axial
basta con especificar un campo vectorial unitario § que por convencion lo identi-
ficaremos como la direccion saliente. Ya que el vector azimuthal de Killing Eesta
definido por defecto, especificar una direccion independiente de este define una

triada ya que el vector restante puede tomarse como el producto exterior entre
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S
ellos. En general no se espera que los vectores § y & sean ortogonales, y esto
ocurre por que es posible que los planos ¢ = const. se encuentren torcidos en
forma de espiral alrededor del eje. Para definir una direccion realmente saliente

ortonormalizamos el vector § con respecto del vector azimuthal normalizado

£=E&/ oo
by = — 1 (4.29)
1

El Gltimo vector lo especificamos por medio del producto exterior

A

boy=Exeny, éa=E&. (4.30)

Para el caso en que el vector de direccion corresponde con la direccion radial
esférica § = (F+ 2)/|F + 2] = dr/ \/Vrr, se obtiene en términos de los vectores

de la base esférica

{é( )} _ Y y00ymR _ yQRymHa
VYo \/VRRV¢<P = Vo
\/777/m69m aq)

(4.31)

\/VRRV¢¢ - V%«p Voo

Con y el determinante de la métrica espacial. Esta expresion es bastante gene-
. . 4 . .
ral, y puede escribirse de manera compacta en terminos de contracciones de

tensores de Levi-Civita, o bien explicitamente

— ;. (4.32)

Dreer® T 9 Ve

o] - [ome) e,

El caso en el que el momento angular es nulo se simplifica alin mas, ya que

S
& es ortogonal a cualquier vector tangente a la superficie ¢ = const. En este caso



190

Capftulo 4. Escenarios en simetria axial

las expresiones resultantes quedan

ew) = {

dr Y 0 a‘P }
, ", —— ¢ - (4.33)
VYRR VRRY 66 v VYoo

Para finalizar, podemos construir la métrica inducida sobre las superficies

normales a éy, definida como hy, := Y — (é1))a(8(1))s. Explicitamente queda

y2
X (4.34a)
Yoo
VRoYOo (4.34b)
Yoo
VR¢ (4.34¢)
2

Y
Lo (4.34d)
Y Voo
Yoo » (4.34€)
Voo - (4.34f)

En el caso sin momento angular se reduce ain mas, siendo las (nicas compo-

nentes no nulas

h@@

hee

2
Yoo - (VR@) )

VRR
Voo - (4.35b)

(4.35a)

4.2 El codigo OllinAxis2

Esta seccion consta de una descripcion general del codigo 011inAxis2, cuya

finalidad es integrar el sistema BSSN generalizado en simetrfa axial como un

problema de valores iniciales, y fue parte medular del proyecto de doctorado.

Este codigo ya forma parte de las herramientas desarrolladas por el grupo

Ollin de relatividad numérica en el Instituto de Ciencias Nucleares. El numeral
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en el nombre se debe a que previamente se desarroll6 un codigo similar en
simetrfa axial en la formulacion Nagy-Ortiz-Reula (NOR) [135] como parte de
la tesis doctoral de Milton Ruiz [165]]. Este cédigo solamente abordaba el caso
sin momento angular y con él obtuvieron resultados favorables en tanto a
la regularizacion en el eje, pero en la practica el codigo en esta formulacion
presentaba inestabilidades. Es por ello que se definio el desarrollo de un codigo
que reuniera las ventajas de la formulacion BSSN y en el que se pudieran resolver
las complicaciones que aparecen al utilizar sistemas adaptados a la simetrfa axial

como una meta viable durante este doctorado.

El codigo se basa en la infraestructura del codigo 011inSphere?2 y consiste
basicamente en un integrador de sistemas de ecuaciones en derivadas parciales
discretizadas por métodos de lineas, con subrutinas de analisis sobre los datos
generados. El codigo fuente esta escrito en Fortran 90, junto con scripts en
PerL cuya funcion es generar automaticamente rutinas de acuerdo a ciertas
reglas al momento de compilar. Actualmente se trabaja sobre una malla con
discretizacion uniforme independiente en cada direccion, y distribuida de modo
que evita el eje r = 0. Actualmente esta paralelizado para su ejecucion en clusters
en mlﬁltiples nodos utilizando el protocolo MPI (MessaGE PAsSING INTERFACE). El
balance de carga entre los procesadores se realiza haciendo una subdivision
rectangular uniforme del dominio contando con un total de procesadores N =
N, X N, (Figura . Para facilitar la intercomunicacion entre procesadores a
cada uno se le asigna una region fantasma cuyos puntos se traslapan en el
dominio de procesadores contiguos; para sincronizar la informacion manejada
por todos los procesadores basta entonces con copiar los valores en los puntos
fantasmas con los calculados en los procesadores vecinos. Los procesadores
que contienen al eje incluyen una zona fantasma que se extiende mas alla de

este y en este caso los valores se determinan por condiciones de simetrfa.
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Figura 4.1: Representacion de la distribucion de la malla numérica manejada
por el codigo OllinAxis2. Se muestra el caso de una malla con 32 x 32 puntos
y simetrfa equatorial, distribuida equitativamente en 4 procesadores. Las zonas
fantasma adyacentes al eje (y ecuador) se actualizan respetando las condiciones
de frontera asignadas a las distintas variables. Las zonas fantasma internas
designadas por una dupla n — m pertenecen al procesador n y se sincronizan
con los puntos correspondientes pertenecientes al procesador adyacente m a
cada paso. El tamano de las zonas fantasmas se ajusta consistentemente con el
orden de discretizacion.
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El codigo posee una serie de modulos que proveen las funcionalidades

principales al momento de escribir rutinas. Estos son:

e arrays: Este modulo se genera a partir del archivo base/arrays. config
y contiene las definiciones de todos los arreglos que representan funciones
de la malla. Este archivo esta escrito en formato FORTRAN 90 pero para
su preprocesamiento se requieren mas consideraciones: solamente se

4 .
puede declarar un arreglo por linea y cada declaracion va seguida por un
comentario con un formato especffico en el que se describen los atributos
del mismo. Por ejemplo, la definicion del arreglo que contiene a la funcion

de lapso:
REAL alpha !SYMMETRYR=+1, SYMMETRYZ=+1, INTENT=EVOLVE, STORAGE=ALWAYS

Una descripcion detallada de como especificar los atributos aparece como

un primer comentario en el archivo.

e param: Este es un modulo que se compila directamente y contiene las
definiciones de los parametros que posee el codigo. Este archivo se pre-
procesa al momento de compilar y por ello sigue reglas similares que el
archivo base/arrays.config: solo se puede declarar un parametro por
linea, se debe inicializar a un valor por defecto y es posible acompanar
la declaracion por un comentario en el que se especifican los valores

aceptables, por ejemplo:
character(30) :: slicing = ‘‘harmonic’’ ! range = (static,harmonic)

Durante la ejecucion, el programa toma un archivo como primer argu-
mento un archivo de texto en el que se especifican los valores de los

parametros como una lista en formato natural
parametro = valor # Comentarios
Los parametros que no se modifican toman el valor por defecto.

. 4 . J4 .
e procinfo: Este modulo contiene parametros relacionados con la parale-

lizacion, los cuales se determinan durante la ejecucion.

e derivatives, derivadvect, interpolators: Estos modulos contie-

nen funciones que operan sobre las funciones de malla. Existen funciones
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para calcular numéricamente derivadas, y para calcular interpolaciones

unidimensionales.

e auxiliary_arrays: Este modulo actualmente solo posee un arreglo con
tres fndices que almacena los valores de la densidad tensorial de Levi-

Civita, para simplificar calculos.

Inicializar
parametros /
sistema / malla

!

Datos iniciales
Analisis/Output

[ FIN

¥
[ Calculos }

auxiliares

de fuentes

[ Actualiza J

! [ Célculo }

--- { Analisis/Output J

Figura 4.2: Diagrama de flujo simplificado del funcionamiento del codigo
OllinAxis2.
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El codigo se compone de un gran nimero de rutinas contenidas en archivos
con extension . £90 contenidos en la carpeta src/ y en las subcarpetas clasifi-
cadas por funcionalidades. Al momento de compilar, todos estos archivos son

. . . o/ ! .
considerados y enlazados en un solo ejecutable. Para la integracion numerica
como problema de valores iniciales se utiliza un metodo de lineas con integra-
dores lterative Crank-Nicholson (ICN) y Runge-Kutta de segundo y cuarto orden
respectivamente. Las rutinas que manejan toda la logica del procedimiento de
integracion temporal se generan automaticamente al compilar de acuerdo a
las reglas establecidas al preprocesar el modulo arrays. Para complementar
la evolucion es necesario especificar las fuentes, propiamente el lado derecho
de la ecuacion de evolucion, al momento adecuado de acuerdo a la logica del

. . o/ .
programa. Asi, si se tiene una funcion llamada var que evoluciona de acuerdo

a una ecuacion del tipo
di(var) = F((var), di(var), ...),

entonces el codigo debe llamar una subrutina que evalia el lado derecho y lo
asigna a un arreglo [lamado svar. La Figura muestra una version simplificada
del flujo del codigo, alli se observa que la evaluacion de las fuentes solo es
relevante durante las iteraciones internas para determinar los valores en pasos

posteriores.

Otras caracteristicas del codigo que se consideran durante la integracion
temporal corresponden a la implementacion de disipacion numeérica y al mane-
jo de las fronteras del dominio. La disipacion numérica usualmente es necesaria
ya que los métodos de diferencias finitas solamente pueden resolver modos
cuya longitud de onda es del orden del intervalo de discretizacion. En gene-
ral este truncamiento de modos y otras consideraciones numéricas inducen
inestabilidades, y es por ello que una practica com(n es anadir términos a las
ecuaciones de evolucion cuya funcion es atenuar estos modos. El tratamiento
usual, que es el implementado en el codigo, es conocido como disipacién de
Kreiss-Oliger[97]l. En nuestro caso modificamos las ecuaciones de evolucion dis-

cretizadas u™™ = u” + AtS(u”), con S un operador que engloba la integracion
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temporal, y en su lugar consideramos

ultt =yl + AtS(ull) — e%(—l)NAfN(u”m) — e%(—l)NAﬁN(uZ) ,  (4.36)
donde AN, AZN son la 2N-ésima diferencia centrada en la direccion r y z
respectivamente. Se puede mostrar que los términos adicionales en el limite
continuo se anulan como (Ax')®=! por lo que para ser consistentes con el
orden de discretizacion del codigo 2N — 1 debe ser mayor o igual a este ultimo.
Dado que el codigo trabaja la diferenciacion a segundo y cuarto orden, los

terminos de disipacion anadidos son de cuarto y sexto orden respectivamente.

Aparte de condiciones de frontera sencillas usadas para pruebas, el codigo
tiene implementadas en las fronteras exteriores condiciones de onda saliente
(radiativas). Estas asumen que las funciones se comportan asintéticamente co-
mo ondas esféricas salientes de la formau = f(R—ovt)/R. Aqui R = Vr2 + 22 es
la coordenada radial en un sistema esférico. Esta condicion puede ser reescrita

de manera diferencial como
ot + vdgu + vu/R =0 . (4.37)

En nuestro caso el dominio computacional es un cilindro, (que por simetrfa nos
basta considerar una seccion) y entonces debemos de adaptar esta condicion
tanto al “tubo” 1 = 1« y las tapas z = Zmin, Zmax. Para ello consideramos que
al situar las fronteras lejos las derivadas angulares son mucho menor que las

radiales, por lo que podemos aproximar d;u = (x'/R)d,u. De este modo tenemos

R
o + ?vc?,u +ou/R = 0 enr="rma, (4.38a)

R
o + ZU&Zu +ou/R = 0 enz=Zna/min- (4.38b)

En la practica no es consistente aplicar estas condiciones a todas las varia-
bles, pero considerando un subconjunto de ellas resultan ser condiciones es-
tables que capturan de manera cualitativa la ffsica en las fronteras del dominio

numeérico. Tras todas las suposiciones que se hacen es natural que estas con-
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diciones introduzcan reflexiones espurias, las cuales aunque se hacen menores
mientras mas alejadas estan las fronteras tardan un tiempo finito en afectar
la region central de la solucion e introducen violaciones de las ecuaciones de

constriccion que no convergen a cero.

Los datos que genera el codigo corresponden a funciones de la malla y
se especifican como listas separadas por comas asignadas a los parametros
output®d, outputld y output2d. La diferencia entre estos depende en la in-
formacion que proporciona el codigo. Los datos “0d” son series de tiempo de
cantidades calculadas a partir de las funciones, tales como promedios, normas,
maximos y minimos. Los datos “1d” corresponden a los valores de la funcion
de malla evaluada sobre los ejes, como funcion del tiempo. Los datos “2d”

corresponden al valor de la funcion en todo el dominio numérico.

El codigo todavia esta en fase de desarrollo al momento de este escrito. Se
ha notado que la informacion que genera podrfa organizarse de un modo mas
eficiente y se tienen en mente muchas funcionalidades que se seguiran imple-
mentando con el transcurso del tiempo, entre las cuales destacan la identifica-

o/ o/ . o/ . . . o/ . .
cion y extraccion de informacion fisica contenida en la radiacion gravitacional,
y la identificacion de horizontes aparentes. Los desarrollos correspondientes a

estos temas se concentran en los Apéndices y
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4.3 Pruebas numericas

En esta seccion se presenta una serie de simulaciones en escenarios conocidos
para verificar el buen funcionamiento del codigo. Esto lo hacemos para casos

con datos iniciales conocidos analiticamente o que presentan simetrfa esférica.

4.3.1 Dinamica de norma

La primera prueba que se considera para una formulacion como problema de
valores iniciales de las ecuaciones de Einstein (y un codigo basado en esta) con-
siste en estudiar la dinamica ficticia obtenida al evolucionar datos iniciales del
espacio-tiempo de Minkowski utilizando condiciones de foliacion no triviales.
En este caso elegimos un lapso perturbado que evoluciona con una ecuacion de
tipo hiperbdlico y consideramos una perturbacion en la componente angular del
vector de corrimiento 8/, que genera perturbaciones en las demas componentes
al utilizar una condicion de tipo Gamma-Driver. De este modo podemos probar
todos los aspectos geométricos del codigo simultaneamente. Los datos iniciales

que describen una geometrfa trivial son:

Plieo = 0, (4.39a)
Alieo = Blio=Hlioo =1, (4.39b)
Clizo = Cili=o = Cali=0 =0, (4.39¢)
Ko = Afl-0=0, (4.39d)
Al = 0, (4.39)

lo cual implica para las variables de regularizacion A = A, = 0. Para el lapso

elegimos un perfil gaussiano centrado en el origen

Alimp = 1+ ape N, (4.40)
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donde a es laamplitud inicial y o, su anchura (uniforme en ambas direcciones).

Esta eleccion asegura que el lapso inicialmente es regular en el orfgen. Para esta
. o/ ol . 4 4 . 4

simulacion utilizamos una foliacion armonica de modo que la funcion de lapso

evoluciona de acuerdo a la ecuacion
dix = Eﬁ»a - a’K. (4.41)

De igual modo, para el vector de corrimiento consideramos inicialmente:

ﬁ¢|t:0 — ﬁo (e—((r—ro)2+z2)/tf§ +e—((r+ro)2+z2)/a§)’ (4.42a)
Bl=o = Pl=o=0, (4.42b)
dfli=o = 0. (4.42¢)

Se suma una gaussiana reflejada en el eje para cumplir las condiciones de
regularidad. El vector de corrimiento evoluciona usando la condicion Gamma-

Driver (sin términos advectivos):
PB = c,doA’, (4.43a)

con la eleccion estandar c; = 4/3. Se escogieron como parametros iniciales, para
el lapso ap = 0.06, 0, = 2.5, y para el vector de corrimiento 5y = 0.03, ro = 5.0
y 0 = 2.0. De este modo la distribucion inicial del lapso consiste en una pe-
quena perturbacion Gaussiana centrada en el origen y esféricamente simétrica
alrededor del valor @ = 1, y el vector de corrimiento solo tiene componente
angular con una distribucion toroidal centrada en un anillo en el ecuador (figu-
ra[4.3). Los parametros de malla son Ax = Az = 0.25 con el factor de Courant
Ax/At = 0.25 y para analizar convergencia se consideraron refinamientos por
un factor de 2. Las perturbaciones iniciales son radiadas durante la evolucion
(figuras y y las perturbaciones inducidas en las demas variables tam-
bién son radiadas (figuras [4.6]y[4.7). Se observa que aunque la mayorfa de las
variables tienen fluctuaciones grandes alrededor del orfgen todas permanecen
bien comportadas y alcanzan un estado estacionario. En esta simulacion no se

utilizo ningun tipo de disipacion numérica para mantener el sistema estable.
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Figura 4.3: Perfil inicial de la componente azimutal del vector de corrimiento.
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Figura 4.4: Perfil de la funcion de lapso a sobre ambos ejes, ¥ = 0 (linea
continua) y z = 0 (linea punteada), a distintos momentos. Inicialmente se tiene
una Gaussiana esféricamente simeétrica, la cual practicamente no se afecta por
la evolucion del vector de corrimiento de modo que las dos curvas en la grafica
se observan superpuestas al avanzar la evolucion.
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Componente angular del vector de corrimiento [3¢
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Figura 4.5: Evolucion de la componente angular del vector de corrimiento ¢
sobre ambos ejes. El perfil inicialmente consta de un anillo Gaussiano en el

ecuador, centrado en r = 5.
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Figura 4.6: Evolucion de la traza de la curvatura extrinseca K sobre ambos ejes,
r = 0 (Ifnea continua) y z = 0 (linea punteada). Al igual que la evolucion del
lapso, esta funcion mantiene en buena medida un perfil esféricamente simeétrico.
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Figura 4.7: Evolucion de la componente angular del vector A sobre ambos ejes,
r =0 (Ifinea continua) y z = 0 (linea punteada).

Se verifico la convergencia del codigo durante la evolucion monitoreando
el valor adquirido por las constricciones que en principio debe ser cero en el
lfimite continuo, cualquier valor distinto a este es consecuencia de la discre-
tizacion y el redondeo numérico. La figura muestra la norma RMS de la
constriccion Hamiltoniana como funcion del tiempo a distintas resoluciones.
Cada refinamiento esta dado por un factor de 2, manteniendo el mismo factor
de Courant en todas las simulaciones. Las curvas obtenidas fueron reescaladas
por un factor de 2* por cada nivel de refinamiento, de modo que quedan sobre-
puestas consistentemente con el esquema de cuarto orden utilizad Para las
componentes de la constriccion de momento se observa un comportamiento

similar (Figuras y|4.11). También se verifico la convergencia al orden

esperado al utilizar un esquema de segundo orden.

“En las figuras el factor de amplificacion usado es de 14, ya que usando el factor esperado
de reescalamiento de 16 el empalme es tan justo que no es posible diferenciar las curvas.
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Norma RMS del valor residual de la constriccién Hamiltoniana
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Figura 4.8: Norma RMS del valor residual de la constriccion Hamiltoniana. En
la misma grafica se muestra el valor asociado a las resoluciones mayor y menor
reescaladas por un factor de 14 (en lugar de 16), mostrando convergencia global
a cuarto orden.
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Figura 4.9: Norma RMS del valor residual de la componente r de la constriccion
de momentos. En la misma grafica se muestra el valor asociado a las resoluciones
mayor y menor reescaladas por un factor de 14 (en lugar de 16), mostrando
convergencia global a cuarto orden.
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Figura 4.10: Norma RMS del valor residual de la componente z de la constriccion
de momentos. En la misma grafica se muestra el valor asociado a las resoluciones
mayor y menor reescaladas por un factor de 14 (en lugar de 16), mostrando
convergencia global a cuarto orden.
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Figura4.11: NormaRMS del valor residual de lacomponente ¢ de la constriccion
de momentos. En la misma grafica se muestra el valor asociado a las resoluciones
mayor y menor reescaladas por un factor de 14 (en lugar de 16), mostrando
convergencia global a cuarto orden.
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4.3.2 Campo escalar real

Como un ejemplo con contenido de materia no trivial consideramos la propaga-
o/ . . 4 . . s
cion de una distribucion de campo escalar real no masivo con simetrfa esferica.
Pese a ser este el mismo caso modelo del capftulo anterior, la formulacion axi-
simétrica desconoce estas caracterfsticas y es por ello que lo podemos utilizar
como un ejemplo no trivial para el cual podemos usar a nuestro favor la simetrfa

para encontrar los datos iniciales.

) . 4 .
Como dato inicial consideramos que la metrica es conformemente plana,
y el dato inicial tiene simetrfa temporal (K;; = 0). Entonces basta resolver la
. o/ . . . /.
constriccion Hamiltoniana en simetrfa esferica, que toma la forma
Ay 2dy

TORET R (Orp)> = 0. (4.44)

En esta expresion se considero que el campo escalar esta momentaneamente
en reposo (IT = 0). El campo escalar lo tomamos como un perfil que representa

un cascaron esférico de ancho Gaussiano momentaneamente en reposo
_ —(R—Rg)?/c? 4.45
¢ = Poe . (4.45)

Una vez obtenido el factor conforme como funcion de la coordenada ra-

dial esférica, este se interpolé a cada punto de la malla tomando valores
_ 2 L 2
U n = P(\15 + 27).

En este caso como condicion de norma se tomo el lapso tipo “1+log”,

correspondiente a la foliacion Bona-Masso con f(a) = 2/a, esto es
div = —2aK .

El vector de corrimiento se considerd nulo. Los parametros del campo escalar
fueron amplitud @y = 0.01, posicion Ry = 3.0 y ancho ¢ = 1.0. Las fronte-
ras se ubicaron en r = 40 y z = 40 y se utilizaron resoluciones Ar = Az =
(0.1,0.05,0.025).

Con todas estas consideraciones, la evolucion del campo escalar en este
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caso queda descrita por el sistema

dp = all,

oix, = V,(all),

dix. = Vi(all),

oIl = Vi(ayx') +allK.

Al comenzar la simulacion, la funcion de lapso reacciona debido a la presen-
cia del campo escalar mas la amplitud de este dltimo no es suficiente para que el
lapso colapse totalmente. Entonces vemos en la Figura[4.12]inicialmente un des-
censo en el valor central y una perturbacion que se propaga de manera saliente,
con una velocidad mayor por un factor de V2 que la del campo escalar asociada
a la eleccion de norma, obteniendo finalmente un perfil plano que tiende hacia
el valor inicial. Por su parte el campo escalar se dispersa, conservando en buena
medida un perfil esférico (Figura ). Al igual que en el ejemplo anterior,
verificamos la precision del codigo por medio de las constricciones, las cuales
mostramos evaluadas sobre los ejes a distintos momentos (Figuras
y [4.16). Como las condiciones de frontera no estan adaptadas a las constric-
ciones se aprecian violaciones entrantes, pero no obstante logramos observar
convergencia a cuarto orden en la region interna mientras esta desconectada

causalmente de las fronteras.
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Funcion de lapso a
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Figura 4.12: Perfil de la funcion de lapso a sobre ambos ejes a distintos mo-
mentos. Se observa que durante la evolucion se mantiene el mismo perfil en
ambos ejes
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Figura 4.13: Perfil del campo escalar ¢ sobre ambos ejes a distintos momentos.
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Constricciéon Hamiltoniana
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Figura 4.14: Valor residual de la constriccion Hamiltoniana sobre el ecuador
durante la evolucion de una distribucion esféerica de campo escalar. Las reso-
luciones mas finas fueron reescaladas por factores de 2* y 28 respectivamente
mostrando convergencia al orden esperado. En el primer panel la convergencia
no se observa precisamente a cuarto orden, pero esto es consecuencia del al-
goritmo de interpolacion de orden clbico usado para la obtencion de los datos
iniciales. Sin embargo la integracion temporal introduce un error dominante y
en los siguientes paneles se observa en buena medida convergencia a cuarto
orden.



4.3 Pruebas numeéricas

209

2e-05

Constriccion de momento M"

1.56-05 |- dr=0.1
1e-05F  dr=0.05
5e-06 - dr=0.025

-5e-06
-1e-05
1.5e-05

-2e-05 L

2e-05

1.5e-05
1e-05
5e-06

-5e-06
-1e-05
1.5e-05

-2e-05

2e-05

1.5e-05
1e-05
5e-06

-5e-06
-1e-05
1.5e-05 -

-2e-05 ‘

10 15 20 25 30 35 40

Figura 4.15: Valor residual de la componente radial de la constriccion de mo-
mento, evaluada sobre el ecuador. Aquf se observa la introduccion de errores
que no convergen propagandose hacia el interior desde la frontera. No obstan-
te, la convergencia es clara en el interior siempre que estos errores no hayan

alcanzado la region.
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Figura 4.16: Valor residual de la componente vertical de la constriccion de mo-
mento, evaluada sobre el eje. En este caso se observan errores de alta frecuencia
espacial que nos marcan que el error de discretizacion esta alcanzando el error

de maquina.
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4.3.3 Agujeros Negros

La evolucion de datos iniciales tipo puntura se ha vuelto muy comun [56) 27,
26, 28,59, 57, [107] en el campo de la Relatividad Numeérica. El ejemplo mas
sencillo de este tipo de datos iniciales es tomar una seccion de t constante
para el espacio-tiempo de Schwarzschild en coordenadas isotropicas: en este
caso las coordenadas cubren ambas regiones asintoticamente planas y el origen
coordenado no es parte del espacio-tiempo, sino que corresponde a la region
asintoticamente plana ubicada en el otro lado del horizonte aparente. Este tipo
de datos iniciales se ha generalizado para mdltiples agujeros negros que al
tiempo inicial conectan distintas regiones asintoticamente planas, considerando
distintos valores para el momento lineal, angular y la carga eléctrica de los
mismos. Varios factores han sido clave en estas simulaciones, entre ellos la
implementacion de condiciones de norma que permiten el movimiento de las
punturas a través de la malla numeérica, y como noto el grupo de Brownsville
(58] sustituir el logaritmo del factor conforme por una potencia inversa del
mismo con la finalidad de tratar con funciones regulares en las punturas. En el
codigo se tiene implementado el sustituir la ecuacion de evolucion del logaritmo

del factor conforme ¢ por x = e *?, cuya ecuacion de evolucion es

dix = B"Imx + %a)(K - %Xo@mﬁm (4.46)

Como una prueba del codigo en el régimen de campos gravitacionales
intensos se puede estudiar la evolucion de agujeros negros estacionarios con el
formalismo de punturas moviles utilizando el lapso “1+log” en conjunto con un
vector de corrimiento que sigue una evolucion tipo Gamma Driver. Como datos
o e . J4 .
iniciales basta dar los valores que toman la metrica y la curvatura extrinseca
tomando una seccion de ¢t constante cuando se expresa la solucion analftica en

coordenadas cuasi-isotropicas (Seccion (1.4.3).

Dado que formalmente la distancia fisica a la puntura es infinita, las con-
diciones hiperbdlicas para el lapso no son capaces de colapsarlo en un tiempo
finito. Es por esta razon que tomamos un perfil inicial precolapsado para el lapso

de la forma a = ¢~*. Para el vector de corrimiento no es necesario asignar un
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perfil inicial y lo consideramos igual a cero. Entonces, las ecuaciones que nos
fijan la evolucion de las variables de norma como un sistema de primer orden

en este caso son

diaa = p'd,a—2aK,
I’ P,
o,P'

3 Ai i
Zaz(at —£9A" —nP" .

Un Ultimo punto importante a considerar es en tanto a la regularizacion
en el eje, dado que formalmente las suposiciones hechas previamente acerca
de la regularidad del espacio-tiempo fallan en las punturas. Sin embargo, se
ha observado empiricamente que es posible utilizar esta formulacion BSSN sin
necesidad de una regularizacion explicita [133], y recientemente hemos com-
probado que en nuestro caso podemos apagar la regularizacion por completo
y obtener evoluciones estables, a costa Unicamente de precision cerca del eje.
En el caso axisimétrico esto es crucial ya que aunque se tengan punturas, el
resto del eje es regular y el método de integracion debe ser capaz de resolver
ambos casos simultaneamente. Contrario a lo afirmado por los autores del tra-
bajo previo, encontramos que no es necesario ningiin método “implicito” de

integracion para hacer evoluciones con punturas que se mantengan regulares.

Agujero Negro de Schwarzschild

Para seguir la evolucion de un agujero negro de Schwarzschild usando las
condiciones de norma estandar tomamos para el factor conforme inicial el

perfil tipo puntura

M
—1+ 4
=1+

En la practica asignamos un valor M = 1; esto es equivalente a reescalar todas

las unidades en términos de esta cantidad. Las simulaciones presentadas en



4.3 Pruebas numeéricas 213

este apartado se realizaron en mallas uniformes de 100?, 200* y 4002, con
resoluciones de M/4, M/8 y M/16 respectivamente e imponiendo simetrfa
ecuatorial. Esto da un dominio numérico de 25M, el cual se evoluciond por
un tiempo de 40M utilizando un factor de courant p = At/Ar = 1/2. En las
fronteras externas se impusieron condiciones de onda salientes. El coeficiente

del término disipativo en la condicion Gamma Driver se tom6 como 1 = 2/M.

Al seguir la evolucion el lapso cambia su comportamiento en la puntura,
anulandose aun pero no con pendiente nula de modo que se forma un pico
(Figura [4.17). Por otra parte el vector de corrimiento reacciona acorde con el
campo gravitacional, adquiriendo una componente radial/esférica saliente que

compensa los efectos de estiramiento de foliacion (Figura|4.18).

Funcién de lapso a
1F s 1F 7

08 . 0.8} 7
06 b 0.6 R
0.4} R 0.4 R
02} t=0.00 - 0.2 t=5.00 -
0 0 é 1‘0 1‘5 éO 25 0 0 L:S 1‘0 1‘5 éO 25

0.8
0.6
0.4
0.2

Figura 4.17: Funcion de lapso evaluada en el ecuador (linea sélida) y en el eje
(Iinea segmentada) a intervalos de tiempo distintos. Inicialmente el comporta-
miento del lapso cerca del origen es a = ™ ~ R*, pero después de un breve
perfodo de transicion desarrolla un pico de tipo a@ ~ [R| con R* = r? + 22,
caracterfstica de las condiciones de norma.

Pese a que en la puntura se introducen grandes errores al tomar derivadas
de cantidades formalmente singulares, la evolucion converge al orden esperado
y es confiable mientras el error introducido por las fronteras no se propague

hasta el interior. La figura muestra el detalle de la evolucion del error
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Figura 4.18: Vector de corrimiento ﬁevaluado en el ecuador (lfnea continua) y en

el eje (linea segmentada). Unicamente se muestran las componentes paralelas a
los ejes (8" y B7 respectivamente), debido a que por la simetrfa de la configuracion
las componentes transversas se anulan. Ademas ambas desarrollan el mismo
perfil de modo que se empalman en la figura.

numeérico en la constriccion Hamiltoniana con los reescalamientos adecuados
por potencias de 2* consistentes con el orden de convergencia esperado. El error
introducido en la frontera no converge en el sentido de que adquiere un valor
similar en cada simulacion independientemente de la resolucion, y al reescalar
el valor de las constricciones se observa magnificado para los casos de mayor
resolucion. Es interesante ver que pese a que no se introduce ningin método
de regularizacion explicito para este caso, la evolucion es regular y en el eje la
convergencia no se ve afectada. Como ultima nota, pese a que los errores en la
puntura son considerables, no se espera que sean catastroficos en el sentido de
que por la estructura causal no se espera que se propaguen fuera del horizonte
del agujero negro. En el caso de las simulaciones con menor resolucion el
horizonte, inicialmente en R = M/2, queda resuelto muy pobremente y esto
da paso a que eventualmente la simulacion falle. Esto deja de observarse al
aumentar la resolucion y es por ello que en el Ultimo caso se pudo seguir sin
mayor problema hasta un tiempo de 40M. No se consider6 un tiempo mayor

ya que a este momento el dominio fisico ya esta totalmente contaminado por



4.3 Pruebas numeéricas 215

Factor conforme (y-1)
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Figura 4.19: Grafica de la desviacion del factor conforme 1 — 1 respecto a
su valor asintotico, evaluado en el ecuador (linea continua) y en el eje (Iinea
segmentada), presentada en escala logarftmica. Inicialmente esta desviacion
tiene un comportamiento ~ 1/r cerca del orfgen, el cual evoluciona hacia un
comportamiento ~ 1/ /r como se observa al disminufr la pendiente cerca del

origen.

violaciones a las constricciones, sin embargo el comportamiento del sistema es

bastante estable.
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Constriccidon Hamiltoniana
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Figura 4.20: Valor de la constriccion Hamiltoniana sobre el eje a distintos mo-
mentos de la evolucion. Desde los primeros momentos se observa como la
condicion de frontera introduce violaciones que se propagan hacia el interior.
Sin embargo, por un perfodo en el que esta causalmente desconectada la evo-
lucion interior de las fronteras, esta converge al orden esperado.
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Agujero Negro de Kerr

Un escenario mas interesante que representa una implementacion del codigo
en vacfo es el que corresponde a la métrica de Kerr, ya que para cualquier
valor del parametro de momento angular no nulo no posee simetria esférica y
debido al momento angular total del sistema es necesario utilizar la formulacion
completa. Aparte, es posible perturbar este tipo de datos iniciales de modo que
contengan dinamica de ondas gravitacionales [46]. Como datos iniciales toma-
mos los correspondientes a una superficie de t constante del espacio tiempo de
Kerr, expresado en coordenadas cuasi-isotropicas expuesto en la Seccion|[1.4.3)

haciendo Q = 0. De este modo se tiene que la métrica cuadridimensional es

D2 2 2
g2 = _AzasiniO ., o gl te A dtde
) py
+ip* (dR? + R¥(dO? + x sin® 0d¢?)), (4.47)

donde 7 es en este caso la coordenada radial de Boyer-Lindquist y se utilizan las

abreviaciones

Y = P+da*cos’0, (4.48a)
2 2\2

A = P-2MF+a*>=# (1 — M4R2a ) , (4.48b)

a = ]\_]/I' (4.48c¢)

. M+ a2 + Q2 M — Ja? + Q?

7 = R|1+ R R (4.48d)

Algo que hay que observar de estas definiciones es que VA en coordenadas
cuasi-isotropicas cambia de signo en el horizonte R? = (M?—4?) /4y es necesario
respetar esto al construir las componentes de la curvatura extrinseca. De aquf

se pueden deducir los valores de la métrica tridimensional y de la curvatura
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extrinseca de una superficie de t constante:

#}4 — Z/RZ, (4.49a)
) N2 A2 2
- (7 +a*)” — Aa*sin 6. (4.49b)
y2
asin® 6
Kroy = ———— M (27 (7 +a?)+ (7 -4a?))], (4.49¢)
R¢ RY2 ‘/ﬁ [ ( ( ) ( ))]
3 5 i3
Koy = _2a \/ZMrsm 6(:056. (4.49d)

Y242

Para estas simulaciones se utilizo una malla homogénea similar al caso del
agujero negro de Schwarzschild, y como parametros del agujero negro se dieron
M =2y a = 1. En términos de la masa, la malla en esta ocasion se extiende
hasta 12M en ambas direcciones, con resoluciones de M/8, M/16 y M/32. En
esta ocasion el horizonte aparente esta inicialmente en r = V3M/4 ~ 0.43M.
Igualmente se siguid la evolucion por un perfodo de 40M. El parametro de

disipacion en la ecuacion de evolucion del vector de corrimiento fue de 1 = 4/M.

El comportamiento del lapso y de las componentes tangentes al plano se
da como en el caso del agujero negro de Schwarzschild, manteniendo un perfil
de lapso colapsado en la puntura (figura , y generando un vector de co-
rrimiento cuya accion es evitar la entrada de las coordenadas en el interior del
agujero (figuras y[4.23). Una diferencia sutil en este caso se aprecia cerca
del origen, donde la configuracion dista mas de ser esfericamente simetrica, en-
tonces los perfiles del lapso en el ecuador y en el eje no coinciden exactamente,

y tampoco las componentes del vector de corrimiento paralelas a los ejes.

La diferencia sustancial en este caso se da debido a las componentes angu-
lares del sistema. Tan pronto comienza la simulacion el vector de corrimiento
desarrolla una componente angular que se opone al arrastre de las coordenadas
propio del espacio-tiempo en la vecindad de la puntura. De los casos estu-
diados Unicamente fall6 el peor resuelto durante el tiempo de la simulacion,
no obstante que fisicamente las fronteras del dominio se colocaron a la mitad

de la distancia considerada en el caso sin rotacion. Nuevamente esto se logro



4.3 Pruebas numeéricas 219

Funcién de lapso o
1F 7 1F 3
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Figura 4.21: Funcion de lapso evaluada en ecuador (linea continua) y en el eje
(Iinea segmentada) a intervalos de tiempo distintos. Inicialmente el comporta-
miento del lapso cerca del origen es a = ™ ~ R*, pero después de un breve
perfodo de transicion desarrolla un pico de tipo @ ~ |R| con R* = r? + 22,
caracterfstica de las condiciones de norma.

sin aplicar métodos de regularizacion explicitos de las cantidades sobre el eje.
Igualmente se observa propagacion de error sistematico desde las fronteras

del dominio, pero se observa convergencia al orden esperado en el interior

(figuras y[4.25).
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Figura 4.22: Vector de corrimiento E evaluado en el ecuador. Se muestran
Unicamente las componentes " (linea continua) y ﬁ‘?’ (Iinea segmentada), ya
que la componente restante es nula por la simetria de reflexion respecto al

ecuador del problema.
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Figura 4.23: Vector de corrimiento Eevaluado en el eje. Se muestran (nicamente
las componentes * (linea continua) y % (linea segmentada), ya que la compo-
nente radial se anula en el origen.
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Constriccién Hamiltoniana
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Figura 4.24: Valor rescalado de la constriccion Hamiltoniana sobre el eje a
distintos momentos de la evolucion. La resolucion entre puntos corresponde a
M/8 (linea continua), M/16 (linea segmentada) y M/32 (linea punteada). Desde
los primeros momentos se observa como la condicion de frontera introduce
violaciones que se propagan hacia el interior. Sin embargo, por un perfodo en el
que esta causalmente desconectada la evolucion interior de las fronteras, esta
converge al orden esperado.
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Figura 4.25: Valor reescalado de la constriccion de momento sobre el ecuador a
distintos momentos de la evolucion. La resolucion entre puntos corresponde a
M/8 (linea continua), M/16 (linea segmentada) y M/32 (linea punteada). Desde
los primeros momentos se observa como la condicion de frontera introduce
violaciones que se propagan hacia el interior. Sin embargo, por un perfodo en el
que esta causalmente desconectada la evolucion interior de las fronteras, esta
converge al orden esperado.
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4.4 Colision frontal de agujeros negros cargados

El estudiar la dinamica del espacio-tiempo durante la colision de dos agujeros
negros ha sido el problema insignia de la relatividad numérica. En esta sec-
cion se aborda el estudio de la colision frontal de dos agujeros negros, en una
configuracion analoga al problema estudiado por Hahn y Lindquist en 1964
[100], que fue retomado durante la década de 1970 [183) [181], (182} 184, [77] y
finalmente resuelto en la década de 1990 [}, 15, 33, 17, [16]. En nuestro caso
utilizamos la metodologia desarrollada para el estudio de la colision de agujeros
negros en oOrbita que consta de la reformulacion de las ecuaciones de evolucion
y la utilizacion de condiciones de norma adecuadas. Un enfoque reciente de
estos estudios consiste en estudiar la correlacion entre las senales de ondas
gravitacionales generadas con las posibles senales electromagnéticas asociadas
a esos procesos. Para que esto ocurra el sistema debe presentar una configura-
cion de carga y corrientes eléctricas no trivial, lo cual es de esperarse cuando
la colision ocurre en un medio que involucra un plasma ionizado. Los estudios
de este tipo requieren de la consideracion de las ecuaciones magnetohidro-
dinamicas completas [83} 182} [37]. Otro modelo menos complicado que cumple
con estas caracterfsticas se da al considerar la interaccion entre agujeros negros
con carga eléctrica. El estudio de la colision de agujeros negros de este tipo es
muy reciente, y los primeros resultados publicados surgieron simultaneamente
a la realizacion de este trabajo [206), 207]. Estos se basan en la evolucion de
los datos iniciales inicialmente en reposo propuestos en [10] utilizando codigos
tridimensionales. Dado que una configuracion de agujeros negros no rotantes
inicialmente en reposo presenta simetria axial es entonces natural considerar

su estudio mediante una formulacion adaptada a la simetrfa.

4.4.1 Ecuaciones de Maxwell en axisimetria

En un escenario electro-vacfo podemos trabajar directamente con los campos
. = = . . . .
fisicos E y B. Es posible ver de las ecuaciones de evolucion que en ausencia de

momento angular el campo eléctrico no posee componente angular, mientras



224 Capftulo 4. Escenarios en simetria axial

que esta es la Unica no nula para el campo magnético. De este modo al asu-
mir que inicialmente las componentes no nulas del campo electromagnético
son Unicamente E’, E* y B?, las ecuaciones de evolucion garantizan que las

componentes E?, B" y B* permanecen nulas durante toda la evolucion.

Bajo estas consideraciones la constriccion de Gauss toma la forma explicita

r

G :=0d,E" + ET + E"d,, (% Inh + 6qb) —47pem =0, (4.50)

. . 4 | . . .
mientras que la constriccion magnetica se satisface trivialmente. En esta ex-
4 . .
presion podemos considerar que los fndices no corren sobre la coordenada

angular, ya que esos términos son idénticamente nulos (m = r, z).

Las ecuaciones de evolucion son bastante simples, ya que al tomar el ro-
tacional, los términos de la conexion se anulan al contraerse con el tensor
de Levi-Civita €™T', = 0 y entonces los términos se puden expresar como

derivadas parciales de los campos con Indices covariantes. Entonces tenemos:

—6¢
NE = B"9nE —E",p +aKE + e—%az (ac*rPHB?)
r
—4nj. (4.51a)
—6¢
QEF = PUduEF —E"d,p +aKE — & = (ac*rHB?)
r

—4nji., (4.51b)
_6¢

9B = p"d,B®+aKB — =— {3, [ac**A(BE* + rCE")
f ol |

-0, [ae4¢’r2(AEr + rCEZ)]} ) (4.51¢)

En la ecuacion @.5Td) no hay que confundir el coeficiente métrico B = 7., con

la componente no nula del campo magnético B?.

Lo Unico que falta por considerar es el acople del campo electromagnético
en las ecuaciones de la geometria, que estan dadas en general por las ecuaciones

(2.27). Como el momento angular es nulo estas se simplifican bastante.
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4.4.2 Datos iniciales

Para el estudio de agujeros negros cargados es necesario considerar el sis-
tema Einstein-Maxwell que posee dos constricciones adicionales, la Ley de
Gauss y la ausencia de monopolos magnéticos. Al considerar una situacion
momentaneamente estacionaria las Unicas constricciones que no se satisfacen
trivialmente son la constriccion Hamiltoniana y la ley de Gauss. Asumiendo

datos iniciales conformemente planos estas toman la forma:

V2 + —J,EEt = 0, (4.52a)

1
443

V,E® = 0. (4.52b)

o r, . P . 4.0 ) .
con Y, la metrica plana, la metrica fisica v = ¢*y5 y el campo electrico
reescalado E* := y°E". La construccion propuesta en [T0] asume que el campo
eléctrico puede darse en términos del gradiente de una funcién arménicd’| de

modo que cumpla
E,=-d,p. (4.53)

En particular se puede tomar una solucion que representa el campo asociado a

cargas ubicadas en las coordenadas 7;

Q= Z o (4.54)

Una vez especificado el valor del campo eléctrico se puede buscar una solucion
a la constriccion Hamiltoniana que tenga el comportamiento asintotico de la
solucion de Reissner-Nordstrom alrededor de cada puntura. En particular, una

solucion analitica en términos de la misma funcion arménica que se utilizo para

>Una funcion arménica es una solucion a la ecuacion de Laplace en un espacio plano V2F = 0.
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especificar el campo eléctrico es
kY ¢ k+1 k-1
2 — — - S— —_—
Y- = (1 + zgo) 1 (1 + > (p) (1 + 5 qo) . (4.55)

En el caso particular n = 1 esta solucion se reduce a Reissner-Noérdstrom cuando,
mientras que tomando k — oo se aproxima a la solucion de Brill-Lindquist para
multiples agujeros negros sin carga, y cuando k| = 1 se reduce a la solucion
estatica de agujeros negros cargados extremalmente de Papapetrou-Majumdar
[143], [124]. Observando el comportamiento de la solucion alrededor de cada
puntura se observa que representa multiples agujeros negros cargados con

M; = kQ;, es decir que todos poseen el mismo cociente carga:masa.

Como Ultima nota al respecto, un trabajo muy reciente [70] presenta una
construccion analftica que generaliza a la anterior, basada en una solucion
general a las constricciones (4.52a) y (4.52b) encontrada por Misner y Wheeler

en términos de dos funciones arménicas arbitrarias Cy D

y?=CD, E,=Cd,D-DJ,C. (4.56)

En particular se obtiene una solucion que representa multiples agujeros negros

J4 . . .
con carga electrica arbitrarios al tomar

C:1+iML;Qi, 1+ZM Ql. (4.57)

— 2|7~ 7| 2|7 - 1l

En particular, tomando el caso M; = kQ; se recupera la solucion analitica
obtenida anteriormente. Asintoticamente, tomando r — oo, la solucion tien-
de a la métrica de Reissner-Nordstrom con masa total My, = Y, M; y carga

Q. = Y. Qi. Sin embargo, tomando r — 7 se obtienen las masas y cargas
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individuales asociadas a cada puntura

MlM - i
m; = M; i~ Qi ) (4.58a)
— 2rij
J#FL
MiQ; — QiM;
gi = Qi+;—2rij . (4.58b)

Donde r;; es la distancia coordenada entre las punturas i-ésima y j-esima. Cabe
resaltar que la carga efectiva de cada agujero resulta igual a la carga desnuda

cuando el cociente carga:masa es igual para todos ellos.

4.4.3 Condiciones de frontera para el campo

electromagnetico

El analisis hiperbolico de las ecuaciones de Maxwell muestra que los modos del
campo electromagnético que se propagan en la direccion normal a las fronteras
se componen de las proyecciones de los campos tangentes a la frontera. En
base a esta descomposicion resulta entonces que para la componente normal
a la frontera basta con hacer la evolucion hasta la frontera sin implementar una

condicion especifica, y entonces solo enfocarnos en las componentes tangentes.

El enfoque mas consistente consiste en imponer una evolucion de los cam-
pos en la frontera que permita que los modos salientes se propaguen libremente
y solo imponer condiciones sobre los modos entrantes. Sin embargo por el mo-
mento no nos ocupamos de una descomposicion tan formal e implementamos
condiciones de onda saliente para todas las componentes tangentes a las fron-
teras, y con ello obtenemos una evolucion estable. En particular, asumimos que
en las fronteras la métrica ya es muy cercana a la métrica plana, de modo que en
la frontera radial externa imponemos condiciones de frontera de onda saliente
a las componentes E? y B?, mientras que en las fronteras verticales se aplican

estas condiciones a las componentes E" y B?.

Otra condicion de frontera surge al imponer simetria ecuatorial. Al conside-
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rar campos electromagnéticos existe atin una libertad discreta al imponer esta
simetrfa, la cual consiste en conservar o invertir el signo de la carga eléctrica
de la configuracion reflejada en el ecuador. En el primer caso, la superposicion
de campos eléctricos en el plano ecuatorial anula idénticamente la componente
E?, y de modo similar los campos magnéticos se anulan en el origen ya que
se pueden interpretar como asociados a corrientes en el eje vertical con di-
recciones opuestas. En conclusion esto se puede implementar asumiendo que
la componente E’ tiene comportamiento par al reflejarse en el plano ecuato-
rial, mientras que las componentes E* y B? tienen comportamiento impar. Un
analisis analogo en el caso en que se refleja la configuracion y se invierten las
cargas lleva a la conclusion de que se tiene que considerar el comportamiento
complementario de las componentes del campo electromagnético al reflejarse

en el plano ecuatorial.

4.4.4 Resultados Numeéricos

Utilizando la prescripcion de la seccion anterior se construyeron datos iniciales
analfticos para la colision de agujeros negros con mismo cociente Q/M. Los
agujeros negros considerados son idénticos, por lo que la simulacion puede
ejecutarse con mayor eficiencia imponiendo simetrfa ecuatorial. Los datos ini-
ciales entonces estan caracterizados por tres parametros: la distancia al ecuador
2o, el parametro de carga Q y el de masa M de cada agujero negro. Para esta
simulacion se eligio M = 2.0, Q = 0.5y zgp = 5.0. En términos del parametro
individual de masa de cada agujero negro, la simulacion se realizo con Q = M/4
y zo = 5M/2, lo cual representa una distancia aproximada entre los horizontes
de 4M. Se utilizaron dominios numéricos con simetrfa ecuatorial con 200% y
400% puntos, y resoluciones M/8 y M/16 respectivamente, de modo que las
fronteras se encuentran en r = 25M y z = 25M. Como condiciones de norma se
utilizo una foliacion tipo 1 + log implementada como ecuacion de evolucion, y
un shift del tipo Gamma-Driver con un parametro de disipacion 1 = 4/M. Para
mantener una evolucion estable en el eje se utilizo disipacion numérica en todas
las variables dinamicas, con un valor de 0.005 para el coeficiente de disipacion.

Ademas de esta consideracion no se aplico ninglin otro procedimiento para
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preservar la regularidad en el origen.

La evolucion procede de manera similar al caso sin carga, ya que la repulsion
eléctrica no es suficiente para compensar la atraccion gravitacional. Las pun-
turas parten del reposo y se aceleran hasta colisionar en el origen del sistema
coordenado, momento en el que desaceleran subitamente para dar paso a la
formacion de un Unico agujero negro con carga eléctrica. El agujero negro final
se asienta hacia una configuracion esfericamente simétrica. Durante la colision,
el movimiento de los agujeros negros cargados da origen a la aparicion de un

campo magnético azimutal, el cual termina oscilando con amplitud decayente

una vez que los agujeros se han fusionado. Las figuras |4.26), |4.27} (4.28} [4.29|

muestran la evolucion durante un tiempo igual a 25M, que es aproximadamen-
te el tiempo en que el centro del dominio entra en contacto causal con las
fronteras. Durante este perfodo los agujeros negros parten del reposo y se ace-
leran gradualmente, avanzando aproximadamente una distancia coordenada M
hacia el centro de masa. Esto lo podemos identificar sin necesidad de encon-
trar horizontes aparentes observando el comportamiento del mfnimo del lapso,

que coincide con el comportamiento de la singularidad en el factor conforme

(figuras [4.26] y [4.27).

Por otra parte, como se observa el la figura el vector de corrimiento
reacciona rapidamente en la vecindad de cada puntura mostrando un compor-
tamiento similar al que desarrolla en el caso de la evolucion de un agujero negro
aislado. Al continuar la evolucion las componentes centrales del shift alrededor
de cada puntura se cancelan terminando con un perfil similar al de un agujero

negro individual.

Por otra parte, la evolucion del campo electromagneético resulta no trivial.
Ininicalmente el campo magnético es nulo, mientas que el campo eléctrico cerca
de cada puntura se asemeja al campo de un agujero negro cargado. Al acelerarse
las punturas se genera un campo magnético azimutal, con signos opuestos en
ambas punturas como se aprecia con detalle en el eje en la Figura Por
su parte, el campo eléctrico conserva en buena forma el perfil en la region
lejana, mientras que en la parte central la posicion de las punturas se mueve

y con ello las fuentes en donde identificamos la carga asociada a cada agujero
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Figura 4.26: Evolucion del lapso en el eje durante la primera fase de la colision
de dos agujeros negros cargados idénticos con Q = M/4. Inicialmente se toma
un perfil precolapsado de la forma a = 1/¢*.

negro (Figura [4.32). Finalmente las punturas se fusionan y el campo tiende a
. /. . .
un perfil esferico, que es el correspondiente a un agujero negro RN. Por otra
parte, como el agujero negro final por consideraciones de simetrfa acaba en
reposo y posee carga eléctrica, el campo magnético ha de tender a anularse.
Esto lo observamos con detalle en la Figura Lo que sucede es que una vez
que los agujeros negros se desaceleran sibitamente se produce un cambio de
signo gradual en la componente angular del campo magnético, y a partir de ese

momento comienza a oscilar con amplitud decreciente.

La simulacion se considera que llega a un estado final una vez que los
agujeros negros colapsan y la evolucion tiende a un estado cuasi-estacionario.
En la figura se aprecian los perfiles finales del lapso, logaritmo del factor
conforme, y las componentes z del vector de corrimiento y el campo eléctrico.
En este estado la evolucion de estas funciones continua aun ritmo menor por
efectos de la eleccion de norma, el lapso sigue colapsando alrededor de la
puntura y el vector de corrimiento sigue creciendo para compensar los efectos

de estiramiento de la malla.
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Logaritmo del factor conforme ¢
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Figura 4.27: Evolucion del logaritmo del factor conforme en el eje durante
la primera fase de la colision de dos agujeros negros cargados idénticos con
Q = M/4.

Finalmente se incluye en la Figura la grafica del residuo obtenido al
evaluar la constriccion de Gauss a distintos momentos de la evolucion, para dos

resoluciones distintas, mostrando convergencia al orden esperado.

Para comparacion presentamos el caso con cargas opuestas utilizando los

mismos parametros, y Q, = —Q;. La evolucion de la geometrfa del espacio-

tiempo procede de manera muy similar (figuras |4.34)} |4.35) [4.36), con la exep-

cion de que al poseer las cargas signos opuestos, experimentan una fuerza
atractiva que finalmente hace que el tiempo de colapso sea un poco menor.
Esto puede apreciarse mejor en la grafica de la componente paralela al eje del
vector de corrimiento, en la que se obseva una pendiente mayor en el orfgen al

mismo momento de la evolucion.

La diferencia fundamental se da en los campos electromagnéticos. Al ser
las cargas opuestas el efecto lejano es una cancelacion del campo eléctrico,
resultando en un perfil similar al de un dipolo eléctrico. En la Figura [4.39] se
aprecia la distribucion del campo eléctrico a distintos momentos de la evolucion.

Mientras las punturas se acercan la cancelacion entre los campos se hace mas
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Figura 4.28: Evolucion de la componente vertical del vector de corrimiento en
el eje durante la primera fase de la colision de dos agujeros negros cargados
idénticos con Q = M/4.

evidente, y una vez que se juntan el campo residual tiende a desvanecerse,
llegando a una configuracion que describe un agujero negro sin carga. Por su
parte, la componente azimuthal del campo magnético adquiere el mismo valor
alrededor de ambas punturas (figura[4.37), y cuando se fusionan las punturas
se produce un cambio de signo como producto de la desaceleracion de las
cargas. Esta configuracion del campo magneético comienza a oscilar con amplitud

decreciente, de modo que los campos residuales se radfan (figura |4.40).

Del mismo modo que en el caso con carga del mismo signo, se incluye en
la Figura los perfiles del lapso, el logaritmo del factor conforme, el vector
de corrimiento y el campo eléctrico una vez que la evolucion ha alcanzado un
estado cuasi-estacionario. Se observa un campo eléctrico residual oscilante que
esta en proceso de radiacion y que en comparacion en esta etapa es dos ordenes
de magnitud menor al remanente que quedo en el caso anterior el cual resulta

en un agujero negro cargado.
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Figura 4.29: Evolucion de la componente angular del campo magnético en el eje
durante la primera fase de la colision de dos agujeros negros cargados idénticos
con Q = M/4.

4.5 Discusion

Haciendo un recuento de los avances en la linea de este capitulo, primeramente
se tiene que para el caso de espacio-tiempos regulares es posible llegar a una
formulacion de valores iniciales explicitamente regular en el eje. El formalismo
aquf presentado es bastante regular y aquf lo abordamos explicitamente para el
caso de la formulacion BSSN en el que se busca aislar el elemento de volumen y
la expansion local como variables independientes del sistema. Para este sistema
se encuentra una formulacion muy robusta que resulta estable incluso al omitir

un procedimiento de regularizacion explicito.

Se analizaron detenidamente pruebas estandar para un codigo de este tipo,
contemplando simulaciones de espacio-tiempo plano con norma no trivial que
incluyen la evolucion en la direccion angular. Esto representa un buen avance
con respecto a otros estudios en axisimetrfa que asumen una dinamica trivial en
la direccion angular. También se considerd la inclusion de materia en la forma de
un campo escalar distribufdo esféricamente. La evolucion en este caso también

procede de manera regular. En este caso se observa que para incrementar la
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Figura 4.30: Estado final sobre el eje de la funcion de lapso a, el logaritmo del
factor conforme ¢, la componente vertical del vector de corrimiento %, y la
componente vertical del campo eléctrico E=.

estabilidad en el eje es necesario anadir términos de disipacion numérica a las
ecuaciones de evolucion. Esta es una practica muy comun en simulaciones de
este tipo y debido a que estos términos se anulan en el limite continuo no se

altera considerablemente el comportamiento de las soluciones.

Para probar el codigo en el régimen de campos intensos se consideraron
configuraciones correspondientes a un agujero negro de Schwarzschild y de Kerr
utilizando datos iniciales de tipo puntura. Se utilizaron las condiciones de norma
estandar para la evolucion de punturas moviles y se observa el comportamiento
esperado. Dado que el comportamiento del lapso y de las componentes de la
curvatura extrinseca en las punturas es diferente del comportamiento regular
que asume el algoritmo de regularizacion, este falla y produce una evolucion
inestable; por ello se realizaron estas evoluciones sin aplicar dicho procedi-
miento y en cada caso se observa una evolucion estable. Finalmente se abordo
el problema de la colision de agujeros negros cargados, asumiendo masas igua-
les y los casos de cargas iguales y opuestas. Por la simetrfa del problema y
la conservacion de la carga total se esperaba que las configuraciones finales

correspondieran a un agujero negro del tipo Reissner-Nordstrom en el caso de
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Figura 4.31: Instantaneas de la evolucion de la componente azimutal del campo
magnético en distintos momentos de la evolucion durante la colision de dos
agujeros negros idénticos con carga. Hacia el final de la evolucion el campo
magnético comienza a oscilar con amplitud decayente (el error introducido por
contamina bastante las figuras a tiempos tardfos, sin embargo esto no altera el

comportamiento cualitativo del campo).
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Figura 4.32: Instantaneas de la evolucion del campo eléctrico en distintos mo-
mentos de la evolucion durante la colision de dos agujeros negros idénticos con
carga. Hacia el final de la evolucion el campo tiende a una distribucion esférica
caracterfstico de la métrica de RN.

cargas iguales, y a un agujero negro de Schwarzschild en el caso de cargas
opuestas. La evolucion de la geometria del espacio-tiempo es muy similar en
ambos casos, observando un retraso relativo en el tiempo de colapso en el caso
en que las cargas poseen el mismo signo. Por otro lado, el comportamiento
de los campos electromagnéticos difiere bastante. Para el caso de cargas con
signos iguales el espacio-tiempo posee una carga neta y el comportamiento
asintotico de los campos coincide con el de una carga central, mientras que
al tomar cargas opuestas el comportamiento se asemeja asintoticamente al de
una distribucion con momento dipolar. En el primer caso durante el colapso la
configuracion del campo eléctrico tiende a la configuracion de una carga pun-

tual en el origen, mientras que en el segundo caso el campo eléctrico tiende a
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Figura 4.33: Valor absoluto residual de la constriccion de Gauss evaluada sobre
el eje a distintos momentos de la evolucion. Las lineas solida y segmentada
corresponden a los valores obtenidos a distintas resoluciones, siendo la segunda
refinada por un factor de dos. La linea segmentada esta reescalada por un valor
de 2%, mostrando convergencia a cuarto orden.

desvanecerse. En ambos casos como resultado de la aceleracion de las cargas
se produce un campo magnético azimutal en la region central (por la simetria
del problema este campo tiene una simetrfa de reflexion bien definida en el
ecuador, siendo impar en el caso de cargas iguales y par en el caso de cargas
opuestas). Al colisionar las punturas el campo magnético comienza a decaer y
oscilar, dandonos de este modo una huella palpable del proceso de “ring down”
mediante el cual un agujero negro se asienta hacia una configuracion estacio-
naria. Este comportamiento del campo magnético es bastante interesante ya
que nos lleva a pensar que inmediatamente después de la colision de agujeros
negros de este tipo la acrecion de particulas cargadas va a disminuir debido
a la fuerza de Lorenz. Para el caso en el que el agujero negro es producto de
la colision de agujeros con cargas iguales el campo magnético residual en un
instante desvia un flujo radial de particulas acelerando las de un signo hacia los
polos, mientras las del signo contrario son desviadas hacia el ecuador. Para el
caso en que los agujeros negros originales tenfan cargas opuestas las particualas

son desviadas hacia cada polo, dependiendo de su signo.
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Figura 4.34: Evolucion del lapso en el eje durante la primera fase de la colision
de dos agujeros negros con masas idénticas y cargas opuestas, con |Q| = M/4.
Inicialmente se toma un perfil precolapsado.

Con todos estos resultados observamos que la formulacion propuesta y
desarrollada en este capftulo es muy robusta y permite estudiar objetos as-
troffsicos relevantes. Una extension natural de este trabajo es el estudio de
la colision de agujeros negros en medios materiales. Alin se requieren carac-
terfsticas adicionales en el codigo que permitan hacer un estudio mas detallado.
La primera de ellas es la inclusion de condiciones de frontera adaptadas a
las constricciones, lo cual es una generalizacion del desarrollo mostrado en el
Capftulo La generalizacion no es trivial, ya que al salir de la simetria esférica es
necesario satisfacer las componentes de la constriccion de momentos tangentes
a las fronteras, lo cual conceptalmente no presenta problemas ya que en este
caso existen dos modos entrantes del sistema de constricciones a partir de los
cuales podemos encontrar las condiciones deseadas. El problema conceptual
consiste en que fuera de la simetrfa esférica adicionalmente se tienen modos
del sistema que no tienen que ver con las constricciones sino con el contenido
de radiacion gravitacional entrante y no es trivial determinar cual es el compor-
tamiento que evita la introduccion de este tipo de informacion en las fronteras.

Por el momento es posible ignorar este detalle situando las fronteras del do-
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Figura 4.35: Evolucion del logaritmo del factor conforme en el eje durante la
primera fase de la colision de dos agujeros negros con masas idénticas y cargas
opuestas, con |Q| = M/4.

minio computacional lo mas lejos posible, de modo que la region central este
causalmente desconectada de ellas por mucho tiempo y los errores/radiacion
introducidos sean minimos. Otras caracterfsticas necesarias para el analisis son
la extraccion de radiacion gravitacional/electromagneética y la deteccion de ho-
rizontes asociados a agujeros negros, ambas tareas no triviales. Actualmente el
formalismo mas usado para la extraccion de ondas gravitacionales se basa en
la reduccion del tensor de Weyl en términos de escalares, y a partir de estos
calcular la informacion fisica relevante. En el Apéndice |C| abordo estos temas
con énfasis particular en el caso de espacio-tiempos con simetrfa axial. Aunque
el tensor de Weyl puede descomponerse de un modo directo en términos de las
cantidades calculadas en el codigo, la descomposicion multipolar y el calculo
de las cantidades ffsicas relevantes requiere de la evaluacion de integrales de las
distintas cantidades sobre superficies esféricas. El tema de la deteccion de hori-
zontes asociados a agujeros negros lo trato en el Apéendice B} el enfoque usual
consiste en encontrar superficies con expansion nula, lo cual en axisimetrfa
requiere (inicamente encontrar curvas que cumplen ciertos criterios. Una vez

localizada una superficie de este tipo es posible encontrar las propiedades de la
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Figura 4.36: Evolucion de la componente vertical del vector de corrimiento en
el eje durante la primera fase de la colision de dos agujeros negros con masas
idéenticas y cargas opuestas, con |Q| = M/4.

misma realizando distintas integrales sobre ella.

Un (ltimo detalle acerca de los resultados de este trabajo y acerca del
codigo en particular, un codigo de este tipo esta en continuo desarrollo y
mantenimiento. Aln hay varias tareas de optimizacion del mismo que se han
identificado y se va a seguir trabajando en ello. El acceso al codigo esta disponible

bajo peticion y se espera que el equipo que trabaje con él crezca con el tiempo.
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Campo magnético B*
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Figura 4.37: Evolucion de la componente angular del campo magnético en el
eje durante la primera fase de la colision de dos agujeros negros con masas
identicas y cargas opuestas, con |Q| = M/4.
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Figura 4.38: Estado final sobre el eje de la funcion de lapso a, el logaritmo del
factor conforme ¢, la componente vertical del vector de corrimiento 7, y la
componente vertical del campo eléctrico E=.
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Campo eléctrico, t = 0.000000
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Figura 4.39: Instantaneas de la evolucion del campo eléctrico en distintos mo-
mentos de la evolucion durante la colision de dos agujeros negros con masas
idénticas y cargas opuestas, con |Q| = M/4. El agujero negro final tiene carga
nula, por lo que el campo tiende rapidamente a desvanecerse.
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Componente angular del campo magnético, t = 25.000000
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Componente angular del campo magnético, t = 100.000000
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Componente angular del campo magnético, t = 150.000000
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Figura 4.40: Instantaneas de la evolucion de la componente azimutal del campo
magnético en distintos momentos de la evolucion durante la colision de dos
agujeros negros con masas idénticas y cargas opuestas, con |Q| = M/4. Hacia
el final de la evolucion el campo magnético comienza a oscilar con amplitud

decreciente.
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Capitulo 5
Conclusiones

En este trabajo hemos abordado varios aspectos de la Relatividad Numeérica
abarcando desde desarrollos teoricos hasta aplicaciones en astrofisica y cosmo-

logfa.

En los Capiftulos [1] y [2| se hace una recapitulacion de la descripcion de
sistemas autogravitantes en Relatividad General como problemas de valores
iniciales. La motivacion de esto fue dar una presentacion autocontenida de la
metodologia para abordar este tipo de problemas con un énfasis particular en
situaciones simétricas. Actualmente estos topicos se encuentran diseminados
en la literatura especializada y han ido refinandose conforme la investigacion en
esta area ha avanzado. Consideré importante sintetizar estos contenidos en el
contexto de la formulacion BSSN, la cual se ha mostrado bastante robusta para
su aplicacion en la investigacion en astroffsica relativista. Ademas, los conte-
nidos de estos capftulos no son Gnicamente relevantes como una recopilacion
bibliografica, sino que conllevan resultados y derivaciones nuevas, en particular
las referentes al analisis hiperbolico de la formulacion BSSN generalizada y de las
ecuaciones de Maxwell. Los resultados de este tipo de analisis tienen relevancia
inmediata en la implementacion de condiciones de frontera adecuadas y en el
analisis de la radiacion emitida por estos sistemas. También la formulacion de
las ecuaciones para el campo escalar cargado en el formalismo 3 + 1 constituye

un desarrollo original.
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El Capitulo |3| contiene los desarrollos de tres trabajos publicados durante
este perfodo [13} [19T), [192]. El punto en com(n de estos trabajos consiste en
que todos ellos tratan sistemas con simetrfa esférica y la parte numeérica se
trabajo utilizando el codigo 011inSphere2 del grupo de Relatividad Numérica
del Instituto de Ciencias Nucleares. El primero de estos trabajos trata acerca
de la implementacion de condiciones de frontera consistentes con las ecua-
ciones de constriccion de la Relatividad General. Se muestra que este enfoque
evita la introduccion de errores que violan las constricciones y no convergen
a cero en el limite continuo, caracteristicos de las condiciones de frontera de
tipo onda saliente que son utilizadas en la mayorfa de las simulaciones actua-
les. Esto representa un incremento en la eficiencia computacional ya que nos
permite restringirnos a dominios pequenos y enfocar los recursos para contar
con alta resolucion sin necesidad de aplicar métodos de mallas adaptativas mas

sofisticados.

El segundo trabajo contempla la evolucion y colapso de campos escala-
res con interaccion electromagnética con el objetivo de probar la conjetura de
censura cosmica en este tipo de procesos. Se observa en todos los casos estu-
diados que resultan en colapso total la formacion de un horizonte aparente que
rapidamente tiende a estabilizarse hacia una configuracion estacionaria consis-
tente con la métrica de Reissner-Nordstrom. Aunque tedricamente es posible
tener configuraciones estacionarias que presentan singularidades desnudas pa-
ra el sistema Einstein-Maxwell, se observa que el impacto de la interaccion
electromagnética en la dinamica resulta en una tendencia a la formacion de

configuraciones neutras junto con la dispersion del exceso de carga.

Por ultimo, se utilizo el codigo para estudiar el colapso de configuraciones
cosmologicas inhomogeéneas con simetria esférica, haciendo una comparacion
entre cosmologias dominadas por un flufdo perfecto sin presion y un campo
escalar real. Este trabajo esta intrinsecamente relacionado con un estudio del
crecimiento de las perturbaciones lineales de un campo escalar [8], el cual no
se incluye en los contenidos de la tesis pero se trabajo en él paralelamente. Los
resultados para la evolucion de perturbaciones pequenas (lineales) de fluido

perfecto en un universo en expansion son bien conocidos y en nuestro caso
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bien reproducidos. No obstante, el caso de campo escalar no ha sido analizado
con el mismo rigor (aunque sf existen trabajos previos en los que generalmente
se toma el enfoque de considerar promedios espaciales y/o temporales). Uti-
lizando este enfoque obtenemos que para un campo escalar masivo existen
configuraciones (cuya extension es mayor que la longitud Compton asociada
al campo escalar) para las cuales en el lfmite de perturbaciones pequenas el
contraste en la densidad de energfa crece de una manera consistente con el
crecimiento de las perturbaciones de polvo. Por el contrario, las configuracio-
nes en las cuales la inhomogeneidad esta distribufda en una escala comparable
o menor que la longitud Compton del campo se dispersan de un modo esen-
cialmente libre. Este resultado corrobora rigurosamente afirmaciones de otros
trabajos previos ofreciendo un argumento a favor del modelo de campo escalar
como materia oscura en base a la posibilidad de explicar la escasez de galaxias
pequenas en términos de esta frecuencia de corte natural. Por Gltimo observa-
mos que al considerar el colapso de este tipo de configuraciones en el régimen
no lineal, el modelo de polvo da paso a la formacion de estructuras en tiempos
menores que el modelo de campo escalar. Esto es bastante intuitivo ya que el
polvo no posee presion intrinseca que evite el colapso, mientras que el campo
escalar al llegar a una etapa de colapso total presenta una dinamica mucho mas

complicada.

Finalmente, el Capftulo |4|abarca un objetivo que fue el principal motor de
este trabajo: la simulacion numeérica de espacio-tiempos axisimetricos. El tra-
bajo presentado en esta seccion es totalmente original y se estan preparando
articulos al respecto para su publicacion, y a diferencia de otros trabajos simila-
res que usan una reduccion dimensional propuesta por Geroch, aqui se emplea
el mismo enfoque mediante el cual hacemos simulaciones en simetria esferica
en el grupo de Relatividad Numérica del ICN-UNAM. Para esto se adapto la
formulacion BSSN para los casos en que la simetria axial es explicita, y se aplico
un procedimiento de regularizacion a las ecuaciones de evolucion de modo
que en un espacio-tiempo regular todas las funciones sean bien comportadas
en el eje. Una primera version de este sistema se publico como parte de las
memorias del “IX Taller de la Division de Gravitacion y Fisica Matematica de

la Sociedad Mexicana de Fisica” [190]. Por el momento se han considerado las



248 Capftulo 5. Conclusiones

condiciones de norma estandar hiperbdlicas en las que se basan la mayorfa de
simulaciones de colisiones de agujeros negros en la actualidad. El codigo con-
templa la evolucion de espacio-tiempos con momento angular, de modo que
las simplificaciones del sistema de ecuaciones de evolucion por consecuencia
de la simetrfa son minimas respecto a las que ocurren en simetrfa esférica. Se
han hecho pruebas del codigo en espacios sin materia, que corresponden a
elecciones no triviales de norma y también contemplan la inclusion de agujeros
negros estacionarios. Un resultado no esperado son las robustas propiedades
de estabilidad de la formulacion, ya que se han logrado simulaciones por largos
tiempos con resoluciones moderadas e incluso omitiendo el proceso de regula-
rizacion en el eje. Las simulaciones reproducen los comportamientos conocidos
de las distintas funciones del sistema y el valor residual de las constricciones
converge a cero consistentemente con el orden de discretizacion. También se
han realizado simulaciones que incluyen materia utilizando un campo escalar
real con resultados igual de satisfactorios. Por Gltimo se muestran simulaciones
correspondientes a la colision frontal de agujeros negros cargados, tema que
solo ha sido estudiado recientemente en paralelo al desarrollo de este trabajo.
Se observan diferencias cualitativas en el comportamiento de los sistemas al
comparar el caso con cargas iguales y el caso con cargas opuestas. Estos resul-
tados son muy positivos, pero requieren refinamiento y mas desarrollo técnico,
sobre todo para poder obtener de ellos informacion relevante a la fisica del

evento a partir de las senales gravitatorias y electromagnéticas generadas.



Apendice A

Cantidades conservadas: masa,

carga y momento angular

A.1 Integrales de Komar

La densidad de energfa de la materia que compone un sistema esta codificada en
el tensor de energfa momento, que cumple una ley de conservacion V, T+ = 0.
Esto no es suficiente para dar una definicion adecuada de la masa de un sistema
en Relatividad General ya que este tensor no considera la contribucion del
campo gravitacional a la energfa total del sistema. Una cantidad adecuada para
estos fines puede construirse cuando el espacio-tiempo posee un vector de
Killing temporaloide k*[62], ya que la existencia de este tipo de vectores esta
relacionada a las simetr’ias del espacio-tiempo y estas a su vez con la existencia

de cargas conservadas. En este caso podemos construir una corriente
J =k, ORW = Oy Byrg, (A1)

la cual también cumple una ecuacion de conservacion WV, Ji = 1k* WV, R =0
(la Gltima igualdad es una propiedad al tomar la derivada del escalar de curvatura

a lo largo de un vector de Killing). De este modo se puede definir una cantidad
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conservada que podemos asociar a la masa del sistema

1 1
Iy = — Pav = — V'V, AV, A.2
K=o fz n,JdV > fz n, av (A.2)

conocida como la Integral de Komar. En este caso podemos usar el teorema de

Stokes para reescribirla como una integral de superficie

1
Ik =—  n,VHdA, . (A3)
4r o

Para un espacio-tiempo con un vector de Killing angular m* y espacialoide,
es totalmente analogo el calculo de una constante asociada a la magnitud del

momento angular del sistema, en este caso

Jx = _8i7'c n, Vtm'dA, . (A.4)
%

A.2 Integrales ADM

Otro enfoque para definir los conceptos de masa y momento angular de un
sistema fue introducido por Arnowitt, Deser y Misner en su artfculo sobre la
dinamica de la Relatividad General[20]. Tomando el lfmite de campo débil, la
contribucion de la curvatura extrinseca a la densidad se vuelve despreciable y

se tiene
1, 1
PADM = ﬂ R = E&j(&jhi]‘ - 8]11) . (A5)

Por otra parte, la curvatura extrinseca domina en la densidad de momento

. 1 ,
Jabm; = %aj(Kij — 0:K) (A.6)

Integrando estas expresiones y utilizando el teorema de Stokes se reducen
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estas formulas a integrales de superficie

1 3
Mapm = ﬁ (61]8ihjk - 8kh) dA¥ (A.7)
. 1 S .
Phom = g 56 (K- 5'K)dAT (A.8)

Podemos definir una densidad de momento angular I' = €"*x;japy; y en-

tonces tenemos para el momento angular total
i 1 ijk I
Jaom = g P e’ xKudA (A.9)

donde el segundo término de la densidad de momento se anula al ser el ele-

mento de area paralelo al vector de posicion en infinito.

Es importante notar que estas expresiones se derivan en el [fmite de campo
deébil y que para una situacion donde la dinamica sea fuerte las integrales de
volumen no estan bien justificadas; el hecho de que se tomen estas integrales
de superficie en infinito hace que estas cantidades estéen bien definidas a pesar
de lo complicada que pueda ser la dinamica interna.

Un aspecto importante de la masa ADM es que bajo ciertas condiciones es
semipositiva, siendo el espacio de Minkowski el tnico caso donde el valor de
esta cantidad es cero. Este resultado es conocido como el teorema de energfa
positiva, y dice que la masa ADM de cualquier espacio-tiempo no singular,
asintoticamente plano en el que se satisface la condicion de energfa dominante,

es no negativa.

A.3 Integral de carga

Dado que la corriente electromagnética cumple una ecuacion de continuidad,

es posible mostrar que la carga eléctrica total es una cantidad conservada. La
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densidad de carga en una superficie espacialoide es pem = —11,jbm, Y la carga

total es entonces

Q= f pede=ﬁ f ®OV,E"dV, (A.10)
X X

y utilizando el teorema de Stokes

Q isg E"dA,, . (A11)
or

=4T(

Definiendo las cantidades conformes asociadas fem = ¥°pem, E* = Y°E* y
Vun = U™V, Se tiene entonces que dV = 1°dV y entonces se puede expresar

inmediatamente la integral de carga en terminos de las cantidades conformes

- 1 A A A 1 B 3 2
Q= fpede = — fVmE’”dV =—  E"dA,. (A.12)
Para lo que se consider6 que la constriccion de Gauss toma la forma:

@mﬁ’” = 47 Pem.



Apendice B
Caracterizacion de Agujeros Negros

La existencia de singularidades y agujeros negros en el espacio-tiempo es una

prediccion genérica de la Relatividad General [10T), (146, [69]. Aunque se espera
. o/ 4 . . o/ 4 .

que una descripcion cuantica de la gravitacion sea capaz de remediar el proble-

ma de la existencia de singularidades a nivel clasico, es posible que la estructura

causal no trivial asociada a agujeros negros se manifieste macroscopicamente y

por ello es relevante caracterizar este tipo de objetos.

El factor que define la existencia de un agujero negro es la presencia de
un horizonte que encierra una region causalmente desconectada de otra region
exterior. Como ni siquiera la luz es capaz de escapar de esta region, este tipo
de objetos no emiten senales electromagnéticas a nivel clasico y de allf surge su
nombre. Los agujeros negros estacionarios son relevantes porque son las con-
figuraciones hacia las que tiende el espacio-tiempo como producto del colapso
gravitacional y un resultado importante en este sentido son los teoremas de “no
pelo” que en general dicen que los agujeros negros estacionarios requieren para
su descripcion un nimero finito de parametros asociados a cargas conservadas.
Dada su relevancia dentro de las distintas ramas de la gravitacion moderna el
estudio y caracterizacion de agujeros negros ha sido un tema de estudio de alto

impacto, y una revision de esto puede consultarse en [23].
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B.1 Horizonte de eventos

El horizonte de eventos es la superficie que encierra la region de no retorno en
un agujero negro. Un horizonte de eventos futuro se define formalmente como
la frontera del pasado causal del futuro nulo asintético _#*. Por definicion un
horizonte de eventos es una hipersuperficie nula y es un concepto global que
requiere del conocimiento de la totalidad del espacio-tiempo. Se dice que un

espacio-tiempo presenta un agujero negro si existe un horizonte de eventos.

Al ser una superficie nula, esta es generada por geodésicas nulas y representa
una frontera en la cual el comportamiento de las geodésicas salientes cambia: en
el exterior todas las geodésicas salientes pueden ser extendidas arbitrariamente
hasta el infinito nulo, mientras que en el interior esto no ocurre y genéricamente

llegan a una singularidad.

Un método para determinar la posicion de un horizonte de eventos consiste
en integrar geodesicas nulas salientes. Esto se optimiza haciendo la integracion
desde el final de la evolucion hacia el pasado ya que de este modo el horizonte
de eventos se comporta como un atractor. Como ejemplo tomamos el caso del
espacio-tiempo de Schwarzschild en coordenadas de Boyer-Lindquist, en el cual
solo consideraremos trayectorias radiales nulas. Esta condicion implica que la

velocidad asociada a estas trayectorias es

dr 2M
T=1-22 (B.1)

Claramente la posicion r = 2M es estacionaria y es la que corresponde al
horizonte de eventos en estas coordenadas. En general las trayectorias con este

vector tangente en el exterior estan determinadas por

r—2M

t—t():lenrO_—ZZVI'l'r—

Yo, Tto> 2M . (B.2)
Todas estas trayectorias se aproximan asintoticamente hacia el horizonte de
eventos cuando se extienden al pasado (Figura[B.1). En este caso es inmediata

la identificacion del horizonte, pero al considerar casos no estacionarios y con
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Figura B.1: Geodésicas nulas salientes en la region exterior del espacio-tiempo
de Schwarzschild con M = 1/2. Mostradas en orden descendente para los
parametros ro = 1.001,1.01,1.1,2, 4, 8.

menos simetrfas la integracion de las ecuaciones geodésicas no es tan simple.

Otra idea en esta linea consiste en parametrizar al horizonte como una
superficie de nivel de una funcion escalar F, de modo que al ser su gradiente

nulo la funcion estara restringida a cumplir una ecuacion de evolucion:

OF = BOF — a+ OV,F OVIF | (B.3)

Este es un método muy robusto para encontrar horizontes de eventos que ha
sido implementado exitosamente en el pasado. Una revision mas extensa puede
encontrarse en [74]. Si tomamos el ejemplo anterior la ecuacion puede
resolverse por el método caracteristico. Entonces el perfil inicial que demos a la
funcién escalar F sera constante a lo largo de las geodésicas nulas. La Figura[B.2|

muestra la evolucion de la funcion escalar F.

B.2 Horizontes de Killing

Otras superficies interesantes en la caracterizacion de agujeros negros son los
llamados Horizontes de Killing, que consisten en hipersuperficies nulas asocia-

das a un vector de Killing en las que este cambia de caracter temporaloide a
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Figura B.2: Evolucion de la funcion F en el espacio-tiempo de Schwarzschild
con M = 1/2, en coordenadas de Boyer-Lindquist.

espacialoide. La exposicion de este concepto la baso en la que aparece en [62].
Una caracteristica de los espacio-tiempos estacionarios es la existencia de un
vector de Killing asociado a las traslaciones temporales en infinito K, y para
el caso de agujeros negros estacionarios también se tiene un vector de Killing
rotacional 17i. Para agujeros negros estacionarios se tiene que el horizonte de
eventos es un horizonte de Killing de la combinacion K + wpi, para un valor

constante wy que depende del momento angular del sistema.

Un concepto asociado a los Horizontes de Killing es el de gravedad su-
perficial, que puede interpretarse como la aceleracion de una particula estatica
cercana al horizonte medida por un observador en infinito. Como un vector
de Killing x* es proporcional al tangente a las geodésicas sobre el horizonte,

cumple con la ecuacion
XMV =xx’, (B.4)

donde « es la gravedad superficial. Dado que X es vector de Killing y de acuerdo

con el teorema de Frobenius, podemos transformar esta expresion en

1
1 = =S (Vuxn)(VEX). (B.5)

Cabe observar que bajo un reescalamiento del vector de Killing por una constan-
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> N . . ) . ./
te ¥ — cX, la gravedad superficial se ve reescalada ¥ — c“x. Una normalizacion
natural en un espacio asintoticamente plano es requerir que la norma del vector
de translaciones temporales k* cumpla k> = —1 para r — oo y apunte hacia el

futuro.

Podemos verificar la afirmacion de que la gravedad superficial corresponde

a la aceleracion de una particula en el horizonte vista desde infinito en el caso
-

estatico. En el horizonte el vector k es proporcional a la cuadrivelocidad del

observador estatico en el horizonte
k= V(xut, V= -kk (B.6)

donde V es el factor de corrimiento al rojo. La aceleracion del observador

estatico en el horizonte es entonces
ay = uVVVuy =V, InV (B.7)

y la magnitud de esta aceleracion es

a=V" |V, VvV (B.8)

Un observador en infinito mediria un valor corrido al rojo

x=Va= 1/VMVVHV (B.9)

y se puede verificar que esta expresion es equivalente a (B.5).

B.3 Condiciones de energfa

Al ser la relatividad general una teorfa clasica es razonable suponer que el
contenido de materia que funge como fuente en las ecuaciones de Einstein a
través de su tensor de energfa-momento T, satisface algun tipo de condicion en
tanto al contenido de energfa. Los teoremas generales de existencia y unicidad

de soluciones asf como los teoremas de singularidades parten de la hipotesis
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de que la materia cumple con algunas de estas condiciones. En este apartado
incluyo una breve descripcion de las cuatro condiciones comunes. Una lectura
mas extensa se puede encontrar en la mayorfa de los textos, por ejemplo en
[150].

Para escribir las condiciones de energfa de un modo concreto se considera
la expresion del tensor de energfa momento en un sistema que lo diagona-
liza localmente T, = diag(p, p1,p2, p3). Esta descomposicion coincide con la
descripcion de flufdo cuando la tétrada se construye con el vector de cuadrive-

locidad del mismo, de modo que p es la densidad comovil.

e Condicion débil: Especifica que la densidad de energfa medida por cual-
quier observador es no negativa. Esto es que para todo vector tempora-
loide u# se cumple: T, utu” > 0. Esto tambien se puede reescribir en
téerminos de la descomposicion de flufdo como las condiciones p > 0y
p+pi=0.

e Condicion nula: Se enuncia de manera similar a la condicion débil pero
haciendo énfasis en direcciones nulas. En este caso para un vector nulo
arbitrario k* se tiene: Ty,k*k* > 0. En la version de fluido la condicion solo

implica las desigualdades p + p; > 0.

e Condicion fuerte: Esta es en realidad una condicion sobre la curva-
tura, y se vuelve una condicion de energfa en virtud de las ecuacio-
nes de Einstein. Se enuncia que para todo vector temporaloide u" se

cumple: (T, — g T/2)uu” > 0. En forma de fluido se enuncia como

ptpr+pa+p3=20yp+pi>0.

e Condicion dominante: Dicta que el flujo de momento visto por cualquier
observador se propagaa lo largo de lfneas temporaloides o nulas. Entonces
para todo vector temporaloide ut se cumple: T}, u* es un vector dirigido
hacia el futuro de caracter temporaloide o nulo. En forma de flufdo se

enuncia como p > 0y p > |pj.

Estas condiciones estan jerarquizadas, siendo las mas restrictivas la fuerte
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y la dominante. De estas dos Unicamente la condicion dominante implica la

condicion débil, y a su vez todas las anteriores implican la condicion nula.

B.4 Censura Cosmica

Debido a la existencia inevitable de singularidades, una de las principales interro-
gantes de la Relatividad General es si, a diferencia del caso de agujeros negros,
es posible la formacion de singularidades desnudas que no posean un horizonte
de eventos que las desconecte causalmente de una region del espacio-tiempo.
La falta de evidencia de este tipo de singularidades ha llevado a la formulacion
de la conjetura de censura cosmica [147] que brevemente se enuncia como: Si
el espacio-tiempo se encuentra inicialmente en un estado genérico, no singular,
asintoticamente plano y ademas se cumple la condicion de energfa dominante,

el colapso gravitacional no genera singularidades desnudas. [199]

Se han encontrado contraejemplos no genéricos [177], y se ha replantea-
do la conjetura en términos mas débiles, pero no ha sido posible a la fecha
demostrarla formalmente ni encontrar contraejemplos genéricos que permitan
desecharla. En el contexto clasico de la Relatividad General la validez de estas
conjeturas sigue siendo un problema abierto importante y una de las mayo-
res motivaciones de la investigacion en gravedad cuantica esta encaminada a
la existencia y naturaleza de las singularidades en virtud de las correcciones

/4 .
cuanticas.

B.5 Horizontes aparentes

En la practica, el concepto de horizonte de eventos no es muy adecuado por
el caracter global que se le asocia. Por otra parte, el concepto de horizontes
aparentes es muy Util ya que su definicion es local en el sentido de que estan de-
finidos sobre hipersuperficies espacialoides del espacio-tiempo. Este concepto

se basa en la identificacion de superficies atrapadas que son aquellas en las que
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la expansion de las geodésicas nulas salientes es negativa. Esta es precisamente

la nocion que se tiene del horizonte de un agujero negro, y bajo condiciones
. . 14

razonables de energfa las superficies atrapadas conservan ese caracter durante

la evolucion.

El horizonte aparente se define como la superficie marginalmente atrapada
exterior en una region, esto es que la expansion de geodésicas nulas salientes
ortogonales a la superficie es cero. Sea la métrica inducida en una superficie

contenida en una seccion X, con normal §
Wy = Quv +1umy, — 5,8, . (B.10)

Ahora, la expansion esta dada por el cambio de los elementos de volumen en la
>
direccion nula saliente I = 7 + §, después de un poco de algebra toma la forma

1
H=—-——=h"£hy, = Dus" — K+ K;;s"s" . (B.11)

2vVh
Usualmente se busca que el horizonte sea superficie de nivel de una funcion
escalar F. Como en ese caso s, = D,/F, la determinacion del horizonte consiste

encontrar una superficie que satisface una ecuacion diferencial elfptica [7].

La presencia de superficies atrapadas esta intimamente ligada a la forma-
cion de singularidades, lo cual se expresa en los teoremas de singularidades de
Hawking y Penrose [146] que informalmente pueden enunciarse como: Para
un espacio-tiempo genérico en el que se cumple la condicién de energfa fuer-
te, la presencia de una superficie atrapada implica la existencia de una curva

temporaloide cerrada o una singularidad en el interior.

Un método general para abordar la solucion de la ecuacion (B-TT) consiste
en considerar al horizonte aparente como curva de nivel de una funcion escalar
F(x), tal que sin pérdida de generalidad lo definimos como una superficie en la

que
F(x)=0. (B.12)

La condicion de expansion nula solo toma en cuenta el gradiente de modo que
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queda escrita de la forma:

D"FD"F\ (D,,D,F
B u? )(

(V’”” - Kmn) =0, (B.13)

u

con u = VD,FD?F la norma del gradiente. Reexpresando la segunda derivada

covariante en términos de la métrica de fondo podemos reescribir

(u?y™ = D"FD"F) ¥,V F = (u?y™ — D"FD"F) (A%, duF + 1uKys) . (B.14)

B.5.1 Horizontes aparentes en espacios con simetrias

El caso en simetrfa esférica se simplifica notablemente, ya que el horizonte ha de
. .o Qe . . ) .

coincidir con una superficie esferica caracterizada por un valor de la coordenada

radial y el vector unitario saliente toma laforman’ = (1/ \/y,, 0, 0). Sustituyendo

esto en la ecuacion (B-TT) obtenemos que la expansion de las geodésicas nulas

salientes esta dada por:

H =

1 (g N I Voo

—2KY . B.15
Ve \r 766) o (15

Cabe notar que esta no es una ecuacion diferencial que sea necesario resolver

porque la geometrfa del espacio-tiempo es conocida y la forma del horizonte
4 . . o/ « o/ / .

esta restringida. Esta ecuacion es una condicion algebraica que cumplen las

superficies candidatas a ser horizontes aparentes, por lo que la implementacion

usual consiste en calcular la expansion en toda la malla y buscar numéricamente

la raiz de mayor valor de esta funcion con la mejor precision que nos permita

la discretizacion.

Al considerar el caso en simetrfa axial el procedimiento se vuelva mas com-
plicado ya que solamente podemos asumir que el horizonte cumple con la
simetria rotacional, por lo que ha de ser una superficie de revolucion suave.
Asumiendo que el horizonte es representado por una curva de nivel F(x') = 0,
entonces ha de cumplir la condicion (B-T4). El problema restante radica en que

la condicion de expansion nula no es suficiente para determinar una curva que
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genere al horizonte. Una via comun para eliminar esta ambiguedad consiste
. . o/ . .

en asumir una parametrizacion tipo Strahlkérper (cuerpo de rayos), que asume

que el horizonte posee un punto en su interior desde el cual los rayos trazados

en todas direcciones la cruzan una Unica vez. Esta parametrizacion esta adap-

tada a un sistema coordenado esférico, de modo que la funcion escalar queda

expresada como:
F(x') = R(x') — h(O(x)) (B.16)

La funcion h(6(x")) da la coordenada radial como funcion del angulo polar.

Haciendo uso de que la condicion para la expansion nula es escalar, evalua-

mos el lado izquierdo en el sistema esférico. Para ello utilizamos la identidad

(MZan _ DmFDnF> — (yabymn _ 7/an)/bm) D,FD,F
= €"e/"y;D,FDyF . (B.17)

De este modo podemos reescribir la condicion como una ecuacion diferencial

para la funcion h

dz_h . sin? 0
do> Yoo

==

El lado derecho puede ser evaluado en cualquier sistema, salvo el primer factor.

2
('}/RR]’I/Z + 2‘}/[{9[’1’ + ’)/99) (1’ — COt(Q)) + Eh’z

(18y™ — D"FD"F) (A4,,00F + uKom) . (B.18)

S

Como condicies de frontera consideramos que la curva sea suave, lo cual en

simetrfa axial se interpreta como:
073 h|9:0,71 = 0 . (819)

Para el caso en que también exista simetrfa ecuatorial, la suavidad de la superficie

implica que la derivada de i también se anula en el ecuador, por lo que podemos
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terminar allf la integracion.

Una generalizacion para la determinacion de horizontes aparentes en axisi-
metrfa consiste en utilizar el hecho de que estos son superficies de revolucion,
por lo cual al tener una curva que la genera, el vector tangente unitario a la curva
i1 y el vector rotacional de Killing Eson tangentes a la superficie. Esto implica que
el vector normal unitario puede calcularse como el producto exterior de estos
Ultimos, § = 71 x £. Entonces la condicién de expansion nula, ecuacion (B.17) se
vuelve una relacion diferencial entre las componentes del vector tangente. Para
determinar completamente una curva en un espacio tridimensional requerimos
integrar tres ecuaciones diferenciales independientes. Completamos el conjunto
con el requerimiento de que el vector tangente sea unitario y ortogonal al vector
rotacional de killing. Este método no ha sido implementado a mi conocimiento
y tiene la ventaja de que no es necesario parametrizar al horizonte como una

curva de nivel.
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Apendice C
El tensor de curvatura conforme

La parte relevante del tensor de curvatura en las ecuaciones de Einstein es el
tensor de Ricci, que puede ser interpretado como la traza del tensor de Riemann.
Los grados de libertad que se pierden al tomar la traza del tensor de Riemann
estan contenidos en el llamado tensor de Weyl Cqg,,, que en un espacio n > 2

dimensional toma la forma:

2
Caﬁyv = Raﬁyv - m I:ga[va]ﬁ - gﬁ[va]a]
2
Q&R - CA1
(n—1)(n- Z)g [u&vIp (C.1)

De su definicion es posible ver que este tensor comparte las simetrfas del
tensor de Riemann, aparte de tener traza cero C%q = 0. Una caracteristica del
tensor de Weyl es que resulta ser idéntico para variedades relacionadas por una

transformacion conforme.

Ahora para el caso en cuatro dimensiones, se puede separar al tensor de
Weyl en un par de tensores simétricos sin traza llamados la parte eléctrica y

| | . e
magnetica por analogfa con el campo electromagnetico. Estos son definidos al
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proyectar el tensor en la direccion normal a una hipersuperficie espacialoide:

Eyv = nanﬁckp&// (C.2a)
By = nnfCpy, . (C.2b)

aupv
de Weyl. Estos tensores resultan ser espacialoides ya que su proyeccion con el

En la Gltima expresion C = Camae“ ﬁV/Z es referida como el dual del tensor
normal es nula. Al contar con 10 componentes independientes en total, estos
tensores poseen toda la informacion referente al tensor de Weyl. Usando las
identidades de Gauss-Codazi-Mainardi estos pueden ser escritos en términos

de cantidades definidas sobre la hipersuperficie:

, 1 TF

Ew = 3 [Eﬁ w+ ORap + KKqp + " OV, (B)Vba] , (C.32)
1 1

By = O™, [ OV, (Knb — 5V (3)VmK) =5 Vbm (B)V«:Kfn] - (C.3b)

Al sustituir la ecuacion de evolucion de la curvatura extrinseca, y omitiendo

términos proporcionales a las constricciones se puede llegar a las expresiones:

3) m TF
Eﬂb = [ Rﬂb + KK[lb - KumK b 47—(Sab 7 (C-4a)

B 3)gmn “ (B)VmAnb) , (C.4b)

donde A, = Ky — vaK/3 es la parte sin traza de la curvatura extrinseca.

Las 10 componentes del tensor de Weyl pueden ser representadas en
terminos de 5 escalares complejos, llamados escalares de Weyl, que se ob-
tienen al proyectar estos tensores sobre una tétrada nula. Esta es la base del
formalismo de evolucion de Newmann-Penrose [139] que resulta muy Util ya
que estos escalares codifican la informacion fisica propagada en ondas gravi-
tacionales. La tétrada siempre puede ser construida usando el vector normal

n*y una triada espacialoide unitaria &, (usualmente esta triada se construye
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de modo que en la region asintotica el vector ég corresponde al vector radial

saliente unitario # de un sistema coordenado esférico y los otros dos corres-

ponden a los vectores angulares tangentes a las esferas de radio constante. Por

convencion usaremos que el vector azimutal es &3)). Definiendo el vector com-

plejo 71 := (&) + i83))/ V2 y el tensor complejo Q. := Ey — 1B, estos escalares

pueden finalmente expresarse como

Expandiendo estas expresiones obtenemos

Wo
Wy
W,
W3

W,

Qum'm’,

1
__2Qabmaeb
1 b
EQabe’(ll)e(l) ’

=a,b
zQubmae(l) ’

[(Eoo - Eoe + 2Bee) —i(Bow — Baw - 2Eee)|,
> [(Eom +Bow) - i (Bao - Ean)|,

(Eu)(l) - iB(l)(l)) ,

(Eow = Bow) =i (Baw + Eow)],

[(E(2)<2> —E@e — 23(2)(3)) - i(B<2)(2> — B@ye) + 2E<2>(3>)] :

NP NP DN -

—

C.6a)
(C.6b)
(C.60)
(C.6d)

(C.6e)

La informacion acerca de la radiacion gravitacional entrante y saliente esta

codificada en los escalares W, y W, respectivamente. Aunque estas expresiones

son bastante generales, un resultado importante para espacios axisimetricos sin

momento angular es que estos cinco escalares son reales. Esto puede verse

al notar que mientras que las componentes angulares de la parte eléctrica del

tensor de Weyl E,; (1 # ¢) se anulan, la parte magnética al ser un pseudotensor
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tiene un comportamiento distinto, y son precisamente esas componentes (B,)
las Gnicas no nulas (esto se puede verificar haciendo el calculo directo). Entonces
las proyecciones que aparecen en las partes imaginarias son idénticamente cero.
La implicacion fisica de este resultado es que un espacio-tiempo axisimétrico
sin momento angular tiene una Unica polarizacion admisible de ondas gravita-
cionales (un resultado similar puede derivarse para ondas electromagnéticas),
y conversamente se puede inferir que la razon entre las senales asociadas a las
dos polarizaciones independientes puede dar indicios acerca de las propiedades

de momento angular de las fuentes.

A partir de estas expresiones podemos hacer uso del tensor de energfa-
momento de Issacson para calcular la energfa y momento que llevan las ondas

gravitacionales. El flujo de energia esta dado por

dE T
il r_m 16n9§‘f W,dt dA (C.7)

Para el flujo de momento tenemos una expresion similar, que escrita en términos

del vector saliente queda

2

dpP; ) 1
E = }_)oo Tom 6(1)1f \I’4dt dA . (C8)

No es claro de esta expresion, pero la simetrfa axial requiere que el momen-
to lineal radiado sea paralelo al eje. Cualquier contribucion normal al eje es

cancelada por una idéntica pero con el signo opuesto.

Otra consecuencia de la simetrfa axial es el que las ondas gravitacionales
en este caso no lleven momento angular. Este solo se radfa cuando la dinamica

no ocurre uniformemente alrededor del eje de rotacion.
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C.1 Descomposicion multipolar

En el caso axisimétrico la descomposicion multipolar [189, [167] se simplifica
en buena medida. Comenzando por el hecho de que cualquier funcion f con
peso de espin s puede escribirse como la expansion en armonicos esféricos con

peso de espin

fO,6) =) f(:Y"(0,9), (C.9)

ILm

con coeficientes dados por

f= gg £6,9)(:Y"(6,))dQ. (C.10)

Nos enfocamos en la descomposicion de funciones sin dependencia en el angulo
azimutal. Considerando que los armoénicos esféricos con peso de espin puede

reescribirse en términos de las matrices-D de rotacion de Wigner[201] como

21 +1
47

1/2
Y0, ¢) = (—1)m( ) D! (6,0,-1), 11

y a su vez escribiendo la matriz-D en términos de la matriz-d (pequena)

21+1

1/2
imp g1
o ) e dl (0). (C.12)

1, —
Y70, ¢) = (1) (
Se tiene entonces que la dependencia angular queda factorizada, y como la
dependencia azimutal esta dada por el factor ¢"?, entonces para una funcion
que no depende del angulo azimutal los Unicos coeficientes no nulos de la

o/ 4 / 4 .
expansion son aquellos con m = 0. Mas aun, la expresion explicita de las

funciones ;Y0 es

2[+1(I-9)!
4t (I +5s)!

YW = (-1 Pi(cos 0), (C.13)
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con Pj(cos 6) los polinomios asociados de Legendre

Con esto en mente, la expansion relevante para el escalar de Weyl W, en

simetrfa axial es solamente
W, = Z @y (Y10, ), (C.14)
=2

con los coeficientes dados por

v, = \/ (21 1) 2)'f W,P}(cos 0) sin 640, (C.15)

que son precisamente los coeficientes (C.10) con m = 0.

Las expresiones para la energfa y momento radiados [167] se simplifican
atn mas al emplear los simbolos 3-j de Wigner [36]. La energfa radiada es la

suma de la norma de los coeficientes de la expansion integrados en el tiempo

dE

2
i : - 1 347
dt lim = ; vdt

(C.16)

Para la expresion del momento lineal es necesario evaluar integrales cerradas
sobre tres armonicos esféricos con peso de espin. Las componentes perpendi-
culares al eje se cancelan automaticamente al tomar la integral sobre el angulo
azimutal ¢. Para la componente z la integracion se reduce al producto de tres
polinomios asociados de Legendre, que pueden calcularse en términos de la
formula de Gaunt [64] dando:

dp r2 '
= = lim— w,dr
dt rl_)n; l6m ; j: *

t
X f (e, + W), (C.17)

"Desconozco la existencia previa de la demostracion de esta identidad en la literatura, pero
por su simplicidad sospecho que ha de ser conocida. Esta resultado lo obtuve en Abril de 2008
como parte de mi servicio social.
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donde

¢ = \/ U=-2)1+2) (C.18)

Q+1)2i-1)"
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Apendice D
Analisis hiperbolico

En este apendice se desarrolla el andlisis de hiperbolicidad de dos sistemas de
ecuaciones de evolucion lineales, la ecuacion de onda y las ecuaciones del cam-
po electromagneético, para los cuales es posible encontrar la descomposicion
espectral del simbolo principal de manera directa. Estos resultan ser ejemplos
muy didacticos y el segundo caso fue desarrollado en particular para entender
el comportamiento de los campos electromagnéticos en las fronteras del domi-
nio computacional y dar condiciones de frontera que resulten en una evolucion

estable.

D.1 Ecuacion de Onda

La ecuacion de onda en n2+ 1 dimensiones en un espacio-tiempo arbitrario toma

la forma:
dhp = EE(P + all,
OiXa = Eﬁ»)(a +aV,IT+11V,a,

oIl = £5H + aKIT+ aV, X" + x"V,a .
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Entonces a parte principal tenemos que considerar el subsistema para x, y Il.

Esto queda
8tXa - ﬁmgm)(a - agun ~0 s (D1 a)
A1 - "Iy 11— ad, x™ ~ 0. (D.1b)

Entonces las matrices caracterfsticas toman una forma por bloques:

[—5% —aéy]
M™ = 5 (D.2)
_ayam _ﬁm

donde T, es la matriz identidad de dimension n. El simbolo principal conserva
esta forma, quedando al considerar una direccion de propagacion arbitraria

caracterizada por el vector s

1 1(p"8uln b,
C" = —sM" = —— p . (D.3)
|s] sl as® B8

Para calcular los valores propios hacemos uso de la identidad para matrices

por bloques
A B »
det = det(A)det(D — CA™'B),
C D
que es valida siempre que el bloque A sea invertible. Entonces
(~n—-A)" ((— A)- “—L)
! T e

=0 En-n+ ) (n-n-2) . o

Is|

det(C — Al

Donde 1 = ™s,,/|s|>. Con base a esta descomposicion encontramos que todos

los valores propios son reales y haciendo un andlisis detallado se ve que los
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vectores propios forman un conjunto real. Es posible adoptar la convencion
para los vectores del sistema de escribirlos por componentes como (v”, b) con
v" las componentes de un vector espacialoide, y b un nimero real. Enlistando

tenemos:

e \'= —ﬁmSm/|S|2
uly=( g, 0 ). (D.5a)

En esta expresion {ﬁ(,,)} es una base ortonormal del complemento orto-
gonal a s, de modo que la multiplicidad de este valor propio es n —1 .

Entonces, los vectores propios son todos aquellos con IT =0y s"x, = 0.
o A*=—p"s,/Is]* + als|

(8,1 ). (D.5b)

u =

&l

En estos casos los vectores propios cumplen x, = F3,I1 respectivamente.
La normalizacion se escogio por conveniencia. Esto nos muestra que las
componentes del campo escalar que se propagan corresponden a las

derivadas en las direcciones nulas.

Es inmediato definir un producto interno entre vectores de sistema, deno-
tado por < u,v > basandonos en la descomposicion que hemos hecho. Este

queda
<(AlZIP)I (Bb/ G)> = )/abAuBb +FG. (D6)

Bajo este producto interior los vectores propios que definimos son ortonorma-

les.

La matriz cuyas columnas son los vectores propios en este caso queda

+

R=(u, ut ) (D.7)
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Usando las propiedades de ortonormalidad de los vectores propios se tiene
entonces que la matriz inversa de esta es la que tiene por renglones a las uno-
formas asociadas a los mismos vectores. Por lo tanto podemos calcular el vector
de funciones propias w = R™'u, que usando el proyector normal a s definido

m o .— m ama
hy =y —$§"5,, queda entonces

0 _ m _ 1,m

Wy = UgXm = HyXon (D.8a)
1

wt = — @ x,FID) . (D.8b)
V2

D.2 Ecuaciones de Maxwell

La discusion de la hiperbolicidad de las ecuaciones de Maxwell que aparece
en [10] a mi parecer no contempla el caso general, aunque en esta referencia
se mencione que el simbolo principal Eq. (*2.63) se sigue de las ecuaciones de
Maxwell generales (*2.37) y (*2.38)] Si escribimos dichas ecuaciones a parte

principal tenemos

d,E' — p°0,E' — ae™d,B, ~ 0,
JB' — p"9,B' + ae™d,E, ~ 0.

Hay una inconsistencia entre el Gltimo término y los primeros en ambas ecuacio-
nes, ya que cambia la naturaleza covariante/contravariante de las componentes
de los campos consideradas. El cambio podrfa parecer mfnimo pero debe consi-
derarse en los calculos de los vectores propios del simbolo principal. Entonces,

el sistema a parte principal, tomando como variables fundamentales las com-

TAgrego una marca (*) al referirme a estas ecuaciones para distinguir que siguen la numera-
cion en la referencia mencionada.
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ponentes contravariantes queda

o,E' - p'9,E' — ae",d,B" ~ 0, (D.9a)
9,B' — p°9,B' + ae™,d,E* ~ 0. (D.9b)

Entendiendo que €, = €y,,. Tomando el vector de variables del sistema
u = (E',B’) las matrices caracteristicas toman una forma sencilla en bloques

cuadrados

(—‘8”1[ —ae”)
M* = (D.10)
ag"  —pI

donde en componentes (e”)i]. = €. Cabe notar que dada la antisimetrfa del
simbolo de Levi-Civita, (¢)T = —e” y entonces las matrices caracterfsticas resul-

tan ser simétricas.

El simbolo principal, dado un vector de propagacion arbitrario s’ es entonces:

1 1

C(SA’) = @SQMQ = —[

—5,P1 —ad,e”
. (D.11)

ase’ =841

con § el vector normalizado.

Para calcular los valores propios hay que calcular el determinante de C — Al
igualado a cero. Es ahora cuando la forma en bloques de las matrices nos

permiten aplicar el siguente resultado:
A B
det = det(AD - BC),
Cc D

que es valido cuando todos los bloques son cuadrados y C conmuta con D.
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Como resultado directo tenemos

det(C - Aly) = det((E,f" + AT + a%(%€")?) |
a 5 _F

a=2 pg=r
ER™

(D.12)
La Gnica operacion no trivial al manipular las matrices se da en el ltimo término,
el cual se puede desarrollar en términos de las propiedades del simbolo de Levi-
Civita

~ i A A i
(sue”)2j = 8,5, €™

De la tercera linea podemos concluir que el tensor (5,6”)* es el negativo del
proyector normal al vector de propagacion y al final inicamente reescribimos
el resultado en términos del producto tensorial del vector § con su contraparte
covariante con componentes y($), = v»$". De esto se sigue que la aplicacion

compuesta de este tensor sea ciclica

(36" = (G (50 y©B) 1) = —(5,€") .

Ahora al haberlo reducido al calculo del determinante de una matriz tri-
dimensional, podemos evaluarlo usando la formula para el determinante en

términos de las componentes de una matriz, y abreviando n = §,5* + A tene-
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mos:

det(C — ALy = gfm&kflaf—amv+#@®y@»t.
’ (m,n)el
~9\2
_ r-ay ;‘)‘2) [(7? = & ) eance™ + 3aPeqce™ 55|
= (P-@) (D.13)

donde el conjunto de pares de indices I = {(a,1), (b, j), (c, k)}. La Gltima igualdad
es consecuencia de las propiedades de las contracciones de simbolos de Levi-
Civita. Al igualar este determinante a cero se obtienen los valores n = 0, +&
con multiplicidad 2 todos. Con base a estos encontramos los valores propios
correspondientes al sustituir de nuevo la expresion para 1:

0__a#
o A __S”E

uly = (5,0 ) (D.14a)
uly = (0,8 ) (D.14b)

Estos modos no son ffsicos ya que violan las constricciones, las cuales
implican que la direccion de propagacion es simultaneamente perpendi-
cular tanto al campo eléctrico como al magneético. Por lo tanto se puede

escribir la direccion de propagacion como

s« (ExB)' =¢,E"B".

=

5= ((38y0) -y, FGw) ,  k=1,2,3. (D.14c)

El subfndice (k) indica tomar las componentes de dicha columna de las
matrices. En este caso aparentemente falla la simetrfa entre los sectores

eléectrico y magneético del vector del sistema. Sin embargo, se puede ver
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que también son vectores propios para cualquier n € N
+ _ & ~a\n+l —(&8 ~a\n
Uy = ((Sa€ )"y F(6a€ )(k))

que se obtienen al combinar linealmente los originales. Enlistamos tres
vectores propios pero solamente dos son linealmente independientes, ya

que

k,+ _
Y Sugy =0,

Esta degeneracion se puede resolver de un modo muy elegante. Si damos
una base del espacio tangente que incluya al vector de propagacion §,

entonces u7, = 0 por lo que los eigenvectores que no son nulos son u;

() —(@)
con el fndice a denotando las direcciones transversas. En general estos
casos nos interesan ya que usualmente la descomposicion caracterfstica
es relevante en casos en los que el vector de propagacion es paralelo a
las direcciones coordenadas: por ejemplo las fronteras computacionales
son superficies normales a una de estas (i.e. la frontera en la direccion x’
es normal al vector d;), y para el analisis de la radiacion electromagnética
emitida por una distribucion localizada usualmente se toman superfices

normales al vector radial esférico 9,.

Para tomar un conjunto completo de vectores propios, podemos tomar
una base ortogonal(/normal) que incluye al vector de propagacion; {3, &}
donde a es un indice que etiqueta las direcciones normales a 3. Entonces,
por construccion los vectores

1 1

t _ __" pa + _ _~ (3 A N

Vo = \/Ee U = N (e m) © S X & (m)) , (D.15)
estan bien definidos, son linealmente independientes y completan el con-

junto de vectores propios para todo vector de propagacion 8.

Dejando en claro como tomar una base de vectores que generan los
subespacios asociados a los valores propios A* nos podemos centrar en

la interpretacion fisica. Los campos asociados a estos modos son compa-
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tibles con las constricciones ya que tanto sus contribuciones a los campos
eléctricos y magnéticos son normales a la direccion de propagacion (al
considerar cada una de las componentes vectoriales en proyecta-
das sobre la direccion de propagacion). Tomando el producto interior de

los campos eléctrico y magnético asociados a estos modos
+ A+ m
- N OC i
Ew By, o 8" €m -

por lo que los campos asociados a estos modos son perpendiculares
entre sf y estan asociados a las dos polarizaciones de las ondas electro-
magnéticas, que pueden ser salientes o entrantes con respecto al vector
de propagacion. Por otro lado
+ A+ + ll .
Efy EG, © Et EGj, & (Y = si8))
Por lo que queda claro que estos vectores viven en el subespacios trans-

verso al vector de propagacion, y el vector del sistema es transverso al

vector (§, §).

Podemos calcular el producto interior de los vectores propios del sistema

<E?E>’E?E)> = < Uy, U > 1, (D.16a)
<E(<)E>’Z?B)> = < U/ (n)) < U/ (n))zo (D.16b)
<E(im>' ﬂ<in)> = 2(Vmn = Sudn), (D.160)
(uhy 15)) = 0. (D.16d)

<gi g¢> = el <f f>=0. (D.17b)
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Usando estas propiedades se pueden obtener los campos propios a partir de la

matriz de vectores propios (ya considero que la base es ortonormal)

I

ot - + s
Ri=(y0 0 2 2 Za Z D.18

Y o v v v V2 (D-18)
Por la ortogonalidad de los vectores propios se sigue que la matriz inversa tiene
por renglones las uno-formas asociadas a los vectores columna de la matriz R.

Entonces ya es posible calcular las funciones propias w = R™'u

o _ 0 A ra

Wy = <E(E) ’ ﬂ> = 5.E", (D.19a)
0 —_ 0 A

We = <E(B) ’ E> = 5B, (D.19b)
N N 1 o

Way = <Q(_a) / E> = 5 (B?Q)Eb + (S x e(a))bBb) - (D.19¢)

Como resultado final, al introducir el formalismo de Newman-Penrose en
el estudio de las ecuaciones de Maxwell, estas quedan escritas en términos de

los escalares complejos

1
® = Ful'm’, ®y = oF, (UK +7it'm") , ® = Fum'k . (D20)

Si la tétrada nula considerada se forma con el vector normal temporaloide
unitario a la hipersuperficie y la triada usada para el analisis anterior, entonces

se tiene

- I 0 : 0 + .
Do o< Wy + Wy, P Wy +iWg , DoocWy +iwg, (D.21)

Un Gltimo detalle en tanto a la inclusion de los potenciales electromagnéti-
cos en el analisis. Al tomar la norma de Lorentz se observa que a parte principal
el sector de los potenciales esta desacoplado y su estructura es el de la ecuacion

de onda, con dos modos que no se propagan

Bs.
EE

) =ha,, A= (D.22)
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y una pareja de modos entrante y saliente que se propagan a la velocidad de la

luz:

__Fs

E (D.23)

w* =® =+ &a,,
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Apendice E

Propiedades del tensor metrico de

un espacio axisimetrico

En este apéndice se describen algunos detalles de calculo que se asumen en
la Seccion La meétrica contravariante esta expresada en términos de las
funciones g que son regulares incluso sobre el eje. Al calcular la matriz inversa

y factorizar las potencias de r correspondientes se tiene

BH - 1*C; AH - r*C?
STy BT Ty
AB — TZCZ 72C1C2 - CH
=" ge=—— (E.1T)
CC2 — BC1 T’ZCC1 — AC2
gcl = 4 gC2 = .
b b
Donde de la ecuacion se tiene
h = (ABH +2+*CC,C, — PAC, — PHC? - *BCP) .
Un resultado importante es que al expandir la combinacion
_ B CZ _ CZ
gy = SAZSH A-H)- 2 (E.2)

7~

b 4
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el Unico término que va como 1/7* es proporcional a A — H, de modo que cada

vez que aparece en los calculos podemos asumir que tiene un comportamiento

regular en el eje.

También de la definicion de la métrica inversa se tienen varias identidades

PR . .
utiles que combinan las funciones

Aga—Hgy = r(Cagc, — Cgo),
1- HgH = rz(rzcng + CZng),

Hgc, + Coge = —Ciga,
Cogs + Hge, = -r"Cigc,
Agc+Cgp = —1Cigc,-

De estas se pueden derivar identidades con productos multiples:

Cgagp +Hgngc r*(Cge + Hgc,8c,),

Cgags + 8c *(gc(r*Ci1gc, + Cgc) — C1948¢,),

C28488 + 8c,

rz(gcz(rzclgcl + CgC + gA/\) - ClgAgC)-

(E.3a)
(E.3b)
(E.3¢)
(E.3d)
(E.3e)

(E.4a)
(E.4b)
(E.40)



Apendice F

Derivada de Lie de las funciones

axisimetricas

En esta seccion se exhiben los términos advectivos que surgen de las derivadas
de Lie respecto al vector de corrimiento en las ecuaciones de evolucion para las
funciones métricas y asociadas a la curvatura extrinseca. El analisis en ambos
casos es idéntico por lo que lo mostramos solo en el caso de las funciones
meétricas. Las componentes de la m’etrica son de la forma p;; = r"F, donde F
es alguna de las funciones A, B, H,C, C;,C, y n es un entero de 0 a 3. Entonces
tenemos por la regla del producto que la derivada de Lie satisface

1 B

—£:9ii = £2F + nF—. F.1

bl =t . (F.1)
Por otro lado, expandiendo el lado izquierdo de esta expresion y usando la

expresion para la derivada de Lie de un tensor simétrico de rango 2 obtenemos:

1. . 2 - B’
r7£ﬁyij = ﬁ &mF + r—n)/m(ia]')ﬁ + nF7. (F.2)

Igualando ambas expresiones podemos identificar:

m 2 m
EEF = ‘3 8mF + r—nym(l&j)ﬁ . (F.3)
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La expresion completa para cada funcion queda

£ EA
£ 5B

£ EH

£

EECl

£5C2

B"0nA +2A0,8" + 2rCo,f* + 2r°C10,5%,
B"9uB + 2rCa,p" + 2Bd.f* + 2r*C,0,?,
B"9,H,

B10,C + ~(BIf* + Ad-f)

+C (9,8 + 0,p7) + *C19,B% + rCy9,8?,
B"9,,Cy + %(CQ&[BZ + Ho,%) + C19,8',
B"0nCo + rC10,8" + C20.5° + HI.B°.

(F.4a)
(F.4b)
(F.4¢)
(F.4d)
(F.4e)
(F.4f)
(F.4g)



Apendice G

Scripts para calculos algebraicos

En este apartado se presenta y describe una hoja de calculo desarrollada en

Maple para el calculo de los términos del tensor de Ricci conforme en axisi-

metria, sin expandir las funciones g4, etc. Para ello se puede utilizar el paquete

por defecto para manejo de tensores inclufdo con el programa.

H O H B R Vo % HF OH OV OH H H H

\2

Ricci Tensor

Jose Manuel Torres

Carga de paquete para el manejo de tensores

with(tensor):

Definiciones

Definicion de las coordenadas

coords:=[r, z,phi]:

Definicion de la metrica. En un arreglo se definen las componentes y
luego se genera el objeto metric como un tensor covariante usando la
funcion create, que toma una lista que indica el caracter de cada indice

(-1 covariante, 1 contravariante) y un arreglo que contiene las componentes.

g:=array (symmetric, sparse, 1..3, 1..3):
gl[1,1]:=A(r,2): g[2,2]:=B(r,z): g[3,3]:=H(r,z)*r"2:9[1,2]:=C(r,z)*r:

metric:=create([-1,-1], eval(g));
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HOH OB B H H H

Se calculan primeramente los tensores derivados de la metrica covariante
utilizando la funcion tensors GR. Esta recibe la lista de coordenadas y el
tensor metrico, junto con los nombres de los tensores que va a calcular en
el siguiente orden: metrica contravariante, determinante de la metrica,
simbolos de Christoffel del primer tipo (indices covariantes) y del

segundo tipo (un indice contravariante), tensor de Riemann, tensor de Ricci,

tensor de Einstein y tensor de Weyl

tensorsGR(coords,metric,contra_metric,det_met, Chl, Ch2, Rm, Rc, R, G, Cw);

De manera similar definimos la metrica auxiliar de fondo en coordenadas

# cilindricas y calculamos los tensores asociados a esta para obtener la

vV V V #H# #*

conexion compatible. Los demas tensores son redundantes

g:=array (symmetric, sparse, 1..3, 1..3):
gl[1,1]:=1: g[2,2]:=1: g[3,3]:=r"2:
metricO®:=create([-1,-1], eval(g));

tensorsGR(coords,metric®,contra_metric®,det_met®,Chl10®,Ch20,Rm0,RcO,R0,G0O,Cwd);

Ahora definimos la metrica contravariante en terminos de las funciones g_A,
etc.

g:=array (symmetric, sparse, 1..3, 1..3):

gl[1,1]:=g_A(r,z): g[2,2]:=g_B(r,z): 9¢[3,3]:=g_H(r,z)/r"2:g[1,2]:=g_C(r,z)*r:
metricIl:=create([1,1], eval(g));

# Definimos tambien el vector auxiliar Delta que promovemos a variable

\2

HF OH OH W H H

independiente
DeltaV:=create([1],array([Delta_r(r,z),Delta_z(r,z),Delta_p(r,z)]1));

Ricci Tensor/Scalar

El tensor de Ricci que calcula Maple considera la expansion completa de
las funciones g_A, etc., y del vector Delta. Para el analisis y la imple-
mentacion numerica es preferible no expandir estos terminos y por ello

realizamos el calculo directo.
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>

#
#
#
#

\2

Para mayor claridad separamos los distintos terminos que conforman la
expresion del tensor en terminos de una metrica auxiliar. Estos constan de
un termino que representa el laplaciano de la metrica, un termino que
contiene la derivada covariante del vector Delta, y dos terminos son

contracciones del tensor Delta consigo mismo (ver Capitulo 1)/

El laplaciano (plano) de la metrica

Se utilizan varias funciones:

lin_com: acepta una lista de argumentos alternando coeficientes y tensores

prod: realiza el producto de dos tensores y acepta pares de indices a
contraerse entre ambos tensores (deben ser uno covariante y otro
contravariante por cada par)

cov_diff: Recibe un tensor, la lista de coordenadas y la conexion elegida

para la derivada covariante. Produce un tensor con un indice

covariante adicional.

Notese que estoy dando un formato para facilitar la lectura de modo que en

las expresiones largas los parentesis coinciden en la misma columna

RR1:=1lin_com(-1/2,prod(
metricI,cov_diff(
cov_diff(metric,coords,Ch20), coords,Ch20
), [1,31,[2,4]

Derivada covariante del vector Delta

symmetrize: Recibe un tensor y un par de indices, y regresa un tensor del

mismo rango simetrizado.

RR2:=symmetrize(prod(metric,cov_diff(DeltaV,coords,Ch2),[1,1]
), [1,2]
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vV V V V HFOH OH OB OH H OH H OB

vV V V V

Los terminos restantes corresponden a contracciones del tensor Delta, que
es una diferencia entre conexiones. Para obtener la conexion asociada a la
metrica conforme sin expandir la metrica contravariante tomamos los
coeficientes con indices contravariantes y les subimos el indice usando la
metrica contravariante definida anteriormente. Es necesario tener mucho
cuidado con las contracciones de indices ya que el programa maneja
convenciones distintas para los indices de los simbolos de Christoffel de

primer y segundo tipo.

auxl:=prod(raise(metricI,Chl,1,3),Chl1,[1,2],[3,1]):
aux2:=prod(raise(metricI,Chl,1,3),lower(metric,Ch20,1),[1,3],[3,2]1):
aux3:=prod(raise(metricI,Ch20,2),Chl,[1,1],[2,2]):
aux4:=prod(raise(metricI,Ch20,2),lower(metric,Ch20,1),[1,2],[2,3]):

RR3:=symmetrize(lin_com(2,auxl,-2,aux2,-2,aux3,2,aux4),[1,2]):
auxl:=prod(raise(metricI,Chl,1,3),Chl1,[3,3],[1,1]):
aux2:=prod(raise(metricI,Chl,1,3),lower(metric,Ch20,1),[3,1],[1,2]):
aux3:=prod(raise(metricI,Ch20,2),Chl,[1,3],[2,1]):

aux4:=prod(raise(metricI,Ch20,2),lower(metric,Ch20,1),[1,1],[2,2]):

RR4:=1in_com(1l,auxl,-1,aux2,-1,aux3,1,aux4):

Full Ricci

# Finalmente podemos tomar la combinacion lineal de estos terminos para

# formar el tensor completo (aunque es recomendable conservar los terminos

# individuales para facilitar el analisis)

RicciFull:=1in_com(1,RR1,1,RR2,1,RR3,1,RR4):

El escalar de Ricci se obtiene al contraer los indices del anterior.

RicciSc:=prod(metricI,RicciFull,[1,1],[2,2]):
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No incluyo la expresion completa del tensor de Ricci obtenida de este modo
por ser muy extensa y poco ilustrativa. Sin embargo es posible verificar a este
nivel la validez del calculo comparandolo con el que se obtuvo con la funcion

tensorsGR. Para ello hay que sustituir los valores del tensor A/, , el vector A y

mn/

las componentes de la métrica contravariante.

> Delta:=1lin_com(1l,Ch2,-1,Ch20):
> DeltaV:=prod(metricI,Delta,[1,2],[2,3]):

> detg:=(r,z)->( A(r,z)*B(r,z)*H(r,z)+2*r " 4*C(r,z)*Cl(r,z)*C2(r,z)
-r 2*(A(r,z)*C2(r,z) "2+H(r,z)*C(r,z) "2+r"2*B(r,z)*Cl1(r,z)"2) ):

g_A:=(r,z)->B(r,z)*H(r,z)-(r*C2(r,z)) "2)/detg(r,z):
g_B:=(r,z)->(A(r,z)*H(r,z)-(r"2*Cl(r,z)) "2)/detg(r,z):
g_H:=(r,z)->(B(r,z)*A(r,z)-(r*C(r,z)) "2)/detg(r,z):
g_C:=(r,z)->-(C(r,z)*H(r,z)-r " 2*C1(r,z)*C2(r,z)) /detg(r,z):
g_Cl:=(r,z)->-(B(r,z)*Cl(r,z)-C(r,z)*C2(r,z)) /detg(r,z):
g_C2:=(r,z)—>-(A(r,z)*C2(r,z)-r " 2*C(r,z)*Cl(r,z)) /detg(r,z):

VvV V V V V V

Con ello podemos hacer la combinacion

> expand(lin_com(1l,RicciFull,1,Rc));

la cual debe anularse. Notese que la convencion del programa para el signo
del tensor de Ricci es contraria a la que se utiliza en este trabajo, por lo cual los

coeficientes en el Gltimo comando llevan el mismo signo.

Una vez hecho este calculo es posible analizar los distintos términos, facto-
rizando aquellos que comparten potencias de r, y proceder a la regularizacion
analftica de aquellos que presentan factores del tipo ™. En esta seccion solo se
exhibe como ejemplo el calculo del tensor de Ricci, pero para la implementacion
numerica de las ecuaciones de evolucion del sistema BSSN en axisimetria se

requirio de un desarrollo similar para los términos mas complicados.
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