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0. Introducción.

Las álgebras de conglomerado fueron definidas en el 2002 por Fomin y Zelevinsky en [7] motivados

por las bases canónicas en la teoŕıa de Lie. En la actualidad las álgebras de conglomerado se relacio-

nan con distintas áreas de las matemáticas como son: la geometŕıa algebraica, las representaciones

de álgebras, la teoŕıa de Teichmüller entre otras mas.

Por definición el álgebra de conglomerado AB asociado a una matriz B anti-simetrizable con

coeficientes enteros es una sub-álgebra de un campo de funciones racionales. Dicha sub-álgebra

esta generada recursivamente por ciertos conjuntos llamados conglomerados. Empezando con la

matriz B y un conjunto inicial llamado semilla se obtienen otra semilla mediante la mutación de

la semilla inicial. A lo largo de esta tesis B será una matriz anti-simétrica.

El conjunto de matrices anti-simetricas con entradas en los enteros se corresponden biyectivamente

con el conjunto de carcajes 2-aćıclicos. Denotamos por AQ := AB si la matriz B se corresponde

con el carcaj Q.

Una conexión importante ( para esta tesis ) de las álgebras de conglomerado se da con las repre-

sentaciones de álgebras en el trabajo de H. Derksen, J. Weyman y A. Zelevinsky [3] el cual se

desarrolló para demostrar muchas conjeturas de naturaleza combinatoria. Esté trabajo es acerca

de carcajes con potencial (Q,S) y las representaciones del álgebra Jacobiana P(Q,S), donde S

denota un potencial no degenerado de un carcaj 2-aćıclico Q y P(Q,S) es por definición el cociente

del álgebra completa de caminos de Q módulo la cerradura del ideal generado por las derivadas

ćıclicas de S.

Recordamos que un potencial ( [3, Definición 3.1]) en Q es un elemento de R〈〈Q〉〉 (véase [3,

Definición 2.2] ó Definición 1.14 de esta tesis) en el que todos sus términos son ciclos de longitud

positiva. Al conjunto de todos los potenciales en Q lo denotamos por R〈〈Q〉〉cyc el cual es un

subespacio cerrado de R〈〈Q〉〉.

Para cada flecha a en Q1 y cada ciclo a1...ad en Q definimos la derivada ćıclica como sigue;

∂a(a1...ad) =

d∑
i=1

δa,aiai+1...ada1...ai−1,

(donde δa,ai es la delta de Kronecker) se extiende linealmente y continuamente para obtener un

morfismo ∂a : R〈〈Q〉〉cyc −→ R〈〈Q〉〉([3, Definición 3.1]).

Otra conexión importante (para esta tesis) es el trabajo de S. Fomin, M. Shapiro y D. Thurston
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[6] acerca de superficies de Riemann con puntos marcados. En este trabajo se definió el álgebra de

conglomerado A(Σ,M) que proviene de las triangulaciones etiquetadas de una superficie con puntos

marcados (Σ,M). Además se demostró que existe una biyección entre los conglomerados de A(Σ,M)

y las triangulaciones etiquetadas de superficies (Σ,M).

Consideramos una triagulación ideal τ sin triángulos doblados de una superficie con puntos marca-

dos (Σ,M), combinando los trabajos de H. Derksen, J. Weyman, A. Zelevinsky [3] y S. Fomin, M.

Shapiro, D. Thurston [6] Labardini-Fragoso definió un potencial no degenerado S(τ) para Q(τ). Si-

guiendo [6] y [11] se define el carcaj con potencial (Q(τ), S(τ)) asociado a τ como la parte reducida

de (Q̂(τ), Ŝ(τ)), donde Q̂(τ) y Ŝ(τ) se definen como sigue:

Los vértices de Q(τ) son los arcos de τ , ahora si i y j son vértices de un triángulo ∆ de τ entonces

existe una flecha α : i −→ j en Q̂(τ) si al ordenar los lados del triángulo ∆ en el sentido de las

manecillas del reloj, el arco j le sigue al arco i. Por otro lado el potencial Ŝ(τ) se define como

la suma
∑
∆

Ŝ∆, donde Ŝ∆ es el triángulo en Q̂(τ) orientado en el sentido de las manecillas del

reloj. En la sección cinco del caṕıtulo 1 (de esta tesis) recordaremos la definición mas general del

potencial no degenerado S(τ) dada por Labardini-Fragoso para cualquier triangulación etiquetada

de (Σ,M).

Para una superficie Σ sin puntos marcados en el interior y una triangulación ideal τ de Σ, se

define la representación de un arco i (que no pertenece a la triangulación τ) de la manera natural

siguiendo las ideas de Assem-Brüstle-Charbonneau-Plamodon [1] y Caldero-Chapoton-Schiffler [2].

Es decir, el espacio vectorial asociado a un vértice j es KA(i,j) donde A(i, j) es el número de puntos

de intersección del arco i con el arco j. Las transformaciones lineales asociadas a las flechas de Q(τ)

se definen siguiendo el arco i a través de la triangulación τ , como se muestra en la Figura 1.

α

β

1

2

3

(a) Triangulación.

1 2 3
α β

(b) Carcaj.
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a

b

c

1

2

3

(c) Arco i.

K K K
1 1

(d) Representación del arco i.

Figura 1: Representación de arco para una superficie Σ sin puntos marcados en el interior.

ahora sea (Σ,M) una superficie con puntos marcados en el interior, τ una triangulación ideal (es

decir, una triangulación sin etiquetas) de (Σ,M) sin triángulos doblados, i un arco (sin etiquetas)

que no pertenece a la triangulación τ y (Q(τ), S(τ)) el carcaj con potencial asociado a la trian-

gulación τ . En este caso es fácil observar que las pinchaduras causan el siguiente problema. Si se

define de la manera natural la representación de i denotada por m(τ, i) entonces m(τ, i) no cumple

las relaciones Jacobianas de (Q(τ), S(τ)). Véase la Figura 2.

α2

α1

α3

α4

δ
β1

β2

γ1

γ2ε

β3

ρ

γ5

γ3

γ4

σ

(a) Triangulación.

β1δ

α2

ε γ2

α4

α3

α1
β2

γ1

β3 ρ

γ5

β4

γ3

γ4

(b) Carcaj.

a1

a2

b
c

d
e

f

(c) Arco i.

K

K

K

K

0

K2 K

0 0

0

00

1

0 0

0

1

1

[
1
0

]

[
0 1

]

0 0

[
0
1

]

0

0

0

(d) Representación de cuerda m(τ, i).

Figura 2: (Σ,M) superficie con puntos marcados.
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∂(S(τ))α4 = −α3α2α1 + γ1β2 = 1 · 1 · 1 + [0 1]
[
1

0

]
= −1 + 0 = −1 6= 0.

Dado que la representación m(τ, i) no satisface las relaciones Jacobianas, Labardini-Fragoso definió

en [10] las curvas de desviación (denotada por d∆
(a1,a2)) y las matrices de desviación (denotada por

D∆α

i,j ), donde α es una flecha de Q(τ) tal que t(α) = j. Para definir la representación de arco

M(τ, i) se modifican las transformaciones lineales de la representación m(τ, i) usando las matrices

de desviación. La representación de arco M(τ, i) satisface las relaciones Jacobianas. Véase la Figura

3.

d∆
(a1,a2)

a1

a2

b
c

d
e

f

(a) 1-Desviación d∆
(a1,a2)

.

K

K

K

K

0

K2 K

0 0

0

00

1

0 0

0

1

1
[
1
1

]

[
0 1

]

0 0

[
0
1

]

0

0

0

(b) Representación de arco M(τ, i).

Figura 3: (Σ,M) superficie con puntos marcados.

La matriz asociada a la desviación d∆
(a1,a2) es D∆

i,t(β2) =
[
1 0

1 1

]
y el resto de matrices de desviación

para los arcos de τ son la identidad. Se modifica la transformación lineal asociada a la flecha β2

como sigue:

M(τ, i)β2
:= D∆

i,t(β2)m(τ, i)β2
=
[
1 0

1 1

] [
1

0

]
=
[
1

1

]

A continuación calculamos ∂(S(τ))α4
en M(τ, i) para verificar que se cumplen las derivadas ćıclicas.

∂(S(τ))α4 = −α3α2α1 + γ1β2 = 1 · 1 · 1 + [0 1]
([

1 0

1 1

] [
1

0

])
= −1 + 1 = 0.

La motivación de esta tesis es extender la definición de representación de arco de Labardini-Fragoso

a un contexto de triangulaciones etiquetadas. Los conceptos que se utilizarán a lo largo de esta tesis

los vamos a definir en una triangulación τ con signatura (véase [11, Definición 3.9] o Definición 1.19
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de esta tesis) no negativa de una superficie con puntos marcados (Σ,M), posteriormente se gene-

ralizarán a cualquier triangulación etiquetada. Cabe mencionar que la definición de representación

de arco (etiquetado) se dedujo a partir de la representacion de arco definida por Labardini-Fragoso

mediante el proceso de mutación de representaciones.

El primer caṕıtulo esta dividido en cinco secciones, en la primera sección recordamos algunas

definiciones básicas como; carcaj, caminos en un carcaj y la mutación de un carcaj en un vértice.

En la segunda sección recordamos algunos conceptos y resultados de S. Fomin, M. Shapiro y

D. Thurston (que aparecen en [6]) acerca de triangulaciones de superficies con puntos marcados.

Además recordamos un resultado de L. Mosher [13] que relaciona cualesquiera dos triangulaciones

ideales de superficies con puntos marcados mediante flips.

En la tercera sección del primer caṕıtulo recordamos conceptos como son; el álgebra de caminos

de un carcaj, la completación del álgebra de caminos y el álgebra Jacobiana. Además recordamos

conceptos y resultados de H. Derksen, J. Weyman y A. Zelevinsky (que aparecen en [3]) acerca

de carcajes con potencial. En la cuarta seccón recordamos el potencial (S(τ)) para triangulaciones

ideales, definido por Labardini-Fragoso (que aparecen en [9]). Por último en la quinta sección

recordamos algunos conceptos de S. Fomin, M. Shapiro y D. Thurston (que aparecen en [6]) acerca

de triangulaciones etiquetadas de superficies con puntos marcados. Además recordamos el potencial

S(τ) para triangulaciones etiquetadas de superficies con puntos marcados, definido por Labardini-

Fragoso (que aparecen en [11]).

En el segundo caṕıtulo recordamos algunas nociones y resultados de H. Derksen, J. Weyman y A.

Zelevinsky (que aparecen en [3]) sobre representaciones de carcajes con potencial.

El tercer caṕıtulo inicia con la siguiente definición:

Definición 0.1. Sean τ una triangulación etiquetada de (Σ,M) con signatura no negativa y ∆ un

triángulo no doblado en τ◦. Decimos que ∆ es un triángulo de;

a) Tipo 1 si ningún lado de ∆ es lado de un triángulo doblado.

b) Tipo 2 si ∆ comparte sólo un lado con un triángulo doblado ∆′.

c) Tipo 3 si ∆ comparte dos lados con triángulos doblados distintos ∆′ y ∆′′.
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∆

∆

∆′

∆

∆′ ∆′′

Figura 4: Triángulos de tipo 1,2 y 3.

Ahora vamos a dibujar el carcaj Q̂(τ◦) en la superficie (Σ,M). Dado que cualquier triangulación

de (Σ,M) se puede obtener pegando las piezas de la Figura 5 ( véase [6, Sección 4.2]) , es suficiente

observar como se dibuja Q̂(τ◦) en cada una de dichas piezas.

(a)

α1 α2

(b)

α1

β

α2α3 α4

(c) (d)

Figura 5: Dibujo de Q(τ◦) sobre (Σ,M).

Dado un triángulo ∆ de tipo 2 ó 3 en τ vamos a asignar una etiqueta (asociada al triángulo ∆) en
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el conjunto {l1, l2, l3} a los arcos de τ .

a) Sea ∆ un triángulo de tipo 2. Denotamos por m al único lado de ∆ que es lado no doblado

del único triángulo doblado ∆′ que comparte a m como uno de sus lados.

Asignamos la etiqueta l1 a m en ∆ y recorriendo los lados de ∆ en el sentido de las manecillas

del reloj, asignamos la etiqueta l2 y l3 en ∆ al segundo y tercer lado respectivamente.

∆

p

l1

l3 l2

Figura 6: Etiquetas de los lados de un triángulo de tipo 2.

b) Sea ∆ un triángulo de tipo 3.

Asignamos la etiqueta l1 en ∆ al único lado de ∆ que no es lado de ningún triángulo doblado.

Recorriendo los lados de ∆ en el sentido de las manecillas del reloj, asociamos la etiqueta l2

y l3 en ∆ al segundo y tercer lado respectivamente.

∆

p

l1

l2 l3

Figura 7: Etiquetas de los lados de un triángulo de tipo 3.

Usando la Definición 0.1, el carcaj dibujado sobre (Σ,M) y las etiquetas de los triángulos de tipo

2 y 3. Para una curva γ en Σ con extremos en un arco j de τ◦, se define el concepto de rodear un

pinchadura p. Este concepto nos será muy útil para definir las curvas de desviación y las curvas
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auxiliar. Con dichas curvas se definen las matrices de desviación y las matrices auxiliares para

modificar la representación de cuerda.

Primero se define el concepto de rodear a una pinchadura p para triangulaciones con signatura no

negativa y posteriormente se extiende la definición a cualquier triangulación etiquetada. Para la

definición se consideran dos casos, el primer caso es cuando la signatura de p es 1 y el segundo

cuando la signatura de p es cero. En cada caso consideramos los sub-casos cuando j es lado de un

triángulo doblado o no es lado de ningún triángulo doblado. En el caso que j sea el lado doblado

de un triángulo doblado ∆′ cuyo lado no doblado es m, se considera los sub-casos cuando m es

lado de un triángulo de tipo 2 ó 3. Ahora si j no es lado de ningún triángulo doblado consideramos

los sub-casos cuando j es lado de un triángulo de tipo 2 o 3.

En la Figura 8 se muestra una curva γ que rodea a una pinchadura p con signatura 1. En inciso a)

se muestra el caso cuando el arco j es lado doblado de un triángulo doblado ∆′ mientras que en el

inciso b) se muestra el caso cuando el arco j no es lado de ningún triángulo doblado.

∆

∆′

m j

p

rl+1 = q1 rl

rl−1

rl−2
r3

r2

r1

r0 = q0

(a) j es lado doblado de un
triángulo doblado ∆′.

∆

p

j

m
∆′

m′

∆′′

q0 = r0q1 = rl+1

rl

rl−1

rl−2

rl−3

rl−4 r5

r4

r3

r2

r1

(b) j no es lado de ningún triángulo doblado.

Figura 8: Curva que rodea a una pinchadura p.

Notemos que en la definición rodea una pinchadura p, para una curva γ con extremos en un arco

j no se considera el caso cuando j es el lado no doblado de un triángulo doblado. Esto es por el

concepto de curva desviación el cual se va a definir en el caṕıtulo cuatro.
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Por otro lado a partir de un arco etiquetado i cuyos extremos son p y q, y que no pertenece a

la triangulación τ◦, se construye una curva etiquetada i′. Esta curva etiquetada i′ se utilizará

para definir representación de cuerda m(τ, i) de manera mas gráfica. Se realiza la construcción

primero sobre una triangulación etiquetada τ con signatura no negativa y después se generaliza

para cualquier triangulación etiquetada. Para la construcción de dicha curva i′ primero se construye

una curva i0 (sin etiquetas) y después se asignan etiquetas a los extremos de i0.

Si el arco etiquetado i tiene etiqueta ”plain” en ambos extremos entonces la curva i0 coincide con

el arco i. Por otro lado si algún extremo de i tiene etiqueta 1 (digamos en el extremo p) y la

signatura de p no es cero entonces se modifica el arco i sólo cerca de la pinchadura p. Ahora la

curva i0 tiene etiqueta 1 en un extremo (digamos p) sólo cuando el arco i tiene etiqueta 1 en p y

la signatura de p es cero.

Para construir i′ se consideran los casos cuando p es igual a q o p es distinto de q. En cada uno de

estos dos casos se consideran los sub-casos cuando la signatura en los extremos es 1 ó 0. En cada

uno de los sub-casos se considera los sub-casos cuando los extremos de i′ tienen etiqueta ”plain”

o ”1”. La curva i′ nos ayudara para que la definición de representación de cuerda (esta definición

aparece al final de este caṕıtulo) sea más grafica. En la Figura 9 muestra un ejemplo de la curva i′.

i

1

1

(a) Arco etiquetado i.
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i′

(b) Curva derivada i′ del arco i.

Figura 9: Curva derivada.

Ahora dado un arco j de τ◦ se define el concepto de punto de cruce de i′ con el arco j. Para esta

definición se consideran los casos cuando el arco j es el lado de un triángulo doblado ∆′ o j no es

lado de ningún triángulo doblado. En el caso que j sea lado de un triángulo doblado ∆′ se considera

los subcasos cuando la curva etiquetada i′ tiene etiqueta ”plain”o ”1” en los extremos.

El caṕıtulo tres finaliza con la definición de la representación de cuerda m(τ, i) para un arco

etiquetado i que no pertenece a τ . La representación de cuerda es la primera aproximación de la

representación de arco requerida. Para definir los espacios vectoriales asociados a los vértices se

utiliza la cruva i′ y el concepto de punto de cruce. Por otro lado para definir la transformación lineal

asociada a una flecha α : j −→ k de Q(τ) se utilizan la curva i′, el concepto rodear una pinchadura

y punto de cruce. Además para la definición se consideran los casos cuando j ó k (o ambos) son

lados de un triángulo doblado o no lo son. Es fácil encontrar ejemplos de representaciones de cuerda

que no cumplan las relaciones Jacobianas, como se muestra en la Figura 10.

∆

1

(a) Triangulación y arco etiquetado i.
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α5

γ

β3

β4

β5

δ

α1

ε1

β1

β2 β6

α7 α3
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α8 α2

(b) Carcaj

∆

a3a2

b

c

a1

l
d f

g

a4

s

h

(c) Curva derivada i′ del arco i.
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1

α8


0
0
1
1



α8 =
[
1 0 0 0

]
α3 =

[
0 0 0 1

]
ε3 =

[
−1 1 0 0

]
(d) Representación m(τ, i)

Figura 10: Representación m(τ, i).

∂(S(τ))α1
= −α8 · · ·α2 + α8α2 = − [1 0 0 0]

1

0

0

0

 1 · · · 1 · [0 0 0 1]

0

0

1

1

+ [1 0 0 0]

0

0

1

1

 =

−1 + 0 = −1 6= 0.

Siguiendo las ideas de Labardini-Fragoso vamos a definir en el caṕıtulo cuatro objetos análogos a

los definidos por su trabajo. Iniciamos definiendo de ciertos conjuntos B∆,1
i,j cuyos elementos son de

la forma (q0, q1, r1, r2, rl, p) o de la forma (q0, q1, q2, r1, r2, r3, rl, p). En ambos casos q0 y q1 (están

en un arco j) son extremos de una curva γ, dicha curva γ es un segmento de la curva i′, rs es el

s-ésimo punto de intersección de γ con los arcos de τ◦ y p es la pinchadura que es rodeada por

γ. Para la definición se consideran los casos cuando el arco j es el lado doblado de un triángulo

doblado o el arco j no es lado de ningún triángulo doblado.

Después con la ayuda de los conjuntos B∆,1
i,j se dibujan las 1-desviaciones de tipo 1 y de tipo 2,

además se dibujan las curvas 1-auxiliares. Estas curvas nos ayudaran a definir (de manera recursiva)

los conjutos B∆,n
i,j y posteriormente las n-desviaciones de tipo 1 y 2, y las curvas n-auxiliares. Las

n-desviaciones y n-auxiliares nos serán útliles para definir las matrices de desviación y las matrices

auxiliares.

Con las matrices de desviación y matrices auxiliares modificaremos la representación de cuerda

para definir la representación de arco requerida. En el inciso a) de la Figura 11 se muestra una

1-desviación de tipo 1(curva café). En el inciso c) de la Figura 11 se muestra una 1-desviación
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de tipo 2 (curva café) y una curva 1-auxiliar (curva azul). En a) de la Figura 12 se muestra una

2-desviación (curva café) y una 2-auxiliar (curva azul) mientras que en el inciso b) de la Figura 12

se muestran conjuntos B∆,2
i,j .

∆

a3a2

b

c

a1

l
d f

g

a4

s

h

d∆,1
(a3s,a2)

B∆,1
i,j = {(a3, a2, h, s, b, p)}

(a) 1-desviación de tipo 1.

α3

α4

α5

γ
α1

δ

β1

α2

β2

ρ σ

β6

β3

β4

β5

(b) Triangulación y carcaj.
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p

∆

r1

r2

r3

rl

d∆,1
(a1,a2)

e∆,1
(a1,a2)

B∆,1
i,j = {(a1, a2, c2, r1, r2, r3, rl, p)}

a1

a2

c1

c2

c3

(c) 1-desviación de tipo 1.

Figura 11: Curvas 1-desviación, 1-auxiliar y conjunto B∆,1
i,j .

∆1j1

∆2

j2

a

b1

b2

b3
c1

c2 c3

d1 d2

d3

d4d5

g1

y1
y2

g2

g3

g4 g5

r2 r1

d1
1

d1
2

d1
1 = d∆1,1

(g5,g4) d
1
2 = d∆1,2

(g5,g3)

e1

e2

e1 = d∆2,1
(b1,b2) e2 = d∆2,2

(b1,b3)

d2
1

d2
2

d2
1 = d∆2,1

(b1,b2) d
2
2 = d∆2,2

(b1,b3)

(a) Curvas 2-desviación, 2-auxiliar.
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B∆1,1
i,j1

= {(g5, g4, a, c1, y1, p)}

B∆1,2
i,j1

= {(g5, g3, a, c, y2, p)}

B∆2,1
i,j2

= {(b1, b2, d2, a, g5, r1, c2, p)}

B∆2,2
i,j2

= {(b1, b3, d3, a, g4, r2, c3, p)}

(b) Conjuntos B∆1,1
i,j y B∆1,2

i,j .

Figura 12: Curvas 2-desviación, 2-auxiliar y conjunto B∆,2
i,j .

Para un arco j se define una matriz de desviación y una matriz auxiliar para cada flecha α : k −→ j.

Para esta definición se consideran los casos cuando el arco j es lado de un triángulo doblado o j no es

lado de ningún triángulo doblado. En caso que j sea lado de un triángulo doblado ∆′ consideramos

los sub-casos cuando j es el lado doblado de ∆′ o j es el lado no doblado de ∆′.

Si el arco j no es lado de ningún triángulo doblado entonces j es lado de exactamente dos triángulos

no doblados ∆1 y ∆2. Se consideran los casos cuando ∆1 o ∆2 son triángulos de tipo 1,2 ó 3. En

cada uno de los casos se consideran los sub-casos cuando al arco j se le asignan 2,3 o 4 matrices

de desviación y auxiliar.

El caṕıtulo cuatro termina con la definición de representación de arco M(τ, i). Para definir la

representación M(τ, i) nos basamos en la representación de cuerda m(τ, i) y usamos las matrices

de desviación y auxiliar para modificar las transformaciones lineales. Sea j un arco, definimos el

espacio vectorial asociado a j teniendo en cuenta los casos cuando la curva etiquetada i′ tiene

algún(o ambos) extremo en el interior relativo del arco j o ningún extremo de i′ esta en el interior

relativo del arco j.

Sea α : j −→ k una flecha de Q(τ◦), con la ayuda de las matrices de desviación y las matrices

auxiliares se define la matriz M(τ, i)α basados en la transformación m(τ, i)α. Se consideran los casos

cuando algún(o ambos) extremo(s) de i′ es punto marcado o no lo es. En el caso cuando ambos

extremos de i′ sean puntos marcados se consideran los sub-casos cuando la flecha α (dibujada

sobre Σ) interseca a exactamente un arco de τ◦ o tiene intersección vaćıa con τ◦ o interseca a

exactamente dos arcos de τ◦.

Denotemos por m(τ, i)+ a la matriz que resulta al reemplazar las entradas con signo negativo en

m(τ, i) por cero. Análogamente denotamos por m(τ, i)− a la matriz que resulta al reemplazar las

entradas con signo positivo en m(τ, i) por cero. Notemos que m(τ, i)α = m(τ, i)+
α +m(τ, i)−α . Si los
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extremos de la curva i′ son puntos marcados se define M(τ, i)α como sigue:

Si la flecha α (dibujada sobre Σ) no interseca a ningún arco de τ◦ o interseca a exactamente

dos arcos de τ◦ entonces M(τ, i)α := E∆α

i,j D
∆α

i,j m(τ, i)α si m(τ, i)+ = 0 o m(τ, i)− = 0. Por

otro lado si m(τ, i)+ 6= 0 6= m(τ, i)− entonces M(τ, i)α := E∆α

i,j D
∆α

i,j m(τ, i)+
α +m(τ, i)−α .

Si la flecha α (dibujada sobre Σ) interseca a exactamente un arco de τ◦ entonces M(τ, i)α :=

E∆
α

i,j D
∆
α

i,j m(τ, i)α si m(τ, i)+ = 0 o m(τ, i)− = 0. Por otro lado si m(τ, i)+ 6= 0 6= m(τ, i)−

entonces M(τ, i)α := E∆
α

i,j D
∆
α

i,j m(τ, i)+
α +m(τ, i)−α .

Por otro lado si algún extremo de i′ no es punto marcado (es decir, dicho exrtemo esta en el

interior relativo de un arco j) se consideran los sub-casos cuando j es el lado doblado de un

triángulo doblado o el arco j no es lado de ningún triángulo doblado. En cada uno de los sub-casos

se toma en cuenta cuántos arcos de τ◦ son intersecados por la flecha α dibujada sobre Σ. Este

número puede ser 0,1 ó 2.

γ

α

β

Figura 13: interseción de las flechas de Q(τ) con los arcos de τ .

En la Figura 13 la flecha α interseca a exactamente un arco de τ◦, la flecha β interseca a exactamente

dos arcos de τ◦ y la flecha γ no interseca a ningún arco de τ◦.

En el inciso a) de la Figura 11 la matriz asociada a la desviación d∆
(a3,a2) es D∆,1

i,j =

1 0 1 0

0 1 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1


el resto de matrices de desviación para los arcos de τ◦ son la identidad al igual que las matrices

auxiliares. En este caso se modifica la transformación lineal asociada a la flecha α2 como sigue:

M(τ, i)α2
:= πE∆,1

i,j D
∆,1
i,j m(τ, i)α2

=

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 1 0

0 1 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0

0

1

1

 =

[
1

1

1

]
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A continuación calculamos ∂(S(τ))α1
en M(τ, i) para verificar que se cumplen las derivadas ćıclicas.

∂(S(τ))α1 =

−α8 · · ·α2+α8α2 = − [1 0 0]

[
1

0

0

]
1 · · · 1 · [0 0 1]

[1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 1 0

0 1 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0

0

1

1

+

[1 0 0]

[1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 1 0

0 1 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0

0

1

1

 = −1 + 1 = 0.

En el inciso c) de la Figura 11 la matriz asociada a la desviación d∆
(a1,a2) es D∆,1

i,j =
[
1 0

1 1

]
y la

matriz E∆,1
i,j =

[
1 1 0

1 0 0

0 0 1

]
el resto de matrices de desviación y matrices auxiliares para los arcos de

τ◦ son la identidad. En este caso se modifican las transformaciones lineales asociadas a las flechas

α5 y δ como sigue:

M(τ, i)α5 := E∆,1
i,j D

∆,1
i,j m(τ, i)α5 =

[
1 0

0 1

] [
1 0

1 1

] [
1

0

]
=
[
1

1

]

M(τ, i)δ := E∆,1
i,j D

∆,1
i,j m(τ, i)α1 =

[
1 1 0

1 0 0

0 0 1

][
1 0 0

0 1 0

0 0 1

][
1 0

0 1

0 0

]
=

[
1 1

1 0

0 0

]

A continuación calculamos ∂(S(τ))β1
y ∂(S(τ))γ en M(τ, i) para verificar que se cumplen las

derivadas ćıclicas.

∂(S(τ))β1 = −β6 · · ·β2 + α1α5 + δγ = −

[
1

0

0

]
1 · · · 1 +

[
1 0

0 1

0 1

]([
1 0

0 1

] [
1 0

1 1

] [
1

0

])
+([

1 1 0

1 0 0

0 0 1

][
1 0 0

0 1 0

0 0 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
−1

0

]
= −

[
1

0

0

]
+

[
1

1

1

]
+

[
−1

−1

0

]
= 0.

∂(S(τ))γ = β1δ = 0 ya que la flecha β1 actúa como cero en M(τ, i).

El quinto caṕıtulo inicia con una proposición que afirma que si x es un punto de cruce de i′ con

un arco j y x no es punto inicial de ninguna desviación entonces x ∈ Wl := {z ∈ M(τ, i)|Jz = 0}

siendo J el ideal Jacobiano: Este resultado nos va a facilitar la prueba del teorema principal de

esta tesis ya que con esta proposición basta enfocarse en los puntos iniciales de alguna desviación.

Para la demostración se consideran los casos cuando el arco j es lado de un triángulo doblado o el

arco j no es lado de ningún triángulo doblado. Cuando el arco j es lado de un triángulo doblado

se consideran los sub-casos cuando j es el lado doblado o j es el lado no doblado.
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Después se enuncia y demuestra el teorema principal de este trabajo para superficies (Σ,M) con

puntos marcados y con frontera no vaćıa. Dicho teorema consiste en que la representación de arco

M(τ, i) satisface las relaciones Jacobianas y M(τ, i) es nilpotente. Para la demostración se considera

una triangulación etiquetada de (Σ,M) y un orden (j1, ..., jr) de los arcos de τ◦ con la siguiente

propiedad:

Si ∆1, ...,∆s son todos los triángulos de tipo 2 en τ◦ entonces jh = lh1 para h ∈ {1, ..., s}, donde lh1

es el lado de ∆h con etiqueta l1 en ∆h.

Después definimos representaciones M0, ...,Mr con las siguientes dos propiedades:

M0 = m(τ, i) y Mr = M(τ, i).

dimWl+1

Wl
= njl , donde njl es el número de puntos iniciales de desviación en el arco jl y

Wl = {x ∈Ml|Jx = 0} siendo J el ideal Jacobiano.

Por la forma de definir las representaciones M0,...,Mr se verifica fácilmente la primera condición.

Para demostrar la segunda condición se demuestra que Wl ⊆Wl+1, para demostrar que Wl ⊆Wl+1

se consideran los casos cuando el arco jl+1 es el lado de un triángulo doblado o no lo es. En el

caso que jl+1 es el lado de un triángulo doblado se consideran los sub-casos cuando jl+1 es el lado

doblado o es el lado no doblado. Una vez que se demuestra que Wl ⊆Wl+1 se deduce que Wr = Mr

y por lo tanto la representación satisface las relaciones Jacobianas.

Notemos que ninguna construcción o definición en los caṕıtulos anteriores depende de si la frontera

de Σ es vaćıa o no lo es. Esta hipotesis se usa solamente para demostrar que la representación

M(τ, i) es nilpotente. Esto se sigue de dos teoremas, el primero es de Labardini-Fragoso y G.

Cerulli [11] que afirma que el radical del ideal Jacobiano es admisible. El segundo es de I. Assem,

D. Simson y A. Skowronski [16] y afirma que el radical del álgebra de caminos de un carcaj 2-

aćıclico Q módulo un ideal admisible I es igual al ideal generado por las flechas de Q módulo el

ideal I.

Terminamos con el quinto caṕıtulo conjeturando que mutación en representaciones de arco es

compatible con la mutación de representaciones de carcajes con potencial. Más precisamente para

triangulaciones etiquetadas τ y σ de una superficie con puntos marcados (Σ,M) tal que σ se obtiene

haciendo el flip en el arco j de τ , las representaciones µj(M(τ, i)) y M(τ, i) del álgebra Jacobiana

P(Q(τ), S(τ)) son equivalentes derechas.
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Este resultado se vuelve muy complicado de verifica por la cantidad de casos y sub-casos que se

deben de considerar, ya que son catorce las configuraciones diferentes en las que se dibujan al menos

una 1-desviación. Además en tres de esas catorce configuraciones se consideran n-desviaciones. Es

posible que se necesite desarrollar un software para poder verificar este resultado.

Para finalizar cabe mencionar que nos interesan las representaciones de arco por lo siguiente:

Una vez establecida la compatibilidad con mutaciones y usando los resultados de [14, Sección

13], se pueden calcular de forma combinatoria las caracteŕısticas de Euler de las Grassman-

nianas de carcaj de M(τ, i), aún siendo tan complicada la definición.

Aún cuando las álgebras Jacobianas que provienen de superficies son mansas, es muy compli-

cado escribir expĺıcitamente esta clase de representaciones con E-invariante igual a 0 y −1.

Además se puede especular sobre las demás representaciones.
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1. Antecedentes de Triangulaciones de Superficies y Carca-

jes con Potencial.

1.1. Carcaj.

Un carcaj es una gráfica dirigida, es decir, es un cuadruple Q = (Q0, Q1, s, t), donde Q0 es el

conjunto de vértices de Q, Q1 es el conjunto de flechas y s, t : Q1 −→ Q0 son funciones definidas

como sigue;

Dada una flecha α : i −→ j en Q definimos s(α) := i y t(α) := j. Un carcaj no tiene lazos si no

existen flechas α : i −→ j en Q con la propiedad que i = j. Siempre vamos a considerar carcajes Q

sin lazos y cuyo conjuntos de vertices y flechas sean finitos.

Un camino de longitud d>0 es una sucesión adad−1 · · · a2a1 que cumple t(aj) = s(aj+1) para

j = 1, ..., d− 1, un camino adad−1 · · · a2a1 de longitud d>0 es un d-ciclo si t(ad) = s(a1). Decimos

que un carcaj Q es 2-aćıclico si en Q no hay 2-ciclos.

La composición de caminos en Q está definida como la composición de funciones, es decir, si

a = ad′ad′−1 · · · a2a1 y bdbd−1 · · · b2b1 son dos caminos tal que t(bd) = s(a1), entonces el camino ab

es la concatenación de ambos caminos, es decir, ab = ad′ad′−1 · · · a2a1bdbd−1 · · · b2b1.

• b1−→ • b2−→ • · · · • bd−1−−−→ • bd−→ • a1−→ • a2−→ • · · · •
ad′−1−−−→ • ad′−−→ •

Para cada vértice i ∈ Q0, un i-gancho en Q es un camino ab de longitud 2 tal que t(b) = i = s(a).

i

b a

Figura 14: i-gancho

Definición 1.1. Dado un carcaj Q y un vértice i de Q en el que no hay 2-ciclos incidentes,

definimos la mutación de Q en dirección i como el carcaj µi(Q) cuyo conjunto de vértices es Q0 y

que resulta de aplicar los siguientes tres pasos.

Paso 1. Para cada i-gancho ab introducimos una nueva flecha [ab] : s(b) −→ t(a).

Paso 2. Reemplazamos cada flecha a : i −→ t(a) de Q por una flecha a∗ : t(a) −→ i y cada flecha

b : s(b) −→ i por b∗ : i −→ s(b).

Paso 3. Elegimos una colección maximal de 2-ciclos disjuntos y los borramos.

Al carcaj obtenido después de los primeros dos pasos lo llamaremos la Premutación de Q en

dirección i, y se denotará por µ̃i(Q).
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Observación 1.2.

1) La mutación está definida aún cuando el carcaj Q no sea 2-aćıclico, pero si se requiere mutar

en cada vértice de Q entonces es necesario que Q sea 2-aćıclico.

2) En el tercer paso de la Definación 1.1 el proceso para borrar el conjunto maximal de 2-ciclos

no es canonico, sin embargo la mutación µi es una involución en las clases de isomorf́ıa de

carcajes 2-aćıclico, es decir, µ2
i (Q) ' Q para cada carcaj Q 2-aćıclico.

1.2. Triangulaciones ideales de Superficies y sus Flips.

Recordemos algunos conceptos de H. Derksen, J. Weyman y A. Zelevinsky en [3] y de S. Fomin,

M. Shapiro, D. Thurston en [6].

Definición 1.3. Una superficie con frontera y puntos marcados es un par (Σ,M), donde Σ es una

superficie de Riemman orientada, compacta, conexa y con frontera no vaćıa, M 6= ∅ es un conjunto

finito de puntos en Σ llamados puntos marcados. Además la intersección de cada componente

conexa de la frontera de Σ con M es no vaćıa. Llamaremos pinchaduras a los puntos marcados en

el interior de Σ y denotaremos por P al conjunto de pinchaduras de (Σ,M).

Nota 1.4. Siempre supondremos que Σ no es:

1. Una esfera con menos de 5 pinchaduras.

2. Un monogono, digono, ó un triángulo sin pinchaduras.

3. Un monogono con una pinchadura.

Entenderemos por un monogono (respectivamente digono, triángulo) como un disco con exacta-

mente un (dos, tres) punto(s) marcado(s) en la frontera.

Definición 1.5. Definimos una curva γ en (Σ,M) como una función continua γ : [0, 1] −→ Σ.

Usualmente denotaremos por I al intervalo [0, 1].

Sean γ1 y γ2 dos curvas en (Σ,M), decimos que γ1 es isotópico a γ2 si existe una función continua

H : I × Σ −→ Σ que cumple las siguientes propiedades:

1) H(0, t) : Σ −→ Σ es un homeomorfismo para todo t ∈ I,

2) H(0, x) = x para todo x ∈ Σ,

3) H(1, γ1) = γ2,

4) H(t,m) = m para todo m ∈M y t ∈ I.

A la función H la llamaremos isotoṕıa de ambiente.
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Definición 1.6. Sea (Σ,M) una superficie con frontera y puntos marcados. Una curva γ en Σ

(salvo isotoṕıa) se dice que es un arco si cumple las siguientes cuatro condiciones;

1) Los puntos finales de γ son puntos en M ,

2) La curva γ no se autointerseca, excepto posiblemente en sus extremos,

3) El interior relativo de la curva γ es disjunto de M y de la frontera de Σ,

4) γ no corta a un monogono sin pinchaduras ó a un digono sin pinchaduras.

Llamaremos lazos a los arcos en Σ cuyos extremos coinciden.

Proposición 1.7. Dada cualquier colección de arcos compatibles por pares, siempre es posible

encontrar representantes en sus respectivas clases de isotoṕıa de manera que el interior relativo de

dichos arcos no se intersecan entre si.

Para mas detalles de la prueba véase [6, Proposición 2.5].

Definición 1.8. Una triangulación ideal τ de (Σ,M) es cualquier colección maximal de arcos

compatibles dos a dos de manera que el interior relativo de dichos arcos no se intersecan entre si.

Si τ es una triángulación ideal de (Σ,M) decimos que 4 es un triángulo ideal en τ si es la cerradura

de una componente conexa del complemento en Σ de la union de los arcos de τ . Un triángulo ideal

4 se dice que es interior, si la intersección de 4 con la frontera de Σ es vaćıa, ó consta sólo de

puntos en M , en caso contrario decimos que 4 no es interior. Por último 4 es un triángulo doblado

si es de la siguiente forma;

ji

Figura 15: Triángulo doblado.

donde i es el lado doblado de 4.

El número n de arcos en una triangulación ideal de (Σ,M) está determinado por el genero g de

Σ, el número b de componentes de la frontera de Σ, el número p de pinchaduras y el número c

de puntos marcados en la frontera de Σ, de acuerdo a la fórmula n = 6g + 3b + 3p + c − 6, que

puede ser probada usando la definición y las propiedades básicas de la caracteŕıstica de Euler. Por
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lo tanto n es un invariante de (Σ,M), llamado el rango de (Σ,M) (ya que coincide con el rango

del álgebra de conglomerado asociada a (Σ,M).

Observación 1.9. En la Nota 1.4 excluimos ciertas superficies con puntos marcados, la razón es

que en la esfera con menos de cinco pinchaduras existen triangulaciones en las que aparecen triángu-

los doblados de una manera no muy agradable. Por otro lado excluimos a los monogonos, digonos

y triángulos que se describen en 2) y 3) de la Nota 1.4 pues en estos casos no hay triangulaciones

ó existe sólo una triangulación.

Lo siguiente fue observado primeramente por Mosher [13].

Sea τ una triangulación ideal de (Σ,M), consideramos un arco i ∈ τ que no es el lado doblado

de ningún triángulo doblado, entonces existe un único arco j tal que σ = {τ − {i}} ∪ {j} es una

triangulación ideal. Al proceso de cambiar el arco i por el arco j se le conoce como flip en el arco i.

Una observación importante es que no es posible hacer el flip en el arco i de la Figura 15. El caso

cuando i es el lado doblado lo veremos en la sección 5 de este caṕıtulo.

Proposición 1.10. Cualquier par de triangulaciones ideales estan relacionadas por una sucesión

de flips.

La siguiente definición es de Fomin-Shapiro-Thurston [6, Definición 4.1].

Dada una triangulación τ asociamos una matriz antisimétrica B(τ) de n×n cuyas filas y columnas

corresponden a los arcos de la triangulación τ . Sea πτ : τ −→ τ una función que es la identidad en

los arcos que no son lados de ningún triángulo doblado, por otro lado si i y j son los únicos dos

lados de un triángulo doblado siendo i el lado doblado, entonces πτ (i) := j y πτ (j) := j. Para cada

triángulo ideal no doblado 4 de τ sea B4 = (b4i,j) la matrix n× n definida por:

b4i,j =



1 Si πτ (i), πτ (j) son lados de 4 y πτ (j) le sigue a πτ (i) al recorrer

los lados de 4 en el sentido de las manecillas del reloj (definida por Σ).

-1 Si se cumple la afirmación anterior, pero al recorrer los lados de 4

en el sentido contrario de las manecillas del reloj.

0 En cualquier otro caso.

La matriz de adyacencia B(τ) está definida por:

B(τ) =
∑
4

B4,

donde la suma corre sobre todos los triángulos no doblados de τ .

La matriz B(τ) nos define un carcaj de adyacencia Q(τ), cuyos vértices son los arcos de τ , bi,j

son las flechas de i a j siempre que bi,j>0. Dado que B(τ) es antisimétrica tenemos que Q(τ) es

2-aciclico.
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El siguiente resultado es una consecuencia directa de los conceptos anteriores y es de S. Fomin, M.

Shapiro, y D. Thurston, ver [6, Proposición 4.8].

Proposición 1.11. Sean τ y σ dos triangulaciones de (Σ,M). Si σ se obtiene de τ mediante el

flip en un arco i, entonces Q(σ) = µi(Q(τ)). Es decir, si τ y σ son dos triangulaciones ideales de

tal forma que están relacionadas por el flip en el arco i, entonces los carcajes asociados a τ y σ

están relacionados por la mutación en el vértice i.

Definición 1.12. Si una pinchadura es incidente a exactamente dos arcos i1 e i2 (como se muestra

en la Figura 16 de una triangulación ideal τ , entonces en Q(τ) no hay flechas de i1 a i2 ni de i2

a i1. Para i1 e i2 introducimos una flecha de i1 a i2 y una flecha de i2 a i1, al carcaj resultante lo

llamaremos Carcaj de adyacencia no reducido y lo denotamos por Q̂(τ).

i1

i2

Figura 16: Triángulo doblado.

Es claro que para obtener Q(τ) de Q̂(τ) basta eliminar los 2-ciclos.

1.3. Carcajes con Potencial.

En esta sección recordaremos algunas definiciones y resultados acerca de carcajes con potencial,

para mas detalles véase [3].

Dado un carcaj Q denotamos por R al K-espacio vectorial con base {ei|i ∈ Q0}, ahora R dotada

con la operación eiej = δijei tiene estructura de K-álgebra conmutativa y la llamaremos espacio

generado por los vértices de Q. A cada vértice ei lo pensaremos como un camino de longitud cero

en i. Análogamente definimos el espacio generado por las flechas de Q como el K-espacio vectorial

A con base el conjunto de flechas de Q. Notemos que A tiene estructura de R-bimodulo si definimos

eia = δi,t(a)a y aej = aδs(a),j para i ∈ Q0 y a ∈ Q1. Para d ≥ 0 denotamos por Ad al K-espacio

vectorial con base todos los caminos de longitud d en Q, este espacio también tiene estructura de

R-bimodulo. Notemos que para d = 0 y d = 1 tenemos que Ad coincide con R y A respectivamente.

A continuación recordamos dos definiciones que son muy importantes para este trabajo.

Definición 1.13. El álgebra de caminos de un carcaj Q se define como:

R〈〈Q〉〉 =

∞⊕
d=0

Ad,
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donde Ad es el espacio generado por los caminos en Q de longitud d.

Es fácil ver que para los espacios An y Am se cumple que An · Am ⊆ An+m, con la operación

multiplicación inducida por la concatenación de caminos ([3, Definición 2.2]). Esto se debe a que

si c es un camino de longitud n y c′ es un camino de longitud m entonces c · c′ es 0 o es un camino

de longitud m+ n.

Definición 1.14. El álgebra completa de caminos de un carcaj Q se define como:

R〈〈Q〉〉 =

∞∏
d=0

Ad.

Es decir, los elementos de R〈〈Q〉〉 son combinaciones K- lineales (posiblemente infinitas) de elemen-

tos en R〈Q〉. La multiplicación en R〈〈Q〉〉 se define extendiendo de manera natural la multiplicación

(concatenación) de R〈Q〉.

Si en R〈〈Q〉〉 =

∞∏
d=0

Ad consideramos la topoloǵıa m-adica cuyo sistema fundamental de vecindades

abiertas alrededor del cero está dada por las potencias de m = m(A) =
∏
d≥1

Ad (el ideal de R〈〈Q〉〉

generado por las flechas) entonces R〈Q〉 es denso en R〈〈Q〉〉.

Observación 1.15. Una propiedad muy importante de esta topoloǵıa es la siguiente.

Una sucesión (xn)n∈N de elementos en R〈〈Q〉〉 converge si y sólo si para cada d ≥ 0, la sucesión

(x
(d)
n )n∈N se estabiliza cuando n −→ ∞ , en cuyo caso ĺım

n→∞
xn =

∑
d≥0

ĺım
n→∞

x(d)
n donde x

(d)
n denota la

componente de grado d de xn.

Aún cuando la acción de R en R〈〈Q〉〉 (R〈Q〉) no es central, dicha acción es compatible con la

multiplicación de R〈〈Q〉〉 en el sentido que si a y b son caminos en Q entonces et(a)ab = aes(a)b =

abes(b). Por consiguiente decimos que R〈〈Q〉〉 (R〈Q〉) es una R-álgebras. En consecuencia si ϕ es

un homomorfismo de K-álgebras entre álgebras de caminos (ó álgebras completas de caminos),

decimos que ϕ es un homomorfismo de R-álgebras si los carcajes subyacentes tienen el mismo

conjunto de vértices y ϕ(r) = r para cada r ∈ R. Es faćıl verificar que cada homomorfismo de

R-álgebras entre álgebras completas de caminos es continua.

Lo siguiente es una forma eficiente de definir homomorfismos entre álgebras completa de caminos.

Cada par (ϕ1, ϕ2) de homomorfismos de R-bimódulos ϕ1 : A −→ A′ y ϕ2 : A −→ m(A′)2 se extiende

de manera única a un homomorfismo de R-álgebras ϕ : R〈〈Q〉〉 −→ R〈〈Q′〉〉 continua tal que

ϕ|A = (ϕ1, ϕ2). Además ϕ es un isomorfismo de R-álgebras si y sólo si ϕ1 es un isomorfismo de

R-bimódulos.

Un potencial en A (ó Q) es un elemento de R〈〈Q〉〉 en el que todos sus términos son ciclos de

longitud positiva ( [3, Definición 3.1]). Al conjunto de todos los potenciales en A lo denotamos por

R〈〈Q〉〉cyc y es un subespacio vectorial cerrado de R〈〈Q〉〉. Dos potenciales S y S′ en R〈〈Q〉〉cyc
son ćıclicamente equivalentes si S−S′ pertenece a la cerradura del subespacio vectorial de R〈〈Q〉〉
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generado por todos los elementos de la forma a1...ad−a2...ada1, donde a1...ad es un ciclo de longitud

positiva([3, Definición 3.2]).

Un carcaj con potencial es un par (A,S) (ó (Q,S)), donde S es un potencial en A con la propie-

dad que dado dos términos distintos de S, dichos términos no son ćıclicamente equivalentes ([3,

Definición 3.2]).

Usaremos la notación QP para abreviar carcaj con potencial. La suma directa de dos QPs con

potencial (A,S) y (A′, S′) en el mismo conjunto de vértices es el QP (A,S) ⊕ (A′, S′) = (A ⊕

A′, S + S′).

Si (A,S) y (A′, S′) son dos QPs en el mismo conjunto de vértices, decimos que (A,S) es equivalente

derecho a (A′, S′) si existe una equivalencia derecha entre (A,S) y (A′, S′). Es decir existe un

isomorfismo de R-álgebras ϕ : R〈〈Q〉〉 −→ R〈〈Q′〉〉 y se cumple que ϕ(S) es ćıclicamente equivalente

a S′([3, Definición 4.2]).

Para cada flecha a en Q1 y cada ciclo en Q definimos la derivada ćıclica como sigue;

∂a(a1...ad) =

d∑
i=1

δa,aiai+1...ada1...ai−1,

(donde δa,ai es la delta de Kronecker) y extendemos linealmente y continuamente para obtener un

morfismo ∂a : R〈〈Q〉〉cyc −→ R〈〈Q〉〉([3, Definición 3.1]). Notemos que ∂a(S) = ∂a(S′) siempre que

los potenciales S y S′ sean ćıclicamente equivalentes.

El ideal Jacobiano J(S) es la cerradura del ideal bilateral de R〈〈Q〉〉 generado por {∂a(S)|a ∈ Q1}

y el álgebra Jacobiana P(Q,S) es el álgebra cociente R〈〈Q〉〉/J(S)([3, Definición 3.1]). El ideal

Jacobiano y el álgebra Jacobiana son invariantes bajo equivalencias derechas, en el sentido que si

ϕ : R〈〈Q〉〉 −→ R〈〈Q′〉〉 es una equivalencia derecha entre (A,S) y (A′, S′), entonces ϕ manda a

J(S) en J(S′) y por lo tanto induce un isomorfismo entre P(Q,S) y P(Q′, S′) ([3, Proposición

3.7]).

Un QP es trivial si S ∈ A2 y A es generada por {∂a(S)|a ∈ Q1}([3, Definición 4.4 y véase

Proposición 4.4]). Por otro lado decimos que un QP es reducido si la componente de grado dos

de S es cero, es decir, que en S no aparecen 2-ciclos. Notemos que el carcaj subyacente de un QP

podŕıa tener 2-ciclos, y decimos que un QP es 2-aćıclico si no tiene 2-ciclos.

Teorema 1.16. (Teorema de Descomposición, [3, Teorema 4.6])Para cada QP (A,S) existe un

QP trivial (Atriv, Striv) y un QP reducido (Ared, Sred) tal que (A,S) es equivalente derecho a la

suma (Atriv, Striv)⊕(Ared, Sred). Además la clase de equivalencia derecha de los QPs (Atriv, Striv)

y (Ared, Sred) están determinadas por la clase de equivalencia derecha de (A,S).

En la notación del Teorema 1.16 al QP (Atriv, Striv) se le conoce como la parte trivial de (A,S),

respectivamente a (Ared, Sred) se le conoce como la parte reducida de (A,S)([3, Definición 4.13]).
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1.4. El Potencial de una Triangulación.

En la sección 1.2 asociamos un carcaj a una triangulación, ahora a dicho carcaj le asociamos un

potencial. La definición del siguiente potencial aparece en [9, Definición 3.1] y fué introducido por

Labardini-Fragoso.

Sean (Σ,M) una superficie con puntos marcados y P ⊆ M el conjunto de pinchadura de (Σ,M).

Para cada p ∈ P elegimos un escalar en K distinto de cero. Esta elección de escalares quedara fija

para cada triángulación de (Σ,M).

Definición 1.17. Sea τ una triangulación ideal de (Σ,M). Basados en la elección de los escalares

(xp)p∈P asociamos a τ un potencial S(τ) ∈ R〈〈Q(τ)〉〉 como sigue. Sea Â(τ) el espacio generado

por las flechas de Q̂(τ).

1. Para cada triángulo ideal no doblado 4 que es interior en τ , denotamos por Ŝ4 al triángulo

orientado en sentido de las manecillas del reloj en Q̂(τ) (salvo equivalencia ćıclica).

2. Si 4 es como en 1) y tiene lados j, k, l de forma que 4 es adyacente a dos triángulos doblado,

como se muestra en la figura siguiente;

j

i m

l

k

j

i m

l

k

b1

b4

a1

b5

aa2
b2 b3

entonces definimos T̂4 = b2b3b4
xpxq

(salvo equivalencia ćıclica), donde p y q son las pinchaduras

que son encerradas por los lados no doblados de los triángulos doblados adyacentes a 4. Por

otro lado si es adyacente a menos de dos triángulos doblados entonces definimos T̃4 = 0.

3. Si una pinchadura p es adyacente a exactamente un arco i de τ entonces i es el lado doblado

de algún triángulo doblado en τ y tenemos la siguiente configuración alrededor de i,
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k l
i

j

a

k l

i

j

b2 b1

a2 a1

en el caso que k y l son arcos de τ que no pertenecen a la frontera de Σ, entonces definimos

Ŝp = −ab1b2xp
salvo equivalencia ćıclica.

4. Sea una pinchadura p que es adyacente a mas de un arco, borramos todos los lazos incidentes

en p, las flechas entre los arcos restantes adyacentes a p forman un único ciclo ap1, ..., a
p
d (salvo

equivalencia ćıclica.) alrededor de p que recorre todos los arcos restantes y está orientado

encontra de las manecillas del reloj (la orientación está definida por la orientación de Σ). En

esta situación definimos Ŝp = xpa
p
1, ..., a

p
d.

El potencial no reducido Ŝ(τ) ∈ R〈〈Q̂〉〉 de τ está definido por:

Ŝ(τ) =
∑
4

(Ŝ4 + T̂4) +
∑
p∈P

Ŝp

donde la primera suma corre sobre todos los triángulos interiores no doblados.

Finalmente definimos (Q(τ), S(τ)) como la parte reducida de (Q̂(τ), Ŝ(τ))(salvo equivalencia ćıcli-

ca).

Ahora de [10, Proposición 10.2] se sigue que podemos considerar los coeficientes xp del potencial

de la Definición 1.17 como −1.

1.5. Triángulaciones etiquetadas.

En la sección 1.2 de esta tesis vimos lo que es el flip en un arco i que no es el lado doblado de

ningun triángulo doblado en una trangulación ideal τ , ahora en el sentido de extender ese concepto

a cualquier arco de la triangulación recordemos algunos conceptos de [6, Sección 9.3].

En la siguiente definición pensaremos a cada arco de la triangulación seccionado en tres partes

iguales, las cuales son, la parte central que consiste solo de interior del arco y las otras dos partes

son las que contiene a los extremos del arco, en estas ultimas secciones del arco colocaremos una

etiqueta del conjunto {”plain”, ”notched”}.
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Definición 1.18. Sea (Σ,M) una superficie con puntos marcados y τ una triangulación ideal de

(Σ,M). Un arco etiquetado es un arco que tiene en cada extremo una etiqueta en el conjunto

{”plain”, ”notched”} y cumplen las siguientes condiciones;

i) El arco no es un lazo que encierra sólo a una pinchadura,

ii) Cada extremo del arco en la frontera de Σ tiene etiqueta ”plain”,

iii) Si el arco es un lazo entonces cada extremo del arco tiene la misma etiqueta.

En la representación grafica la etiqueta ”plain” será omitida y la etiqueta ”notched” la represen-

taremos por 1.

Notemos que cualquier triangulación ideal de una superficie la podemos ver como una triangulación

etiquetada de la siguiente manera;

Si γ no es un lazo que encierra sólo a una pinchadura, entonces γ en la triangulación etiquetada

será el mismo arco con etiqueta ”plain” en ambos extremos. Por otro lado si γ es un lazo basado

en un punto marcado a y encierra sólo a una pinchadura b, como se muestra en la figura siguiente;

γ

a

b

a

b

γ

1

entonces reemplazamos a γ por el arco etiquetado cuyos extremos son a y b y su etiqueta en el

extremo a es ”plain” y en el extremo b es ”notched”. Sin perdida de generalidad denotaremos por

γ a dicho arco y por A1(Σ,M) al conjunto de todos los arcos etiquetados.

Los siguientes conceptos los introdujo Labardini-Fragoso en [10, Sección 2].

Definición 1.19. Sea ε : P −→ {1,−1} una función donde P es el conjunto de pinchaduras,

definimos la función tε : Ao(Σ,M) −→ A1(Σ,M) como sigue;

i) Si el arco i no es un lazo que encierra sólo a una pinchadura entonces la versión sin etiquetas

de tε(i) es i y es etiquetado ”notched” en un extremo p de tε(i) si y sólo si ε(p) es −1.

ii) Si i un lazo basado en un punto marcado q que encierra sólo a una pinchadura p entonces

tε(i) es el arco que conecta los puntos p y q cuya etiqueta en el extremo q es ”notched”si y

sólo si ε(q) = −1. Por otro lado el extremo p tiene etiqueta ”notched”si y sólo si ε(p) = 1.
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Sea τ una triangulación etiquetada de (Σ,M), definimos la signatura de τ como la función δτ :

P −→ {1,−1, 0} dada por:

δτ (p) =


1 Si el extremo de cada arco incidente en p tienen etiqueta ” ”.

−1 Si el extremo de cada arco incidente en p tienen etiqueta 1.

0 en cualquier otro caso.

Definición 1.20. Sea τ una triangulación etiquetada de (Σ,M), definamos la signatura débil de

τ como la función:

ετ (p) =

 1 Si δτ (p) ∈ {0, 1}

−1 en otro caso.

Queremos definir el potencial para la triangulación etiquetada, para eso sólo nos falta observar que

de una triangulación etiquetada podemos obtener una triangulación ideal (que denotamos por τ◦)

de la siguiente manera;

i) Borramos todas las etiquetas en la pinchadura p con signatura no cero.

ii) Para cada pinchadura p con signatura cero, reemplazamos el arco etiquetado i ∈ τ el cual

tiene etiqueta 1 en p, por el lazo que encierra a la pinchadura p y al arco i.

Definición 1.21. Sea τ una triangulación etiquetada de (Σ, M).

i) Definimos el potencial no reducido Ŝ(τ) ∈ R〈〈Q̂(τ)〉〉 asociado a τ como;

Ŝ(τ) = tετ (
∑
4

(Ŝ4(τo) + T̂4(τo)) +
∑
p∈P

(ετ (p)Ŝp(τo)))

donde la primera suma corre sobre todos los triángulos interiores no doblados de τ◦, y ετ es

la signatura débil de τ .

ii) Definimos (Q(τ), S(τ)) como la parte reducida de (Q̂(τ), Ŝ(τ)).
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2. Antecedentes de Representaciones de Carcajes con Po-

tencial.

Recordemos que R denota el K-espacio vectorial con base el conjunto {ei|i ∈ Q0}, dicho espacio

vectorial es de echo un anillo conmutativo con la operacion multiplicación eiej = δijei.

Definición 2.1. ([3, Definición 10.1]). Sea (Q,S) un QP, una representación de carcajes con

potencial es un tercia M = (Q,S,M), donde M consiste de las siguientes dos familias.

1) Una familia (Mi)i∈Q0 de K-espacios vectoriales de dimensión finita,

2) Una familia de (aM : Ms(a) −→Mt(a))a∈Q0
de K-transformaciones lineales tal que ∂aM (S) =

0 para toda aM .

Una representación M = (Q,S,M) del carcaj con potencial (Q,S) es nilpotente si existe un entero

r > 1 tal que cualquier camino de longitud al menos r es cero.

Observación 2.2.

Es falso que cualquier representación que es anulada por las derivadas ćıclicas de un potencial S

satisface que existe un r > 1 tal que cualquier camino de longitud r se anula. Es decir, es posible

construir la representación de un carcaj Q que satisface las derivadas ćıclicas de un potencial S

pero que no exista ningún r > 1 tal que todo camino de longitud al menos r sea anulado. Un

ejemplo es esto está dado por la representación de la Figura 17.

3

21

a1

a2

b2

b1

c1
c2

(a) Carcaj

K

KK

1
1

1

1

1
1

(b) Representación

Figura 17: Representación que no es nilpotente

Es fácil ver que la representación de la Figura 17 satisface las derivadas del potencial S = a1b1c1 +

a2b2c2 − a1b2c1a2b1c2 pero no existe ningún r > 1 tal que todo camino de longitud al menos r se

anula.

Definición 2.3. ([3, Definición 10.2]) Sean (Q,S) y (Q′, S′) dos carcajes con potencial en el

mismo conjunto de vértices y sean M = (Q,S,M) , M ′ = (Q′, S′,M ′) representaciones de (Q,S)

y (Q′, S′) respectivamente. Definimos una equivalencia derecha entre M y M ′ como un par (ϕ,ψ)

que cumple las siguientes dos propiedades:
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ϕ : R〈〈Q〉〉 −→ R〈〈Q′〉〉 es una equivalencia derecha de carcajes con potencial entre (Q,S) y

(Q′, S′),

ψ : Mi −→M ′i es un isomorfismo de espacios vectoriales tal que ψ ◦ uM = ϕ(u)M ′ ◦ ψ para

todo elemento u ∈ R〈〈Q〉〉.

MiMi

M ′iM ′i

uMi

ϕ(u)M ′i

ψ ψ

Veamos un ejemplo de la Definición 2.3. Consideramos el QP (Q, 0), donde Q es el siguiente carcaj.

3

21

c

a

b

Figura 18: Carcaj

Para cualquier λ ∈ K, las QP-representaciones de la Figura 19 son equivalentes derechas

K

KK

1K

λ1K

1K

(a)

K

KK

1K

0

1K

(b)

Figura 19: Representaciones equivalentes derechas

mediante el par (ϕ,ψ), donde ϕ : R〈〈Q〉〉 −→ R〈〈Q〉〉 es el isomorfismo de R-álgebras cuya acción

en las flechas está dada por a 7−→ λbc, b 7−→ b, c 7−→ c y ψ es la identidad en cada copia de K. Este

ejemplo muestra en particular que existen representaciones que son equivalentes derechas pero no

isomorfas.

Recordemos que cada QP es equivalente derecho a la suma directa de su parte reducida y su

parte trivial, y que están bien determinadas salvo equivalencia derecha (Teorema 1.16). Sea (Q,S)

un QP y ϕ : R〈〈(Qred⊕C)〉〉 −→ R〈〈Q〉〉 una equivalencia derecha entre (Qred, Sred) ⊕ (C, T ) y

(Q,S), donde (Qred, Sred) un QP reducido y (C, T ) es un QP trivial. Sea M = (Q,S,M) una
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representación y M visto como K-espacio vectorial será denotado por Mϕ. Definimos una acción

de R〈〈Qred〉〉 en Mϕ dada por uMϕ = ϕ(u)M para todo elemento u ∈ R〈〈Qred〉〉.

Proposición 2.4. ([3, Proposición 4.5]) Con la acción de R〈〈Qred〉〉 en Mϕ definida anteriormen-

te, la tercia (Qred, Sred,M
ϕ) es una QP-representación. Mas aún la clase de equivalencia derecha

de (Qred, Sred,M
ϕ) está determinada por la clase de equivalencia de M .

Definición 2.5. ([3, Definición 10.4]) La QP-representación Mred = (Qred, Sred,M
ϕ) es la parte

reducida de M .

Nota 2.6. La construcción de una equivalencia derecha entre un QP (Q,S) y la suma directa de

su QP reducido con un QP trivial no está determinado por un procedimiento canónico de manera

obvia. Es decir, no hay una forma canonica para construir (Qred, Sred) ni una equivalencia derecha

(Q,S) −→ (Qred, Sred)⊕ (Qtriv, Striv) aún cuando la parte reducida sea ya conocida. En [3] se

define una equivalencia derecha que satisface la condicion de actuar como la identidad en todas las

flechas de Q que no aparecen en la componente de grado 2 de S. Usando ésta propiedad de ϕ es

fácil ver que dada una representación M = (Q,S,M), la acción de R〈〈Qred〉〉 en Mϕ coincide con

la acción en M inducida por la inclusión de carcajes Qred ↪→ Q. Es decir, si se restringe la acción

de R〈〈Q〉〉 en M a la sub-álgebra R〈〈Qred〉〉 se obtiene Mred.
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3. Representación de Cuerda m(τ, i).

Definición 3.1. Sean τ una triangulación etiquetada de una superficie con frontera y puntos

marcados (Σ,M) y ∆ un triángulo no doblado en τ◦. Decimos que ∆ es un triángulo de;

a) Tipo 1 si ningún lado de ∆ es lado de un triángulo doblado.

b) Tipo 2 si ∆ comparte sólo un lado con un triángulo doblado ∆′.

c) Tipo 3 si ∆ comparte dos lados con triángulos doblados distintos ∆′ y ∆′′.

∆

∆

∆′

∆

∆′ ∆′′

Figura 20: Triángulos de tipo 1,2 y 3.

Ahora vamos a dibujar el carcaj Q̂(τ◦) en (Σ,M). Dado que cualquier triangulación de (Σ,M) la

podemos obtener pegando las piezas de la Figura 21 ( véase [6, Nota 4.2] ) , es suficiente dibujar

el carcaj en cada una de esas piezas.

(a)

α1 α2

(b)
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α1

β

α2α3 α4

(c) (d)

Figura 21: Dibujo de Q(τ◦) sobre (Σ,M).

Observación 3.2. Las siguientes dos observaciones son acerca de Q̂(τ◦) dibujado en (Σ,M).

i) Las flechas αi de Q̂(τ◦) en las configuraciones (b) y (c) de la Figura 21 tienen intersección

no vaćıa con exactamente un arco de τ◦.

ii) La flecha β de Q̂(τ◦) en la configuración (c) de la Figura 21 tiene intersección no vaćıa con

exactamente dos arcos de τ◦.

Ahora para definir el concepto de rodear una pinchadura vamos a etiquetar los arcos de los triángu-

los de tipo 2 y 3.

a) Sea ∆ un triángulo de tipo 2. Denotamos por m al único lado de ∆ que es lado no doblado

del único triángulo doblado ∆′ que comparte a m como uno de sus lados.

Asignamos la etiqueta l1 a m en ∆ y recorriendo los lados de ∆ en el sentido de las manecillas

del reloj, asignamos la etiqueta l2 y l3 en ∆ al segundo y tercer lado respectivamente.

∆

p

l1

l3 l2

Figura 22: Etiquetas de los lados de un triángulo de tipo 2.
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b) Sea ∆ un triángulo de tipo 3.

Asignamos la etiqueta l1 en ∆ al único lado de ∆ que no es lado de ningún triángulo doblado.

Recorriendo los lados de ∆ en el sentido de las manecillas del reloj, asociamos la etiqueta l2

y l3 en ∆ al segundo y tercer lado respectivamente.

∆

p

l1

l2 l3

Figura 23: Etiquetas de los lados de un triángulo de tipo 3.

A continuación vamos a definir el concepto de rodear una pinchadura, este concepto nos será muy

útil para definir la representación de cuerda m(τ, i).

Definición 3.3. Sea γ una curva en (Σ,M) con las siguientes caracteŕısticas:

1) γ no se auto-intersecta,

2) La intersección de γ con M es vaćıa,

3) γ minimiza en su clase de isotoṕıa los puntos de intersección con los arcos de τ◦,

4) Los extremos q0 y q1 de γ pertenecen a el interior relativo de un arco j de τ◦,

5) γ está orientada de q0 a q1.

En este caso dividimos γ en segmentos [r0, r1]γ , [r1, r2]γ , .., [rl, rl+1]γ con r0 = q0 y rl+1 = q1 de tal

forma que [rk, rk+1]γ ∩ τ◦ = {rk, rk+1} para k = 0, ..., l. Dada una pinchadura p ∈M decimos que

γ rodea a p con respecto a τ◦ (en sentido contrario de las manecillas del reloj), si γ ∪ [q0, q1]j es

una curva cerrada, orientada en sentido contrario de las manecillas del reloj, y se cumple una de

las condiciones a) ó b) descritas en lo que sigue:

a) δτ (p) 6= 0.

Dependiendo si j es el lado doblado de un triángulo doblado ó no lo es, vamos a considerar

los 2 subcasos siguientes a1) y a2):

a1) j no es lado de ningún triángulo doblado.

Si el arco j no es lado de ningún triángulo doblado, entonces j puede ser lado de un

triángulo de tipo 1,2 ó 3. Consideremos las tres posibilidades mencionadas:
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a11) j es lado de un triángulo ∆ de tipo 1 y se cumplen las siguientes condiciones i)-iv).

Véase Figura 24.

i) p es el vértice de ∆ opuesto a j,

ii) Para k = 1, .., l − 1 los segmentos [rk, rk+1]γ son contráctiles a p, con la homo-

toṕıa que preserva los extremos de [rk, rk+1]γ en el respectivo arco de τ◦,

iii) Los segmentos [q0, r1]γ y [rl, q1]γ están contenidos en ∆,

iv) γ∪ [q0, q1]j divide en dos regiones a Σ y una de esas dos regiones es homeomorfa

a un disco que contiene sólo a la pinchadura p.

∆ j
p

q0 = r0

r1
r2

r3

q1 = rl+1

rlrl−1
rl−2

Figura 24: Caso a11) de la Definición 3.3.

a12) j es lado de un triángulo ∆ de tipo 2. Denotemos con m al lado de ∆ que es lado no

doblado de ∆′, donde ∆′ es el único triángulo doblado que comparte el lado m con

∆. En este caso se tiene que cumplir las siguientes condiciones i)-v). Véase Figura

25.

i) m está basado en la pinchadura p,

ii) Si r0 pertenece al lado con etiqueta l3 en ∆ entonces r1 pertenece al lado con

etiqueta l2 en ∆, rl−3 pertenece al lado con etiqueta l3, rl−1 pertenece al lado

doblado de ∆′ ,rl pertenece a m y el segmento [rl−3, rl−1]γ es contráctil a p. Por

otro lado si r0 pertenece al lado con etiqueta l2 en ∆ entonces r4 pertenece al

lado con etiqueta l2 en ∆, r1 pertenece m, r2 pertenece al lado doblado de ∆′,

rl pertenece al lado con etiqueta l3 en ∆ y el segmento [r2, r4]γ es contráctil a

p,

iii) Los segmentos [q0, r1]γ y [rl, q1]γ están contenidos en ∆,

iv) Para k = 1, .., l−1 los segmentos [rk, rk+1]γ son contráctiles a p con la homotoṕıa

que preserva los extremos de [rk, rk+1]γ en el respectivo arco de τ◦,

v) γ∪ [q0, q1]j divide en dos regiones a Σ y una de esas dos regiones es homeomorfa

a un disco que contiene sólo a la pinchadu p.
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∆
∆

p

m

j

p

j

m

q0 = r0

r1

r2

r3
r4

r5rl−1

rl

q1 = rl+1q0 = r0

r1

r2
rl−4

rl−3
rl−2

rl−1

rl
rl+1 = q1

Figura 25: Caso a12) de la Definición 3.3.

a13) j el lado de un triángulo ∆ de tipo 3. Denotemos por m y m′ a los lados de ∆ que

son los lados no doblados de ∆′ y ∆′′, donde ∆′ y ∆′′ son los dos únicos triángulos

doblados que comparten un lado con ∆. En este caso se tiene que cumplir las

siguientes condiciones i)-v). Véase Figura 26.

i) m y m′ están basados en la pinchadura p,

ii) r2 pertenece al lado doblado de ∆′′ y rl−1 pertenece al lado doblado de ∆′,

iii) Los segmentos [q0, r1]γ y [rl, q1]γ están contenidos en ∆.

iv) Para k = 0, .., l los segmentos [rk, rk+1]γ son contráctiles a p con la homotoṕıa

que preserva los extremos de [rk, rk+1]γ en el respectivo arco de τ◦,

v) γ∪ [q0, q1]j divide en dos regiones a Σ y una de esas dos regiones es homeomorfa

a un disco que contiene sólo a la pinchadura p.
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∆

p

j

m
∆′

m′

∆′′

q0 = r0q1 = rl+1

rl

rl−1

rl−2

rl−3

rl−4 r5

r4

r3

r2

r1

Figura 26: Caso a13) de la Definición 3.3.

a2) j es el lado doblado de algún triángulo doblado ∆′. Denotemos por m al lado no doblado

de dicho triángulo.

En esta situación m es lado de un triángulo de tipo 2 ó m es lado de un triángulo de

tipo 3. Consideremos estos 2 subcasos:

a21) m es lado de un triángulo ∆ de tipo 2, en este caso se tiene que cumplir las siguientes

condiciones i)-v). Véase Figura 27.

i) p es vértice de ∆ opuesto a m,

ii) r2 pertenece al lado de ∆ con etiqueta l3 y rl−1 pertenece al lado con etiqueta

l2,

iii) Los segmentos [r1, r2]γ y [rl−1, rl]γ están contenidos en ∆,

iv) Para k = 2, .., l−2 los segmentos [rk, rk+1]γ son contráctiles a p con la homotoṕıa

que preserva los extremos de [rk, rk+1]γ en el respectivo arco de τ◦,

v) γ∪ [q0, q1]j divide en dos regiones a Σ y una de esas dos regiones es homeomorfa

a un disco que contiene sólo a la pinchadura p.

41



∆
∆

∆′

∆′ m

jm j

p p

q0 = r0

r1

r2

r3 rl−2

rl−1

rl

q1 = rl+1

rl+1 = q1 rl

rl−1

rl−2
r3

r2

r1

r0 = q0

Figura 27: Caso a21) de la Definición 3.3.

a22) m es lado de un triángulo ∆ de tipo 3. Denotemos por m′ al lado de ∆ distinto de

m que es lado no doblado de un triángulo doblado ∆′′. En este caso se tiene que

cumplir las siguientes condiciones i)-xi).

En esta situación tenemos que m tiene etiqueta l2 en ∆ ó tiene etiqueta l3. Consi-

deremos primero que m tiene etiqueta l2 en ∆. Véase Figura 28.

i) m y m′ están basados en la pinchadura p,

ii) r2, rl−7 pertenecen al arco con etiqueta l1 en ∆, rl, rl−4 m y rl−5 ∈ j,

iii) [p, rr−5]j ∩ [q0, q1]j = ∅,

iv) [rl, rl−4]γ ∪ [rl−4, rl]m es una curva cerrada que sólo corta a m′ en exactamente

dos puntos y al lado doblado de ∆′′ en sólo un punto,

v) [rl, rl−4]γ ∪ [rl−4, rl]m contiene en el interior solo a la única pinchadura que es

encerrada por m′,

vi) El segmento [rl−2, q1]γ no es contráctil a p,

vii) γ∪ [q0, q1]j divide en dos regiones a Σ y una de esas dos regiones es homeomorfa

a un disco que contiene a la pinchadura p y posiblemente a la única pinchadura

que es encerrada por m,

viii) Los segmentos [r1, r2]γ y [rl−1, rl]γ están contenidos en ∆,

ix) Para k = 0, .., l los segmentos [rk, rk+1]γ son contráctiles a p con la homotoṕıa

que preserva los extremos de [rk, rk+1]γ en el respectivo arco de τ◦,

x) El interior del segmento [r0, r2]γ sólo corta a m en el punto r1,

xi) El interior del segmento [rl−7, rl−4]γ sólo corta a los arcos m y j en un sólo

punto respectivamente.
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∆

∆′

j ∆′′

p

m m′

∆

∆′
j

∆′′

p

m m′

q0 = r0

r1

r2

r3rl−8

rl−7

rl−1

rl
q1 = rl+1

q0

r1

r2

r3rl−8

rl−7

rl

q1

∆

∆′

j
∆′′

p

m m′

∆

∆′
j

∆′′

p

m m′

q0
r1

r2

r3rl−8

rl−7

rl−1

rl

q1 q0
r1

r2

r3rl−8

rl−7

rl−1

rl

q1

Figura 28: Caso a22) de la Definición 3.3.

Por otro lado consideremos el caso cuando m tiene etiqueta l3 en ∆. Véase Figura 29.

i) m y m′ están basados en la pinchadura p,

ii) r8, rl−1 pertenecen al arco con etiqueta l1 en ∆, r2, r4 pertenecen al arco con etiqueta

l2 en ∆, r1, r5 pertenece a m y r6 ∈ j,

iii) [p, r6]j ∩ [q0, q1]j = ∅,

iv) [r1, r5]γ ∪ [r5, r1]m es una curva cerrada que sólo corta a m′ en exactamente dos puntos

y al lado doblado de ∆′′ en sólo un punto,

v) [r1, r5]γ ∪ [r5, r1]m contiene en el interior sólo a la única pinchadura que es encerrada

por m′,

vi) γ ∪ [q0, q1]j divide en dos regiones a Σ y una de esas dos regiones es homeomorfa a un

disco que contiene a la pinchadura p y posiblemente a la única pinchadura encerrada

por m,
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vii) Para k = 0, .., l los segmentos [rk, rk+1]γ son contráctiles a p con la homotoṕıa que

preserva los extremos de [rk, rk+1]γ en el respectivo arco de τ◦,

viii) Los segmentos [r1, r2]γ y [rl−1, rl]γ están contenidos en ∆,

ix) El segmento [r5, r8]γ es contráctil a p,

x) El interior del segmento [q1, rl−1]γ sólo corta a m en un punto,

xi) El segmento [r4, r6]γ es contráctil a a p.

∆

∆′′

j∆′

p

m′ m

∆

∆′′
j∆′

p

m′
m

q1

rl

r3

r2

q0

r1

q1

rl

q0

r1
r2

∆

∆′′

j ∆′

p

m′ m

∆

∆′′

j ∆′

p

m′ m
q1

rl

r3

r2
q0

r1

q1

rl

r3

r2

q0r1

Figura 29: Caso a22) de la Definición 3.3.

b) δτ (p) = 0.

Dado que la pinchadura p tiene signatura cero, sólo hay un arco j′ en τ◦ que es adyacente a

p y es lado doblado de un triángulo doblado ∆′. Denotemos con m al lado no doblado de ∆′.

Además, como en el inciso a), para el arco j tenemos los siguientes dos subcasos:

b1) j no es lado de ningún triángulo doblado.

La hipotesis δτ (p) = 0 implica l = 3 y tenemos que considerar dos posibilidades:

b11) j es lado de un triángulo ∆ de tipo 2 que comparte el lado m con ∆′. Véase Figura

30.

i) j′ es adyacente a p,
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ii) γ corta sólo en r1 y r3 a m,

iii) γ corta sólo en r2 a j′,

iv) γ no corta a ningún otro arco de τ0, excepto a los mencionados en los puntos

anteriores,

v) γ∪ [q0, q1]j divide en dos regiones a Σ y una de esas dos regiones es homeomorfa

a un disco que contiene sólo a la pinchadura p.

∆
∆

∆′

∆′ m j

m

j
p p

q0 = r0
r1r2

r3

q1 = r4

q1 = r4 r3

r2

r1

q0 = r0

Figura 30: Caso b11) de la Definición 3.3.

b12) j tiene etiqueta l1 en ∆ y ∆ es de tipo 3 . Consideramos ∆′ y ∆′′ los únicos triángulos

doblado que comparten un lado con ∆, donde m y m′ son dichos lado. Denotemos

por j′ y j′′ los lado doblado de ∆′ y ∆′′. Véase Figura 31.

i) j′ es adyacente a p,

ii) γ corta sólo en r1 y r3 a m,

iii) γ corta sólo en r2 a j′,

iv) γ no corta a ningún otro arco de τ◦, excepto a los mencionados en los puntos

anteriores,

v) γ∪ [q0, q1]j divide en dos regiones a Σ y una de esas dos regiones es homeomorfa

a un disco que contiene sólo a la pinchadura p.

b2) j es el lado doblado de algún triángulo doblado ∆′. Denotemos con m al lado no doblado

de ∆′.

En esta situación m sólo puede ser lado de un triángulo ∆ de tipo 3. Sean m′ el único

lado de ∆ que es distinto de m y además es lado no doblados de un triángulos doblados

∆′′, p′ la pinchadura adyacente a j con signatura 0 y j′ el lado doblado de ∆′′. Dado

que la pinchadura p tiene signatura cero entonces l = 5. Véase figura 32.
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∆

∆′

j
∆′′

p
m

m′

r0 = q0

r1

r2

r3
r4 = q1

(a)

∆

∆′′

j
∆′

p
m′

m

r0 = q0

r1

r2

r3
r4 = q1

(b)

Figura 31: Caso b12) de la Definición 3.3.

i) j′ es adyacente a p,

ii) Si m tiene etiqueta l2 en ∆ entonces q0 ∈ [p′, q1]j . Por otro lado si m tiene etiqueta

l3 en ∆ entonces q1 ∈ [p′, q0]j ,

iii) γ corta sólo en r1 y r5 a m,

iv) γ corta sólo en r2 y r4 a m′,

v) γ corta sólo en r3 a j′,

vi) γ ∪ [q0, q1]j divide en dos regiones a Σ y una de esas dos regiones es homeomorfa a

un disco que contiene a la pinchadura p y posiblemente a la pinchadura p′

vii) Si m tiene etiqueta l2 en ∆ entonces r0 /∈ [q, q1]j′ donde q es la pinchadura opuesta

a p en j′. Por otro lado si m tiene etiqueta l3 en ∆ entonces rl+1 /∈ [q, r0]j′ .
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∆

∆′
j

∆′′
p

p′
m

m′r0 = q0

r1 r2

r3
r4

r5r6 = q1

∆

∆′ j

p

∆′′

p′

p

m m′
q0 = r0r1 r2

r3

r4
r5r6 = q1

∆

∆′′
j

∆′

p′p
m′ m r6 = q1

r5
r4

r3
r2

r1 r0 = q0

∆

∆′′ j∆′

p p′

p

m′ m

q1 = r6 r5r4

r3

r2
r1 r0 = q0

Figura 32: Caso b2) de la Definición 3.3.

Observación 3.4. En la Definición 3.3 se pudó haber definido el concepto de rodear a una pin-

chadura usando el lado no doblado de un triángulo doblado, pero con el fin de hacer la redacción

un poco mas simple se usó el lado doblado.

Definición 3.5. Sea τ una triángulación etiquetada de (Σ,M), decimos que un lazo k encierra

muy de cerca al arco i en τ◦ si se cumplen las dos condiciones siguientes:

i) k minimiza la intersección con los arcos de τ◦,

ii) i y k son los dos únicos lados de un triángulo doblado ∆′, siendo i el lado doblado. ∆′ no es

necesariamente parte de la triangulación τ◦.

La siguiente definición es la base para la construcción de la representación M(τ, i).

Definición 3.6. (Curva derivada i′ = i′(τ◦, i)) Sean τ una triangulación etiquetada de (Σ,M) con

signatura no negativa e i un arco etiquetado que no pertenece a τ . Sea {p, q} ⊆ M el conjunto de

los extremos de un arco j en τ◦. Definiremos en dos pasos una curva etiquetada i′ = i′(τ◦, i) en Σ

a partir de i. Primeramente definiremos una curva sin etiqueta i0 y después asignaremos etiquetas

a los extremos de i0.

La construcción depende de los siguientes tres parámetros:
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a) p = q ó p 6= q.

b) La signatura en los extremos de i.

c) La etiqueta en los extremos de i.

Consideramos los tres parámetros anteriores para construir i′.

a) p 6= q.

a1) δτ (p) 6= 0 6= δτ (q).

a11) i tiene etiqueta ”plain” en ambos extremos como se muestra en la Figura 33.

Definimos i0 := i y asignamos la etiqueta ”plain” en ambos extremos de i0. En este

caso la curva derivada i′ coincide con el arco etiquetado i.

p q
i′

Figura 33: Caso a11) de la Definición 3.6.

a12) i tiene etiqueta ”1” en sólo un extremo. Sin perdida de generalidad podemos suponer

que el extremo con etiqueta ”1” sea p.

p q

1 i

i′ = k

(a) La versión sin etiqueta de i pertenece a τ◦.

j
p q

1 i

q1

i′ := [q0, q1]k ∪ [q1, q]k

k

q0

(b) La versión sin etiqueta de i no pertenece a τ◦.

Figura 34: Caso a12) de la Definición 3.6.
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Sea k el único lazo basado en q que encierra muy de cerca al arco i. Si la versión

sin etiqueta de i pertenece a τ◦, entonces definimos i0 := k y asignamos la etiqueta

”plain” en ambos extremos de i0 como se muestra en (a) de la Figura 34. En caso

contrario denotamos por γ := [q0, q1]k al segmento de k que rodea a p, donde los

extremos q0 y q1 de γ pertenecen a un arco j de τ◦ (véase Definición 3.3 ). Definimos

i0 := γ′ ∪ γ donde γ′ es el segmento de k que conecta a q con q1 y cumple que q0 no

pertenece a γ′ y asignamos la etiqueta ”plain” en ambos extremos como se muestra

en b) de la Figura 34.

a13) i tiene etiqueta ”1” en ambos extremos.

Sean i1 el arco obtenido de i al cambiar la etiqueta en el extremo p e i2 el arco

obtenido de i al cambiar la etiqueta en el extremo q. Denotemos por i10 y i20 a las

curvas sin etiquetas asociadas a i1 y i2 respectivamente. Si la versión sin etiqueta

de i pertenece a τ◦ entonces definimos i0 := i10 ∪ i20 (véase (a) de la Figura 34) y

asignamos la etiqueta ”plain” en los extremos de i10 y i20, como se muestra en la

Figura 35. En caso contrario sea γ′ := [q′0, q
′
1]i10 el segmento de i10 que rodea a q

donde los extremos q′0 y q′1 de γ′ pertenece a un arco j1 de τ◦, análogamente para

i20 tenemos el segmento γ := [q0, q1]i20 que rodea a p donde los extremos q0 y q1 de

γ pertenecen a un arco j2 de τ◦.

1) El arco i intersecta a j1 y j2. Sean c1 y c2 los puntos de intersección de i con j1

y j2 respectivamente.

2) Sean x el punto de intersección de i10 con j2 y z el punto de intersección de i20

con j1 entonces los segmentos [c2, c1]i , [x, q′1]i10 y [q1, z]i20 son homotópicos con

la homotoṕıa que preserva los extremos en los arcos j1 y j2.

3) De 1) y 2) se tiene que se puede identificar los puntos x,c2 con q1 y z,c1 con q′1.

Como consecuencia de las tres observaciones definimos i0 i0 := γ ∪ [q1, q
′
1] ∪ γ′ y

asignamos la etiqueta ”plain” en ambos extremos de i0. Véase la Figura 36.

p q

1 1

i
i10

i′ = i10 ∪ i20

i20

Figura 35: Caso a13) de la Definición 3.6.
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j2
j1p q

i

1

1 i10

q′1

q′0q1

i20

q0

j2
j1p q

i

1

1

i10

q′1

q′0q1

q0i20

i′ := [q0, q1]i20 ∪ [q1, q
′
1] ∪ [q′0, q

′
1]i10

p qc2

c1i

1

1

q1

x

q′1

z

Figura 36: Caso a13) de la Definición 3.6.

a2) δτ (p) = 0 y δτ (q) 6= 0 ó δτ (p) 6= 0 y δτ (q) = 0.

Sin perdida de generalidad basta considerar el caso δτ (p) = 0 y δτ (q) 6= 0, ya que el

caso δτ (p) 6= 0 y δτ (q) = 0 es simétrico. Denotemos por j′ al único arco de τ◦ que es

incidente en p y por m al lazo basado en la pinchadura opuesta a p en j′ y que encierra

muy de cerca a j′.

a21) i tiene etiqueta ”plain” en ambos extremos.

En esta situación definimos la curva i0 := i y asignamos la etiqueta ”plain” en

ambos extremos. Como se muestra en la Figura 37.

p q

i′

Figura 37: Caso a21) de la Definición 3.6.

a22) i tiene etiqueta ”plain” en el extremo p y etiqueta ”1” en el extremos q.

Sea k el lazo basado en p que encierra muy de cerca a i, si la versión sin etiquetas

de i pertenece a τ◦ entonces definimos i0 := k. En caso contrario consideramos los

siguientes dos casos:

a221) i intersecta a mas de un arco de τ◦.
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En este caso definimos i0 como en a12) ya que la signatura en p no afecta en la

construcción de i0 y asignamos la etiqueta ”plain” en ambos extremo. Como se

muestra en la Figura 38.

j
p q

i′
q1

q0

Figura 38: Caso a221) de la Definición 3.6.

a222) i intersecta sólo al arco m de τ◦ en un punto.

Recorriendo k en sentido de las manecillas del reloj denotamos por tr al r-ésimo

punto de intersección de k con algún arco de τ◦ para r ∈ {1, ..., n+1}. Notemos

que t1 y tn+1 son los únicos dos puntos de intersección de k con m. Definimos

i0 := [p, t1]k ∪ [t1, tn+1]k con la propiedad que tn+1 /∈ [p, t1]k. Vease Figura 39.

p q

i′t1

tn+1

Figura 39: Caso a221) de la Definición 3.6.

a23) i tiene etiqueta ”plain” en el extremo q y etiqueta ”1” en el extremos p.

En este caso definimos i0 como la versión sin etiquetas de i y asignamos las etiquetas

”plain”, ”1” a los extremo q y p de i0, respectivamente. Como se muestra en la

Figura 40.
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p q

1

i′

Figura 40: Caso a23) de la Definición 3.6.

a24) i tiene etiqueta ”1” en ambos extremos.

Sea i1 el arco obtenido de i al cambiar la etiqueta en el extremo p. Para i1 tenemos

definida la curva i10 (véase a22)). Definimos i0 := i10 y asignamos la etiqueta ”1” en

el extremo p de i0 y la etiqueta ”plain” en el extremo opuesto a p en i0. Como se

muestra en la Figura 41.

jp q

i0
q1

q0
p q

1

i′

Figura 41: Caso a24) de la Definición 3.6.

a3) δτ (p) = 0 = δτ (q).

Para este caso definimos la curva i0 como la versión sin etiquetas de i. Dependiendo

de la etiqueta en los extremos de i asignamos la etiqueta en los extremos de i0 de la

siguiente manera:

a31) Si i tiene etiqueta ”plain” en ambos extremos entonces asignamos la etiqueta

”plain” en ambos extremos de i0 como se muestra en la Figura 42.

p q

i′

Figura 42: Caso a31) de la Definición 3.6.
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a32) i tiene etiqueta ”1” en sólo un extremo. Sin perdida de generalidad podemos suponer

que el extremo con etiqueta ”1” sea q. Asignamos las etiquetas ”plain” y ”1” en

los extremos p y q de i0 respectivamente. Como se muestra en la Figura 43.

p q
1

i′

Figura 43: Caso a32) de la Definición 3.6.

a33) Si i tiene etiqueta ”1” en ambos extremos entonces asignamos la etiqueta ”1” en

ambos extremos de i0. Como se muestra en la Figura 44.

p q
1 1

i′

Figura 44: Caso a33) de la Definición 3.6.

b) p = q.

Dado que p = q e i es un arco de alguna triangulación entonces las etiquetas en los extremos

de i deben coincidir.

b1) δτ (p) 6= 0.

b11) i tiene etiqueta ”plain” en ambos extremos.

Definimos i0 := i y asignamos la etiqueta ”plain” en ambos extremos.
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p

i′

Figura 45: Caso b11) de la Definición 3.6.
.

b12) i tiene etiqueta ”1” en ambos extremos.

b121) La versión sin etiqueta de i no pertenece a τ◦. Sean i1 la curva en (Σ,M)

obtenida de i al intercambiar una etiqueta de i y i2 la curva obtenida de i al

intercambiar la etiqueta de i en el extremo opuesto al que usamos para obtener

i1. Para i1 hacemos la misma construcción que en el inciso a13) omitiendo la

hipótesis que i1 es un arco. Análogamente para i2, como se muestra en la Figura

46.

p

j1j2
z

i20

q1q0

p

j1j2x

i10

q
′

1

q
′

0

p

j1j2
q
′

1

q
′

0

q1q0

i′ := [q0, q1]i20 ∪ [q1, q
′
1] ∪ [q′0, q

′
1]i10

Figura 46: Caso b12) de la Definición 3.6.
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b122) La versión sin etiqueta de i pertenece a τ◦.

Sean ∆1 y ∆2 los únicos triángulos no doblados de τ◦ que comparten a la versión

sin etiquetas de i como uno de sus lados, donde ∆1 es el triángulo que cumple

que la versión sin etiqueas de i encierra a los otros dos lados. Denotamos por

i,j,k a los lados del triángulo ∆1 recorridos en el sentido de las manecillas del

reloj y denotamos por i,j′,k′ a los lados de ∆2 recorridos en el sentido de las

manecillas del reloj.

Si el arco j no es el lado no doblado de ningún triángulo doblado entonces

dibujamos una curva en τ◦ denotada por γ1 que rodea a la pinchadura p y los

extremos de γ1 están en el arco j. Por otro lado si el arco j es el lado no doblado

de un triángulo doblado ∆′ cuyo lado doblado es j′′, en este caso dibujamos una

curva en τ◦ denotada por γ1 que rodea a la pinchadura p y los extremos de γ1

están en el arco j′′ y de manera que el segmento [rl+1, rl−1]γ1 no es contrácil a

p. Véase la Figura 47 y la Figura 48.

∆1

∆2

i

jk

Figura 47: j no es lado de ningun triángulo doblado.

∆1

∆2

i

jk

Figura 48: j es el lado no doblado de un triángulo doblado ∆′.

55



Una vez dibujada la curva γ1 notamos que el punto de cruce rl de γ1 con

los arcos τ◦ pertenece al interior relativo de k. Si el arco j no es el lado no

doblado de ningún triángulo doblado∆′ entonces dibujamos un lazo basado en

el punto de cruce rl que encierra sólo a la pinchadura p de manera que el punto

de cruce r′1 de γ2 con los arcos de τ◦ pertenece al interior relativo del arco

j. Por otro lado si el arco j es el lado no doblado de un triángulo doblado

∆′ entonces dibujamos un lazo basado en el punto de cruce rl−2 que encierra

sólo a la pinchadura p de manera que el segmento [r′0, r
′
2]γ2 no es contráctil a la

pinchadura p con la homotoṕıa que preserva los extremos del segmento [r′0, r
′
2]γ2

en el arco correspondiente.

Notemos que si el arco k no es lado de ninún triángulo doblado entonces los

segmentos [rl, rl+1]γ1 y [r′0, r
′
1]γ2 son homotopćos con la homotoṕıa que preserva

a los extremos de ambos segmentos en los arcos correspondientes. Por otro lado

si k es el lado no doblado de un triángulo doblado ∆′ entonces los segmentos

[rl−2, rl+1]γ1 y [r′0, r
′
3]γ2 son homotopćos con la homotoṕıa que preserva a los

extremos de ambos segmentos en los arcos correspondientes. Denotamos por γ3

a la curva que resulta de los siguientes dos pasos;

Unir las curvas γ1 y γ2.

Identificar los segmentos [rl−2, rl+1]γ1 y [r′0, r
′
3]γ2 en el caso que k no sea lado

de ningún triangulo doblado y si k es el lado no doblado de un triángulo

doblado entonces identificamos los segmentos [rl−2, rl+1]γ1 y [r′0, r
′
3]γ2 .

Como se muestra en la Figura 49 y la Figura 50.

∆1

∆2

i

jk

Figura 49: j no es lado de ningun triángulo doblado.
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∆1

∆2

i

jk

Figura 50: j es el lado no doblado de un triángulo doblado ∆′.

Ahora si el arco j no es el lado no doblado de un triángulo doblado entonces

dibujamos una curva denotada por γ4 de r2 a r′l′−1 de manera que el interior

relativo de γ4 esta en el interior de ∆2 y es disjunto de γ3.Por otro lado si el

arco j es el lado no doblado de un triángulo doblado ∆′ entonces dibujamos

una curva denotada por γ4 de r3 a r′l′−2 de manera que el interior relativo de

γ4 esta en el interior de ∆2 y es disjunto de γ3.

Definimos la curva i0 como la union de las curvas γ3 y γ4 y se define la curva i′

como la curva i0, es decir, las etiquetas de i′ con ”plain”.

b2) δτ (p) = 0.

b21) i tiene etiqueta ”plain” en ambos extremos.

Definimos i0 := i y asignamos la etiqueta ”plain” en ambos extremos como se

muestra en la Figura 51.

p

i′

Figura 51: Caso b21) de la Definición 3.6.
.

b22) i tiene etiqueta ”1” en ambos extremos. Denotamos por j al único arco de τ◦ que

es incidente en p y denotamos por m al único lazo que encierra a la pinchadura p.

En este caso insertamos un punto p′ en j tal que [p, p′]j ∩ τ◦ = ∅.
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Por otro lado si recorremos i a partir de p en el sentido de las manecilla del reloj

denotamos por x y y al primer y último punto de intersección de i con m respecti-

vamente. Definimos i0 := γ′ ∪ [x, y]i ∪ γ′′, donde γ′ es el segmento de i que conecta

a p con x tal que y /∈ γ′ y γ′′ es el segmento que une a y con p′ que cumple x /∈ γ′′.

Notemos que [y, p′]es homotópico a [y, p]i con la hompotoṕıa que preserva los ex-

tremos en j y m. Asignamos la etiqueta ”1” en ambos extremos como se muestra

en la Figura 52.

p
p′

11

i′

Figura 52: Caso b22) de la Definición 3.6.
.

La siguiente deinición es acerca de la Definición 3.6 y es útil para extender la construcción la de

curva i′ en cualquier triangulación etiquetada.

Observación 3.7. Sean τ una triangulación etiquetada de una superficie con frontera y puntos

marcados (Σ,M). Notemos que a partir de un arco etiquetado i que no pertenece a τ cuyos extremos

p y q tienen signatura no negativa, se puede contruir la curva i′ siguiendo la construcción de la

Definición 3.6.

Ahora sea τ una triangulación etiquetada de una superficie con frontera y puntos marcados (Σ,M).

Se sigue de la observación anterior que para construir la curva i′ en τ a partir de un arco etiquetado

i que no pertenece a τ , basta considerar los casos cuando un extremo de i (ó ambos) tiene(n)

signatura negativa. A continuación consideramos los tres sub-casos mencionados, en cada sub-caso

se considera si la etiqueta del arco i en los extremos es ”plain” o ”1”. Denotamos por p y q a los

extremos del arco etiquetado i y denotamos por τ ′p a la triangulación etiquetada que difiere de τ

sólo en la signatura de la pinchadura p. Es decir, para toda pinchadura distinta de p la signatura

en τ y τ ′p es igual, por otro lado la signatura de p en τ es negativa y la signatura de p en τ ′p es

positiva.

a) La signatura de p es negativa y la signatura de q es positiva.

a1) La etiqueta del arco i en p es ”plain”.
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Denotamos por i1 al arco etiquetado que se obtiene al cambiar la etiqueta ”plain” en el

extremo p del arco i por la etiqueta ”1”. Para el arco etiquetado i1 se puede construir

la curva i′1 en la triangulación τ ′p. En este caso definimos la curva etiquetada i′ como i′1.

a2) La etiqueta del arco i en p es ”1”.

Denotamos por i1 al arco etiquetado que se obtiene al cambiar la etiqueta ”1” en el

extremo p del arco i por la etiqueta ”plain”. Para el arco etiquetado i1 se puede construir

la curva i′1 en la triangulación τ ′p. En este caso definimos la curva etiquetada i′ como i′1.

b) La signatura de q es negativa y la signatura de p es positiva.

b1) La etiqueta del arco i en q es ”plain”.

Denotamos por i1 al arco etiquetado que se obtiene al cambiar la etiqueta ”plain” en el

extremo q del arco i por la etiqueta ”1”. Para el arco etiquetado i1 se puede construir

la curva i′1 en la triangulación τ ′q. En este caso definimos la curva etiquetada i′ como i′1.

b2) La etiqueta del arco i en q es ”1”.

Denotamos por i1 al arco etiquetado que se obtiene al cambiar la etiqueta ”1” en el

extremo q del arco i por la etiqueta ”plain”. Para el arco etiquetado i1 se puede construir

la curva i′1 en la triangulación τ ′q. En este caso definimos la curva etiquetada i′ como i′1.

c) La signatura de p y q es negativa.

Denototamos por τ ′pq a la triangulación resulta al cambiar la signatura en las pinchaduras p

y q de la triangulación etiquetada τ de negativa a positiva.

c1) La etiqueta del arco i en p y q es ”plain”.

Denotamos por i1 al arco etiquetado que se obtiene al cambiar la etiqueta ”plain” en

los extremos p y q del arco i por la etiqueta ”1”. Para el arco etiquetado i1 se puede

construir la curva i′1 en la triangulación τ ′pq. En este caso definimos la curva etiquetada

i′ como i′1.

c2) La etiqueta del arco i en p es ”plain” y la etiqueta de i en q es ”1”.

Denotamos por i1 al arco etiquetado que se obtiene al cambiar en el arco i la etiqueta

”plain” en el extremo p y la etiqueta ”1” en el extremo q por la etiqueta 1 y ”plain”

respectivamente. Para el arco etiquetado i1 se puede construir la curva i′1 en la triangu-

lación τ ′pq. En este caso definimos la curva etiquetada i′ como i′1.

c3) La etiqueta del arco i en p es ”1” y la etiqueta de i en q es ”plain”.

Denotamos por i1 al arco etiquetado que se obtiene al cambiar en el arco i la etiqueta

”1” en el extremo p y la etiqueta ”plain” en el extremo q por la etiqueta ”plain” y

”1” respectivamente. Para el arco etiquetado i1 se puede construir la curva i′1 en la

triangulación τ ′pq. En este caso definimos la curva etiquetada i′ como i′1.
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c4) La etiqueta del arco i en p y q es ”1”.

Denotamos por i1 al arco etiquetado que se obtiene al cambiar la etiqueta ”1” en los

extremos p y q del arco i por la etiqueta ”plain”. Para el arco etiquetado i1 se puede

construir la curva i′1 en la triangulación τ ′pq. En este caso definimos la curva etiquetada

i′ como i′1.

EJEMPLOS DE LA CURVA DERIVADA DE UN ARCO, DEFINICIÓN 3.6.

1) Ejemplo 1.

i

1

i′

2) Ejemplo 2.

i

1

i′
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3) Ejemplo 3.

i

1
i′

4) Ejemplo 4.

i

1

1

i′

5) Ejemplo 5.
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i

11
i′

1

1

6) Ejemplo 6.

i

11

i′

Con la ayuda de la Definición 3.6 vamos a definir los puntos de cruce de la curva etiquetada i′ con

un arco j de τ◦.

Definición 3.8. (puntos de cruce) Sean τ una triangulación etiquetada de una superficie con

frontera y puntos marcados (Σ,M), j un arco de τ◦ e i un arco etiquetado que no pertenece a τ .

Denotamos por p y q a los extremos de j, decimos que x ∈ i′ ∩ j es un punto de cruce de i′ con j

si se cumplen la(s) condición(es) de uno de los tres casos siguientes.

a) j no es lado de ningún triángulo doblado.
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x 6= p y x 6= q.

b) j es el lado doblado de un triángulo doblado ∆′. Sin perdida de generalidad supongamos que

δτ (p) = 0 6= δτ (q).

Si i′ tiene un extremo en p con etiqueta ”1” entonces x 6= q. En caso contrario x 6= p y x 6= q.

c) j es el lado no doblado de un triángulo doblado ∆′. En este caso p = q, denotamos por p′ a

la única pinchadura que encierra j y denotamos por j′ al único arco de τ◦ que es incidente a

p′.

Si i′ tiene extremo t en j′ con etiqueta ”1” entonces la intersección del interior relativo de

[x, t]i′ con τ◦ es no vaćıa. En caso contrario x pertenece al interior relativo de j.

Observación 3.9. La siguiente observacion es acerca de la Definición 3.8.

1) Sean x y x′ dos puntos de cruce como en el inciso c). Si el interior relativo del segmento

[x, x′]i′ corta sólo a j′ en un punto entonces identificamos a x con x′. Es decir podemos

denotar por x a ambos puntos de cruce y lo pensaremos como el mismo.

2) Si el extremo de la curva i′ es una pinchadura p con signatura cero y la etiqueta de i′ en p es

” ./ ” entonces la pinchadura p será considerado como punto en el interior relativo del único

arco adyacente a p.

Con la ayuda de la Definición 3.8 y la Observación 3.9 definiremos a continuación la representación

de cuerda m(τ, i).

Sean j un arco de τ◦ y qj1 , ...qjA(i′,j) una enumeración de los puntos de cruce distintos de i′ con j.

Definimos el espacio vectorial asociado a j en m(τ, i) como sigue:

(m(τ, i))j := KA(i′,j) =

A(i′,j)⊕
r=1

Kqj,r,

donde A(i′, j) es el número de puntos de cruce distintos de i′ con j y K un campo.

Ahora definiremos la transformación lineal asociada a una flecha de Q̂(τ◦). Dada una flecha

α : j −→ k en Q̂(τ◦) existe una única pinchadura p a la que α es contráctil con la homotoṕıa

que preserva los extremos de α en j y k respectivamente. Sean qj1 , ...qjA(i′,j) y qk1 , ...qkA(i′,k) una

enumeración de los puntos de cruce distintos de i′ con j y k respectivamente. Denotaremos por Kj,t

a la copia del campo K asociada al punto de cruce qj,t. Para 1 ≤ s ≤ A(i′, j) y 1 ≤ r ≤ A(i′, k),

definimos [(m(τ, i′))α]r,s : Kj,s −→ Kk,r de la siguiente manera. Vamos a consideras todos los casos

posibles para los arcos j y k. El segmento [qj,s, qk,r]i′ es disjunto de τ◦ excepto cuando j ó k (ó

ambos) es lado doblado de un triángulos doblado ∆′ en este caso el segmento [qj,s, qk,r]i′ interseca

al lado no doblado de ∆′. Además distinguimos los subcasos cuando el segmento [qj,s, qk,r]i′ es

contráctil a p ó lo no es.
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1) j y k no son lados de ningún triángulos doblados.

a) El segmento [qj,s, qk,r]i′ es contráctil a p.

[(m(τ, i′))α]r,s = 1.

b) El segmento [qj,s, qk,r]i′ no es contráctil a p.

[(m(τ, i′))α]r,s = 0.

2) j no es lado de ningún triángulo doblado y k es el lado doblado de un triángulo doblado.

a) El segmento [qj,s, qk,r]i′ es contráctil a p.

[(m(τ, i′))α]r,s = 1.

b) El segmento [qj,s, qk,r]i′ no es contráctil a p.

[(m(τ, i′))α]r,s = 0.

3) j no es lado de ningún triángulo doblado y k es el lado no doblado de un triángulo doblado

∆′, denotamos por k′ al lado doblado de ∆′. Si existen dos puntos de cruce denotados por qk,r

entonces vamos a considerar la copia de qk,r tal que [qj,s, qk,r]i′ no interseca al lado doblado

de ∆′.

En este caso el segmento [qj,s, qk,r]i′ siempre es contráctil a p.

Si existe un punto de cruce x de i′ con k′ tal que el interior relativo del segmento [qk,r, x]i′ es

disjunto de τ◦ entonces [(m(τ, i′))α]r,s = −1 cuando el segmento [qj,s, qk,r]i′ ∪ [qk,r, x]i′ sea

contráctil a p y [(m(τ, i′))α]r,s = 1 cuando el segmento [qj,s, qk,r]i′∪ [qk,r, x]i′ no sea contráctil

a p.

4) j es el lado doblado de un triángulo doblado y k no es lado de ningún triángulo doblado.

a) El segmento [qj,s, qk,r]i′ es contráctil a p.

[(m(τ, i′))α]r,s = 1.

b) El segmento [qj,s, qk,r]i′ no es contráctil a p.

[(m(τ, i′))α]r,s = 1.

5) j es el lado no doblado de un triángulo doblado ∆′ y k no es lado de ningún triángulo doblado,

denotamos por j′ al lado doblado de ∆′. Si existen dos puntos de cruce denotados por qj,s

entonces elegimos la copia de qj,s tal que el segmento [qj,s, qk,r]i′ no interseca a j′.

En este caso el segmento [qj,s, qk,r]i′ siempre es contráctil a p.

Si existe un punto de cruce x de i′ con j′ tal que el interior relativo del segmento [x, qj,s]i′

es disjunto de τ◦ entonces [(m(τ, i′))α]r,s = 1 cuando el segmento [x, qj,s]i′ ∪ [qj,s, qk,r]i′ sea

contráctil a p y [(m(τ, i′))α]r,s = 0 cuando el segmento [x, qj,s]i′ ∪ [qj,s, qk,r]i′ no sea contráctil

a p.
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6) j y k son lados doblados de triángulos doblados ∆′ y ∆′′ distintos, denotamos por p′ y p′′ a

los extremos de j y k con signatura cero respectivamente.

a) El segmento [qj,s, qk,r]i′ es contráctil a p.

[(m(τ, i′))α]r,s = 1.

b) El segmento [qj,s, qk,r]i′ no es contráctil a p.

[(m(τ, i′))α]r,s = 1 si existe un punto de cruce qk,r′ de i′ con k tal que el segmento

[qj,s, qk,r′ ]i′ no contiene qk,r y es contráctil a p, la curva γ := [qk,r′ , qj,s]i ∪ [qj,s, qk,r]i′

rodea a p′ y γ ∪ [qk,r, qk,r′ ]k divide a Σ en dos regiones siendo una de dichas regiones

homeomorfa a un disco con la pinchadura p′. En caso contrario [(m(τ, i′))α]r,s = 0.

7) j es el lado doblado de un triángulo doblado ∆′ y k es el lado no doblado de un triángulo

doblado ∆′′. Denotamos por j′ al lado no doblado de ∆′, k′ al lado doblado de ∆′′, p′ el

extremo de j con signatura cero y p′′ al extremo de k′ con signatura cero.

Si existen dos puntos de cruce denotados por qk,r entonces consideramos la copia de qk,r con

la propiedad que el segmento [qj,s, qk,r]i′ no interseca a k′.

a) El segmento [qj,s, qk,r]i′ es contráctil a p.

Si existe un punto de cruce qj,s′ de i′ con j tal que γ := [qj,s, qk,r]i′ ∪ [qk,r, qj,s′ ]i′ rodea a

p′′ y γ∪ [qj,s′ , qj,s]j divide a Σ en dos regiones siendo una de ellas homeomorfa a un disco

con la pinchadura p′′ entonces [(m(τ, i′))α]r,s = 1. En caso contrario [(m(τ, i′))α]r,s =

−1.

b) El segmento [qj,s, qk,r]i′ no es contráctil a p.

[(m(τ, i′))α]r,s = −1 Si se cumple una de las siguientes dos condiciones descritas.

• p′′ es una extremo de i′, la etiqueta de i′ en el extremo p′′ es ”plain” y existe un

punto de cruce qk′,r′ de i′ con k′ tal que el interior relativo del segmento [p′′, qk,r]i′

no interseca a ningún arco de τ◦, la union [p′′, qk,r]i′ ∪ [qk,r, qj,s]i′ ∪ [qj,s, qk′,r′ ]i′ ∪

[qk′,r′ , p
′′]k′ divide a Σ en dos regiones siendo una region homeomorfa a un monogono

con la pinchadura p′ y cuyo punto marcado en la frontera es p′′.

• Existen puntos de cruce qk′,r′ y qk′,r′′ de i′ con k′ tal que el interior relativo del

segmento [qk′,r′ , qk,r] es disjunto de τ◦, la union γ := [qk′,r′ , qk,r]i′ ∪ [qk,r, qj,s]i′ ∪

[qj,s, qk′,r′′ ]i′ rodea a p′ y γ ∪ [qk′,r′′ , qk′,r′ ]k′ divide a Σ en dos regiones siendo una

de ellas homeomorfa a un disco con la pinchadura p′.

[(m(τ, i′))α]r,s = 1 Si se cumple una de las siguientes tres condiciones descritas.

• Existen puntos de cruce qk′,r′ y qk′,r′′ de i′ con k′ tal que el interior relativo del

segmento [qk′,r′ , qk,r] es disjunto de τ◦, la union γ := [qk′,r′′ , qj,s]i′ ∪ [qj,s, qk,r]i′ ∪

[qk,r, qk′,r′ ]i′ rodea a p′ y γ ∪ [qk′,r′ , qk′,r′′ ]k′ divide a Σ en dos regiones siendo una

de ellas homeomorfa a un disco con las pinchadura p′ y p′′.
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• Existe un punto de cruce qj,s′ de i′ con j tal que γ := [qj,s, qk,r]i′ ∪ [qk,r, qj,s′ ]i′

rodea a p′′ y γ∪ [qj,s′ , qj,s]i′ divide a Σ en dos regiones siendo una de dichas regiones

homeomorfa a u disco con las pinchaduras p′ y p′′.

[(m(τ, i′))α]r,s = 0 en cualquier otro caso.

8) j es el lado no doblado de un triángulo doblado ∆′ y k es el lado doblado de un triángulo

doblado ∆′′. Denotamos por j′ al lado doblado de ∆′.

Si existen dos puntos de cruce denotados por qj,s entonces consideramos la copia con la

propiedad que el segmento [qj,s, qk,r]i′ no interseca a j′.

a) El segmento [qj,s, qk,r]i′ es contráctil a p.

Sea x el punto de cruce de i′ con j′ con la propiedad que [x, qj,s]i′ es disjunto de τ◦.

[(m(τ, i′))α]r,s = 1 si [x, qj,s]i′ ∪ [qj,s, qk,r]i′ es contráctil a p y [(m(τ, i′))α]r,s = 0 en caso

contrario.

b) El segmento [qj,s, qk,r]i′ no es contráctil a p.

[(m(τ, i′))α]r,s = 0.

9) j y k son lados no doblados de triángulos doblados ∆′ y ∆′′ respectivamente, denotamos

por j′ y k′ a los lados doblados de ∆′ y ∆′′ respectivamente, además p′ y p′′ denotaran los

extremos de j′ y k′ con signatura cero respectivamente.

Si en j ó k (ó ambos) existen dos puntos de cruce denotados por qj,s ó qk,r (ó ambos)

entonces consideramos la(s) copia(s) de qj,s ó qk,r (ó ambos) tal que el segmentos [qj,s, qk,r]i′

no interseca a j′ ni a k′.

En este caso el segmento [qj,s, qk,r]i′ siempre es contráctil a p.

[(m(τ, i′))α]r,s = 1 si se cumple una de las siguientes dos condiciones descritas.

Existen puntos de cruce qj′,s′ y qj′,s′′ de i′ con j′ tal que el interior relativo del segmento

[qj′,s′ , qj,s]i′ es disjunto de τ◦, γ := [qj′,s′ , qj,s]i′ ∪ [qj,s, qk,r]i′ ∪ [qk,r, qj′,s′′ ]i′ rodea a p′′ y

γ ∪ [qj′,s′′ , qj′,s′ ]j′ divide a Σ en dos regiones siendo una de dichas regiones homeomorfa

a un disco con la pinchadura p′′.

p′ es un extremo de i′, i′ tiene etiqueta ”plain” en el extremo p′ y existe un punto de

cruce qj′,s′ de i′ con j′ tal que el interior relativo del segmento [p′, qj,s]i′ es disjunto de

τ◦, la union [p′, qj,s]i′ ∪ [qj,s, qk,r]i′ ∪ [qk,r, qj′,s′ ]i′ ∪ [qj′,s′ , p
′]j′ divide a Σ en dos regiones

siendo una de dichas regiones homeomorfa a un monogono con la pinchadura p′′ y el

punto marcado en la frontera p′.

[(m(τ, i′))α]r,s = −1 si se cumple una de las siguientes tres condiciones descritas.
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Existen dos puntos de cruce qk′,r′ , qk′,r′′ en k′ y un punto de cruce qj′,s′ en j′ tal que el

interior relativo de los segmentos [qj′,s′ , qj,s]i′ , [qk,r, qk′,r′ ]i′ son disjuntos de τ◦, la curva

γ := [qk′,r′ , qk,r]i′ ∪ [qk,r, qj,s]i′ ∪ [qj,s, qk′,r′′ ]i′ rodea a p′ y γ ∪ [qk′,r′′ , qk′,r′ ]k′ divide a Σ

en dos regiones siendo una region homeomorfa a un disco con la pinchadura p′.

Existen dos puntos de cruce qj′,s′ , qj′,s′′ en j′ tal que el interior relativo del segment

[qj′,s′ , qj,s]i′ es disjunto de τ◦, la curva γ := [qj′,s′′ , qk,r]i′ ∪ [qk,r, qj,s]i′ ∪ [qj,s, qj′,s′ ]i′

rodea a p′′ y γ∪ [qj′,s′ , qj′,s′′ ]j′ divide a Σ en dos regiones siendo una region homeomorfa

a un disco con la pinchadura p′′.

p′ es un extremo de i′, i′ tiene etiqueta ”plain” en el extremo p′, existe un punto de

cruce qj′,s′ de i′ con j′ tal que el interior relativo del segmento [qj′,s′ , qj,s]i′ es disjunto

de τ◦ y la union [p′, qk,r]i′ ∪ [qk,r, qj,s]i′ ∪ [qj,s, qj′,s′ ]i′ ∪ [qj′,s′ , p
′]j′ divide a Σ en dos

regiones siendo una de dichas regiones homeomorfa a un monogono con la pinchadura

p′′ y el punto marcado en la frontera p′.

p′′ es un extremo de i′, i′ tiene etiqueta ”plain” en el extremo p′′, existe un punto de

cruce qk′,r′ de i′ con k′ tal que el interior relativo del segmento [qk′,r′ , qk,r]i′ es disjunto

de τ◦ y la union [p′′, qj,s]i′ ∪ [qj,s, qk,r]i′ ∪ [qk,r, qk′,r′ ]i′ ∪ [qk′,r′ , p
′]k′ divide a Σ en dos

regiones siendo una de dichas regiones homeomorfa a un monogono con la pinchadura

p′ y el punto marcado en la frontera p′′.

[(m(τ, i′))α]r,s = 0 en cualquier otro caso.

EJEMPLOS DE LA REPRESENTACIÓN DE CUERDA m(τ, i).

1) Ejemplo 1.
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(b) Representación de cuerda

2) Ejemplo 2.
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(d) Representación de cuerda

3) Ejemplo 3.
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4) Ejemplo 4.
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5) Ejemplo 5.
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6) Ejemplo 6.
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(l) Representación de cuerda

En el siguiente caṕıtulo definiremos ciertos conjuntos B∆,1
i′,j que nos servirán para la construcción

de las desviaciones ya mencionadas.
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4. Representación de Arco M(τ, i).

Definición 4.1. (Conjunto B∆,1
i′,j ) Sea τ una triangulación etiquetada de una superficie con frontera

y puntos marcados (Σ,M). Consideremos un triángulo ∆ no doblado en τ◦, j un arco de τ◦ e i /∈ τ

un arco etiquetado que minimiza los puntos de intersección con los arcos de τ . Vamos a definir el

conjunto B∆,1
i′,j con la ayuda de la curva i′ = i′(τ, i) (Definición 3.6) . La definición depende de si

j es el lado doblado de un triángulo doblado ó no lo es:

a) j no es el lado doblado de ningún triángulo doblado.

Consideremos la configuación local siguiente;

i) j es lado de ∆,

ii) Sea p una pinchadura con signatura distinta de cero tal que p es vértice opuesto a j en

∆,

iii) Sean q0, q1 ∈ i′ ∩ j, con la propiedad que el segmento [q0, q1]i′ rodea a p,

iv) l es el número de puntos de intersección del interior relativo de [q0, q1]i′ con los arcos de

τ◦,

v) rs con s ∈ {1, 2, l}, es el s-ésimo punto de intersección de algún arco de τ◦ con el interior

relativo de [q0, q1]i′ .

Cada vez que encontramos la situación descrita en los puntos i)− v), definimos la familia de

puntos (q0, q1, r1, r2, rl, p) como un elemento del conjunto B∆,1
i′,j .

∆ j
p
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r1
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q1

rl
∆
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m
∆′
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q0q1
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r2
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Figura 53: Caso a) de la Definición 4.1.

b) j es el lado doblado de un triángulo doblado ∆′. Denotemos por m al lado no doblado de

dicho triángulo.

i) m es lado de ∆,

ii) Sea p una pinchadura con signatura distinta de cero tal que p es vértice opuesto a m en

∆,

iii) Sean q0, q1 ∈ i′ ∩ j, con la propiedad que el segmento [q0, q1]i′ rodea a p,

iv) l es el número de puntos de intersección del interior relativo de [q0, q1]i′ con los arcos de

τ◦, contados con multiplicidad.,

v) rs con s ∈ {1, 2, 3, l}, es el s-ésimo punto de intersección de algún arco de τ◦ con el

interior relativo de [q0, q1]i′ ,

vi) Sea [q1, ∗] el segmento de i′ que sigue a [q0, q1]i′ (y que no contenga a q0). Con esta

notación q2 es el primer punto de intersección de [q1, ∗]i′ con algun arco de τ◦ \ {m}.

Cada vez que encontramos la situación descrita en los puntos i)−vi), definimos la familia de puntos

(q0, q1, q2, r1, r2, r3, rl, p) como un elemento del conjunto B∆,1
i′,j .
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Figura 54: Caso b) de la Definición 4.1.
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Figura 55: Caso b) de la Definición 4.1.

La siguiente definición nos servira para definir las matrices de desviación y aśı modificar la repre-

sentación de cuerda m(τ, i) para obtener la representación requerida.

Definición 4.2. (1-desviación) Para cada elemento de la forma (q0, q1, r1, r2, rl, p) ó de la forma

(q0, q1, q2, r1, r2, r3, rl, p) en B∆,1
i′,j contruimos la 1-desviación d∆,1

(q0,q1) que consiste de una curva

simple y orientada cuyos extremos son s(d∆,1
(q0,q1)) y t(d∆,1

(q0,q1)), principio y final respectivamente.

Sólo en el caso b) dibujaremos una curva (1-auxiliar) e∆,1
(q0,q1) con extremos s(e∆,1

(q0,q1)) y t(e∆,1
(q0,q1)).

Distinguimos los casos cuando j es el lado doblado de un triángulo doblado ó no lo es:

a) j es un arco en τ◦ que no es el lado doblado de ningún triángulo doblado ∆′.

Si r1 no pertenece a ningún lado de ningún triángulo doblado entonces dibujamos la 1-

desviación d∆,1
(q0,q1) con extremos s(d∆,1

(q0,q1)) = r1 y t(d∆,1
(q0,q1)) = q1. En caso contrario dibujamos

la 1-desviación d∆,1
(q0,q1) cuyos extremos son s(d∆,1

(q0,q1)) = r2 y t(d∆,1
(q0,q1)) = q1.
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Figura 56: Caso a) de la Definición 4.2.

b) j es el lado doblado de un triangulo doblado ∆′ en τ◦. Denotamos con m′ al lado no doblado

de ∆′.

Consideremos los casos cuando r2 pertenece al lado no doblado de algún triangulo doblado

∆′′ 6= ∆′ ó no pertenece a ningún triángulo doblado:

b1) r2 pertenece al lado no doblado de un triángulo doblado ∆′′ distinto de ∆′. Denotemos

con m′′ al lado no doblado de ∆′′.

En esta situación dibujamos la 1-desviación d∆,1
(q0,q1) con extremos s(d∆,1

(q0,q1)) = r3 y

t(d∆,1
(q0,q1)) = rl. Además si el segmento [q0, r2]i′ es contráctil a p con la homotoṕıa que

preserva a q0 en j y a r2 en m′′, y el segmento [q1, rl−1]i′ no es contráctil a p entonces

dibujamos la curva auxiliar e∆,1
(q0,q1) con extremos s(e∆,1

(q0,q1)) = r3 y t(d∆,1
(q0,q1)) = q1.

∆

∆′′

j∆′

p

m′′ m′

∆

∆′′
j∆′

p

m
m′

q1

rl

r3

r2

q0

r1

d∆,1
q0,q1

q1

rl

q0

r1
r2

d∆,1
q0,q1

e∆,1
q0,q1
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Figura 57: Caso b1) de la Definición 4.2.

b2) r2 no pertenece a ningún lado de ningún triángulo doblado.

Dibujamos la 1-desviación d∆,1
(q0,q1) con extremos s(d∆,1

(q0,q1)) = r2 y t(d∆,1
(q0,q1)) = q1 si se

cumplen las condiciones de uno de los siguientes dos subcasos:

b21) m′ pertenece a un triángulo de tipo 2.

i) m′ está basado en una pinchadura q,

ii) El segmento [q0, r2]i′ es contráctil a q con la homotoṕıa que preserva los extremos

en el respectivo arco de τ◦.

b22) m′ pertenece a un triángulo de tipo 3.

i) m′ está basado en p,

ii) El segmento [q0, r2]i′ es contráctil a p con la homotoṕıa que preserva los extremos

en el respectivo arco de τ◦,

iii) El segmento [q1, rl−1]i′ no es contráctil a p con la homotoṕıa que preserva los

extremos en el respectivo arco de τ◦.

En la situación descrita en b21) dibujamos una curva auxiliar e∆,1
(q0,q1) con extremos

s(e∆,1
(q0,q1)) = r1 y t(d∆,1

(q0,q1)) = q2. Además si q0 es extremo de la curva i′ dibujamos otra

curva auxiliar con extremos s(e∆,1
(q0,q1)) = r2 y t(d∆,1

(q0,q1)) = rl. Por otro lado en la situación

descrita en b22) dibujamos una curva auxiliar e∆,1
(q0,q1) con extremos s(e∆,1

(q0,q1)) = r2 y

t(d∆,1
(q0,q1)) = rl.

Ahora si no se cumplen b21) y b22), entonces dibujamos la 1-desviación d∆,1
(q0,q1) con

extremos s(d∆,1
(q0,q1)) = r2 y t(d∆,1

(q0,q1)) = rl.

84



∆
∆

∆′

∆′
m′

jm′ j

p p

d∆,1
q0,q1

e∆,1
q0,q1

q0

r1

r2

r3

rl

q1

q2

d∆,1
q0,q1

q2 q1 rl

r3

r2

r1

q0

∆

∆′
j ∆′′

p

m′ m′′

∆

∆′
j

∆′′

p

m′ m′′e∆,1
q0,q1

d∆,1
q0,q1 q0

r1

r2

r3

rl

q1 q2

d∆,1
q0,q1

q0

r1

r2

r3

rl

q1

q2

∆
∆′
j

∆′′

p

m′ m′′
∆

∆′
j

∆′′

p

m′
m′′

q0
r1

r2

r3rl−8

rl−7

rl−1

rl

q1 q0
r1

r2

r3rl−8

rl−7

rl−1

rl

q1

Figura 58: Caso b2) de la Definición 4.2.

En lo siguiente asignaremos una etiqueta en el conjunto {1, 2} a las 1-desviaciones d∆,1
(q0,q1), lo cual

nos servirá para definir la matriz de desviación.

A la 1-desviación d∆,1
(q0,q1) que cumple las condiciones de uno de los dos casos siguientes le asignamos

la etiqueta ”1”.

a1) j no es el lado doblado de ningún triángulo doblado.
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El arco j es lado de un triángulo de tipo 3 ó ∆ es un triángulo de tipo 2 y se cumple que el

punto de intersección rl de γ con los arcos de τ◦ pertenece al único arco de ∆ que es lado de

un triángulo doblado.

a2) j es el lado doblado de un trángulo doblado ∆′ con lado no doblado m.

i) ∆ es un triángulo de tipo 3. Denotemos por m′ al único lado de ∆ que no es lado de

ningún triángulo doblado.

ii) r2 pertenece a m′.

Si no se cumple las condiciones de a1) y a2) entonces asignamos a d∆,1
(q0,q1) la etiqueta ”2”.

Llamaremos desviaciones de tipo 1 a las desviaciones con etiqueta ”1”. Análogamente llamaremos

desviaciones de tipo 2 a las desviaciones con etiqueta ”2”.

Sea n ≥ 1, después de haber dibujado todas las n-desviaciones y curvas n-auxiliares para (τ◦,i′)

tomamos un arco j y fijamos un triángulo ∆. A continuación definiremos los conjuntos B∆,n+1
i′,j .

Definición 4.3. (Conjunto B∆,n+1
i′,j ) Sea τ una triangulación etiquetada de una superficie con

frontera y puntos marcados (Σ,M). Consideremos un triángulo ∆ en τ◦, j un arco de τ◦ e i /∈ τ

un arco etiquetado que minimiza los puntos de intersección con los arcos de τ . Vamos a definir el

conjunto B∆,n+1
i′,j con la ayuda de i′ y las n-desviaciones construidas previamente. La construcción

depende de si j es el lado doblado de un triángulo doblado ó no lo es:

a) j no es el lado doblado de ningún triángulo doblado.

En este caso los elementos de B∆,n+1
i′,j son de la forma (q0, q1, s(d

∆′,n), r2, rl, p) de manera

que se cumplen las condiciones del inciso a) de la Definición 4.1 y además s(d∆′,n) = r1 no

pertenece a ningún triángulo doblado. La curva γ se obtiene como la union de los segmentos

[q0, r1]i′ , d
∆′,n y [r2, q1]i′ y está orientada de q0 a q1.

∆ j
p

q0

r1
d∆′,nr2

q1

rl
∆

p

m

j

q0

r1

d∆′,n

r2

rl
q1

Figura 59: Caso a) de la Definición 4.3.
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b) j es el lado doblado de un triángulo doblado ∆′. Denotemos con m al lado no doblado de

dicho triángulo.

En esta situación los elementos de B∆,n+1
i′,j son de la forma (q0, q1, q2, r1, s(d

∆′,n), r3, rl, p) de

manera que cumplen las condiciones de b21) en la Definición 4.1. La curva γ se obtiene como

la union de los segmentos [q0, r2]i′ , d
∆′,n y [r3, q1]i′ y está orientada de q0 a q1.

p

m

q0

r1

r2

d∆′,n

r3

rl

q1

q2

Figura 60: Caso b) de la Definición 4.3.

Con la ayuda de los conjuntos B∆,n+1
i,j definiremos ahora las (n + 1)-desviaciones y las curvas

(n+ 1)-auxiliares.

Definición 4.4. ((n+1)-desviación) Para cada elemento en B∆,n+1
i′,j de la forma (q0, q1, s(d

∆′,n), r2, rl, p)

ó (q0, q1, q2, r1, s(d
∆′,n), r3, rl, p) contruimos la (n+1)-desviación d∆,n+1

(q0,q1) que consiste de una curva

simple y orientada cuyos extremos son s(d∆,n+1
(q0,q1)) y t(d∆,n+1

(q0,q1)), principio y final respectivamente. Sólo

en el caso b) dibujaremos una curva ((n+ 1)-auxiliar) e∆,n+1
(q0,q1) con extremos s(e∆,n+1

(q0,q1)) y t(e∆,n+1
(q0,q1)).

Distinguimos los casos cuando j es el lado doblado de un triángulo doblado ó no lo es:

a) j no es el lado doblado de ningún triángulo doblado.

Para cada elemento (q0, q1, s(d
∆′,n), r2, rl, p) en B∆,n+1

i′,j dibujamos la (n + 1)-desviación

d∆,n+1
(q0,q1) contenida en ∆, con extremos s(d∆,n+1

(q0,q1)) = s(d∆′,n
(q0,q1)) = r1 y t(d∆,n+1

(q0,q1)) = q1.
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Figura 61: Caso a) de la Definición 4.4.

b) j es el lado doblado de un triángulo doblado ∆′. Denotemos por m al lado no doblado de

dicho triángulo.

Para cada elemento (q0, q1, q2, r1, s(d
∆′,n), r3, rl, p) en B∆,n+1

i′,j dibujamos la (n+1)-desviación

d∆,n+1
(q0,q1), con extremos s(d∆,n+1

(q0,q1)) = s(d∆′,n
(q0,q1)) y t(d∆,n+1

(q0,q1)) = q1. En este caso dibujamos

también la curva auxiliar e∆,n+1
(q0,q1) cuyos extremos son s(e∆,n+1

(q0,q1)) = r1 y t(e∆,n+1
(q0,q1)) = q2.

p

d∆,n+1
q0,q1

e∆,n+1
q0,q1

q0

r1

r2

d∆′,n

r3

rl

q1

q2

Figura 62: Caso b) de la Definición 4.4.

Sea d∆,m
(q0,q1) una m-desviación con 1 ≤ m ≤ n, asignamos a d∆,m

(q0,q1) la etiqueta ”1”si d∆,1
(q0,q1) tiene

etiqueta ”1”. En caso contrario asignamos a d∆,m
(q0,q1) la etiqueta ”2”.

Ahora vamos a analizar los arcos j de τ◦ para determinar cuantas matrices de desviación y matrices

auxiliares asignamos a j.

a) j es lado de un triángulo doblado ∆′. Denotamos por m al lado no doblado de ∆′.
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Si m es lado de un triángulo ∆ de tipo 3 con etiqueta l3 asignamos a j y m dos matrices de

desviación y dos matrices auxiliares. En caso contrario asignamos a j y m sólo una matriz

de desviación y una auxiliar.

b) j no es lado de ningún triángulo doblado.

En este caso como j no es lado de ningún triángulo doblado entonces j es lado de exacta-

mente dos triángulos no doblado. Denotemos por ∆1 y ∆2 a los triángulos no doblados que

comparten a j como lado.

b1) Si se cumplen las condiciones de uno de los siguientes dos subcasos asignamos a j dos

matrices de desviación y dos matrices auxiliares.

b11) ∆1 y ∆2 son triángulos de tipo 1.

b12) ∆1 es de tipo 1, ∆2 es de tipo 2 y j tiene etiqueta l3 en ∆2.

∆2∆1 j

∆2

∆1

p

j

b2) Si se cumplen las condiciones de uno de los siguientes cuatro subcasos asignamos a j

tres matrices de desviación y tres matrices auxiliares.

b21) ∆1 es de tipo 3 y ∆2 es de tipo 1.

b22) ∆1 es de tipo 2, ∆2 es de tipo 1 y j tiene etiqueta l2 en ∆1.

b23) ∆1 y ∆2 son de tipo 2, j tiene etiqueta l2 en ∆1 y l3 en ∆2.

b24) ∆1 es de tipo 3 y ∆2 es de tipo 2, j tiene etiqueta l1 en ∆1 y l3 en ∆2.
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∆1 ∆2

j

∆1

∆2j

∆1

∆2

∆1

∆2

b3) Si se cumplen las condiciones de uno de los siguientes dos subcasos asignamos a j cuatro

matrices de desviación y cuatro matrices auxiliares.

b31) ∆1 y ∆2 son de tipo 2, y j tiene etiqueta l2 en ambos triángulos.

b32) ∆1 es de tipo 3, ∆2 es de tipo 2, j tiene etiqueta l1 en ∆1 y etiqueta l2 en ∆2.

∆1

∆2

j

∆1

∆2

Acontinuación definiremos las matrices de desviación.
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Definición 4.5. (Matriz de desviación) Sea τ una triangulación etiquetada de una superficie con

frontera y puntos marcados (Σ,M). Usando las desviaciones de (τ◦, i′) y considerando los casos

cuando j es lado de un triángulo doblado ó no lo es. Definimos las matrices de desviación para cada

arco j ∈ τ◦. Las filas y las columnas de la matriz de desviación están indexadas por los puntos de

cruce(distintos) de i′ con j.

Definimos la q-ésima columna (asociada al q-ésimo punto de cruce distinto) de la matriz de des-

viación mediante las siguientes reglas:

a) j es lado de un triángulo doblado.

En esta situación consideramos si j es el lado doblado de un triángulo doblado ó no lo es:

a1) j es el lado doblado de un triángulo doblado ∆′. Denotemos por ∆ al único triángulo

no doblado en τ◦ que comparte un lado con ∆′.

Consideremos los casos cuando a j se le asigna una ó dos matrices de desvición.

a11) Le asignamos sólo una matriz de desviación a j denotada por D∆
i′,j .

i) La q-ésima coordenada es 1.

ii) Si q̃ es un punto de cruce que es punto final de una desviación d∆,n
(q,q̃) y existe

un elemento (q, q̃, r1, r2, rl, p) o (q, q̃, q1, r1, r2, r3, rl, p) en B∆,n
i′,j entonces la q̃-

ésima coordenada es δτ (p). Si además d∆,n
(q,q̃) es de tipo 1 entonces la coordenada

asociada al punto de cruce rl−5 de γ con j también es δτ (p).

iii) El resto de las coordenadas de q son cero.

a12) Le asignamos dos matrices a j. Denotamos por D∆
i′,j y D∆

i′,j a las matrices de

desviación.

La q-ésima coordenada es δτ (p) para ambas matrices.

a2) j es el lado no doblado de un triángulo doblado ∆′. Denotemos por j′ al lado doblado

de ∆′.

a21) Le asignamos sólo una matriz a j denotada por D∆
i′,j .

i) La q-ésima coordenada es 1.

ii) Si q̃ es el punto final de una de una desviación d∆,n
(q,q̃) y existe un elemento en

(q0, q1, q2, q, r2, r3, q̃, p) en B∆,n
i′,j′ entonces la q̃-ésima coordenada es δτ (p) si se

cumple una de las dos condiciones siguientes;

i) ∆ es de tipo 2.

ii) ∆ es de tipo 3 y γ ∪ [q1, q0]j es una curva cerrada que divide a Σ en dos

regiones, siendo una región homeomorfa a un disco con sólo la pinchadura p,

donde γ es la curva que corresponde a (q0, q1, q2, q, r2, r3, q̃, p) y rodea a p.

91



Si en ii) la curva γ ∪ [q1, q0]j divide a Σ en dos regiones, siendo una región

homeomorfa a un disco con dos pinchaduras siendo una de ellas p entonces la

q̃-ésima coordenada es -δτ (p). Además si d∆ es de tipo 1 entonces la coordenada

que corresponde al (r − 4)-ésimo punto de cruce de γ con los arcos de τ◦ es

δτ (p) si q̃ es δτ (p) y es -δτ (p) si q̃ es -δτ (p).

iii) El resto de las coordenadas de q son cero.

a22) Le asignamos dos matrices a j. Denotamos por D∆
i′,j y D∆

i′,j a las matrices de

desviación.

i) La q-ésima coordenada para ambas matrices es 1.

ii) Si q̃ es punto de cruce que es punto final de una desviación d∆,n
(q,q̃) y existe un

elemento (q0, q1, q2, q, r2, r3, q̃, p) en B∆,n
i′,j′ entonces;

La q̃-ésima coordenada de la matriz D∆
i′,j es δτ (p) si γ ∪ [q1, q]j′ es una curva

cerrada que divide a Σ en dos regiones siendo una region homeomorfa a un

disco con la sólo la pinchadura p.

La q̃-ésima coordenada de la matriz D∆
i′,j es -δτ (p) si γ ∪ [q1, q]j′ es una curva

cerrada que divide a Σ en dos regiones siendo una region homeomorfa a un

disco con dos pinchaduras siendo una de ellas p.

iii) El resto de las coordenadas de q son cero en ambas matrices.

b) j no es lado de ningún triángulo doblado.

Como ya mencionamos anteriormente si j no es lado de ningún triángulo doblado entoces j es

lado de exactamente dos triángulos no doblados. Denotemos por ∆1 y ∆2 a dichos triángulos.

Distinguimos los casos cuando a j se le asignan 2,3 ó 4 matrices de desviación.

b1) Le asignamos 2 matrices de desviación a j.

Asociamos dos matrices D∆
i′,j una por cada triángulo ∆k con k = 1, 2.

i) La q-ésima coordenada es 1.

ii) Si q̃ es un punto de cruce que es punto final de una desviación d∆,n
(q,q̃) y existe

un elemento (q, q̃, r1, r2, rl, p) en B∆,n
i′,j entonces la q̃-ésima coordenada es δτ (p).

Si además d∆,n
(q,q̃) es de tipo 1 entonces la coordenada asociada al punto de cruce rl−3

de γ con j también es δτ (p).

iii) El resto de las coordenadas de q son cero.

b2) Le asignamos 3 matrices de desviación a j.

Asociamos tres matrices dos de ellas denotadas por D∆
i′,j , una por cada triángulo ∆k

con k = 1, 2. Además asignamos una tercera matriz denotada por D∆
i′,j donde ∆ es el

triángulo de tipo 3 ó ∆ es un triángulo de tipo 2.
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i) La q-ésima coordenada de las tres matrices es 1.

ii) Si q̃ es punto final de una desviación d∆,n
(q,q̃) y existe un elemento en (q, q̃, r1, r2, rl, p)

en B∆,n
i′,j entonces la q̃-ésima coordenada de D∆

i′,j es δτ (p) si el interior relativo

de la curva d∆
(q,q̃) no interseca a ningún arco de τ◦, en caso contrario la q̃-ésima

coordenada de D∆ es δτ (p). Además si d∆
(q,q̃) es de tipo 1 entonces la coordenada

correspondiente al punto de cruce rl−3 de la curva γ con el arco j también es δτ (p).

iii) El resto de las coordenadas de q son cero para las tres matrices.

b3) Le asignamos 4 matrices de desviación a j.

Asociamos cuatro matrices dos de ellas denotadas por D∆
i′,j una por cada triángulo ∆k

con k = 1, 2 y dos adicionales denotada por D∆
i′,j .

i) La q-ésima coordenada de las tres matrices es 1.

ii) Si q̃ es punto final de una desviación d∆,n
(q,q̃) y existe un elemento en (q, q̃, r1, r2, rl, p)

en B∆,n
i′,j entonces la q̃-ésima coordenada de D∆

i′,j es δτ (p) si el interior relativo

de la curva d∆
(q,q̃) no interseca a ningún arco de τ◦, en caso contrario la q̃-ésima

coordenada de D∆ es δτ (p). Además si d∆
(q,q̃) es de tipo 1 entonces la coordenada

correspondiente al punto de cruce rl−3 de la curva γ con el arco j también es δτ (p).

iii) El resto de las coordenadas de q son cero para las tres matrices.

Ahora definiremos las matrices auxiliares.

Definición 4.6. (Matriz auxiliar) Sea τ una triangulación etiquetada de una superficie con frontera

y puntos marcados (Σ,M). Usando las curvas auxiliares de (τ◦, i′) y considerando los casos cuando

j es lado de un triángulo doblado ó no lo es. Definimos las matrices auxiliares para cada arco

j ∈ τ◦. Las filas y las columnas de la matriz auxiliar están indexadas por los puntos de cruce de i′

con j. Para cada punto de cruce q definimos la q-ésima columna de la matriz auxiliar mediante las

siguientes reglas:

a) j es lado de un triángulo doblado ∆′. Denotemos por ∆ al único triángulo en τ◦ que comparte

un lado con ∆.

Dado que j es lado de un triángulo doblado consideramos los casos cuando j es el lado doblado

ó j es el lado no doblado.

a1) j es el lado doblado de ∆′.

Distinguimos los casos cuando a j le asignamos una ó dos matrices.

a11) Le asignamos sólo una matriz a j denotada por E∆
i′,j .

La q-ésima coordenada es 1 y el resto son 0.

a12) Le asignamos dos matrices a j. Denotamos por E∆
i′,j y E∆

i′,j a las matrices de auxi-

liares.
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i) La q-ésima coordenada de ambas matrices es 1.

ii) Si q̃ ∈ i′ ∩ j es el punto final de una curva auxiliar e∆,n
(q,q̃) y existe un elemen-

to (q, q̃, q2, r1, r2, r3, rl, p) en B∆,n
i′,j , entonces la q̃-ésima coordenada de E∆

i′,j es

δτ (p).

ii) Las coordenadas restantes en ambas matrices son 0.

a2) j es el lado no doblado de ∆′, denotamos por j′ al lado doblado de ∆′.

Distinguimos los casos cuando a j le asignamos una ó dos matrices.

a21) Le asignamos sólo una matriz a j denotada por E∆
i′,j .

i) La q-ésima coordenada es 1.

ii) Si q̃ ∈ i′∩j es el punto final de una curva auxiliar e∆,n
(q,q̃) y existe (q0, q1, q2, q, r2, r3, q̃, p)

en B∆,n
i′,j′ entonces la q̃-ésima coordenada es δτ (p).

ii) Las coordenadas restantes son 0.

a22) Le asignamos dos matrices a j. Denotamos por E∆
i′,j y E∆

i′,j a las matrices de auxi-

liares.

Denotamos a las matrices por E∆
i′,j y E∆

i′,j .

La q-ésima coordenada en ambas matrices 1 y el resto son 0.

b) j no es lado de ningún triángulo doblado.

Distinguimos los casos cuando le asignamos 2,3 ó 4 matrices a j.

b1) Le asignamos 2 matrices a j.

Asignamos una matriz por cada triángulo no doblado que tiene a j como uno de sus

lados. Denotamos por E∆
i′,j a las matrices auxiliares.

La q-ésima coordenada es 1 y el resto son 0.

b2) Le asignamos 3 matrices a j.

Asignamos una matriz por cada triángulo no doblado que tiene a j como uno de sus lados

y las denotamos por E∆
i′,j . Además definimos una matriz adicional que denotaremos por

E∆
i′,j , En este caso ∆ es un triángulo de tipo 2 tal que j tiene etiqueta l2 en ∆.

Definamos primero la q-ésima columna en la matriz E∆
i′,j .

La q-ésima coordenada es 1 y el resto son 0.

Ahora definamos las matrices E∆
i′,j .

Denotemos por ∆′ al único triángulo doblado que comparte un lado con ∆, siendo m y

m′ los lados de ∆′, donde m′ es el lado doblado de ∆′. Distinguimos los casos cuando q

es punto final de una curva auxiliar ó no lo es:

i) q no es punto final de ninguna curva auxiliar.
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• La q-ésima coordenada es 1.

• Si q̃ es punto final de una curva auxiliar e∆,n
i′,j , existen x,x′ puntos de cruce de

i′ con m′, el interior relativo del segmento [q, x]i′ interseca al arco m en sólo un

punto y existe (x, x′, q̃, r1, r2, r3, rl, p) ∈ B∆,n
i′,m′ entonces la q̃-ésima coordenada

es δτ (p).

ii) q es punto final de una curva auxiliar e∆,n
i′,j .

• La q-ésima coordenada es 0.

• Si x,x′ son puntos de cruce de i′ con m′, q′ es punto de cruce de i′ con j, el

interior relativo del segmento [q′, x]i′ interseca al arco m en sólo un punto, q′′ es

el punto final de la curva auxiliar e∆,n−1
i′,j y existe (x, x′, q, r1, r2, r3, rl, p) ∈ B∆,n

i′,m′

entonces la q′′-ésima coordenada es 1 cuando n>1 y la q′-ésima coordenada es

1 cuando n = 1.

b3) Le asignamos 4 matrices a j.

Asignamos una matriz por cada triángulo no doblado que tiene a j como uno de sus

lados, denotamos por E∆
i′,j a las matrices auxiliares. Además definimos dos matrices

adicionales que denotaremos por E∆
i′,j .

Definimos primero la q-ésima columna de E∆
i′,j .

La q-ésima coordenada es 1 y el resto son 0.

Ahora definamos las matrices E∆
i′,j .

Denotemos por ∆′ al único triángulo doblado que comparte un lado con ∆, siendo m y

m′ los lados de ∆′, donde m′ es el lado doblado de ∆′. Distinguimos los casos cuando q

es punto final de una curva auxiliar ó no lo es:

i) q no es punto final de ninguna curva auxiliar.

• La q-ésima coordenada es 1.

• Si q̃ es punto final de una curva auxiliar e∆,n
i′,j , existen x,x′ puntos de cruce de

i′ con m′, el interior relativo del segmento [q, x]i′ interseca al arco m en sólo un

punto y existe (x, x′, q̃, r1, r2, r3, rl, p) ∈ B∆,n
i′,m′ entonces la q̃-ésima coordenada

es δτ (p).

ii) q es punto final de una curva auxiliar e∆,n
i′,j .

• La q-ésima coordenada es 0.

• Si x,x′ son puntos de cruce de i′ con m′, q′ es punto de cruce de i′ con j, el

interior relativo del segmento [q′, x]i′ interseca al arco m en sólo un punto, q′′ es

el punto final de la curva auxiliar e∆,n−1
i′,j y existe (x, x′, q, r1, r2, r3, rl, p) ∈ B∆,n

i′,m′

entonces la q′′-ésima coordenada es 1 cuando n>1 y la q′-ésima coordenada es

1 cuando n = 1.
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Ahora con la ayuda de las matrices de desviación, las matrices auxiliares y la representación de

cuerda m(τ, i) vamos a definir la representación de arco M(τ, i).

Definición 4.7. Sea {p, q} el conjunto de extremos de j, definamos primeramente los vértices de

la representación de arco M(τ, i). Sea j un arco de τ◦ consideramos los casos cuando p ó q (ó

ambos) son puntos marcados ó no lo son:

a) p y q son puntos marcados.

(M(τ, i))j = (m(τ, i))j .

b) Sólo un extremo de i′ es punto marcado. Sin perdida de generalidad supongamos que q no es

punto marcado y pertenece a un arco j1 de τ◦.

En esta situación consideramos los siguientes dos subcasos:

b1) j1 es el lado doblado de un triángulo doblado ∆′. Denotemos por m al lado no doblado

de ∆′ y por q′ al punto de cruce de i′ con m tal que el interior relativo del segmento

[q′, q]i′ no interseca a ningún arco de τ◦.

b11) Si j = j1 entonces (M(τ, i))j = (m(τ, i))j/Kj,q.

b12) j = m.

(M(τ, i))j = (m(τ, i))j/Kj,q′ .

b13) Si m 6= j 6= j1 entonces (M(τ, i))j = (m(τ, i))j .

b2) j1 no es el lado de ningún triángulo doblado.

b21) j = j1

(M(τ, i))j = (m(τ, i))j/Kj,q.

b22) Si j 6= j1 entonces (M(τ, i))j = (m(τ, i))j .

c) Ningún extremo de i′ es punto marcado. Supongamos que p pertenece a j1 y q pertenece a

j2, donde j1 y j2 son arcos de τ◦.

Consideramos los siguientes tres subcasos:

c1) jk es el lado doblado de un triángulo doblado ∆k para k = 1, 2. Denotemos por mk al

lado no doblado de ∆k y por qk al punto de cruce de i′ con mk tal que el interior relativo

de los segmentos [q1, p]i′ [q2, q]i′ no intersectan a ningún arco de τ◦.

c11) Si j = j1 entonces (M(τ, i))j = (m(τ, i))j/Kj,p.

c12) Si j = j2 entonces (M(τ, i))j = (m(τ, i))j/Kj,q.

c13) j = mk.

(M(τ, i))j = (m(τ, i))j/Kj,qk .

c14) Si mk 6= j 6= jk entonces (M(τ, i))j = (m(τ, i))j .

96



c2) j1 es el lado doblado de un triángulo doblado ∆′ y j2 no es el lado doblado de ningún

triángulo doblado. Denotemos por m al lado no doblado de ∆′ y por p′ al punto de cruce

de i′ con m tal que el interior relativo del segmento [p′, p]i′ no intersecta a ningún arco

de τ◦.

c21) Si j = j1 entonces (M(τ, i))j = (m(τ, i))j/Kj,p.

c22) j = m.

(M(τ, i))j = (m(τ, i))j/Kj,p′ .

c23) j = j2.

(M(τ, i))j = (m(τ, i))j/Kj,q.

c24) Si m 6= j 6= jr para r = 1, 2, entonces (M(τ, i))j = (m(τ, i))j .

El caso j2 es el lado doblado de un triángulo doblado ∆′ y j1 no es el lado doblado de

ningún triángulo doblado es simétrico.

c3) Para k = 1, 2, jk no es el lado doblado ningún triángulo doblado.

c31) j = j1.

(M(τ, i))j = (m(τ, i))j/Kj,p.

c32) j = j2.

(M(τ, i))j = (m(τ, i))j/Kj,q.

c33) Si j 6= jr entonces (M(τ, i))j = (m(τ, i))j .

Ahora definimos las transformaciones lineales asociadas a cada flecha α : j → k en Q̂(τ◦), denote-

mos por ∆α al único triángulo no doblado que contiene un segmento de α en el interior. Para cada

flecha α : j → k descomponemos la matriz m(τ, i)α como la suma de dos matrices denotadas por

m(τ, i)+
α y m(τ, i)−α , donde m(τ, i)+

α es la matriz con las entradas positivas de m(τ, i)α y m(τ, i)−α

es la matriz con entradas negativas de m(τ, i)α. Consideramos los casos cuando p ó q (ó ambos)

son puntos marcados ó no lo son:

a) p y q son puntos marcados.

Recordando como encajamos (Q̂(τ◦), Ŝ(τ◦)) en (Σ,M) (Véase caṕıtulo 3) distinguimos los

siguientes dos casos.

a1) α intersecta exactamente un arco de τ◦.

Si ambas matrices m(τ, i)+
α y m(τ, i)−α son distintas de la matriz cero entonces,

(M(τ, i))α = E∆
α

i′,k(D∆
α

i′,k(m(τ, i))+
α + (m(τ, i))−α ).

En caso contrario (M(τ, i))α = E∆α

i′,kD
∆α

i′,km(τ, i)α.
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a2) α no intersecta a ningún arco de τ◦ ó α intersecta a exactamente dos arcos de τ◦.

Si ambas matrices m(τ, i)+
α y m(τ, i)−α son distintas de la matriz cero entonces,

(M(τ, i))α = E∆α

i′,k(D∆α

i′,k(m(τ, i))+
α + (m(τ, i))−α ).

En caso contrario (M(τ, i))α = E∆α

i′,kD
∆α

i′,km(τ, i)α.

b) Sólo un extremo de i′ es punto marcado. Sin perdida de generalidad supongamos que q no es

punto marcado y pertenece a un arco j1 de τ◦.

Consideramos los casos cuando j1 es el lado doblado de un triángulo doblado ó no lo es.

b1) j1 es el lado doblado de un triángulo doblado ∆′. Denotemos por m al lado no doblado

de ∆′.

Si ningún extremo de α es j1 ó m entonces M(τ, i)α se define como en el inciso a). En

caso contrario consideramos los siguientes dos subcasos:

b11) j1 = j ó j = m. Consideramos los dos subcasos siguientes:

b111) α intersecta exactamente un arco de τ◦.

Si ambas matrices m(τ, i)+
α y m(τ, i)−α son distintas de la matriz cero entonces,

(M(τ, i))α = (E∆
α

i′,k(D∆
α

i′,k(m(τ, i))+
α + (m(τ, i))−α ))ι.

En caso contrario (M(τ, i))α = E∆
α

i′,kD
∆
α

i′,km(τ, i)αι.

Donde ι : M(τ, i)j −→ m(τ, i)j es la inclusión canónica.

b112) α no intersecta a ningún arco de τ◦ ó α intersecta a exactamente dos arcos de

τ◦.

Si ambas matrices m(τ, i)+
α y m(τ, i)−α son distintas de la matriz cero entonces

(M(τ, i))α = (E∆α

i′,k(D∆α

i′,km(τ, i)+
α +m(τ, i)−α ))ι. En caso contrario (M(τ, i))α =

E∆α

i′,kD
∆α

i′,km(τ, i)αι.

Donde ι : M(τ, i)j −→ m(τ, i)j es la inclusión canónica.

b12) j1 = k ó m = k.

b121) α intersecta exactamente un arco de τ◦.

Si ambas matrices m(τ, i)+
α y m(τ, i)−α son distintas de la matriz cero entonces,

(M(τ, i))α = π(E∆
α

i′,k(D∆
α

i′,k(m(τ, i))+
α + (m(τ, i))−α )).

En caso contrario (M(τ, i))α = πE∆
α

i′,kD
∆
α

i′,km(τ, i)α .

Donde π : m(τ, i)j1 −→M(τ, i)j1 es la proyección canónica. .
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b122) α no intersecta a ningún arco de τ◦ ó α intersecta a exactamente dos arcos de

τ◦.

Si ambas matrices m(τ, i)+
α y m(τ, i)−α son distintas de la matriz cero entonces

(M(τ, i))α = π(E∆α

i′,k(D∆α

i′,k(m(τ, i))+
α+(m(τ, i))−α )). En caso contrario (M(τ, i))α =

πE∆α

i′,kD
∆α

i′,km(τ, i)α.

Donde π : m(τ, i)j −→M(τ, i)j es la proyección canónica.

b2) j1 no es el lado doblado de ningún triángulo doblado.

Si ningún extremo de α es j1 entonces M(τ, i)α se define como en el inciso a). En caso

contrario consideramos los siguientes dos subcasos:

b21) j1 = j.

En esta situación distinguimos los siguientes dos subcasos:

b211) α intersecta exactamente un arco de τ◦.

Si ambas matrices m(τ, i)+
α y m(τ, i)−α son distintas de la matriz cero entonces

(M(τ, i))α = (E∆
α

i′,k(D∆
α

i′,km(τ, i)+
α +m(τ, i)−α ))ι. En caso contrario (M(τ, i))α =

E∆
α

i′,kD
∆
α

i′,km(τ, i)αι.

b212) α no intersecta a ningún arco de τ◦ ó α intersecta a exactamente dos arcos de

τ◦.

Si ambas matrices m(τ, i)+
α y m(τ, i)−α son distintas de la matriz cero entonces

(M(τ, i))α = (E∆α

i′,k(D∆α

i′,km(τ, i)+
α +m(τ, i)−α ))ι. En caso contrario (M(τ, i))α =

E∆α

i′,kD
∆α

i′,km(τ, i)αι.

Donde ι : M(τ, i)j −→ m(τ, i)j es la inclusión canónica.

b22) j1 = k.

b221) α intersecta exactamente un arco de τ◦.

Si ambas matrices m(τ, i)+
α y m(τ, i)−α son distintas de la matriz cero entonces

(M(τ, i))α = π(E∆
α

i′,k(D∆
α

i′,km(τ, i)+
α +m(τ, i)−α )). En caso contrario (M(τ, i))α =

πE∆
α

i′,kD
∆
α

i′,km(τ, i)α.

b222) α no intersecta a ningún arco de τ◦ ó α intersecta a exactamente dos arcos de

τ◦.

Si ambas matrices m(τ, i)+
α y m(τ, i)−α son distintas de la matriz cero entonces

(M(τ, i))α = π(E∆α

i′,k(D∆α

i′,km(τ, i)+
α +m(τ, i)−α )). En caso contrario (M(τ, i))α =

πE∆α

i′,kD
∆α

i′,km(τ, i)α.

Donde π : m(τ, i)j −→M(τ, i)j es la proyección canónica.

c) Ningún extremo de i′ es punto marcado. Supongamos que p pertenece a j1 y q pertenece a

j2, donde j1 y j2 son arcos de τ◦.

En esta situación aplicamos las reglas del inciso b) en j1 y j2 para definir la transformación

(M(τ, i))α.
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EJEMPLOS DE LA REPRESENTACIÓN DE ARCO M(τ, i) (DEFINICIÓN 4.7).

1) Ejemplo 1.

32

1 4

6 5

8 9

7

10

i

1

a

b1

b1

b2

c

d1

d2

ef

g
h1 h2

r

s

i′

d∆,1
(h2,h1)
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1

2

3

4

56

7

8 9

10
α6

γ

β1

α1

δ

α2

α3

α4

α5

ε

β5

β3

β2

ρ β4

(a) Carcaj

K

K2

K

K2

KK

K

K K

K

[
−1
0

] [
1 0
0 1

]

0

1

[
1
0

][1 0]

1

1

0 1

[0 0]
1

1

1

[
0
1

]

πE∆,1
i′,8D

∆,1
i′,8m(τ, i)β2 = [1 0]

[
1 0
0 1

] [
1 1
0 1

] [
0
1

]
= 1

(b) Representación de arco

2) Ejemplo 2.
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1

2

3 4

5

67

8

9

10 11

12

13

α1

α2

α3

α4

α5

α6

α7

α8

α9

β1
β2

β3

β4

β5

γ1 γ2

δ

ε1

ε2

ρ

w

(c) Carcaj

K5

K2

K2 K

K

K3K3

K

K2

K2 K2

K

K

γ1 =
[
−1 0 0 1 0
0 −1 1 0 0

]

πE∆2

i′,1D
∆2

i′,1m(τ, i)α8 =

[
1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1

]
I7


1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1




1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

 =

[
1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0
0 0 0

]
γ2 =

[
0
0
0
0
1

]
α3 =

[
0 0 0 0 1
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0

]
α9 =

[
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0

]

πE∆1

i′,3D
∆1

i′,3m(τ, i)α2 =

[
1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1

]
I7


1 0 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1




0
0
0
0
0
1
1

 =

[
1
0
0
1
1

]

[0 0]

[
1
0
0
1
1

]

α3

[
1 0 0
0 1 0

]

[
1 0
0 1

]
[
1 0
0 1

]

[
1 0
0 1
0 0

]
α8

α9

[
0 0 0
0 0 0
0 0 0

]
[0 0 1]

1

1

[
0
0
1

]

γ1 γ2

[0 0]

[0 0][0 0]

[
0
0

]
[0 0]

(d) Representación de arco
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3) Ejemplo 3.

1

2
3

4

5
6

7

8

9

10

i
11

a1

a2

b1

b2

c1

c2
d1

d2

e2

e1

f1

f2

r gh

i′

d∆,1
(f1,f2)

d∆′,1
(c2,c1)

104



2 6

5

4

8

1

3

9

10 7

ρ

α1

α2

α3

α4

β1

β2

β3

β4
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γ2

γ3

γ4

ε

λ

(e) Carcaj

K2

K2

K

K2

K

K2

K

0

K

K

πE∆1

i′,5D
∆1

i′,5m(τ, i)γ4 [0 1]
[
1 0
0 1

] [
1 0
1 1

] [
0 1
0 0

]
= [0 1]

πE∆1

i′,3D
∆1

i′,5m(τ, i)ε [1 0]
[
1 0
0 1

] [
1 1
0 1

] [
0 0
1 0

]
= [1 0]

[
0
1

][
1 0
0 1

]
[1 0]

[
1 0
0 1

]
[
0 0
0 1

]
[1 0]

0

0

1

1
1

0

0

[0 1]

[1 0]

1

(f) Representación de arco
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5. Teorema Principal.

Proposición 5.1. Sean τ una triangulación etiquetada de una superficie con frontera y puntos

marcados (Σ,M), i un arco etiquetado que no pertenece a τ y k un arco de τ◦. Para todo punto de

cruce x de i′ con el arco k que no es punto inicial de ninguna desviación, se tiene que ∂α(S(τ)) = 0

para toda flecha α : j −→ k en Q(τ).

Demostración.

Sean k un arco de τ◦ y x un punto de cruce de i′ con k. Vamos a considerar los casos cuando el

arco k es lado de un triángulo doblado o no lo es.

a) El arco k es lado de un triángulo doblado ∆′.

En este caso vamos a considerar los sub-casos cuando el arco k es el lado doblado de ∆′ o es

el lado no doblado de ∆′.

a1) k es el lado doblado de ∆′, denotemos por k′ al lado no doblado de ∆′.

Sea ∆ el triángulo no doblado que comparte al arco k′ como uno de sus lados, el triángulo

∆ puede ser de tipo 2 o de tipo 3. Consideramos las dos posiblidades mencionadas.

a11) El triángulo ∆ es de tipo 2, véase la Figura 63.

∆′kk′

∆

Figura 63: El triángulo ∆ es de tipo 2.

Si x no es el punto inicial de ninguna desviación entonces la curva i′ localmente se

ve como una de las quince configuraciones de la Figura 64.

106



x

(a)

x

(b)

x

(c)

x

(d)

107



x

(e)

x
1
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1

(i)

x

(j)

x

(k)

x

(l)
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x

(m)

x

(n)

x

(ñ) (o)

Figura 64: v no es punto inicial de ningúna desviación y ningúna curva auxliar. .

Un sencillo cálculo en cada una de las quince configuraciones de la Figura 64 verifica

que ∂α(Ŝ(τ)) = 0.

a12) El triángulo ∆ es de tipo 3.

En esta situación se realiza un analisis (en el arco azul) en el inciso a) y b) de la

Figura 65 similar al del caso anterior.
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(a) (b)

Figura 65: ∆ es un triángulo de tipo 3.

a2) k es el lado no doblado de ∆′.

En esta situación se realiza un analisis (en el arco azul) en el inciso a),b) y c) de la

Figura 66 similar al del caso anterior.

(a)

(b) (c)

Figura 66: El arco k es el lado no doblado de ∆′.

b) El arco k no es lado de ningún triángulo doblado.

En esta situación se realiza un analisis (en el arco azul) en cada una de las configuraciones

de la Figura 67 similar al del caso anterior.
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(a) (b)

(c) (d)
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(e) (f)

(g) (h)

Figura 67: El arco k no es lado de ningún triángulo doblado.

Ahora vamos a probar que la representación de arco M(τ, i) cumple las relaciones Jacobianas.

Teorema 5.2. Si τ una triangulación etiquetada de una superficie con frontera y puntos marcados

e i un arco etiquetado que no pertenece a τ , entonces la representación de arco M(τ, i) cumple las

relaciones Jacobianas y el módulo M(τ, i) es nilpotente.

Demostración. Por la Nota 2.6 es suficiente probar que M(τ, i) es una representación nilpotente

de Q̂(τ◦) y cumple las relaciones jacobianas de Ŝ(τ◦). Para cada arco j en τ◦ denotamos por nj al

número total de 1-desviaciones que tienen punto inicial en j.

Denotemos por ∆1, ...,∆s a los triángulos de tipo 2 en τ◦ y sean l∆
1

1 , ..., l∆
s

1 los lados con etiqueta

l1 en los triángulos ∆1, ...,∆s respectivamente. Sea (j1, ..., jr) un orden de los arcos de τ◦ con la

propiedad que jh = lh1 para 1 ≤ h ≤ s, denotemos por J al ideal bilateral de R〈〈Q̂(τ◦)〉〉 generado

por las derivadas ćıclicas de Ŝ(τ◦) y denotamos por J(Ŝ(τ◦)) a la cerradura topológica de J en

R〈〈Q̂(τ◦)〉〉. Vamos a definir recursivamente representaciones M0, ...,Mr de Q̂(τ◦) con las siguientes

propiedades:
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M0 = m(τ, i) , Mr = M(τ, i)

dim(Wl) ≥ dim(Wl−1) + njl . (1)

donde Wl = {w ∈Ml|Jw = 0} es el subespacio vectorial maximal de Ml que satisface las derivadas

ćıclicas.

En todas las representaciones Ml con r ≥ l ≥ 1 el espacio vectorial asociado a cada arco j de τ◦ será

M(τ, i)j . Definimos M0 como m(τ, i) y para cada r − 1 ≥ l ≥ 1 una vez definido Ml consideramos

todas las flechas αl+1 en Q̂(τ◦) que tienen como punto inicial a jl+1. Definimos Ml+1 como sigue:

Consideramos primero el caso cuando αl+1 tiene intersección no vaćıa con exactamente un arco de

τ◦.

Si D∆
i′,t(αl+1) es una matriz de desviaciones especiales entonces

M(τ, i)αl+1 := m(τ, i)αl+1E∆
i′,t(αl+1)D

∆
i′,t(αl+1)

en caso que t(αl+1) no sea extremo de i′ y

M(τ, i)αl+1 := m(τ, i)αl+1E∆
i′,t(αl+1)D

∆
i′,t(αl+1)ι

en caso que t(αl+1) sea extremo de i′.

Ahora si D∆
i′,t(αl+1) no es una matriz de desviaciones especiales y t(αl+1) no es extremo de i′

definimos,

M(τ, i)αl+1 := E∆
i′,t(αl+1)(D

∆
i′,t(αl+1)m(τ, i)+

αl+1 +m(τ, i)−
αl+1)

siempre que m(τ, i)+
αl+1 6= 0 6= m(τ, i)−

αl+1 . Por otro lado si m(τ, i)+
αl+1 = 0 ó m(τ, i)−

αl+1 = 0

entonces,

M(τ, i)αl+1 := E∆
i′,t(αl+1)D

∆
i′,t(αl+1)m(τ, i)αl+1

(Respectivamente M(τ, i)αl+1 := π(E∆
i′,t(αl+1)(D

∆
i′,t(αl+1)m(τ, i)+

αl+1 +m(τ, i)−
αl+1)) ó M(τ, i)αl+1 :=

π(E∆
i′,t(αl+1)D

∆
i′,t(αl+1)m(τ, i)αl+1) si t(αl+1) es extremo de i′.)

Por otro lado consideramos el caso cuando αl+1 tiene intersección vaćıa con los arcos de τ◦ ó αl+1

tiene intersección no vaćıa con exactamente dos arcos de τ◦ y t(αl+1) no es extremo de i′, definimos,

M(τ, i)αl+1 := E∆
i′,t(αl+1)(D

∆
i′,t(αl+1)m(τ, i)+

αl+1 +m(τ, i)−
αl+1)

siempre que m(τ, i)+
αl+1 6= 0 6= m(τ, i)−

αl+1 . Ahora si m(τ, i)+
αl+1 = 0 ó m(τ, i)−

αl+1 = 0 entonces,

M(τ, i)αl+1 := E∆
i′,t(αl+1)D

∆
i′,t(αl+1)m(τ, i)αl+1
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(Respectivamente M(τ, i)αl+1 := π(E∆
i′,t(αl+1)(D

∆
i′,t(αl+1)m(τ, i)+

αl+1 +m(τ, i)−
αl+1)) ó M(τ, i)αl+1 :=

π(E∆
i′,t(αl+1)D

∆
i′,t(αl+1)m(τ, i)αl+1) si t(αl+1) es extremo de i′.)

Para las flechas a en Q̂(τ◦) que no tiene a jl+1 como punto inicial definimos (Ml+1)a := (Ml)a.

Notemos que Mr = M(τ, i). Primero probaremos que;

dim(Wl) ≥ dim(Wl−1) + nj .

Lema 5.3. Para toda r − 1 ≥ l ≥ 0 se tiene que Wl ⊆Wl+1.

Demostración. Para probar este lema vamos a considerar los casos que cuando jl+1 es lado de un

triángulo doblado ó no lo es.

a) jl+1 es lado de un triángulo doblado ∆′.

En esta situación tenemos que jl+1 es el lado doblado de ∆′ ó jl+1 es el lado no doblado de

∆′.

a1) jl+1 es el lado doblado de ∆′. Denotemos por m al lado no doblado de ∆′.

Dado que m es el lado no doblado de ∆′ tenemos que m es lado de un triángulo de tipo 2

ó m es lado de un triángulo de tipo 3. Consideramos las dos posibilidades mencionadas.

a11) m es lado de un triángulo ∆ de tipo 2.

γ δ

β1

αn
αl+1

α1αn−1

β2 βm

Figura 68: m es lado de un triángulo de tipo 2.

Con la notación de la Figura 68 la flecha αl+1 aparece como factor sólo en los

términos −αn...α1α
l+1 y αnβ1α

l+1 del potencial Ŝ(τ◦). Si Wl * Wl+1 entonces

existen un arco k, un elemento v de la base de (Ml+1)k correspondiente a un punto

de cruce de i′ con k y ξ ∈ {∂a(Ŝ(τ◦))|a ∈ Q̂(τ◦) y t(a) = k} tal que ξMl
v = 0 pero

ξMl+1
v 6= 0. Ahora dado que Ml+1 puede diferir de Ml sólo en la acción de αl+1

esto implica que ξ = ∂a(Ŝ(τ◦)) para a ∈ {α1, ..., αn, β1} y existe una desviación

con punto inicial en jl+1 y punto final en t(αl+1) (si no existiera dicha desviación
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entonces Ml coincide con Ml+1). Si probamos que Ker(ξMl
) ⊆ Ker(ξMl+1

) para

a ∈ {α1, ..., αn−1, β1} y ξMl+1
= 0 para ξ = ∂αn(Ŝ(τ◦)) entonces dicho vector base

no existe.

Lema 5.4. Ker(ξMl
) ⊆ Ker(ξMl+1

) si a ∈ {α1, ..., αn−1, β1}, y ξMl+1
= 0 para

ξ = ∂αn(S(τ◦)).

Demostración. Empecemos por verificar que ξMl+1
= 0 para ξ = ∂αn(Ŝ(τ◦)). Es

suficiente verificar que ∂αn(Ŝ(τ◦)) actúa como cero en cada punto de cruce de i′ con

jl+1.

Sea v un elemento de la base de jl+1, si v no es punto inicial de ningúna desviación

d∆,1 entonces por la Proposición 5.1 se tiene el resultado. Ahora si v es punto

inicial de una 1-desviación ó curva 1-auxiliar consideramos la colección maximal de

desviaciones d∆,n ó curvas auxiliares e∆,n que tiene a v como punto inicial. Véase

Figura 69.

a

f e

d1

d2

d3

p

m

d∆,1
q0,q1

(a) i no es un lazo basado en p con
etiqueta 1.

a1

a2

b1

b2

c1

c2

d1

d2

d3

d4

e1

e2

f1

f2

p

m

d∆,1
q0,q1

(b) i es un lazo basado en p con etiqueta 1.

Figura 69: Colección maximal de desviaciones y curvas auxiliares con punto inicial v.

Analicemos a) de la Figura 69.

∂a(Ŝ(τ◦))Ml+1
= −(αn−1...α1α

l+1)Ml+1
v + (β1α

l+1)Ml+1
v =

− [1 0 0]

([
1 0 0

0 1 0

1 0 1

][
1

1

0

])
+ [0 0 1]

([
1 0 0

0 1 0

1 0 1

][
1

1

0

])
= −1 + 1 = 0.

∂a(Ŝ(τ◦))Ml
= −(αn−1...α1α

l+1)Ml+1
v + (β1α

l+1)Ml+1
v =

− [1 0 0]

[
1

1

0

]
+ [0 0 1]

[
1

1

0

]
6= 0.

Por lo tanto v ∈Wl+1 pero v /∈Wl.

Ahora analicemos el inciso b) de la Figura 69.

∂a(Ŝ(τ◦))Ml+1
= −(αn−1...α1α

l+1)Ml+1
v + (β1α

l+1)Ml+1
v =
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− I2...I2
[
1 0

0 0

] [
1 0 0

0 1 0

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 1

0 1

1 0

0 1

0 0

+

[
0 0 1

0 0 0

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 1

0 1

1 0

0 1

0 0

 = −
[
0 1

0 0

]
+
[
0 1

0 0

]
= 0.

∂a(Ŝ(τ◦))Ml
= −(αn−1...α1α

l+1)Ml+1
v + (β1α

l+1)Ml+1
v = −I2...I2

[
1 0

0 0

] [
1 0 0

0 1 0

]
[

0 1

1 0

0 0

]
+
[
0 0 1

0 0 0

] [0 1

1 0

0 0

]
= −

[
0 1

0 0

]
+
[
0 0

0 0

]
6= 0.

Por lo tanto v ∈Wl+1 pero v /∈Wl.

Ahora procedemos a verificar que Ker(ξMl
) ⊆ Ker(ξMl+1

) si a ∈ {α1, ..., αn−1, β1}.

Consideramos los casos cuando a = β1 ó a ∈ {α1, ..., αn−1}.

Caso 1. ξ = ∂β1
(S(τ◦)).

Analicemos a) de la Figura 69.

∂β1(Ŝ(τ◦)) = −βm...β2 +αl+1αn + δγ es fácil verificar que αn y γ actúan como

cero en Ml y Ml+1. Además existe s ∈ {1, ...,m} tal que βs actúa como cero

en Ml y Ml+1 ya que i no se auto-interseca, por lo tanto se tiene la afirmación

requerida.

Ahora para el inciso b) de la Figura 69 basta verificar que (αl+1αn + δγ)Ml
=

(αl+1αn + δγ)Ml+1
ya que existe s ∈ {1, ...,m} tal que βs actúa como cero en

Ml y Ml+1 pues i no se auto-interseca.

(αl+1αn + δγ)Ml
=

[
0 1

1 0

0 0

] [
0 1

0 0

]
+

[
0 1

1 0

0 0

] [
0 −1

0 0

]
= 0.

(αl+1αn + δγ)Ml+1
=

[1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 1

0 1

1 0

0 1

0 0

[0 1

0 0

]
+

[
0 1

1 0

0 0

] [
0 −1

0 0

]
= 0.

Por lo tanto tenemos la afirmación requerida.

Caso 2. ξ = ∂a(Ŝ(τ◦)) para a ∈ {α1, ..., αn−1}.

En esta situación tenemos que ∂αr (S(τ◦) = −αr−1...α1α
l+1αn...αr+1+N , donde

N es un sumando de Ŝ(τ◦) que contiene a la flecha αr : s −→ t. Distinguimos los

subcasos cuando algún extremo (ó ambos) de αr no es lado de ningún triángulo

doblado ó ningún extremo de αr es lado de ningún triángulo doblado.

Subcaso 1. Ningún extremo de αr es lado de ningún triángulo doblado.

Dado que s y t no son lados de ningún triángulo doblado entonces tenemos

dos posibilidades para la flecha αr. Véase Figura 70.
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∆

t s

u η
αr

p

m

d∆,1
q0,q1

(a) Los extremos de αr son lados de
un triángulo de tipo 1.

∆

u2

u1

η2

η1αr

p

m

d∆,1
q0,q1

(b) Los extremos de αr son lados de un
triángulo de tipo 2.

Figura 70: Los extremos de αr no son lados de ningún triángulo doblado. .

Si el arco i no es un lazo basado en la pinchadura p entonces i′ localmente se

ve como una de las dos configuraciones de la Figura 71.

∆

p

m
a

b

c

d1

d2

d3

e

fg

m

d∆,1
q0,q1

(a)

∆

p

m
a

b

c

d1

d2

d3

e

f
g

m

d∆,1
q0,q1

(b)

Figura 71: El arco i no es un lazo basado en p con etiqueta 1 en p.

Analicemos primero el inciso a) de la Figura 71. En este caso N = ηu entonces

∂αr (Ŝ(τ◦)) = −αr−1 · · ·α1α
l+1αn · · ·αr+1 +ηu, es fácil observar que la flecha
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αn actúa como cero en Ml y Ml+1. Ahora dado que en t no hay puntos iniciales

de desvicaiones d∆′′,1 entonces el sumando ηu actúa como cero en Ml y Ml+1.

Por lo tanto Ker(ξMl
) ⊆ Ker(ξMl+1

).

Ahora analicemos el inciso b) de la Figura 71. En este caso N = η1u1 + η2u2

entonces ∂αr (Ŝ(τ◦)) = −αr−1 · · ·α1α
l+1αn · · ·αr+1 + η1u1 + η2u2, análoga-

mente que en el inciso a) de la Figura 71 es fácil ver que las flecha αn, u1 y

u2 actúan como cero en Ml y Ml+1. Por lo tanto Ker(ξMl
) ⊆ Ker(ξMl+1

).

∆

p

m
a1

a2
b1

b2

c1
c2

d1

d2

d3

d4

e1e2

f1

f2

g1

g2

m1
m2

d∆,1
q0,q1

d∆′,1

(a)

p

j

m

d∆,1
q0,q1

a1

a2

b1

b2

c1

c2

d1

d2

d3

d4

e2
e1

f1

f2

g2

g1

g3

t2
t1

x1

x2

y1

y2

d∆′,1

(b)

p

m
a1

a2
b1

b2

c1

c2

d1

d2

d3

d4

e2
e1

f1

f3

f2

g1

g2

t1
t2

x1

x2

y1

y2

d∆,1
q0,q1

(c)

Figura 72: El arco i es un lazo basado en la pinchadura p con etiqueta 1 en p.
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Por otro lado si el arco i es un lazo basado en la pinchadura p con etiqueta 1

en p entonces tenemos una de las tres configuraciones de la Figura 72. Vamos

a calcular ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
y ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1

explicitamente en cada una de las

tres configuraciones para verificar la afirmación requerida.

a) de la Figura 72.

Supongamos que t = js para s ∈ {1, ..., l} entonces;

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + ηu =

−
[
1 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
1 0 0

0 1 0

] [0 1

1 0

0 0

] [
0 1

0 0

]
I2 · · · I2 +[

0

1

] (
[0 1]

[
1 0

1 1

] [
0 1

0 0

])
= 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + ηu =

−
[
1 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
1 0 0

0 1 0

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 1

0 1

1 0

0 1

0 0

[0 1

0 0

]
I2

· · · I2 +
[
0

1

] (
[0 1]

[
1 0

1 1

] [
0 1

0 0

])
= 0.

Por otro lado si que t = js para s ∈ {l + 2, ..., r} entonces;

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + ηu =

−
[
1 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
1 0 0

0 1 0

] [0 1

1 0

0 0

] [
0 1

0 0

]
I2 · · · I2 +[

0

1

]
[0 0] = −

[
0 0

0 1

]
∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1

= −αr−1 · · ·α1α
l+1αn · · ·αr+1 + ηu =

−
[
1 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
1 0 0

0 1 0

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 1

0 1

1 0

0 1

0 0

[0 1

0 0

]
I2

· · · I2 +
[
0

1

]
[0 0] = −

[
0 0

0 1

]
Por lo tanto Ker(ξMl

) ⊆ Ker(ξMl+1
).

b) de la Figura 72.

Supongamos que t = js para s ∈ {1, ..., l} entonces;

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + η1u1 + η2u2 =

−
[
1 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
1 0 0

0 1 0

] [0 1

1 0

0 0

] [
0 1

0 0

]
I2 · · · I2

[
1 0 0

0 1 0

]
+[

0

1

] (
[0 1]

([
1 0

1 1

] [
0 1 0

0 0 0

]
+
[
0 0 0

0 0 −1

]))
+
[
0

1

]
[0 0 1] = 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + η1u1 + η2u2 =

−
[
1 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
1 0 0

0 1 0

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 1

0 1

1 0

0 1

0 0

[0 1

0 0

]
I2·

· · · I2
[
1 0 0

0 1 0

]
+
[
0

1

] (
[0 1]

([
1 0

1 1

] [
0 1 0

0 0 0

]
+
[
0 0 0

0 0 −1

]))
+[

0

1

]
[0 0 1] = 0.

Por otro lado si que t = js para s ∈ {l + 2, ..., r} entonces;

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + η1u1 + η2u2 =

−
[
1 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
1 0 0

0 1 0

] [0 1

1 0

0 0

] [
0 1

0 0

]
I2 · · · I2

[
1 0 0

0 1 0

]
+
[
0

1

]
[0 0 −1]
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+
[
0

1

]
[0 0 1] = −

[
0 0 0

0 1 0

]
∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1

= −αr−1 · · ·α1α
l+1αn · · ·αr+1 + η1u1 + η2u2 =

−
[
1 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
1 0 0

0 1 0

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 1

0 1

1 0

0 1

0 0

[0 1

0 0

]
I2·

· · · I2
[
1 0 0

0 1 0

]
+
[
0

1

]
[0 0 −1] +

[
0

1

]
[0 0 1] = −

[
0 0 0

0 1 0

]
Por lo tanto Ker(ξMl

) ⊆ Ker(ξMl+1
).

c) de la Figura 72.

Supongamos que t = js para s ∈ {1, ..., l} entonces;

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + η1u1 + η2u2 =

−

[
1 0

0 1

0 0

]
I2 · · · I2

[
1 0 0

0 1 0

] [0 1

1 0

0 0

] [
0 1

0 0

]
I2 · · · I2+[

0

0

1

](
[1 0]

[
1 1

0 1

] [
0 0

0 −1

])
+

[
0

1

1

](
[1 0]

[
1 1

0 1

] [
0 0

0 1

])
= 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + η1u1 + η2u2 =

−

[
1 0

0 1

0 0

]
I2 · · · I2

[
1 0 0

0 1 0

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 1

0 1

1 0

0 0

0 0

[0 1

0 0

]
I2 · · · I2 +

[
0

0

1

](
[1 0]

[
1 1

0 1

] [
0 0

0 −1

])
+

[
0

1

1

](
[1 0]

[
1 1

0 1

] [
0 0

0 1

])
= 0.

Por otro lado si que t = js para s ∈ {l + 2, ..., r} entonces;

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + η1u1 + η2u2 =

−

[
1 0

0 1

0 0

]
I2 · · · I2

[
1 0 0

0 1 0

] [0 1

1 0

0 0

] [
0 1

0 0

]
I2 · · · I2 +

[
0

0

1

]
[0 0] +

[
0

1

1

]
[0 0]

= −

[
0 0

0 1

0 0

]
.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + η1u1 + η2u2 =

−

[
1 0

0 1

0 0

]
I2 · · · I2

[
1 0 0

0 1 0

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 1

0 1

1 0

0 0

0 0

[0 1

0 0

]
I2

· · · I2 +

[
0

0

1

]
[0 0] +

[
0

1

1

] [
0 0

0 1

]
= −

[
0 0

0 1

0 0

]
.

Por lo tanto Ker(ξMl
) ⊆ Ker(ξMl+1

).

Subcaso 2. Algún extremo de αr es lado de un triángulo doblado.

En esta situación tenemos que αr ∈ {u1, u2, u3, η2} en las configuraciones (a)

ó (b) de la Figura 73.
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Figura 73: Algún extremo (ó ambos) de αr es el lado doblado de un triángulo doblado.

Si i no es un lazo basado en p con etiqueta 1 en p entonces la curva i′ se ve

como (a) ó (b) de la Figura 74.
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b
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m
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e
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g

ht

n

m

(b)

Figura 74: El arco i no es un lazo basado en la pinchadura p con etiqueta 1 en p.

En ambas configuraciones de la Figura 74 para verificar la afirmación vamos

a calcular explicitamente ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
y ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1

. Empezamos con la
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configuración (a) de la Figura 74.

αr = u2.

En este caso N = δη2 entonces ∂αr (Ŝ(τ◦)) = −αr−1 · · ·α1α
l+1αn · · ·αr+1 +

δη2. Dado que αn y δ actúan como cero enMl yMl+1 entonces ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
=

0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
.

αr = η2.

Como en el caso αr = u2 es fácil ver que αn y δ actúan como cero en Ml y

Ml+1.

Ahora nos concentramos en el inciso (b) de la Figura 74.

αr = u1.

En este caso N = u3u2 + δ1ε1, dado que αn actúa como cero en Ml y Ml+1

basta verificar que N = u3u2 + δ1ε1 actúa como cero en Ml y Ml+1.

(u3u2 + δ1ε1)Ml
= (u3u2 + δ1ε1)Ml+1

=
[
0

1

]
(1) +

[
0

1

]
(−1) = 0.

αr = u2.

En este caso N = u1u3, dado que αn actúa como cero en Ml y Ml+1 basta

verificar que N = u1u3 actúa como cero en Ml y Ml+1.

(u3u2)Ml
= (u3u2)Ml+1

= [1 0]
[
0

1

]
= 0.

αr = u3.

En este caso N = u2u1 + ε2δ2, dado que αn actúa como cero en Ml y Ml+1

basta verificar que N = u3u2 + δ1ε1 actúa como cero en Ml y Ml+1.

(u2u1 + ε2δ2)Ml
= (u2u1 + ε2δ2)Ml+1

= (1) [1 0] + (1) [−1 0] = 0.

Por lo tanto Ker(ξMl
) ⊆ Ker(ξMl+1

).

Por otro lado si el arco i es un lazo basado en p con etiqueta 1 en p, entonces

tenemos una de las siete configuraciones de la Figura 75.
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Figura 75: El arco i es un lazo basado en p con etiqueta 1 en p.

En las siete configuraciones de la Figura 75 vamos a calcular explicitamente

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
y ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1

para verificar la afirmación.

Empezamos con la configuración (a) de la Figura 75.

αr = u2.
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En este caso N = δη2, si suponemos que t = js para s ∈ {1, ..., l} entonces;

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + δη2 =

− I2 · · · I2
[
1 0 0

0 1 0

] [1 0

0 1

0 0

] [
0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
1 0 0

0 1 0

]
[1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 1 0 1

1 0

0 1

0 1

0 0

+
[
0 0 0

0 0 1

]
[1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 1 0 1

1 0

0 1

0 1

0 0

 = 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + δη2 =

− I2 · · · I2
[
1 0 0

0 1 0

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 1

1 0

0 1

1 0

0 0

[0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
1 0 0

0 1 0

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 1 0 1

1 0

0 1

0 1

0 0

+

[
0 0 0

0 0 1

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 1 0 1

1 0

0 1

0 1

0 0

 = 0.

Supongamos que t = js para s ∈ {l + 2, ..., r} entonces;

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + δη2 = −I2 · · · I2
[
1 0 0

0 1 0

]
[

1 0

0 1

0 0

] [
0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
1 0 0

0 1 0

] [1 0

0 1

0 0

]
+
[
0 0 0

0 0 1

] [1 0

0 1

0 0

]
= −

[
0 0

0 1

]
.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + δη2 = −I2 · · · I2
[
1 0 0

0 1 0

]
[1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 1

1 0

0 1

0 1

0 0

[0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
1 0 0

0 1 0

] [1 0

0 1

0 0

]
+

[
0 0 0

0 0 1

] [1 0

0 1

0 0

]
= −

[
0 0

0 1

]
.

Por lo tanto Ker(ξMl
) ⊆ Ker(ξMl+1

).

αr = η2.

En esta situación N = u2δ y dado que (N) actúa como cero Ml y Ml+1

entonces basta verificar que −αr−1 · · ·α1α
l+1αn · · ·αr+1 coinciden en Ml y

Ml+1.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
− αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u2δ = −
[
1 0

0 0

]
I2 · · · I2

[
1 0 0

0 1 0

]
[

1 0

0 1

0 0

] [
0 0

0 1

]
I2 · · · I2 = 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u2δ = −
[
1 0

0 0

]
I2 · · · I2[

1 0 0

0 1 0

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 1

1 0

0 1

1 0

0 0

[0 0

0 1

]
I2 · · · I2 = 0.

Por lo tanto Ker(ξMl
) ⊆ Ker(ξMl+1

).

Ahora nos concentramos en (b) de la Figura 75.

αr = u2.
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En esta situación N = δη2 si supongamos que s(δ) = js para s ∈ {1, ..., l}

entonces;

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + δη2 =

−

[
1 0

0 1

0 0

]
I2 · · · I2

[
1 0 0

0 1 0

] [1 0

0 1

0 0

] [
0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
1 0

0 0

]
+

[1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0 0

0 1 0 1

0 0 1 1

0 0 0 1

0 0

0 0

0 0

0 1

[1 0

0 0

]
= 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + δη2 = −

[
1 0

0 1

0 0

]
I2 · · · I2

[
1 0 0

0 1 0

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 1

1 0

0 1

1 0

0 0

[0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
1 0

0 0

]

+

[1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0 0

0 1 0 1

0 0 1 1

0 0 0 1

0 0

0 0

0 0

0 1

[1 0

0 0

]
= 0.

Supongamos que s(δ) = js para s ∈ {l + 2, ..., r} entonces;

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + δη2 = −

[
1 0

0 1

0 0

]
I2 · · · I2[

1 0 0

0 1 0

] [1 0

0 1

0 0

] [
0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
1 0

0 0

]
+

[
0 0

0 0

0 0

] [
1 0

0 0

]
= 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + δη2 = −

[
1 0

0 1

0 0

]
I2 · · · I2

[
1 0 0

0 1 0

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 1

1 0

0 1

1 0

0 0

[0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
1 0

0 0

]
+

[
0 0

0 0

0 0

] [
1 0

0 0

]
= 0.

Por lo tanto Ker(ξMl
) ⊆ Ker(ξMl+1

).

αr = η2.

En esta situación N = u2δ si suponemos que s(δ) = js para s ∈ {1, ..., l}

entonces;

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u2δ =

−
[
1 0 0

0 1 0

] [1 0

0 1

0 0

]
I2 · · · I2

[
1 0 0

0 1 0

] [1 0

0 1

0 0

] [
0 0

0 1

]
I2 · · · I2+

[
1 0 0

0 1 0

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0 0

0 1 0 1

0 0 1 1

0 0 0 1

0 0

0 0

0 0

0 1

 = 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u2δ = −
[
1 0 0

0 1 0

] [1 0

0 1

0 0

]
I2

· · · I2
[
1 0 0

0 1 0

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 1

1 0

0 1

0 1

0 0

[0 0

0 1

]
I2 · · · I2

+
[
1 0 0

0 1 0

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0 0

0 1 0 1

0 0 1 1

0 0 0 1

0 0

0 0

0 0

0 1

 = 0.

Supongamos que s(δ) = js para s ∈ {l + 2, ..., r} entonces;
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∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u2δ = −
[
1 0 0

0 1 0

] [1 0

0 1

0 0

]
I2

· · · I2
[
1 0 0

0 1 0

] [1 0

0 1

0 0

] [
0 0

0 1

]
I2 · · · I2 +

[
1 0 0

0 1 0

] [0 0

0 0

0 0

]
= −

[
0 0

0 1

]
.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u2δ = −
[
1 0 0

0 1 0

] [1 0

0 1

0 0

]
I2

· · · I2
[
1 0 0

0 1 0

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 1

1 0

0 1

0 1

0 0

[0 0

0 1

]
I2 · · · I2

+
[
1 0 0

0 1 0

] [0 0

0 0

0 0

]
= −

[
0 0

0 1

]
.

Por lo tanto Ker(ξMl
) ⊆ Ker(ξMl+1

).

Ahora nos concentramos en (c) de la Figura 75.

αr = u1.

En esta situación N = u3u2 + δ1ε1 entonces;

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u2u2 + δ1ε1 = −


1 0

0 1

0 0

0 0

0 0

 I2
· · · I2

[
1 0 0

0 1 0

] [1 0

0 1

0 0

] [
0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

]
0 0

0 0

0 0

1 0

0 1

[1 0

0 0

]
+


0 0

0 0

0 0

1 0

0 1

[1 0

0 0

]
+


0 0

0 0

0 0

1 0

0 1

[−1 0

0 0

]
= 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u2u2 + δ1ε1 = −


1 0

0 1

0 0

0 0

0 0

 I2
· · · I2

[
1 0 0

0 1 0

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 1

1 0

0 1

0 1

0 0

[0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

]
0 0

0 0

0 0

1 0

0 1

[1 0

0 0

]
+


0 0

0 0

0 0

1 0

0 1

[1 0

0 0

]
+


0 0

0 0

0 0

1 0

0 1

[−1 0

0 0

]
= 0.

Por lo tanto Ker(ξMl
) ⊆ Ker(ξMl+1

).

αr = u2.

En esta situación N = u1u3 y si suponemos que s(u1) = js para s ∈ {1, ..., l}

entonces;

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u1u3 =

−

[1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

]
1 0 0 0 0 0

0 1 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1




1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1





1 0

0 1

0 0

0 0

0 0

 I2 · · · I2
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[
1 0 0

0 1 0

] [1 0

0 1

0 0

] [
0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

]
0 0

0 0

0 1

1 0

0 1

+

(
[
1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

]
1 0 0 0 0 0

0 1 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1




1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

)


0 0

0 0

0 1

1 0

0 1

 = 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u1u3 =

−

[1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

]
1 0 0 0 0 0

0 1 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1




1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1





1 0

0 1

0 0

0 0

0 0

 I2 · · · I2
[
1 0 0

0 1 0

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 1

1 0

0 1

1 0

0 0

[0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

]


0 0

0 0

0 1

1 0

0 1

+

[1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

]
1 0 0 0 0 0

0 1 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1




1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1





0 0

0 0

0 1

1 0

0 1


= 0.

Si s(u1) = js para s ∈ {l + 2, ..., r} entonces;

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u1u3 =

−
[
1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

]
1 0

0 1

0 0

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0

0 1 0

] [1 0

0 1

0 0

] [
0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

]
0 0

0 0

0 1

1 0

0 1

+
[
1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

]
0 0

0 0

0 1

1 0

0 1

 = −
[
0 0

0 1

]
.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u1u3 = −
[
1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

]


1 0

0 1

0 0

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0

0 1 0

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 1

1 0

0 1

1 0

0 0


[
0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

]
0 0

0 0

0 1

1 0

0 1

+
[
1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

]
0 0

0 0

0 1

1 0

0 1

 = −
[
0 0

0 1

]
.

Por lo tanto Ker(ξMl
) ⊆ Ker(ξMl+1

).

αr = u3.

En esta situación N = u2u1 + ε2δ2 y si s(u1) = js para s ∈ {1, ..., l} entonces;

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u2u1 + ε2δ2 =

−
[
1 0

0 0

][1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

]
1 0 0 0 0 0

0 1 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1




1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1





1 0

0 1

0 0

0 0

0 0

 I2
· · · I2

[
1 0 0

0 1 0

] [1 0

0 1

0 0

] [
0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

]
+
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[
1 0

0 0

][1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

]
1 0 0 0 0 0

0 1 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1




1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1


+

[
1 0

0 0

] [
−1 0 0 0 0

0 −1 0 0 0

]
= 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u2u1 + ε2δ2 =

−
[
1 0

0 0

][1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

]
1 0 0 0 0 0

0 1 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1




1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1





1 0

0 1

0 0

0 0

0 0

 I2
· · · I2

[
1 0 0

0 1 0

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 1

1 0

0 1

1 0

0 0

[0 0

0 1

]
I2 · · · I2[

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

]
+

[
1 0

0 0

][1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

]
1 0 0 0 0 0

0 1 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1




1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1


+

[
1 0

0 0

] [
−1 0 0 0 0

0 −1 0 0 0

]
= 0.

Si s(u1) = js para s ∈ {l + 2, ..., r} entonces;

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u2u1 + ε2δ2 =

−
[
1 0

0 0

] [
1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

]
1 0

0 1

0 0

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0

0 1 0

] [1 0

0 1

0 0

] [
0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

]
+
[
1 0

0 0

] [
1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

]
+[

1 0

0 0

] [
−1 0 0 0 0

0 −1 0 0 0

]
= −

[
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

]
.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u2u1 + ε2δ2 =

−
[
1 0

0 0

] [
1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

]
1 0

0 1

0 0

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0

0 1 0

]
[1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 1

1 0

0 1

1 0

0 0

[0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

]
+[

1 0

0 0

] [
1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

]
+
[
1 0

0 0

] [
−1 0 0 0 0

0 −1 0 0 0

]
= −

[
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

]
.

Por lo tanto Ker(ξMl
) ⊆ Ker(ξMl+1

).

Ahora nos concentramos en (d) de la Figura 75.

αr = u1.

En esta situación N = u3u2 + δ1ε1 y si s(u2) = js para s ∈ {1, ..., l} entonces;

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u3u2 + δ1ε1 =

−


1 0

0 1

0 0

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0

0 1 0

] [1 0

0 1

0 0

] [
0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

]
0 0 0

0 0 1

0 0 1

0 1 0

1 0 0
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[1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 1

1 0

0 1

0 0

0 1

+
0 0 0

0 0 1

0 0 1

0 1 0

1 0 0


[1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 1

1 0

0 1

0 0

0 1

+


0 0 0

0 0 1

0 0 1

0 1 0

1 0 0


[1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 1

−1 0

0 −1

0 0

0 −1

 = 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u3u2 + δ1ε1 =

−


1 0

0 1

0 0

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0

0 1 0

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 1

1 0

0 1

1 0

0 0

[0 0

0 1

]
I2

· · · I2
[
0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

]
0 0 0

0 0 1

0 0 1

0 1 0

1 0 0


[1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 1

1 0

0 1

0 0

0 1

+


0 0 0

0 0 1

0 0 1

0 1 0

1 0 0


[1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 1

1 0

0 1

0 0

0 1

+


0 0 0

0 0 1

0 0 1

0 1 0

1 0 0


[1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 1

−1 0

0 −1

0 0

0 −1

 = 0.

Si s(u2) = js para s ∈ {l + 2, ..., r} entonces;

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u3u2 + δ1ε1 =

−


1 0

0 1

0 0

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0

0 1 0

] [1 0

0 1

0 0

] [
0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

]


0 0 0

0 0 1

0 0 1

0 1 0

1 0 0

[1 0

0 1

0 0

]
+


0 0 0

0 0 1

0 0 1

0 1 0

1 0 0

[1 0

0 1

0 0

]
+


0 0 0

0 0 1

0 0 1

0 1 0

1 0 0

[−1 0

0 −1

0 0

]

=


0 0

0 −1

0 0

0 0

0 0

.
∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1

= −αr−1 · · ·α1α
l+1αn · · ·αr+1 + u3u2 + δ1ε1 =

−


1 0

0 1

0 0

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0

0 1 0

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 1

1 0

0 1

1 0

0 0

[0 0

0 1

]
I2

· · · I2
[
0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

]
0 0 0

0 0 1

0 0 1

0 1 0

1 0 0

[1 0

0 1

0 0

]
+


0 0 0

0 0 1

0 0 1

0 1 0

1 0 0

[1 0

0 1

0 0

]
+


0 0 0

0 0 1

0 0 1

0 1 0

1 0 0

[−1 0

0 −1

0 0

]
=


0 0

0 −1

0 0

0 0

0 0

.

Por lo tanto Ker(ξMl
) ⊆ Ker(ξMl+1

).
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αr = u2.

En esta situación N = u1u3 entonces;

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u1u3 =

−
[
1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

]
1 0

0 1

0 0

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0

0 1 0

] [1 0

0 1

0 0

] [
0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
0 0 0 0 1

0 0 0 1 0

]
0 0 0

0 0 1

0 0 1

0 1 0

1 0 0

+
[
1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

]
0 0 0

0 0 1

0 0 1

0 1 0

1 0 0

 = 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u1u3 =

−
[
1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

]
1 0

0 1

0 0

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0

0 1 0

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 1

1 0

0 1

1 0

0 0


[
0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
0 0 0 0 1

0 0 0 1 0

]
0 0 0

0 0 1

0 0 1

0 1 0

1 0 0

+
[
1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

]
0 0 0

0 0 1

0 0 1

0 1 0

1 0 0

 = 0.

Por lo tanto Ker(ξMl
) ⊆ Ker(ξMl+1

).

αr = u3.

En esta situación N = u2u1 + ε2δ2 y si s(u2) = js para s ∈ {1, ..., l} entonces;

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u2u1 + ε2δ2 =

−

[1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 1

1 0

0 1

0 0

0 1

[1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

]
1 0

0 1

0 0

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0

0 1 0

]
[

1 0

0 1

0 0

] [
0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
0 0 0 0 1

0 0 0 1 0

]
+

[1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 1

1 0

0 1

0 0

0 1


[
1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

]
+

[
1 0

0 1

0 0

] [
−1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

]
= 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u2u1 + ε2δ2 =

−

[1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 1

1 0

0 1

0 0

0 1

[1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

]
1 0

0 1

0 0

0 0

0 0

 I2 · · · I2
[
1 0 0 0

0 1 0 0

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 1

1 0

0 1

1 0

0 0

[0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
0 0 0 0 1

0 0 0 1 0

]

+

[1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 1

1 0

0 1

0 0

0 1

[1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

]
+[

1 0

0 1

0 0

] [
−1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

]
= 0.

Si s(u2) = js para s ∈ {l + 2, ..., r} entonces;

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u2u1 + ε2δ2 =

−

[
1 0

0 1

0 0

] [
1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

]
1 0

0 1

0 0

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0

0 1 0

] [1 0

0 1

0 0

] [
0 0

0 1

]
I2 · · · I2
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[
0 0 0 0 1

0 0 0 1 0

]
+

[
1 0

0 1

0 0

] [
1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

]
+

[
1 0

0 1

0 0

] [
−1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

]
= 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u2u1 + ε2δ2 =

−

[
1 0

0 1

0 0

] [
1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

]
1 0

0 1

0 0

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0 0

0 1 0 0

]
[1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 1

1 0

0 1

1 0

0 0

[0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
0 0 0 0 1

0 0 0 1 0

]
+[

1 0

0 1

0 0

] [
1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

]
+

[
1 0

0 1

0 0

] [
−1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

]
= 0.

Por lo tanto Ker(ξMl
) ⊆ Ker(ξMl+1

).

Ahora nos concentramos en (e) de la Figura 75.

αr = u1.

En esta situación N = u3u2 + δ1ε1 entonces;

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u3u2 + δ1ε1 =

−


1 0

0 1

0 0

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0

0 1 0

] [1 0

0 1

0 0

] [
0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
0 0 0 0 1

0 0 0 1 0

]


0 0

0 0

0 0

0 0

1 0

[1 0 0

0 1 0

]
+


0 0

0 0

0 0

0 0

1 0

[1 0 0

0 1 0

]
+


0 0

0 0

0 0

0 0

1 0

[−1 0 0

0 −1 1

]
= 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u3u2 + δ1ε1 =

−


1 0

0 1

0 0

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0 0

0 1 0 0

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 1

1 0

0 1

1 0

0 0

[0 0

0 1

]
I2

· · · I2
[
0 0 0 0 1

0 0 0 1 0

]
0 0

0 0

0 0

0 0

1 0

[1 0 0

0 1 0

]
+


0 0

0 0

0 0

0 0

1 0

[1 0 0

0 1 0

]
+


0 0

0 0

0 0

0 0

1 0

[−1 0 0

0 −1 1

]
= 0.

Por lo tanto Ker(ξMl
) ⊆ Ker(ξMl+1

).

αr = u2.

En esta situación N = u1u3 entonces;

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u1u3 =

−

[
1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

]
1 0

0 1

0 0

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0

0 1 0

] [1 0

0 1

0 0

] [
0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
0 0 0 0 1

0 0 0 1 0

]
0 0

0 0

0 0

0 0

1 0

+

[
1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

]
0 0

0 0

0 0

0 0

1 0

 = 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u1u3 =
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−

[
1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

]
1 0

0 1

0 0

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0

0 1 0

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 1

1 0

0 1

1 0

0 0


[
0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
0 0 0 0 1

0 0 0 1 0

]
0 0

0 0

0 0

0 0

1 0

+

[
1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

]
0 0

0 0

0 0

0 0

1 0

 = 0.

Por lo tanto Ker(ξMl
) ⊆ Ker(ξMl+1

).

αr = u3.

En esta situación N = u2u1 + ε2δ2 y si s(δ2) = js para s ∈ {1, ..., l} entonces;

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u2u1 + ε2δ2 =

−
[
1 0 0

0 1 0

] [1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

]
1 0

0 1

0 0

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0

0 1 0

] [1 0

0 1

0 0

] [
0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
0 0 0 0 1

0 0 0 1 0

]
+
[
1 0 0

0 1 0

] [1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

]
+

[
1 0 0

0 1 0

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0 0

0 1 0 −1

0 0 1 −1

0 0 0 1

−1 0 0 0 0

0 −1 0 0 0

0 0 −1 0 0

0 0 0 −1 0

 = 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u2u1 + ε2δ2 =

−
[
1 0 0

0 1 0

] [1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

]
1 0

0 1

0 0

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0

0 1 0

]
[1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 1

1 0

0 1

1 0

0 0

[0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
0 0 0 0 1

0 0 0 1 0

]
+

[
1 0 0

0 1 0

] [1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

]
+

[
1 0 0

0 1 0

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0 0

0 1 0 −1

0 0 1 −1

0 0 0 1

−1 0 0 0 0

0 −1 0 0 0

0 0 −1 0 0

0 0 0 −1 0

 = 0.

Si s(δ2) = js para s ∈ {l + 2, ..., r} entonces;

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u2u1 + ε2δ2 =

−
[
1 0 0

0 1 0

] [1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

]
1 0

0 1

0 0

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0

0 1 0

] [1 0

0 1

0 0

] [
0 0

0 1

]

I2 · · · I2
[
0 0 0 0 1

0 0 0 1 0

]
+
[
1 0 0

0 1 0

] [1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

]
+

[
1 0 0

0 1 0

] [−1 0 0 0 0

0 −1 0 0 0

0 0 −1 0 0

]
) = −

[
0 0 0 0 0

0 0 0 1 0

]
.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u2u1 + ε2δ2 =

−
[
1 0 0

0 1 0

] [1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

]
1 0

0 1

0 0

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0

0 1 0

]
[1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 1

1 0

0 1

1 0

0 0

[0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
0 0 0 0 1

0 0 0 1 0

]
+
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[
1 0 0

0 1 0

] [1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

]
+
[
1 0 0

0 1 0

] [−1 0 0 0 0

0 −1 0 0 0

0 0 −1 0 0

]
) = −

[
0 0 0 0 0

0 0 0 1 0

]
.

Por lo tanto Ker(ξMl
) ⊆ Ker(ξMl+1

).

Ahora nos concentramos en (f) de la Figura 75.

αr = u1.

En esta situación N = u3u2 + δ1ε1 entonces;

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u3u2 + δ1ε1 =

−

1 0

0 1

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0

0 1 0

] [1 0

0 1

0 0

] [
0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
0 0 0 1

0 0 1 0

]0 0

0 0

0 0

1 0


[
1 0 0

0 1 0

]
+

0 0

0 0

0 0

1 0

[1 0 0

0 1 0

]
+

0 0

0 0

0 0

1 0

[−1 0 0

0 −1 1

]
= 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u3u2 + δ1ε1 =

−

1 0

0 1

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0

0 1 0

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 1

1 0

0 1

1 0

0 0

[0 0

0 1

]

I2 · · · I2
[
0 0 0 1

0 0 1 0

]0 0

0 0

0 0

1 0

[1 0 0

0 1 0

]
+

0 0

0 0

0 0

1 0

[1 0 0

0 1 0

]
+0 0

0 0

0 0

1 0

[−1 0 0

0 −1 1

]
= 0.

Por lo tanto Ker(ξMl
) ⊆ Ker(ξMl+1

).

αr = u2.

En esta situación N = u1u3 y si s(u1) = js para s ∈ {1, ..., l} entonces;

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u1u3 =

−

[1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0 0

0 1 0 1

0 0 1 1

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

1 0

0 1

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0

0 1 0

] [1 0

0 1

0 0

]
[
0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
0 0 0 1

0 0 1 0

]0 0

0 0

0 0

1 0

+[1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0 0

0 1 0 1

0 0 1 1

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0

0 0

0 0

1 0

 = 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u1u3 =

−

[1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0 0

0 1 0 1

0 0 1 1

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

1 0

0 1

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0

0 1 0

]
[1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 1

1 0

0 1

1 0

0 0

[0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
0 0 0 1

0 0 1 0

]0 0

0 0

0 0

1 0

+[1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0 0

0 1 0 1

0 0 1 1

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0

0 0

0 0

1 0

 = 0.

Si s(u1) = js para s ∈ {l + 2, ..., r} entonces;

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u1u3 =
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−

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

]1 0

0 1

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0

0 1 0

] [1 0

0 1

0 0

] [
0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
0 0 0 1

0 0 1 0

]
0 0

0 0

0 0

1 0

+

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

]0 0

0 0

0 0

1 0

 = 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u1u3 =

−

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

]1 0

0 1

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0

0 1 0

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 1

1 0

0 1

1 0

0 0


[
0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
0 0 0 1

0 0 1 0

]0 0

0 0

0 0

1 0

+

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0

0 0

0 0

1 0

 = 0.

Por lo tanto Ker(ξMl
) ⊆ Ker(ξMl+1

).

αr = u3.

En esta situación N = u2u1 + ε2δ2 y si s(u1) = js para s ∈ {1, ..., l} entonces;

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u2u1 + ε2δ2 =

−
[
1 0 0

0 1 0

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0 0

0 1 0 1

0 0 1 1

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

1 0

0 1

0 0

0 0

 I2 · · · I2
[
1 0 0

0 1 0

] [1 0

0 1

0 0

] [
0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
0 0 0 1

0 0 1 0

]
+

[
1 0 0

0 1 0

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0 0

0 1 0 1

0 0 1 1

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

+

[
1 0 0

0 1 0

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 1

−1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 0 0

0 0 −1 0

 = 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u2u1 + ε2δ2 =

−
[
1 0 0

0 1 0

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0 0

0 1 0 1

0 0 1 1

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

1 0

0 1

0 0

0 0

 I2 · · · I2
[
1 0 0

0 1 0

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 1

1 0

0 1

1 0

0 0

[0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
0 0 0 1

0 0 1 0

]
+

[
1 0 0

0 1 0

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0 0

0 1 0 1

0 0 1 1

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

+

[
1 0 0

0 1 0

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 1

−1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 0 0

0 0 −1 0

 = 0.

Si s(u1) = js para s ∈ {l + 2, ..., r} entonces;

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u2u1 + ε2δ2 =

−
[
1 0 0

0 1 0

] [1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

]1 0

0 1

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0

0 1 0

] [1 0

0 1

0 0

] [
0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
0 0 0 1

0 0 1 0

]
+
[
1 0 0

0 1 0

] [1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

]
+
[
1 0 0

0 1 0

] [−1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 0 0

]
= −

[
0 0 0 0

0 0 1 0

]
.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u2u1 + ε2δ2 =
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−
[
1 0 0

0 1 0

] [1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

]1 0

0 1

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0

0 1 0

]
[1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 1

1 0

0 1

1 0

0 0

[0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
0 0 0 1

0 0 1 0

]
+

[
1 0 0

0 1 0

] [1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

]
+
[
1 0 0

0 1 0

] [−1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 0 0

]
= −

[
0 0 0 0

0 0 1 0

]
.

Por lo tanto Ker(ξMl
) ⊆ Ker(ξMl+1

).

Ahora nos concentramos en (g) de la Figura 75.

αr = u1.

En esta situación N = u3u2 + δ1ε1 y si s(ε1) = js para s ∈ {1, ..., l} entonces;

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u3u2 + δ1ε1 =

−

1 0

0 1

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0

0 1 0

] [1 0

0 1

0 0

] [
0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
0 0 0 1

0 0 1 0

]
0 0 0

0 0 1

0 1 0

1 0 0

[1 0

0 1

0 0

]
+

0 0 0

0 0 1

0 1 0

1 0 0

[1 0

0 1

0 0

]
+

0 0 0

0 0 1

0 1 0

1 0 0


[1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 1

0 0

0 0

0 0

0 1

+

−1 0

0 −1

0 0

0 0

 = 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u3u2 + δ1ε1 =

−

1 0

0 1

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0

0 1 0

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 1

1 0

0 1

1 0

0 0

[0 0

0 1

]
I2 · · ·

I2

[
0 0 0 1

0 0 1 0

]0 0 0

0 0 1

0 1 0

1 0 0

[1 0

0 1

0 0

]
+

0 0 0

0 0 1

0 1 0

1 0 0

[1 0

0 1

0 0

]
+0 0 0

0 0 1

0 1 0

1 0 0

[1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 1

0 0

0 0

0 0

0 1

+

−1 0

0 −1

0 0

0 0

 = 0.

Si s(ε1) = js para s ∈ {l + 2, ..., r} entonces;

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u3u2 + δ1ε1 =

−

1 0

0 1

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0

0 1 0

] [1 0

0 1

0 0

] [
0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
0 0 0 1

0 0 1 0

]
0 0 0

0 0 1

0 1 0

1 0 0

[1 0

0 1

0 0

]
+

0 0 0

0 0 1

0 1 0

1 0 0

[1 0

0 1

0 0

]
+

0 0 0

0 0 1

0 1 0

1 0 0

[−1 0

0 −1

0 0

]
=

0 0

0 −1

0 0

0 0

 .
∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1

= −αr−1 · · ·α1α
l+1αn · · ·αr+1 + u3u2 + δ1ε1 =

−

1 0

0 1

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0

0 1 0

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 1

1 0

0 1

1 0

0 0

[0 0

0 1

]
I2 · · ·

I2

[
0 0 0 1

0 0 1 0

]0 0 0

0 0 1

0 1 0

1 0 0

[1 0

0 1

0 0

]
+

0 0 0

0 0 1

0 1 0

1 0 0

[1 0

0 1

0 0

]
+
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0 0 0

0 0 1

0 1 0

1 0 0

[−1 0

0 −1

0 0

]
=

0 0

0 −1

0 0

0 0

 .
Por lo tanto Ker(ξMl

) ⊆ Ker(ξMl+1
).

αr = u2.

En esta situación N = u1u3 entonces;

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u1u3 =

−
[
1 0 0 0

0 0 0 0

]1 0

0 1

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0

0 1 0

] [1 0

0 1

0 0

] [
0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
0 0 0 1

0 0 1 0

]
0 0 0

0 0 1

0 1 0

1 0 0

+
[
1 0 0 0

0 0 0 0

]0 0 0

0 0 1

0 1 0

1 0 0

 = 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u1u3 =

−
[
1 0 0 0

0 0 0 0

]1 0

0 1

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0

0 1 0

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 1

1 0

0 1

1 0

0 0


[
0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
0 0 0 1

0 0 1 0

]0 0 0

0 0 1

0 1 0

1 0 0

+
[
1 0 0 0

0 0 0 0

]0 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

 = 0.

Por lo tanto Ker(ξMl
) ⊆ Ker(ξMl+1

).

αr = u3.

En esta situación N = u2u1 + ε2δ2 entonces;

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u2u1 + ε2δ2 =

−

[
1 0

0 1

0 0

] [
1 0 0 0

0 0 0 0

]1 0

0 1

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0

0 1 0

] [1 0

0 1

0 0

] [
0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
0 0 0 1

0 0 1 0

]
+

[
1 0

0 1

0 0

] [
1 0 0 0

0 0 0 0

]
+

[
1 0

0 1

0 0

] [
−1 0 0 0

0 0 0 0

]
= 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= −αr−1 · · ·α1α

l+1αn · · ·αr+1 + u2u1 + ε2δ2 =

−

[
1 0

0 1

0 0

] [
1 0 0 0

0 0 0 0

]1 0

0 1

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0

0 1 0

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 1

1 0

0 1

1 0

0 0


[
0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
0 0 0 1

0 0 1 0

]
+

[
1 0

0 1

0 0

] [
1 0 0

0 0 0 0

]
+

[
1 0

0 1

0 0

] [
−1 0 0 0

0 0 0 0

]
= 0.

Por lo tanto Ker(ξMl
) ⊆ Ker(ξMl+1

).

a12) m es lado de un triángulo de tipo 3.
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β3

β1

β2

αnαn−1

αl+1
1

α1 α2

αl+1
2γ

Figura 76: m es lado de un triángulo de tipo 3.

Por la Definición 4.2 tenemos en esta situación que m tiene etiqueta l2 en ∆ y

se tienen las siguientes cuatro configuraciones de la Figura 77 . En cada una de

las configuraciones de la Figura 77 se hace un análisis análogo al inciso a11) para

verificar que Ker(ξMl
) ⊆ Ker(ξMl+1

).

∆

p

m

∆

p

m

q1

rl

r3

r2

q0

r1

d∆,1
q0,q1

q1

rl

q0

r1
r2

d∆,1
q0,q1

e∆,1
q0,q1

∆

∆′′

j ∆′

p

m′′ m′

∆

∆′′

j ∆′

p

m′′ m′
q1

rl

r3

r2
q0

r1

d∆,1
q0,q1

q1

rl

r3

r2

q0r1

d∆,1
q0,q1

Figura 77: m tiene etiqueta l2 en ∆.

a2) jl+1 es el lado no doblado de ∆′.

En este caso por la Definición 4.2 no hay 1-desviaciones con punto inicial en el arco

jl+1. Sin embargo si jl+1 es lado de un triángulo ∆ de tipo 2 entonces si es posible

encontrar puntos iniciales en jl+1 de curvas auxiliares. Por lo tanto basta verificar que
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Ker(ξMl
) ⊆ Ker(ξMl+1

) para a : l2 −→ l3.

p

d∆,1
q0,q1

e∆,1
q0,q1

q0

r1

r2

r3

rl

q1

q2

b) jl+1 no es lado de ningún triángulo doblado.

Dado que jl+1 no es lado de nigún triángulo doblado se tiene que jl+1 es lado de exactamente

dos triángulos no doblados de τ◦, denotamos por ∆1 y ∆2 a dichos triángulos. Sólo se analizará

el caso cuando ∆1 y ∆2 son triángulos de tipo 2 (b4 inciso a)), para los cinco casos restantes

(b1, b2, b3, b4 inciso b)) se hace un análisis similar.

b1) ∆1 y ∆2 son triángulos de tipo 1.

∆2∆1

jl+1

b2) ∆1 es de tipo 1 y ∆2 es de tipo 2.
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∆2

∆1jl+1

∆2

∆1

p

jl+1

b3) ∆1 es de tipo 1 y ∆2 es de tipo 3.

∆2

∆1

jl+1

b4) ∆1 y ∆2 son de tipo 2.

∆1 ∆2jl+1

αn−2

αn−1

αn

αl+1
1

α1

α2

γ

δ αl+1
2

ρ

αl+1
3

β1 βm−1

βm

(a)

∆1

∆2

jl+1

(b)

Figura 78: Los triángulos ∆1 y ∆2 son de tipo 2.
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Con la notación de la Figura 78 la flecha αl+1
1 aparece sólo en los términos −αn...α1α

l+1
1

y α1α
l+1
1 βm, la flecha αl+1

2 aparece sólo en un término ραl+1
2 βm y la flecha αl+1

3 aparece

sólo en tres términos −βm...β1α
l+1
3 , αl+1

3 αn−1αn y δγαl+1
3 del potencial Ŝ(τ◦). Si Wl *

Wl+1 entonces existe un arco k, un elemento v de la base de (Ml+1)k que corresponde a

un punto de cruce de i′ con k y {∂a(Ŝ(τ◦)|a ∈ Q̂(τ◦) y t(a) = k} tal que ξMl
v = 0 pero

ξMl+1
v 6= 0. Dado que Ml y Ml+1 difieren sólo posiblemente en la acción de las flechas

αl+1
1 ,αl+1

2 y αl+1
3 entonces ξ = ∂a(Ŝ(τ◦)) para a ∈ {αn, αn−1, ..., α1, βm, ..., β1, δ, γ, ρ} y

al menos los extremos de una de las flechas αl+1
1 ,αl+1

2 y αl+1
3 coincide con los arcos donde

se encuentran los extremos de una desviación. Por lo tanto si probamos que ξMl+1
= 0

para a ∈ {αn, δ, βm} y Ker(ξMl
) ⊆ Ker(ξMl+1

) para a ∈ {αn−1, ..., α1, βm, ..., β1, γ, ρ}

entonces el vector v no existe.

Lema 5.5.

i) ξMl+1
= 0 para a ∈ {αn, βm, δ}.

ii) Ker(ξMl
) ⊆ Ker(ξMl+1

) para a ∈ {αn−1, ..., α1, βm−1, ..., β1, γ, ρ}.

Demostración. Empecemos verificando que ξMl+1
= 0 para a ∈ {αn, δ, βm}, es suficiente

probar que ∂a(Ŝ(τ◦)) actúa como cero en cada punto de cruce de i′ con jl+1. Sea v un

elemento de la base de Mjl+1
, si v no es punto inicial de una desviación entonces por la

Proposición 5.1 se tiene el resultado. Por otro lado supongamos que v es punto inicial de

una 1-desviación d∆,1 entonces consideramos la colección maximal de n-desviaciones y n-

curva auxiliar que tienen a v como punto inicial. Si la curva i′ no tiene auto-intersección

cerca de la configuración local de la Figura 78 a) entonces tenemos una de las once

configuraciones de la Figura 79.
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∆1 ∆2
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b

c d
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∆1 ∆2
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Figura 79: Configuraciones sin auto-intersección local.

Considerando que el potencial Ŝ(τ◦) = −αn...α1α
l+1
1 −βm...β1α

l+1
3 +δγαl+1

3 +αnαn−1α
l+1
3 +

α1α
l+1
1 βm+ραl+1

2 βm+ Ŝ′(τ◦) vamos a calcular expĺıcitamente ξMl
y ξMl+1

en cada una

de las once configuraciones de la Figura 79 para verificar la afirmación i) del Lema 5.5.

Configuración (a) de la Figura 79.

∂αn(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αn−1...α1α

l+1
1 +αn−1α

l+1
3 )v = 0 ya que existe s ∈ {2, ..., n−1}

de manera que (αs · · ·α1) y (αn−1α
l+1
3 ) actúan como cero en el vector v en ambas

representaciones.

∂δ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (γαl+1

3 )v = 0 claramente actúa como cero en el vector v en ambas
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representaciones.

∂βm(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−βm−1...β1α

l+1
3 + α1α

l+1
1 + ραl+1

2 )v = (−βm−1...β1α
l+1
3 )v +

(α1α
l+1
1 )v + (ραl+1

2 )v =

(
−

[
0

0

1

]
I · · · I

)
v +

([
1 0

0 1

0 1

]([
1 0

1 1

] [
1

0

]))
v +(([

1 1 0

1 0 0

0 0 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
−1

0

])
v = 0.

∂βm(Ŝ(τ◦))Ml
= (−βm−1...β1α

l+1
3 + α1α

l+1
1 + ραl+1

2 )v = (−βm−1...β1α
l+1
3 )v +

(α1α
l+1
1 )v+(ραl+1

2 )v = (−

[
0

0

1

]
I · · · I)v+(

[
1 0

0 1

0 1

] [
1

0

]
)v+

(([
1 1 0

1 0 0

0 0 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
−1

0

])
v 6=

0.

por lo tanto v ∈Wl+1 pero v /∈Wl.

Configuración (b) de la Figura 79.

∂αn(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αn−1...α1α

l+1
1 +αn−1α

l+1
3 )v = 0 ya que existe s ∈ {2, ..., n−1}

de manera que (αs · · ·α1) y (αn−1α
l+1
3 ) actúan como cero en el vector v en ambas

representaciones.

∂δ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (γαl+1

3 )v = 0 claramente actúa como cero en el vector v en ambas

representaciones.

∂βm(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−βm−1...β1α

l+1
3 + α1α

l+1
1 + ραl+1

2 )v = (−βm−1...β1α
l+1
3 )v +

(α1α
l+1
1 )v + (ραl+1

2 )v = (−I · · · I [0 0 1])v +
(

[1 0]
[
1 0 0

0 1 0

])
v +(

[1 0]
([

1 1

0 1

] [
0 0 0

0 0 1

]
+
[
−1 0 0

0 −1 0

]))
v = 0.

∂βm(Ŝ(τ◦))Ml
= (−βm−1...β1α

l+1
3 + α1α

l+1
1 + ραl+1

2 )v = (−βm−1...β1α
l+1
3 )v +

(α1α
l+1
1 )v + (ραl+1

2 )v = (−I · · · I [0 0 1])v +
(

[1 0]
[
1 0 0

0 1 0

])
v +(

[1 0]
[
−1 0 0

0 −1 1

])
v 6= 0.

por lo tanto v ∈Wl+1 pero v /∈Wl.

Configuración (c) de la Figura 79.

∂αn(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αn−1...α1α

l+1
1 +αn−1α

l+1
3 )v = 0 ya que existe s ∈ {2, ..., n−1}

de manera que (αs · · ·α1) y (αn−1α
l+1
3 ) actúan como cero en el vector v en ambas

representaciones.

∂δ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (γαl+1

3 )v = 0 claramente actúa como cero en el vector v en ambas

representaciones.

∂βm(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−βm−1...β1α

l+1
3 + α1α

l+1
1 + ραl+1

2 )v = (−βm−1...β1α
l+1
3 )v +

(α1α
l+1
1 )v + (ραl+1

2 )v = (−I · · · I [0 1])v + (I [1 0])v +(
I
(

[1 0]
([

1 1

0 1

] [
0 0

0 1

]
+
[
−1 0

0 0

])))
v = 0.

∂βm(Ŝ(τ◦))Ml
= (−βm−1...β1α

l+1
3 + α1α

l+1
1 + ραl+1

2 )v = (−βm−1...β1α
l+1
3 )v +

(α1α
l+1
1 )v + (ραl+1

2 )v = (−I · · · I [0 1])v + (I [1 0])v +

(I [−1 0])v 6= 0.

por lo tanto v ∈Wl+1 pero v /∈Wl.
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Configuración (d) de la Figura 79.

∂αn(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αn−1...α1α

l+1
1 + αn−1α

l+1
3 )v =

− [1 0 0]

[
1

0

0

]
v + [1 0 0]

([
1 0 1

0 1 1

0 0 1

][
0

0

1

])
v = 0.

∂αn(Ŝ(τ◦))Ml
= (−αn−1...α1α

l+1
1 +αn−1α

l+1
3 )v = − [1 0 0]

[
1

0

0

]
v + [1 0 0]

[
0

0

1

]
v 6= 0.

∂δ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (γαl+1

3 )v =

(
[−1 1 0]

([
1 0 1

0 1 1

0 0 1

][
0

0

1

]))
v = 0.

∂δ(Ŝ(τ◦))Ml
= (γαl+1

3 )v =

(
[−1 1 0]

[
0

0

1

])
v = 0.

∂βm(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−βm−1...β1α

l+1
3 + α1α

l+1
1 + ραl+1

2 )v = (−βm−1...β1α
l+1
3 )v +

(α1α
l+1
1 )v+ (ραl+1

2 )v = ∂βm(Ŝ(τ◦))Ml
= 0 + (I · I)v+ (I · (−I))v = 0 ya que existe

s ∈ {1, ...,m} tal que (−βs · · ·β1α
l+1
3 )v = 0.

por lo tanto v ∈Wl+1 pero v /∈Wl.

Configuración (e) de la Figura 79.

∂αn(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αn−1...α1α

l+1
1 + αn−1α

l+1
3 )v =(

− [1 0]
[
1

0

])
v + [1 0]

([
1 0 0

0 1 0

] [1 0 1

0 1 1

0 0 1

][
0

0

1

])
v = 0.

∂αn(Ŝ(τ◦))Ml
= (−αn−1...α1α

l+1
1 + αn−1α

l+1
3 )v =

(
− [1 0]

[
1

0

]
+ [1 0]

[
0

0

])
v 6= 0.

∂δ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (γαl+1

3 )v =

(
[−1 1]

([
1 0 0

0 1 0

] [1 0 1

0 1 1

0 0 1

][
0

0

1

]))
v = 0.

∂δ(Ŝ(τ◦))Ml
= (γαl+1

3 )v =
(

[−1 1]
[
0

0

])
v = 0.

∂βm(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−βm−1...β1α

l+1
3 + α1α

l+1
1 + ραl+1

2 )v = (−βm−1...β1α
l+1
3 )v +

(α1α
l+1
1 )v+ (ραl+1

2 )v = ∂βm(Ŝ(τ◦))Ml
= 0 + (I · I)v+ (I · (−I))v = 0 ya que existe

s ∈ {1, ...,m} tal que (−βs · · ·β1α
l+1
3 )v = 0.

por lo tanto v ∈Wl+1 pero v /∈Wl.

Configuración (f) de la Figura 79.

∂αn(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αn−1...α1α

l+1
1 +αn−1α

l+1
3 )v = 0 ya que existe s ∈ {2, ..., n−1}

de manera que (αs · · ·α1α
l+1
1 ) y (αn−1α

l+1
3 ) actúan como cero en el vector v en

ambas representaciones.

∂δ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (γαl+1

3 )v = 0 claramente actúa como cero en el vector v en ambas

representaciones.

∂βm(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−βm−1...β1α

l+1
3 + α1α

l+1
1 + ραl+1

2 )v = (−βm−1...β1α
l+1
3 )v +

(α1α
l+1
1 )v + (ραl+1

2 )v =
(
−
[
0

1

]
I · · · I

)
v +

([
1

1

] (
[0 1]

[
1 0

1 1

] [
1

0

]))
v +([

1

0

] (
[0 1]

[
1 0

1 1

] [
−1

0

]))
v = 0.

∂βm(Ŝ(τ◦))Ml
= (−βm−1...β1α

l+1
3 + α1α

l+1
1 + ραl+1

2 )v = (−βm−1...β1α
l+1
3 )v +

(α1α
l+1
1 )v + (ραl+1

2 )v =
(
−
[
0

1

]
I · · · I

)
v +

([
1

1

]
· 0
)
v +

([
1

0

]
· 0
)
v 6= 0.

por lo tanto v ∈Wl+1 pero v /∈Wl.
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Configuración (g) de la Figura 79.

∂αn(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αn−1...α1α

l+1
1 + αn−1α

l+1
3 )v =

− [In 0n×(n+1)]
[

In 0n×1

0(n+1)×n 0(n+1)×1

]
In+1 · · · In+1 [In+1 0(n+1)×n]

[
In+1

0n×1 În

]

1 01×n

.

.

. In

1




1

0

.

.

.

0


v + [In 0n×(n+1)]


 1 01×(2n−1) 1

02n×1 I(2n−1)

.

.

.

1




0

.

.

.

0

1


v = 0.

∂αn(Ŝ(τ◦))Ml
= (−αn−1...α1α

l+1
1 + αn−1α

l+1
3 )v =− [In 0n×(n+1)]

[
In 0n×1

0(n+1)×n 0(n+1)×1

]
In+1 · · · In+1 [In+1 0(n+1)×n]

[
In+1

0n×1 În

]
1

0

.

.

.

0


v+

[In 0n×(n+1)]


0

.

.

.

0

1


v 6= 0.

∂δ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (γαl+1

3 )v =

[−In În 0n×1]


 1 01×(2n−1) 1

02n×1 I(2n−1)

.

.

.

1




0

.

.

.

0

1



v = 0.

∂δ(Ŝ(τ◦))Ml
= (γαl+1

3 )v =

[−In În 0n×1]


0

.

.

.

0

1


v = 0.

∂βm(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−βm−1...β1α

l+1
3 + α1α

l+1
1 + ραl+1

2 )v = (−βm−1...β1α
l+1
3 )v +

(α1α
l+1
1 )v + (ραl+1

2 )v =[ 0(n+1)

0n×1 În

]
I(n+1) · · · I(n+1)


 1 01×(2n−1) 1

02n×1 I(2n−1)

.

.

.

1




0

.

.

.

0

1



v+

[ In+1

0n×1 În

]
1 01×n

.

.

. In

1




1

0

.

.

.

0



v+







1 01×(n−1)

.

.

. In 0(n−1)×n
1

1 01×n 01×n
0 01×n 01×n
.
.
. 0(n−2)×n 0(n−2)×n
0 01×n 01×n


[

I(n+1)

0n×(n+1)

]


−1

0

.

.

.

0




= 0.

∂βm(Ŝ(τ◦))Ml
= (−βm−1...β1α

l+1
3 + α1α

l+1
1 + ραl+1

2 )v = (−βm−1...β1α
l+1
3 )v +

(α1α
l+1
1 )v + (ραl+1

2 )v =

[ 0(n+1)

0n×1 În

]
I(n+1) · · · I(n+1)


0

.

.

.

0

1


v+

[ In+1

0n×1 În

]
1

0

.

.

.

0


v +







1 01×(n−1)

.

.

. In 0(n−1)×n
1

1 01×n 01×n
0 01×n 01×n
.
.
. 0(n−2)×n 0(n−2)×n
0 01×n 01×n


[

I(n+1)

0n×(n+1)

]


−1

0

.

.

.

0



6= 0.

por lo tanto v ∈Wl+1 pero v /∈Wl.
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Configuración (h) de la Figura 79.

∂αn(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αn−1...α1α

l+1
1 + αn−1α

l+1
3 )v =− [1 0 0 0]

I0
0

0

 I · · · I [1 0 0 0]

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])v+[1 0 0 0]

1 0 1 0

0 1 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0

0 0

1 0

0 1

v = 0.

∂αn(Ŝ(τ◦))Ml
=

− [1 0 0 0]

1

0

0

0

 I · · · I [1 0 0 0]

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

]v +[1 0 0 0]

0 0

0 0

1 0

0 1

v 6= 0.

∂δ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (γαl+1

3 )v =

[−1 1 0 0]

1 0 1 0

0 1 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0

0 0

1 0

0 1

v = 0.

∂δ(Ŝ(τ◦))Ml
= (γαl+1

3 )v =

[−1 1 0 0]

0 0

0 0

1 0

0 1

v = 0.

∂βm(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−βm−1...β1α

l+1
3 + α1α

l+1
1 + ραl+1

2 )v = (−βm−1...β1α
l+1
3 )v +

(α1α
l+1
1 )v + (ραl+1

2 )v =

−
0

0

0

1

 I · · · I [0 0 0 1]

1 0 1 0

0 1 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0

0 0

1 0

0 1

v+1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])v +

1 0 0 0

0 1 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

−1 0

0 −1

0 0

0 0

v = 0.

∂βm(Ŝ(τ◦))Ml
= (−βm−1...β1α

l+1
3 + α1α

l+1
1 + ραl+1

2 )v = (−βm−1...β1α
l+1
3 )v +

(α1α
l+1
1 )v + (ραl+1

2 )v =

−
0

0

0

1

 I · · · I [0 0 0 1]

0 0

0 0

1 0

0 1

v+1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

]v +

1 0 0 0

0 1 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

−1 0

0 −1

0 0

0 0

v 6= 0.

por lo tanto v ∈Wl+1 pero v /∈Wl.

Configuración (i) de la Figura 79.

∂αn(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αn−1...α1α

l+1
1 + αn−1α

l+1
3 )v =− [1 0 0]

[
I

0

0

]
I · · · I [1 0 0 0]

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])v+[1 0 0]

[1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 1 0

0 1 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0

0 0

1 0

0 1

v = 0.

∂αn(Ŝ(τ◦))Ml
=

− [1 0 0]

[
1

0

0

]
I · · · I [1 0 0 0]

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

]v +(
[1 0 0]

[
0 0

0 0

0 1

])
v 6= 0.

∂δ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (γαl+1

3 )v =

[−1 1 0]

[1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 1 0

0 1 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0

0 0

1 0

0 1

v = 0.
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∂δ(Ŝ(τ◦))Ml
= (γαl+1

3 )v =

(
[−1 1 0]

[
0 0

0 0

0 1

])
v = 0.

∂βm(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−βm−1...β1α

l+1
3 + α1α

l+1
1 + ραl+1

2 )v = (−βm−1...β1α
l+1
3 )v +

(α1α
l+1
1 )v+(ραl+1

2 )v =

−
0

0

0

1

 I · · · I [0 0 1]

[1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 1 0

0 1 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0

0 0

1 0

0 1

v+1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])v +

1 0 0 0

0 1 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

−1 0

0 −1

0 0

0 0

v = 0.

∂βm(Ŝ(τ◦))Ml
= (−βm−1...β1α

l+1
3 + α1α

l+1
1 + ραl+1

2 )v = (−βm−1...β1α
l+1
3 )v +

(α1α
l+1
1 )v + (ραl+1

2 )v =

−
0

0

0

1

 I · · · I [0 0 1]

[
0 0

0 0

0 1

]v+1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

]v +

1 0 0 0

0 1 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

−1 0

0 −1

0 0

0 0

v 6= 0.

por lo tanto v ∈Wl+1 pero v /∈Wl.

Configuración (j) de la Figura 79.

∂αn(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αn−1...α1α

l+1
1 + αn−1α

l+1
3 )v =− [1 0 0 0]

I0
0

0

 I · · · I [1 0 0]

[
1 0

0 1

0 1

]([
1 0 0

0 0 1

] [1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])v+[1 0 0 0]

1 0 1 0

0 1 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0

0 0

1 0

0 1

v = 0.

∂αn(Ŝ(τ◦))Ml
= (− [1 0 0 0]

1

0

0

0

 I · · · I [1 0 0]

[
1 0

0 1

0 1

] [
1 0

0 0

]
)v +[1 0 0 0]

0 0

0 0

1 0

0 1

v 6= 0.

∂δ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (γαl+1

3 )v =

[−1 1 0 0]

1 0 1 0

0 1 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0

0 0

1 0

0 1

v = 0.

∂δ(Ŝ(τ◦))Ml
= (γαl+1

3 )v =

[−1 1 0 0]

0 0

0 0

1 0

0 1

v = 0.

∂βm(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−βm−1...β1α

l+1
3 + α1α

l+1
1 + ραl+1

2 )v = (−βm−1...β1α
l+1
3 )v +

(α1α
l+1
1 )v + (ραl+1

2 )v =−[0

0

1

]
I · · · I [0 0 0 1]

1 0 1 0

0 1 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0

0 0

1 0

0 1

v+([
1 0

0 1

0 1

]([
1 0 0

0 0 1

] [1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

]))
v+([

1 0

0 1

0 0

]([
1 0 0

0 0 1

] [1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
−1 0

0 −1

0 0

]))
v = 0.

∂βm(Ŝ(τ◦))Ml
= (−βm−1...β1α

l+1
3 + α1α

l+1
1 + ραl+1

2 )v = (−βm−1...β1α
l+1
3 )v +

(α1α
l+1
1 )v + (ραl+1

2 )v =

−[0

0

1

]
I · · · I [0 0 0 1]

0 0

0 0

1 0

0 1

v+
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([
1 0

0 1

0 1

] [
1 0

0 0

])
v +

([
1 0

0 1

0 0

] [
−1 0

0 0

])
v 6= 0.

por lo tanto v ∈Wl+1 pero v /∈Wl.

Configuración (k) de la Figura 79.

∂αn(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αn−1...α1α

l+1
1 + αn−1α

l+1
3 )v =(

− [1 0 0]

[
I

0

0

]
I · · · I [1 0 0]

[
1 0

0 1

0 1

]([
1 0 0

0 0 1

] [1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

]))
v+[1 0 0]

[1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 1 0

0 1 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0

0 0

1 0

0 1

v = 0.

∂αn(Ŝ(τ◦))Ml
=

(
− [1 0 0]

[
1

0

0

]
I · · · I [1 0 0]

[
1 0

0 1

0 1

] [
1 0

0 0

])
v +(

[1 0 0]

[
0 0

0 0

0 1

])
v 6= 0.

∂δ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (γαl+1

3 )v =[−1 1 0]

[1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 1 0

0 1 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0

0 0

1 0

0 1

v = 0.

∂δ(Ŝ(τ◦))Ml
= (γαl+1

3 )v =

(
[−1 1 0]

[
0 0

0 0

0 1

])
v = 0.

∂βm(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−βm−1...β1α

l+1
3 + α1α

l+1
1 + ραl+1

2 )v = (−βm−1...β1α
l+1
3 )v +

(α1α
l+1
1 )v + (ραl+1

2 )v =−[0

0

1

]
I · · · I [0 0 1]

[1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 1 0

0 1 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0

0 0

1 0

0 1

v+([
1 0

0 1

0 1

]([
1 0 0

0 0 1

] [1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

]))
v+([

1 0

0 1

0 0

]([
1 0 0

0 0 1

] [1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
−1 0

0 −1

0 0

]))
v = 0.

∂βm(Ŝ(τ◦))Ml
= (−βm−1...β1α

l+1
3 + α1α

l+1
1 + ραl+1

2 )v = (−βm−1...β1α
l+1
3 )v +

(α1α
l+1
1 )v + (ραl+1

2 )v =

(
−

[
0

0

1

]
I · · · I [0 0 1]

[
0 0

0 0

0 1

])
v +

([
1 0

0 1

0 1

] [
1 0

0 0

])
v+([

1 0

0 1

0 0

] [
−1 0

0 0

])
v 6= 0.

por lo tanto v ∈Wl+1 pero v /∈Wl.

Por otro lado si la curva i′ se auto-interseca cerca de la configuración local de la Figura

78 a) entonces tenemos una de las las siete configuraciones de la Figura 80.
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j
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∆1 ∆2
j
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Figura 80: Configuraciones sin auto-intersección local.

Configuración (a) de la Figura 80.

∂αn(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αn−1...α1α

l+1
1 +αn−1α

l+1
3 )v = 0 ya que existe s ∈ {2, ..., n−1}

de manera que (αs · · ·α1) y (αn−1α
l+1
3 ) actúan como cero en el vector v en ambas

representaciones.

∂δ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (γαl+1

3 )v = 0 claramente actúa como cero en el vector v en ambas

representaciones.

∂βm(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−βm−1...β1α

l+1
3 + α1α

l+1
1 + ραl+1

2 )v = (−βm−1...β1α
l+1
3 )v +

(α1α
l+1
1 )v + (ραl+1

2 )v =
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−
0 0

0 0

1 0

0 1

 I2 · · · I2 [1 0

0 0

]
I2 · · · I2

v +

1 0

0 1

0 1

0 0

([1 0

1 1

] [
1 0

0 0

])v+1 1 0 0

1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0

0 1

0 0

0 0

[−1 0

0 0

]v = 0.

∂βm(Ŝ(τ◦))Ml
= (−βm−1...β1α

l+1
3 + α1α

l+1
1 + ραl+1

2 )v = (−βm−1...β1α
l+1
3 )v +

(α1α
l+1
1 )v+(ραl+1

2 )v =

−
0 0

0 0

1 0

0 1

 I2 · · · I2 [1 0

0 0

]
I2 · · · I2

v+

1 0

0 1

0 1

0 0

[1 0

0 0

]v+1 1 0 0

1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0

0 1

0 0

0 0

[−1 0

0 0

]v 6= 0.

por lo tanto v ∈Wl+1 pero v /∈Wl.

Configuración (b) de la Figura 80.

∂αn(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αn−1...α1α

l+1
1 +αn−1α

l+1
3 )v = 0 ya que existe s ∈ {2, ..., n−1}

de manera que (αs · · ·α1) y (αn−1α
l+1
3 ) actúan como cero en el vector v en ambas

representaciones.

∂δ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (γαl+1

3 )v = 0 claramente actúa como cero en el vector v en ambas

representaciones.

∂βm(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−βm−1...β1α

l+1
3 + α1α

l+1
1 + ραl+1

2 )v = (−βm−1...β1α
l+1
3 )v +

(α1α
l+1
1 )v + (ραl+1

2 )v = (−I · · · I [0 0 1])v +
(

[1 0]
[
1 0 0

0 1 0

])
v +(

[1 0]
([

1 1

0 1

] [
0 0 0

0 0 1

]
+
[
−1 0 0

0 −1 0

]))
v = 0.

∂βm(Ŝ(τ◦))Ml
= (−βm−1...β1α

l+1
3 + α1α

l+1
1 + ραl+1

2 )v = (−βm−1...β1α
l+1
3 )v +

(α1α
l+1
1 )v + (ραl+1

2 )v = −(I · · · I [0 0 1])v +
(

[1 0]
[
1 0 0

0 1 0

])
v +(

[1 0]
[
−1 0 0

0 −1 1

])
v 6= 0.

por lo tanto v ∈Wl+1 pero v /∈Wl.

Configuración (c) de la Figura 80.

∂αn(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αn−1...α1α

l+1
1 +αn−1α

l+1
3 )v = 0 ya que existe s ∈ {2, ..., n−1}

de manera que (αs · · ·α1α
l+1
1 ) y (αn−1α

l+1
3 ) actúan como cero en el vector v en

ambas representaciones.

∂δ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (γαl+1

3 )v = 0 claramente actúa como cero en el vector v en ambas

representaciones.

∂βm(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−βm−1...β1α

l+1
3 + α1α

l+1
1 + ραl+1

2 )v = (−βm−1...β1α
l+1
3 )v +

(α1α
l+1
1 )v + (ραl+1

2 )v =

(
−

[
0 0

1 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
1 0

0 0

]
I2 · · · I2

)
v +([

1

1

0

](
[0 1]

[
1 0

1 1

] [
1 0

0 0

]))
v +

([
1

0

0

](
[0 1]

[
1 0

1 1

] [
−1 0

0 0

]))
v = 0.

∂βm(Ŝ(τ◦))Ml
= (−βm−1...β1α

l+1
3 + α1α

l+1
1 + ραl+1

2 )v = (−βm−1...β1α
l+1
3 )v +

(α1α
l+1
1 )v + (ραl+1

2 )v =

−

([
0 0

1 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
1 0

0 0

]
I2 · · · I2

)
v +

([
1

1

0

]
[0 0]

)
v +

([
1

0

0

]
[0 0]

)
v 6= 0.
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por lo tanto v ∈Wl+1 pero v /∈Wl.

Configuración (d) de la Figura 80.

∂αn(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αn−1...α1α

l+1
1 + αn−1α

l+1
3 )v =

−
[
1 0 0 0

0 0 0 1

]1 0

0 0

0 0

0 1

 I2 · · · I2 [1 0

0 0

]
I2 · · · I2

[
1 0 0 0 0

0 0 0 0 1

]
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1


1 0 0 0

0 1 0 0

0 1 1 0

0 0 0 1

1 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 1

v+[1 0 0 0

0 0 0 1

]
1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 1 1




1 0 1 0 0

0 1 1 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1




0 0 0

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 0



v = 0.

∂αn(Ŝ(τ◦))Ml
=− [1 0 0 0

0 0 0 1

]1 0

0 0

0 0

0 1

 I2 · · · I2 [1 0

0 0

]
I2 · · · I2

[
1 0 0 0 0

0 0 0 0 1

]
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1


1 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 1


v+

[1 0 0 0

0 0 0 1

]0 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 0

v 6= 0.

∂δ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (γαl+1

3 )v =[−1 1 0 0

0 0 0 −1

]
1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1




1 0 1 0 0

0 1 1 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1




0 0 0

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 0



v = 0.

∂δ(Ŝ(τ◦))Ml
= (γαl+1

3 )v =

[−1 1 0 0

0 0 0 −1

]
0 0 0

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 0


v = 0.

∂βm(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−βm−1...β1α

l+1
3 + α1α

l+1
1 + ραl+1

2 )v = (−βm−1...β1α
l+1
3 )v +

(α1α
l+1
1 )v + (ραl+1

2 )v =−


0

0

0

1

0

 I2 · · · I2 [1 0

0 0

]
I2 · · · I2 [0 0 1 0]


1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1




1 0 1 0 0

0 1 1 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1




0 0 0

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 0



v+




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1


1 0 0 0

0 1 0 0

0 1 1 0

0 0 0 1

1 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 1


v+





1 0 0 0 0

0 1 1 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 1



−1 0

0 −1

0 0

0 −1


v = 0.

∂βm(Ŝ(τ◦))Ml
= (−βm−1...β1α

l+1
3 + α1α

l+1
1 + ραl+1

2 )v = (−βm−1...β1α
l+1
3 )v +

(α1α
l+1
1 )v + (ραl+1

2 )v =−


0

0

0

1

0

 I2 · · · I2 [1 0

0 0

]
I2 · · · I2 [0 0 1 0]

0 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 0


v +




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1


1 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 1


v+
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1 0 0 0 0

0 1 1 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 1



−1 0

0 −1

0 0

0 −1


v 6= 0.

por lo tanto v ∈Wl+1 pero v /∈Wl.

Configuración (e) de la Figura 80.

∂αn(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αn−1...α1α

l+1
1 + αn−1α

l+1
3 )v =− [1 0 0 0 0]


I

0

0

0

0

 I · · · I [1 0 0 0]

1 0

0 1

0 1

0 0

([1 0 0

0 0 1

] [1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0 0

0 1 0

0 0 0

])v+

[1 0 0 0 0]




1 0 1 0 0

0 1 1 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1




0 0 0

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1



v = 0.

∂αn(Ŝ(τ◦))Ml
=

−

[1 0 0 0 0]


I

0

0

0

0

 I · · · I [1 0 00]

1 0

0 1

0 1

0 0

[1 0 0

0 0 0

]v+

[1 0 0 0 0]


0 0 0

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1


v 6= 0.

∂δ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (γαl+1

3 )v =

[−1 1 0 0 0]




1 0 1 0 0

0 1 1 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1




0 0 0

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1



v = 0.

∂δ(Ŝ(τ◦))Ml
= (γαl+1

3 )v =

[−1 1 0 0 0]


0 0 0

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1


v = 0.

∂βm(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−βm−1...β1α

l+1
3 + α1α

l+1
1 + ραl+1

2 )v = (−βm−1...β1α
l+1
3 )v +

(α1α
l+1
1 )v + (ραl+1

2 )v =

−


0 0

0 0

1 0

0 1

 I2 · · · I2 [1 0

0 0

]
I2 · · · I2

[
0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

]


1 0 1 0 0

0 1 1 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1




0 0 0

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1



v+

1 0

0 1

0 1

0 0

([1 0 0

0 0 1

] [1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0 0

0 1 0

0 0 0

])v+1 0

0 1

0 0

0 0

([1 0 0

0 1 0

] [1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
−1 0

0 −1

0 0

])v = 0.

∂βm(Ŝ(τ◦))Ml
= (−βm−1...β1α

l+1
3 + α1α

l+1
1 + ραl+1

2 )v = (−βm−1...β1α
l+1
3 )v +

(α1α
l+1
1 )v+(ραl+1

2 )v = −


0 0

0 0

1 0

0 1

 I2 · · · I2 [1 0

0 0

]
I2 · · · I2

[
0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

]
0 0 0

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1


v+

1 0

0 1

0 1

0 0

[1 0 0

0 0 0

]v +

1 0

0 1

0 0

0 0

[−1 0 0

0 −1 0

]v 6= 0.

por lo tanto v ∈Wl+1 pero v /∈Wl.

Configuración (f) de la Figura 80.
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∂αn(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αn−1...α1α

l+1
1 +αn−1α

l+1
3 )v = 0 = ∂αn(Ŝ(τ◦))Ml

pues (αn−1α
l+1
3 ) =

0 y eiste s ∈ {1, ..., n− 1} tal que (αs...α1) = 0.

Claramente tenemos ∂δ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (γαl+1

3 )v = 0 = ∂δ(Ŝ(τ◦))Ml
.

∂βm(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−βm−1...β1α

l+1
3 + α1α

l+1
1 + ραl+1

2 )v = (−βm−1...β1α
l+1
3 )v +

(α1α
l+1
1 )v + (ραl+1

2 )v = −

([
0 0

1 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
0 0 1

0 1 0

] [0 0

1 0

0 1

])
v+([

1

1

0

](
[0 1]

[
1 0

1 1

] [
1 0

0 0

]))
v +

([
1

0

0

](
[0 1]

[
1 0

1 1

] [
−1 0

0 0

]))
v = 0.

∂βm(Ŝ(τ◦))Ml
= (−βm−1...β1α

l+1
3 + α1α

l+1
1 + ραl+1

2 )v = (−βm−1...β1α
l+1
3 )v +

(α1α
l+1
1 )v + (ραl+1

2 )v = −

([
0 0

1 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
0 0 1

0 1 0

] [0 0

1 0

0 1

])
v+([

1

1

0

]
[0 0]

)
v +

([
1

0

0

]
[0 0]

)
v 6= 0.

por lo tanto v ∈Wl+1 pero v /∈Wl.

Configuración (g) de la Figura 80.

∂αn(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αn−1...α1α

l+1
1 + αn−1α

l+1
3 )v =

−

[1 0 0

0 1 0

] [1 0

0 1

0 0

]
I2 · · · I2

[
1 0 0

0 1 0

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 1 1

1 0

0 1

0 1

0 0

[0 1

0 0

]v+

[1 0 0

0 1 0

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0 1

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 1

0 0

0 0

0 0

0 1

 v = 0.

∂αn(Ŝ(τ◦))Ml
= (−αn−1...α1α

l+1
1 + αn−1α

l+1
3 )v =

−

[1 0 0

0 1 0

] [1 0

0 1

0 0

]
I2 · · · I2

[
1 0 0

0 1 0

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 1 1

1 0

0 1

0 1

0 0

[0 1

0 0

]v+

([
1 0 0

0 1 0

] [0 0

0 0

0 0

])
v 6= 0.

∂δ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (γαl+1

3 )v =

[−1 0 1

0 −1 0

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0 1

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 1

0 0

0 0

0 0

0 1

v = 0.

∂δ(Ŝ(τ◦))Ml
= (γαl+1

3 )v =

([
1 0 0

0 1 0

] [0 0

0 0

0 0

])
v = 0.

∂βm(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−βm−1...β1α

l+1
3 + α1α

l+1
1 + ραl+1

2 )v = (−βm−1...β1α
l+1
3 )v +

(α1α
l+1
1 )v + (ραl+1

2 )v =

0 +

[1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 1 1

1 0

0 1

0 1

0 0

[0 1

0 0

]v+([
1 0

0 1

0 0

] [
0 −1

0 0

])
v = 0 = ∂βm(Ŝ(τ◦))Ml

.

Por lo tanto v ∈Wl+1 pero v /∈Wl.

Ahora verifiquemos la segunda afirmación del Lema 5.5. Supongamos primero que la cur-

va i′ no se auto-intersecta localmente. Analizamos cada una de las once configuraciones

de la Figura 79.
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Configuración (a) de la Figura 79.

∂βm(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−βm−1 · · ·β1α

l+1
3 +α1α

l+1
1 + ραl+1

2 )v = (−βm−1 · · ·β1α
l+1
3 )v+

(α1α
l+1
1 )v + (ραl+1

2 )v =

−

([
0

0

1

]
I · · · I

)
v +

([
1 0

0 1

0 1

]([
1 0

1 1

] [
1

0

]))
v +

([
1 0

0 1

0 0

] [
−1

0

])
v =

[
0

1

0

]
.

∂βm(Ŝ(τ◦))Ml
= (−βm−1 · · ·β1α

l+1
3 + α1α

l+1
1 + ραl+1

2 )v = (−βm−1 · · ·β1α
l+1
3 )v +

(α1α
l+1
1 )v + (ραl+1

2 )v

(
−

[
0

0

1

]
I · · · I

)
v +

([
1 0

0 1

0 1

] [
1

0

])
v +

([
1 0

0 1

0 0

] [
−1

0

])
v =

[
0

1

0

]
.

Claramente se cumple que ∂γ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αl+1

3 δ)v′ = 0 = ∂γ(Ŝ(τ◦))Ml
ya que

(δ)v′ no es punto inicial de ninguna desviación.

∂ρ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αl+1

2 βm)v = 0 = ∂ρ(Ŝ(τ◦))Ml
pues (βm) actúa como cero en

ambas representaciones.

∂α1
(Ŝ(τ◦))Ml+1

= (−αl+1
1 αn · · ·α2+αl+1

1 βm)v′ = (−αl+1
1 αn · · ·α2)v′+(αl+1

1 βm)v′ =

0 = ∂α1
(Ŝ(τ◦))Ml

ya que (βm) actúa como cero en ambas representaciones y

(αn · · ·α2)v′ no es punto inicial de ninguna desviación.

∂αn−1
(Ŝ(τ◦))Ml+1

= (αn−2 · · ·α1α
l+1
1 αn + αl+1

3 αn)v′ = (αn−2 · · ·α1α
l+1
1 αn)v′ +

(αl+1
3 αn)v′ = 0 = ∂αn−1(Ŝ(τ◦))Ml

pues (αn)v′ no es punto inicial de ninguna des-

viación.

Para r ∈ {2, ..., n − 2} consideramos los casos cuando algún extremos de αr es la-

do de un triángulo doblado ó ningún extremo de αr lo es. Además ∂αr (Ŝ(τ◦)) =

(−αr−1 · · ·α1α
l+1
1 αn · · ·αr+1 +N) donde (N) es un sumando de Ŝ(τ◦) que involucra a

la flecha αr.

1) Ningún extremo de αr es lado de ningún triángulo doblado.

En esta situación tenemos que ambos extremos de αr son lados de un triángulo de

tipo 1 ó ambos extremos de αr son lado de un triángulo de tipo 2.

Consideramos primero que los extremos de αr son los lados de un triángulo de tipo

1. Para esto tenemos las tres configuraciones de la Figura 81.

En las tres configuraciones de la Figura 81 tenemos que (N) = (ηu). Analizamos

cada una de las tres configuraciones.
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∆1 ∆2
j

(a)

∆1 ∆2
j

g1 g2

g3

g4

e1

e2
e3

f1

f2

f3

a1 a2

b1

b2

c d

p
q

h z

s t

r1 r2

(b)

∆1 ∆2
j

g1 g2

g3

g4

e1

e2
e3

f1

f2

f3

a1 a2

b1

b2

c d

p
q

h z

s t

r1 r2

(c)

Figura 81: Los extremos de αr son lados de un triángulo 1.

Configuración (a) de la Figura 81.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1+N) = (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1)+
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(ηu) = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
ya que no hay desviaciones d∆ con punto inicial en s(u)

y punto final t(u). Ademas existe s ∈ {r + 1, ..., n} tal que (αs · · ·αr+1)v′ = 0.

Configuración (b) de la Figura 81.

Supongamos primero que s(u) = jp para p ∈ {1, ..., l}.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1+N)v = (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1)v+

(ηu)v =

−I · · · I [1 0 0 0]

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

v+(
[0 1]

([
1 0

1 1

] [
1

0

]))
v = −1 + 1 = 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1+N)v = (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1)v+

(ηu)v = −

I · · · I [1 0 0 0]

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I

v+(
[0 1]

([
1 0

1 1

] [
1

0

]))
v = −1 + 1 = 0.

Por otro lado si s(u) = jp para p ∈ {l + 2, ..., r} entonces:

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1+N)v = (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1)v+

(ηu)v = −

I · · · I [1 0 0 0]

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

v+(
[0 1]

[
1

0

])
v = −1

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1+N)v = (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1)v+

(ηu)v =

−I · · · I [1 0 0 0]

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · ·

v+(
[0 1]

[
1

0

])
v = −1.

Por lo tanto Ker(ξMl
) ⊆ Ker(ξMl+1

)

Configuración (c) de la Figura 81.

Supongamos primero que s(u) = jp para p ∈ {1, ..., l}.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1+N)v = (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1)v+

(ηu)v = −

I · · · I [1 0 0 0]

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

v+(
I
(

[0 1]
[
1 0

1 1

] [
1

0

]))
v = −1 + 1 = 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1+N)v = (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1)v+

(ηu)v = −

I · · · I [1 0 0 0]

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I

v +
(
I
(

[0 1]
[
1 0

1 1

] [
1

0

]))
v =

−1 + 1 = 0.

Por otro lado si s(u) = jp para p ∈ {l + 2, ..., r} entonces:

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1+N)v = (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1)v+

(ηu)v = −

I · · · I [1 0 0 0]

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

v + (1 · 0)v = −1

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1+N)v = (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1)v+

160



(ηu)v = −

I · · · I [1 0 0 0]

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I

v + (1 · 0)v = −1.

Por lo tanto Ker(ξMl
) ⊆ Ker(ξMl+1

).

Por otro lado consideramos que los extremos de αr son los lados de un triángulo de

tipo 2. Para esto tenemos las cinco configuraciones de la Figura 82.

∆1 ∆2
j

(a)

∆1 ∆2
j

g1 g2

g3

g4

e1

e2
e3

f1

f2

f3

a1 a2

b1

b2

c d

p
q

h z

s

t3

t2

t1

r1

r2

y1

y2

(b)
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∆1 ∆2j

g1 g2

g3

g4

e1

e2
e3

f1
f2

f3
a1 a2

b1

b2

c d

p
q

h z
s

t2

t1

r1

r2

y1

y2

(c)

∆1 ∆2j

g1 g2

g3

g4

e1

e2
e3

f1

f2

f3
a1 a2

b1

b2

c d

p
q

h z
s1

s2

s3

t

r1

r2
y1

y2

(d)

∆1 ∆2j

g1 g2

g3

g4

e1

e2
e3

f1

f2

f3
a1 a2

b1

b2

c d

p
q

h z
s1

s2

t

r1

r2

y1

y2

(e)

Figura 82: Los extremos de αr son lados de tipo 2.
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En las cinco configuraciones de la Figura 82 tenemos que (N) = (η1u1 + η2u2).

Analizamos cada una de las cinco configuraciones.

Configuración (a) de la Figura 82.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1+N) = (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1)+

(η1u1 + η2u2) = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
ya que no hay desviaciones d∆ con punto inicial

en s(u1) y punto final en t(u1) ó t(u2). Ademas existe s ∈ {r + 1, ..., n} tal que

(αs · · ·αr+1)v′ = 0.

Configuración (b) de la Figura 82.

Supongamos que el arco s(u2) = jp con p en el conjunto {1, ..., l}.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1+N)v = (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1)v+

(η1u1 + η2u2)v =

−

[1

0

0

]
I · · · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

v+(([
1 0 0

0 0 1

0 1 1

][
0 0

0 1

1 0

])[
−1

0

]
+

[
0 1

0 1

1 0

]([
1 0

1 1

] [
1

0

]))
v = 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1+N)v = (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1)v+

(η1u1+η2u2)v = −

[1

0

0

]
I · · · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I

v+(([
1 0 0

0 0 1

0 1 1

][
0 0

0 1

1 0

]
)
[
−1

0

]
+

[
0 1

0 1

1 0

]
(
[
1 0

1 1

] [
1

0

]))
v = 0.

Supongamos que el arco s(u2) = jp con p en el conjunto {l + 2, ..., r}.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1+N)v = (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1)v+

(η1u1 + η2u2)v =

−

[1

0

0

]
I · · · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

v+(([
1 0 0

0 0 1

0 1 1

][
0 0

0 1

1 0

])[
−1

0

]
+

[
0 1

0 1

1 0

] [
1

0

])
v =

[
−1

−1

0

]
.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1+N)v = (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1)v+

(η1u1+η2u2)v = −

[1

0

0

]
I · · · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I

v+(([
1 0 0

0 0 1

0 1 1

][
0 0

0 1

1 0

])[
−1

0

]
+

[
0 1

0 1

1 0

] [
1

0

])
v =

[
−1

−1

0

]
.
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Configuración (c) de la Figura 82.

Supongamos que el arco s(u2) = jp con p en el conjunto {1, ..., l}.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1+N)v = (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1)v+

(η1u1 + η2u2)v =

−

[1
0

]
I · · · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

v+([
0

1

] (
[0 1]

[
1 0

1 1

] [
−1

0

])
v +

[
1

1

] (
[0 1]

[
1 0

1 1

] [
1

0

]))
v = 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1+N)v = (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1)v+

(η1u1+η2u2)v = −

[1
0

]
I · · · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I

v+([
0

1

] (
[0 1]

[
1 0

1 1

] [
−1

0

])
v +

[
1

1

] (
[0 1]

[
1 0

1 1

] [
1

0

]))
v = 0.

Supongamos el arcos s(u2) = jp con p en el conjunto {l + 2, ..., r}.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1+N)v = (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1)v+

(η1u1+η2u2)v = −

[1
0

]
I · · · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

v+([
0

1

]
· 0 +

[
1

1

]
· 0
)
v =

[
−1

0

]
.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1+N)v = (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1)v+

(η1u1+η2u2)v = −

[1
0

]
I · · · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I

v+([
0

1

]
· 0 +

[
1

1

]
· 0
)
v =

[
−1

0

]
.

Configuración (d) de la Figura 82.

Supongamos el arcos s(u1) = jp con p en el conjunto {1, .., l}.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1+N)v = (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1)v+

(η1u1 + η2u2)v =

−

I · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · I [1 0 0]

v+(
[0 1]

([
1 0

1 1

] [
1 0 0

0 0 0

]
+
[
0 −1 0

0 0 −1

])
+ [0 1]

[
0 1 0

0 0 1

])
v = 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1+N)v = (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1)v+

(η1u1 + η2u2)v =

−

I · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · I [1 0 0]

v+
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(
[0 1]

([
1 0

1 1

] [
1 0 0

0 0 0

]
+
[
0 −1 0

0 0 −1

])
+ [0 1]

[
0 1 0

0 0 1

])
v = 0.

Supongamos el arcos s(u1) = jp con p en el conjunto {l + 2, ..., r}.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1+N)v = (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1)v+

(η1u1 + η2u2)v =

−

I · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · I [1 0 0]

v+(
[0 1]

[
1 −1 0

0 0 −1

]
+ [0 1]

[
0 1 0

0 0 1

])
v = − [1 0 0] .

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1+N)v = (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1)v+

(η1u1 + η2u2)v =

−

I · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · I [1 0 0]

v+(
[0 1]

[
1 −1 0

0 0 −1

]
+ [0 1]

[
0 1 0

0 0 1

])
v = − [1 0 0] .

Configuración (e) de la Figura 82.

Supongamos el arcos s(u1) = jp con p en el conjunto {1, .., l}.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1+N)v = (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1)v+

(η1u1 + η2u2)v =

−

I · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · I [1 0 0]

v+(
1 ·
(

[0 1]
([

1 0

1 1

] [
1 0 0

0 0 0

]
+
[
0 −1 0

0 0 −1

]))
+ 1 · [0 1]

)
v = 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1+N)v = (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1)v+

(η1u1 + η2u2)v =

−

I · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · I [1 0 0]

v+(
1 · ([0 1]

([
1 0

1 1

] [
1 0 0

0 0 0

]
+
[
0 −1 0

0 0 −1

]))
v + 1 · [0 1] v = 0.

Supongamos el arcos s(u1) = jp con p en el conjunto {l + 2, ..., r}.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1+N)v = (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1)v+

(η1u1 + η2u2)v =

−

I · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · I [1 0]

v+

(1 · [0 −1] + 1 · [0 1])v = − [1 0] .
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∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1+N)v = (−αr−1 · · ·α1α

l+1
1 αn · · ·αr+1)v+

(η1u1 + η2u2)v =

−

I · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · I [1 0]

v+

(1 · [0 −1] + 1 · [0 1])v = − [1 0] .

2) Algún extremos de αr es lado de un triángulo doblado.

En este caso αr ∈ {u1, u2, u3, η2} en a) ó b) de la Figura 83.

∆1 ∆2jl+1

δ

u1η1

u2η2

(a)

∆1 ∆2jl+1

u1

u2

u3
ε2ε1

δ2δ3δ1

(b)

Figura 83: Algún extremo (ó ambos) de αr es lado de un triángulo doblado.

Consideramos el caso cuando un extremo de αr es el lado de un triángulo de tipo 2

y el otro extremo es el lado doblado de un triángulo doblado, es decir la curva i′ se

ve como una configuración de la Figura 84.
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Figura 84: Un extremo de αr es lado de un triángulo de tipo 2 y el otro extremo es lado de un
triángulo doblado.

Configuración (a) de la Figura 84.

Claramente se cumple que ∂γ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αl+1

3 δ)v′ = 0 = ∂γ(Ŝ(τ◦))Ml
ya que

(δ)v′ no es punto inicial de ninguna desviación d∆1 .

∂ρ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αl+1

2 βm)v = 0 = ∂ρ(Ŝ(τ◦))Ml
pues (βm) actúa como cero en

ambas representaciones.

∂α1
(Ŝ(τ◦))Ml+1

= (−αl+1
1 αn · · ·α2+αl+1

1 βm)v′ = (−αl+1
1 αn · · ·α2)v′+(αl+1

1 βm)v′ =

0 = ∂α1
(Ŝ(τ◦))Ml

ya que (βm) actúa como cero en ambas representaciones y existe

s ∈ {2, ..., n} tal que (αs · · ·α2)v′ = 0.

∂αn−1
(Ŝ(τ◦))Ml+1

= (αn−2 · · ·α1α
l+1
1 αn + αl+1

3 αn)v′ = (αn−2 · · ·α1α
l+1
1 αn)v′ +

(αl+1
3 αn)v′ = 0 = ∂αn−1(Ŝ(τ◦))Ml

pues (αn)v′ no es punto inicial de ninguna des-

viación d∆1 o d∆2 .

Para r ∈ {2, ..., n− 2} consideramos los casos cuando αr = u2 o αr = η2.

Cuando αr = u2 se tiene que N = δη2.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v +

(δη2)v = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
ya que (αn · · ·αr+1)v′ = 0 y (η2)v′ no es punto inicial

de ninguna desviación d∆
′

en ambas las representaciones Ml+1 y Ml.
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Cuando αr = η2 se tiene que N = u2δ.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v +

(u2δ)v = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
ya que (αn · · ·αr+1)v′ = 0 y (δ)v′ no es punto inicial de

ninguna desviación d∆
′

en ambas las representaciones Ml+1 y Ml.

Configuración (b) de la Figura 84.

Claramente se cumple que ∂γ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αl+1

3 δ)v′ = 0 = ∂γ(Ŝ(τ◦))Ml
ya que

(δ)v′ no es punto inicial de ninguna desviación d∆1 .

∂ρ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αl+1

2 βm)v = 0 = ∂ρ(Ŝ(τ◦))Ml
pues (βm) actúa como cero en

ambas representaciones.

∂α1(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αl+1

1 αn · · ·α2+αl+1
1 βm)v′ = (−αl+1

1 αn · · ·α2)v′+(αl+1
1 βm)v′ =

0 = ∂α1
(Ŝ(τ◦))Ml

ya que (βm) actúa como cero en ambas representaciones y existe

s ∈ {2, ..., n} tal que (αs · · ·α2)v′ = 0.

∂αn−1(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αn−2 · · ·α1α

l+1
1 αn + αl+1

3 αn)v′ = (αn−2 · · ·α1α
l+1
1 αn)v′ +

(αl+1
3 αn)v′ = 0 = ∂αn−1

(Ŝ(τ◦))Ml
pues (αn)v′ no es punto inicial de ninguna des-

viación d∆1 o d∆2 .

Para r ∈ {2, ..., n− 2} consideramos los casos cuando αr = u2 o αr = η2.

Cuando αr = u2 se tiene que N = δη2.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v +

(δη2)v = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
ya que (αn · · ·αr+1)v′ = 0 y (η2)v′ no es punto inicial

de ninguna desviación d∆
′

en ambas las representaciones Ml+1 y Ml.

Cuando αr = η2 se tiene que N = u2δ.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v +

(u2δ)v = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
ya que (αn · · ·αr+1)v′ = 0 y (δ)v′ no es punto inicial de

ninguna desviación d∆
′

en ambas las representaciones Ml+1 y Ml.

Configuración (c) de la Figura 84.

Claramente se cumple que ∂γ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αl+1

3 δ)v′ = 0 = ∂γ(Ŝ(τ◦))Ml
ya que

(δ)v′ no es punto inicial de ninguna desviación d∆1 .

∂ρ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αl+1

2 βm)v = 0 = ∂ρ(Ŝ(τ◦))Ml
pues (βm) actúa como cero en

ambas representaciones.

∂α1
(Ŝ(τ◦))Ml+1

= (−αl+1
1 αn · · ·α2+αl+1

1 βm)v′ = (−αl+1
1 αn · · ·α2)v′+(αl+1

1 βm)v′ =

0 = ∂α1
(Ŝ(τ◦))Ml

ya que (βm) actúa como cero en ambas representaciones y existe

s ∈ {2, ..., n} tal que (αs · · ·α2)v′ = 0.

∂αn−1
(Ŝ(τ◦))Ml+1

= (αn−2 · · ·α1α
l+1
1 αn + αl+1

3 αn)v′ = (αn−2 · · ·α1α
l+1
1 αn)v′ +

(αl+1
3 αn)v′ = 0 = ∂αn−1(Ŝ(τ◦))Ml

pues (αn)v′ no es punto inicial de ninguna des-

viación d∆1 o d∆2 .
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Para r ∈ {2, ..., n− 2} consideramos los casos cuando αr = u2 o αr = η2.

Cuando αr = u2 se tiene que N = δη2.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v +

(δη2)v = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
ya que (αn · · ·αr+1)v′ = 0 y (η2)v′ no es punto inicial

de ninguna desviación d∆
′

en ambas las representaciones Ml+1 y Ml.

Cuando αr = η2 se tiene que N = u2δ.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v +

(u2δ)v = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
ya que (αn · · ·αr+1)v′ = 0 y (δ)v′ no es punto inicial de

ninguna desviación d∆
′

en ambas las representaciones Ml+1 y Ml.

Configuración (d) de la Figura 84.

Claramente se cumple que ∂γ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αl+1

3 δ)v′ = 0 = ∂γ(Ŝ(τ◦))Ml
ya que

(δ)v′ no es punto inicial de ninguna desviación d∆1 .

∂ρ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αl+1

2 βm)v = 0 = ∂ρ(Ŝ(τ◦))Ml
pues (βm) actúa como cero en

ambas representaciones.

∂α1
(Ŝ(τ◦))Ml+1

= (−αl+1
1 αn · · ·α2+αl+1

1 βm)v′ = (−αl+1
1 αn · · ·α2)v′+(αl+1

1 βm)v′ =

0 = ∂α1
(Ŝ(τ◦))Ml

ya que (βm) actúa como cero en ambas representaciones y existe

s ∈ {2, ..., n} tal que (αs · · ·α2)v′ = 0.

∂αn−1
(Ŝ(τ◦))Ml+1

= (αn−2 · · ·α1α
l+1
1 αn + αl+1

3 αn)v′ = (αn−2 · · ·α1α
l+1
1 αn)v′ +

(αl+1
3 αn)v′ = 0 = ∂αn−1(Ŝ(τ◦))Ml

pues (αn)v′ no es punto inicial de ninguna des-

viación d∆1 o d∆2 .

Para r ∈ {2, ..., n− 2} consideramos los casos cuando αr = u2 o αr = η2.

Cuando αr = u2 se tiene que N = δη2.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v +

(δη2)v = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
ya que (αn · · ·αr+1)v′ = 0 y (η2)v′ no es punto inicial

de ninguna desviación d∆
′

en ambas las representaciones Ml+1 y Ml.

Cuando αr = η2 se tiene que N = u2δ.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v +

(u2δ)v = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
ya que (αn · · ·αr+1)v′ = 0 y (δ)v′ no es punto inicial de

ninguna desviación d∆
′

en ambas las representaciones Ml+1 y Ml.

Configuración (e) de la Figura 84.

Claramente se cumple que ∂γ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αl+1

3 δ)v′ = 0 = ∂γ(Ŝ(τ◦))Ml
ya que

(δ)v′ no es punto inicial de ninguna desviación d∆1 .

∂ρ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αl+1

2 βm)v = 0 = ∂ρ(Ŝ(τ◦))Ml
pues (βm) actúa como cero en

ambas representaciones.
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∂α1
(Ŝ(τ◦))Ml+1

= (−αl+1
1 αn · · ·α2+αl+1

1 βm)v′ = (−αl+1
1 αn · · ·α2)v′+(αl+1

1 βm)v′ =

0 = ∂α1
(Ŝ(τ◦))Ml

ya que (βm) actúa como cero en ambas representaciones y existe

s ∈ {2, ..., n} tal que (αs · · ·α2)v′ = 0.

∂αn−1
(Ŝ(τ◦))Ml+1

= (αn−2 · · ·α1α
l+1
1 αn + αl+1

3 αn)v′ = (αn−2 · · ·α1α
l+1
1 αn)v′ +

(αl+1
3 αn)v′ = 0 = ∂αn−1(Ŝ(τ◦))Ml

pues (αn)v′ no es punto inicial de ninguna des-

viación d∆1 o d∆2 .

Para r ∈ {2, ..., n− 2} consideramos los casos cuando αr = u2 o αr = η2.

Cuando αr = u2 se tiene que N = δη2.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v +

(δη2)v = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
ya que (αn · · ·αr+1)v′ = 0 y (η2)v′ = 0 en ambas las

representaciones Ml+1 y Ml.

Cuando αr = η2 se tiene que N = u2δ.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v +

(u2δ)v = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
ya que (αn · · ·αr+1)v′ = 0 y (δ)v′ no es punto inicial de

ninguna desviación d∆
′

en ambas las representaciones Ml+1 y Ml.

Configuración (f) de la Figura 84.

Claramente se cumple que ∂γ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αl+1

3 δ)v′ = 0 = ∂γ(Ŝ(τ◦))Ml
ya que

(δ)v′ no es punto inicial de ninguna desviación d∆1 .

∂ρ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αl+1

2 βm)v = 0 = ∂ρ(Ŝ(τ◦))Ml
pues (βm) actúa como cero en

ambas representaciones.

∂α1(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αl+1

1 αn · · ·α2+αl+1
1 βm)v′ = (−αl+1

1 αn · · ·α2)v′+(αl+1
1 βm)v′ =

0 = ∂α1
(Ŝ(τ◦))Ml

ya que (βm) actúa como cero en ambas representaciones y existe

s ∈ {2, ..., n} tal que (αs · · ·α2)v′ = 0.

∂αn−1
(Ŝ(τ◦))Ml+1

= (αn−2 · · ·α1α
l+1
1 αn + αl+1

3 αn)v′ = (αn−2 · · ·α1α
l+1
1 αn)v′ +

(αl+1
3 αn)v′ = 0 = ∂αn−1

(Ŝ(τ◦))Ml
pues (αn)v′ no es punto inicial de ninguna des-

viación d∆1 o d∆2 .

Para r ∈ {2, ..., n− 2} consideramos los casos cuando αr = u2 o αr = η2.

Cuando αr = u2 se tiene que N = δη2.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v +

(δη2)v = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
ya que (αn · · ·αr+1)v′ = 0 y (η2)v′ = 0 en ambas las

representaciones Ml+1 y Ml.

Cuando αr = η2 se tiene que N = u2δ.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v +

(u2δ)v = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
ya que (αn · · ·αr+1)v′ = 0 y (δ)v′ no es punto inicial de

ninguna desviación d∆
′

en ambas las representaciones Ml+1 y Ml.
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Configuración (g) de la Figura 84.

Claramente se cumple que ∂γ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αl+1

3 δ)v′ = 0 = ∂γ(Ŝ(τ◦))Ml
ya que

(δ)v′ no es punto inicial de ninguna desviación d∆1 .

∂ρ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αl+1

2 βm)v = 0 = ∂ρ(Ŝ(τ◦))Ml
pues (βm) actúa como cero en

ambas representaciones.

∂α1
(Ŝ(τ◦))Ml+1

= (−αl+1
1 αn · · ·α2+αl+1

1 βm)v′ = (−αl+1
1 αn · · ·α2)v′+(αl+1

1 βm)v′ =

0 = ∂α1
(Ŝ(τ◦))Ml

ya que (βm) actúa como cero en ambas representaciones y existe

s ∈ {2, ..., n} tal que (αs · · ·α2)v′ = 0.

∂αn−1
(Ŝ(τ◦))Ml+1

= (αn−2 · · ·α1α
l+1
1 αn + αl+1

3 αn)v′ = (αn−2 · · ·α1α
l+1
1 αn)v′ +

(αl+1
3 αn)v′ = 0 = ∂αn−1

(Ŝ(τ◦))Ml
pues (αn)v′ no es punto inicial de ninguna des-

viación d∆1 o d∆2 .

Para r ∈ {2, ..., n− 2} consideramos los casos cuando αr = u2 o αr = η2.

Cuando αr = u2 se tiene que N = δη2.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v +

(δη2)v = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
ya que (αn · · ·αr+1)v′ = 0 y (η2)v′ = 0 en ambas las

representaciones Ml+1 y Ml.

Cuando αr = η2 se tiene que N = u2δ.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v +

(u2δ)v = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
ya que (αn · · ·αr+1)v′ = 0 y (δ)v′ no es punto inicial de

ninguna desviación d∆
′

en ambas las representaciones Ml+1 y Ml.

Configuración (h) de la Figura 84.

Claramente se cumple que ∂γ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αl+1

3 δ)v′ = 0 = ∂γ(Ŝ(τ◦))Ml
ya que

(δ)v′ no es punto inicial de ninguna desviación d∆1 .

∂ρ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αl+1

2 βm)v = 0 = ∂ρ(Ŝ(τ◦))Ml
pues (βm) actúa como cero en

ambas representaciones.

∂α1(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αl+1

1 αn · · ·α2+αl+1
1 βm)v′ = (−αl+1

1 αn · · ·α2)v′+(αl+1
1 βm)v′ =

0 = ∂α1(Ŝ(τ◦))Ml
ya que (βm) y (η2) actúan como cero en ambas representaciones.

∂αn−1
(Ŝ(τ◦))Ml+1

= (αn−2 · · ·α1α
l+1
1 αn + αl+1

3 αn)v′ = (αn−2 · · ·α1α
l+1
1 αn)v′ +

(αl+1
3 αn)v′ = 0 = ∂αn−1(Ŝ(τ◦))Ml

pues (αn)v′ no es punto inicial de ninguna des-

viación d∆1 y (η2) actúa como cero en ambas representaciones.

Para r ∈ {2, ..., n− 2} consideramos los casos cuando αr = u2 o αr = η2.

Cuando αr = u2 se tiene que N = δη2.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v +

(δη2)v = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
ya que (η2) actúa como cero en ambas representaciones.
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Cuando αr = η2 se tiene que N = u2δ.

Supongamos que s(δ) = jp para p ∈ {1, ..., l}.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ = − [1 0 0]

[
1

0

0

]
I · · · I [1 0 0 0]

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

+ [1 0 0]

([
1 0 1

0 1 1

0 0 1

][
0

0

1

])
= −1 + 1 = 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ = − [1 0 0]

[
1

0

0

]
I · · · I [1 0 0 0]

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I

+ [1 0 0]

([
1 0 1

0 1 1

0 0 1

][
0

0

1

])
= −1 + 1 = 0.

Supongamos que s(δ) = jp para p ∈ {l + 2, ..., r}.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ = − [1 0 0]

[
1

0

0

]
I · · · I [1 0 0 0]

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

+ [1 0 0]

[
0

0

1

]
= −1 + 0 = −1.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ = − [1 0 0]

[
1

0

0

]
I · · · I [1 0 0 0]

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I

+ [1 0 0]

[
0

0

1

]
= −1 + 0 = −1.

Configuración (i) de la Figura 84.

Claramente se cumple que ∂γ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αl+1

3 δ)v′ = 0 = ∂γ(Ŝ(τ◦))Ml
ya que

(δ)v′ no es punto inicial de ninguna desviación d∆1 .

∂ρ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αl+1

2 βm)v = 0 = ∂ρ(Ŝ(τ◦))Ml
pues (βm) actúa como cero en

ambas representaciones.

∂α1
(Ŝ(τ◦))Ml+1

= (−αl+1
1 αn · · ·α2+αl+1

1 βm)v′ = (−αl+1
1 αn · · ·α2)v′+(αl+1

1 βm)v′ =

0 = ∂α1(Ŝ(τ◦))Ml
ya que (βm) y (η2) actúan como cero en ambas representaciones.

∂αn−1
(Ŝ(τ◦))Ml+1

= (αn−2 · · ·α1α
l+1
1 αn + αl+1

3 αn)v′ = (αn−2 · · ·α1α
l+1
1 αn)v′ +

(αl+1
3 αn)v′ = 0 = ∂αn−1(Ŝ(τ◦))Ml

pues (αn)v′ no es punto inicial de ninguna des-

viación d∆1 y (η2) actúa como cero en ambas representaciones.

Para r ∈ {2, ..., n− 2} consideramos los casos cuando αr = u2 o αr = η2.

Cuando αr = u2 se tiene que N = δη2.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v +

(δη2)v = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
ya que (η2) actúa como cero en ambas representaciones.

Cuando αr = η2 se tiene que N = u2δ.
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Supongamos que s(δ) = jp para p ∈ {1, ..., l}.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ =

− [1 0 0 0]

1 0

0 0

0 0

0 1

 I2 · · · I2 [1 0 0 0

0 1 0 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

+ [1 0 0 0]

1 0 1 0

0 1 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0

0

1

0

 = −1 + 1 = 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ = − [1 0 0 0]

1 0

0 0

0 0

0 1

 I2 · · · I2 [1 0 0 0

0 1 0 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I

+ [1 0 0 0]

1 0 1 0

0 1 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0

0

1

0

 = −1 + 1 = 0.

Supongamos que s(δ) = jp para p ∈ {l + 2, ..., r}.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ =

− [1 0 0 0]

1 0

0 0

0 0

0 1

 I2 · · · I2 [1 0 0 0

0 1 0 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

+ [1 0 0 0]

0

0

1

0

 = −1 + 0 = −1.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ = − [1 0 0 0]

1 0

0 0

0 0

0 1

 I2 · · · I2 [1 0 0 0

0 1 0 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I

+ [1 0 0 0]

0

0

1

0

 = −1 + 0 = −1.

Configuración (j) de la Figura 84.

Claramente se cumple que ∂γ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αl+1

3 δ)v′ = 0 = ∂γ(Ŝ(τ◦))Ml
ya que

(δ)v′ no es punto inicial de ninguna desviación d∆1 .

∂ρ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αl+1

2 βm)v = 0 = ∂ρ(Ŝ(τ◦))Ml
pues (βm) actúa como cero en

ambas representaciones.

∂α1
(Ŝ(τ◦))Ml+1

= (−αl+1
1 αn · · ·α2+αl+1

1 βm)v′ = (−αl+1
1 αn · · ·α2)v′+(αl+1

1 βm)v′ =

0 = ∂α1(Ŝ(τ◦))Ml
ya que (βm) y (η2) actúan como cero en ambas representaciones.

∂αn−1
(Ŝ(τ◦))Ml+1

= (αn−2 · · ·α1α
l+1
1 αn + αl+1

3 αn)v′ = (αn−2 · · ·α1α
l+1
1 αn)v′ +

(αl+1
3 αn)v′ = 0 = ∂αn−1(Ŝ(τ◦))Ml

pues (αn)v′ no es punto inicial de ninguna des-

viación d∆1 y (η2) actúa como cero en ambas representaciones.

Para r ∈ {2, ..., n− 2} consideramos los casos cuando αr = u2 o αr = η2.

Cuando αr = u2 se tiene que N = δη2.

178



∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v +

(δη2)v = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
ya que (η2) actúa como cero en ambas representaciones.

Cuando αr = η2 se tiene que N = u2δ.

Supongamos que s(δ) = jp para p ∈ {1, ..., l}.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ =

−
[
1 0 0 0

0 0 0 1

]1 0

0 0

0 0

0 1

 I2 · · · I2 [1 0 0 0

0 1 0 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

+
[
1 0 0 0

0 0 0 1

]1 0 1 0

0 1 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0

0

1

0

 = −
[
1

0

]
+
[
1

0

]
= 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ = −

[
1 0 0 0

0 0 0 1

]1 0

0 0

0 0

0 1

 I2 · · · I2 [1 0 0 0

0 1 0 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I

+
[
1 0 0 0

0 0 0 1

]1 0 1 0

0 1 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0

0

1

0

 = −
[
1

0

]
+
[
1

0

]
= 0.

Supongamos que s(δ) = jp para p ∈ {l + 2, ..., r}.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ =

−
[
1 0 0 0

0 0 0 1

]1 0

0 0

0 0

0 1

 I2 · · · I2 [1 0 0 0

0 1 0 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

+
[
1 0 0 0

0 0 0 1

]0

0

1

0

 = −
[
1

0

]
+
[
0

0

]
= −

[
1

0

]
.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ = −

[
1 0 0 0

0 0 0 1

]1 0

0 0

0 0

0 1

 I2 · · · I2 [1 0 0 0

0 1 0 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I

+
[
1 0 0 0

0 0 0 1

]0

0

1

0

 = −
[
1

0

]
+
[
0

0

]
= −

[
1

0

]
.

Configuración (k) de la Figura 84.

Claramente se cumple que ∂γ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αl+1

3 δ)v′ = 0 = ∂γ(Ŝ(τ◦))Ml
ya que

(δ)v′ no es punto inicial de ninguna desviación d∆1 .

∂ρ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αl+1

2 βm)v = 0 = ∂ρ(Ŝ(τ◦))Ml
pues (βm) actúa como cero en

ambas representaciones.

∂α1
(Ŝ(τ◦))Ml+1

= (−αl+1
1 αn · · ·α2+αl+1

1 βm)v′ = (−αl+1
1 αn · · ·α2)v′+(αl+1

1 βm)v′ =

0 = ∂α1(Ŝ(τ◦))Ml
ya que (βm) y (η2) actúan como cero en ambas representaciones.

∂αn−1
(Ŝ(τ◦))Ml+1

= (αn−2 · · ·α1α
l+1
1 αn + αl+1

3 αn)v′ = (αn−2 · · ·α1α
l+1
1 αn)v′ +

(αl+1
3 αn)v′ = 0 = ∂αn−1(Ŝ(τ◦))Ml

pues (αn)v′ no es punto inicial de ninguna des-

viación d∆1 y (η2) actúa como cero en ambas representaciones.
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Para r ∈ {2, ..., n− 2} consideramos los casos cuando αr = u2 o αr = η2.

Cuando αr = u2 se tiene que N = δη2.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v +

(δη2)v = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
ya que (η2) actúa como cero en ambas representaciones.

Cuando αr = η2 se tiene que N = u2δ.

Supongamos que s(δ) = jp para p ∈ {1, ..., l}.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ =

−
[
1 0 0 0 0

0 0 0 1 0

]
1 0

0 0

0 0

0 1

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0 0

0 1 0 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

+
[
1 0 0 0 0

0 0 0 1 0

]


1 0 1 0 0

0 1 1 0 0

0 0 1 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 1




0

0

1

0

0


 = −

[
1

0

]
+
[
1

0

]
= 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ = −

[
1 0 0 0 0

0 0 0 1 0

]
1 0

0 0

0 0

0 1

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0 0

0 1 0 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I

+
[
1 0 0 0 0

0 0 0 1 0

]


1 0 1 0 0

0 1 1 0 0

0 0 1 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 1




0

0

1

0

0


 = −

[
1

0

]
+
[
1

0

]
= 0.

Supongamos que s(δ) = jp para p ∈ {l + 2, ..., r}.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ =

−
[
1 0 0 0 0

0 0 0 1 0

]
1 0

0 0

0 0

0 1

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0 0

0 1 0 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

+
[
1 0 0 0 0

0 0 0 1 0

]
0

0

1

0

0

 = −
[
1

0

]
+
[
0

0

]
= −

[
1

0

]
.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ = −

[
1 0 0 0 0

0 0 0 1 0

]
1 0

0 0

0 0

0 1

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0 0

0 1 0 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I

+
[
1 0 0 0 0

0 0 0 1 0

]
0

0

1

0

0

 = −
[
1

0

]
+
[
0

0

]
= −

[
1

0

]
.

Configuración (l) de la Figura 84.

Claramente se cumple que ∂γ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αl+1

3 δ)v′ = 0 = ∂γ(Ŝ(τ◦))Ml
ya que

(δ)v′ no es punto inicial de ninguna desviación d∆1 .

∂ρ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αl+1

2 βm)v = 0 = ∂ρ(Ŝ(τ◦))Ml
pues (βm) actúa como cero en
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ambas representaciones.

∂α1(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αl+1

1 αn · · ·α2+αl+1
1 βm)v′ = (−αl+1

1 αn · · ·α2)v′+(αl+1
1 βm)v′ =

0 = ∂α1
(Ŝ(τ◦))Ml

ya que (βm) y (η2) actúan como cero en ambas representaciones.

∂αn−1(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αn−2 · · ·α1α

l+1
1 αn + αl+1

3 αn)v′ = (αn−2 · · ·α1α
l+1
1 αn)v′ +

(αl+1
3 αn)v′ = 0 = ∂αn−1

(Ŝ(τ◦))Ml
pues (αn)v′ no es punto inicial de ninguna des-

viación d∆1 y (η2) actúa como cero en ambas representaciones.

Para r ∈ {2, ..., n− 2} consideramos los casos cuando αr = u2 o αr = η2.

Cuando αr = u2 se tiene que N = δη2.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v +

(δη2)v = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
ya que (η2) actúa como cero en ambas representaciones.

Cuando αr = η2 se tiene que N = u2δ.

Supongamos que s(δ) = jp para p ∈ {1, ..., l}.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ =

−
[
1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

]
1 0 0

0 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 1

 I3 · · · I3
[

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

+
[
1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

]


1 0 1 0 0 0

0 1 1 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1




0

0

1

0

0

0


 = −

[
1

0

]
+
[
1

0

]
= 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ = −

[
1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

]
1 0 0

0 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 1

 I3 · · · I3
[

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I

+
[
1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

]


1 0 1 0 0 0

0 1 1 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1




0

0

1

0

0

0


 = −

[
1

0

]
+
[
1

0

]
= 0.

Supongamos que s(δ) = jp para p ∈ {l + 2, ..., r}.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ =

−
[
1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

]
1 0 0

0 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 1

 I3 · · · I3
[

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

+
[
1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

]
0

0

1

0

0

0

 = −
[
1

0

]
+
[
0

0

]
= −

[
1

0

]
.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +
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(u2δ)v
′ =

−
[
1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

]
1 0 0

0 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 1

 I3 · · · I3
[

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I

+
[
1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

]
0

0

1

0

0

0

 = −
[
1

0

]
+
[
0

0

]
= −

[
1

0

]
.

Configuración (m) de la Figura 84.

Claramente se cumple que ∂γ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αl+1

3 δ)v′ = 0 = ∂γ(Ŝ(τ◦))Ml
ya que

(δ)v′ no es punto inicial de ninguna desviación d∆1 .

∂ρ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αl+1

2 βm)v = 0 = ∂ρ(Ŝ(τ◦))Ml
pues (βm) actúa como cero en

ambas representaciones.

∂α1(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αl+1

1 αn · · ·α2+αl+1
1 βm)v′ = (−αl+1

1 αn · · ·α2)v′+(αl+1
1 βm)v′ =

0 = ∂α1
(Ŝ(τ◦))Ml

ya que (βm) y (η2) actúan como cero en ambas representaciones.

∂αn−1(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αn−2 · · ·α1α

l+1
1 αn + αl+1

3 αn)v′ = (αn−2 · · ·α1α
l+1
1 αn)v′ +

(αl+1
3 αn)v′ = 0 = ∂αn−1

(Ŝ(τ◦))Ml
pues (αn)v′ no es punto inicial de ninguna des-

viación d∆1 y (η2) actúa como cero en ambas representaciones.

Para r ∈ {2, ..., n− 2} consideramos los casos cuando αr = u2 o αr = η2.

Cuando αr = u2 se tiene que N = δη2.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v +

(δη2)v = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
ya que (η2) actúa como cero en ambas representaciones.

Cuando αr = η2 se tiene que N = u2δ.

Supongamos que s(δ) = jp para p ∈ {1, ..., l}.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ =

−

[
1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1

]
1 0 0

0 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 1

 I3 · · · I3
[

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

+

[
1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1

]


1 0 1 0 0 0

0 1 1 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1




0

0

1

0

0

0


 = −

[
1

0

]
+
[
1

0

]
= 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ =

−

[
1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1

]
1 0 0

0 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 1

 I3 · · · I3
[

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I
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+

[
1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1

]


1 0 1 0 0 0

0 1 1 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1




0

0

1

0

0

0


 = −

[
1

0

]
+
[
1

0

]
= 0.

Supongamos que s(δ) = jp para p ∈ {l + 2, ..., r}.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ =

−

[
1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1

]
1 0 0

0 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 1

 I3 · · · I3
[

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

+

[
1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1

]
0

0

1

0

0

0

 = −
[
1

0

]
+
[
0

0

]
= −

[
1

0

]
.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ =

−

[
1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1

]
1 0 0

0 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 1

 I3 · · · I3
[

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I

+

[
1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1

]
0

0

1

0

0

0

 = −
[
1

0

]
+
[
0

0

]
= −

[
1

0

]
.

Configuración (n) de la Figura 84.

Claramente se cumple que ∂γ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αl+1

3 δ)v′ = 0 = ∂γ(Ŝ(τ◦))Ml
ya que

(δ)v′ no es punto inicial de ninguna desviación d∆1 .

∂ρ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αl+1

2 βm)v = 0 = ∂ρ(Ŝ(τ◦))Ml
pues (βm) actúa como cero en

ambas representaciones.

∂α1
(Ŝ(τ◦))Ml+1

= (−αl+1
1 αn · · ·α2+αl+1

1 βm)v′ = (−αl+1
1 αn · · ·α2)v′+(αl+1

1 βm)v′ =

0 = ∂α1(Ŝ(τ◦))Ml
ya que (βm) y (η2) actúan como cero en ambas representaciones.

∂αn−1
(Ŝ(τ◦))Ml+1

= (αn−2 · · ·α1α
l+1
1 αn + αl+1

3 αn)v′ = (αn−2 · · ·α1α
l+1
1 αn)v′ +

(αl+1
3 αn)v′ = 0 = ∂αn−1(Ŝ(τ◦))Ml

pues (αn)v′ no es punto inicial de ninguna des-

viación d∆1 y (η2) actúa como cero en ambas representaciones.

Para r ∈ {2, ..., n− 2} consideramos los casos cuando αr = u2 o αr = η2.

Cuando αr = u2 se tiene que N = δη2.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v +

(δη2)v = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
ya que (η2) actúa como cero en ambas representaciones.

Cuando αr = η2 se tiene que N = u2δ.

Supongamos que s(δ) = jp para p ∈ {1, ..., l}.
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∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ = − [1 0]

[
1

0

]
I · · · I [1 0 0 0]

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

+ [1 0]

([
1 0 0

0 1 0

] [1 0 1

0 1 1

0 0 1

][
0

0

1

])
= −1 + 1 = 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ = − [1 0]

[
1

0

]
I · · · I [1 0 0 0]

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I

+ [1 0]

([
1 0 0

0 1 0

] [1 0 1

0 1 1

0 0 1

][
0

0

1

])
= −1 + 1 = 0.

Supongamos que s(δ) = jp para p ∈ {l + 2, ..., r}.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ = − [1 0]

[
1

0

]
I · · · I [1 0 0 0]

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

+ [1 0]
[
0

0

]
= −1 + 0 = −1.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ = − [1 0]

[
1

0

]
I · · · I [1 0 0 0]

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I

+ [1 0]
[
0

0

]
= −1 + 0 = −1.

Configuración (ñ) de la Figura 84.

Claramente se cumple que ∂γ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αl+1

3 δ)v′ = 0 = ∂γ(Ŝ(τ◦))Ml
ya que

(δ)v′ no es punto inicial de ninguna desviación d∆1 .

∂ρ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αl+1

2 βm)v = 0 = ∂ρ(Ŝ(τ◦))Ml
pues (βm) actúa como cero en

ambas representaciones.

∂α1(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αl+1

1 αn · · ·α2+αl+1
1 βm)v′ = (−αl+1

1 αn · · ·α2)v′+(αl+1
1 βm)v′ =

0 = ∂α1(Ŝ(τ◦))Ml
ya que (βm) y (η2) actúan como cero en ambas representaciones.

∂αn−1(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αn−2 · · ·α1α

l+1
1 αn + αl+1

3 αn)v′ = (αn−2 · · ·α1α
l+1
1 αn)v′ +

(αl+1
3 αn)v′ = 0 = ∂αn−1(Ŝ(τ◦))Ml

pues (αn)v′ no es punto inicial de ninguna des-

viación d∆1 y (η2) actúa como cero en ambas representaciones.

Para r ∈ {2, ..., n− 2} consideramos los casos cuando αr = u2 o αr = η2.

Cuando αr = u2 se tiene que N = δη2.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v +

(δη2)v = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
ya que (η2) actúa como cero en ambas representaciones.

Cuando αr = η2 se tiene que N = u2δ.

Supongamos que s(δ) = jp para p ∈ {1, ..., l}.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ =
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− [1 0 0]

[
1 0

0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
1 0 0 0

0 1 0 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

+ [1 0 0]

[1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 1 0

0 1 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0

0

1

0

 = −1 + 1 = 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ = − [1 0 0]

[
1 0

0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
1 0 0 0

0 1 0 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I

+ [1 0 0]

[1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 1 0

0 1 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0

0

1

0

 = −1 + 1 = 0.

Supongamos que s(δ) = jp para p ∈ {l + 2, ..., r}.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ =

− [1 0 0]

[
1 0

0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
1 0 0 0

0 1 0 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

+ [1 0 0]

[
0

0

0

]
= −1 + 0 = −1.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ = − [1 0 0]

[
1 0

0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
1 0 0 0

0 1 0 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I

+ [1 0 0]

[
0

0

0

]
= −1 + 0 = −1.

Configuración (o) de la Figura 84.

Claramente se cumple que ∂γ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αl+1

3 δ)v′ = 0 = ∂γ(Ŝ(τ◦))Ml
ya que

(δ)v′ no es punto inicial de ninguna desviación d∆1 .

∂ρ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αl+1

2 βm)v = 0 = ∂ρ(Ŝ(τ◦))Ml
pues (βm) actúa como cero en

ambas representaciones.

∂α1(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αl+1

1 αn · · ·α2+αl+1
1 βm)v′ = (−αl+1

1 αn · · ·α2)v′+(αl+1
1 βm)v′ =

0 = ∂α1(Ŝ(τ◦))Ml
ya que (βm) y (η2) actúan como cero en ambas representaciones.

∂αn−1(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αn−2 · · ·α1α

l+1
1 αn + αl+1

3 αn)v′ = (αn−2 · · ·α1α
l+1
1 αn)v′ +

(αl+1
3 αn)v′ = 0 = ∂αn−1(Ŝ(τ◦))Ml

pues (αn)v′ no es punto inicial de ninguna des-

viación d∆1 y (η2) actúa como cero en ambas representaciones.

Para r ∈ {2, ..., n− 2} consideramos los casos cuando αr = u2 o αr = η2.

Cuando αr = u2 se tiene que N = δη2.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v +

(δη2)v = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
ya que (η2) actúa como cero en ambas representaciones.

Cuando αr = η2 se tiene que N = u2δ.

Supongamos que s(δ) = jp para p ∈ {1, ..., l}.
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∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ =

−
[
1 0 0

0 0 1

] [1 0

0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
1 0 0 0

0 1 0 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

+
[
1 0 0

0 0 1

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 1 0

0 1 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0

0

1

0

 = −
[
1

0

]
+
[
1

0

]
= 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ = −

[
1 0 0

0 0 1

] [1 0

0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
1 0 0 0

0 1 0 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I

+
[
1 0 0

0 0 1

][1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

]1 0 1 0

0 1 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0

0

1

0

 = −
[
1

0

]
+
[
1

0

]
= 0.

Supongamos que s(δ) = jp para p ∈ {l + 2, ..., r}.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ =

−
[
1 0 0

0 0 1

] [1 0

0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
1 0 0 0

0 1 0 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

+
[
1 0 0

0 0 1

] [0

0

0

]
= −

[
1

0

]
+
[
0

0

]
= −

[
1

0

]
.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ = −

[
1 0 0

0 0 1

] [1 0

0 0

0 1

]
I2 · · · I2

[
1 0 0 0

0 1 0 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I

+
[
1 0 0

0 0 1

] [0

0

0

]
= −

[
1

0

]
+
[
0

0

]
= −

[
1

0

]
.

Configuración (p) de la Figura 84.

Claramente se cumple que ∂γ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αl+1

3 δ)v′ = 0 = ∂γ(Ŝ(τ◦))Ml
ya que

(δ)v′ no es punto inicial de ninguna desviación d∆1 .

∂ρ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αl+1

2 βm)v = 0 = ∂ρ(Ŝ(τ◦))Ml
pues (βm) actúa como cero en

ambas representaciones.

∂α1
(Ŝ(τ◦))Ml+1

= (−αl+1
1 αn · · ·α2+αl+1

1 βm)v′ = (−αl+1
1 αn · · ·α2)v′+(αl+1

1 βm)v′ =

0 = ∂α1(Ŝ(τ◦))Ml
ya que (βm) y (η2) actúan como cero en ambas representaciones.

∂αn−1
(Ŝ(τ◦))Ml+1

= (αn−2 · · ·α1α
l+1
1 αn + αl+1

3 αn)v′ = (αn−2 · · ·α1α
l+1
1 αn)v′ +

(αl+1
3 αn)v′ = 0 = ∂αn−1(Ŝ(τ◦))Ml

pues (αn)v′ no es punto inicial de ninguna des-

viación d∆1 y (η2) actúa como cero en ambas representaciones.

Para r ∈ {2, ..., n− 2} consideramos los casos cuando αr = u2 o αr = η2.

Cuando αr = u2 se tiene que N = δη2.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v +

(δη2)v = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
ya que (η2) actúa como cero en ambas representaciones.
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Cuando αr = η2 se tiene que N = u2δ.

Supongamos que s(δ) = jp para p ∈ {1, ..., l}.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ =

−
[
1 0 0 0

0 0 1 0

]1 0

0 0

0 1

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0 0

0 1 0 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

+
[
1 0 0 0

0 0 1 0

]
1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1




1 0 1 0 0

0 1 1 0 0

0 0 1 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 1




0

0

1

0

0


 = −

[
1

0

]
+
[
1

0

]
= 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ = −

[
1 0 0 0

0 0 1 0

]1 0

0 0

0 1

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0 0

0 1 0 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I

+
[
1 0 0 0

0 0 1 0

]
1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1




1 0 1 0 0

0 1 1 0 0

0 0 1 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 1




0

0

1

0

0


 = −

[
1

0

]
+
[
1

0

]
= 0.

Supongamos que s(δ) = jp para p ∈ {l + 2, ..., r}.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ =

−
[
1 0 0 0

0 0 1 0

]1 0

0 0

0 1

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0 0

0 1 0 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

+
[
1 0 0 0

0 0 1 0

]0

0

0

0

 = −
[
1

0

]
+
[
0

0

]
= −

[
1

0

]
.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ = −

[
1 0 0 0

0 0 1 0

]1 0

0 0

0 1

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0 0

0 1 0 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I

+
[
1 0 0 0

0 0 1 0

]0

0

0

0

 = −
[
1

0

]
+
[
0

0

]
= −

[
1

0

]
.

Configuración (q) de la Figura 84.

Claramente se cumple que ∂γ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αl+1

3 δ)v′ = 0 = ∂γ(Ŝ(τ◦))Ml
ya que

(δ)v′ no es punto inicial de ninguna desviación d∆1 .

∂ρ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αl+1

2 βm)v = 0 = ∂ρ(Ŝ(τ◦))Ml
pues (βm) actúa como cero en

ambas representaciones.

∂α1
(Ŝ(τ◦))Ml+1

= (−αl+1
1 αn · · ·α2+αl+1

1 βm)v′ = (−αl+1
1 αn · · ·α2)v′+(αl+1

1 βm)v′ =

0 = ∂α1(Ŝ(τ◦))Ml
ya que (βm) y (η2) actúan como cero en ambas representaciones.

∂αn−1
(Ŝ(τ◦))Ml+1

= (αn−2 · · ·α1α
l+1
1 αn + αl+1

3 αn)v′ = (αn−2 · · ·α1α
l+1
1 αn)v′ +

(αl+1
3 αn)v′ = 0 = ∂αn−1(Ŝ(τ◦))Ml

pues (αn)v′ no es punto inicial de ninguna des-

viación d∆1 y (η2) actúa como cero en ambas representaciones.

Para r ∈ {2, ..., n− 2} consideramos los casos cuando αr = u2 o αr = η2.
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Cuando αr = u2 se tiene que N = δη2.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v +

(δη2)v = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
ya que (η2) actúa como cero en ambas representaciones.

Cuando αr = η2 se tiene que N = u2δ.

Supongamos que s(δ) = jp para p ∈ {1, ..., l}.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ =

−
[
1 0 0 0 0

0 0 1 0 0

]
1 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 1

 I3 · · · I3 [1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

+
[
1 0 0 0 0

0 0 1 0 0

]


1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1




1 0 1 0 0 0

0 1 1 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1




0

0

1

0

0

0


 = −

[
1

0

]
+
[
1

0

]
= 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ = −

[
1 0 0 0 0

0 0 1 0 0

]
1 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 1

 I3 · · · I3 [1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I

+
[
1 0 0 0 0

0 0 1 0 0

]


1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1




1 0 1 0 0 0

0 1 1 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1




0

0

1

0

0

0


 = −

[
1

0

]
+
[
1

0

]
= 0.

Supongamos que s(δ) = jp para p ∈ {l + 2, ..., r}.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ =

−
[
1 0 0 0 0

0 0 1 0 0

]
1 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 1

 I3 · · · I3 [1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

+
[
1 0 0 0 0

0 0 1 0 0

]
0

0

0

0

0

 = −
[
1

0

]
+
[
0

0

]
= −

[
1

0

]
.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ = −

[
1 0 0 0 0

0 0 1 0 0

]
1 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 1

 I3 · · · I3 [1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I

+
[
1 0 0 0 0

0 0 1 0 0

]
0

0

0

0

0

 = −
[
1

0

]
+
[
0

0

]
= −

[
1

0

]
.

Configuración (r) de la Figura 84.

Claramente se cumple que ∂γ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αl+1

3 δ)v′ = 0 = ∂γ(Ŝ(τ◦))Ml
ya que

(δ)v′ no es punto inicial de ninguna desviación d∆1 .

∂ρ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αl+1

2 βm)v = 0 = ∂ρ(Ŝ(τ◦))Ml
pues (βm) actúa como cero en
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ambas representaciones.

∂α1(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αl+1

1 αn · · ·α2+αl+1
1 βm)v′ = (−αl+1

1 αn · · ·α2)v′+(αl+1
1 βm)v′ =

0 = ∂α1
(Ŝ(τ◦))Ml

ya que (βm) y (η2) actúan como cero en ambas representaciones.

∂αn−1(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αn−2 · · ·α1α

l+1
1 αn + αl+1

3 αn)v′ = (αn−2 · · ·α1α
l+1
1 αn)v′ +

(αl+1
3 αn)v′ = 0 = ∂αn−1(Ŝ(τ◦))Ml

pues (αn)v′ no es punto inicial de ninguna des-

viación d∆1 y (η2) actúa como cero en ambas representaciones.

Para r ∈ {2, ..., n− 2} consideramos los casos cuando αr = u2 o αr = η2.

Cuando αr = u2 se tiene que N = δη2.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v +

(δη2)v = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
ya que (η2) actúa como cero en ambas representaciones.

Cuando αr = η2 se tiene que N = u2δ.

Supongamos que s(δ) = jp para p ∈ {1, ..., l}.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ =

−

[
1 0 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 1

]
1 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 1

 I3 · · · I3 [1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

+

[
1 0 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 1

]


1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1




1 0 1 0 0 0

0 1 1 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1




0

0

1

0

0

0


 = −

[
1

0

]
+
[
1

0

]
= 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ = −

[
1 0 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 1

]
1 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 1

 I3 · · · I3 [1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I

+

[
1 0 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 1

]


1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1




1 0 1 0 0 0

0 1 1 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1




0

0

1

0

0

0


 = −

[
1

0

]
+
[
1

0

]
= 0.

Supongamos que s(δ) = jp para p ∈ {l + 2, ..., r}.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ =

−

[
1 0 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 1

]
1 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 1

 I3 · · · I3 [1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

+

[
1 0 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 1

]
0

0

0

0

0

 = −
[
1

0

]
+
[
0

0

]
= −

[
1

0

]
.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(u2δ)v
′ = −

[
1 0 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 1

]
1 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 1

 I3 · · · I3 [1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I
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+

[
1 0 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 1

]
0

0

0

0

0

 = −
[
1

0

]
+
[
0

0

]
= −

[
1

0

]
.

Configuración (s) de la Figura 84.

Claramente se cumple que ∂γ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αl+1

3 δ)v′ = 0 = ∂γ(Ŝ(τ◦))Ml
ya que

(δ)v′ no es punto inicial de ninguna desviación d∆1 .

∂ρ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αl+1

2 βm)v = 0 = ∂ρ(Ŝ(τ◦))Ml
pues (βm) actúa como cero en

ambas representaciones.

∂α1
(Ŝ(τ◦))Ml+1

= (−αl+1
1 αn · · ·α2+αl+1

1 βm)v′ = (−αl+1
1 αn · · ·α2)v′+(αl+1

1 βm)v′ =

0 = ∂α1
(Ŝ(τ◦))Ml

ya que (βm) y (u2) actúan como cero en ambas representaciones.

∂αn−1
(Ŝ(τ◦))Ml+1

= (αn−2 · · ·α1α
l+1
1 αn + αl+1

3 αn)v′ = (αn−2 · · ·α1α
l+1
1 αn)v′ +

(αl+1
3 αn)v′ = 0 = ∂αn−1

(Ŝ(τ◦))Ml
pues (αn)v′ no es punto inicial de ninguna des-

viación d∆1 y (u2) actúa como cero en ambas representaciones.

Para r ∈ {2, ..., n− 2} consideramos los casos cuando αr = u2 o αr = η2.

Cuando αr = u2 se tiene que N = δη2.

Supongamos que s(η2) = jp para p ∈ {1, ..., l}.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 +N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(δη2)v′ = −I · · · I [1 0 0 0]

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I [1 0 0]([

1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1

1

0

])
+ [0 0 1]

([
1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1

1

0

])
= −1 + 1 = 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(δη2)v′ = −I · · · I [1 0 0 0]

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I [1 0 0]([

1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1

1

0

])
+ [0 0 1]

([
1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1

1

0

])
= −1 + 1 = 0.

Supongamos que s(η2) = jp para p ∈ {l + 2, ..., r}.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 +N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(δη2)v′ = −I · · · I [1 0 0 0]

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I [1 0 0][

1

1

0

]
+ [0 0 1]

[
1

1

0

]
= −1 + 0 = −1.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(δη2)v′ = −I · · · I [1 0 0 0]

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I [1 0 0][

1

1

0

]
+ [0 0 1]

[
1

1

0

]
= −1 + 0 = −1.

Cuando αr = η2 se tiene que N = u2δ.
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∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v +

(u2δ)v
′ = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml

ya que (u2) actúa como cero en ambas representaciones.

Configuración (t) de la Figura 84.

Claramente se cumple que ∂γ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αl+1

3 δ)v′ = 0 = ∂γ(Ŝ(τ◦))Ml
ya que

(δ)v′ no es punto inicial de ninguna desviación d∆1 .

∂ρ(Ŝ(τ◦))Ml+1
= (αl+1

2 βm)v = 0 = ∂ρ(Ŝ(τ◦))Ml
pues (βm) actúa como cero en

ambas representaciones.

∂α1
(Ŝ(τ◦))Ml+1

= (−αl+1
1 αn · · ·α2+αl+1

1 βm)v′ = (−αl+1
1 αn · · ·α2)v′+(αl+1

1 βm)v′ =

0 = ∂α1
(Ŝ(τ◦))Ml

ya que (βm) y (u2) actúan como cero en ambas representaciones.

∂αn−1
(Ŝ(τ◦))Ml+1

= (αn−2 · · ·α1α
l+1
1 αn + αl+1

3 αn)v′ = (αn−2 · · ·α1α
l+1
1 αn)v′ +

(αl+1
3 αn)v′ = 0 = ∂αn−1

(Ŝ(τ◦))Ml
pues (αn)v′ no es punto inicial de ninguna des-

viación d∆1 y (u2) actúa como cero en ambas representaciones.

Para r ∈ {2, ..., n− 2} consideramos los casos cuando αr = u2 o αr = η2.

Cuando αr = u2 se tiene que N = δη2.

Supongamos que s(η2) = jp para p ∈ {1, ..., l}.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 +N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(δη2)v′ = −I · · · I [1 0 0 0]

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I [1 0]([

1 0 0

0 0 1

] [1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1

1

0

])
+ [0 1]

([
1 0 0

0 0 1

] [1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1

1

0

])
= −1 + 1 = 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(δη2)v′ = −I · · · I [1 0 0 0]

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I [1 0]([

1 0 0

0 0 1

] [1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1

1

0

])
+ [0 1]

([
1 0 0

0 0 1

] [1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1

1

0

])
= −1 + 1 = 0.

Supongamos que s(η2) = jp para p ∈ l + 2, ..., r.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 +N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(δη2)v′ = −I · · · I [1 0 0 0]

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I [1 0][

1

0

]
+ [0 1]

[
1

0

]
= −1 + 0 = −1.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′ +

(δη2)v′ = −I · · · I [1 0 0 0]

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I [1 0][

1

0

]
+ [0 1]

[
1

0

]
= −1 + 0 = −1.

Cuando αr = η2 se tiene que N = u2δ.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1 + N)v = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v +

(u2δ)v
′ = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml

ya que (u2) actúa como cero en ambas representaciones.
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Configuración (u) de la Figura 84.

Por otro lado consideramos el caso cuando un extremo de αr es el lado doblado de

un triángulo doblado y el otro extremo es el lado de un triángulo de tipo 3 ó ambos

extremos son lados doblados de triángulos doblados. Como se muestra en la Figura 85.
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Figura 85: un extremo de αr es el lado doblado de un triángulo doblado y el otro extremo es el
lado de un triángulo de tipo 1 ó ambos extremos son lados doblados de triángulos doblados.

En cada una de las configuraciones de la Figura 85 se tiene que αr ∈ {u1, u2, u3}, en

cada uno de los siguientes casos vamos a considerar las tres opciones para αr.
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Configuración (a) de la Figura 85.

Consideramos primero el caso cuando αr = u1.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u3u2+

δ1ε1)v′ = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, pues (αn · · ·αr+1)v′ = 0 y los puntos (u2)v′, (ε1)v′ no son

puntos iniciales de desviaciones ni curvas auxiliares.

Ahora si αr = u2 se tiene.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u1u3)v′ =

0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, pues (u3)v′ no son punto inicial de ninguna desviación ni curvas au-

xiliares.

Por otro lado si αr = u3 tenemos lo siguiente.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, pues (u1)v′, (δ2)v′ no son puntos iniciales de desviaciones

ni curvas auxiliares.

Configuración (b) de la Figura 85.

Consideramos primero el caso cuando αr = u1.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u3u2+

δ1ε1)v′ = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, pues (αn · · ·αr+1)v′ = 0 y los puntos (u2)v′, (ε1)v′ no son

puntos iniciales de desviaciones ni curvas auxiliares.

Ahora si αr = u2 se tiene.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u1u3)v′ =

0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, pues (u3)v′ no es punto inicial de ninguna desviación ni curva auxi-

liar.

Por otro lado si αr = u3 tenemos lo siguiente.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, pues (u1)v′, (δ2)v′ no son puntos iniciales de desviaciones

ni curvas auxiliares.

Configuración (c) de la Figura 85.

Consideramos primero el caso cuando αr = u1.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u3u2+

δ1ε1)v′ = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, pues (αn · · ·αr+1)v′ = 0 y los puntos (u2)v′, (ε1)v′ no son

puntos iniciales de desviaciones ni curvas auxiliares.

Ahora si αr = u2 se tiene.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u1u3)v′ =

0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, pues (u3)v′ no es punto inicial de ninguna desviación ni curva auxi-

liar.
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Por otro lado si αr = u3 tenemos lo siguiente.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, pues (u1)v′, (δ2)v′ no son puntos iniciales de desviaciones

ni curvas auxiliares.

Configuración (d) de la Figura 85.

Consideramos primero el caso cuando αr = u1.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u3u2+

δ1ε1)v′ = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
, pues (αn · · ·αr+1)v′ = 0 y (u3u2+δ1ε1)v′ = −

0

0

1

0

 [1 0] +

0

0

1

0

 [−1 0] = 0

en Ml y Ml+1.

Ahora si αr = u2 se tiene.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u1u3)v′ =

0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
, pues (αn · · ·αr+1)v′ = 0 y (u1u3)v′ = −

[
1 0 0 0

0 1 0 0

]0

0

1

0

 = 0 en

Ml y Ml+1.

Por otro lado si αr = u3 tenemos lo siguiente.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
, pues (αn · · ·αr+1)v′ = 0 y (u3u2+δ1ε1)v′ = − [1 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

]
+

[1 0]
[
−1 0 0 0

0 −1 0 0

]
= 0 en Ml y Ml+1.

Configuración (e) de la Figura 85.

Consideramos primero el caso cuando αr = u1.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u3u2+

δ1ε1)v′ = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, pues (αn · · ·αr+1)v′ = 0 y los puntos (u2)v′, (ε1)v′ no son

puntos iniciales de desviaciones ni curvas auxiliares.

Ahora si αr = u2 se tiene.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u1u3)v′ =

0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, pues (u3)v′ no es punto inicial de ninguna desviación ni curva auxi-

liar.

Por otro lado si αr = u3 tenemos lo siguiente.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, pues (u1)v′, (δ2)v′ no son puntos iniciales de desviaciones

ni curvas auxiliares.

Configuración (f) de la Figura 85.

Consideramos primero el caso cuando αr = u1.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u3u2+

δ1ε1)v′ = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, pues (αn · · ·αr+1)v′ = 0 y los puntos (u2)v′, (ε1)v′ no son

puntos iniciales de desviaciones ni curvas auxiliares.

200



Ahora si αr = u2 se tiene.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u1u3)v′ =

0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, pues (u3)v′ no es punto inicial de ninguna desviación ni curva auxi-

liar.

Por otro lado si αr = u3 tenemos lo siguiente.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, pues (u1)v′, (δ2)v′ no son puntos iniciales de desviaciones

ni curvas auxiliares.

Configuración (g) de la Figura 85.

Consideramos primero el caso cuando αr = u1.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u3u2+

δ1ε1)v′ = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, pues (αn · · ·αr+1)v′ = 0 y los puntos (u2)v′, (ε1)v′ no son

puntos iniciales de desviaciones ni curvas auxiliares.

Ahora si αr = u2 se tiene.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u1u3)v′ =

0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, pues (u3)v′ no es punto inicial de ninguna desviación ni curva auxi-

liar.

Por otro lado si αr = u3 tenemos lo siguiente.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, pues (u1)v′, (δ2)v′ no son puntos iniciales de desviaciones

ni curvas auxiliares.

Configuración (h) de la Figura 85.

Consideramos primero el caso cuando αr = u1.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u3u2+

δ1ε1)v′ = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, pues (αn · · ·αr+1)v′ = 0 y los puntos (u2)v′, (ε1)v′ no son

puntos iniciales de desviaciones ni curvas auxiliares.

Ahora si αr = u2 se tiene.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u1u3)v′ =

0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, pues (u3)v′ no es punto inicial de ninguna desviación ni curva auxi-

liar.

Por otro lado si αr = u3 tenemos lo siguiente.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, pues (u1)v′, (δ2)v′ no son puntos iniciales de desviaciones

ni curvas auxiliares.

Configuración (i) de la Figura 85.
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Consideramos primero el caso cuando αr = u1.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u3u2+

δ1ε1)v′ = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, pues (αn · · ·αr+1)v′ = 0 y los puntos (u2)v′, (ε1)v′ no son

puntos iniciales de desviaciones ni curvas auxiliares.

Ahora si αr = u2 se tiene.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u1u3)v′ =

0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, pues (u3)v′ no es punto inicial de ninguna desviación ni curva auxi-

liar.

Por otro lado si αr = u3 tenemos lo siguiente.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, pues (u1)v′, (δ2)v′ no son puntos iniciales de desviaciones

ni curvas auxiliares.

Configuración (j) de la Figura 85.

Consideramos primero el caso cuando αr = u1.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u3u2+

δ1ε1)v′ = −

1

0

0

0

 [1 0] I3 · · · I3

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

[0 0 0 1]

0

0

1

1

 0v′ +

0

0

1

1

 0v′ +

0

0

1

1

 0v′ = 0 + 0 + 0 = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, ya que (u2) y

(ε1) actúan como cero en Ml+1 y Ml.

Ahora si αr = u2 y suponemos que s(u1) ∈ {j1, ..., jl} se tiene.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u1u3)v′ =

−

[1 0 0 0]

1 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

1

0

0

0

 [1 0 0] I3 · · · I3

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])
[
1

0

]
I · · · I [0 0 0 1]

0

0

1

1

 v′ +
[1 0 0 0]

1 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0

0

1

1

 v′ = −1 + 1 = 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u1u3)v′ =

−

[1 0 0 0]

1 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

1

0

0

0

 [1 0 0] I3 · · · I3

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I

[0 0 0 1]

0

0

1

1

 v′ +
[1 0 0 0]

1 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0

0

1

1

 v′ = −1 + 1 = 0.

supongamos ahora que s(u1) ∈ {jl+2, ..., jr} entonces,

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u1u3)v′ =

− [1 0 0 0]

1

0

0

0

 [1 0 0] I3 · · · I3

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

[0 0 0 1]

0

0

1

1

 v′ + [1 0 0 0]

0

0

1

1

 v′ = −1 + 0 = −1.
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∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u1u3)v′ =

− [1 0 0 0]

1

0

0

0

 [1 0 0] I3 · · · I3

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I [0 0 0 1]

0

0

1

1

 v′
+ [1 0 0 0]

0

0

1

1

 v′ = −1 + 0 = −1.

Por otro lado si αr = u3 tenemos lo siguiente.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
ya que (u2) y (ε2) actúan como cero en Ml+1 y Ml.

Configuración (k) de la Figura 85.

Consideramos primero el caso cuando αr = u1.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u3u2+

δ1ε1)v′ = −

1 0

0 1

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0 0

0 1 0 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

[0 0 0 1]

0

0

1

1

 0v′ +

0

0

1

1

 0v′ +

0

0

1

1

 0v′ = 0 + 0 + 0 = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, ya que (u2) y

(ε1) actúan como cero en Ml+1 y Ml.

Ahora si αr = u2 y suponemos que s(u1) ∈ {j1, ..., jl} se tiene.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u1u3)v′ =

−

[1 0 0 0 0]


1 0 0 1 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1





1 0

0 1

0 0

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0 0

0 1 0 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])

[
1

0

]
I · · · I [0 0 0 1]

0

0

1

1

 v′ +
[1 0 0 0 0]


1 0 0 1 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1





0

0

0

1

1

 v′ = −1 + 1 = 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u1u3)v′ =

−

[1 0 0 0 0]


1 0 0 1 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1





1 0

0 1

0 0

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0 0

0 1 0 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

]

[
1

0

]
I · · · I [0 0 0 1]

0

0

1

1

 v′ +
[1 0 0 0 0]


1 0 0 1 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1





0

0

0

1

1

 v′ = −1 + 1 = 0.

supongamos ahora que s(u1) ∈ {jl+2, ..., jr} entonces,

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u1u3)v′ =

− [1 0 0 0 0]

1 0

0 1

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0 0

0 1 0 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])

[
1

0

]
I · · · I [0 0 0 1]

0

0

1

1

 v′ + [1 0 0 0 0]


0

0

0

1

1

 v′ = −1 + 1 = 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u1u3)v′ =
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− [1 0 0 0 0]

1 0

0 1

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0 0

0 1 0 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

]

[
1

0

]
I · · · I [0 0 0 1]

0

0

1

1

 v′ + [1 0 0 0 0]


0

0

0

1

1

 v′ = −1 + 1 = 0.

Por otro lado si αr = u3 tenemos lo siguiente.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
ya que (u2) y (ε2) actúan como cero en Ml+1 y Ml.

Configuración (l) de la Figura 85.

Consideramos primero el caso cuando αr = u1.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u3u2+

δ1ε1)v′ = −

1 0

0 1

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0 0

0 1 0 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

[0 0 0 1]

0

0

1

1

 0v′ +

0

0

1

1

 0v′ +

0

0

1

1

 0v′ = 0 + 0 + 0 = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, ya que (u2) y

(ε1) actúan como cero en Ml+1 y Ml.

Ahora si αr = u2 y suponemos que s(u1) ∈ {j1, ..., jl} se tiene.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u1u3)v′ =

−

[1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

]
1 0 0 1 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1





1 0

0 1

0 0

0 0

0 0

 I · · · I [1 0 0 0

0 1 0 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])

[
1

0

]
I · · · I [0 0 0 1]

0

0

1

1

 v′ +
[1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

]
1 0 0 1 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1





0

0

0

1

1

 v′ = −
[
1

0

]
+
[
1

0

]
= 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u1u3)v′ =

−

[1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

]
1 0 0 1 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1





1 0

0 1

0 0

0 0

0 0

 I · · · I [1 0 0 0

0 1 0 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

]

[
1

0

]
I · · · I [0 0 0 1]

0

0

1

1

 v′ +
[1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

]
1 0 0 1 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1





0

0

0

1

1

 v′ = −
[
1

0

]
+
[
1

0

]
= 0.

supongamos ahora que s(u1) ∈ {jl+2, ..., jr} entonces,

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u1u3)v′ =

−
[
1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

]
1 0

0 1

0 0

0 0

0 0

 I · · · I [1 0 0 0

0 1 0 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])

[
1

0

]
I · · · I [0 0 0 1]

0

0

1

1

 v′ + [1 0 0 0 0]


0

0

0

1

1

 v′ =
[
1

0

]
+ 0 = −

[
1

0

]
.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u1u3)v′ =
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−
[
1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

]
1 0

0 1

0 0

0 0

0 0

 I · · · I [1 0 0 0

0 1 0 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

]

[
1

0

]
I · · · I [0 0 0 1]

0

0

1

1

 v′ + [1 0 0 0 0]


0

0

0

1

1

 v′ = −
[
1

0

]
+ 0 = −

[
1

0

]
.

Por otro lado si αr = u3 tenemos lo siguiente.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
ya que (u2) y (ε2) actúan como cero en Ml+1 y Ml.

Configuración (m) de la Figura 85.

Consideramos primero el caso cuando αr = u1.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u3u2+

δ1ε1)v′ = −

[
1

0

0

]
[1 0 0] I3 · · · I3

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

[0 0 1]

[
0

1

1

]
0v′ +

[
0

1

1

]
0v′ +

[
0

1

1

]
0v′ = 0 + 0 + 0 = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml

, ya que (u2) y (ε1)

actúan como cero en Ml+1 y Ml.

Ahora si αr = u2 y suponemos que s(u1) ∈ {j1, ..., jl} se tiene.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u1u3)v′ =

−

[1 0 0 0]

1 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

1 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 1

[1

0

0

]
[1 0 0] I3 · · · I3

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])
[
1

0

]
I · · · I [0 0 1]

[
0

1

1

]
v′ +

[1 0 0 0]

1 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

1 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 1

[0

1

1

]
v′ = −1 + 1 = 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u1u3)v′ =

−

[1 0 0 0]

1 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

1 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 1

[1

0

0

]
[1 0 0] I3 · · · I3

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I

[0 0 1]

[
0

1

1

]
v′ +

[1 0 0 0]

1 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

1 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 1

[0

1

1

]
v′ = −1 + 1 = 0.

supongamos ahora que s(u1) ∈ {jl+2, ..., jr} entonces,

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u1u3)v′ =

− [1 0 0]

[
1

0

0

]
[1 0 0] I3 · · · I3

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

[0 0 1]

[
0

1

1

]
v′ + [1 0 0]

[
0

1

1

]
v′ = −1 + 0 = −1.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u1u3)v′ =

− [1 0 0]

[
1

0

0

]
[1 0 0] I3 · · · I3

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I [0 0 1]

[
0

1

1

]
v′

+ [1 0 0]

[
0

1

1

]
v′ = −1 + 0 = −1.
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Por otro lado si αr = u3 tenemos lo siguiente.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
ya que (u2) y (ε2) actúan como cero en Ml+1 y Ml.

Configuración (n) de la Figura 85.

Consideramos primero el caso cuando αr = u1.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u3u2+

δ1ε1)v′ = −

1 0

0 1

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0 0

0 1 0 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

[0 0 0 1]

0

0

1

1

 0v′ +

0

0

1

1

 0v′ +

0

0

1

1

 0v′ = 0 + 0 + 0 = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, ya que (u2) y

(ε1) actúan como cero en Ml+1 y Ml.

Ahora si αr = u2 y suponemos que s(u1) ∈ {j1, ..., jl} se tiene.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u1u3)v′ =

−

[1 0 0 0 0]


1 0 0 1 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1



1 0

0 1

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0 0

0 1 0 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])

[
1

0

]
I · · · I [0 0 0 1]

0

0

1

1

 v′ +
[1 0 0 0 0]


1 0 0 1 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1



0

0

1

1

 v′ = −1 + 1 = 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u1u3)v′ =

−

[1 0 0 0 0]


1 0 0 1 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1



1 0

0 1

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0 0

0 1 0 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

]

[
1

0

]
I · · · I [0 0 0 1]

0

0

1

1

 v′ +
[1 0 0 0 0]


1 0 0 1 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1



0

0

1

1

 v′ = −1 + 1 = 0.

supongamos ahora que s(u1) ∈ {jl+2, ..., jr} entonces,

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u1u3)v′ =

− [1 0 0 0]

1 0

0 1

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0 0

0 1 0 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])
[
1

0

]
I · · · I [0 0 0 1]

0

0

1

1

 v′ + [1 0 0 0]

0

0

1

1

 v′ = −1 + 0 = −1.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u1u3)v′ =

− [1 0 0 0]

1 0

0 1

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0 0

0 1 0 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

]
[
1

0

]
I · · · I [0 0 0 1]

0

0

1

1

 v′ + [1 0 0 0]

0

0

1

1

 v′ = −1 + 0 = −1.

Por otro lado si αr = u3 tenemos lo siguiente.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+
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ε2δ2)v′ = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
ya que (u2) y (ε2) actúan como cero en Ml+1 y Ml.

Configuración (ñ) de la Figura 85.

Consideramos primero el caso cuando αr = u1.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u3u2+

δ1ε1)v′ = −

1 0

0 1

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0 0

0 1 0 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

[0 0 0 1]

0

0

1

1

 0v′ +

0

0

1

1

 0v′ +

0

0

1

1

 0v′ = 0 + 0 + 0 = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, ya que (u2) y

(ε1) actúan como cero en Ml+1 y Ml.

Ahora si αr = u2 y suponemos que s(u1) ∈ {j1, ..., jl} se tiene.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u1u3)v′ =

−

[1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

]
1 0 0 1 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1



1 0

0 1

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0 0

0 1 0 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])

[
1

0

]
I · · · I [0 0 0 1]

0

0

1

1

 v′ +
[1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

]
1 0 0 1 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1



0

0

1

1

 v′ = −
[
1

0

]
+
[
1

0

]
= 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u1u3)v′ =

−

[1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

]
1 0 0 1 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1



1 0

0 1

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0 0

0 1 0 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

]

[
1

0

]
I · · · I [0 0 0 1]

0

0

1

1

 v′ +
[1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

]
1 0 0 1 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1



0

0

1

1

 v′ = −1 + 1 = 0.

supongamos ahora que s(u1) ∈ {jl+2, ..., jr} entonces,

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u1u3)v′ =

−
[
1 0 0 0

0 1 0 0

]1 0

0 1

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0 0

0 1 0 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])
[
1

0

]
I · · · I [0 0 0 1]

0

0

1

1

 v′ + [1 0 0 0]

0

0

1

1

 v′ = −
[
1

0

]
+ 0 = −

[
1

0

]
.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u1u3)v′ =

−
[
1 0 0 0

0 1 0 0

]1 0

0 1

0 0

0 0

 I2 · · · I2 [1 0 0 0

0 1 0 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

]
[
1

0

]
I · · · I [0 0 0 1]

0

0

1

1

 v′ + [1 0 0 0]

0

0

1

1

 v′ = −
[
1

0

]
+ 0 = −

[
1

0

]
.

Por otro lado si αr = u3 tenemos lo siguiente.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
ya que (u2) y (ε2) actúan como cero en Ml+1 y Ml.

Configuración (o) de la Figura 85.
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Consideramos primero el caso cuando αr = u1 y s(u2) ∈ {j1, ..., jl}.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u3u2+

δ1ε1)v′ = −

1

0

0

0

 I · · · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

[0 0 0 1]

0 0 1

0 0 1

0 1 0

1 0 0

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1

1

0

])
v′ +

0 0 1

0 0 1

0 1 0

1 0 0

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1

1

0

])
v′+0 0 0

0 0 1

0 1 0

1 0 0

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
−1

−1

0

])
= −

1

0

0

0

+

1

1

1

1

+

 0

−1

−1

−1

 =

0

0

0

0

.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u3u2+

δ1ε1)v′ = −

1

0

0

0

 I · · · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I

[0 0 0 1]

0 0 1

0 0 1

0 1 0

1 0 0

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1

1

0

])
v′ +

0 0 1

0 0 1

0 1 0

1 0 0

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1

1

0

])
v′+0 0 0

0 0 1

0 1 0

1 0 0

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
−1

−1

0

])
= −

1

0

0

0

+

1

1

1

1

+

 0

−1

−1

−1

 =

0

0

0

0

.

Por otro lado si s(u2) ∈ {jl+2, ..., jr}.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u3u2+

δ1ε1)v′ = −

1

0

0

0

 I · · · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

[0 0 0 1]

0 0 1

0 0 1

0 1 0

1 0 0

[1

1

0

]
v′ +

0 0 1

0 0 1

0 1 0

1 0 0

[1

1

0

]
v′ +

0 0 0

0 0 1

0 1 0

1 0 0

[−1

−1

0

]
=

−

1

0

0

0

+

0

0

1

1

+

 0

0

−1

−1

 =

−1

0

0

0

.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u3u2+

δ1ε1)v′ = −

1

0

0

0

 I · · · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I

[0 0 0 1]

0 0 1

0 0 1

0 1 0

1 0 0

[1

1

0

]
v′ +

0 0 1

0 0 1

0 1 0

1 0 0

[1

1

0

]
v′ +

0 0 0

0 0 1

0 1 0

1 0 0

[−1

−1

0

]
v′ =

−

1

0

0

0

+

0

0

1

1

+

 0

0

−1

−1

 =

−1

0

0

0

.

Ahora consideramos el caso cuando αr = u2 se tiene.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u1u3)v′ =

0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, ya que (u1) actúa como cero en Ml y Ml+1.

Por otro lado si αr = u3 tenemos lo siguiente.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, ya que (u1) y (δ2) actúan como cero en Ml y Ml+1.

Configuración (p) de la Figura 85.
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Consideramos primero el caso cuando αr = u1 y s(u2) ∈ {j1, ..., jl}.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u3u2+

δ1ε1)v′ = −

[
1

0

0

]
I · · · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

[0 0 1]

[
0 1

0 1

1 0

]([
1 0 0

0 0 1

] [1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1

1

0

])
v′ +

[
0 1

0 1

1 0

]([
1 0 0

0 0 1

] [1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1

1

0

])
v′+[

0 0

0 1

1 0

]([
1 0 0

0 0 1

] [1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
−1

−1

0

])
= −

[
1

0

0

]
+

[
1

1

1

]
+

[
0

−1

−1

]
=

0

0

0

0

.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u3u2+

δ1ε1)v′ = −

[
1

0

0

]
I · · · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I

[0 0 1]

[
0 1

0 1

1 0

]([
1 0 0

0 0 1

] [1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1

1

0

])
v′ +

[
0 1

0 1

1 0

]([
1 0 0

0 0 1

] [1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1

1

0

])
v′+[

0 0

0 1

1 0

]([
1 0 0

0 0 1

] [1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
−1

−1

0

])
= −

[
1

0

0

]
+

[
1

1

1

]
+

[
0

−1

−1

]
=

0

0

0

0

.

Por último si u2 ∈ {jl+2, ..., jr}.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u3u2+

δ1ε1)v′ = −

[
1

0

0

]
I · · · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

[0 0 1]

[
0 1

0 1

1 0

] [
1

0

]
v′ +

[
0 1

0 1

1 0

] [
1

0

]
v′ +

[
0 0

0 1

1 0

] [
−1

0

]
=

−

[
1

0

0

]
+

[
0

0

1

]
+

[
0

0

−1

]
=

[
−1

0

0

]
.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u3u2+

δ1ε1)v′ = −

[
1

0

0

]
I · · · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I

[0 0 1]

[
0 1

0 1

1 0

] [
1

0

]
v′ +

[
0 1

0 1

1 0

] [
1

0

]
v′ +

[
0 0

0 1

1 0

] [
−1

0

]
v′ =

−

[
1

0

0

]
+

[
0

0

1

]
+

[
0

0

−1

]
=

[
−1

0

0

]
.

Ahora consideramos el caso cuando αr = u2 se tiene.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u1u3)v′ =

0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, ya que (u1) actúa como cero en Ml y Ml+1.

Por otro lado si αr = u3 tenemos lo siguiente.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, ya que (u1) y (δ2) actúan como cero en Ml y Ml+1.

Configuración (q) de la Figura 85.

Consideramos primero el caso cuando αr = u1,
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∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u3u2+

δ1ε1)v′ = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, ya que (u3) actúa como cero en Ml y Ml+1.

Ahora consideramos el caso cuando αr = u2 se tiene.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u1u3)v′ =

0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, ya que (u3) actúa como cero en Ml y Ml+1.

Por otro lado si αr = u3 y s(δ2) ∈ {j1, ..., jl}.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = − [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1

0

0

0

 [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([ 1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])
[
1

0

]
I · · · I [0 0 0 1] v′ + [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]
v′+

[1 0 0]

([
1 0 1

0 1 1

0 0 1

][
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

]
+

[
−1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

])
v′ = − [0 0 0 1] + [1 0 0 0] +

[−1 0 0 1] = 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = − [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1

0

0

0

 [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

]
[
1

0

]
I · · · I [0 0 0 1] v′ + [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]
v′+

[1 0 0]

([
1 0 1

0 1 1

0 0 1

][
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

]
+

[
−1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

])
v′ = − [0 0 0 1] + [1 0 0 0] +

[−1 0 0 1] = 0.

ahora si s(δ2) ∈ {jl+2, ..., jr} tenemos lo siguiente,

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = − [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1

0

0

0

 [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([ 1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])
[
1

0

]
I · · · I [0 0 0 1] v′ + [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]
v′ + [1 0 0]

[
−1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 0 − 1 1

]
v′ =

− [0 0 0 1] + [1 0 0 0] + [−1 0 0 0] = [0 0 0 −1].

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = − [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1

0

0

0

 [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

]
[
1

0

]
I · · · I [0 0 0 1] v′ + [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]
v′ + [1 0 0]

[
−1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 1

]
v′ =

− [0 0 0 1] + [1 0 0 0] + [−1 0 0 0] = [0 0 0 −1].

Configuración (r) de la Figura 85.

Consideramos primero el caso cuando αr = u1,

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u3u2+

δ1ε1)v′ = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, ya que (u3) actúa como cero en Ml y Ml+1.
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Ahora consideramos el caso cuando αr = u2 se tiene.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u1u3)v′ =

0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, ya que (u3) actúa como cero en Ml y Ml+1.

Por otro lado si αr = u3 y s(δ2) ∈ {j1, ..., jl}.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = − [1 0]
[
1 0 0

0 1 0

] [1

0

0

]
[1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([ 1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])
[
1

0

]
I · · · I [0 0 1] v′ + [1 0]

[
1 0 0

0 1 0

]
v′+

[1 0]

([
1 0 0

0 0 1

]([1 0 1

0 1 1

0 0 1

][
0 0 0

0 0 0

0 0 1

]
+

[
−1 0 0

0 −1 0

0 0 0

]))
v′ = − [0 0 1] + [1 0 0] +

[−1 0 1] = 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = − [1 0]
[
1 0 0

0 1 0

] [1

0

0

]
[1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

]
[
1

0

]
I · · · I [0 0 1] v′ + [1 0]

[
1 0 0

0 1 0

]
v′+

[1 0]

([
1 0 0

0 0 1

]([1 0 1

0 1 1

0 0 1

][
0 0 0

0 0 0

0 0 1

]
+

[
−1 0 0

0 −1 0

0 0 0

]))
v′ = − [0 0 1] + [1 0 0] +

[−1 0 1] = 0.

ahora si s(δ2) ∈ {jl+2, ..., jr} tenemos lo siguiente,

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = − [1 0]
[
1 0 0

0 1 0

] [1

0

0

]
[1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([ 1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])
[
1

0

]
I · · · I [0 0 1] v′ + [1 0]

[
1 0 0

0 1 0

]
v′ + [1 0]

[
−1 0 0

0 −1 0

]
v′ =

− [0 0 1] + [1 0 0] + [−1 0 0] = [0 0 −1].

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = − [1 0]
[
1 0 0

0 1 0

] [1

0

0

]
[1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

]
[
1

0

]
I · · · I [0 0 1] v′ + [1 0]

[
1 0 0

0 1 0

]
v′ + [1 0]

[
−1 0 0 0

0 −1 0 0

]
v′ =

− [0 0 1] + [1 0 0] + [−1 0 0] = [0 0 −1].

Configuración (s) de la Figura 85.

Consideramos primero el caso cuando αr = u1,

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u3u2+

δ1ε1)v′ = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, ya que (u3) y (δ1) actúan como cero en Ml y Ml+1.

Ahora consideramos el caso cuando αr = u2 se tiene.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u1u3)v′ =

0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, ya que (u3) actúa como cero en Ml y Ml+1.

Por otro lado si αr = u3 y s(u1) ∈ {j1, ..., jl}.
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∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = − [1 0 0]

([
1 1 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1


([

1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I [0 1] v′ + [1 0 0]

([
1 1 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])
+

[1 0 0]

([
1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
−1 0

0 −1

0 0

])
= − [0 1] + [1 1] + [−1 0] = 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = − [1 0 0]

([
1 1 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1


[

1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I [0 1] v′ + [1 0 0]

([
1 1 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])
+

[1 0 0]

([
1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
−1 0

0 −1

0 0

])
= − [0 1] + [1 1] + [−1 0] = 0.

Por último consideramos el caso que s(u1) ∈ {jl+2, ..., jr}.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = − [1 0 0]

[
1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1


([

1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I [0 1] v′ + [1 0 0]

[
1 0

0 1

0 0

]
+

[1 0 0]

[
−1 0

0 −1

0 0

]
= − [0 1] + [1 0] + [−1 0] = [0 −1].

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = − [1 0 0]

[
1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1


[

1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I [0 1] v′ + [1 0 0]

[
1 0

0 1

0 0

]
+

[1 0 0]

[
−1 0

0 −1

0 0

]
= − [0 1] + [1 0] + [−1 0] = [0 −1].

Configuración (t) de la Figura 85.

Consideramos primero el caso cuando αr = u1,

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u3u2+

δ1ε1)v′ = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, ya que (u3) y (δ1) actúan como cero en Ml y Ml+1.

Ahora consideramos el caso cuando αr = u2 se tiene.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u1u3)v′ =

0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, ya que (u3) actúa como cero en Ml y Ml+1.

Por otro lado si αr = u3 y s(u1) ∈ {j1, ..., jl}.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = − [1 0]

([
1 0 0

0 0 1

] [1 1 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1
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([
1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I [0 1] v′ + [1 0]

([
1 0 0

0 0 1

] [1 1 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])
+

[1 0]

([
1 0 0

0 0 1

] [1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
−1 0

0 −1

0 0

])
= − [0 1] + [1 1] + [−1 0] = 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = − [1 0]

([
1 0 0

0 0 1

] [1 1 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1


[

1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I [0 1] v′ + [1 0]

([
1 0 0

0 0 1

] [1 1 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])
+

[1 0]

([
1 0 0

0 0 1

] [1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
−1 0

0 −1

0 0

])
= − [0 1] + [1 1] + [−1 0] = 0.

Por úlltimo consideramos el caso que s(u1) ∈ {jl+2, ..., jr}.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = − [1 0]
[
1 0

0 0

] [
1

0

]
I · · · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1


([

1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I [0 1] v′ + [1 0]

[
1 0

0 0

]
+

[1 0]
[
−1 0

0 0

]
= − [0 1] + [1 0] + [−1 0] = [0 −1].

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = − [1 0]
[
1 0

0 0

] [
1

0

]
I · · · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1


[

1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I [0 1] v′ + [1 0]

[
1 0

0 0

]
+

[1 0]
[
−1 0

0 0

]
= − [0 1] + [1 0] + [−1 0] = [0 −1].

Configuración (u) de la Figura 85.

Consideramos primero el caso cuando αr = u1 y s(ε1) ∈ {j1, ..., jl},

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u3u2+

δ1ε1)v′ = −
[
1

0

]
I · · · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([ 1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

[0 1]
[
0 1 0

1 0 0

] [1

0

0

]
v′ +

[
0 1 0

1 0 0

] [1

0

0

]
v′ +

[
0 1 0

1 0 0

]([1 0 0

0 1 1

0 0 1

][
−1

0

1

])
=

−
[
1

0

]
+
[
0

1

]
+
[

1

−1

]
= 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = −
[
1

0

]
I · · · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([ 1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

[0 1]
[
0 1 0

1 0 0

] [1

0

0

]
v′ +

[
0 1 0

1 0 0

] [1

0

0

]
v′ +

[
0 1 0

1 0 0

]([1 0 0

0 1 1

0 0 1

][
−1

0

−1

])
=

−
[
1

0

]
+
[
0

1

]
+
[

1

−1

]
= 0.

Por otro lado si s(ε1) ∈ {jl+2, ..., jr},
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∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u3u2+

δ1ε1)v′ = −
[
1

0

]
I · · · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([ 1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

[0 1]
[
0 1 0

1 0 0

] [1

0

0

]
v′ +

[
0 1 0

1 0 0

] [1

0

0

]
v′ +

[
0 1 0

1 0 0

] [1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
−1

0

1

]
=

−
[
1

0

]
+
[
0

1

]
+
[

0

−1

]
=
[
−1

0

]
.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = −
[
1

0

]
I · · · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([ 1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

[0 1]
[
0 1 0

1 0 0

] [1

0

0

]
v′ +

[
0 1 0

1 0 0

] [1

0

0

]
v′ +

[
0 1 0

1 0 0

] [−1

0

−1

]
=

−
[
1

0

]
+
[
0

1

]
+
[

0

−1

]
=
[
−1

0

]
.

Ahora consideramos el caso cuando αr = u2 se tiene.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u1u3)v′ =

0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, ya que (u1) actúa como cero en Ml y Ml+1.

Por otro lado si αr = u3 se tiene.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, ya que (u1) y (δ2) actúan como cero en Ml y Ml+1.

Configuración (v) de la Figura 85.

Consideramos primero el caso cuando αr = u1 y s(ε1) ∈ {j1, ..., jl},

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u3u2+

δ1ε1)v′ = −
[
1

0

]
I · · · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([ 1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

[0 1]
[
0 1

1 0

] [
1

0

]
v′ +

[
0 1

1 0

] [
1

0

]
v′ +

[
0 1

1 0

]([
1 0 0

0 1 0

] [1 0 0

0 1 1

0 0 1

][
−1

0

1

])
=

−
[
1

0

]
+
[
0

1

]
+
[

1

−1

]
= 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = −
[
1

0

]
I · · · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([ 1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

[0 1]
[
0 1

1 0

] [
1

0

]
v′ +

[
0 1

1 0

] [
1

0

]
v′ +

[
0 1

1 0

]([
1 0 0

0 1 0

] [1 0 0

0 1 1

0 0 1

][
−1

0

−1

])
=

−
[
1

0

]
+
[
0

1

]
+
[

1

−1

]
= 0.

Por otro lado si s(ε1) ∈ {jl+2, ..., jr},

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u3u2+

δ1ε1)v′ = −
[
1

0

]
I · · · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([ 1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

[0 1]
[
0 1

1 0

] [
1

0

]
v′ +

[
0 1

1 0

] [
1

0

]
v′ +

[
0 1

1 0

] [
−1

0

]
= −

[
1

0

]
+
[
0

1

]
+
[

0

−1

]
=
[
−1

0

]
.
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∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = −
[
1

0

]
I · · · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([ 1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

[0 1]
[
0 1

1 0

] [
1

0

]
v′ +

[
0 1

1 0

] [
1

0

]
v′ +

[
0 1

1 0

] [
−1

0

]
= −

[
1

0

]
+
[
0

1

]
+
[

0

−1

]
=
[
−1

0

]
.

Ahora consideramos el caso cuando αr = u2 se tiene.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u1u3)v′ =

0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, ya que (u1) actúa como cero en Ml y Ml+1.

Por otro lado si αr = u3 entonces se tiene lo sigiuente.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, ya que (u1) y (δ2) actúan como cero en Ml y Ml+1.

Configuración (w) de la Figura 85.

Consideramos primero el caso cuando αr = u1 y s(ε1) ∈ {j1, ..., jl},

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u3u2+

δ1ε1)v′ = −

[
1

0

0

]
I · · · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([ 1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

[0 0 1]

[
0 0 1

0 1 0

1 0 0

][
1

1

0

]
v′ +

[
0 0 1

0 1 0

1 0 0

][
1

1

0

]
v′ +

[
0 0 1

0 1 0

1 0 0

]([
1 0 0

0 1 0

−1 0 1

][
−1

−1

0

])
v′ =

−

[
1

0

0

]
+

[
0

1

1

]
+

[
1

−1

−1

]
= 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u3u2+

δ1ε1)v′ = −

[
1

0

0

]
I · · · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I [0 0 1][

0 0 1

0 1 0

1 0 0

][
1

1

0

]
v′ +

[
0 0 1

0 1 0

1 0 0

][
1

1

0

]
v′ +

[
0 0 1

0 1 0

1 0 0

]([
1 0 0

0 1 0

−1 0 1

][
−1

−1

0

])
v′ =

−

[
1

0

0

]
+

[
0

1

1

]
+

[
1

−1

−1

]
= 0.

Por otro la do si s(ε1) ∈ {jl+2, ..., jr} se tiene,

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u3u2+

δ1ε1)v′ = −

[
1

0

0

]
I · · · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([ 1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

[0 0 1]

[
0 0 1

0 1 0

1 0 0

][
1

1

0

]
v′ +

[
0 0 1

0 1 0

1 0 0

][
1

1

0

]
v′ +

[
0 0 1

0 1 0

1 0 0

][
−1

−1

0

]
v′ =

−

[
1

0

0

]
+

[
0

1

1

]
+

[
0

−1

−1

]
=

[
−1

0

0

]
.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u3u2+

δ1ε1)v′ = −

[
1

0

0

]
I · · · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I [0 0 1][

0 0 1

0 1 0

1 0 0

][
1

1

0

]
v′ +

[
0 0 1

0 1 0

1 0 0

][
1

1

0

]
v′ +

[
0 0 1

0 1 0

1 0 0

][
−1

−1

0

]
v′ =
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−

[
1

0

0

]
+

[
0

1

1

]
+

[
0

−1

−1

]
=

[
−1

0

0

]
.

Ahora consideramos el caso cuando αr = u2 se tiene.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u1u3)v′ =

0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, ya que (u1) actúa como cero en Ml y Ml+1.

Por otro lado si αr = u3.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, ya que (u1) y (δ2) actúan como cero en Ml y Ml+1.

Configuración (x) de la Figura 85.

Consideramos primero el caso cuando αr = u1 y s(ε1) ∈ {j1, ..., jl},

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u3u2+

δ1ε1)v′ = −
[
1

0

]
I · · · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([ 1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

[0 1]
[
0 1 0

1 0 0

] [1

1

0

]
v′ +

[
0 1 0

1 0 0

] [1

0

1

]
v′ +

[
0 1 0

1 0 0

]([1 0 0

0 1 −1

0 0 1

][
−1

0

−1

])
v′ =

−
[
1

0

]
+
[
0

1

]
+
[

1

−1

]
= 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u3u2+

δ1ε1)v′ = −
[
1

0

]
I · · · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I [0 1]

[
0 1 0

1 0 0

] [1

1

0

]
v′ +

[
0 1 0

1 0 0

] [1

0

1

]
v′ +

[
0 1 0

1 0 0

]([1 0 0

0 1 −1

0 0 1

][
−1

0

−1

])
v′ =

−
[
1

0

]
+
[
0

1

]
+
[

1

−1

]
= 0.

Por otro lado si s(ε1) ∈ {jl+2, ..., jr} se tiene,

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u3u2+

δ1ε1)v′ = −
[
1

0

]
I · · · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([ 1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])[
1

0

]
I · · · I

[0 1]
[
0 1 0

1 0 0

] [1

1

0

]
v′ +

[
0 1 0

1 0 0

] [1

0

1

]
v′ +

[
0 1 0

1 0 0

] [−1

0

−1

]
v′ = −

[
1

0

]
+
[
0

1

]
+
[

0

−1

]
=[

−1

0

]
.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u3u2+

δ1ε1)v′ = −
[
1

0

]
I · · · I [1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I [0 1]

[
0 1 0

1 0 0

] [1

1

0

]
v′ +

[
0 1 0

1 0 0

] [1

0

1

]
v′ +

[
0 1 0

1 0 0

] [−1

0

−1

]
v′ =

−
[
1

0

]
+
[
0

1

]
+
[

0

−1

]
=
[
−1

0

]
.

Ahora consideramos el caso cuando αr = u2 se tiene.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u1u3)v′ =

0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, ya que (u1) actúa como cero en Ml y Ml+1.

216



Por otro lado si αr = u3.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, ya que (u1) y (δ2) actúan como cero en Ml y Ml+1.

Configuración (y) de la Figura 85.

Consideramos primero el caso cuando αr = u1,

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u3u2+

ε2δ2)v′ = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
ya que (u3) actúa como cero en Ml y Ml+1.

Ahora consideramos el caso cuando αr = u2 se tiene.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u1u3)v′ =

0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, ya que (u3) actúa como cero en Ml y Ml+1.

Por otro lado si αr = u3 y s(δ2) ∈ {j1, ..., jl}.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = − [1 0 0]

[
1 0 0

0 1 0

0 0 1

][
1

0

0

]
[1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([ 1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])
[
1

0

]
I · · · I [0 0 1] v′ + [1 0 0]

[
1 0 0

0 1 0

0 0 1

]
v′ + [1 0 0]

([
1 0 −1

0 1 −1

0 0 1

][
−1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

])
v′ =

− [0 0 1] + [1 0 0] + [−1 0 1] = 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = − [1 0 0]

[
1 0 0

0 1 0

0 0 1

][
1

0

0

]
[1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[ 1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I [0 0 1] v′ + [1 0 0]

[
1 0 0

0 1 0

0 0 1

]
v′ + [1 0 0]

([
1 0 −1

0 1 −1

0 0 1

][
−1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

])
v′ =

− [0 0 1] + [1 0 0] + [−1 0 1] = 0.

ahora si αr = u3 y s(δ2) ∈ {jl+2, ..., jr}

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = − [1 0 0]

[
1 0 0

0 1 0

0 0 1

][
1

0

0

]
[1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([ 1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])
[
1

0

]
I · · · I [0 0 1] v′ + [1 0 0]

[
1 0 0

0 1 0

0 0 1

]
v′ + [1 0 0]

[
−1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

]
v′ =

− [0 0 1] + [1 0 0] + [−1 0 0] = [0 0 −1].

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = − [1 0 0]

[
1 0 0

0 1 0

0 0 1

][
1

0

0

]
[1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[ 1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I [0 0 1] v′ + [1 0 0]

[
1 0 0

0 1 0

0 0 1

]
v′ + [1 0 0]

[
−1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

]
v′ =

− [0 0 1] + [1 0 0] + [−1 0 0] = [0 0 −1].

Configuración (z) de la Figura 85.

Consideramos primero el caso cuando αr = u1,
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∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u3u2+

ε2δ2)v′ = 0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
ya que (u3) actúa como cero en Ml y Ml+1.

Ahora consideramos el caso cuando αr = u2 se tiene.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u1u3)v′ =

0 = ∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
, ya que (u3) actúa como cero en Ml y Ml+1.

Por otro lado si αr = u3 y s(δ2) ∈ {j1, ..., jl}.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = − [1 0 0]

[
1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
[1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([ 1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])
[
1

0

]
I · · · I [0 1] v′ + [1 0 0]

[
1 0

0 1

0 0

]
v′ + [1 0 0]

([
1 −1 0

0 1 0

0 −1 1

][
−1 0

0 −1

0 0

])
v′ =

− [0 1] + [1 0] + [−1 1] = 0.

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = − [1 0 0]

[
1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
[1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[ 1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I [0 1] v′ + [1 0 0]

[
1 0

0 1

0 0

]
v′ + [1 0 0]

([
1 −1 0

0 1 0

0 −1 1

][
−1 0

0 −1

0 0

])
v′ =

− [0 1] + [1 0] + [−1 1] = 0.

Ahora si αr = u3 y s(δ2) ∈ {jl+2, ..., jr}

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml+1
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = − [1 0 0]

[
1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
[1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

([ 1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

])
[
1

0

]
I · · · I [0 1] v′ + [1 0 0]

[
1 0

0 1

0 0

]
v′ + [1 0 0]

[
−1 0

0 −1

0 0

]
v′ =

− [0 1] + [1 0] + [−1 0] = [0 −1].

∂αr (Ŝ(τ◦))Ml
= (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1+N)v′ = (−αr−1 · · ·α1αn · · ·αr+1)v′+(u2u1+

ε2δ2)v′ = − [1 0 0]

[
1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
[1 0 0]

[
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

]1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

[ 1 0 0

0 1 0

0 1 1

][
1 0

0 1

0 0

] [
1

0

]
I · · · I [0 1] v′ + [1 0 0]

[
1 0

0 1

0 0

]
v′ + [1 0 0]

[
−1 0

0 −1

0 0

]
v′ =

− [0 1] + [1 0] + [−1 0] = [0 −1].

Para el caso cuando a = βr para r ∈ {1, ...,m− 1} se tiene claramente que Ker(ξMl
) ⊆

Ker(ξMl+1
) ya que en la configuración ( (a) de la Figura 79) no hay desviaciones d∆1,1

con puntos iniciales en el arco jl+1.

b5) ∆1 es de tipo 2 y ∆2 es de tipo 3.
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∆2

∆1

∆2

∆1

Para esta configuración se hace un análisis similiar al que se hizo en el inciso b4). Con esto termi-

namos de probar el Lema 5.3.

Ahora regresando al Teorema 5.2 para cada 1-desviación d1 que tiene punto inicial en el arco jl+1,

el elemento base de m(τ, i) correspondiente a p(d1) pertenece a Wl+1 y no a Wl ó p(d1) pertenece

a Wl+1 ∩Wl. Esto implica que la desigualdad 1. Además tenemos la siguiente desigualdad

dim(W0) ≥ dim(m(τ, i))−
∑
j∈τ◦

nj

La cual se sigue de observar que si v ∈ m(τ, i) es un elemento de la base correspondiente a un

punto que no es punto inicial de una desviación d1 de τ◦, entonces v ∈W0.

Por último vamos a verificar que la representación M(τ, i) es nilpotente, dado que M(τ, i) satisface

las relaciones Jacobianas tenemos que JM(τ, i) = 0 por tanto basta verificar que existe un entero

positivo m tal que mm ⊆ J . De [12, Teorema 5.7] y [12, Nota 5.2] tenemos que (Q(τ), S(τ)) cumple

las condiciones de admisibilidad y J es un ideal admisible en R〈Q(τ)〉 entonces rad(R〈Q(τ◦)〉/J) =

m/J por [16, Sección II Lema 2.10] y dado que R〈Q(τ◦)〉/J es de dimension finita tenemos que

existe m entero positivo tal que radm(R〈Q(τ◦)〉/J) = 0 por lo tanto mm ⊆ J concluyendo aśı que

M(τ, i) es nilpotente.

Conjetura.

La representación de arco M(τ, i) es compatible con la mutación de representaciones con potencial,

es decir, se tiene el siguiente teorema.

Teorema 5.6. Sean τ y σ dos triangulaciones de (Σ,M) relacionadas por un flip, es decir, fi(σ) =

τ . Si i es un arco etiquetado entonces las representaciones de arco asociadas al arco i en cada

triangulación son equivalentes derechas, es decir µi(M(σ, i)) = M(τ, i).
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Una vez que se demuestre el Teorema 5.6 se puede calcular el caracter de congloremado definido

por Y. Palu en [15, Teorema 1.4] y los F -polinomios usando la grasmaniana de carcaj.
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