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Introduccion

En 1982, Bican, Kepka y Némec definieron la p-equivalencia de ani-
llos, definiendo que dos anillos son p-equivalentes si sus respectivas reticulas
de preradicales son isomorfas [Bi82]. Considerando eso, ellos compararon la
equivalencia de Morita con la p-equivalencia de anillos.

En ese espiritu, a cada anillo R podemos asociarle una gran reticula que
consiste en clases de médulos. Si p denota un subconjunto de {<, /,ext, [],
@, E, P}, entonces denotamos por L,(R) la clase de las clases cerradas bajo
las operaciones que corresponden a los simbolos pertenecientes a p.

Si p C {<,/,®,][],ext, E, P}, entonces definimos L,(R), propieda-
des de cerradura tales que sean cerradas bajo tomar submaddulos, cocientes,
capsulas inyectivas, cubiertas proyectivas, extensiones, productos y sumas di-
rectas, tal como se describe en [Al10]. Si tomamos dos anillos Ry S, entonces
podemos definir la IL,—equivalencia entre ellos, si sus reticulas de clases de
moédulos L,(R) y L,(S) son isomorfas como reticulas.

Nuestra primera inquietud era saber como era esta IL,—equivalencia
comparada con la equivalencia de Morita. Asi, en el primer capitulo defi-
nimos la LL,—equivalencia y la comparamos con la equivalencia de Morita,
demostrando -tltimo teorema de la primera secciéon- que la equivalencia de
Morita implica la IL,—equivalencia.

En la seccion dos de ese mismo capitulo, nos preguntamos si la IL,,—equi-
valencia implica la equivalencia de Morita. Al considerar el caso de los campos
como ejemplo, demostramos que ciertos campos son LL,—equivalentes pero no
son Morita equivalentes, concluyendo que el reciproco del teorema obtenido
en la primera seccion no es valido para todos los anillos.

Por 1ultimo, en la seccién tres del primer capitulo, mostramos que no
todos los campos son L,-equivalentes.

En el segundo capitulo, comenzamos estudiando los atomos y zoclos de
las reticulas L, (R), para distintas propiedades de cerradura, para un anillo R.
Después, definimos la 0 — p uniformidad de L, (R), para comparar conjuntos
de propiedades de cerradura o, p tales que o C p y la uniformidad de L, (R)
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y L,(R). La ¢ — p uniformidad también nos ayudé a comparar lo atomicidad
de L,(R) y de L,(R). A partir de lo anterior, pudimos caracterizar anillos
considerando que L,(R) fuera atémica o uniforme para distintos conjuntos
de propiedades de cerradura p.



Capitulo 1

L,—equivalencia comparada con
Morita equivalencia

Bican, Kepka y Némec definieron que dos anillos sean p-equivalentes
cuando sus respectivas reticulas de prerradicales son isomorfas [Bi82]. Ellos
compararon la equivalencia de Morita con la p-equivalencia de anillos.

En ese espiritu comparamos la equivalencia de Morita con tener reticu-
las de clases de mddulos isomorfas, que es como definiremos la L,—equiva-
lencia.

Se puede asociar a cada anillo una gran reticula que consiste en clases
de médulos. Sea R un anillo asociativo con uno. Una clase de R-médulos € se
llama abstracta si es cerrada bajo isomorfismos, es decir,si M € Cy N = M,
entonces N € C. Consideraremos clases de modulos abstractas cerradas bajo
ciertas propiedades.

Se dice que una clase € de R modulos es hereditaria si es cerrada bajo
tomar submoédulos. Denotamos por L<(R) la clase de las clases hereditarias
de R—moddulos. De manera similar, denotamos por LL,(R) la clase de las cla-
ses cerradas bajo cocientes, es decir, la clase de las clases cohereditarias; por
Lg(R) la clase de las clases cerradas bajo sumas directas. Lij(R) denotard la
clase de las clases cerradas bajo productos. L., (R) denotara la clase de las
clases cerradas bajo extensiones. Lg(R) denotara la clase de las clases cerra-
das bajo capsulas inyectivas. Lp(R) denotard la clase de las clases cerradas
bajo cubiertas proyectivas.

En general, si ¢ denota un subconjunto de {<, / ext, [[, &, FE, P},
entonces denotamos por L,(R) la clase de las clases cerradas bajo las opera-
ciones que corresponden a los simbolos pertenecientes a p.

Por ejemplo, L< /(R) denota la clase de las clases que son hereditarias
y cohereditarias. Es conocido que L< ;g crt(R), la clase de las clases here-
ditarias, cohereditarias, cerrada bajo sumas directas y extensiones, esta en
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correspondencia biyectiva con la clase de las teorias de torsion hereditarias
(ver [St75]). Por otra parte, L< & g(R) es la clase de clases naturales, estu-
diada por Dauns y Zhou [Da06].

Es claro que la interseccién de una familia de clases en L,(R), con
o C {<, /,ext, [[, ®, EP} pertenece a L,(R). Por esta razén podemos
considerar L, como reticula con el orden de la inclusién de clases y con
la interseccion como infimo. Podemos describir el supremo de una familia
{Ci}ier en L, como la interseccién la de todas las clases que contienen a

U{ei}ieli
VA{€}ier = [ {D € Lo(R){Ci}icr € D}

Algunos de estos tipos de reticulas se estudiaron en [Da06].

En todo este trabajo, R denotard un anillo asociativo con uno.

Para detalles sobre los resultados de teoria de anillos que usaremos se
pueden consultar los libros [An73] y [St75].

1.1. Morita equivalencia y L,-equivalencia

1.1.1 Definicién. Sean R y S dos anillos y o C {<, /,ext, [[, &, FE, P}.
Decimos que R y S son L,-equivalentes si existe un isomorfismo de reticulas
¢ :L,(R) = L,(5).

1.1.2 Definicién. Sean R y S dos anillos. Decimos que R y S son Mori-
ta equivalentes st Mod — R y Mod — S son equivalentes, es decir, si estas
categorias de modulos son naturalmente equivalentes.

Para detalles sobre los conceptos y resultados concernientes a la equi-
valencia de Morita, consultar [St75] y [An73].

En lo que sigue usaremos el resultado de [An73, Prop. 21.6] que anun-
ciamos a continuacion:

1.1.3 Proposicion. Sean R y S anillos Morita equivalentes con el funtor
F: Mod—R — Mod—S. Sean M, N € Mod—R. Las siguientes afirmaciones
se cumplen:

1. M es proyectivo (inyectivo) si y solo si F'(M) es proyectivo (inyectivo).

2. Un monomorfismo (epimorfismo) f : N — M es esencial (superfluo)
sty solo si F(f): F(N) — F(M) es un monomorfismo (epimorfismo)
esencial (superfluo).

3. f: N = M es una capsula inyectiva (cubierta proyectiva) si y sdlo si
F(f): F(N) = F(M) es una cdpsula inyectiva (cubierta proyectiva).
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1.1.4 Teorema. Sean R y S dos anillos. Si R y S son Morita equivalentes,
entonces R y S son L,-equivalentes para cada o C {<, /,ext, [[, ®, E, P}.

Demostracion. Como R y S son Morita equivalentes, existen grpPs v sQr
bimédulos tales que - ®g P : Mod — R — Mod — Sy - ®sQ : Mod — S —
Mod — R son equivalencias de categorias, donde ambos son funtores exactos
y existen isomorfismos naturales (- ®g P) ®s Q = 1yod-r, (- ®s Q) g P =
1nrod—s, ver [St75, Corolario V. 10.2].

Definamos ¢ : L,(R) — L,(S) por:

®(C) ={L € Mod — S|L = M ®g P, para algin M € C}.

Primero mostremos que ¢ estd bien definida verificando para cada uno
de los simbolos que pertenezcan a p.

Comencemos observando que € € L<(R) implica que ®(C) € L(5).

Supongamos que L € ®(C) y N < L. Luego, existe M € C tal que
L= M ®pg P. Entonces obtenemos un monomorfismo N — M ®pr P.

Aplicando el funtor - ®g ), obtenemos un monomorfismo

N®sQ— (M®grP)®sQ (ya que - ®g @ es exacto)
=M ®gr (P ®sQ)
=2M®rR
= M.

Como € es cerrada bajo tomar submédulos, tenemos que N ®g Q) € C.
Entonces (N ®5 Q) ®g P € ®(C), y asi, N € &(C), ya que N =
(N ®s Q) ®g P. Por lo tanto, ®(€) es cerrada bajo tomar submédulos.

Ahora procedemos a mostrar que € € L,(R) implica que ®(€C) € LL,(95).

SiMeCyM®grP — N, entonces M = (M ®r P) s Q - N ®g Q
ya que el funtor - ®g @ es exacto derecho. Como € es cerrada bajo tomar
cocientes, tenemos que N ®g @Q € C. Asi, N = (N ®5 Q) ®r P € ®(C). Por
lo tanto, ®(C) es cerrada bajo tomar cocientes.

Ahora veamos que € € Lg(R) implica que ®(C) € Lg(5).

Sea {M;}ie; una familia de médulos pertenecientes a € y tomemos
N; = M; ®p P para cada i € I. Tenemos que

(BicrN;) ®s Q = (Dicr(M; ®r P)) @5 Q = ((®ic1M;) ®r P) @5 Q = ®jcrM;.
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Luego, (®ic/N;) ®s @ € C, ya que € es cerrada bajo tomar sumas directas.
Asl, @i N; = ((BierN;) @5 Q) @r P € ®(C). Por lo tanto, ®(C) es cerrada
bajo tomar sumas directas.

Supongamos que € € Lj(R). Ahora mostremos que ®(C) € Ly(S5).

Como el funtor -®5@Q) es una equivalencia, su adjunto derecho Homg(Q, -)
es también una equivalencia y tal adjunto derecho es naturalmente equiva-
lente a - ®g P, ver [St75, Prop. 1. 9.2].

Sea {M,}ie; una familia de médulos pertenecientes a € y tomemos
N; =2 M; ®r P para cada i € I.

Luego,

([Lies Ni) ®5 Q (ILie;(M; ®r P)) ®s Q
([Le;(Homg(Q, M;)) ®s Q
(Hompg(Q, [ic; Mi)) ®s Q
(TLe; Ms) ®r P) ®5 Q
(ITics Mi) ®r (P ®5 Q)

(I Lier Mi) ®r (R)

Hiel M;

Luego, ([[,c; Vi) ®s Q € €, ya que € es cerrada bajo tomar productos.
Ast, [Tie; Ni = ((ILie; Ni) ®5 Q) @ P € ®(C). Por lo tanto, ®(C) es cerrada
bajo tomar productos.

2111111111111

Veamos que € € L,+(R) implica que ®(C) € L..+(S5).

Si0 - L@r P - M — N ®gr P — 0 es una sucesién exacta en
Mod — S, con L, N € C, entonces

0> (LepP)®sQ@ > M®®sQ = (NRrP)®sQ — 0

es una sucesién exacta en Mod— R, ya que - ®g () es un funtor exacto. Luego,
0= L— M®s@ — N — 0 es una sucesion exacta. Como € es cerrada bajo
tomar extensiones, entonces M ®s @ € Cy M = (M ®s Q) ®r P € ©(C).
Por lo tanto, ®(C) es cerrada bajo tomar extensiones.

Ahora mostramos que € € Lg(R) implica que ®(C) € Lg(.5).
Sean C € Lg(R)y M € ®(€). Luego, M = N®r P con N € C. Asi, por

la Proposicién 1.1.3, E(N) ®g P es la cdpsula inyectiva de N ®g P. Luego,
E(M) = E(N) ®gr P. Como C es cerrada bajo tomar cédpsulas inyectivas,
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tenemos que E(N) € C. Asi, E(M) =2 E(N)®g P € ®(C). Por lo tanto, ®(C)
es cerrada bajo tomar capsulas inyectivas.

Por 1ltimo, supongamos que € € Lp(R) y M € ®(C). Si M no tiene
cubierta proyectiva, hemos terminado. Supongamos que M tiene una cubierta
proyectiva P(M) — M. Como M = N ®g P para algin N € C, entonces

P(M)®sQ —» M ®sQ = (N®rP)®sQ=N.

Luego, por la Proposicién 1.1.3, P(M) ®g @ es una cubierta proyectiva
de N. Asi, P(M) ®s Q € C, ya que N € C, que es cerrada bajo tomar
cubiertas proyectivas. Entonces P(M) = (P(M) ®s Q) ®g P € ®(C). Por lo
tanto, ®(C) € Lp(9).

En vista de las observaciones previas para cada uno de los simbolos que
pertenecen a p, tenemos que ® esta bien definida.

Demostremos ahora que ® es un isomorfismo de reticulas.

Probaremos primero que ® es un morfismo de clases parcialmente orde-
nadas. Sean €, D € L,(R) tales que € C D y supongamos que M € ®(C). En-
tonces existe N € Ctal que M = N®gP. Como € C D, entonces M € &(D).

Ahora es suficiente con mostrar que ® tiene un morfismo inverso de
clases parcialmente ordenadas.

Definamos O : L,(S) — L,(R) por:

O(C) ={L € Mod — S|L = M ®g Q para algin M € C}.

Como lo hicimos antes, © es un morfismo de 6rdenes bien definido.
Afirmamos que ©(®(€)) = € para cada € € L,(R). Sea M € C. Luego,

M=2MrR=2M®p(P®sQ)=(MerP)®s Q.

Como M®@rP € ®(C),yaque M € C,y (M®grP)®sQ € O(P(C)), tenemos
que M € ©(9(C)). Por lo tanto, ©(P(C)) D C.

Por otro lado, sea L € O(®(C)). Entonces existe N € ®(C) tal que
L 2 N ®g Q. Luego, existe M € C tal que N = M ®p P. Asi, L = (M ®g
P)®s Q = M. Luego, L € C. Por lo tanto, O(®(€)) = C.

De manera similar podemos ver que ®(0(C€)) = €. Por lo tanto, ¢ es
un morfismo de clases parcialmente ordenadas que tiene inverso. Luego, ® es
un isomorfismo de clases parcialmente ordenadas, y asi, ® es un isomorfismo

de reticulas.
Por lo tanto, L,(R) = LL,(.5).
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1.2. Campos y L,-equivalencia

En esta seccién mostraremos que el reciproco del Teorema 1.1.4 no se
valido en general.
Tenemos la siguiente proposicién [An73, Prop. 21.10):

1.2.1 Proposicion. Si R y S son dos anillos Morita equivalentes, entonces

Cen(R) = Cen(S5).
En vista de la Proposicién 1.2.1, tenemos:

1.2.2 Observacion. Sean R y S dos anillos conmutativos. Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) Ry S son isomorfos.
(1) R y S son Morita equivalentes.

1.2.3 Observacion. 5@V es un espacio vectorial sobre un campo F', entonces
V = F) para algin conjunto X, que es inico salvo por equipotencia.

1.2.4 Definicién. Sean K y F' dos campos. Decimos que K y F' son dimen-
sionalmente equivalentes si para cada familia {X;}icr de conjuntos no vacios

tenemos que
dimy ([ [ KW = dimp(J [ FX).
iel iel
1.2.5 Observacion.

(1) Si {Aitier v {Bi}ier son familias de conjuntos tales que |A;] < |Bj
para todo i € I, entonces

114 .

i€l

[

i€l

(1) Si{A;}icr y {Bi}tier son familias de conjuntos son tales que |A;| = | B
para todo © € I, entonces

114

il

115

el

Necesitaremos el siguiente resultado sobre cardinales, ver [Hr99, Lema
9.3.6]:
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1.2.6 Observacién. Si A > Xy y 2 < k < X entonces 2* = k* = \ .

1.2.7 Lema. Sean F un campo y FY) es un espacio vectorial sobre F de di-

mension |Y| con' Y un conjunto infinito. Entonces |FY)| = maz{|F|,|Y|} >
Y| = dimp(F®)),

Demostracion. Sean F' un campo y Y un conjunto infinito.
Supongamos que F es finito. Para cada ¢ : Y — F denotamos sop(p) =

{y € Y|p(y) # 0}. Luego,

IFO)| = [{p:Y — F|sop(p) es finito}|
= 1+ |Y||F|+|Y xY||[F xF|+---
= 14+|Y|+|Y|+---
= Y]
= maz{|F[,[Y]}.

Supongamos que F' es infinito. Luego,

IFO| = [{p:Y — Flsop(yp) es finito}|
= 1+ |Y||F|+|Y xXY||[F x F|+---
= 1+ WY[F|+[Y[F]+---
yva que F'y Y son infinitos,
= [YI[F]
= max{|F|,|Y|}.

Por lo tanto, |[FY)| = maz{|F|,|Y|} > |Y| = dimp(FM))
[

1.2.8 Corolario. Si F' es un campo y Y es un conjunto infinito tal que
|F| < Y], entonces |[FY)| = dimp(FY)) = |Y|. En otras palabras, si V es un
espacio vectorial infinito sobre F' tal que |F| < |V|, entonces dimp(V') = |V].

Demostracion. Es inmediata por el Lema 1.2.7. O]

1.2.9 Teorema. Todos los campos finitos son dimensionalmente equivalen-
tes.

Demostracion. Sea {X;};c; una familia de conjuntos no vacios. Supongamos
que F,, v [F,, son dos campos finitos con n < m. Definamos ~ una relacién
en [ dada por i ~ j siy sélo si |X;| = |Xj| o |Xi| y |Xj| son ambos finitos.
Tenemos que ~ es una relacién de equivalencia. Denotemos la clase de j por
[7]. Ahora, sea J C I un conjunto de representantes de cada clase. Podemos
ordenar J por i < j si X; y X; son ambos finitos o | X;| < |Xj].

Luego,
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H]FS/LXi) — H(H ]FS@Xi)).

iel JEJ i€lj]

Y de manera similar para F,,, tenemos que
HF%Q) — H(H ng))
iel jEJT i€lj]

Sea [jo] la clase de equivalencia para todos los X; finitos. Tenemos dos
casos:

Caso (1) [jo] es finito. Entonces

dims, (] FS9) = 371X = dime,, (] F&9)

i€[jo] i€[jo) i€[jo]

Caso (11) [jo] es infinito. Notemos que para cada ¢ € [jy], tenemos que |F,| <
|]F£LXZ') < ]Fg) < Q™| = |Q, ya que | X;| es finito Vi € [jo]. Luego,
usando las Observaciones 1.2.5 y 1.2.6,

pllll < pllioll =TT,y F
< ey Fi
< Hz‘e[jO]F’(”Xi)
< |iepg @
= Hz’euo](@‘
_ Nl)[jo]\ < ool

Asi,

H Fng‘) — H ng‘) — H Q(Xi) ) (*)
] ]

i€[jo i€[jo i€[jo]

Ahora del Corolario 1.2.8, tenemos que

dlan(Hiem] Fi) = Hié[jo] F
_ (X3)
- HiE[jo] Fin
g (Xi)
= dimz,, ([ Lo Fm ")
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Asi, podemos suponer que X; es infinito para cada i € I. Entonces,
por el Corolario 1.2.8, [FS¥"| = |X;| = |F| para cada i € I. Luego, por
_ (X5)

[iegy Xi| = ‘Hz‘em B

la Observacién 1.2.5, tenemos que ‘Hie[j] FG

para cada j € J.
De nuevo, usando el Corolario 1.2.8 y la Observacion 1.2.5, obtenemos

dimg, ([T, F)) = |[[Le, FSY
X;

= e, (I FS)

Xi

= HjeJ(Hie[j]IFgﬂ ))

X;
= HieIan)
= dimg,, ([T, Fa™).

1.2.10 Teorema. Fy y Q son dimensionalmente equivalentes.

Demostracion. Sea {X;}ie; una familia de conjuntos no vacios y considere-
mos ~ y J como en la demostracién del Teorema 1.2.9. Sea [j,] la clase de
los 7 tales que X es finito. Tenemos dos casos:

Caso (1) [jo] es finito. Luego,
. X; . ;
dimg,([] F™) = > 1Xi| = dimg( ] @)
i€[jo i€[jo] i€ [jo]
Caso (11) [jo] es infinito. Luego,
; (Xi)y (X3)
dimp, (Hie[jo] F™7) = Hie[jo] [y
[icyjo @

por el Corolario 1.2.8

por (*) en la demostra-

cién del Teorema 1.2.9
= dimg([T;e;;; @) por el Corolario 1.2.8.

Asi, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que X; infinito para
cada i € I. Luego, por el Lema 1.2.7, ]ngi) = |X;| = |Q¥)| para cada i € I.
Entonces, por la Observacién 1.2.5,

qFéXi) —TT x| = [T @
i€[j

i€[j] i€[j]

para cada j € J.
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Por lo tanto,

dims, ([T F5) = |[Ties 5™
X;

— e (Mg 5™

= |ILes (I Ly Q(Xi))‘ por la Observacién 1.2.5

= dimg([T,c; Q®?)  por el Corolario 1.2.8.

por el Corolario 1.2.8

]

1.2.11 Corolario. Cada campo finito F,, y Q son dimensionalmente equiva-
lentes.

Notemos que en la demostracién del Teorema 1.2.10 podemos sustituir
Q por cualquier campo F' de cardinalidad Ny. Por lo tanto,

1.2.12 Corolario. Si K y F son dos campos tales que | K|, |F| < Ro entonces
K y F' son dimensionalmente equivalentes.

1.2.13 Observacién. dimg(RY) = 2%,

Demostracién. Como RN es un espacio vectorial sobre R, tenemos que RY =
R™) para algiin conjunto X. Luego, |RY| = |[(2M)N] = [28N] = |2V] = |R].

Por otro lado, por el Lema 1.2.7, tenemos que maz{|X|, |R|} = |[RX)| =
R = |

Asi, | X| < |R]. Por lo tanto, dimg(RY) < |R| = 2%,

Para ver la otra desigualdad es suficiente con encontrar un subconjunto
D de RY tal que sea linealmente independiente y tenga cardinalidad 2%. Para
cada x € R definimos f, : N — R por:

Sea D = {f,|x € R}. Es claro que |D| = 2. Afirmamos que D es linealmente
independiente. Supongamos que c; fy, +- - -+¢, fo,, = 0, para algunas f,, € D,
1<i<n,dondec € R,1<i<n.

Entonces
1 1 1 C1 0
et er2 ern Co 0
e(nfl)zl e(nfl)xz e(nfl)zn e 0
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Sea z; = " para toda 1 <7 < n. Luego,

1 1 1 c1 0

21 29 Zn, Co 0
n—1 n—1 n—1

21 25 Zy Cn 0

Notemos que la matriz izquierda es una matriz de Vandermonde. Como
la funcién e” es inyectiva y z; # x; cualesquiera 1 <1i,j < n tales que i # j,
entonces z; # z; para cualesquiera 1 < ¢,7 < n tales que @ # j . Luego, la
matriz de Vandermonde anterior es invertible y la tinica solucién que tiene el
sistema de ecuaciones es la solucién trivial. Asi, ¢; = 0 para cada 1 <1i < n.
Luego, D es linealmente independiente.

Por lo tanto, dimg(RY) = 2%,

1.2.14 Teorema. Q y R son dimensionalmente equivalentes.

Demostracion. Sea {X;}ie; una familia de conjuntos no vacios y considere-
mos J como en la demostracién del Teorema 1.2.9. Sea [j,] la clase de los i
tales que X; es finito. Tenemos dos casos:

Caso (1) [Jjo] es finito. Entonces

dimg( [ Q%) = Y 1X;| = dimg( [ ] R™).
]

i€ljo) i€[jo i€ [jo]

Caso (11) [jo] es infinito. Si [[jo]| = No, entonces

dimo([ Lieg,) QW) = [Ticyo QM) por el Corolario 1.2.8,
Hie[jo]@‘ QWX = Q)

al ser X; finito,

= 2N
dimz ([ Ticjjo R) por la Obs. 1.2.13,
= dimz(I Ly R&Z),

} RX4)

2% que es un subespacio vectorial de ]

= 2%y dimg([[;c;;y R) =
R

i€[jo

La ultima igualdad es porque ‘H

i€[jo]
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Si [[jo]| > No, entonces

dimo([Ticyy Q%) = Ly, @ por el Corolario 1.2.8,
Hie[jO]Q’ Q%] = |Q|

al ser X, finito,

_ ylol

O.
2|([;O“|[' ) por la Obs. 1.2.6,
— 2 0-[lJo

(QNo)l[jo]l
= Hie[jo]R‘
X;
[Tieyio R ))
dimz([T;c;;y R™Y)  por el Corolario 1.2.8.

Sea j € J y supongamos que | X;| = Ny, para cada i € [j]. Tenemos tres
Casos:

Caso (1) [j] es finito. Entonces

dimg([J @) =Y [Xi| = dime(] [ R™).

i€[j] i€[j] i€(j]

Caso (11) |[j]| = No. Luego,

dimo([ Lie QX)) = [Lic QLX) por el Corolario 1.2.8,

iy Q) Q%] = Q)
al ser ‘X,L’ = No,

= 2%

= (maz{2%, X}V =

R) = 2% que es un subespacio

La igualdad anterior es porque ‘Hiem R4
(2R0)Ro = Moo — Moy dimpg (]
vectorial de [T, REY.

i€[y]
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Caso (111) [[4]| > No. Entonces

dimg ([T, QX)) = ‘Hie[j] @(Xi)’ por el Corolario 1.2.8,

maz{No, | X;|})V
)l

e e L
z

= (2%0)lll por la Observacién 1.2.6,

I
E
=

Y

I
—
2
I

>

= dime([ ;e R&D)  por el Corolario 1.2.8.

Asi, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que |X;| > Ny para
toda i € I. Por el Corolario 1.2.8, tenemos que |Q¥?| = | X;| = [RX?)| para

toda i € I. Luego, or la Observacion 1.2.5, ‘Hie[j} Q(Xi)’ = ‘H Xi’ =
’Hiem REY

i€s]

para cada j € J. Entonces

dimQ(Hiel Q(Xi)) = |Hi€[ Q(Xi)

ya que Ry < ‘Hiel Q)
y por el Corolario 1.2.8,

- HjeJ(Hiem Q(Xi))
= |TLe/(ILiey RY)|  por la Observacién 1.2.5,

= Hie] R
= dimg([];c; RYY) por el Corolario 1.2.8.

]

1.2.15 Proposicion. No todos los campos son dimensionalmente equivalen-
tes.

Demostracion. Sean X,Y conjuntos tales que |R| < |X|, |Y| = 2%/ y consi-
deremos Q(Y) un campo extension de Q de dimensién |Y.

Sea M = QY. Como |M| = |R|, usando el Corolario 1.2.8, obtenemos
que dimg(M) = |M| = |R|.

Por otro lado, si N = Q(Y)Y, entonces
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Nl = |Q(Y)"|
QY|
= |y|N ya que por el Lema 1.2.7

Q)| = max{|Q], [Y]} = [Y],

(21X
— 9lX[|N]
— 9lX]

= |Y|.

Luego, dimgy)(N) < [Y].

Veamos que dimgy)(N) = |Y|. Para cada y € Y, definimos o, : N —
Q(Y) por a,(n) = y™. Sea L = {o, € Q(Y)N|y € Y}. Afirmamos que L es
un subconjunto linealmente independiente de Q(Y)Y. En efecto, supongamos
que c1ay, + -+ + ¢y, = 0 donde ¢; € Q(Y) para toda 1 < i <n.

Evaluando sucesivamente en 0,1,...,n — 1 obtenemos un sistema de
ecuaciones que se puede representar matricialmente de la siguiente manera:

1 1 1 e 0
Y1 Yo Yn Ca 0
()" ' ()™t - () Cn 0

La matriz izquierda es una matriz de Vandermonde. Como y; # y; para
cualesquiera 1 < 4,5 < n tales que 7 # j, entonces la matriz de Vandermonde
anterior es invertible y el sistema de ecuaciones tiene inicamente la solucién
trivial. Luego, ¢; = 0 para toda 1 < ¢ < n. Por lo tanto, L es linealmente
independiente.

Como |L| = |Y], entonces dimgy)(N) > [Y].

Luego, dimgyy(N) = Y] v asi, dimg(M) # dimgryy(NV).

Por lo tanto, Q y Q(Y) no son dimensionalmente equivalentes.

[]

1.2.16 Teorema. Si K y F' son dos campos dimensionalmente equivalentes,
entonces K y F son L,—equivalentes para todo o C {<, /,ext, [[, ®, E, P}.

Demostracion. Sean K y F' dimensionalmente equivalentes y tomemos o C
{<, /,ext, [[, ®, E, P}. Definamos ¢ : Ly(K) — L,(F) para toda C €
L,(K) por

0@ ={M e F - Mod|M=F® s K& ¢ e}
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Veamos primero que ¢ estd bien definida, es decir, que ¢(€) es cerrada

bajo tomar las operaciones correspondientes a los simbolos en p. Considere-
mos cada una de las posibilidades.

Caso (1)

Caso (11)

Caso (111)

Caso (1v)

Caso (V)

<€ 0. Sea M € ¢(€) y tomemos N < M. Luego, M = FX) para algiin
conjunto X tal que K®) € €. Entonces N = F(Y) para algtin conjunto
Y tal que |Y| < |X|. Luego, existe un monomorfismo K — K&,
y asf, K) € @, ya que € es cerrado bajo tomar submédulos. Por lo
tanto, N € ¢(C).

/ € 0.Sea M € ¢(C) y tomemos M — N. Luego, M = FX) para algiin
conjunto X tal que K&X) € €. Entonces N = FY) para algin conjunto
Y tal que |Y| < |X]|. Luego, existe un epimorfismo KX) — K vy
asi, K) € @, ya que € es cerrado bajo tomar cocientes. Por lo tanto,
N € ¢(C).

ext € o. Sean M,N € ¢(€) y 0 - M — L — N — 0 una sucesién
exacta. Luego, M = F(X) N =2 F(Y) para algunos conjuntos X, Y tales
que KX KY) ¢ €. Entonces FX) @ FY) = [ Sea Z un conjunto tal
que | Z| = | X| + |Y]. Luego, L = F). Como € es cerrada bajo tomar
extensiones, entonces K4 = K(X) @ K() € €. Por lo tanto, L € ¢(@).

@ € 0. Sea {M;}ier € p(C). Luego, para cada i € I tenemos que M; =
F&X4) para algin conjunto X; tal que KX%) € C. Sea M = @®;c;M,.
Entonces dsz(M) = dlmF(@ZE[MZ) = dsz(@ZgF(Xl)) = Zie[ |Xz|
Sea X un conjunto tal que |X| = >",.; |X;|. Asf, M = F). Por otro
lado, @;c; KX € €, ya que € es cerrado bajo tomar sumas directas.
Luego, dimy(®ierKX)) = 3., |X;]. Asf, KX) € €. Por lo tanto,
M € ¢(C).

I € o Sea {M,;};cr C ¢(€). Luego, para cada i € I tenemos que M; =
F™9 para algin conjunto X; tal que KX € €. Sea M = [[,, M;.
Entonces dimp(M) = dimp([[;c; F&V) = dimg(IT;c; KY7), ya que
K y F son dimensionalmente equivalentes. Sea X un conjunto tal que
| X| = dimp(M). Asf, M = F®). Luego, K& = [[,_, KX € €, ya
que C es cerrado bajo tomar productos. Por lo tanto, M € ¢(C).

Como K es un campo, cada K-mddulo es proyectivo e inyectivo. Lue-

go, cada clase € de K-moédulos es cerrada bajo tomar capsulas inyectivas y
cubiertas proyectivas.

De manera similar, cada clase ¢(C) de F-médulos es cerrada bajo tomar

capsulas inyectivas y cubiertas proyectivas.
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Por lo tanto, ¢ esta bien definida.

Ahora probemos que ¢ es un isomorfismo de reticulas.

Comenzaremos mostrando que ¢ es un morfismo de clases parcialmente
ordenadas. En efecto, sea €, D € L,(K) tal que € C D y tomemos M € p(C).
Entonces existe KX) € @, para algtin conjunto X tal que M = F). Luego,
M € (D), ya que € C D.

Definimos 6 : L,(F') — L,(K) por:

0(C)={M € K — Mod| M = K® si FX) ¢ e}.

Por los mismos argumentos, # esta bien definida y es un morfismo de
clases parcialmente ordenadas.

Afirmamos que 0(¢(C)) = € para todo € € L,(K). En efecto, sea
M € €. Entonces M = KX para algin conjunto X. Luego, FX) € (C).
Entonces M € 0(p(@)), ya que M =2 KX y FX) € (C).

Por lo tanto, 8(p(C)) 2 €.

Reciprocamente, sea L € 0(¢(€)). Entonces L = KX) y F(X) ¢ (€)
para algiin conjunto X. Como F™X) € (€), tenemos que KX € €. Luego,
LecC.

Por lo tanto, 0(p(C)) = C.

De manera similar, ¢(0(€)) = €. Entonces ¢ es un morfismo de clases
parcialmente ordenadas que tiene un morfismo inverso de clases parcialmente
ordenadas. Luego, ¢ es un isomorfismo de clases parcialmente ordenadas vy,
por lo tanto, ¢ es un isomorfismo de reticulas.

Por lo tanto, L,(K) = L,(F).

O

1.2.17 Observacion. Por el Teorema 1.2.15, tenemos que Q y R son L,-
equivalentes, ya que son dimensionalmente equivalentes. Por otro lado, como
Q y R no son campos isomorfos, por la Observacion 1.2.2, tenemos que
no son Morita equivalentes. De manera similar, F,,, F,,, Q y R son L,-
equivalentes, pero no son Morita equivalentes. Lo que muestra que el reciproco
del Teorema 1.1.4 no es valido para todos los anillos.

1.3. Campos Lj-equivalentes

Para la siguiente demostracién definimos Fq = Q.

1.3.1 Lema. Sea F un campo infinito. St X es un conjunto no vacio tal que
| X| < |FYN|, entonces dimp((FY)Y) = |FN|. En particular, dimp(FY) =
|FN|.
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Demostracién. Sea F un campo infinito. Luego, |F| < |FN|. Veamos primero
que dimp(FN) = |FY|. Supongamos que |F| = |FN|.

Asi, por el Lema 1.2.7, dimp(FY) < |FY|.

Veamos que dimp(FYN) > |FN|. Sabemos que existe n € N U {0} tal
que F,, es subcampo de F'. Luego, I’ es un espacio vectorial sobre F,,. Como
Ny < |F|, entonces |F,,| < |F|. Luego, por el Corolario 1.2.8, dimg, (F') = |F|.

Sea Y una base de F sobre [F,,.

Para cada y € Y, definimos a, : N — F por o, (n) = y™. Sea L = {a,, €
FN|y € Y}. Afirmamos que L es un conjunto linealmente independiente de
FN. Basta ver que todo subconjunto finito de L es linealmente independiente.
Supongamos que ¢y, + -+ + ¢y, = 0 con ¢; € F,(Y) = F para cada
1< <n.

Evaluando sucesivamente en 0,1,...,n — 1 obtenemos un sistema de
ecuaciones que se puede representar matricialmente de la siguiente manera:

1 1 1 ¢ 0
Y1 Y2 Yn Co 0
()" ()"t e ()" Cn 0

La matriz izquierda en la igualdad anterior es una matriz de Vander-
monde. Como y; # y; si ¢ # j para todos 1 < ,j < n, entonces la matriz de
Vandermonde anterior es invertible y el sistema de ecuaciones anterior tiene
Unicamente la soluciéon trivial.

Por lo tanto, L es linealmente independiente. Y como |L| = |Y|, enton-
ces dimp(FN) > |Y].

Asi, dimp(FN) = |Y| = |F| = |FY).

Si |F| < |FY|, entonces, por el Corolario 1.2.8, dimp(FY) = |FYN).
Por lo tanto, dimg(FY) = |FN|.

Sea X un conjunto no vacio tal que | X| < |F™|. Luego, |F| < |FN|
Supongamos que |F| = |FY|. Entonces | X| < |F.

Luego,
(FCNN| = |F)|IN
= |F|N por el Lema 1.2.7 ya que | X| < |F|
| FN| va que |F| = |FY|.

Asi, por el Lema 1.2.7, dimp((F@)N) < |FN|.



20 CAPITULO 1. L,—EQUIVALENCIA

Por otro lado, como F es un subespacio vectorial de FX) entonces

|FN| = dimp((F)Y) < dimp((FE)Y). Por lo tanto, dimp((FCO)N) = |FN|.

Ahora supongamos que | F| < |FN|. Entonces, por el Lema 1.2.7, |[FX)| =
maz{|F|,|X[} < [F"| y |F| < [FX].
Asi,
[P < [FO] < |[FY.

Luego, por la Observacién 1.2.5,

|F|IN < [FEOINE < | pNINE = | o INFINE — | | INT

Entonces |(FC)N| = |FEN = | p|IN = | pN),

Asi, |F| < |F¥] = [(FOO)N|

Entonces, por el Corolario 1.2.8, dimy((FCO)N) = |FN|.

Asi, en cualquier caso, dimp((FCO)N) = |FN|. O

Decimos que una clase C es totalmente ordenada si cualesquiera dos
elementos de la clase son comparables. Decimos que una clase € es bien
ordenada si cualquier subclase no vacia D tiene un elemento menor.

Denotaremos a [A, Bl = {€ € Lj(F)|A C € C B}

1.3.2 Proposicion. Sean F un campo y X un conjunto infinito. Entonces
las siguientes afirmaciones se cumplen:

(a) Si0 # A € [0,&(F®), entonces A = &((FX))Y) para algin

conjunto no vacio Y .
(b) [0, (F X)) es totalmente ordenado.

Demostracion. (a) Sean F' un campo y X un conjunto infinito.

Sea 0 # A € [0, £H(F(X))]H. Luego, A < §HF(X). Como un conjunto de
cardinales estd bien ordenado, existe un conjunto Y tal que ((F))Y) € A
y tal que para todo conjunto no vacio Z tal que |Z] < |Y| se tiene que
(FX)2 ¢ A,

Notemos que si Y es finito, entonces (F X ))Y =~ X pues X es infinito,
y asi, A = {(FW)).

Por lo anterior, sin pérdida de generalidad podemos suponer que Y es
infinito.
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Supongamos que 0 # V € A. Como A < {q(F™)), entonces V =
(FX))Z para algtin conjunto no vacio Z tal que |Y'| < |Z|. Luego,

((F(X))Y)Z (F(X))YxZ
(FEO)Z yaque [N < Y] < |Z]

V.

11111

Luego, V € &p((FX)Y).
Por lo tanto, A = &rp((FX)Y).

(b) Sean 0 # A, B € [0, FX))p. Luego, A = E(FE)Y) y B =
E((F (X))%) para conjuntos no vacios Y, Z. De nuevo, podemos suponer que
Y y Z son infinitos. Mas ain, podemos suponer que |Y| < |Z|. Luego,

(P72 (FOO)<2) = (U0
Asf, (FPN?Z) € &((FX))Y) = A. Entonces
B = u((FY)?) <en((FY)Y) = A.

Asi, B < A.
En el caso que |Z] < |Y|, la demostracién es similar.
Por lo tanto, [0, {p(F™))]p es totalmente ordenado.
UJ

1.3.3 Proposicién. Sea F' un campo. Si 0 # A € Lp(F) y [0, Al es
una clase totalmente ordenada, entonces A = §H(F(X)) para algin conjunto
infinito X.

Demostracion. Sea F' un campo. Supongamos que 0 # A € L(F) v que
[0, Alfg es una clase totalmente ordenada.

Como un conjunto de cardinales es bien ordenado, entonces existe un
conjunto no vacio X tal que ) € A y para todo conjunto no vacio Y con
Y| < | X] se tiene que FY) ¢ A.

Veamos que A = p(F™)). Es claro que p(F®)) < A.

Para la otra desigualdad, sea V € A tal que V = F%) y |Z| > | X|.

Como [0, A]fy es totalmente ordenado, por hipétesis, entonces £ (F (X)) <

En(FD) o &r(FWN) > gr(F9).

Supongamos que {p(FX)) < &p(FP). Entonces F&) € (F&).
Luego,

(F(Z))Y ~ p(X)
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para algiin conjunto no vacio Y, pues X es no vacio. Luego, dimy((F%)Y) =
dimp(FX)). Pero

dimp((FO)Y) > dimp(F9) = 2| > | X| = dimp(F®),

lo que es una contradiccion.
Asf, {(F™) > &(FP). Luego, V € (F™)) para todo V € A.
Por lo tanto, A = &p(F™)).

Falta ver que X es infinito. Supongamos que X es finito. Luego, {(F (2%9)
y & (F (3X)) son dos clases distintas de cero menores que {(F (X)) = A.

Es claro que F®X) & ¢q(F®Y) y que F@Y) & p(FEX), ya que X
es finito. Luego, {p(FPX)) £ &(FBX) v &(FEX)) £ &(FRY), 1o que
contradice que [0, A] es totalmente ordenado.

Por lo tanto, X es infinito.

]

Para la siguiente proposicién vamos a suponer la hipétesis generaliza-
da del continuo, es decir, para cualquier conjunto infinito A, no existe un
conjunto B, tal que |A| < |B| < 214,

1.3.4 Teorema. No todos los campos son LL-equivalentes.

Demostracion. Sea F = Q(2%) la extensién de Q de dimensién |2%|. Luego,
|| = [2].
Entonces, por el Lema 1.3.1,

dimp(FY) = [FN| = || = [28]I%) = RN — g%

Asi, dimp(FYN) = |28].

De manera similar, por el Lema 1.3.1, dimg((F®™)N) = |[FN| = |28
Como |R| < |2 = |FN|, entonces, por el Lema 1.3.1, dimp((F®)N) =
|[FN) = [25].

Luego, (F(N ) (PN o D),
Entonces F 2%) ¢ {(F MY A fH(F(R))
&I

Ast, E(F®™) A g(F®) > ¢(F@).

Sean A = {(FM) y B = ¢ (F®).

Veamos cuales son los elementos de A.

Supongamos primero que X es un conjunto no vacio. Si X es finito,
entonces (FMN)X = (),

Si X es infinito, entonces (FM)X 2 (FM))N<X o (p(N))N)X o (p(29))X
Luego, (FMX ¢ e(F©@).
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Asi, F® ¢ eq(F™) = A, ya que F®) ¢ ¢(F)) y F® 2 0,

Por lo tanto, B £ A.

De manera similar, si X es un conjunto no vacio. Entonces (F®)X =~
F® o (FEHX ¢ §H(F(2R)).

Luego, FM™ ¢ ¢(F®) = B, ya que FN ¢ ¢(F@)) y F® 2 pOV),
Entonces A £ B.

Por lo tanto A £ By B £ A.

Por otro lado, de lo anterior también obtenemos que A A B = &y (F MDA
f(F®) = ¢q(F@)) y, ademés, AV B = (FE)) U {F®, F®Y,

Luego, [ANB, AV Bl ={AANB,AVB,A B}, donde A LBy BL
A. Es decir, un rombo.

Supongamos que ® : Lip(F) — L7(Q) es un isomorfismo de reticulas.

Luego,

AABLAV B[ [B(A) A DB(B), D(A) V O(B)].

Veamos que lo anterior es imposible. Lo haremos mostrando que [®(A)A
O(B), P(A)VE(B)]y tiene al menos cinco elementos y no puede ser un rombo.

Veamos que ®(A) = fH(Q(X)) para algin conjunto infinito X.

Por la Proposicién 1.3.2, tenemos que [0, Ay es totalmente ordenado,
ya que A = SH(F(N)).

Luego, como ¢ es un isomorfismo de reticulas,

[B(0), DA = [0, @ BN

es totalmente ordenado.

Entonces, por la Proposicién 1.3.3, ®(A) = fH(Q(X)) para algin con-
junto infinito X.

De manera similar, tenemos que ®(B) = fH(Q(Y)) para algin conjunto
infinito Y.

Luego, |X| # Y], ya que A £ B y & es un isomorfismo de reticulas.
Ademsds, Q) ¢ (QWY)) y QX ¢ (Q™M), yaque BLAy AL By &
es un isomorfismo de reticulas.

Supongamos que |X| < |Y]. Luego, por la hipétesis generalizada del
continuo, |Y| > 21X,

Si |[Y| = 2! entonces

(QENX| = |QM)|IX]
= |Xx|XI X es infinito,
= 2Kl por la Observacién 1.2.6,
= |Y].
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Luego, por el Corolario 1.2.8, dimg((Q¥))X) = |Y].
Asf, Q) 2 (QPNX € ¢(Q™), 1o que es una contradiccién.
Por lo tanto, |Y| > 21X,
Veamos que &7(QU)) A &(Q™)) = gq(Q©RM).
Por un lado,

(QENY] = |QW)|VI
|X|IY] X es infinito,
= 2l por la Observacién 1.2.6.

Luego, por el Corolario 1.2.8, dimg((QX))Y) = 211,
Asf, Q) = (@) € ¢(QW).

Por otro lado,

|((@(Y))Y’ = |Q(Y)|\Y|
= Y|l Y es infinito,
= 2l¥l por la Observacién 1.2.6.

Luego, por el Corolario 1.2.8, dimg((QM))Y) = 2/,
Asf, Q@) = (QM)Y € ¢(QM).
Por lo tanto, &7(Q) A (@) 2 &r(Q").

Veamos que se cumple la otra desigualdad.

Sea 0 £V € SH(Q(X)) A SH(Q(Y)). Luego, como V' € SH(Q(Y)), existe
un conjunto no vacio Z tal que V = (Q™))%. Entonces |V| = |[(QY))?| =
Y7 > Y] > Q]

Luego, por el Corolario 1.2.8, dimg(V) = |V|. Asi, por la hipétesis
generalizada del continuo, tenemos que dimg(V) = |V| = |Y] o dimg(V) =
V| > 2l

Si dimg(V) = |Y], entonces V = Q)| y, como V' € £(QX)), tenemos
que Q) ¢ SH(Q(X)), lo que es una contradiccion.

Por lo tanto, dimg (V) = |V| > 2.

Luego, |Y[I#l = |V| > 2IY].

Si [V] = 21, entonces V = Q")

Supongamos ahora que |V| > 2V,

Si |Z| < |Y| entonces |V| = |Y |4l < |V |V =2Vl < |V, 1o que es una
contradiccion.
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Asi, |Y] < |Z]. Luego,
(QE)Z] = Q™|
2Y|IZ|
_ oliiz|
24l va que Y] < |Z|,
]Y“Z‘ por la Observacién 1.2.6,
= |V

Luego, por el Corolario 1.2.8, dimg(Q®"))?) = |V|.

Asi, V= ((@F))” € g(@FY).

Por lo tanto, &r(QX)) A & (QM)) = gH(Q(QY))_

Por tltimo, veamos que {H(Q@X)) € [P(A)AND(B), D(A) V O(B)].
Por un lado, tenemos que

(QENX| = |QI|IXI
= | XX ya que X es infinito,
= 2 por la Observacién 1.2.6.
Luego, por el Corolario 1.2.8, dimg((QX))*) = 21X,

Luego, Q") = (QUNX € ¢(Q™)).
Por lo tanto,

f1(Q%Y)) < gr(QX).

SiVoe SH(Q@X)), entonces V' tiene dimensién 0 6 V' tiene dimensién
mayor o igual a la cardinalidad de 2%, que es estrictamente mayor que la
cardinalidad de X. Por lo tanto, V 2 Q).

Luego, Q) ¢ SH(Q(2X)). Por lo tanto,

(Q®)) < QW) = B(A) < B(A) V O(B).

Por otro lado,

@)Y] = Q@)

= [2X|IYI ya que 2X es infinito,
_ oy
= 2Wi va que | X| < |2%] < |Y].

XLuego, por e)l{ Corolario 1.2.8, dimg((Q@))Y) = 2|Vl Asi, Q") =~
Q)Y € (@),
Por lo tanto, ®(A) A &(B) = §H((@(2Y)) < 51—}1((@(2X))~ )
Adems, como [2¥] < 2", tenemos que Q) ¢ (@),
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Por lo tanto,
B(A) A B(B) = £1(QP) < &q(QPT).

Asi, [P(A) N ®(B),P(A) vV &(B)|[ tiene al menos 5 elementos, que son
(@), €n(Q@P)) = B(A) A O(B), QYY) = @(B), £(QY) = ®(A)
y ®(A) vV &(B), lo que es una contradiccién, ya que [AAB,AV Bl =
[AAB,AVB, A B}

Para |X| > |Y|, sustituimos Y por X y X por Y en la demostracién
anterior y siguen siendo correctos los argumentos usados.

Por lo tanto, ' y Q no son Lpj-equivalentes.



Capitulo 2

Reticulas atémicas y uniformes

En este capitulo obtenemos resultados y caracterizaciones de anillos
cuando suponemos que sus grandes reticulas de clases de modulos son cerra-
das bajo ciertas propiedades de cerradura, son atémicas o uniformes.

Recordemos algunas definiciones de la Teoria de Anillos que requerimos
para este capitulo. R es local izquierdo si R sélo tiene un tipo de R—modulo
simple. R es semi-artiniano izquierdo si todo R—modulo tiene un submoédulo
simple. R es max izquierdo si cada R—modulo tiene un cociente simple. Un
anillo R es llamado un V" anillo izquierdo si cada R-moédulo simple es inyec-
tivo. Decimos que un R-moédulo M es comprimible si para todo submédulo
distinto de cero IV, existe un monomorfismo « : M ~— N. De manera similar,
decimos que un R-médulo M es cocomprimible si para cada cociente distinto
de cero N, existe un epimorfismo o : N — M. En particular, cada moédulo
simple es comprimible y cocomprimible. Denotamos a R — simp como el con-
junto completo de representantes de clases de isomorfismo de los R-moédulos
simples y definimos Ey = E(®{S|S € R — simp}). Se puede probar que Ej
es un cogenerador inyectivo de R — Mod. Recordemos que N es un subco-
ciente de M si N se sumerge en un cociente M, equivalentemente si N es
un cociente de un submédulo de M. Asi, cada R-mddulo distinto de cero M
tiene un subcociente simple.

Referimos al lector a [Al10] donde la notacién de reticulas de clases de
modulos definidas por propiedades de cerradura es introducida, y a [Da06]
para notacion, terminologia y conceptos de reticulas, teorias de torsién e
informacion adicional sobre reticulas de modulos.

Para resultados y conceptos de Teoria de Reticulas, ver [Bi73], [Ca00]
y [Gr78].

27
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2.1. Atomos y Zoclo

Sean o C {<, /,ext, [[, ®, F, P} y € una clase de médulos no vacia.
Entonces podemos definir la clase generada por € en L,(R) por:

£(€) = N\{D e Ly(R)|le C D}.

2.1.1 Definicion. Sea L. una reticula. Decimos que L es acotada si existen
0,1 € L tal que para cada C € 1L, se tiene que 0 < C y C < 1.

Es claro que toda reticula completa es acotada.

2.1.2 Definicién. Sea L una reticula acotada. Decimos que 0 # C € LL es
un dtomo si para cada 0 # D € L tal que D < € se tiene que D = C.

Es claro que si € es un atomo de L,(R) y 0 # M € C, entonces £,(M) =
C.

2.1.3 Definicién. Sea L una reticula completa. Definimos el zoclo de una
reticula como el supremo de todos los atomos y lo denotamos por Zoc(LL).

En el siguiente teorema describimos los zoclos de algunas reticulas de
clases de médulos.

2.1.4 Teorema. Para cualquier anillo R, tenemos que:

(a) Zoc(L<(R)) ={M € R— Mod|M es comprimible}.

(b) Zoc(L)(R)) ={M € R — Mod|M es cocomprimible}.

(¢) Zoc(Lg(R)) =0

(@) Zoc(Ly(R)) =0

(e) Zoc(Lg(R))={FE € R— Mod|E es inyectivo}.

(f) Zoc(Lp(R)) ={P € R—Mod|P es proyectivo o no tiene cubierta proyectiva}.
(9) Zoc(L<,,(R)) ={S € R— Mod|S es simple} U{0}.
Demostracion.

(a) Los datomos en L<(R) son exactamente {<(M) tales que M es compri-
mible. En efecto, si € es un dtomo y 0 # M € C, entonces {<(M) = C.
Si0# N < M, entonces {<(N) = €. Luego, M € {<(NV). Asi, existe
un monomorfismo M »— N. Entonces M es comprimible. Por lo tan-
to, cada M € Zoc(L<(R)) es comprimible. Por otro lado, es claro que
cada médulo comprimible genera un atomo en L<(R). Por lo tanto,
Zoc(L<(R)) ={M € R — Mod|M es comprimible}.
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(b)
()

La demostracion es similar a la demostracién del inciso (a).

Si € € Lg(R) es un atomo, entonces g (M) = C, para cada médulo M
distinto de cero que pertenece a €. Luego, existe un conjunto X tal que
|M| < |M®&)|. Entonces £g(M) = C = & (MX). Asi, M € &(MX)) y
M = (M) para algin conjunto no vacio Y. Pero |M| < |[MX)]| <
(MDY 1o que es una contradiccién. Por lo tanto, Leg(R) no tiene
atomos.

La demostracién es similar a la demostracién del inciso (c).

Si € es un atomo de Lg(R), entonces C = {g(E) = {0, E'} para algin
E inyectivo. Asi, los atomos estan en una correspondencia biyectiva
con las clases de isomorfismo de los médulos inyectivos. Por lo tanto,
Zoc(Lg(R)) ={FE € R— Mod|E es inyectivo}.

Sea € un atomo de Lp(R). Si 0 # M € C, entonces {p(M) = C.
Tenemos dos casos: M tiene una cubierta proyectiva o M no tiene una
cubierta proyectiva. Si sucede lo primero, tenemos que {0, P(M)} =
Ep(P(M)) = Ep(M). Asi, M = P(M). Por otro lado, si M no tiene
cubierta proyectiva, entonces € = {p(M) = {0, M }. Por lo tanto, los
atomos estan determinados por los médulos proyectivos o los modulos
que no tienen cubierta proyectiva.

Si € es un atomo de L< ,(R), entonces € = {0, S} para un médulo
simple S, ya que todo médulo distinto de cero tiene un médulo simple
como subcociente. Por otro lado, todo mdédulo simple genera un atomo.
Por lo tanto, Zoc(L< /(R)) = {S € R — Mod|S es simple} U {0}.

[

2.1.5 Definicién. Sea L una reticula completa. Decimos que C es esencial
en L si para cualquier 0 # D € L tenemos que D N C # 0. Denotamos
E(L) = A{€ € L| € es esencial en L}.

Si € € L es esencial, es claro que para cada C atomo en L, tenemos que

C < &. Asi, Zoc(LL) < € para todo elemento esencial € en L.

Una clase de R-moédulos es llamada estable si es cerrada bajo tomar

capsulas inyectivas.

2.1.6 Proposicion. Sea R un anillo. Entonces:

(a)

Zoc(Lg(R)) = €(Lg(R)).



30 CAPITULO 2. RETICULAS ATOMICAS Y UNIFORMES

(b) Zoc(Lp(R)) = E(Lp(R)).

(¢) Zoc(Le(R)) = €(Le(R)).
(d) Zoc(Lyy(R)) = €(Lpy(R)).

)
Demostracion. (a) Es suficiente ver que Zoc(Lg(R)) es esencial. Sea 0 #
C € Lg(R). Como C estable, entonces existe un médulo inyectivo 0 # E
en C. Asi, CAZoc(Lg(R)) # 0. Por lo tanto, Zoc(Lg(R)) es esencial y
Zoc(Lp(R)) = €(Lp(R)).

(b) La demostracién es similar a la demostracién del inciso (a).

(¢) Sea0# M € R— Mod y definamos Cy; = {0 # L € R — Mod|L no es
sumando directo de M}. Afirmamos que €y € Lg(R) y, ademds, Cyy
es esencial. En efecto, sea {L;}ics € Cpr. Si @erL; es sumando directo
de M, entonces L; es sumando directo de M para toda i € I, lo que es
un contradiccion. Asi, ®;erL; € €y y, por lo tanto, €y, es cerrada bajo
tomar sumas directas.

Ahora veamos que Cjp; es esencial. Sean D € Lg(R) y 0 # N € D.
Si N € Cj; hemos terminado. Supongamos pues que N es sumando
directo de M. Entonces existe un conjunto X tal que |M| < [N,
Luego, N¥) no es sumando directo de M. Asi, 0 # N&X) € D A Cy,.
Por lo tanto, €y, es esencial en Lg(R).

Como M ¢ €y, entonces M ¢ €4 (R). Por lo tanto, €5(R) = 0 =
Zocg(R).

(d) La demostracién es similar a la demostracién del inciso (c).

U

2.2. Reticulas atémicas y uniformes

2.2.1 Definicién. Sea R un anillo y sean o y p tales que o C p C {<
,/,®, ], ext, E, P}. Decimos que C € L,(R) es 0 — p esencial si para todo
0# D e L,(R) tal que D < E,(C) se tiene que CAD # 0. L,(R) es llamada
o — p uniforme si cada 0 # C € L,(R) es o0 — p esencial.

2.2.2 Definicion. Sea L una reticula con 0. Decimos que L es atomica si
para todo 0 # C € L existe un dtomo D € L. tal que D < C.

2.2.3 Teorema. Sea L,(R) o — p uniforme. Si L,(R) es atdmica, entonces
L,(R) es atomica.
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Demostracion. Sea LL,(R) o — p uniforme. Supongamos que L, (R) es atémica
y sea 0 # C € L,(R). Entonces € € L,(R) y existe un dtomo D € L,(R) tal
que D < €. Luego, £,(D) < €. Veamos que &,(D) es un dtomo en L,(R). Sea
0#A €L,(R) tal que A < &,(D). Luego, A € L,(R). Como L,(R) es o —p
uniforme, tenemos que D A A # 0. Entonces, al ser D un atomo en L, (R),
D=DAA<A. Luego, £,(D) < Ay &, (D) =A. Asi, (D) es un dtomo en
L,(R). Por lo tanto, L,(R) es atémica.

UJ

2.2.4 Definicion. Sea L una reticula con 0. Decimos que L es uniforme si
para cualesquiera 0 # C,D € L se tiene que C AN D # 0.

2.2.5 Teorema. Si L,(R) es o — p uniforme, entonces L,(R) es uniforme
siy solo si L,(R) es uniforme.

Demostracion. Sea L,(R) es o — p uniforme.

Supongamos que L, (R) es uniforme y sean 0 # €, D € L,(R). Entonces
C, D € L,(R). Por hipétesis, tenemos que € A D # 0. Por lo tanto, L,(R) es
uniforme.

Veamos el reciproco. Sea L,(R) uniforme y tomemos 0 # €, D € L,(R).
Entonces £,(C) A &,(D) # 0. Sea A = £,(C) A E,(D). Como A € L,(R),
A <E,(C) y L,(R) es 0 — p uniforme, tenemos que A A € # 0. Luego, como
ANC <A <E(D) y como D es o — p esencial, tenemos que AACAD # 0.
Asi, € AD # 0. Por lo tanto, L,(R) es uniforme.

[

Veamos algunos ejemplos de reticulas L, (R) tales que son ¢ — p uni-
formes.

2.2.6 Lema. L-(R) es {<} — {<,®} uniforme.
Demostracion. Sean 0 # € € L<(R) y 0 # N € {<4(C). Veamos que C A

E<(N) # 0. Como N € {<4(C), entonces existe un monomorfismo N —
@icr{M;} donde M; € C Vi € I, por lo que cada 0 # = € N, a(z) puede ser
escrito como m;, + - - - +m;,. Escojamos 0 # x € N tal que k sea el menor
posible. Esta eleccion implica que (0 : m;,) = (0 : m;,) para cualesquiera
0<rs, <k Asi, (0:2)=(0:my).

Entonces R R
Ry = = = Rmy,.
(0:2) (0:my,)

Asi, Rz - Rm;, — M;, y Rx < N. Luego, C A {<(N) # 0. Por lo tanto,
Lo(R) es {<} — {<,®} uniforme.
]
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Un anillo con un endomorfismo aditivo D que satisface D(ab) = D(a)b+
aD(b) para cualesquiera a,b € R es llamado un anillo diferencial y decimos
que R es un anillo con derivacion D.

Sea K un campo con derivacién D y K[y, D] denota el anillo diferencial
de polinomios en la indeterminada y con coeficientes en K, es decir, el grupo
aditivo de K[y, D] es el grupo del anillo de polinomios en la indeterminada
y con coeficientes en K, y la multiplicacién en Kly, D] es definida por ya =
ay + D(a) para todo a € K.

Sea K un campo con caracteristica 0 y D una derivacién de K. Un
resultado de Kolchin ([Kob3, Teorema, p.771]) asegura la existencia de un
campo K C U y una derivacién D de U, que es una extensién de D, tal que
la ecuacion

p(z, D(x), - - ,E(n) ()) =0  n arbitrario,

tiene una solucién & € U para todo p(X) € U[Xy,..., Xpi1] — U. Mds atn,
cada ecuacion lineal diferencial homogénea en D sobre U tiene una solucién
no trivial en U. Tal campo U es llamado una extensién universal de K o un
campo diferencial universal, ver ([Ko53, Teorema, p. 771]).

Sea K un campo diferencial univesal con derivacion D. Denotemos R =
Kly, D], ver [Co69, p. 76]. Tenemos el siguiente resultado para R ([Co69,
Teorema 1.4]):

2.2.7 Teorema. El anillo R tiene las siguiente propiedades:

R es un dominio de ideales principales derechos e izquierdos.

)
b) R es un anillo simple (y zoc(R) =0).
) R es V—anillo derecho.

)

R no es un campo.
e) R tiene, salvo isomorfismo, un uinico mddulo simple derecho.

2.2.8 Ejemplo. Lo (R*) no siempre es {<} —{<,[[} uniforme. Denotemos
por R* el anillo opuesto de R. Luego, por el Teorema 2.2.7, R* es local iz-
quierdo, V -anillo izquierdo y zoc(R*) = 0. Sea S el R*-mddulo simple. Como
R* es un V -anillo izquierdo, entonces tenemos que S es un modulo inyectivo.
Como R*—simp tiene sélo un miembro, que ademds es inyectivo, entonces
tenemos que R* se sumerge en un producto S*. Luego, R* € &< 17(S). Co-
mo zoc(R*) = 0, entonces {<(R*) N €<(S) = 0. Por lo tanto, L<(R*) no es
{<y —{< 1} uniforme.

2.2.9 Lema. L /(R) es {<,/} — {<,/, ®} uniforme.
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Demostracion. Sean 0 # € € L< (R) y 0 # N € &< /6(€). Veamos que
C A &< /() # 0. Por hipétesis existe un epimorfismo « tal como se muestra
en el siguiente diagrama:

®icr M; =—» M

|

N

donde M; € C, Vi € I.

Escojamos 0 # x € N tal que x = a(my, + - - - +m;, ) con k el menor
posible. Luego, (0 : m;,) = (0 : m; ) para cualesquiera 0 < r,s, < k. Asi,
(0:2)=(0:m).

Entonces R R
Rx = = = Rmio.

(0:2z) (0:my)

Asi, Rx — Rm;, — M,, y Rz < N. Luego, CA &< /(N) # 0. Por lo tanto,
L</(R)es{<,/} —{<,/,®} uniforme.
O

Sean C,D dos clases de R—mddulos. Definimos

(G:@):{ LeR-Mod exacta 0 - M - L —- N —=0

existe M € €, N € D y una sucesién }

Una clase de R—moddulos cerrada bajo tomar isomorfismos es llamada
con cero si contiene al moédulo cero.

2.2.10 Observacion. Sean C,D y &€ tres clases con cero de R-mddulos.
Luego, ((C:D): &)= (C:(D:¢&)), ver [Al10, Proposicion 2.2].

Podemos definir recursivamente: €0 = {0} y €:"*) = (€ : ™).

2.2.11 Observacién. Sea C una clase con cero de R—mdédulos. Luego, Eq.(C)
UnEN e

Demostracion. Veamos primero que (. €" € Leg. Supongamos que
0O —N—->M-—=L—=0

es exacta con N,L € |J,.yC". Luego, N € €" y L € €™ para algunos
n,m € N. Luego, M € (C" : ™) = &™) por la Observacién 2.2.10. Asf,
M € U, ey C™. Por lo tanto, | J,cn €™ € Leat.
Ahora, si € € D € L, entonces (C: €) C (D : D) =D, e, inductiva-
mente, C" C D para cada n € N. Por lo tanto, UneN cnm CD.
O]
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Es facil ver que si € es una clase hereditaria, entonces &..¢(€) es también
una clase hereditaria. Similarmente, si € una clase cohereditaria, entonces
ezt(C) es también una clase cohereditaria. Por lo tanto, € € L< , implica

que gext(e) € IL’g,/,ezt-
2.2.12 Lema. L-(R) es {<} — {<, ext} uniforme.

Demostracion. Sea 0 # C € L< (R). Es suficiente con demostrar que para
todo M € &< .+(C) distinto de cero se tiene que C A {<(M) # 0. Se sigue de
la Observacion 2.2.11 que &< et (C) = &eat(€) = ey €™

Como 0 # M € J,cyC™", entonces M € C™, para algin n € N.
Escojamos el mejor n con esta propiedad.

Sin =1, entonces M € C.

Sin > 1, entonces M € (C: (3:(”_1)), y asi, existe una sucesién exacta

0L MES N0

con LeCy N e 1),
Luego, 0 # L € C A &< (M).
Por lo tanto, L<(R) es {<} — {<, ext} uniforme.

2.2.13 Lema. L,(R) es {/} — {/, ext} uniforme.

Demostracion. La demostracion es similar a la demostracion del Lema 2.2.12.
O]

2.2.14 Lema. L< /(R) es {<,/} — {<, /, ext} uniforme.

Demostracion. Sea 0 # € € L< /(R). Es facil ver que &< /¢zt(C) = &eat(C) =
U,en €™, por la Observacion 2.2.11.

Supongamos que 0 # N es tal que {< ; .+(IV) € C. Veamos que {< /(N)A
C#0.

Como 0 # N € [,y €™, podemos tomar el menor n tal que N € C™.

Sin =1, entonces N € C y hemos terminado.

Si n > 1, entonces existe una sucesién exacta

0LL NS M0

con L €Cy Me@rb,

Luego, L es un subcociente distinto de cero de N que pertenece a C.
Asi, 0 # L e CAE< /(N).

Por lo tanto L< /(R) es {<, /} — {<, /, ext} uniforme.
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2.2.15 Definicion. Sea I una reticula con menor elemento 0. Decimos que
a’ € 1L es un seudocomplemento de a € L si a’ es un elemento mdzimo tal
que aNa' = 0. L es una reticula seudocomplementada si todos sus elementos
tienen un seudocomplemento.

2.2.16 Observacién. ([Al10, Lema 1.7;6, Sec. 2]) L< ; es una gran reticula
seudocomplementada. El seudocomplemento para C € L< ; estd dado por

L=/t = {M € R— Mod|M no tiene un subcociente distinto de cero en C}.

Mds aiin, CH</}y pertenece a L< /®eat-
2.2.17 Lema. L. /(R) es {<,/} — {<, /, @, ext} uniforme.

Demostracion. Sean 0 # €C € L, y 0 # N € &< )0t (C). Afirmamos que
C A</ (IN) # 0. Como consecuencia de la Observacién 2.2.16, tenemos que
(GL{S/})L{S/} pertenece a L< /g ¥ contiene a C. Entonces es claro que
E< @ ent(C) < (CH=) =y,

Es facil ver que (C1t</3)L(</} consiste precisamente de los médulos
tales que cada uno de sus subcocientes distintos de cero tienen un subcociente
distinto de cero en €

En particular, como N es un subcociente distinto de cero de si mismo,
entonces IV tiene un subcociente distinto de cero perteneciente a C. Luego,
C A& /(N) #0. Por lo tanto, L< s es {<, /} -{<, /, ®, ext} uniforme. O

El siguiente resultado es una consecuencia directa del Teorema 2.1.4.
2.2.18 Teorema. Sea R un anillo. Las siguiente afirmaciones se cumplen,

(a) L<(R) es atomica si y sélo si para cada M € R — Mod tiene un
submaodulo comprimible.

(b) L,(R) es atomica siy solo si para cada M € R— Mod tiene un cociente
cocomprimible.

(¢) Lg(R) y Lp(R) nunca son atémicas
(d) Lg(R) y Lp(R) nunca son atémicas.
2.2.19 Proposicién. Para todo anillo R, L< /(R) es atomica.

Demostracion. La prueba es inmediata del hecho de que todo médulo distinto

de cero posee un subcociente simple distinto de cero.
]

2.2.20 Proposicién. Para todo anillo R, L< ;o(R) es atomica.
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Demostracion. Por el Lema 2.2.9, tenemos que L< /(R) es {<, /} —{<, /, &}
uniforme. Luego, por el Teorema 2.2.3, L< / (R) es atémica.
[

2.2.21 Proposicién. Para todo anillo R, L< jc(R) y L< /geaxt(R) son
atémicas.

Demostracion. La demostracién es similar a la demostracién de la Proposi-
cién 2.2.20.
O

2.2.22 Teorema. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un ani-
llo R:

(1) L<(R) es uniforme.
(11) R es local izquierdo y semi-artiniano izquierdo.

Demostracion. Supongamos que L<(R) es uniforme. Sean .S, S’ simples médu-
los. Luego, {0, 5}, {0, 5"} € L<(R). Entonces, por hipétesis, {0, S}A{0,S'} #
0. Entonces {0,S5} = {0,5"} y asi, S = 5’. Por lo tanto, R es un anillo local
izquierdo.

Sea 0 # M € R — Mod. Entonces {<(M) A {0,S} # 0. Luego, S €
E<(M). Asi, S se sumerge en M. Por lo tanto, R es un anillo semi-artiniano
izquierdo.

Reciprocamente, supongamos que R es un anillo semi-artiniano izquier-
do y local izquierdo. Es suficiente con mostrar que {<(N) A &<(M) # 0 para
cualesquiera N, M € R — Mod distintos de cero. Pero esto se sigue del he-
cho de que al ser R un anillo semi-artiniano izquierdo y local izquierdo, una
copia del inico moédulo simple S se sumerge tanto en N como en M. Luego,
0#S €l (N)NE<(M). Por lo tanto, L<(R) es uniforme.

]

2.2.23 Teorema. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un ani-

llo R:
(1) L< ext(R) es uniforme.
(11) R es local izquierdo y semi-artiniano izquierdo.

Demostracion. Por el Lema 2.2.12, tenemos que L<(R) es {<}—{<, ext} uni-
forme. Luego, por el Teorema 2.2.5, L< .,+(R) es uniforme si y sélo si L<(R)
es uniforme. Por otro lado, por el Teorema 2.2.22, L-(R) es uniforme si y
sélo si R es local izquierdo y semi-artiniano izquierdo. Por lo tanto, L< .. (R)

es uniforme si y sélo si R es local izquierdo y semi-artiniano izquierdo.
O
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2.2.24 Teorema. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un amni-

llo R:
(1) L< o(R) es uniforme.
(1) R es local izquierdo y semi-artiniano izquierdo.

Demostracion. La demostracion es similar a la demostracién del Teorema
2.2.23. O]

2.2.25 Teorema. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un ani-
llo R:

(1) L/(R) es uniforme.
(11) R es local izquierdo y max izquierdo.

Demostracion. Supongamos que L/(R) es uniforme. Sean S, 5" médulos sim-
ples. Luego, {0, S}, {0, 5"} € L,(R). Entonces, por hipétesis, {0, S}A{0, 5"} #
0. Luego, {0,S} = {0,5} y S = §'. Por lo tanto, R es un anillo local iz-
quierdo.

Sea 0 # M € R—Mod. Entonces §,(M)N{0, S} # 0. Luego, S € &, (M).
Entonces existe un epimorfismo M — S. Luego, existe N < M tal que
M/N = S. Esto implica que N es un submédulo méaximo de M. Por lo
tanto, R es un anillo max izquierdo.

Reciprocamente, supongamos que R es un anillo local izquierdo y max
izquierdo. Sean 0 # N, M € R — Mod. Como R es max izquierdo, entonces
existen submdédulos maximos M; < M y N; < N respectivamente. Luego,
M/M,; = S = N/Ny, ya que R es local izquierdo. Asi, 0 # S € §,(M)AE/(N).
Por lo tanto, L/(R) es uniforme.

O

2.2.26 Teorema. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un amni-

llo R:
(1) L/ eat(R) es uniforme.
(1) R es local izquierdo y max izquierdo.

Demostracion. Se sigue del Teorema 2.2.25 y del Lema 2.2.13.
0

2.2.27 Teorema. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un ani-
llo R:
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(1) Lg(R) es uniforme.
(11) R es semisimple y local izquierdo.

Demostracion. Supongamos que Lg(R) es uniforme. Sean 0 # M, P € R —
Mod tal que P es un médulo proyectivo. Por hipétesis, {g(M) A £ (P) # 0.
Asi, existen X, Y conjuntos, tales que M¥) = PO) Como P es proyectivo,
entonces PY) y MX) son proyectivos. Luego, cada médulo M es proyectivo.
Por lo tanto, R es un anillo semisimple.

Sean S, 5" dos médulos simples. Luego, £4(S) A&g(S7) # 0. Asi, existen
X,Y conjuntos, tales que S 2 ') Entonces S = S’. Por lo tanto, R es
local izquierdo.

Por otro lado, supongamos que R es un anillo semisimple y local iz-
quierdo. Sean 0 # M, N € R — Mod y denotemos por S al médulo sim-
ple. Como R es semisimple, entonces M = S y N = &) para algunos
conjuntos X,Y. Sea Z un conjunto infinito tal que |X|,|Y| < |Z]. Luego,
M®) = (§)(2) & §(¥x2) = §(2) = §¥x2) o (§V))(Z) — N(Z) Entonces
0# M@ € & (M) AEs(N). Por lo tanto, g (R) es uniforme.

[

2.2.28 Teorema. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un ani-
llo R:

(1) Lig(R) es uniforme.
(11) R es semisimple y local izquierdo.

Demostracion. Supongamos que Lij(R) es uniforme. Sean 0 # M,E € R —
Mod tal que E es un médulo inyectivo. Entonces, por hipétesis, {p(M) A
&p(E) # 0. Asi, existen conjuntos X,Y tales que M~ = EY. Como E es
inyectivo, entonces EY es también lo es. Asi, M¥ es inyectivo. Luego, M es
inyectivo. Por lo tanto, R es un anillo semisimple.

Sean S, S” dos médulos simples. Luego, £r7(S) A&pp(S”) # 0. Asi, existen
conjuntos X, Y tales que SX = S Luego, S = S’. Por lo tanto, R es local
izquierdo.

Supongamos ahora que R es un anillo semisimple y local izquierdo.
Sean M, N € R — Mod distintos de cero. Si S es el médulo simple, entonces
M = S&X) v N =2 SO para algunos X,Y conjuntos. Sea Z un conjunto
infinito tal que |M|,|N| < |Z|. Sin pérdida de generalidad podemos suponer
que R no es el anillo trivial. Luego, 2 < | M|, |N| y, asi, [27] < |M?| < |Z7| <
1(22)?] = |219*2)| = |27]. Luego, |[M|?l = |2|I?|. Similarmente, | N |14l = |2|1].
Entonces |M|/?! = |N|1%l,
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Por otro lado, existe un conjunto A tal que M% = S Como M?
es infinito, entonces S es infinito, ya que |M?| = |SY)|. Luego, |SW| =
maz{|S],|A[}. Como || < |8%)] = |M] < [M?| = [SW] = maz{|s], ]},
se tiene que |S| < max{|S|, |A|}. Luego, |A| = max{|S|, |A|} = |[MZ].

De manera similar, existe un conjunto B tal que N% = SB) y |[N?| =
|B|. Entonces |A| = |B|. Luego, M% = S\ =~ §(B) = NZ Asf 0 £ M? €
(M) A &p(IV). Por lo tanto, Lij(R) es uniforme.

[

2.2.29 Proposicion. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un

anillo R:
(1) Lg(R) es uniforme.
(11) R es trivial.

Demostracion. Supongamos que R no es trivial. Sea 0 # E un mddulo in-
yvectivo. Entonces existe X conjunto tal que |EX| > |E|. Como E y E¥ son
inyectivos, entonces {0, E}, {0, EX} € Lg(R) y su infimo es {0}. Por lo tanto,
Lg(R) no es uniforme.

El reciproco es inmediato.
O

2.2.30 Proposicion. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un
anillo R:

(1) Lp(R) es uniforme.
(11) R es trivial.

Demostracion. Supongamos que R no es trivial. Sea 0 # P un médulo pro-
yectivo. Entonces existe X conjunto tal que |[P™)| > |P|. Como P y PX)
son proyectivos, entonces {0, P}, {0, P¥)} € Lp(R) y su infimo es {0}. Por
lo tanto, Lp(R) no es uniforme.

El reciproco es inmediato.
O

2.2.31 Proposicidén. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un
anillo R:

(1) Leyt(R) es uniforme.

(11) R es trivial.
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Demostracion. Supongamos que R no es trivial. Sea 0 # F un mddulo in-
yectivo. Entonces {0, EX} € L.,(R) para todo conjunto infinito X. Sean
X,Y conjuntos infinitos tales que |EX| < |EY|. Entonces EX 2% EY. Asi,
{0, EX} A {0, EY} = 0. Por lo tanto, L..¢(R) no es uniforme.
El reciproco es inmediato.
O

2.2.32 Teorema. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un ani-

llo R:
(1) L< /(R) es uniforme.
(11) R es local izquierdo.

Demostracion. Supongamos que L< /(R) es uniforme. Sean S, 5" € R— Mod
modulos simples. Entonces {0, S} A {0,5"} # 0, ya que ambos pertenecen a
L< /(R), que es uniforme. Luego, S = S'. Por lo tanto, R es un anillo local
izquierdo.
Supongamos ahora que R es un anillo local izquierdo. Sean 0 £ M, N €
R — Mod. Luego, existen S y S’ médulos simples que son subcocientes de
M y N respectivamente. Entonces S = S’, ya que R es local izquierdo. Asi,
0#1{0,5} <&< /(M) A< /(N). Por lo tanto, L< /(R) es uniforme.
]

El siguiente teorema establece que la gran reticula de Serre de los anillos
locales izquierdos es uniforme.

2.2.33 Teorema. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un ani-
llo R:

(1) L< ) eat(R) es uniforme.
(1) R es local izquierdo.

Demostracion. Por el Lema 2.2.14, tenemos que L< /(R) es {<,/} — {<
./, ext} uniforme. Luego, por el Teorema 2.2.5, L< /.:(R) es uniforme si
y sélo si L< /(R) es uniforme. Por otro lado, por el Teorema 2.2.32 tenemos
que L< /(R) es uniforme si y sélo si R es local izquierdo. Asi, L< / .ot (R) es

uniforme si y sélo si R es local izquierdo.
O

2.2.34 Teorema. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un ani-

llo R:

(1) L< ) 0(R) es uniforme.
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(11) R es local izquierdo.

Demostracion. Se sigue del Teorema 2.2.32 y del Lema 2.2.9.
O

El siguiente Teorema describe los anillos para los cuales la reticula de
teorias de torsion hereditarias es uniforme.

2.2.35 Teorema. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un ani-

llo R:
(1) L< /o.cat(R) es uniforme.
(11) R es local izquierdo.

Demostracion. Se sigue del Teorema 2.2.32 y del Lema 2.2.17.
O

2.2.36 Teorema. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un ani-

llo R:
(1) L< g(R) es uniforme.
(11) R semi-artiniano izquierdo y local izquierdo.

Demostracion. Supongamos que L< g(R) es uniforme. Sean 0 # M, S € R —
Mod, donde S es un médulo simple. Como L< (R) es uniforme y £< g(E) =
£<(F) para todo mddulo inyectivo F, entonces existe un 0 # N € R — Mod
tal que N € E<(E(S)) NE<(E(M)), es decir, que N < E(S)y N < E(M).
Luego, 0 £ NNSyS<N<E(M). Asi,0# MnNS. Entonces S < M. Por
lo tanto, R es un anillo semi-artiniano izquierdo .

Si Sy S’ son dos médulos simples, entonces, procediendo como antes,
tenemos que S < S’. Luego, S = S’. Por lo tanto, R es local izquierdo.

Reciprocamente, supongamos que R es un anillo semi-artiniano izquier-
do y local izquierdo. Sean 0 # M, N € R—Mod. Si S es médulo simple, enton-
ces S se sumerge tanto en M como en N. Luego, 0 # S € {< g(M) A< g(N).
Por lo tanto, L< g(R) es uniforme.

O

2.2.37 Teorema. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un ani-
llo R:

(1) Lg,/(R) es uniforme.

(11) R es local izquierdo y max izquierdo.
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Demostracion. Supongamos que Lg /(R) es uniforme. Sea S un médulo sim-
ple. Entonces &g /(S) = {SY)|X es conjunto}. Es claro que & /(S) es un
atomo. Luego, Lg /(R) tiene un tnico dtomo, ya que Lg /(R) es uniforme.
Por lo que R sélo tiene un tipo de simple. Por lo tanto, R es un anillo local
izquierdo.

Sea 0 # M € R— Mod. Luego, &, /(M) = {N|Ja : MX) - N}. Como
€a,/(S) es el inico atomo y Lg /(R) es uniforme, entonces &g /(S) < &g,/ (M).
Entonces existe un epimorfismo M) — S para algiin conjunto X, ya que
S € &,/ (M). Luego, S es un cociente de M. Entonces M tiene un submédulo
maximo. Por lo tanto, R es max izquierdo.

Supongamos que R es un anillo local izquierdo y max izquierdo. Sean
0# M,N € R— Mod y denotemos por S al tinico tipo de médulo simple de
R. Como R es max izquierdo, entonces existe M’ < M submddulo méaximo.
Luego, M/M' = S. Entonces existe un epimorfismo M — S. Entonces S €
€o,/(M) y, ademds, &s /(S) < &o,/(M).

De manera similar, para N tenemos que &g /(S) < &g/(V). Luego,
0# &s,/(S) < &g y(M) Ng,/(IN). Por lo tanto, Lg, /(R) es uniforme.

O

2.2.38 Proposicion. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un
anillo R:

(1) Lext.e(R) es uniforme.
(11) R es trivial.

Demostracion. Supongamos que R no es trivial. Sea 0 # F un mddulo in-
yectivo. Luego, {0, EX} € L.y p(R) para todo conjunto infinito X. Sean
X,Y conjuntos tales que |[EX| < |EY|. Entonces EX % EY. Asi, {0, X} A
{0, EY} = 0. Por lo tanto, L. g(R) no es uniforme.
El reciproco es inmediato.
O

2.2.39 Proposicion. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un

anillo R:
(1) Lext.p(R) es uniforme.
(1) R es trivial.

Demostracion. La demostracién es similar a la demostracién de la Proposi-
cién 2.2.38.
O
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2.2.40 Observacién. (Lemma de Bumby) Si A, B son dos mddulos inyecti-
vos tales que A es isomorfo a un submddulo de B y, a su vez, B es isomorfo
a un submddulo de A, entonces A = B, ver [Fa73 Proposicion 3.60].

2.2.41 Teorema. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un ani-

llo R:
(1) Lg,(R) es uniforme.
(11) R es local izquierdo y semi-artiniano izquierdo.

Demostracion. Supongamos que L 7(R) es uniforme. Notemos que si E es
inyectivo, entonces {p(E) = {E¥|X es conjunto}. Sean 0 # M € R —
Mod y S un médulo simple. Entonces, como Lg7(R) es uniforme, existen
conjuntos X, Y tales que F(S)X = E(M)Y. Luego, S < E(M). Asi, S < M,
ya que FE(M) es la cédpsula inyectiva de M. Por lo tanto, R es un anillo
semi-artiniano izquierdo.

Si tomamos a M = S’, donde S’ es un médulo simple, entonces S < 5.
Luego, S = S’. Por lo tanto, R es local izquierdo.

Supongamos que R es un anillo local izquierdo y semi-artiniano izquier-
do. Sean 0 # M, N € R— Mod y S el uinico tipo de médulo simple. Tomemos
E = E(S). Como S se sumerge en M, al ser R semi-artiniano izquierdo, en-
tonces £ < E(M). Por otro lado, zoc(M) = S para algiin conjunto X.
Entonces zoc(M) es esencial en M, ya que R semi-artiniano izquierdo. Asi,
E(M) < E(zoc(M)). Luego, E(M) = E(zoc(M)) < E(S™)) < E(SX) <
E(S)X. Asi, E(M) < EX.

Si X es infinito, entonces EX < E(M)* < (EX)X =@ pXxX ~ pX,
Luego, por el lema de Bomby, EX = E(M)X.

Si X es finito, sea Y = N. Entonces F(M) < E(S)X < E(S)Y = EY y
procedemos como en el caso cuando X es infinito.

Asi, en cualquiera caso, existe un conjunto X tal que EX = E(M)~X.

Similarmente, para N existe un conjunto Z tal que £Z = E(N)Z.

Sea Y un conjunto infinito tal que | X|,|Z| < |Y]. Luego, (E(M)X)¥ =
(EX)Y o~ EXXY ~ EY ~ EZ><Y o~ (EZ)Y o~ (E(N)Z)Y

Asi, B(M)Y = (B(M)¥)Y = (B(N)?)Y = B(N)Y.

Luego, g 11(M) A &pp(IV) # 0. Por lo tanto, L j(R) es uniforme.

O

Recordemos que la reticula de clases naturales es precisamente Lg g <(R),
y es denotada por R — nat. Dauns and Zhou probaron que R — nat es una
reticula completa de Boole, ver [Da06 Teorema 5.1.5, p. 119].

2.2.42 Proposicion. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un
anillo R:



44 CAPITULO 2. RETICULAS ATOMICAS Y UNIFORMES

(1) R —nat es uniforme.
(11) R es trivial.

Demostracion. Se sigue del hecho de que R—nat es una reticula de Boole. [
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