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Introducción

Enmatemáticas en particular en la teoría de números, emergen demanera natural las pro-
gresiones aritméticas, es decir conjuntos de la forma faCbngk

nD0 donde a, b y k son números
naturales, y al número k se le suele llamar el tamaño o longitud de la progresión, y en este
caso se les acostumbra escribir como k-progresión aritmética.
Correspondiente a las progresiones aritméticas uno de los temas que ha sido de gran interés
en los últimos años ha sido estudiar progresiones aritméticas sobre algunos conjuntos. En con-
creto está el problema acerca de lo que necesita cumplir un subconjunto de los naturales para
asegurar que siempre podemos hallar una k-progresión aritmética para cualquier k 2 N , y en
esta dirección está el Teorema de Szemerédi [3], que dice lo siguiente:

Teorema 0.1 (Szemerédi) Sea un conjunto A � N . Si para cada N 2 N se denota a JN K D

f1; 2; : : : ; N g, y si pasa que

(1) lKım sup
N !1

jA \ JN Kj
N

> 0;

entonces el conjuntoA contiene progresiones aritméticas de longitud arbitraria, esto es que para cada
k 2 N , existe una k-progresión aritmética.

Al límite superior obtenido en (1) se le llama densidad superior del conjunto A. Sobre uno de
los conjuntos que se puede preguntar si es que posee esta propiedad de tener progresiones
aritméticas de longitud arbitraria, es el de los números primos que denotamos comoP . Y una
forma de averiguar esto sería empleando el Teorema de Szemerédi, para esto bastaría con
calcular la densidad superior de P . Si �.N/ D jP \ JN Kj, es la cantidad de primos desde 1
hasta N , de acuerdo al Teorema del Número Primo1 existe una sucesión de números reales
fCN g1

N D1 que converge a 0 cuandoN ! 1, tal que�.N/ D .1CCN /N=ln N para cadaN 2 N ,
y por lo tanto

lKım sup
N !1

jP \ JN Kj
N

D lKım sup
N !1

�.N/

N
D lKım sup

N !1

1C CN

lnN
D 0;

así que no es posible concluir con el Teorema de Szemerédi, que el conjunto de los números
primos contiene progresiones aritméticas de longitud arbitraria. Pormuchos años permaneció
esta pregunta abierta hasta que Ben Green y Terence Tao en 2006 [4], dieron una respuesta
afirmativa, que es el resultado principal del que se hablará en este trabajo:

Teorema 0.2 (Green-Tao [2006]) El conjunto de los números primos contiene progresiones arit-
méticas de longitud arbitraria.

Objetivos de la Tesina

Unode los objetivos es exponer a lo que actualmente se conoce comoelTeoremadeGreen
yTao, que comoya semencionó habla acerca de la arbitrariedad en el tamañode las progresio-
nes aritméticas que podemos hallar en el conjunto de los números primos. Así como comentar
los resultados auxiliares que hacen posible su demostración, resultados que en algunos casos

1Véase la sección 1.8 de [15]
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2 Introducción

omitiremos su demostración que pueden llegar a ser algo técnicas, esto con motivo de sobre-
pasar los límites de esta tesina.
Otro de los objetivos que se planteó fué el recopilar los resultados de la demostración al Teo-
rema de Green-Tao, que proponen David Conlon, Jacob Fox y Yufei Zhao en [1] y [2]. La
cual a nuestro punto de vista ofrece numerosas “simplificaciones” a la prueba original de Ben
Green y Terence Tao [4]. Simplificaciones no sólo en argumentos sino además en discipli-
nas y/o enfoques distintos, con las que se tratan algunos de los resultados (por ejemplo hacen
uso de algunas nociones de Teoría de Hipergráficas). Se puede constatar que nos ofrece una
mejor comprensión y exposición del resultado objetivo, de nuevo teniendo en cuenta que a
pesar de estas simplificaciones en algunos casos sólo es posible ofrecer algunos comentarios
de sus demostraciones, pues son en la mayoría de los casos técnicas y/o extensas. Por esta ra-
zón se han seleccionado presentar las pruebas de aquellos resultados que a nuestro juicio, nos
ayudan a entender mejor el teorema.

Preliminares

Al principio de esta sección se mencionó el Teorema de Szemerédi y se hizo notar que no
fué posible aplicar este resultado para el conjunto de los números primos, pues su densidad
superior al calcularla daba 0. Sin embargoGreen yTao extienden este resultado a subconjun-
tos de números naturales, que les llaman pseudoaleatorios o que cumplen ciertas hipótesis de
aleatoriedad. Donde ahora estos conjuntos pseudoaleatorios sean nuestro conjunto base, es
decir que tomen el papel de los números naturales en el Teorema de Szemerédi y que ahora
los subconjuntos densos, es decir con densidad superior positiva, su densidad se calcule o sea
relativa, a estos conjuntos pseudoaleatorios. Y si llegan a cumplir con esta condición de den-
sidad, entonces se puede asegurar que estos “nuevos” conjuntos densos poseen la propiedad
de tener progresiones aritméticas de longitud arbitraria.
A esta propiedad que heredan los naturales hacia los conjuntos nombrados pseudoaleatorios,
Green yTao le llaman principio de transferencia. De igual forma a la extensión del Teorema de
Szemerédi le llamarón Teorema de Szemerédi Relativo, que puede enunciarse informalmente
asi: «SiS es un subconjunto de los números naturales que satisface ciertas condiciones de pseudoalea-
toriedad yA es un subconjunto deS con densidad relativa positiva, entoncesA contiene progresiones
aritméticas de longitud arbitraria». Este teorema es uno de los dos resultados clave para demos-
trar el Teorema deGreen-Tao, mientras que el segundomás que un resultado, es el encontrar
un subconjunto de naturales que Green y Tao lo llaman el conjunto de los casi primos, donde
el conjunto de los números primos (o al menos un subconjunto) tenga densidad relativa posi-
tiva y así concluir que contienen progresiones aritméticas de longitud arbitraria.
Para probar el Teorema de Szemerédi Relativo, se necesitan básicamente dos resultados que
son el Teorema del Modelo Denso y el Lema de Conteo.
El Teorema del Modelo Denso hablando coloquialmente, nos permite decir que si S � N

cumple ciertas condiciones de pseudoaleatoriedad entonces a cualquier subconjuntoA de S
relativamente denso, se le puede “asociar” un subconjunto zA � N , denso (en los naturales).
Por otro lado el LemadeConteo relaciona bajo una constante de proporcionalidad, el número
de k-progresiones aritméticas en A, con las que hay en zA, y como zA, tiene densidad superior
positiva en N , el Teorema de Szemerédi (Teorema 0.1) implica que zA contiene progresiones
aritméticas de longitud arbitraria, lo cual a su vez implicará que el conjunto A también tiene



Introducción 3

esta propiedad.
Ahora hablemos un poco de como está estructurado este trabajo. En la primera sección se
presenta el Teorema del Modelo Denso y se comenta acerca de su demostración, después se
establecen algunos conceptos de la teoría de hipergráficas y aquí se establece la primera de-
finición que captura el concepto de pseudoaleatoriedad que se conocerá como condición de
formas k-lineales. Y después escribiremos el Lema de Conteo para hipergráficas y al igual ha-
remos algunos comentarios acerca de su demostración; y se concluye la primera sección con
la prueba del Teorema de Szemerédi Relativo.
En la segunda sección se explica la “construcción” del conjunto pseudoaleatorio que contiene
a los números primos2, tal que estos sean densos aquí y poder cumplir con las hipótesis del
Teorema Relativo de Szemerédi, concluyendo con la demostración del Teorema de Green-
Tao.

Ahora vamos a intoducir alguna notación que se emplea en el resto del trabajo. Ya se ha
venido empleando el símbolo N para los números naturales f1; 2; 3; : : :g, de igual manera se
usarán a los símbolos Z y R, para denotar a los enteros y reales respectivamente, como usual-
mente se acostumbra.
También acostumbraremos a denotar ZN D Z=N Z, conN 2 N , es decir ZN será el grupo de
clases residuales de los enterosmóduloN , en general se considerará aN como número primo,
esto con objetivo de que ZN sea siempre un campo para poder dividir.
Se usará ampliamente la notaciónO-grande y o-pequeña, en particular nosotros la empleare-
mos con funciones cuyo dominio son los naturales, de la siguiente forma: sean f; g W N ! R

funciones,
i.Decimos que f es O-grande de g cuando n tiende a 1 y escribimos f .n/ D O.g.n//

cuando n ! 1, si existenM > 0, y n0 2 N , tal que si n > n0, entonces jf .n/j 6 M jg.n/j:

ii. Se dice f es o-pequeña de g cuando n tiende a1, y se escribe f .n/ D o.g.n// cuando
n ! 1, si lKım

n!1
jf .n/=g.n/j D 0:

En ambos caso vamos a suprimir la notación n ! 1, pues al tratar con funciones con do-
minio en los naturales se sobreentiende que los límites se toman en infinito. En la notación
O-grande en algunas ocasiones colocaremos subíndices para denotar alguna dependencia so-
bre la constanteM , por ejemplo f .n/ D Ok.g.n//, significa queM dependerá del parámetro
k. En el caso de la notación o-pequeña los subíndices que lleguen a escribirse, significan en
este caso una dependencia de la función f , por ejemplo f .n/ D ok.g.n//, indica que la fun-
ción f también depende del parámetro k.
Una de las herramientas que se usa constantemente en prácticamente todo el trabajo es la
media aritmética o esperanza de una función sobre un conjunto, pues nos permitirá “contar”
las progresiones aritméticas que hay en un conjunto dado. Ahora en concreto sea A un con-
junto finito, no vacío y f W A ! R es una función, se define la media aritmética o esperanza
de f en A, como

Ex2AŒf .x/� D
1

jAj

X
x2A

f .x/:

Nótese que aún si f depende de dos (o más) variables, se puede aplicar esta definición. Por
ejemplo si A;B ¤ ¿, son conjuntos finitos y f W A � B ! R es función, entonces

2De hecho será a un subconjunto de estos, pues no será posible contener al conjunto de los números primos,
esto tiene que ver con el hecho de que los primos no son tan aleatorios como en este caso nos gustaría que fueran.
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Ex2A:y2B Œf .x; y/� D
1

jA � Bj

X
.x;y/2A�B

f .x; y/

D
1

jAjjBj

X
x2A

X
y2B

f .x; y/ D
1

jAjjBj

X
y2B

X
x2A

f .x; y/

D Ex2AŒEy2B Œf .x; y/�� D Ey2B ŒEx2AŒf .x; y/��;

donde sin ningúnproblemapodemos intercambiar la suma, pues tenemos una cantidad finita,
de sumandos finitos. También en el caso de que los conjuntos A y B sean iguales se escribirá
símplemente la esperanza de f como Ex;y2AŒf .x; y/�.D Ex;y2B Œf .x; y/�/.
Ahora regresando al problema de querer contar progresiones aritméticas o en principio saber
si es que hay alguna, supongamos que tenemos un conjuntoA � N , y se considera la función
característica 1A del conjunto, donde 1A.x/ D 1, si x 2 A, y 1A.x/ D 0, si x … A, a partir de
esto tenemos que

1A.x/1A.x C d/ � � � 1A.x C .k � 1/d/ D

(
1 si x; x C d; : : : ; x C .k � 1/d 2 A

0 de otra manera

con k; d 2 N. Abusando de la notación se escribirá A \ ZN , para referirnos al conjunto
A\ JN K, reducidomóduloN , es decir que a cada elemento del conjuntoA\ JN K, se le asocia
su clase en ZN , ahora si queremos obtener la cantidad total de k-progresiones aritméticas en
A \ ZN , se puede calcular la suma

(2)
X

x; d 2 ZN

1A.x/1A.x C d/ � � � 1A.x C .k � 1/d/;

notemos que aquí se ha cambiado el dominio de los parámetros, del conjunto de los natura-
les N a ZN , esto principalmete por razones técnicas pues en principio en ZN tenemos una
estructura de campoy es finito.Aúnque esto tiene algunos ligeros inconvenientes, pues el con-
siderar progresiones aritméticas en ZN , podría contar progresiones aritméticas de más, como
por ejemplo N �1; 0; 1 es una 3-progresión aritmética en ZN , pero que no lo es en A \ JN K.
Para evitar esta complicación lo que se hace es considerar a A \ JN K, sobre un grupo de resi-
dual más “grande” y prevenir que se cuenten este tipo de progresiones aritméticas alrededor
del 0.
Por otro lado, observemos que la suma en (2) puede ser vista como una expresión de la si-
guiente manera jN j2Ex;d2ZN

Œ1A.x/1A.xCd/ � � � 1A.xC .k� 1/d/�, luego la suma en (2) es
positiva si y sólo si

(3) Ex;d2ZN
Œ1A.x/1A.x C d/ � � � 1A.x C .k � 1/d/� > 0;

por lo tanto la manera de averiguar si existe al menos una progresión aritmética en un con-
junto dado, es investigar cuándo o bajo que condiciones es positiva expresiones como estas.
Regresemos al Teorema de Szemerédi, para ver como se puede relacionar con lo visto ante-
riormente, y primero escribiremos la versión original de Szemerédi [3], que es equivalente a
la del Teorema 0.1, la cual es.

Teorema 0.3 Sean ı > 0 y k > 3 un entero, donde ambos son parámetros fijos. Entonces existe
un entero minimal N0.ı; k/ < 1, con la siguiente propiedad. Si N > N0.ı; k/ y A � ZN es
cualquier conjunto tal que jAj > ıN , entoncesA contiene una k-progresión aritmética.
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Aunque su prueba original emplea técnicas de combinatoria, actualmente se pueden hallar
diversas pruebas en distintas áreas, una de ellas emplea teoría ergódica y se le debe a Fursten-
berg [6]. Tal y como se menciona en el artículo de Green y Tao, la teoría ergódica sugiere la
siguiente forma del Teorema de Szemerédi.

Teorema 0.4 Para cada N 2 N , se denota �.N/const W ZN ! R, la función constante �.N/const � 1.
Sean 0 < ı 6 1, k 2 N fijos. Si f .N/ W ZN ! Œ0;1/, es una función tal que 0 6 f .N/.x/ 6
�
.N/

const.x/, para cada x 2 ZN , y cumple que Ex2ZN
Œf .N/.x/� > ı, entonces

(4) Ex;d2ZN
Œf .N/.x/f .N/.x C d/ � � � f .N/.x C .k � 1/d/� > c.k; ı/ � ok;ı.1/

donde c.k; ı/ > 0, es una constante que no depende de f .N/ oN , y ok;ı.1/ denota una función que
depende de N y converge a cero, conforme N tiende a infinito, y la elección de esta función puede
depender de los parámetros k y ı.

Conmétodos de combinatoria puede deducirse este teorema del Teorema 0.3, llevado a cabo
por Varnavides [7], aúnque una prueba directa debido a Terence Tao se puede encontrar en
[8]. Y es esta la versión que se emplea para demostrar al Teorema de Szemerédi Relativo.
Se decidió escribir estás dos formas equivalentes del Teorema de Szemerédi para hacer notar
que en el caso del Teorema 0.3, se asemeja bastante al Teorema 0.1, que se escribió al inicio
de la sección, por su lado el Teorema 0.4, deja de lado los conjuntos y trata ahora con fun-
ciones, que en cierta forma es comprensible pues es más sencillo trabajar con funciones que
con conjuntos. De hecho anteriormente ya se había pasado de un conjunto a una función,
y era que le asociabamos su función característica. Más aún la esperanza en (4) se asemeja
a la esperanza tomada en (3), así que la ecuación (4) se puede decir que generaliza la forma
de contar a las progresiones aritméticas y el Teorema de Szemerédi Relativo es justamente
generalizar al Teorema 0.4, donde ya no sólo se considere a funciones f acotadas (o como
menciona el artículo deConlon, Fox y Zhao “densas”) sino que incluso ya no necesariamente
tengan que ser acotadas (o “dispersas”), esto a su vez la función � que mayora ya no será tan
simple como la función �const, y se le deberá imponer condiciones para que siga siendo válida
la conclusión.
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En esta sección se presentan al Teorema del Modelo Denso y el Lema de Conteo que
esencialmente son los dos resultados que se requieren para la demostración del Teorema de
Szemerédi Relativo que se expondrá.

Teorema del Modelo Denso y el Lema de Conteo

En la sección anterior en los preliminares, se había hablado en general acerca de lo que
el Teorema del Modelo Denso iba a significar para nuestros propositos. Sin tratar de ser de-
masiado precisos, se pretende explicar más en concreto como es que nos será de utilidad este
teorema para demostrar al Teorema Relativo de Szemerédi. Para esto supongamos que tene-
mosA � S � N subconjuntos. Recordemos que el problema a resolver es saber si hay alguna
k-progresión aritmética en el conjunto A. Para saber si la hay o no, se cosideran cada uno de
los conjuntos finitos A \ ZN , y de una manera adecuada a estos conjuntos se le asocia una
función fA W ZN ! Œ0;1/, decimos de manera adecuada en el sentido de que pondera a los
elementos del conjunto de forma que cumplan ciertas hipótesis de densidad respecto a S . Y
de igual manera a los conjuntos S\ZN , se le asocia una función �S W ZN ! Œ0;1/. Ahora el
principal problema es que las funciones fA pueden no ser acotadas, pero si se puede esperar
que como S contiene a A, que �S mayore a fA, es decir que fA 6 �S , y bajo estas condicio-
nes puede actuar el Teorema del Modelo Denso de manera que a la función fA, se “modela”
con una función zfA W ZN ! Œ0; 1�, donde notemos que zfA ahora es una función acotada y
es suceptible de aplicarle el Teorema de Szemerédi (Teorema 0.4). Por modelar a fA con zfA

nos referimos a que Ex2ZN
Œ zfA.x/� D Ex2ZN

ŒfA.x/�, y que bajo cierta norma k � k, que se le
llama “norma de corte”, se tenga que la diferencia (distancia) kfA � zfAk puede hacerse tan
pequeña como se desee, esto con fines de que fA y zfA tengan o cuenten una cantidad similar
de progresiones aritméticas en A.

Empezemos fijando alguna notación que vamos a usar. Sea r 2 N , si fXig
r
iD1, es una

colección finita de conjuntos, se denotará a X�i por el conjunto X�i D X1 � � � � � Xi�1 �

XiC1 �� � ��Xr , para cada i 2 JrK. Y demanera semejante se denotará a x�i como la siguiente
r�1-tupla ordenadax�i D .x1; : : : ; xi�1; xiC1; : : : ; xr/ 2 X�i , esto para cada i 2 JrK. Ahora
se define a la norma de corte para funciones definidas en ZN .

Definición 1.1 (Norma de Corte para funciones con dominio en ZN )
Sean N; r 2 N y f W ZN ! R una función, se define la norma de corte de f denotada por
kf k�;r , como el número real

kf k�;r D sup
ˇ̌
Ex2Zr

N
Œf .�.x//1A1

.x�1/1A2
.x�2/ � � � 1Ar

.x�r/�
ˇ̌
;

donde � W Zr
N ! R, está definida por �.x/ D �.x1; : : : ; xr/ D x1 C � � � C xr , y el supremo

se toma sobre todos los conjuntos A1; : : : ; Ar � Zr�1
N .

No es complicado comprobar que en efecto la norma de corte, es en realidad una norma sobre
el espacio de funciones RN D ff W ZN ! Rjf es función g. A continuación se escribe el
Teorema del Modelo Denso.

6
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Teorema 1.1 (del Modelo Denso) Sean N; r 2 N . Para todo " > 0, existe "0 > 0, tal que si
� W ZN ! Œ0;1/, con k� � 1k�;r 6 "0, entonces para cada función f W ZN ! Œ0;1/, con
Ex2ZN

Œf .x/� 6 1, y f 6 �, existe una función zf W ZN ! Œ0; 1�, que cumple con

i. Ex2ZN
Œ zf .x/� D Ex2ZN

Œf .x/�, y

ii. kf � zf k�;r 6 ". �
Para la prueba de este teorema se emplea una versiónmás general delmismo, debido aGreen,
Tao y Ziegler (el enunciado de este teorema, con su demostración, propuesta por Reingold,
Trevisan, Tulsiani y Vadhan, se puede encontrar en [12]). Hay que usar el hecho de que
la norma de corte de una función f se puede expresar de la siguiente forma kf k�;r D

sup
˚ ˇ̌

Ex2ZN
Œf .x/'.x/�

ˇ̌ ˇ̌
' 2 Fr

	
, donde Fr � RN , es la familia de funciones que pue-

den ser escritas como combinación convexa, de la convolución de r funciones caractrísticas,
de conjuntos enZr�1

N , probando queFr es cerrado bajo lamultiplicación de funciones, y des-
pues se usa la versión del Teorema del Modelo Denso de Green, Tao y Ziegler.
Teniendo a la mano el Teorema delModeloDenso, se presentan a partir de aquí algunos con-
ceptos que son el de hipergráfica e hipergráfica cargada. Advirtiendo que la manera en que
se presentan aquí, no es la forma estandar que se presenta usualmente en la teoría de hiper-
gráficas, pues se ha adapatado la notación a nuestra conveniencia para nuestros propositos, y
es en esta parte que la demostración expondremos de Conlon, Fox y Zhao, que se diferencía
de la otorgada por BenGreen y Terence Tao, y se hará más notorio en la condición de formas
lineales (Definición 1.5 y 1.6) y en el Lema de Conteo 1.2.
Primero introduzcamos más notación y fijemos k; r 2 N , con r 6 k. Ahora sea fXig

k
iD1 una

colección de k conjuntos (cualesquiera) finitos y no vacios. Denotamos al conjunto de índices
	r , como

	r D
˚
.i1; i2; : : : ; ir/ 2 JkKr

ˇ̌
1 6 ij < ij C1 6 k; 8j 2 Jr � 1K	;

y si ˛ 2 	r es de la forma ˛ D .i1; i2; : : : ; ir/, se denotará como xX˛ o xX .i1;i2;:::;ir / al producto
cartesiano xX˛ D Xi1

� Xi2
� � � � � Xir

. También se define X˛ D X .i1;i2;:::;ir / D f˛g � xX˛ ,
y la unión de todos estos conjuntos para r fija, se denotará por S

r ŒfXig
k
iD1�, es decirS

r ŒfXig
k
iD1� D

�̨
2	r

X˛:

En la práctica, principalmente consideraremos el caso en que k > 3, r D k � 1 y Xi D ZN

para todo i 2 JkK, en consecuencia X˛ D f˛g � Zk�1
N para cada ˛ 2 	k�1, y su unión esS

k�1ŒfXig
k
iD1� D 	k�1� Zk�1

N .
A partir de esta notación, podemos definir lo que es una hipergráfica k-partita, r -regular.

Definición 1.2 (Hipergráfica k-partita, r-regular)
Sean k; r 2 N , con r 6 k. SiV D fXig

k
iD1 una colección finita de conjuntos finitos, no vacios,

entonces decimos que la ternaH D .V; r; E/, dondeE �
S

r ŒfXig
k
iD1�, es una hipergráfica k-

partita, r-regular. A la colecciónV , se le suele llamar los vértices3 de la hipergráfica, mientras
que al conjuntoE se le llaman las aristas de H.

3Estrictamente hablando un vértice es un elemento de Xi , mientras que Xi es un conjunto de vértices, y V
es una colección de (conjuntos de) vértices. Pero seguiremos abusando del lenguaje y nos referimos a V como los
vértices de la hipergráfica.
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El parámetro k, por supuesto indica la cantidad de conjuntos en los que están distribuidos los
vértices, donde en cada uno de estos conjuntos no hay dos vértices contenidos en una misma
arista. Mientras que el parámetro r indicará la cantidad de vértices que contiene cualquier
arista. Y en el caso particular de que una hipergráfica sea 2-regular, coincide con la definición
de una gráfica k-partita, pues en este caso las aristas consisten de dos vértices.
Ahora se dará paso a definir lo que entenderemos por una hipergráfica cargada (o ponderada).

Definición 1.3 (Hipergráfica Cargada)
A la pareja .H; g/ donde H D .V; r; E/ es una hipergráfica k-partita, r -regular con vérti-
ces V D fXig

k
iD1 y g W

S
r ŒfXig

k
iD1� ! Œ0;1/ es una función en r variables, donde siS

r ŒfXig
k
iD1�nE ¤ ¿ entonces g.x/ D 0, para cada x 2

S
r ŒfXig

k
iD1�nE , se le llamará hi-

pergráfica cargada, y a la función g, se le llama función de carga.

Usualmente dada una colección de funciones fg˛g˛2	r
, donde g˛ W xX˛ ! Œ0;1/ para

cada ˛ 2 	r , induciremos una función de carga g W
S

r ŒfXig
k
iD1� ! Œ0;1/, de manera que si

.˛;x/ 2 X˛ se define g.˛;x/ D g˛.x/. Se abusará de la notación escribiendo g D fg˛g˛2	r
,

y se deben pensar a las funciones g˛ como la reestricción de g al conjunto X˛ , es decir (abu-
sando de la notación) que g˛ D gjX˛

. Y si ˛ D .i1; i2; : : : ; ir/, también se acostumbra a g˛

escribir como gXi1
���Xir

.
Al igual que se hizo para las funciones definidas sobre ZN , se puede definir una norma de
corte para hipergráficas cargadas, o más bien para las funciones de carga, de la siguiente ma-
nera.

Definición 1.4 (Norma de Corte para funciones de carga)
Sea .H; g/, una hipergráfica cargada, con H D .fXig

k
iD1; r; E/, y g D fg˛g˛2	r

.
Si para cada ˛ D .i1; i2; : : : ; ir/ 2 	r , y gXi1

���Xir
W X˛ ! Œ0;1/, se define

(5) kgXi1
���Xir

k� D sup
ˇ̌
Ex2X˛

�
g.x/1A1

.x�1/1A2
.x�2/ � � � 1Ar

.x�r/
�ˇ̌
;

donde el supremo se toma sobre todos los conjuntos posibles Aj � X�ij
, donde recordemos

queX�ij
D Xi1

�� � ��Xij �1
�Xij C1

�� � ��Xir
, entonces a la norma de corte para la función

de carga g denotada por kgk�, se define como el número real

kgk� D mKax
.i1;i2;:::;ir /2	r

fkgXi1
���Xir

k�g:

Ahora escribiremos la definición de lo que entenderemos por que una hipergráfica (o más
bien su función de carga) cumpla con la condición de formas k-lineales, que es una forma más
débil de la condición de formas lineales adoptada por Green y Tao (Definición 3.1), en [4].

Definición 1.5 (Condición de formas k-lineales para funciones de carga)
Sea k 2 N. Para cadaN 2 N , sea H.N / D .fX

.N/

i gk
iD1; k � 1;E.N//, una hipergráfica k-partita,

k � 1-regular, con función de carga �.N/ W
S

k�1ŒfX
.N/

i gk
iD1� ! Œ0;1/, entonces diremos que

la colección de hipergráficas cargadas f.H.N /; �.N//gN 2N , cumple con la condición de formas
k-lineales, si

(6) E
x

.0/
1 ;x

.1/
1 2X

.N /

1 ;:::;x
.0/

k
;x

.1/

k
2X

.N /

k

h kY
iD1

Y
!2f0;1gk

�.N/.x.!�i /
�i /

i
D 1C ok.1/;
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donde ! D .!1; : : : ; !k/, con !i 2 f0; 1g, para cada i 2 JkK, y en este caso x.!�i /
�i D

.x
.!1/
1 ; : : : ; x

.!i�1/
i�1 ; x

.!iC1/

iC1 ; : : : ; x
.!k/

k
/, donde x.!i /

i 2 X
.N /
i , para cada i 2 JkK. Y que ade-

más la igualdad (6) se siga cumpliendo aún cuando sea eliminado cualquier subconjunto de
factores �.N/, de los k2k�1 que hay.
Recordando que en (6), como en los demás enunciados siguientes, se escribirá ok.1/, para in-
dicar una función que tiende a cero, cuandoN ! 1, y que la elección de esta función puede
depender de k.

Con esta terminología podemos escribir el Lema de Conteo, estudiado por Conlon, Fox
y Zhao ([1],[2]).

Teorema 1.2 (Lema de Conteo)
Sea k 2 N , con k > 3. Para cada N 2 N , sea H.N / D fV .N/; k � 1;E.N/g, una hipergráfi-
ca k-partita, k � 1-regular, con vértices V .N/ D fX

.N/

i gk
iD1, y funciones de carga �.N/; g.N/; zg.N/ WS

k�1ŒfX
.N/

i gk
iD1� ! Œ0;1/, tal que f�.N/gN 2N , satisface la condición de formas k-lineales, g.N/ 6

�.N/, y zg.N/ 6 1. Si kg.N/ � zg.N/k� D o.1/, entonces

(7)
ˇ̌̌
Ex2X

.N /

1 �����X
.N /

k

h kY
iD1

g.N/.x�i / �

kY
iD1

zg.N/.x�i /
iˇ̌̌

D o.1/: �

Su prueba se puede encontrar en [1] y en [2], aunque no es una demostración sencilla, ni
corta, pues se necesitan emplear al menos otros dos resultados auxiliares, uno de ellos es una
versiónmás débil de este, donde básicamente se pide que �.N/ � 1 (y en este caso trivialmente
f�.N/gN 2N satisface la condición de formas k-lineales), es decir donde cada función de carga
g.N/ también es acotada por 1.

Prueba del Teorema de Szemerédi Relativo

En esta segunda parte de la sección se presentará el Teorema de Szemerédi Relativo, em-
pleando los resultados de la parte previa. Sin embargo aún resta por considerar una defini-
ción análoga a la condición de formas lineales para cargas de hipergráficas, pero esta vez para
funciones con dominio en ZN , y que de igual forma será una condición más débil que a las
consideradas por Green y Tao en [4].

Definición 1.6 (Condición de Formas Lineales para funciones con dominio en ZN )
Sea k 2 N , con k > 3. Para cadaN 2 N , sea �.N/ W ZN ! Œ0;1/, una función. Se dice que la
colección de funciones f�.N/gN 2N , satisface la condición de formas k-lineales si

(8) E
x

.0/
1 ;x

.1/
1 ;:::;x

.0/

k
;x

.1/

k
2ZN

h kY
j D1

Y
!2f0;1gk

�.N/
� kX

iD1

.j � i/x
.!i /
i

�nj;!

i
D 1C ok.1/;

donde ! D .!1; : : : ; !k/, con !i 2 f0; 1g, y que además la identidad en (8) se cumpla para
cualquier elección de exponentes nj;! 2 f0; 1g.

La elección de las formas lineales fj W Zk
N ! R de la forma fj .x/ D

Pk
iD1.j � i/xi , con

j 2 JkK son propuestas así como se verámás adelante en la prueba del Teorema de Szemerédi
Relativo, con el fin de modelar una k-progresión aritmética.
El siguiente lema se emplea para la prueba del Teorema Relativo de Szemerédi.
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Lema 1.1 Sea k 2 N , con k > 3, y para cada N 2 N , sea �.N/ W ZN ! Œ0;1/, una función. Si
f�.N/gN 2N , satisface la condición de formas k-lineales, entonces

k�.N/ � 1k�;k�1 D ok.1/: �
En la prueba de este resultado se debe usar k�1 veces la desigualdad deCauchy-Schwarz,

y en un momento emplear un cambio de variable justificado por el hecho de que ZN es un
campo, además de queN es primo relativo4 a cada elemento en JkK. Y emplear la condición de
formask-lineales de f�.N/gn2N . Así se está en condiciones depresentar unaprueba alTeorema
Realtivo de Szemerédi.

Teorema 1.3 (Relativo de Szemerédi)
Sea k 2 N , con k > 3, si para cada N 2 N , tenemos �.N/ W ZN ! Œ0;1/ función, tal que
la colección de todas ellas f�.N/gN 2N , satisface la condición de formas k-lineales. Entonces para
todo ı > 0, existe c D c.k; ı/ > 0, tal que para cada colección de funciones ff .N/gN 2N , con
f .N/ W ZN ! Œ0;1/, que cumpla f .N/ 6 �.N/ y Ex2ZN

Œf .N/.x/� > ı para cada N 2 N , se
satisface que

(9) Ex;d2ZN

�
f .N/.x/f .N/.x C d/ � � � f .N/.x C .k � 1/d/

�
> c.k; ı/ � ok;ı.1/:

Demostración: Sea ı > 0, que sin pérdida de generalidad podemos suponer que ı 6 1.
Ahora como la colección de funciones f�.N/gN 2N , cumple la condición de formas k-lineales
se tiene por el Lema 1.1, que k�.N/ � 1k�;k�1 D ok.1/.
Sea ff .N/gN 2N , una sucesión de funciones con f .N/ W ZN ! Œ0;1/, tal que f .N/ 6 �.N/ y
Ex2ZN

Œf .N/.x/� > ı para cadaN 2 N , a esta sucesión le asociamos a la sucesión normalizada
f �f .N/gN 2N , donde �f .N/ � MNf

.N/ yMN D ı=Ex2ZN
Œf .N/.x/� para cada N 2 N. Observe-

mos que 0 < MN 6 1 y Ex2ZN
Œ �f .N/.x/� D ı 6 1. Luego por el Teorema del Modelo Denso

1.1, existe una sucesión de funciones f zf .N/gN 2N , con zf .N/ W ZN ! Œ0; 1� para cada N 2 N ,
tal que k �f .N/ � zf .N/k�;k�1 D ok.1/ y Ex2ZN

Œ zf .N/.x/� D Ex2ZN
Œ �f .N/.x/� D ı.

Ahora por otro lado, sean X.N/

1 D X
.N/

2 D � � � D X
.N/

k
D ZN , y para cada j 2 JkK sea

 
.N/

j W X.N /

�j ! ZN , la función lineal definida por

 
.N/

j .x�j / D  
.N/

j .x1; : : : ; xj �1; xj C1; : : : ; xk/ D
X

i2Œk�nfj g

.j � i/xi ;

para cada x�j 2 X.N /

�j .
Ademáspara cadaN 2 N , seaH.N / D .fX

.N/

i gk
iD1; k�1;E.N//, una hipergráficak-partita,k�1-

regular con E.N/ D
S

k�1ŒfX
.N/

i gk
iD1�, y funciones de carga �.N/; g.N/; zg.N/ W

S
r ŒfX

.N/

i gk
iD1� !

Œ0;1/ inducidas5 respectivamente, a traves de las funciones �.N/
�j ; g

.N/

�j ; zg
.N/

�j W X.N /

�j ! Œ0;1/

definidas como

�
.N/

�j .x�j / D �.N/. 
.N/

j .x�j //;

g
.N/

�j .x�j / D �f .N/. 
.N/

j .x�j //;

4Recordemos que desde el inicio de este trabajo estamos considerando que en generalN , siempre es un primo
(mucho) mayor que k.

5Por ejemplo g.N/ D fg
.N/

�j gk
j D1, y el subíndice �j , representa al elemento ˛j 2 	k�1 donde ˛j D

.1; 2; : : : ; j � 1; j C 1; : : : ; k/.
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zg
.N/

�j .x�j / D zf .N/. 
.N/

j .x�j //;

para cada x�j 2 X.N /

�j , y j 2 JkK. A partir de esto se afirma que

kg
.N/

�j � zg
.N/

�j k� D k �f .N/
� zf .N/

k�;k�1;

para cada j 2 JkK, y N 2 N. Verífiquemos esta identidad con el caso particular k D j D 4,
pues el caso general sigue el mismo procedimiento. Tenemos por definición de g�4 y zg

.N/

�4 que

kg
.N/

�4 � zg
.N/

�4k�

D sup
A1;A2;A3�Z2

N

ˇ̌
Ex1;x2;x32ZN

�
. �f .N/

� zf .N//.3x1C2x2Cx3/1A1
.x2; x3/1A2

.x1; x3/1A3
.x1; x2/

�ˇ̌
empleando los cambios de variable u1 D 3x1, u2 D 2x2, y u3 D x3, quedaría

D sup
A1;A2;A3�Z2

N

ˇ̌
Eu1;u2;u32ZN

�
. �f .N/

� zf .N//.u1Cu2Cu3/1A1

�
u2

2
; u3

�
1A2

�
u1

3
; u3

�
1A3

�
u1

3
; u2

2

��ˇ̌
D sup

A1;A2;A3�Z2
N

ˇ̌
Eu1;u2;u32ZN

�
. �f .N/

� zf .N//.u1Cu2Cu3/1A1
2

�
u2; u3

�
1A2

3

�
u1; u3

�
1A3

2�3

�
u1; u2

��ˇ̌
donde A1

2
D f.x=2; y/ 2 Z2

N j.x; y/ 2 A1g, A2

3
D f.x=3; y/ 2 Z2

N j.x; y/ 2 A2g y A3

2�3
D

f.x=2; y=3/ 2 Z2
N j.x; y/ 2 A3g. Cabe destacar que hacer estos cambios de variable, y la defi-

nición de estos conjuntos se pueden hacer siempre y cuando N sea primo relativo a 2 y a 3
(en el caso general se debe pedir que sea primo relativo6a 2; 3; : : : ; k � 1), para poder realizar
la división por estos números, lo cual se consigue sin ningún problema suponiendo queN , es
un primo mayor o igual a k. Por lo tanto

kg
.N/

�4 � zg
.N/

�4k�

D sup
B1;B2;B3�Z2

N

ˇ̌
Eu1;u2;u32ZN

�
. �f .N/

� zf .N//.u1Cu2Cu3/1B1

�
u2; u3

�
1B2

�
u1; u3

�
1B3

�
u1; u2

��ˇ̌
D k �f .N/

� zf .N/
k�;3;

como se quería probar.
Por lo tanto podemos inferir que a partir de este caso particular el caso general sigue el mismo
procedimiento y se cumplirá que kg.N/ � zg.N/k� D k �f .N/ � zf .N/k�;k�1 D ok.1/.
Ahora por otro lado, si queremos averiguar si la sucesión de funciones de carga f�.N/gN 2N ,
cumple con la condición de formas k-lineales, deberíamos calcular a las esperanzas en (6), de
la Definición 1.5. Pero de acuerdo a como fué definida cada �.N/, en términos de �.N/, se tiene
que dichas esperanzas son idénticas a las de (8) en la Definición 1.6, de donde sabemos por
hipótesis que f�.N/gN 2N , cumple con la condición de formas k-lineales, esto se traduce en que
f�.N/gN 2N , cumplirá con la condición de formas k-lineales (para funciones de carga).
Ahora empleando el Lema de Conteo (Teorema 1.2), se tiene que

(10) Ex2Zk
N
Œg

.N/

�1.x�1/ � � �g
.N/

�k
.x�k/� D Ex2Zk

N
Œzg

.N/

�1.x�1/ � � � zg
.N/

�k
.x�k/�C o.1/;

6Véase la nota 4 al pie, de la página anterior.



12 Teorema de Szemerédi Relativo

que de acuerdo a la definición de g.N/, el lado izquierdo es igual a la siguiente esperanza
Ex2Zk

N
Œ �f .N/. 

.N/

1 .x�1// � � � �f .N/. 
.N/

k
.x�k//�, ahora si u D  

.N/

1 .x�1/.2 ZN /, entonces ten-
dríamos lo siguiente  .N/

j .x�j / �  
.N/

1 .x�1/ D  
.N/

j .x�j / � u D .j � 1/.x1 C � � � C xk/ D

.j � 1/d , con d D x1 C � � � C xk , por lo tanto

Ex2Zk
N
Œg

.N/

�1.x�1/ � � �g
.N/

�k
.x�k/� D Eu;d2ZN

Œ �f .N/.u/ �f .N/.uC d/ � � � �f .N/.uC .k � 1/d/�;

y de igual manera

Ex2Zk
N
Œzg

.N/

�1.x�1/ � � � zg
.N/

�k
.x�k/� D Eu;d2ZN

Œ zf .N/.u/ zf .N/.uC d/ � � � zf .N/.uC .k � 1/d/�;

por lo tanto de (10), se sigue que

Eu;d2ZN
Œ �f .N/.u/ �f .N/.uC d/ � � � �f .N/.uC .k � 1/d/�

D Eu;d2ZN
Œ zf .N/.u/ zf .N/.uC d/ � � � zf .N/.uC .k � 1/d/�C o.1/ > c.k; ı/ � ok;ı.1/;

esta última desigualdad por el Teorema de Szemerédi (Teorema 0.4), ahora como �f .N/ D

MNf
.N/ 6 f .N/, para todoN 2 N , entonces

Eu;d2ZN
Œf .N/.u/f .N/.uC d/ � � �f .N/.uC .k � 1/d/� > c.k; ı/ � ok;ı.1/

y esto concluye la demostración.

ConelTeoremaRelativo deSzemerédi se concluye esta sección.En la siguiente sección se
concentrará en encontrar una función f adecuada que tenga su soporte en el conjunto de los
números primos y un conjunto que los contenga y/o una función � que mayore a f y cumpla
con la condición de formas lineales y poder emplear al Teorema Relativo de Szemerédi.



2 j El Teorema de Green-Tao

En esta segunda sección se presentan a los “ingredientes” para poder usar el Teorema
Relativo de Szemerédi en el caso específico del conjunto de los números primos, que es pre-
cisamente el Teorema deGreen-Tao. Los ingredientes que faltan es, una función con soporte
en los números primos adecuada, y adecuada en el sentido de que tenga densidad positiva o
en términos de la función, que sus esperanzas estén acotadas uniformemente por debajo, por
un número positivo, y una función que la acote por arriba y que cumpla con la condición de
formas k-lineales (para k fijo).

El W-trick y una función mayorante

Una manera de hallar una función que represente a los primos con las características se-
ñaladas, sería primero considerar a la función von Mangoldt ƒ W N ! R, que está definida
como

ƒ.n/ D

(
ln.p/ si n D pk , con algún p primo, y k 2 N;

0 en otro caso,
8n 2 N:

Si pretendemos tomar a esta función como candidata para modelar a los números primos sur-
gen dos complicaciones, una de ellas se puede resolver fácilmente y es que esta función ade-
más de considerar a los números primos, también se consideran a sus potencias, así que ten-
dríamos que redefinir ƒ para que nada más tenga por soporte a los números primos, lo cual
se hará a continuación. El segundo inconveniente surge debido a que los números primos no
son tan aleatorios como se desean, pues por ejemplo si q > 1 es un entero, los números primos
sólo se distribuyen en aquellas clases residuales a 2 Zq , donde .a; q/ D 1, y recordemos que
necesitamos que los números primos estén contenidos en un subconjunto pseudoaletorio con
densidad positiva, esto se traduce que necesitamos que la funciónƒ esté acotada por una fun-
ción que cumpla la condición de formas k-lineales y en base a esta condiciónƒ (o los números
primos) debería poder distribuirse de manera uniforme sobre cada clase residual. Pero como
no está presente esta pseudoaleatoriedad en los números primos, no va a ser posible encontrar
una función con estas características que acote aƒ. Entonces como tal sobre todo el conjunto
de números primos no va a ser posible definir una función que les asigne peso para usar el
Teorema Relativo de Szemerédi.
Lo que proponenGreen yTao es lo que llaman elW-trick, y lo que consiguen con este arreglo
(en palabras de Terence Tao [9]) es que se aísla a la parte aleatoria de la parte estructurada
(no aleatoria) de los números primos. Ahora una de las características que hace a los números
primos no tan aleatorios, son estas preferencias a ciertas clases residuales, que sin bien no es
posible evitar estas tendencias en general, pero si en ciertamedida que involucra al parámetro
k que hayamos fijado, de manera que en la condición de formas k-lineales sean impercepti-
bles (con funciones de error ok.1/) estas tendencias. O sea que al conjunto de los números
primos se hará suficientemente aleatorio o pseudoaletorio para que sea posible comprobar la
condición de formas k-lineales. En concreto modifican a la función von Mangoldt de la si-
guiente manera. Si w W N ! N , es cualquier función que tiende a infinito, suficientemente
lento7 con respecto deN , entonces siWN es el producto de todos los primosmenores o iguales

7Es suficiente con pedir quew.N/ 6 1
2 ln.ln.N //, yw.N/ ! 1, conN ! 1, y en base a esto se tendrá que

WN D O.ln1=2.N //.

13
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aw.N/, es decir

(11) WN D
Y

p6w.N /
p primo

p; 8N 2 N;

se define a zƒ.N/ W ZN ! R, como

(12) zƒ.N/.n/ D

˚
�.WN /

WN
ln.nWN C 1/ cuando nWN C 1 es primo,

0 en otro caso,
8n 2 ZN ;

para cadaN 2 N , donde � es la función de Euler.
El factor �.WN /

WN
se utiliza para normalizar, pues el Teorema del Número Primo para Progre-

siones Aritméticas8 implica que 1
N

PN �1
nD0

zƒ.N/.n/ D En2ZN
Œzƒ.N/.n/� D 1C o.1/.

Se afirma que el subconjunto PWN
D fn 2 NjnWN C 1 es primog (y a la vez la función zƒ.N/)

no posee ninguna preferencia sobre alguna clase residual de Zq siempre que q < w.N/, esto
puede verse de la siguientemanera, dado que el conjunto de los números primos se distribuye
demanera uniforme8 enparticular sobre las clases f1;WN C1; 2WN C1; : : : ; .q�1/WN C1g �

ZqWN
, pues .nWN C 1; qWN / D 1 siempre que n 2 Zq , entonces el conjunto PWN

se distri-
buirá de manera equitativa sobre todas las clases deZq con q < w.N/, aunque todavía habra
tendencias para algunas clases de módulo mayor, pero a medida que la funciónw tienda a in-
finito con respecto a N , el efecto que produzcan estas tendencias irá disminuyendo. Así que
el conjunto PWN

será nuestro candidato para “insertarlo” en un subconjunto pseudoaletorio
de los naturales con densidad positiva. En términos de funciones, a la colección f zƒ.N/gN 2N

les será posible construir una función (colección) �.N/ W ZN ! Œ0;1/ que mayore a zƒ.N/ y
que cumpla la condición de formas k-lineales (Definición 1.6).
Como última observación acerca de las funciones zƒ.N/, notemos que se han descartado a las
potencias de los primos y se concentrarán en determinar si es que existe una k-progresión arit-
mética en el conjunto PWN

(para algún N suficientemente grande), lo que a su vez inducirá
una k-progresión aritmética sobre el conjunto de números primos.
Restaría construir a la colección f�.N/gN 2N que mayore a f zƒ.N/gN 2N y cumpla la condición
de formas k-lineales. Como primer intento se puede considerar a �.N/ D zƒ.N/, pero la dificul-
tad de probar que f zƒ.N/gN 2N cumple con la condición de formas k-lineales es comparable a
probar la conjetura de Hardy-Littlewood de las k-tuplas en números primos, por lo tanto se
descarta esta posibilidad.
Para poder encontrar una función adecuada que mayore a zƒ.N/, regresemos a la función von
Mangoldt, que a partir de la siguiente identidad conocida

(13) ƒ.n/ D
X
d jn

�.d/ ln
�n
d

�
D �

X
d jn

�.d/ ln.d/; 8n 2 N;

8Teorema del Número Primo para Progresiones Aritméticas: Si .a; b/ D 1, entoncesX
p�a mKod b

p6x

ln.p/ D
x

�.b/
.1C o.1//;

donde aquí o.1/, es una cantidad que tiende a cero, cuando x tiende a infinito.



El Teorema de Green-Tao 15

donde � W N ! f�1; 0; 1g es la función de Möbius definida como �.1/ D 1, y para n ¤ 1

se define �.n/ D .�1/!.n/ si n es libre de cuadrados, donde !.n/ es la cantidad de números
primos (distintos) que dividen a n, y �.n/ D 0, si n no es libre de cuadrados.
GreenyTao en su artículo [4],modifican a la funciónvonMangoldt a partir de (13), y truncan
la suma tal y como ya lo habían hecho Goldston, Pintz y Yildrim en [13], donde investigan la
cercania entre primos consecutivos; y la modifican de la siguiente manera, siR > 0 se define
ƒR W N ! R como

ƒR.n/ D
X
d jn

d6R

�.d/ ln
�R
d

�
D

X
d jn

�.d/ lnC

�R
d

�
; 8n 2 N;

donde lnC.x/ D mKaxfln.x/; 0g. No es difícil comprobar que si 1 6 n 6 R entoncesƒR.n/ D

ƒ.n/. Mientras que si n no tiene divisores menores o iguales a R entonces ƒR.n/ D ln.R/.
En este sentido se puede pensar queƒR mayoriza a los primos p > R, y de hecho también a
los casi primos, es decir enteros que no tienen divisores menores queR.
En la demostración original de Green y Tao, para su mayorante usan a ƒR dentro de su ex-
presión (Definición 9.3 [4]). Sin embargo ellos mismos en 2008 [5], ofrecen una prueba sim-
plificada, donde emplean una variante de la funciónƒR, y cambian la reestricción d 6 R (lo
que es equivalente a ln.d/=ln.R/ 6 1) por una función suave (de claseC1) y que tenga soporte9
compacto, y la proponen de la siguiente manera.

Definición 2.1 Sea R > 0. Si � W R ! R, es de clase C1, con soporte compacto, se define
ƒ�;R W N ! R, por

(14) ƒ�;R.n/ D ln.R/
X
d jn

�.d/�
� ln d

lnR

�
; 8n 2 N:

Notemos que recuperamos a la función vonMangoldt si ponemos �.x/ D �x, que aunque �
es suave, no tiene soporte compacto. También podemos recuperar a ƒR definiendo esta vez
a �.x/ D mKaxf1 � jxj; 0g y en este caso � tiene soporte compacto, y es continua, pero no es
suave.
En general observemos que si sop.�/ � Œ�1; 1� y �.0/ D 1, entonces � hará que sólo se
considerendivisores denque sean a lomásR.Observe que en caso de quenno tenga divisores
menores o iguales a R, sólo subsistirá en (14) el término d D 1, entonces ƒ�;R.n/ D ln.R/.
Esta propiedad será muy importante para mayorar a zƒ.N/ sobre los primos.
La simplificación que se hablaba de cambiar a lnC.R=d/ por � .ln d=ln R/, es en la siguiente
dirección, debido a que se más adelante se necesitará estimar sumas que involucran términos
al cuadrado deƒ�;R, llega un momento en que conviene expresar a � como la transformada
de Fourier de alguna función, y a la integral que resulte, se le reestringe a un intervalo acotado
y aprovechar la suavidad de � para hacer despreciable a la parte no acotada de la integral en
la transformada de Fourier. Así que las condiciones que se le piden a � son por cuestiones
técnicas, además se puede considerar a � .ln d=ln R/ como una aproximación suave a lnC.R=d/,
y de igual maneraƒ�;R se verá como una aproximación aƒR.
La siguiente estimación es fundamental, para de ahí partir y poder definir la colección de
funciones mayorantes, a partir de la funciónƒ�;R.

9El soporte de una función f W R ! R, es el conjunto sop.f / D fx 2 Rjf .x/ ¤ 0g.
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Proposición 2.1 Si fijamos � W R ! R una función de clase C1, con soporte contenido en
Œ�1; 1�. Seanm; t 2 N y 1; : : : ;  m W Zt ! Z, funciones lineales, donde cualesquiera dos no son
multiplos una de la otra.
Sean RN D R.N/ D o.N 1=10m

/, y w W N ! N una función que crece suficientemente lento10
que depende de N , siWN está dado por (11); a partir de esto se definen �.N/i D WN i C 1, para
cada i 2 Œm� yN 2 N .
SiB.N/ D

Qt
iD1 I

.N/

i � Zt , donde I .N/i � Z es un conjunto con almenosR10m
N enteros consecutivos,

entonces se cumple que

(15) Ex2B .N /

�
ƒ�;RN

�
�
.N/

1 .x/
�2

� � �ƒ�;RN

�
� .N/m .x/

�2�
D .1C o.1//

�
WN

�.WN /
c� ln.RN /

�m

donde c� D
R 1

0 �0.x/2dx, y o.1/ denota una cantidad que tiende a cero, cuando N tiende a
infinito, y la elección de esta función puede depender dem; t y las funciones �; 1; : : : ;  m; R yw.
�
En esta estimación es donde se vuelve relevante la definición de WN , es decir el W -trick, y
la cuestión técnica de pedir que w crezca suficientemente lento10. La demostración a esta
proposición no se expondrá aquí, al ser en cierta medida técnica y extensa, pero al lector in-
teresado se le indica que una prueba puede encontrarse en [1] y en [14], así como en las notas
aclaratorias de Tao [10]. Y también se invita a comparar la demostración de la proposición
9.5 de [4], que es la versión (original) de Ben Green y Terence Tao a esta estimación, donde
no se emplea en la modificación aƒ, el uso de �.
Ahora teniendo en cuenta a (15), es que se definirán a las funciones f�.N/gN 2N , que son el
último ingrediente que nos faltaba.

Definición 2.2 (Función mayorante) Fijemos k 2 N con k > 3, y� W R ! Runa función
de clase C1, con soporte contenido en Œ�1; 1� y que además �.0/ D 1. Para cada N 2 N ,
sea RN D N

1=k2kC3 . Si w W N ! N , en una función que tiende a infinito, suficientemente
lento10 respecto a N , y seaWN como en (11). A partir de esto se define �.N/ W ZN ! Œ0;1/

por

(16) �.N/.n/ D

�
�.WN /

WN

ƒ�;RN
.nWN C 1/2

c� ln.RN /
si n 2 ŒN=2; N /;

1 si n 2 Œ0;N=2/;

8n 2 ZN ;

y cadaN 2 N , donde c� D

Z 1

0

�0.x/2dx.

Se eleva al cudrado la función ƒ�;RN
, debido a que no necesariamente es positiva, y se

requiere que las funciones �.N/ sean no negativas.

Prueba del Teorema de Green-Tao

En esta segunda parte de la sección se comprueba que la sucesión f�.N/gN 2N cumpla la
condición de formas k-lineales, y quemayora a las funciones f zƒ.N/gN 2N , y así tener válidadas
las hipótesis del Teorema de Green-Tao, y poder exponer su demostración.

10Véase la nota 7 al pie, de la Página 13.
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Proposición 2.2 La colección de funciones f�.N/gN 2N , definidas en (16), cumple con la condi-
ción de formas k-lineales, con k > 3.

Demostración: Fijemos k > 3. Debemos probar que f�.N/gN 2N , cumple con (8), de la
Definición 1.6. Esto es que si x D .x

.0/
1 ; x

.1/
1 ; : : : ; x

.0/

k
; x

.1/

k
/ 2 Z2k

N , entonces para cada j 2JkK y ! 2 f0; 1gk , se definen fj;! W Z2k
N ! ZN por fj;!.x/ D

Pk
iD1.j � i/x

.!i /
i , donde ! D

.!1; : : : ; !k/ con !i 2 f0; 1g. Para cadaN 2 N sea L.N / D ffj;! W Z2k
N ! ZN jj 2 JkK; ! 2

f0; 1gkg el conjunto de estas funciones lineales. Nótese que cualesquiera dos funciones en
L.N / no son multiplos una de la otra. Entonces la condición de formas k-lineales es verificar
que

(17) Ex2Z2k
N

�
�.N/. 1.x// � � � �.N/. m.x//

�
D 1C ok.1/;

con 1 6 m 6 k2k�1 y f 1; : : : ;  mg � L.N /.
Ahora como �.N/ está definida en dos partes no podemos usar la Proposición 2.1 directamente,
hay que dividir a ZN en intervalos. SeaQN D Q.N/ una función (Q W N ! N) que crece
lentamente (más adelante se especifica) que depende de N . Ahora se divide a ZN en QN

intervalos más o menos iguales, para formar una partición de Z2k
N enQ2k

N cajas, en específico
para cada colección de 2k elementos (no necesariamente distintos) u1; : : : ; u2k 2 ZQN

, se
denotará

B.N/

u1;:::;u2k
D

2kY
j D1

��
uj

N
QN

; .uj C 1/ N
QN

�
\ ZN

�
� Z2k

N :

Entonces la esperanza en (17), la podemos reescribir de la siguiente forma

.1C ok.1//Eu1;:::;u2k2ZQN

�
Ex2B

.N /
u1;:::;u2k

�
�.N/. 1.x// � � � �.N/. m.x//

��
;

la función de error ok.1/ surge debido a que los intervalos no son todos del mismo tamaño, y
por consecuencia las cajas no todas tienen la misma cantidad de elementos.
Se dirá que una caja B.N/

u1;:::;u2k
es buena, si para cada j 2 JmK, la imagen  j .B

.N/

u1;:::;u2k
/ está

totalmente contenida en el intervalo ŒN=2; N / � ZN ó completamente fuera de este. De otra
forma se dirá que la caja B.N/

u1;:::;u2k
esmala.

Ahora se puede pedir que la función Q tienda a infinito, suficientemente lento de manera
que N=QN > R10m

N (donde recordemos que se toma RN D N
1=k2kC3 , en la Definición 2.2).

Así por la Proposición 2.1 y la definición de �.N/, se tiene que para cajas buenas

Ex2B
.N /
u1;:::;u2k

�
�.N/. 1.x// � � � �.N/. m.x//

�
D 1C ok.1/;

pues para cajas buenas �.N/. i .x// es básicamente �.WN /
WN

ƒ�;RN
.WN �nC1/2

c� ln.RN /
ó 1.

Por otro lado, para cajas malas se emplea la cota �.N/.n/ 6 1 C
�.WN /

WN

ƒ�;RN
.WN �nC1/2

c� ln.RN /
, así

que si se desarrollan los factores, y usando (15) en cada uno de los 2m términos que surgen,
se obtendrá que

Ex2B
.N /
u1;:::;u2k

�
�.N/. 1.x// � � � �.N/. m.x//

�
D Ok.1/;

pues de hecho está acotado por 2m C ok.1/.
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Concluirá la demostración si se prueba que la proporción de las 2k-tuplas .u1; : : : ; u2k/ 2

Z2k
QN

, que producen cajas malas B.N/

u1;:::;u2k
, son a lo más ok.1/. En efecto, supongamos que

.u1; : : : ; u2k/ 2 Z2k
QN

genera una cajamalaB.N/

u1;:::;u2k
, esto quiere decir que existe i 2 JmK tal

que i .B
.N/

u1;:::;u2k
/ intersecta tanto a ŒN=2; N / como a Œ0;N=2/ en ZN . Esto implica que existe

algún11 x0 2
Q2k

j D1Œuj
N

QN
; .uj C 1/ N

QN
/ � .R=N Z/2k con  i .x0/ D 0 ó  i .x0/ D N=2

mKod N . Tomando y0 D x0.QN=N/, se observa que y0 2
Q2k

j D1Œuj ; uj C 1/ � .R=QN Z/2k .
En este caso  i .y0/ D 0 ó  i .y0/ D QN=2 mKod QN , y como la longitud de cada intervalo
Œuj ; uj C 1/ � R=QN Z es de 1, se tiene que  i .u1; : : : ; u2k/ D  i .y0/COk.1/, es decir

(18)  i .u1; : : : ; u2k/ D Ok.1/; ó  i .u1; : : : ; u2k/ D
QN

2
COk.1/ mKod QN :

Como  i .u1; : : : ; u2k/ es en general de la forma
P2k

j D1Lijuj , y debido a que ningún  i es
la función lineal idénticamente cero, se tendrá que la cantidad de 2k-tuplas .u1; : : : ; u2k/

que satisfacen (18), son a lo más Ok.Q
2k�1
N /, pues a lo más podemos elegir 2k � 1 entradas

de .u1; : : : ; u2k/ para poder satisfacer (18), teniendo en cuenta que sólo hay una cantidad
finita de funciones lineales, se tiene entonces que la proporción de 2k-tuplas .u1; : : : ; u2k/

que generan cajas malas es igual aOk.1=QN / D ok.1/, como se quería probar.

Proposición 2.3 Para cada k 2 N con k > 3 existen ık > 0 y N0 2 N , tal que ık zƒ.N/.n/ 6
�.N/.n/ para N

2
6 n < N , siempre queN > N0.

Demostración: Sea k > 3. Empleando la notación de la Definición 2.2, consideremos
ık D .k2kC4c�/

�1, ahora debido al lento crecimiento de la funciónw W N ! N , con respecto
de N , se observa que .N WN C1/=N 2 D o.1/. A partir de esto existe N0 2 N tal que se cumple
ln.N / > ln.N WN C1/=2, paraN > N0.
Ahora probemos que ık zƒ.N/.n/ 6 �.N/.n/ para N

2
6 n < N , siempre que N > N0. Podemos

suponer quenWN C1 es primo, pues en caso contrario la desigualdad es trivial, ahora notemos
que

ln.RN / D ln.N 1=k2kC3
/ D

ln.N /
k2kC3

>
ln.NWN C 1/

k2kC4
D c�ık ln.NWN C 1/;

paraN > N0.
Como nWN C 1 es primo y RN < nWN C 1, se tiene queƒ�;RN

.nWN C 1/ D ln.RN /, por
lo tanto si N

2
6 n < N , y de la desigualdad obtenida se cumple que

ık zƒ.N/.n/ D ık
�.WN /

WN
ln.nWN C 1/ 6 ık

�.WN /

WN
ln.NWN C 1/

6
�.WN /

WN

ln.RN /

c�
D �.N/.n/;

como se quería probar.
Y por último el Teorema de Green y Tao que se escribió en la introducción.

11Aquí R=N Z, debe entenderse como el espacio cociente producido por la relación de equivalencia siguiente:
si u; v 2 R entonces u � v si y sólo si u � v 2 Z yN ju � v.
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Teorema 0.2 (de Green-Tao)
El conjunto de los números primos contiene progresiones aritméticas de longitud arbitraria.

Demostración: Fijando k > 3, probemos que sobre el conjunto de números primos hay
una k-progresión aritmética. Para esto se define para cadaN 2 N , a la función f .N/ W ZN !

Œ0;1/ como

f .N/.n/ D

(
ık zƒ.N/.n/ si n 2 ŒN

2
; N /;

0 si n 2 Œ0; N
2
/;

8n 2 ZN :

Por el Teorema del Número Primo para Progresiones Aritméticas12 se tendrá que se cumpleP
n2ZN

f .N/.n/ D
P

N=26n<N f .N/.n/ D .1
2

Cok.1//ıkN , luegoEn2ZN
Œf .N/.n/� > ık=3, con

N suficientemente grande. Como 0 6 f .N/ 6 �.N/ conN suficientemente grande y f�.N/gN 2N

cumple con la condición de formas k-lineales, se tiene por el Teorema Relativo de Szemerédi
que

Ex;d2ZN

�
f .N/.x/f .N/.x C d/ � � � f .N/.x C .k � 1/d/

�
> c.k; ık=3/ � ok;ık

.1/:

El lado izquierdo puede reescribirse así

Ex2ZN
Œ.f .N/.x//k�

N
C Ex2ZN ;d2ZN nf0g

�
f .N/.x/f .N/.x C d/ � � �f .N/.x C .k � 1/d/

�
;

y se puede observar que Ex2ZN
Œ.f .N /.x//k�=N D Ok;ık

�
lnk.N /=N

�
D ok;ık

.1/. Por lo tanto

Ex2ZN ;d2ZN nf0g

�
f .N/.x/f .N/.x C d/ � � � f .N/.x C .k � 1/d/

�
> c.k; ık=3/ � ok;ık

.1/;

debe pasar entonces que para algúnnúmero naturalNk 2 N suficientemente grande, se tenga
que f .Nk/.xk/f

.Nk/.xk C dk/ � � � f .Nk/.xk C .k � 1/dk/ > 0, para algún xk 2 ŒNk=2; Nk/, y
un dk ¤ 0. Como f .Nk/ se anula fuera de ŒNk=2; Nk/, esto implica que xk C .j � 1/dk 2

ŒNk=2; Nk/, para cada j 2 Œk�. Por lo tanto fxk C .j � 1/dkgk
j D1 es de hecho una k-progresión

aritmética en Z, y por la definición de f .Nk/ a partir de zƒ.Nk/, se tendrá que f.xk C .j �

1/dk/WNk
C 1gk

j D1 es una k-progresión aritmética de números primos.

12Véase la nota 8 al pie, de la Página 14.
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Una vez más los números primos nos revelan lo misteriosos que son. En este caso el Teo-
rema deGreen-Tao está como evidencia, pues a pesar de que se tiene que usar de algúnmodo
la cierta aleatoriedad que existe en los números primos, la conclusión del Teorema deGreen-
Tao nos apunta a que de hecho hay cierta estructura para que dentro de ellos exista una k-
progresión aritmética para cada valor de k. Lo cual hasta nos resultaría contradictorio. Pues
por un extremo tenemos que justificar esta aleatoriedad y por el otro obtenemos una estruc-
tura a nuestro conjunto, y esto se nos hace algo dificil de concebir en un conjunto que en
principio no está “construido” de manera natural, o al menos eso es lo que se piensa.
Hablando del Teorema de Green-Tao, está de más, decir que es un resultado monumental,
por diversos motivos. Uno de los que primero nos viene a la mente es, que por si sólo el enun-
ciado del teorema, es realmente fácil de entender, pero es de esos teoremas que son (muy)
difíciles de probar. Que involucra desarrollar resultados prácticamente igual de difíciles de
probar, uno de ellos por ejemplo es una extensión de un teorema muy importante en combi-
natoria aritmética y nos estamos refiriendo al Teorema de Szemerédi, y es la piedra angular
para la demostración de nuestro teorema en cuestión.
Otra de las cualidades que se requiere destacar al Teorema de Green-Tao, ó más bien a su
prueba, es la idea de esta pseudoaleatoriedad. La manera en que Green y Tao pronostican
que se vea reflejada sobre lo que llaman la condición de formas lineales. Pero también se de-
be mencionar que si bien son este tipo de ideas que lo hacen un teorema complicado, más no
así la teoría que se requiere para ello. Pues no se necesita una sofisticada teoría matemática en
particular, ni siquiera de la misma teoría (analítica) de números, pues a priori sólo se requiere
al Teorema del Número Primo.
Como en la mayoría de los resultados más famosos en la matemática, existen más de una de-
mostración a ellos, no se puede decir de que alguna demostración es mejor a que otra, pero
si se puede discutir de las ventajas o desventajas con respecto a otra demostración. Así que
intentaremos explicar los aspectos que nos dejó la demostración de Conlon, Fox y Zhao del
Teorema de Green-Tao que consideramos como ventajas sobre la prueba original (de Green
y Tao en [4]). En principio se pudo observar que la versión de Conlon, Fox y Zhao requiere
una cantidad menor de resultados auxiliares que la prueba original. Esto no podría significar
tanto si es que dichos resultados hubiesen sido más complejos o haber requerido una teoría
más robusta. Pero este no fue el caso, pues la diferencia radica en que Conlon, Fox y Zhao
expresan en particular el Lema de Conteo (Teorema 1.2) y prueban el Teorema Relativo de
Szemerédi usando la Teoría de Hipergráficas, aunque quizas se está exagerando pues, en el
fondo sólo emplean alguna notación de esta, más no algún resultado directo proveniente de
esta teoría en particular, y esto representa una ventajamás, pues no se necesita el conocimien-
to de esta área para poder seguir la demostración.
Por último, aunque en esta tesina no se pudieron ofrecer las pruebas para el Teorema delMo-
delo Denso y el Lema de Conteo podemos advertir que las demostraciones llevadas a cabo
por Conlon, Fox y Zhao en [1] y [2], requieren el desarrollo de menos material para su prue-
ba, con respecto a su contraparte en el trabajo de Ben Green y Terence Tao en [4]. Mientras
que los resultados de la segunda sección en esta tesina, prácticamente transcurren de la mis-
ma forma, con respecto a la prueba original y sólo representó algunos cambios el uso de la
función “moldeadora” �, sobre la función vonMangoldt modificadaƒR.
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