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Resumen

Se estudia la propagaión de ondas elástias en medios isótropos y homogéneos así omo

en medios estrati�ados. Se realiza un breve estudio de los ristales líquidos, espeí�amente

de los olésterios puesto que su estrutura es similar a la de los medios estrati�ados. Se

desribe un medio elástio homogéneo e isótropo a partir de la Ley de Hooke, el medio elás-

tio más general queda araterizado por 21 módulos elástios independientes. Se analiza la

re�exión y refraión de una onda elástia, plana y monoromátia en un medio homogéneo

e isótropo y una frontera plana; a partir de ello se deduen expresiones para las amplitudes

de las ondas re�ejadas y transmitidas en términos de la amplitud de la onda inidente, el

ángulo de inidenia y las propiedades elástias (módulo de Young y onstante de Poisson)

del medio en uestión. Estas relaiones juegan el papel de oe�ientes de Fresnel para ondas

eletromagnétias.

La desripión de los medios estrati�ados se hae a partir de la Ley de Hooke, pero en

su representaión de omponentes independientes. Se onsidera que las propiedades de tal

medio varían a lo largo del eje Z, por lo que la euaión que los arateriza es funión tanto

de la oordenada z omo de los módulos elástios del material. Utilizando esta euaión y

la segunda Ley de Newton en su versión para medios ontinuos, se obtiene una euaión de

eigenvalores que representa al medio estrati�ado y a las ondas que se propagan en él. Se

propone omo soluión la superposiión de seis ondas, tres propagándose haia el frente; y las

otras tres propagándose haia atrás.

Se deduen expresiones para la potenia elástia transportada por las ondas, para la

orriente de �ujo elástia que juega el papel de vetor de Poynting en eletromagnetismo; y

para la matriz de transferenia que relaiona las amplitudes de las ondas transmitidas on las

ondas inidentes y re�ejadas.

Se analiza una onda elástia inidiendo normalmente en la super�ie de un sólido helioi-

dal, este material es un medio estrati�ado anisotrópio uya hélie gira alrededor del eje Z. La
desripión de este sistema se realiza rotando un ángulo qz a la euaión de eigenvalores que

desribe al medio estrati�ado. La euaión de eigenvalores que arateriza al sólido helioidal

se resuelve apliando una rotaión en sentido inverso a la asoiada a la geometría helioidal. Se

obtienen los valores propios asoiados a tal euaión. A partir de ellos se genera una relaión

de dispersión, es deir, la freuenia de la onda en funión del número de onda. Al gra�ar esta

relaión se observa un espetro de bandas fonónias. Para materiales anisotrópios apareen

bandas de re�exión en tal espetro, las uales indian que para iertas freuenias, las ondas

no se propagan; en ambio, para materiales isotrópios las bandas de re�exión se ierran. Los

orrespondientes vetores propios que representan a las seis ondas propagándose en el sólido

helioidal son también obtenidos, adiionalmente se demuestra su ortogonalidad.

vi



Introduión

Estudios sobre la propagaión de ondas en medios estrati�ados han sido

de gran interés para los investigadores en los ampos de geofísia, aústia y

eletromagnetismo. Apliaiones de estos estudios inluyen importantes áreas

tenológias tales omo prediión de terremotos, mapeo subterráneo de fallas,

exploraión de petróleo y gas, reduión del ruido arquitetónio; y el diseño de

materiales estrati�ados avanzados ompuestos de �bras. Común a todos estos

estudios es el grado de interaión entre las apas, que se mani�esta en forma

de agentes de re�exión y transmisión; y por lo tanto dan lugar a dispersión

geométria. Estas interaiones dependen entre muhos otros fatores, de las

propiedades, direión de propagaión, freuenia, número y naturaleza de las

ondiiones interfaiales. [1℄

Partiularmente, la propagaión de ondas aústias a través de medios estra-

ti�ados ha sido objeto de un gran estudio teório durante los años pasados. La

motivaión de muhos de los primeros trabajos fue el deseo de dar una desrip-

ión preisa de la propagaión de ondas sísmias a través de la orteza terrestre,

uya densidad y propiedades elástias varían on la distania de la super�ie de

la Tierra. Para ello se onsideró a la orteza omo una pila de apas elástias

homogéneas, ada una on su propia densidad y módulo elástio. El estudio

de ondas elástias propagándose en tales medios se redujo a la soluión de las

euaiones de movimiento de la teoría de Elastiidad para el ampo de despla-

zamientos en ada apa; y al umplimiento de las ondiiones de frontera en

ada interfae. [2℄

Los medios anisotrópios estrati�ados son empleados en una gran variedad

de situaiones y la propagaión de ondas allí, es usualmente analizada por mé-

todos matriiales. [3, 4, 5℄ Utilizando la teoría de Floquet-Lyapunov, es posible

utilizar un método matriial de 6 × 6 para examinar la propagaión de ondas

en medios anisotrópios estrati�ados.[6℄ De manera breve, un medio estru-

turalmente quiral puede ser onebido omo una pila de plaas uniaxiales de

vii
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onstituión y grosor idéntios. Cada plaa puede haerse mediante la inor-

poraión de �bras paralelas que se extiende normalmente respeto al espesor.

Las �bras en un plaa dada di�eren un pequeño ángulo �jo en el plano xy on

respeto a las �bras en la plaa justo debajo, por lo tanto la direión de las

�bra varía paso a paso helioidalmente a lo largo del eje Z. [3℄
Dentro de los medios helioidales más relevantes se enuentran los ristales

líquidos olestérios que graias a sus propiedades óptias únias han sido el

objeto de intensa investigaión durante más de un siglo. En partiular, se han

enontrado soluiones ompletamente analítias y exatas para ondas eletro-

magnétias propagándose a lo largo del eje de la hélie. Este tipo de materiales

son omunes en la naturaleza y son fáiles de obtener arti�ialmente; por ejem-

plo, los avanes en ténias de depositaión han permitido fabriar ristales

sólidos teniendo la misma estrutura que los ristales líquidos olestérios e in-

luso se han podido insertar defetos a partir de los uales se han obtenido

apliaiones fotónias. [7℄

Estruturas sólidas helioidales hehas de materiales anisotrópios uyo ten-

sor de elastiidad es girado uniformemente alrededor de x3 son también de

interés para apliaiones sónias. Al onsiderar estruturas helioidales sin ao-

plamiento entre las deformaiones longitudinales y transversales, se ha enon-

trado que las propiedades de las ondas transversales son muy similares a las

propiedades óptias de ristales líquidos olestérios. [7℄

Teniendo omo anteedente todo el estudio anterior de los medios estrati�-

ados, en este trabajo se toma omo objeto de estudio a un medio estrati�ado

general y se realiza un análisis teório de la propagaión de ondas elástias a

través de él. De manera espeí�a, se resuelven las euaiones para ondas elás-

tias inidiendo de manera normal al medio estrati�ado, las soluiones de tales

euaiones son ompletamente analítias.

Este trabajo está ompuesto de 4 apítulos y una seión más dediada a

las onlusiones. En el apítulo 1 se hae una desripión de los ristales líqui-

dos y sus propiedades, se establee una lasi�aión termotrópia, es deir que

depende úniamente de la temperatura, lo que da lugar a las fases nemátias,

olestérias y esmétias. Se pone espeial atenión y se lleva a abo una desrip-

ión más detallada de los ristales líquidos olestérios ya que su estudio fue la

motivaión para llevar a abo el presente trabajo. Este tipo de materiales tiene

una estrutura similar a la de los medios estrati�ados helioidales y lo que se

estudia es la propagaión de ondas eletromagnétias, de ahí que se pretendiera

haer una analogía al estudiar a los medios estrati�ados; pero onsiderando

ondas elástias.

En el apítulo 2 se revisan oneptos eseniales de la teoría de Elastiidad,
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tales omo el tensor de esfuerzos y el de elongaión, así omo la ley generalizada

de Hooke, que es una euaión onstitutiva que permite esribir al tensor de

esfuerzos en términos del tensor de elongaión, mediante la inorporaión del

tensor de rigidez. De aquí se establee que el medio elástio más general tiene

asoiados 21 módulos elástios independientes y; dependiendo de las simetrías,

este número de módulos disminuye.

En el apítulo 3 se estudia la propagaión de ondas elástias en medios iso-

trópios. Se analizan primero las euaiones de equilibrio para tales medios y

posteriormente se revisan las euaiones de movimiento. En la seión 3.4 se

plantean tres sistemas para los uales se analiza la re�exión y refraión de una

onda plana, monoromátia y elástia en un medio on frontera plana. En el

primer y segundo sistema inide una onda longitudinal; en ambos sistemas el

medio de inidenia es el aero; sin embargo, para el primer sistema se tiene que

el medio de transmisión es el vaío mientras que para el segundo, el medio de

transmisión es un sólido isotrópio distinto. Para el terer sistema se onsidera

que la onda inidente es ahora una onda transversal, que yae en un plano per-

pendiular al plano de inidenia, los medios de inidenia y de re�exión para

este sistema son el aero y el obre, respetivamente. Utilizando la euaión

onstitutiva de Hooke e imponiendo ondiiones de frontera, se obtienen expre-

siones para las amplitudes de las ondas re�ejadas y transmitidas en términos

de la amplitud de la onda inidente, el ángulo de inidenia y las propiedades

elástias del medio.

En el apítulo 4 se desribe a los medios estrati�ados a partir de la eua-

ión onstitutiva de Hooke, la ual es esrita en términos de vetores de seis

omponentes, que se forman a partir de los seis elementos independientes de los

tensores de esfuerzos y de elongaión. Se estudia también el �ujo de energía elás-

tia, y se obtienen expresiones para la potenia instantánea transportada por las

ondas elástias y para la orriente de �ujo de energía elástia. Adiionalmente,

se toma la euaión onstitutiva de Hooke en omponentes independientes y la

segunda ley de Newton en su versión para medios ontinuos y se obtiene una

euaión de eigenvetores en forma matriial que ontiene la informaión tanto

del medio estrati�ado, omo de las ondas elástias que se propagan en él. Se

proponen soluiones para tal euaión, enontrándose que la soluión general es

la superposiión de seis ondas, tres propagándose haia adelante y tres propa-

gándose haia atrás. A partir de ello se obtiene una expresión para la matriz

de transferenia, que es la que relaiona las amplitudes de las ondas inidentes

y re�ejadas on las amplitudes de las ondas transmitidas. Por último, se on-

sidera el aso de una onda elástia inidiendo normalmente en la super�ie de

un sólido helioidal (que es un medio estrati�ado helioidal), se toma la matriz
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de la euaión de eigenvalores y se enuentran sus valores propios. A partir de

éstos se obtiene la relaión de dispersión, es deir, la freuenia de la onda en

funión del número de onda. Para gra�ar la relaión anterior se toman en uen-

ta dos medios, el primero de ellos ompletamente anisotrópio y el segundo on

simetría hexagonal, omo resultado se observa un espetro de bandas fonónias.

Finalmente se alulan los vetores propios orrespondientes.

Conluimos este trabajo reiterando nuestras ontribuiones para lo ual des-

ribimos brevemente nuestra metodología. Asimismo se menionan las posibles

extensiones y perspetivas de este trabajo.



Capítulo 1

Propiedades de los ristales

líquidos

1.1. Cristales líquidos termotrópios

El término ristal líquido es utilizado para referirse a un tipo de materia

que presenta propiedades tales omo la �uidez de un líquido, pero al mismo

tiempo sus propiedades óptias son aquéllas que araterizan a los ristales

sólidos. También son onoidos de manera más apropiada omo mesofases o

fases mesomór�as.

Su estudio iniió en el año de 1888 por el botánio austríao F. Reinitzer,

quién al estar investigando sobre ésteres olestérios, observó dos puntos de fu-

sión. A 145,5◦C �the holesteryl benzoate� se fusionó de sólido a un líquido

turbio y a 178,5◦C se tornó en un líquido laro. Un omportamiento inusual en

los olores también fue observado; primero un olor azul pálido apareió onfor-

me el líquido se volvió turbio y después un olor azul-violeta brillante onforme

el líquido turbio se ristalizó. Reinitzer envió estas muestras al ristalógrafo ale-

mán F. Lehmann, quién observó que dihas substanias �uían omo líquidos

y exhibían propiedades óptias omo las de los ristales. Lehmann primero se

re�rió a ellos omo ristales �uyentes y posteriormente utilizó el término �ris-

tales líquidos�.[8℄ Tiempo después, a prinipios del siglo XX, otros personajes

se fueron sumando para formar parte del desarrollo de los ristales líquidos. A

ontinuaión se enunian algunos de los prinipales ontribuyentes respeto al

tema.

1



CAPÍTULO 1. PROPIEDADES DE LOS CRISTALES LÍQUIDOS 2

Año Personaje Aportaión

1888 F. Reinitzer y F. Lehmann Desriben las propiedades

insólitas de los ristales

líquidos.

~1900 D. Voländer Preparó varios entenares

de nuevos ristales

líquidos.

J. Friedel Propone la primera

lasi�aión.

S. Oseen y J. Zoher Fundan una teoría de

elastiidad.

~1930 V.K. Frederiks y V.N. Tsvetkov Investigan propiedades

elétrias y óptias

Como regla, una substania que presente el estado de ristal líquido debe ser

fuertemente anisotrópia en algunas de sus propiedades y al mismo tiempo

exhibir un ierto grado de �uidez que, en algunos asos podría ser omparable

on la de un líquido ordinario. [9℄

Con respeto a las moléulas que forman ristales sólidos, se sabe que en

ellos, éstas están ordenadas mientras que en un líquido no lo están. La existen-

ia de orden en un ristal es usualmente posiional y orientaional, es deir, las

moléulas están ondiionadas tanto a oupar un espaio espeí�o en la red

del ristal omo a tener su eje moleular apuntando en direiones espeí�as.

Contrario a esto, las moléulas en los líquidos se difunden de una manera desor-

denada a través del ontenedor en que sea depositado, on los ejes moleulares

desordenados en todas direiones.

Ahora bien, si un material moleular ompuesto de moléulas anisotrópias

es alentado en su fase sólida, existe la posibilidad de que en el punto de fusión,

el orden posiional de las moléulas se pierda total o parialmente y algún grado

de orden orientaional se mantenga. En este aso, la fase que se obtiene es la

llamada ristal líquido nemátio (LC). En esta fase úniamente los ejes de las

moléulas permaneen en promedio paralelos uno respeto a otro, dando lugar

a una direión preferenial en el espaio. Es onveniente desribir la direión

loal de alineamiento por un vetor unitario n, el diretor, el ual da en ada

punto de la muestra, la direión del eje preferenial.

Dependiendo de la estrutura geométria de las moléulas, los ristales lí-

quidos pueden ser lasi�ados en dos grupos. Aquellos que están formados por
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moléulas tipo barra son llamados alamítios, mientras que los que están for-

mados por moléulas en forma de diso son onoidos omo disótios.

Figura 1. Modelos de moléulas en ristales líquidos. A la izquierda moléulas tipo

barra y a la dereha moléulas tipo diso.

Continuando on la lasi�aión de los ristales líquidos, se sabe que es posi-

ble llevar a abo transiiones entre mesofases a través de dos formas diferentes.

La primera de ellas implia un proeso meramente térmio que gobiernan a

los ristales líquidos termotrópios; la segunda involura el uso de solventes y

permite obtener ristales líquidos liotrópios.

Úniamente se hará una breve desripión de los ristales líquidos termotró-

pios porque en ellos están inluidos los ristales líquidos olestérios y, omo se

menionó en la introduión, estamos interesados en este tipo de materiales. La

gran mayoría de ristales líquidos termotrópios están ompuestos de moléulas

de tipo barra. Siguiendo la nomenlatura propuesta originalmente por Friedel,

los termotrópios se lasi�an generalmente en tres tipos: nemátios, olestérios

y esmétios. [10℄

Nemátios: sus moléulas que poseen un alto grado de orden orientaional;

pero no traslaional, omo se muestra en la Figura 2. Dihas moléulas se

orientan espontáneamente on sus ejes largos aproximadamente paralelos;

sin embargo, para su estudio se onsidera que las moléulas se alinean en
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una direión general de�nida por el vetor diretor n. En general, las

moléulas nemátias son entrosimétrias, es deir, sus propiedades físias

son las mismas en las direiones +n y −n. Este tipo de mesofase posee

�uidez al grado de que las moléulas se deslizan fáilmente una sobre la

otra manteniendo aún su paralelismo.

Figura 2. Arreglo moleular en un ristal líquido nemátio.

Colestérios: también llamados nemátios quirales (es deir que di�eren

de su imagen espeular), son termodinámiamente equivalentes a un ne-

mátio uniaxial exepto que hay un giro quiral espontáneo en el diretor

de manera que las moléulas tienden a alinearse en un arreglo helioidal

omo se observa en la Figura 3. Esta estrutura helioidal puede presentar

un giro haia la dereha o haia la izquierda dependiendo de la onforma-

ión moleular. El arreglo de las moléulas en este tipo de substanias da

lugar a propiedades óptias únias, tales omo; re�exión seletiva de luz

irularmente polarizada y un poder rotativo miles de vees mayor que el

de una substania ordinaria on atividad ativa. Un omportamiento de

esta naturaleza ha sido observado en los ésteres olestérios, de ahí que

esta mesofase sea llamada olestéria.
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Figura 3. Moléulas de un ristal líquido olestério.

Esmétios: sus moléulas poseen orden posiional y forman estruturas

estrati�adas. Para ada estrati�aión hay varios arreglos moleulares

posibles omo puede apreiarse en la Figura 4. En los esmétios A las

moléulas están ordenadas de forma vertial en ada apa, on sus entros

espaiados irregularmente. Las atraiones entre apas son débiles om-

paradas on las fuerzas laterales entre moléulas y en onseuenia, es

relativamente fáil que las apas se deslien una sobre otra. Los esméti-

os C son una forma inlinada de los esmétios A, es deir, las moléulas

están inlinadas on respeto a la apa normal. A parte de los tipos A y

C, se onoen algunas otras modi�aiones esmétias, omo aquellas que

poseen alto grado de orden posiional tridimensional omo en un ristal.
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Figura 4. a) Moléulas en un ristal líquido Esmétio A. b) Moléulas en un ristal

líquido Esmétio C.

Puesto que estamos interesados en el estudio de ristales líquidos olestérios,

se hará una desripión más detallada de este tipo de substanias. Loalmente,

omo en los nemátios, no hay orden traslaional por parte de las moléulas,

sin embargo la orientaión moleular muestra un eje preferenial desrito por

el diretor n. La asimetría de las moléulas onstituyentes genera una pequeña

rotaión gradual del diretor n. Esta rotaión gradual de n desribe una hé-

lie que tiene un paso espeí�o (periodo espaial) p = 2π
q0

dependiente de la

temperatura, en donde q0 representa el número de onda helioidal; y su signo

determina si el giro de la hélie se realiza haia la dereha o haia la izquierda.

El paso p de la hélie es de�nido omo la distania longitudinal en la ual el

ángulo de giro ha heho una revoluión ompleta de 360°.[8, 11℄ Puesto que el

nemátio quiral presenta un giro a lo largo de un eje preferenial, supongamos

que ese eje (el de la hélie) oinide on el eje Z, omo en el diagrama de la

Figura 3, entonesn tendría las siguientes omponentes:

nx = cos θ
ny = sin θ
nz = 0

θ = q0z + φ.

(1.1)
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Para las expresiones anteriores de la hélie, tanto su eje (Z) omo el valor

de φ son arbitrarios. Los estados n y −n son equivalentes omo en ualquier

ristal líquido uniaxial. La estrutura es periódia a lo largo de z on período

espaial L igual a la mitad del paso, es deir, L = π
|q0|

.

Esta lase de material puede obtenerse en plaas delgadas de unos 100µm
de espesor siempre y uando las ondiiones de frontera en ambos lados de las

plaas sean tangeniales. A este tipo de arreglo se le onoe omo textura planar.

Una forma de lograr la on�guraión anterior onsiste en depositar el material

entre una super�ie de vidrio pulida y una super�ie libre. En la super�ie de

vidrio, en donde z = 0, el ángulo θ(0) se �ja de auerdo a la direión de pulido;

en la super�ie libre, i.e. en z = d, el ángulo θ(d) se ajusta libremente. La otra

forma de obtener un ristal líquido olestério implia tenerlo entre dos plaas

de vidrio pulidas, en este aso los dos ángulos (θ(0) y θ(d) ) quedan �jos. El

paso de la hélie se ajustará dependiendo de la ondiión impuesta.

1.2. Densidad de energía libre

El orden existente en los ristales líquidos destruye la isotropía (todas las

direiones son equivalentes) e introdue la anisotropía (todas las direiones

no son equivalentes) en el sistema. Esta anisotropía se mani�esta en propieda-

des elástias, elétrias, magnétias y óptias del material. Muhas apliaiones

de los ristales líquidos termotrópios dependen de sus propiedades físias y de

la manera en que responden a perturbaiones externas. Las propiedades físias

pueden ser propiedades esalares o no esalares. Dentro del primer onjunto se

enuentran los parámetros de transiión termodinámios (re�riéndonos on ello

a las posibles transiiones de mesofase), tales omo la temperatura de transiión,

entropía de transiión, ambios de entropía, entre otros. Los oe�ientes dielé-

trios, diamagnétios, óptios, elástios y visosos son propiedades no esalares

importantes.

Nos limitaremos a tratar úniamente lo referente a oe�ientes elástios. Nue-

vamente, el orden existente en ristales líquidos tiene onseuenias interesentes

en las propiedades meánias de estos materiales puesto que exhiben ompor-

tamiento elástio. Cualquier intento de deformar la alineaión de los diretores

da omo resultado una fuerza restitutiva elástia. Las onstantes de proporio-

nalidad entre los esfuerzos de deformaión y restauraión son onoidas omo

onstantes elástias.

Consideremos un medio débilmente deformado, es deir, las variaiones en

la orientaión del diretor sólo se vuelven pereptibles arriba de una distania
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l0 muho mayor que a0 (la distania promedio entre moléulas).[8, 11℄ Estas

deformaiones son fáilmente observadas óptiamente. El estado deformaión

tiene asoiada una energía libre (elástia o �distortion energy�) que depende

ompletamente del diretor.

La energía libre asoiada a las deformaiones resulta ser la energía libre de

Helmholtz

1

, esto debido a que los ristales líquidos son onsiderados sistemas

isotérmios uyo volumen permanee inalterado.

Para desribir la deformaión de una fase nemátia o olestéria a una tem-

peratura �ja T, es neesario utilizar el ampo diretor n(r). Dado que

a0

l0
≪ 1

en ualquier punto, entones las omponentes del gradiente del diretor, i.e.,

∇n = ∂ni

∂nj
= ni,j umplen lo siguiente:

| ni,j |≪
1

a0
. (1.2)

La euaión anterior (1.2) implia que el medio puede ser tratado omo

uno ontinuo y las distorsiones pueden ser desritas en términos de una teoría

ontinua omitiendo los detalles de estrutura en la esala moleular. La idea

onsiste en que una vez que el diretor es de�nido en algún punto, onsiderando

sus pequeñas variaiones on la posiión, éste puede ser de�nido en otros puntos

por ontinuidad y la energía libre elástia puede ser expresada en términos de

las onstantes elástias orrespondientes a los posibles modos de deformaión.

La densidad de energía libre para ristales líquidos nemátios o olestérios

debe ser invariante bajo ualquier operaión que preserve la orientaión loal

de n[12℄. Por ejemplo, la invariania ante la operaión n → −n, que es una

operaión de simetría que no afeta físiamente a las moléulas.

Para los nemátios, la inversión entral sobre ualquier punto y la rotaión a

lo largo de n son operaiones de simetría que también preservan la orientaión

loal de n.

Sin embargo, en los olestérios no se presenta la inversión entral porque

transformaría un olestério on giro a la dereha en uno on giro a la izquierda.

La invariania bajo rotaiones de π alrededor del diretor n, del eje de la hélie

χ y del eje transversal τ = χ× n preservan, en este aso la orientaión loal de

n.

Tanto en los nemátios omo en los olésterios basta on desarrollar la

densidad de energía libre a términos uadrátios en ∇n, porque la restriión

desrita en (1.2) establee que el gradiente de n es muy pequeño.

1

La energía libre de Helmholtz (F ) umple la siguiente relaión; dF = −SdT + PdV
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Úniamente la divergenia y el produto interno on el rotaional de n,

es deir, ∇·n = ni,j y n· ∇ × n = ǫijknkni(donde ǫijk es un tensor unitario

antisimétrio onoido omo el tensor de Levi-Civita) son esalares invariantes

lineales en ni,j e invariantes bajo ualquier rotaión; sin embargo ∇·n es impar

en n por lo que debe ser exluida de la expansión de la densidad de energía libre.

Por otro lado, (∇·n)2 sí debe ser inluida para ambos: nemátios y olestérios.

Respeto al otro esalar: n· ∇n onviene haer notar que ambia de signo bajo

inversión de n, por tanto sólo puede apareer en la densidad de energía libre

de un olestério; pero no de un nemátio. Finalmente, el esalar uadrátio

invariante (∇× n)2 aparee en ambas mesofases.

De esta manera, la densidad de energía libre limitada a derivadas de primer

orden, para el aso nemátio está dada por la siguiente expresión:

fFO =
1

2
K1(∇·n)2 +

1

2
K2(n· ∇ × n)2 +

1

2
K3[n× (∇× n)]2. (1.3)

Para la expresión anterior se utilizó la identidad (∇× n)2 = (n· ∇ × n)2 +
[n × (∇ × n)]2. La densidad de energía libre de la euaión (1.3) es onoida

omo densidad de energía de Frank-Oseen on onstantes elástias de Frank

K1,K2y K3. [12℄ Estas onstantes están asoiadas on los tres tipos básios

de deformaión: separaión (splay), torsión (twist) y �exión o pandeamiento

(bend), respetivamente.

Por la presenia del término n· ∇ × n, en la fase olestéria, la expresión

para la densidad de energía libre está dada por:

fFO =
1

2
K1(∇·n)2 +

1

2
K2(n· ∇ × n+ q0)

2 +
1

2
K3[n× (∇× n)]2. (1.4)

en donde q0 se de�nió previamente omo el número de onda helioidal. Para

�nes de notaión, q0 será positivo para un olestério on giro a la dereha, y

negativo para un olestério on giro a la izquierda, onsiderando que el sistema

oordenado es dereho.

Conviene menionar que hay términos que fueron ignorados en las expre-

siones (1.3) y (1.4); sin embargo, si se quisiera estudiar tanto el bulto omo la

super�ie del ristal líquido, sería onveniente inluirlos. Por tanto, los términos

que representan la ontribuión de energía libre super�ial son:

f13 + f24 = K13∇ · (n∇·n)−K24∇(n∇·n+ n× (∇× n)), (1.5)
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en dondeK13 es la onstante elástia onoida omo pandeamiento mixto (mixed

splay bend), y K24 es el módulo de elastiidad de silla de montar (saddle splay).

La naturaleza de los términos f13 y f24 permite representar la integral de

volumen

´

(f13+f24)dV omo una integral de super�ie on ayuda del Teorema

de Gauss. Las integrales de energía para f13y f24 así omo la integral

´

fFOdV
esalan en general linealmente on el tamaño del sistema deformado.[12℄ Por

tanto, la funional de energía libre total está dada por

´

(fFO + f13 + f24)dV ;
K13y K24 no ontribuyen a la energía del bulto; sin embargo, pueden ontribuir

a a la energía e in�uir en el equilibrio del diretor a través de ondiiones de

frontera en la super�ie.

Si onsideramos ahora que el diretor tiene las siguientes omponentes; nx =
cosϕ, ny = sinϕ, nz = 0 , en donde estamos empleando oordenadas ilíndrias,

notemos entones que∇·n = 1
r
y ∇×n = 0. A partir de lo anterior, los términos

K2 y K3 en las expresiones (1.3) y (1.4) desapareen y úniamente sobrevive

el término K1, que es llamado módulo elástio de �splay� o de separaión. La

Figura 5a. muestra la representaión geométria de la onstante de Frank K1.

Tomando ahora nx = cos qz, ny = sin qz, nz = 0 omo las omponentes del

diretor, el únio término no nulo en las expresiones 1.3 y 1.4 es n· ∇ × n. La

onstante de Frank K2 asoiada on este término es llamada módulo elástio

de �twist� o de torsión. En la Figura 5b. se apreia la geometría de K2. En lo

anterior, q = α
d
= 2π

p
> 0, α es el ángulo de giro en ada plano, d es el grosor

del plano y p el paso del olestério.

Por último, esribamos las omponentes del diretor en oordenadas ilín-

drias omo: nx = sinϕ, ny = cosϕ, nz = 0. De esta manera, el únio término

que no desaparee es n× (∇×n). Este término queda asoiado on la onstante

de Frank K3 que se onoe omo módulo elástio de �bend� o de �exión, y se

muestra en la Figura 5. Diha onstante tiene un signi�ado geométrio pre-

iso, n× (∇× n) es un vetor normal a la envolvente del ampo diretor, y su

longitud (| n× (∇× n) |= 1
r
) es la urvatura.
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Figura 5. Representaión geométria de los módulos elástios; a) K1, módulo

elástio de separaión (splay); b)K2, módulo elástio de torsión (twist); )K3,

módulo elástio de pandeamiento (bend).



Capítulo 2

Teoría de la Elastiidad

En el apítulo previo se menionó que la anisotropía de los ristales líqui-

dos se mani�esta en sus propiedades elástias, elétrias, magnétias y óptias;

y estas propiedades se ven alteradas uando el material sufre perturbaiones

externas. En lo que a nosotros onierne, nos interesa úniamente estudiar lo

relaionado on las propiedades elástias del material. En el presente apítulo

se tratarán oneptos fundamentales de la Elastiidad on el propósito de estu-

diar posteriormente a un sólido elástio helioidal, diho material se onstruye

al haer girar un sustrato sobre el ual serán depositadas apas delgadas de un

material sólido anisotrópio.[21℄

Los sistemas que se estudian en Elastiidad son marosópios y están for-

mados por moléulas, es deir por elementos disretos. Sin embargo, los detalles

del omportamiento de estos elementos disretos no interesan en la desripión

fenomenológia que se va a realizar, entones se onsidera a los sistemas omo

medios ontinuos. Esto signi�a que al hablar de un punto en el sistema, de

heho se está haiendo referenia a un elemento de volumen o de área, según el

aso, que es grande omparado on el tamaño de las moléulas y pequeño desde

el punto de vista marosópio. [13℄

2.1. Tensor de elongaión

Al onsiderar uerpos sólidos y apliar fuerzas sobre ellos, éstos presentan

ambios en su forma y volumen. Si se separa la traslaión y rotaión sin movi-

miento relativo entre sus partes, entones los desplazamientos entre diferentes

12
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puntos del uerpo úniamente serán debidos a las deformaiones. Consideremos

un punto partiular P en un uerpo que ha sido deformado, omo se muestra

en la Figura 6, y designemos a r (on oordenadas x1 = x, x2 = y, x3 = z)
omo el vetor de posiión de diho punto antes de ser deformado; y a r′ (on

oordenadas x′1 = x′, x′2 = y′, x′3 = z′) omo la posiión del punto después de

la deformaión.

Figura 6. Desplazamiento u de un punto en un uerpo debido a que ha sufrido

una deformaión.

Entones el desplazamiento que ha sufrido diho punto debido a la deforma-

ión será denotado por u:

ui = x′i − xi. (2.1)

El vetor u es onoido omo el vetor de desplazamiento, y por supues-

to ui son las omponentes de tal vetor. Consideremos ahora dos puntos que

están muy era entre sí. Cuando el uerpo es deformado la distania entre

estos puntos ambia. Si el vetor que une a esos puntos antes de la deforma-

ión lo denotamos omo dxi, entones el vetor que une a esos mismos puntos

después de la deformaión en el uerpo deformado será: dx′i = dxi + dui. La
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distania entre los puntos será entones: dl2 = dxidxi antes de la deformaión

y dl′2 = dx′idx
′
i = (dxi + dui)

2
después de la deformaión. Esribiendo los des-

plazamientos in�nitesimales omo dui =
∂ui

∂xk
dxk podemos reesribir dl′2 de la

siguiente manera:

dl′2 = dl2 + 2
∂ui
∂xk

dxidxk +
∂ui
∂xk

∂ui
∂xj

dxkdxj . (2.2)

De la expresión anterior notemos que

∂ui

∂xk
es un tensor de segundo orden, por

tanto puede desomponerse en un parte simétria y una antisimétria, es deir:

∂ui
∂xk

=
1

2

(

∂ui
∂xk

+
∂uk
∂ui

)

+
1

2

(

∂ui
∂xk
− ∂uk
∂ui

)

. (2.3)

Diho lo anterior, si expresamos el segundo término de la dereha de la

euaión (2.2) en su forma simétria explíita (despreiando el segundo término

puesto que orresponde a rotaiones[13℄) e interambiamos los su�jios i y j del
terer término de la dereha de esa misma euaión, entones la expresión �nal

para dl′2 es:

dl′2 = dl2 + 2uikdxidxk (2.4)

en donde el tensor uik se de�ne omo:

uik =
1

2

(

∂ui
∂xk

+
∂uk
∂xi

+
∂uj
∂xi

∂uj
∂xk

)

(2.5)

y es llamado el tensor de elongaión. La expresión (2.5) da el ambio en un

elemento de longitud uando el uerpo es deformado.[14℄

En la prátia la mayoría de las elongaiones son pequeñas, esto signi�a

que el ambio en ualquier distania en el uerpo es pequeña omparada on

las dimensiones del uerpo. Por tanto, si un uerpo es sujeto a una pequeña

deformaión, entones todas las omponentes del tensor de elongaión serán pe-

queñas. El vetor de desplazamiento ui también será pequeño exepto para asos
espeiales omo deformaiones en varillas delgadas o elastómeros. Considerando

úniamente los asos en que ui y sus derivadas son pequeños para deformaiones

pequeñas, podemos entones despreiar el último término en la expresión gene-

ral (2.5) por ser de segundo orden. Finalmente, para deformaiones pequeñas el

tensor de elongaión está dado por:

uik =
1

2

(

∂ui
∂xk

+
∂uk
∂xi

)

. (2.6)
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Notemos que la euaión anterior (2.6) orresponde a la primera parte de la

euaión (2.3), es deir, a la parte simétria. De ahí que el tensor de elongaión

sea un tensor simétrio:

uik = uki. (2.7)

2.2. Tensor de esfuerzos

El arreglo moleular en un uerpo que no presenta deformaiones orres-

ponde a una estado de equilibrio termodinámio. En este aso todas las partes

del uerpo están en equilibro meánio. Lo anterior signi�a que si se onsidera

alguna porión del uerpo, la resultante de las fuerzas en esa porión será ero.

Al ourrir una deformaión, el arreglo de las moléulas ambia y por tanto

el uerpo deja de estar en su estado de equilibrio original. Como onseuen-

ia de ello, surgen fuerzas que tienden a restableer el estado de equilibrio del

uerpo. Dihas fuerzas, que apareen úniamente uando el uerpo sufre una de-

formaión, son llamadas esfuerzos internos. Los esfuerzos internos son debidos

a fuerzas moleulares y son resultado de fuerzas de orto alane (en la teoría

de elastiidad, las fuerzas que tienen rango de aión muy orto son las fuerzas

moleulares), es deir, de aquellas que solamente atúan en la veindad de algún

punto. De aquí se sigue las fuerzas ejeridas sobre ualquier parte de un uerpo

atúan úniamente en la super�ie de esa parte. [14℄

Consideremos ahora la fuerza total en alguna porión del uerpo. Ésta es

igual a la suma de todas las fuerzas sobre todos los elementos de volumen en esa

porión del uerpo y puede esribirse omo la integral de volumen:

´

FdV . En-
tones, la fuerza total puede ser vista omo la suma de las fuerzas ejeridas sobre

la porión del uerpo que se está estudiando; dihas fuerzas son generadas por

las poriones que se enuentran alrededor de la porión del uerpo en uestión.

Por tanto, para ualquier parte del uerpo, ada una de las tres omponentes

´

FidV de la resultante de los esfuerzos internos puede ser transformada en una

integral sobre la super�ie. Del álulo vetorial sabemos que la integral de un

esalar sobre un volumen arbitrario puede ser transformado en una integral so-

bre la super�ie que limite al volumen, si ese esalar es la divergenia de un

vetor. En este aso tenemos la integral de un vetor y no de un esalar. Por

tanto, el vetor Fi debe ser la divergenia de un tensor de rango dos, es deir:

Fi =
∂σik
∂xk

. (2.8)
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Finalmente, de (2.8) se sigue que la fuerza sobre ualquier volumen puede

esribirse omo una integral sobre la super�ie errada que ontiene a diho

volumen:

ˆ

FidV =

ˆ

∂σik
∂xk

dV =

˛

σiknkdS =

˛

Fi · n̂ds. (2.9)

En donde σik es llamado el tensor de esfuerzos. De (2.9) notemos que σiknk es la

iésima omponente de la fuerza en el elemento de super�ie dS, diho en otras

palabras, es la iésima omponente de la denominada fuerza super�ial, que se

esribe omo

Fs =
←→σ · n. (2.10)

Al tomar elementos de área en los planos xy, yz, zx, enontramos que la

omponente σik del tensor de esfuerzos es la iésima omponente de la fuerza por

unidad de área perpendiular al eje xk. Partiularmente, la fuerza por unidad

de área perpendiular al eje x, normal al área (a lo largo del eje x), es σxx y la

fuerzas tangeniales ( a lo largo de los ejes y y z) son σyx y σzx.
La representaión matriial del tensor de esfuerzos es de la siguiente manera:

←→σ =





σxx σxy σxz
σyx σyy σyz
σzx σzy σzz



 . (2.11)

Los elementos de la diagonal son onoidos omo esfuerzos normales y los

elementos fuera de la diagonal son los llamadas esfuerzos ortantes o de izalla-

miento.

En los párrafos anteriores úniamente nos hemos oupado de las fuerzas de

orto alane o fuerzas super�iales; sin embargo existen fuerzas que atúan

sobre todo el uerpo y son onoidas omo fuerzas volumétrias. Dentro de ellas

se enuentran la fuerza gravitaional, las elétrias, magnétias, ineriales, et.

Para referirnos a estas últimas esribiremos ρFv, donde ρ representa la densidad
y Fv la fuerza por unidad de masa.

Si tomamos ahora un elemento de volumen V de un uerpo, en donde están

atuando tanto fuerzas super�iales omo volumétrias, entones la ondiión

de equilibrio para diho uerpo será una fuerza total nula atuando sobre él. Lo

anterior puede expresarse de la siguiente manera:

ˆ

V

ρFvdV +

ˆ

S

Fsds = 0. (2.12)



CAPÍTULO 2. TEORÍA DE LA ELASTICIDAD 17

O bien, tomando (2.9) podemos reesribir (2.12) omo :

ˆ

V

(

ρFvi +
∂σik
∂xk

)

dV. (2.13)

Debido a que el volumen V es arbitrario, también se umple que:

ρFvi +
∂σik
∂xk

= 0 (2.14)

la euaión anterior garantiza la existenia de equilibrio traslaional y resulta

ser la segunda ley de Newton en equilibrio en su versión para medios ontinuos.

De manera general se umple que

ρFvi +
∂σik
∂xk

=
∂2ui
∂t2

. (2.15)

Puesto que las fuerzas de super�ie no son uniformes, es deir, varían de

punto a punto en el uerpo en uestión, puede entones existir una tora interna

y puede también una tora externa atuar sobre el uerpo. Por lo anterior se

debe imponer una ondiión de equilibrio rotaional, lo ual implia que la tora

debe anularse, es deir, de (2.12) se sigue que:

ˆ

ǫijkρxjFvkdV +

ˆ

S

ǫijkxjσkmnmdS = 0. (2.16)

Apliando el Teorema de la Divergenia al segundo término de la euaión ante-

rior y tomando en uenta que el símbolo de Levi-Civita es onstante obtenemos:

ˆ

S

ǫijkxjσkmnmdS =

ˆ

V

∂

∂xm
(ǫijkxjσkm)dV

=

ˆ

V

ǫijkxj
∂σkm
∂xm

dV +

ˆ

V

ǫimkσkmdV.

Utilizando (2.14) en el primer término de la euaión anterior y sustituyendo en

(2.16) llegamos a la siguiente expresión:

ˆ

V

ǫijkρxjFvkdV +

ˆ

V

ǫijkxj(−ρFvk)dV +

ˆ

V

ǫimkσkmdV = 0 (2.17)

de donde se sigue que:



CAPÍTULO 2. TEORÍA DE LA ELASTICIDAD 18

ˆ

V

ǫimkσkmdV = 0. (2.18)

Puesto que el volumen V onsiderado es arbitrario, entones:

ǫimkσkm = 0. (2.19)

Además, omo ǫimk es un tensor antisimétrio (ya que ualquier interambio

de dos de sus índies provoa un ambio de signo), entones σkm debe ser un

tensor simétrio para que haya equilibrio rotaional, es deir, para que se umpla

la ondiión (2.16). Por tanto:

σkm = σmk. (2.20)

2.3. Termodinámia de las deformaiones

Consideremos ahora un uerpo deformado; y onsideremos también que la

deformaión es tal que el vetor de desplazamiento ui ambia úniamente en

una pequeña antidad δui. A partir de lo anterior queremos determinar el tra-

bajo heho por los esfuerzos internos omo onseuenia de diha deformaión,

para ello tomemos la fuerza de la expresión (2.8) y multipliquémosla por el

desplazamiento δui, al integrar sobre el volumen del uerpo obtendremos:

ˆ

dW =

ˆ

∂σik
∂xk

δuidV. (2.21)

Tomando en uenta la siguiente igualdad

∂σikδui

∂xk
= ∂σik

∂xk
δui + σik

∂δui

∂xk
y

sustituyendo el primer término de la dereha de esta expresión en (2.21) tenemos

que:

ˆ

dW =

ˆ

∂σikδui
∂xk

dV −
ˆ

σik
∂δui
∂xk

dV

apliando el Teorema de la Divergenia al primer término del lado dereho de

la expresión anterior, ésta se reesribe de la siguiente manera:

ˆ

dW =

˛

σikδuinkdS −
ˆ

σik
∂δui
∂xk

dV.

Si onsideramos que el medio en uestión es un medio in�nito, el ual no

es deformado en in�nito, entones haemos que la super�ie de integraión del
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primer término tienda a in�nito, lo que implia que σik = 0 en la super�ie y

por tanto la primera integral es ero. Puesto que el tensor de esfuerzos σik es

simétrio, entones la segunda integral puede esribirse omo:

ˆ

dW = −1

2

ˆ

σik

(

∂δui
∂xk

+
∂δuk
∂xi

)

dV

= −1

2

ˆ

σikδ

(

∂ui
∂xk

+
∂uk
∂xi

)

dV

utilizando la expresión (2.6), �nalmente enontramos

dW = −σikδuik. (2.22)

La euaión (2.22) nos da el trabajo por unidad de volumen en términos del

ambio en el tensor de elongaión.

De ahora en adelante tomemos en uenta que las únias deformaiones que

sufre el uerpo son elástias, es deir, son tales que permiten que el uerpo

regrese a su estado original. Además, estamos onsiderando que este proeso

de deformaión es un proeso termodinámio reversible, por lo que el estado

del uerpo quedará expresado en términos de variables termodinámias. Con-

siderando la energía interna U y la entropía S, ambas por unidad de volumen,

podemos esribir la euaión TdS:

dU = TdS − dW. (2.23)

Sustituyendo la expresión del trabajo (2.22) obtenemos:

dU = TdS + σikduik (2.24)

en donde U = U(S, uik). Si elegimos a la temperatura T y al tensor de elongaión

uik omo variables independientes, entones podemos utilizar a la energía libre

de Helmholtz F 1

omo el potenial termodinámio que permitirá desribir al

sistema, es deir:

F = U − TS
1

La energía libre de Helmholtz (F ) satisfae la relaión dF = −SdT+PdV , la ual implia

que la temperatura y el volumen deben permaneer onstantes. El sistema que estamos onsi-

derando, es deir, el uerpo deformado es un sólido isotérmio y por supuesto inompresible.

Por ello, para desribirlo se utiliza este tipo de energía.
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on F = F (uik, T ). Tomando la diferenial de F y utilizando la euaión (2.24),

obtenemos :

dF = dU − TdS − SdT
= σikduik − SdT. (2.25)

Por otro lado,

dF =

(

∂F

∂uik

)

T

duik +

(

∂F

∂T

)

uik

dT (2.26)

y se umple que:

σik =
(

∂F
∂uik

)

T
, S =

(

∂F
∂T

)

uik
.

(2.27)

Si onsideramos un proeso isotérmio, es deir, T = 0 entones notemos que:

dF = σikduik,

y también dF =
(

∂F
∂uik

)

T
duik.

Por tanto, si σik es una funión lineal de uik, i.e. σik = λuik, entones
F = F (λuik) y además:

dF = λuikduik. (2.28)

La euaión (2.28) india que F es una funión homogénea de Euler de orden

1 en uik y por tanto:

F = 1
2

(

∂F
∂uik

)

uik

o bien
F = 1

2σikuik,

(2.29)

en donde se utilizó la de�niión de funión homogénea de orden n2, se derivó a
la funión F (λuik) respeto a λ y �nalmente se onsideró λ = 1.

Ahora, esribamos al tensor de esfuerzos omo:

σik = λikmnumn (2.30)

en donde λikmn debe ser un tensor de orden 4 puesto que relaiona a dos tensores

de segundo orden. La euaión (2.30) representa la relaión onstitutiva entre

2

Por de�niión, una funión homogénea de orden n satisfae la siguiente igualdad: f(αv̄) =
αnf(v̄)
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el tensor de esfuerzos y el de elongaión y es onoida omo la Ley generalizada

de Hooke para un medio elástio ontinuo lineal, además λikmn es denominado

el tensor de elastiidad o de rigidez.

De las expresiones (2.29) y (2.30) podemos reesribir al potenial termodi-

námio (energía libre de Helmholtz) F , omo:

F =
1

2
λikmnumnuik. (2.31)

La euaión anterior asegura la existenia del potenial elástio, lo que sig-

ni�a que existe una funión F, uadrátia en las omponentes del tensor de

elongaión y además dependiente úniamente de las deformaiones, más no de

la trayetoria seguida para llegar al estado deformado. [13℄

Aún hay más que deir respeto a la funión F . Como podemos notar, F
depende úniamente de las omponentes del tensor de elongaión; además es

un funión ontinua y difereniable al menos hasta según orden C2
, entones se

umple la siguiente igualdad:

∂2F

∂uik∂umn

=
∂2F

∂umn∂uik
(2.32)

es deir, las segundas derivadas ruzadas son iguales, lo que implia que λikmn =
λmnik. Entones, en un medio ontinuo tridimensional, el tensor de elastiidad

debería tener 34 = 81 omponentes que podrían ser aomodadas en una matriz

de 9 × 9; sin embargo la existenia de la simetría implia que de los elementos

fuera de la diagonal, es deir, 81−9 = 72, úniamente la mitad son independien-

tes. Notemos entones que la existenia del potenial onlleva a que el tensor

de elastiidad esté formado por 36 omponentes independientes que pueden es-

ribirse omo las entradas Cik de una matriz de 6 × 6, análogamente, dejando

de lado la diagonal se tendrán 36− 6 = 30 módulos. Si tomamos en uenta que

tanto el tensor de esfuerzos omo el tensor de elongaión son simétrios, enton-

es solamente

30
2 = 15 serán los módulos elástios independientes de la matriz

on entradas Cik.

Por tanto, la matriz on entradas Cik onetará las seis omponentes inde-

pendientes del tensor de esfuerzos on las seis omponentes independientes del

tensor de elongaión omo se muestra en seguida:
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σxz
σyz
σzz
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C11 C12 C13 C14 C15 C16

C12 C22 C23 C24 C25 C26

C13 C23 C33 C34 C35 C36

C14 C24 C34 C44 C45 C46

C15 C25 C35 C45 C55 C56

C16 C26 C36 C46 C56 C66

































uxx
2uxy
uyy
2uxz
2uyx
uzz

















. (2.33)

Las euaiones (2.33) son la forma matriial de las euaiones esfuerzo-

elongaión para un medio general elástio que obedee la Ley de Hooke.

Notemos que el fator 2 que aparee en las omponentes fuera de la diagonal

del tensor de elongaión en las euaiones (2.33) es resultado de la simetría de

diho tensor, pues éstos términos apareen dos vees en la suma del lado dereho

de la euaión (2.30).[15℄ En una notaión más onisa, es posible esribir las

euaiones (2.33) omo:

σ̄i = Cikūk (2.34)

en donde σ̄i y ūk son matries de una olumna on seis entradas, formadas por

las omponentes independientes del tensor de esfuerzos y del tensor de elonga-

ión respetivamente: y las entradas Cik son los módulos elástios. Es impor-

tante notar que el número máximo de módulos elástios independientes es 21 y

orresponden a un medio ontinuo muy general, sin embargo, si el medio on-

tinuo onsiderado posee simetrías partiulares, entones el número de módulos

elástios independientes podrá reduirse. Los módulos elástios son obtenidos

experimentalmente. En este trabajo se onsiderá el medio más general posible,

es deir, aquél que es anisotrópio y uyos 21 módulos elástios son diferentes.

2.4. Energía libre para un sistema homogéneo e

isótropo

Consideremos ahora un uerpo isotrópio de manera que sus deformaiones

sean pequeñas. Lo que queremos enontrar ahora es la energía libre asoiada a

tal uerpo. De la euaión (2.31) notemos que la energía libre es funión de uik
por lo que podemos expandir F en potenias de este último.

Al onsiderar un uerpo deformado a ierta temperatura (onstante en todo

el uerpo), tenemos que onsiderar también que el estado sin deformaión es

aquél en que el uerpo está en ausenia de fuerzas externas y a esa misma
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temperatura. Entones, para uik = 0, los esfuerzos internos también son ero,

i.e., σik = 0. La expresión (2.27) muestra que σik = ∂F/∂uik, de ahí se sigue

que no hay término lineal en la expansión de F en potenias de uik.[14℄ Puesto
que la energía libre es un esalar, ada término en la expansión de F debe ser

también un esalar. Hay dos maneras de obtener esalares de segundo grado de

las omponentes del tensor simétrio uik; tomando el uadrado de la suma de

las omponentes de la diagonal (u2ii) y la suma de los uadrados de todas las

omponentes (u2ik). Por tanto, la energía libre F expandida hasta segundo orden

en términos de uik es:

F = F0 +
1

2
λu2ii + µu2ik. (2.35)

La euaión (2.35) es la expresión general para la energía libre de un uerpo

isotrópio deformado. Las antidades λ y µ son los oe�ientes de Lamé.

Cualquier deformaión en un uerpo puede representarse omo la suma de

una izalla pura (ambio de forma; pero no de volumen) y una ompresión hi-

drostátia (ambio de volumen; pero no de forma).[14℄ Lo anterior se representa

mediante la siguiente identidad:

uik =

(

uik −
1

3
δikull

)

+
1

3
δikull (2.36)

en donde el primer término representa una deformaión de izalla pura (puesto

que la suma de su diagonal es ero); y el segundo término una ompresión

hidrostátia.

Sustituyendo la expresión (2.36) en la euaión (2.35) se obtiene una expre-

sión general para la energía libre de un uerpo isotrópio deformado, es deir:

F = µ

(

uik −
1

3
δikull

)2

+
1

2
Ku2ll (2.37)

en donde el término onstante Fo ha sido omitido, pues representa la energía

libre del uerpo sin deformaión; y lo que nos interesa es que F sea úniamente

la energía libre de deformaión (la energía libre elástia omo es llamada).

La antidad K en la euaión (2.37) es el llamado módulo volumétrio o

módulo de ompresión hidrostátia, mientras que µ es el módulo de izallamiento

o de rigidez.

3 K está relaionada on los oe�ientes de Lamé por medio de la

siguiente expresión:

3

Los módulos de ompresión y rigidez son siempre positivos, K > 0, µ > 0. Para una

deformaión ésto implia que hay un aumento en la energía elástia.
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K = λ+
2

3
µ. (2.38)

Los oe�ientes de Lamé están relaionados on el módulo de Young E y la

onstante de Poisson ν mediante:

λ = Eν
(1−2ν)(1+ν)

, µ = E
2(1+ν) , K = E

3(1−2ν) . (2.39)

El módulo de Young también es onoido omo módulo longitudinal y re-

laiona el esfuerzo normal σii on la elongaión uii. La onstante de Poisson

por su parte, es la razón de la ompresión transversal respeto a la extensión

longitudinal. Tanto E omo ν dependen del material en uestión.

4

Por tanto, tomando las relaiones de (2.39) y sustituyendo en (2.37) podemos

reesribir la energía libre omo:

F =
E

2(1 + ν)

(

u2ik +
ν

1− 2ν
u2ll

)

. (2.40)

Ahora vamos a utilizar la relaión termodinámia general (2.27) para deter-

minar el tensor de esfuerzos. Para alular las derivadas ∂F/∂uik, esribimos la

diferenial total dF (para temperatura onstante):

dF =
E

1 + ν

(

uikduik +
ν

1 + 2ν
ulldull

)

(2.41)

pero, si esribimos a dull omo δikduik, entones tendríamos:

dF =
E

1 + ν

(

uik +
ν

1− 2ν
ullδik

)

duik (2.42)

y �nalmente tenemos que el tensor de esfuerzos en términos del tensor de elon-

gaión es:

σik =
E

1 + ν

(

uik +
ν

1− 2ν
ullδik

)

. (2.43)

La expresión es válida para medios isótropos y homogéneos; y es onoida omo

euaión onstitutiva o Ley de Hooke.

4

El módulo de Young tiene unidades de Pa, mientras que la razón de Poisson es una

onstante adimensional y varía entre −1 (para K = 0) y 1
2
(para µ = 0); sin embargo en la

prátia ν solamente varía entre 0 y

1
2
.
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Los oneptos de la teoría de Elastiidad revisados en esta seión serán

utilizados en los siguientes dos apítulos; primero para llevar desribir la propa-

gaión de ondas elástias en un medio isotrópio y posteriormente para realizar

la desripión del medio estrati�ado.



Capítulo 3

Ondas elástias en un medio

isotrópio

Hemos estado onsiderando que las deformaiones en los uerpos son peque-

ñas y también hemos estado suponiendo que estas deformaiones permaneen

estátias. Si en ambio ahora tomamos en uenta que posibles variaiones tem-

porales en las distorsiones de los uerpos deformados, entones los movimientos

onsiderados por la teoría de elastiidad serán osilaiones elástias u ondas

elástias debido a las deformaiones pequeñas que sufren los uerpos.

En este apítulo se onsiderará la propagaión de ondas elástias partiular-

mente en la frontera entre dos medios isotrópios.

3.1. Euaiones de equilibrio para uerpos isotró-

pios

Consideremos un sólido isotrópio sobre el ual atúan tanto fuerzas super-

�iales omo volumétrias, entones para que la fuerza total sea nula, se debe

umplir la ondiión de equilibrio (2.12) y omo onseuenia también las rela-

iones (2.14). Ahora bien, si el uerpo está en un ampo gravitaional, entones

la fuerza volumétria orrespondiente sería Fv = ρg, en donde ρ representa la

densidad y g es el vetor de aeleraión gravitaional, por lo tanto, se tiene :

∂σik
∂xk

+ ρgi = 0. (3.1)

26
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Si tomamos la euaión onstitutiva (2.43) y derivamos respeto a xk tendría-

mos:

∂σik
∂xk

=
E

1 + ν

∂uik
∂xk

+
E

(1 + ν)(1 − 2ν)

∂ull
∂xi

(3.2)

sustituyendo al tensor de elongaión omo uik = 1
2

(

∂ui

∂xk
+ ∂uk

∂xi

)

llegaríamos a

que las euaiones de equilibrio toman la forma:

E

2(1 + ν)

∂2ui
∂kk∂xk

+
E

2(1 + ν)(1 − 2ν)

∂2ul
∂xi∂xl

+ ρgi = 0. (3.3)

La euaión anterior puede reesribirse en notaión vetorial. Notemos que

las antidades ∂2ui/∂xk∂xk son omponentes del vetor △u y ∂ul/∂xl repre-
senta la ∇ · u. Por tanto, las euaiones de equilibrio se onvierten en:

E

2(1 + ν)

[

△u+
1

1− 2ν
∇ (∇ · u)

]

+ ρg = 0. (3.4)

3.2. Euaiones de movimiento para medios elás-

tios isotrópios

Vamos ahora a onsiderar que en el sólido isotrópio las deformaiones am-

bian on el tiempo y dan lugar a movimiento, es deir, hay osilaiones elástias

u ondas elástias. En este aso la temperatura en general no es onstante, varía

tanto en tiempo omo en espaio; sin embargo, el alor transferido de una parte

del uerpo a otra ourre muy lentamente por mera onduión térmia. Si el

interambio de alor durante intervalos de tiempo del orden del período de los

movimientos osilatorios en el uerpo es despreiable, entones, podemos onsi-

derar ualquier parte del uerpo omo térmiamente aislada, es deir, se tendrá

un movimiento adiabátio.

En las deformaiones adiabátias los tensores de esfuerzos y de deformaión

permaneen inalterados; pero los valores del módulo de Young y la onstante de

Poisson deben ser reemplazados por sus valores adiabátios

1

. En lo que sigue se

entenderá que E y ν toman sus orrespondientes valores adiabátios.

1Ead = E + E2Tβ2

9Cp
, νad = ν + (1+ν)ETβ2

9Cp
. En donde Cp es el alor espeí�o por unidad

de volumen a presión onstante y β representa el oe�iente térmio de dilataión volumétrio

del uerpo. Para el desarrollo de las expresiones anteriores ver referenia [14℄ pp. 14,15.
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Las euaiones de movimiento para un medio elástio se obtienen al igualar la

fuerza de tensión interna al produto de la aeleraión (üi) y la masa por unidad

de volumen del uerpo (la densidad), es deir la euaión general de movimiento

está dada por la euaión (2.15); y en ausenia de fuerzas volumétrias se expresa

omo:

∂σik
∂xk

= ρüi. (3.5)

Para un medio elástio isotrópio, la euaión de movimiento puede esribirse

en analogía on la euaión (3.4) y (3.5), por lo que tendríamos:

E

2(1 + ν)
△u+

E

2(1 + ν)(1 − 2ν)
∇ (∇ · u) = ρü. (3.6)

3.3. Onda elástia plana en un medio isotrópio

in�nito

Partiularmente, analiemos el aso de una onda elástia plana en un medio

isotrópio in�nito, esto signi�a que tomaremos una onda en la ual la deforma-

ión ū úniamente es funión de una oordenada (x, por ejemplo) y del tiempo.

Por tanto, las derivadas respeto a y y z en la euaión (3.6) son ero; y las

euaiones para las omponentes del vetor u son:

∂2ux

∂x2 − ρ(1+ν)(1−2ν)
E(1−ν)

∂2ux

∂t2
= 0

∂2uy

∂x2 − 2ρ(1+ν)
E

∂2uy

∂t2
= 0

∂2uz

∂x2 − 2ρ(1+ν)
E

∂2uz

∂t2
= 0.

(3.7)

Notemos que la euaión para uz es la misma que para uy, por simpliidad

vamos a tomar úniamente la euaión para uy.
De las euaiones (3.7) se de�nen los parámetros cp y cs omo:

cp =

√

E(1− ν)
ρ(1 + ν)(1− 2ν)

, cs =

√

E

2ρ(1 + ν)
. (3.8)

En onseuenia, las euaiones de movimiento para las omponentes del vetor

ū se reesriben omo:
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∂2ux

∂x2 − 1
c2p

∂2ux

∂t2
= 0

∂2uy

∂x2 − 1
c2s

∂2uy

∂t2
= 0

(3.9)

Las expresiones anteriores son euaiones de onda ordinarias en una dimen-

sión y los parámetros cp y cs representan las veloidades de propagaión de

diha onda.

Por tanto, una onda elástia está formada esenialmente por dos ondas que

se propagan independientemente. Una de ellas (ux) se propaga on veloidad

cp y su desplazamiento es en la direión de propagaión, este tipo de onda es

llamada longitudinal. La otra onda (uy, uz) se propaga on veloidad cs y su

desplazamiento es un plano perpendiular a la direión de propagaión; ésta

se onoe omo onda transversal. Por onsiguiente, cp y cs son las veloidades

longitudinal y transversal respetivamente.

Las ondas longitudinales involuran ompresiones y expansiones del uerpo

puesto que satisfaen que ∇ · u 6= 02. En las ondas transversales no hay om-

ponente ux y las otras dos omponentes no dependen ni de y ni de z, por tanto
∇ · u = 0 y no hay ningún ambio de volumen impliado.

Para ualquier onda elástia arbitraria es posible separar la onda en dos par-

tes propagándose independientemente on diferentes veloidades. Reesribiendo

la euaión (3.6) en términos de las veloidades cp y cs tenemos:

ü = c2p△u+
(

c2p − c2s
)

∇ (∇ · u) . (3.10)

Podemos esribir al vetor u omo la suma de dos partes, es deir:

u = up + us (3.11)

en donde up = ∇φζ y us = ∇ × A3

, entones se satisfaen las siguientes

igualdades:

∇× up = 0 (3.12)

∇ · us = 0. (3.13)

2

El ambio de volumen en una deformaión está dado por la suma de los términos de la

diagonal del tensor de esfuerzos, es deir, por uii = ∇ · u.
3

Siempre es posible representar a un vetor omo la suma del rotaional de un vetor y el

gradiente de un esalar. [22℄
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Sustituyendo la expresión para u (3.11) en (3.10) obtenemos:

üp + üs = c2t△ (up + us) +
(

c2p − c2s
)

∇ (∇ · u) . (3.14)

Tomando ahora la divergenia en ambos lados de la euaión anterior y utili-

zando la euaión (3.13) obtenemos:

∇ · üp = c2s△ (∇ · up) +
(

c2p − c2s
)

△ (∇ · up)
∇ ·
(

üp − c2p△up

)

= 0.
(3.15)

Notemos que el rotaional de la expresión en paréntesis de (3.15) es también

ero, lo anterior tomando en uenta la euaión (3.12). Entones, si ambos,

la divergenia y el rotaional de un vetor son ero; ese vetor tiene que ser

exatamente ero. Por lo tanto:

∂2up

∂t2
− c2p△up = 0. (3.16)

Análogamente, al tomar el rotaional en ambos lados de la expresión (3.14) y

utilizando la euaión (3.12), llegamos a que:

∇×
(

üs − c2s△us

)

= 0. (3.17)

La divergenia de la expresión en paréntesis de la euaión anterior es ero y

obtenemos una euaión de la misma forma que (3.16), es deir:

∂2us

∂t2
− c2s△us = 0. (3.18)

Las euaiones (3.16) y (3.18) son euaiones de onda ordinarias en tres

dimensiones. Cada una representa la propagaión de una onda elástia, on

veloidad cp y cs respetivamente.

Para una onda elástia monoromátia, el vetor de desplazamiento está

dado por la siguiente expresión:

u = Re
{

u0(r)e
−iωt

}

(3.19)

sustituyendo la expresión anterior en (3.10), vemos que u0, que es funión de

las oordenadas satisfae, la siguiente euaión:

c2s△u0 +
(

c2p − c2s
)

∇ (∇ · u0) + ω2u0 = 0. (3.20)

Por otro lado, las partes longitudinal y transversal de una onda monoromátia

satisfaen las euaiones:[14℄
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△up + k2pup = 0, △us + k2sus = 0 (3.21)

en donde kp = ω
cp

y ks = ω
cs

son los números de onda de las ondas longitudinal

y transversal respetivamente.

3.4. Re�exión y refraión de una onda plana,

monoromátia y elástia en un medio y una

frontera plana

Revisemos ahora el aso en que una onda plana, elástia y monoromátia

inide en la frontera entre dos medios elástios diferentes. Si tomamos en uenta

que una onda puramente longitudinal, o bien, puramente transversal inide en

una super�ie de separaión, entones se re�ejará y transmitirá una onda mixta,

es deir, una onda que ontenga ambas partes: longitudinal y transversal. En

general, la naturaleza de la onda ambia al re�ejarse y transmitirse exepto en

el aso de inidenia normal sobre la super�ie de separaión o uando las osi-

laiones de una onda transversal inidente son paralelas al plano de separaión.

Si tomamos a θ y a θ′ omo los ángulos de inidenia y re�exión o bien

refraión, respetivamente, y a c y c′ omo las veloidades de las ondas, entones

se umple la siguiente relaión:

sin θ

sin θ′
=

c

c′
(3.22)

es deir, se umple la Ley de Snell a pares, la ual es una onseuenia de pedir la

ontinuidad de las fases de los vetores de ampo sobre la frontera entre ambos

medios.

Como primer aso vamos a onsiderar que una onda longitudinal monoro-

mátia inide on un ángulo arbitrario θ0 sobre la super�ie de un uerpo, diha

super�ie está en la interfaz entre algún medio elástio (aero) y vaío, omo se

muestra en la Figura 7.
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Figura 7. Onda longitudinal monoromátia inidiendo a un ángulo θ0 sobre una

super�ie que separa a un medio elástio del vaío; y las respetivas ondas re�ejadas

.

En el momento en que la onda se re�eja, su naturaleza se altera, es deir,

pasa de ser una onda longitudinal a desomponerse en otra longitudinal y una

transversal. Los vetores n0, nRp y nRs son los vetores unitarios en la dire-

ión de propagaión de las ondas inidente, longitudinal re�ejada y transversal

re�ejada, sus omponentes explíitas en base a la Figura 7 son:

n0 = (− sin θ0, 0,− cos θ0)
nRp = (− sin θ0, 0, cos θ0)
nRs = (−sinθRs, 0, cos θRs)

(3.23)

en donde el ángulo de inidenia θ0 y el ángulo re�ejado longitudinal θRp um-

plen la siguiente relaión:

θ0 = θRp, (3.24)
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es deir, dihos ángulos son iguales debido a la naturaleza de la onda inidente.

Además, el ángulo de inidenia y el re�ejado transversal están relaionados

por:

sin θRs = (cs/cp) sin θ0. (3.25)

Las expresiones (3.24) y (3.25) son onseuenia de la euaión (3.22).

Por otro lado, u0, uRp y uRs son los orrespondientes vetores de desplaza-

miento; tanto u0 omo uRp son paralelos a n0 y a nRp respetivamente; pero

uRs = a × nRs, en donde a = (0, 1, 0) es un vetor unitario, perpendiular al

plano de inidenia. Entones, tomando en uenta lo anterior, el desplazamiento

total en el uerpo está dado por la superposiión de la onda inidente y las ondas

re�ejadas de los dos tipos. Todas ellas planas y monoromátias, es deir

u = A0u0e
ik0·r +RpuRpe

ikRp·r +RsuRse
ikRs·r. (3.26)

En la expresión anterior se ha omitido el fator omún e−iωt
, por brevedad.

Las magnitudes de los vetores de onda son k0 = kRp = ω/cp y kRs = ω/cs.
Sustituyendo esto en la expresión (3.26) podemos reesribir el desplazamiento

total del uerpo omo:

u = A0n0e
iωn0·r

cp +RpnRpe
iωnRp·r

cp +Rs (a× nRs) e
iωnRs·r

cs . (3.27)

Las omponentes uxx, uzz y uzx del tensor de elongaión en la frontera, es deir,

en z = 0 las obtenemos a partir de la expresión (2.6) y son:

uxx|z=0
=

iω

cpcs

[

(A0 +Rp)cs sin
2 θ0 −Rscp cos θRs sin θRs

]

(3.28)

uzz|z=0
=

iω

cpcs

[

(A0 +Rp)cs cos
2 θ0 +Rscp cos θRs sin θRs

]

(3.29)

uzx|z=0
=

iω

2cpcs
[(A0 −Rp) cs sin 2θ0 +Rscp cos 2θRs] (3.30)

y la traza es:

ull =
iω (A0 +Rp)

cp
. (3.31)
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Nuevamente se está omitiendo el fator omún e
−

iωx sin θ0
cp

debido a que omo

menionamos anteriormente, hemos pedido la ontinuidad de las fases. Ahora,

para esribir las omponentes del tensor de esfuerzos es onveniente sustituir

las expresiones (3.8) en la euaión (2.43), por lo que la euaión onstitutiva

quedará ahora en términos de las veloidades de la ondas, es deir:

σik = 2ρc2suik + ρ
(

c2p − 2c2s
)

ullδik. (3.32)

Las ondiiones de frontera en la super�ie libre del medio son σiknk = 0,
esto garantiza que diha super�ie que separa a los dos medios no está sometida

a ninguna fuerza normal ni de izallamiento, por onsiguiente se debe umplir

que,

σzz|z=0
= σzx|z=0

= 0. (3.33)

Al resolver el sistema de euaiones generado a partir de las ondiiones de

frontera anteriores y utilizando las relaiones entre los ángulos de las euaiones

(3.24) y (3.25), se obtienen expresiones para las amplitudes de las ondas re�eja-

das omo funión de la amplitud y el ángulo de inidenia de la onda inidente.

Las expresiones explíitas de estas amplitudes se ven omo;

Rp = −A0
cos2 (2 arcsin (q sin θ0))− q2 sin 2θ0 sin (2 arcsin (q sin θ0))
cos2 (2 arcsin (q sin θ0)) + q2 sin 2θ0 sin (2 arcsin (q sin θ0))

(3.34)

Rs =
−2A0q cos (2 arcsin (q sin θ0)) sin 2θ0

cos2 (2 arcsin (q sin θ0)) + q2 sin 2θ0 sin (2 arcsin (q sin θ0))
(3.35)

en donde q = cs/cp es la razón entre veloidades transversal y longitudinal.

Para θ0 = 0, es deir, en inidenia normal, se tendría que Rp = −A0 y

Rs = 0, es deir, la onda se re�ejaría omo una onda puramente longitudinal.

Puesto que queremos gra�ar las amplitudes dadas por las euaiones (3.34)

y (3.35) entones debemos utilizar las expresiones (3.8) para las veloidades y

sustituir el módulo de Young y la onstante de Poisson por sus valores adia-

bátios. Estamos onsiderando que el medio en donde inide la onda es ae-

ro, por tanto los parámetros que se tomaron en uenta para obtener los va-

lores adiabátios del módulo de Young y la onstante de Poisson fueron los

siguientes; E = 210 × 109Pa[16℄, ν = 0,293[16℄, β = 7 × 10−7K−1
[16℄ y
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Cp = 4,5 × 106J/m3K4

. Finalmente, las amplitudes de las ondas re�ejadas

omo funión del ángulo de inidenia se muestran en la Grá�a 1.

Grá�a 1. Amplitudes de las ondas re�ejada longitudinal (Rp) y re�ejada

transversal (Rs)en funión del ángulo de inidenia θ0.

En la grá�a anterior se está onsiderando que la amplitud de la onda in-

idente es la unidad, es deir, A0 = 1. Se puede observar que efetivamente en

inidenia normal, Rs = 0 y Rp = −1. Aquí, el signo está asoiado on el ambio
de fase de −π de la onda re�ejada. Otro punto notable de estos espetros es la

presenia de un mínimo en la magnitud de Rp para θ0 alrededor de 1,2 ≃ 69°

,

en donde la onda longitudinal re�ejada exhibe su menor amplitud; y un punto

notable más, era de θ0 ≃ 0,8 ≃ 45°

es en donde la onda transversal generada

por la re�exión obtiene su máxima amplitud. La posiión espeí�a de ambos

puntos depende del parámetro q, el ual es sólo una funión de la razón de

Poisson del medio.

El siguiente aso es similar al que aabamos de revisar, on la diferenia de

que en lugar de tener vaío ahora la super�ie estará en la interfaz entre dos

medios elástios (obre y aero). Nuevamente la onda inidente será una onda

longitudinal; pero ahora se tendrán tanto ondas re�ejadas omo transmitidas

4Cp representa el alor espeí�o por unidad de volumen a presión onstante, diho valor

fue obtenido al multipliar cp = 573 J/kgK[17℄ por la densidad del aero ρ = 7830 kg/m3
[16℄.
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(al transmitirse la onda, su naturaleza se altera y se generan tanto una onda

longitudinal omo una transversal), ésto se muestra en el diagrama de la Figura

8.

Figura 8. Onda longitudinal monoromátia que inide on ángulo θ0 sobre una

super�ie que separa a dos medios elástios. Se muestran también las respetivas

ondas re�ejadas y transmitidas on sus orrespondientes ángulos y vetores unitarios

en la direión de propagaión.

Ahora, de la Figura 8 se tiene que los vetores unitarios en la direión de

propagaión de las ondas orrespondientes serán:

n0 = (− sin θ0, 0,− cos θ0) (3.36)

nRp = (− sin θ0, 0, cos θ0) nRs = (− sin θRs, 0, cos θRs) (3.37)

nTp = (− sin θTp, 0,− cos θTp) nTs = (− sin θTs, 0,− cos θTs) . (3.38)
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en donde los subíndies R están relaionados on las ondas re�ejadas y los sub-

índies T on las ondas transmitidas. Además, a partir de la euaión (3.22),

válida uando la fase de las ondas es ontinua a través de la frontera, las relaio-

nes que se umplen entre el ángulo de inidenia y los re�ejados y transmitidos

son;

θRp = θ0 sin θRs =
cs1
cp1

sin θ0 (3.39)

sin θTp =
cp2
cp1

sin θ0 sin θTs =

(

cs2
cp1

)

sin θ0. (3.40)

En este aso se tendrán dos vetores de desplazamiento; para el primer medio,

en donde inide la onda, el vetor de desplazamiento estará dado por la siguiente

expresión:

u1 = A0ū0e
iωn0·r
cp1 +RpuRpe

iωnRp·r

cp1 +RsuRse
iωnRs·r

cs1
(3.41)

en donde u0 que es paralelo a n0, uRp que es paralelo a nRp y uRs = (a× nRs)
son los respetivos vetores de desplazamiento de las ondas longitudinal ini-

dente y re�ejada; y transversal re�ejada. Además, a nuevamente es un vetor

perpendiular al plano de inidenia, es deir, a = (0, 1, 0). Por su parte cp1 y

cs1 son las veloidades de la onda longitudinal y transversal en el primer medio.

Para el segundo medio, en el ual se transmite la onda, tenemos que el vetor

de desplazamiento es:

u2 = TpuTpe
iωnTp·r

cp2 + TsuTse
iωnTs·r

cs2
(3.42)

en donde uTp es el vetor de desplazamiento de la onda longitudinal transmi-

tida y es paralelo a nTp. Además uTs = (nTs × a) representa la direión del

desplazamiento de la onda transversal transmitida. El vetor a es el mismo que

se estableió en el párrafo anterior.

Tanto en la euaión (3.41) omo en la (3.42) se vuelve a omitir el fator

omún e−iωt
.

Análogamente al primer aso, se obtienen las omponentes uxx, uzz y uzx
del tensor de elongaión de los dos medios. Explíitamente para el primer medio

tenemos que las omponentes del tensor de elongaión sobre la frontera son:

uxx1|z=0
=

iω

cp1cs1

[

(A0 +Rp) cs1 sin
2 θ0 −Rscp1 cos θRs sin θRs

]

(3.43)
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uzz1|z=0
=

iω

cp1cs1

[

(A0 +Rp) cs1 cos
2 θ0 +Rscp1 cos θRs sin θRs

]

(3.44)

uzx1|z=0
=

iω

2cp1cs1
[(A0 −Rp) cs1 sin 2θ0 + cp1Rs cos 2θRs] (3.45)

y para el segundo tensor de elongaión en el segundo medio pero evaluado en la

frontera se tiene:

uxx2|z=0
=
iω sin θ0
c2p1

(Tpcp2 sin θ0 − Tscp2 sin θ0) (3.46)

uzz2|z=0
=

iω

cp1cp2

(

Tpcp1 cos
2 θTp + Tscp2 cos θTp sin θ0

)

(3.47)

uzx2|z=0
= −1

2
iω

[

Ts

(

cos2 θTs

cs2
− cs2 sin

2 θ0
c2p1

)

− Tp
sin 2θTp

cp2

]

. (3.48)

De la euaión (3.43) a la euaión (3.48) se han utilizado las relaiones para

los ángulos menionadas previamente y se ha omitido también el fator omún

e
ixω sin θ0

cp1
que resulta ser el mismo graias a la ondiión de ontinuidad de las

fases.

Las trazas de los tensores de elongaión en los dos medios elástios son:

ull1 =
iω

cp1
(A0 +Rp) (3.49)

ull2 =
iωTp
cp2

(

cos2 θTp +
c2p2 sin

2 θ0

c2p1

)

. (3.50)

Las ondiiones de frontera que se deben umplir son uatro, dos de ellas ga-

rantizan la ontinuidad de los esfuerzos tanto normales omo de izallamiento

a través de la frontera. Esto para dar umplimiento a la terera ley de Newton.

Por otro lado, las otras dos ondiiones obligan a que los desplazamientos nor-

males y transversales sean ontinuos a través de la interfase de ambos medios,

es deir suponemos que ambos medios están pegados y no resbala uno sobre el

otro. Las ondiiones explíitas son las siguientes:
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σzz1|z=0
= σzz2|z=0

, σzx1|z=0
= σzx2|z=0

(3.51)

uz1|z=0
= uz2|z=0

, ux1|z=0
= ux2|z=0

. (3.52)

Resolviendo el sistema de euaiones determinado por las ondiiones de frontera

y utilizando las relaiones (3.39) y (3.40) se obtienen Rp, Rs, Tp y Ts en términos

de A0 y θ0. Las expresiones explíitas se muestran en el Apéndie A.

Al igual que en el primer aso, se gra�an las amplitudes de las ondas re-

�ejadas y transmitidas omo funión del ángulo de inidenia θ0, se onsidera

A0 = 1. Nuevamente se deben utilizar las expresiones para las veloidades y los

respetivos valores adiabátios del módulo de Young y la onstante de Poisson.

Se está onsiderando que el medio de inidenia es aero, por tanto los paráme-

tros utilizados son los mismos que en el aso anterior. Para el medio de trans-

misión que es el obre, los parámetros respetivos son; E = 129,8 × 109Pa[16℄,
ν = 0,343[16℄, β = 5,1× 10−7K−15

y Cp = 3,44× 106 J/m3K6

.

Grá�a 2. Amplitudes de las ondas re�ejadas (Rp y Rs) y transmitidas (Tp y Ts)

omo funión del ángulo de inidenia θ0.

5

Por tratarse de un medio isotrópio, β = 3α, on α el oe�iente térmio de dilataión

lineal. Para el obre, α = 17× 10−6K−1
[16℄.

6

Análogo al aso anterior, Cp se obtiene al multipliar cp = 24,45 J/molK[18℄ por la masa

molar del obre (0,06345 × 10−2kg/mol) y por su densidad ρ = 8960 kg/m3
[16℄.
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En la Grá�a 2 puede observarse que en inidenia normal, las amplitu-

des de las ondas transversales tanto re�ejada omo transmitida se anulan, i.e.

Rs = Ts = 0, lo ual es onsistente porque omo omentamos previamente, en

inidenia normal no hay onversión de ondas de un tipo a otro. También se

observa que en inidenia normal, la amplitud de la onda longitudinal trans-

mitida es máxima, además esta amplitud va deayendo onforme el ángulo de

inidenia aumenta. Notemos que las ondas ondas re�ejadas y la transversal

transmitida tienen amplitudes negativas, esto se justi�a on el ambio de fase

de −π de tales ondas. Uno de los puntos notables de esta grá�a se enuentra

en θ0 ≃ 1,6 ≃ 90°

, en donde las amplitudes de las ondas transmitidas y de la

re�ejada transversal son nulas, mientras que la amplitud de la onda re�ejada

longitudinal es máxima. Otro punto importante es en θ0 ≃ 0,8 ≃ 45° para el

ual la onda re�ejada longitudinal exhibe su menor amplitud. Respeto al ángu-

lo θ0 ≃ 1,1 ≃ 63°

se puede notar que hay un máximo en la amplitud de la onda

transversal re�ejada y en θ0 = 0,7 ≃ 40°

se enuentra el máximo de amplitud

de la onda longitudinal re�ejada. El valor de estos puntos notables depende de

los parámetros q, qs y qp (que apareen en el Apéndie A) que relaionan las

veloidades de las ondas re�ejadas y transmitidas; y que son funión del módulo

de Young y de la onstante de Poisson de ambos medios.

Si ahora analizamos el aso en que el medio de transmisión es muy blando,

omo el vaío, es deir uando el módulo de Young del segundo medio es onsi-

derablemente menor que el del primero, entones cp2 → 0 y cs2 → 0, de ahí que
qp → 0 y qs → 0; y por lo tanto, las expresiones para Rp y Rs toman la misma

forma que las euaiones (3.34) y (3.35) respetivamente. Es deir, las expresio-

nes del Apéndie A para las transmitanias y re�etanias son onsistentes en

el límite menionado.

Si el medio de inidenia y el medio de transmisión son iguales, entones

cs2 = cp2 y cs1 = cp1; de ahí que qs → q y qp → 1, por tanto, las amplitudes de

las ondas transmitidas y de la transversal re�ejada son ero y la amplitud de la

onda longitudinal re�ejada es el doble de la amplitud de la onda inidente, es

deir, Rp = 2A0.

Nótese en la Figura 8 que el sistema inluye tanto ondas longitudinales o-

mo transversales uya polarizaión permanee en el plano de la Figura, es deir

en el plano de inidenia. Sin embargo, las ondas transversales al igual que las

ondas eletromagnétias tienen dos polarizaiones independientes y la polariza-

ión perpendiular al plano de inidenia no se enuentra presente en el sistema

de la Figura 8. Por esta razón analizaremos de manera independiente dihas

ondas que por inidir de tal forma que sus desplazamientos permaneen siem-

pre tangentes a la frontera, no son apaes de induir además desplazamientos
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longitudinales en ninguno de los dos medios.

Consideremos nuevamente una super�ie que separa a dos medios elástios

(aero y obre) y sobre la ual inide una onda transversal, uyas osilaiones

(ū0, ūRs, ūTs) son perpendiulares al plano de inidenia. Debido a la ondiión

anterior, la onda inidente es ompletamente re�ejada y transmitida omo una

onda del mismo tipo, es deir, omo una onda transversal. En la Figura 9 se

muestra la situaión anterior.

Figura 9. Onda transversal monoromátia inidiendo on un ángulo θ0 sobre una

super�ie que separa a dos medios elástios; obre y aero. También se observan las

ondas re�ejada y transmitida; y sus respetivos vetores unitarios en la direión de

propagaión. Las osilaiones de las tres ondas son perpendiulares al plano de

inidenia.

De la Figura 9 es laro que los respetivos vetores unitarios en la direión

de propagaión de las ondas son:

n0 = (− sin θ0, 0,− cos θ0) (3.53)
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nRs = (− sin θ0, 0, cos θ0) (3.54)

nTs = (− sin θTs, 0,− cosθTs) . (3.55)

Las relaiones entre los ángulos nuevamente quedan determinadas por la ley de

Snell dada por la euaión (3.22);

θ0 = θRs (3.56)

sin θTs =
cs2
cs1

sin θ0. (3.57)

Los vetores de desplazamiento para ada medio son:

u1 = A0u0e
iωn0·r

cs1 +RsuRse
iωnRs·r

cs1
(3.58)

y

u2 = TsuTse
iωnTs·r

cs2
(3.59)

en donde

u0 = uRs = uTs = (0, 1, 0) . (3.60)

La euaión (3.60) representa la direión de osilaión de las ondas iniden-

te, re�ejada y transmitida. De igual forma que en los asos anteriores, se está

omitiendo el fator omún e−iωt
.

Para este aso úniamente es neesario onoer la omponente uzy del tensor

de elongaión, entones tenemos (omitiendo el fator omún e
ixω sin θ0

cs1
que resulta

ser igual debido a que se umple la ley de Snell):

uzy1|z=0
= − iω (A0 −Rs) sin θ0

2cs1
(3.61)

uzy2|z=0
= − iωTs cos θTs

2cs2
. (3.62)

Las ondiiones de frontera requieren que el desplazamiento en la direión

perpendiular al plano de inidenia así omo la omponente zy del tensor de

esfuerzos, que orresponde a un esfuerzo de izallamiento sean ontinuas. Es

deir, que los medios permanezan unidos en la frontera y no se deslien unos
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sobre otros. Asimismo, el esfuerzo de orte razante a la frontera entre ambos

medios debe ser ontinuo para que se umpla la terera ley de Newton. Lo

anterior se tradue en:

uy1|z=0
= uy2|z=0

(3.63)

σzy1|z=0
= σzy2|z=0

. (3.64)

Resolviendo (3.63) y (3.64) para Rs y Ts obtenemos las amplitudes de las ondas

re�ejada y transmitida en términos de los parámetros de la onda inidente. Las

expresiones (3.56) y (3.57) han sido utilizadas para simpli�ar el resultado.

Rs = A0
cos θ0 − q ∗

√

1− q ∗2 sin2 θ0
cos θ0 + q

√

1− q2 sin2 θ0
(3.65)

Ts = A0
2 cos θ0

cos θ0 + q ∗
√

1− q ∗2 sin2 θ0
(3.66)

en donde hemos introduido el parámetro q∗ = (cs2/cs1) que proporiona el

oiente entre las veloidades transversales de ambos medios.

Análogamente a los dos asos previos,se gra�an las amplitudes de las ondas

re�ejada y transmitida en funión del ángulo de inidenia θ0. El medio de

inidenia es nuevamente aero y el de transmisión obre.

Grá�a 3. Amplitudes de las ondas re�ejada transversales re�ejada (Rs) y

transmitida (Ts) omo funión del ángulo de inidenia θ0.



CAPÍTULO 3. ONDAS ELÁSTICAS EN UN MEDIO ISOTRÓPICO 44

De la Grá�a 3 podemos notar que en inidenia normal la amplitud de la

onda transmitida es mayor que la amplitud de la onda re�ejada, esto debido

al ontraste entre el módulo de Young de ambos medios, además en inidenia

normal la amplitud de la onda transmitida es máxima. En ambio, para el

ángulo de inidenia θ0 ≃ 1,6 ≃ 90°

la onda transmitida se anula y úniamente

hay onda re�ejada, preisamente para este ángulo es que la amplitud de la onda

re�ejada es máxima. Nótese que la amplitud de la onda transmitida siempre

es positiva, es deir no ambia de fase para ningún ángulo de inidenia; sin

embargo, para la onda re�ejada hay un ambio de fase de −π en el ángulo de

inidenia θ0 ≃ 1,1 ≃ 60°

, este ángulo es onoido omo ángulo de polarizaión

o de Brewster. Su posiión depende del parámetro q∗ que es funión del módulo

de Young y la onstante de Poisson de ambos medios.

Si tomamos el límite uando q∗ → 1, es deir, los medios de inidenia y

transmisión son iguales, entones no habrá onda re�ejada y la amplitud de la

onda transmitida será el doble de la amplitud de la onda inidente.

En las Grá�as 1, 2 y 3, al onsiderar A0 = 1, lo que se está mostrando

son los oe�ientes de re�exión y de transmisión, es deir, se está tomando la

razón de las amplitudes de las ondas tanto re�ejadas omo transmitidas y la

amplitud de la onda inidente, omo es de esperarse. Esto resulta ser análogo a

los oe�ientes de Fresnel en la teoría Eletromagnétia.

La propagaión de ondas elástias en medios isotrópios, así omo la re�e-

xión y transmisión de éstas en la frontera entre dos medios elástios nos servirán

de base para el problema prinipal que queremos tratar; una onda inidiendo

normalmente en la frontera entre un medio elástio y un sólido elástio estrati-

�ado.

Notemos que al tomar los oe�ientes Rs o Rp y dividirlos entre la amplitud

de la onda inidenia, es deir entre A0 se obtendrán las re�etanias, mientras

que al dividir los oe�ientes Ts y Tp entre A0 se onoerán las transmitanias.



Capítulo 4

Ondas elástias en un medio

estrati�ado

En los medios estrati�ados, los parámetros utilizados para su desripión

varían en una determinada direión. De aquí en adelante se va a onsiderar que

la variaión es en la direión del eje Z.
Un medio estrati�ado puede ser onstruido mediante el proeso de deposi-

ión físia de vapor.[21℄ Este tipo de sistema resulta tener propiedades similares

a las de un ristal líquido olestério. En los olestérios, la orientaión moleu-

lar de ada plano queda determinada por el vetor diretor, éste adquiere una

pequeña rotaión gradual plano por plano y, omo onseuenia, se forma una

hélie, lo que da lugar a un medio anisotrópio e inhomogéneo. Por su parte,

el medio estrati�ado está formado por estratos de espesor pequeño, arate-

rizados por los vetores de la red ristalina; si éstos giran en torno a un eje,

formarán también una hélie y se tendrá un medio estrati�ado helioidal, uya

estrutura será análoga a la de un ristal líquido olestério. Espeí�amente se

tomará el aso en que los vetores prinipales de la estrutura ristalina giran

en torno al eje Z.[19℄

4.1. Desripión del medio estrati�ado

Debido a que el medio estrati�ado es un medio elástio ontinuo, entones a

partir de la Ley generalizada de Hooke (2.30) se pueden desribir sus propieda-

des elástias. Retomando lo desrito en el apítulo 2 respeto a la representaión

45



CAPÍTULO 4. ONDAS ELÁSTICAS EN UN MEDIO ESTRATIFICADO 46

en omponentes independientes (2.34) de diha Ley, es posible esribir una ex-

presión análoga a (2.34) para el sistema en uestión; esta expresión se ve omo:

σ̄′
i = Sik(z)ū

′
k, (4.1)

en donde Sik(z) es una matriz semejante a la matriz Cik de la euaión (2.34); sin

embargo, Sik(z) da la relaión entre las omponentes independientes del tensor

de esfuerzos (σ̄′
i) y el de elongaión (ū′k) en el medio estrati�ado, además las

omponentes de Sik(z) son funiones tanto de z omo de los módulos elástios del

material en uestión, reordando que los módulos elástios son las omponentes

de la matriz Cik.

Para obtener las omponentes de la matriz Sik(z) se debe apliar una trans-
formaión a la euaión (2.34), es deir, se deben transformar las omponentes

independientes de los tensores de esfuerzo y elongaión. A pesar de que úni-

amente se quieren transformar las omponentes independientes del tensor de

esfuerzos, i.e., σ̄i, será neesario transformar todo el tensor de esfuerzos y pos-

teriormente separar las omponentes que nos interesan. Es importante tomar en

uenta que el tensor de esfuerzos se transforma de la siguiente manera:

σ′
ik = RikσkmRmj (4.2)

en donde R representa la matriz de transformaión que permite ambiar del

medio homogéneo isotrópio al medio estrati�ado.

Ahora bien, las omponentes de σ̄′
i se obtienen al transformar σik y poste-

riormente reaomodar úniamente los seis elementos independientes del tensor

en un vetor de seis omponentes, ordenadas de la misma forma utilizada en la

seión 2.3. Por tanto, las omponentes independientes del tensor de esfuerzos

en el medio estrati�ado son:

σ̄′
i = Rrσ̄i. (4.3)

De manera similar a lo anterior se deben transformar las omponentes inde-

pendientes del tensor de elongaión. En este aso la matriz de rotaión será[15℄:

MR = FRrF
−1

(4.4)

en donde las omponentes de F están dadas por:
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F =

















1 0 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 2 0 0
0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 0 1

















. (4.5)

El fator 2 que aparee en la matriz F es resultado de la simetría del tensor de

elongaión, tal omo se muestra en la euaión (2.33).

De lo anterior se tiene que las seis omponentes independientes del tensor

de elongaión en el medio estrati�ado son:

ū′k =MRūk. (4.6)

Sustituyendo la euaión (4.6) en (4.1) e igualando on la expresión (4.3) se

obtiene:

σ̄′
i = Rrσ̄i = SikMRūk. (4.7)

Multipliando lo anterior por R−1
r , se despeja σ̄i:

σ̄i = R−1
r SikMRūk. (4.8)

Como Rr está dada por la matriz (??) y MR está dada por la matriz (4.4), se

sigue que R−1
r =MT

R .[15℄ La expresión (4.8) se reesribe omo:

σ̄i =MT
RSikMRūk. (4.9)

Tomando la euaión anterior y omparándola on la euaión (2.34) se onluye

que

Cik =MT
RSikMR. (4.10)

Finalmente, se despeja Sik de la expresión anterior, de manera que

Sik =MRCikM
T
R . (4.11)

Es importante notar que se está tomando M−1
R = MT

R . Las omponentes de la

matriz Sik son funión de z y de los módulos elástios del material en uestión.

Además, por la manera en que se onstruyó Sik entones también es una matriz

simétria on 21 módulos elástios independientes.
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4.2. Flujo de energía en un medio elástio

Se va a alular ahora la energía elástia que �uye por unidad de tiempo a

través de una super�ie de ontrol. Para ello es neesario alular la potenia

transferida por las ondas elástias para deformar al medio elástio. Se sabe que

la potenia instantánea ejerida por una partíula por una fuerza externa está

dada por P = −F · v; en este aso la fuerza es una fuerza super�ial loal en

un medio elástio y se alula a partir del tensor esfuerzos, omo se muestra en

la euaión (2.10) Fs =
←→σ ·n. Por ende, al tomar esta antidad y multipliarla

por la derivada temporal del vetor de desplazamientos; y sumando todas las

ontribuiones en la super�ie que enierra al uerpo se obtiene la potenia total

P = −
˛

S

∂u

∂t
· ←→σ · ndS (4.12)

en donde podemos de�nir el vetor

J = −∂u
∂t
· ←→σ (4.13)

que proporiona la orriente de �ujo de potenia elástia. Este vetor juega el

papel del vetor de Poynting para las ondas eletromagnétias.

Se va a deduir ahora la euaión que gobierna a este vetor, utilizando para

esto la segunda ley de Newton en su versión de medios ontinuos dada por la

euaión (2.15). Multipliando diha euaión por ∂u/∂t se tiene

∂σik
∂xk

∂ui
∂t

,+ρfi
∂ui
∂t

= ρ
∂2ui
∂t2

∂ui
∂t

. (4.14)

El primer término de la euaión se puede sustituir por la derivada del produto

σikuik menos un término adiional, mientras que el segundo miembro se puede

esribir omo una derivada total temporal, esto es

∂(σik
∂ui

∂t
)

∂xk
− σik

∂

∂xk

(

∂ui
∂t

)

+ ρfi
∂ui
∂t

=
∂

∂t

(

ρ

2

∂ui
∂t

∂ui
∂t

)

. (4.15)

Se ha supuesto que la densidad de masa no depende del tiempo. Por otro lado,

si se interambian las derivadas del segundo término se llega a

σik
∂

∂xk

(

∂ui
∂t

)

= σik
∂

∂t

∂ui
∂xk

= σik
∂

∂t
uik (4.16)
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en donde uik ontinua siendo el tensor de elongaiones de�nido en la euaión

(2.6) que por onstruión es simétrio. La segunda ondiión de esta expresión

se umple porque el tensor de esfuerzos es simétrio y que la ontraión de un

tensor simétrio on un antisimétrio siempre es nula. En este punto es neesario

utilizar la euaión onstitutiva para un medio lineal general, para simpli�ar

aún más este término. Sustituyendo (2.30) en la euaión (4.15) se obtiene:

ρfi
∂ui
∂t

= −∂(σik
∂ui

∂t
)

∂xk
+
∂

∂t

(

ρ

2

∂ui
∂t

∂ui
∂t

)

+ λikjmujm
∂

∂t
uik, (4.17)

que puede expresarse �nalmente omo

ρfi
∂ui
∂t

=
∂Jk
∂xk

+
∂

∂t
Eel, (4.18)

en donde Eel es la densidad volumétria de energía elástia de�nida por

Eel =
ρ

2

∂ui
∂t

∂ui
∂t

+
1

2
σikuik (4.19)

y se ha sustituido nuevamente a σik. También se ha supuesto que el tensor de

rigidez no ambia on el tiempo. Nótese que el segundo término de esta expresión

es preisamente la densidad de energía libre de Helmholtz dada por la euaión

(2.29) para el aso partiular de un medio isotrópio y homogéneo. El primer

término es una onribuión inétia asoiada a los ambios temporales del vetor

de desplazamiento.

La euaión (4.18) para el vetor de �ujo de energía elástia Jk juega el

papel en elastiidad del teorema de Poynting en eletromagnetismo. Es posible

integrar diha euaión dentro de un volumen de ontrol y después de apliar el

teorema de Gauss enontrar

˛

Sc

J · ndS +
∂

∂t

ˆ

Vc

EeldV =

ˆ

Vc

ρf · ∂u
∂t
dV (4.20)

que establee que la integral de �ujo de energía elástia por unidad de tiempo

en una super�ie errada es igual a menos el ambio de la energía total elás-

tia dentro del volumen de ontrol más la potenia inyetada por las fuerzas

volumétrias.

En resumen, P de�nido por la euaión (4.12) provee la potenia instantá-

nea transportada por las ondas elástias. Si partiularmente se tienen despla-

zamientos armónios on freuenia ω, entones la potenia también osilará;
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pero on el doble de freuenia ya que de la euaión (4.13) se puede inferir que

el vetor de �ujo de energía es proporional al uadrado de los desplazamien-

tos. Cuando las osilaiones son muy rápidas o la freuenia es muy grande, la

antidad relevante a alular es la potenia promedio en un intervalo temporal

que es el periodo T = 2π/ω de las osilaiones. Si la onda es armónia, es de-

ir, u = Re[u0(r)e
−iωt] on Re denotando la parte real, entones utilizando la

euaión onstitutiva de Hooke, euaión (2.30), se puede mostrar que el tensor

de esfuerzos está dado por σ = Re[σ0(r)e
−iωt] y por tanto la orriente promedio

de energía J̄ en un periodo está dada por:

J̄ = − 1

T

ˆ T

0

∂u

∂t
· σdt = − 1

T

ˆ T

0

(

−iωu0 (r) e
−iωt + iωu∗

0 (r) e
iωt
)

2

·
(

σ0 (r) e
−iωt + σ∗

0e
iωt
)

2
dt

=
1

4
(−iωu0 (r) · σ∗

0 (r) + iωu∗
0 · σ0 (r)) = −

iω

2
Im [u∗

0 (r) · σ0 (r)] ,(4.21)

en donde Im se re�ere a la parte imaginaria y los asterisos indian omplejo

onjugado. Finalmente, la potenia promedio de estos desplazamientos armóni-

os en términos de las amplitudes omplejas del desplazamiento y el tensor de

esfuerzos queda omo

P̄ = − iω
2

ˆ

S

Im[u∗
0(r) · σ0(r)] · ndS

en donde S es una super�ie errada que inluye a la fuente y se halla muy lejos,

la ual es omún tomarla omo una esfera.

4.3. Ondas elástias en inidenia obliua y nor-

mal sobre el medio estrati�ado

Se va a onsiderar una onda elástia de freuenia ω propagándose a lo largo

del eje Z que inide de manera obliua sobre la super�ie del medio estrati�ado.

El omportamiento de estas ondas se desribe a partir de las euaiones (2.15)

y (4.1). Nótese que en la euaión de Newton (2.15) las omponentes del tensor

de esfuerzos y del vetor de desplazamientos también deben estar en el sistema

del medio estrati�ado, es deir,
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∂σ′
ik

∂x′k
= ρ

∂2u′i
∂t2

. (4.22)

Como se menionó previamente, se está onsiderando que las propiedades

del medio estrati�ado varían solamente a lo largo del eje z, de ahí que las

omponentes de la matriz Sik sean funiones explíitas de z; y por tanto las

soluiones de estas euaiones no pueden ser ondas planas Aei(k·r−ωt)
omo en

el aso de un medio homogéneo, en donde las omponentes de Cik son onstantes.

Sin embargo, debido a que Sik no depende de las oordenadas transversales x y

y, ni de t, es posible suponer que el omportamiento en tales direiones sigue

siendo el de una onda plana. En onseuenia, las soluiones de los elementos

del tensor de esfuerzos y del tensor de desplazamientos serán ondas uasiplanas,

uyas amplitudes dependerán de z, es deir

σ′
ik (x, y, z) = σik (z) e

i(kxx+kyy−ωt)

u′i (x, y, z) = ui (z) e
i(kxx+kyy−ωt).

(4.23)

Al sustituir las soluiones anteriores en la expresión (4.1) y haer las deri-

vadas orrespondientes se obtendrán seis euaiones para las omponentes in-

dependientes del tensor de esfuerzos. Para haer este desarrollo es onveniente

expresar las omponentes del tensor de elongaión en términos de las ompo-

nentes del vetor de desplazamientos, omo en la euaión (2.6). Sustituyendo

también estas soluiones en la expresión (4.22) se tendrán tres euaiones en

las uales las únias derivadas involuradas serán de los elementos σxz , σyz y

σzz. A partir de lo anterior se toman las tres primeras euaiones de (4.1), es

deir las euaiones para σ′
xx, σ

′
xy y σ′

yy; y se sustituyen en las tres euaiones

de Newton. Tomando las euaiones de Newton y las euaiones restantes de

(4.1) se tendrán seis euaiones resultantes de donde se despejan las derivadas

respeto a z de ux (z), uy (z), uz (z), σxz (z), σyz (z) y σzz (z).
Si se de�ne un vetor Ψ , uyos elementos sean

Ψ =

















ux (z)
uy (z)
uz (z)
σxz (z)
σyz (z)
σzz (z)

















, (4.24)

entones es posible esribir las seis euaiones resultantes en una expresión ma-

triial de la forma:
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d

dz
Ψ = iMΨ, (4.25)

en donde M es una matriz de 6 × 6, los elementos de esta matriz son los que

se muestran en el Apéndie C de la referenia [19℄; pero multipliados por un

fator de −i.
Retomando la expresión (4.21) de la orriente promedio de energía J̄, obte-

nemos que ésta en la direión z está dada por

Jz = − iω
2
Im
[

u∗
x (r)σxz (r) + u∗

y (r)σyz (r) + u∗
z (r) σzz (r)

]

= − iω
2
Ψ†LΨ,

(4.26)

en donde L es una matriz uyas omponentes son

L =

















0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
−1 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0

















.

Si el material no sufre pérdidas por absorión, entones dJz/dz = 0.
Ahora, omo la euaión para Ψ está dada por (4.25), por tanto para Ψ†

se

tiene

dΨ†

dz
= −iΨ†M †

(4.27)

y entones

dJz
dz

= − iω
2

(

dΨ†

dz
LΨ+Ψ†L

dΨ

dz

)

= − iω
2

(

−iΨ†M †LΨ+ iΨ†LMΨ
)

=
ω

2
Ψ†
(

LM −M †L
)

Ψ (4.28)

así, la ondiión para onservaión de energía es

M †L = LM (4.29)

o equivalentemente
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L−1M †L =M (4.30)

en donde se ha utilizado las propiedades (LΨ)
†
= Ψ†L†

y L† = L−1
. Se puede

demostrar que la ondiión anterior para M se umple siempre y uando las

omponentes del tensor de rigidez sean reales.

La antidad Ψ†
bLΨa que apareerá repetidamente en lo que sigue tiene una

analogía evidente on el produto esalar, en donde L juega el papel de un tensor

métrio omo en la teoría de relatividad. La antidad anterior será llamada el

produto esalar (Ψa,Ψb) de Ψa on Ψb en el espaio del vetor Ψ. Esta norma

es real pero no neesariamente positiva. Con esta de�niión para el produto

esalar, la propiedad de la matriz L de�nida por la euaión (4.30) implia que

(MΨa,Ψb) = (Ψa,MΨb) . (4.31)

Esto signi�a que el operadorM es auto adjunto. Al tomar en uenta que éste

es el operador que gobierna la evoluión espaial del vetor de desplazamientos

y de algunas omponentes del tensor de esfuerzos, omo se ve en la euaión

(4.25) , entones esta propiedad tiene onseuenias importantes para la teoría

general. Conseuenias similares a aquellas derivadas en meánia uántia a

partir del heho de que el Hamiltoniano es auto adjunto.

4.4. Relaiones de ortogonalidad y representaión

de medios no absorbentes en la base de ψ

Para medios homogéneos la matrizM es independiente de z; sin embargo, si

el medio es helioidal, entones la apliaión de una rotaión uniforme en torno

al eje de la hélie da lugar a una matrizM en la euaión (4.25) uyos elementos

también son onstantes (véase la seión 4.6). De esta manera la euaión de

propagaión, euaión (4.25) admite soluiones del tipo

Ψ = ΨJeiλjz
(4.32)

que representa las seis ondas elástias propias (tres propagándose haia adelante

y tres haia atrás) para ierto valor de la freuenia. Insertando esta euaión

en la expresión (4.25) da lugar a la siguiente relaión para M

MΨJ = λjΨ
J . (4.33)
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Tomando ahora dos vetores propios Ψi
y Ψj

y onsiderando la euaión (4.31)

que establee la hermitiidad del operador M , esrita explíitamente toma la

forma

(MΨa,Ψb)− (Ψa,MΨb) = Ψ†
bLMΨa − (MΨb)

†
LΨa = 0 (4.34)

entones al sustituir la euaión (4.33) en la expresión anterior se obtiene

Ψ†
bLλaΨa − (λbΨb)

†LΨa = (λa − λ∗b ) (Ψa,Ψb) = 0. (4.35)

Si se toma a = b esta euaión muestra que los vetores propios de un eigenvalor

omplejo propio tienen norma nula, físiamente esto implia que los vetores

representan ondas evanesentes. Este es un aso que requiere un análisis por

separado. De heho, de la euaión (4.31) se puede demostrar que los valores

propios de M ourren en pares λi y λj = λ∗i . Más aún, si λ1, λ2, , λ3 y λ4 son

el onjunto de valores propios de M entones el onjunto de valores propios de

M †
y de L−1M †L son λ∗1, λ

∗
2, λ

∗
3 y λ∗4 y los dos onjuntos oiniden ya que M

es de heho hermitiano. La euaión (4.35) muestra además que dos vetores

propios que orresponden a diferentes valores propios reales, son adiionalmente

ortogonales. Para el aso degenerado de valores propios λa = λb el produto

esalar (Ψa,Ψb) puede ser distinto de ero. Sin embargo, en este aso ualquier

ombinaión lineal de Ψa y Ψb es un vetor propio asoiado a λ y en este

espaio vetorial bidimensional siempre es posible esoger un par de vetores

ortogonales. Por tanto se puede esribir

Ψ†
jLΨ

i = Niδij , (4.36)

o equivalentemente

N−1
i Ψ†

jLΨ
i = δij , (4.37)

en donde Ni es la norma del vetor Ψi
. Si esogemos los índies 1, 2 y 3 para

denotar las ondas que se propagan haia adelante y 4, 5 y 6 para las otras

tres ondas que se propagan haia atrás, entones N1, N2 y N3 serán positivas

mientras que N4, N5 y N6 serán negativas. De esta manera es natural asumir

omo ondiiones de normalizaión:

N1 = N2 = N3 = 1, N4 = N5 = N6 = −1. (4.38)

Por tanto, la soluión general de la euaión (4.25) está dada por la superposiión

de los seis eigenvetores, es deir
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Ψ =

6
∑

j=1

fjΨ
j = Tφ (4.39)

en donde φ está dado por

φ =

















f1
f2
f3
f4
f5
f6

















(4.40)

y T es la matriz uyos elementos tij es la omponente i-ésima del vetor Ψj
. Esto

signi�a que las olumnas de T son los vetores olumna Ψ1
, Ψ2

, Ψ3
, Ψ4

, Ψ5
,

Ψ6
y los vetores Ψ†

1, Ψ
†
2, Ψ

†
3, Ψ

†
4, Ψ

†
5 y Ψ†

6 son olumnas de T †
. Las relaiones

de ortogonalidad dadas por la euaión (4.37) pueden reesribirse omo

N−1T †LT = I (4.41)

en donde N es la matriz diagonal uyos elementos no nulos están dados por las

normas N1, N2, N3, N4, N5 y N6 de los vetores propios de M e I es la matriz

unitaria de 6× 6.
La euaión (4.41) muestra también que el inverso de la matriz T está dado

por

T−1 = N−1T †L. (4.42)

4.5. Medios estrati�ados on planos de dison-

tinuidad

Se onsiderará ahora una onda plana que inide sobre un onjunto de N
apas homogéneas o helioidales separadas por N + 1 planos loalizados en

z = zn (n = 0, 1, ..., N), on el objeto de enontrar expresiones analítias para

las ondas re�ejadas y transmitidas.

Tómese el aso para N = 0 que orresponde a una sola interfae situada

en z = 0. Utilizando la notaión de la seión anterior, las ondas inidente y

transmitida se pueden representar en términos de vetores φ tomando f4 = f5 =
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f6 = 0 y f1 = a1, f2 = a2 y f3 = a3 para la onda inidente. Así los vetores φ
para ambos lados de la frontera plana están dados por

φ
(

0−
)

=

















a1
a2
a3
r1
r2
r3

















, φ
(

0+
)

=

















t1
t2
t3
0
0
0

















(4.43)

en donde los oe�ientes ai, ri y ti (i = 1, 2, 3) orresponden a las ondas ini-

dentes, re�ejadas y transmitidas. Lo que se quiere es expresar las amplitudes de

las transmitidas en términos de las ondas inidentes y re�ejadas.

La ontinuidad de todas las omponentes de desplazamiento y esfuerzos nor-

mal y tangeniales a la frontera situada en z = 0 se puede exigir simultáneamente

on la ondiión

Ψ
(

0−
)

= Ψ
(

0+
)

. (4.44)

De estas expresiones se puede inferir el papel que tienen los vetores φ y Ψ. El
primero se relaiona diretamente on las ondiiones de frontera ya que está

formado on las tres omponentes del vetor de desplazamientos y tres elementos

del tensor de esfuerzos. El segundo está expresado en términos de las antidades

que son de interés desde el punto de vista experimental que son las re�etanias

y transmitanias, las uales están dadas por | ri/aj |2 y | ti/aj |2 (i, j = 1, 2, 3).
Las transformaiones T estableen una relaión entre las ondiiones de frontera

y las re�etanias y transmitanias.

A partir de las euaiones anteriores y de la relaión Ψ = Tφ, se obtiene

inmediatamente

φ(0−) = T−1
i Trφ

(

0+
)

(4.45)

en donde Ti y Tr son las matries T del primer y segundo medio, respeti-

vamente. Estas euaiones proporionan seis euaiones lineales para los tres

oe�ientes de re�exión y los otros tres oe�ientes de transmisión y por ende

pueden onsiderarse la soluión formal del problema.

Entones, si se onsidera el aso para el que N = 1 que orresponde a una

sola apa heterogénea entre dos planos situados en z = 0 y z = z1; al imponer

la ontinuidad de los vetores φ en ambas fronteras se obtienen relaiones del

tipo anterior, es deir



CAPÍTULO 4. ONDAS ELÁSTICAS EN UN MEDIO ESTRATIFICADO 57

φ
(

0−
)

= T−1
i Tφ

(

0+
)

(4.46)

φ
(

z−1
)

= T−1Trφ
(

z+1
)

(4.47)

en donde la matriz T sin índies está asoiada al medio interior. La relaión

entre φ (0+) y φ
(

z−1
)

está dada por

φ
(

z−1
)

= e−iλjz1φ
(

0+
)

(4.48)

en donde λj (j = 1, 2, 3, 4) son los valores propios de la matriz M para repre-

sentar el medio entral.

De las euaiones (4.45) y (4.47) se puede obtener inmediatamente

φ
(

0−
)

= T−1
i UTrφ

(

z+
)

(4.49)

en donde U es la matriz de transferenia para los vetores φ dentro de la apa,

implíitamente de�nido por Ψ (z1) = UΨ (0). Aquí U está dada por

U = TK−1 (z1)T
−1

(4.50)

o equivalentemente

U =

4
∑

j=1

Ψje−iλjz1Ψ̄j (4.51)

en donde Ψ̄j son los renglones de la matriz T−1
. Para el aso general de N

apas, la soluión del sistema está dada por la euaión (4.50) en donde U es la

matriz de transferenia del onjunto de apas y se onstruye multipliando lasN
matries de transferenia de ada apa. Todos estos resultados son ampliamente

onoidos.

4.6. Ondas elástias en el sólido helioidal

Considérese ahora un medio helioidal uyo eje de la hélie está en la di-

reión z, este medio es por supuesto un medio estrati�ado helioidal.. Para

resolver el problema de propagaión de ondas elástias en tal medio, es nee-

sario onoer la forma explíita de la matriz Sik(z). Entones, en este aso la

transformaión que nos permite ir del medio homogéneo e isotrópio al medio

estrati�ado helioidal es una rotaión.
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La matriz de transformaión en la euaión (4.2) para un medio helioidal

es

R =





cos (qz) − sin (qz) 0
sin (qz) cos (qz) 0

0 0 1



 . (4.52)

A partir de ella se onoe explíitamente la matriz S (uyas omponentes

pueden onsultarse en el Apéndie A de la referenia [19℄) y on esto también la

forma explíita de la matrizM , que aparee en la euaión (4.25). Los elementos

deM se muestran en el Apéndie C de la referenia [19℄; pero multipliados por

un fator de −i. Tanto las omponentes de S omo de M son funión de los

módulos elástios Cik y de z.
Si la onda elástia inide de manera normal sobre la super�ie del sólido

helioidal, entones kx = ky = 0 y por lo tanto la matrizM tendrá los siguientes

oe�ientes:

M⊥ =

















0 0 0 −ia1 −ia2 −ia3
0 0 0 −ia2 −ia4 −ia5
0 0 0 −ia3 −ia5 a6

−iρω2 0 0 0 0 0
0 −iρω2 0 0 0 0
0 0 −iρω2 0 0 0

















. (4.53)

Explíitamente, los oe�ientes ai on i = 1, 2, ..., 6 apareen en el apítulo

4 de la referenia [19℄ y son ombinaiones de los elementos de la matriz S, es
deir, de los módulos elástios Cik y de z.

La euaión (4.25) es válida para desribir la propagaión de ondas elástias

en este tipo de sistemas. Conviene reordar que el sólido helioidal está rotado un

ángulo θ = qz respeto al medio estrati�ado natural; sin embargo, si se observa

al sistema plano por plano pareiera ser que se trata de un medio anisotrópio

y al mismo tiempo homogéneo. Por lo anterior, para resolver la euaión (4.25)

resulta onveniente apliar al sistema la rotaión inversa a la asoiada on la

geometría helioidal. Entones, se va a utilizar el siguiente ambio de variable

Φ = RφΨ, en donde Rφ es la matriz que rota simultáneamente respeto al eje

Z al vetor Φ que ontiene elementos del tensor de esfuerzos y del vetor de

desplazamiento. Rφ se onstruye siguiendo un razonamiento análogo al que se

utilizó para rotar a la matriz Cik en la seión 4.1 pero on la rotaión opuesta.

Para obtener las omponentes de la matriz Rφ primero es neesario rotar por
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separado a σ′
i y a u

′
i; y posteriormente reaomodar los elementos rotados que nos

interesan de auerdo a la notaión utilizada en el vetor Ψ de seis omponentes.

[19℄ Explíitamente las omponentes de esta matriz son

Rφ =

















cos (qz) sin (qz) 0 0 0 0
−sin (qz) cos (qz) 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0
0 0 0 −cos (qz) −sin (qz) 0
0 0 0 sin (qz) −cos (qz) 0
0 0 0 0 0 −1

















. (4.54)

Retomando el ambio de variable y multipliándolo por la izquierda por R−1
φ

se obtiene Ψ = R−1
φ Φ, de aquí que

∂Ψ

∂z
=

∂

∂z

(

R−1
φ Φ

)

=
∂R−1

φ

∂z
Φ+R−1

φ

∂Φ

∂z
(4.55)

retomando la euaión (4.25) también se tiene

∂Ψ

∂z
= iMΨ = iMR−1

φ Φ (4.56)

multipliando ambos lados de la euaión por Rφ

Rφ

∂Ψ

∂z
= iRφMR−1

φ Ψ

y por la expresión (4.55) es equivalente a

Rφ

∂R−1
φ

∂z
Φ+

∂Φ

∂z
= iRφMR−1

φ Φ

que puede reesribirse omo

∂Φ

∂z
= iPΦ (4.57)

en donde

P = RφMR−1
φ + iRφ

∂R−1
φ

∂z
.

Las omponentes explíitas de P son las que apareen en el Apéndie D de

la referenia [19℄ pero multipliadas por −i. Ahora bien, si se toma el aso en
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que la onda elástia inide de manera normal, entones la matriz P toma la

siguiente forma

P⊥ =

















0 −iq 0 ib1 ib2 ib3
iq 0 0 ib2 ib4 ib5
0 0 0 ib3 ib5 ib6

iω2ρ 0 0 0 −iq 0
0 iω2ρ 0 iq 0 0
0 0 iω2ρ 0 0 0

















(4.58)

en donde bi (i = 1, 2, ..., 6) son oe�ientes onstantes y son ombinaiones de

los módulos elástios que apareen en la matriz Cik, es deir

b1 =
C55C66 − C2

56

A

b2 =
C46C56 − C45C66

A

b3 =
C45C56 − C46C55

A

b4 =
C44C66 − C2

46

A

b5 =
C45C46 − C44C56

A

b6 =
C44C55 − C2

45

A

on

A = C2
46C55 − 2C45C46C56 + C2

45C66 + C44

(

C2
56 − C55C66

)

.
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Puesto que los elementos de la matriz P⊥ son onstantes, entones la euaión

(4.57) es equivalente a un sistema de seis euaiones difereniales ordinarias de

primer orden on oe�ientes onstantes, que puede desaoplarse para generar

una únia euaión diferenial de sexto orden on oe�ientes onstantes; y su

soluión está dada por

Φ = Φ0e
ilz

(4.59)

en donde Φ0 es un vetor onstante, no nulo y l representa el número de onda.

Al sustituir la expresión anterior en la euaión (4.57) y reordando que se está

onsiderando el aso de inidenia normal, se tiene

ilΦ0 = P⊥Φ0

o equivalentemente

(P⊥ − lI)Φ0 = 0, (4.60)

esta euaión úniamente tiene soluión no trivial si det (P⊥ − lI) = 0, resol-
viendo el determinante se llega a la siguiente expresión

Γ1ω
6 + Γ2ω

4 + Γ3ω
2 + Γ4 = 0, (4.61)

los oe�ientes Γi (i = 1, 2, ..., 6) son funiones del número de onda l y están

dados por

Γ1 = −ρ3
[

b23b4 − 2b2b3b5 + b22b6 + b1
(

b25 − b4b6
)]

Γ2 = −ρ2
[

q2
(

b23 + b25 − (b1 + b4) b6
)

+ l2
(

b22 + b23 − b1b4 + b25 − b1b6 − b4b6
)]

Γ3 = ρ
[

q4b6 + q2l2 (b1 + b4 − 2b6) + l4 (b1 + b4 + b6)
]

Γ4 = l6 − 2q2l4 + q4l2.

Si se introduen los ambios de variable l2 = q2 l̃ y ρω2 = ω̃q2 en los oe�ientes

Γi se puede reesalar el número de onda y la freuenia en términos del número

de onda q del medio helioidal

1

. A partir de esto y sustituyendo los valores de

1

Este número de onda, q es análogo al número de onda q0 en los ristales líquidos olesté-

rios.
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las bi, la euaión (4.61) puede reesribirse omo una euaión de terer grado,

es deir

ω̃3 + Λ1ω̃
2 + Λ2ω̃ + Λ3 = 0 (4.62)

en donde los oe�ientes Λ1, Λ2 y Λ3 son funión de l̃, explíitamente se tiene

Λ1 = −C66 l̃ −
(

l̃ + 1
)

(C44 + C55)

Λ2 = −C2
45

(

l̃ − 1
)2

−
(

C2
46 + C2

56 − C55C66

)

l̃
(

l̃+ 1
)

+

C44

(

C55

(

l̃− 1
)2

+ C66 l̃
(

l̃ + 1
)

)

Λ3 =
[

−2C45C46C56 + C2
45C66 + C44

(

C2
56 − C55C66

)]

(

l̃ − 1
)2

l̃+

C2
46C55 l̃ − 2C2

46C55 l̃
2 + C2

46C55 l̃
3.

Puesto que la (4.62) es una euaión algebraia de terer grado on oe�ientes

reales, entones se puede utilizar el método de Cardano para resolverla, sus

soluiones están dadas por las siguientes expresiones:

ω̃1 = −Λ1

3
+
[

3
√
2
(

Λ2
1 − 3Λ2

)

]/

[

3
(

−2Λ3
1 + 9Λ1Λ2 − 27Λ3+

√

−4 (Λ2
1 − 3Λ2)

3
+ (2Λ3

1 − 9Λ1Λ2 + 27Λ3)
2
)

1

3

]

+

1

3 3
√
2

[

−2Λ3
1 + 9Λ1Λ2 − 27Λ3+

√

−4 (Λ2
1 − 3Λ2)

3
+ (2Λ3

1 − 9Λ1Λ2 + 27Λ3)
2
]

1

3
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ω̃2 = −Λ1

3
+
[(

1 + i
√
3
)

(

3Λ2 − Λ2
1

)

]

/

[

3
3
√
4
(

−2Λ3
1 + 9Λ1Λ2−

27Λ3 +

√

−4 (Λ2
1 − 3Λ2)

3
+ (2Λ3

1 − 9Λ1Λ2 + 27Λ3)
2
)

1

3

]

−
(

1− i
√
3
)

6 3
√
2

[

−2Λ3
1 + 9Λ1Λ2 − 27Λ3+

√

−4 (Λ2
1 − 3Λ2)

3
+ (2Λ3

1 − 9Λ1Λ2 + 27Λ3)
2
]

1

3

ω̃3 = −Λ1

3
+
[(

1− i
√
3
)

(

3Λ2 − Λ2
1

)

]

/

[

3
3
√
4
(

−2Λ3
1 + 9Λ1Λ2−

27Λ3 +

√

−4 (Λ2
1 − 3Λ2)

3
+ (2Λ3

1 − 9Λ1Λ2 + 27Λ3)
2
)

1

3

]

−
(

1 + i
√
3
)

6 3
√
2

[

−2Λ3
1 + 9Λ1Λ2 − 27Λ3+

√

−4 (Λ2
1 − 3Λ2)

3
+ (2Λ3

1 − 9Λ1Λ2 + 27Λ3)
2
]

1

3

.

Al gra�ar las tres soluiones anteriores para l omo funión de ω se genera

una estrutura de bandas omo se muestra enseguida. Si se onsidera Albite

(NaAlSi308), un material ompletamente anisotrópio, es deir que depende de

los 21 módulos elástios se obtiene la siguiente estrutura de bandas
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Grá�a 4. Espetro de bandas fonónias para Albite (NaAlSi308) estrati�ado on

módulos elástios C44 = 26,8
179,5

, C55 = 24,9
179,5

, C45 = −2,4
179,5

, C46 = 7,1
179,5

, C56 = −8,7
179,5

y

C66 = 1. Los módulos elástios fueron adimensionados on el módulo C66.
2

Para la grá�a anterior, los módulos elástios fueron divididos por el módulo

C66 on el �n de usar variables adimensionales.

Si ahora se onsidera un material menos general, partiularmente uno on

simetría hexagonal (BeO) entones la estrutura de bandas ambia y se obtiene

lo siguiente:

2

Los módulos elástios de este material fueron tomados de la referenia [20℄.
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Grá�a 5. Espetro de bandas fonónias para el ristal hexagonal BeO on módulos

elástios C44 = 0, C55 = 14,77
49,16

, C45 = 0, C46 = 0, C56 = 0 y C66 = 1. Los módulos

elástios fueron adimensionados on el módulo C66.
3

De la Grá�a 5 notemos que a diferenia de lo que ourre en un material

ompletamente anisotrópio, en un material on simetrías las bandas de re�exión

se ierran.

En este punto onviene reordar que al alular el det (P⊥ − lI) = 0 se ob-

tuvieron los valores propios de la matriz P⊥, siendo éstos ω̃1, ω̃2, ω̃3 así omo

sus negativos, es deir −ω̃1, −ω̃2 y −ω̃3. Lo que sigue ahora es determinar los

vetores propios asoiados a estos valores propios, para ello se debe resolver

(P⊥ − λI) · x = 0, en donde λ es ualquiera de los valores propios y x es un

vetor olumna on seis entradas, es deir

x =

















x1
x2
x3
x4
x5
x6

















.

3

Los módulos elástios del BeO se obtuvieron de la referenia [23℄.
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Para que la euaión (4.60) tenga soluión no trivial, se pide que det (P⊥ − lI) =
0. A partir de esta ondiión, se garantiza entones que el sistema tiene múltiples

soluiones. Ahora bien, al resolver (P⊥ − λI) ·x = 0 para ada uno de los valores
propios se sabe que al menos una de las euaiones que onforman al sistema es

linealmente dependiente, por lo tanto se puede eliminar una de las euaiones,

en prinipio ualquiera de ellas y; a partir de las ino restantes enontrar los

valores de x. De esta manera, una de las omponentes de x podrá elegirse arbi-

trariamente. En este aso se eliminó la primer euaión de (P⊥ − λI) · x̄ = 0 y

se propuso x3 = 1.
Los seis vetores propios obtenidos son Φ1

, Φ2
, Φ3

, Φ4
, Φ5

y Φ6
; y están

asoiados a los valores propios ω̃1, ω̃2, ω̃3, −ω̃1, −ω̃2 y −ω̃3 respetivamente.

Sus omponentes explíitas se muestran en el Apéndie B. Cabe destaar que

los vetores propios son funión de los módulos elástios Cik del material en

uestión.

Debido a que la matriz P⊥ es de oe�ientes onstantes entones se garantiza

que los valores propios son reales, lo que implia que las ondas elástias sí se

están propagando en el sólido helioidal y no son ondas evanesentes. Además

los vetores propios asoiados son ortogonales omo se mostró en la seión 4.4.

En este apítulo se onsideró un medio estrati�ado para el ual se desri-

bieron sus propiedades elástias; asimismo se introdujo el onepto de �ujo de

potenia elástia que resulta ser análogo al vetor de Poynting en ondas eletro-

magnétias. Se estudió también la inidenia obliua y normal de ondas elástias

sobre diho medio; y se obtuvo un sistema de euaiones que desribe la pro-

pagaión de tales ondas. Se onsideró el aso partiular de un sólido helioidal

y se resolvieron las euaiones gobernantes para una onda inidiendo normal-

mente sobre la super�ie, de esta manera se obtuvo la relaión de dispersión y

omo onseuenia un espetro de bandas fonónias. En tal espetro se observa

la presenia de bandas de re�exión, que indian que se re�ejará el modo uya

heliidad oinide on el giro del sólido helioidal. Espeí�amente, se obtuvo

la relaión de dispersión para dos materiales, uno de ellos ompletamente an-

isotrópio y el otro on simetría hexagonal. Se observó que en el material on

simetrías las bandas de re�exión se ierran, es deir, en este tipo de material

está presente la isotropía por lo que los modos de las ondas no se verán afeta-

dos y siempre se van a propagar. Finalmente se enontraron los valores propios

asoiados a la matriz que desribe al sistema helioidal, así omo sus vetores

propios orrespondientes; estos últimos representan las ondas que se propagan

en el sólido helioidal y son ortogonales.



Conlusiones

Partiendo del heho de que los ristales líquidos han sido estudiados desde

prinipios del siglo pasado se puso espeial atenión en los ristales líquidos

olestérios y la propagaión de ondas eletromagnétias a través de ellos. El

omportamiento de esta lase de sistemas es bien onoido. En relaión on lo

anterior se deidió estudiar un sistema on araterístias similares a las de los

ristales líquidos olestérios, tal sistema fue un medio estrati�ado y las ondas

de interés fueron de tipo elástio.

En primer lugar se onsideraron medios homogéneos e isotrópios y se es-

tudió la re�exión y refraión de una onda plana, monoromátia y elástia en

tal medio y una frontera plana. Se estudiaron ondas inidentes tanto longitu-

dinales omo transversales. Debido a que el ángulo de inidenia fue arbitrario

entones la naturaleza de la onda ambió al re�ejarse y al transmitirse, es deir,

la onda longitudinal inidente al momento de re�ejarse se desompuso en otra

onda longitudinal; y una más transversal. El únio aso en que la naturaleza

de la onda permaneió inalterada fue para una onda transversal osilando en

un plano perpendiular al plano de inidenia o bien, para inidenia normal a

la frontera. Se utilizó la euaión onstitutiva, que establee una relaión entre

el tensor de esfuerzos y el de elongaión; y al imponer ondiiones de frontera

sobre los esfuerzos y desplazamientos se obtuvieron expresiones para las ampli-

tudes de las ondas re�ejadas y transmitidas omo funión de la amplitud de la

onda inidente, del ángulo de inidenia y de las propiedades elástias de am-

bos medios. Se determinó que las únias propiedades elástias involuradas en

las expresiones de las amplitudes re�ejadas y transmitidas fueron el módulo de

Young y la onstante de Poisson de los medios que se estudiaron; partiularmen-

te se onsideró omo medio de inidenia al aero y omo medio de transmisión

al obre. Además, tales relaiones juegan el papel de los oe�ientes de Fresnel

para ondas eletromagnétias.

Posteriormente se onsideró un medio estrati�ado que es un medio no ho-

67
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mogéneo, por lo que sus propiedades elástias varían a lo largo de un eje deter-

minado, en este aso se tomó al eje z. La desripión de este medio se hizo a

partir de la ley de Hooke en su representaión de omponentes independientes,

fue neesario apliar una transformaión a un sistema homogéneo para onver-

tirlo en el medio estrati�ado. Por lo tanto la euaión que desribe al medio

estrati�ado depende tanto de los módulos elástios del material omo de la

oordenada z.
Se estudió también el �ujo de energía en un medio elástio general, en donde

se enontró una expresión para la potenia instantánea ejerida para deformar

al medio elástio, que es preisamente la potenia instantánea que transportan

las ondas elástias. Relaionado on esto se de�nió un vetor J que proporiona

la densidad de orriente de �ujo de potenia elástia y que juega el papel del

vetor de Poynting para ondas eletromagnétias.

Se tomó en uenta la propagaión de ondas elástias inidiendo de manera

obliua sobre el medio estrati�ado. A partir de la euaión onstitutiva que

desribe al medio, es deir de la Ley de Hooke transformada y de la segunda

ley de Newton en su versión para medios ontinuos se de�nió un vetor de seis

elementos, tres de los uales son las omponentes del vetor de desplazamientos

y los otros tres son elementos del tensor de esfuerzos; on ellos se llegó a una

euaión de eigenvalores en forma matriial que ontiene la informaión tanto

del medio estrati�ado omo de las ondas que se están propagando.

Puesto que las propiedades del medio estrati�ado varían a lo largo del eje Z,
se aluló espeialmente la orriente promedio en un período temporal de energía

en esa direión; y en onjunto on la euaión de eigenvalores que desribe al

medio se obtuvo la ondiión para onservaión de energía. De aquí se enontró

que la matriz que gobierna a la euaión de eigenvalores es un operador auto

adjunto.

Se propuso omo soluión para la euaión de eigenvalores un vetor de

seis entradas en donde ada entrada representa una onda elástia, tres de ellas

propagándose haia adelante y las otras tres haia atrás para los tres valores

posibles de polarizaión.

Debido a que se tenía una euaión de eigenvalores, se analizaron también

las propiedades de sus vetores propios y se enontró que los valores propios

de la matriz M (la matriz de eigenvalores) ourren en pares, es deir el valor y

su onjugado. Además, si los vetores propios orresponden a diferentes valores

propios entones son ortogonales. La soluión general de la euaión de eigenva-

lores es entones la superposiión de los seis eigenvetores, es deir, de las seis

ondas que se están propagando.

Se onsideró también al medio estrati�ado omo un onjunto de N apas
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separadas por N+1 planos sobre los que inide una onda plana. A partir de esto

es que se obtuvo una expresión para la matriz de transferenia que relaiona las

amplitudes de las ondas transmitidas on las de las ondas inidentes y re�ejadas.

Finalmente se toma el aso de un sólido helioidal, que es un medio estra-

ti�ado helioidal, uya eje de la hélie gira alrededor del eje Z. Para desribir

la heliidad de este sistema fue neesario rotar un ángulo qz a la euaión de

eigenvalores que arateriza al medio estrati�ado. Se resolvieron las euaiones

que gobiernan al medio helioidal pero úniamente para el aso en que la onda

inide normalmente, esto da lugar a que la matriz en la euaión de eigenvalores

sea de oe�ientes onstantes; lo que garantiza que los valores propios serán

reales y por tanto las ondas elástias sí se estarán propagando en el medio y no

serán evanesentes. La euaión de eigenvalores del medio helioidal se resuelve

apliando primero una rotaión al sistema respeto al eje Z, pero diha rotaión
va en sentido inverso al asoiado a la geometría helioidal. Se enontraron los

valores propios asoiados a esta euaión. Éstos representan una relaión entre

el número de onda y la freuenia de la onda. Al gra�ar a la freuenia en fun-

ión del número de onda se obtuvo un espetro de bandas fonónias, en donde se

observa la presenia de bandas de re�exión, las uales indian que para iertas

freuenias, las ondas elástias no se propagan.

Para gra�ar la relaión de dispersión se tomaron dos medios, el primero de

ellos ompletamente anisotrópio (Albite) y el segundo on simetrías, espeí�-

amente un ristal hexagonal (BeO). En las grá�as se apreia que en el medio

hexagonal las bandas de re�exión se ierran, esto suede por la isotropía del

medio, es deir, ualquier modo de las ondas elástias se va a propagar. En

ambio, en el medio anisotrópio, apareen dos bandas de re�exión que india

que el modo de la onda uya heliidad oinida on el giro de la estrutura, se

re�ejará; mientras que el modo restante podrá propagarse.

Por último se enuentran los vetores propios asoiados a estos valores pro-

pios; puesto que los vetores propios son distintos se onluye que los vetores

propios son ortogonales e indian las seis ondas propagándose en el medio heli-

oidal, tres haia adelante y tres haia atrás.

Debido a que en este trabajo úniamente se resolvieron las euaiones para

el aso en que la onda inide de manera normal al medio estrati�ado helioidal,

queda por resolver el aso más general, es deir el de inidenia obliua para el

ual sería neesario utilizar métodos numérios puesto que la matriz gobernante

ya no será de oe�ientes onstantes.



Apéndie A

Al onsiderar en la seión 3.4 el aso partiular en que una onda longitu-

dinal inide en una super�ie que separa a dos medios elástios, las amplitudes

de las ondas re�ejadas (Rp y Rs) y de las ondas transmitidas (Tp y Ts) son

funión tanto de la amplitud de la onda inidente A0 omo del ángulo de in-

idenia θ0. Resolviendo el sistema formado por las euaiones (3.51) y (3.52)

se obtienen las expresiones orrespondientes para las amplitudes Rp, Rs, Tp
y Ts. Se han utilizado los siguientes ambios de variable para simpli�ar las

expresiones; q = cs1/cp1, qp = cp2/cp1, qs = cs2/cp1, α = 2 arcsin (q sin θ0),

α1 = 2 arcsin (qp sin θ0), α2 = 2 arcsin (qs sin θ0), β =
√

1− q2 sin2 θ0, β1 =
√

1− q2p sin2 θ0, β2 =
√

1− q2s sin2 θ0.

Rp =
a

b
, (4.63)

en donde

a = −4A0

{

q sin θ0
(

4q2pq
3
s

(

q2s − q2
)

sin5 θ0 + 4q2pqs
(

q2s − q2
)

sin3 θ0×
(

q2s × sin2 θ0 − 1
)

+
(

4q2q2s cos
2 θ0 sinα1 − 4q2q2p cos θ0×

sin θ0 + 2q2s
(

1− 2q2 + 2q2s sin
2 θ0
)

sinα1

)

β2
)

+ 2qqp cosα (2×
qpq

3
s sin

4 θ0 − 2q2qpqs sin
4 θ0 +

(

−qp cos θ0 +
(

1− q2 + q2s +
(

q2−

q2s
)

cos 2θ0
)

β1
)

β2
)

+
1

4
β
(

16q2q3s cos
2 θ0 sin θ0 sinα1 + qs (16×

q2q2s sin
3 θ0 sinα1 + sin θ0

(

−8q4q2p sin 2θ0 + q2p
(

2q2 + q2p − 2q2s
)

(

2q2 − q2s
)

sin 4θ0 + 8
(

1− 2q2
)

q2s sinα1

)

+ 8qp
(

1− 2q2s sin
2 θ0
)

×β1 + 8qs
(

q2 − q2s
)

sin 2θ0 sinα1β2
)

+ 4qp cos θ0
(

qpqs
(

−2q2×
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(

1 + q2p − 3q2s
)

+
(

q2p − 2q2s
) (

q2s − 1
)

−
(

2q2 + q2p − 2q2s
)

cosα2

)

×
sin2 θ0 + qpqs

(

1 + 2q2 − q2s +
(

q2s − 2q2
)

cos 2θ0 + cosα2

)

×
(

q2p sin
2 θ0 − 1

)

+ 8q2
(

q2s − q2
)

sin2 θ0β1β2
)))}

(4.64)

y

b = −8qqp cosα
{

2q2qpqs sin
2 θ0 − 2qpq

3
s sin

4 θ0 +
(

q2 − q2s − 1+
(

q2s − q2
)

cos 2θ0
)

β1β2
)

+ 16q2qs cos
2 θ0 sin θ0

(

qq2p cosα×
sin θ0 + qs sinα1 (qsβ + qβ2)) + qs

(

4q sin θ0
(

4q2p
(

q2 − q2s
)

×
sin3 θ0 + 8q2pq

2
s

(

q2s − q2
)

sin5 θ0 + 2qs
(

1− 2q2 + q2s − q2s×
cos 2θ0) sinα1β2) + β

(

16q2q2s sin
3 θ0sinα1+sin θ0 (8×

q4q2p sin 2θ0 − q2p
(

2q2 + q2p − 2q2s
) (

2q2 − q2s
)

sin 4θ0 + 8×
(

1− 2q2
)

q2s sinα1

)

+ 8qp
(

1− 2q2s sin
2 θ0
)

β1 + 8qs
(

q2s − q2
)

×
sin 2θ0 sinα1β2)) + 4qp cos θ0

(

2qqp
(

q2 + cosα− q2×
cos 2θ0)β2 +

(

qsqp
(

2q2
(

1 + q2p − 3q2s
)

−
(

q2p − 2q2s
) (

q2s − 1
)

+
(

2q2 + q2p − 2q2s
)

cosα2

)

sin2 θ0 + qpqs
(

1 + 2q2 − q2s +
(

q2s−
2q2
)

cos 2θ0 + cosα2

) (

1− q2p sin2 θ0
)

+ 8q2
(

q2 − q2s
)

×
sin2 θ0β1β2

)}

.

(4.65)

Rs =
c

d
, (4.66)

en donde

c = −8A0

{

−qs cos θ0
(

2q2p sin θ0 + qp
(

8q4qp − qpq2s
(

6 + q2p − 3q2s
)

+

qp
(

2q2q2p + q2pq
2
s − 2q4s

)

cos 2θ0 − q2
(

q3p + 8qpq
2
s + 4qs×

√

2− q2p + q2p cos 2θ0
√

2− q2s + q2s cos 2θ0

))

sin3 θ0 + 2q4p ×

q2s sin
5 θ0 + 2

(

1− 2q2
)

qs sinα1β2 + 4q3s sin
2 θ0 sinα1β2

)

+

β2) + qp
(

qpqs
(

q2q2p + q4s
)

cos 3θ0 sin
3 θ0 + qpqs

((

2q2 − 1
)

×
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(

q2s sin
2 θ0 − 1

)

sin 2θ0 + q4 sin3 2θ0 − q2q2s sin2 θ0 sin 4θ0
)

−
2q2

(

2q2 − 1
)

sin 2θ0β1β2
)

+ 4q2 cos3 θ0
(

−2q2pq3s sin3 θ0 − q2s×
sinα1β2 + qp sin θ0

(

qpqs + 2q2β1β2
))}

(4.67)

y

d = −8qqp cosα
{

2q2qpqs sin
2 θ0 − 2qpq

3
s sin

4 θ0 +
(

q2 − q2s − 1
(

q2s−
q2
)

cos 2θ0
)

β1β2
)

+ 16q2qs cos
2 θ0 sin θ0

(

qq2p cosα sin θ0+

qs sinα1 (qsβ + qβ2)) + qs
(

4q sin θ0
(

4q2p
(

q2 − q2s
)

sin3 θ0+

8q2pq
2
s

(

q2s − q2
)

sin5 θ0 + 2qs
(

1− 2q2 + q2s − q2s cos 2θ0
)

sinα1 ×
β2) + β

(

16q2q2s sin
3 θ0 sinα1 + sin θ0

(

8q4q2p sin 2θ0 − q2p×
(

2q2 + q2p − 2q2s
) (

2q2 − q2s
)

sin 4θ0 + 8
(

1− 2q2
)

q2s sinα1

)

+ 8qp ×
(

1− 2q2s sin
2 θ0
)

β1 + 8qs
(

q2s − q2
)

sin 2θ0 sinα1β2
))

+ 4qp ×
cos θ0

(

2qqp
(

q2 + cosα− q2 cos 2θ0
)

β +
(

qpqs
(

2q2
(

1 + q2p−
3q2s
)

−
(

q2p − 2q2s
) (

q2s − 1
)

+
(

2q2 + q2p − 2q2s
)

cosα2

)

sin2 θ0 +

qpqs
(

1 + 2q2 − q2s +
(

q2s − 2q2
)

cos 2θ0 + cosα2

) (

1− q2p×
sin2 θ0

)

+ 8q2
(

q2 − q2s
)

sin2 θ0β1β2
)}

.

(4.68)

Tp =
e

f
, (4.69)

en donde

e = 16A0qp
{

q2 sin θ0 sin 2θ0 (qsβ + qβ2) + 2q2 cos3 θ0 (qsβ (1 + 2×
(

q2 − q2s
)

sin2 θ0
)

+ q cosαβ2 + 2q3 sin2 θ0β2
)

+ cos θ0

(

1

2
×

qsβ
(

2− 2q2 − q4 − 2q2s + q2q2s − 2
(

q2 − q2s
)

cos 2θ0 + q2
(

q2 − q2s
)

× cos 4θ0)− q cosα
(

2q2 − q2s − 1 + q2s cos 2θ0
)

β2 + 4q3 ×
sin2 θ0

(

q2s sin
2 θ0 − q2

)

β2
}
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(4.70)

y

f = −8qqp cosα
{

2q2qpqs sin
2 θ0 − 2qpq

3
s sin

4 θ0 +
(

q2 − q2s − 1+
(

q2s − q2
)

cos 2θ0
)

β1β2
)

+ 16q2qs cos
2 θ0 sin θ0

(

qq2p cosα×
sin θ0 + qs sinα1 (qsβ + qβ2)) + qs

(

4q sin θ0
(

4q2p
(

q2 − q2s
)

×
sin3 θ0 + 8q2pq

2
s

(

q2s − q2
)

sin5 θ0 + 2qs
(

1− 2q2 + q2s − q2s×
cos 2θ0) sinα1β2) + β

(

16q2q2s sin
3 θ0 sinα1 + sin θ0 (8×

q4q2p sin 2θ0 − q2p
(

2q2 − q2p − 2q2s
) (

2q2 − q2s
)

sin 4θ0 + 8 (1− 2×
q2
)

q2s sinα1

)

+ 8qp
(

1− 2q2s sin
2 θ0
)

β1 + 8qs
(

q2s − q2
)

sin 2θ0

× sinα1β2)) + 4qp cos θ0
(

2qqp
(

q2 + cosα− q2 cos 2θ0
)

β2+

β
(

qpqs
(

2q2
(

1 + q2p − 3q2s
)

−
(

q2p − 2q2s
) (

q2s − 1
)

+
(

2q2 + q2p − 2×
q2s
)

cosα2

)

sin2 θ0 + qpqs
(

1 + 2q2 − q2s +
(

q2s − 2q2
)

cos 2θ0+

cosα2)
(

1− q2p sin2 θ0
)

+ 8q2
(

q2 − q2s
)

sin2 θ0β1β2
))}

.

(4.71)

Ts =
g

h
, (4.72)

en donde

g = 4A0

{

qqp sin 2θ0
(

−2qp cosα
(

2q2 − q2s + q2s cos 2θ0
)

+ 2q4qp×
sin2 θ0 + 4q

(

1− 2q2
)

ββ1
)

+ 8q2qp cos
3 θ0 sin θ0 (qqp cosα

+2
(

q2s − q2
)

ββ1

)

− 4 cos θ0
(

−4q3q2pq2s sin5 θ0 +
(

2q2 − 1
)

q2s×
β sinα1 − 2q2q2sβ sin

2 θ0 sinα1 + 4q4qp sin
3 θ0 (qqp + ββ1)

)}

(4.73)

y

h = −8qqp cosα
{

2q2qpqs sin
2 θ0 − 2qpq

3
s sin

4 θ0 +
(

q2 − q2s − 1+
(

q2s − q2
)

cos 2θ0
)

β1β2
)

+ 16q2qs cos
2 θ0 sin θ0

(

qq2p cosα×
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sin θ0 + qs sinα1 (qsβ + qβ2)) + qs
(

4q sin θ0
(

4q2p
(

q2 − q2s
)

×
sin3 θ0 + 8q2pq

2
s

(

q2s − q2
)

sin5 θ0 + 2qs
(

1− 2q2 + q2s − q2s×
cos 2θ0) sinα1β2) + β

(

16q2q2s sin
3 θ0 sinα1 + sin θ0 (8×

q4q2p sin 2θ0 − q2p
(

2q2 + q2p − 2q2s
)

sin 4θ0 + 8
(

1− 2q2
)

q2s ×
sinα1) + 8qp

(

1− 2q2s sin
2 θ0
)

β1 + 8qs
(

q2s − q2
)

sin 2θ0 ×
sinα1β2)) + 4qp cos θ0

(

2qqp
(

q2 + cosα− q2 cos 2θ0
)

β2

+β
(

qpqs
(

2q2
(

1 + q2p − 3q2s
)

−
(

q2p − 2q2s
) (

q2s − 1
)

+
(

2q2 + q2p−
2q2s
)

cosα2

)

sin2 θ0 + qpqs
(

1 + 2q2 − q2s +
(

q2s − 2q2
)

cos 2θ0

+cosα2)
(

1− q2p sin2 θ0
)

+ 8q2
(

q2 − q2s
)

sin2 θ0β1β2
)}

(4.74)

A partir de los oe�ientes anteriores se gra�an las amplitudes de las ondas

re�ejadas y transmitidas en funión del ángulo de inidenia. Esto se observa

en la Grá�a 3.



Apéndie B

Al tomar la matriz P⊥, euaión (4.58) y alulando el det (P⊥ − lI) = 0
se obtienen los valores propios asoiados a esta matriz. Si ahora se toma por

separado ada valor propio y se resuelve (P⊥ − λI) · x̄ = 0 entones se obtiene el
vetor propio asoiado a diho valor. En seguida se muestran las omponentes

de ada uno de los vetores propios. Se denotará omo Φi
(i = 1, 2, ..., 6) al

vetor propio orrespondiente y omo Φi
j (i, j = 1, 2, ..., 6) a las omponentes de

diho vetor.

Φ1
vetor propio asoiado a ω̃1

Φ1 =

















Φ1
1

Φ1
2

Φ1
3

Φ1
4

Φ1
5

Φ1
6

















(4.75)

en donde

Φ1
1 = − 1

g1

[

ω̃5
1 − ib2ω̃2

1qω
2ρ+ ig3qω

4ρ2 + ω̃3
1

(

−q2 + (b4 + b6)ω
2ρ
)

− ω̃1×

ω2ρ
(

b25ω
2ρ+ b6

(

q2 − b4ω2ρ
))]

Φ1
2 = − i

g1

[

ω̃4
1q + ib2ω̃

3
1ω

2ρ− g4qω2ρ− ig3ω̃1ω
4ρ2 − ω̃2

1q
(

q2 + (b4 − b6)×

ω2ρ
)]
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Φ1
3 = 1

Φ1
4 = − i

g2

[

ω̃4
1 + g4ω

2ρ+ ω̃2
1

(

q2 + (b4 + b6)ω
2ρ
)]

Φ1
5 =

1

g2

[

2ω̃3
1q + ib2ω̃

2
1ω

2ρ+ 2b6ω̃1qω
2 − ig3ω4ρ2

]

Φ1
6 =

iω2ρ

ω̃1
.

Φ2
vetor propio asoiado a ω̃2

Φ2 =

















Φ2
1

Φ2
2

Φ2
3

Φ2
4

Φ2
5

Φ2
6

















(4.76)

en donde

Φ2
1 = − 1

g5

[

ω̃5
2 − ib2ω̃2

2qω
2ρ+ ig3qω

4ρ2 + ω̃3
2

(

−q2 + (b4 + b6)ω
2ρ
)

− ω̃2×

ω2ρ
(

b25ω
2ρ+ b6

(

q2 − b4ω2ρ
))]

Φ2
2 = − i

g5

[

ω̃4
2q + ib2ω̃

3
2ω

2ρ− g4qω2ρ− ig3ω̃2ω
4ρ2 − ω̃2

2q
(

q2 + (b4 − b6)×

ω2ρ
)]

Φ2
3 = 1
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Φ2
4 = − i

g6

[

ω̃4
2 + g4ω

2ρ+ ω̃2
2

(

q2 + (b4 + b6)ω
2ρ
)]

Φ2
5 =

1

g6

[

2ω̃3
2q + ib2ω̃

2
2ω

2ρ+ 2b6ω̃2qω
2 − ig3ω4ρ2

]

Φ2
6 =

iω2ρ

ω̃2
.

Φ3
vetor propio asoiado a ω̃3

Φ3 =

















Φ3
1

Φ3
2

Φ3
3

Φ3
4

Φ3
5

Φ3
6

















(4.77)

en donde

Φ3
1 = − 1

g7

[

ω̃5
3 − ib2ω̃2

3qω
2ρ+ ig3qω

4ρ2 + ω̃3
3

(

−q2 + (b4 + b6)ω
2ρ
)

− ω̃3×

ω2ρ
(

b25ω
2ρ+ b6

(

q2 − b4ω2ρ
))]

Φ3
2 = − i

g7

[

ω̃4
3q + ib2ω̃

3
3ω

2ρ− g4qω2ρ− ig3ω̃3ω
4ρ2 − ω̃2

3q
(

q2 + (b4 − b6)×

ω2ρ
)]

Φ3
3 = 1

Φ3
4 = − i

g8

[

ω̃4
3 + g4ω

2ρ+ ω̃2
3

(

q2 + (b4 + b6)ω
2ρ
)]
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Φ3
5 =

1

g8

[

2ω̃3
3q + ib2ω̃

2
3ω

2ρ+ 2b6ω̃3qω
2 − ig3ω4ρ2

]

Φ3
6 =

iω2ρ

ω̃3
.

Φ4
vetor propio asoiado a −ω̃1

Φ4 =

















Φ4
1

Φ4
2

Φ4
3

Φ4
4

Φ4
5

Φ4
6

















(4.78)

en donde

Φ4
1 = − 1

g9

[

ω̃5
1 + ib2ω̃

2
1qω

2ρ− ig3qω4ρ2 + ω̃3
1

(

−q2 + (b4 + b6)ω
2ρ
)

− ω̃1×

ω2ρ
(

b25ω
2ρ+ b6

(

q2 − b4ω2ρ
))]

Φ4
2 =

i

g9

[

ω̃4
1q − ib2ω̃3

1ω
2ρ− g4qω2ρ+ ig3ω̃1ω

4ρ2 − ω̃2
1q
(

q2 + (b4 − b6)×

ω2ρ
)]

Φ4
3 = 1

Φ4
4 =

i

g10

[

ω̃4
1 + g4ω

2ρ+ ω̃2
1

(

q2 + (b4 + b6)ω
2ρ
)]

Φ4
5 =

1

g10

[

2ω̃3
1q − ib2ω̃2

1ω
2ρ+ 2b6ω̃1qω

2 + ig3ω
4ρ2
]
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Φ4
6 = − iω

2ρ

ω̃1
.

Φ5
vetor propio asoiado a −ω̃2

Φ5 =

















Φ5
1

Φ5
2

Φ5
3

Φ5
4

Φ5
5

Φ5
6

















(4.79)

en donde

Φ5
1 = − 1

g11

[

ω̃5
2 + ib2ω̃

2
2qω

2ρ− ig3qω4ρ2 + ω̃3
2

(

−q2 + (b4 + b6)ω
2ρ
)

− ω̃2×

ω2ρ
(

b25ω
2ρ+ b6

(

q2 − b4ω2ρ
))]

Φ5
2 =

i

g11

[

ω̃4
2q − ib2ω̃3

2ω
2ρ− g4qω2ρ+ ig3ω̃2ω

4ρ2 − ω̃2
2q
(

q2 + (b4 − b6)×

ω2ρ
)]

Φ5
3 = 1

Φ5
4 =

i

g12

[

ω̃4
2 + g4ω

2ρ+ ω̃2
2

(

q2 + (b4 + b6)ω
2ρ
)]

Φ5
5 =

1

g12

[

2ω̃3
2q − ib2ω̃2

2ω
2ρ+ 2b6ω̃2qω

2 + ig3ω
4ρ2
]

Φ4
6 = − iω

2ρ

ω̃2
.



APÉNDICE B 80

Φ6
vetor propio asoiado a −ω̃3

Φ6 =

















Φ6
1

Φ6
2

Φ6
3

Φ6
4

Φ6
5

Φ6
6

















(4.80)

en donde

Φ6
1 = − 1

g13

[

ω̃5
3 + ib2ω̃

2
3qω

2ρ− ig3qω4ρ2 + ω̃3
3

(

−q2 + (b4 + b6)ω
2ρ
)

− ω̃3×

ω2ρ
(

b25ω
2ρ+ b6

(

q2 − b4ω2ρ
))]

Φ6
2 =

i

g13

[

ω̃4
3q − ib2ω̃3

3ω
2ρ− g4qω2ρ+ ig3ω̃3ω

4ρ2 − ω̃2
3q
(

q2 + (b4 − b6)×

ω2ρ
)]

Φ6
3 = 1

Φ6
4 =

i

g14

[

ω̃4
3 + g4ω

2ρ+ ω̃2
3

(

q2 + (b4 + b6)ω
2ρ
)]

Φ6
5 =

1

g14

[

2ω̃3
3q − ib2ω̃2

3ω
2ρ+ 2b6ω̃3qω

2 + ig3ω
4ρ2
]

Φ6
6 = − iω

2ρ

ω̃3
.

on

g1 = ω̃1ω
2ρ
[

b5
(

2iω̃1q − b2ω2ρ
)

+ b3
(

ω̃2
1 + q2 + b4ω

2ρ
)]
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g2 = ω̃1

[

b5
(

2iω̃1q − b2ω2ρ
)

+ b3
(

ω̃2
1 + q2 + b4ω

2ρ
)]

g3 = (b3b5 − b2b6)

g4 =
[

−b25ω2ρ+ b6
(

q2 + b4ω
2ρ
)]

g5 = ω̃2ω
2ρ
[

b5
(

2iω̃2q − b2ω2ρ
)

+ b3
(

ω̃2
2 + q2 + b4ω

2ρ
)]

g6 = ω̃2

[

b5
(

2iω̃2q − b2ω2ρ
)

+ b3
(

ω̃2
2 + q2 + b4ω

2ρ
)]

g7 = ω̃3ω
2ρ
[

b5
(

2iω̃3q − b2ω2ρ
)

+ b3
(

ω̃2
3 + q2 + b4ω

2ρ
)]

g8 = ω̃3

[

b5
(

2iω̃3q − b2ω2ρ
)

+ b3
(

ω̃2
3 + q2 + b4ω

2ρ
)]

g9 = ω̃1ω
2ρ
[

b5
(

−2iω̃1q − b2ω2ρ
)

+ b3
(

ω̃2
1 + q2 + b4ω

2ρ
)]

g10 = ω̃1

[

b5
(

−2iω̃1q − b2ω2ρ
)

+ b3
(

ω̃2
1 + q2 + b4ω

2ρ
)]

g11 = ω̃2ω
2ρ
[

b5
(

−2iω̃2q − b2ω2ρ
)

+ b3
(

ω̃2
2 + q2 + b4ω

2ρ
)]

g12 = ω̃2

[

b5
(

−2iω̃2q − b2ω2ρ
)

+ b3
(

ω̃2
2 + q2 + b4ω

2ρ
)]

g13 = ω̃3ω
2ρ
[

b5
(

−2iω̃3q − b2ω2ρ
)

+ b3
(

ω̃2
3 + q2 + b4ω

2ρ
)]

g14 = ω̃3

[

b5
(

−2iω̃3q − b2ω2ρ
)

+ b3
(

ω̃2
3 + q2 + b4ω

2ρ
)]
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