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Introduccion

Uno de los objetivos mas importantes de la logica es caracterizar la relacion de
consecuencia entre las premisas y la conclusién de un argumento. Suele considerarse
que una tarea importante en la légica es evaluar argumentos, con el fin de saber si
estos son “logicamente” correctos o no, es decir, si las premisas pueden dar un apoyo
adecuado a la conclusién, o no. Es por esto que es de suma importancia caracterizar
la relacién de consecuencia, pues la relacién de consecuencia es un criterio necesario
y suficiente para que un argumento sea correcto; si las premisas de un argumento
ofrecen un apoyo adecuado a la conclusion, entonces parece obvio que dicho argu-
mento es un argumento correcto. Simplemente, el tener una caracterizacién adecuada
de la relacion de consecuencia nos permite distinguir entre cudles argumentos son
légicamente correctos y cudles otros no lo son.

Partiendo de esto, se presentan las cuestiones de como garantizamos que una
caracterizacion de la relacion de consecuencia es adecuada y qué requisitos debe
satisfacer una caracterizacion de la relacién de consecuencia légica Es comin con-
siderar que contamos con una nocién intuitiva o pretecrica de consecuencia logica.
Consideremos los siguientes argumentos:

(1) Si los filésofos son perezosos, no existe justificacién alguna para su practica.
Sabemos que los filésofos son perezosos. Por lo tanto, no existe justificacion
para la practica del filésofo.

(2) Existen filésofos perezosos que no saben légica. Por lo tanto, existen filésofos
perezosos que son incompetentes.

Solemos considerar pretedricamente o intuitivamente (a partir de ahora, usaré
principalmente el término ‘pretedrico’) que (1) es un argumento correcto mientras
que (2) no lo es. Parece que no necesitamos apelar a propiedades relativas a una teoria
l6gica particular de la nociéon de consecuencia logica para evaluar estos argumentos
de esta manera. Una forma de considerar que una caracterizacion de consecuencia
logica es adecuada es afirmando que evalia a todos los argumentos pretedricamen-
te correctos como tales, y como incorrectos a los que no lo son; es decir, que si
tenemos un argumento pretedricamente correcto, nuestra caracterizacion de con-
secuencia légica lo evaluard como un argumento correcto, y si nuestro argumento
es pretedricamente incorrecto, nuestra caracterizacion lo evaluard como incorrecto.
Para mayor simplicidad, determina como argumento correcto inicamente y exclu-
sivamente a los argumentos pretedricamente correctos. Si esto es asi, decimos que
nuestra caracterizacion de consecuencia légica es extensionalmente adecuada:

VII



VIII Introduccion

(EXT) Una caracterizacién de la relacién de consecuencia logica es extensional-
mente adecuada si evalia como argumentos correctos tnica y exclusivamente
aquellos argumentos pretedricamente correctos

En contraste con esta nocién de adecuacion, podemos no poner tanta atencién
en cuales son los argumentos evaluados como correctos, sino en las propiedades de la
nocion de consecuencia logica. Intuitivamente, cuando comparamos los argumentos
(1) v (2), podemos notar que (1) parece tener ciertas caracteristicas que (2) no
tiene. Una forma, diferente a la anterior, de considerar una que caracterizacion de
consecuencia es adecuada es garantizando que rescata las propiedades de la relacion
de consecuencia.

(INT) Una caracterizacién de la relacién de consecuencia es intensionalmente ade-
cuada si rescata las propiedades de la relacién pretedrica de consecuencia logica

Se podria pensar que si una caracterizacién de consecuencia satisface (INT), debe
satisfacer (EXT). Supongamos que postulamos una caracterizacién de consecuencia
légica, C, tal que satisface (INT) pero no (EXT). Es decir, hay al menos un argumen-
to, digamos A, que tiene todas las propiedades que consideramos que la relacién de
consecuencia logica satisface pero que no es un caso de argumento pretedricamente
correcto. En este caso, parece natural considerar que si A no es efectivamente un
caso de argumento correcto, debe de ser asi porque no satisface alguna de las propie-
dades de la relacién de consecuencia logica, por lo cual, nuestra teoria C, en realidad
no cumpliria con (INT). Por supuesto, la conversa intuitivamente no se sostiene, es
decir, si C satisficiera (EXT), no necesariamente satisface (INT), pues puede evaluar
todos sus argumentos pretedricamente correctos como correctos, por algun tipo de
casualidad y por algiin aspecto poco relevante para la nocién de consecuencia logica.
Asi pues, es perfectamente posible que una teoria no cumpla con (INT) pero si con
(EXT).!

Alfred Tarski en (Tarski 1936) presenté una caracterizacién de la relacién de con-
secuencia légica que presuntamente rescata las propiedades que pretedricamente se
le atribuye a esta relacion, apelando a nociones semanticas de los lenguajes formales.
La teorfa tarskiana de consecuencia légica (CLT) es como sigue:

ea L un lenguaje cualquiera. Primero, debemos sustituir todas las cons-
CLT) Sea L lenguaj lqui Pri deb tituir todas 1
tantes extra-logicas de las oraciones de L por variables de la correspondiente

No considero que el hecho de que una teorfa cumpla con (EXT) pero no con (INT) sea nece-
sariamente negativo. Creo muy plausible que existan contextos en los cuales las propiedades de la
relacién de consecuencia sean irrelevantes para la préctica. En concreto, Etchemendy (1990, cap.
8) argumenta que la definicién tarskiana de consecuencia légica cumple (EXT) para el caso de los
lenguaje de primer orden por hechos extralégicos y que la defincién tarskiana no cumple (INT). Sin
embargo, creo que el hecho de que la definicién tarskian no cumpla (INT) (suponiendo que Etche-
mendy tenga razén) no significa que la definicién tarskiana no sea til. Es posible que busquemos
evaluar el valor de verdad de la oracién G de Godel en la aritmética de Peano (PA). Intuitivamente,
G es consecuencia légica de PA, y podemos verificar que la defincién tarskiana de consecuencia
l6gica la evalia de esta manera. Me parece que no se rechazaria el uso de la definicién tarskiana,
pues en este caso, el interés principal es mostrar formalmente que la oracién G es consecuencia
l6gica de PA, lo cual es posible hacer mediante la definicién tarskiana.
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categoria sintactica, obteniendo un conjunto L’ de funciones oracionales. Sea
X un elemento de L’ y K una clase de oraciones que pertenecen a L’.

Decimos que X es una consecuencia légica de K si y solo si todos los modelos
de las oraciones de K son modelos de X (Tarski 1936: 417)?

Es facil ver como esta propuesta da una caracterizacién de la nocion de verdad
l6gica, como una instancia de la relacién de consecuencia logica. Simplemente, se
considera que las verdades logicas son aquellas que son verdaderas en todos los
modelos. En este caso, las verdades logicas serdn consecuencias logicas de la clase
vacia de enunciados, es decir, donde K es vacio. Tradicionalmente, se ha considerado
que (CLT) es adecuada intensionalmente, es decir, que cumple con (INT), y de la
misma forma que cumple con (EXT), por lo mencionado en el parrafo anterior.

Como mencionamos, Tarski hace uso de ciertas propiedades semanticas para
postular su caracterizacién de la relacion de consecuencia logica. Estas nociones
incluyen las nociones de verdad, satisfaccion y modelo, y fueron definidas por Tarski
en (Tarski 1931). En particular, la nocién de modelo, que es la que Tarski utiliza
explicitamente en su caracterizacion, esta definida a partir de las anteriores: para
una oracién ¢, M es un modelo de ¢ si ¢ es verdadera en M, donde verdad se define
en términos de la definicién de satisfaccion. Tradicionalmente, se ha considerado que
los modelos de un lenguaje formal pueden ser entendidos como conjuntos. Esto es,
que los modelos y las interpretaciones de un lenguaje formal pueden ser entendidos
como objetos de la Teorfa de Conjuntos.® Igualmente, se ha considerado que la
nocion de verdad para un lenguaje formal puede ser definida dentro de la Teoria
de Conjuntos. En breve, las definiciones semanticas de Tarski se han presentado
tradicionalmente dentro del lenguaje de la Teoria de Conjuntos, en consecuencia,
la definicién de consecuencia légica para un sistema légico se ha dado en términos
de ésta. En realidad, es bastante simple la transformacion: si consideramos que los
modelos de un lenguaje formal son conjuntos, nuestra caracterizacion se parafrasea
en:

(CLTC) Decimos que X es una consecuencia ldgica de K si y solo si todos las
estructuras conjuntistas que satisfacen a las oraciones de K son estructuras
conjuntistas que satisfacen a X.

Es bastante claro que con este ajuste también es posible dar cuenta de la nociéon
de verdad logica. Las verdades logicas seran aquellas que sean verdaderas en toda
estructura conjuntista.

Ahora bien, es posible preguntarse si efectivamente (CLT) es adecuada, en par-
ticular, si es adecuada extensionalmente (si satisface (EXT)). John Etchemendy ha

2Esta traduccién es propia. En este trabajo, gran parte de los textos a los cuales refiero son
textos en inglés, por lo cual, (y por motivos de simplicidad y brevedad) deberd asumirse que todas
las traducciones de fragmentos de textos en inglés son propias, y se invita al lector a confrontar
con los textos originales. Indicaré mediante una nota al pie de pagina si algtin énfasis incluido en
una cita textual es propia o del autor.

3La teorfa de conjuntos que usaré en este trabajo es la axiomatizacién de Zermelo-Fraenkel-
Axioma de eleccién, generalmente conocida como ZFC. Regularmente me referiré explicitamente a
esta teoria, aunque en caso contrario se debe considerar que me refiero a ésta, y no a alguna otra
axiomatizacién. Puede verse un desarrollo de esta teoria en el Apéndice.
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argumentado en contra de (TLC). En (Etchemendy, 1990), Etchemendy realizé una
serie de criticas a la teoria tarskiana de consecuencia, defendiendo que no cumple
(INT) ni (EXT). En su libro, Etchemendy defendié primeramente que la teorfa de
consecuencia logica dada por Tarski era incorrecta en el sentido de que no resca-
taba las propiedades de la relacién pretedrica de consecuencia logica, es decir, que
(CLT) no era adecuada intensionalmente. A partir de esto, Etchemendy concluye
que no se puede asegurar que la teoria sea adecuada extensionalmente. De hecho,
en un segundo punto, Etchemendy presenté y defendié una serie de contraejemplos
a (EXT) para la definicién de consecuencia légica tarskiana. La conclusién princi-
pal de Etchemendy es que (CLT) no es una buena caracterizacién de la nocién de
consecuencia logica. En la literatura contemporanea se han presentado varias res-
puestas a los argumentos de Etchemendy (véanse por ejemplo, Ray (1996), Sher
(1996) y Gémez Torrente (1996, 1998, 1998/99, 2000a, 2008a, 2009). Por otro lado,
algunos han defendido posturas similares a las de Etchemendy, tales como Bates
(1999), Mancosu (2010) y Garcia Carpintero (2003). El propio Etchemendy respon-
de a algunas criticas en Etchemendy (2008). Hay una gran discusién respecto a las
criticas expuestas por Etchemendy, y a partir de su trabajo se han planteado varias
objeciones a (CLT). En este trabajo no trataré de ofrecer nuevas respuestas a las
criticas de Etchemendy, sin embargo, vale la pena notar que en la literatura reciente,
la adecuacién de (CLT) ha sido puesta a prueba constantemente.

Por otra parte, Kreisel (1967: 152) presenté un principio informal que afirma
precisamente la adecuacion extensional de (CLT) (para el caso de las verdades 16gi-
cas) y un pequeno argumento que pretende garantizar su verdad, al menos para los
lenguajes de primer orden.? En realidad el argumento de Kreisel estd planteado para
la caracterizacién (CLTC), mds que para (CLT).> El argumento es muy sencillo y
para explicarlo hay que introducir tres predicados. Sea o' donde a es una oracién
e 1 es el orden de cuantificacién del lenguaje en que esta expresada la oracién, por
ejemplo, o' indica que la oracién estd expresada en un lenguaje de primer orden.
Definimos los siguientes predicados:

» Val(a') es la afirmacién de que « es intuitivamente valida (o bien, que es
verdadera bajo cualquier interpretacion)

= V(a?) es la afirmacién de que « es verdadera en cualquier interpretaciéon cuyo
dominio es un conjunto (o bien, que « es una verdad légica tarskiana en el

sentido (CLTC))

4La principal caracteristica de los lenguajes de primer orden es que el rango de sus variables
son unicamente los objetos del dominio de cuantificaciéon. En contraste, los lenguajes de segundo
orden contienen, ademads de las variables de primer orden, incluyen variables cuyo rango no son los
objetos del dominio, sino las propiedades (o subconjuntos) de los objetos del dominio.

5La diferencia entre ambas nociones es mds problemética de lo que parece. En (Gémez Torrente
2000a) se argumenta que (CLT) satisface la condicién F presentada por Tarski: “Si, en las oraciones
de una clase K y en una oraciéon X, las constantes — aparte de las constantes puramente logicas
— son remplazadas por cualesquiera otras constantes [...], y si denotamos la clase obtenida de K
como 'K”, y la oracién obtenida de X como ‘X”, entonces la oracion X’ debe ser verdadera con la
unica condicién de que todas las oraciones de la clase K’ son verdaderas” (Tarski 1936: 415). Asi
mismo, se argumenta también que (CLT) cumple otra nocién menos fuerte de formalidad (la que
llamaré (Form) en el capitulo 2), sin embargo, (CLTC) sélo satisface ésta tiltima. En este trabajo
me concentraré en (CLTC).
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» D(a') es significa que a es demostrable en una sistema formal adecuado de
reglas de inferencia.

El Principio de Kreisel (PK) es la afirmacién de que el conjunto de verdades
légicas intuitivas y el conjunto de verdades logicas tarskianas son coextensivos:

(PK) ViVa(Val(a?) <3V(a'))

Otra forma de entender esto es que la formula anterior significa que las oraciones
que son verdades légicas segiin (CLTC) son tnica y exclusivamente las oraciones que
efectivamente son verdades logicas. El argumento que Kreisel presenta para mostrar
que Va(Val(al) +3V(al)) es el caso (es decir, que (PK) se sostiene en primer orden)
es el siguiente:

(P1) ViVa(Val(a') =V (a")) [esto se acepta “cuando uno toma como garantia que
la l6gica se aplica a estructuras matematicas” (cf. Kreisel 1967: 154)

(P2) ViVa(D(a') —Val(a?)) [se sostiene pues “uno reconoce la validez de las reglas
de Frege” (cf. Kreisel 1967: 153)]

(P3) Va(V(a!') =»D(a'))[Teorema de complecién para la 16gica de primer orden]

Es facil ver que a partir de estas premisas se concluye que el Principio de Kreisel
para el caso de la légica de primer orden es el caso:

(PK1) Va(Val(a!) <+V(al))

Vale la pena mencionar que este argumento ha traido algunas reacciones sobre su
correccién o legitimidad. No es generalmente aceptado, ni tampoco es claro que se
sostenga una justificacién uniforme para las premisas. De hecho, se han presentado
versiones de este argumento con premisas diferentes entre ellos y con respecto al
original. Actualmente, se pueden revisar estas diferentes versiones en Etchemendy
(1990), Gémez Torrente (1998/1999, 2000b, 2008b), Shapiro (1987, 1991), Smith
(2011, 2013) y Griffiths (2014).

Por supuesto, a excepcién de (P3), que es un teorema formal, Kreisel ofrece
justificaciones filoséficas a sus premisas. Después de sus respectivas justificaciones,
es facil ver que en efecto se puede concluir que Va(Val(a') +3V(a')) es el caso (cf.,
Kreisel 1967: 154). Sin embargo, es importante notar que, dado que el argumento
apela al teorema de complecién para la légica de primer orden, este argumento no se
puede usar para demostrar que (PK) se cumple para la légica de segundo orden (ni de
ningun lenguaje de orden superior), ya que no cumple con el teorema de complecion.
Kreisel afirma que no se puede utilizar la prueba anterior para demostrar que (PK)
se sostiene para el caso de segundo orden, pero que se debe esperar una (cf. Kreisel
1967: 157).

El argumento de Kreisel no proporciona una justificaciéon de (PK) para el caso
de la logica de segundo orden, lo cual no es un problema menor. Shapiro plantea el
problema de manera bastante clara:
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Supongamos, sin embargo, que el principio de Kreisel no se sostiene
para el lenguaje en consideracion. Esto es, asumamos que hay una
oracion que es verdadera bajo toda interpretacion conjuntista, pero
que es falsa en alguna otra interpretacién (digamos una interpretacién
cuyo dominio es una clase). Entonces la semantica formal implica que
esta oracion es una verdad logica, pero que es incorrecta. En otras
palabras, nuestro uso de la jerarquia acumulativa como parte esencial
de la semantica para los lenguajes formales presupone que para cual-
quier tipo de interpretacién, hay una interpretacién conjuntista que
es equivalente a ella (en algin sentido apropiado de “equivalente”).
Esto es, en efecto, el principio de Kreisel. Asi, la plausibilidad de la
semantica estdndar estd en juego aqui (Shapiro 1987: 310)

En caso de ser falso el principio de Kreisel, seria una muestra de que el uso de
la Teoria de Conjuntos es inadecuado para el caso de la logica de segundo orden.

Ahora bien, existen dentro de la practica matemaética algunos conceptos que son
de suma importancia para ésta; tales como buen orden, finitud, buena fundacion y
clausura minimal. Por ejemplo, la nocién de buen orden es fundamental para pro-
bar y utilizar el principio de induccién sobre los nimeros naturales. Estos conceptos
pueden ser caracterizados de forma adecuada utilizando las herramientas que pro-
porcionan los lenguajes de segundo orden.® Es decir, continuando con el ejemplo
anterior, podemos construir una férmula de segundo orden que sea verdadera de
cierta estructura si y solo si ésta es un buen orden. Sin embargo, no es posible
garantizar que esto es verdad utilizando un lenguaje de primer orden. Igualmente,
la logica de segundo orden es capaz de caracterizar la estructura de los nimeros
naturales y la estructura de los niimeros reales.

Debido a la importancia que estos conceptos tienen dentro de la practica ma-
tematica, son de suma importancia en estudios fundacionales en matematicas. Rea-
lizar estudios fundacionales en matematicas consiste en reconstruir conceptos y es-
tructuras matematicas con el fin de poder garantizar que las teorias matemaéticas
satisfacen ciertas propiedades, por ejemplo, la consistencia.” Asi mismo, se busca
reconstruir las relaciones que pueden existir entre las diferentes teorias matemaéti-
cas. La logica de segundo orden parece ser un buen candidato para realizar estudios
fundacionales en matematicas, dada su capacidad para reconstruir las estructuras
matematicas, asi como para reconstruir conceptos matematicos.

En la l6gica matematica contemporanea, la teoria de consecuencia logica de Tars-
ki es considerada como la teoria mas importante y la mas aceptada dentro de la
comunidad logica. Es rara la ocasion en que un tedrico de la légica utiliza o postu-
la una teoria diferente a la presentada por Tarski en (Tarski 1936) (aunque, como
mencioné mas arriba, no es undnimemente aceptada). La légica estandar de segun-
do orden utiliza la teoria de consecuencia logica tarskiana para definir consecuencia
en este lenguaje. Si el Principio de Kreisel fuese falso, entonces pareceria que no

6Shapiro desarrolla y argumenta cuidadosamente a favor de que estas nociones no pueden ser
correctamente formalizadas con un lenguaje de primer orden, véase (Shapiro 1991, cép.5)

"En (Shapiro 1991), Shapiro defiende que los estudios fundacionales no tienen que consistir en
proporcionar certeza epistémica a las teorias matemaéticas, y que existen otros objetivos que son
independientes a este proyecto.
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podemos probar que las teorias matematicas cumplen con las propiedades que pre-
tendemos que cumplan. Es decir, el hecho de haber probado la equivalencia entre
el principio del buen orden y el principio de induccién, por ejemplo, no seria signi-
ficativo. Esto porque es posible que este resultado sea incorrecto, y la prueba sea
producto de la inadecuacion de la teoria tarskiana de consecuencia. Es por esto que
dar una respuesta afirmativa a la cuestion sobre la verdad del Principio de Kreisel
es de suma importancia, al menos, para poder sostener un proyecto relacionado con
estudios fundacionales.

Mi interés en el presente trabajo es estudiar el Principio de Kreisel para el caso de
la 16gica de segundo orden y me ocuparé para ello de la nocién (CLTC) en lugar de
(CLT). Anteriormente mencioné que este principio afirma la adecuacién extensional
(para el caso de las verdades légicas) de la caracterizacion tarskiana de consecuencia
légica. Es en esta lectura donde (PK) puede garantizarnos que una prueba como
la de la equivalencia entre el principio del buen orden y el principio de induccién
es correcta, en tanto que (CLTC) serfa una buena caracterizaciéon de consecuencia
l6gica para el caso de la logica de segundo orden. En términos de Shapiro, la falsedad
de (PK) implicaria que es posible que una prueba de este tipo no sea suficiente,
pues serfa posible (en principio) que la invalidez de una férmula relevante para la
matematica clasica depende de su falsedad en alguna interpretacién no conjuntista.
Asi, la pregunta que enfrenta mi investigacién es si es posible aceptar el Principio
de Kreisel para el caso de la légica de segundo orden. Defenderé en este trabajo
una respuesta afirmativa a esta pregunta, aunque habra ciertas limitaciones de mis
argumentos que tienen relacién con la distincién entre las nociones de consecuencia
logica v la de wverdad logica. El principal atractivo de abordar la adecuacién de
(CLTC) de esta manera es que (PK) se puede entender de dos formas: como la
afirmacion de que (CLTC) satisface la condiciéon (EXT) y como la afirmacién de
que la Teoria de Conjuntos es una semantica adecuada para el lenguaje de la logica
de segundo orden. Esta ultima lectura es atractiva en tanto que proporciona una
manera de entender el Principio (y el argumento) de Kreisel dentro del marco de
una teoria matematica precisa como ZFC. Sin embargo, la relacién entre estas dos
manera de entender el principio no es obvia.

A partir de estas consideraciones, un anélisis del argumento de Kreisel es necesa-
rio. El argumento proporcionado por Kreisel tiene varios problemas, la gran mayoria
relacionados con la justificacién filoséfica de sus premisas. El objetivo principal de
este analisis es esclarecer el argumento y la pretension de fondo de éste. Asi pues,
trataré de responder a la siguiente pregunta: ;El argumento de Kreisel realmente
establece la adecuacién extensional de (CLTC)? De la misma forma, pretendo ana-
lizar y defender la legitimidad de (PK), como un principio que efectivamente afirma
la adecuacién extensional de (PK). Una manera de responder afirmativamente esta
pregunta y al mismo tiempo garantizar la relacién de este argumento informal con
el marco formal de la teoria de conjuntos es mediante una versién del argumento de
Kreisel expuesto por Shapiro (1987, 1991) y por Gémez Torrente (2000b, 2008b).
En esta version del argumento, tanto Shapiro como Gémez Torrente equiparan el
significado del predicado Val(a’) con una nocién mds precisa como es la de validez
en estructuras cuyo dominio es una clase. En esta version, es bastante sencillo esta-
blecer la conclusién deseada, y a partir de la distincién (formal y precisa) entre clase
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y conjunto®, es posible tener un marco preciso en el cual analizar la cuestién de ZFC.
Sin embargo, esto depende de poder relacionar la nocién informal de consecuencia
légica preteorica (presente en (EXT)) con la nocion de validez en estructuras cuyo
dominio es una clase, lo cual es parte importante del presente trabajo. De hecho, ya
que la correccion de la version de Shapiro depende de esta relacion, los argumentos a
favor de la aceptabilidad de esta relacion son argumentos a favor de que el Principio
de Kreisel exprese la adecuacién extensional de (CLTC). Finalmente, la aceptabili-
dad de esta relacion implica que la version del argumento de Shapiro garantiza la
adecuacién extensional de (CLTC).

La gran ventaja de utilizar esta version del argumento de Kreisel es que el pro-
pio Shapiro demuestra que a partir de esta lectura es posible formalizar distintas
instancias del Principio de Kreisel en el lenguaje de ZFC en segundo orden (ZFC2).
Shapiro posteriormente demuestra que estas formulaciones son equivalentes a for-
mulaciones del Principio de Reflexion para la teoria de conjuntos. El Principio de
Reflexion para la teoria de conjuntos informalmente afirma que si una oracién ¢
en el lenguaje de la ZFC2 es verdadera en el universo conjuntista V' (la jerarquia
acumulativa de la teoria de conjuntos, véase Apendice), existe un modelo cuyo do-
minio es un conjunto donde ¢ es verdadera.? De esta manera, la aceptabilidad del
Principio de Kreisel dependerd de la aceptabilidad del Principio de Reflexién, la
cual defenderé. Para ello, usaré un teorema probado por Peter Koellner (2009) en
el que demuestra que los Principios de Reflexién (para un lenguaje més poderoso
que el de ZFC2) son consistentes. Tanto la prueba de este teorema como las demos-
traciones de Shapiro requeriran de un conocimiento bastante sustancial de teoria de
conjuntos, al punto que me sera imposible exponer todas las nociones conjuntistas
involucradas. Proporcionaré un (muy) breve apéndice con las definiciones y nociones
mas relevantes.

Este trabajo estara divido en cuatro capitulos. En el primer capitulo, realizo una
exposicion de la logica de segundo orden y de su relacién con la légica de primer
orden. El objetivo principal de esta exposicién es esclarecer cudl es la diferencia a
nivel semantico entre ambos lenguajes, ya que, serd relevante para realizar el andlisis
del argumento de Kreisel. En particular, me concentro en hacer lo mas explicito
posible porqué la légica de segundo orden no cumple con el teorema de complecion
mientras que la de primer orden si lo cumple. Debido a esto, es pertinente hacer una
pequena nota acerca de algunas propuestas para proporcionar una semantica de la
l6gica de segundo orden que cumplen con el teorema de complecién. Argumento que
estas propuestas son insatisfactorias para proporcionar una adecuada semantica de la
l6gica de segundo orden. El punto que quiero dejar claro en esta parte es que la logica
de segundo orden es efectivamente incompleta, y no sélo relativo a un tipo especial
de seméantica. Un segundo objetivo de este capitulo es delimitar tanto la notacién
que usaré como ciertos resultados técnicos que usaré, asi como sus demostraciones.

8Dicha distincién se basa en la demostracién en ZFC de que la coleccién de todos los conjuntos
no es un conjunto, por lo cual, se le denomina clase propia.

9No es del todo precisa esta enunciacién del principio. Una versién més precisa serfa la siguiente:
sea ¢ una formula de la Teoria de Conjuntos en segundo orden. Si ¢ es verdadera, existe un modelo
de la forma (V,;, € NV, x V;;) donde ¢ es verdadera. Esta es una versién del principio expuesto por
Rayo y Uzquiano (1999: 3).
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Por ejemplo, la exposicion del método de prueba del teorema de correcciéon tanto
para la logica de primer orden como la de segundo es importante, pues la versién
del argumento de Kreisel de Shapiro apela a una prueba con el mismo método.

En el segundo capitulo, argumento que efectivamente hay una relacion entre la
nocion preteorica de consecuencia légica y la nocion de validez en estructuras cuyo
dominio es una clase. Dicha relacion esta establecida mediante una nocién informal
de consecuencia logica presentada por Shapiro. A través de ella, es posible especificar
mas claramente la nocién de validez en estructuras cuyo dominio es una clase de
tal manera que sera claro que satisface dos propiedades de la nocién pretedrica
de consecuencia logica: la propiedad de formalidad y la propiedad de necesidad.
Retomo estas propiedades del trabajo de Gémez Torrente (2000b) principalmente,
aunque el hecho de que la nocion pretedrica de consecuencia légica cumple con ambas
propiedades se puede encontrar también en (Asmus y Restall 2012). Previamente
a esta argumentacion, valdra la pena explicar con mayor precisiéon qué entiendo
por la nocién preteorica de consecuencia légica. Probablemente, el lector al final
de leer esta seccion le parezca que el término ‘pretedrico’ es inadecuado, en tanto
que la nocién informal de Shapiro (y en general, las consideraciones del capitulo)
estdn cargadas de teoria. La razén de usar el término ‘pretedrico’ no es porque lo
ejemplos o inferencias consideradas no depende de ninguna concepcion particular
sobre la légica, sino que la validez o invalidez de dichas inferencias (aparentemente)
no depende de ninguna teoria semantica, matematica o formal sobre consecuencia
logica. Es decir, la justificacién de su validez no depende de ningin marco formal
de evaluacion. Me parece que no hay una nocién preteorica, informal o intuitiva de
consecuencia légica independiente de cierta concepcién sobre la légica, y creo que
cualquier nocién de este tipo estda expuesta a ser revisada constantemente y que
depende de los intereses del tedrico, al punto de que ciertas consideraciones formales
pueden influir en las inferencias consideradas correctas. Con esto en mente, doy
varios ejemplos de inferencia consideradas pretedricamente validas (desde el punto
de vista de este trabajo), ademads de tres ejemplos de teorias de consecuencia légica
que me parecen relevantes desde esta perspectiva.

En el tercer capitulo, presento un anélisis del argumento de Kreisel asi como las
formulaciones del Principio de Kreisel y las pruebas de Shapiro de la equivalencia
entre estas y los Principios de Reflexién. En este andlisis, me concentro en las difi-
cultades que presentan las justificaciones de las premisas del argumento de Kreisel y
como estas se solucionan considerando la versién del argumento de Shapiro y Gémez
Torrente. Como parte de este andlisis presento una versién més general del Princi-
pio de Kreisel que considere la nocién de consecuencia légica (no sélo el caso de la
nocién de verdad légica como en la versién original), y por qué esto es necesario.
Finalmente, presento las formulaciones del Principio de Kreisel en el lenguaje de
la teoria ZFC2 y su equivalencia a ciertas formulaciones del Principio de Reflexién.
Para ello, expongo la necesidad de extender el lenguaje de ZFC2 a un lenguaje con
la capacidad de codificar distintos conjuntos de formulas. Este capitulo requiere un
conocimiento avanzado de teoria de conjuntos, en particular requiere familiaridad
con las definiciones de cardinales grandes, ZFC. En general, no recomiendo la lectura
de este capitulo ni del siguiente si no se tiene dicho conocimiento, asi que ofrezco
al lector un Apéndice de cardcter con las definiciones necesarias para entender este



XVI Introduccion

trabajo.

En el dltimo capitulo, expondré el teorema de Koellner que muestra la consis-
tencia de los principios de reflexion, y su prueba. En este punto habra un resultado
negativo, pues explico por qué esta prueba no es suficiente para garantizar que los
principios de reflexion que consideran el caso mas general de consecuencia logica son
consistentes. Sin embargo, si garantiza la consistencia para el caso de la nocién de
verdad logica, bajo la presuposicién de un cardinal de Erdos, por lo cual, presentaré
algunas razones para aceptar la existencia de los cardinales de Erdos. Con todo esto
en mente, argumento que es posible aceptar el Principio de Kreisel a partir de que
éste esta justificado, pues el Principio de Reflexién lo estd. Como complemento, ex-
ploro brevemente otras alternativas para justificar el Principio de Reflexion basadas
en cierta analogia que es posible hacer (en principio) entre estos y los principios de
reflexién para la aritmética, basada en la modalizacion de los principios de reflexién.

Hay que mencionar que no pretendo defender ninguna clase de postura con res-
pecto a los estudios fundacionales (bien lo mencioné anteriormente), aunque simpa-
tizo bastante con proyectos como el de Shapiro (1991). Independientemente de esto,
en vista de las observaciones hechas sobre las pruebas referidas, creo que es desea-
ble dar una respuesta positiva a la cuestién de la verdad del Principio de Kreisel,
pues una prueba (adecuada y correcta) de consistencia o de la equivalencia entre
el principio del buen orden y el principio de induccién son deseables. A pesar de
ello, creo que daré buenas razones para aceptar el Principio de Kreisel, y que estas
razones son suficientes para poder argumentar a favor de tesis como la suficiencia de
ZFC para proporcionar una seméanticas adecuada de los lenguajes cuantificacionales
(hablaré de esto al final del trabajo). Igualmente, no pretende abordar con mucho
detalle como la logica de segundo orden rescata ciertas nociones matematicas. Es
importante dejar en claro que tampoco pretendo garantizar que la teoria tarskiana
estd fuera de toda duda; me parece que no es asi. Simplemente creo que la teoria
tarskiana de consecuencia légica cumple con ciertos objetivos de la préactica de la
logica, pues rescata algunas de las propiedades que uno espera de un argumento
l6gicamente correcto.



Capitulo 1

Loégica de Primer Orden y Légica
de Segundo Orden

El argumento de Kreisel ocupa el hecho de que la légica de primer orden cumple
con el teorema de complecion y es por eso que dicho argumento no se puede aplicar
a la logica de segundo orden, pues ésta no cumple dicho teorema. En este capitulo,
expondré un lenguaje de primer orden y una extension de éste de segundo orden; asi
como una semantica para el lenguaje de primer orden y una extension de ésta para
el lenguaje de segundo orden (la que llamaremos semdntica estdndar). Tomando en
cuenta el argumento de Kreisel, el primer objetivo (y objetivo principal) del capitu-
lo es explicar por qué la légica de primer orden cumple el teorema de complecion
mientras que la légica de segundo orden no. Para poder realizar esto de manera sa-
tisfactoria, serd necesario exponer otros teoremas como los teoremas de compacidad
y de Lowenheim-Skolem. Esto permitird entender con mayor precisién cudl es la di-
ferencia entre la légica de primer orden y la de segundo orden. Un segundo objetivo
es clarificar el hecho de la légica de segundo orden no cumple con el teorema de
complecién solo si usamos la semantica estandar. Expondremos dos semanticas mas
para la logica de segundo orden: la semdntica de Henkin y la semdntica de primer
orden. Para estas semanticas es posible demostrar el teorema de complecién. Daré
algunas razones para no adoptar dichas semanticas. Al final, el objetivo del capitulo
sera exponer el contexto en el que entenderé el argumento de Kreisel, lo cual incluye
adoptar una semantica particular.

1.1. Loégica de Primer Orden

En general, un lenguaje de primer orden es uno tal que el rango de sus variables
son los objetos del dominio de una interpretacion del lenguaje. Definiré un lenguaje
de este tipo, L1K=. Este lenguaje esta conformado por un conjunto de simbolos que
constituyen la terminologia légica de nuestro lenguaje:

» Paréntesis: ( , )

= Simbolos de variable de individuo: para cada n, ntimero natural, x, es un
simbolo de variable (en ocasiones, para simplificar utilizaré simplemente z, ¥,
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= Conectivas logicas: D y —
s Simbolo de cuantificador: V

» Simbolo de igualdad: =

Ademas de este conjunto de terminologia légica, incluiremos un conjunto K de
terminologia no légica, constituido de la siguiente formas:

= simbolos de constante: para cada nimero natural n, a, es un simbolo de cons-
tante (en ocasiones, usaré simplemente las letras a, b, c,..., por simplicidad);

» simbolos de predicado: para cada n, m, numeros naturales, P” es un simbo-
lo de predicado (en ocasiones, usaré simplemente las letras P, @, R,..., por
simplicidad);

» simbolos de funcién: para todo nimero natural n y m, f;, es un simbolo de
funcién (en ocasiones usaré simplemente las letras f, g, h,. .., por simplicidad).!

Cada conjunto de simbolos de terminologia no légica puede ser vacio, en nuestro
caso no lo serd e incluird una cantidad numerable de cada tipo de simbolo. En el
caso, de los simbolos de predicado (o funcién), el subindice indica la aridad (o el
numero de argumentos) del simbolo de predicado (o funcién) que se esté consideran-
do, mientras que el superindice indica el nimero de simbolo de predicado (o funcién)
que se esta considerando. Las reglas de formacion (también llamadas operaciones de
formacion o construccion) para dicho lenguaje son las reglas usuales:

Reglas de formacion de términos
1. Las variables y las constantes son términos.

2. Si f es un simbolo de funcién y ¢y,. .. t,, son términos, entonces f7(ty,... tmy)
es un término.

3. Nada mas es término.

Reglas de formacion de formulas
1. Sit; y t, son términos, entonces (t; = t,,) es una férmula.

2. Sity,...,t, son términosy P} es un simbolo de predicado, entonces PP (ty,. .. ,t.,)
es una férmula.

3. Si ¢ y ¢ son férmulas, entonces (¢ D 1) y —p son férmulas.

4. Si ¢ es una formula y x,, es una variable, entonces Vz, ¢ es una férmula.

Tgualmente, tanto en el caso de las letras de predicado y las letras de funciones, omitiré los
subindices y los superindices en caso de que no sean necesarios o en caso de que esté implicito en
el contexto el valor de estos.
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5. Nada maés es formula.

El proceso de formacién de férmulas es un caso del teorema de recursién.? Otra
peculiaridad de la manera en que definimos el lenguaje es que permitimos que existan
formulas del lenguaje que contengan variables libres, es decir, una variable que no
esté cuantificada por ningin cuantificador en una féormula. Llamaré enunciados a
todas las formulas que no tengan variables libres.

El lenguaje que considero no contiene més conectivas logicas que D y neg, y
s6lo contiene un cuantificador: V. Sin embargo, las demds conectivas usuales y el
cuantificador existencial se pueden definir de la manera usual:

Conjuncién (¢ A ) =g —(p D )
Disyuncién (¢ V ¢) =g4er (mp D )

Equivalencia (¢ =) =4f [0 D ¥) A (¥ D ¢)]

Existencial 3z,p =45 ~Vr,—¢

1.1.1. Semantica: verdad y modelos para el lenguaje L1K=

En esta seccién, definiré una coleccion de interpretaciones para el lenguaje L1K=.
Para ello, presupongo un contenido minimo de la teoria de conjuntos. Llamaré a
dichas interpretaciones, estructuras, y su funcién sera determinar qué oraciones de-
beran ser entendidas como verdaderas y que otras como falsas, dependiendo de cada
estructura. Después, de esto, definiré las nociones de satisfaccién, verdad y conse-
cuencia logica.

Una estructura® A es un par (D I*) tal que D* es un conjunto no vacio e I*
es una funcién cuyo dominio es el conjunto K de terminologia no légica que cumple
con las siguientes condiciones:

1. A cada a,, simbolo de constante, I* le asigna un objeto a® € D*

2. A cada P", stmbolo de predicado, I* le asigna P;;Q‘ C D*" (donde D*™ es el
conjunto de todas las m-adas ordenadas de objetos de D¥)

3. A cada f7, sfmbolo de funcién, I* le asigna una operacién f2* : D*" — D*

2Enderton (2004) utiliza operaciones para la construccién de términos y operaciones para la
construccién de férmulas, muy parecidas a las que se acaban de enunciar. Con el uso de esas
operaciones, se puede utilizar de manera muy sencilla el teorema de la recursién para enumerar las
férmulas y los términos del lenguaje.

3Seguiré a Enderton en su nomenclatura y utilizaré el término ‘estructura’ para referirme a
una interpretacion de nuestro lenguaje, por motivos de precision. Cabe mencionar también que las
estructuras son estructuras estrictamente de primer orden. Igualmente, usaré las letras alemanas-
Fraktur (2,2,€,D etc) para referirme a las estructuras del lenguaje. Sin embargo, la definicién de
estructura que usaré es diferente a la usada por Enderton (2004: 122). La razén de esto es que la
definicién de Enderton podria prestarse a considerar a los cuantificadores como terminologia no
l6gica, lo cual, como senale arriba, no hago yo. Sin embargo, ambas definiciones son esencialmente
equivalentes, en tanto que ambas consideran exactamente las mismas estructuras.
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La idea de fondo es que I* asigna un objeto adecuado a cada elemento del
conjunto K de terminologia no légica del lenguaje L1K=, a veces me referiré a este
objeto como el referente de dicho término. Llamaremos a D%, el dominio de 2, y a
I* la funcién de interpretacién de 2.

Ahora definiré qué significarda que una férmula sea verdadera para una estructura
arbitraria. Primero, definiré el concepto de satisfaccion. Sea 2 una estructura y sea
V conjunto de los simbolos de variables de L1K=. Definimos ¥* como el conjunto
de todas las funciones, s: V. — D?.

Intuitivamente, cada funcién s asigna un objeto del dominio de 2l a cada variable
del lenguaje.* Definiremos ahora una extensién s, para cada s € X%, de tal forma
que § proporcione significado a cada término del lenguaje (de la misma manera que
s lo hace para el caso de las variables), de la siguiente forma:

1. §(x,)=s(z,), para cada z,, simbolo de variable
2. 5(an)=s(a¥), para cada a,, stmbolo de constante

3. 5(f7 (L, o tw))=F2" (5(t1),. .. ,5(tm)), para cualesquiera f7, sfmbolo de fun-
cion y cualesquieras ty,. . . ,t,, términos

La extension § es otro caso del teorema de la recursion y es unica para cada s
€ ¥¥. Ahora es posible definir la nocién de satisfaccion.

Sean 2 una estructura, ¢ una férmula de LIK= y una s € £*. Simbolizamos que
2l satisface ¢ con s mediante la siguiente expresién Fy ¢[s]. La definicién es como
sigue:

1. Si ¢ es (t;=ty) entonces F} ¢[s] si y solo si §(t1)=5(t3)

2. Sipes P(ty,... ) entoncesEy @8] si y solo si(s(ty), ..., 5(t,)) € P™

3. Si p es - entonces FY [s]si y solo si By afs]

4. Si g es (a D ) entonces EY o8] siy solo si, o bien, B} a[s], o bien, E} [
5. Si ¢ es Vapa entonces Fy ¢[s] si y solo si, para todo d € D* B} as(zi|d)]

Donde v y f son férmulas de L1K=y s(xx|d) se define de la siguiente manera:

sodd ) ={ *G) 7

d siy=x

Intuitivamente, la clausula 5 afirma que una férmula de la forma Vziya es sa-
tisfecha por una estructura 2l con una funcion s si la férmula « es satisfecha por
todos los objetos del dominio. Definida la nocién de satisfaccion, es posible dar una
definicién de las nociones de verdad y consecuencia logica. Sean ¢ una férmula de
L1K=y 2 una estructura, definimos

4Estas funciones en ocasiones son llamadas también funciones de asignacion, asignaciones o
secuencias de asignacion. En ocasiones usaré esta terminologia para referirme a estas funciones.
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¢ es verdadera en A, (F) ) siy solo si E} ¢[s], para toda s € ¥*

¢ es falsa en AL ©) siy solo si¥) p[s], para toda s € ¥*

2l es modelo de T si y solo si(Fy ¢), para toda ¢ € T’

[ es satisfacible si y solo si(F) ¢), para toda ¢ € ', y para alguna estructura
2A v alguna s € X

donde Gamma es un conjunto de férmulas de L1K=. Sean I' un conjunto de
formulas de L1IK= y ¢ una féormula de L1K=. Recordando la definiciéon de con-
secuencia logica de Tarski, podriamos definir consecuencia légica para LIK= de
manera analoga:

@ es una consecuencia l6gica de I' si y solo si toda estructura 2 que
sea modelo de T" es modelo de {¢}

Esta definicién es equivalente, en el caso de que ¢ y cada ¢ € I' sean enunciados,
a la que serd nuestra definicion de consecuencia légica:

¢ es una consecuencia légica de T (I' E! ) si y solo si, para toda
estructura A y para toda s € ¥¥, si para toda ¢ € ', E} 1[s] entonces,

Fa ¥s]

Es necesario aclarar que, dada la manera en que fue definido lo que es un modelo,
esta definicién no es un caso idéntico de la definicién dada por Tarski (1936).> Sin
embargo, se suele atribuir a Tarski esta definicion en la literatura, pues es analoga
a la definicién de Tarski y utiliza esencialmente las mismas ideas. Siguiendo dicha
practica, sera esta definicién la que estudiaré en el presente trabajo.

Finalmente, definiremos la nocion de verdad légica. Sea ¢ una férmula de L1K=:

¢ es una verdad légica (o vdlida, o universalmente vdlida) ' o siy
solo si FY p[s] para toda 2 y para toda s € X*

Para concluir este apartado, cabe senalar que esta definicién de verdad valida
las definiciones de las conectivas usuales asi como las del cuantificador universal.
[gualmente, es posible definir la nocién de equivalencia l0gica de manera sencilla.

SPara clarificar esto, la nocién de modelo que Tarski consideré en (1936) no consideraba es-
tructuras (o interpretaciones, para ser més preciso) que asignaran significado a la terminologia no
l6gica. De ahi proviene la necesidad de sustituir todas las constantes no logicas por variables del
tipo adecuado. Es por esto que, en la nota 3, mencioné que considero al cuantificador universal
como terminologia légica. Si no fuese asi, el cuantificador universal seria una constante no légica
y podriamos intercambiarlo (en principio) por otra constante del tipo adecuado, lo cual podria
invalidar la regla-w, una de las motivaciones de Tarski para dar su definicion. También se suele
argumentar (por ejemplo, (Etchemendy 1990)) que la definicién de Tarski no consideraba variar
el dominio de cuantificacién si no que consideraba un solo dominio universal, situacién que clara-
mente no sucede en nuestra definicién, pues cada estructura puede tener un dominio diferente. Sin
embargo, Gémez Torrente (1996) defendié la definicién tarskiana mostrando que ambas concepcio-
nes del dominio de cuantificacién son “précticamente” equivalentes y que Tarski estaba al tanto
de esta situacién. Asi que, de momento, dejaremos pasar esta ultima objecion.
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1.1.2. Un sistema deductivo para el lenguaje L1 K=

Ahora daré un sistema deductivo para nuestro lenguaje formal. Regularmente
se utilizan sistemas axiomaticos para facilitar la demostracién de los teoremas de
correccién y complecién. Este sistema deductivo tendrd infinitos axiomas 16gicos® y
solo una regla de inferencia. Primero daré una definicion:

Una féormula ¢ es una generalizacion de v si y solo si para algin n

> 0, las variables x1,...,x, son tales que para la féormula ¢, ¢ =
Vxl, c. l’nw
Azxiomas

l.ad>(BDa)

2. (@>(F>27)>(a>p)>(a>d9))

3. (282> -a) D (=8> a)>p)

4. Yaa D of [donde t se puede sustituir por = en a

7

5. a D Vaa [donde z no ocurre libre en o]
6. V(o D B) D (Ve D V)
7. r=x

8. (z=1y) D (D) [donde aes (t; = t,) 0 P(t1,. .. tn) y es el resultado de
remplazar £ por y en cero o més lugares (aunque no necesariamente en todos)]

Regla de inferencia: Modus Ponens(MP)

aDp
a

B

Llamaremos a este sistema deductivo D1=. Para cualquier féormula a, af es el
resultado de sustituir todas las apariciones libre de x por el término ¢.

Definicién. Una deduccion de ¢ a partir de I' en DI= es una sucesion finita
(g, ..., 0n) de formulas de L1K=, dénde a,, es ¢ y para k>n, o bien:

a. Qg es un arioma

b. a, €T

5Debido a que definf un sistema deductivo para un lenguaje de primer orden que no pertenece a
ninguna teoria matematica particular, todos sus axiomas seran légicos y no tendra axiomas propios.

"La razén por la cual se incluye esta restriccién es sencilla. Si a es =Vy(z = ) entonces Vo D af
serfa —Vy(z = y) D =Vy(y = y) lo cual es casi siempre falso (es posible encontrar una estructura en
la cual sea falso), y buscamos que los axiomas sean verdaderos.
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c. oy, se obtiene por modus ponens de dos férmulas anteriores, a; y oy, 1 < kyj <k,
donde o es (a; D o)

Si para un conjunto de férmulas I' (posiblemente vacio) y una férmula ¢, existe
una deduccién de ¢ a partir de [' en D1=, entonces decimos que ¢ es deducible de
I en D1= y lo simbolizaremos como I' F! .

Definicién. Una férmula ¢ es un teorema de D1= (' @) si y solo si T ! ¢ es el
caso, donde I' es @

Definicién. Un conjunto de formulas I' de L1K= es consistente si y solo si no hay
ninguna férmula ¢ de L1K= tal que T H o y T H ¢

Los esquemas de axioma expuestos mas arriba fueron seleccionados de manera
cuidadosa, atendiendo a ciertos objetivos impuestos tanto por la semantica que defi-
nimos como por la necesidad de demostrar ciertos teoremas “deseables” de la logica
de primer orden. Los primeros tres axiomas (junto con la regla de modus ponens)
garantizan que todo teorema de la légica proposicional es un teorema de nuestro
sistema deductivo.® Intuitivamente, el esquema axioma 4 garantiza que es posible
“instanciar” el cuantificador universal en cualquier objeto, ya sea que nos refiramos
a él mediante una constante, una variable o una funcién. Los esquemas 5 y 6 son
esenciales para demostrar el teorema de generalizacion:

Teorema 1.1. (Generalizacion) Si T F' ¢ y x una variable que no ocurre en
ningiin elemento de T’ entonces T’ H! Vap

Este teorema permite derivar formulas cuya conectiva es un cuantificador uni-
versal. En particular, es posible universalizar una conclusién general presentada en
una féormula con una variable libre. Este teorema rescata la “intuicion” de que si una
oracién es verdadera de un objeto arbitrario (o es verdadera de un objeto, pero su
verdad no depende de ninguna propiedad particular de éste), entonces esa oracién
es verdadera de todos los objetos del dominio. Finalmente, los esquemas 7 y 8 nos
permiten manejar férmulas con el simbolo de identidad. El esquema 8 rescata la
misma intuicion detras de la “indiscernibilidad de los idénticos”, regla generalmente
aceptada.

Por 1ltimo, vale la pena senalar que D1= cumple con el teorema de la deduccion

“irrestricto”:?

8El sistema DI= estd definido esencialmente del mismo modo que en (Enderton 2004). Sin
embargo, Enderton no considera los primeros tres axiomas de D1=, si no que considera a todas las
generalizaciones de las tautologias como axiomas de sus sistema deductivo. La razén para optar
por poner de manera explicita estos tres axiomas es para mostrar de forma explicita que DI1= es
una extension de los cdlculos de légica proposicional, sin apelar al teorema de complecién para
ésta. De cualquier forma, ambos sistemas son esencialmente el mismo.

%En (Mendelson 1987) se prueba una versién mds débil del teorema de la deduccién. Para el
sistema deductivo que propone Mendelson, esta versién mas débil es lo mas que se puede demostrar,
pues incluye dentro de las reglas de inferencia una regla de generalizacién, lo cual implicaria una
falacia al aplicar el teorema de la deduccién (cf. Mendelson 1987: 58). Como dicha regla no esta
incluida en D1=, podemos demostrar el teorema de manera irrestricta, colocando la clausula de
que la variable z no ocurra libre en ningin elemento de I', debilitando el teorema de generalizacién.
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Teorema 1.2. (Teorema de la Deduccion): SiTU{v} F! ¢ entonces T H' (v D
%)

La prueba del teorema es por inducciéon matemaética sobre la longitud de la
prueba. Dado que la tunica regla de inferencia es el Modus Ponens, la prueba es
exactamente la misma que para el caso de la logica proposicional. El paso base es
aquel en que la prueba de TU {7} F! ¢ es de longitud uno, por lo cual ¢ debe ser un
elemento de I', ¢ = v 0 ¢ es un axioma. En cualquier caso, I' F! (7 D ) se sigue del
axioma 1 y el axioma 2. El paso inductivo considera los mismos casos, a excepcion
del caso en el que ¢ se sigue por Modus Ponens de féormulas anteriores, de nuevo,
' H (v D ) se sigue por el axioma 1y por el axioma 2. Para mayor profundidad
en la prueba véase (Mendelson 1987: 58) o Enderton (2004: 176)

1.1.3. Teoremas de correccion y complecién

Ahora daré esbozos de las pruebas de los dos teoremas importantes de esta
seccién: el teorema de correccion y el teorema de complecion. De forma simplificada,
el teorema de correccion afirma que todo lo que es posible demostrar dentro de
D1= es una consecuencia logica en L1K=. Por otro lado, el teorema de complecién
afirma que para todo caso de consecuencia légica de LI1K=, es posible encontrar
una deduccion en D1=. Algunos detalles de los teoremas, aunque interesantes, no
son indispensables en lo que sigue, por lo cual, daré solo esbozos precisos de las
pruebas de ambos teoremas. Mi interés se centrara en el método de prueba de ambos
teoremas.

Teorema 1.3. Teorema de Correccién para L1K= y D1=:SiT ! ¢ entonces
FE o

Demostracion. En general, se conoce el método de prueba de este teorema. Basta
con demostrar que todo axioma es una verdad logica y que la regla de modus ponens
“preserva verdad” para toda interpretacion. Para ser mas precisos hay que demostrar
el siguiente lema:

Lema 1.1. Todo axioma es universalmente vdlido.

Demostracion. Verificamos cada esquema garantizando que todos son universalmen-
te validos.

Esquemas de azioma 1-3: Los esquemas de axioma “proposicionales” son uni-
versalmente vélidos a partir de las clausulas 3 y 4 de la definicién de satisfaccion.
Esquema 4: Para demostrar que Vzar O of es universalmente valida se deben de-
mostrar antes los lemas 1.2 y :

Lema 1.2. Sean A una estructura y s € L. Sean x y t términos, para cualquier
término u, u; es el resultado de remplazar la variable z en u por t. Entonces

s(uf ) =(s(x[5(t)))(v)
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El lema simplemente afirma que el referente del término u (después de la susti-
tucién de z por t) es la misma que la referencia del mismo término después de la
sustitucién del valor de = bajo s por el referente de t. Esto es, es lo mismo sustituir
x por t en un término que sustituir sus valores bajo s en esa misma secuencia. La
demostracion de este lema funciona por induccién sobre el nimero de funciones en
el término u y se aplica para demostrar el siguiente lema:

Lema 1.3. Si t es sustituible por x en ¢, entonces

Ey w/s(x]5(t))] siy solo si Ey oF [s]

La demostraciéon funciona similar a los anteriores axiomas: consideramos una
estructura cualquiera 21 y una s € 3%, tales que F} Vap[s]. Como esto es un uni-
versal consideramos el objeto §(t) para el cual vale el universal. Por la clausula 5
de satisfaccion, £y ¢[s(2|5(t))] y por el lema 1.6, £} ©¥[s], que era lo que querfamos
mostrar.

Esquema 5: Suponemos que Fy a[s] (para cualesquiera 2l y s € ¥*). Como z no
ocurre libre en «, F} a[s(s—d)], para todo d € D*. Por lo cual, Fg1 Vaals]

Esquema 6: Al igual que en los casos anteriores, suponemos Fy (o D ()[s] v
Fi als], para cualesquiera 2A y s € ¥¥. Es fdcil demostrar que ) B[s], a partir de
las clausulas de satisfaccion 3, 4 y 5.

Esquema 7: Para cualquier variable z, Fy = = 1[s] se sigue directamente de la
clausula de satisfaccién 1.

Esquema 8: La demostracion tiene un paso intermedio:

Lema 1.4. Sea t un término, si t’ es el resultado de sustituir la variable x por vy, si
T =y, entonces 5(t)=5(1’)

La prueba requiere induccién sobre t. Después, suponemos que Fy z = y[s] y
3 «[s]. Simplemente, verificamos el caso en que «a es (t; = t,,) y el caso en que «
es P (t1,...,t,). Se concluye ficilmente, haciendo uso del lema, que F} o/[s]

Para demostrar completamente el lema 7?7, falta demostrar que toda generaliza-
cién de una formula que sea instancia de estos esquemas es una verdad logica. Esto
se sigue facilmente del siguiente lema:

Lema 1.5. Sean varphi una férmula y x una variable. Para cualquier A, By ¢ si y
solo si By Vxp

La demostraciéon es muy sencilla. El caso complicado es el caso en que el cuantifi-
cador universal cuantifica una variable libre. Sin embargo, si E} ¢, ¢ ya es satisfecha
por cualquier objeto, por lo tanto EY Vap para cualquier 2. O

Lema 1.6. Para cualquier 2, y cualquier o y B formulas, si Fy (a D B) y Ey «
entonces Fy 3

Su demostracion es muy sencilla y se sigue directamente de las cldusulas de
satisfaccién 3 y 4.

Prueba del Teorema de Correccién: Supongamos que I' F1 ¢ . Sea A v s
€ X* cualesquiera tales que F} ¥[s] para toda ¢ € T’ Hay tres casos:

Caso 1: ¢ € T Por lo tanto Fy ¢[s]
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Caso 2: ¢ es un axioma. Por lo tanto, E} ¢[s] (por el lema 1.1)

Caso 3: ¢ se obtiene por modus ponens de dos férmulas anteriores, oy y o, @ < k
y j < k, donde «; es (o; D «; ). Por lo tanto, Fy ¢[s] por lema 1.6

Por lo tanto, T’ E} ¢, para toda 2.
]

Ahora daremos un esquema de prueba del teorema de complecion para la légica
de primer orden.

Teorema 1.4. (Teorema de Complecion para L1IK= y Di1=): Si T E! ¢
entonces T' H .

La demostracion seréd considerablemente mas complicada que el teorema anterior,
y debera ser de manera indirecta. Para la demostracion, primero demostraremos que
todo conjunto de férmulas consistente es satisfacible, y luego demostraremos que esto
es equivalente al teorema de complecion. Para mayor precisién en la prueba véase

(Enderton 2004: 198-208)
Lema 1.7. Todo conjunto I' de formulas consistente es satisfacible

Demostracion. FEl esbozo de demostracién es como sigue:

1) Tomaremos un conjunto I' de férmulas cualquiera que sea consistente

2) Consideraremos el conjunto 'UA, donde A es el conjunto de todos los axiomas de
D1= que seré igualmente consistente, pues ambos conjuntos son consistentes.!”

3) Extenderemos este el conjunto I' U A a un conjunto I' U A U O, agregando un
conjunto C' de constantes nuevas. Se introduce la férmula 6, que es =Vx,p, D
©ner donde ¢, es la primera ¢ € C tal que no aparece en ninguna 6, k<n. ©
es el conjunto de todas las férmulas, —=Vx,p, D ¢,.". La idea de agregar estas
formulas es garantizar que para cada formula ¢, haya una constante para nombrar
a su contraejemplo, si es que hay alguno. El nuevo conjunto es consistente por
induccion sobre el subindice n, en 6,

4) Extenderemos el conjunto 'UAU® de la siguiente manera: definimos una numera-
cién sobre las féormulas del lenguaje!!, oy, aw, as,. .. Definimos nuestra extensién
de manera inductiva:

A Ap U a1} st A F—an
nHl A, si A, F m0g4

1073, consistencia de los axiomas de D= se sigue del teorema de correccién. De no ser asi, habria
una estructura 2 tal que una féormula ¢ seria verdadera y falsa en 2 lo cual es imposible.
Para esto se apela al hecho de que el lenguaje es numerable, y por lo tanto las férmulas también.
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Se considera A = [J{A,|n € w}. Se demuestra que el conjunto A es consistente,
por induccién sobre los subindices de las A’s.!? Ademés, A es maximal en el
sentido que para cualquier férmula ¢ de L1K=, ¢ € A o ~¢ € A. Finalmente,
A es deductivamente cerrado: A F! ¢ si y solo si ¢ € A.

Definiremos una estructura cuyo dominio serd el conjunto de los términos del
lenguaje expandido: Sea 21 = (D*, I*), donde D* es el conjunto de los términos
de lenguaje expandido e I™ es tal que:

a) Para cada constante ¢ de LIKC= (el lenguaje expandido), ¢* = ¢
b) Para cada simbolo de predicado, P
(t1,...,tm) € P*¥ siysolosi PP(ty,... tm) € A

¢) Para cada simbolo de funcién, f, f;,fbm esta definida asi:
o2t t) = fR (e tm)

Ahora definimos un predicado binario £ de la siguiente forma:

(u,t) € E¥siysolosi (u=t) €A
También definimos una funcién s: V.— D?, simplemente como s(z) = =, para
cualquier variable z. Ademads, definimos para cualquier férmula ¢, la férmula ¢*

que es el resultado de sustituir el simbolo de identidad por el predicado E. Basta
con mostrar que, para cualquier formula .

Fa @* siy solosi p € A
La prueba de esto es por induccién sobre el niimero de conectivas y cuantificado-
res. En este paso, se puede ver por qué es esencial introducir el conjunto ©, pues

se requiere para poder demostrar el caso del cuantificador universal en el paso
inductivo.

Esto no es un modelo de nuestro lenguaje con identidad, por ello se define una
nueva estructura B = (D® I%), donde D® es el conjunto de todas las clases de
equivalencia de E sobre el dominio de 2, 2{/F | (para cada término ¢, definimos
[t] como su clase de equivalencia) e I® esta definida de la siguiente forma:

a) Para cada constante ¢ de LIKC=, c® = [c?]

b) Para cada simbolo de predicado, P
(t],...,[tm]) € P2® siysolosi (t1,...,t,) € PP?

c¢) Para cada simbolo de funcién, f, f;,fb% estd definida asi:

frB ([t ) = [t -t

Sea h: D¥ — DmathfrakB p(1) = [¢]. Esta funcién preserva la funcién de inter-
pretacién I® en D®.13 Por lo tanto, para la funcién s que definimos en el paso
anterior se cumple que

12E] caso base es Ay que es consistente por el paso 3. El paso inductivo es muy sencillo: si

A, ¥ =au, 41, agregar 11 no genera inconsistencias pues A,, es consistente, y el segundo caso
estd garantizado por la misma razon.

BEsta funcién es lo que més adelante definiremos como homomorfismo, y veremos més clara-

mente que esta funcién preserva la funcién de interpretacién.
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Fa @ x [ho s siysolosipeA

donde ho s es la composicién de h y s (véase A). Por lo cual, B es un modelo de

A.

7) Por tltimo, basta sefialar que podemos acotar el modelo al lenguaje original.
Como I' C A, garantizamos que B con ho s satisface a todos los miembros de I

]

Lema 1.8. Todo conjunto I de formulas consistente es satisfacible si y solo si, si
I E! v entonces T' ! ¢

Demostracién. = Supongamos que, I' E! ¢ y que T' ¥! . Por lo tanto, T' U {—¢}
es consistente, por lo cual es satisfacible. Por lo tanto, hay una estructura donde
todas las férmulas de I' son verdaderas y ¢ es falsa, lo cual contradice el supuesto.
Es decir, ' F

< Sea I un conjunto de férmulas consistente que no es satisfacible. Sabemos
que para toda ¢ € I, ' ¥!' —1). Por lo cual I' B! =), esto es, hay una estructura
que hace verdaderas a todas las férmulas ¢ € T', por lo tanto es satisfacible, pero
habiamos supuesto que no. Por lo tanto, es satisfacible. O

1.1.4. Teorema de compacidad y los teoremas de Lowenheim-
Skolem

En esta tultima parte, concluiremos la exposicion de la légica de primer orden,
exponiendo los teoremas de compacidad y de Lowenheim-Skolem. De nuevo, serd
una exposicion rapida y sélo esbozaremos las pruebas de los teoremas.

Teorema 1.5. (Teorema de compacidad):
a) Si T E' ¢ entonces existe un subconjunto finito To C T, tal que Ty E!
b) Si cada subconjunto finito Uy C T es satisfacible, entonces I' es satisfacible

Ambas partes del teorema son equivalentes. Y ambas pruebas son consecuen-
cias inmediatas del hecho de que las demostraciones son finitas y del teorema de
complecion.

La demostracion de los teoremas de Lowenheim-Skolem requiere una nota sobre
la naturaleza del lenguaje que usamos. El lenguaje L1K= fue un lenguaje donde el
conjunto de la terminologia no légica era un conjunto numerable. Por lo tanto nuestro
lenguaje tiene una cantidad numerable de férmulas, de términos y de expresiones,
es decir, el lenguaje L1K= es numerable.

Consideremos un lenguaje L cuya cardinalidad es A\ y supongamos que queremos
demostrar el teorema de complecion para dicho lenguaje. Las modificaciones necesa-
rias son las siguientes: en el paso 4 se agregan una cantidad A de nuevos simbolos de
constante y se construyen las #-férmulas con esto en mente, y se utiliza una enume-
racién de las férmulas sobre A, lo cual es posible por el axioma de eleccién (véase A).
La demostracion de que este nuevo conjunto es consistente ocupa induccion transfi-
nita sobre A y la construccion del conjunto A maximal ocupa el axioma de eleccién.
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Finalmente, la cardinalidad del conjunto D* de la estructura 2 sera A, y el conjunto
de la relaciones de equivalencia sobre D¥ médulo E, 2/ E, es tal que |D¥/#| < |D%|.
Es decir, el modelo final sera tal que la cardinalidad de su dominio es < A. Por lo
tanto:

Teorema 1.6. (Teorema de Lowenheim-Skolem (descendente))

a) Sea T' un conjunto satisfacible de formulas en un lenguaje de cardinalidad .
Entonces I es satisfacible en alguna estructura de tamano < \.

b) Sea ¥ un conjunto de enunciados de un lenguaje de cardinalidad A, si 3 tiene
modelo entonces 2 tiene un modelo de cardinalidad < \.

El razonamiento anterior funciona como una prueba general de este teorema y
muestra que la demostracién del teorema de complecion considera el caso donde

)\:NO

Teorema 1.7. (Teorema de Lowenheim-Skolem (ascendente)): Sea I' un
conjunto de formulas en un lenguaje de cardinalidad \ y supongamos que I' es sa-
tisfacible en alguna estructura infinita. Entonces, para todo cardinal k > \ hay una
estructura de cardinalidad k en la que I' es satisfacible.

La prueba es la siguiente. Sea x > A\ agregamos al lenguaje un conjunto C'
de constantes nuevas de cardinalidad A y consideramos el conjunto I' U ¥, donde
Y = {c # c|c1, o € C}. Todos los subconjuntos finitos de I' U X son satisfacibles
en la estructura 2 extendida con referencias de las constantes nuevas. Por el teo-
rema de compacidad, I' U X es satisfacible y por el teorema de Lowenheim-Skolem
(descendente) hay una estructura 8 de cardinalidad < k que satisface I' U 3. Pero,
como X tiene x formulas, I' U ¥ sélo es satisfacible en estructuras de cardinalidad
> k. Por lo tanto, la cardinalidad de B es k.

Esto es todo por lo que respecta a la légica de primer orden, ahora expondré en
qué consiste la logica de segundo orden.

1.2. Ldgica de segundo orden

Ahora hablaré de la logica de segundo orden, haciendo énfasis en dos aspectos:
(1) es una extensién de la l6gica de primer orden y (2) no cumple con los teoremas
de complecién, compacidad y Lowenheim-Skolem. La seméntica que presentaremos
es una extension de la semantica de la logica de primer orden, y se conoce como
semantica estandar de la logica de segundo orden. En vista de esto, solo senalaré
como extender las definiciones de la légica de primer orden para el caso de la logica
de segundo orden.

Un lenguaje de segundo orden es aquel que, al igual que la légica de primer
orden, tiene variables cuyo rango es el dominio de una interpretaciéon de un lenguaje y
ademas tiene variables cuyo rango es el conjunto de las propiedades (o subconjuntos)
de los objetos del dominio de una interpretacién. Nuestro lenguaje es L2K (sin el
simbolo de identidad). Para definir este lenguaje, consideraremos el lenguaje L1K
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que es simplemente L1K= — {‘="}. Extenderemos sélo la terminologia 1égica de este
lenguaje!® con dos conjuntos més:

» Simbolos de variable de predicado: Para cada numero natural n y m, X es
un simbolo de variable de predicado.

» Simbolos de variable de funcién: Para cada nimero natural n y m, F), es un
sfimbolo de variable de funcién.'®

Extenderemos las reglas de formacion de LIK=. Solamente agregaremos una
nueva regla de formacion de términos:

= Si F” es una variable de funcién y ¢4,. . . ,t,, son términos (que no sean variables
de predicado ni de funcién), entonces F (t1,. .. ,t;) es un término

Y senalaré que en el caso de la regla 1 de las reglas de formacién para L1K= se
incluyen también las variables de predicado y de funcion. Modificaremos las reglas
de formacién de féormulas de L1K= quitando la regla 1 e incluyendo las siguientes:

Reglas de formacion de formulas

1. Sitq,. ..t son términos (que no sean variables de predicado ni de funcién) y
X" es una variable de predicado, entonces X" (ty,...,t,) es una férmula

2. Si ¢ es una férmula y X/ es una variable de predicado, entonces VX" ¢ es una
féormula

3. Si ¢ es una férmula y F' es una variable de funcién, entonces VE" ¢ es una
féormula

Al igual que en el caso anterior, permitimos tener férmulas con variables libres
(ya sea, de individuo o de predicado). Hay que indicar que es posible definir el cuan-
tificador existencial para el caso de las variables de predicado de manera analoga,
al caso de primer orden. También podemos introducir la identidad entre objetos del
dominio con la féormula, por lo cual, no es necesario introducirlo como un primitivo
l6gico:

(u = t)=4er VX(X(u) = X(2))

Se da por entendido que X es una variable de predicado de aridad 1

14Podriamos extender el conjunto de la terminologia no légica K, con un conjunto de constantes
de predicado de segundo orden. Nosotros no lo haremos, pues no serd necesario y dejaremos el
conjunto K de terminologia no logica exactamente igual. En caso de necesitar un predicado para
letras (o variables) de predicado, se introducirdn mediante férmulas adecuadas.

15 Al igual que en el caso de las constantes de predicado del conjunto K de terminologfa no légica,
por motivos de simplicidad omitiré los subindices y los superindices de las variables de predicado
y de funcién cuando no sean necesarios o quede implicito cuédles son sus valores.
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1.2.1. Semantica: verdad y modelos para el lenguaje L2K

Ahora, ampliaremos las definiciones de satisfaccion y verdad para determinar el
valor de verdad de las oraciones de segundo orden. Esta semantica es conocida como
semantica estandar. Dado que no incluimos ningtin nuevo conjunto al conjunto K
de terminologia no légica, no necesitamos modificar la definicién de estructura. Asi
que utilizaremos exactamente las mismas estructuras que usamos para el lenguaje
L1K= y s6lo modificaremos las definiciones de satisfaccién y verdad.'® Precisaré la
definicién de satisfaccion. Sea 2l una estructura, sea S una funcién cuyo dominio es
el conjunto de variables de L2K tal que:

= S(z,) = d € D", para toda variable de individuo
= S(X™) =P C D*" paratoda X" variable de predicado

= S(F?)) = G:D*" — D¥ para toda EF” variable de funcién

De nuevo, definimos X7 como el conjunto de todas las funciones S. Sea Suna
extensién para cada S € X% de tal forma que S proporcione significado a cada
término del lenguaje. Tomaremos las clausulas 1-3 (con las modificaciones pertinen-
tes) de § (en la seccién 1.1.1) para el caso de los términos de la logica de primer
orden, y daremos clausulas para el caso de las variables de segundo orden, lo cual
serd sencillo:

1. S(X) = S(X"), para toda X" variable de predicado

2. S(Fm) = S(F"), para toda F" variable de funcién

S(Fn) ((S(t),- -8 (tm)))

3. S(E(ty,. .. tm))

Ahora podemos extender la nocién de satisfaccién, para incluir las formulas de
segundo orden: sea 2l una estructura, ¢ una férmula de L2K y una S € £°. Decimos
que 2A satisface ¢ con S mediante la siguiente expresién Fg [S].1® La definicién es la
misma que en el caso de la 16gica de primer orden (con las modificaciones apropiadas
en las clausulas 1-5), con las siguientes clausulas nuevas:

1. Sipes X (t1,. .. tm), Fa ¢[S] entonces siy solo si (S(¢y), ..., S(tm)) € S(X])

2. Si @ es VX1) entonces Eq ¢[S] si y solo si para todo P C D", o 1[S(X" | P)]

6En caso de incluir un conjunto de predicados no légicos de segundo orden, si necesitariamos
modificar la definicion de estructura. Sin embargo, no implicarfa un incremento demasiado signifi-
cativo de estructuras.

17Usaremos la misma notacién que en el caso de la légica de primer orden debido a que las modi-
ficaciones en la notacion son poco significativas. Sin embargo, debe tenerse en cuenta la diferencia
entre ambas. Generalmente, no serd ambiguo identificar a qué tipo de funciones nos referimos, en
caso contrario se especificara el tipo de funciones consideradas.

¥Hay que notar que en este caso no se especifica un superindice, a diferencia del caso de la légica
de primer orden. La razén para omitirla es que la nocién de satisfaccién en segundo orden incluye
el caso de la satisfaccién en primer orden. Lo mismo es el caso para el resto de los superindices
omitidos.
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3. Si ¢ es VF™1) entonces Fy @[S] si y solo si para toda G : D*" — D* ky
YIS(FL]G)]

Donde para cualquier Y variable de predicado y cualquier F' variable de funcién:

S si Y# X
S<X53|P):{ B Sy

S(F) si FF#£ F"

Vale la pena notar que los cuantificadores de las clausulas 2 y 3 se aplican a
todas las relaciones de n-lugares y a todas las funciones de n-lugares de elementos
del dominio. Es decir, la cuantificacién universal es efectivamente “universal”, en el
sentido de que el rango de las variables efectivamente es el todo el conjunto de las
relaciones y de las funciones del dominio.

Las definiciones de verdad y consecuencia légica son completamente andlogas a
las definiciones para el caso de primer orden: sean ¢ una férmula de L2K, 2 una
estructura y I' un conjunto de férmulas de L2K:

1. ¢ es verdadera en 2 (Fy ) si y solo si Fy ¢[S], para toda S € 3¥
2. 2 es modelo de I' si y solo si Fy 1, para toda ¢ € T’

3. ¢ es una consecuencia logica de I' (I' E ¢) si y solo si, para toda estructura 24
y para toda S € X% si para toda 1 € T, Fy [S] entonces, Fy ¢[S]

Esta definicion de consecuencia légica para el caso de segundo orden es conserva-
tiva con respecto a la definicién en primer orden. Es decir, todo caso de consecuencia
légica en primer orden es un caso de consecuencia logica en segundo orden. Esto es
natural en vista de que utilizamos exactamente las mismas estructuras y la defini-
cion de satisfaccion para las féormulas de primer orden es la misma en ambos casos.
Dado esto y debido a que mi interés es la logica de segundo orden, llamaré definicion
modelo tedretica a la definicién de consecuencia lgica en segundo orden (con el
objetivo de incluir ambas definiciones).'?

1.2.2. Un sistema deductivo para la légica de segundo orden

De la misma manera que lo hicimos anteriormente, sélo extenderemos el sistema
D1=, a un sistema para la légica de segundo orden. La extension solo requiere incluir
esquemas para los cuantificadores universales analogas a las del caso de primer orden:

1. VX oo D OJ)T(Z'L [donde T' puede ser una variable de predicado o un simbolo de
predicado y se puede sustituir por X" en o]

2. a D VX' a[donde X7 no ocurre libre en o

YTgualmente, cabe sefialar que la nocién (CLTC) expuesta en la introduccién es basicamente
esta definicién precisa.
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3. VX" (@D B) D (VX" a D VX" )

4. VF' o D ozgz‘ [donde G puede ser una variable de funcién o un simbolo de
funcién y se puede sustituir por F7, en o]

5. a D VF? aldonde F7' no ocurre libre en af

6. VI (oD B) D (VFIa DVYEF!P)
Incluiremos, dos axiomas mas:

Esquema de Comprehennsion:
AXVry . ox, (X (2. xy) = a(zy ... xy)) [si XT no ocurre libre en o

Axioma de eleccion:

VX (Vg oz, Fy XD (2. xpy) D FFYEy 2, X (T 2 B (21 1))

Al sistema compuesto con D1= y estos axiomas lo llamaremos D2. Las razones
para incluir los primeros axiomas son analogas a los casos de primer orden. Los
axiomas 1 y 4 garantizan que si un universal es verdadero, la formula cuantificada
universalmente es verdadera de cualquier objeto adecuado que caiga bajo la cuanti-
ficacion. Los axiomas 2, 3, 5 y 6 son incluidos para demostrar versiones adecuadas
de la regla de generalizaciéon. El axioma de comprehensién nos permite introducir
propiedades a partir de férmulas del lenguaje, mientras que el axioma de eleccion nos
permite garantizar la existencia de funciones que se corresponden adecuadamente
con cualquier relacion, es decir, nos permite eliminar los simbolos de funciones por
simbolos de predicado.

Al igual que en la logica de primer orden, la tunica regla de inferencia es el
Modus Ponens, y teniendo las correspondientes reglas de generalizacién, la prueba
del siguiente teorema es exactamente la misma que en el caso de la légica de segundo
orden:

Teorema 1.8. (Teorema de la deduccion): SiT U{vy}F ¢ entoncesT'F v D ¢

1.2.3. Otras semanticas para la légica de segundo orden

En la seccién 1.2.1 presentamos la que es conocida como la seméantica estandar
para la légica de segundo orden. Ahora expondremos dos alternativas a esta seménti-
ca: la semantica de Henkin y la semdntica de primer orden.

1.2.3.1. La semantica de Henkin

La idea detras de la semantica de Henkin es que las variables de L2K no tienen
como rango el conjunto completo de las relaciones (ni funciones) del dominio de una
interpretacion, si no sélo de un subconjunto fijo de él. En las semanticas de Henkin
la relacion de predicacion es no logica y el significado del cuantificador universal es
mas débil en el sentido de que no opera sobre todos los subconjuntos del dominio,
sino sobre un conjunto de subconjuntos previamente determinado, lo cual hace en
términos generales a este tipo de semanticas méas débiles que la seméntica estandar.
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Definicién. Una estructura de Henkin se define como A" = (df', D* FH ") don-
de d* es un conjunto (el dominio de la estructura) e I es la funcién de interpre-
tacion. DY y FH serdn dos subconjuntos de conjunto de relaciones y funciones. En
general:

» Para cada n, D (n) C o(DH)", | J{D* (n) | para todo nimero natural n}=D*

» Para cada n, D¥ (n) C {G:(D )" —d®}, |J{F¥ (n)|para todo nimero natural
n}=FH

La funcién I asignard a la terminologia no légica un elemento adecuado de
manera analoga al caso estandar, por ejemplo, a los simbolos de predicado de n-
lugares les asigna elementos de D (n). Las definiciones de satisfaccién, verdad y
consecuencia légica (consecuencia ldgica de Henkin) son exactamente las mismas,
con la unica salvedad de que los cuantificadores de la definicion de satisfaccion para
las formulas universales correran sobre el dominio correspondiente. Llamaré verdad
logica de Henkin a una verdad légica en esta semantica. Definimos una estructura
de Henkin completa de una estructura estandar 2, como la estructura de Henkin
A4 donde DH(n) = p((DH)") vy FH(n) = {G:(DH¥)" —df}. Considerando las
estructuras de Henkin completas, podemos ver que toda estructura estandar es una
estructura de Henkin, en este sentido, podemos decir que las semanticas de Henkin
tienen “mas” interpretaciones y, por lo tanto:

Teorema 1.9. (Teorema H-E):

a) Si una formula ¢ es una verdad légica de Henkin entonces es una verdad ldgica
estandar.

b) Si una férmula ¢ es una consecuencia légica de Henkin de T' entonces ¢ es una
consecuencia logica estandar de T’

c) Si una férmula ¢ es satisfacible en la semantica estandar entonces es satisfacible
en la semantica de Henkin.

1.2.3.2. La semantica de primer orden

Al igual que en el caso de las semanticas de Henkin, la seméntica de primer orden
considera que la relacion de predicacion es no légica. La esencia de esta semantica
es considerar las relaciones y funciones como objetos de primer orden. Se definen
dos dominios diferentes, uno para los objetos y otro para las relaciones, en los que
ambos son considerados objetos de primer orden y se establece una relacion no
logica entre ellos, la relacién de predicaciéon. En cada estructura habra una relacion
de predicacion diferente y es posible que esta sea vacia, es decir, que los dominios
no estén relacionados.

Definicién. Una estructura de primer orden es una tupla A* = (d*, d}, d}, (I', p', a'))
donde d*, es un conjunto (el rango de las variables de primer orden) e I' es la fun-
cién de interpretacion. d} y di serdn los rangos para las variables de predicado vy
variables de funcidn, respectivamente; mientras que p* y a' serdn las funciones de
predicacion y la funcion de aplicacion sobre funciones, respectivamente:
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» Para cada n, di (n) es el rango de las variables de predicado de n-lugares
» Para cada n, dy (n) es el rango de las variables de funcién de n-lugares

» Para cada n, p*(n) C d'"x di(n) es la relacion de predicacién entre las n-
secuencias de elementos de d' y el rango de las variables de predicado de n-
lugares

» Para cada n, a*(n):((d*)"x d}(n))— d' es la funcién de aplicacion entre una
n-secuencia de elementos de d* y un elemento del rango de las variables de
funcién con elementos de d*

Hay que notar que no se puso ninguna restriccién a los dominios d} y di, es
decir, pueden ser conjuntos de objetos cualesquiera. Asi pues, lo que permite a estas
estructuras constituir una semantica adecuada son las funciones p' y a'. La funcién
I', asignard a la terminologia no légica un elemento adecuado de manera ansloga
al caso estandar y al caso de las semanticas de Henkin, sin embargo, requieren
modificaciones a la definiciéon de satisfaccion, aunque no son muy complicadas. Las
definiciones de consecuencia logica y verdad légica son exactamente iguales, y las
llamaré consecuencia logica de primer orden y verdad logica de primer orden.

1.2.4. Resultados metatedricos para la légica de segundo or-
den

En esta seccion expondré las propiedades metatedricas de la logica de segundo
orden, con las diferentes semanticas. Expondré los teoremas de categoricidad para
la légica de segundo orden con semantica estandar, y senalaremos porqué dicho
resultado implica que dicha seméntica es inherentemente incompleta. De la misma
forma, senalaremos que no satisface los teoremas de compacidad ni Lowenheim-
Skolem. Esto distinguira la seméantica estandar con las demds seménticas, pues tanto
la semantica Henkin como la de primer orden son completas y cumplen los teoremas
de compacidad y Lowenheim-Skolem

1.2.4.1. Metateoremas de la semantica estandar

Teorema 1.10. (Teorema de correccion para L2K y D2): Si 't ¢ entonces
I'Ep

Basta con extender el lema 1.1 con los axiomas aumentados de D2. Para el caso
de los axiomas 1 y 4 se utilizan versiones adecuadas de la demostracién del esquema
4 de axiomas de DI1=, y de los lemas 1.2 y 1.3. Para el caso 2 y 5 se utilizan versiones
de la demostracion del esquema 5, y para los axiomas 3 y 6, corresponden al esquema
6 de D1=. Para el caso del axioma de comprehension, se sigue del uso del axioma de
comprension en la metateoria. De la misma forma en el caso del axioma de eleccion
que depende del axioma de eleccion en la metateoria. De esto y de una version
adecuada del lema 1.6 se sigue que este teorema es el caso.
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La refutacion de los teoremas de complecién, compacidad y Lowenheim-Skolem,
dependen de los teoremas de categoricidad de la aritmética y del andlisis. Expondre-
mos unicamente el esquema de prueba del teorema de categoricidad para la aritméti-
ca, el caso del andlisis es similar, y sélo senialaremos en qué consiste dicha teoria.

El lenguaje de la aritmética de Peano (en segundo orden?’) es L2KUA, donde
A = {0, +, o, s}, el lenguaje no l6gico de la aritmética. La aritmética de Peano en
segundo orden (AR) es el conjunto de los siguientes cuatro axiomas:

1. Va(sz # 0) AVaVy(sz = sy D z=y)

2. Va(z+ 0 = 2) AVaVy(z + sy = s(z+ y))
3. Va(ze0=0) AVaVy(ze sy= (zey) + x)
4. VX(X0 AV Xz D Xsz) D VaXz)

Los primeros tres axiomas definen el funcionamiento de las operaciones s, + y e,
respectivamente, y son formulas de primer orden. El dltimo axioma es el principio de
induccion y caracteriza a todo conjunto cuya cardinalidad sea Wj, y es una formula
pura de segundo orden.

Por otro lado, el lenguaje del andlisis real (en segundo orden) es L2KUB donde
B =1{0,1, e, 4+, <}, el lenguaje no logico del anédlisis real. El andlisis real en segundo
orden (AN) estd compuesto por los axiomas de campo®' (que sirven para definir el
funcionamiento de las funciones e y +, y la relacién leq), junto con el axioma de
completud:

VX(FaVa(Xy D y<z) D Fa(Vy(Xy D y < 2) AV2(Vy(Xy D y < z) D < 2)))
Que es la afirmacion de que todo subconjunto acotado superiormente tiene un
supremo y también es una féormula pura de segundo orden.

Teorema 1.11. (Teorema de categoricidad de AR): Sean A y B dos estruc-
turas para el lenguaje de AR. Definimos para cada i € {2, B}, 0; como la interpre-
tacion de 0 en D', y sea s;, +; y ®; , las respectivas interpretaciones de s, + y ® en
la estructura i. St Fy AR y Fs AR entonces 2 y B son isomorfos, es decir,
hay una funcion biyectiva f:D* — D%, que cumple las siquientes condiciones:

I. f(0y)=0gy

1. f(sqa)=sy(f(a)), para todo a € D*
1. fla+ob)=f(a)+sf(b), para cualesquiera a, b € D*
V. flaeyb)=f(a)exsf(b), para cualesquiera a, b € D™

Demostracion. Sea S C D* x D®, decimos que S es cerrado bajo la sucesién si y
solo si

20E] lenguaje de la aritmética en primer orden es el mismo pero considerando L1K= en lugar de
L2K.

21 Los axiomas de campo son demasiados y por motivo de exposicién lo omitiremos.
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I) <0m,0%> €S
11) Si (a,b) € S, entonces (sa, sby € S

Sea f = N{SC D* x D®| S es cerrado bajo la sucesién}. f no es vacio y, clara-
mente, es cerrado bajo la sucesién. Para demostrar que f es la funcién que buscamos
seguiremos los siguientes pasos:

1. El dominio de f es D* [dom(f) = D¥]. Definimos P = {a€ D*hay un b € D®
tal que (a,b) € f}, es decir, P = dom(f). La demostracién consiste en mostrar
que P = D* para ello se demuestra que 0 € P y si a € P entonces sya € P,

para cualquier @ € D*. Como 2 satisface el axioma de induccién y P C D¥,
P=D*

2. f es funcién [si (a,b) € fy (b,c) € f, entonces b = ¢|. Definimos Q = {a
€ D¥3 € D?® tal que {(a,b) € f}, la condicién del conjunto Q expresa
precisamente que f es funcién. Al igual que en el caso anterior se demuestra
que 0 € Q ysi a € Q entonces sa € Q, para cualquier a € D*. 2 satisface el
axioma de induccién, por lo cual, Q = D*

3. f es biyectiva. Se demuestra en dos pasos. En el primero se demuestra que fs
es suprayectiva [ran(f) = D®], lo cual se demuestra de manera analoga al paso
1. En el segundo, se demuestra que f es inyectiva [si (a,b) € [y {(¢,b) € f,
entonces a = c|, lo cual es andlogo al paso 2. En ambos casos se utiliza que B
satisface el axioma de induccion.

4. f preserva la estructura, es decir, cumple I-IV. En esta parte, se utilizan los tres
primeros axiomas de AR, sin usar el axioma de induccion, y es muy sencilla.
La clausula II, en particular, es consecuencia trivial de que f es cerrada bajo
la sucesion.

Por lo tanto, 2l y B son isomorfos. O
Esto mismo se cumple también para el caso de AN:

Teorema 1.12. (Teorema de categoricidad de AN) Sean 2 y B dos estruc-
turas para el lenguaje de AN. Si Fy AN y Fyg AN entonces A y B son isomorfos.

La demostracién es un poco mas complicada que en el caso de AR, sin embargo,
no requiere mayor profundidad ni complejidad, por lo cual, omitiré la prueba. Cabe
senalar que la prueba exige el uso del axioma de completud mencionado mas arriba
y es fundamental para garantizar el teorema.

Estos dos teoremas implican que los teoremas que demostramos para la légica
de primer orden no se cumplen para la semdantica estdndar de la légica de segundo

orden. Para el caso del teorema de complecién, concentrémonos en el lenguaje de
AR:

Teorema 1.13. (Refutacion del teorema de complecion) Sea D un sistema
deductivo efectivo que es correcto para el lenguaje de AR. Entonces, D no es débil-

mente completo: hay una formula ¢ que es una verdad logica que no es un teorema
de D.
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Demostracion. Sea T = {$|¢ no tiene variables de relacion ni de funcién y (AR D ¢)
es un teorema de D}. Como D es efectivo, T es efectivamente numerable. Como D
es correcto, (AR D ¢) es verdadero en los nimeros naturales (por el teorema de
categoricidad para AR). Por el teorema de incompletud de la aritmética de Godel??,
sabemos que las oraciones de primer orden verdaderas de la aritmética no son efec-
tivamente numerables. Por lo cual, sea ¢ una formula de primer orden verdadera de
la aritmética, tal que ¢ ¢ T. Como ¢ ¢ T, (AR D ¢) no es teorema de D, pero es
una verdad lgica (por el teorema de categoricidad para AR) O

Hay que notar que es suficiente que alguna seméantica cumpla con el teorema de
categoricidad para que este argumento funcione. Por lo tanto, la légica de segundo
orden con semantica estandar es inherentemente incompleta.

Teorema 1.14. (Refutacion de teorema de compacidad) El conjunto T' = E
U{VF-(VaVy(Fz = Fy D« = y) AN JaVy(Fz # x))} , (donde E = {3x,3zo(x) #
Tg), JryIroTwg (21 # X2 ATy # T3 ATy # T3), ... }), es tal que todos sus subconjuntos
finitos son satisfacibles pero I' no es satisfacible

Demostracion. La férmula VE-(VaVy(Fx = Fy D x = y) A JaVy(Fx # x)) es
verdadera en toda estructura cuyo dominio es finito. Es una férmula propia de
segundo orden y no existe ninguna formula de primer orden equivalente a ella. Por
otro lado, las féormulas del conjunto E afirman, intuitivamente, cada una que hay
al menos n objetos, donde n es el subindice mayor de las variables de la féormula.
Por ejemplo, Jz13xoTws(r1 # 29 A 29 # T3 A 21 # x3) afirma que hay al menos tres
objetos en el dominio de la estructura, y es satisfecha por las estructuras que tienen
al menos tres objetos en su dominio. Cada subconjunto finito es satisfacible, por una
estructura finita que contenga en su dominio al menos n objetos, donde donde n es
el subindice mayor de las variables de las formulas del subconjunto. Sin embargo,
" no es satisfacible pues el conjunto {Ixi3zo(x) # x9), Jr;IwoTrs () # X0 A 29 #
xr3 A1 # x3), ...} solo es satisfacible por una estructura cuyo dominio es infinito y
VE-(VaVy(Fx = Fy D o = y) A JaVy(Fx # x)) sélo es satisfacible por estructuras
cuyo dominio es finito. O]

Los teoremas de Lowenheim-Skolem fallan también como consecuencia de los
teoremas de categoricidad. Consideremos la teoria AN, por el teorema de categori-
cidad para AN (teorema 1.12), AN sdlo es satisfecha por estructuras que satisfagan
el axioma de completud, pero toda estructura que satisfaga este axioma tiene un
dominio cuya cardinalidad es 2%, por lo cual:

Teorema 1.15. (Refutacion del teorema de Lowenheim-Skolem (descen-
dente)) No existe una estructura 2 que tenga cardinalidad < Wy que satisfaga AN

Considerando que Nq es el cardinal del lenguaje de AN.

22Muy suscintamente, el teorema de incompletud de la aritmética demuestra que Si T es una
teoria efectiva de la aritmética y es consistente, entonces hay una oracién ¢ que es verdadera en T
pero que no es demostrable en T. Esto implica que las oraciones verdaderas y las demostrables no
coinciden, y que el conjunto de las oraciones verdaderas de T no es efectivamente numerable (pues
los teoremas de T de hecho lo son).
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Para el caso ascendente, consideremos AR. Toda estructura que satisfaga a AR
satisface el axioma de induccién, pero toda estructura que satisface el axioma de
induccion tiene un dominio cuya cardinalidad es Ny, por lo cual:

Teorema 1.16. (Refutacion del teorema de Lowenheim-Skolem (ascen-
dente)) Para cualquier cardinal X > Ry, no eziste una estructura A cuya cardina-
lidad sea \ y que satisfaga a AR.

En general, las pruebas funcionan con todo rigor y podemos ver que extender
el lenguaje L1K= implica perder la mayoria de las propiedades metatéoricas que
habiamos demostrado anteriormente.

1.2.4.2. Metateoremas para la semdntica de Henkin y la semdntica de
primer orden

Ahora expondré muy brevemente algunos resultados metatedricos para el caso
de estas seménticas.

Sea ' = (d',d},d}, (I', p', a')) una estructura de primer orden, se puede encon-
trar una estructura de Henkin 2% con di = D¥ y d} = F¥ y p' como la predicacién
natural y a! es la relacién de aplicacién natural (por supuesto, d e d' son los mis-
mos). Por esto:

Teorema 1.17. (Teorema 1-H)

a) Una formula ¢ es una verdad l6gica de Henkin si y solo si es una verdad ldgica
en primer orden.

b) Una formula ¢ es una consecuencia légica de Henkin de T si y solo si ¢ es una
consecuencia logica de primer orden de I’

c) Una formula ¢ es satisfacible en la semdantica de primer orden si y solo si es
satisfacible en la semdntica de Henkin.

Esto nos ayuda a considerar a ambas semanticas, basicamente idénticas, sobre la
base de que son simplemente equivalentes.

Consideremos la siguiente estructura de Henkin 21: d¥ = {a,b}, D¥(2) = {( x,
a)| x € d}, FH(1) = {f(z) = =, para todo = € d”}. Consideremos la siguiente
instancia del axioma de comprehension: IXVaVy(X(z,y) = = # x). Esta férmula
afirma que existe una relacion binaria vacia, sin embargo, nuestro modelo no incluye
dicha relacién, por lo cual la férmula es falsa. El axioma de comprehension no es
universalmente vélido en la semantica de Henkin. El mismo modelo hace falso el
axioma de eleccion en la siguiente forma: VX (Ve3yX(x,y) D IFVeX(x, F(x))). La
tinica relacién que hay en D¥ (2) satisface el antecedente del condicional sin embargo
la tnica funcién en F#(1) aplicada a b, serfa f(b)=b. Pero (b, b) ¢ X, y siendo
esta la unica funcién posible, hace falso al consecuente, haciendo falso el axioma de
eleccion. Este razonamiento muestra que las semanticas de Henkin son incorrectas
para el sistema D2, y por el teorema 1.17, también la semantica de primer orden lo
es.
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Definicién. Una estructura de Henkin (de primer orden) es fiel a D2 si y solo si
satisface el axioma de eleccion y todos las instancias del axioma de comprehension.

Ahora se puede garantizar lo siguiente, (tanto para la semdntica de primer orden
como la de Henkin)

Teorema 1.18. Si I' = ¢ entonces toda estructura de Henkin que es fiel a D2 que
satisface a todos los elementos de I' satisfacen a

Teorema 1.19. Para todo conjunto I' consistente, hay una estructura de Henkin
fiel que satisface a todos los elementos de T’

Es decir, la semantica de Henkin (y por lo tanto, la semantica de primer orden)
son completas y correctas. Ambas pruebas son muy parecidas a sus correspondientes
pruebas para la légica de primer orden.

Llamaremos a una estructura de Henkin (de primer orden) identidad estindar si
y solo si para toda S, Fqn VX (Xx = Xy) [S],5(2)#S(y). La definicién es andloga
para el caso de la seméantica de primer orden.

Teorema 1.20. Si cada subconjunto finito I'y C T' es satisfacible en una estructura
de Henkin (de primer orden) fiel e identidad-estdndar, entonces I' es satisfacible en
una estructura de Henkin (de primer orden) fiel e identidad-estandar

Teorema 1.21.

a) Sea ' un congunto satisfacible en una estructura de Henkin (de primer orden) de
formulas en un lenguaje de cardinalidad X entonces I' es satisfacible en alguna
estructura de Henkin (de primer orden) de tamano < \

b) Sea ¥ un conjunto de enunciados de un lenguaje de cardinalidad X\, si 3 tiene
modelo de Henkin (de primer orden) entonces ¥ tiene un modelo de Henkin (de
primer orden) de cardinalidad < A

Teorema 1.22. Sea I' un conjunto de formulas en un lenguaje de cardinalidad A y
supongamos I es satisfacible en alguna estructura de Henkin (de primer orden) fiel e
identidad- estandar infinita. Entonces, para todo cardinal k > X\, hay una estructura
de Henkin (de primer orden) fiel e identidad- estindar de cardinalidad K en la que
I' es satisfacible

Todo esto nos muestra que tanto la semantica de Henkin como la semantica de
primer orden no cumplen con los teoremas de categoricidad, pues son incompati-
bles con los teoremas de Lowenheim-Skolem, como vimos en el caso de la légica de
segundo orden. También parecen insinuar que ambas seménticas no ofrecen mayor
expresividad que la légica de primer orden, y que en términos metatedricos, son
esencialmente lo mismo que la légica de primer orden.
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1.3. ;Porqué elegir la semantica estandar?

Hemos dado un lenguaje para la légica de segundo orden, L2K, para el cual
dimos un sistema deductivo D2. Dimos también tres distintas semanticas para ese
lenguaje de las cuales sélo la seméntica estdandar es inherentemente incompleta. Sélo
en el contexto de la seméntica estandar tiene sentido preguntarse si el argumento
de Kreisel se aplica o no a la logica de segundo orden, pues se puede demostrar
el teorema de complecién para las otras semaénticas, lo cual permitiria probar el
Principio de Kreisel. Entonces, ;porqué utilizar la semantica estandar?

La semantica estandar tiene una gran “capacidad expresiva’. Esta puede ca-
racterizar cardinales transfinitos, es decir, para un cardinal transfinito A\, hay una
formula de segundo que es satisfecha tinicamente por estructuras cuyo dominio tie-
ne cardinalidad A. Un ejemplo de este tipo de férmulas es el axioma de induccién
de AR, que es satisfecho sélo por estructuras cuyo dominio tiene cardinalidad N.
En contraste, la 16gica de primer orden sélo puede caracterizar cardinales finitos.
De la misma forma, la logica de segundo orden, puede caracterizar varios conceptos
matematicos importantes: buen orden, clausura minimal o finitud. De hecho, la de-
mostracion de los metateoremas para la seméantica estandar hacen uso esencial de la
capacidad expresiva de la semantica estandar. Veamos como

Sea P un conjunto, una estructura 2 y una s € X¥. Decimos que P es
2A-definible en primer orden si y solo si, P C D* y hay una férmula
¢ de primer orden tal que, para todo d € D*, Ey ¢[s(z]d)] si y solo
side P

Es decir, los elementos de P son exactamente aquellos elementos de D* que
satisfacen la féormula ¢. Habiamos dicho que la aritmética de Peano en segundo orden
(AR) como el conjunto de los cuatro axiomas de la aritmética, donde el ltimo, el
axioma de induccién era una férmula pura de segundo orden, mientras que los demas
axiomas eran férmulas de primer orden. Podriamos describir la aritmética de Peano
en primer orden (AR1) como el conjunto de los tres primeros axiomas de AR, y el
siguiente esquema de induccion:

(Esquema de induccién) Sea ¢ un féormula de L1K=, (¢(0)AVz(p(z) D
¢(sz))) es un axioma de AR1

El axioma de induccién en AR consideraba todos los subconjuntos del dominio
de una estructura, la pregunta es ;qué subconjuntos considera el esquema de in-
duccién? La respuesta es sencilla: considera sélo los subconjuntos 2A-definibles en
primer orden para la estructura 2(. Sélo sobre estos subconjuntos se puede aplicar el
esquema de induccion. En la demostracién del teorema de categoricidad, el axioma
de induccién se aplicoé a conjuntos que de hecho no son 2A-definible en primer orden.
Para ejemplificar, tomaremos el conjunto P que se definié para el primer paso del
teoremas

P = {a € D* hay un b € D® tal que {(a,b) € f}
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Dicho conjunto no es A-definible en primer orden pues depende de la definicién
de la funcién f Dicha funcién la definimos como la clausura minimal de (Og, Oss)
bajo la operacién que genera (s, sg) aplicada a (a,b). Intuitivamente, la clausura
minimal de un conjunto A bajo cierta(s) operacién(es) es el minimo conjunto M que
incluye al conjunto A y es cerrado bajo la(s) operacién(es). Es decir, es tal que para
cualquier elemento z de C, C contiene al resultado de aplicar a z las operaciones. A
f se le defini6 precisamente como una clausura minimal, sin embargo, dicha nocién
no es caracterizable en primer orden. Por lo tanto, el conjunto P tampoco lo es.
Lo mismo sucede con los demds conjuntos que usan en la prueba del teorema de
categoricidad para AN. Asi pues, no es posible usar el esquema de induccién para
demostrar el teorema de categoricidad de AR. Este problema no se presenta para usar
el axioma de induccion, precisamente porque éste considera todos los subconjuntos
de dominio, sin importar si son definibles o no.

En la refutacién del teorema de complecion, el paso crucial apelaba al teorema
.. mética. . v i
de categoricidad para la aritmética. En efecto, que el sistema deductivo D sea efec
ivi i com rem 0 n materi iscusion ningun .
tivo (asi como el teorema de Godel) no es materia de discusion de a clase
a refutacion del teorema de complecién es un corolario del teorema de categori-
La refut del t d 1 1 del t de cat
cidad. Tanto la semantica de Henkin como la de primer orden estan construidas
precisamente para incluir “mas” estructuras y refutar el teorema de categoricidad,
y asi demostrar el teorema de complecién. Es decir, estan disenadas para dar una
semantica para la logica de segundo orden que no tenga la “capacidad expresiva” de
la semantica estandar. ;Hay algiin problema con este objetivo?

Rossberg (2004) retoma una propiedad pretedrica de la 16gica: la formalidad.
Para Rossberg, la nocion de sistema formal debe ser tal que “incluya cualquier sis-
tema axiomaético [...]; en particular incluye la teoria de modelos” (Rossberg 2004:
308). El punto clave para Rossberg es considerar la consecuencia deductiva y la
consecuencia semantica como definiciones igualmente adecuadas para capturar una
nocion pretedrica de consecuencia. Desde una posicion como esta, es posible defender
un proyecto que rechace los teoremas de categoricidad y demuestre complecién. De
la misma forma, es posible defender una posicion que opte por demostrar los teore-
mas de categoricidad, restando importancia a la falsedad del teorema de complecién.
Rossberg sostiene que desde esta posicion “se deben dar argumentos independientes
sobre cual de los dos sistemas es el que captura la nocion pretedrica, si alguna lo
hace” (Rossberg 2004: 316). Desde una posicién como la de Rossberg, no parece
haber ningtin problema con los objetivos de la seméantica de Henkin. El teorema de
complecién es una propiedad importante de nuestro sistema deductivo, asi como de
una definicion de consecuencia semantica. Es claro que, ante la ausencia del teorema
de complecion, se debe ofrecer una posible solucion, entre las cuales podria ser optar
por una semantica mas débil. La condicién que se exigiria es, precisamente, que dicha
semantica no valide los teoremas de categoricidad. Por supuesto, en esta perspectiva
se estaria optando por restar importancia a una nocién de consecuencia semanti-
ca, para rescatar una nocion de consecuencia deductiva. Siguiendo a Rossberg, un
proyecto asi deberia ofrecer razones independientes para optar por una nociéon de
consecuencia deductiva.

Andlogamente, aunque el teorema de categoricidad es un resultado que parece
en principio deseable, el defensor de la semdantica de Henkin (o de la seméntica
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de primer orden) podria optar por considerar el teorema poco relevante. Meadows
(2013: 526) senala que existen tres objetivos que puede buscar el filésofo de la légica
para defender un interés en los teoremas de categoricidad:

1. Demostrar que hay una unica estructura que corresponde a una intuicién o
practica matematica

2. Demostrar que una teoria se refiere a una unica estructura

3. Clasificar diferentes tipos de teorias

Alguien podria defender que algunos o todos los objetivos no son objetivos de la
logica, aunque seria deseable tener una semantica para la légica de segundo orden.
Otra alternativa seria mostrar que con las seménticas no estandar se pueden obtener
resultados similares para el caso de la logica de primer orden. Sin embargo, esto no
es muy prometedor: el propio Meadows (2013: 529) utiliza la semdntica de primer
orden para demostrar una version del teorema de categoricidad para la aritmética en
primer orden. La idea es tomar la aritmética en primer orden, y utilizar la aritmética
en segundo orden con la semdntica de primer orden como metateoria.?® El problema,
es que la metateoria no es categdrica, y por lo tanto, necesitariamos demostrar que
lo es para garantizar el resultado. Esto es posible utilizando una aritmética en tercer
orden con la misma semantica, pero tiene exactamente el mismo problema de hecho
ninguna de estas teorias serd categérica y por lo tanto “jamés alcanzaremos un
punto en el cual tengamos una teoria que podamos mostrar que es absolutamente
categorica” (Meadows 2013: 532). Un defensor de esta posibilidad podria argumentar
que no es necesaria una teoria absolutamente categorica, aunque creo que dicha
posicién es poco satisfactoria.?* Aun cuando no sea posible garantizar los teoremas
de categoricidad, me parece que, en principio, no hay porqué rechazar una semantica
porque no los cumpla. Finalmente, no es obvio que los teoremas de categoricidad
sean objetivos fundamentales de la logica.

Sin embargo, los motivos para no adoptar la semantica de Henkin ni la de primer
orden son otros. Aunque es cierto que no hay razén para rechazar inmediatamente
una semantica de segundo orden por el hecho de no demostrar los teoremas de ca-
tegoricidad, también es cierto que la semantica estandar proporciona una semantica
“natural” para la logica de segundo orden. La semantica estandar para la logica de
segundo orden es ‘“natural” en el sentido de que es una extensién de la semantica
para la logica de primer orden. De hecho, ni siquiera es necesario dar una definicion
diferente de estructura y considerar como interpretaciones de L2K a las mismas es-
tructuras que consideramos interpretaciones para el caso de L1K=. Como vimos, los

23En dicha metateorfa necesitamos el esquema de comprensién, por lo cual, sus modelos deberan
ser modelos fieles de primer orden

24Podemos ver que si consideramos a todas las aritméticas de n-orden, (que sirven como meta-
teorias para demostrar la categoricidad de las aritméticas de n-1-orden) y formamos una nueva
teoria como la unién de todas ellas, esta nueva teoria seguira sin ser categorica, pues la semantica
de primer orden es inherentemente no categorica. Sin embargo, una impresién inicial es que las
pruebas de categoricidad efectivamente muestran que la teoria base es categdrica, por lo cual, seria
mas adecuado optar por una teoria que muestre que ésta es categérica. Cualquier otra opcién
parece insatisfactoria.
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requerimientos para proporcionar una semantica para la logica de segundo orden, a
partir de la semantica de primer orden son minimos, y ofrecen una mayor simplici-
dad. Esto es claro, en vista de que, para las semanticas no estandar, la cuantificacion
parece ser no légica, en el sentido de que es necesario seleccionar el rango de las va-
riables de segundo orden, de manera analoga a como se selecciona la extensién de un
predicado no légico para una estructura cualquiera: la frase “todas los propiedades”
en las semanticas no estandar, parece significar “todas las propiedades escogidas”.

Hasta ahora, no he dado razones para rechazar las semanticas no estandar. Fi-
nalmente, el defensor del teorema de complecion podria insistir en que la “natu-
ralidad” de la seméantica estandar no es un aspecto importante. Aun asi, creo que
las seménticas expuestas reflejan problemas més profundos. Bueno (2010), senald
que hay criterios para rechazar estas seménticas: “Primero, nétese que si tomamos
todos los modelos de Henkin para proporcionar una semantica de la logica de se-
gundo orden, la seméantica resultante ni siquiera es correcta, pues como vimos, el
esquema de comprehension para esta 16gica no es valido” (Bueno 2010: 372). Como
vimos, ninguna de las dos semanticas era una semantica correcta para D2. Habia
que imponer el requisito de que las estructuras fuesen fieles para D2, para que fue-
sen correctas. Sin embargo, contintia Bueno: “es ad hoc imponer estas restricciones
sobre los modelos de segundo orden [...] pues la razén por la cual esas restricciones
son asumidas es simplemente proporcionar una seméantica para la légica de segundo
orden que sea correcta y completa”? (Bueno 2010: 372). La idea de las seménticas
no estandar es proporcionar una semantica para la légica de segundo orden que sea
correcta y completa, por lo cual, el reconocer la importancia de la correccion del
sistema D2 obliga a implementar un mecanismo ad hoc, pues la clausula de fideli-
dad pide precisamente que valide las instancias del esquema de comprehension y del
axioma de eleccién.

A mi manera de ver, el problema de estas semanticas no estandar es que iden-
tificaron adecuadamente el problema de la refutacion del teorema de complecion y
optaron por una manera un tanto inadecuada de solucionarlo. Recordemos que su
solucién fue agregar ciertas interpretaciones que no validaran los teoremas de cate-
goricidad, en particular, se agregaron aquellas que no los validan en una aritmética
de primer orden. Esta estrategia garantiza que se validan los axiomas de un sistema
deductivo de primer orden (por ejemplo, D1=), sin embargo, para el esquema de
comprehension y el axioma de eleccion, la estrategia no garantiza su validez. A final
de cuentas, hay una estructura de la semantica de primer orden muy parecido a
la estructura de Henkin considerada en la seccién 1.2.4.2 que invalida el esquema
de comprehension y el axioma de eleccién.?® Siguiendo la analogia anterior, no es
suficiente con “escoger” las propiedades arbitrariamente, es necesario “escoger” las
adecuadas. Me parece que esta clase de estrategias requiere, en muchas ocasiones,
mecanismos ad hoc.

25E] argumento de Bueno concluye que es necesario dar una razén independiente para aceptar los
modelos de Henkin. Y, si dicha razén es porque es necesario garantizar el teorema de complecion,
entonces el defensor de la seméantica de Henkin pide la cuestién contra el defensor de la seméantica
estdndar que sostiene que no es asi (cf. Bueno 2010: 372).

26La estructura 2l, que asigna a todas las predicados binarios la misma relacién asignada a D(2)
y a todas las funciones de un argumento la funcién asignada a F(1). En esta estructura, todas las
oraciones de la forma VaVy P (x,y) = x # x y las de la forma Va3y Py D Va Py (z, f(x)) son falsas.
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Todas estas observaciones muestran que las seménticas no estandar no son semanti-
cas adecuadas para la logica de segundo orden. Es posible que exista alguna aplica-
cion para ellas, aunque de momento no puedo imaginar alguna. En cualquier caso,
la semantica estandar conserva el atractivo independiente de contar con una “ca-
pacidad expresiva” inmensa, y para algunos, eso parece suficiente. En el resto del
trabajo, optaremos por usar una seméantica estandar para la 1égica de segundo orden
y veremos que, aunque nos provoque una gran cantidad de problemas, refleja una
gran cantidad de propiedades metatedricas interesantes.

1.4. El teorema del homomorfismo

Recordemos que la seméantica para la logica de segundo orden es una extension
de la semantica para la légica de primer orden. A partir de ahora, reflejaremos esta
idea y llamaremos semdntica tarskiana®’ al aparato para generar ambas semdnticas.
Se puede notar que es posible dar una extension para una logica de tercer orden, con
los ajustes necesarios y andlogos a los ofrecidos en la semantica de segundo orden,
esta semantica también seria un caso de semantica tarskiana. La seméantica tarskiana
cumple una propiedad muy interesante, para cualquier lenguaje de cualquier orden:
el teorema del homomorfismo.?® Dado nuestro interés, sélo hablaremos del caso para
el lenguaje, L2K. Veamos en qué consiste:

Definicién. Sean A y B dos estructuras para L2K. Un homomorfismo de 2 en 5
es una funcion h: D¥ — D™ tal que:

1) Para cada P" simbolo de predicado y cada (a1, ..., a,) tal que ay, ..., ay € D*
(a1,...,an) € P** siy solo si (h(ay),..., h(ay)) € P2®

2) Para cada f" simbolo de funcion y cada (ai,. .., ay) tal que (a1, ..., ay) € P*™

hEn™ (@ am)) =L (har), s h(am))
3) Para cada a,, simbolo de constante, h(a®)=a®

De manera intuitiva, un homomorfismo es una funcién que “preserva’ la estruc-
tura, en el sentido de que preserva las funciones de asignacién de las estructuras, en
la definicién, h preserva I*. Hay que notar que como el conjunto K no es diferente
en LIK=y L2K, no es necesario definir mas clausulas. Y que no se exige nada de
h, de hecho, h podria ser una funcién inyectiva o suprayectiva, o ambas o ninguna.
Si h es inyectiva, llamaremos a h, homomorfismo uno a uno. Si h es suprayecti-
va, llamaremos a h, homomorfismo sobreyectivo. Si h es biyectiva, llamaremos a h,
homomorfismo isomarfico.

Teorema 1.23. (Teorema del homomorfismo): Sea h un homomorfismo de A
en B, y sea S € Y.

a) Para todo término t, h(S(t))=(ho S)(t)

2TEsto debido a que ambas estén inspiradas en el mecanismo ofrecido por Tarski (1931) “The
concept of truth in formalized languages”.
28Utilizando el nombre que Enderton le da al teorema.
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b) Para toda formula ¢, que no tenga cuantificadores y no tenga el simbolo de igual-
dad
Ea ©/[S] si y solo si Eg p[hoS]

c) Si h es un homomorfismo uno a uno, entonces para toda férmula de la forma

(ti=t2)
Fo (t1 = t2)[S] sty solo si g (t; = tg) [hoS]

d) Si h es un homomorfismo sobreyectivo, entonces para toda férmula de la forma
Vara, de la forma VX' y de la forma VE? Y
Fo Vora[S] si y solo si Eg YagpafhoS]
Fo VX1 [S] siy solo si Fg VX 1) [hoS]
Fo VE[S] si y solo si Eg VFI[hoS]

La prueba se realiza por induccién sobre el nimero de funciones (en el caso del
inciso a)) y sobre el nimero de conectivas y cuantificadores (en el caso del inciso
b) y d)). El inciso a) afirma que para toda S € ¥4 se puede encontrar una funcién
S € ©® (a saber, h o S) que preserva las interpretaciones asignadas a los términos
por la extensién S de S. Por otro lado, el inciso b) afirma que un homomorfismo
implica que las dos estructuras relacionadas satisfacen las mismas férmulas (que no
tengas cuantificadores ni el simbolo de igualdad). La necesidad de que h sea un
homomorfismo uno a uno en el inciso ¢) es porque si hubiese una igualdad en la
estructura B, entonces ésta podria ser falsa en la estructura 2. Supongamos que
hay un homomorfismo A entre dos estructuras 2 y B, tal que no es uno a uno. Sea
una S € X% tal que para dos términos t, y t2, S(t1)=a y S(t2)=b, para dos a, b
€ DA diferentes. Supongamos también que h es tal que h(a)=c=h(b), para algin
c € D®. Por lo tanto, h(S(t1))=ho S(t;) = ¢ = ho S(ts)=h(S(t3)), por lo tanto
Fa (t1 = ta)[hoS] pero By (t; = t3)[S]. Algo similar sucede en el caso de d), si h no
fuese sobreyectiva, entonces las cuantificaciones universales podrian ser verdaderas
en 2 pero falsas en B.

El siguiente corolario lo usaremos mas adelante:

Corolario 1.1. (Teorema de isomorfismo) Si h es un homomorfismo isomérfico
de A en B, entonces A y B son equivalentes, es decir, para toda formula @, Eg @
st y solo si Fg @

Esto es natural pues un homomorfismo isomdrfico establece basicamente que I*
y I® son exactamente iguales (salvo “notacién”).

1.5. Conclusiones

He presentado un lenguaje de primer orden, LIK=, y expuse una semadantica
y un sistema deductivo para dicho lenguaje. Asi mismo, expuse el lenguaje L2K
para la logica de segundo orden. Expandimos tanto la seméntica como el sistema
deductivo de L1K= para proporcionar una semantica (la semdntica estindar) y un
sistema deductivo para el lenguaje L2K. Vimos que el lenguaje L1K= cumple con
los teoremas de complecién, correccion, compacidad y Lowenheim-Skolem. También



1.5. CONCLUSIONES 31

vimos que L2K sélo cumple con el teorema de correccion, mientras que los demés
teoremas fallan como consecuencia (directa) de los teoremas de categoricidad para
la, aritmética de Peano (AR) y el andlisis real (AN). En la seccién 1.3, explique que
esto se debia a que el lenguaje L2K con la seméantica estdndar tenia una “capacidad
expresiva” superior a la légica de primer orden.

También expuse dos semanticas no estandar para la logica de segundo orden: la
semdntica de Henkin y la semdntica de primer orden. Vimos que ambas semanticas
cumplen con los teoremas de complecion, correccion, compacidad y Lowenheim-
Skolem. En la secciéon 1.3, argumenté que, por un lado, esto muestra que la capacidad
expresiva de estas seméanticas era significativamente inferior a la semantica estandar,
y que esto no es necesariamente un problema para estas semanticas. Sin embargo,
argumenté que habia problemas independientes a eso en estas semanticas, y que estos
estaban relacionados con algunos mecanismos ad hoc presentes en la construccion
de la semantica. Por estas razones, en el resto del trabajo, adoptaré una semantica
estandar para légica de segundo orden. Asi pues, dado que es en el contexto de la
semantica estandar donde el problema del argumento de Kreisel tiene sentido, dicho
problema sigue presente para el presente propodsito y en los siguientes capitulos
abordaremos ese problema en el contexto de los planteamientos presentados en este
capitulo.






Capitulo 2

Validez Preteorica

Shapiro (1991, 1987) y Gémez Torrente (2000b, 2008b) utilizan versiones del
argumento de Kreisel que equiparan la nocién intuitiva de validez (o nocién intuitiva
de consecuencia ldgica) con la nocién de validez en estructuras cuyo dominio es una
clase. En estas versiones, es facil establecer que el Principio de Kreisel es verdadero
para el caso de la légica de primer orden. La presentacion de dichas versiones se vera
con precision en el capitulo 3. Sin embargo, el propio Gémez Torrente (2000b) hace
una observacién importante:

El interés del resultado depende en gran medida de que la nocién
intuitiva de consecuencia légica sea analizable por medio de una de
las nociones generalistas de consecuencia logica expuestas en este
capitulo. Sino lo es- si, por ejemplo, tenemos razones para pensar que
la [nocién de validez en estructuras cuyo dominio es una clase] no es
una condicién suficiente de la consecuencia logica a secas-, entonces
tendremos razones para pensar que no hemos mostrado (ni siquiera
para los lenguajes de primer orden) que la nocién de [consecuencia
l6gica tarskiana]? es correcta con respecto a la nocién intuitiva de
consecuencia légica. (Gémez Torrente, 2000b: 65)

En el presente capitulo, me propongo explicar la relaciéon que existe entre am-
bas nociones. Para ello utilizaré dos propiedades presentadas por el propio Gomez
Torrente (2000b) de la nocién pretedrica de validez (o consecuencia légica): la for-
malidad y la necesidad. Para ello hay un problema importante: ;qué naturaleza tiene
la nocion de validez pretedrica? Esto podria ser un problema poco relevante si se
acepta que dicha nocién es poco significativa para la légica. En la primera seccién
de este capitulo me propongo explicar qué entiendo por la nocién de consecuen-
cia logica intuitiva. Después de explicar esto, presentaré una breve discusion de las
propiedades de formalidad vy necesidad para explicar qué relacion existe entre una
nocién preteorica de consecuencia logica y la nociéon de validez en estructuras cuyo
dominio es una clase.

29F] texto entre corchetes en esta cita es mio.

33
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2.1. Validez preteorica (la nocién pretedrica de
consecuencia légica)

En esta primera secciéon me ocuparé de hablar un poco sobre lo que entiendo por
la nocién pretedrica de consecuencia logica. Esta nocién ha sido considerada dudosa
y problemética por ser vaga y confusa. Peter Smith, en su discusién del argumento
de Kreisel, sostiene que “|...]no hay una nocién pretedrica intuitiva de consecuencia
vélida suficientemente precisa para que dicho argumento se sostenga” (Smith 2011:
26) Smith presiona en este punto afirmando que si alguien cree que dicha nocién exis-
te debe responder preguntas sobre si la nocion intuitiva de consecuencia es analitica
o si esta limitada por restricciones de relevancia (cf. Smith 2011: 27), y estas pregun-
tas no tienen una respuesta determinada. Sin embargo, muchas veces en los cursos
introductorios sobre logica se suele apelar a ciertas intuiciones inferenciales para
motivar definiciones o algtin otro contenido relevante del curso. Haré algunas preci-
siones para aclarar un poco mas la clase objetivos e intereses que consideraré en este
capitulo. A mi modo de ver, cuando se usa o se apela a esta nocién, se busca apelar
a ciertas ideas preformales o preteoricas sobre las inferencias logicas. No creo que
dichas intuiciones o ideas preformales estén fijas. Rossberg seniala que “podria ser
el caso que el estudio de los sistemas formales afecten nuestra intuicion preteoréti-
ca” (Rossberg 2004: 316). Hay algunos ejemplos de cémo las intuiciones sobre las
inferencias légicas cambian (como el caso de algunas inferencias aristételicas o las
inferencias analiticas®®), e incluso estas modificaciones son resultado de usar algunos
sistemas 1égicos. A partir de esto, vale la pena senalar que las intuiciones légicas
no son ajenas a la practica légica misma y la tradicién en la que esta inscrita dicha
practica. MacFarlane apunta de manera acertada que “nuestras intuiciones sobre
logicidad no son un tipo de realidad extramental: estas son artefactos histoéricos, un
producto de nuestra educacion légica y filoséfica” (McFarlane 2000: 28).

Con esto en mente, habrd que aclarar que la nocion preteorica que discuto se
aplica a los lenguajes formales de la légica clasica y al lenguaje informal de la ma-
temadtica clasica. El lenguaje de la matematica puede ser formalizado (en principio)
con algo de facilidad y la razén de esto es porque tienen en comin dos caracteristicas
mencionadas por Jané:

si queremos que algunas férmulas de nuestros lenguajes cuenten co-
mo contrapartes adecuadas de algunas oraciones matemaéticas infor-
males, entonces estas formulas deben tener al menos un significado
rudimentario: su terminologia légica debe ser significativa, y las cate-

gorias semanticas de la terminologia no légica deben estar delimitadas
(Jané 1993: 68-69)

Una ventaja de los lenguajes formales y el lenguaje (informal) de la matematica

39Por ejemplo, inferencias como la de ‘Martin es soltero’ a ‘Martin es no casado’ se solian con-
siderar inferencias légicamente correcta, lo cual no es el caso desde el punto de vista de la légica
de primer orden (como caso particular, la logica definida en la seccién 1.1 del capitulo anterior).
Lo mismo sucede con la inferencia de ‘Algin hombre es mortal’ a partir de la oracién ‘Todos los
hombres son mortales’. A pesar de ello, no se considera a la légica de primer orden como un sistema
l6gico inadecuado.
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clasica es que cumple con ambos criterios. A mi forma de ver, estos criterios precisan
el contexto en que se puede evaluar la correccién de la nocion de validez preteorica
que considero y permiten acotar el tipo de inferencias que son de interés en este con-
texto. Cabe mencionar que a lo largo de este capitulo usaré principalmente ejemplos
no formalizados y poco relacionados con la matematica, sin embargo, esto solo sera
por motivos de claridad. Considerando estos lenguajes, se puede pensar que aunque
se logré un avance en lo que a precision se refiere, se pierde interés en tanto que
no hay realmente intuiciones pretedricas en lenguajes como estos. Sin embargo, hay
filésofos como Jané quién piensan que hay justificaciones informales para las reglas
formales de inferencia tales como la eliminacién del cuantificador universal®!, que
dependen sélo de atribuir significado a la terminologia légica. Tarski mismo pro-
porciona un ejemplo de esta clase de inferencias informalmente justificadas cuando
considera la w-regla: de todas las oraciones ¢(1), ©(2), ©(3),...se puede inferir que
Vap(z), donde el rango del cuantificador es el conjunto de los nimeros naturales (cf.
Tarski 1936: 410 - 11). Es en este sentido que es posible atribuir validez pretedrica
o informal a las reglas de inferencia de un lenguaje preciso.

Vale la pena dar algunos ejemplos histéricos de teorias de la consecuencia logica
para aclarar un poco mas el contexto histérico en que esta inmersa lo que entenderé
como la nocién pretedrica de consecuencia logica. Presentaré tres autores impor-
tantes para esta nocién pretedrica de consecuencia légica: Aristoteles, Bolzano y
Frege. Senalaré algunos puntos sobre el trabajo de cada uno en torno a la nocién de
consecuencia logica que considero relevantes para la nocién pretedrica que trato de
rescatar. En particular, me concentraré en tres puntos: en la naturaleza de la defi-
nicion de consecuencia que proponen, el tipo de inferencias que se buscan rescatar
y el lenguaje que se considera.

Aristoteles es considerado en la literatura como el primer filésofo en hablar de
la l6gica como disciplina y se concentraba en el uso de ésta en la argumentacion
racional. En el tema de la nocién de consecuencia, él identifico algunas estructuras
inferenciales como inferencias validas, lo que Corcoran (2009: 11) llama "Teorfa de
las deducciones categoricas de Aristoteles’. Para Aristoteles, el método de la deduc-
cién permitia dar una teoria sobre lo que hoy llamamos consecuencia légica. Una
deduccion es “un discurso en el cual, dadas ciertas cosas por supuesto, algo dife-
rente de las cosas supuestas resulta por necesidad porque dichas cosas son el caso”
(Prior Analytics: 24b20). Con mayor precisién, una deduccion es una cadena de ra-
zonamientos tales que éstos estan justificados por las estructuras inferenciales o por
reglas derivadas de la estructuras inferenciales. Por lo cual, “toda deduccion |...]
tiene una cadena de razonamientos que muestran o hacen evidente que la conclusion
(final) se sigue l6gicamente de las premisas-y asi que la afirmacién de las premisas
es también una afirmacién virtual de la conclusiéon” (Corcoran 2009: pag. 8). Hay
que mencionar que el interés de Aristételes eran las deducciones que representaban
demostraciones de la conclusién, es decir, deducciones donde se sabia (o se podia
saber) que las premisas son verdaderas. Es por este interés en las demostraciones

31Es decir, la regla que infiere (a) de Yap(z), si a estd en el rango del cuantificador. Jané atribuye
propiedades informales a la relacién de consecuencia légica (como la de ser neutral al contenido
de las oraciones), en vista de que la justificacién de esta regla depende sélo del significado del
cuantificador universal (cf. Jané 1993: 67)
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que, para Aristoteles, las demostraciones agregaban informacién nueva al conjunto
de creencias y por lo cual, inferencias del tipo, P por lo tanto P, no son casos de con-
secuencia, de otra manera no se demostraria en realidad. La importancia historica
de Aristoteles, ademas de la identificacién de ciertas estructuras inferenciales, es que
“Como Tarski enfatizd, una prueba formal en el sentido moderno resulta del refi-
namiento y ‘formalizacion’ de la demostracién tradicional de Aristételes” (Corcoran
2009: 2). Cabe mencionar que se atribuye a Aristételes el uso de contraejemplos para
mostrar que un argumento es invalido, pues esto es suficiente para mostrar que la
conclusién de un argumento no se sigue por necesidad de las premisas (cf. Asmus y
Restall 2012: 19).32

Por otro lado, a Bernard Bolzano se le atribuye en los tltimos anos el descubri-
miento de la definicién seméntica de consecuencia légica (eg. van Benthem 1985).
Bolzano fue el primero en considerar que una oracion A es una verdad logica si todas
las oraciones resultantes de A al sustituir uniformemente los conceptos no logicos de
A por otros, son verdaderas. Esto se puede generalizar a la nociéon de consecuencia.
Esta definicién es muy cercana a la definicién de Tarski. Como Gdémez Torrente
(2002: 6) nota, se le puede atribuir a Bolzano también la idea de que las oraciones
que son verdades logicas, lo son en virtud de su forma. Para poder proporcionar esta
definicion, Bolzano defiende un analisis de las proposiciones donde ciertas particulas
(los conceptos no légicos) varfan mientras que otras no (los conceptos légicos), y es
mediante este andlisis que la definicion de consecuencia puede recuperar la nocién
de “seguirse por necesidad” (cf. Asmus y Restall 2012: 31). La definicién de Bolzano
de consecuencia logica se encuentra en su nocién de derivabilidad:

digo que las proposiciones M, N, O,...serian derivables de las pro-
posiciones A, B, C, D,...con respecto a las variables i, j,. .., si todo
conjunto de ideas®® que hacen a A, B, C, D,. . .todas verdaderas cuan-
do son sustituidas por i, 7,..., también hacen a M, N, O,...todas
verdaderas. [...]| a veces también diré que las proposiciones M, N,
O,...se siguen de o pueden ser inferidas o se concluyen del conjunto
de proposiones A, B, C; D,...(Bolzano 1973: §155, 205)

Las ideas i, ,. . . , son aquellos conceptos variables, los conceptos no légicos. Ahota
bien, van Benthem afirma que, a partir de la teoria de Bolzano, “dado un conjun-
to de proposiciones, uno puede considerar cualquier conjunto de sus constituyentes
(palabras, frases) y considerar ‘variantes’ obtenidas sustituyendo adecuada y unifor-
memente por otros constituyentes para obtener nuevas proposiciones” (van Benthem
1985: 389). De esta idea, van Benthem reconstruye una nocién de consecuencia que
permite variar cualquier conjunto de particulas lingiiisticas, generando diferentes
definiciones de consecuencia dependiendo del conjunto de particulas lingiiisticas que
se elija. As{ mismo, Bolzano definia nociones de consecuencia que no cumplian con

32Fsto quiere decir que si un argumento A es invalido es suficiente encontrar un ejemplo de
un argumento con la misma forma de A que tenga premisas verdaderas y conclusién falsa, para
mostrar que dicho argumento no se sigue por necesidad. Estas dos propiedades son las que discutiré
mas adelante.

33Este énfasis es mio, no del autor.
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ciertas propiedades de la definicién tarskiana, tales como monotonicidad (cf. van
Benthem 1985: 390).

Finalmente, hablaré un poco sobre Frege, considerado el padre de la logica mo-
derna. Hay que recordar que el principal objetivo de Frege era reducir las nociones
de la aritmética a las nociones de la logica, en contra de lo que sostenia Kant, que
defendié que la aritmética se reducia a la intuicion kantiana del tiempo. Para ello,
Frege diseno un sistema simbolico donde lograba expresar una gran cantidad de es-
tructuras inferenciales, asi como la relaciéon de predicacién. Dicho lenguaje es lo que
hoy conocemos como un lenguaje de orden superior, del cual los lenguajes de primer
orden son sélo una parte. Gémez Torrente (2000b: 23) senala que en este lenguaje
siempre es completamente claro cudl es la forma logica de un argumento del lengua-
je. La nocion de consecuencia légica en el lenguaje de Frege es muy parecida a la de
Aristoteles, en tanto que identificé una serie de reglas de inferencia y un conjunto de
axiomas que son intuitivamente correctos y, por lo cual, todo teorema de estos seran
intuitivamente correctos. Cabe mencionar que los axiomas y las reglas de Frege son
necesarios (segun el propio Frege) en tanto que son leyes que rigen el razonamiento
de cualquier tipo: “Para ¢l la logica era la ciencia sobre la realidad més general de
todas” (Kneale y Kneale 1962: 628). Al igual que el lenguaje disenado por Frege, la
relacién de consecuencia logica es precisa; de hecho, es basicamente la relacién de
consecuencia deductiva que se usa actualmente.

La definicién de consecuencia logica de Tarski esta disenada para aplicarse a
lenguajes similares a los creados por Frege y en consideracion de las inferencias que
éste consideraba intuitivamente correctas. Asi pues, la nocién pretedrica de conse-
cuencia légica que usaremos se inscribe en esta tradicion, por lo cual, me ocuparé de
las inferencias que ésta considera intuitivamente vélidas y utilizaré conceptos como
‘forma’, ‘lenguaje 1égico’ o ‘deduccién’, atendiendo al tipo de inferencias que ellos
consideraban. Ahora presentaré un anélisis de la nocién pretedrica de consecuencia
légica.

2.2. Algunas propiedades de la nocion de conse-
cuencia légica

En la presente seccion senalaré dos propiedades que generalmente se le atribuyen
a la nocion pretedrica de consecuencia légica. Retomo esta manera de caracterizar la
nocién de consecuencia légica del trabajo de Gémez Torrente (2000, 2003), aunque
también se puede encontrar referencia a estas propiedades como propiedades de la
nocién de consecuencia légica en (Asmus y Restall, 2012).

En los cursos introductorios de logica se suele presentar la nocion de validez in-
dicando que un argumento es valido si, siempre que sus premisas sean verdaderas,
su conclusién deberd serlo también (o alguna frase similar o equivalente). Con ello
se busca motivar la intuicién de que un argumento es valido si no es posible que
las premisas sean verdaderas y la conclusion falsa. A partir de esta clase de carac-
terizaciones informales, se suele decir que la nocién intuitiva de consecuencia légica
determina una relacion especialmente estricta: nunca sucedera que las premisas sean
verdaderas y la conclusién falsa. Si un argumento cumple con esta propiedad se sue-
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le decir que las premisas implican por necesidad ldgica a la conclusion, y es en este

sentido que se sostiene que la nocién intuitiva de consecuencia légica determina una

relacién necesaria. Que la nocion pretedrica de consecuencia légica determine una

relacién necesaria, es lo que llamaré la propiedad modal de la nocién de consecuencia

légica (o bien, la propiedad de necesidad ldgica): si un argumento es intuitivamente

valido, entonces las premisas implican a la conclusion por necesidad logica.
Algunos ejemplos de argumentos que no satisfacen esta propiedad son:

(M1) Carlos estudi6 filosofia

Carlos no es racista

(M2) Humberto es un ser humano

Humberto no tiene tres piernas

(M1) no cumple la propiedad pues es posible que Carlos haya estudiado filosofia
y sin embargo sea racista, por lo cual el argumento tendria premisas verdaderas
y conclusién falsa. En (M2), aunque sabemos que generalmente los seres humanos
tienen dos piernas, en principio es posible que los seres humanos hayan tenido tres
piernas, en cuyo caso Humberto serfa un ser humano (siendo la premisa verdadera)
pero tendria tres piernas (y la conclusion seria falsa).

Sin embargo, los siguientes son casos de argumentos en los que las premisas
implican por necesidad légica a la conclusion:

(M3) Si la teoria de la rigidez de Kripke es verdadera entonces
los enunciados de identidad son necesarios
La teoria de la rigidez de Kripke es verdadera

Los enunciados de identidad son necesarios

(M4) Algunos suegros son prejuiciosos

Algunos hombres son prejuiciosos

El argumento (M3) cumple la propiedad de necesidad légica pues si las premisas
son verdaderas, la conclusién debe serlo. Mientras que (M4) satisface la propiedad
debido a que es parte del significado del término ‘suegro’ el ser un hombre. Sin
embargo, (M4) no es aceptado generalmente como un caso de consecuencia légica,
debido a que existen argumentos de la misma forma légica que no cumplen con la
propiedad modal de la relacién de consecuencia légica. En particular, hay casos de
argumentos con la misma forma logica que (M4) en los que la premisa es verdadera
y la conclusion es falsa. Por ejemplo:

(M4’) Algunos humanos son vertebrados

Algunos paramecios son vertebrados
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El cual, casi por definicion, tiene premisa verdadera y conclusion falsa.

La segunda propiedad que se le suele atribuir a la nocién pretedrica de conse-
cuencia logica es que ésta determine una relacion formal. Se suele considerar que
la validez de un argumento es una cuestion de forma, o bien que ésta dependa de
la forma légica del argumento. Asi pues, se suele considerar que si un argumento
es un caso de consecuencia légica entonces cumple con la siguiente propiedad de
formalidad: si un argumento es un caso de consecuencia logica, entonces todos los
argumentos con la misma forma logica también son casos de consecuencia logica.
De este modo, (M4) no puede ser un caso consecuencia légica, en contraste con el
argumento (M3) que si lo es pues cumple con la propiedad de formalidad. Todo esto
depende de algunos presupuestos sobre la forma logica de los argumentos, pero mas
adelante explicaré con mayor precision a que me refiero al decir que dos argumentos
tienen la misma forma logica.

Se suele atribuir estas dos propiedades a la nocion pretedrica de consecuencia
légica y se considera que tanto la propiedad de necesidad como la de formalidad
son condiciones necesarias, mas no suficientes. No pretendo defender que estas pro-
piedades son condiciones suficientes para la nocién de consecuencia légica (aunque
me inclino a creer que es el caso). En las siguientes secciones, presentaré una breve
discusion de ambas propiedades, a partir de la cual pretendo establecer una relacion
entre la nocién intuitiva de consecuencia logica y la nocion de validez en estructuras
cuyo dominio es una clase.

2.2.1. Formalidad

Es comin encontrar en la literatura la afirmacién de que la légica (al menos, la
légica clasica contemporéanea) es una cuestién de forma. Por lo general, se considera
que la nocién de consecuencia logica es una nociéon que se explica con base en las
propiedades formales de los argumentos.

Una razon para atribuir esta propiedad a la nocién de consecuencia logica es
que se considera que la logica debe ser indiferente al contenido de las oraciones, es
decir, debe ser neutra con respecto al discurso particular en el que se enuncian los
argumentos. Una idea comun dentro de la practica usual de la légica es que la validez
de un argumento no debe depender de aspectos particulares del tipo de discurso en
que se enuncia, asi como de los objetos de los cuales dicho argumento habla. Asi
mismo, se considera que apelar a la forma légica de un argumento permite atender
a esta clase de intuiciones. Se ha considerado esto por el hecho de que la forma
l6gica de una oracion esta intimamente ligada con su estructura gramatical en cierto
lenguaje, y por esto no estd ligada al contexto de enunciacién (al menos, a partir de
algunos ejemplos claros de la nocién de forma logica). Consideremos las siguientes
oraciones:

(1) Javier es profesor
(2) Si Jorge es filésofo entonces es profesor
(3) Bertrand Russell es matemaético y filésofo

Cuyas correspondientes formas légicas serian:
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(F1) aes A
(F2) Si a es A entonces a es B
(F3) aes Ay aes B3

Donde a ‘a’ y ‘A’ deben entenderse como simbolos esquematicos de las corres-
pondientes categorias gramaticales (‘a’ funciona como un simbolo esquematico para
nombres propios, mientras que ‘A’ lo es para predicados). Esto refleja la intuicién
de que la forma logica esta ligada a la estructura gramatical de las oraciones y que
dichas formas légicas no afirman nada sobre el discurso especifico de sus correspon-
dientes oraciones. Por el momento no discutiré si efectivamente cada uno de estos
esquemas es la forma légica de la oracion correspondiente, simplemente busco senalar
que si estos esquemas son las formas logicas de las oraciones, parece natural suponer
que dichos esquemas no reflejan caracteristicas particulares ni del discurso en que
estd enunciada la oracién, ni de los objetos de los que habla. De hecho, parece que
estos esquemas pueden serlo, no solo de las oraciones (1)-(3), sino de otras oraciones
similares a estas, por ejemplo:

(1’) Carlos es racista
(27) Si Francisco es altanero entonces es despreciable

(3’) Kant es protestante y comprensivo

Parece que tanto (1) como (1) pueden ser recuperadas esqueméticamente por la
misma forma l6gica, a saber (F1), caso similar a los de (2) y (2°) o (3) y (3°), que
se pueden recuperar por (F2) y (F3) respectivamente. Intuitivamente, si la forma
légica de una oracion dependiera de caracteristicas del discurso o de los objetos de
los que habla la oracién, habria que explicar porqué oraciones como (1) y (1’) tienen
la misma forma légica sin que exista una relacion aparente entre el discurso o los
objetos de los que hablan (1) y (1’). A partir de los casos anteriores, parece que si
aceptamos que la forma logica de una oracion depende la estructura gramatical de
la oracién (de la manera en la que dependia en lo ejemplos), nos lleva a aceptar
intuitivamente que logramos el tipo de neutralidad que buscamos.3?

34Aunque generalmente se acepta que estas son las formas logicas de estas oraciones, existen
otras teorias como las de Quine que no considerarian estas como las formas légicas de las oracio-
nes. La razén de esto es que Quine (1982) buscaba eliminar los términos singulares de las oraciones
debido a que términos singulares como ‘Zeus’ son presuntamente vacios y por lo tanto, existen difi-
cultades para determinar sus condiciones de verdad. En su lugar, sustituye los términos singulares
por descripciones que nos permiten identificar las referencias de los términos singulares usando
unicamente predicados. Sin embargo, utilizaré una nociéon mas tradicional de forma ldgica.

35Sin embargo, existen problemas en esta clase de caracterizaciones sobre la forma légica. Mac-
Farlane senala que considerar esta clase de caracterizaciones tienen el problema del “chauvinismo
gramatical”, esto es “toma lo que es una caracteristica meramente contingente de nuestros sistemas
légicos y la presenta como una regla general” (MacFarlane 2000: 46). Esta caracteristica es consi-
derar que todo lenguaje tiene categorias gramaticales bien delimitadas, de tal forma que siempre
se puede identificar qué particulas constituirdn la forma légica de los argumentos. A mi parecer,
es complicado encontrar una caracterizaciéon de la nocién de forma légica que no cometa un error
parecido, aunque no es mayor problema tampoco en tanto que buscamos considerar lenguajes don-
de las categorias gramaticales estan delimitadas, sin pretender dar una generalizacién como la que
senala MacFarlane.
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Sin embargo, creo que existe una razén adicional a la neutralidad del tipo de
discurso (aunque relacionada) por la cual se considera que la nocién de validez debe
ser formal: se busca que la validez de un argumento dependa de la forma légica del
argumento. Esta dependencia es vaga, pero lo que se pretende es que la validez de un
argumento dependa de la “validez”de la forma légica. Es decir, si un argumento es
intuitivamente valido, entonces no puede ser que la forma logica de dicho argumento
no lo garantice.

Consideremos ahora la propiedad de formalidad que proporcioné en la seccion
2.2

(Form) Si un argumento es un caso de consecuencia légica entonces todos los ar-
gumentos con la misma forma logica también son casos de consecuencia logica

Cabe recordar que esta propiedad es una condicion necesaria de la nocién intuiti-
va de consecuencia logica. ; Esta propiedad rescata las intuiciones sobre la naturaleza
formal de la nocién de consecuencia légica expuestas mas arriba? Consideremos un
argumento intuitivamente valido cualquiera, I. Supongamos que existe otro argu-
mento con la misma forma légica de I, I’, tal que no es un caso de consecuencia
logica. Si esto fuera asi, entonces intuitivamente la forma légica no garantiza la vali-
dez del argumento I, pues I’ deberia ser un argumento valido ya que la forma logica
de [ intuitivamente deberia garantizar su validez. La intuiciéon que busco senalar
aqui es que I’ en principio, podria funcionar como un argumento contra la validez
de I, de forma parecida a como Aristételes utilizaba la nocién de contraejemplo
(véase la nota 3 del presente capitulo). Lo que afirma la condicién (Form) es que
la validez se preserva a través de la forma logica, y es en este sentido que sostengo
que la validez de los argumentos depende de la forma légica: no es posible que un
argumento sea valido, y que exista un argumento con la misma forma légica que no
lo sea.

Para poder dar una exposicién completa de (Form), habrd que explicar c6mo
identificar si dos argumentos tienen la misma forma logica o no. Recuperando los
ejemplos anteriores, se suele aceptar que (1)-(3) y (1')-(3’) tienen la mismas for-
mas logicas, respectivamente. Por lo cual, es generalmente aceptado que particulas
lingiifsticas como ‘es’ y ‘si. .. entonces’ caracterizan las formas légicas (F1)-(F3). Esta
clase de particulas lingiiisticas se conocen como constantes légicas y nos apoyaremos
en ellas para caracterizar la nocién de identidad de forma:

(IdForm) La oracién A tiene la misma forma légica que una oracién B si y solo si B
puede ser obtenida a partir de A mediante sustitucion uniforme de constantes
no logicas

Por ejemplo, considerando (1) y (1’) arriba, (1’) tiene la misma forma légica que
(1) porque la obtuvimos por sustitucién uniforme de (1) sustituyendo el término
‘Carlos’ por ‘Javier’ (al igual que ‘racista’ por ‘profesor’). La sustitucién debe ser
uniforme en el sentido de que cada constante no légica que aparezca en una oracion
debe ser sustituida por una y sélo una constante. Por ejemplo, tomando (3) de los
ejemplos anteriores:
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(3) Bertrand Russell es matematico y filésofo
Para obtener su forma légica, podemos parafrasearla del siguiente modo:
(3#) Bertrand Russell es matemédtico y Bertrand Russell es filésofo

A partir de la anterior parafrasis, podemos ver qué (3#) no tiene la misma forma
logica que:
(3*) Immanuel Kant es protestante y John Locke es comprensivo

Pues, (3%) no puede ser obtenida por sustitucién uniforme de (3). Debido a que
el término ‘Bertrand Russell’ debe ser sustituido en (3) por dos términos diferentes
‘Immanuel Kant’ y ‘John Locke” para poder obtener (3#), lo cual no puede ser pues
‘Bertrand Russell’ debe ser sustituida por una y solo una constante no légica.?¢ Asi
pues, la nueva condicién de formalidad seria:

(Form’) Si un argumento A es un caso de consecuencia légica, entonces, todos los
argumentos que resultan por sustituciéon uniforme de constantes no légicas de
A, también son casos de consecuencia légica

Nuestro criterio de identidad de forma parece adecuado si consideramos que
la forma logica de una oracién depende de las constantes légicas del lenguaje en
el que esta enunciada la oracién, en el sentido de que no variamos las expresiones
consideradas constantes 16gicas. La manera en que expusimos (Form’) deja claro que
esta manera de entender la nocién de forma légica es un caso de lo que MacFarlane
llama “formalidad esquematica”, es decir, “se refiere a patrones de inferencia, o
esquemas (“formas”) cuyas instancias son inferencias correctas, sin importar cudl
sea la materia en la que esté instanciada” (McFarlane 2000: 37). MacFarlane sefiala
que esta clase de nocion de forma logica tiene el problema de que plantea dos lagunas
a la nocién de formalidad:

El problema con la formalidad esquematica es que ésta tiene dos lagu-
nas, que deben ser cubiertas antes de poder dar un veredicto definido
sobre la formalidad de inferencias particulares. Para cubrir la primera
laguna, uno debe especificar qué caracteristicas de las inferencias son
parte de los esquemas y qué partes son remplazables o son elementos
esquematicos. Para cubrir la segunda laguna, uno debe especificar el
rango de expresiones que pueden remplazar los diferentes tipos de
elementos esqueméticos en los patrones (MacFarlane 2000: 38)

36Se puede pensar que es suficiente con que dos constantes cumplan con tener la misma referencia.
Asi, ‘Bertrand Russell escribié6 Sobre la denotacién y Bertrand Russell escribié Los problemas
de la filosofia’ tendria la misma forma légica que ‘Eric Blair escribié Rebelién en la granja y
George Orwell escribié 1984’ pues esta oracion fue obtenida de la anterior mediante sustitucion
de constantes no logicas y ‘Eric Blair’ y ‘George Orwell’ refieren al mismo hombre. Sin embargo,
no es necesario que sea posible saber que esta clase de relaciéon se cumpla. Es decir, es posible
que alguien objete que no tienen la misma forma logica en vista de no sabe que ‘Eric Blair’ y
‘George Orwell’ refieren al mismo objeto. En general, esto exige que se satisfagan condiciones poco
generales y dependientes del contexto en que estd enunciada una oracién, por lo cual es preferible
que la sustitucién sea uniforme en el sentido enunciado mas arriba.
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La segunda laguna la trataremos més adelante, cuando discutamos la propiedad
de necesidad légica. La primera laguna es lo que se puede entender como la pregunta
de ;cuales son las constantes 16gicas? Asi pues, habra que decir algo sobre el problema
de cudles son las constantes logicas.

Intuitivamente, una constante légica es una expresién de un lenguaje que tiene
ciertas propiedades (légicas) que permiten determinar la forma légica de una oracién.
Entre las constantes 16gicas usuales del lenguaje cotidiano se consideran expresiones
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como ‘y’, ‘si... entonces’, ‘0’, etc. Retomando los ejemplos anteriores:

(1) Javier es profesor
(2) Si Jorge es filésofo entonces es profesor

(3) Bertrand Russell es matematico y filésofo
Y sus formas légicas:

(F1) aes A
(F2) Si a es A entonces a es B

(F3) aes Ay aes B

Se suele aceptar que (F1)-(F3) son las formas 16gicas de (1)-(3) respectivamente
porque las expresiones que las determinan (a saber, ‘es’, ‘si...entonces’ e ‘y’) son
expresiones légicas, en contraste con expresiones como ‘Jorge’, ‘Javier’, etcétera. A
partir de ejemplos como estos, se considera que las constantes légicas son expresiones
cuyo significado no varfa de oracién en oracion, y es por esto que pueden determinar
la forma légica de una oracién. Por las mismas razones, (1’)-(3’) tienen la misma
forma légica de (1)-(3), respectivamente.

El problema consiste en que no es claro que exista un criterio que nos permita
identificar eficazmente las constantes 1égicas de un lenguaje de manera univoca. Esto
se debe basicamente a que tampoco es claro cudles son las propiedades propiamente
logicas que tienen las expresiones tradicionalmente consideradas constantes légicas.
Mas atin, no sabemos qué tipo de propiedades consideramos que deben satisfacer, es
decir, no sabemos como distinguir una propiedad propiamente logica de la que no lo
es. Aunque es posible defender que una propiedad de las constantes logicas es que su
significado no varia en diferentes oraciones, esto no nos ayuda a determinar cudles
expresiones son constantes l6gicas y cudles otras no. Gémez Torrente (2002) argu-
mento que algunas caracterizaciones de constancia logica eran inadecuadas para dar
condiciones necesarias y suficientes para la constancia logica. Gémez Torrente senala
que “algunos principios poco filoséficamente cargados y en gran medida pragmaéti-
cos parecen haber guiado a los logicos en la seleccion de expresiones como légicas,
explicita o (muchas veces) implicitamente” (Gémez Torrente 2002: 3). Si es el caso
que la eleccion de las constantes logicas ha sido guiada por principios pragmaticos,
parece poco probable que una teoria sobre la constancia légica sea adecuada si no
es capaz de incorporar dichos principios. Si buscamos una caracterizacién adecuada
de la nocién de constante logica, debemos tomar en consideracién estos principios.
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El propio Gémez Torrente afirma que existe un principio que se ha utilizado para
delimitar las constantes légicas de las no légicas: “|. .. ]un principio que del que es ra-
zonable pensar como subyacente a la eleccién de expresiones para el estudio 1égico es
el principio de que la légica debe tratar con expresiones ttiles en, y relevantes para,
el razonamiento general, expresiones no especificas a ninguna de las esferas donde
un argumento es empleado pero comin a todas o gran nimero de ellos” (Gémez
Torrente, 2002: 3). Otro ejemplo de principio pragmatico que me parece ha llevado
a los logicos a considerar que una expresion es una constante logica estd enunciado
por Sagi. Ella senala que una caracteristica de la forma légica debe ser que: “nos
permitira evitar consideraciones metafisicas en algin grado” (Sagi 2014: 946). Dada
nuestra caracterizacion de forma, este principio debe cumplirse para las constantes
légicas. Tomando el ejemplo de Sagi, quisiéramos que la inferencia valida:

(M5) A todos les gusta el queso

A Sarah le gusta el queso

lo fuese independientemente de la naturaleza metafisica de Sarah (por ejemplo, inde-
pendientemente de si existe o no). Considerar términos como ‘Sarah’ como constantes
presumiblemente nos llevaria a comprometernos con la existencia de Sarah, por lo
cual ‘Sarah’ no seria una constante légica. Vale la pena notar que esto es bastante
cercano a las intuiciones sobre la nocién de forma logica en las que se motivaba la
idea de que ésta no afirma nada del discurso en que esta enunciada una oracién.

No pretendo dar una caracterizaciéon de la nocion de constante logica, sin em-
bargo creo que al menos estas dos ideas han estado detras de la eleccion comtn de
constantes légicas. No me concentraré en discutir mas sobre este punto, me limitaré
a afirmar que el conjunto de las constantes logicas de los lenguajes que nos interesan
(los lenguajes formales) contienen al menos a las conectivas l6gicas usuales (como las
mencionadas anteriormente: ‘es’, ‘si...entonces’, ‘y’, etcétera), a los cuantificadores
de orden finito y al sfmbolo de igualdad.?” Hay que notar que, en apariencia, estas
expresiones cumplen las condiciones de Gémez Torrente y Sagi.

Para finalizar esta seccién, tomaremos la nocién de (Form’) como la enunciacién
de la propiedad de formalidad de la consecuencia logica. Es posible equiparar nuestra
nocién de formalidad con una nocién introducida por Gémez Torrente en (1998/99:

37El caso del cuantificador universal podria ser problemético. En la nota 3 en el capitulo 1,
mencioné que Enderton podria considerar como terminologia no légica al cuantificador universal.
Esto es porque cada estructura 2 le asigna un conjunto (en principio) diferentes. En este sentido,
el significado del cuantificador universal seria “Todos los objetos de un dominio D”. Por ejemplo,
si evaluamos una oracién de la aritmética, el significado del cuantificador universal seria “Todos
los nimeros naturales”, es decir, el significado del cuantificador varia con respecto a la estructura.
Sin embargo, consideremos la inferencia de la nota 31 en este capitulo (la oracién infiere ¢(a) de
Vap(z)(instanciacion universal)). La justificacién pretedrica de esta no parece depender de que
el cuantificador signifique “Todos los objetos de un dominio D”, sino més bien de que signifique
“Todos los objetos”. Es decir, el significado del cuantificador universal (a este nivel) parece no
depender de la estructura particular en que se evaliie. Es mas, la lectura “Todos los objetos de un
dominio D” parece que viola la condiciéon de Gémez Torrente de que las constantes légicas deben ser
lutiles para el razonamiento en general: la regla de instanciacién universal parece cumplirlo mientras
que la lectura no. Ademds de que la regla se usa méas bien como una regla del razonamiento en
general. Por estas razones consideraré al cuantificador universal como una constante légica.
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379-81): walidez en virtud del significado de las constantes ldgicas. Gémez Torrente
pretende que dicha nocién se aplique a oraciones y que determine una propiedad que
fuese una condicién necesaria de la nocién pretedrica de validez (o verdad) légica.
Si una oracién es wvdlida en virtud del significado de las constantes ldgicas entonces
parece natural pensar que toda oracién que resulte de sustitucion uniforme de dicha
oracion también sera valida. Si no fuese asi, habria una sustitucion de constantes no
logicas con la cual la oracién seria invélida, en cuyo caso no dirfamos que la oracion
era un caso de validez en virtud del significado de las constantes 16gicas. Mas adelante
veremos que no es tan sencillo establecer que si un argumento (u oracién) satisface
(Form) implica que es valido(a) en virtud del significado de las constantes 16gicas.

Parece que las consideraciones que hicimos sobre la nocién de formalidad nos
llevan a pensar que, para garantizar que la validez de un argumento sea una cuestion
de forma requiere (como se refleja en (Form)) que el aspecto relevante para ello sea
el significado de las conectivas ldgicas (que se recupera en (Form’)). Si efectivamente
eso es el caso, entonces los objetivos mencionados al principio de esta seccién se
habrian logrado, es decir, se garantizaria que la nociéon de validez fuera neutral
con respecto al discurso de enunciacién porque las constantes logicas que estamos
considerando no toman elementos propios del discurso de enunciacién, al menos en
apariencia. Por esto consideraré la nocién (Form) como la propiedad de formalidad
que se atribuye comunmente a la nocién de validez, por las razones expuestas mas
arriba.

2.2.2. Modalidad

Habia senalado en la seccién 2.2 que la nocién pretedrica de consecuencia légica
conlleva un componente modal: si un argumento es intuitivamente valido, entonces
sus premisas implican por necesidad logica a la conclusion. En esta formulacion del
componente modal de la relacién de consecuencia, el término clave que debemos
explicar es el de ‘necesidad légica’. Habiamos visto que dicho componente se sue-
le explicar en términos de la nocién de posibilidad: no es posible que las premisas
sean verdaderas y la conclusién falsa (u otras formulaciones similares). Por ahora
no tenemos una forma més precisa para caracterizar esta condicién. En la siguiente
subseccion, senalaré una limitacion de la condicién (Form’) para motivar la intro-
duccién de la nocion de interpretacion para rescatar el componente modal de la
nocién de consecuencia logica.

2.2.2.1. Formalidad e interpretaciones

Una propiedad importante de la nocién pretedrica de consecuencia logica es que
debe cumplir con la propiedad de formalidad, la cual definimos como la condicion
(Form), que junto con el criterio de identidad de forma (IdForm) se obtenia la
condicién (Form’). Habfamos senalado que el significado de las constantes légicas
no podia cambiar de una oracién a otra, por lo cual, la forma en que se aborde el
componente modal de la nocién de consecuencia no debe violar este aspecto.

En su articulo sobre consecuencia légica, Tarski (1936) presenté una condicién
similar a (Form’), la condicién (F): si una oracién X es consecuencia légica de una
clase de oraciones K, entonces:
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(F) Si en las oraciones de una clase K y en una oracién X las constan-
tes — aparte de las constantes puramente légicas — son remplazadas
por cualesquiera otras constantes |...], y si denotamos la clase obte-
nida de K como ‘K”, y la oracion obtenida de X como ‘X", entonces
la oracion X’ debe ser verdadera con la tinica condicién de que todas
las oraciones de la clase K’ son verdaderas (Tarski 1936: 415)

Y senald que no era posible utilizar la condicién (F) como una definicién de con-
secuencia logica, pues podia satisfacerse sin garantizar que el argumento en cuestién
fuera un caso de consecuencia légica ya que puede satisfacerse simplemente por in-
suficiencia del lenguaje: “Esta condicion puede de hecho ser satisfecha simplemente
porque el lenguaje con el que estemos trabajando no posee una rango suficiente de
constantes extraldgicas” (Tarski, 1936, pags. 415-16). La idea de fondo es que es
posible que un argumento satisfaga la condicién (F) sin ser un caso de consecuencia
l6gica, meramente porque el lenguaje que estamos considerando no tenga suficientes
constantes no logicas. Consideremos un lenguaje muy limitado, L, en el que sdlo
tenemos tres constantes no logicas: ‘Jorge’, ‘filosofo’ y ‘profesor’, y consideremos el
siguiente argumento de este lenguaje:

(A1) Si Jorge es filésofo entonces es profesor
Jorge es profesor

Jorge es filésofo

Si consideremos todas las posibles sustituciones de constantes no légicas, la tinica
sustitucién posible es la siguiente:

(A1’) Si Jorge es profesor entonces es filésofo
Jorge es filésofo

Jorge es profesor

Si consideramos como hechos metalingiiisticos (es decir, no como afirmaciones del
lenguaje L) que Jorge efectivamente es tanto filésofo como profesor, veremos que en
ambos casos cumplen la condicién (F) pues siempre que las premisas sean verdaderas,
la conclusion lo sera. De hecho, en ambos casos, ambas condiciones se cumplen.
Sin embargo, no se considera que estos argumentos sean validos pretedricamente.
Podemos imaginar una situacion posible donde Jorge no sea filésofo pero si profesor.
Consideremos un lenguaje L’ que es el mismo que L agregando otra constante no
logica: ‘escritor’. En este caso, podemos considerar la siguiente sustitucion:

A1”) §Si Jorge es escritor entonces es profesor
g
Jorge es profesor

Jorge es escritor
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Si de nuevo consideramos como hecho metalingiiistico que Jorge no es escritor, el
argumento (A1”) tendra premisas verdaderas y conclusién falsa. La razén por la cual
(A1) cumple con la condicién (F) es porque el lenguaje L que consideramos es muy
limitado, y no contiene constantes no légicas que nos permitan referir a situaciones
en las que Mario cumpla con la propiedad que refiere ‘profesor’ pero no con aquella
a la que refiere ‘filésofo’. De hecho, el propio Tarski menciona que nunca podremos
tener suficientes constantes no légicas para evitar este problema.?®

Es facil ver que se puede presentar una objecién similar a (Form’), pues no es
posible que los lenguajes que consideremos tengan suficientes constantes no légicas
para garantizar que un argumento cumpla con (Form’) simplemente porque no te-
nemos suficientes constantes no légicas.>® En este sentido, (Form’) es una condicién
muy limitada: (Form’) no implica que se satisfaga la propiedad de necesidad ldgica.
El problema por el cual ni la condicién (F) ni (Form) cumplen con esto estd en la
nociéon de sustitucién; finalmente, la limitacién detras ambas nociones esta en que el
lenguaje es muy limitado y las sustituciones son insuficientes. Sin embargo, Tarski
solucioné el problema apelando a la nocién de interpretacion, y en general se ha
considerado ésta como una soluciéon adecuada.

Ahora bien, si aceptamos (IdForm) como un buen criterio de identidad de forma,
aceptamos que lo relevante para determinar la forma légica de un argumento son
las constantes légicas que estan presentes en él, en el sentido de que su significado
no puede variar. Es decir, si aceptamos (IdForm), aceptamos que aquello que puede
variar es el significado de las constantes no logicas. Adoptando la practica comun de
recuperar la propiedad necesidad logica apelando a la nocién de interpretacion, hay
que aceptar que ésta esta en funcion de las constantes no logicas de un lenguaje, y
que lo tinico que es posible reinterpretar son éstas.

2.2.2.2. Interpretaciones

Una interpretacion es una manera de asignar significado a las constantes no
logicas. Una propiedad de esta asignacién es que asigna objetos adecuados a las
constantes no logicas de un lenguaje. La nocién de interpretacion, entendida de esta
manera, pretende ser una nocién mucho més general (a mi modo de ver) que las
formas tradicionales de entender las nociones modales. Consideremos de nuevo el
argumento:

(M4) Algunos suegros son prejuiciosos

Algunos hombres son prejuiciosos

38La razén de esto es que, considerando lenguajes que pueden usarse para hablar de dominios
infinitos, el conjunto de expresiones del lenguaje serd estrictamente “mads pequenio” que el conjunto
de propiedades de objetos del dominio, pues los lenguajes que se consideran generalmente son
lenguajes numerables.

39Hay que notar que la condicién (F) es una propiedad diferente a (Form’). En (Gémez Torrente
2000a), se argumenta que ambas nociones son diferentes en tanto que la definicién presentada por
Tarski (1936) cumple con ambas mientras que la usual definicién modelo-teorética sélo cumple con
(Form’). La razén de esto es que la definicién modelo-teorética contiene el concepto técnico de
‘conjunto’ (Gémez Torrente 2000a: 533).
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el cual mencioné como ejemplo de implicaciéon por necesidad logica en la seccién 2.2
y sin embargo no era un caso de consecuencia logica. Ignoremos por un momento el
problema de la forma logica. Alguien podria defender que términos como ‘suegros’ y
‘hombres’ tienen el mismo significado en todo mundo posible o al menos, que ambos
términos tienen la misma relacién légica en todo mundo posible. Si esto es asi, clara-
mente no es posible que el argumento tenga premisas verdaderas y conclusion falsa;
sin embargo, esta necesidad descansa en el significado lingtiistico de dichos términos.
La nocién de interpretacion modifica los objetos que designan dichos términos. Es
decir, si la nocién de validez légica descansa en la nocién de interpretaciéon (enten-
dida de la manera en que se definié mas arriba), entonces deberemos considerar si
existe una asignacién de objetos (en algin sentido de ‘objeto’) a los términos ‘sue-
gro’, ‘hombre’ y ‘prejuicioso’ que haga a las premisas verdaderas y a la conclusion
falsa.

De manera muy parecida a la que consideramos en el caso de (M4’), asignemos al
término ‘suegro’ la coleccion de los humanos, al término ‘hombre’ la coleccién de los
insectos y al término ‘prejuicioso’ la coleccion de los vertebrados. Presumiblemente
tendremos pues premisas verdaderas y conclusién falsa. En realidad, hay que notar
que dicha interpretacién podria asignar objetos de este tipo tales que no exista un
término del lenguaje que refiera a ellos, los cuales representaban un problema tanto
para la condicién (F) como (Form’), de ahi la ventaja de la nocién de interpretacion.
Si uno busca sostener que es inadecuado considerar la nocién de interpretacion para
analizar argumentos como el anterior y atender exclusivamente al significado de los
términos, considerara menos interpretaciones que aquel que analiza el problema sin
considerar el significado de los términos en un leguaje particular. Al final, como
veremos mas adelante, las interpretaciones que validan el argumento (M4) conside-
rando el significado de los términos se pueden entender en esta nocién mas general
de interpretacion.

2.2.2.3. La propiedad de necesidad légica

De esta forma, la propiedad modal de la nocién de consecuencia se reduce a:

(Mod) Si un argumento es un caso de consecuencia légica, entonces todas las in-
terpretaciones que hacen verdaderas a las formas légicas de las premisas hacen
verdadera a la forma logica de la conclusién

Si aceptamos (IdForm), entonces (Form’) nos compromete con sélo reinterpretar
las constantes no légicas del lenguaje en cuestién, como mencioné en 2.2.2.1. Por
esto es importante distinguir las constantes légicas de un lenguaje de las no légicas.

Como mencionamos més arriba, el problema de la distincién entre constantes
logicas y no logicas es un problema abierto, pero podemos dar algunas condiciones
para identificarlas en algunos lenguajes. Como senalé en 2.2.1, el conjunto de cons-
tantes logicas contendra al menos a las conectivas logicas usuales asi como a los
cuantificadores de orden finito y el simbolo de igualdad. Otro requisito que se puede
incluir, y que me parece deseable en estos casos (junto con los de Gémez Torrente
y Sagi), estd expuesto por Shapiro: “Un desiderdtum del presente marco es que la
terminologia légica tenga una interpretaciéon sencilla en cada modelo. Esto es, dado
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un modelo M y un término légico t, debe ser claro como t esta interpretado en M”
(Shapiro 1998a: 149). Es decir, si un término se considera 1dgico, entonces debe ser
claro cudl es su denotacién en cada interpretacion. Shapiro pone como ejemplo el
término ‘Clinton’, que no tiene una interpretacion clara en ninguna interpretacion,
por lo cual, los nombres (o las constantes de individuo) no pueden ser consideradas
constantes 16gicas.*® Este requisito es muy parecido al requisito de Sagi y es com-
patible con el requisito de Gémez Torrente, mencionados en la secciéon 2.2.1, y por
definicion esto es satisfecho por las conectivas logicas asi como por lo cuantificadores
y el simbolo de igualdad. De la misma forma, Shapiro nos senala que la relacién de
predicacién lo cumple, lo cual me parece poco problemético.*!

Asi pues, a partir de lo expuesto anteriormente sobre la nocién pretedrica de
consecuencia logica, y algunas observaciones acerca de las propiedades que ésta tiene,
hay que considerar que lo importante para evaluar si un argumento es valido o no,
es analizar si dicho argumento es valido bajo cualquier interpretaciéon posible de las
constantes no logicas. Shapiro propuso una nocién informal que incorpora esta idea:

(NP) “® es una consecuencia légica de I" si @ vale en todas las posibilidades bajo
toda interpretacién de la terminologia no légica en la que I' vale” (Shapiro
1998a: 148)

Es decir, que una oracién ® es consecuencia logica de I' si todas las posibles inter-
pretaciones de la terminologia no lgica en las que ® es el caso (o todos sus elementos
valen en la interpretacién), I' es el caso. A partir de lo mencionado anteriormente,
se puede establecer que (NP) cumple con (Form) y con (Mod). Supongamos que
existe un argumento (I, ®) que cumple (NP) pero que no cumple con (Form) o con
(Mod). Si no cumple (Form) entonces existe un argumento que se obtiene por susti-
tucién de constantes no légicas de (I', @), (I, ®’), que es invalido. Si utilizamos las
denotaciones de las constantes no légicas de (I, ®’) para reinterpretar (de manera
uniforme) las constantes no logicas de (I', @), veremos que existe una interpretacion
posible de la terminologia no logica que hace invélido a (I', @), por lo cual (I', ®) no
satisface (NP), lo cual es contradictorio. Si no cumple (Mod), entonces existe una
interpretaciéon posible de la terminologia no légica que hace invalido a (I', @), por
lo cual A no satisface (NP), directamente contradiciendo el supuesto. Asi, tomaré a
(NP) como una formulacién adecuada de la nocién de validez pretedrica de ahora
en adelante.

2.3. Validez en clases

Finalmente, me dispondré a establecer la relacién entre la nocién informal y pre-
tedrica (NP) y la nocion de validez en estructuras cuyo dominio es una clase, a partir

4OTgualmente, esto es satisfecho, me parece, por los predicados y las relaciones entre individuos
del dominio de discurso.

41En el capitulo anterior, vimos un par de casos donde la relacién de predicacién es no légica. Sin
embargo, esta consideracién dependia de la necesidad de dar una seméntica de la légica de segundo
orden completa y correcta, no con algin problema filoséfico particular con respecto a la relacién
de predicacién. No conozco ninguna objecién especial a considerar la relacion de predicacién como
légica (a excepcién de los casos mencionados), y es en este sentido que considero que el hecho de
que la relacién de predicacion es légica poco problemaético.
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de las propiedades mencionadas anteriormente. La relacion que busco establecer es
que en la nocién (NP), todas las interpretaciones de un lenguaje seran la coleccién
de todas las clases. El objetivo serd mostrar como estos supuestos, aceptados en la
practica de la logica, nos llevan a considerar que el componente de modalidad de
la nocién de consecuencia légica depende de la cardinalidad de los dominios de las
interpretaciones, tal como lo defiende Shapiro (1998a).

2.3.1. Teoria de conjuntos y teoria de clases

Hasta ahora he analizado la nocién de validez pretedrica, con el objetivo de
defender que ella satisface una par de propiedades: (Form) y (Mod). Asi mismo,
argumenté que estas dos propiedades implican que la nocién pretedrica tiene al
menos como condicién necesaria la propiedad de ser valido en toda interpretacion
de las constantes no légicas, y propuse entender la nocion de validez pretedrica como
la formulacién (NP), pues satisface ambas propiedades y parece rescatar esta idea.
Lo que resta por ahora serd establecer qué conexién existe entre (NP) y la nocién de
validez en estructuras cuyo dominio es una clase. Para ello, hay que senalar que la
nocion de todas las interpretaciones posibles sigue sin estar claramente determinada.
Explique que la nocién de interpretacion nos era 1til para rescatar el componente
modal de la nocién pretedrica de consecuencia légica, por lo cual, la pregunta es
Lqué coleccion de interpretaciones representa el componente modal de la nociéon
de consecuencia légica? Shapiro propone representar el componente modal en el
universo de la teoria de modelos:

La idea subyacente es que la naturaleza modal de la consecuencia
logica esta representada en el universo de los modelos. Esto es, en
efecto, un intercambio de modalidad con ontologia |[.. .| Para ponerlo
negativamente, el programa de la teoria de modelos fallara si no hay
suficientes modelos para representar toda ‘posibilidad’, de la manera
apropiada. La metateoria esta disenada para asegurar que esto no
suceda (Shapiro 1998a: 150)

Limitémonos a partir de ahora a la definicién tarskiana de consecuencia légica
usual, (es decir, la definicion modelo teorética como la defini en la seccién 1.2.1
del capitulo anterior, a partir de ahora (DMT)). En esta definicién se define como
interpretaciéon a un par constituido por un conjunto (entendido técnicamente como
un objeto de la teoria de conjuntos estandar (a partir de ahora, ZFC)) y una funcién
de interpretacién de la terminologia no logica. Hay que notar que si cambiamos la
funcion de interpretacién, cambiamos la interpretacién que estamos utilizando, por
lo cual, tenemos diferentes interpretaciones para cada dominio de cuantificacién, lo
que me parece algo positivo para la propuesta que consideramos.

Shapiro apoya su idea en una propiedad que satisface la (DMT), la propiedad del
isomorfismo (que es una consecuencia del teorema del homomorfismo (véase seccién
1.4 del capitulo anterior))
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Teorema 2.1. Si dos modelos M, M’ son isomorfos en la interpretacion de los items
no légicos en una férmula ®, entonces M satisface ® si y solo si M’ satisface ®*?
(Shapiro 1998a: 151)

Es decir, si dos modelos son isomorfos en todas sus interpretaciones de la ter-
minologia no légica, satisfacen exactamente las mismas férmulas. A partir de esta
propiedad, sabemos que cualesquiera interpretaciones, si son isomorfas entonces sa-
tisfacen exactamente las mismas formulas. De hecho, se cumple lo siguiente: consi-
deremos dos conjuntos, A y B, donde el primero es el dominio de una interpretacién
M=(A,I), tal que ambos conjuntos tienen la misma cardinalidad. Es posible cons-
truir una interpretacién isomorfa a ésta utilizando al conjunto B como dominio de
esta nueva interpretacién, pues si tienen la misma cardinalidad existe una biyeccion,
f, entre ambos conjuntos, y por axioma de remplazo de f sobre las asignaciones de
objetos proporcionadas por la funcién de interpretacién I, obtenemos una interpre-
tacién nueva cuyo dominio es el segundo conjunto. De esto, Shapiro senala que se
obtiene el siguiente resultado:

Teorema 2.2. Sean N y N’ dos modelos cuyos dominios tienen la misma cardinali-
dad. Entonces ® es satisfecha por N bajo cualquier interpretacion de la terminologia
no logica si y solo si ® es satisfecha por N’ bajo cualquier interpretacion de la ter-
minologia no légica (Shapiro 1998a: 152)

De esta manera, lo tinico aparentemente relevante para que una férmula sea
verdadera en una interpretacion es la cardinalidad del dominio y la funcién de in-
terpretacién. Sin embargo, como vimos, la funcién de interpretacién es “replicable”
mediante el axioma de remplazo en cualquier otro dominio, con la misma cardinali-
dad. Es decir, parece que la funcién de interpretaciéon no varia en realidad nada de
una interpretacion a otra, si la cardinalidad de sus dominios es la misma. De esto
Shapiro concluye “En breve, la tinica cosa que puede impedir a una formula dada de
ser una verdad légica, o la tnica cosa que puede impedir que una férmula sea una
consecuencia logica de un conjunto de férmulas, es un modelo de cierto tamano”
(Shapiro 1998a: 152). Lo que realmente es relevante para establecer las condiciones
de verdad de una oracién en una interpretacion es el tamano de su dominio. La
pregunta sobre el componente modal de la nocién de consecuencia légica se reduce
a si ZFC es suficiente para proporcionar todos los posibles tamarnos de un dominio
de interpretacién.

En ZFC, un conjunto es una colecciéon de objetos, que sean objeto de estudio
de la teoria de conjuntos (es decir, conjuntos). Sin embargo, existe un teorema de
ZFC que afirma que no toda colecciéon de conjuntos es un conjunto. Dicho teorema
es consecuencia del siguiente teorema de ZFC:

Teorema 2.3. Para todo conjunto, hay un conjunto que no le pertenece

A partir de este teorema se concluye que la coleccién de todos los conjuntos no
es un conjunto, y se establece una distincién entre un conjunto y una clase propia,
donde estas tultimas son colecciones de objetos que no pueden ser conjuntos. Una
clase también es, pues, una coleccién de objetos, por lo cual, todo conjunto es una

42Este teorema, es consecuencia de hecho del corolario 1.1 en la seccién 4 del capitulo 1.
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clase pero no toda clase es un conjunto. El término ‘clase’ se utiliza para designar
a dichos objetos, y por lo tanto es un término técnico que depende del uso de ZFC.
La consideracién relevante aqui es que el tamano de una clase propia es un tamano
limite que se encuentra fuera de ZFC, y sin embargo, es un tamafio en principio
posible de una interpretacion. De esta manera, se puede considerar a la coleccion de
las clases como la coleccion de todas las interpretaciones posibles de un lenguaje. La
forma en la que me parece que existe una relacién entre la nocién (NP) y la nocién de
validez en una estructura cuyo dominio es una clase es precisamente que podemos
considerar que todas las interpretaciones posibles (de las que habla (NP)) son la
coleccién de todas las clases. Esto depende por supuesto de asumir que la (DMT)
cumple la nocién de (Form), lo cual me parece que de hecho hace. Consideremos
un argumento [ valido evaluado con (DMT) y consideremos un argumento I’ que
tenga la misma forma que I (en el sentido de (IdForm)), sea 2l una estructura tal
que las premisas de I’ son verdaderas en ella pero la conclusién falsa. Si utilizamos
esta estructura para interpretar las constantes no logicas de I, de tal forma que
la interpretacién de una constante ¢’ en I’ interprete a la constante ¢ en I por
la que fue sustituida, esta nueva estructura B sera tal que las premisas de [ son
verdaderas en ella.*® Esto es asi, porque la sustitucién es uniforme y por lo tanto la
interpretacién de I de esta manera también lo serd: si /* asigna un objeto o a una
constante ¢ en I, entonces se le asignara el mismo objeto!® a la constante ¢’ (que se
sustituyé por ¢). Por la misma razén, la conclusion de I sera falsa lo que contradice
la hipdtesis de que I es valido en (DMT).

2.3.2. Mas sobre interpretaciones

Antes de concluir, me gustaria decir algo méas sobre la nocién de interpretacion
y la nocién de necesidad logica. Habiamos visto el ejemplo del argumento:

(M4) Algunos suegros son prejuiciosos

Algunos hombres son prejuiciosos

y argumentos similares donde la necesidad légica del argumento depende del signifi-
cado lingiiistico de los términos, tales como ‘hombre’. También habiamos visto que
estos términos podrian tener la misma relaciéon en todo mundo posible, por lo cual,
este argumento seria un caso de necesidad légica. El objetivo ahora es indicar en
qué sentido la nocién de interpretacion general que hemos usado incluye las interpre-
taciones que validan este argumento. Consideremos una parafrasis del componente
modal de la relaciéon de consecuencia:

(MP) No existe un mundo posible donde las premisas sean verdaderas y la conclu-
sion falsa

43Vale la pena notar que el dominio de B es D¥, y que la tinica diferencia entre I* y I? es
posiblemente las asignaciones de las constantes de I.

44En este pequefio argumento, uso el término ‘objeto’ en un sentido amplio que incluye a las
relaciones entre objetos del dominio.
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De esta manera, se podria evaluar el componente modal de la nociéon de conse-
cuencia logica considerando que una interpretacion estd determinada por un mundo
posible y asigna un objeto de ese mundo posible a cada constante no logica del
lenguaje en cuestiéon. Dicha estrategia es tomada por Gémez Torrente en (1998/99,
2000b), donde define una serie de “nociones generalistas”, y a partir de ellas define
una nocién de consecuencia légica para cada nocién. Dichas nociones son colecciones
de objetos entendidas dentro de un marco técnico. Con (MP) podriamos rescatar la
intuicion de que cuando afirmamos que la nocién de consecuencia légica es necesaria,
significa que si un argumento es valido lo es en todo mundo posible. Cuando pen-
samos en las posibles interpretaciones de un lenguaje, podemos considerar cuatro
posibilidades:

(modo de interpretar)s es una estructura 20 como las utilizadas en el capitulo
anterior, donde D* es un un conjunto que contiene sélo objetos del mundo
actual

» (modo de interpretar)c,p es una estructura 2 como las utilizadas en el capitu-
lo anterior, donde D® es un conjunto que contiene sélo objetos meramente
posibles (no necesariamente actuales, o que de hecho existan)

» (modo de interpretar); es una interpretacién cuyo dominio es una clase com-
puesta de objetos actuales

» (modo de interpretar)c;p es una interpretacion cuyo dominio es una clase com-
puesta de objetos meramente posibles

Cabe mencionar que cada una asigna un objeto adecuado a las constantes no
logicas del lenguaje, y en el caso de la segunda y la cuarta, dichas asignaciones estan
limitadas a un posible m, es decir, la interpretacién asigna objetos existentes en un
mundo posible m.

Existen varias relaciones entre estas nociones. Primero, es claro que toda inter-
pretacién que sea (modo de interpretar)r, serd (modo de interpretar)s; (pues todo
conjunto es una clase); lo mismo sucede con (modo de interpretar)c,p y (modo de
interpretar)c;p. Ahora bien, toda interpretacién que sea (modo de interpretar)r es
(modo de interpretar)c,p, simplemente aceptando que los objetos actuales son obje-
tos posibles. Por la misma razén, toda interpretacién que es (modo de interpretar)q;
es (modo de interpretar)c;p. De estas relaciones podemos inferir que toda interpre-
tacion de (modo de interpretar)r es (modo de interpretar)c;p.

De forma andloga a la definicién tarskiana de consecuencia logica, Gomez To-
rrente define una nocién de consecuencia légica para cada modo de interpretar:

» (CLCoP) Una oracién ® es (consecuencia logica)c,p de un conjunto de premi-
sas I' si y solo si @ es verdadera en todo (modo de interpretar)c,p en los que
todas las oraciones de I' son verdaderas

» (CLCI) Una oracién @ es (consecuencia logica)c; de un conjunto de premisas
[ si y solo si ® es verdadera en todo (modo de interpretar)es; en los que todas
las oraciones de I' son verdaderas
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» (CLCIP) Una oracién @ es (consecuencia légica) o p de un conjunto de premisas
" si y solo si @ es verdadera en todo (modo de interpretar)c;p en los que todas
las oraciones de I' son verdaderas

Estas nociones son tutiles pues nos permiten recuperar nuestra intuicién sobre el
término ‘posible’ en las definiciones intuitivas del componente modal de la relacion
de consecuencia, como en la nocién (MP). Uno puede considerar que la propiedad
de necesidad légica sélo puede ser recuperada por la nocién de interpretacion, si
nuestras interpretaciones pueden garantizar que los argumentos validos son validos
en todo mundo posible. Podriamos considerar que si un argumento es un caso de
(consecuencia légica)cp entonces es valido en todo mundo posible. El punto im-
portante es que Gémez Torrente también argumenta rigurosa y brevemente que es
suficiente considerar (modo de interpretar)c; y (modo de interpretar)r, y por lo tan-
to, (CLCI) y la (DMT). Retomando las relaciones senaladas més arriba, sabemos que
si un argumento es un caso de (consecuencia légica)c;, es un caso de (DMT), pues
toda interpretacién que sea (modo de interpretar)r, serd (modo de interpretar)c;.
Por la misma razén, si un argumento es un caso de (consecuencia légica)c;p, en-
tonces serd un caso de (consecuencia légica)c,p. Si un argumento es un caso de
(DMT), es un caso de (consecuencia légica)c,p, ya que toda interpretacién que sea
(modo de interpretar)r es (modo de interpretar)c,p. Y finalmente, todo argumento
que sea un caso de (consecuencia légica)c;, es un caso de (consecuencia légica)cp,
por la misma razén. Por lo tanto, falta demostrar que todo caso de (consecuencia
légica)cop es un caso de (DMT), y que todo caso de (consecuencia légica)cp es un
caso de (consecuencia l6gica)q;. Para ello presenta la siguiente demostracion:

Teorema 2.4. Para todo (modo de interpretar)cy, existe un (modo de interpretar)c
isomorfo cuyo universo es una clase pura*

Demostracion. Sea I un (modo de interpretar)c; y sea D su universo. Es una conse-
cuencia del axioma de eleccién global y el axioma de regularidad que toda clase C
puede ponerse en correspondencia biyectiva con un segmento incial de los ordinales
(que suponemos se han construido como conjuntos puros. ..) Este segmento inicial
serd la clase de todos los ordinales, 2 [Ord]*®, si C es una clase propia. .. En parti-
cular, hay una correspondencia biyectiva entre un segmento inicial de €2 y D. Luego,
un isomorfismo entre I y un (modo de interpretar)s; cuyo universo es ese segmento
inicial inducido por esa correspondencia 1-1 (Gémez Torrente 2000b: 67) [

Y utilizando esto, muestra que:

Teorema 2.5. CIl-CIP Todo caso de (consecuencia ldgica)cy, es un caso de (consecuencia
l6gica)cip

Demostracion. Supongamos que X es (consecuencia légica)q; de K pero que X no
es (consecuencia légica)cp de K. Entonces, hay un mundo posible m habitado por
una clase no vacia de objetos de U con la que se puede construir un (modo de

45Una clase pura es una clase cuyos elementos son conjuntos puros. De la misma manera, un
conjunto puro es un conjunto cuyos elementos son conjuntos puros.
46F] texto entre corchetes en esta nota es mfo, no del autor



2.3. VALIDEZ EN CLASES 95

interpretar)c, J [...] que hace verdaderas a todas las oraciones de K y falsa a X.
[El teorema 2.4]*7 es verdadero en todos los mundos posibles, pues es una verdad
matemadtica. Por tanto, m contiene un (modo de interpretar)s; L isomorfo a J cuyo
universo es una clase pura. Presumiblemente, L existe en todos los mundo posibles,
en todos los mundo posibles las oraciones de K son verdaderas bajo L, y X es falsa
bajo L. Pero entonces las oraciones de K son verdaderas bajo L y X es falsa bajo
L en el mundo actual; y por tanto, X no es (consecuencia légica)c; de K, lo cual
contradice nuestro supuesto (Gémez Torrente 2000b: 67) ]

Y dado que todo conjunto es una clase, sabemos que para cada (modo de
interpretar)c,p existe un modo de interpretar (modo de interpretar)r, cuyo dominio
es un conjunto puro. Y aplicando el mismo argumento, podemos concluir que todo
caso de (consecuencia logica)c,p es un caso de (DMT).

Este argumento nos muestra que es suficiente considerar las interpretaciones
conjuntistas y aquellas cuyo dominio es una clase, usadas mas arriba. Esto porque
considerar que, en principio, nuestra nocion informal de interpretacién considera
aquellas interpretaciones que se construyen con objetos posibles, no presenta mayor
reto a la teoria de conjuntos. Asi mismo, se logra sostener que es suficiente consi-
derar la teorfa de conjuntos estdndar (sin urelementos), pues la naturaleza de los
objetos que se consideren parece irrelevante. De igual forma, logramos rescatar la
posible intuiciéon de que la representacion del componente modal de la nocién de
consecuencia légica debe dar cuenta la intuicién de que un argumento es valido si lo
es en todo mundo posible.

Si esto es asi, no parece que haya mayor dificultad para considerar las inter-
pretaciones que validan el argumento (M4), ya que podemos considerar cualquier
interpretacion sobre cualquier coleccion de objetos posibles. Sin embargo, el argu-
mento tal cual sigue siendo invalido en un analisis tarskiano, y uno querria poder
garantizar que s6lo usaremos las interpretaciones que lo validen. Una opcion es in-
dicar de forma clara y explicita que existe una relacion entre los términos ‘hombre’
y ‘suegro’, agregando una premisa extra:

(M4%*) Algunos suegros son prejuiciosos
(Todos los suegros son hombres)

Algunos hombres son prejuiciosos

Dicha estrategia nos garantiza que sélo consideraremos las interpretaciones que
validan el argumento y podremos modelar el argumento sin mayor problema.*® A
final de cuentas, ya habiamos considerado dichas interpretaciones.

47E] texto entre corchetes en esta nota es mio, no del autor

48Ge puede objetar que mediante esta manera de enfrentar este problema implicaria que cualquier
argumento es valido, simplemente hay que encontrar las premisas necesarias. A mi modo de ver, la
manera de evaluar qué premisas se agregaran (o se aceptardn) depende del contexto. Un ejemplo
similar a (M4%*), supongamos que tenemos un argumento cuya tnica premisa es ‘Algunos mexicanos
son perezosos’ y su conclusion es ‘Algunos ladrones son perezosos’, es posible agregar la premisa
de que ‘Todo mexicano es un ladrén’, sin embargo, creo que esta premisa no tiene el mismo tipo
aceptabilidad que tiene su anédloga en (M4%*), y dependera del contexto su aceptabilidad (o posible
defensa). La razén para modelar (M4) es que parece una inferencia correcta, lo cual no es claro
que lo sea en este ejemplo.
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Si todo lo mencionado anteriormente es correcto, habremos establecido una re-
lacién entre (NP) y la nocién de walidez en estructuras cuyo dominio es una clase.
Quiero resaltar que dicha relacién dependera enteramente de que (DMT) cumpla
con la condicién (Form) y de que sea admisible usar la teorfa de conjuntos como
fuente de interpretaciones. Alguien podria objetar que no hay porqué utilizar la
teoria de conjuntos como tal, para lo cual diré algunas cosas. Es cierto que, en la
definicién tarskiana de consecuencia légica, tal cual la presenta Tarski en (1936),
no se hace mencién de qué clase de interpretaciones son aquellas con las cuales €l
entiende su definiciéon. Sin embargo, por alguna razon se ha entendido que dichas
interpretaciones son conjuntos, entendidos como objetos de estudio de la teoria de
conjuntos ZFC. Mas alla de las razones por las cuales se ha optado por usar la teoria
de conjuntos, existen razones para considerar que dicho uso es deseable. La que me
parece una razon importante es que nos permite analizar la nocién de consecuencia
en términos mucho mas claros proporcionados por dicha teoria matematica. Como
un punto aparte, me parece que la nocién informal de interpretacién expuesta en
la seccion anterior puede ser entendida sin muchos problemas como objetos de la
teorfa de conjuntos (como en realidad se hizo en el capitulo anterior). Mencionamos
que una interpretacion asignaba objetos adecuados a la terminologia no légica de
un lenguaje, y presenté un ejemplo donde trato de mostrar qué tipos de objetos se
asigna a qué términos y traté de motivar la nocién de interpretacién entendida de
esta manera. Me parece que los objetos de la teoria de conjuntos han sido conside-
rados buenos candidatos para ser estos objetos, al menos dentro de la practica de la
logica clasica hasta ahora.

2.4. Conclusiones

Hemos establecido qué relacion existe entre una nocién pretedrica de consecuen-
cia logica y la nocion de validez en estructuras cuyo dominio es una clase, exponiendo
sus presupuestos los cuales traté de motivar como poco controvertidos. Asi mismo,
intenté explicar que s6lo depende de aceptar que la nocién de consecuencia logica
tarskiana satisface la condicién (Form) y optar por ZFC como fuente de interpreta-
ciones. Esto ultimo a partir de la idea de que ZFC provee el material adecuado para
evaluar el componente modal de la nocién de consecuencia légica. Si esto es asi, hay
que notar que no he mostrado es que (DMT) cumpla (Mod). Recordemos que el
objetivo del trabajo es proporcionar razones para evaluar esta cuestion a través de
la nocién de validez en estructuras cuyo dominio es una clase. Si esto es asi, tanto
la pregunta de si (DMT) cumple (Mod) como la de la adecuacién extensional de
ésta se reducen a la pregunta ;ZFC tiene suficientes interpretaciones? Consideremos
un argumento que es valido pretedricamente, si lo que mostramos de hecho es el
caso, podemos concluir que serd valido en la (DMT); a partir de que, en termino-
logia de Gémez Torrente, si un argumento es un caso de (consecuencia légica)c;, es
un caso de consecuencia logica tarskiana. Sin embargo, consideremos un argumento
pretedricamente invélido: no es posible contestar afirmativamente que sea un caso
de consecuencia légica tarskiana.

Shapiro (1991) presenta un par de condiciones informales que se le puede pedir
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a una semantica:

(1Ib) La semantica propuesta es fiel a las nociones pre-formales de
‘interpretacion posible’ y ‘validez’. Esto es:

(Ibl) Cada modelo en la seméntica es una interpre-
tacion legitima del lenguaje natural. Si un argumento
en un lenguaje natural A corresponde a un argumento
(I'y®) en L, y A es ‘vélido’ en el sentido de que su con-
clusiéon es verdadera bajo toda interpretacién del len-
guaje natural en que sus premisas son verdaderas, en-
tonces ® es satisfecha por todo modelo de la semantica
que también satisface a todos miembro de I' (conformi-
dad).

(1b2) Hay “suficientes” modelos en la semantica. Si un
argumento en un lenguaje natural A corresponde a un
argumento (I, @) en L, y (I", @) es valido en la seménti-
ca modelo teorética, entonces la conclusion de A es ver-
dadera bajo toda interpretacion del lenguaje que hacen
verdaderas a las premisas de A. Esto equivale a decir
que si hay una interpretacién del lenguaje natural que
hace verdaderas a todo miembro de un conjunto S de
oraciones, y si todo miembro de I' corresponde a un
miembro de S, entonces I' es satisfacible en la semanti-
ca (suficiencia) (Shapiro 1991: 41)

Lo que podriamos establecer hasta ahora seria la condicién de conformidad (1b1),
nos hace falta verificar que ZFC tiene suficientes interpretaciones para garantizar que
todo argumento invélido tenga un contraejemplo, (es decir, la condicién de suficiencia
(1b2)).

Finalmente, me parece pertinente senalar algo que dejamos pendiente en nuestro
andlisis de la nocion de forma logica. Vimos que era posible argumentar que si un
argumento es valido en virtud del significado de las constantes légicas, entonces
deberd cumplir con la condicién (Form). Sin embargo, ahora podemos ver porqué no
es facil garantizar que si un argumento cumple la condicién (Form), deba ser véalido
en virtud del significado de las constantes légicas. Es posible que un argumento sea
vélido en la definicién tarskiana de consecuencia légica, (y por lo tanto) cumpla
la condicién (Form), y sin embargo su validez no dependa del significado de las
constantes 16gicas. Ha habido filésofos (por ejemplo, Etchemendy (1990: cap. 8) o
Jane (2005: 790)) que efectivamente han defendido dicha afirmacién, y han mostrado
contraejemplos, apelando a que la nociéon de consecuencia légica tarskiana valida
argumentos que dependen de la naturaleza de ZFC. Esto va mas alla de los limites
de este trabajo y lo analizaré en trabajos posteriores.






Capitulo 3

El Principio de Kreisel

En el capitulo anterior argumenté que era posible formular una nocién informal
de validez pretedrica (NP) relacionada con una validez en estructuras cuyo dominio
es una clase. En este capitulo usaré esa nociéon para dar una caracterizacion del
Principio de Kreisel que sea susceptible de ser estudiada formalmente. La razon
de usar esta estrategia para estudiar el Principio de Kreisel es que entones serd
posible relacionarlo con otro principio de la teoria de conjuntos, ZFC: el principio de
reflexion. Esto es asi por dos razones: la nocién (NP) ya es considerablemente mas
precisa que la nocién de validez pretedrica y es posible usar métodos formales muy
parecidos a los presentados en el capitulo 1 para definir la nocién de satisfaccion en
estructuras cuyo dominio es una clase (lo cual explicaré més adelante). El objetivo
de este capitulo es proporcionar un marco lo mas preciso posible en el cual sea
posible estudiar el Principio de Kreisel y las condiciones de su satisfaccion en el caso
de la logica de segundo de orden.

Este capitulo estda compuesto en dos partes. En la primera (que estard compuesta
de las dos primeras secciones) presentaré el Principio de Kreisel en su formulacién
original, asi como el argumento que presenté Kreisel para defender que el principio
se sostiene para el caso de la légica de primer orden. En la primera seccién, haré un
andlisis de dicho argumento tratando de mostrar el caracter informal y problematico
del argumento, usando las justificaciones originales de Kreisel para exhibir esto. Me
parece que hay evidencia textual de que Kreisel tenia en mente un argumento mucho
més informal (y que apela a nociones preteéricas) de lo que algunas reconstrucciones
de éste insintan, entre ellas la de Shapiro (1987, 1991) mismo. Sin embargo, creo que
la nocién (NP) es una nocién 1til en vista de la manera en la que defendi dicha nocién
en el capitulo anterior. Asi mismo, daré una nueva versiéon mas general del principio
en términos de la nocién de consecuencia logica en lugar de la nocién de verdad
légica (que es como esta planteado originalmente). En la segunda seccién, presento
una reconstruccién del Principio de Kreisel inspirada en la del propio Shapiro, usando
la nocién (NP). En la segunda parte del capitulo, precisaré la nocién de satisfaccion
en estructuras cuyo dominio es una clase, mediante un aparato formal propuesto
por Shapiro (1991). Con esto, serd posible exponer el Principio de Kreisel mediante
una férmula de la Teoria de Conjuntos en segundo orden (ZFC2) que de hecho
es equivalente a un Principio de Reflexién de la Teoria de Conjuntos. Expondré
cuatro formulaciones del Principio de Kreisel presentadas por Shapiro, asi como las

59
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demostraciones de que éstas son equivalentes a los Principios de Reflexion adecuados.
Finalmente, también expondré algunas condiciones para su satisfacciéon. Todo esto
lo retomo directamente del trabajo de Shapiro (1987, 1991), asi que remito al lector
a las fuentes originales para confrontar las pruebas de estos teoremas.

3.1. El principio de Kreisel

En esta seccién presentaré lo que Shapiro llama ‘Principio de Kreisel’. Georg
Kreisel (1967: 152) present6 dicho principio que afirma que el conjunto de oraciones
que son “intuitivamente” validas es coextensivo con el conjunto de oraciones validas
en una definicion tarskiana de consecuencia légica. Es decir, que las oraciones validas
de un lenguaje formal son unica y exclusivamente las oraciones que son validas en la
definicion tarskiana. Para explicar el argumento y el principio hay que definir algunas
nociones previas: sea o donde o es una oracién e i es el orden de cuantificacién del
lenguaje en que estd expresada la oracién, por ejemplo, a! indica que la oracién estd
expresada en un lenguaje de primer orden.

Definimos los siguientes predicados:

» Val(a) es la afirmacién de que « es intuitivamente valida (o bien, que es
verdadera bajo cualquier interpretacion)

» V(a') es la afirmacién de que a es verdadera en cualquier interpretacion cuyo
dominio es un conjunto (o bien, que « es una verdad légica tarskiana)

» D(a?) significa que a es demostrable en una sistema formal adecuado de reglas
de inferencia.

El Principio de Kreisel es:
(PK) VivVa(Val(a?) <+V(a?))

Es decir, una oracién es intuitivamente valida si y solo si es véalida en cualquier
interpretaciéon cuyo dominio es un conjunto.*’

Existen varios aspectos de estos predicados que hay que senalar antes de conti-
nuar. Para empezar, el principio literalmente esta enunciado para la nocién de verdad
légica, no para la relacién de consecuencia, pues (PK) es una oracién cuantificada
sobre oraciones, no sobre pares compuestos de conjuntos de oraciones (como es el
caso de la relacién de consecuencia). De momento y por simplicidad, presentaré el
principio en esta version, sin embargo, sera necesario para dar un analisis adecuado
del concepto de consecuencia légica explicar el principio en términos de la relacion
de ésta. Un segundo aspecto que vale la pena mencionar es que el principio esta for-
mulado para un lenguaje formal cuantificacional. Mencioné en el capitulo anterior

49 Arriba mencioné que el Principio de Kreisel afirma que las oraciones validas de un lenguaje son
unica y exclusivamente las oraciones que son vélidas por la definicién tarskiana. Es facil ver que el
predicado V(o) tiene como extensién al conjunto de oraciones que son vélidas bajo una definicién
tarskiana de consecuencia légica. Basta con notar que la practica usual en la teoria de modelos es
considerar a las interpretaciones de un lenguaje o teoria son objetos de la Teoria de Conjuntos.
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(en la seccién 2.1) que la relacién de validez intuitiva que consideré busca modelar
al menos las inferencias de la matematica clasica y su lenguaje, y que este tiene
dos caracteristicas importantes, en particular, la caracteristica de que las categorias
semanticas estén delimitadas facilita mucho la formalizacion de este lenguaje. Por
lo cual, este aspecto no representa un gran problema para el andlisis del Principio
de Kreisel.?

Kreisel también proporcioné un argumento para demostrar que el principio se
cumple para el caso de la légica de primer orden. Por supuesto, debido a la naturaleza
informal del predicado Val(ca'), este argumento no es una prueba formal en un sentido
riguroso. La naturaleza del predicado Val(a') presenta algunas dificultades para el
analisis del argumento, pero este argumento permite al mismo tiempo extraer mas
informacién sobre el significado de Val(a?). Presentaré el argumento deteniéndome
para explicar y analizar la justificacién de cada premisa:

(P1) ViVa(Val(a®) =V (at))

La primera premisa es la afirmacion de que toda oracion que es intuitivamente
valida es una verdad légica en una definicién tarskiana. O bien, es la afirmacién de
que la definicién tarskiana no presenta contraejemplos a ninguna oracion intuitiva-
mente valida. Kreisel afirma que esto se acepta “cuando uno toma como garantia que
la légica se aplica a estructuras matematicas” (Kreisel 1967: 154). Es dificil entender
esta parte de la justificacién, pues no es claro que del hecho de que una oracién sea
intuitivamente valida se siga que dicha oracién deba ser verdadera en toda estruc-
tura conjuntista. Primeramente, hay que notar que la férmula no esta instanciada
en las oraciones que son estrictamente de primer orden, esto quiere decir que su
justificacién debe ser independiente del lenguaje que se esté usando. Ahora bien, en
efecto, se espera entre la comunidad filosofica que la 1égica sea aplicable a estruc-
turas matematicas, o bien, que nuestras férmulas sean satisfechas por estructuras
matematicas, en este caso los conjuntos.

Para esclarecer el significado del predicado Val(a'), Kreisel hace la siguiente
especificacion: “El significado intuitivo de Val difiere del de V en algo particular:
Va (simplemente) afirma que « es verdadera en todas las estructuras en la jerarquia
acumulativa, i.e., en todos los conjuntos en sentido preciso de conjunto, mientras
que Vala afirma que « es verdadera en todas las estructuras” (Kreisel 1967: 153). Es
decir, Kreisel consideraba que una de las caracteristicas de las oraciones que cumplen
con Val(a') es que son verdaderas en toda estructura.’! Ahora bien, es fcil ver que

S0Griffiths (2014) defiende que el principio de Kreisel puede ser usado de manera incorrecta
cuando se busca usar para demostrar que la definicién tarskiana es coextensiva con una propiedad
que se aplica a los lenguajes naturales. Grifftihs afirma que o bien la definicién tarskiana cumple con
el principio trivialmente o es falsa, dependiendo de si el criterio de adecuacion de una formalizacién
que esté en uso depende de la nocién de consecuencia o no. Creo que la nocién preteédrica de
consecuencia que enuncié anteriormente no es una propiedad del lenguaje natural, o al menos, no
pretende serlo. Para la aplicacion de la nociéon que usé, presupongo una formalizacién adecuada de
las oraciones que se analicen, que como mencioné dependen de los intereses del tedrico. A partir
de estas consideraciones, creo que el argumento de Griffiths no se aplica a la nocién preteédrica que
uso.

5lEs posible que esta oracién sea un tanto problemaética. Se puede pensar que esta afirmacién
de Kreisel hace que el tipo de validez considerada aqui no sea de ninguna manera la nocién de
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si una oracion « es verdadera en todas las estructuras entonces debe serlo en todas
las estructuras cuyo dominio es un conjunto, simplemente porque las estructuras
conjuntistas son estructuras.’? En este sentido, la justificacién de Kreisel consiste
en la afirmacién trivial de que no estamos ignorando las estructuras matematicas.
Esto es, que las interpretaciones que consideramos interpretaciones adecuadas de una
oracion incluyen interpretaciones conjuntistas, lo cual parece poco controvertido.

La premisa uno no presenta mayor dificultad; sin embargo, existen algunas con-
sideraciones importantes con respecto a la segunda:

(P2) Viva(D(a') —Val(a’))

Es decir, que toda férmula que sea derivable dentro de un sistema formal ade-
cuado es intuitivamente vélida. La justificacién que ofrece Kreisel de que esto es el
caso, es que las reglas de inferencia de Frege ya eran aceptadas en su tiempo: “Es
en general aceptado que en el tiempo de Frege quien formulé reglas para la logica
de primer orden, y la definicién conjuntista de consecuencia de Bolzano olvidada
(y que fue redescubierta por Tarski); ain entonces uno reconocia la validez de las
reglas de Frege” (Kreisel 1967: 153). La idea de fondo es que en la época de Frege
no existia una definicion seméantica de consecuencia légica a través de la cual pu-
diésemos garantizar la validez de las reglas de inferencia, y sin embargo basta con
analizar de manera intuitiva las reglas de Frege para convencerse de que nuestra
premisa se sostiene. Esto queda atin mas claro con el énfasis que pone en el hecho
de que la definicién de consecuencia logica de Bolzano era ignorada en la época de
Frege. De hecho, este andlisis seguiria la misma idea que se sigue para el Teorema
de correccion: analizariamos los axiomas verificando que sean intuitivamente vali-
dos y garantizariamos que las reglas de inferencia preservan la propiedad de validez
intuitiva. Con esta justificacion, Kreisel subraya que garantizamos que el predicado
Val(a?) tiene significado (cf. Kreisel 1967: 153). Al menos en un primer anélisis, es
claro que la premisa se sostiene, y que de hecho es natural pensar que es asi. Si de
alguna manera la premisa no se sostuviese, implicaria que tenemos una regla de in-
ferencia que falla cuando se le analiza con cuidado; por lo cual, dirfamos que nuestro
primer analisis estd equivocado, y que hay que excluir dicha regla de inferencia de
nuestro sistema formal. La justificacién de (P2) es un requerimiento minimo de todo
sistema de inferencia. Smith dice al respecto de ésta que “la validez [de las reglas
de inferencia] en ese sentido es, después de todo, la principal razén por la cual los
légicos clasicos aceptan las reglas de los sistemas de prueba en primer lugar” (Smith
2011: 25). Si un sistema formal no cumpliese con ello, parece que habria suficientes
razones para rechazarlo. En particular, y pensando en mi presente interés, me parece
que los sistemas D1 y D2 (los sistemas de inferencia definidas en la secciones 1.1.2
y 1.2.2 del primer capitulo) lo cumplen.5

validez intuitiva (como argumenta por ejemplo Smith (2011)). Es cierto esto lleva a considerar no
es un principio aplicable a cualquier concepcién de la 16gica o de la validez (posiblemente, sélo sera
aplicable a las nociones de validez que sean evaluables en términos de estructuras de algin tipo).
Sin embargo, me parece poco problemdtico en la medida en que mi interés (y seguramente el de
Kreisel también) es la légica cldsica, ademds de las observaciones hechas en el capitulo 2.
"2Esta clase de explicacién de esta justificacién también puede encontrarse en (Griffiths 2014)
53Es posible, presentar ciertas dudas en el caso del esquema de comprehensién y del axioma de
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Hay un aspecto importante con respecto la segunda premisa del argumento de
Kreisel. El argumenta con su segunda premisa que la condicién de derivabilidad es
suficiente para la validez intuitiva. Sin embargo, esto no implica que Kreisel quiera
defender que la derivabilidad sea una condicién necesaria. A partir de la segunda
premisa, es claro que los teoremas son intuitivamente validos ya que las reglas de
inferencia lo son. Sin embargo, no necesariamente las intuitivamente vélidas deben
ser derivables. La segunda premisa de Kreisel establece solamente que una manera
de garantizar que una oracién es intuitivamente valida es su derivabilidad, lo cual
no implica que sea necesaria esta garantia.

Sin embargo, parece haber una diferencia entre las justificaciones de ambas pre-
misas. Si consideramos que el significado del predicado Val(a') es “validez en toda
estructura” entonces Kreisel habra dado una afirmacion interesante al tratar de jus-
tificar (P2), pero no habra dado la misma justificacién que expliqué en el parrafo
anterior. La justificacién que Kreisel ofrece de (P2) no apela nunca a la naturaleza
de las estructuras en que la oracién « es vélida, sino a una propiedad de las reglas
de inferencia que seleccionamos para construir nuestros sistemas légicos. De la mis-
ma forma, si tratamos de justificar nuestra premisa (P1) apelando al hecho al que
apela Kreisel en su justificacién de (P2), nos enfrentariamos a un problema similar.
Consideremos que en este caso, Val(a') significa “a es vdlido en el mismo sentido
que las reglas de Frege”. Si una oraciéon a cumple con lo anterior, no es obvio que sea
valida en toda estructura conjuntista, simplemente porque la nocién que provee de
significado al predicado Val(a') sigue siendo una nocién informal y poco clara, y no
parece haber una forma obvia de relacionar una nocién informal como esta con una
nocién matematica y precisa como la nociéon de consecuencia logica tarskiana. Por
un lado, la justificacién de (P1) apela a una nocién més precisa (como lo es la nocién
de estructura) y que se explica a partir de nociones derivadas de una teoria formal
como ZFC, por otro lado, la justificacién de (P2) apela una propiedad informal,
pretedrica e imprecisa. Por supuesto, ambas justificaciones no son incompatibles.

Me parece que ambas justificaciones indican dos criterios que debe cumplir una
nocién pretedrica para validar el argumento que Kreisel tenia en mente. Si buscamos
sostener que el argumento de Kreisel muestra que una nocion precisa de consecuencia
logica es coextensiva con una nocién preteorica, ésta tltima debe ser tal que considere
las oraciones pretedricamente validas tanto vélidas en toda estructura como validas
en el sentido informal en que se consideraban las reglas de inferencia de Frege.>*

Pasaré a la exposicion de la tercera premisa del argumento de Kreisel:

(P3) Va(V(a') =D(al))

eleccion de D2, sin embargo, se suele aceptar dichos axiomas, debido a la utilidad que estos tienen,
como poder introducir letras de predicado o de funcién en lugar de férmulas. Este es un caso en el
que, tradicionalmente, se ha optado por ignorar ciertas intuiciones para favorecer otras.

54Me parece que en la practica tiene mucha importancia el que una oracién sea vélida en el sentido
informal en que se consideraban las reglas de inferencia de Frege. En general, ambas nociones de
validez son propiedades necesarias de la nocién pretedrica. Sin embargo, creo que las oraciones y
reglas de inferencia que se consideran intuitivas en el sentido de las reglas de Frege lo son, aunque
no lo hayan sido antes. Por ejemplo, la inferencia de ‘Algin hombre es mortal’ a partir de la
oracién ‘Todos los hombres son mortales’, no se considera una inferencia valida, aunque lo fue
(segtin Aristételes). Creo que la extensién de la nocién de validez en el sentido informal en que lo
eran las reglas de Frege cambia dependiendo de distintos factores (muchos de ellos histéricos).
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Esta tltima premisa es una instancia del teorema de complecion para la logica
de primer orden (teorema 1.4):

Si I' ! ¢ entonces I' H! ¢

Considerando el caso en que I' es el conjunto vacio de formulas y que « es una
verdad légica (es decir, es verdadera en todas la estructuras), tal como se senalé en
el capitulo 1, es claro que (P3) se sostiene. No hay mucho més que decir sobre (P3),
por lo cual el argumento de Kreisel seria el siguiente:

1. ViVa(Val(a®) =V (at))

2. ViVa(D(at) —Val(a?))

3. Ya(V(a!') =D(at))

El argumento desglosado seria de la siguiente manera:

1. ViVa(Val(a®) =V (at)) Premisa

2. ViVa(D(a') —Val(a')) Premisa

3. Ya(V(a!') =D(at)) Premisa

4. Ya(D(a') —Val(a!))  Instanciacién universal en 2, poniendo 1 en lugar de i

5. Va(Val(a') =+V(a'))  Instanciacién universal en 1, poniendo 1 en lugar de i

6. (D(a') —Val(al)) Instanciacién universal en 4, dejando o' libre
7. (Val(a!) =V(a')) Instanciacién universal en 5, dejando o' libre
8. (V(a') =D(at)) Instanciacién universal en 3, dejando o' libre
9. (V(a') —Val(al) Transitividad del condicional en 6 y 8

10. (Val(a!) <V (at) Introduccién de la equivalencia material 7 y 9

11. Ya(Val(a') +»V(a!)  Universalizacién en 10

Este argumento muestra que (PK) se sostiene para el caso de la lgica de primer
orden. Sin embargo, es importante notar que, el argumento apela al teorema de
complecién para la logica de primer orden. Por lo cual, este argumento no se puede
usar para demostrar que (PK) se cumple para la légica de segundo orden (ni de
ningun lenguaje de orden superior), ya que no cumple con el teorema de complecion,
aunque Kreisel agrega “pero se debe esperar una [pruebal” (Kreisel 1967: 157).
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3.1.1. Otra presentacion del Principio de Kreisel

Para la légica de primer orden, es suficiente usar las versiones anteriores tanto
del principio como del argumento de Kreisel. Como vimos, no es posible usar el
argumento de Kreisel para establecer el principio para el caso de la légica de segundo
orden, pues no cumple con el teorema de complecién. Sin embargo, no es posible
tampoco usar la versién del principio de Kreisel expuesta anteriormente para rescatar
la idea de la adecuacion extensional de la definicion de consecuencia légica tarskiana.
Usaremos los lenguajes L1K=y L2K del primer capitulo para hacer las siguientes
observaciones. Primero, es bien conocido que la légica clésica (en particular la 16gica
de segundo orden) satisface lo siguiente:

Propiedad de monotonicidad: Para cualesquiera conjuntos de férmu-
las I' y A, y para cualquier formula ¢, si I' E ¢ entonces ' UA E ¢

Es decir, si una férmula ¢ es consecuencia légica de un conjunto de férmulas I,
entonces agregar nuevas premisas no modifica la conclusién. Dado que toda féormu-
la de LIK= es una férmula de L2K, se cumple también para el lenguaje LI1K=
de primer orden. Usando lo demostrado en el capitulo 1 es posible demostrar lo
siguiente:

Teorema 3.1. Sean I' un conjunto de formulas de L1K= y @ una formula de L1K=,
si I' F ¢ entonces existe una formula Yv=(v1 D (72 D (- D V) ...)) D @, tal que
F 1, donde y1,72 ... €T

Demostracion. Sean I' un conjunto de férmulas de L1K=y ¢ una férmula de L1K=,
tales que I' F . Sabemos que I es finito o I es infinito

Caso 1: Si T es finito, sea n=|T"|, entonces 71,7% ..., E . Por el teorema de la
deduccién (seméntico), 1,72+ F (7, D @), por lo tanto aplicando el teorema de
la deduccién seméntico n-veces, F (1 D (72 D (+-+ D M) ...)) D ¢ que era la
férmula que requeriamos

Caso 2: Si I' es infinito, entonces no es posible utilizar el argumento anterior, pues
toda férmula es finita. Por el teorema de compacidad, existe un conjunto finito
[y CT, tal que I'y E ¢, como I'y es finito y es posible aplicar el argumento del caso
1 a este conjunto I'y.

[]

Por la propiedad de monotonicidad, aun si I' es infinito, la oraciéon 1 es una
consecuencia logica de I' y es posible caracterizar todas las consecuencias de I'" me-
diante una oracién que es una verdad logica. Es decir, podemos reducir la nocion
de consecuencia légica a la nocién de verdad logica. De esta manera, es suficiente
solo considerar el conjunto de las verdades légicas de L1K= para poder enunciar el
Principio de Kreisel.

Sin embargo, no es posible demostrar esto para el caso de la légica de segundo
orden, pues ésta no satisface el teorema de compacidad. De hecho, consideremos el
siguiente conjunto de férmulas de L2K (y de L1K=):
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I'= {ElZElElZEQ(Il 7£ Ig), Hxlﬂxﬁxg(xl 7é ZL’Q/\ZEQ 7é ZL‘3/\I1 7£ Ig), 31’131'231'331'4(1’1 7é
ZEQ/\CL’Q#.Ig/\I‘g%IA/\Il %Ig/\ﬂfg%le/\l‘l 7é$4)}

El conjunto I' tiene a todas y cada una de las féormulas que afirman que el
dominio tiene al menos n elementos: es decir, para cada n € w, I tiene la formula
que afirma “hay al menos n elementos en el dominio”. Ahora consideremos la férmula
de segundo orden:

o =VF-(VaVy(Fz = Fy D x = y) A JzVy(Fy # x))

Como mencioné en el capitulo 1, la formula ¢ afirma que hay una infinidad de
elementos en el dominio. Las estructuras que satisfacen a todos las férmulas de T’
son aquellas cuyo dominio es infinito, por lo tanto, I' F ¢. Sin embargo, ningin
subconjunto finito de I'; Iy, es tal que I'y F ¢, pues cada subconjunto finito de I"
s6lo tiene modelos cuyo dominio tiene una cantidad finita de elementos, es decir,
cada subconjunto finito de I' sélo tiene modelos finitos que son contraejemplos de .
Para construir la formula 1, requerimos que el conjunto I' sea finito, para garantizar
que dicha féormula sea finita. De otra forma, no es posible construir la férmula
pues las formulas son finitas por definicion.

La nocién de consecuencia légica no se reduce a la nocién de verdad logica pa-
ra el caso de la légica de segundo orden. Por esto, necesitamos una manera de
plantear el Principio de Kreisel en términos de consecuencia légica. Simplemente,
consideraremos los predicados mencionados anteriormente como relaciones. Sean I'
un conjunto de férmulas y sea a’ una oracién, donde de nuevo el indice 4 indica el
orden de cuantificacién de las férmulas:

= Val(T%,a') es la afirmacién de que o' es una consecuencia légica intuitiva de
I (o bien, que toda interpretacién en donde todos los elementos de I son
verdaderos, es una interpretacién donde o' es verdadera)

» V(I'',a?) es la afirmacién de que o' es verdadera en cualquier interpretacién
cuyo dominio es un conjunto donde todos los elementos de I'* son verdaderas

(o bien, que T E o)

» D(I', o) significa que o' es deducible de I en una sistema formal adecuado
de reglas de inferencia (I - af)

Por lo tanto, el Principio de Kreisel (usando consecuencia légica) es:
(PKC) ViVIVa(Val(T?, af) +>V(T7, at))
Entonces, mi caso que de interés es:

(PKC2) VIVa(Val(T? a?) <V (T2, a?))
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3.2. La nocién (NP) y el argumento de Kreisel

Usaré la nocién (NP) del capitulo anterior y daré una versién del argumento
de Kreisel para el caso de la légica de primer orden. Argumentos similares, aunque
no tan desglosados, son presentados por Shapiro (1987, 1991) y por Gémez Torren-
te (2000b, 2008b), asi que me apoyaré en ellos constantemente debido a que las
justificaciones son esencialmente las mismas. Recordemos la nocién (NP):

(NP) @ es una consecuencia logica de T" si ® vale en todas las posibilidades bajo
toda interpretacién de la terminologia no légica en la que I' vale

Habiamos visto que la relacién entre esta nocién pretedrica y la nociéon de validez
en estructuras cuyo dominio es una clase, consiste simplemente en considerar que
todas las interpretaciones posibles son las clases propias. Asi, la nocién de validez
con la que interpretaré el predicado Val(a') serd:

(NPC) @ es una consecuencia légicaype de I' si @ vale en todas las estructuras A¢
cuyo dominio es una clase en la que I' vale

No he dado una definicién precisa de ¢ por el momento, consideraremos que es
un par (C* I*) donde C es una clase e I es un funcién de interpretacién. Como sabe-
mos, toda estructura tiene una funcién de interpretacion que da una interpretacion a
la terminologia no légica, asi que no es necesario especificarla pues es esencialmente
la misma formulacién explicada en el capitulo 1. Mas adelante discutiré algunos pro-
blemas que produce la introduccion de clases y cémo rescatar el contenido de estas
afirmaciones. Asi pues, se debe entender que las demostraciones con respecto a la
verdad de una oracién en una estructura cuyo dominio es una clase seran informales
y poco precisos. Finalmente, el objetivo sélo es mostrar que es posible demostrar el
argumento de Kreisel usando la nocién (NPC).

La versién del argumento de Kreisel que presentaré consiste en relacionar la
nocién (NPC) con la definicién proporcionada en el capitulo 1 de consecuencia légica
tarskiana. Definiremos (sélo por cuestién de notacién) las relaciones explicadas en
la seccion anterior de la siguiente manera:

» Val(I',a') siy solo si ' es consecuencia légicaypc de T
» V(I',a') siysolosi T F a

» D(I, o) siysolosi ' a

La nocién (NPC) es més precisa que la nocién pretedrica de consecuencia lgica,
sin embargo, en la discusion del capitulo anterior nos permite observar la relacion
entre estas dos nociones. Asi mismo, vale la pena mencionar que, dado que en este
trabajo me concentro en los casos de las légicas de primer y de segundo orden, los
indices 7 s6lo serdn 1 o 2.

La primera premisa del argumento de Kreisel seria entonces:

(P1) ViVIVa(Val(T?, o) -V (T, at))
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Para cualquier conjunto I' de férmulas de L2K y cualquier formula o de L2K.
Si una oracién a es consecuencia logicaypo de I implica que en toda estructura
cuyo dominio es una clase donde las oraciones de I' son verdaderas, la oraciéon «
es verdadera. Ahora, si esto es asi, en toda estructura cuyo dominio es un conjunto
donde las oraciones de I' son verdaderas, la oracion « es verdadera, esto simplemente
debido a que todo conjunto es una clase. El argumento es el siguiente: supongamos
que Val(T'?,a?) y supongamos que para cada v € I, 7 es verdadera en alguna
estructura 2, como el dominio y la funcién I de 2 son conjuntos, el dominio y la
funcién I de 2 son clases y, por el primer supuesto, « debe ser verdadera en 2A. Por
lo tanto, V(I'*, a?), pues 2 fue arbitraria. Como esto los indices considerados son sélo
1 y 2, este argumento garantiza que la premisa se sostiene en general (de hecho, se
sostendria considerando indices de cualquier orden finito). Este tipo de justificacién
de la primera premisa la presenta Gémez Torrente en (2008b: 208).

Shapiro, por otra parte, parece proporcionar dos justificaciones: por un lado, pos-
tula que la premisa es simplemente obvia, sin mayor justificacién (cf. Shapiro 1987:
310), mientras que, por otro lado, asevera que esta premisa sélo hace la afirmacién
obvia de que “todo modelo conjuntista es una interpretaciéon legitima del lenguaje”
(Shapiro 1991: 142). Me inclino a pensar que en el primer caso, la justificacion es
bastante similar a la ofrecida por Gémez Torrente dado que en el articulo (Shapiro
1987), presenta el principio utilizando la nocién de validez en estructuras cuyo domi-
nio es una clase. Asi mismo, cuando nos presenta los problemas que involucraria que
el Principio de Kreisel fuese falso afirma que: “Esto es, asumir que hay una oracién
que es verdadera en toda interpretacion tedrico conjuntista, pero que es falsa en
alguna otra interpretaciéon (digamos una interpretaciéon cuyo dominio es una clase
propia)” (Shapiro 1987: 309-310). En el segundo caso, la idea de fondo seria (me pa-
rece) muy similar a la expuesta en la justificacién original de Kreisel (explicada en
la primera seccién de este capitulo) pues, siguiendo la idea de Shapiro, esta premisa
seria la afirmacion de que dentro de las interpretaciones que consideramos adecuadas
estan las estructuras conjuntistas. En cualquier caso, me parece claro que Shapiro no
tendria mayor problema para justificar la primera premisa del argumento de Kreisel.
Esto porque si consideramos que todas las interpretaciones son precisamente todas
las estructuras cuyo dominio es una clase, entonces inmediatamente se acepta que las
estructuras cuyo dominio es un conjunto son interpretaciones legitimas del lenguaje;
y esto es lo que afirma la premisa (P1).

La segunda premisa del argumento seria entonces:

(P2) ViVIVa(D(T, o) —Val(T, ot))

La justificacion de esta premisa consiste en demostrar una version del teorema de
correccion (Teorema 1.10 en el capitulo 1) para el caso de la validez en estructuras
cuyo dominio es una clase. Para ello, serd necesario mostrar que lemas analogos al
caso del teorema de correccion se pueden mostrar. Asi sélo presentaré un esbozo de
estos lemas. Definiré que una oracién ¢ es universalmente validay o si es consecuen-
cia légicay e del conjunto vacio de premisas. Por conveniencia, y dado que sélo nos
ocupamos de la légica de primer y segundo orden, explicaremos los lemas para el
sistema D2, pues el sistema DI es un subconjunto de este:
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Lema 3.1. Todo axioma es universalmente validoypc

Los esquemas de axioma 1-6 del sistema D1 son exactamente andlogos al caso
del lema 1.1 del capitulo 1. Simplemente hay que tomar en cuenta que el dominio
de una estructura A¢ es una clase, y no hay mayor dificultad con ello.?® El mismo
tipo de observacion se presenta para el caso de los axiomas 1-6 del sistema D2, pues
sus demostraciones son versiones de los casos de DI. Los casos del axioma de com-
prehension y del axioma de eleccién son un poco méas complicados. Al igual que en
el caso de la demostracién normal, es necesario tener un esquema de comprehension
y un axioma de eleccién en la metateoria (que mas adelante veremos, serd la teoria
de conjuntos en segundo orden ZFC2), en particular necesitaremos de un axioma de
eleccién global que cuantifique sobre clases, al igual que el axioma de comprehen-
sién. Sin embargo, ambos axiomas son consecuencias inmediatas de sus respectivas
versiones en la metateoria.

Lema 3.2. Para cualquier estructura A€ si o O [ es verdadera en A¢ y o es
verdadera en A entonces 3 es verdadera en A

De nuevo, esto es muy facil de demostrar y dependen sélo de condiciones de
satisfaccién analogas a las condiciones 3 y 4 de la seccién 1.1.1 del capitulo 1.

La consecuencia de estas observaciones es que la premisa (P2) se sostiene. Si bien
es cierto que este tipo de justificacion no es la que Kreisel tenia en mente, creo que es
posible justificar cada axioma de manera parecida a como Kreisel lo hizo. Finalmente,
cada axioma del sistema D2 fue seleccionado para cumplir un rol importante en
el sistema deductivo, y para rescatar ciertas inferencias consideradas importantes
(véase la explicacién proporcionada de los axiomas en el capitulo 1). Asi mismo, si
lo que dije en el capitulo anterior es adecuado, existe una relaciéon entre la nocién
(NPC) y la relacién de validez intuitiva. A mi manera de ver, y recuperando ambos
puntos, la justificacién intuitiva de los axiomas (de la manera en cémo la ejemplifique
en la seccién 2.1 del capitulo anterior) estard dada, probablemente, en términos de las
consideraciones hechas en el capitulol. Asi pues, continuaré especificando la premisa
tres del argumento:

(P3) VIVa(V(I', o) =D(T, al))

Que es literalmente, la enunciacion del teorema de complecién para la 1égica de
primer orden. Asi pues, y dada estas justificaciones, es posible obtener la conclusién
esperada:

(PKC1) VIVa(Val(Th o) +< V(T o))

Habiendo establecido esto, en el resto del capitulo me ocuparé del caso de la
logica de segundo orden.

55Esto es facil de ver pues dado que las funciones I de una estructura tienen como dominio el
conjunto K de terminologia no légica (y esta es numerable) I es un conjunto. La misma observacién
se puede hacer para el caso de las funciones s € £%, que también son conjuntos. En este sentido,
los cambios en la demostracién son simplemente terminolégicos.
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3.3. El Principio de Kreisel y el Principio de Re-
flexion

Como vimos, el caso de la logica de segundo orden es problematico, ya que no es
posible usar el argumento de Kreisel para recuperar la nocién de consecuencia logica
en su contenido. Shapiro (1987) estudié el Principio de Kreisel y formulé versiones
de éste dentro de un lenguaje formal, y establecid relaciones entre estas versiones
y distintas formulaciones del Principio de Reflexion para la teoria de conjuntos.
En adelante, estudiaré estas formulaciones presentadas por Shapiro y expondré qué
relaciones existen entre éstas y el Principio de Reflexion. La ventaja de adoptar
esta estrategia es que nos permite exponer el Principio de Kreisel dentro de un
marco formal, preciso y matematicamente manejable. Esto nos lleva a la necesidad
de utilizar un aparato formal mas fuerte y mas complejo como metateoria: ZFC2. La
teoria de conjuntos ZFC2 tiene los mismos axiomas de ZFC salvo que el esquema de
comprehension y el esquema de reemplazo, se sustituyen por formulas de segundo
orden que cuantifican sobre subconjuntos y sobre funciones respectivamente.

El lenguaje de esta teoria sera un lenguaje de segundo orden sin terminologia no
légica (a excepcion de €), es decir, serd el lenguaje L2 (que es el lenguaje L2K sin
el conjunto de terminologia no légica K) més el simbolo de pertenencia. Debido a
que en estricto sentido el lenguaje L2 contiene como conectivas solo a la negacion
y al condicional habra que especificar claramente cémo traducir las férmulas de L2
a férmulas con otras conectivas, en particular con vee y A (estas féormulas serdn
importantes en el siguiente capitulo 4). Para cada férmula ¢ de L2 que contiene
cuantificadores, consideraremos su forma normal prenexa, la tinica féormula equiva-
lente a ¢ de la féormula VX3IY ... Vo3dyy, donde VXIY ... Vzdy es una secuencia con
todos los cuantificadores en ¢ (ya sean de primer o de segundo orden) y v es una
formula sin cuantificadores. Hay que mencionar que para toda féormula de L2, existe
una féormula con esta forma y se puede obtener mediante la aplicacién continua de
las siguientes reglas: Va[3z|(p D ¢) = Jz[Va]e D Yy ¢ D Ve [Iz]y = Vadz(p D ).
Para cada féormula ¢ de L2, consideremos la siguientes clausulas:

1. Si ¢ es de la forma t =t o T'(t) (donde ¢ y ¢’ son términos cualesquiera del
lenguaje y T es una constante de predicado o variable de predicado), entonces
©” sont =ty t €T respectivamente.

2. Si p es de la forma —(t = t/) o =T(t), entonces f son t # t' yt ¢ T
respectivamente.

3. Si g es a D 3, entonces ¢! es (—a)P v BT

4. Si ¢ es Vz[X]Yp o Fz[X]1h, entonces o es Vo[ X" o Fz[X]pT

Intuitivamente, la férmula ¢? es resultado de sustituir todos condicionales de la
férmula ¢ por disyunciones. Como resultado, ¢ tendra sélo disyunciones, conjun-
ciones y todas las negaciones se pueden reducir a atomos del tipo t # t' y t ¢ T.
Dado que en el lenguaje de ZFC2 hay férmulas que cuantifican sobre conjuntos de
conjuntos (las férmulas de segundo orden), se considera que ZFC2 es efectivamente
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una teoria de clases, por lo cual sera de utilidad en lo que sigue. Propiamente, los
lemas necesarios para demostrar (P2) en la seccién anterior se pueden demostrar
en ZFC2, donde el axioma de comprehensién es una féormula cuyo rango considera
clases.

Antes de presentar las formulaciones de Shapiro del Principio de Kreisel, es nece-
sario ampliar ZFC2 para incluir férmulas que explicitamente nos permitan expresar
la nocién de satisfaccién en clases. La razon de esto es que en ZFC2 no hay una
formula que caracteriza esta nocién, sin embargo, es posible aumentar esta teoria
con formulas que hagan este trabajo. La metateoria aumentada no sera particular-
mente complicada de usar y de hecho tiene esencialmente los mismos modelos que
ZFC2. En la siguiente secciéon introduciré esta nueva notacion y en lo que sigue
presentaré las formulaciones de Shapiro del Principio de Kreisel.

3.3.1. La teoria ZFC2+

La exposicién de estas observaciones puede encontrarse en Shapiro (1991). El
lenguaje que usaremos serd el lenguaje L2K, de segundo orden. Como sabemos, el
lenguaje L1K= es subconjunto de este lenguaje. Asumiré una aritmetizacion del
lenguaje L2K mediante una numeracién de Godel.® Para todo n € w, denotaremos
como P, a la expresiéon de L2K cuyo numero de Godel es n.

Definiremos satisfaccién para esta teoria de conjuntos, por lo cual, las variables de
primer orden tendrdn como asignacién conjuntos y las variables de segundo orden
conjuntos de conjuntos. Es decir, utilizaremos las variables de primer orden para
referirnos a conjuntos y las variables de segundo orden se referirdn a clases. Definimos
(x), la secuencia compuesta por las primeras n variables de nuestra enumeracion
de variables de primer orden, es decir, (z), = (z1,...,x,), asi, para cada s € PR
s({x)n)=(s(x1),...,s(x,)). Definimos las siguientes férmulas:

51(8,D) Zdef S € Emcy ran(s) Cp
s1(s, P) Zqey 5 € X%y ran(s) C P

Siguiendo lo dicho anteriormente, p es un conjunto y P es una clase. Estas
formulas permiten expresar en nuestro lenguaje el contenido de las funciones s dis-
tinguiendo entre aquellas cuyo rango es un conjunto y aquellas cuyo rango es una
clase y permiten expresar la nocién de asignacion de un objeto a un término. Por
supuesto, dado que el dominio de s es el conjunto de variables, por el axioma de
remplazo ran(s) es un conjunto, incluso en el segundo caso. Para realizar un pro-
cedimiento similar para el caso de las variables de segundo orden, definiremos las
funciones S € Y* de otra manera. Dado que a cada variable de segundo orden
se le asigna una clase, cada asignaciéon debera ser una clase de clases, lo cual nos
comprometeria con que la metateoria sea de tercer orden. Para toda S € ZQ‘C, codi-
ficaremos el contenido de S de la siguiente manera: S es una coleccion de pares, tal
que si (g,r) € S, entonces ¢ es una variable de relaciéon o una variable de funcién y

14 .-/ .. .7 . . .

56Formalmente, una numeracién de Godel es una funcién cuyo dominio son las expresiones del
lenguaje L2K y cuyo rango son los numeros naturales. Una numeracion de Godel asigna a cada
expresion del lenguaje L2K un nimero natural.
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= Si ¢ es una variable de relaciéon de aridad n, entonces r es una n-tupla y

S(q) = {rl{g,r) € S}

= Si ¢ es una variable de funcién, entonces r es una n+1-tupla y {r|{(q,r) € S}
es la descripcion de una funcién g, y S(q)=g

La idea es “codificarcada funcion S de tal manera que no sea necesario agru-
par en un conjunto los valores de ¢, es decir, nunca es necesario agrupar en un
conjunto (q,r) € S. Esta codificacién permite identificar el valor de las variables
de segundo orden sin necesidad de usar variables de tercer orden. Andlogamente al
caso de las variables de primer orden, (X), = (Xi,...,X,), y para cada S € ¥%,
SUX)n)=(S(X1),...,59(X,)), de la misma forma (F),, = (F1,..., F,), asi, para ca-
da S € ¥* S({F),)=(S(Fy),...,S(F,)). Esto tiene el problema de que S es una
clase, posiblemente propia, por lo cual, serd necesario distinguir entre las funciones
S que seran conjuntos y las que seran clases. Usaremos la notacion donde s es una
funcién que es un conjunto y S seran las funciones que de hecho son una clase. De
la misma forma que antes:

So(8,p) Zgey s €XMy

s(x)=dep
s(X"y=DCp
S(F)=G:p" —p

s(x)=deP
s(Xmy=DCP
s(Fy=G:P™—= P
SQ(Sap) Edefsezjgla S?é@y
Sx)=dep
S(X)=DCp
S(FR)=G:p"—p

Sy(S,P)Z4ep SEXY, S4By

S(x)=deP
S(X*)=DC P
S(EM)y=G: P P

Notese que en el ultimo caso no hay garantia de que S sea un conjunto; de hecho,
estos casos engloban todos los casos en que se trabaja en clases propias. Siguiendo
adelante, sea ® una formula y sea ¢ un término que refiere a una clase o a un
conjunto, es decir, t es un término de primer orden que refiere a un conjunto, una
variable de predicado monadico o bien es un simbolo no légico de predicado. En los
ultimos dos casos, usaré las siguientes abreviaciones:

n T EL =gyt
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n X" Ct" =gef V() (X" ((2)n) D (21 €A - ATy € 1))
n P =gy V() (1 €EA--- Ay €1) D f((2)n) €1)
Llamaremos ®/t a la relativizacion de ® a t y se define por recursion:

1) Si @ es una férmula atémica, entonces ¢/t = @

)
2) (®)/t =2/t
3) (PDW)/t=(P/t DVU/t)
4) (Vz®)/t =Vz(x €t D D/t)
5) (VX"®)/t =VX"(X" Ct" D d/t)
6) (VF"®)/t =VF"(F"|t D ®/t)

Las formulas ®/t son férmulas en la metateoria que afirman que una férmula
® es el caso en t. La nocién de satisfaccion en estructuras cuyo dominio es un
conjunto es definible en ZFC. Sea ®,((X)m, (F);, (x)r) una férmula que sélo tiene
como variables libres las indicadas por (X),,, (F);, (x)x. La formula de Tarski para
satisfaccion conjuntista de ®,, es

(s1(s,p) A Sa(s',p)) D (sats(p, s, s’ ,n) = @, (s'"(X)m, S (F)i, s{x)r)/p)

Asi, la formula sats(p, s, s, n) afirma que la férmula con nimero de Godel n
es satisfecha en el conjunto p, con las funciones de asignacién s y s’. Todas estas
formulas se pueden probar en la metateoria. Aumentaremos la metateoria ZFC2
con nuevos axiomas que nos permitan tener formulas analogas para la satisfaccion
en clases. Agregaremos una nueva relaciéon SATS(P, s, S, m) cuya interpretacion
pretendida es “la clase P satisface la formula ®,, con las funciones de asignacién s
y S”. Los axiomas de esta nueva metatoria, a partir de ahora ZFC2+4-, son:

1) SATS(P,s,S,m)>Dm € w
2) SATS(P, s, S,m) D si(s, P) A S2(S, P)

3) (s1(s, P) A S3(S,P)) D (SATS(P,s,S,n) = &,(5(X)m, S(F);, s{x)r)/P) para
toda formula @,

Estas ultimas las llamaremos formula de Tarski para satisfaccion en clases. En
esta nueva teoria ZFC2+ es posible definir una férmula, TR(s, S, n), tal que:

TR(s, S, n) =gef VP(VePx O SATS(P,s,S,n))

que afirma que la férmula ®,, es satisfecha por todo el universo conjuntista. Es decir,
todas las férmulas:

TR(s, S, n) = @ (S(X)m, S(E), s{z)r)

son demostrables en ZFC2+. Asi pues, es posible expresar en ZFC2+ la nocion de
verdad en el universo conjuntista. Esta teoria nos permitira estudiar los Principios
de Reflexién y su relacion con el Principio de Kreisel.
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3.3.2. Las formulaciones de (PK) de Shapiro

Ahora expondré las formulaciones que Shapiro (1987) presenta del Principio de
Kreisel. Al igual que la anterior, esta seccion serd principalmente expositiva, pues el
objetivo es presentar los resultados de Shapiro, y dejaré para el siguiente la investi-
gacion de su relevancia en el presente trabajo. La importancia de estas formulaciones
es que son equivalentes al Principio de Reflexién en ZFC2, y por lo tanto la justifica-
cién del Principio de Kreisel dependera de la justificacion del Principio de Reflexién.
Asi pues, todo lo mencionado aqui puede confrontarse con Shapiro (1987). Ahora
bien, aunque Shapiro demuestra una serie de resultados muy interesantes con res-
pecto al poder deductivo de sus formulaciones, yo me concentraré en los resultados
importantes relacionados con la satisfaccién de estas formulaciones. Las férmulas
sobre las que definiremos el Principio de Kreisel son a lo més de segundo orden. De
hecho, son todas formulas de L2, es decir, consideraremos un lenguaje que no tiene
terminologia no légica.?” Por supuesto, la metateoria que usaré serd ZFC2, aunque
méas adelante usaré la teoria ZFC2+-. Vale la pena notar que toda féormula de L2 es
una féormula de ZFC2, y cada férmula de ZFC2 se puede traducir a una férmula de
L2: sea E una variable de relacién nueva y sea ® una féormula de ZFC2, sea ®[E] el
resultado de sustituir en ® todas las férmulas u € ¢t por Fut. El primer paso de Sha-
piro es reformular el principio en términos de satisfaccion, por lo cual, definiremos
los siguientes predicados:

» Sat(®) significa “hay una estructura cuyo dominio es una clase que satisface
(b??

» S(P) significa “hay una estructura cuyo dominio es un conjunto que satisface
(D??

De esta manera, el Principio de Kreisel se reduce a: Sat(®)«>S(®P). A partir de los
lemas para la demostracién de (P2), podemos obtener que S(®)—Sat(®P); de nuevo,
todo conjunto es una clase, por lo cual, si hay un conjunto que satisface ®, hay una
clase que satisface ®. Por lo cual, el Principio de Kreisel se reduce a:

Vo (Sat(®)—S(P))

El primer punto que hay que mencionar es que esta férmula implica en ZFC2 la
existencia de cardinales fuertemente inaccesibles. Sea 72 la conjuncién de todos los
axiomas de ZFC2 y consideremos la férmula 3F(Z2[E]), la generalizacién existen-
cial de Z2. Nétese que ésta es una formula de L2. Esta férmula es satisfecha por la
jerarquia acumulativa de la teorfa de conjuntos, es decir, Sat(IE(Z2[E])) es el caso.
Por el Principio de Kreisel, S(3E(Z2[E])) es el caso. Es decir, hay un conjunto que
satisface JE(Z2[E]), que es equivalente a la existencia de un cardinal fuertemente

5"No se pierde generalidad, pues toda férmula de L2K puede transformarse en una férmula de
L2 sustituyendo las constantes no légicas por una nueva variable, tal que, la satisfaccién de la
férmula original es equivalente a la satisfaccion de la nueva férmula. Dado que el conjunto K de
terminologia no légica es el mismo que el del lenguaje L1K=, las nuevas variables seran a lo mas
de segundo orden. Asi mismo, la funcién de interpretacion de las estructuras serdn superfluas pues
no hay terminologia no légica que interpretar.
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inaccesible. Por lo tanto, todas las formulaciones del Principio de Kreisel son inde-
pendientes de ZFC2. Definimos, para cada «, nimero ordinal: P(«) es el minimo
cardinal inaccesible mayor que | J{P(8)|8 < a} y EP(«) es una férmula que afirma
que existe el minimo cardinal inaccesible mayor que (J{P(8)|8 < «}.%® Es decir,
P(«) denota al a-ésimo cardinal inaccesible y EP(«) afirma que éste existe.

3.3.2.1. La primera formulacion del Principio de Kreisel

La formulacién preliminar del Principio de Kreisel mencionada arriba no pue-
de ser expresada literalmente en ZFC2, sino en la teoria ZFC2+, pues involucra la
nocién de satisfaccion en estructuras cuyo dominio es una clase, sin embargo, es
posible encontrar una férmula de ZFC2 que rescata gran parte del contenido de esta
férmula: ®/t. Como mencioné, para cualquier férmula ®, ®/t denota a la relati-
vizacién de ® y afirma que t satisface ®. Por lo tanto, siguiendo las convenciones
hasta ahora usadas, la formula 3X (®/X) afirma que hay una clase que satisface ® y
Jdz(®/x) afirma que existe un conjunto que satisface ®. Asi, la primera formulacién
del Principio de Kreisel (en esta versién més precisa) es:

(PK1) 3X(®/X) — 3a(®/x)

Para toda férmula @ sin variables libres, es decir, para todo enunciado de L2.
Llamaremos ZFC2 + PK1 a la teoria obtenida de ZFC2 agregando cada instancia
de PK1.

Ahora bien, existe un principio en la teoria de conjuntos que afirma que si una
formula es verdadera en el universo conjuntista, entonces existe un modelo estandar
de la teorfa de conjuntos® en que esa féormula es verdadera. Para ser més precisos,
el Principio de Reflexion afirma que si una féormula ¢ es verdadera en V entonces
existe un nivel de la jerarquia acumulativa V,, que satisface . Estos principios fueron
formulados por Levy (1960) y pretenden rescatar la idea de que la jerarquia acumu-
lativa de la teorfa de conjuntos (V') no puede ser caracterizada por una férmula. Los
principios que Shapiro considera son principios sobre formulas de segundo orden, y
el primero que considera es:

(PR1) ¥ — 3x((Z22/z) A (V/2))
Llamaremos ZFC2 + PR1 a la teoria obtenida de ZFC2 agregando todas las

instancias de RP1. El primer resultado importante para mi propdsito es la afirmacion
de que PK1 y PR1 son basicamente equivalentes en el marco de ZFC2:

Teorema 3.2. ZFC2 + PK1 es equivalente a ZFC2 + PRI

58Como mencioné en la introduccion, este capitulo requiere un conocimiento avanzado en ZFC.
Para revisar una breve explicacién de los conceptos usados en esta ultima seccion véase el Apendice
del presente trabajo.

%9Un modelo estandar de la teoria de conjuntos es un nivel de la jerarquia acumulativa indexado
por un cardinal inaccesible. De hecho, sabemos que x satisface Z2 si y solo si z es isomorfo a un
nivel indexado por un cardinal inaccesible.
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Demostracion. <= Probaremos primero el segundo condicional y trabajaremos en
ZFC2 + PR1. Supongamos que 3X (®/X) para alguna ® de L2. Por PR1, obtenemos
que Jz((Z22/2)AN (X (P/X)/x) es decir, hay un conjunto a tal que (Z22/a)A(IX(P/X)
/). Como (Z2/a) sabemos que a es un nivel inaccesible y por 3X(®/X)/a que hay
un X C a tal que (®/X)/a pues a satisface IX(P/X) (nétese que X debe ser un
conjunto por el axioma de separacién). Como a es inaccesible, ((/X)/a) < (®/X),
pues es modelo de V' por lo cual, las oraciones verdaderas en a son oraciones verda-
deras en V, y como X es un conjunto, Jz(®/x), que era lo que queriamos probar
= Ahora trabajaremos en ZFC2 + PK1, y supondremos que una féormula ¥ de
ZFC2 es verdadera, por lo tanto la oracién IE((Z2 A W)[E]) de L2 es verdadera en
V, es decir, 3X(IE((Z2 A V)[E])/X). Por PK1, tenemos 3z(IE((Z2 A V)[E))/z),
es decir, hay un conjunto a y un conjunto e, tales que ((Z2 A U)le])/a, es decir, la
estructura (a, e) satisface a Z2[e] y a W[e]. Como (a, e) satisface a Z2, hay un nivel
inaccesible (b, €) isomorfo a (a,e) que satisface a Z2 y ¥ (ndtese que estas son las
férmulas originales), por lo cual Z2/b y ¥/b, por lo cual 3z((Z2/x) A (¥ /z)), que
era lo que queriamos mostrar. O

Como mencioné més arriba, hay varios resultados muy interesantes acerca del
poder deductivo de ZFC2 + PK1. Por ejemplo, es posible mostrar que ZFC2 + PK1
es w-incompleta, pues puede demostrar EP(n), para todo n € w, pero no puede
demostrar la férmula Vn € wEP(n). Sin embargo, remito al lector interesado a
revisar la fuente original para comprender estos resultados, pues aqui me concentraré
principalmente en presentar algunos resultados con respecto a la satisfaccién de PK1.

Definicién. Definicion: Sea oo un ordinal, decimos que o es i-definible si y solo si,
hay una formula ® (z) (del lenguaje de ZFC2) con x como su inica variable libre, tal
que cumpla las siquientes condiciones:

1) ®(«) es satisfecha por el universo y por todos los V,; tal que r es inaccesible y
k> Pla) yk >«

2) Vx(®(x) D x = «) es satisfecha por el universo y por todo Vi tal que k es
inaccesible que contenga a «

La idea detrés de esta definicién es que un ordinal es i-definible si es definible
mediante su relaciéon con el inaccesible indexado por ese ordinal. La lectura mas
“natural” de la definicién es que un ordinal « es i-definible cuando es definido en
todos los modelos de Z2 en los que se sabe que esta el a-ésimo inaccesible. A partir
de esta definicién, es posible caracterizar el modelo minimo de ZFC2 + PK1:

Teorema 3.3. Sea o un ordinal y asumamos EP(«). St a no es i-definible, entonces
Vi) EZFC2+PK1

Demostracién. Supongamos que « no es i-definible. Sabemos que Vpy F ZFC2.
Por lo tanto, bastard con mostrar que Vpi) F PK1 o equivalentemente, por el
teorema anterior Vp(,) F PR1; supongamos que hay una férmula ® tal que Vp(o) F
—(® — Jx((Z2/z) A (®/x))). Por lo tanto, Vp(,) satisface tanto ® como la féormula
Va((Z2/x) D —=(P/x))), de esto se sigue que la férmula
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Ord(x) NP € o(EP(B) D =(®/Vppg)) A (mEP(z) D ®) A (EP(z) D
(®/Vp()))

i-define a «, lo cual habiamos supuesto que no es caso. O

De esta manera, el minimo modelo de PK1 es el nivel indexado por el d-ésimo
inaccesible, tal que ¢ es el minimo ordinal no i-definible.

3.3.2.2. La segunda formulacion del Principio de Kreisel

La segunda formulacién del Principio de Kreisel, a diferencia de la primera, res-
cata todas las formulas de L2, no sélo los enunciados; es decir, en esta formulacion
consideraremos formulas con variables libres. Esta formulacion es una extension de
la primera en tanto que se ocupa de formulas con variables aunque no necesaria-
mente debe tenerlas, asi, la teoria que llamaremos ZFC2 4+ PK2 es una extension
conservativa de ZFC2 + PK1.%° Por simplicidad, sélo consideraremos férmulas que
tengan a lo mas una variable libre de primer orden y una variable libre de segun-
do orden.®* Sea ®(Z, z) una férmula de L2 con a lo mds Z y z variables libres, la
segunda formulacién de (PK) es:

(PK2) VXVZVz € X((®(Z,2)/X) D Ix C X(z €z AN (P(zNZ, 2)/x)))

Informalmente, la férmula afirma que si una clase satisface la féormula ®(Z, z)
entonces hay un subconjunto de esa clase que satisface la férmula. Llamaremos ZFC2
+ PK2 a la teoria resultante de ZFC2 agregando todas las instancias de (PK2). Hay
que notar que si ¢ es un enunciado, entonces una instancia de (PK2) es una instancia
de (PK1) asi que ZFC2 + PK2 es una extensién conservativa de ZFC2 + PK1. El
Principio de Reflexion correspondiente es entonces el siguiente:

(PR2) VXVy(¥(Y,y) D Jz(y e x A ((Z22/x) NV (xNY,y)/x)))

El principio afirma que si una féormula ¥ es verdadera en el universo, hay un
conjunto en él que la satisface. Llamaremos ZFC2 + PR2 a la teoria obtenida de
ZFC2 agregando cada instancia de PR2. Como es de esperarse, ambos principios son
esencialmente equivalentes:

Teorema 3.4. ZFC2 + PK2 es equivalente a ZFC2 + PR2

Demostracion. La prueba es andloga a la del teorema 1

= Trabajando en ZFC2 4+ PK2, y supongamos que una férmula ¥(Y,y) de ZFC2
es verdadera para alguna clase Y y un conjunto y cualesquiera. La oracién JE(((Z2A
U)(Y,y))[E]) de L2 es satisfecha por V, es decir, IX(3FE(((Z2 AN V)(Y,y))[E])/X).
Por PK2, tenemos 3z C X(y € =z A (3E(((Z2 A V) (Y,y))[E])/z)), es decir, hay
un conjunto a y un conjunto e, tales que ((Z2 A ¥)(a NY,y))[e])/a, es decir, la
estructura (a, e) satisface a Z2[e] y a W(aNY,y)[e]. Como (a, e) satisface a Z2, hay

60Es decir, pretendemos que en ZFC2 + PK2 se puedan demostrar todas las instancias de PK1.
61Shapiro hace la nota de que no se pierde generalidad pues “las variables libres pueden ser
combinadas mediante el uso de funciones que las emparejen” (Shapiro 1987: 316)
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un nivel inaccesible (b, €) isomorfo a (a,e) que satisface a Z2 y ¥(a NY,y) (ndétese
que estas son las férmulas originales), por lo cual, Z2/b y ¥(bNY,y)/b, por lo cual
dx((Z2/x) N (¥(z NY,y)/z)), que era lo que querfamos mostrar, simplemente se
cuantifica universalmente sobre Y y y, pues fueron arbitrarias.

< Trabajaremos en ZFC2 + PR2. Supongamos que (®(Z,z)/X) para alguna
® de L2, para alguna clase X, Z C X y z € X (consideraremos a X fija por
simplicidad). (®/X)(Z, z), como es satisfecha por el universo. Por PR2, obtenemos
que Jz(z € z A ((Z2/x) A ((®/X)(z N z,2)/x))) es decir, hay un conjunto a tal
que z € ay (Z2/a) AN ((®/X)(aN Z,2)/a). Como (Z2/a) sabemos que a es un
nivel inaccesible y por (®/X)(a N Z,2)/a que aN Z C a es un conjunto, y como
(®/X)(aNZ, z) <> ®(anZ,z)/X pues consideramos a X fija, ((®/X)(aNZ,2)/a +
(®(an Z,z)/X)/a. Ahora bien, X C a, por lo tanto, X es un conjunto, y como a
es inaccesible, (((P(a N Z,2)/X)/a) +» (P(aN Z,z)/X), pues es modelo de V. Por
lo tanto, (P(aN Z,2)/X), y como X es un conjunto, z € X y trivialmente X C X,
es decir, dr C X(z € o A (P(z N Z,2)/x)) es el caso, que era lo que buscdbamos
probar O]

De nuevo, no me detendré a estudiar la capacidad deductiva de ZFC2 + PK2,
pero es importante mencionar que agregar PK2 a ZFC2 implica la existencia de car-
dinales Mahlo.%? El principio PR2 es llamado Principio de Reflexién parcial. Existen
otros principios que son conocidos como Principios de Reflexion completa, tales como
los siguientes:

(PR2.1) 3z((Z22/x) AVYVy € z(V(Y,y) <> (V(xNY,y)/z)))
(PR2.2) VY 3x((Z2/x) AVy € x(V(Y,y) < (V(zNY,y)/z)))

Ambos afirman, informalmente, que la satisfaccion en el universo y la satisfaccion
en algin conjunto son equivalentes, la tnica diferencia es que el segundo considera
la clase asignada a la variable Y como fija. La diferencia es relevante, pues se puede
obtener los siguientes resultados:

Proposicién 3.1. (PR2.1) es inconsistente con ZFC2

Proposicién 3.2. ZFC2 + PR2.2 es equivalente a ZFC2 + PR2

Las demostraciones de estas proposiciones no son muy relevantes. Sin embargo,
nos permiten observar que un Principio de Reflexiéon completa o es inconsistente, o
no implica mayor capacidad deductiva que un principio parcial. Hablando de lo que
nos interesa, trataremos de caracterizar el modelo minimo de PK2.

Definicién. Sean m > 1, j € w, el conjunto de formulas IIT* se define como el
conjunto de formulas en forma mormal prenexa cuyos cuantificadores son de orden
m tal que si € 117" entonces & = VX" .. VX"V tal que ¥ € X7,

62LLa razén de esto es que ya que PK2 y PR2 son esencialmente equivalentes, y que de PR2 se
sigue que todo funcional F' definido sobre la clase de ordinales (Ord) creciente que para cualquier
ordinal limite A, F(A) = [J{F(B)|8 < A}, tiene un punto fijo inaccesible. El conjunto de todos esos
puntos fijos es un conjunto estacionario lo cual implica la existencia de un cardinal de Mahlo.
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Definicién. Sean m > 1, j € w, el conjunto de formulas 37" se define como el
conjunto de formulas en forma normal prenexa cuyos cuantificadores son de orden
m tal que si ® € X" entonces ® = IXT" ... IXV tal que ¥ € II7"

La idea es que el conjunto 3} = IT} es el conjunto de férmulas de L2 que no tienen
cuantificadores. Y, por ejemplo, si una férmula ¥ € I12 los cuantificadores de ¥ son
de tercer orden, y ¥ es una férmula de la forma VX7 ... VX7 3X7 .. . IXIVX] .. VX3 o.
El subindice j indica el nimero de bloque de cuantificadores ya sean universales o
existenciales.

Definicion. Sea z un cardinal. Decimos que z es I17"'-describible con los pardmetros
Uy...U, si hay una formula ¢ € 11" tal que

1) Vo Eo(Uy...Upy)
2) V6<Q,V5%¢(U1HV5...UnﬂVﬂ)

Una instancia de esta definicién es cuando no consideramos ningin parametro.
A partir de ahora, a menos que se indique lo contrario, trabajaremos con férmulas
sin parametros. Sea In(n, z) la férmula que afirma que n € w y que z es un cardinal
que no es ITL - describible. Es posible mostrar que no existe un conjunto de los z tales
que Vn € wln(n,x), es decir, que esta coleccién es una clase propia. Los modelos de
ZFC2 4 PK2 estan descritos en el siguiente teorema:

Teorema 3.5. Vp) F ZFC2+ PK2 si y solo si a no es [2-describible

3.3.2.3. La tercera formulacién del Principio de Kreisel

Hasta ahora s6lo nos hemos preocupado por la satisfaccién de férmulas. Sin em-
bargo, recordando que la légica de segundo orden no es compacta, es conveniente
tener una formulacion del Principio de Kreisel que hable sobre la satisfaccién de
conjuntos de férmulas. En este caso, deberemos usar la teoria ZFC2+, pues el es-
quema ¥/t es insuficiente para este propdsito. A partir de ahora presupondré de
nuevo una numeracion de Godel y usaremos la notacién introducida en la seccion
anterior. Definimos el predicado L(x) como la afirmacién de que z es el niimero de
Godel de una féormula de L2, es decir, una férmula sin terminologia no légica. La
tercera formulacién del Principio de Kreisel es:

(PK3) Vo C w[(Vz € z A L(2)3Y3Z3wVm € xSATS(Y,w,Z,m)) D
JyIzFwVm € zsats(y, w, z, m)]

Aunque la férmula es muy compleja, simplemente afirma que si existe una clase
que satisface a un conjunto de férmulas de L2, existe un conjunto que satisface a ese
mismo conjunto de férmulas. El cuantificador universal principal, al cuantificar sobre
subconjuntos de w, cuantifica sobre conjuntos (posiblemente infinitos) de expresiones
de L2, ya que nuestra numeracion de Godel codifica cada expresion de L2 con un
niumero. Esta cuantificacién muestra por qué es necesario introducir el predicado
L(z), pues buscamos restringirnos a conjuntos de férmulas. Al igual que en el caso
de PK1, estas férmulas son férmulas sin variables libres, es decir, son oraciones, por
lo cual (PK3) es una extensién de (PK1) y no de (PK2). El Principio de Reflexién
correspondiente a (PK3) es:
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(PR3) Vx C w[(FZ3wV¥m € 2T R(w,Z,m)) D Jy((Z2/y) A Fz3wVm €

wsats(y, w, z,m))]

Anélogamente a los casos anteriores, definimos ZFC2 + PK3 y ZFC2 + PR3 como
las teorias obtenidas de ZFC2+ agregando las formulas PK3 y PR3 respectivamente.
Las generalizaciones de los teoremas de 1 y 3, se siguen como se esperaba:

Teorema 3.6. ZF(C2 + PKS3 es equivalente a ZFC2 + PR3

La prueba es una generalizacion de la prueba del teorema 3.2. Por supuesto, para
probar que en ZFC2 + PK3 es verdad PR3 se consideran traducciones de todas las
formulas de ZFC2 consideradas en el subconjunto deseado. Sin embargo, la idea de
la prueba es exactamente la misma, asi que la omitiré para simplificar.

De nuevo, para estudiar la satisfaccién de PK3 necesitaremos una definicién
adicional para caracterizar los cardinales que satisfacen estas formulas.

Definicién. Sea o un ordinal, ®(q, x) una formula de ZFC2 con sélo q y x libres y
t C w. Decimos que ® define o con el pardametro t si y solo si Vq(P(q,t) D a = q)
es verdadera en el universo.

Definicién. Sea o un ordinal. a es definible en sequndo orden con un pardmetro
real (2R-definible) si y solo si hay una formula de ZFC2 ®(q,x) con sdlo q y x libres
yt Cw tales que ® define o con el parametro t

Teorema 3.7. Sea « un ordinal y asumamos EP(a). Si o no es 2R-definible, en-
tonces Vp) FZFC2+PKS3

Demostracion. Supongamos que a no es 2R-definible. Sabemos que Vp() F ZFC2.
Por lo tanto, bastard con mostrar que Vpi) F PK3 o equivalentemente, por el
teorema anterior Vp,) F PR3. Sea t C w y supongamos que Vp) F IZJwVm €
tTR(w, Z,m). Como P(«), es inaccesible, 3z3wVm € xsats(Vp(a), w, z,m) es ver-
dadera supongamos que Vp(,) no satisface Iy((Z2/y) AJz3wVm € zsats(y, w, z,m).
Esto es equivalente a que V3 < aVzVw3dm € z-sats(Vpg), w, z,m) sea verdadera.
Por lo tanto, la férmula:

Ord(z) N EP(x) A 3z3wVm € gsats(Vpy, w, z,m) ANVB € xV2YwIm €
qsats(Vp(gy, w, z,m)

2R-define al ordinal a con pardmetro ¢, que es una contradiccion. O

De esta manera, el minimo modelo de ZFC2 + PK3 es el nivel indexado por el
minimo ordinal no 2R-definible.

3.3.2.4. La cuarta formulacion del Principio de Kreisel

La dltima formulacién de (PK) que presentaré tiene relacién con el anterior de
la misma forma en que (PK1) y (PK2) estaban relacionados: esta ultima formula-
cién considera formulas con variables libres, aunque no necesariamente. De nuevo,
estaremos trabajando en la teoria ZFC2+. La formulacion es:
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(PK4) Vz Cw[(Vz € zAL(z)) D (VYYYwVZ(Vm € eSATS(Y,w, Z,m)) D
Jy CY(s1(w,y) ANVm € zsats(y,w, Z Ny, m)))]

Esta férmula afirma que si una clase satisface todas las férmulas de un conjunto
de férmulas (posiblemente con variables libres) entonces hay un subconjunto de
esa clase que satisface las férmulas con las mismas funciones de asignacion que la
clase consideraba. Asi pues, la teoria ZFC2 + PK4 es una extension de todas las
formulaciones anteriores. El Principio de Reflexién correspondiente es:

(PR4) Vax CVYwVZ[Vm € 2T R(w, Z,m) D Jy((Z2/y) As1(w,y) AN¥m €
xsats(y,w, Z Ny, m)]

De nueva, cuenta es posible generalizar el teorema 3.4 para demostrar:
Teorema 3.8. ZFC2 + PK/ es equivalente a ZFC2 + PR/

La prueba es esencialmente la misma que la del teorema 3.4 y las mimas notas
hechas para el caso del teorema 3.6, aplican aqui también.

Debido a que ZFC2 + PK4 es una extension de ZFC2 + PK2 es claro que ZFC2
+ PK4 implica que hay un modelo de ZFC2 + PK2, es decir, implica la existencia
de un ordinal « que no es 112 — describible. Al igual que en caso de PK2, hay un
principio de reflexiéon completa correspondiente a PK4 que es equivalente a éste

(PR4.1) VY 3z((Z22/x)A\VwVn € w(si(w,z) D (TR(w,Y,n) < sats(z,w,zN
Y,n)/x)))

Teorema 3.9. ZFC2 + PRJ.1 es equivalente a ZFC2 + PK/4

De nuevo, introduciremos algunas definiciones para caracterizar los modelos de
ZFC2 + PKA4.

Definicién. Sea x un cardinal y I' un conjunto de formulas de ZFC2, decimos que
z es 113~ conjunto describible T' con el pardmetro p sip = s € ¥ y para toda ® € T

1) Vo B ®(p(X):)

2) VB <,V O(pN V(X))

Teorema 3.10. Vp) F ZFC2 + PK4 siy solo si o no es [2-conjunto describible
De nuevo, esto muestra que el minimo ordinal a que no sea IIZ-conjunto descri-

bible es el minimo modelo de ZFC2 + PK4. Aunque parece bastante informativo,

alin no sabemos en qué medida pueden ser satisfechas todas estas teorias, debido a
que desconocemos la naturaleza de los ordinales I12-conjunto describible.
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3.4. Conclusiones

En este capitulo, presenté un analisis del principio y el argumento de Kreisel
que nos permitié formular dicho principio en el marco de la teoria formal ZFC2.
Argumenté que la nocién (NPC) que si lo que defend{ en el capitulo anterior es
correcto, establece una relacién entre una nocién pretedrica de validez y una nocion
de validez en estructuras cuyo dominio es una clase, y nos permite dar una version
del argumento de Kreisel adecuada y nos permite plantear formalmente el Principio
de Kreisel. Asi mismo, expuse varias formulaciones del Principio de Kreisel (pre-
sentadas originalmente por Shapiro) como férmulas de ZFC2 y mostré que existe
una relaciéon entre esas férmulas y diversos principios de reflexién para la teoria de
conjuntos, presentados por Levy. Para cada una de estas formulaciones, se dieron
caracterizaciones de los modelos minimos de la teoria de conjuntos que satisficieran
estas férmulas.

De los analisis realizados en este capitulo podemos obtener por lo menos dos
conclusiones importantes. La primera es que si lo que hice en las primeras dos sec-
ciones de este capitulo es correcto, entonces la nocién de consecuencia logica para
la l6gica de segundo orden efectivamente es muy poderosa. Esto debido a que todas
las formulaciones del Principio de Kreisel son independientes de la teoria ZFC2. El
hecho de que la légica de segundo orden no cumpla con el teorema de complecion,
ahora adquiere una relevancia mayor. A partir del andlisis que hice del argumento
de Kreisel se puede ver que el hecho de que la légica de primer orden cumpla con el
teorema de complecion permite garantizar que las formulas de primer orden pueden
satisfacerse siempre en estructuras cuyo dominio sabemos que es un conjunto. Re-
cordando la demostracion de los teoremas de Lowenheim-Skolem del capitulo 1, esto
se ve claramente, pues todo conjunto de féormulas que tenga un modelo infinito tiene
un modelo numerable. En la logica de segundo orden, no tenemos esta garantia,
pues de las demostraciones expuestas en la segunda parte de este capitulo podemos
concluir que esta garantia es independiente de ZFC2. La segunda conclusién que
podemos obtener de lo hasta ahora expuesto es que no hay hasta ahora una manera
clara de garantizar los Principios de Reflexion. Si bien es cierto que expuse algunas
condiciones que debe cumplir ZFC2 para garantizarlos, no es claro como cumplir esas
condiciones. Es decir, por ejemplo, en el caso PK4, no es clara cudl es la naturaleza
de un cardinal que no es IT3-conjunto describible. Si no tenemos claro qué se requiere
para garantizar la existencia de estos cardinales, no es claro que podamos garantizar
su existencia. En el siguiente capitulo, presentaré un resultado reciente que permi-
tird precisar de manera mas adecuada en qué condiciones es posible satisfacer los
principios de reflexion.



Capitulo 4

El Principio de Reflexion

Teniendo a la mano las formulaciones de Shapiro del Principio de Reflexién (ex-
puestas en la secciones 3.3.2) y que estas son equivalentes al Principio de Kreisel, en
este capitulo me concentraré en argumentar a favor de que podemos aceptar estas
formulaciones. El argumento dependera de un teorema demostrado por Peter Koell-
ner (2009) que muestra la consistencia de los principios de reflexién en segundo orden
son consistentes relativamente a la existencia de un cardinal de Erdos. Habiendo ex-
puesto esto, argumentaré que hay buenas razones para defender la existencia de un
cardinal de Erdos. Sin embargo, mostraré también una limitante muy grande de la
prueba: ésta no es suficiente para garantizar la validez de los principios PR3 y PRA4,
sino s6lo de PR1 y PR2. Asi mismo, daré algunas razones para considerar que el
Principio de Kreisel esta justificado en virtud de la justificacion de los principios de
reflexion. Finalmente, presentaré una posible estrategia para justificar el Principio
de Reflexiéon mostrando la relacién entre éste y el Principio de Reflexién para la
aritmética. Asi mismo, haré un andlisis critico de esta estrategia. Si lo que expondré
a continuacion es correcto, me parece que habré dado buenas razones para aceptar
el Principio de Kreisel (en su formulacién original), o al menos, habré expuesto bajo
qué presupuestos descansa la verdad de este.

4.1. La prueba de Koellner

Koellner (2009) present6 una prueba de que los principios de reflexién (para el
caso de la cuantificacion universal en segundo orden) son consistentes. El interés
principal de Koellner es estudiar las diferentes maneras de justificar axiomas nuevos
que permitan resolver problemas de indecibilidad, tales como la hipdtesis del conti-
nuo. Informalmente, el principio de reflexién afirma que si una oracién es verdadera
en el universo conjuntista, es verdadera en algiin nivel de la jerarquia acumulativa
de la teoria de conjuntos. La razon por la cual se considera que los principios de
reflexién pueden justificar la inclusion de nuevos axiomas es porque formalizan la
intuicién de que el universo conjuntista no es definible mediante ninguna férmula:
“los principios de reflexién pretenden articular la idea informal de que el tamano del
universo es “absolutamente infinito” y por lo tanto no puede ser “caracterizado desde
abajo”” (Koellner 2009: 208). Koellner argumenta en su trabajo que los principios
de reflexion son insuficientes para resolver problemas importantes de indecibilidad,
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pues o bien son muy débiles para este proposito o bien son inconsistentes. Mi interés
no es discutir la capacidad de los principios de reflexion para justificar axiomas, sino
utilizar la prueba de consistencia de los principios de reflexién que presenta Koellner
para argumentar que las férmulas PR1-PR4 del capitulo anterior son consistentes
y, por lo tanto, las formulaciones PK1-PK4 del Principio de Kreisel. En esta sec-
cion me ocuparé unicamente de presentar esta demostracion, asi que invito al lector
no familiarizado con estos temas a revisar el Apendice al final de este trabajo y el
trabajo original de Koellner.

La formulacién usual de los principios de reflexion, en contraste con la presentada
anteriormente, es:

(PR) V E ®(A) — JaV, F &°(A%)

donde @ es el resultado de relativizar los cuantificadores de ® a V,, y A% es
el resultado de relativizar A a V,. Cabe mencionar que estos principios son de-
mostrables para el caso en que ® es una féormula de primer orden, por lo cual, la
prueba que expondré tiene como fin evaluar el caso de las féormulas de lenguajes
més expresivos (y por lo cual, con mayor capacidad demostrativa). A partir de aho-
ra, seguiré a Koellner en los detalles y la notacién para facilitar la exposicion de
la prueba. El lenguaje en el que se presenta la prueba es el lenguaje de la teoria
de conjuntos aumentado con variables de todos los 6rdenes finitos. Usaré las letras
mintdsculas z, y, z,...como variables de primer orden y las letras maytsculas X (™
Yy Zm)  como variables de orden m, donde m > 2. Relativo a un nivel V,,
de la jerarquia acumulativa de la teoria de conjuntos, el rango de las variables de
primer orden es el propio V,, y el rango de la variables de orden m > 1 es una copia
isomorfa de Vi (m-1)- % Si A® es un pardmetro de segundo orden sobre V,, (o la
interpretaciéon de una constante de predicado), entonces la relativizacion de A® g
Vs, (A®8) es ANVj. La relativizacion se define formalmente de manera inductiva:
para cada m > 1, Am+D8 = {Bm)|g(m) ¢ A(m+1D)Y

Definicion. Una formula en el lenguaje de ordenes finitos es positiva si y solo si se
construye mediante operaciones de construccion de los simbolos A\, V, ¥ y 3 a partir
de dtomos de la formax =y, x #y, v €y, v ¢y, 2 € Y? ¢ yY® XM = x/(m)
y XM ¢ YD) donde m > 2

Las operaciones que mencioné arriba son de un tipo muy parecido a las opera-
ciones de formacién de férmulas que expuse en el capitulo 1 (seccién 1.1), donde las
formulas se construian a partir de atomos y aplicaciones de operaciones para cons-
truir féormulas condicionales, negaciones y cuantificaciones universales. La definicion
anterior permite por otro lado construir conjunciones, disyunciones y cuantifica-
ciones universales y existenciales. Asi mismo, vale la pena notar que las féormulas
positivas son aquellas que sélo tienen negaciones en oraciones que involucran una re-
lacién entre variables de primer orden y de segundo orden. Esto implica que todas las

63Koellner sefiala que la razén para usar una copia isomorfa de Vat(m=1) ¥ 10 Vi (m—1) mismo
es que se busca mantener la distincién entre conjunto y clase (coleccién de conjuntos) en caso de
que un conjunto y una clase tengan la misma extensién (Koellner 2009: 208). De esta manera, en
el caso de m = 2, usaremos «a x V, 11 e interpretaremos la pertenencia a clases “y € (o, z)” como
y € x, andlogamente en los casos m > 2.
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férmulas del lenguaje ZFC2 (que es basicamente L2 mds el simbolo de pertenencia)
son equivalente a una férmula positiva, pues no contiene variables de orden mayor
a 2, y por lo tanto, no contienen negaciones sobre férmulas atémicas con variables
de orden mayor a 2.5

Definicién. Para 0 <n < w, T'? es la clase de formulas de la forma:
vxPay  vxPay e x Pyt x Py aw) A6
Donde ® no tiene cuantificadores de orden superior y ki,..., kn, l1,..., Ly son

numeros naturales

La idea de las férmulas T'?) es que son férmulas prenex de orden superior (de

hecho, de cualquier orden), siempre que las cuantificaciones universales sean a lo
més de segundo orden (aunque si es posible que las férmulas tengan cuantificacio-
nes existenciales de orden mayor a 2). Hay que notar también que el nimero de
cuantificaciones existenciales y el nimero de parametros podria no ser el mismo.

Definicién. Para cada 0 < n < w, I‘,(f)-reﬂeazio’n es el esquema que afirma que

para cada ® € Fg), si V E ® entonces existe un § € Ord tal que Vs E ®°
La prueba de Koellner es sobre estos principios de reflexion exactamente.

Teorema 4.1. Supongamos que existe el cardinal k = k(w). Entonces hay un ordinal
0 < k tal que Vs satisface Fg)-reﬂexio/n, para cada n < w

Demostracion. La idea de la prueba es usar el nivel V, para obtener un modelo
contable y una inmersion elemental sobre dicho modelo, y examinar el nivel indexado
por el punto de critico y probar que satisface D(f)—reﬂexién.

Consideremos la estructura N = (V,, €, <), donde < es un buen orden sobre . Sea
I' = 1}, el conjunto de los indiscernibles de N obtenidos por el lema de Silver (véase
Apendice). Sea Hull™(I’), la cascara de Skollem de este conjunto de indiscernibles
y sea

7 M — Hull¥(I')

la inversa del colapso transitivo de Hull™(I’) sobre M. Hay que notar que M es
numerable dado que Hull™¥(I’) es numerable. Sea I la imagen de I’ bajo el colapso.
Hay que notar que todos los elementos de I cumplen con ser indiscernibles de M,
de otra manera, habria forma de encontrar una férmula ¢ que diferencia a algunos
de los elementos de I, y asi seria posible discernir entre algunos de los elementos de

64Vale la pena notar que no es posible definir en L2 (ni en el lenguaje de ZFC2) las férmulas
del tipo X =Y ni del tipo X # Y (donde X y Y son constantes o variables de predicado), aunque
se pueden definir como Va(X(x) = Y(z)) y Jz(-X(x) = Y(z)). Koellner (2009: 210) sefiala la
importancia de que las férmulas consideradas no pueden tener dtomos de la forma X (™) £ y(m)
ni de la forma X (™) ¢ Y("+1 Hay que notar que el lenguaje de ZFC2 como se estd considerando
no permite entender a las variables de segundo orden como objetos (sélo las variables de primer
orden pueden entenderse en este sentido), y esto es fundamental para poder desarrollar el tipo de
contraejemplos que Koellner presenta, por lo cual el poder definir X # Y como mencioné més
arriba no representa mayor problema.
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I’. Si incluimos la relacién de buen orden < entre ellos, estos objetos cumplen con
todas las propiedades de los indiscernibles de Silver (con respecto a L).%

Sea p : I — I, una funcién que preserva el orden sobre I tal que mueva el primer
indiscernible ¢y. Se extiende esta funcion a una tinica inmersién elementa j : M — M
tal que el punto critico de j es el primer indiscernible, crit(j) = to. Demostraremos

(2)

que VM satisface I, -reflexion.

Lema 4.1. Supongamos que ®(Ay, ..., A,) € . Si VM ®(Ay, ..., Ay) entonces
Vil E@(j(A)", .., 5 (An))

Demostracion. La demostracién es por induccién sobre n.

Paso Base: Sera conveniente separar las variables de segundo orden de las variables
de orden superior. Asi ®(Ay,..., A,) es:

oA, AP Bl Bom)

Supongamos que V,) E <I)(A(2) ,A(Z) B](Tf’l), ..., B m)). Como g es inaccesible
en M, existe un conjunto cerrado y no acotado (un club):

(2)
C={a< L0|<VaM7 €, A§2)’O‘, . ,A§2)’ ) < <VM 7A§2)7~-~7Aj )}

Lo ?

Supongamos que A? € B®) o A™ ¢ Bm+1) son constituyentes de ®. Si son falsos

entonces dichas particulas no influyen en el hecho de que VLM = <I>(A(2) ...,AEQ),

n
Bl , BT(nTL m)), pues estan enunciadas afirmativamente. Si son verdaderos, en-

]+1 P
tonces VM (ID(A?), o ,A§2),B§Zj1“), o Bﬁ,?m)), pues VM es un submodelo ele-
mental de V. Por lo tanto, para todo a € C

VM E (AP, AP B L B

J g+l

Ahora esto es equivalente a una afirmacion en primer orden sobre los parametros
(2) 2) pmjt1)
[/0, C Al PICEEE A B

VARG b
enunciado con los pardametros j(ig), 7(C), (A(2 )y - ,j(A(. )),j (B](.ijl“)),. . ,j(B,(ﬁfm))

es verdadero en M. Por lo cual, VM £ &(j(AP), . .. ,j(Ag-Q)),](BJ(-Tl“)), (B,
para todo o € j(C).

.,Bf,’f ™) Como J es una inmersién elemental, dicho

Ahora como C' es un club en ¢, j(C) es un club en j(z). De hecho, j(C') contiene
todos los o < 1 (pues ¢ es el punto critico). Por lo tanto j(C') N C' = C, como no
estd acotado en ¢y y 7(C) es un club, y asi ¢y € j(C'). Por lo tanto,

Vil B @G(AD), . 5AP), GBI (B))

que era lo que buscabamos mostrar

65Fsto implica que es posible construir un modelo de L con estos indiscernibles.
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Paso Inductivo: Supongamos que el lema se cumple para una férmula cualquiera
® € I'?. Demostraremos que se cumple para YXPIY ® (X3 Y#) A) donde A
es AL Al

Supongamos que VM EVX@Iy WX vy H) A)

Sabemos que, VM E VX Iy WX y® A) 5 VB C VMM £ o(BA, f(B)P),

ff)] por la definicién de V y por una funcién de Skolem definida para cada B C V),

como f: p(VM) = o"(VM), B+— f(B)(k)

Entonces, VB C VMVM E &(j(B)®, j(f(B))®, (A 1)0)] por el paso base y en-
0

-

tonces VB C VM[VM E ©(B@, f(B ) ,J(A) )] por la funcién de Skolem obtenida
de la siguiente manera:

A partir de la funcién de Skolem definida anteriormente se puede saber que para
cada B C VM j(B)@w +— j(f(B))®w. Como sabemos que para cada B C
VM j(B)@w = B pues g es el punto critico, tenemos que existe la funcién de
Skolem f": (Vi) — o (V)'),

B+ j(f(B))"

Es por esto que es posible tener cuantificaciones existenciales sobre variables de
orden superior a 2.

Por tltimo, VB C VM[VM E &(B®, f/(B)®, j(A)w)] » VM £ vX Dy W (X3
y ), j(x‘Y)) que se sigue por definicién de los cuantificadores.

Y esto era lo que queriamos probar.

Lema 4.2. VM E T -reflexion

Demostracidn. Supongamos que VM E ®(Ay,..., A,). Por el lema 4.1, VM
O(j(A1)", ..., j(An)"°) entonces, como j movib a ¢y y este es el punto critico, sabe-
mos que j(to) > tp y por lo tanto

Vite, F 3o < j(e0) (i (A%, .. (Am)®)
Por 1ltimo, como j es elemental se sigue que
VM E Ja < 100((A1)", ..., (An)®)

Que era lo que queriamos mostrar
m

Por ultimo, sea 6 = 7(tp). Aplicando 7 a M, tenemos que Vs E T2 reflexion,
para todo n < w, donde ¢ < k, completando la prueba.

]

Esta es la prueba proporcionada por Koellner, donde se presenta un modelo de
cada T2~ reflexion.
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4.2. ;Podemos aceptar el Principio de Kreisel?

La prueba anterior muestra que ciertas formulaciones del Principio de Reflexién
son consistentes, en tanto que existe un modelo en dénde todas son el caso. El
objetivo de esta seccién es evaluar dicho resultado con respecto a las férmulas ex-
puestas en el capitulo anterior. En primer lugar, hay que senalar que las férmulas
consideradas en los principios PK1-PK4 y en PR1-PR4 son parte de las férmulas
consideradas por Koellner. Recordemos que las oraciones que estamos considerando
en estas formulas son las formulas de ZFC2, que incluyen todas las férmulas de L2.
Al considerar las formulas de ZFC2, nos estamos concentrando tinicamente sélo con
formulas de segundo orden. El lenguaje en el que esta expuesto el teorema 4.1 es
un lenguaje mucho mas poderoso pues considera cuantificaciones de variables de
orden mayor a 2. De hecho, toda las formulas que se consideran pertenecen a algin
conjunto r? pues siempre es posible que una férmula ¢ tenga variables libres y
la cuantificacién existencial considerada en la férmula VX3V *n)y es a lo més de
segundo orden, es decir, k, < 2. Asi pues, cada férmula que se considera en los
principios PR1-PR4 pertenece a algiin conjunto F,(f), dependiendo del nimero de
bloques de cuantificadores que contenga la férmula.

Esto es suficiente para afirmar que los principios PK1 y PK2 son consistentes en
tanto que son equivalentes a PR1 y PR2, y estos son instancias de los principios de
reflexién considerados por Koellner. Recordemos PR1 y PR2:

(PR1) ¥ — Jz((Z22/z) A (¥ /x))
(PR2) VXVy(¥(Y,y) D Jz(y €z A ((Z22/2) NV (xNY,y)/x)))

Hay que recordar que la diferencia entre PR1 y PR2 es que PR1 sélo considera
las féormulas ¥ que de hecho son enunciados (o férmulas cerradas), mientras PR2
considera ademas férmulas con variables libres. De cualquier forma, ambas estan
enunciadas en el lenguaje de ZFC2 (cuyo lenguaje es menos poderoso que el que
Koellner considera®). Con esto en mente, se puede ver que una formulacién equiva-
lente de PRI seria el esquema:

(PR1*) V E VU — JaV, F Z2* AU [donde ¥ es un enunciado de ZFC2]

El cambio fue meramente de notacién, y de hecho, sabemos que el ordinal « es
inaccesible. Por supuesto, este esquema no es ninguno de los esquemas asociados a
las diferentes clases F%z), pero PR1* sigue siendo consistente en tanto que todas las
instancias de este esquema son instancias de algin esquema asociado a alguna 2.
Observaciones similares pueden hacerse sobre PR2 y el esquema:

(PR2*) VEY(Z,2) — JaV, E Z2* ANU*(Z, z) [donde ¥(Z, z) es una
féormula con a lo mas Z y z variables libres|

56Hay que recordar que el lenguaje de ZFC2 es simplemente el lenguaje L2 (sin terminologfa no
légica), més el simbolo de pertenencia. Es decir, no contiene variables de orden mayor a segundo
orden.
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La tinica observacion pertinente es que las variables de segundo orden son inter-
pretadas por Shapiro y Koellner de la misma manera: como clases entendidas como
colecciones de conjuntos.’” Sin embargo, tanto PR2 como PR2* son esquemas en
tanto que no hay cuantificadores sobre las férmulas que consideran. Sin embargo,
existen problemas en los casos de los principios PR3 y PR4.

4.2.1. El problema de los principios PR3 y PR4

Las observaciones hechas en los casos anteriores no se pueden replicar para los
casos de PR3 y PR4, ya que estos principios no son esquemas. Esto es un proble-
ma mas grande de lo que parece pues, como explicaré, implica que garantizar la
consistencia de los principios de PR3 y PR4 requiere de una prueba mas fuerte.
Recordemos los principios PR3 y PRA4:

(PR3) Vx C w[(FZ3wV¥m € 2T R(w, Z,m)) D Jy((Z2/y) A Iz3wVm €
zsats(y, w, z,m))]

(PRA4) Vx CVYwVZ[Vm € 2T R(w, Z,m) D Jy((Z2/y) As1(w,y) AN¥m €
xsats(y,w, Z Ny, m)]

De nuevo, la diferencia entre ambos principios es que PR3 considera sélo formulas
cerradas mientras que PR4 considera también férmulas con variables libres. Existen
al menos dos problemas con estos principios. El primero es que éstos consideran
conjuntos de férmulas tal que sus elementos pertenezcan a diferentes clases F,(f). Por
ejemplo, consideremos dos formulas VX3yp v VXIYVZIwy de L2, tal que p y ¢
tienen sélo cuantificadores de primer orden y no tienen pardametros. El conjunto de
formulas A = VX 3Jyp, VXIYVZIwy es considerada por PR3, pues para ello sélo es
necesario considerar el subconjunto de w constituido por los nimeros de Godel de
estas férmulas. Sin embargo, VX 3yp € ng) mientras que VXIYVZ3Iwy € F§2), y
por lo tanto, dependen de diferentes esquemas. Esto implica que la satisfaccion del
Principio de Reflexién correspondiente a estas clases no garantiza que sea posible
satisfacer ambas férmulas en un mismo modelo. El segundo problema tiene esta
misma conclusion: los principios asociados a cada Fg) son esquemas, mientras que
PR3 y PR4 son férmulas que permiten cuantificar sobre las formulas (codificadas
mediante una numeracién de Godel), es decir, PR3 y PR4 no son esquemas. El
teorema 4.1 garantiza que todos los esquemas de las distintas clases '? se pueden
satisfacer en un Vj, es decir, que para cada formula ¢, hay un V,, que satisface ¢,
sin embargo, no hay garantia que un conjunto de férmulas sea satisfecho en un V,,
particular. Estas observaciones implican que el teorema 4.1 no sélo no es suficiente,
sino que no hay ninguna manera de garantizar la consistencia de PR3 y PR4 a partir
de la prueba. El contenido de PR3 y PR4 requiere mucho mas que lo requerido que
la prueba de Koellner.

67M4s precisamente, ambos asignan a las variables de segundo orden colecciones de conjuntos.
La tnica diferencia es que Koellner mantiene la distincién entre las colecciones de conjuntos que
son conjuntos y aquellas que no lo son. Sin embargo, las asignaciones posibles son exactamente las
mismas.
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Esto es un problema aiin més grande si consideramos la razén por la cual se
introdujeron los principios PR3 y PR4. Como senalé en la seccién 3.1.1 del capitulo
3, no es posible reducir la nocién de consecuencia légica en segundo orden a la
nocién de verdad légica (contrario al caso de la légica de primer orden). Por ello
era necesario considerar una nueva version diferente del Principio de Kreisel para el
caso de la logica de segundo orden:

(PKC2) VIVa(Val(I? a?) +V(I'?, a?))

Para poder encontrar una manera de expresar este contenido, era necesario po-
der caracterizar la satisfaccion de conjuntos de formulas de segundo orden, para lo
cual se introdujeron los principios PK3 y PK4. El hecho de que PR3 y PR4 no se
pueden caracterizar en términos de los principios de reflexién trabajados por Koell-
ner, implica que no es posible garantizar la consistencia de los principios PK3 y
PK4 mediante esta prueba. Y por lo cual no es posible garantizar la consistencia del
principio PKC2 a partir de la prueba del teorema 4.1.

Estas observaciones muestran que no tenemos una prueba de la consistencia del
Principio de Kreisel que nos permita justificar éste para el caso general de la no-
cién de consecuencia logica en general. Como expliqué en la observacion hecha en la
seccion 3.1.1 del capitulo anterior, el problema radica en que la légica de segundo
orden no satisface el teorema de compacidad, es decir, la dificultad es que hay conse-
cuencia légicas de un conjunto infinito I' que no son consecuencias logicas de ningin
subconjunto finito de I'. Atn es posible tener la consistencia antes mencionada para
el caso donde una féormula es consecuencia logica de un conjunto infinito y también
lo es algin subconjunto finito de este. El mismo caso se presenta cuando el conjunto
considerado es finito. Sin embargo, estos casos son casos poco interesantes (y poco
utiles) dentro del contexto de la légica de segundo orden. De momento me con-
centraré en las formulaciones esquematicas hasta ahora presentadas. Sin embargo,
habra que decir que una prueba similar a la de Koellner requeriria de mucho mas de
lo que la prueba de Koellner misma. Un argumento a favor de los principios PR3 y
PR4 implicarfa mucho mayor compromiso que el teorema 4.1 mismo (que expondré
méas adelante). Para ver esto, consideremos las siguientes definiciones. Sea LK un
lenguaje con su correspondiente conjunto K de terminologia no légica.

Definicién. El nimero de Lowenheim de LK es el minimo cardinal k tal que si una
formula ® de LK es satisfascible, entonces ® tiene un modelo de cardinalidad a lo
mas Kk

Definicién. El nimero de Lowenheim - conjunto de LK es el minimo cardinal k tal
que si un conjunto I' de formulas de LK es satisfascible, entonces hay un modelo A
(y una s € ¥*) cuya cardinalidad es a lo mds k y que satisface a todas las férmulas

r

El nimero de Lowenheim (Lowenheim—conjunto) es el cardinal mas grande en
que se puede satisfacer una féormula (conjunto de férmulas). El problema es que no
hay mucha informacién sobre cudl es el numero de Lowenheim—conjunto de L2, el
lenguaje que consideramos. Lo que si es posible afirmar es que estos niimeros son
menores al primer cardinal supercompacto:
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Definicién. Decimos que una propiedad de conjuntos P(z) es una propiedad local
st hay una férmula () del lenguaje de la teoria de conjuntos en primer orden tal
que para cada x, P(x) es verdad si y solo si 30(Vs F ¥(z))

Definicién. Un cardinal X es local — minimal si hay una propiedad local P de car-
dinales tal que A\ es el minimo cardinal que tiene la propiedad P

Es decir, A es el minimo cardinal tal que 35(Vs E 1(\)), donde ¥ (z) es la férmula
correspondiente a P.

Teorema 4.2. El numero de Lowenheim de L2 es la minima cota superior del
congunto de todos los cardinales A, tal que A es local — minimal

Shapiro (1991: 156-57) senala (a partir de las observaciones de Solovay) que si
un cardinal x es supercompacto, P es una propiedad local y algin cardinal tiene
la propiedad P, entonces hay un cardinal A < k, tal que A tiene la propiedad P.
De esto se sigue que el nimero de Lowenheim de L2 es menor que el primer car-
dinal supercompacto, al igual que el nimero de Lowenheim — conjunto de L2. Una
prueba de PR3 y PR4 tendria como consecuencia tener una mayor precision de cudl
es el nimero de Lowenheim de L2. Asi mismo, un posible argumento a favor de
ellos podria consistir en defender los axiomas de cardinales supercompactos para
la teoria de conjuntos. No haré esto de momento, me concentraré en los principios
considerados por Koellner.

4.2.2. El Principio de Reflexién y el concepto de conjunto

En esta seccién, discutiré brevemente la relevancia del teorema expuesto en la
seccion 4.1 con relacién a la posibilidad de aceptar el Principio de Kreisel. Cémo
mencioné antes, la principal preocupacion de Koellner en su investigacién es la jus-
tificacion de nuevo axiomas. Mas precisamente, Koellner investiga si los principios
de reflexion que impliquen una reduccién significativa en el fenémeno de la incom-
pletud pueden ser justificados por el concepto de conjunto. El concepto de conjunto
en el sentido investigado por Koellner es el concepto iterativo de conjunto, es de-
cir, el concepto de conjunto detras de la idea de que un conjunto es obtenido de
objetos bien definidos (obtenidos anteriormente) mediante la operacién “conjunto
de”. Maddy (1988), realiza una presentacién histérica y filoséfica de este concepto
de conjunto, capturado mediante una variedad de justificaciones conocidas como
justificaciones intrinsecas al concepto de conjunto. Una de estas justificaciones es el
Principio de Reflexion, cuya justificacion recae en la idea informal de que el universo
conjuntista es “absolutamente indefinible”, esto es, en la idea informal de que el
universo conjuntista no puede ser definido por ninguna férmula. Asi, el Principio de
Reflexion esta justificado a partir del concepto de conjunto en tanto que articula
esta idea informal inherente al concepto de conjunto. La pregunta es pues si esta
idea es suficiente para justificar el Principio de Reflexion de esta manera.

Esto es el caso para las formulas de primer orden. En ZFC, es posible demostrar
que el Principio de Reflexién es verdadero donde la férmula considerada es de primer
orden. El problema es que no hay una prueba de estos para el caso donde la férmula es
de segundo orden (o de cualquier orden superior). Koellner seniala que hay al menos
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una dificultad filoséfica importante para poder responder afirmativamente a esta
pregunta: cémo entender la cuantificacion en orden superior. La dificultad consiste
en que si consideramos a V' como una auténtica totalidad, es posible formular la idea
de que este no es definible mediante una férmula y formular principios de reflexién
(posicién actualista). El problema con esto es que no es claro cémo entender la
cuantificacion en orden superior dado que las variables de orden superior deberian
correr sobre la “potencia” de V, que no es claro que sea siquiera concebible. Una
opcién es considerar a V' no como una totalidad sino como una coleccion acotada
a un V, (posicién potencialista), lo que permite entender la cuantificacién de orden
superior. Sin embargo, motivar el Principio de Reflexién se dificulta, en vista de
que no es obvio como justificar que V,, sea V, de alguna manera. De esta dificultad,
Koellner concluye que no hay una fuerte justificacion para el Principio de Reflexién.

Creo que esta es conclusion es correcta, sin embargo es poco probable obtener
una posible respuesta a esta cuestion y la manera en que se hace uso del Principio de
Reflexion parece mostrar poca preocupacion por esta cuestion. Por ejemplo, el uso
del principio en la justificacion de la existencia de cardinales inaccesibles: sabemos
que V es cerrado bajo remplazo y potencia, por lo tanto, debe existir un nivel de la
jerarquia que sea cerrado bajo remplazo y potencia, es decir, un cardinal fuertemen-
te inaccesible. Parece que en este ejemplo se hace uso de una posicién actualista y
es posible entender la cuantificacién de orden superior de manera informal (incluso
si se tiene en mente la versiéon de remplazo de ZFC2). De nuevo, el Principio de
Reflexion sigue sin tener una justificacién fuerte, sin embargo parece que es suficien-
te en principio con una justificacién mas débil e informal, a saber, la justificacion
informal mencionada anteriormente. En este punto, la prueba de consistencia de
Koellner provee de mayor fuerza justificatoria a esta idea informal. Finalmente, el
propio Koellner considera que hay dos propiedades que tiene la nocion de justifica-
cién intrinseca (o interna): el enunciado en cuestion no tiene porqué ser autoevidente
y la justificacién de éste debe ser méas fuerte que la mera plausibilidad (cf. Koell-
ner 2009: 207). Efectivamente el Principio de Reflexion no es evidente y las razones
para sostenerlo implican mas que mera plausibilidad, incluyendo el hecho de que es
verdadero para el caso de primer orden y ahora la prueba de consistencia Koellner.
La prueba de consistencia efectivamente es mas evidencia a favor de la justificacién
del principio. En este sentido, la equivalencia entre el Principio de Reflexion y el
Principio de Kreisel permite ver en qué sentido el Principio de Kreisel tiene cierta
justificacién. Esta justificacién consiste en la propia justificacién del Principio de
Reflexion, es decir, el Principio de Kreisel tiene justificacién intrinseca al concepto
de conjunto y es consistente con este concepto (en vista de la prueba del teorema
de Koellner), al menos para el caso de PK1 y PK2. A partir de estas obsevaciones,
la justificacion del Principio de Reflexién nos ofrece buenas razones para aceptar
el Principio de Kreisel, en tanto que éste esta igualmente justificado a partir del
concepto de conjunto.

4.2.3. El cardinal de Erdos

La prueba que presenta Koellner depende estrictamente de la existencia de un
cardinal de Erdés, el cardinal de Erdés, x(w). La prueba depende de manera impor-
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tante en esto pues a partir de la existencia del cardinal k(w) es posible encontrar el
conjunto de indiscernibles adecuado. Sin embargo, la existencia de un cardinal de
Erdos es independiente de ZFC, por lo cual, no tenemos certeza de que esta prueba
nos garantice la consistencia (en un sentido fuerte) de los principios de reflexion.

Sin embargo, existen varias razones que podemos dar para aceptar la existencia
de un cardinal de Erdés. Penelope Maddy (1988) presenta una serie de criterios para
defender la inclusion de nuevos axiomas a la axiomatizacion usual de la teoria de
conjuntos. De hecho, Maddy explica también cémo estos criterios permiten justificar
los axiomas estandar de ZFC. Estos criterios pueden dividirse en criterios internos y
criterios externos. Los criterios internos son justificaciones de los axiomas que recaen
directamente en el concepto de conjunto. La idea es que un axioma que cumple con
un criterio interno estd justificado, en tanto que se “sigue” del concepto de conjunto.
Por otro lado, los criterios externos justifican la inclusiéon de un axioma por sus con-
secuencias, sus relaciones con otras areas de la matematica o su poder explicativo.
Maddy pone como ejemplo de estos ultimos la indispensabilidad del axioma de elec-
cion para demostrar principios importantes e intuitivos como el teorema del buen
orden o el lema de Zorn (cf. Maddy 1988: 488). Como mencioné, Koellner tenfa como
principal interés el papel de los principios de reflexion como un principio que permite
justificar nuevos axiomas. En efecto, se considera que cumplir con el Principio de
Reflexién es un criterio interno muy importante para justificar nuevos axiomas. Hay
razones (independientes del Principio de Reflexién) para justificar la existencia de
los cardinales de Erdds, en particular x(w) que recaen en algunos criterios internos
expuestos por Maddy.

La definiciéon de un cardinal de Erdos es

Definicién. Un cardinal k(«) es un cardinal de Erdés si y solo si es el minimo
cardinal tal que Kk — (a)<*

Informalmente, un cardinal de Erdds, k(«a), es el minimo cardinal x tal que
todas las particiones (en 2 “pedazos”) del conjunto de todos los subconjuntos de
cardinalidad finita de k tiene un conjunto homogéneo cuyo tipo de orden es «a.
Consideremos el siguiente cardinal:

Definicién. Un cardinal k es débilmente compacto si y solo si es mo contable y
Kk — (k)?

La introduccién de este cardinal se da a partir del teorema de Ramsey:

n

Teorema 4.3. Teorema de Ramsey: w — (w),

El teorema de Ramsey afirma la existencia de un conjunto homogéneo cuyo tipo
de orden es w para cada particion en m pedazos del conjunto de todos los subcon-
juntos de w de cardinalidad n. Mientras que un axioma que afirme la existencia de
un cardinal débilmente compacto afirma la existencia un conjunto homogéneo cuyo
cardinalidad es x para cada particion en 2 pedazos del conjunto de todos los sub-
conjuntos de k de cardinalidad 2. La definicién de un cardinal débilmente compacto
es una generalizacién del teorema de Ramsey, en tanto que el teorema de Ramsey
es un caso particular de la definicién de un cardinal débilmente compacto (el caso
en que K es Ny, y tanto n como m son 2).
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Es posible considerar la definicion de un cardinal de Erdés como una generaliza-
cién del teorema de Ramsey. Esto no es del todo preciso, pues no es una generali-
zacion en sentido estricto; los cardinales débilmente compactos no son cardinales de
Erdos. Pero los cardinales débilmente compactos consideran que el correspondiente
conjunto homogéneo debe tener cierta cardinalidad (a saber, x mismo), mientras
que un cardinal de Erdos sélo necesita que dicho conjunto tenga un tipo de orden
(a saber, a); un cardinal débilmente compacto considera el caso en que el tipo de
orden correspondiente es K mismo. Ademas, el cardinal de Erdos considera las par-
ticiones del conjunto de todos los subconjuntos finitos, que incluyen aquellos cuya
cardinalidad es 2. De hecho, existe un teorema que expresa esto:

Teorema 4.4. Si eziste k(w) cardinal de Erdds, entonces existe un cardinal débil-
mente compacto menor a k(w) (Jech 2002: 304)

Adema3s

Teorema 4.5. Todo cardinal de Erdds k(a) es inaccesible, y si a < [ entonces

r() < w(B)

En vista de esto, suponiendo la existencia de un cardinal de Erdos, en particular el
cardinal k(w), se puede demostrar la existencia de cardinales débilmente compactos.
Sin embargo, esto es natural pues como vimos un cardinal de Erdos tiene propiedades
que abarcan los casos de los cardinales débilmente compactos. Por otro lado, los
cardinales de Ramsey son casos particulares de los cardinales de Erdos:

Definicién. Un cardinal k es un cardinal de Ramsey si y solo si cumple con Kk —
(k)<

La definicién de los cardinales de Ramsey es un caso particular de la definiciéon
de los cardinales de Erdds (donde k = k(k) o bien donde a = k). Sin embargo,
la existencia del cardinal x(w) no implica la existencia de un cardinal de Ramsey,
pues la existencia de los cardinales de Ramsey implica que V' # L, mientras que
la existencia de k(w) es consistente con V' = L. Para que la existencia de algin
cardinal k(a) de Erdés implique la existencia de un cardinal de Ramsey, o debe ser
un cardinal al menos tan grande como k.

Ahora daré algunas razones para aceptar el cardinal de Erdos x(w) en las si-
guientes subsecciones. Para mayor generalidad, consideraré un axioma de cardinal
de Erdos enunciado de la siguiente forma:

(CE) Para cada «, existe un cardinal x(«) de Erdos

Esto implica un compromiso muy grande en vista de lo mencionado anterior-
mente con respecto a los cardinales de Ramsey, sin embargo, nos permite mayor
generalidad.

4.2.3.1. Maximalidad y exhaustividad

Uno de los criterios de Maddy es el requisito de maximalidad. Este criterio con-
siste en que parte del concepto de conjunto (como parte de la jerarquia acumulativa)
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es que se debe maximizar el contenido de cada nivel de la jerarquia acumulativa.
En este sentido, este criterio permite maximizar el contenido del conjunto potencia
de cada conjunto agregando todos los subconjuntos posibles de éste%®; el conjunto
potencia de un conjunto debe ser mucho mas “ancho”. Ademads, permite garantizar
que la coleccion de los ordinales serd “absolutamente infinita”. Un axioma que cum-
pla este criterio estd justificado por el concepto de conjunto en tanto que ensancha
el conjunto potencia y alarga la clase de los ordinales.

El axioma que se defiende esta de acuerdo con esto en vista de que garantiza tanto
que la operacién potencia se efectiia de manera irrestricta y de que asegura que la
coleccion es absolutamente infinita, pues todo cardinal de Erdos es inaccesible. En
primer lugar, un cardinal inaccesible es cerrado bajo la operacién potencia, aplicada
completamente. Es decir, hay una garantia de que todos los niveles de la jerarquia
menores a €l son tales que todos los inmediatos siguientes son mas “anchos” en tanto
que tienen muchos mas elementos que ¢él; de hecho, tanto como es posible que tenga.
Sin embargo, Maddy da una razén (generalmente planteada) mucho mas fuerte en
lo que respecta a la segunda condicién:

Depende de la postura comunmente aceptada de que el universo
conjuntista es demasiado complejo para ser agotado por cualquier
punado de operaciones, en particular por el conjunto potencia y re-
emplazo, ambos dados por los axiomas de Zermelo y Fraenkel. Asi,
debe haber un ntimero ordinal después de todos los ordinales genera-
dos por remplazo y conjunto potencia. Esto es un inaccesible (Maddy
1988: 502)

Un cardinal inaccesible permite incrementar la “cantidad” de ordinales. Este va
de la mano con lo que se conoce como inexhaustividad que consiste en la afirmacion
de que el universo no puede ser agotado por un “punado” de operaciones. Y da-
do que es posible aplicar tanto potencia como reemplazo al primer inaccesible, por
inexhaustividad, debe existir otro inaccesible, y asi sucesivamente. El CE garantiza
todo esto al implicar la existencia de cardinales inaccesibles. Ademas, se garantiza
que el universo no se agota por la existencia de conjuntos homogéneos bajo ciertas
propiedades combinatorias de las particiones de los cardinales. Finalmente, las defi-
niciones de todos estos cardinales (incluyendo el cardinal de Erdos) describen ciertas
operaciones combinatorias de los cardinales, y la existencia de cada una expresa la
proposicién de que el universo no se agota por estas operaciones.

4.2.3.2. Uniformidad e Identidad caprichosa
El criterio de uniformidad es enunciado por Maddy de la siguiente forma:

Supongamos que una condicién interesante sucede en un nivel bajo
de la jerarquia. Si ninguna situacién similar ocurre en el resto de la
jerarquia, seria como si el universo hubiese perdido su complejidad en

68Por esto, Maddy sefiala que la afirmaciéon V = L viola este criterio, pues afirma que los sub-
conjuntos que se agregan mediante la operacion de potencia son sélo aquellos que son construibles
mediante férmulas de la teoria de conjuntos y no se consideran todos los subconjuntos posibles.
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los niveles mas altos, como si se hubiera vuelto mas plano, homogéneo
y aburrido. Uniformidad dice que esto no sucede (Maddy 1988: 502)

El criterio de uniformidad afirma que el universo de los conjuntos conserva su
uniformidad mientras se va escalando la jerarquia. Es decir, el universo conserva
su uniformidad al considerar los niveles de la jerarquia acumulativa indexados por
ordinales cada vez mas grandes. La idea es que el universo conjuntista no cambia sus
propiedades de forma substancial en los niveles mas altos de la jerarquia, o cuando
consideramos los conjuntos mas grandes: las mismas condiciones que se presentaban
en un nivel bajo se presentan en algin otro nivel méas alto en la jerarquia. Por ejem-
plo, se sabe que si no existen cardinales inaccesibles (no numerables), entonces el
unico cardinal inaccesible sera Ry. La propiedad de ser inaccesible es muy particular,
tanto que no puede ser que w sea el Unico conjunto que la tenga. Por lo tanto, debe
haber inaccesibles no contables, “de otra manera, el universo estaria disperso arriba
de Vg, o cambiarfa su cardcter de una manera inobjetable” (Maddy 1988: 502). Si
asi fuese, entonces seria posible definir el conjunto Ny como el tinico cardinal inacce-
sible, pero parece que esto es accidental y que no es precisamente una propiedad de
exclusiva de w el ser inaccesible. A esto es lo que Maddy llama identidad caprichosa,
en el sentido de que, si fuese el caso que el tnico inaccesible sea w, entonces seria
posible identificar a w con esta propiedad de manera aparentemente accidental, por
lo cual deben existir inaccesibles no contables.

El CE cumplirfa este criterio de manera similar a como Maddy argumenta que
lo cumple un cardinal débilmente compacto. Como mencioné, la definicion de un
cardinal débilmente compacto se extrae del teorema de Ramsey. Este teorema afir-
ma la existencia de un conjunto muy particular (un conjunto homogéneo) para cada
particién del conjunto de subconjuntos de una cardinalidad finita determinada de
w. Es decir, afirma que existe un conjunto muy particular para el caso de omega.
Por uniformidad, debe existir otro conjunto que cumpla con esta caracteristica, pues
de otra manera seria posible definir w como el inico conjunto que cumple con esta
propiedad. La definiciéon de un cardinal débilmente compacto es una generalizacién
parcial de esta propiedad. Es parcial en tanto que los subconjuntos que se consi-
deran en la definicién no son subconjuntos de una cardinalidad finita cualquiera, si
no especificamente de cardinalidad 2, al igual que el nimero de elementos de las
particiones no son cualquier nimero natural. Sin embargo, el teorema de Ramsey
garantiza que Ny es un cardinal débilmente compacto, y es en este sentido que la
definicion de cardinal débilmente compacto cumple con el criterio de uniformidad y
garantiza que no exista identidad caprichosa.

Por otro lado, el cardinal de Erdos podria ser una generalizacion de la definicion
de un cardinal débilmente compacto, aunque en un sentido mas débil porque w no
es un cardinal de Erdés. Sin embargo, CE garantiza que el fenémeno presente en el
teorema de Ramsey no se presenta tinicamente en w. Esto porque a partir del teorema
de Ramsey sabemos que w — (w)j es el caso para todo n, es decir, informalmente
w — (w)s* es el caso (aunque no sea demostrable). Esto es, podemos aceptar que el
cardinal de Erdos Ny(w) existe. Del teorema de Ramsey se sigue (informalmente) que
existe el cardinal de Erdos Rg(w) y CE garantiza que esto no sucede tinicamente para
el caso de w. Ademas, un cardinal de Erdos considera propiedades combinatorias
muy generales: no depende de considerar subconjuntos de una cardinalidad finita



4.2. ;PODEMOS ACEPTAR EL PRINCIPIO DE KREISEL? 97

determinada de un cardinal s, sino para todos los subconjuntos finitos. De hecho,
garantiza que no es un fendémeno exclusivo de los nimeros cardinales, sino que es
posible reproducir el fenémeno del teorema de Ramsey de manera uniforme para el
caso en que el conjunto homogéneo que se usa simplemente tiene un tipo de orden en
general, no sélo un cardinal. Por supuesto, esto difiere de la nocion de uniformidad
que mencioné mas arriba, pues ésta considera a los fenémenos que se reproducen en
ciertos niveles de la jerarquia acumulativa y se busca garantizar que ese fenémeno se
reproduce en otro nivel de la jerarquia. En este caso, el cardinal de Erdos garantiza
que este fendémeno se reproduce en otros casos diferentes, lo cual de cualquier forma
garantiza lo que uniformidad busca: que no se presente una situacion como la de
tdentidad caprichosa.

Una razén mas para defender la existencia de un cardinal de Erdos es que aumen-
ta la capacidad deductiva de ZFC. En particular, podemos mencionar que aceptar
CE implica la existencia de cardinales inaccesibles, no sélo porque ellos mismos son
cardinales inaccesibles, sino porque PR1 garantiza la existencia de un cardinal inac-
cesible, y como vimos la existencia de un cardinal de Erdoés permite encontrar un
modelo de este principio. Un razonamiento similar se puede dar para notar que tam-
bién implica la existencia de los cardinales de Mahlo. También implica la existencia
de un cardinal débilmente compacto y un cardinal de Ramsey. Todo esto es desea-
ble en vista de lo mencionado mas arriba, en particular, parece que el criterio de
maximalidad hace deseable la existencia de un cardinal inaccesible (de hecho, hace
deseable la existencia de un cardinal de Mahlo en vista del criterio de inexhaustibi-
lidad) y el criterio de uniformidad hace deseable que exista un cardinal débilmente
compacto. A partir de esto, parece que es deseable defender el axioma CE. Con ello,
garantizamos que existe el cardinal k(w) y con ello es posible fortalecer la prueba de
consistencia expuesta por Koellner.

En general, es posible dar una justificacion general de todos los axiomas de car-
dinales grandes. Maddy introduce otro criterio para la inclusién de axiomas: un paso
antes del desastre (Maddy 1988: 485). Un ejemplo de la aplicacién de este criterio es
la introduccion del Azioma de Comprehension. La primera version de este axioma
(el Axioma de Comprehensién ingenuo) es un axioma paraddjico por lo cual, era
necesario introducir un axioma que tuviera una capacidad deductiva lo mas cerca-
na posible al Axioma de Comprehensién pero evitando paradojas. La idea detras
del criterio de un paso antes del desastre “es que los principios de construccion de
conjuntos tan fuertes como sea posible acercdndose a la inconsistencia”% (Maddy
1988: 485). Asi, el Axioma de Comprehensién tiene la mayor capacidad expresiva
y deductiva posible evitando las contradicciones que implicaba el Axioma de Com-
prehension ingenuo. Los cardinales grandes mayores a los cardinales medibles son
generalizaciones de estos ultimos a partir de que si un cardinal x es medible, enton-
ces hay una inmersién elemental entre V' y un modelo clase M cuyo punto critico
es k. Asi las definiciones de los demés cardinales grandes grandes son simplemente
generalizaciones sobre la longitud de las secuencias sobre las que el modelo M es
cerrado, y al mismo tiempo se garantiza la existencia de una inmersion elemental no
trivial entre V' y M. Sin embargo, esto tiene un limite:

69F] énfasis es mio
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Teorema 4.6. Si j: V — M es una inmersion elemental, entonces M # V

Asi, cada axioma de cardinales grandes grandes postulan que los modelos M son
cada vez mads parecidos a V, en la medida que M es cerrado bajo secuencias de mayor
longitud. Por supuesto, la clave estd en que ninguno de los modelos M cerrados
bajo secuencias de longitud mayor son el universo V, pues por el teorema 4.6 seria
contradictorio. De esta manera, cada axioma de cardinales grandes grandes son cada
vez mas fuertes evitando contradecir el teorema de Kunen, y a partir del criterio de
un paso antes del desastre, estan justificados. Esto permite dar justificacion a los
cardinales fuertemente compactos, a los supercompactos, a los cardinales enormes,
etc. Como mencioné en general a todos los cardinales grandes. Esto es relevante no
solo porque la existencia de estos cardinales garantiza la existencia de los cardinales
de Erdos, sino porque permite dar una justificacion parcial a los principios PR3 y
PRA4. Esto es asi ya que si la existencia de un cardinal supercompacto esta justificada,
entonces eso garantiza que existe el nimero de Lowenheim-conjunto de L2K. Es
decir, existira un cardinal x tal que cada conjunto de formulas de L2K sera satisfecho
en algin cardinal menor a &, si es satisfacible del todo. Esto representaria evidencia
a favor de PR3 y PR4 en la medida en que mostraria que es suficiente considerar
las estructuras conjuntistas para satisfacer los conjuntos de formulas que de hecho
son satisfacibles. De hecho, creo que es probable que suponer la existencia de un
cardinal supercompacto permite dar una prueba de la consistencia de PR3 y PRA4.
Sin embargo no tengo idea de cémo podria ser esa prueba y hasta ahora esto es lo
mejor que tenemos para justificar PR3 y PRA4.

Para concluir esta seccién discutiré una posible defensa del principio de reflexién
basada la modelizacién de los principios de reflexién.

4.2.4. La modalizacion de los principios de reflexion

Existen ciertos principios en la aritmética que, al igual que los considerados
aqui, son llamados principios de reflexion. Estos principios tienen la siguiente forma
esquematica:

(PRA) Prov(n) — @,

donde, siguiendo la notacién introducida en la seccién 3.3.1, ®,, denota a la expresién
del lenguaje de la aritmética de Peano (PA) cuyo nimero de Godel es n y Prov(n)
es la afirmacién de que ®,, es demostrable en PA en primer orden.”™ Junto con este
principio se suele asociar un principio de reflexion global:

(PRAG) Vx(Prov(z) — T(x))

Donde el rango de las variables de la férmula son nimeros naturales y T'(x) es
un predicado de verdad introducido primitivamente.”" Estos principios de reflexién

"0Es decir, donde los axiomas de PA estdn expresados en un lenguaje de primer orden. La
caracteristica principal de estos axiomas es que el principio de induccién es un esquema expresado
en primer orden, véase capitulo 1, seccién 1.3.

"I Para considerar el principio de reflexién global se utiliza una teorfa aritmética como PA exten-
dida con un predicado de verdad T'(z), junto con una serie de axiomas que permiten caracterizar
el comportamiento de este predicado, vedse Ketland (2005: 78)
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buscan expresar la idea de que los teoremas de la aritmética son verdaderos. Cabe
mencionar que estos principios de reflexién pueden demostrarse en una metateoria
como la utilizada en el capitulo 1, siendo consecuencias directas del teorema de
correccion para la logica de primer orden. Algunas de las instancias del esquema
(PRAG) no se pueden demostrar dentro de PA. Por ejemplo, consideremos el simbolo
"1 (que se suele usar para denotar la contradiccién o se considera como la constante
de falsedad). Se suele definir el sfmbolo de negaciéon como —¢ =4 ¢ DL. Asi
consideremos la instancia de PRA:

Prov(l) —L1

Esto seria equivalente entonces a = Prov(Ll), que es la oracién canénica que
expresa la consistencia de PA, que no es demostrable en PA por el segundo teorema
de incomplecién de Godel.

Nogina (2014) demuestra que es posible modalizar estos principios, garantizando
que todos los principios de reflexién son equivalentes a una féormula modal del tipo:

U — @

donde el operador O (generalmente entendido como el operador de necesidad) se
interpreta intuitivamente como un predicado de derivabilidad en PA. La estrategia
de Nogina es definir dos operadores de derivabilidad: el operador [J que tiene el
significado mencionado anteriormente y un operador u : ®, cuyo significado es “u es
el nimero de Godel de una prueba de la oracion ®”. En el contexto del lenguaje de
la 16gica GLA (que es la unién de los lenguajes de la légicas de Godel — Lob, (GL), y
la Artemov, (A)), Nogina demuestra que con esta interpretacién de los operadores,
todos los principios de reflexién para la aritmética son equivalentes a férmulas o
bien del tipo O0® — ® o bien *u : & — @ (donde [I* es una k-secuencia de
operadores [1). Nogina también muestra que existe una jerarquia de principios de
reflexion determinada por la cantidad de iteraciones de los operadores modales en
dichos principios.

Existen varios intentos de modalizar ciertos predicados de la teoria de conjuntos
de manera analoga a como lo hace Nogina. Sin embargo, estos intentos son de mo-
mento s6lo exploraciones de esta posibilidad. Joosten (2010) da la que me parece la
mejor manera hasta ahora en que se podria garantizar el contenido que tienen los
principios de reflexion conjuntista. Oosten trata de expresar mediante operadores
modales ciertas cuestiones sobre cardinales grandes. Oosten utiliza una légica modal
de interpretabilidad donde se tienen dos operadores modales: [J y . El objetivo de
Oosten es poder interpretar el operador modal [J como “verdad en todos los V,.”,
donde V,; es un nivel de la jerarquia acumulativa.” Por otro lado, el significado de
D> es una relacién binaria entre oraciones tal que para una teoria base T, A > B si
T + A puede interpretar T + B, en el sentido de que la teorfa T + A puede dar un
modelo de T" + B. Por ejemplo, la oraciéon “si una férmula ¢ es verdadera en todos
los V., entonces es verdadera” se formalizaria en esta interpretacion:

Up — @

"2De hecho, k es un cardinal inaccesible, por lo cual V;, es un modelo de ZFC, véase el Apendice.
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Por otro lado, el teorema 4.1 puede tener una traduccién adecuada:
ZFC+CEr> ZFCAHT ) -reflexion

Oosten utiliza una logica bimodal, en tanto que contiene dos operadores moda-
les: [1] v [ ]. Ambos operadores son operadores de necesidad donde estos significan
respectivamente “verdad en todos los V,,” y “verdad en todos los V)", donde x y A
son distintos cardinales, y x es de tipo 1 y A es de tipo 0. Oosten no discute mucho
sobre esta distincién de tipos; sin embargo, pone como posible caso uno en el que
el tipo 1 son cardinales de Mahlo y el tipo 0 son cardinales inaccesibles. Con esto
puede caracterizar:

A > B +“En todos los modelos de V, donde A es verdadero, B es
verdadero o hay un V) donde B es verdadero” (Joosten 2010: 11)

En términos modales:
A B« [1J(A— (BV()B))

Donde () es un operador de posibilidad para [ ], y cuyo significado es “verdad en
algin V) de tipo 0”. Esta podria ser una modalizacién interesante y aparentemente
adecuada del principio de reflexién, siempre que se interprete el operador de necesi-
dad estrictamente sin hacer distincion entre los tipos que se estan considerando. Sin
embargo, explorar como podria hacerse esto excederia los intereses de la presente
tesis.

Asumiendo que tenemos dicha lectura a la mano, es posible formalizar el principio
de reflexién conjuntista de la siguiente manera:

b — OP

Donde ¢ es un operador de posibilidad, cuyo signifado intuitivo seria “verdad en
algin V,.”, dando una lectura muy natural del Principio de Reflexion. Cabe notar que,
dentro de la légica modal (véase Garson 2006: 97 - 98) esta férmula es equivalente
a la mencionada anteriormente:

U — @

que, como vimos, es el principio de reflexién para la aritmética, donde se inter-
preta el operador [J como un predicado de probabilidad (o demostrabilidad). De
esta manera, es posible observar que lo se solicita es que se cumpla una relacién
de reflexividad entre los oraciones demostrables en la aritmética por un lado, y los
modelos de la teoria de conjuntos por el otro.

Ahora bien, existen distintos argumentos para los principios de reflexion para la
aritmética. Hay una discusion sobre la justificacion de los principios de reflexion en
el marco del debate sobre el deflacionismo para el caso de la nociéon de verdad. Por
un lado, Shapiro (1998b) y Ketland (1999) prueban los principios de reflexién en
PA en la teoria que resulta de anadir a PA un predicado de verdad y axiomas que
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describen cémo se comporta dicho predicado.”™ De esta manera, Ketland sostiene
que “Shapiro y yo [Ketland] argumentamos que la justificacién para los principios de
reflexién involucra la nocién de verdad” (Ketland, 2005, pag. 76). Los principios de
reflexion no son demostrables en PA, de esta manera, tanto Shapiro como Ketland
afirman que su justificaciéon depende de la nocion de verdad, y de la definicién de esta.
De hecho, Ketland sostiene lo que él llama obligacion condicional epistémica: “Si
alguien acepta una teoria matematica base S, entonces estda comprometido a aceptar
un grupo de otros enunciados del lenguaje de la teorfa base (uno de estos es la
oracién G de Godel)” (Ketland 2005: 79). Los principios de reflexién son enunciados
como estos. Por otro lado, Tennant defiende que estos principios no requieren una
justificacion como la de Ketland y Shapiro, pues afirma que alguien que use una
teoria matematica S “simplemente reflexiona en los métodos comunes de prueba, y le
gusta lo que ve” (Tennant 2005: 91). La justificacién de los principios para Tennant
radica en algo parecido a la justificacion que enuncia Kreisel de la premisa 2 del
argumento de Kreisel, pues solo depende de reflexionar sobre las reglas y métodos
de prueba y tener confianza en que son correctos. Por lo cual, Ketland concluye:

No es necesaria mas justificacion para el nuevo compromiso hecho por
expresar un compromiso anterior. Tan pronto como alguien aprecia
el proceso de reflexion, y como este esta expresado por el principio de
reflexion, uno ya tiene una explicacion de porqué alguien que acepta
S debe aceptar también todas las instancias del principio de reflexion
(Ketland 2005: 92).

Sin embargo, no es posible usar justificaciones como las expuestas para justificar
el principio de reflexion para la aritmética, para justificar los principios de reflexion
para la teoria de conjuntos. En primer lugar, no hay razén para esperar que incluir un
predicado de verdad (y axiomas para este) garantice la demostracién del principio
de reflexién, a diferencia del principio para el caso de PA; éste no relaciona un
predicado de probabilidad con la nocién de verdad. Finalmente, por esto el principio
de reflexion no es trivial, en tanto que su demostracién no es tan sencilla como un
teorema de correccién para los axiomas de ZFC. La relacion que describe el principio
de reflexion es més cercana a la que le atribuyen Rayo y Uzquiano:

los axiomas de ZFC en segundo orden no implican un principio de
reflexiéon que asegure que si una oracién es verdadera, entonces es
verdadera en algin modelo estandar. Asi puede haber oraciones del
lenguaje de la teoria de conjuntos en segundo orden que son verdade-

ras pero insatisfascibles, u oraciones que son validas pero son falsas
(Rayo y Uzquiano 1999: 317).

Asi, el principio afirma una relacién entre verdad y satisfaccion, y es una muy
particular, pues lo que afirma es que la verdad de una férmula en lo que podriamos

"3Estos axiomas son las condiciones de verdad proporcionadas por una definicién estdndar de
verdad, parecida a la expuesta, por ejemplo, en el capitulo 1. Simplemente se sefiala (en forma de
equivalencias) las condiciones de verdad para oraciones de identidad, para férmulas cuya conectiva
principal es la conjuncién, para férmulas cuya conectiva principal es la negacion y para férmulas
cuya conectiva principal es el cuantificador universal (cf. Ketland 2005: 78).
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(de manera retérica) decir un “modelo” particular (el “modelo pretendido”) implica
la existencia de otro modelo donde es verdadera. Asi, no se puede esperar una prueba
del principio de este tipo. Por otro lado, el argumento de Tennant depende ain mas
de que el principio sea una relaciéon entre un predicado de probabilidad y uno de
verdad. Pues el proceso de reflexién al que refiere funciona para el caso de las reglas
de inferencia. De nuevo, el principio de reflexién no es trivial ni un requisito que los
axiomas de ZFC deba satisfacer, al menos no evidentemente, y la mera inspeccion de
los axiomas no puede darnos la garantia de su verdad. En contraste, el principio de
reflexion para la aritmética parece un requisito de los axiomas, parecido al requisito
que representa la premisa P2 del argumento de Kreisel. Sin embargo, aunque no haya
manera de presentar alguna analogia entre estos argumentos y algunos posibles para
los principios de reflexion en la teoria de conjuntos, me parece que la relaciéon que
existe entre ellos se puede utilizar. Un posible argumento 1til usando esta via podria
incluir una defensa de porqué es natural o adecuada la relacién reflexiva expresada
por el principio de reflexion, més alla, por supuesto, de la justificacién mas tradicional
que apela a la intuicion de que el universo conjuntista no es describible por una
formula.

4.3. Conclusiones

En este capitulo, expuse una prueba presentada por Koellner para garantizar
que los Principios de Reflexion son consistentes relativo a un cardinal de Erdos.
Con ello, y las formulaciones del Principio de Reflexién PR1 y PR2 expuestas en el
capitulo anterior, garantizan que el Principio de Kreisel es igualmente consistente,
para el caso de la formulacién original de este (en términos de oraciones y férmulas).
Sin embargo, la prueba no era suficiente para el caso mas general de la segunda
formulacién del principio expuesta en la seccién 3.1.1 del capitulo 3.

(PKC) ViVIVa(Val(T?, of) +V(T7, a'))

Argumenté que hay buenas razones para considerar como aceptable el Principio
de Reflexion en vista de dos puntos: la prueba de consistencia de Koellner dota de
una gran justificacién al Principio de Reflexién y hay buenas razones para aceptar
la existencia de un cardinal de Erdos. También exploré brevemente la posibilidad
de establecer una analogia entre la discusion de los principios de reflexion para la
aritmética y los considerados aqui, y conclui que dicha analogia seria poco 1util en
vista de las caracteristicas particulares de ambos principios. Sin embargo, creo que
es posible (en principio) establecer un argumento global a favor de ambos en vista
de la relacién de estos con ciertas formulas modales de lo que podrian ser instancias.

Me parece que la conclusion mas importante de todo esto, es que es posible notar
qué tipo de presupuestos hay que tomar para poder argumentar a favor del Principio
de Kreisel y que un posible rechazé de este requeriria una respuesta que rechace lo
que me parece una clara prueba matemaéatica. No pretendo dar una respuesta final
a la pregunta sobre la verdad del Principio de Kreisel, sin embargo, creo que de lo
anterior es posible saber qué es necesario para sostener que estos se cumplen. Pero,
creo que también he dado algunas buenas razones para aceptar estos supuestos, y
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con ello la satisfaccién del principio. Sin embargo, esto tiene la limitante de que no es
posible dar un argumento (en términos de una prueba como la de Koellner) para el
caso de la nocién de consecuencia logica y para la segunda formulacién mas general
del Principio de Kreisel, y que estos argumentos funcionan sélo para la formulacién
original.






Conclusiones

En este trabajo, he presentado el Principio de Kreisel y el argumento con el cual
Kreisel defiende que el principio se sostiene para la légica de primer orden. De nuevo,
el Principio de Kreisel es la afirmacion:

(PK) ViVa(Val(a') <»V(a'))

donde Val(a') es la afirmacién de que « es intuitivamente valida (o bien, que
es verdadera bajo cualquier interpretacion) y V(a’) es la afirmacién de que « es
verdadera en cualquier interpretacién cuyo dominio es un conjunto (o bien, que
a es una verdad légica tarskiana), e i es el orden de cuantificacién del lenguaje
en que esta expresada «. El argumento que Kreisel proporciona para defender que
el principio es verdadero para la logica de primer orden consiste en las siguientes
premisas defendidas por Kreisel:

(P1) ViVa(Val(a') =V (a')) [esto se acepta “cuando uno toma como garantia que
la légica se aplica a estructuras matematicas” (cf. Kreisel 1967: 154)

(P2) ViVa(D(a') —Val(a')) [se sostiene pues “uno reconoce la validez de las reglas
de Frege” (cf. Kreisel 1967: 153)]

(P3) Va(V(a!') =»D(a'))[Teorema de complecién para la 16gica de primer orden]

De estas premisas es posible obtener la conclusién deseada: Va(Val(a!) <>V (at)).
Hay que recordar también que este argumento no funciona en el caso en que « es
una férmula de segundo orden, debido a que en la légica de segundo orden (P3) no
es el caso.

Asi mismo, presenté una prueba que es a mi parecer la mejor evidencia que
hay hasta ahora a favor de éste para el caso de la logica de segundo orden. Esta
evidencia es la prueba que proporciona Koellner de que los principios de reflexion que
actian sobre férmulas con cuantificacién universal en segundo orden son consistentes
relativo a un cardinal de Erdos. El hecho de que esta prueba represente evidencia
a favor del Principio de Kreisel depende de dos aspectos: primero, que el Principio
de Kreisel sea equivalente al Principio de Reflexion y, segundo, de que exista una
relacion entre la nocion de wvalidez en estructuras cuyo dominio es una clase y una
nocion de validez preteorica. En sentido estricto, la equivalencia entre el Principio de
Reflexion y el Principio de Kreisel depende de la relacion entre la nocién de wvalidez
en estructuras cuyo dominio es una clase y una nocién de validez preteorica.

En el primer capitulo, expuse el marco formal en que se inscribe el problema
del Principio de Kreisel para el caso de la légica de segundo orden. El argumento
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de Kreisel mostraba que el Principio de Kreisel es verdadero para el caso de la
légica de primer orden, y este argumento dependia del teorema de complecion para
ella. En el primer capitulo también expliqué en qué consiste la logica de primer
orden y la prueba del teorema de complecion para ésta. Asi mismo, expliqué en
virtud de qué razones esto no era el caso para la légica de segundo orden (con
la seméntica estandar). El primer capitulo tiene dos propdsitos: explicar porqué la
logica de primer orden cumple con el teorema de complecion y explicar las razones
por las cuales la logica de segundo orden no. Una de estas razones es que la semantica
que se considera es la semantica estandar, por lo cual debia explicar porqué uso esta
semantica y no otra. El propio Kreisel dice de su argumento que “todo esto es el
caso para formulas de primer orden. Para férmulas de orden superior no tenemos
una prueba convincente de e.g. Va(Val(a?) <+ V(a?)), aunque uno esperarfa una”
(Kreisel, 1967, pag. 157). La razon por la cual no hay una prueba del Principio
de Kreisel para el caso de la légica de segundo orden es que la premisa (P3) del
argumento de Kreisel apela al teorema de complecién. También, expuse que la razon
por la cual la légica de segundo orden con semantica estandar no cumple con el
teorema de complecién es que posee una gran capacidad expresiva. Una manera
en que se podria sostener que el Principio de Kreisel era el caso para la légica de
segundo orden es argumentar la logica de segundo orden satisface el teorema de
complecién usando una semantica no estandar ya sea la semantica de Henkin o la
semantica de primer orden. Sin embargo, argumenté a partir de una observacién
de Bueno (2010) que dichas semanticas utilizan mecanismos ad hoc para garantizar
que se cumplia el teorema de complecién. Después de todo, la légica de segundo
orden con seménticas no estandar no parece tener mayor capacidad para caracterizar
estructuras matematicas que la logica de primer orden, lo cual insintia que éstas no
son semanticas adecuadas para un lenguaje de segundo orden. En vista de esto, opté
por utilizar la seméantica estandar para estudiar el Principio de Kreisel en la logica
de segundo orden.

En el segundo capitulo me ocupé de explicar qué relacién existe entre la nocién
de validez en estructuras cuyo dominio es una clase y una nocién de validez preteori-
ca. La necesidad de explicar esta relacion radica en que tanto el principio como el
argumento de Kreisel apelan a una nocién intuitiva de validez (la cual llamé validez
preteorica). Explicar qué relacién existe entre ambas nociones permite estudiar el
Principio de Kreisel dentro de una teoria formal y con conceptos matematicos, por
lo cual, era importante establecer esta relacion para poder demostrar la equivalencia
entre el Principio de Kreisel y el Principio de Reflexién para la teoria de conjun-
tos. En este capitulo expliqué con mayor detalle a qué me refiero con la nociéon de
validez pretedrica (o intuitiva) senalando que considera las inferencias tradicional-
mente usadas en el contexto de la matematica clasica y presentando (brevemente)
tres teorias de la consecuencia légica para ejemplificar la clase de propiedades que se
ha considerado que tiene esta relacién de consecuencia logica. Formulé una nocién
de wvalidez pretedrica (NP) y argumenté que satisfacia dos propiedades que se suelen
atribuir a la relacion de consecuencia logica: Formalidad y Necesidad. Discuti am-
bas propiedades y di formulaciones informales pero precisas de ellas. Recordemos la
nocién (NP):

(NP) @ es una consecuencia légica de I' si ® vale en todas las posibilidades bajo
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toda interpretacion de la terminologia no légica en la I' vale

Defendi que la relacion que existia entre esta nocién y la nocién de wvalidez en
estructuras cuyo dominio es una clase es considerar que todas las posibles interpre-
taciones de la terminologia no légica era la coleccién de todas las clases (entendidas
como colecciones de conjuntos). En la seccién 2.2.2.3, mostré que esta nocién satis-
face las dos propiedades que se suelen atribuir a la relacion de consecuencia logica.
Vale la pena mencionar que Peter Smith (2011: 24) plantea el significado del pre-
dicado Val(a') (del argumento de Kreisel) en términos muy similares a la nocién
(NP).

En el tercer capitulo presenté un analisis del argumento de Kreisel, asi como
la equivalencia entre el Principio de Kreisel y el Principio de Reflexion para la
teoria de conjuntos ZFC. El objetivo principal de este capitulo es mostrar que el
Principio de Kreisel (usando la nocién (NPC) como interpretaciéon del predicado
Val(a')) es equivalente al Principio de Reflexién en la teorfa de conjuntos. La razén
para analizar el argumento de Kreisel era entender las razones por las cuales éste
parece tan convincente y correcto. A partir de este analisis, mostré que habia una
ambigiiedad en el significado del predicado Val(a'): la premisa 1 del argumento de
Kreisel apelaba a que el significado de Val(a') era que « es védlida en toda estructura,
mientras que la premisa 2 apelaba a la validez informal que se suele atribuir a las
reglas de inferencia. Senale que esta ambigiliedad exponia la existencia de dos criterios
que debia cumplir una nocion pretedrica de validez para poder caracterizar el tipo de
inferencias que probablemente Kreisel tenia en mente. El andlisis del argumento de
Kreisel incluye la observacion de que la formulacion original del Principio de Kreisel
estaba en términos de la nocién de verdad légica. Expliqué que una consecuencia
del teorema de compacidad es que es posible reducir la nocién de consecuencia
logica a la de verdad logica y, por lo tanto, la formulacién original del Principio de
Kreisel era suficiente para el caso de la logica de primer orden. Sin embargo, esto
no era el caso en la logica de segundo orden, pues ésta no cumple con el teorema de
compacidad. Debido a esto, fue necesario plantear el Principio de Kreisel en términos
de consecuencia logica. El iltimo punto del andlisis fue presentar el argumento de
Kreisel, interpretando el predicado Val(a") como la nocién (NPC)

(NPC) @ es una consecuencia légicaysc de T si @ vale en todas las estructuras 2A¢
cuyo dominio es una clase en la que I' vale

que era la nocién (NP), con la precisién de que incluye una nocién de estructura
2A¢ que es mucho més precisa y recupera la idea de entender la coleccién de todas
las interpretaciones (presente en (NP)) con la coleccion de todas las clases. En la
ultima parte del capitulo presenté cuatro formulaciones del Principio de Kreisel
(PK1-PK4) y cuatro formulaciones del Principio de Reflexion (PR1-PR4), y mostré
que cada formulacién del Principio de Kreisel era equivalente a una formulacién del
Principio de Reflexién, asi como algunos teoremas sobre la satisfaccion de éstos.
Estas formulaciones dependen estrictamente de entender el predicado Val(a*) como
la afirmacién de que a es una verdad logicaypc.

Finalmente, en el dltimo capitulo presenté una prueba de Peter Koellner de la
consistencia de los principios de reflexiéon. Esta prueba representa una prueba de



108 Conclusiones

la consistencia del Principio de Kreisel a partir de su equivalencia con el Principio
de Reflexién. Expliqué que la prueba de Koellner garantiza la consistencia de las
formulaciones PR1 y PR2 (y por lo tanto PK1 y PK2) del capitulo 3, pues éstos
consideran férmulas la prueba de Koellner también. Sin embargo, esta prueba no
puede establecer la consistencia de las formulaciones PR3 y PR4 (ni tampoco de
PK3 ni PK4), debido a que éstas no son esquemas sino férmulas. Hay que hacer
énfasis en que esto no es un problema menor: recordando que la logica de segundo
orden no cumple con el teorema de compacidad, es necesario formular el Principio
de Kreisel en términos de consecuencia légica. La instancia del Principio de Kreisel
que es importante para mi interés es:

VIVa(Val(I?, a?) «+» V(I'?,a?))

A partir de la versién del argumento de Kreisel que presenté en la seccién 3.2,
la oracién VI'Va(Val(T? a?) — V(I a?)) es verdadera (pues es la premisa 1 del
argumento de Kreisel). Sin embargo, la oracién VI'Va(V (T2, a?) — Val(T'?, a?)) estd
en duda. Consideremos un argumento A = (I'>, a?) que es pretedricamente invdlido
(es decir, supongamos que =V al(I'?, a?)). Por lo tanto, hay una 2A° donde todas las
oraciones de I'? son verdaderas mientras que o es falsa. Consideremos el conjunto
B =~2 72,742, ...,-a? donde 7},~3,73, - - - € I'? (por simplicidad, supondremos que
V2 43,42, . .., a? son enunciados). Consideremos x C w, el conjunto de los nime-
ros de Godel de las férmulas de este conjunto, y supongamos PK3. Como existe
una A° que es un modelo de B, sabemos que Ym € xSATS(Y,w,Z,m) con al-
gunas asignaciones w y Z. Por PK3, Jy3z3wVm € zsats(y,w,z,m), es decir, hay
un conjunto que satisface al conjunto B. Por lo tanto, =V (I'?, o?). Entonces es po-
sible afirmar que =V al(T?, a?) — —V(I'?,a?), por contraposicién y generalizaciéon
VIVa(V (T2, a?) — Val(I'? a?)), que era lo que querfamos mostrar. Sin embargo,
esto sélo funciona si I'? es finito o existe un subconjunto finito de I'? que implique
a?lo cual no es necesariamente cierto debido a que la 16gica de segundo orden no
cumple con el teorema de compacidad. Después de todo, es posible que |z| = R, y
este caso es el que no esta garantizado por la falsedad del teorema de compacidad.
Ni siquiera es posible afirmar que es consistente la afirmacién de PK3. En principio,
podria ser inconsistente suponer PK3, y como mencioné algin argumento que sirva
como evidencia para PK3 y PK4 implica un compromiso con la existencia de un
cardinal supercompacto (al menos, tomando en cuenta la evidencia que existe hasta
ahora).

Alguien podria sugerir una defensa de los principios PR3 y PR4 en vista de que
hay una justificacién informal del Principio de Reflexion: “los principios de reflexién
pretenden articular la idea informal de que el tamano del universo es “absolutamente
infinito” y por lo tanto no puede ser “caracterizado desde abajo”” (Koellner 2009:
208). Maddy también senala la existencia de esta justificacién: “el universo de los
conjuntos es tan complejo que no puede ser completamente descrito; por lo tanto,
cualquier verdad del universo entero debe ser verdad en un segmento inicial del
universo” (Maddy 1988: 503). Alguien podria argiiir que el universo conjuntista
(asi como no puede ser descrito por ninguna férmula) no puede ser descrito por un
conjunto de férmulas, de manera parecida a como argumenté en la secciéon 4.2.2.
Finalmente, esta es una de las razones (ofrecidas en la seccién 4.2.2) para aceptar
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el Principio de Kreisel en su presentacion original. Sin embargo, el propio Koellner
muestra que esta intuicién puede tener problemas:

Teorema 4.7. Conl F§3)— reflexion es inconsistente (Koellner 2009: 213)

Es decir, los principios de reflexion con cuantificaciones universales de tercer
orden son inconsistentes; de hecho, son los principios inmediatamente mas fuertes que
los que considera en su prueba. No busco afirmar que PR3 y PR4 son inconsistentes,
sino que los principios de reflexiéon no son inmunes a la inconsistencia. Finalmente,
es posible que PR3 y PR4 sean inconsistentes, y parece que su justificacién informal
serfa insuficiente.

En la seccion 4.2.2 argumenté que la prueba de consistencia de Koellner propor-
cionaba una justificacion al Principio de Reflexion a partir del concepto de conjunto.
En realidad, la prueba de Koellner permite afirmar que la justificacion informal del
Principio de Reflexién de hecho puede justificar el este principio. Como he men-
cionado repetidamente la razén que usualmente se proporciona para afirmar que
el Principio de Reflexién esta justificado a partir del concepto de conjunto es que
captura la idea informal de que el universo conjuntista es indefinible. Sin embargo,
como mencioné esta idea informal puede generar inconsistencias, a partir del teore-
ma Conl. Es por esto, que la justificacién del Principio de Reflexién recae de manera
importante en la prueba de Koellner. De ella, es posible concluir que el Principio
de Reflexién esta justificado en el concepto de conjunto, y por lo tanto, hay buenas
razones para aceptar el Principio de Kreisel en su formulacion original.

Ahora bien, el teorema 4.1 depende de la existencia de un cardinal de Erdos. En la
seccion 4.2.3 discuti algunos criterios presentes en la discusion sobre la aceptacion de
nuevos axiomas que permiten dar razones para aceptar la existencia de los cardinales
Erdos. Creo que existen buenas razones para aceptar la existencia de los cardinales de
Erdos. En general, hay buenas razones para aceptar todos los axiomas de cardinales
grandes, a pesar de que estos so6lo cuentan con pruebas de consistencia relativa a
otros axiomas de cardinales grandes. Finalmente, se suele aceptar su existencia a
pesar de esto y se suelen obtener resultados importantes e interesantes a partir
de estos axiomas. De momento, creo que he presentado algunas buenas razones
para aceptar la existencia del cardinal de Erdés k(w), lo cual es suficiente para mis
propositos presentes. Por tltimo, en la seccién 4.2.4 presenté una posible manera de
abordar el problema de la validez del Principio de Reflexién apelando a una posible
modalizacion de estos. No me detendré mas en esta discusion; sin embargo, creo que
esta podria ser una manera de abordar el problema muy fructifera filoséficamente
hablando, siempre que dicho argumento defienda la idea de fondo de un Principio
de Reflexién: la exigencia de una relacién reflexiva entre los modelos de la teoria de
conjuntos.

Hay que notar que en la prueba de Koellner no demuestra que el Principio de
Reflexién sea verdadero (y por lo tanto, tampoco el Principio de Kreisel), asi que
en sentido estricto no esta establecido que la definicién tarskiana sea adecuada (aun
considerando que la relacién establecida en el capitulo 2 es correcta). Poder afirmar
que el Principio de Kreisel es verdadero requeriria una prueba de que el Principio
de Reflexion es verdadero. En este sentido, no hay hasta ahora una garantia de
que la definicién tarskiana de consecuencia logica sea extensionalmente adecuada.
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Sin embargo, la prueba del teorema 4.1 si ofrece buenas razones para considerar
al Principio de Reflexién como justificado, y en vista de esto podemos considerar
que el Principio de Kreisel es aceptable. De nuevo, esto se puede afirmar a partir
de la prueba de Koellner de las férmulas por separado, pero no se puede sostener
para el caso mas general de consecuencia logica. Para éste tultimo no hay manera
de afirmar ni siquiera en qué condiciones una definicién tarskiana es suficiente para
evaluar correctamente la satisfaccion de diferentes conjuntos de formulas. Esto puede
parecer una conclusion débil, sin embargo, las observaciones hechas en el capitulo 2
pueden mostrar cémo esta conclusién es ain mas fuerte de lo que parece.

Shapiro considera que el Principio de Kreisel es la afirmacion de una presupo-
sicton del uso de la jerarquia acumulativa de la teoria de conjuntos para propor-
cionar una semantica de los lenguajes formales (Shapiro, 1991: 142). En el capitulo
2 mencioné que Shapiro enuncia dos condiciones informales que se le pueden pe-
dir a una semantica: conformidad y suficiencia. Shapiro explica que el Principio
de Kreisel es la afirmacion de que ambas condiciones se cumplen cuando se con-
sidera a la teoria de conjuntos como semantica de los lenguajes formales. Por un
lado, Va(Val(a?) — V(a?)) afirma la conformidad de la teorfa de conjuntos co-
mo semantica, en tanto que es la afirmacién de que cada modelo de la semantica
(definida en la teoria de conjuntos) de un lenguaje formal es efectivamente una inter-
pretacion legitima del lenguaje. Y esto es precisamente la justificacion que explique
en el capitulo 3 de esta premisa; después de todo, confiamos en que los objetos de la
jerarquia acumulativa de la teoria de conjuntos sean interpretaciones legitimas de los
lenguajes formales. Asi, la oracién Vo (V (a?) — Val(a?)) (la afirmacién cuya justifi-
cacion depende del teorema de complecion en el argumento de Kreisel para el caso de
la 16gica de primer orden) es la afirmacion de la suficiencia de la teoria de conjuntos.
Esta es la afirmacién de que hay suficientes interpretaciones en la seméantica (en este
caso la teoria de conjuntos) para abarcar todas las posibles interpretaciones consi-
deradas. Si el Principio de Kreisel es verdadero, tendremos la garantia de que si una
oracion es invalida, habra al menos una interpretacion en la teoria de conjuntos que
mostrara que es invalida, es decir, hay suficientes interpretaciones para proporcionar
contraejemplos a todas los oraciones invéalidas (andlogamente, como lo explique en
los argumentos de la seccién 4.3 del capitulo 4 y en el argumento de arriba).

La pregunta es si es posible garantizar la suficiencia de la teoria de conjuntos a
partir de la prueba de Koellner. La respuesta es afirmativa, si consideramos que la
coleccién de interpretaciones se encuentra acotada al ordinal 6 < x (donde k = K(w)).
Después de todo, el nivel Vj es el nivel donde se satisfacen los principios de reflexién.
El problema es que no hay razones claras para acotar de esta manera la coleccion
de las interpretaciones. Sin embargo, si hay un cardinal de Erdos, sabemos que
hay una interpretaciéon que mostrard que una oracién invalida de hecho lo es (bajo
el supuesto de que es invélida en V). Tal vez, la mejor conclusién que podemos
obtener a este respecto es que si una oracion es invalida, no es necesario apelar
a una interpretacion no conjuntista para mostrarlo. Esto ciertamente no garantiza
la condicion de suficiencia, aunque si puede evitar algunas preocupaciones sobre el
papel de la jerarquia acumulativa como semantica de los lenguajes formales. Entre
ellas, la posible necesidad de apelar a clases propias para la satisfaccion de estas
formulas. La clave estd en la precisamente en el término ‘garantia’. No es posible
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tener una garantia; sin embargo, si es posible tener una justificacion. Abordar el
Principio de Kreisel desde la perspectiva de Shapiro nos permite tener una conexién
mucho més cercana con el Principio de Reflexion. Consideremos el principio PK1 y
el principio PR1:

(PK1) 3X(®/X) — Ja(®/x)
(PR1) ¥ — Ju((22/2) A (¥ /)

Es posible notar informalmente que de hecho son equivalentes. Supongamos que
una oracion P es verdadera en alguna clase propia y que de hecho es verdadero PR1.
Sabemos que toda clase propia es isomorfa a V, por lo cual ® es verdadera en V (por
una versién global del corolario 1.27 del capitulo 1 o Teorema del isomorfismo), y por
PR1, ® es verdadera en un conjunto que es el consecuente de PK1. Informalmente,
PR1 implica PK1, y un argumento similar se puede proporcionar para argumentar
que PK1 implica PR1. La suposicién importante esta en notar que toda clase propia
es isomorfa a V. El contenido informal de PK1 no es mas que el de PR1, es decir,
PK1 es la afirmacion de que el universo es indefinible. En este sentido, el Principio
de Kreisel esta tan justificado como el Principio de Reflexion.

Ahora bien, alguien puede argumentar que el Principio de Kreisel tiene un conte-
nido muy diferente al Principio de Reflexion, y que el argumento anterior lo muestra.
PK1 no es el Principio de Kreisel, pues PK1 tiene el mismo contenido que el Prin-
cipio de Reflexién, pero el Principio de Kreisel es una afirmacién informal sobre
consecuencia légica. Después de todo, PK1 si es una presuposicién sobre la semanti-
ca y las interpretaciones consideradas (como afirma Shapiro) pero el Principio de
Kreisel es una afirmacion sobre consecuencia logica. Aqui es donde las observaciones
hechas en el capitulo 2 tienen gran importancia. Si lo que argumenté en el capitulo 2
es correcto, la conexion entre que el Principio de Kreisel y PK1 recae justamente en
que la propiedad de modalidad de la nocién pretedrica de consecuencia logica recae
en entenderla dentro de la coleccion de todas las clases, y por lo tanto, de enten-
derla en V mismo. El capitulo 2 efectivamente muestra como una cuestion sobre la
adecuacion extensional de la definicion tarskiana de consecuencia se puede reducir a
un problema semantico. Con estas observaciones en mente, es que es posible afirmar
que el Principio de Kreisel esta efectivamente justificado a partir de la justificacion
del Principio de Reflexién.

Hay otros enfoques de evaluacion del Principio de Kreisel para los cuales la con-
sistencia de éste podria ser interesante, algunos de los cuales, ya he mencionado.
Rayo y Uzquiano consideran al Principio de Kreisel, al igual que el Principio de
Reflexion, como una garantia de que existe una relacién entre las nociones de wver-
dad, satisfaccion y validez dentro de la teoria de conjuntos. Esto no lo enuncian con
claridad, sin embargo, utilizan una versién del argumento de Kreisel para garanti-
zar que esto es el caso para la l6gica de primer orden (cf. Rayo y Uzquiano 1999:
317). La idea es que, dado que sabemos que las oraciones que son satisfechas en
todos los modelos son universalmente validas, hay que garantizar que las oraciones
universalmente validas son verdaderas en la teoria de conjuntos. De nuevo, el argu-
mento de Kreisel garantiza esto para la légica de primer orden, pues si una oracion
a' es tal que V(a'), sabemos que Val(a'), lo que garantiza que o' es verdadera
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en el universo de la teoria de conjuntos. Sin embargo, no hay garantia de esto para
el caso de la légica de segundo orden. En este respecto, me parece que lograr una
respuesta satisfactoria a esto apelando a la prueba de Koellner es poco probable. La
razén principal es que es necesario garantizar que V (a?) implica Val(a?), lo cual no
hace la prueba de Koellner. A final de cuentas, lo mas que se puede afirmar a partir
de la consistencia del Principio de Kreisel es que si una oracion es universalmente
valida entonces es verdadera en el nivel Vj, pero esto es insuficiente pues la nocion
de verdad que esta en juego aqui es la nocién de verdad en la jerarquia acumulativa.
De nuevo, no hay razones para creer que la jerarquia acumulativa es el nivel Vj.

La consistencia del Principio de Kreisel también permite dar una respuesta a
quiénes consideran a ZFC inadecuada para proporcionar interpretaciones de un len-
guaje. Priest (2006: 36) argumenta que ZFC no es adecuada para proporcionar la
semantica de la propia ZFC pues es los modelos de una teoria deben tener como
dominio un conjunto, sin embargo V (el modelo pretendido de ZFC) no es un con-
junto. Priest desecha posibles soluciones como la de que hay que entender como
modelos de ZFC a los modelos generados por cardinales inaccesibles, a partir de que
de esta manera no se estdn considerando todas las posibles interpretaciones (pues
obviamente no se considera a V como interpretacién). En esta misma manera de
argumentar, Priest rechaza apelar al teorema de Lowenheim — Skolem (descendente)
y considerar s6lo los modelos numerables del lenguaje ZFC (en primer orden, por
supuesto), pues para poder demostrarlo es necesario cuantificar sobre todas las es-
tructuras (que era precisamente lo que se querfa explicar). Incluso si nos reducimos
al Principio de Kreisel en primer orden, podemos dar una respuesta a esta clase de
objeciones a partir de que el Principio de Kreisel muestra algo mas fuerte que el
teorema de Lowenheim — Skolem. El Principio de Kreisel garantiza que es posible
considerar uinicamente las estructuras conjuntistas incluso si se insiste en considerar
todas las estructuras (incluyendo aquellas cuyo dominio es una clase).

Ademas de todo esto, la prueba del teorema 4.1 representa evidencia para aceptar
el Principio de Kreisel y, asi como mencioné en el caso de la condicién de suficiencia,
nos senala que algunas preocupaciones sobre el uso de la jerarquia acumulativa
como semantica son menos problematicas de lo que parecen. La principal conclusién
es que el uso de la jerarquia acumulativa, asi como una definicién tarskiana de
verdad légica (en consideracion del problema de la nocién de consecuencia légica)
no genera inconsistencias. Para los lenguajes de la légica clésica, tradicionalmente
se ha usado la definicién tarskiana de consecuencia logica dentro del marco de la
teoria de conjuntos. Una preocupacion presente en este contexto, y senalada por
ejemplo en (Rayo y Uzquiano 1999: 316) es que la légica de segundo orden parece
comprometernos con la existencia de clases. A partir de la prueba de Koellner, se
puede ver que la validez de las férmulas de segundo orden puede definirse mediante
el concepto de conjunto sin necesidad del concepto de clase. Esto parece un punto
muy importante a favor de la definicion tarskiana de consecuencia légica y de su
semantica definida dentro de la teoria de conjuntos. Finalmente, la naturaleza de la
jerarquia acumulativa de la teoria de conjuntos es algo que sigue en investigacion, y
probablemente la inclusion de nuevos axiomas a la axiomatizacion usual proporcione
mas informacion sobre la verdad de los Principios de Reflexion y, por lo tanto, del
Principio de Kreisel.
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Es cierto que estas parecen pocas razones para aceptar el Principio de Kreisel, sin
embargo, es lo mejor que hay hasta ahora. Después de todo, la prueba de Koellner
es la justificacién mas precisa que se ha ofrecido para los principios de reflexion. De
hecho, Koellner muestra que el fenémeno de la reflexién no esta necesariamente jus-
tificado al mostrar que los principios de reflexion en tercer orden son inconsistentes.
Antes de estas pruebas, el principio de reflexién, mas que requerir una justificacién,
se consideraba como un criterio que debia cumplir un axioma para estar justificado
a partir del concepto de conjunto. Por ejemplo, Maddy senala que “en cualquier
caso, la reflexion es probablemente la regla de oro mas universalmente aceptada en
la teoria de conjuntos de orden superior” (Maddy, 1988: 503). Y la justificacién de
este principio como criterio descansaba en la intuicion de que el universo conjuntista
es indefinible. Las pruebas de Koellner representan el mejor argumento a favor de
los principios de reflexién en segundo orden (asi como el més desastroso para el caso
de los principios en érdenes superiores). La verdad de los principios de reflexion es
algo todavia en cuestion, y los avances en las pruebas de su verdad seran avances en
la verdad del Principio de Kreisel. De nuevo, el desarrollo de ZFC determinara en
qué medida el Principio de Kreisel es verdad.

Para concluir este trabajo simplemente quiero senalar que si bien es cierto que
no tenemos la garantia de que el Principio de Kreisel sea verdadero, creo que hay
buenas razones para aceptarlo a partir de su consistencia relativa. Después de todo,
la que es tal vez la principal preocupacion del uso de una definicién de consecuencia
logica es que exista la garantia de que ésta sea inadecuada. La prueba de consistencia
proporcionada anteriormente muestra que esto no es asi, y que el asumir que es ade-
cuada no implicara una inconsistencia. Los posibles contraejemplos a esta afirmacion
recaeran en asumir ciertas propiedades de la jerarquia acumulativa de la teoria de
conjuntos, por ejemplo, que no existe el cardinal de Erdds k(w). En este sentido,
estos contraejemplos seran controvertidos y requeriran de cierta defensa. Sin embar-
go, ninguno de estos comentarios se aplica a la nocién mas general de consecuencia
logica, lo cual es una preocupacion importante. De nuevo, hay que senalar que la
prueba de Koellner es la justificacion mas precisa de los principios de reflexion hasta
ahora, y una respuesta sobre la satisfaccion de PR3 y PR4 dependera de posibles
avances en la justificacién de los principios de reflexion. De momento, lo mejor que
se puede esperar es un escepticismo sobre la satisfaccion del Principio de Kreisel en
su versién mds general: ViVI'Va(Val(T?, ') <>V (I, a')). No hay una prueba de la
consistencia de este principio, aunque, al igual que como Kreisel senala con respecto
a Va(Val(a?) <> V(a?)), se debe esperar una. Hasta ahora, dicha prueba parece
exigir un avance mayor en la axiomatizaciéon ZFC, por lo cual dejaré esto para algin
trabajo posterior.






Apéndice A

Teoria de Conjuntos, ZFC

En este breve apéndice expondré algunos conceptos de la teoria de conjuntos im-
portantes para este trabajo. La teoria que presentaré es la axiomatizacion estandar
de Zermelo-Fraenkel y el axioma de eleccién (Aziom of Choice) (ZFC). Presupondré
los conceptos basicos del algebra de conjuntos como los conceptos de relacion, fun-
cidn, buen orden, etcétera. Para mayor detalle de esto véase (Amor y Montano 2011).

A.1. Axiomas de ZFC

A.1.1. ZFC en primer orden

Esta conformado por los siguientes axiomas:

(Axioma de Vacio) JzVy(y € x) [z se denota usualmente como &, el conjunto
vacio]

(Axioma de Extensionalidad) VaVy(Vz(z € x <> z € y) > x =y)
(Axioma de Par) VaVy3Vw(w € z <> (w =z Vw = y))

(Axioma de Unién) VzIyVz(z € y < Jw(w € v Az € w)) [y se denota como

Uz]

(Axioma de Potencia) VxIyVz(z € y <> Yw(w € z — w € z)) [y se denota como

o(z)]

(Axioma de Infinito) J2[@ € x AVy(y € x — F2(z € 2 AVw(w € z < (w €
yVw=y))))

(Axioma de Regularidad) Vz (2 # z — Jy(y € z AVw(w € y — w ¢ x)))

(Axioma de Eleccién) Vz((@ #xAND ¢ aVyVz(y e x Nz € x Ny # z = YVw(w €
y—w¢z)))— Iuvv(v ex — Ip(p € uAp € vAYo(o € uho € v — 0 = p))))
[para todo conjunto no vacio z de conjuntos no vacios, sin elementos en comun,
existe un conjunto que contiene a uno y solo un elemento de cada elemento de

z]]
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Y los siguientes dos esquemas de axioma:

E1l (Esquema de Comprehensién) Vx3yVz(z € y <> (z € z Ap(2))) (para cual-
quier ¢(z) férmula con sélo z variable libre)

E2 (Esquema de Remplazo) VaVyVz((o(z,y)Ap(z, z) = y = 2) — YwIuVu(v €
u <> Ip(p € wA p(p,v)))) para cualquier féormula ¢(z,y) con sélo z y y varia-
bles libres] [para cualquier funcién expresada por la féormula ¢(z,y), existe el
conjunto que es la rango de esa funcién bajo un conjunto cualquiera w]

A.1.2. ZFC en segundo orden (ZFC2)

Llamaré ZFC2 a la axiomatizacion de la teoria estdndar de conjuntos compuesta
por los axiomas 1-8 y los siguientes dos axiomas (en lugar de los esquemas E1 y E2):

(Axioma de Comprension) VXVrIyVz(z € y <> (z € 2 A X(2)))

(Axioma de Remplazo) VEVzVyVz((F(x,y) A F(z,z) = y = z) = YVwIuVo(v €
u > Ip(p € wA F(p,v))))

La diferencia entre la axiomatizaciéon de ZFC en primer orden y la de segundo
orden es que los esquemas de ZFC se transforman en férmulas puras de segundo
orden. Llamaré 7Z2 a la conjuncién de los axiomas 1-10.

Las operaciones sobre conjuntos usuales se definen de manera usual. Por lo cual,
AUB (la union de Ay B) es el conjunto que tiene tinicamente a todos los elementos
de Ay a todos los elementos de B, AN B (la interseccion de A y B) es el conjunto
que tiene a los elementos que pertenecen tanto a A como a B y A-B (la diferencia
de A y B) es el conjunto que tiene a todos los elementos que pertenecen a A y
no pertenecen a B. La union (o union generalizada) de un conjunto A (| J A) es el
conjunto cuyos elementos son tinicamente los elementos de los elementos de A. La
interseccion (o interseccion generalizada) de A ([ A) es el conjunto cuyos elementos
son unicamente aquellos que pertenecen a todos los elementos de A.

Llamo n-ada ordenada a las secuencias de objetos de longitud n simbolizadas
como (1, Ty, ...,T,), llamaré A™ al conjunto de n-adas ordenadas. Una relaciéon R
sobre un conjunto A es un subconjunto de A™ (se usar la expresion A x A para
denotar a A?). Una funcién de un conjunto A a un conjunto B (f : A — B) es una
relacién entre A y B (un subconjunto del conjunto de pares ordenados (a, b), donde
a € Ay be B) tal que cumple las condiciones a y b:

a. Vo € Ay € B(x,y) € f
b. Vo € AVy,z € B((z,y) € f A (x,2) € f =y = 2)
c. Yo,y € AVz € B((z,2) € f A (y,2) € f - x =y) (inyectividad)

d. Vy € B3z € A(z,y) € f (sobreyectividad)
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Si una funcion cumple con la condicion ¢ entonces decimos que esa funcién es
inyectiva (o uno a uno). Si cumple con la condicién d, la llamamos sobreyectiva (o
suprayectiva). Siuna funcién cumple con ambas condiciones, decimos que esa funcién
es biyectiva. Sean A, B y C conjuntos, f: A— By g: B — C dos funciones, fog
es la funcién definida como fog = {(a,c) € Ax C|3b € B({a,b) € gy(b,c) € f)}. A
esta funcion se le conoce como la composicion de f y g, y de esta definicién se sigue
que fog(z) = g(f(z)), para todo z € A. El dominio de una funcién f (dom(f)) es
el conjunto de elementos de A a los que se aplica la funcién (dom(f) = {z € A|Fy €
B(z,y) € f}), por la definicién de funcién dom(f) = A. El rango de f (ran(f)) es
el conjunto {y € B|3x € A(z,y) € f}.

A.2. Ordinales y cardinalidad

A.2.1. Numeros ordinales

Definicién. Un nimero ordinal (denotados por las letras griegas minisculas «, 3,
d , etc.) es un conjunto transitivo y bien ordenado por la pertenencia, es decir,
Vi(z € =2 Ca) y (o, €)™ es un buen orden

La definicion de ntimero ordinal es una generalizacion de la definicién de nime-
ro natural. La tunica diferencia entre ambas es que estos 1ltimos deben ser finitos
mientras que los niimeros ordinales no necesariamente lo son. La coleccién de los or-
dinales determina una relacién < de buen orden sobre ellos, definida de la siguiente
manera: o < [ si y solo si a € . Existen dos tipos de niimeros ordinales:

Definicién. Un ordinal o es un ordinal sucesor si y solo st o=+ 1

Definicién. Un ordinal o es un ordinal limite si y solo st o = sup{f : f <
a}B={Ja, si a no es sucesor

Es posible definir 'induccion’ y probar un teorema de recursién sobre los niimeros
ordinales sin mayor apuro (véase Jech 2002: 21-22). A partir del teorema de recursién
sobre ordinales se pueden definir las operaciones usuales sobre los ordinales (adicién,
producto y exponenciacién). El limite de la aplicacién de dichas operaciones genera
un ordinal subindicado con el siguiente ordinal del subindice anterior. Por ejemplo,
llamamos w al conjunto de todos los ordinales finitos (o nimeros naturales), el
primer ordinal transfinito; y el limite de las operaciones sobre w genera el ordinal
w1, a partir del cual se genera wy, etc. Asi mismo, el limite de todos estos ordinales
es el ordinal w,. A partir de la paradoja de Burali-Forti (véase Amor, Campero y
Miranda 2011: 60), sabemos que la coleccién de todos los ordinales no es un conjunto
y la denotaremos con el término "Ord’.

"Un buen orden (A, r) es una relacién sobre un conjunto A tal que para todo subconjunto de
A existe un elemento a de dicho subconjunto que cualquier otro elemento b del subconjunto esta
“por encima de a”: {(a,b) € r. A a se le conoce como el minimo de A.

"El supremo de un conjunto A C B (sup A) es el minimo elemento de B que esta “por encima”de
todos los elementos de A, es decir, es el minimo elemnto b de B tal que para cualquier a de A,
(a,b) €r.
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A.2.2. Cardinalidad

La cardinalidad de un conjunto, intuitivamente, es la cantidad de elementos
que tiene un conjunto. Denotaremos la cardinalidad de un conjunto A mediante la
expresion ’'|A|’, y definimos para dos conjuntos A y B:

|A| = |B| siy solo si existe una funcién f biyectiva entre Ay B

De igual forma, |A| < |B| siy solo si existe una funcién uno a uno entre A y B.
Todos los nimeros naturales tendran cardinalidad finita y el resto de los ordinales
tienen cardinalidad infinita. Por el teorema de Cantor sabemos que, para cualquier
conjunto A, el conjunto potencia de A, p(A), es tal que |A] < |p(A)|, por lo tanto,
w < p(w). Definimos para todo a € Ord:

Definicién. « es un nimero cardinal si y solo si |a| # |B|, para todo f < « (deno-
taré a los numeros cardinales mediante las letras griegas K, A, p, etcétera)

Definicién. |A|= el minimo ordinal o, tal que |A| = |af

Un numero cardinal es el minimo ordinal cuya cardinalidad es mayor a todos
los anteriores. La jerarquia de los nimeros cardinales transfinitos (o jerarquia de los
N’s) esta definida de la siguiente manera:

1) NOZWO:Q}

2) Na—l—l = Wa+1 = N

a

3) Ny = w, = sup{ws|f < a} si a es un ordinal limite

Si la cardinalidad de un conjunto es menor o igual a ¥y, decimos que dicho
conjunto es contable; si su cardinalidad es igual a Ny, decimos que dicho conjunto es
numerable.

Definicién. Un numero cardinal X, es un cardinal sucesor si y solo si a es un
ordinal sucesor

Definicién. Un nimero cardinal X, es un cardinal limite si y solo si o es un ordinal
limate

Cada conjunto tiene un nimero cardinal asignado como consecuencia del Axioma
de Eleccion pues éste es equivalente al Teorema del Buen Orden, que garantiza que
existe una relaciéon de buen orden para cada conjunto.

Para todo conjunto A, |p(A)| = 24 (y esta tiltima expresién representa al con-
junto de funciones cuyo dominio es A y codominio es 2). Por definicién, |w| = Ny; sin
embargo, la cuestion cudl es el nimero |p(w)| es independiente de ZFC. Se conoce
como la hipdtesis del continuo a la afirmacién |p(w)| = Ny.
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A.2.3. Cofinalidad

Sea a > 0 un ordinal limite. Sea una [-secuencia (a¢|§ < /) donde S es un
ordinal limite y oy; € o, decimos que 8 es cofinal en a si lim¢ g = . Un B C «
es cofinal en « si supB = a.

Definicién. La cofinalidad de o, cf(a), es el minimo ordinal § tal que hay B-
secuencia (ag|§ < ) donde limg_,5 ¢ =

Para todo a > 0 un ordinal limite, ¢f(a) es un ordinal limite. La cofinalidad de un
ordinal « es la minima “cantidad” de elementos de a que se requieren para “llegar”
a «. Por ejemplo, cf(X,) = w, pues considerando la secuencia (Ng, Ny, Ny, N3, ...)
es una secuencia de “tamano” w, mediante la cual se “llega” a N,. Para cualquier
a > 0 un ordinal limite, cf(a) < a.

Definicién. Un nimero cardinal infinito R, es reqular si y solo si cf(R,) = cf (wa) =
We

Definicién. Un nidmero cardinal infinito X, es singular si y solo si cf(N,) =
cf(Wa) < wa

Es decir, un cardinal es regular si su cofinalidad es el ordinal mismo, y es singular
si su cofinalidad es estrictamente menor. Es posible demostrar en ZFC que todo
cardinal singular es limite y que todo cardinal sucesor es regular. Sin embargo, N,
es un cardinal limite que no es singular (pues es regular, ya que su cofinalidad es el
mismo).

A.3. La jerarquia acumulativa de la teoria de con-
juntos

La jerarquia acumulativa de la teoria de conjuntos se define por induccion sobre
Ord:

1) Vo =02
2) Vor1 = p(Va)

3) Va =gy Vs st a es un ordinal limite

Llamaré V' a la coleccién de todos los conjuntos, donde V' = Jzep,q Vs La
coleccion V es una clase propia, no un conjunto, a partir del teorema 2.3 mencionado
en el capitulo 2 (este teorema se sigue de la conocida paradoja de Russell). Hay
algunas definiciones que hay que mencionar para enunciar un teorema importante
para la prueba fundamental del capitulo 4.

Definicién. Sea E una relacion sobre una clase P. Para cada x € P, seq extg(z) =
{z € P|zEz}, llamada la extension de z.

Definicién. Una relacion E sobre una clase P es bien fundada, si:
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a) cada conjunto x C P # & tiene un elemento E-minimal

b) extg(x) es un conjunto, para todo x € P

Definicién. Una relacion E sobre una clase P es extensional si para todas x,y € P,
st x # y entonces extp(x) # extp(y).

Una clase M es extensional si la relacién € sobre M es extensional. Asi mismo,
una clase M es transitiva si contiene a todos los elementos de sus elementos. V es
una clase transitiva y extensional, por ejemplo.

Teorema A.1. Teorema del Colapso de Mostowski:

a) Si E es una relacion bien fundada y extensional sobre una clase P, entonces
existe una clase transitiva M y un isomorfismo 7 entre (P, E) y (M, €). La clase
transitiva M y el isomorfismo m son unicos.

b) En particular, toda clase extensional P es isomorfa a una clase transitiva
c) Enb), siT C P es transitivo, m(x) = z, para todo x € T

En particular, para cada « € P se define por induccién 7(x) = {n(z)|zEz}.

A.4. Pequenos Grandes Cardinales

Existen varios cardinales cuya existencia es independiente de ZFC. Presentaré
solo algunos de ellos.

A.4.1. Cardinales inaccesibles

Definicién. Un cardinal k es tnaccesible si y solo si k es un cardinal limite, reqular
y no contable

Mencioné que Ny era un cardinal limite regular. Un cardinal inaccesible es aquel
cumple con esta propiedad y que no es Ng.

Definicién. Un cardinal k es fuertemente inaccesible si y solo si k es inaccesible y
para todo \ < Kk, 2* < K

Es decir, x es inaccesible y la cardinalidad de la potencia de cualquier cardinal
menor que K es menor que k. A partir de estos, existe una jerarquia de cardinales
inaccesibles que incluyen a estos y a cardinales hiperinaccesibles.

A.4.2. Cardinales de Mahlo

Definicién. Si X es un conjunto de ordinales y o > 0 es un ordinal limite entonces
a es un punto limite de X si sup(X Na) = «

Definicién. Sea k un cardinal regular no contable. Un conjunto C' C k es cerrado
no acotado si C' es no acotado en k y contiene a todos sus puntos limite menores
que K
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Definicién. Un conjunto S C k es estacionario si (SN C) # & para todo conjunto
C C k cerrado no acotado

Definicién. Un cardinal k es un cardinal de Mahlo si y solo si el conjunto de
todos los cardinales requlares menores a Kk es estacionario

Al igual que en el caso de los cardinales inaccesibles, existe toda una jerarquia
de cardinales de Mahlo.

A.4.3. Cardinales débilmente compactos y cardinales de Erdos

Decimos que una particion de un conjunto A es (informalmente) un conjunto de
subconjuntos de A, tal que cada elemento de A pertenece a uno y solo un elemento
de la particion.

Definicién. Para cada conjunto A y todo n € w, [A]" = {X C A||X]| =n}

Definicién. Si {X;|i € I} una particion de [A]", entonces H C A es homogéneo
para la particion, si para algun i, [H]" C X;.

Sean a y # dos numeros ordinales y sean n,m € w, se denota con la expresion
‘o — (B) 7 ala afirmacién de que toda particién de [a]™ de cardinalidad m tiene
un conjunto homogéneo cuyo tipo de orden es 377. Una instancia es donde o y 3
son numeros cardinales y, si se omite el subindice m, se asume que su valor es 2.

n

Teorema A.2. Teorema de Ramsey: w — (w),

Es decir, toda particién de [w|™ de cardinalidad m tiene un conjunto homogéneo
cuyo tipo de orden es w.

Definicién. Un cardinal k es débilmente compacto si y solo si es no contable y
Kk — (k)?

Todo cardinal débilmente compacto es inaccesible.

Definicién. Un cardinal k() es un cardinal de Erdos si y solo si es el minimo
cardinal tal que k — (a)<¥

En esta definicién, la afirmaciéon k£ — (a)<“ es que toda particién del conjunto
de subconjuntos finitos de x de cardinalidad 2 tiene un conjunto homogéneo cuyo
tipo de orden es «. Es decir, se estan considerando todos los subconjuntos finitos de
K, no se acota a un numero particular.

Definicién. Un cardinal k es un cardinal de Ramsey si y solo si cumple con
Kk — (k)<Y

"6No debe confundirse este uso del simbolo ‘—’ con el uso de éste en férmulas légicas, por ejemplo,
el uso en la presentacién de los axiomas en la seccién 1 de este Apéndice. Generalmente, el uso no
sera ambiguo.

"TE] tipo de orden de un conjunto X es « si existe una relacién de buen orden r sobre X tal que
(X, r) es isomorfo a («, €), esto es que exista una funcién biyectiva f : X — a, tal que si (a,b) € r,
entonces f(a) < f(b). Si esto es asi, se dice que f preserva la estructura y (X,r) y (o, €) tienen la
misma estructura.
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A.5. Teoria de modelos

Para finalizar daré algunos conceptos de la teoria de modelos, importantes para
el capitulo 4 principalmente. Al igual que en el capitulo 1, un modelo 2 es un par
ordenado conformado por un dominio y una funciéon de interpretacién. Un modelo
de ZFC es una estructura M que consta de un dominio y una relacién binaria £ (que
interpreta a la inica constante no légica del lenguaje, el simbolo de pertenencia, €).
Dos modelos son isomorfos si existe un homomorfismo isomérfico entre ellos (véase
seccién 1.4 del capitulo 1). Si esto es el caso, ambos modelos satisfaran las mismas
formulas.

Un submodelo de 2l es un subconjunto B C A (donde A es el dominio de 2A)
junto con las relaciones P*N B (para cada P letra de relacién), las funciones F* | B
[la restriccién de F* a B] (para cada F letra de funcién) y ¢* (para cada ¢ constante
de individuo). Todos los ¢* pertenecen a B, y B es cerrado bajo todas las F* (si
(x1,...,2,) € B™, entonces F*(x1,...,2,,) € B™).

Un submodelo 2" C 2 es elemental (2’ < ) si para toda férmula ¢ y cuales-
quiera aq, ..., a, que pertenezcan al dominio de ', A" F play,...,a,] siy solo si
AE plar, ..., an)

Una inmersion de B en 2 es un homomorfismo isomoérfico entre el dominio de
B y un submodelo A" C 2A. Una inmersién es elemental si 21’ es un submodelo
elemental de 2(. Sea j una inmersién, llamamos punto critico (crit(3)) de j al
minimo ordinal movido por j (es decir, es el minimo ordinal «, j(«) # «).

Una funciéon h : A" — A es una funcién de Skolem para ¢ si se cumple que

da € A,AE pla,a,...,a, = AE @h(ar, ..., an), a1, .., an]

Para cualesquiera aq, . .., a,,. Usando el Axioma de eleccién es posible construir
una funcion de Skolem para cada féormula ¢. La clausura de un conjunto X C A
bajo todas las funciones de Skolem se conoce como la cascara de Skolem (Skolem
Hull) de X (Hull(X)). La cascara de Skolem es un submodelo elemental de un
modelo 2, y su cardinalidad es |X| e |L]| Xy, donde L es el lenguaje considerado.
Es decir la cardinalidad de Hull(X) es el menor cardinal entre | X|, |£] y No.

Ahora bien, en ZFC es posible obtener el siguiente resultado:

Teorema A.3. Sik es un cardinal fuertemente inaccesible, entonces Vi, es un modelo
de ZFC

De hecho, en ZFC2 es posible mostrar que un modelo M es un modelo de ZFC2 si
y solo si es isomorfo a un modelo (V, € NV, xV,), donde & es un cardinal fuertemente
inaccesible (esto quiere decir que ZFC2 es cuasi-categorica). Usualmente, usaré este
hecho implicitamente.

Un modelo particular de ZFC es el universo constructible L, constituido por los
conjuntos que son definibles por una férmula del lenguaje de ZFC, y se construye
por induccién transfinita. Sea un conjunto X, X es definible en un modelo M si
hay una férmula ¢ de ZFC y algunos ay,...,a, € M tales que X = {x € M|M F
pla,ay, ..., ay)}. Llamamos def (M) al conjunto {X C M|X es definible en M}. El
universo L se define de la siguiente manera:
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1. Ly=9
2. La,_;’_l - def(La)
3. Lo = Upqy Lp, si a es un ordinal limite

4. L= UaGOrd La

Godel usé el modelo L para demostrar la consistencia de la hipotesis del continuo.
Se conoce como axioma de constructibilidad a la afirmacién V' = L. La existencia
del cardinal de Erdos x(w) es consistente con el axioma de constructibilidad asf
como la existencia de cardinales inaccesibles, de Mahlo y débilmente compactos. Se
le llaman grandes grandes cardinales a aquellos cuya existencia no es consistente con
el axioma de constructibilidad.

Por 1ltimo, en la prueba fundamental del capitulo 4 se utiliza el siguiente lema:

Lema A.1. (Lema de Silver) Sea o > w un ordinal limite. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1) k= (a)<¥

2) Para toda estructura M tal que |[L(M)| =Rg y & C |M|, hay un X € [K]* que es
un conjunto de indiscernibles para M

donde

Definicion. Un conjunto I C k es un conjunto de indiscernibles para el modelo
A si para todo n € w, y toda formula p(z1,. .., x,)

AE plag,...,an] siy solo si AE @By, ..., L)

Cuando c; < ... < a, y f1 < ... < B, son dos secuencias crecientes de elementos
de I

Este conjunto de indiscernibles son el conjunto sobre cual se construira el modelo
de los principios de reflexién en el capitulo 4.

A.6. Grandes Grandes Cardinales

Como mencioné, se le conocen como grandes grandes cardinales (large large cardi-
nals) a aquellos cardinales que no son consistentes con el axioma de constructibilidad.
Los primeros de ellos son los cardinales medibles.

Definicién. Un filtro F' sobre un conjunto no vacio S es un subconjunto de la
potencia de S (F C p(95)) tal que:

a) SeEFyo ¢F
b) Si X € FyY € F entonces XNY € F
c) SiX,)YCS, XeFyXCY entoncesY € F
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Definicién. Sea Xo C S # @, el fillro F = {X C S|X, C X} se le conoce como
filtro principal.

Definicién. Un filtro U sobre S es un wultrafiltro si y solo si¥VX C S(X € SVX €
S-X)

Definicién. Un filtro F sobre S es k-completo si y solo si para toda familia de
conguntos {X,|a € k} de subconjuntos de S, si para toda o € K, X, € F entonces

Moo Xa €F

Definicién. Un cardinal k no numerable es un cardinal medible si y solo si existe
un ultrafiltro U no principal k-completo sobre k.

Definicién. Un cardinal k no numerable es un cardinal fuertemente compacto si
y solo si para todo conjunto S se cumple que todo filtro k-completo, se puede extender
a un ultrafiltro k-completo.

Como mencioné, la existencia de un cardinal medible es inconsistente con el
axioma de constructibilidad.

Teorema A.4. (Teorema de Scott) Si existe un cardinal medible, entonces V # L

La propiedad interesante de los cardinales medibles es que pueden definirse me-
diante inmersiones elementales en la medida que k es un cardinal medible si y solo si
existe una inmersién elemental j : V' — M, tal que crit(j) = k. O bien, si existe una
inmersién elemental j : V' — M, donde M es un modelo transitivo y crit(j) = k,
entonces U = {X C k|x € j(X)} es un ultrafiltro no principal x-completo sobre &,
y de hecho, M* C M (donde M" es el conjunto de todas las secuencias de elementos
del dominio de M de tamafio k™), es decir, M es cerrado bajo todas las secuencias
de longitud k. Entonces, el modelo M es muy “parecido” al universo sin embargo
no puede ser V mismo por el teorema de Kunen:

Teorema A.5. (Teorema de Kunen) Sij:V — M es una inmersion elemental
no trivial, entonces M #V

A partir de esto, se ha buscado formular nociones de cardinales grandes tal que
sea posible definir inmersiones elementales de V en algin modelo transitivo M,
donde el punto critico sea un cardinal mas grande. Asi se definen algunos cardinales
grandes grandes como los siguientes:

Definicién. k es y-supercompacto si y solo si hay una inmersion j : V. — M
L ocrit(j)=r yvy<jk)y
. M~C M

Definicién. k es supercompacto si y solo si k es y-supercompacto para todo v >
79
K.

"80Otra manera de definir M* es como el conjunto de funciones cuyo dominio es s y cuyo rango
es un subconjunto de M.

"Esta definicién se puede encontrar en Kanamori (2003: 298). En Jech (2002: 136) se puede
encontrar una definicién equivalente en términos de la nocién de medida.
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Definicién. k es y-fuerte si y solo si hay una inmersion j : V. — M
Locrit(j) =k yv > j(Kk) y
I Ve ©M
Definicién. k es fuerte si y solo si k es y-fuerte para todo ~y
Definicién. k es superfuerte si y solo si hay una inmersion j : ViM
Locrit(j) =k yy > j(k) y
1. Vi ©M

Definicién. x es enorme si y solo si hay una inmersion j : V- — M, crit(j) = k
y M) C M
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