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1. Introducciéon

La idea de este trabajo es estudiar algunos ideales basados en graficas y
decir algo acerca de sus invariantes cardinales. Se espera que el lector tenga
conocimientos basicos de teoria descriptiva de conjuntos, una referecia sobre
el tema la puede encontrar en [7]; tenga algunos conocimientos acerca de
teorfa de graficas (aunque esto no es tan necesario, como referencia puede
consultar [8]) y conozca algunos invariantes cardinales del continuo, tales
como b, vy s.

El presente trabajo esta basado en el articulo Combinatorics of filters and
ideals de Michael Hru$dak y en la tesis doctoral Ideals and filters of countable
sets de David Meza (consultar [1] y [2]), aunque algunas pruebas fueron
tomadas de otros lugares ([3] y [4]). La notacién usada es la usual en teoria
de conjuntos, si la idea es entender algo de esta area puede leer [5] como un
texto bésico y [3] como algo mas avanzado, ademas de las referencias cldsicas

como [6] y [7]. Para consultar acerca de la gréfica aleatoria puede leer [9].

Definicién 1. Sea X es un conjunto. Un ideal Z C P(X) es una familia de

subconjuntos de X tal que
» )eTyX¢1T,
» si A,Be€Z entonces AUBeZy
m siAeZy BC Aentonces B € 1.

Fin(X) denotara los subconjuntos finitos de X. A menos que se especi-
fique lo contrario, para Z un ideal sobre X, Fin(X) C Z. La nocién dual de
ideal es la de filtro.

Definicién 2. F es filtro sobre X si
» XeFylhé¢F,

» A B € Fimplica ANBE Fy



» A€ FyBDAimplica B € F.

También, a menos que se diga lo contrario, estamos pensando que todos
los filtros contienen a los cofinitos. Dado un ideal Z sobre X, Z* denotara el
filtro dual, es decir, Z* = {X \ A: A € T}.

Estamos interesados en estudiar ideales sobre w, entonces podemos pensar
que un ideal es un subconjunto del espacio de Cantor, haciendo la identifi-
cacién de P(w) con 2. De este modo, dado un ideal Z, podemos preguntarnos

si Z es abierto, F,,, Borel, tiene la propiedad de Baire, etc.

Proposicién 3 (Folklore). La minima complejidad para un ideal (filtro) sobre

w es Fy.

Demostracion. Fin(w) es numerable y asi Fiin(w) es F,,. Sea Z un ideal sobre
w. Sea A € Z. Notemos que si a € [w]<“ entonces A\a € Zy AUa € Z, por
lo cual Z es denso en 2. Z no puede ser cerrado porque en tal caso Z = 2“. Si
7 fuera Gy, entonces también Z*, pero Z y Z* son ajenos, lo cual es imposible

por teorema de Baire. [l
Proposicién 4 (Ley 0-1, Sierpiiski). Sea Z un ideal sobre w. Entonces

1. Si T tiene la propiedad de Baire, entonces I es magro.

2. Si L es medible, entonces I tiene medida 0.

Demostraciéon. (1) Supongamos que Z tiene la propiedad de Baire y que no
es magro. Como Z no es magro, entonces existe t € 2<“ de modo que Z
es comagro en (t) = U. Sea s : U — U dada por s(t"z) = t~z*, donde
x*(n) =1 —x(n). Entonces ZNU y s[Z N U] son dos comagros ajenos en U,

lo cual es contradiccion por el teorema de Baire.

(2) Supongamos que Z es medible y que u(Z) > 0. Sean t,s € 2<%,
entonces u(Z N (t)) = w(Z)p((t)), si ademds |t| = |s|, entonces u(Z N (t)) =
w(Z N (s)) y de este modo (U NZ) = p(U)u(Z) para cualquier abierto



U. Probaremos por contradiccién que p(Z) = 1. Supongamos que existe C
cerrado de medida positiva y ajeno con Z. Sea U un abierto tal que C' C U
y u(C) < u(U) < 1ﬁ(uc()z) Entonces 1 — u(Z) < % por lo cual pu(Z)u(U) >
w(U) = u(C). Entonces u(ZNU) > p(U \ C), por lo tanto C NZ # ), una

contradiccion. Ahora, Z* tiene la misma medida que Z, entonces ambos son

de medida 1 y son ajenos pero esto es absurdo. O

Recordemos que todos los conjuntos Borel tienen la propiedad de Baire
(puede consultar [7]) y son medibles, entonces por la proposicién anterior
todos los ideales Borel son magros y tienen medida 0. El siguiente teorema

nos da una mejor clasificacion de los ideales con la propiedad de Baire.

Sea F un filtro en w. Para X € F sea ex la enumeracién creciente de X
y sea F = {ex : X € F}. Decimos que el filtro F es no acotado si la familia
F es no acotada en w®. Vamos a enunciar y probar el teorema de Talagrand

pero antes necesitamos el siguiente lema.

Lema 5. Para cada conjunto magro F' C 2 existe xp € 2% y una funcion

estrictamente creciente fr € w* tal que

FC{xe2:ve3j € [fr(n), fr(n+1)z(j) # x5(j)}-

Demostracion. Sea F' un conjunto magro y {F, : n € w} una sucesién cre-
ciente de conjuntos cerrados nunca densos tal que F C |J,,., Fn- Defini-
mos por recursién una sucesién (k, : n € w) de naturales y una sucesién

(sp :n € w) con s, € 2<* de modo que:

"5, € X ={s€2%W:Vte 25k <n{t"s)NF, =0}, y
= kn1 = Ky + |Snpal-

Para poder hacer la recursion basta probar que X es no vacio. Primero, el

conjunto de parejas (t,7) con t € 2% y con i < n es finito, en particular
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podemos pensar que estd bien ordenado. Para la primera pareja (t,4), como
F}; es nunca denso, para t existe una extensién s}y de modo que (¢~ so) N F; = 0.

Luego para la segunda pareja (r, j), como F}; es nunca denso, para 77 sl existe

st de modo que (r~s)"s}) y podemos continuar asi hasta agotar a los (¢, 1)
y entonces s} ... sk € X.

Hacemos fr(n) =k, y xp = s5s7 - --. Por la definicién anterior se sigue
que si x € 2 es tal que existen infinitas n’s tal que = [ [fr(n), fr(n +1)) =

zp | [fr(n), fr(n+1)) = s,41 entonces x & |J,,,, Frn y porlotantox ¢ F. O

Con la notacion anterior,
{x €22 :¥°n3j € [fr(n), feln + 1)z # 2p(j)} =

= U {r €2¥:YVm >n3j € [fr(n), fr(n+1))z; # xzp(j)}

mew

es un conjunto magro.

Teorema 6 (Talagrand). Las siguientes condiciones son equivalentes para
un filtro F:

1. F no tiene la propiedad de Baaire,
2. F es no acotada,

3. para cada funcion creciente f € w* existe un X € F tal que X N
[f(n), f(n+1)) =0 para infinitas n € w,

4. para cada particion de w en conjuntos finitos, {I, : n € w}, existe un
X € F tal que X N I, = 0 para infinitas n € w, y

5. para cada funcion f € w* que es finita a uno, f[F] = {X C w :
F7YX] € F} no es el filtro de Frechet.

Demostracion. (1) = (2): Supongamos que F es acotada por f € w*. Para

n € w sea

A, ={X Cw:Vk >nex(k) < f(k)}.
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Notemos que A, es un conjunto magro y F C J,,c,, 4n-

(2) = (3): Para g € w definida por g(n) = f(2n), existe ex € F tal que
g(n) < ex(n), con N algun natural y para toda n > N. Entonces al menos
alguno de los intervalos [f(n), f(n+ 1)) y [f(n + 1), f(n +2)) se queda sin

elementos de X.

(3) = (4): Supongamos que {I, : n € w} es una particién de w en
conjuntos finitos. Definimos f(n) = min{m : (3k)(I; C [n,m|}, para n € w.
Para esta f existe un X € F como en (3) y no es dificil ver que dicha X

funciona.

(4) = (5): Supéngase que f es una funcién finito a uno. Sea I,, = f~[{n}],
para esta particién existe un X € F tal que A = {n: X NI, = 0} es infinito.
Entonces w \ A € f(F) porque X C w\ A, por lo tanto f(F) no es el filtro
de Frechet.

(5) = (4): Si {[, : n € w} es una particién en conjuntos finitos, definimos
f:w— wpor f(k) =nsik € I, Entonces f es una funcién finito a uno
y por lo tanto f(F) no es el filtro de Frechet. Sea A € f(F) un conjunto
coinfinito, entonces f~'[A] € F. f AN I, =0siysolosi AN f[I,] =0 si

y sélo si n ¢ Ay basta recordar que A es coinfinito.

(4) = (1): Sea F =

existe rp € 2% y una funcién estrictamente creciente fr € w* tal que

new Fn un conjunto magro Fy. Por el lema anterior,

FC{x€2?:V*n3j € [fr(n), fr(n +1))x(j) # xr(j)}-

Sea I, = [fr(n), fr(n+1)). Sea X € F tal que X N1, = () para infinitas

n € w. Definimos Y € 2% como:

th:{wa siXNI, 0
zpl siXNI,=0

Entonces Y ¢ F y ademéas Y O X.



2. La grafica aleatoria

Definicién 7. Una grafica G es un par ordenado (V,A), donde V' es un
conjunto no vacio y A C [V]2. A los elementos de V se les llama vértices y a
los de A aristas. Si G es una grafica vamos a denotar por V(G) y A(G) a los

vértices y las aristas de GG, respectivamente.

También podemos pensar a una grafica como un conjunto con una relacion
(llamada relacién de adyacencia) que es irreflexiba y simétrica. En ocasiones
usaremos G como grafica si G es una relacién en w tal que (w,G) es una
grafica. La idea en esta seccién es definir una grafica con muchas propiedades
interesantes, después en el siguiente capitulo estudiaremos sus invariantes

cardinales asociados.

Consideremos un modelo M numerable para ZF — P — I, donde I es
el axioma del conjunto inductivo y P el axioma del conjunto potencia. Por
ejemplo M = V,, nos sirve. Definimos R = (M, A) de modo que u y v son
adyacentes si y sélo si u € v 0o v € u. A R se le llama la grafica aleatoria y

tiene la siguiente propiedad.

Lema 8. Sea R definida como antes. Si U = {uq,...,u,},V = {v1, ..., }
C V(R) con U y V ajenos, entonces existe v, otro vértice de R, que es

adyacente a todos los u; y no es adyacente a algin v;.

Demostracién. Definimos v = {uy,...,u,,V}, v € M por axioma del par y
axioma de unién. Notemos que u; € v y por lo tanto V' es adyacente a todos
los u;. v; ¢ v porque los tnicos elementos de v son los u; y V' y ningin w;
es igual a algtin v; porque U y V son ajenos y también v; # V por axioma
de fundaciéon. Entonces, si v; fuera adyacente a v serfa porque v € v;, pero

v; €V y V €wvy en tal caso se contradice axioma de fundacién. O

Para una grafica G' diremos que G tiene la propiedad (x) si dados U,V C

V(@) ajenos y finitos, existe z que es adyacente a todos los vértices en U y
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no es adyacente a ningin vértice en V', en tal caso decimos que z esté cor-
rectamente unido a U y V. Una grafica finita no puede tener la propiedad
(%) y ya probamos que R si la tiene, pero probaremos més, en la siguiente

proposicién probaremos que la propiedad (x) es w—categorica.

Proposicién 9. Considremos una grifica G con vértces en w y cada arista
arista aparece en G con probabilidad % Entonces con probablidad 1 la grafica

resultante es R. Es por esto que a R se le llama la grdfica aleatoria.

Demostracion. Probaremos que con probabiliadad 1, G satisface la propiedad
(x). Basta probar que dados U = {uy,us,...,u,} vy V = {v1,v9, ..., 0} la
probabilidad de que ningun z esté correctamente unido a U y a V' es 0, porque
solo hay una cantidad numerable de elecciones para los U’s y los V'’s y union

numerable de conjuntos nulos es nulo. La probabilidad de que un vértice

z esté correctamente unido a U y a V es ﬁ, entonces la probabilidad
de que de N vértices ninguno esté correctamente unido es (1 — ﬁ)N y

esto se va a 0 cuando N va a infinito. Como hay una infinidad de vértices
ademas de los de U y los de V' entonces la probabilidad de que ningin vértice

esté correctamente unido es 0.

Ahora probaremos que cualesquiera dos graficas numerables que satis-
facen (%) son isomorfas. Supongamos que G y H satisfacen (%) y ademads
que V(G) = {g0,91,-..} v V(H) = {ho, h1,...}. Construimos por recursién
(fn:n € w) de modo que:

- f0:®7

= ol V(H) = V(G), de modo que es un isomorfismo de las graficas
inducidas y tal que {hg, ..., h,} € Dom(fs,11), ¥

" foni2; V(G) — V(H) es un isomorfismo de las subgraficas inducidas y
{907 7gn} g Dom(f2n+2)'



Veamos que la recursion es posible. Algunos g;’s ya estan en el dominio del
fr correspondiente, digamos que el siguiente vértice de indice minimo que
ain no esta en el dominio de f es g;. Entonces g; es adyacente a algunos de
los g;’s y a algunos otros no; digamos que si es adyacente a U = {g;,, ..., ¢;. }
ynoloesaV ={g,..,g;} Una posible imagen para g, serfa un vértice
que fuera adyacente a todos los véritces en fx[U] y no adayacente a ningin
vértice en f[V], pero sabes que H tiene la propiedad (x), entonces si podemos
asegurar que existe un vértice con esa propiedad. De manera andloga para
el caso f;, s V(H) — V(G). Haciendo f = J, f. obtenemos el isomorfismo
deseado. O

El método usado en la segunda parte de la prueba de la proposicién ante-
rior se le conoce como back-and-forth. Se puede modificar la prueba anterior
pero en vez de back-and-forth usando un “forth sin back” para probar lo

siguiente.

Proposicién 10. La grdfica aleatoria contiene a cualquier grafica numerable

(o finita) como subgrdfica inducida. O

Proposicién 11. Si X, Y es una particion de los vértices de R, entonces

alguna de las subgrdficas inducidas es isomorfa a R.

Demostracion. Sino, entonces existen Uy, V) C X y Uy, Vo C Y de modo que
nadie en X estd correctamente unido a U; y Vi y nadie en Y esta correcta-
mente unido a Uy y V5. Sea z un vértice en R que esté correctamente unido
a Uy UUy y V3 UV, entonces si 2z € X se da que z esta correctamente unido
a Uy y V5 en la subgrafica inducida por X y si no entonces z esta bien unido

en la subgrafica inducida por Y; en cualquier caso es contradiccion. [l

Obviamente la grafica completa y la vacia cumplen el principio de casillas,
por la proposicién anterior también la grafica aleatoria. Se puede probar
mucho mas que eso, las tnicas graficas que cumplen casillas son estas tres.

Puede consultar [9].



3. Invariantes cardinales asociados a un ideal

Sea Z un ideal sobre w. Z es alto si para todo X € [w]“ existe I € 7 tal que
|[INX| = Rg. Diremos que Z es P-ideal si para toda sucesién {I, :n € w} CZ
existe un [ € 7 tal que [,, C* I.

Definicién 12. Sea Z un ideal alto sobre w. Definimos los siguientes invari-

antes cardinales asociados con Z:
= add*(Z) = min{|A] : ACTA (VX € Z)(34 € A)(A ¢* X)},
s cov™(Z) = min{|A| : AC T A (VX € [w]*)(3A € A)(|AN X| = o)},
« cof*(Z) =min{|A| : ACTA (VI €T)(3A € A)I C* A)},
« non*(Z) = min{|A| : A C [w]* A (VI € T)(3A € A)(JANT| < Ro)}

De la definicién se sigue que add*(Z) > N; si y s6lo si Z es un P-ideal.

Siempre se tienen las siguientes desigualdades:
» Ny < add*(Z) <non*(Z) < cof(I)<cy
v add*(Z) < cov*(Z) < cof*(I).

La prueba es usual y el lector puede intentar probarlo.

4. Ordenes en ideales

Antes de comenzar con el estudio de los ideales en los que estamos intere-

sados, definiremos algunos preordenes en la clase de los ideales sobre w.

» (Orden de Katétov) T <g J siy solo si existe una funcién f:w — w
tal que f~'[I] € J para todo I € Z.

s (Orden de Katétov-Blass) T <gp J siy sélo si existe una funcién

f:w — w finito a uno tal que f~![I] € J para todo I € Z.

10



Teorema 13. Sean T y J ideales en w. Si T <k J, entonces non*(Z) <
non*(J) y si ademds T <gp J entonces cov*(J) < cov*(Z).

Demostracion. Sea A testigo de la definicién de non*(J) y f € w® que
testifique que Z <x J. Definimos B = {f[X] : X € A}. Dado I € T,
f7HIT € J y asi, existe un X € A tal que X N f~1[I] es finito. Asi, f[X]NT
es finito y por lo tanto non*(Z) < B < non*(J).

Ahora, sea A testigo de cov*(Z). Definimos B = {f7'[A] : A € A} U
{f7'[F]: F € Fin}. Probemos que B es testigo de cov*(J). Sea X € [w]“. Si
f[X] es infinito, entonces existe un A € A tal que AN f[X] es infinito y por
lo tanto X N f~![A] es infinito. Si f[X] es finito entonces X C f~1[f[X]] € B.

En ambos casos, X se intersecta infinitamente con un miembro de B. O

Con el teorema anterior, ya tenemos una manera de comparar los invari-
antes cardinales de ciertos ideales siempre y cuando ya tengamos informacién
del orden de Katétov o de Katétov-Blass.

5. Submedidas

Definicién 14. Una submedida ¢ : P — [0, 00] en un conjunto X, es una

funcién que satisface:
. 0(0) = 0,
» Si A C B entonces ¢p(A) < ¢(B) y
- G(AUB) < 6(4) + 6(B).
Para evitar casos triviales ademas pedimos que
» ¢(F) < oo para todo F' € Fin(X).

Si ¢ es una submedida en w que satisface:

11



w ¢(A) =lim, oo p(ANn)

entonces ¢ es llamada una submedida inferiormente semicontinua, lo cual lo
abreviamos por [scsm (por sus siglas en inglés). A cada Iscsm ¢ sobre w le

corresponden los siguientes dos ideales:
- Fin(¢) = {A Cw: 6(A) < oo} y
» Bxh(¢) ={A Cw:lim, e ¢(A\n)=0}

Notemos que Exh(¢) C Fin(¢), Fin(¢) es un ideal F, y Exh(¢) es un P-
ideal F 5. Usaremos los siguientes teoremas, para una prueba puede consultar
[10] v [11].

Teorema 15 (Mazur). Sea Z un ideal en w. Entonces T es un ideal F, siy

sélo si existe una lscsm ¢ tal que T = Fin(¢).
Teorema 16 (Solecki). Sea Z un ideal en w. Entonces:

» 7 es un P-ideal analitico si y solo si existe una Iscsm ¢ tal que T =

Exh(¢). En particular, todos los P-ideales analiticos son Fys.

» 7 es un P-ideal F, siy solo si existe una lscsm ¢ tal que T = Exh(¢) =

6. Ideales basados en graficas

Definicién 17. Una coloracién en una grafica G es una funcién f: V(G) —
X, donde X es cualquier conjunto. El nimero cromatico de G, x(G), es el

minimo x tal que existe una coloracién f : V(G) — k.

Teorema 18 (Bruijn-Erdds). Sea G = (V, A) una grdfica tal que x(H) <n
para toda H < G subgrdfica finita de G. Entonces x(G) < n.

12



Demostracién. Consideremos n con la topologia discreta y n" con la topologfa
producto. Por teorema de Tychonoff n¥ es compacto. Para H < G una sub-
grafica finita, sea Fy = {f € n¥ : f | H es una coloracién para H}. Fy
es un conjunto cerrado y la familia F = {Fy : H < G es subgréfica finita}
tiene la propiedad de la interseccién finita y por lo tanto (| F es no vacio.

Sea ¢ € | F, entonces ¢ es una coloracion para G con n colores. O]

7. gfc

Gye es el ideal de las graficas en w con nimero cromatico finito, es decir

Gre ={G C [w]* : X(G) < w}.
Lema 19. Gy, es un ideal alto.

Demostracion. Basta probar que toda grafica infinita (con una infinidad de
aristas) tiene una subgréfica infinita con nimero cromatico 2. Supongamos
que G = {a, : n € w}. Construimos recursivamente G; como: Gy = 0 y
Git1 = G; U{ax}, donde a;, es la primera arista en G tal que no forma
ningun ciclo con G;. Hacemos G' = | J G}, entonces G’ no tiene ciclos. Un
resultado conocido de graficas finitas es que x(H) < 2 si s6lo si H no tiene
ciclos de longitud impar, en particular x(H) < 2 para cualquier subgréfica

finita de G por el teorema anterior G tiene niimero cromatico 2. m

Gt es un ideal F, porque la funcién ¢ definida por
¢(A) = min{|B| : AC | JBA (VG € B)(x(G) = 2)}

es una lscsm tal que Gy, = Fiin(¢).

Una familia pair-splitting P es una familia de subconjuntos infinitos de
w tal que para cualquier subcojunto infinito A C [w]? existe P € P de modo
que |P Nal = 1 para infinitas a € A. s2 es la minima cardinalidad de una

familia pair-splitting. Una familia pair-reaping es una familia R C [[w]?]* tal
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que para cualquier A € [w]* existe R € R de modo que {a € A: |[RNa| =1}

es finito. vy es la minima cardinalidad de una familia pair-reaping.
Teorema 20. Las siguientes relaciones se dan:

1. add*(Gy.) = No,

2. cov*(Gy.) = 8o,

3. non*(Gy.) es la minima cardinalidad de una familia A C [[w]*]” tal que
para cualquier particion P de w existe un A € A de modo que para

cualquier a € A hay un P € P cona C P, y
4. vty <non*(Gs.) <t

Demostracion. (1) Para cada n definimos A, = {{k,m} : k <n Am # k}.
Veamos que x(A,) = n+ 2y por lo tanto A,, € Gy.. A, | (n +2) es una
grafica completa y por lo tanto y(A4,) > n + 2, ademds ¢ : w — w dada por
c(k)=ksiken+2yc(k) =n+1 en otro caso, es una coloracién para A,,.
Si A es tal que A, C* A, para toda n € w, entonces A contiene una grafica

completa infinita y por lo tanto A ¢ Gy..

(2) Fijemos T C [w]* con T < cov*(Gy.). Sin pérdida de generalidad
w\n € T. Para cada A C wsea Iy = {{n,m} :n € AAm e w)\ A}
Como T < cov*(Gy.), existe un X € [[w]?]“ tal que X N Iz es finito para
toda T' € T. Entonces {m : {m,n} € X} es finito para toda n € w. Por lo
tanto existe Y C X tal que los elementos de Y son ajenos por pares. Que
Y no esta partida por elementos de T se sigue de que I es finito para toda

T € T. Concluimos que cov*(Gy.) < ss.

Notemos que {I4 : A C w} es una subbase para Gy. (14 definido como en
el parrafo anterior). Sera suficiente probar que si 7 C [w]¥ no es una familia
pair-splitting entonces J{Ir : T € T} # [[w]?]. Sea P un conjunto infinito
de pares de naturales ajenos tal que 7" € T no parte a P. Entonces no existe
T €T que parta a |J7P.
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(3) Para P una particén finita de w, Gp = {{m,n} : (Ja #b € P)(n €
aAm € b)} € Ggp. y més atin {Gp : P € es una particion fintia de w}
es una base para Gy.. Entonces, si A es una familia como en la hipédtesis,
entonces A misma es testigo de non*(Gy.). Si B es testigo de non*(Gy.), sea
Xp ={A C [w]* : AA B es finito }, hacemos A = |Jz.5 Xp; claro que A

tiene el mismo tamano que B y es una familia como la que queremos.

(4) Se sigue de (3), donde dada una familia herediariamente reaping R
construimos una familia A4 como en (3) de la siguiente manera: para R € R
sea {nff : n € w} una enumeracién de Ry definimos Ix = {{nf, nf,,} : k €
w}. Sea A = {Ig : R € R}. Entonces, si P = {F, ..., P,} es una particion
finita de w, entonces existe un R € R tal que R C Fy o R C U2.>0 P;. En el
primer caso, cuando R C F,, ya terminamos. En el segundo caso podemos
encontrar R; € R talque R C RNP,o Ry C RN UZ.>1 P;. Podemos repetir
este proceso mientras el segundo caso suceda y en el paso n — 1 tendremos

que R, 1 C P, para algin R, ; € R y entonces habremos terminado. O

8. El ideal de la grafica aleatoria

Si tenemos una grafica G en w, podemos definir un ideal (posiblemente
impropio) Zs como el ideal generado por todos los subcojuntos de w que son
homogeneos en G. Es decir, dada una grafica G definimos un ideal Z; con

subbase Bg dada por:

Bo={ACw:[A2CGVIAPC[w]?\G).

Para la grafica aleatoria R denotamos al ideal Zg simplemente como R.
R es un ideal alto porque si A C w es infinito, entonces por el teorema de
Ramsey existe un B C A infinito homogeneo para R. Si E es el conjunto de

aritas de la grafica R, definimos la funcién
P(A) =min{|X|: VX e X)([XPCEVIXPNE=0)ANAC UX}
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Notemos que ¢ es una lscsm tal que R = Fin(¢).
Teorema 21. Las siguientes igualdades se dan.
1. add*(R) = non*(R) =Ny y
2. cov*(R) =cof(R) = c.

Demostracion. Recordemos que cov*(Z) < cof(Z) y add*(Z) < non*(Z),

entonces sera suficiente probar que cov*(R) = ¢ y non*(R) = Ro.

Sea k < ¢, probaremos que cov*(R) > k. Sea f : w — QN [0,1] una
biyeccién y definimos G = (Q N [0,1], E) donde x,y son adyacentes si y
s6lo si f preserva el orden entre x y y. Sea A = {A, : @ < Kk} C R, con
A C By g, U...U By(a),a- Entonces, si |A, N X| = Ry, entonces alguno de los
B’s en los cuales estd contenido A, cumple que |B N X| = N, asi que sin

pérdida de generalidad cada A, es homogeneo para G (la grafica aleatoria).

Gr tiene una copia de GG, porque la gréafica aleatoria contiene a todas las
graficas numerables como subgraficas, digamos que V' son los vértices de G

“ es tal que

en Gr y F es el encaje de G en Gx. Cada que algin B € [V]
A, N B es infinito, entonces F'~1[A,] es una sucesién estrictamente creciente
o estrictamente decreciente (porque A, es homogeneo). Cada una de estas
sucesiones (ya sea creciente o decreciente) es convergente en R N[0, 1] y asi,
existe un r € (0, 1) tal que ninguna de estas suceciones converge a r (porque
a lo mucho tenemos r sucesiones distintas). Sea {a, : n € w} C QNI0, 1] una
sucesion creciente que converge a r. Entonces X = F[{a, : n € w}] € [w]¥ es

tal que A, N X es finito para cada a y asi cov*(R) > k.

Para probar que non*(R) = Xy, debemos encontrar una familia numerable
{A, : n € w} C [w]¥ tal que para cada X € B existe un n de modo que
|X N A,| < w porque B es subbase para R. La familia A, la definimos
recursivamente con Ag = w, para definir A, ; consideramos una particién

de A,, en dos subconjuntos infinitos; sabemos que la grafica G restringida
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a alguna de las dos partes es isomorfa a Gz nuevamente, asi que hacemos

A1 la parte a la que haya sido isomorfa.

Sea A una pseudointerseccién de {A, : n € w}. Sea X homogeneo para
Gr y supongamos que | X N A,| = w para toda n, entonces X N A es infinito
ademés que XNA C* A, para todan € w. Entonces para alguna n, A,\ ANX

es finito, lo cual es contradiccién porque A, ¢ R. O

9. G

El ideal G. de las graficas sin subgraficas completas infinitas estd definido
como la familia de subconjuntos I de [w]? tal que para cada X € [w]“ existen
n # m € X tal que {n,m} ¢ I. Que dicha familia es un ideal es una

consecuencia directa del teorema de Ramsey.
Lema 22. G. es un ideal co-analitico, alto y no es un P-ideal.

Demostracion. Definimos F = {(B, A) € [w]* x P([w]?) : [B]* C A}. Claro
que G, es el complemento de la proyeccion de F', entonces basta probar que F
es cerrado. Sea 1) una biyeccién entre [w]? y w\1 tal que ¥({7,7} > max{i,j}
y sea {(X,,Y,) : n € w} C F una sucesién que converge a (B, A). Entonces,
para toda N < w, existe ky > N tal que (Vn > ky)(Xy Nky = BN ky).
Sii # j € B, entonces {i,j} C BN kyqijy. Asi, {i,j} € Y, para toda
m > Ky, p) v por lo tanto {i,j} € A; por lo que (B, A) € F.

Cada subcojunto infinito de [w]? tiene una subgrafica inifita sin subgrafi-
cas infinitas (por ejemplo, podemos hacer la misma construccién que en Gy.)
y asi, G. es alto. Sea A,, = {{k,m} : k <nVm < n}, entonces para cualquier
A tal que A,, C* A se tiene que A ¢ G.. [

En el lema anterior se probé en particular que add*(G.) = Ny. Queremos
calcular cov*(G,), para lo cual usaremos algunos resultados que en seguida se
enlistan, ademas usaremos que si Z C J entonces Z <gp J vy las desigual-

dades en los invariantes que nos da el orden de Katétov-Blass.
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Un conjunto H C w es homogeneo para una funcién f : [w]” — k si f
es constante en [H]" (asi como en la definicién del ideal de una gréfica o
como en el teorema de Ramsey). H es casi homogeneo para f si existe un
conjunto finito F' tal que H \ F es homogeneo para f. pat, es la minima
cardinalidad de cualquier familia de particiones de [w]|™ en dos piezas tal que
ningin conjunto infinito es casi homogeneo para todas ellas. Notemos que
en la definiciéon es importante el casi homogeneo porque no es muy dificil
producir familias numerables de modo que algin conjunto infinito es casi

homogeneo para esa familia.
Teorema 23. par, = min{b,s}.

Demostracion. Primero notemos que par,, < par,, si n > m y también note-
mos que par, = s, entonces si probamos que par, < b ya tendremos una de

las desigualdades.

Sea B C w* una familia no acotada de funciones tal que |B| = b y sin
pérdida de generalidad g es mondtona creciente para toda g € B. Para cada
g € B le asociamos una particién poniendo el par {z,y} con x < y en la clase
0si g(z) < yyen laclase 1 en otro caso. Probemos que ningin H € [w]
es casi homogeneo para todas estas particiones simultaneamente. Notemos
primero que un conjunto homogeneo de la clase 1 debe ser finito porque si x
es el primer elemento entonces los otros elementos seran superados por g(x)
asi que supongamos que H es casi homogeneo de la clase 1 para todas las
particiones asociadas a las funciones g € B. Sea h la funcién que manda a
cada natural z lo manda en el segundo miembro de H que esta por arriba
de z. Para cada x tenemos que z < y < h(z) con y, h(z) € H. Como H es
casi homogeneo y para toda z suficientemente grande g(y) < h(z), pero g es
estrictamente creciente, entonces g(x) < h(z), por lo tanto g <* h lo cual es

contradiccion de que B es no acotada.

Ahora probemos que par, > min{b, s}. Supongamos que f, : [w]*> = 2 es
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una particién para cada o < k < min{b, s}. Consideremos las funciones:

fon w—2:2— fo({n,z}).

Esto no tiene sentido para x = n, ahi lo definimos como sea. Como el niimero
de estas funciones es k - Ny < s, hay un conjunto infinito A C w en el cual
todas estas funciones son casi constantes; digamos que f,,(z) = jo(n) para
toda n > g4(n) en A. Mds atin, como £ < s podemos encontrar B C A
infinito en el cual j, es casi constante, digamos j,(n) = i, para toda n > b,
en B. Ahora, como k < b tenemos una funcién h que domina a g, a partir de
un natural ¢,. Sea H = {zo, z1,...} un subconjunto infinito de B elejido tal
que h(x,) < x,41 paratodan € w. Siz < y son elementos de H més grandes
que b, y ¢, entonces y > h(zx) > go(z) y entonces f,({z,y}) = fau(y) =
Jo() =4 y por lo tanto H es casi homogeneo para cada f,. [l

Definicién 24. Sean Z y J ideales sobre w. El producto de Fubini Z x J
estd definido por Z x J ={ACwxw:{n:(A), ¢ J} €I}

Fin x Fin es el ideal sobre w X w generado por columnas y areas entre
graficas de funciones en w®, es decir: Fin x Fin = {A Cwxw : (3f €
w)(Vn)(Vm € (A)n)(m < f(n))}

Mas aun, F'in X Fin puede ser visto como un ideal sobre w generado por
una particién en pedazos infinitos {P, : n € w} y conjuntos A C w tal que
|AN P,| < Ny para toda n € w. Se tiene la siguiente proposiciéon que no es

muy dificil de verificar.

Proposicion 25. Sea Z un ideal en w. Fin x Fin <g I si y solo si existe un
particion {Q, : n € w} en subconjuntos infinitos de w tal que cada @, € T y
cada A C w que satisface |AN Q| < Ny estd en Z. O

Queremos probar que cof*(Fin x Fin) = b para lo cual ocupamos el

siguiente lema. Puede consultar una prueba en [12].
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Lema 26. b es la minima cardinalidad de una familia F C w® de funciones
crecientes tal que para cada g € w* y para cada X € [w]¥ existe f € F tal

que g(n) < f(n) para infinitas n € X. O
Proposicién 27. cov*(Fin X Fin) = b

Demostracion. Sea A un testigo de cov*(F'in x Fin). Para cada A € A sea
fa € w¥ tal que (V°n € w)(Ym € (A),)(m < fa(n)). La familia {f4 : A €
A} es no acotada y por lo tanto b < cov * (Fin x Fin).

Sea F una familia que satisface el lema anterior. Para cadas f € F sea Ay
el drea debajo de f. Sea A = {A;: f € F}U{{n} xw:n € w} C Finx Fin.
|A| = b y si Y es un subconjunto infinito de w X w entonces tenemos dos

Casos:
» Existe n tal que [(Y),| =Rg o0
» Existen infinitas n’s para las cuales (Y),, # 0.

En el primer caso ya terminamos, asi que supongamos el segundo. Sean X =
{n:(3@m)((n,m)€Y)}ygewtal que g(n) =min(Y), sin € X, entonces
existe f € F tal que g(n) < f(n) para infinitas n € X y as{ Ay tiene infinitos
elementos de Y. O

Lema 28. Fin x Fin <gg G..

Demostracidon. Sea f : [w]*> — w X w dada por

f{n,m}) = (min{n,m}, maz{n, m}).

Si X € Fin x Fin entonces existe N € w tal que para cada n > N, (X),, es
finito. Entonces para casi todan € w, {m € w: {n,m} € f~'[X]} es finito y

por lo tanto f~![X] no contiene una gréafica completa infinita. O

Teorema 29. min{b,s} = par, < cov*(G.) < min{b,s,}.
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Demostracion. Ya sabemos que cov*(Gy.) = 82, cov*(Fin x Fin) = b y por
las relaciones que tenemos en el orden de Katétov-Blass, entonces cov*(G,) <

min{b, ss}; ademds la primera igualdad ya la probamos.

Sea A un subconjunto de G. con |A| < par,. Notemos que cada A €
A define una particién de [w]?. Existe X € [w]* tal que [X \ F]* C Ao
(X \ F]? C [w]?\ A, para toda A € A. Por lo tanto [X \ F]J? C [w]*\ A. Sea
Y una pseudinterseccién de {[X \ F]? : F € [w]<“}. Entonces ANY es finito
para toda A € A. O

Hay algunos otros resultados que se saben al rededor de este tema: se
puede modificar la prueba de que par, = min{b,s} para probar que pat, =
par, para toda n € w, se sabe que §,EDy;, <gp Gy. donde S y EDyyy
son ideales conocidos, ademés de algunas otras desigualdades en ZFC' de
los invariantes cardinales, pero esto ya se sale un poco del espiritu de este
trabajo.

Hay preguntas abiertas en el drea, puede consultar [1] y [2]. Ademads de
esto a mi me quedan algunas dudas: ;Como es el ideal generado por los
homogeneos para otras graficas? En particular quisiera saber cuales son sus
invariantes cardinales. En fin, espero que sea del agrado del lector esta tesina,

asi como para mi fue estudiar este tema y redactarlo en este trabajo.
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