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5.2. Cuando el ĺımite inverso es un arco . . . . . . . . . . . . . . . 116

5.3. El número de puntos de ramificación es finito . . . . . . . . . 120

i



ii ÍNDICE GENERAL
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Introducción

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vaćıo.

En el año 2003 Williams S. Mahavier introdujo en [12] el concepto de
ĺımite inverso de un subconjunto cerrado M de [0, 1]2, como sigue:

ĺım←−−M = {(x1, x2, x3, ...) ∈ [0, 1]∞ : para cada i ∈ N, (xi+1, xi) ∈M}.

En [4] T. Ingram y W. S. Mahavier probaron que estos ĺımites inversos
son compactos, y en [6] dieron ejemplos de que éstos no necesariamente son
conexos. De hecho es un problema abierto en esta área es dar condiciones
necesarias y suficientes para queel ĺımite inverso sea conexo.

Un problema muy estudiado en esta área es: ¿Qué continuos se pue-
den obtener como ĺımite inverso de un subconjunto cerrado del
cuadrado unitario?

Algunas respuestas parciales a esta pregunta son las siguientes:

- En 2011 Alejandro Illanes probó en [2] que la circunferencia NO puede
ser obtenida de esta manera.

- En 2012 Van Nall probó en [17] y [18] que la única gráfica finita que
puede ser obtenida de esta manera es un arco.

- En 2013 Van Nall probó en [19] que el cuadrado unitario NO puede
ser obtenido de esta manera.

Lo natural después de estudiar las gráficas finitas, es estudiar qué tipo de
dendritas se pueden obtener de esta manera. Recordemos que una dendri-
ta es un continuo localmente conexo que no contiene curvas cerradas simples.

- En 2013 Iztok Banick et. al. en [7] probaron que la dendrita universal
de Wazewski puede ser obtenida de esta manera.

- En 2013 Iztok Banick y Véronica Mart́ınez de la Vega prueban en [8]
que la dendrita universal D3 puede ser obtenida de esta manera.

iii



iv INTRODUCCIÓN

En este trabajo estudiamos qué tipo de dendritas se pueden obtener co-
mo ĺımite inverso de un subconjunto cerrado del cuadrado unitario. Además
estudiamos que propiedades podemos saber del conjunto cerrado si supone-
mos que el ĺımite inverso es una dendrita.

Lo primero que probamos (Caṕıtulos 2,3,4,5) es que si ĺım←−−M es una den-
drita, entonces M es una dendrita. En part́ıcular probamos que si ĺım←−−M es
un arco, entonces M es un arco.

Para probar estos resultado, desarrollamos una técnica nueva en esta
área, a la cual llamamos ”Conjuntos de Coincidencias”. Esta técnica gene-
raliza el ”Teorema de los alpinistas”(”Mountaing Climbing Theorem”), que
es la herramienta principal utilizada en [2], [17] [18].

En los caṕıtulos 6, 7 y 8, nos concentramos en estudiar si el ĺım←−−M
puede ser una dendrita con un número finito de puntos de ramificación
(|R(ĺım←−−M)| <∞).

Estudiamos la dinámica de la función corrimiento σ en ĺım←−−M . La función

σ : ĺım←−−M → ĺım←−−M está definida como sigue: σ((x1, x2, . . . )) = (x2, x3, . . . ).

Esta función se utilizó como una herramienta en [17], [18], [7], [8], para
el estudio de estos ĺımites inversos.

Probamos que en el caso espećıfico en que ĺım←−−M es una dendrita con

un número f́ınito de puntos de ramificación, se tiene que σ|(R(ĺım←−−M) es una

permutación, y que el periodo de un punto x ∈ R(ĺım←−−M) bajo σ es a lo
más 2.

Probamos que si un punto x ∈ R(ĺım←−−M) es de la forma (a, b, a, b, . . . ),

entonces el punto (a, b) o (b, a) tiene orden al menos dos en M . En el caso
en que 0 < a ≤ b < 1, probamos que el punto (a, b) o (b, a) es un punto de
ramificación de M .

Por último concluimos que una dendrita D con |R(D)| < ∞ es ĺımite
inverso de un subconjunto cerrado M de [0, 1]2 si y sólo si existe un arco
B ⊂ D, tal que R(D) ⊂ B y para cada punto x ∈ R(D), se cumple que
ord(x) =∞.



Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo recordaremos algunas definiciones básicas de teoŕıa de
continuos y de ĺımites inversos generalizados. Daremos también algunos re-
sultados que nos serán de gran utilidad en los próximos caṕıtulos. Además
estableceremos la notación que ocuparemos a lo largo de este trabajo.

Comenzaremos con notación. Dados X un espacio topológico e Y un
subconjunto de X. Denotaremos a

el interior de Y en X como IntX(Y ),

la cerradura de Y en X como Y
X

,

la frontera de Y en X como FrX(Y ).

Cuando no quepa lugar a confusión sobre el espacio en el que estamos tra-
bajando omitiremos el sub́ındice.

El simbolo N y R denotarán al conjunto de los números enteros positivos
y de los números reales respectivamente. Si Y es un subconjunto de R, (de
N), cuando tenga sentido, denotaremos a

el ı́nfimo de Y como ı́nf Y ,

el supremo de Y como sup Y ,

el mı́nimo de Y como mı́n Y ,

el máximo de Y como máx Y .

Dados dos puntos a, b ∈ [0, 1], cuando no tengamos conocimiento de que
a < b o b < a, denotaremos por ab al intervalo con puntos extremos a y b.

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

1.1. Teoria de continuos

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo con más de un
punto. Un subcontinuo es un subconjunto de un espacio topológico que es
un continuo.

Un arco es un continuo homeomorfo al intervalo [0, 1]. Dado un arco A
y un homeomorfismo h : [0, 1] → A, los puntos h(0) y h(1) son llamados
puntos extremos de A.

Un triodo simple es un continuo, que es la unión de tres arcos que se
intersectan sólo por uno de sus puntos extremos.

Una curva cerrada simple es un continuo homeomorfo a la circunferenćıa
S1.

Dado un continuo X, decimos que:

X es arco conexo, si para cualesquiera dos puntos x, y ∈ X, existe un
arco con puntos extremos x e y.

X es unicoherente si para cualesquiera dos subcontinuos A y B de X,
tales que X = A ∪B, entonces A ∩B es conexo.

Si X tiene una propiedad P , decimos que es hereditariamente P , si
cualquier subcontinuo propio de X tiene la propiedad P .

X es un dendroide, si X es hereditariamente unicoherente y arco co-
nexo.

Dado p ∈ X, decimos que X es localmente conexo en p, si dado un
subconjunto abierto U de X, tal que p ∈ U , existe un subconjunto
abierto conexo V de X, tal que p ∈ V y V ⊂ U . Si X es localmente
conexo en todos sus puntos, entonces decimos que X es localmente
conexo.

Dado p ∈ X, decimos que X es conexo en pequeño en p, si dada una
vecindad U de X, tal que p ∈ U , existe una vecindad conexa V de X,
tal que p ∈ V y V ⊂ U .

X es una dendrita, si X es un dendroide localmente conexo, equiva-
lentamente X es una dendrita, si X es localmente conexo sin curvas
cerradas simples.

A partir de un continuo X se pueden definir otros continuos, como por
ejemplo 2X , que es el conjunto de subconjuntos cerrados de X y C(X), que
es el conjunto de subcontinuos de X. Estos continuos están dotados con la
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topoloǵıa inducida por la métrica de Hausdorff ([3], Definition 2.1).

Dados X un continuo y A un subcontinuo de X, decimos que A es
un continuo de convergencia de X, si existe una sucesión de subcontinuos
{Ai}∞i=1 de X, tales que A = ĺımi→∞Ai y para cada i ∈ N, A ∩Ai = ∅.

Se sabe que una dendrita no contiene continuos de convergencia.

Dados un continuo X, n ∈ N ∪ {ω} y p ∈ X, decimos que p es un punto
de orden n, ordX(p) = n, si existen n arcos, A1, A2, . . . , An ⊂ X, tales que
para cada i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, p es punto extremo de Ai y si i 6= j, entonces
Ai ∩Aj = {p}.

Distinguiremos a los puntos de un continuo X según su orden, de la
siguiente forma:

E(X) = {p ∈ X : ordX(p) = 1}

O(X) = {p ∈ X : ordX(p) = 2}

R(X) = {p ∈ X : ordX(p) ≥ 3}

A los puntos de orden 1 se les llama puntos extremos (terminales), a los
de orden 2 se les llama puntos ordinarios y a los de orden mayor se les llama
puntos de ramificación.

A lo largo del trabajo estaremos utilizando las siguientes proyecciones.
Dado i ∈ N,

πi : [0, 1]∞ → [0, 1] definida como πi((x1, x2, . . . )) = xi,

σ : [0, 1]∞ → [0, 1]∞ definida como σ((x1, x2 . . . )) = (x2, x3, . . . ).

Dados i, k, n ∈ N, con i ≤ k ≤ n, n ≥ 3

πi : [0, 1]n → [0, 1] definida como πi((x1, x2, . . . , xn)) = xi,

πi,k : [0, 1]∞ → [0, 1], definida como πi,k((x1, x2 . . . )) = (xi, . . . , xk),

πi,k : [0, 1]n → [0, 1] definida como πi,k((x1, . . . , xn)) = (xi, . . . , xk),

π2,1 : [0, 1]∞ → [0, 1], definida como π2,1((x1, x2, . . . )) = (x2, x1),

π2,1 : [0, 1]n → [0, 1] definida como π2,1((x1, x2, . . . , xn)) = (x2, x1).

En part́ıcular dado i ∈ {1, 2}

%i : [0, 1]2 → [0, 1] definida como %i((x1, x2)) = xi.
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1.1.1. Propiedades de continuos arco conexos

Los siguientes resultados sobre arco conexidad, los estaremos utilizando
en los siguientes caṕıtulos.

Teorema 1.1.1. Sean J ⊂ N, finito o numerable, y puntos u, v ∈ [0, 1] con
u < v. Supongamos que existen i ∈ J y un arco B ⊂

∏
j∈J [0, 1], tales que

[u, v] ⊂ πi(B). Entonces existe un arco A ⊂ B con extremos p y q, tal que
cumple las siguientes propiedades:

(1) πi(A) = [u, v],

(2) πi(p) = u y πi(q) = v,

(3) πi(A− {p,q}) = (u, v).

Demostración.

Sean x,y ∈
∏

j∈J [0, 1], los puntos extremos de B. Como B es un arco
existe h : [0, 1]→ B un homeomorfismo, tal que h(0) = x y h(1) = y.

Como u, v ∈ πi(B) = h([0, 1]), existen puntos a, b ∈ [0, 1], tales que
πi ◦ h(a) = u y πi ◦ h(b) = v. Sin perdida de generalidad supongamos que
a < b, definimos

r = mı́n{x ∈ [a, b] : πi ◦ h(x) = v} y s = máx{x ∈ [a, r] : πi ◦ h(x) = u}.

Definamos p = h(r), q = h(s) y A = h([r, s]). Por definición A es
un arco contenido en B. Veamos que A satisface la propiedades (1)-(3) del
lema. (Figura 1.1)

                B 
 
                 h(0) 
 
       
       h(r)       h(1) 
       A 
 
               h(s) 
 
 
   0          u     v     1 

Figura 1.1:
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(2) πi(p) = u y πi(q) = v.

Como p = h(r), q = h(s), se sigue de la definición de r y s que
πi(p) = πi(h(r)) = u y πi(q) = πi(h(s)) = v. Por tanto se cumple (2).

(1) πi(A) = [u, v].

Como u, v ∈ πi(A), y πi(A) es conexo, entonces [u, v] ⊂ πi(A). Veamos
que πi(A) ⊂ [u, v]. Supongamos por el contrario que πi(A)  [u, v].

Como πi(A)  [u, v], existen un punto w ∈ πi(A) − [u, v] y un punto
t ∈ (r, s) tales que πi(h(t)) = w. Si w < u, entonces existe un punto t′ ∈
(t, s), tal que πi(h(t′)) = u, como t′ > t > r tenemos una contradicción a la
definición de r. De manera similar si w > v obtenemos una contradicción a
la definición de s. Por tanto πi(A) ⊂ [u, v].

De las contenciones anteriores concluimos que πi(A) = [u, v] y (1) queda
probado.

(3) πi(A− {p,q}) = (u, v).

Supongamos que u ∈ πi((A − {p,q}), entonces existe t ∈ (r, s) tal que
πi(h(t)) = u, lo cual contradice la definición de r. De manera similar, si
suponemos que v ∈ πi(A− {p,q}). Por tanto πi(A− {p,q}) = (u, v) y (3)
queda probado. �

Corolario 1.1.2. Sean J ⊂ N, finito o numerable, y puntos u, v ∈ [0, 1] con
u < v. Supongamos que existe X ⊂

∏
j∈J [0, 1] arco conexo, tal que para

cada j ∈ J , πj(X) = [0, 1]. Entonces dado i ∈ J , existe un arco A ⊂ X con
puntos extremos p y q, tal que cumple las siguientes propiedades:

(1) πi(A) = [u, v],

(2) πi(p) = u y πi(q) = v,

(3) πi(A− {p,q}) = (u, v).

Demostración.

Sea i ∈ J , por hipótesis πi(X) = [0, 1], por lo que existen puntos x,y ∈
X, tales que πi(x) = 0 e πi(y) = 1.

Como X es arco conexo, existe un arco B ⊂ X con puntos extremos x
e y. Como 0, 1 ∈ πi(B) ⊂ [0, 1], y πi(B) es conexo, entonces πi(B) = [0, 1],
entonces [u, v] ⊂ πi(B).

De lo anterior se satisfacen la hipótesis del Teorema 1.1.1, por tanto
existe una arco A ⊂ B con extremos p y q, tal que cumple las siguientes
propiedades

(1) πi(A) = [u, v],
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(2) πi(p) = u y πi(q) = v,
(3) πi(A− {p,q}) = (u, v).
Aśı el corolario queda demostrado. �

De manera similar al Teorema 1.1.1 se prueba el siguiente teorema.

Teorema 1.1.3. Sean J ⊂ N, finito o numerable, y puntos u, v ∈ [0, 1] con
u < v. Supongamos que existen i ∈ J y un arco B ⊂

∏
j∈J [0, 1] con un punto

extremo x, tal que πi(x) = u, uv ⊂ πi(B) y πi(B) ⊂ [0, u] o πi(B) ⊂ [u, 1].
Entonces existe un arco A ⊂ B con un punto extremo x, tal que πi(A) =

uv.

Observación 1.1.4. Dados un arco C ⊂ [0, 1]2 y punto (x, y) ∈ C, tal que
(x, y) no es punto extremo de C. Supongamos que existen arcos C1, C2 ⊂ C,
tales que C = C1 ∪ C2 y C1 ∩ C2 = {(x, y)}.

Entonces dada k ∈ {1, 2} se cumplen las siguientes propiedades:
(1) Si %1(Ck) = {x}, entonces %2(Ck) 6= {y}.
(2) Si %2(Ck) = {y}, entonces %1(Ck) 6= {x}.

Demostración.
Haremos la prueba del inciso (1), la prueba del inciso (2) se hace de

manera similar.
(1) Si %1(Ck) = {x}, entonces %2(Ck) 6= {y}.
Supongamos k = 1. Supongamos por el contrario que %2(C1) = {y}.
Como %1(C1) = {x} y %2(C1) = {y}, entonces C1 = {(x, y)}.
Por lo que C = C1 ∪C2 = {(x, y)}∪C2 = C2, entonces C es un arco con

un extremo (x, y), lo cual contradice que (x, y) no es punto extremo de C.
La contradicción nace de suponer que %2(C1) = {y}. Por tanto %2(C1) 6=

{y}.
Si k = 2 la prueba se hace de manera similar. �

Lema 1.1.5. Dados puntos a, b, r ∈ [0, 1] tales que a < b y r > 0, y arcos
A,B ⊂ [0, 1]2 que cumplen las siguientes propiedades:

(a) Los extremos de A son los puntos (0, 0) y (r, a),
(b) Los extremos de B son los puntos (0, 0) y (r, b),
(c) A− {(r, a)} ⊂ [0, r)× [0, 1]
(d) B − {(r, b)} ⊂ [0, r)× [0, 1]
(e) A ∩B = {(0, 0)}.
Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:
(1) Dado un punto (x, y) ∈ A con x > 0, existe un punto w ∈ [0, 1] tal

que y < w y el punto (x,w) ∈ B.
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(2) Dado un punto (x, y) ∈ A con x > 0, existe un punto z ∈ [0, 1] tal
que z < x y el punto (z, y) ∈ B.

(3) Dado un punto (z0, w0) ∈ B con (z0, w0) 6= (0, 0), existe un punto
y0 ∈ [0, 1] tal que y0 < w0 y el punto (z0, y0) ∈ A.

El Lema 1.1.5 se ilustra en la Figura 1.2.

      

 

 

 

 

 

 

 

                                          b 

                                         w                     B 

 

                                         a 

            y                    A 

                                      w0 

                                      y0 
 

        z0   z     x        r      

Figura 1.2:

1.1.2. Propiedades de triodos simples

Los siguientes resultados sobre triodos simples nos permitiran probar
resultados importantes en los siguientes caṕıtulos.

Lema 1.1.6. Sean X un continuo, A,B ⊂ X arcos y x, y, z ∈ X puntos,
tales que cumplen las siguientes propiedades:

(a) A tiene puntos extremos x e y,

(b) B tiene puntos extremos x y z,

(c) A ∩B es no degenerado,

(d) z /∈ A,

(e) y /∈ B.

Entonces A ∪B contiene un triodo simple.

Demostración.
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Puesto que A y B son arcos, existen f : [0, 1] → A y g : [0, 1] → B
homeomorfismos, tales que cumplen siguientes propiedades:

(i)f(0) = x = g(0),

(ii)f(1) = y

(iii) g(1) = z

Como A∩B es un conjunto cerrado de A y B, respectivamente, tenemos
que g−1(A ∩B) es un subconjunto cerrado del intervalo [0, 1].

Definamos v = sup g−1(A ∩ B). Como g−1(A ∩ B) es un subconjunto
compacto del intervalo [0, 1], tenemos que v está bien definido y v ∈ g−1(A∩
B). Además como f es un homomorfismo tenemos que f−1(g(v)) es un
singular, sea u = f−1(g(v)).

Dado que z /∈ A y y /∈ B, tenemos que u, v < 1. (Figura 1.3)

                f(1)=y 
 
 f(0)=x=g(0) 
                A 
 
          g(v) 
 
                B 
 
 
 
                 g(1)=z 

Figura 1.3:

Consideremos el triodo simple T = ([−1, 1]×{0})∪ ({0}× [0, 1]) Proba-
remos que f([0, 1]) ∪ g([v, 1]) es homeomorfo a T .

Definamos α : [−1, 0] → [0, u], β[0, 1] → [u, 1] y γ : [0, 1] → [v, 1] como
siguen:

α(t) = u(t+ 1), para cada t ∈ [−1, 0],

β(t) = (1− u)t+ u, para cada t ∈ [0, 1],

γ(t) = (1− v)t+ v, para cada t ∈ [0, 1].
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Notemos que α, β y γ son funciones continuas y biyectivas.

Definamos h : T → f([0, 1]) ∪ g([v, 1]) como sigue

h(r, s) =


f(α(r)) si s = 0, r ∈ [−1, 0]
f(β(r)) si s = 0, r ∈ [0, 1]
g(γ(s)) si r = 0

Afirmación 1 h está bien definida.

Prueba.

Sea (r, s) un punto en T , por definición de h si r 6= 0 o s 6= 0, entonces
h(r, s) tiene asignado un único valor.

En el caso en que r = 0 y s = 0, tenemos de la definición de h que

(i) h(0, 0) = f(u(0 + 1)) = f(u) = g(v)

(ii) h(0, 0) = f((1− u)0 + u) = f(u) = g(v)

(iii) h(0, 0) = f((1− v)0 + v) = g(v)

De (i), (ii) y (iii) tenemos que h(0, 0) tiene asignado un único valor.

En cualquier caso cada punto (r, s) ∈ T tiene asignado un único valor-
bajo h, por tanto la función h está bien definida.�

Afirmación 2 h es continua.

Prueba.

Notemos que [−1, 1] × {0} y {0} × [0, 1] son subconjuntos cerrados de
T cuya unión es T y h|[−1,1]×{0} = f y h|{0}×[0,1] = g|[v,1] son funciones
continuas, de lo anterior tenemos que las hipótesis de ([16], Theorem 7.6) se
satisfacen, por tanto h es una función continua.�

Puesto que f y g son homeomorfismos y α, β y γ son funciones biyectivas,
tenemos que h es una función biyectiva.

Concluimos que h es un homeomorfismo. Por tanto f([0, 1])∪ g([v, 1]) es
homeomorfo a T .

Concluimos que A ∪B contiene un triodo simple. �

Corolario 1.1.7. Sean X un continuo, x ∈ X y A,B ⊂ X arcos, tales que
x es punto extremo de A y B, A ∩ B 6= {x}, A  B y B  A. Entonces
A ∪B contiene un triodo simple o una curva cerrada simple.

Observación 1.1.8. Dado T ⊂ [0, 1]2 un triodo simple, entonces las imáge-
nes %1(T ) y %2(T ) son no degeneradas.

Demostración.
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Probaremos que %1(T ) es no degenerada, la prueba de que %2(T ) es no
degenerada se hace de manera similar.

Como T ⊂ [0, 1]2 es un triodo simple, existen arcos L1, L2 y L3 conteni-
dos en [0, 1]2 y un punto (a, b) ∈ T que satisfacen las siguientes propiedades:

(i) para cada i ∈ {1, 2, 3}, (a, b) es punto extremo del arco Li,
(ii) para i, j ∈ {1, 2, 3}, con i 6= j, Li ∩ Lj = {(a, b)}.
Definimos

u = mı́n %1(L1 ∪ L2 ∪ L3) v = máx %1(L1 ∪ L2 ∪ L3).

Como L1∪L2∪L3 es un subcontinuo de M y %1 es una función continua
tenemos que %1(L1 ∪ L2 ∪ L3) es un subconjunto compacto de [0, 1]. Por
tanto u y v estan bien definidos.

Probaremos que u < v.
Supongamos por el contrario que u = v. Como (a, b) ∈ L1 ∪ L2 ∪ L3,

tenemos que a ∈ %1(L1 ∪ L2 ∪ L3). Por lo que u = a = v.
Entonces para cada para cada i ∈ {1, 2, 3}, %1(Li) = {a}, por tanto el

arco Li ⊂ {a} × [0, 1].
Además por la propiedad (i), tenemos que para cada i ∈ {1, 2, 3}, el

punto (a, b) es punto extremo del arco Li. Por lo que el arco Li ⊂ {a}× [0, b]
o Li ⊂ {a} × [b, 1] y (a, b) ∈ Li

De lo anterior existen i, j ∈ {1, 2, 3}, i 6= j, tales que Li∪Lj ⊂ {a}× [0, b]
o Li ∪ Lj ⊂ {a} × [b, 1] y (a, b) ∈ Li ∩ Lj . Entonces Li ⊂ Lj o Lj ⊂ Li, esto
contradice la propiedad (ii). La contradicción nace de suponer que u = v.

Por tanto u < v, concluimos que %1(T ) es no degenerada. �

Teorema 1.1.9. Sean J ⊂ N, finito o numerable, y puntos u, v ∈ [0, 1] con
u < v. Supongamos que existen i ∈ J y un triodo simple T ⊂

∏
i∈J [0, 1] con

vértice v0, tales que cumple las siguientes propiedades:
(a) πi(T) = [u, v],
(b) πi(v0) > u, (πi(v0) < v).
Entonces existen funciones continuas e inyectivas f, g : [0, 1] → T tales

que cumplen las siguientes propiedades:
(1) f(t) = g(t), para cada t ∈ [0, 1

2 ],
(2) f((1

2 , 1]) ∩ g((1
2 , 1]) = ∅.

(3) fi, gi : [0, 1]→ [u, v], (donde fi = πi ◦ f y gi = πi ◦ g)
(4) fi(0) = u = gi(0).

Demostración.
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Por definición de triodo simple existen arcos L1, L2 y L3 contenidos en
T que satisfacen las siguientes porpiedades:

(i) para cada i ∈ {1, 2, 3}, el punto v0 es punto extremo del arco Li,
(ii) para i, j ∈ {1, 2, 3}, con i 6= j, Li ∩ Lj = {v0},
(iii) L1 ∪ L2 ∪ L3 = T
Como u ∈ πi(T), sin pérdida de generalidad podemos suponer que

L1 ∩ π−1
i (u) 6= ∅. Por lo que existe un punto y ∈ L1, tal que πi(y) = u.

Definimos L0 ⊂ L1 el arco con puntos extremos v0 e y. También defini-
mos L = L0 ∪ L2 y J = L0 ∪ L3. Notemos que L y J son arcos y L ∩ J =
L0. Por lo que existen funciones continuas e inyectivas f : [0, 1] −→ L,
g : [0, 1] −→ J , tales que cumplen las siguientes propiedades:

(iii) f(0) = y = g(0),
(iv) f(1

2) = v0 = g(1
2),

(v) para cada punto t ∈ [0, 1
2 ], f(t) = g(t).

(vi) f((1
2 , 1]) ∩ g((1

2 , 1]) = ∅. (Figura 1.4)

                     f(1) 
 
f(0)=y=g(0) 
              L=f([0,1]) 
 
        f(½)=v0=g(½) 
                      g(1) 
                 
          J=g([0,1]) 
 
 
                  

Figura 1.4:

Notenemos que fi, gi : [0, 1] → [u, v] son funciones continuas, tales que
fi(0) = %i(f(0)) = πi(y) = u y gi(0) = %i(g(0)) = πi(y) = u.

Por tanto f y g aśı definidas satisfacen las propiedades (1)-(4) y teorema
queda demostrado. �
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1.1.3. Propiedades de continuos localmente conexos

Observación 1.1.10. SeanX un subcontinuo de [0, 1]2 y un punto t ∈ [0, 1],
se cumplen las siguientes afirmaciones:

(1) Si %1(X) ∩ [0, t) 6= ∅ y %1(X) ∩ (t, 1] 6= ∅, entonces %1(X) ∩ {t} 6= ∅.
(2) Si %2(X) ∩ [0, t) 6= ∅ y %2(X) ∩ (t, 1] 6= ∅, entonces %2(X) ∩ {t} 6= ∅.

Dado un continuo X y conjuntos U, V ⊂ X no vaćıos, decimos que U
y V son una separación de X, (X = U |V ), si X = U ∪ V , U ∩ V = ∅ y
U ∩ V = ∅. Además si A, B y C son subconjuntos no vaćıos de X, decimos
que C separa a A y a B en X, si existen conjuntos no vaćıos U, V ⊂ X,
tales que X − C = U |V , A ⊂ U y B ⊂ V .

Lema 1.1.11. Sea X un subconjunto cerrado y no vaćıo de [0, 1]2, dados
A,B ⊂ X cerrados, no vaćıos con las siguientes propiedades:

(a) A ⊂ ({0} × [0, 1]) ∩X,

(b) B ⊂ ({1} × [0, 1]) ∩X.

Si r0 = mı́n(%2(A)), r1 = máx(%2(A)), s0 = mı́n(%2(B)), s1 = máx(%2(B)).

(c) ({0} × [r0, r1]) ∩X = A,

(d) ({1} × [s0, s1]) ∩X = B,

(e) ninguna componente conexa de X intersecta tanto a A como a B.

Entonces existe un subcontinuo U0 de [0, 1]2 tal que cumple las siguientes
propiedades:

(1) U0 separa a A y B,

(2) U0 ∩X = ∅,
Si además definimos Λ = ({0} × [r1, 1]) ∪ ([0, 1] × {1}) ∪ ({1} × [s1, 1])

y Γ = ({0} × [0, r0]) ∪ ([0, 1] × {0}) ∪ ({1} × [0, s0]), entonces U0 también
cumple las siguientes propiedades:

(3) U0 ∩ (Λ− {(0, r1), (1, s1)}) 6= ∅ y

(4) U0 ∩ (Γ− {(0, r0), (1, s0)}) 6= ∅.
En la Figura 1.5 se ilustra el Lema 1.1.11.

Demostración.

Definamos A′ = {0} × [r0, r1], B′ = {1} × [s0, s1] y E = X ∪A′ ∪B′.
De (a) y (b) tenemos que A ⊂ ({0}× [0, 1])∩X y B ⊂ ({1}× [0, 1])∩X,

respectivamente, por lo que A ⊂ A′ y B ⊂ B′, además como X es un
subconjunto cerrado de [0, 1]2 y los conjuntos A′ y B′ son subconjuntos
cerrados de [0, 1]2, obtenemos que E es un subconjunto cerrado y por tanto
compacto de [0, 1]2.
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      (0,r1)   

 

  A      U0    (1,s1) 

            B 

          

    (0,r0)        (1,s0) 

           

Figura 1.5: Lema1.1.11

Como A′ yB′ son subconjuntos cerrados ajenos, no vacios de E y estamos
suponiendo que ninguna componente conexa de X intersecta a A y a B
simultaneamente, entonces ninguna componente conexa de X intersecta a
A′ y a B′ simultaneamente.

De lo contrario existe D una componente de X que intersecta tanto a A′

como a B′, entonces existen puntos (0, r) ∈ A′ ∩D y (0, s) ∈ B′ ∩D. Como
(0, r) ∈ A′ ∩D ⊂ A′ ∩X ⊂ ({0} × [r0, r1]) ∩X y por (c) ({0} × [r0, r1]) ∩
X = A, entonces (0, r) ∈ A; de manera simialr (1, s) ∈ B. Por tanto D es
una componente de X que intersecta simultaneamente a A y a B, lo cual
contradice (e). Por tanto ninguna componente conexa de X intersecta tanto
a A′ como a B′.

Entonces por el lema del cable cortado [13, Theorem 5.2, p. 72] existen
subconjuntos cerrados H y K de E, tales que E = H ∪ K, H ∩ K = ∅,
A′ ⊂ H y B′ ⊂ K.

Como E es un subconjunto cerrado de [0, 1]2 y H y K son subconjuntos
cerrados ajenos de E, tenemos que existen subconjuntos abiertos ajenos U
y V de [0, 1]2 tales que U ∩ V = ∅, H ⊂ U y K ⊂ V .

Notemos que Fr(U) separa a H y K en [0, 1]2, pues H ⊂ U y K ⊂
[0, 1]2−U , además Fr(U)∩E = ∅. Entonces de [11, §57, III, Theorem 2, p.
438], tenemos que existe un subcontinuo U0 ⊂ Fr(U), tal que U0 separa a A′

y B′ en [0, 1]2. Notenemos que U0 es un subcontinuo de [0, 1]2, pues Fr(U)
es un subconjunto compacto de [0, 1]2 y U0 es un subcontinuo de Fr(U).

Probaremos que U0 satisface las propiedades (1)-(4) del teorema.
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(1) U0 separa a A y B.

Como U0 separa a A′ y B′, A ⊂ A′ y B ⊂ B′, tenemos que en part́ıcular
U0 separa a A y B, con lo cual el inciso (1) queda demostrado.

(2) U0 ∩X = ∅.
Como U0 ⊂ Fr(U) y la Fr(U) separa a H y K, entonces U0 ∩H = ∅ y

U0 ∩ K = ∅, además X = H ∪ K por lo que U0 ∩ X = ∅, aśı el inciso (2)
queda demostrado.

Recordemos que por definición

Λ = ({0} × [r1, 1]) ∪ ([0, 1]× {1}) ∪ ({1} × [s1, 1])

y

Γ = ({0} × [0, r0]) ∪ ([0, 1]× {0}) ∪ ({1} × [0, s0])

Notemos que Λ y Γ son arcos con puntos extremos (0, r0), (0, r1) y (1, s0),
(1, s1), respectivamente.

(3) U0 ∩ (Λ− {(0, r1), (1, s1)}) 6= ∅.
Como Λ es un arco que intersecta tanto a A′ como a B′ unicamente

en sus puntos extremos y U0 separa a A′ y a B′ en [0, 1]2, entonces por el
lema del cable cortado [13, Theorem 5.2, p. 72] se cumple que U0 ∩ (Λ −
{(0, r1), (1, s1)}) 6= ∅, por tanto el inciso (3) queda probado.

La prueba del inciso (4) se hace de forma similar a la prueba del inciso
(3). �

Lema 1.1.12. Sean X un continuo, p ∈ X y U un conjunto abierto de X,
tales que p ∈ U . Supongamos que X no es conexo en pequeño en el punto
p. Entonces existen p1, p2, . . . puntos de U y C, C1, C2, . . . componentes de
U tales que cumplen la siguientes propiedades:

(1) p ∈ C,

(2) para cada i ∈ N, pi ∈ Ci,

(3) para todo i ∈ N, C ∩ Ci = ∅,
(4) para todo i, j ∈ N con i 6= j, Ci ∩ Cj = ∅,
(5) la sucesión de puntos {pi}i∈N converge al punto p.

En la Figura 1.6 se ilustra el Lema 1.1.12.
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     C1 

   C2    p1 

       

   C3        p2 
       

   C      p3  
       

 U        p 

Figura 1.6: Lema1.1.12

Demostración.

Como el continuo X no es conexo en pequeño en el punto p tenemos que:

(i) para toda vecindad V de p contenida en U , V no es conexa.

Sea ε > 0 tal que Cl(Bε(p)) ⊂ U . Sea C la componente de U que contiene
a p (de la definición de C se cumple (1)). Como C es un conjunto conexo
que contiene a p por la propiedad (i) tenemos que p /∈ Int(C), por tanto
Bε(p)  C.

Construiremos inductivamente una sucesión de números naturales {ni}i∈N
tales que n1 < n2 < . . . y las sucesiones de puntos {pi}i∈N y componentes
{Ci}i∈N cumplan las propiedades (2)-(5).

Para i = 1, sea n1 >
1
ε un número natural, tal que Cl(B 1

n1

(p)) ⊂ U .

Por la propiedad (i), tenemos que B 1
n1

(p)  C, por lo que existe un

punto p1 ∈ (B 1
n1

(p)−C). Como B 1
n1

(p) ⊂ Bε(p) ⊂ U , tenemos que el punto

p1 ∈ U .

Sea C1 la componente de U − C que contiene al punto p1, notemos que
para i = 1 se cumplen las propiedades (3), C∩C1 = ∅ y (2), p1 ∈ C1, además
se cumple que d(p, p1) < 1

n1
.

Supongamos que hemos construido un conjunto finito {n1, n2, . . . , nk}
de números naturales, un conjunto finito {p1, p2, . . . , pk} de puntos y un
conjunto finito {C1, C2, . . . , Ck} de componentes de U que cumplen las pro-
piedades (2)-(5) y que además se cumple que para cada i ∈ {1, 2, . . . , k},
d(p, pi) <

1
ni

.

Tenemos que, para cada j ∈ {1, 2, . . . , k} la componente Cj es un con-
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junto cerrado de U , entonces C1 ∪ C2 ∪ . . . ∪ Ck es un conjunto cerrado de
U , como U es un conjunto abierto de X, entonces U − (C1∪C2∪ . . .∪Ck) es
un conjunto abierto de X, por lo que existe un número natural nk+1 > nk,
tal que Cl(B 1

nk+1

(p)) ⊂ (U − (C1 ∪ C2 ∪ . . . ∪ Ck)).

Por la propiedad (i) B 1
nk+1

(p)  C, por lo que existe un punto pk+1 ∈
(B 1

nk+1

(p)−C). Como B 1
nk+1

(p) ⊂ Bε(p) ⊂ U , tenemos que el punto pk+1 ∈
U .

Sea Ck+1 la componente de U−(C1∪C2∪ . . .∪Ck) que contiene al punto
pk+1, notemos que para i = k+ 1 se cumple la propiedad (3), C ∩Ck+1 = ∅
y (2) pk+1 ∈ Ck+1, además se cumple que d(p, pk+1) < 1

nk+1
.

Por construcción Ck+1 ∩ (C1 ∪ C2 ∪ . . . ∪ Ck) = ∅, y por hipóteisi de
inducción para i, j ∈ {1, 2, . . . , k}, i 6= j, Ci ∩ Cj = ∅ por lo que se cumple
la propiedad (4), para i, j ∈ {1, 2, . . . , k + 1}, si i 6= j entonces Ci ∩ Cj = ∅.

Hemos contruido sucesiones que satisfacen la propiedades (2)-(4).

La propiedad (5), ĺımn→∞ pn = p, es consecuencia de que d(p, pk+1) <
1

nk+1
. �

El siguiente teorema aparece en [15, (iii), p.342]. A continuación presen-
tamos una prueba diferente de este teorema.

Teorema 1.1.13. [15, (iii), p.342] Sean V1 y V2 subcojuntos densos del in-
tervalo [0, 1] y E un subconjunto compacto de [0, 1]2, tales que para cada
punto α ∈ V1 y para cada punto β ∈ V2 se cumplen las siguientes propieda-
des:

(a) El conjunto ({α}× [0, 1])∩E tiene un número finito de componentes.

(b) El conjunto ([0, 1]×{β})∩E tiene un número finito de componentes.

Entonces cada componente de E es localmente conexa.

Demostración.

Sea A una componente de X. Si A es una componente degenerada el
resultado es inmediato.

Supongamos que A es una componente no degenerada y que A no es
localmente conexa, entonces por [[13], Definition 8.1, pag. 119] existe un
punto p ∈ A, tal que A no es conexa en pequeño en el punto p.

Sea U un conjunto abierto de A, tal que p ∈ U , por el Lema 1.1.12
tenemos que existen puntos p1, p2, . . . ∈ U y C, C1, C2, . . . componentes de
U , tales que cumplen la siguientes propiedades:

(1) p ∈ C,

(2) para cada i ∈ N, pi ∈ Ci,
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(3) para todo i ∈ N, C ∩ Ci = ∅,
(4) para todo i, j ∈ N con i 6= j, Ci ∩ Cj = ∅,
(5) la sucesión de puntos {pi}i∈N converge al punto p.

Sea V un conjunto abierto de A tal que p ∈ V ⊂ ClA(V ) ⊂ U .
Por la propiedad (5) existe un número N ∈ N, tal que el punto pn ∈ V

para todo n > N .
Definamos En la componente de Cn ∩ ClA(V ) que contiene a pn, para

todo n > N .
Por [[13], Theorem 5.4, pag. 73] tenemos que En ∩ FrA(V ) 6= ∅.
Sea ε > 0 tal que Bε(p) ∩ A ⊂ V . Como V1 y V2 son conjuntos densos

del intervalo [0, 1], entonces existen números α1, α2, β1, β2 ∈ [0, 1], tales que
(α1, α2)× (β1, β2) ⊂ Bε(p), y que cumplan lo siguiente:

Si %1(p) = 0, α2 ∈ V1, α2 > 0 y α1 = 0.

Si 0 < %1(p) < 1, α1, α2 ∈ V1 y α1 < %1(p) < α2.

Si %1(p) = 1, α1 ∈ V1, α1 < 1 y α2 = 1.

Si %2(p) = 0, β2 ∈ V2, β2 > 0 y β1 = 0.

Si 0 < %2(p) < 1, β1, β2 ∈ V2 y β1 < %2(p) < β2.

Si %2(p) = 1, β1 ∈ V2, β1 < 1 y β2 = 1.

Definamos W = (α1, α2) × (β1, β2) (Figura 1.7). Notemos que el punto
p ∈ W . Continuaremos la prueba para el Caso en que %1(p), %2(p) ∈ (0, 1).
La prueba de los otros casos se hace de manera similar.

Afirmación 1 Existe un número M ∈ N, tal que para todo n > M ,
En ∩ Fr[0,1]2(W ) 6= ∅.

Prueba.
Por la propiedad (5) existe un número M ∈ N, tal que M > N y para

todo n > M , el punto pn ∈ W . Como el punto pn ∈ En, tenemos que para
todo n > M , el punto pn ∈ En ∩W , por lo que

(i) para todo n > M , En ∩W 6= ∅.
Por otro lado como (W ∩A) ⊂ V ⊂ ClA(V ) y En∩FrA(V ) 6= ∅, entonces
(ii) para todo n > M , En ∩ ([0, 1]2 −W ) 6= ∅.
De (i) y (ii), tenemos que para todo n > M , En ∩ Fr[0,1]2(W ) 6= ∅.�

Afirmación 2 Fr[0,1]2(W ) ∩A tiene un número finito de componentes.
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     C1 

   C2    p1 

       

   C3        p2 
       

   C     E3  p3  
       

     W      p 

Figura 1.7:

Prueba.

Tenemos que Fr[0,1]2(W ) = ({α1} × [0, 1]) ∪ ({α2} × [0, 1]) ∪ ([0, 1] ×
{β1}) ∪ ([0, 1]× {β2}).

Además de la hipótesis (a) tenemos que para cada punto α ∈ V1 el
conjunto ({α} × [0, 1]) ∩ E tiene un número finito de componentes. Como
α1, α2 ∈ V1, por hipótesis los conjuntos ({α1}× [0, 1])∩E, ({α2}× [0, 1])∩E,
tienen un número finito de componentes, respectivamente.

De manera similar usando la hipótesis (b) obtenemos que los conjuntos
([0, 1]×{β1})∩E, ([0, 1]×{β2})∩E tienen un número finito de componentes,
respectivamente.

Como los intervalos [α1, α2], [β1, β2] son conexos y A es un subconjunto
conexo de E, obtenemos que los conjuntos ({α1} × [β1, β2]) ∩ A, ({α2} ×
[β1, β2]) ∩A, ([α1, α2]× {β1}) ∩A y ([α1, α2]× {β2}) ∩A tienen un número
finito de componentes, respectivamente.

Concluimos que Fr[0,1]2(U)∩A tiene un número finito de componentes.�

Recordemos que por la Afirmación 1 para todo número natural n > M ,
se cumple que En ∩ Fr[0,1]2(W ) 6= ∅, además por definición En ⊂ V ⊂ A,
por lo que (En ∩Fr[0,1]2(W )) ⊂ (En ∩Fr[0,1]2(W )∩A), por tanto para todo
n > M , En ∩ (Fr[0,1]2(W ) ∩A) 6= ∅.

Por otro lado de la Afirmación 2, tenemos que Fr[0,1]2(U) ∩ A tiene un
número finito de componentes, entonces existen números naturales n1, n2 >
M y B una componente de Fr[0,1]2(W )∩A tales que En1∩B 6= ∅ y En2∩B 6=
∅.

Como En1 y En2 son componentes de V y B es un conjunto conexo de
(Fr[0,1]2(W ) ∩A) ⊂ V tenemos que B ⊂ En1 y B ⊂ En2 .
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Recordemos que por definición En1 ⊂ Cn1 y En2 ⊂ Cn2 , por lo que
B ⊂ Cn1 ∩ Cn2 , lo anterior contradice la propiedad (3).

Por tanto A es una componente localmente conexa y el teorema queda
demostrado. �

Corolario 1.1.14. Sea E un subconjunto compacto de [0, 1]2. Si para cada
punto x ∈ [0, 1] se cumplen las siguientes afirmaciones:

(a) El conjunto ({x}× [0, 1])∩E tiene un número finito de componentes.

(b) El conjunto ([0, 1]×{x})∩E tiene un nḿero finito de componentes.

Entonces cada componente de E es localmente conexa.

Demostración.

Considerando V1 = V2 = [0, 1] el resultado es inmediato del Teorema
1.1.13. �

Lema 1.1.15. Sean B ⊂ [0, 1] un conjunto totalmente disconexo, n ∈ N y
β1, β2, . . . , βn : [0, 1]→ [0, 1] funciones continuas en [0, 1]− B. Supongamos
que M = Graf(β1)∪Graf(β2)∪ . . .∪Graf(βn)∪ (B × [0, 1]). (Figura 1.8)

         B           
             f1 

 
 
 
           f2 
 
            f3 
 
              f4 
 
 
 

Figura 1.8: Lema1.1.11

Entonces dada α : [0, 1]→M una función continua e inyectiva, para cada
t ∈ [0, 1] se satisface que α−1

1 (t) (α1 = %1◦α) tiene a lo mas 2n componentes.
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Demostración.
Sea t ∈ [0, 1]
Caso 1 t /∈ %1(α[0, 1]).
Tenemos que α−1

1 (t) = ∅. Por tanto α−1
1 (t) no tiene componentes.

Caso 2 t ∈ %1(α[0, 1]).
Caso 2.1 t ∈ (%1(α[0, 1])−B).
Sea r ∈ α−1

1 (t), tenemos que %1(α(r)) = t, como t /∈ B y α(r) ∈ M ,
de la definición de M , tenemos que existe i ∈ {1, 2, . . . , n}, tal que α(r) ∈
Graf(βi). De lo anterior obtenemos que α(r) = (t, βi(t)), por lo que

α−1
1 (t) = {r ∈ [0, 1] : α(r) = (t, βi(t)), para alguna i ∈ {1, 2, . . . , n}}.

Como para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, βi es función y α es una función inyecti-
va tenemos que |α−1

1 (t)| ≤ n. Por tanto α−1
1 (t) tiene a lo más n componentes.

Caso 2.2 t ∈ (%1(α[0, 1]) ∩B).
Notemos que, si α([0, 1]) ⊂ {t} × [0, 1], entonces α−1

1 (t) = [0, 1] y por
tanto α−1

1 (t) tiene una componente.
Supongamos que α([0, 1]) * {t}×[0, 1] y que α−1

1 (t) tiene al menos 2n+1
componentes.

Sean C1, C2, . . . , C2n+1 componentes de α−1
1 (t). Como las componen-

tes son conjuntos cerrados de α−1
1 (t) y α−1

1 (t) es un subconjunto cerrado
de [0, 1], tenemos que Ci es un subconjunto cerrado del intervalo [0, 1],
por lo que existen puntos a1, b1, a2, . . . , b2n, a2n+1, b2n+1 ∈ [0, 1] tales que
a1 ≤ b1 < a2 ≤ b2 < . . . < a2n+1 ≤ b2n+1 y Ci = [ai, bi] para cada
i ∈ {1, 2, . . . , 2n+ 1}.

Afirmación 1 Para cada i ∈ {1, 2, . . . , 2n} se cumple que α[bi, ai+1] *
{t} × [0, 1].

Prueba.
Sea i ∈ {1, 2, . . . , 2n}, supongamos por el contrario que α[bi, ai+1] ⊂

{t} × [0, 1], entonces el intervalo [bi, ai+1] ⊂ α−1
1 (t).

Puesto que los intervalos [ai, bi], [ai+1, bi+1] ⊂ α−1
1 (t), entonces el inter-

valo [ai, bi+1] ⊂ α−1
1 (t).

Como bi < ai+1 tenemos que Ci  [ai, bi+1]. Lo anterior contradice que
Ci es componente de α−1

1 (t). Como i fue arbitrario concluimos que la Afir-
mación 1 es cierta.�

Definamos J = {i ∈ {1, 2, . . . , 2n} : %1(α([bi, ai+1]) ∩ [0, t) 6= ∅} y K =
{i ∈ {1, 2, . . . , 2n} : %1(α([bi, ai+1])∩ (t, 1] 6= ∅}. Como α([0, 1]) * {t}× [0, 1]



1.1. TEORIA DE CONTINUOS 21

entonces alguno de los conjuntos J o K es no vaćıo

Afirmación 2
(2.a) Si J 6= ∅, entonces existe un punto y ∈ [0, t)−B tal que para cada

i ∈ J , |α([bi, ai+1]) ∩ ({y} × [0, 1])| ≥ 2.
(2.b) Si K 6= ∅, entonces existe un punto z ∈ (t, 1]−B tal que para cada

i ∈ K, |α([bi, ai+1]) ∩ ({z} × [0, 1])| ≥ 2.
Prueba.
Haremos la prueba del inciso (2.a), la prueba del inciso (2.b) se hace de

manera similar.
Definamos para cada i ∈ J , yi = mı́n(%1(α([bi, ai+1]))), como la función α

es continua y el intervalo [bi, ai+1] es compacto el punto yi está bien definido.
Además por la definición de J , tenemos que %1(α([bi, ai+1]) ∩ [0, t) 6= ∅, por
lo que yi < t.

Definamos y′ = máx{yi : i ∈ J}, como J es un conjunto finito el punto
y está bien definido, como para cada i ∈ J , tenemos que yi < t. Entonces
y′ < t.

Como el conjunto B es totalmente disconexo, y [y′, t] es un conjunto
conexo no degenerado existe un punto y ∈ (y′, t) − B. Como yi ≤ y′ para
cada i ∈ J , tenemos que y ∈ %1(α([bi, ai+1])) para cada i ∈ J .

Sea ri ∈ [bi, ai+1] tal que %1(α(ri)) = y′. Como el intervalo [bi, ri] es
conexo y [y′, t] ⊂ %1(α([bi, ri])), entonces existe punto ui ∈ [bi, ri], tal que
%1(α(ui)) = y. De manera similar existe un punto vi ∈ [ri, ai+1], tal que
%1(α(vi)) = y, por tanto |α([bi, ai+1]) ∩ ({y} × [0, 1])| ≥ 2 para cada i ∈ J .

Hemos probado el inciso (2.a). El inciso (2.b) se prueba de manera simi-
lar, por tanto la Afirmación 2 se cumple.�

Sean y, z ∈ [0, 1]−B como en la Afirmación 2, es decir, para cada i ∈ J
se cumple que |α([bi, ai+1])∩ ({y}× [0, 1])| ≥ 2 y para cada i ∈ K se cumple
que |α([bi, ai+1]) ∩ ({z} × [0, 1])| ≥ 2. (Alguno de los dos puntos puede no
existir, consideramos el que exista.)

De lo anterior tenemos que para cada i ∈ J se cumple que |α−1
1 (y) ∩

[bi, ai+1]| ≥ 2 y para cada i ∈ K se cumple que |α−1
1 (z) ∩ [bi, ai+1]| ≥ 2

Como |J ∪K| = 2n de lo anterior tenemos que
(i) |α−1(y) ∪ α−1(z)| ≥ 4n.
Por otro lado por el Caso 2.1 |α−1(y)| ≤ n y |α−1(z)| ≤ n, por lo que
(ii)|α−1(y) ∪ α−1(z)| ≤ 2n.
De (i) y (ii) tenemos una contradicción. La contradicción nace de suponer

que α−1
1 (t) tiene 2n + 1 componentes. Por tanto α−1

1 (t) tiene a lo más 2n
componentes. �
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1.2. Ĺımites inversos generalizados

En el año 2003 Williams S. Mahavier introduce el concepto de ĺımite
inverso de un subconjunto cerrado del cuadrado unitario. En esta sección
recordaremos esta definición, aśı como algunos ejemplos y propiedades de
éste. Comenzaremos con algunas definiciones y notación.

Al producto numerable del intervalo [0,1], se le conoce como el cubo de

Hilbert, denotaremos a este espacio como [0, 1]∞ =

∞∏
i=1

[0, 1]. Representare-

mos a un elemento de [0, 1]∞, como (x1, x2, . . . ), con xi ∈ [0, 1], para cada
i ∈ N.

Consideraremos a [0, 1]∞ con la métrica

d((x1, x2, x3, ...), (y1, y2, y3, ...)) =
∞∑
i=1

|xi − yi|
2i

para cualesquiera (x1, x2, x3, ...), (y1, y2, y3, ...) ∈ [0, 1]∞.

Dado M un subconjunto cerrado de [0, 1]2, para el cual %1(M) = [0, 1] =
%2(M), se definió el ĺımite inverso de M como el siguiente conjunto:

ĺım←−−M = {(x1, x2, x3, . . .) ∈ [0, 1]∞ : para cada i ∈ N, (xi+1, xi) ∈M}.

Además para cada k ∈ N definimos

Gk = {(x1, . . . , xk, xk+1) ∈ [0, 1]k+1 : para 1 ≤ i ≤ k, (xi+1, xi) ∈M}.

Denotaremos a un punto (x1, x2, x3, . . .) ∈ ĺım←−−M por x y a un punto

(x1, . . . , xk, xk+1) ∈ Gk por x. A los subconjuntos de ĺım←−−M y Gk los deno-
taremos con el mismo tipo de letra que a los puntos de estos conjuntos.

Notemos que este concepto generaliza a los ĺımites inversos usuales (con
funciones univaluadas), pues dada una función continua f : [0, 1]→ [0, 1], si
definimos M = {(x, y) ∈ [0, 1] : y = f(x)}, entonces ĺım←−−M = ĺım←−−{f, [0, 1]}.
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A lo largo del trabajo utilizaremos la siguiente notación para funcio-
nes. Sean j, k ∈ N y funciones f : [0, 1] → [0, 1]∞, g : [0, 1] → [0, 1]k,
h : [0, 1]→ [0, 1]2, definimos fj(t) = πj(f(t)), gj(t) = πj(g(t)), hj = %j(h(t)).
Entonces las funciones f, g y h son de la forma f(t) = (f1(t), f2(t), . . . ),
g(t) = (g1(t), . . . , gk(t)) y h(t) = (h1(t), h2(t)).

Las siguientes observaciones las estaremos utilizando en caṕıtulos poste-
riores.

Observación 1.2.1. Dado M un subconjunto cerrado de [0, 1]2, ϑ : M →
G1, dada por ϑ((x, y)) = (y, x), para cada (x, y) ∈M , es un homeomorfismo
entre G1 y M .

Observación 1.2.2. Dado M un subconjunto cerrado de [0, 1]2. Para cada
k ∈ N, la función π1,k+1 : ĺım←−−M → Gk es una 1

2k
-función.

Demostración.
Sea z ∈ ĺım←−−M , veremos que diam(π−1

1,k(π1,k(z)) < 1
2k

. Sean u,v ∈
π−1

1,k(π1,k(z)), notemos que u y v son de la forma (z1, . . . , zk+1, uk+2, uk+3, . . . )
y (z1, . . . , zk+1, vk+2, vk+3, . . . ), respectivamente.

Por lo cual, tenemos que

d(u,v) =
∞∑
i=1

|ui − vi|
2i

≤
k+1∑
i=1

|zi − zi|
2i

+
∞∑

i=k+2

|ui − vi|
2i

≤ 1
2k+1 <

1
2k

Como esto pasa para cualesquiera puntos u,v ∈ π−1
1,k(π1,k(z)), concluimos

que diam(π−1
1,k(π1,k(z))) < 1

2k
. Por tanto π1,k+1 : ĺım←−−M → Gk es una 1

2k
-

función. �

A continuación daremos algunos ejemplos de estos ĺımites inversos.

Ejemplo 1.2.3. [[5], Example 1.2, pag 5] SeaM = ([0, 1]×{0})∪([0, 1]×{1})
(Figura 1.9), ĺım←−−M es homeomorfo al conjunto de Cantor.

Ejemplo 1.2.4 ([5], Example 2.2, pag 18). Sea M = {(x, 0) ∈ [0, 1]2 : x ∈
[0, 1]} ∪ {(1, y) ∈ [0, 1]2 : y ∈ [0, 1]} . (Figura 1.10), [5, Example 2.2] es
homormofo a un arco.

A partir de este momentoM denotará a un subconjunto cerrado
de [0, 1]2 tal que %1(M) = [0, 1] = %2(M).

Observación 1.2.5. Sea M ⊂ [0, 1]2. Se cumple que σ|ĺım←−−M es una función

suprayectiva de ĺım←−−M sobre ĺım←−−M .
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Figura 1.9: M

Demostración.

De la definición ĺım←−−M dado un punto (x1, x2, . . .) ∈ ĺım←−−M , tenemos que

el punto (x2, x3, . . .), satisface que para cada i > 1 el punto (xi+1, xi) ∈M ,
por lo que el punto (x2, x3, . . .) ∈ ĺım←−−M , entonces σ((x1, x2, . . .)) ∈ ĺım←−−M .

Veamos ahora que σ|ĺım←−−M es una función suprayectiva de ĺım←−−M sobre

ĺım←−−M .

Sea (x1, x2, . . .) un punto en ĺım←−−M , como x1 ∈ [0, 1] y %1(M) = [0, 1],

existe un punto x0 ∈ [0, 1], tal que (x1, x0) ∈M .

De la definición de ĺım←−−M tenemos que el punto (x0, x1, x2, . . .) pertenece
a ĺım←−−M .

Como σ((x0, x1, x2, . . .)) = (x1, x2, . . .) se cumple que σ|ĺım←−−M es una

función suprayectiva ĺım←−−M sobre ĺım←−−M . �

Teorema 1.2.6. Sean M ⊂ [0, 1]2, u ∈ [0, 1] y k ∈ N. Supongamos que
existe X un subcontinuo de Gk tal que %k+1(X) = {u} y que B = {x ∈
ĺım←−−M : π1(x) = u} 6= ∅.

Entonces para cada x ∈ B, Ax = {(z, x2, x3, . . .) ∈ [0, 1]∞ : z ∈ X}
es un subcontinuo del ĺım←−−M homeomorfo a X que satisface las siguientes
propiedades:

(1) π1,k+1(Ax) = X,

(2) σk(Ax) = {x}.

Demostración.
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Figura 1.10: M

Sea x ∈ B, veamos que Ax ⊂ ĺım←−−M . Sea y ∈ Ax, probaremos que para

cada i ∈ N, el punto (πi+1(y), πi(y)) ∈M .
Notemos primero que por definición de Ax, existe un punto z ∈ X, tal

que el punto y es de la forma (z, x2, x3, . . .).

Sea 1 ≤ i ≤ k.

Como z ∈ X ⊂ Gk por definición de Gk, para 1 ≤ i ≤ k el punto

(πi+1(y), πi(y)) = (%i+1(z), %i(z)) ∈M .

Sea i = k + 1.

Como %k+1(X) = {u}, entonces %k+1(z) = u. Además π1(x) = u, por
lo que

(πi+1(y), πi(y)) = (π2(x), πk+1(z)) = (x2, u) = (x2, x1).

Además como x ∈ ĺım←−−M , por definición de ĺım←−−M el punto (x2, x1) ∈
M . Por tanto el punto (πi+1(y), πi(y)) ∈M .

Sea i ≥ k + 2.

Como x ∈ ĺım←−−M , por por la definición de ĺım←−−M , tenemos que el
punto

(πi+1(y), πi(y)) = (πi−k+1(x), πi−k(x)) ∈M .
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Por tanto para cada i ∈ N, (πi+1(y), πi(y)) ∈M . Se sigue de la definición
de ĺım←−−M que el punto y ∈ ĺım←−−M . Por tanto Ax ⊂ ĺım←−−M

Por otro lado la función π1,k+1|Ax : Ax → X es un homeomorfismo. Por
tanto Ax es un subcontinuo homeomorfo a X contenido en ĺım←−−M .

Veamos que Ax satisface las propieades del teorema.
Sea y ∈ Ax, por definición de Ax existe un punto z ∈ X, tal que el punto

y es de la forma (z, x2, x3, . . .). Entonces π1,k+1(y) = z ∈ X y σk(y) = x,
por tanto π1,k+1(Ax) ⊂ X y σk(Ax) ⊂ {x}.

Además para cada z ∈ x, el punto y = (z, x2, x3, . . .) ∈ Ax, entonces
z ∈ π1,k+1(Ax) y x ∈ σk(Ax). Por tanto π1,k+1(Ax) = X y σk(Ax) = {x}

Con esto terminamos la prueba del teorema. �

Corolario 1.2.7. Sean M ⊂ [0, 1]2 y u ∈ [0, 1]. Supongamos que existe X
un subcontinuo de M tal que %1(X) = {u} y que B = {x ∈ ĺım←−−M : π1(x) =

u} 6= ∅.
Entonces para cada x ∈ B, Ax = {(z2, z1, x2, x3, . . .) ∈ [0, 1]∞ : (z1, z2) ∈

X} es un subcontinuo del ĺım←−−M homeomorfo a X que satisface las siguientes
propiedades:

(1) π2,1(Ax) = X,
(2) σ(Ax) = {x}.

Demostración.
Como M es homeomorfo a G1, entonces las hipótesis del Teorema 1.2.6

se satisfacen, por tanto el corolario es cierto. �

Teorema 1.2.8. Sean M ⊂ [0, 1]2 un conjunto cerrado y u, v, t0 ∈ [0, 1],
tales que {t0}× [0, 1] ⊂M . Entonces para cada x ∈ ĺım←−−M , tal que π1(x) =
t0, se cumplen las siguientes afirmaciones:

(1) los conjuntos A = {(t,x) ∈ [0, 1]∞ : t ∈ [u, v]} y B = {(t, π1,k(x)) ∈
[0, 1]k+1 : t ∈ [u, v]} son arcos en ĺım←−−M y Gk+1, respectivamente.

(2) Existe un homeomorfismo h : [0, 1]→ A, tal que π1,k+1◦h : [0, 1]→ B

es un homeomorfismo, h1 es una función inyectiva, h1(0) = u y h1(1) = v.

Demostración.
Tenemos que el conjunto X = {t0, t) ∈ [0, 1]2 : t ∈ [u, v]} ⊂ M es un

subcontinuo de M , que satisface que %1(X) = {t0}. Como %1(M) = [0, 1] =
%2(M), entonces {x ∈ ĺım←−−M : π1(x) = u} 6= ∅, por lo que se cumplen la
hipótesis del Corolario 1.2.7.



1.2. LÍMITES INVERSOS GENERALIZADOS 27

Entonces por el Corolario 1.2.7, tenemos que el conjunto A es un sub-
continuo de ĺım←−−M homeomorfo a X. Por tanto A es un arco.

Definamos h : [0, 1] −→ A dada por h(t) = ((v − u)t + u,x), de la
definición de h tenemos que h es una función continua. Además la función
h1 : [0, 1]→ [u, v], definida como h1(t) = (v − u)t+ u para cada t ∈ [0, 1] es
una función biyectiva.

Notemos que por definición la función h cumple con el inciso (2) pues
h : [0, 1] → A es una función continua y biyectiva, tal que π1,k+1 ◦ h :
[0, 1] → B es una función continua y biyectiva, h1 es una función inyectiva,
h1(0) = (v − u)0 + u = u y h1(1) = (v − u)1 + u = v.

Por tanto el inciso (2) queda demostrado. Además como π1,k+1◦h es una
función continua e biyectiva, concluimos que B es un arco. Aśı el teorema
queda demostrado. �
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Caṕıtulo 2

Conjuntos de coindicidencias

En esta sección introducimos los Conjuntos de coincidencias, los cuales
son una herramienta de gran utilidad para el estudio de ĺımites inversos
generalizados. Los conjuntos de coincidencias son una generalización del
”Teorema de los alpinistas”(”Mountain Climbing Theorem”[9]), el cual fue
utilizado en [17], [18], [2] como una herramienta en la investigación de estos
ĺımites inversos.

Definición 2.0.9. Sean f, h : [0, 1] → [0, 1] funciones continuas, definimos
el conjunto de puntos de coincidencias de las funciones f y h como sigue:

E(f, h) = {(x, y) ∈ [0, 1]2 : f(x) = h(y)}.

A continuación veremos algunos ejemplos de conjuntos de coincidencias
para familiarizarnos con la definición.

Ejemplo 2.0.10. Sean f, g, h : [0, 1]→ [0, 1] definidas para todo x ∈ [0, 1],
como siguen:

f(x) = x
2 ,

g(x) = 1− x,

h(x) = 3
4 .

(En la Figura 2.1 se muestran las gráficas de las funciiones f , g y h.)

Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

(1) E(f, h) = ∅,
(2) E(g, f) = {(x, y) ∈ [0, 1]2 : y = 2(1− x), x ∈ [1

2 , 1]} y

(3) E(g, h) = {(1
4 , y) ∈ [0, 1]2 : y ∈ [0, 1]}.

29
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Figura 2.1: Ejemplo 2.0.10

Demostración.

(1) E(f, h) = ∅.
De la definición de la función f , tenemos que para todo x ∈ [0, 1], f(x) ≤

1
2 y de la definición de la función h, tenemos que para todo y ∈ [0, 1],
h(y) = 3

4 . Entonces para cualesquiera x, y ∈ [0, 1], tenemos que f(x) 6= h(y).

Se sigue de la definición de E(f, h) que E(f, h) = ∅.

(2) E(g, f) = {(x, y) ∈ [0, 1]2 : y = 2(1− x), x ∈ [1
2 , 1]}.

Sea A = {(x, y) ∈ [0, 1]2 : y = 2(1− x), x ∈ [1
2 , 1]}.

Dado un punto (x, y) ∈ E(g, f), tenemos que g(x) = f(y), por definición
de las funciones g y f , tenemos que 1− x = y

2 , de donde y = 2(1− x), como
y ∈ [0, 1], entonces x ∈ [1

2 , 1]. Por tanto E(g, f) ⊂ A.

Por otro lado, dado un punto (x, y) ∈ A, tenemos que y = 2(1 − x),
entonces 1 − x = y

2 , de la definición de las funciones g y f , tenemos que
g(x) = f(y), entonces el punto (x, y) ∈ E(g, f). Por tanto A ⊂ E(g, f).

De las contenciones anteriores concluimos que E(g, f) = {(x, y) ∈ [0, 1]2 :
y = 2(1− x), x ∈ [1

2 , 1]}. (En la Figura 2.2 (a) se ilustra E(g, f))

(3) E(g, h) = {(1
4 , y) ∈ [0, 1]2 : y ∈ [0, 1]}.

Sea B = {(1
4 , y) ∈ [0, 1]2 : y ∈ [0, 1]}.

Sea (x, y) ∈ B, de la definición de la función h, tenemos que h(y) = 3
4 ,

además de la definición de la función g, tenemos que g(1
4) = 3

4 , por lo que
g(1

4) = h(y), entonces el punto (x, y) ∈ E(g, h). Por tanto B ⊂ E(g, h).

Por otro parte, dado (x, y) ∈ E(g, h), tenemos que g(x) = h(y), por lo
que 1 − x = 3

4 , de donde x = 1
4 , aśı el punto (x, y) = (1

4 , y) ∈ B, por tanto
E(g, h) ⊂ B.
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De las contenciones anteriores, concluimos que E(g, h) = {(1
4 , y) ∈ [0, 1]2 :

y ∈ [0, 1]}. (En la Figura 2.2 (b) se ilustra E(g, h)) �
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Figura 2.2: Ejemplo 2.0.10

2.1. Propiedades de los conjuntos de coincidencias

En esta sección daremos propiedades de los conjuntos de coincidencias,
las cuales estaremos utilizando a lo largo del trabajo.

La siguiente observación nos da propiedades básicas de estos conjuntos.

Observación 2.1.1. Sean u, v ∈ [0, 1], con u ≤ v y f, h : [0, 1] → [u, v]
funciones continuas, entonces E(f, h) tiene las siguientes propiedades:

(1) E(f, h) es un subconjunto cerrado de [0, 1]2,

(2) Si f es una función suprayectiva, entonces E(f, h) 6= ∅,
(3) Si h es una función suprayectiva, entonces E(f, h) 6= ∅.

Demostración.

(1) E(f, h) es un subconjunto cerrado de [0, 1]2.

Sea ϕ : [0, 1]2 → R, ϕ((x, y)) = f(x) − h(x). Entonces ϕ es una función
continua y ϕ−1(0) = E(f, h). Por tanto E(f, h) es un subconjunto cerrado
de [0, 1]2.

(2) Si f es una función suprayectiva, entonces E(f, h) 6= ∅.
Como f es una función suprayectiva, para cada punto h(t) ∈ h([0, 1]) ⊂

[u, v] = f([0, 1]) existe un punto r ∈ [0, 1], tal que f(r) = h(t). De la defini-
ción de E(f, h), el punto (r, t) ∈ E(f, h). Por tanto E(f, h) 6= ∅.

(3) Si h es una función suprayectiva, entonces E(f, h) 6= ∅.
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Como h es una función suprayectiva, para cada punto f(t) ∈ f([0, 1]) ⊂
[u, v] = h([0, 1]) existe un punto s ∈ [0, 1], tal que f(t) = h(s). De la
definición de E(f, h), el punto (t, s) ∈ E(f, h). Por tanto E(f, h) 6= ∅. �

Los siguientes teoremas nos dan información sobre las proyecciones ,(en
[0,1]), de las componentes de los conjuntos de coincidencias. El Teorema2.1.6
aparece en [15], en este trabajo damos una demostración detallada de este
teorema y dos generalizaciones del mismo Teorema 2.1.2 y Teorema 2.1.4.
En la prueba de estos teoremas utilizamos el Lema 1.1.11.

Teorema 2.1.2. Sean u, v ∈ [0, 1], con u ≤ v y f, h : [0, 1]→ [u, v] funciones
continuas, tales que h(0) = u y h(1) = v. Entonces existe una componente
E0 de E(f, h), tal que E0 ∩ ({0} × [0, 1]) 6= ∅ 6= E0 ∩ ({1} × [0, 1]). Como se
ilustra en la Figura 2.3.
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E(f,h) 

Figura 2.3: Teorema 2.1.2

Demostración.

Definamos A = ({0} × [0, 1]) ∩ E(f, h), B = ({0} × [0, 1]) ∩ E(f, h),

r0 = mı́n{r ∈ [0, 1] : (0, r) ∈ A} = mı́n(%2(A))

r1 = máx{r ∈ [0, 1] : (0, r) ∈ A} = máx(%2(A))

s0 = mı́n{s ∈ [0, 1] : (1, s) ∈ B} = mı́n(%2(B)) y

s1 = máx{s ∈ [0, 1] : (1, s) ∈ B} = máx(%2(B)).
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Como A y B son conjuntos cerrados y no vaćıos de E(f, h) tenemos que
los puntos r0, r1, s0 y s1 están bien definidos.

Además definamos

Λ = ({0} × [r1, 1]) ∪ ([0, 1]× {1}) ∪ ({1} × [s1, 1])

y

Γ = ({0} × [0, r0]) ∪ ([0, 1]× {0}) ∪ ({1} × [0, s0]).

               

 (0,r1)   

 

  A          (1,s1) 

 

            B 

         (1,s0) 

 (0,r0)         

             

             

     E(f,h) 

Figura 2.4:

Supongamos por el contrario que para toda componente C de E(f, h)
que intersecta a A ∪B, se cumple alguna de las siguientes dos propiedades:

(i) Si C ∩A 6= ∅, entonces C ∩B = ∅.
(ii) Si C ∩B 6= ∅, entonces C ∩A = ∅.

De la Observación 2.1.1, (1), tenemos que E(f, h) es un conjunto cerrado
de [0, 1]2, y por definición A y B son subconjuntos cerrados de E(f, h) que
satisfacen las propiedades del Lema 1.1.11, por tanto existe un subcontinuo
U0 de [0, 1]2, tal que cumple las siguientes propiedades:

(1) U0 separa a A y B,

(2) U0 ∩ E(f, h) = ∅,
(3) U0 ∩ (Λ− {(0, r1), (1, s1)}) 6= ∅ y

(4) U0 ∩ (Γ− {(0, r0), (1, s0)}) 6= ∅.

Afirmación 1
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(1.a) Si (x, y) ∈ (U0 ∩ (Λ− {(0, r1), (1, s1)})), entonces f(x) < h(y).
(1.b) Si (z, w) ∈ (U0 ∩ (Γ− {(0, s0), (1, s0)})), entonces h(w) < f(z).
Prueba.
Como U0 ∩ E(f, h) = ∅ entonces f(x) 6= h(y) y f(z) 6= h(w).

(1.a) Si (x, y) ∈ (U0 ∩ (Λ− {(0, r1), (1, s1)})), entonces f(x) < h(y).
Observemos que para todo punto (x, y) ∈ (U0 ∩ (Λ − {(0, r1), (1, s1)})),

tenemos que x ∈ {0, 1} o y = 1, por lo que estos casos son los que probare-
mos.

Caso 1. y = 1.
Tenemos que h(y) = h(1) y por hipótesis h(1) = v, por lo que h(y) = v,

además de la definición de la función f , tenemos que f([0, 1]) ⊂ [u, v], por
lo que f(x) ≤ v. Por tanto f(x) ≤ h(y), como f(x) 6= h(y) concluimos que
f(x) < h(y).

Para los casos x ∈ {0, 1}, supongamos por el contrario que f(x) ≥ h(y).
De la definición de la función f , tenemos que f(x) ≤ v y por hipótesis
h(1) = v, entonces f(x) ∈ [h(y), h(1)]. Como h es una función continua y el
intervalo [y, 1] es conexo, tenemos que f(x) ∈ [h(y), h(1)] ⊂ h([y, 1]). Por lo
que f(x) ∈ h([y, 1]).

Caso 2. x = 0.
Como f(x) = f(0) ∈ h([y, 1]), existe un punto r ∈ [y, 1] tal que h(r) =

f(0), por tanto el punto (0, r) ∈ E(f, h).
Por otra parte, tenemos que el punto (0, r1) ∈ E(f, h) y el punto (0, y) ∈

U0 ∩Λ. Como U0 ∩E(f, h) = ∅, entonces (0, y) 6= (0, r1). Por tanto el punto
(0, y) ∈ ({0} × (r1, 1]), de donde y > r1.

Como r ∈ [y, 1] y y > r1, entonces r > r1. Hemos probado que el punto
(0, r) ∈ E(f, h) y r > r1, lo anterior contradice la definición de r1. Por tanto
f(x) < h(y).

Caso 3. x = 1.
Como f(x) = f(1) ∈ h([y, 1]), existe un punto s ∈ [y, 1] tal que h(s) =

f(1), por tanto el punto (1, s) ∈ E(f, h).
Por otro lado tenemos que el punto (1, s1) ∈ E(f, h) y el punto (1, y) ∈

U0 ∩Λ. Como U0 ∩E(f, h) = ∅, entonces (1, y) 6= (1, s1). Por tanto el punto
(1, y) ∈ ({1} × (s1, 1]), de donde y > s1.

Como s ∈ [y, 1] y y > s1, entonces s > s1. Hemos probado que el punto
(1, s) ∈ E(f, h) y s > s1, lo cual contradice la definición de s1. Por tanto
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f(x) < h(y).

En cualquier caso probamos que f(x) < h(y), por tanto (1.a) queda pro-
bado.

(1.b) Si (z, w) ∈ (U0 ∩ (Γ− {(0, s0), (1, s0)})), entonces h(w) < f(z).

Observemos que para todo punto (z, w) ∈ (U0 ∩ (Γ− {(0, s0), (1, s0)})),
tenemos que z ∈ {0, 1} o w = 0, aśı que estos casos son los que probaremos.

Caso 1. w = 0.

Tenemos que h(0) = h(w) y por hipótesis h(0) = u, por lo que h(w) = u,
además de la definición de la función f , tenemos que f([0, 1]) ⊂ [u, v], por
lo que u ≤ f(z). Por tanto h(w) ≤ f(z), como h(w) 6= f(z) concluimos que
h(w) < f(z).

Para los casos z ∈ {0, 1} supongamos por el contrario que f(z) < h(w).
De la definición de la función f tenemos que f(z) ≥ u y por hipótesis
u = h(0), por lo que f(z) ∈ [h(0), h(w)]. Como h es una función continua
y el intervalos [0, w] es conexo, tenemos que f(z) ∈ [h(0), h(w)] ⊂ h([0, w]),
por lo que f(z) ∈ h([0, w]).

Caso 2. z = 0.

Como f(z) = f(0) ∈ h([0, w]), existe un punto r ∈ [0, w], tal que h(r) =
f(0), por tanto el punto (0, r) ∈ E(f, h).

Por otro lado tenemos que el punto (0, r0) ∈ E(f, h) y el punto (0, w) ∈
U0 ∩Γ. Como U0 ∩E(f, h) = ∅, entonces (0, w) 6= (0, r0). Por tanto el punto
(0, w) ∈ ({0} × [0, r0)), de donde w < r0.

Como r ∈ [0, w] y w < r0, entonces r < r0. Hemos probado que el punto
(0, r) ∈ E(f, h) y r < r0, lo anterior contradice la definición de r0. Por tanto
h(w) < f(z).

Caso 3. z = 1.

Como f(z) = f(1) ∈ h([0, w]), existe un punto s ∈ [0, w], tal que h(s) =
f(1), por tanto el punto (z, s) ∈ E(f, h).

Por otro lado tenemos que el punto (1, s0) ∈ E(f, h) y el punto (1, w) ∈
U0 ∩Γ. Como U0 ∩E(f, h) = ∅, entonces (1, w) 6= (1, s0). Por tanto el punto
(1, w) ∈ ({1} × [0, s0)) de donde w < s0.

Como s ∈ [0, w] y w < s0, entonces s < s0. Hemos probado que el punto
(1, s) ∈ E(f, h) y s < s0, lo anterior contradice la definición de s0. Por tanto
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h(w) < f(z).

En cualquier caso probamos que h(w) < f(z), por tanto (1.b) queda
probado. �

Definamos ahora F = {(x, y) ∈ U0 : f(x) < h(y)} y G = {(x, y) ∈ U0 :
f(x) > h(y)}. Para terminar la prueba probaremos que los conjuntos F y
G forman una separación de U0, lo cual contradice el hecho de que U0 es un
continuo.

Afirmación 2
(2.a) F y G son conjuntos abiertos no vaćıos de U0,
(2.b) U0 = F ∪G.

Prueba.
(2.a) F y G son conjuntos abiertos no vaćıos de U0,
De la Afirmación 1, se sigue que que F y G son conjuntos no vaćıos.
Probaremos que F es un conjunto abierto de U0, la prueba de que G es

un conjunto abierto de U0 se hace de manera similar.
Sea (x, y) ∈ F , entonces f(x) < h(y), por lo que f(x) 6= h(y), por lo

que existen conjuntos abiertos conexos U y V de [u, v] tales que f(x) ∈ U
y h(y) ∈ V, notemos que para cualesquiera z ∈ U y w ∈ V, tenemos que
z < w.

Definamos W = (f−1(U) × h−1(V)) ∩ U0, como f y h son funciones
continuas, tenemos que W es un conjunto abierto de U0.

Además de la definición de W , tenemos que el punto (x, y) ∈W .
Veamos que W ⊂ F . Dado un punto (x′, y′) ∈W , tenemos que f(x′) ∈ U

y f(z′) ∈ V, por lo que f(x′) < h(y′), de donde (x′, y′) ∈ F . Por tanto
W ⊂ F . Concluimos que F es un conjunto abierto de U0.

(2.b) U0 = F ∪G.
Sea (x, y) ∈ U0, como U0 ∩ E(f, h) = ∅, tenemos que el punto (x, y) /∈

E(f, h). Por tanto f(x) 6= h(y), se sigue de la definición de F y G que
(x, y) ∈ F o (x, y) ∈ G. Por tanto (x, y) ∈ F∪G. Concluimos que U0 ⊂ F∪G.

Por otro lado como F ⊂ U0 y G ⊂ U0, tenemos que F ∪G ⊂ U0.
Tenemos de las contenciones anteriores que U0 = F ∪G.�

De la Afirmación 2 concluimos que F y G forman una separación de U0,
lo cual contradice que U0 es un conjunto conexo. Esta contradicción nace de
suponer que toda compomente C de E(f, h) que intersecta a A ∪B cumple
alguna de las siguientes propiedades:
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(i) Si C ∩A 6= ∅ entonces C ∩B = ∅.
(ii) Si C ∩B 6= ∅ entonces C ∩A = ∅.
Por tanto existe una componente E0 de E(f, h) tal que E0 ∩ ({0} ×

[0, 1]) 6= ∅ 6= E0 ∩ ({1} × [0, 1]). �

Corolario 2.1.3. Sean u, v ∈ [0, 1], con u ≤ v y f, h : [0, 1]→ [u, v] funcio-
nes continuas, tales que h(0) = u y h(1) = v. Entonces existe una compo-
nente E0 de E(f, h), tal que %1(E0) = [0, 1].

No todas las compomentes de un conjunto de coincidencias con las
hipótesis del teorema, cumplen que su primera proyección es suprarectiva.
Como se ilustra en la Figura 2.5.
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Figura 2.5: Ejemplo 2.0.10

La prueba de los Teoremas 2.1.4 y 2.1.6 es muy parecida a la prue-
ba del Teorema 2.1.2, por lo que omiteremos algunos detalles que ya hici-
mos en la prueba del Teorema 2.1.2. En estos teoremas centraremos nuestra
atención en la componente del punto (0, 0) en E(f, h) (cuando el punto
(0, 0) ∈ E(f, h) ).

Teorema 2.1.4. Sean u, v ∈ [0, 1], con u ≤ v y f, h : [0, 1]→ [u, v] funciones
continuas, tales que f(0) = u = h(0) y h(1) = v. Si E0 es la componente de
E(f, h) que contiene al punto (0, 0), entonces E0 ∩ ({1} × [0, 1]) 6= ∅. Como
se ilustra en la Figura 2.6.

Demostración.

Definamos A = {(0, 0)}, B = ({1} × [0, 1]) ∩ E(f, h).

s0 = mı́n{s ∈ [0, 1] : (1, s) ∈ B} = mı́n(%2(B)) y
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Figura 2.6: Teorema 2.1.4

s1 = máx{s ∈ [0, 1] : (1, s) ∈ B} = máx(%2(B)).

Como A y B son conjuntos cerrados y no vaćıos de E(f, h), tenemos que
los puntos s0 y s1 estan bien definidos.

Además definamos

Λ = ({0} × [0, 1]) ∪ ([0, 1]× {1}) ∪ ({1} × [s1, 1])

y

Γ = ([0, 1]× {0}) ∪ ({1} × [0, s0]).

Supongamos por el contrario que E0 no intersecta a B.

De la Observación 2.1.1, (1), tenemos que E(f, h) es un conjunto cerrado
de [0, 1]2, y por definición A y B son subconjuntos cerrados de E(f, h) que
satisfacen las propiedades del Lema 1.1.11, por tanto existe un subcontinuo
U0 de [0, 1]2, tal que cumple las siguientes propiedades:

(1) U0 separa a A y B,

(2) U0 ∩ E(f, h) = ∅,
(3) U0 ∩ (Λ− {(0, 0), (1, s1)}) 6= ∅ y

(4) U0 ∩ (Γ− {(0, 0), (1, s0)}) 6= ∅.

Afirmación 1

(1.a) Si (x, y) ∈ (U0 ∩ (Λ− {(0, 0), (1, s1)})), entonces f(x) < h(y).

(1.b) Si (z, w) ∈ (U0 ∩ (Γ− {(0, 0), (1, s0)})), entonces h(w) < f(z).

Prueba.
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Como U0 ∩ E(f, h) = ∅ entonces f(x) 6= h(y) y f(z) 6= h(w).

(1.a) Si (x, y) ∈ (U0 ∩ (Λ− {(0, 0), (1, s1)})), entonces f(x) < h(y).

Observemos que para todo punto (x, y) ∈ (U0 ∩ (Λ − {(0, r1), (1, s1)})),
tenemos que x ∈ {0, 1} o y = 1, aśı que estos casos son los que probaremos.

Caso 1. y = 1.

Tenemos que h(y) = h(1) y h(1) = v, por lo que h(y) = v, además
f(x) ∈ [u, v], por tanto f(x) ≤ h(y), como f(x) 6= h(y) concluimos que
f(x) < h(y).

Caso 2. x = 0.

Tenemos que f(x) = f(0) y f(0) = u, por lo que h(x) = u, además
h(y) ∈ [u, v], por tanto h(y) ≥ f(x), como f(x) 6= h(y) concluimos que
f(x) < h(y).

Caso 3. x = 1.

Supongamos por el contrario que f(x) ≥ h(y). Por hipótesis h(1) = v,
por lo que f(x) ∈ h([y, 1]).

Como f(x) = f(1) ∈ h([y, 1]), existe un punto s ∈ [y, 1] tal que h(s) =
f(1), por tanto el punto (1, s) ∈ E(f, h).

Como en el Teorema 2.1.2 tenemos que s > s1, lo cual contradice la
definición de s1. Por tanto f(x) < h(y).

En cualquier caso probamos que f(x) < h(y), por tanto (1.a) queda pro-
bado.

(1.b) Si (z, w) ∈ (U0 ∩ (Γ− {(0, 0), (1, s0)})), entonces h(w) < f(z).

Observemos que para todo punto (z, w) ∈ (U0 ∩ (Γ− {(0, s0), (1, s0)})),
tenemos que w = 0 o z = 1, por lo que estos casos son los que probaremos.

Caso 1. w = 0.

Tenemos que h(0) = h(w) y h(0) = u, por lo que h(w) = v, además
u ≤ f(t), para todo t ∈ [0, 1], por tanto h(w) ≤ f(z), como h(w) 6= f(z)
concluimos que h(w) < f(z).

Caso 2. z = 1.

Supongamos por el contrario que f(z) < h(w), de la hipótesis (a) tene-
mos que u = h(0), por lo que f(z) ∈ h([0, w]).
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Como f(z) = f(1) ∈ h([0, w]), existe un punto s ∈ [0, w] tal que h(s) =
f(z), por tanto el punto (1, s) ∈ E(f, h).

Como en el Teorema 2.1.2 tenemos que s < s0, lo anterior contradice la
definición de s0. Por tanto h(w) < f(z).

En cualquier caso probamos que h(w) < f(z), por tanto (1.b) queda
probado. �

Definamos ahora F = {(x, y) ∈ U0 : f(x) < h(y)} y G = {(x, y) ∈ U0 :
f(x) > h(y)}. Como en el Teorema 2.1.2 tenemos que F y G forman una
separación de U0, lo cual contradice que U0 es un conjunto conexo. Esta
contradicción nace de suponer que E0 ∩B = ∅.

Por tanto E0 ∩ ({1} × [0, 1]) 6= ∅. �

Corolario 2.1.5. Sean u, v ∈ [0, 1], con u ≤ v y f, h : [0, 1]→ [u, v] funcio-
nes continuas, tales que f(0) = u = h(0) y h(1) = v. Si E0 es la componente
de E(f, h) que contiene al punto (0, 0), entonces ρ1(E0) = [0, 1].

Teorema 2.1.6. Sean u, v ∈ [0, 1], con u ≤ v y f, h : [0, 1]→ [u, v] funciones
continuas, tales que f(0) = u = h(0) y f(1) = v = h(1). Si E0 es la
componente de E(f, h) que contiene al punto (0, 0), entonces E0 contiene al
punto (1, 1). Como se ilustra en la Figura 2.7.
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Figura 2.7: Teorema 2.1.6

Demostración.
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Definamos A = {(0, 0)} y B = {(1, 1)}, Λ = ({0} × [0, 1]) ∪ ([0, 1]× {1})
y Γ = ([0, 1]× {0}) ∪ ({1} × [0, 1]).

Supongamos por el contrario que (1, 1) /∈ E0.
De la Observación 2.1.1, (1) tenemos que E(f, h) es un conjunto cerrado

de [0, 1]2, y por definición A y B son subconjuntos cerrados de E(f, h) que
satisfacen las propiedades del Lema 1.1.11, por tanto existe un subcontinuo
U0 de [0, 1]2, tal que cumple las siguientes propiedades:

(1) U0 separa a A y B,
(2) U0 ∩ E(f, h) = ∅,
(3) U0 ∩ (Λ− {(0, 0), (1, 1)}) 6= ∅ y
(4) U0 ∩ (Γ− {(0, 0), (1, 1)}) 6= ∅.

Afirmación 1
(1.a) Si (x, y) ∈ (U0 ∩ (Λ− {(0, 0), (1, 1)})), entonces f(x) < h(y).
(1.b) Si (z, w) ∈ (U0 ∩ (Γ− {(0, 0), (1, 1)})), entonces h(w) < f(z).
Prueba.
Notemos que como U0∩E(f, h) = ∅ entonces f(x) 6= h(y) y f(z) 6= h(w).

(1.a) Si (x, y) ∈ (U0 ∩ (Λ− {(0, 0), (1, 1)})), entonces f(x) < h(y).
Observemos que para todo punto (x, y) ∈ (U0 ∩ (Λ − {(0, r1), (1, s1)})),

tenemos que x = 0 o y = 1, por lo que estos casos son los que probaremos.

Caso 1. y = 1.
Tenemos que h(y) = h(1) y h(1) = v, por lo que h(y) = v, además

f(x) ∈ [u, v], por tanto f(x) ≤ h(y), como f(x) 6= h(y) concluimos que
f(x) < h(y).

Caso 2. x = 0.
Tenemos que f(x) = f(0) y f(0) = u, por lo que h(x) = u, además

h(y) ∈ [u, v], por tanto h(y) ≥ f(x), como f(x) 6= h(y) concluimos que
f(x) < h(y).

En cualquier caso probamos que f(x) < h(y), por tanto (1.a) queda pro-
bado.

(1.b) Si (z, w) ∈ (U0 ∩ (Γ− {(0, 0), (1, 1)})), entonces h(w) < f(z).
Observemos que para todo punto (z, w) ∈ (U0 ∩ (Γ− {(0, s0), (1, s0)})),

tenemos que w = 0 o z = 1, aśı que estos casos son los que probaremos.
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Caso 1. w = 0.
Tenemos que h(0) = h(w) y h(0) = u, por lo que h(w) = u, además

f(z) ∈ [u, v], por tanto h(w) ≤ f(z), como h(w) 6= f(z) concluimos que
h(w) < f(z).

Caso 2. z = 1.
Tenemos que f(z) = f(1) y f(1) = v, por lo que f(z) = v, además

h(w) ∈ [u, v], por tanto h(w) ≤ f(z), como h(w) 6= f(z) concluimos que
h(w) < f(z).

En cualquier caso probamos que h(w) < f(z), por tanto (1.b) queda
probado. �

Definamos ahora F = {(x, y) ∈ U0 : f(x) < h(y)} y G = {(x, y) ∈ U0 :
f(x) > h(y)}. Como en el Teorema 2.1.2 tenemos que F y G forman una
separación de U0, lo cual contradice que U0 es un conjunto conexo. Esta
contradicción nace de suponer que el punto (1, 1) /∈ E0.

Por tanto el punto (1, 1) ∈ E0. �

Corolario 2.1.7. Sean u, v ∈ [0, 1], con u ≤ v y f, h : [0, 1] → [u, v] fun-
ciones continuas, tales que f(0) = u = h(0) y f(1) = v = h(1). Si E0 es
la componente de E(f, h) que contiene al punto (0, 0), entonces ρ1(E0) =
[0, 1] = ρ2(E0).

El siguiente teorema nos da condiciones sobre las funciones f y h para
obtener que las componentes del conjunto de coincidencias E(f, h) sean arco
conexas.

Teorema 2.1.8. Sean f, h : [0, 1] → [0, 1] funciones continuas, tales que
para cada t ∈ [0, 1], f−1(t) y h−1(t) tienen un número finito de componentes.
Entonces se cumplen las siguientes propiedades:

(1) Las componentes E(f, h) son localmente conexas.
(2) Las componentes E(f, h) son arco conexas.

Demostración.
(1) Recordemos que por la (Observación 2.1.1, (1)), el conjunto E(f, h)

es un conjunto cerrado de [0, 1]2 y por tanto compacto de [0, 1]2.
Probaremos que las hipótesis del Corolario 1.1.14 se satisfacen. Sea x un

punto del intervalo [0, 1].
(a) El conjunto ({x}× [0, 1])∩E(f, h) tiene un número finito de compo-

nentes.
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Notemos que

({x} × [0, 1]) ∩ E(f, h) = {(x, t) ∈ {x} × [0, 1] : f(x) = h(t)}
≈ {t ∈ [0, 1] : h(t) = f(x)} = h−1(f(x)).

Por hipótesis h−1(f(x)) tiene un número finito de componentes. Por
tanto ({x} × [0, 1]) ∩ E(f, h) tiene un número finito de componentes.

(b) El conjunto ([0, 1]×{x})∩E(f, h) tiene un número finito de compo-
nentes.

Notemos que

([0, 1]× {x}) ∩ E(f, h) = {(t, x) ∈ [0, 1]× {x} : f(t) = h(x)}
≈ {t ∈ [0, 1] : f(t) = h(x)} = f−1(h(x)).

Por hipótesis f−1(h(x)) tiene un número finito de componentes. Por
tanto ([0, 1]× {x}) ∩ E(f, h) tiene un número finito de componentes.

De los incisos (a) y (b) tenemos que las hipótesis del Corolario 1.1.14 se
satisfacen. Por tanto las componentes E(f, h) son localmente conexas.

(2) Sea A una componente de E(f, h), por el inciso (1), A es localmente
conexa, como las componentes de E(h, h) son continuos, tenemos que A es
un continuo localmente conexo. Por [[13], Theorem 8.23, pag. 130] A es un
continuo arco conexo. �

El siguiente lema es una herramienta para probar, bajo condiciones es-
peciales, que los conjuntos de coincidencias contienen 2 celdas.

Lema 2.1.9. Sean f, h : [0, 1]→ [0, 1] funciones continuas con las siguientes
propiedades

(a)f(0) = h(0),

(b) existen puntos a, b, r ∈ [0, 1] y arcos A,B ⊂ E(f, h) que cumplen las
hipótesis del Lema 1.1.5,

(c) existe un punto x en el intervalo (0, r) tal que f(x) 6= f(0).

Entonces existen dos sucesiones {xn}n∈N y {yn}n∈N de puntos en [0, 1]
tales que cumplen las siguientes propiedades para cada n ∈ N:

(1) x1 = x,

(2) 0 < xn+1 < xn,

(3) 0 < yn+1 < yn,

(4) el punto (xn, yn) ∈ B,

(5) el punto (xn, yn+1) ∈ A,

(6) h(yn) = f(xn) = h(yn+1).

Demostración.

Construiremos inductivamente a los elementos de las sucesiones.
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Como los puntos (0, 0), (r, b) ∈ B y el punto x pertenece al intervalo
(0, r), tenemos que ρ1(B) ∩ [0, x) 6= ∅ y ρ1(B) ∩ (x, r] 6= ∅, además como
%1(B) es conexo, tenemos que ρ1(B) ∩ {x} 6= ∅, por lo que existe un punto
en B, cuya primera coordenada es x, llamemos a este punto (x, y). Veamos
que y > 0.

Supongamos por el contrario que y = 0, como el punto (x, y) ∈ B ⊂
E(f, h), tenemos que f(x) = h(y) = h(0) y por hipótesis f(0) = h(0),
entonces f(x) = f(0) lo cual contradice que f(x) 6= f(0). Por tanto y > 0.

Definamos el punto (x1, y1) = (x, y), de esta definición se cumplen las
propiedades (1) y (4) para n=1, además y1 > 0.

Como el punto y1 > 0, el punto (x1, y1) ∈ B − {(0, 0)}, por el Lema
1.1.5,(3) existe un punto y2 ∈ [0, y1] tal que el punto (x1, y2) ∈ A, de manera
que la propiedad (5) se cumple para n = 1.

Como los puntos (x1, y1), (x1, y2) ∈ A ∪ B ⊂ E(f, h) entonces f(x1) =
h(y1) y f(x1) = h(y2), de manera que la propiedad (6) se cumple para n = 1.

Veamos que y2 > 0. Supongamos por el contrario que y2 = 0. De la
propiedad (6) para n = 1 y la definición del punto (x1, y1), tenemos que
f(x) = f(x1) = h(y2) = h(0) y por hipótesis f(0) = h(0), por tanto f(x) =
f(0), lo cual contradice que f(x) 6= f(0). Por tanto y2 > 0.

Como y2 > 0 y y2 < y1, tenemos que la propiedad (3) se cumple para
n = 1.

Dado que el punto x1 ∈ (0, r) y el punto (x1, y2) ∈ A por el Lema
1.1.5,(2), existe un punto x2 ∈ [0, x1] tal que el punto (x2, y2) ∈ B. Veamos
que x2 > 0.

Supongamos por el contrario que x2 = 0, como el punto (x2, y2) ∈ B ⊂
E(f, h) entonces f(0) = f(x2) = h(y2) además de la propiedad (6) para
n = 1 y la definición del punto (x1, y1) tenemos que f(x) = f(x1) = h(y2).
Por lo que f(x) = f(0), lo cual contradice que f(x) 6= f(0). Por tanto x2 > 0.

Como x2 > 0 y x2 < x1, tenemos que la propiedad (2) se cumple para
n = 1.

De lo anterior hemos construido

puntos x1, x2 ∈ [0, 1],

puntos y1, y2 ∈ [0, 1],

que satisfacen las propiedades (1)-(6) para n = 1 y el punto (x2, y2) ∈ B.
Supongamos que hemos construido

puntos x1, x2, . . . , xk, xk+1 ∈ [0, 1],

puntos y1, y2, . . . , yk, yk+1 ∈ [0, 1],
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para los cuales se satisfacen las propiedades (1)-(6) para n = k y el punto
(xk+1, yk+1) ∈ B. (En la Figura 2.8 se ilustra el proceso de inducción)
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Figura 2.8:

Como el punto (xk+1, yk+1) ∈ B se cumple la propiedad (4) para n =
k + 1.

Como el punto yk+1 > 0, el punto (xk+1, yk+1) ∈ B−{(0, 0)}, por el Lema
1.1.5,(3), existe un punto yk+2 ∈ [0, yk+1], tal que el punto (xk+1, yk+2) ∈ A,
de manera que la propiedad (5) se cumple para n = k + 1.

Veamos que yk+2 > 0. Supongamos por el contrario que yk+2 = 0 de la
propiedad (6) para n ∈ {1, ..., k} y la definición del punto (x1, y1) tenemos
que

f(x) = f(x1) = f(y2) = f(x2) = ... = f(xk+1).

Además como el punto (xk+1, yk+2) ∈ A ⊂ E(f, h), entonces

f(xk+1) = h(yk+2) = h(0).

De estas dos igualdades obtenemos que f(x) = h(0) y por hipótesis f(0) =
h(0), por tanto f(x) = f(0), lo cual contradice que f(x) 6= f(0). Por tanto
yk+2 > 0. Como yk+2 > 0 y yk+2 < yk+1, tenemos que la propiedad (3) se
cumple para n = k + 1.

Como los puntos (xk+1, yk+1), (xk+1, yk+2) ∈ A ∪ B ⊂ E(f, h), entonces
f(xk+1) = h(yk+1) y f(xk+1) = h(yk+2), por lo que la propiedad (6) se
cumple para n = k + 1.
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Además como el punto xk+1 ∈ (0, r) y el punto (xk+1, yk+2) ∈ A,
por el Lema 1.1.5,(2) existe un punto xk+2 ∈ [0, xk+1], tal que el punto
(xk+2, yk+2) ∈ B. Veamos que xk+2 > 0.

Supongamos por el contrario que xk+2 = 0. Como el punto (xk+2, yk+2) ∈
B ⊂ E(f, h) entonces

f(0) = f(xk+2) = h(yk+2).

Además de la propiedad (6) para n ∈ {1, ..., k+ 1} y la definición del punto
(x1, y1), tenemos que

f(x) = f(x1) = f(y2) = f(x2) = ... = f(xk+1) = h(yk+2).

De estas dos igualdades obtenemos que f(x) = h(yk+2) = f(xk+2) =
f(0), por tanto f(x) = f(0), lo cual contradice que f(x) 6= f(0). Por tanto
xk+2 > 0. Como xk+2 > 0 y xk+2 < xk+1, tenemos que la propiedad (2) se
cumple para n = k + 1.

Hemos construido

puntos x1, x2, . . . , xk, xk+1, xk+2 ∈ [0, 1],

puntos y1, y2, . . . , yk, yk+1, yk+2 ∈ [0, 1],

para los que se satisfacen las propiedades (1)-(6) para n = k + 1 y el punto
(xk+2, yk+2) ∈ B. Con esto terminamos el proceso de inducción.

De manera que existen sucesiones {xn}n∈N y {yn}n∈N de puntos en [0,1],
que se satisfacen las propiedades (1)-(6). �

2.2. Subcontinuos de los conjuntos de coinciden-
cias

En esta sección daremos condiciones sobre las funciones del conjunto de
coincidencias y sobre el conjunto de coincidencias, para encontrar ciertos
subcontinuos, como: 2 celdas, circunfencrencias y triodos simples.

El siguiente teorema nos da condiciones sobre las funciones del conjunto
de coincidencias para saber si este contiene una 2-celda.

Teorema 2.2.1. Sean f, h : [0, 1]→ [0, 1] funciones continuas. Supongamos
que existen puntos r1, r2, s1, s2 ∈ [0, 1] con r1 < r2 y s1 < s2 tales que
f([r1, r2]) = {a} = h([s1, s2]). Entonces E(f, h) contiene una 2-celda.
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Demostración.
Como r1 < r2 y s1 < s2, tenemos que [r1, r2]× [s1, s2] es una 2-celda.
Probaremos que [r1, r2]× [s1, s2] ⊂ E(f, h).
Sea (r, s) ∈ [r1, r2]×[s1, s2], entonces r ∈ [r1, r2] y s ∈ [s1, s2], recordemos

que por hipótesis f([r1, r2]) = {a} = h([s1, s2]), entonces f(r) = a = h(s),
por tanto el punto (r, s) ∈ E(f, h).

Concluimos que [r1, r2]× [s1, s2] ⊂ E(f, h), aśı el teorema queda demos-
trado. �

El siguiente teorema nos da condiciones sobre el conjunto de coinciden-
cias para saber si este contiene una 2-celda.

Teorema 2.2.2. Sean f, h : [0, 1]→ [0, 1] funciones continuas. Supongamos
que existe un arco C ⊂ E(f, h), tal que el punto (0, 0) ∈ C y (0, 0) no es
punto extremo de C, entonces E(f, h) contiene una 2-celda.

Demostración.
Como el punto (0, 0) no es punto extremo del arco C ⊂ E(f, h), existen

arcos C1, C2 ⊂ C tales que C1 ∪ C2 = C y C1 ∩ C2 = {(0, 0)}. Vamos
a analizar los siguientes casos: (En la Figura 2.9 se ilustran los casos que
vamos a analizar)
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Figura 2.9: (a) Caso 1 (b) Caso 2

Caso 1. ρ1(C1) 6= {0} 6= ρ1(C2).
Sea r > 0, tal que r ∈ ρ1(C1)∩ρ1(C2). Sin perdida de generalidad existen

puntos α, β ∈ [0, 1], α < β tales que (r, α) ∈ C1, (r, β) ∈ C2.
Entonces existen arcos A ⊂ C1 y B ⊂ C2 y puntos a, b ∈ [0, 1], a < b,

tales que cumplen las siguientes propiedades:
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(a) Los extremos de A son los puntos (0, 0) y (r, a),

(b) Los extremos de B son los puntos (0, 0) y (r, b),

(c) A− {(r, a)} ⊂ [0, r)× [0, 1],

(d) B − {(r, b)} ⊂ [0, r)× [0, 1].

(e) A ∩B = {(0, 0)}, (pues A ∩B ⊂ C1 ∩ C2 = {(0, 0)}).
Por tanto los arcos A y B satisfacen las hipótesis del Lema 1.1.5.

Probaremos que la 2-celda [0, r]× [0, b] ⊂ E(f, h).

Afirmación 1. f([0, r]) = {f(0)}.
Prueba.

Si x = 0, entonces f(x) = f(0).

Sea x un punto en el intervalo (0, r). Probaremos que f(x) = f(0).

Supongamos por el contrario que f(x) 6= f(0).

Tenemos que a, b, r ∈ [0, 1] y los arcos A,B ⊂ E(f, g) satisfacen las
hipótesis del Lema 1.1.5. Además las funciones f y h satisfacen que
f(0) = h(0), pues (0, 0) ∈ E(f, h), por lo que las hipótesis del Lema
2.1.9 se satisfacen.

Por tanto existen dos sucesiones {xn}n∈N y {yn}n∈N de puntos en [0, 1]
que cumplen las siguientes propiedades para cada n ∈ N:

(i) x1 = x,

(ii) 0 < xn+1 < xn,

(iii) 0 < yn+1 < yn,

(iv) el punto (xn, yn) ∈ B,

(v) el punto (xn, yn+1) ∈ A,

(vi) h(yn) = f(xn) = h(yn+1).

De las propiedades (ii) y (iii) tenemos que las sucesiones {xn}n∈N y
{yn}n∈N son sucesiones monotonas decrecientes y acotadas por 0. Se
sigue de [14, Theorem 3.14, p. 55] que {xn}n∈N y {yn}n∈N son su-
cesiones convergentes en el compacto [0, 1]. Por tanto existen puntos
z, w ∈ [0, 1] tales que

ĺım
n→∞

xn = z y ĺım
n→∞

yn = w.
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Por la propiedad (iv), tenemos que la sucesión {(xn, yn)}n∈N es una
sucesión contenida en B. Además por [14, Theorem 3.4 (a), p. 50],
tenemos que {(xn, yn)}n∈N es una sucesión convergente y

ĺım
n→∞

(xn, yn) = (z, w).

Como B es un conjunto compacto, tenemos que el punto (z, w) ∈ B.

De la misma manera, por la propiedad (v), tenemos que la suce-
sión {(xn, yn+1)}n∈N es una sucesión convergente, ĺımn→∞(xn, yn+1) =
(z, w) y el punto (z, w) ∈ A.

Tenemos entonces que el punto (z, w) ∈ A ∩ B = {(0, 0)}, por lo que
el punto (z, w) = (0, 0). De lo anterior z = 0, w = 0.

De la continuidad de f , se sigue que

ĺım
n→∞

f(xn) = f(z) = f(0).

Por otro lado de la propiedad (vi), para cada n ∈ N, f(xn) = h(yn+1) =
f(xn+1). De estas dos igualdades, tenemos que f(xn) = f(xn+1). En-
tonces {f(xn)}n∈N es la sucesión constante {f(0)}n∈N.

Por la propiedad (i), tenemos que x1 = x, entonces f(x) = f(x1) =
f(0), lo cual es una contradicción. La contradicción nace de suponer
que f(x) 6= f(0). Por tanto f(x) = f(0).

Hemos probado que para cada punto x en el intervalo (0, r), f(x) =
f(0).

Si x = r. Como f es una función continua y para cada x ∈ [0, r),
f(x) = f(0), entonces f(r) = f(0).

Hemos probado que para cada x ∈ [0, r], f(x) = f(0).

Por tanto f([0, r]) = {f(0)} y la Afirmación 1 queda probada. �

Afirmación 2. h([0, b]) = {f(0)}.
Prueba.
Recordemos primero que los puntos (0, 0) y (r, b) son los extremos del

arco B ⊂ E(f, h).
Probaremos que, para cada y ∈ [0, b], h(y) = f(0).

Si y = 0, entonces h(y) = h(0) = f(0).
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Si y = b, como el punto (r, b) ∈ B ⊂ E(f, h), tenemos que h(b) =
f(r). Además por la Afirmación 1, tenemos que f(r) = f(0). De las
igualdades anteriores h(b) = f(0).

Si y pertenece al intervalo (0, b).

Como los puntos (0, 0), (r, b) ∈ B y y ∈ (0, b), tenemos que ρ2(B) ∩
[0, y) 6= ∅ y ρ2(B)∩ (y, r] 6= ∅, como ρ2(B) es conexo, entonces ρ2(B)∩
{y} 6= ∅. Por tanto ([0, r]× {y}) ∩B 6= ∅.

Sea (z, y) un punto en ([0, r] × {y}) ∩ B, como el punto (z, y) ∈ B ⊂
E(f, h), entonces f(z) = h(y). Como z ∈ [0, r] por la Afirmación 1,
tenemos que f(z) = f(0), por tanto h(y) = f(0).

Hemos probado que h([0, b]) = {f(0)} y terminamos la prueba de la
Afirmación 2. �

De las Afirmaciones 1 y 2, tenemos que f([0, r]) = {f(0)} = h([0, b]),
por lo que se cumplen las hipótesis del Teorema 2.2.1. Por tanto la 2-celda
[0, r]× [0, b] ⊂ E(f, h).

Hemos probado que E(f, h) contiene una 2-celda, con esto terminamos
la prueba del Caso 1.

Caso 2. ρ1(C1) = {0} o ρ1(C2) = {0}.
Probaremos el caso en que ρ1(C1) = {0}, el caso en que ρ1(C2) = {0} se

hace de manera similar.

Por la Observación 1.1.8, (1), tenemos que ρ2(C1) 6= {0}.
Sea A ⊂ C2 un arco con un extremo (0, 0), tal que ρ2(A) ⊂ ρ2(C1).

Analizaremos los siguientes casos. (En la Figura 3.2 se ilustran los casos
que vamos a analizar)

Caso 2.1. ρ2(A) = {0}.
Por la Observación 1.1.4,(2), tenemos que ρ1(A) 6= {0}, además como

ρ2(C1) 6= {0}, tenemos que ρ1(A) × ρ2(C1) es una 2-celda. Veamos que
ρ1(A)× ρ2(C1) ⊂ E(f, h).

Sea (x, y) un punto en ρ1(A)× ρ2(C1). Como x ∈ ρ1(A) y ρ2(A) = {0},
tenemos que el punto (x, 0) ∈ A, además como y ∈ ρ2(C1) y ρ1(C1) = {0}
tenemos que (0, y) ∈ C1.

Como los puntos (x, 0), (0, y) ∈ (A∪C1) ⊂ E(f, h), tenemos que f(x) =
h(0) y f(0) = h(y). Además como el punto (0, 0) ∈ E(f, h), tenemos que
f(0) = h(0), de las igualdades anteriores, obtenemos que f(x) = h(y), por
tanto el punto (x, y) ∈ E(f, h).
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Figura 2.10: (a) Caso 2.1 (b) Caso 2.2

Hemos probado que cualquier punto de ρ1(A) × ρ2(C1), pertenece a
E(f, h).

Concluimos que la 2-celda ρ1(A) × ρ2(C1) ⊂ E(f, h), con esto termina-
mos la prueba del Caso 2.1.

Caso 2.2. ρ2(A) 6= {0}.
Veamos que ρ1(A) es no degenerado. Como ρ1(C1) = {0} y C1 ∩ C2 =

{(0, 0)}, entonces C2 ∩ ({0} × [0, 1]) = {(0, 0)}. Como A ⊂ C2, entonces
A∩({0}×[0, 1]) = {(0, 0)}. Como A es no degenerado entonces A∩(0, 1]2 6= ∅.
Por tanto ρ1(A) 6= {0}.

Como ρ2(A) 6= {0} 6= ρ1(A), tenemos que ρ1(A)× ρ2(A) es una 2-celda.
Veamos que ρ1(A)× ρ2(A) ⊂ E(f, h)

Sea (x, y) un punto en ρ1(A)× ρ2(A). Como x ∈ ρ1(A) existe un punto
y1 ∈ [0, 1], tal que el punto (x, y1) ∈ A.

Además por definición del arco A, tenemos que ρ2(A) ⊂ ρ2(C1), enton-
ces los puntos y, y1 ∈ ρ2(C1). Como ρ1(C1) = {0}, tenemos que los punto
(0, y), (0, y1) ∈ C1.

Como los puntos (x, y1), (0, y), (0, y1) ∈ (A∪C1) ⊂ E(f, h), tenemos que
f(x) = h(y1), f(0) = h(y) y f(0) = h(y1), entonces f(x) = h(y1) = h(y),
por lo que f(x) = h(y), por tanto el punto (x, y) ∈ E(f, h).

Hemos probado que cualquier punto de ρ1(A)×ρ2(A), pertenece a E(f, h).

Concluimos que la 2-celda ρ1(A)×ρ2(A) ⊂ E(f, h), con esto terminamos
la prueba del Caso 2.2.

Hemos probado que en cualquier caso que E(f, h) contiene una 2-celda.
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Con esto hemos probado el Caso 2.

Con los Casos 1 y 2 terminamos la prueba del teorema. �

A continuación definiremos subconjuntos especiales de los conjuntos de
coincidencias, los cuales apareceran en el desarrollo del trabajo.

Definición 2.2.3. Sean a, b ∈ [0, 1] y f, h : [0, 1] → [0, 1] funciones conti-
nuas, definimos

E1(f, h, a, b) = {(x, y) ∈ E(f, h) : x ≥ a, y ≥ b},

E2(f, h, a, b) = {(x, y) ∈ E(f, h) : x ≤ a, y ≥ b},

E3(f, h, a, b) = {(x, y) ∈ E(f, h) : x ≤ a, y ≤ b},

E4(f, h, a, b) = {(x, y) ∈ E(f, h) : x ≥ a, y ≤ b}.

Notemos que los conjuntos dados en la Definición 2.2.3 son subconjun-
tos cerrados del conjunto de coincidencias de las funciones f y h, notemos
también que estos conjuntos pueden llegar a ser vaćıos.

Observación 2.2.4. Sean f, h : [0, 1] → [0, 1] funciones continuas. Supon-
gamos que α, β : [0, 1]→ [0, 1] son funciones continuas e inyectivas. Entonces
ϕ : E(f ◦ α, h ◦ β)→ E(f, h) dada por ϕ((r, s)) = (α(r), β(s)) es un encaje.

Demostración.
Probaremos que ϕ está bien definida y es una función continua e inyec-

tiva.
Sea (r, s) ∈ E(f ◦ α, h ◦ β), entonces f ◦ α(r) = h ◦ β(s), entonces

(α(r), β(s)) ∈ E(f, h), por tanto ϕ((r, s)) ∈ E(f, h). Concluimos que ϕ
está bien definida.

Como α y β son funciones continuas, tenemos que ϕ es una función
continua.

Veamos que ϕ es una función inyectiva. Sean (r, s), (r′, s′) puntos de
E(f ◦α, h◦β), tales que ϕ((r, s)) = ϕ((r′, s′)). Veremos que el punto (r, s) =
(r′, s′).

Por definición de ϕ obtenemos que (α(r), β(s)) = (α(r′), β(s′)), de donde
α(x) = α(r′) y β(s) = β(s′). Como α y β son funciones inyectivas tenemos
que r = r′ y s = s′. Por tanto el punto (r, s) = (r′, s′).

Hemos probado que ϕ es una función inyectiva.
Como ϕ es una función continua e inyectiva, ϕ es un encaje. �
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El siguiente teorema nos da condiciones sobre el conjunto de coinciden-
cias para saber si este contiene un 2 celda.

Teorema 2.2.5. Sean a, b ∈ [0, 1] y f, h : [0, 1]→ [0, 1] funciones continuas.
Si existen i ∈ {1, 2, 3, 4} y un arco C ⊂ Ei(f, h, a, b) tal que el punto (a, b) ∈
C y (a, b) no es punto extremo de C entonces E(f, h) contiene una 2-celda.

Demostración.

Vamos a analizar el caso en que i = 1, los casos en que i ∈ {2, 3, 4} se
hacen de manera similar.

Definamos α : [0, 1]→ [a, 1] como α(t) = (1− a)t+ a y β : [0, 1]→ [b, 1]
como α(t) = (1− b)t+ b.

Definamos ϕ : E(f◦α, h◦β)→ E(f, h) dada por ϕ((x, y)) = (α(x), β(y)),
como α y β son funciones continuas, tenemos de la Observación 2.2.4 que ϕ
es un encaje.

Para probar que E(f, h) contiene una 2 celda E, basta probar que
E(f ◦ α, h ◦ β) contiene una 2 celda B, pues E = ϕ(B) es una dos cel-
da contenida en E(f, h). Para lo anterior probaremos que se satisfacen la
hipótesis del Teorema 2.2.2.

Afirmación 1. El punto (0, 0) ∈ E(f ◦ α, h ◦ β).

Prueba.

Tenemos que (f ◦α)(0) = f(α(0)) = f((1−a)0+a)) = f(a) y (h◦β)(0) =
h(β(0)) = h((1 − b)0 + a)) = h(b). Además como el punto (a, b) ∈ E(f, h),
tenemos que f(a) = h(b), entonces f ◦ α(0) = h ◦ β(0), por tanto el punto
(0, 0) ∈ E(f ◦ α, h ◦ β). Hemos probado la Afirmación 1. �

Afirmación 2. Existe un arco C ′ ⊂ E(f ◦α, h◦β) tal que el punto (0, 0)
no es punto extremo de C ′.

Prueba.

Por hipótesis existe un arco C ⊂ E1(f, h, a, b), tal que el punto (a, b) no
es punto extremo de C. Veamos que C ⊂ ϕ(E(f ◦ α, h ◦ β)).

Sea (x, y) ∈ C, como C ⊂ E1(f, h, a, b), tenemos que x ∈ [a, 1] = α([0, 1])
y y ∈ [b, 1] = β([0, 1]), por lo que existen puntos r, s ∈ [0, 1], tales que
α(r) = x y β(s) = y.

Además como el punto (x, y) ∈ C ⊂ E(f, h), tenemos que f(x) = h(y).

De la definición de r y s, tenemos que

(f ◦ α)(r) = f(α(r)) = f(x) = h(y) = h(β(s)) = (h ◦ β)(s),
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por tanto el punto (r, s) ∈ E(f ◦ α, h ◦ β). Notemos que ϕ(r, s) =
(α(r), β(s)) = (x, y). Por tanto el punto (x, y) ∈ ϕ(E(f ◦ α, h ◦ β)). He-
mos probado que C ⊂ ϕ(E(f ◦ α, h ◦ β)).

Sea C ′ = ϕ−1(C), como ϕ es un encaje tenemos que C ′ ⊂ E(f◦α, h◦β) es
un arco. Además como el punto (a, b) no es punto extremo de C y {(0, 0)} =
ϕ−1((a, b)), tenemos que el punto (0, 0) no es punto extremo de C ′.

Hemos probado la Afirmación 2. �

De las Afirmaciones 1 y 2 tenemos que existe un arco C ′ ⊂ E(f ◦α, h◦β)
tal que el punto (0, 0) ∈ C ′ y (0, 0) no es punto extremo de C ′, por lo que se
cumplen las hipótesis del Teorema 2.2.2. Por tanto tenemos que E(f◦α, h◦β)
contiene una 2-celda B.

Definamos E = ϕ(B), dado que ϕ es un encaje tenemos que E es una
2-celda, por tanto E(f, h) contiene una 2-celda E.

Hemos terminado la prueba del caso i = 1, la pueba de los casos en que
i ∈ {2, 3, 4} se hacen de manera similar, definiendo α y β que depende de
Ei(f, h, a, b). �

En el siguiente teorema daremos condiciones sobre las funciones del con-
junto de coincidencias para probar que este contiene una curva cerrada sim-
ple.

Lema 2.2.6. Sean f, h : [0, 1]→ [0, 1] funciones continuas. Supongamos que
existen puntos r1, r2, r3, s1, s2, s3 ∈ [0, 1] con r1 < r2 < r3 y s1 < s2 < s3

tales que f [r1, r3] = h[s1, s3], f(r1) = h(s2) = f(r3), h(s1) = f(r2) = h(s3),
f(r1) = máx(f [r1, r3]), f(r2) = mı́n(f [r1, r3]).

Si las componentes de E(f, h) son arco conexas, entonces E(f, h) con-
tiene una curva cerrada simple.

Demostración.
Por definición de f(r1) y de f(r2), obtenemos que f(r1) ≥ f(r2), por lo

que analizaremos los siguientes casos:

Caso 1 f(r2) < f(r1).
Vamos a probar que existen arcos A1, A2, A3, A4 ⊂ E(f, h) tales que

A1 ∪ A2 ∪ A3 ∪ A4 es una curva cerrada simple como se muestran en la
Figura 2.12.

Definamos α1, α2, β1, β2 : [0, 1]→ [0, 1] tales que para cada t ∈ [0, 1]



2.2. SUBCONTINUOS DE LOS CONJUNTOS DE COINCIDENCIAS 55

      

 

 

 

 

 

 

      f(r1)=f(r3) 

 

 

 

           f(r2) 

                f([0,1]) 

 

 

 

 

 

 

        r1   r2      r3 

      

 

 

 

 

 

 

                               h(s2) 

 

 

 

h(s1)=h(s3) 

                h([0,1]) 

 

 

 

 

 

 

        s1    s2      s3 

Figura 2.11:

α1(t) = (r1 − r2)t+ r2,

α2(t) = (r3 − r2)t+ r2,

β1(t) = (s2 − s1)t+ s1,

β2(t) = (s2 − s3)t+ s3.

Como f , h, α1, α2, β1 y β2 son funciones continuas, entonces f ◦ α1,
f ◦ α2, h ◦ β1 y h ◦ β2, son funciones continuas.

Notemos que

α1([0, 1]) = [r1, r2], α1(0) = r2, α1(1) = r1,

α2([0, 1]) = [r2, r3], α2(0) = r2, α2(1) = r3,

β1([0, 1]) = [s1, s2], β1(0) = s1, β1(1) = s2,

β2([0, 1]) = [s2, s3], β2(0) = s3, β2(1) = s2.

Afirmación 1. Dados i, j ∈ 1, 2, si Ei,j es la componente de E(f ◦αi, h◦
βj) que contiene al punto (0, 0) entonces Ei,j contiene al punto (1, 1).

Prueba.

Haremos la prueba para cuando i = 1, j = 2 la prueba en cualquier otro
caso se hace de manera similar.

Veremos que las hipótesis del Teorema 2.1.6 se satisfacen para las fun-
ciones f ◦ α1 y h ◦ β2 y para los puntos f(r2), f(r1) ∈ [0, 1].

Veamos que f ◦ α1, h ◦ β2 : [0, 1]→ [f(r2), f(r1)].
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Figura 2.12:

Tenemos que f ◦ α1 : [0, 1] → f [r1, r2] y h ◦ β2 : [0, 1] → h[s2, s3],
además por hipótesis f [r1, r3] = h[s1, s3], f(r1) = h(s2) = f(r3), h(s1) =
f(r2) = h(s3), f(r1) = máx(f [r1, r3]), f(r2) = mı́n(f [r1, r3]), por lo que
f [r1, r2] = h[s2, s3] = [f(r2), f(r1)]. De lo anterior tenemos que f ◦α1, h◦β2 :
[0, 1]→ [f(r2), f(r1)].

Veamos que (f ◦ α1)(0) = f(r2) = (h ◦ β2)(0) y (f ◦ α1)(1) = f(r1) =
(h ◦ β2)(1).

Tenemos que (f ◦ α1)(0) = f(α1(0)) = f(r2) y (h ◦ β2)(0) = h(β2(0)) =
h(s3), por hipótesis, tenemos que f(r2) = h(s3), por tanto (f ◦ α1)(0) =
f(r2) = (h ◦ β2)(0).

Por otro lado tenemos que (f ◦α1)(1) = f(α1(1)) = f(r1) y (h◦β2)(1) =
h(β2(1)) = h(s2), por hipótesis, tenemos que f(r1) = h(s2), por tanto (f ◦
α1)(1) = f(r1) = (h ◦ β2)(1).

Hemos probado que las hipótesis del Teorema 2.1.6 se satisfacen, por
tanto si E1,2 es la componente de E(f ◦ α1, h ◦ β2) que contiene al punto
(0, 0), entonces E1,2 contiene al punto (1, 1). �

Dados i, j ∈ {1, 2}, definamos ϕi,j : E(f ◦αi, h ◦ βj)→ E(f, h) dada por
ϕi,j(r, s) = (α1(r), βj(s)), como α1 y βj son funciones continuas e inyectivas
por la Observación 2.2.4, tenemos que ϕi,j es un encaje.

Por hipótesis las componentes de E(f, h) son arco conexas y como ϕi,j es
un encaje tenemos que las componentes de E(f ◦αi, h◦βj) son arco conexas.
Por tanto Ei,j es arco conexa.

Sea Bi,j ⊂ Ei,j un arco con puntos extremos (0, 0) y (1, 1).
Definamos Ai,j = ϕi,j(Bi,j), pi,j = ϕi,j((0, 0)) y qi,j = ϕi,j((1, 1)).
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Veamos que los arcos Ai,j satisfacen la siguiente Afirmación.

Afirmación 2 Dados i, j ∈ {1, 2}, con i 6= j, se cumplen las siguientes
propiedades :

(1) Ai,i ∩Aj,j = ∅,
(2) Ai,j ∩Aj,i = ∅,
(3) pi,i = pj,i,

(4) qi,i = qi,j .

Prueba.

Haremos la prueba del inciso (1), la prueba del inciso (2) se hace de
manera similar.

(1) Ai,i ∩Aj,j = ∅.
Supongamos i = 1, j = 2. Supongamos por el contrario que A1,1∩A2,2 6=

∅.
Sea (r, s) ∈ A1,1 ∩ A2,2, por definición A1,1 = ϕ1,1(B1,1) y A2,2 =

ϕ2,2(B2,2), entonces existen puntos (r′, s′) ∈ B1,1 y (r′′, s′′) ∈ B2,2 tales
que ϕ1,1((r′, s′)) = (r, s) = ϕ2,2((r′′, s′′)).

De la definición de ϕ1,1 y ϕ2,2 tenemos que (r, s) = (α1(r′), β1(s′)) ∈
[r1, r2]×[s1, s2] y (r, s) = (α2(r′), β2(s′′)) ∈ [r2, r3]×[s2, s3], entonces (r, s) =
(r2, s2).

Como (r, s) = (r2, s2) ∈ A1,1∩A2,2 ⊂ E(f, h), tenemos que f(r2) = h(s2)
y por hipótesis h(s2) = f(r1), entonces f(r2) = f(r1) lo cual contradice la
hipótesis del Caso 1.

La contradicción nace de suponer que A1,1 ∩ A2,2 6= ∅. Por tanto A1,1 ∩
A2,2 = ∅. De manera similar se prueba que A1,2 ∩A2,1 = ∅.

(3) pi,i = pj,i,

Haremos la prueba para cuando i = 1, j = 2, la prueba para cuando
i = 2 y j = 1 se hace de manera similar.

Por definición p1,1 = ϕ1,1((0, 0)) y p2,1 = ϕ2,1((0, 0)). De la definición
de ϕ1,1 y ϕ2,1 tenemos que p1,1 = ϕ1,1((0, 0)) = (α1(0), β1(0)) = (r2, s1) y
p2,1 = ϕ2,1((0, 0)) = (α2(0), β1(0)) = (r2, s1). Por tanto p1,1 = (r2, s1) =
p2,1.

De maner similar obtenemos que p2,2 = (r2, s3) = p1,2.

(4) qi,i = qi,j .

Haremos la prueba para cuando i = 1, j = 2, la prueba para cuando
i = 2 y j = 1 se hace de manera similar.
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Por definición q1,1 = ϕ1,1((1, 1)) y q1,2 = ϕ1,2((1, 1)). De la definición
de ϕ1,1 y ϕ1,2 tenemos que q1,1 = ϕ1,1((1, 1)) = (α1(1), β1(1)) = (r1, s2) y
q2,1 = ϕ2,1((1, 1)) = (α1(1), β2(1)) = (r1, s2). Por tanto q1,1 = (r1, s2) = q2,1.

De maner similar obtenemos que q2,2 = (r3, s2) = p2,1.�

Afirmación 3

(1) Si (r, s) ∈ Ai,i ∩Ai,j , entonces s = s2.

(2) Si (r, s) ∈ Ai,i ∩Aj,i, entonces r = r2.

Prueba.

Haremos la prueba para cuendo i = 1, j = 2, la prueba para cuando
i = 2, j = 1 se hace de manera similar.

Si (r, s) ∈ A1,1∩A1,2, por definición A1,1 = ϕ1,1(B1,1) y A1,2 = ϕ1,2(B1,2),
entonces existen puntos (r′, s′) ∈ B1,1 y (r′′, s′′) ∈ B1,2, tales que

ϕ1,1((r′, s′)) = (r, s) = ϕ1,2((r′′, s′′)).

De la definición de ϕ1,1 y ϕ1,2 tenemos que (r, s) = (α1(r′), β1(s′)) ∈
[r1, r2] × [s1, s2] y (r, s) = (α1(r′′), β2(s′′)) ∈ [r1, r2] × [s2, s3], de donde
s = s2.

De manera similar si (r, s) ∈ A1,1 ∩A2,1 entonces r = r2. Aśı la Afirma-
ción 3 queda probada. �

De la Afirmación 3 y la definición de los arcos A1,1, A1,2, A2,1, A2,2,
tenemos que

A1,1 ∩A1,2 ⊂ {(r, s) ∈ E(f, h) : r ∈ [r1, r2] y s = s2},

A2,2 ∩A2,1 ⊂ {(r, s) ∈ E(f, h) : r ∈ [r2, r3] y s = s2},

A1,1 ∩A2,1 ⊂ {(r, s) ∈ E(f, h) : r = r2 y s ∈ [s1, s2]},

A2,2 ∩A1,2 ⊂ {(r, s) ∈ E(f, h) : r = r2 y s ∈ [s2, s3]}.

Definamos

a1 = máx{r ∈ [r1, r2] : (r, s2) ∈ A1,1 ∩A1,2} = máx%1(A1,1 ∩A1,2),

a2 = mı́n{r ∈ [r2, r3] : (r, s2) ∈ A2,2 ∩A2,1} = mı́n%1(A2,2 ∩A2,1),

b1 = máx{s ∈ [s1, s2] : (r2, s) ∈ A1,1 ∩A2,1} = máx%2(A1,1 ∩A2,1),

b2 = mı́n{r ∈ [s2, s3] : (r2, s) ∈ A2,2 ∩A1,2} = mı́n%2(A2,2 ∩A1,2).
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Los puntos a1, a2, b1 y b2 están bien definidos, pues los conjuntos Ai,i ∩
Ai,j y Ai,i ∩Aj,i son subconjuntos cerrados de E(f, h) y por tal de [0, 1]2.

Notemos que a1 < r2 < a2 y b1 < s2 < b2, pues de lo contrario ai = r2

o bi = s2, entonces el punto (r2, s2) ∈ E(f, h), por lo que f(r2) = h(s2),
además por hipótesis h(s2) = f(r1), entonces f(r2) = f(r1) lo cual contra-
dice la hipótesis del Caso 1.

Definamos

A1 ⊂ A1,1 el arco con puntos extremos (a1, s2) y (b1, r2),

A2 ⊂ A2,1 el arco con puntos extremos (b1, r2) y (a2, s2),

A3 ⊂ A2,2 el arco con puntos extremos (a2, s2) y (b2, r2)

A4 ⊂ A1,2 el arco con puntos extremos (b2, r2) y (a1, s2).

Tenemos que los arcos Ai satisfacen las siguientes propiedades.

(1) A1 ∩A3 = ∅,
(2) A2 ∩A4 = ∅,
(3) A1 ∩A2 = {(b1, r2)},
(4) A1 ∩A4 = {(a1, s2)},
(5) A3 ∩A2 = {(a2, s2)},
(6) A3 ∩A4 = {(b2, r2)}.
De las propiedades (1)-(6) concluimos que A1 ∪A2 ∪A3 ∪A4 una curva

cerrada simple.

Por tanto Caso 1 queda probado.

Caso 2. f(r1) = f(r2)

Por hipótesis f(r1) = máx(f [r1, r3]), f(r2) = mı́n(f [r1, r3]) y f [r1, r3] =
h[s1, s3], por lo que f [r1, r3] = {f(r1)} = h[s1, s3], por tanto se satisfacen la
hipótesis del Teorema 2.2.1, por tanto la 2-celda [r1, r3]× [s1, s3] ⊂ E[f, h],
concluimos que E[f, h] contiene una curva cerrada simple.

De los casos 1 y 2 el teorema queda demostrado. �

En el siguiente teorema daremos condiciones sobre las funciones del con-
junto de coincidencias para probar que este contiene un triodo simple.

Lema 2.2.7. Dados puntos u, v ∈ [0, 1] con u ≤ v y funciones continuas
f, h : [0, 1] → [u, v]. Supongamos que existen puntos r1, r2, r3, s1, s2, s3 ∈
[0, 1] con r1 < r2 < r3 y s1 < s2 < s3, tales que f [r1, r3] = h[s1, s3],
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Figura 2.13:

f(r1) = f(r3) = h(s1) = h(s3), f(r2) = h(s2), f(r1) = máx(f [r1, r3]),
f(r2) = mı́n(f [r1, r3]).

Si las componentes de E(f, h) son arco conexas, entonces E(f, h) con-
tiene un triodo simple con vértice (r2, s2).

Demostración.
Por definición de f(r1) y de f(r2), obtenemos que f(r1) ≥ f(r2), por lo

que analizaremos los siguientes casos:

Caso 1 f(r2) < f(r1)
Vamos a probar que existen arcos A1, A2, A3,⊂ E(f, h) tales que A1 ∪

A2 ∪A3 es un triodo simple como se muestra en la Figura 2.14.
Definamos α1, α2, β1, β2 : [0, 1]→ [0, 1] tales que para cada t ∈ [0, 1]

α1(t) = (r1 − r2)t+ r2,

α2(t) = (r3 − r2)t+ r2,

β1(t) = (s1 − s2)t+ s2.

β2(t) = (s3 − s2)t+ s2.

Notemos que para cada i ∈ {1, 2}, αi y βi son funciones continuas e
inyectivas, por lo que f ◦ α1, f ◦ α2, h ◦ β1 y h ◦ β2 son funciones continuas.

Notemos también que

α1([0, 1]) = [r1, r2], α1(0) = r2, α1(1) = r1,

α2([0, 1]) = [r2, r3], α2(0) = r2, α2(1) = r3,
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Figura 2.14:

β1([0, 1]) = [s1, s2], β1(0) = s2, β1(1) = s1,

β2([0, 1]) = [s2, s3], β1(0) = s2, β1(1) = s3,

Afirmación 1. Dados i, j ∈ 1, 2, si Ei,j es la componente de E(f ◦αi, h◦
βj) que contiene al punto (0, 0) entonces Ei,j contiene al punto (1, 1).

Prueba.

Haremos la prueba para cuando i = 1 = j la prueba en cualquier otro
caso se hace de manera similar.

Veremos que las hipótesis del Teorema 2.1.6 se satisfacen para las fun-
ciones f ◦ α1 y h ◦ β1 y para los puntos f(r2), f(r1) ∈ [0, 1].

Veamos que f ◦ α1, h ◦ β2 : [0, 1]→ [f(r2), f(r1)].

Tenemos que f ◦ α1 : [0, 1] → f [r1, r2] y h ◦ β1 : [0, 1] → h[s1, s2],
además por hipótesis f [r1, r3] = h[s1, s3], f(r1) = h(s2) = f(r3), h(s1) =
f(r2) = h(s3), f(r1) = máx(f [r1, r3]), f(r2) = mı́n(f [r1, r3]), por lo que
f [r1, r2] = h[s1, s2] = [f(r2), f(r1)]. De lo anterior, tenemos que f ◦α1, h◦β1 :
[0, 1]→ [f(r2), f(r1)].

Veamos que (f ◦ α1)(0) = f(r2) = (h ◦ β1)(0) y (f ◦ α1)(1) = f(r1) =
(h ◦ β1)(1).

Tenemos que (f ◦ α1)(0) = f(α1(0)) = f(r2) y (h ◦ β1)(0) = h(β1(0)) =
h(s2). Por hipótesis, tenemos que f(r2) = h(s2), por tanto (f ◦ α1)(0) =
f(r2) = (h ◦ β2)(0).

Por otro lado, tenemos que (f ◦α1)(1) = f(α1(1)) = f(r1) y (h◦β1)(1) =
h(β1(1)) = h(s1). Por hipótesis tenemos que f(r1) = h(s1), por tanto (f ◦
α1)(1) = f(r1) = (h ◦ β2)(1).
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Hemos probado que las hipótesis del Teorema 2.1.6 se satisfacen, por
tanto si E1,1 es la componente de E(f ◦ α1, h ◦ β2) que contiene al punto
(0, 0) entonces E1,1 contiene al punto (1, 1). �

Dados i, j ∈ {1, 2}, definamos ϕi,j : E(f ◦αi, h ◦ βj)→ E(f, h) dada por
ϕi,j(r, s) = (αi(r), βj(s)), como αi y βj son funciones continuas e inyectivas
por la (Observación 2.2.4), tenemos que ϕi,j es un encaje.

Por hipótesis las componentes de E(f, h) son arco conexas y como ϕi,j es
un encaje tenemos que las componentes de E(f ◦αi, h◦βj) son arco conexas.
Por tanto Ei,j es arco conexa.

Sea Bi,j ⊂ Ei,j un arco con puntos extremos (0, 0) y (1, 1).
Definamos Ai,j = ϕi,j(Bi,j), pi,j = ϕi,j((0, 0)) y qi,j = ϕi,j((1, 1)).
Veamos que los arcos Ai,j satisfacen la siguiente Afirmación.

Afirmación 2 Dados i, j ∈ {1, 2}, si i 6= j, entonces se cumplen las
siguientes propiedades :

(1) pi,i = pj,i,
(2) qi,i 6= qi,j ,
(3) Ai,i ∩Aj,j = {pi,i},
(4) Ai,j ∩Aj,i = {pi,j}.
Prueba.
(1) pi,i = pj,i.
Haremos la prueba para cuando i = 1, j = 2, la prueba para cuando

i = 2 y j = 1 se hace de manera similar.
Por definición p1,1 = ϕ1,1((0, 0)) y p2,1 = ϕ2,1((0, 0)). De la definición

de ϕ1,1 y ϕ2,1 tenemos que p1,1 = ϕ1,1((0, 0)) = (α1(0), β1(0)) = (r2, s2) y
p2,1 = ϕ2,1((0, 0)) = (α2(0), β1(0)) = (r2, s2). Por tanto p1,1 = (r2, s2) =
p2,1.

De maner similar obtenemos que p2,2 = (r2, s2) = p1,2.

(2) qi,i 6= qi,j .
Haremos la prueba para cuando i = 1, j = 2, la prueba para cuando

i = 2 y j = 1 se hace de manera similar.
Por definición q1,1 = ϕ1,1((1, 1)) y q1,2 = ϕ1,2((1, 1)). De la definición

de ϕ1,1 y ϕ1,2 tenemos que q1,1 = ϕ1,1((1, 1)) = (α1(1), β1(1)) = (r1, s1) y
q2,1 = ϕ2,1((1, 1)) = (α1(1), β2(1)) = (r1, s3). Por tanto q1,1 = (r1, s1) 6=
(r1, s3) = q2,1.

(3) Ai,i ∩Aj,j = {pi,i}.
Supongamos i = 1, j = 2.
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Sea (r, s) ∈ A1,1 ∩ A2,2 Sea (r, s) ∈ A1,1 ∩ A2,2, por definición A1,1 =
ϕ1,1(B1,1) y A2,2 = ϕ2,2(B2,2), entonces existen puntos (r′, s′) ∈ B1,1 y
(r′′, s′′) ∈ B2,2 tales que ϕ1,1((r′, s′)) = (r, s) = ϕ2,2((r′′, s′′)).

De la definición de ϕ1,1 y ϕ2,2 tenemos que (r, s) = (α1(r′), β1(s′)) ∈
[r1, r2]×[s1, s2] y (r, s) = (α2(r′), β2(s′′)) ∈ [r2, r3]×[s2, s3], entonces (r, s) =
(r2, s2).

La prueba del inciso (4) se hace de manera similar a la prueba del inciso
(3).

Afirmación 3 Si (r, s) ∈ A1,1 ∩A1,2, entonces s = s2.
Prueba.
Sea (r, s) ∈ A1,1 ∩ A1,2, por definición A1,1 = ϕ1,1(B1,1) y A1,2 =

ϕ1,2(B1,2), entonces existen puntos (r′, s′) ∈ B1,1 y (r′′, s′′) ∈ B1,2 tales
que ϕ1,1((r′, s′)) = (r, s) = ϕ1,2((r′′, s′′)).

De la definición de ϕ1,1 y ϕ2,2 tenemos que (r, s) = (α1(r′), β1(s′)) ∈
[r1, r2] × [s1, s2] y (r, s) = (α1(r′′), β2(s′′)) ∈ [r1, r2] × [s2, s3], entonces
s = s2.�

De la Afirmación 3, tenemos que A1,1 ∩ A1,2 ⊂ {(r, s) ∈ E(f, h) : r ∈
[r1, r2] y s = s2}.

Definamos a = mı́n{r ∈ [r1, r2] : (r, s2) ∈ A1,1 ∩ A1,2} = mı́nρ1(A1,1 ∩
A1,2), como A1,1 ∩A1,2 es un subconjunto cerrado de [0, 1]2, tenemos que a
esta bien definido.

Notemos que a > r1, pues si a = r1, entonces el punto (r1, s2) ∈ E(f, h)
de donde f(r1) = h(s2), por hipótesis f(r2) = h(s2), entonces f(r2) = f(r1),
lo cual contradice la hipótesis del Caso 1.

Definamos A1 ⊂ A1,1 el arco con puntos extremos (a, s2), p1,1, A2 ⊂ A1,1

el arco con puntos extremos (a, s2), q1,1 y A3 ⊂ A1,2 el arco con puntos
extremos (a, s2) y q1,2, notemos que los arcos A1, A2, A3, satisfacen que

(1) Ai ∩Aj = {(a, s2)}
Por tanto A1 ∪A2 ∪A3 es un triodo simple.
Por tanto Caso 1 queda probado.

Caso 2. f(r1) = f(r2)
Recordemos que por hipótesis f(r1) = máx(f [r1, r3]), f(r2) = mı́n(f [r1, r3])

y f [r1, r3] = h[s1, s3], por lo que f [r1, r3] = {f(r1)} = h[s1, s3], por tanto
se satisfacen la hipótesis del Teorema 2.2.1, por tanto la 2-celda [r1, r3] ×
[s1, s3] ⊂ E[f, h], concluimos que E[f, h] contiene un triodo simple.

De los Casos 1 y 2 el teorema queda demostrado.
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Caṕıtulo 3

Relación entre los conjuntos
de coincidencias y los ĺımites
inversos

Recordemos que M denota un subconjunto cerrado de [0, 1]2, tal que
%1(M) = [0, 1] = %2(M).

Es este caṕıtulo damos la relación que existe entre los conjuntos de coin-
cidencias y ĺım←−−M , los conjuntos Gk y M , lo cual que nos permitira obtener
información de ĺım←−−M , los conjuntos Gk y M .

3.1. Encajes

Es esta sección relacionaremos los conjuntos de coincidencias con ĺım←−−M ,
los conjuntos Gk y M . Definimos bajo condiciones especiales encajes de los
conjuntos de coincidencias a ĺım←−−M y los conjuntos Gk.

Estos encajes nos serán de gran utilidad a lo largo de este trabajo.

Recordemos que dado j ∈ N y funciones f : [0, 1] → [0, 1]j , h : [0, 1] →
[0, 1]∞, entonces f = (f1, f2, . . . , fj) y h(= (h1, h2, . . . ). Además dados i, k, n ∈
N, con i ≤ j y k ≤ i fi1 = (f1, f2, . . . , fi), fik = (fk, fk+1, . . . , fi) hn

1 =
(h1, h2, . . . , hn)

Lema 3.1.1. Sean M ⊂ [0, 1]2, k, l ∈ N y f : [0, 1] → Gk, g : [0, 1] → Gl,
h : [0, 1] → ĺım←−−M , funciones continuas. Dados i ≤ k + 1, j ≤ l + 1, n ∈ N,

tales que E(fi, gj) 6= ∅ 6= E(fi, hn). Definimos

65
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ϕ : E(fi, gj)→ Gi+l−j ,

χ : E(fi, hn)→ ĺım←−−M ,

φ : E(fi, gj)→ Gj+k−i,

ψ : E(fi, hn)→ Gn+k−i,

como siguen:

para cada punto (x, y) ∈ E(fi, gj),

ϕ((x, y)) = (f1(x), . . . , fi(x), gj+1(y), . . . , gl+1(y)),

para cada punto (x, y) ∈ E(fi, hn),

χ((x, y)) = (f1(x), . . . , fi(x), hn+1(y), hn+2(y), . . . ),

para cada punto (x, y) ∈ E(fi, gj),

φ((x, y)) = (g1(x), . . . , gj(x), fi+1(y), . . . , fk+1(y)),

para cada punto (x, y) ∈ E(fi, hn),

ψ((x, y)) = (h1(x), . . . , hn(x), fi+1(y), . . . , fk+1(y)).

Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:
(1) ϕ, χ, φ, ψ, están bien definidas y son continuas.
(2) Si fi1 : [0, 1] → Gi−1 y gl+1

j : [0, 1] → Gl−j , son funciones inyectivas,
entonces ϕ es un encaje.

(3) Si fi1 : [0, 1] → Gi−1 y h∞n : [0, 1] → ĺım←−−M son funciones inyectivas,
entonces χ es un encaje.

(4) Si gj1 : [0, 1] → Gj−1 y fk+1
i : [0, 1] → Gk−i son funciones inyectivas,

entonces φ es un encaje.
(5) Si hn1 : [0, 1]→ Gn−1 y fk+1

i : [0, 1]→ Gk−i, son funciones inyectivas,
entonces ψ es un encaje.

Demostración.
(1) ϕ, χ, φ, ψ, están bien definidas y son continuas.
Probaremos que ϕ está bien definida y es continua, que χ, φ, ψ, estan

bien definidas y son continuas, se prueba de manera similar.
Primero probaremos que ϕ está bien definida, para lo cual veremos que

dado un punto (x, y) ∈ E(fi, gj), ϕ((x, y)) ∈ Gi+l−j . Para lo cual probaremos
que para cada r ∈ {1, 2, . . . , i+l−1}, el punto (πr+1(ϕ((x, y))), πr(ϕ(x, y))) ∈
M .

Sea 1 ≤ r ≤ i− 1.

Por hipótesis, f([0, 1]) ⊂ Gk. Entonces por definición de ϕ y de Gk,
tenemos que el punto
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(πr+1(ϕ((x, y))), πr(ϕ((x, y)))) = (fr+1(x), fr(x)) ∈M .

Sea r = i.

Como el punto (x, y) ∈ E(fi, gj), tenemos que fi(x) = gj(y), de esta
igualdad y por definición de ϕ, tenemos que el punto

(πr+1(ϕ((x, y))), πr(ϕ((x, y)))) = (πi+1(ϕ((x, y))), πi(ϕ((x, y))))
= (gj+1(y), fi(x)) = (fi+1(x), fi(x)).

Además por hipótesis f([0, 1]) ⊂ Gk, entonces el punto (fi+1(x), fi(x)) ∈
M . Por tanto el punto (πi+1(ϕ((x, y))), πi(ϕ((x, y)))) ∈M .

Sea i+ 1 ≤ r ≤ i+ l − j.

Por hipótesis g([0, 1]) ⊂ Gl. Entonces por la definición de ϕ y de Gl

tenemos que el punto

(πr+1(ϕ((x, y))), πr(ϕ((x, y)))) = (gj+r−i+1(y), gj+r−i(y)) ∈M .

Aśı para cada r ∈ {1, 2, . . . , i + l − 1}, (πr+1(ϕ((x, y))), πr(ϕ((x, y)))) ∈
M . Por tanto la función ϕ está bien definida.

Veamos que ϕ es una función continua.

Para r ≥ i, πr(ϕ) = fr y para i+ 1 ≤ r ≤ i+ l − j + 1, πr(ϕ) = gj+r−i,
como fr, gj+r−i son funciones continuas, concluimos que ϕ es una función
continua.

(2) Si f i1 : [0, 1] → Gi−1 y gl+1
j : [0, 1] → Gl−j , son funciones inyectivas,

entonces ϕ, es un encaje.

Por (1), tenemos que ϕ es un función continua, por lo que resta probar
que ϕ es un función inyectiva.

Sean (x, y), (x′, y′) ∈ E(fi, gj) puntos que satisfacen ϕ((x, y)) = ϕ((x′, y′)),
probaremos que el punto (x, y) = (x′, y′).

Como ϕ((x, y)) = ϕ((x′, y′)), tenemos que

(f1(x), . . . , fi(x), gj+1(y), . . . , gl+1(y))
= (f1(x′), . . . , fi(x

′), gj+1(y′), . . . , gl+1(y′)).

De esta igualdad, tenemos que para cada 1 ≤ r ≤ i fr(x) = fr(x
′) y para

cada j ≤ r ≤ l + 1, gr(x) = gr(y
′).
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Por lo que f i1(x) = f i1(x′) y gl+1
j (y) = gl+1

j (y′), recordemos, que por

hipótesis f i1 y gl+1
j son funciones inyectivas, por lo que x = x′ y y = y′, por

tanto el punto (x, y) = (x′, y′). Concluimos ϕ es una función inyectiva.
Hemos probado que ϕ es una función continua e inyectiva. Por tanto ϕ

es un encaje.

La prueba de los incisos (3), (4) y (5) se hacen de manera similar a la
prueba del inciso (2). �

Los siguientes corolarios, son casos particulares del Teorema 3.1.1, los
cuales estaremos utilizando a lo largo del trabajo.

Corolario 3.1.2. Sean M ⊂ [0, 1]2, k, l ∈ N, f : [0, 1]→M , g : [0, 1]→ Gl y
h : [0, 1]→ ĺım←−−M , funciones continuas, tales que E(f1, g1) 6= ∅ 6= E(f1, h1),

E(gl+1, f1) 6= ∅ 6= E(f2, hk). Definimos

ϕ : E(f1, g1)→ Gl+1,

χ : E(f1, h1)→ ĺım←−−M ,

φ : E(f2, gl+1)→ Gl+1,

ψ : E(f2, hk)→ Gk,

como siguen:

para cada punto (x, y) ∈ E(f1, g1),

ϕ((x, y)) = (f2(x), f1(x), g2(y), . . . gl+1(y)),

para cada punto (x, y) ∈ E(f1, h1),

χ((x, y)) = (f2(x), f1(x), h2(y), h3(y), . . . ),

para cada punto (x, y) ∈ E(f2, gl+1),

φ((x, y)) = (g1(x), . . . , gl+1(x), f1(y)),

para cada punto (x, y) ∈ E(f2, hk),

ψ((x, y)) = (h1(x), . . . , hk(x), f1(y)).

Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:
(1) ϕ, χ, φ y ψ, están bien definidas y son continuas.
(2) Si f y g son funciones inyectivas, entonces ϕ, es un encaje.
(3) Si f y h son funciones inyectivas, entonces χ, es un encaje.
(4) Si g y f son funciones inyectivas, entonces φ, es un encaje.
(5) Si hk1 : [0, 1] → Gk−1 y f son funciones inyectivas, entonces ψ es un

encaje.
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Demostración.

Recordemos que ϑ : M → G1, dada por ϑ((x, y)) = (y, x) es un homeo-
morfismo. Consideremos ϑ ◦ f : [0, 1] → G1, de la definción de ϑ tenemos
que ϑ ◦ f = (f2, f1) y que ϑ ◦ f es una función continua.

Aplicando el Teorema 3.1.1 a las funciones ϑ◦f : [0, 1]→ G1, g : [0, 1]→
Gl, y h : [0, 1]→ ĺım←−−M , tomando

en la definición de ϕ en Teorema 3.1.1, i = 2, j = 1 ,

en la definición de χ en Teorema 3.1.1, i = 2, n = 1,

en la definición de φ en Teorema 3.1.1, j = l + 1, i = 1,

en la definición de ψ en Teorema 3.1.1, n = k, i = 1.

Por tanto el corolario se sigue del Teorema 3.1.1. �

Corolario 3.1.3. Sean M ⊂ [0, 1]2, k ∈ N, f : [0, 1] → Gk y h : [0, 1] →
ĺım←−−M , funciones continuas, tales que E(fk+1, h1) 6= ∅. Si definimos ϕ :

E(fk+1, h1)→ ĺım←−−M , para cada punto (x, y) ∈ E(fk+1, h1), como

ϕ((x, y)) = (f1(x), f2(x), . . . , fk(x), fk+1(x), h2(y), h3(y), . . .).

Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

(1) ϕ está bien definida.

(2) Si f y h son funciones inyectivas, entonces ϕ es un encaje.

Demostración.

La prueba se sigue del Teorema 3.1.1, para el caso en que i = k y n = 1.
�

3.2. Conjuntos de coincidencias y subcontinuos del
ĺımite inverso

Es esta sección utilizaremos los encajes dados en la Sección 3.1, para
obtener triodos simples, circunferencias y arcos en ĺım←−−M y en los conjuntos
Gk, los cuales utilizaremos en caṕıtulos posteriores.
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Teorema 3.2.1. Sean M ⊂ [0, 1]2, puntos u, v, r, s ∈ [0, 1], k ∈ N, f, g :
[0, 1]→ Gk y h : [0, 1]→ ĺım←−−M , funciones continuas e inyectivas, tales que
cumplen las siguientes propiedades:

(a) f(r) /∈ g([0, 1]), g(s) /∈ f([0, 1])
(b) fk+1, gk+1, h1 : [0, 1]→ [u, v],
(c) h1 es suprayectiva,
(d) E(fk+1, h1) 6= ∅ 6= E(gk+1, h1).
Entonces las componentes de E(fk+1, h1) y E(gk+1, h1) son homeomorfas

a subcontinuos propios de ĺım←−−M .

Demostración.
Como E(fk+1, h1) 6= ∅ 6= E(gk+1, h1), podemos definir

ϕ : E(fk+1, h1)→ ĺım←−−M , ψ : E(gk+1, h1)→ ĺım←−−M

como siguen:

para cada punto (x, y) ∈ E(fk+1, h1),

ϕ((x, y)) = (f1(x), f2(x), . . . , fk(x), fk+1(x), h2(y), h3(y), . . .),

para cada punto (x, y) ∈ E(gk+1, h1),

ψ((x, y)) = (g1(x), g2(x), . . . , gk(x), gk+1(x), h2(y), h3(y), . . .).

Como f , g y h son funciones continuas e inyectivas, estas satisfacen las
hipótesis del Corolario 3.1.3, por tanto ϕ y ψ son encajes. De lo anterior, con-
cluimos que las componentes de E(fk+1, h1) y E(gk+1, h1) son homeomorfas
a subcontinuos de ĺım←−−M .

Probaremos que las componentes de E(fk+1, h1) son homeomorfas a sub-
continuos propios de ĺım←−−M , la prueba de que las componentes de E(gk+1, h1)
son homeomorfas a subcontinuos propios de ĺım←−−M se hace de manera simi-
lar.

Sea A componente de E(fk+1, h1), probaremos que ϕ(A) 6= ĺım←−−M .

Probaremos que existe un punto a ∈ [0, 1], tal que el punto (s, a) ∈
E(gk+1, h1) y ψ((s, a)) /∈ ϕ(A).

Como la función h1 : [0, 1] → [u, v] es suprayectiva y gk+1(s) ∈ [u, v],
existe un punto a ∈ [0, 1], tal que h1(a) = gk+1(s), por lo que el punto
(s, a) ∈ E(gk+1, h1). Veamos que ψ((s, a)) /∈ ϕ(A).

Supongamos por el contrario que ψ((s, a)) ∈ ϕ(A) ⊂ ϕ(E(fk+1, h1)),
entonces existe un punto (r′, s′) ∈ A, tal que ϕ((r′, s′)) = ψ((s, a)), por lo
que

(f1(r′), . . . , fk+1(r′), h2(s′), h3(s′), . . .) = (g1(s), . . . , gk+1(s), h2(a), h3(a), . . .),
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de donde f(r′) = g(s), lo cual contradice que g(s) /∈ f([0, 1]). La contradic-
ción nace de suponer que ψ((s, a)) ∈ ϕ(E(fk+1, h1)). Por tanto ψ((s, a)) /∈
ϕ(A).

Por tanto, ϕ(A) es un subcontinuo propio de ĺım←−−M . �

Observación 3.2.2. En la prueba del Teorema 3.2.1, probamos que dado
un punto (r, s) ∈ E(fk+1, h1), tal que f(r) /∈ g([0, 1]), entonces ϕ((r, s)) /∈
ψ(E(gk+1, h1)).

Corolario 3.2.3. Sean M ⊂ [0, 1]2, puntos u, v, r, s ∈ [0, 1], k ∈ N, f, g :
[0, 1] → M y h : [0, 1] → ĺım←−−M , funciones continuas e inyectivas, tales que
cumplen las siguientes propiedades

(a) f(r) /∈ g([0, 1]) y g(s) /∈ f([0, 1])
(b) f1, g1, h1 : [0, 1]→ [u, v]
(c) h1 es suprayectiva,
(d) E(f1, h1) 6= ∅ 6= E(g1, h1)
Entonces las componentes de E(f1, h1) y E(g1, h1) son homeomorfas a

subcontinuos propios de ĺım←−−M .

Demostración.
Como M es homeomorfo a G1 entonces las hipótesis del Teorema 3.2.1

se satisfacen, por tanto el corolario es cierto. �

El siguiente teorema es una herramienta para obtener triodos simples en
ĺım←−−M y en los conjuntos Gk, la cual utilizaremos en el siguiente caṕıtulo.

Teorema 3.2.4. Sean M ⊂ [0, 1]2, puntos u, v ∈ [0, 1], u < v, k ∈ N,
f, g : [0, 1]→ Gk y h : [0, 1]→ ĺım←−−M , funciones continuas e inyectivas, tales
que cumplen las siguientes propiedades:

(a) f(t) = g(t), para cada t ∈ [0, 1
2 ],

(b) f((1
2 , 1]) ∩ g((1

2 , 1]) = ∅,
(c) fk+1, gk+1, h1 : [0, 1]→ [u, v],
(d) fk+1(0) = u = gk+1(0),
(e) h1(0) = u y h1(1) = v,
(f) las componentes de E(fk+1, h1) son arco conexas,
(g) las componentes de E(gk+1, h1) son arco conexas,
(h) dim(ĺım←−−M) = 1.
Entonces ĺım←−−M contiene un triodo simple T, que satisface las siguientes

propiedades:
(1) π1,k+1(T) ⊂ (f([0, 1]) ∪ g([0, 1])),
(2) σk(T) ⊂ h([0, 1]).
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   f(1)             h(0)=( u,h2(0),h3(0),…)  
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Figura 3.1:

Demostración.

Para la prueba de este teorema utilizaremos los conjuntos de coinciden-
cias de las funciones fk+1, h1 y gk+1, h1. Analizaremos los casos, en los que
estos conjuntos tienen o no tienen puntos de ramificación.

De (d) y (e), tenemos que fk+1(0) = u = gk+1(0) = h1(0), por lo que
el punto (0, 0) ∈ E(fk+1, h1) y (0, 0) ∈ E(gk+1, h1), entonces E(fk+1, h1) 6=
∅ 6= E(gk+1, h1), aśı podemos definir

ϕ : E(fk+1, h1)→ ĺım←−−M , ψ : E(gk+1, h1)→ ĺım←−−M

como siguen:

para cada punto (r, s) ∈ E(fk+1, h1),

ϕ((r, s)) = (f1(r), . . . , fk+1(r), h2(s), h3(s), . . .),

para cada punto (r, s) ∈ E(gk+1, h1),

ψ((r, s)) = (g1(r), . . . , gk+1(r), h2(s), h3(s), . . .).
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Como f , g y h son funciones continuas e inyectivas, entonces se satisfacen
las hipótesis del corolario 3.1.3, por tanto tenemos que ϕ y ψ son encajes.

Recordemos que R(X) denota el conjunto de puntos de ramificación del
conjunto X. Analizaremos los siguientes casos.

Caso 1. R(E(fk+1, h1)) 6= ∅ o R(E(gk+1, h1)) 6= ∅.
Haremos la prueba del caso R(E(fk+1, h1)) 6= ∅. La prueba del caso

R(E(gk+1, h1)) 6= ∅, se hace de manera similar.

Sea (a, b) ∈ R(E(fk+1, h1)) 6= ∅, como (a, b) es punto de ramificación de
E(fk+1, h1), existe T ⊂ E(fk+1, h1) un triodo simple con vértice (a, b).

Como ϕ es un encaje, tenemos que T es homeomorfo a ϕ(T ), por tan-
to ĺım←−−M contiene un triodo simple. Veamos que T = ϕ(T ) satisface las

propiedades (1) y (2) del teorema.

Sea x ∈ T, como T = ϕ(T ), existe un punto (r, s) ∈ T ⊂ E(fk+1, h1) tal
que x = ϕ((r, s)), entonces

π1,k+1(x) = π1,k+1(ϕ((r, s))) = π1,k+1((f1(r), . . . , fk+1(r), h2(s), . . .))

= (f1(r), . . . , fk+1(r)) = f(r).

Y

σk(x) = σk(ϕ((r, s)))

= σk((f1(r), . . . , fk+1(r), h2(s), h3(s), . . .))

= (fk+1(r), h2(s), h2(s) . . .) = (h1(s), h2(s), h2(s), . . .) = h(s)

por lo que π1,k+1(x) ∈ f([0, 1]) y σk(x) ∈ h([0, 1]).

Concluimos que π1,k+1(T) ⊂ (f([0, 1]) ∪ g([0, 1])) y σk(T) ⊂ h([0, 1]).

Por tanto el Caso 1 queda probado.

Caso 2. R(E(fk+1, h1)) = ∅ y R(E(gk+1, h1)) = ∅.
Definamos E0 la componente de E(fk+1, h1) que contiene al punto (0, 0)

y F0 la componente de E(gk+1, h1) que contiene al punto (0, 0).

Notemos que las hipótesis del Lema 2.1.4 se satisfacen para las funcio-
nes fk+1, h1 y gk+1, h1, pues fk+1, gk+1, h1 : [0, 1] → [u, v] son funciones
continuas, tales que fk+1(0) = u = h1(0) = gk+1 y h1(1) = v. Por tanto
E0 ∩ ({1} × [0, 1]) 6= ∅ 6= F0 ∩ ({1} × [0, 1]).

Como E0∩({1}×[0, 1]) 6= ∅ 6= F0∩({1}×[0, 1]), existen puntos (1, c) ∈ E0

y (1, d) ∈ F0.

Además por las hipótesis (f) y (g) tenemos que las componentes de
E(fk+1, h1) y E(gk+1, h1) son arco conexas. Por tanto E0 y F0 son arco
conexas. Entonces existen arcos E ⊂ E0 y F ⊂ F0, con puntos extremos
(0, 0), (1, c) y (0, 0) y (1, d).

Sean C ⊂ E ∩ ([0, 1
2 ]× [0, 1]) y D ⊂ F ∩ ([0, 1

2 ]× [0, 1]) arcos con puntos
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extremos (0, 0), (1
2 , a) y (0, 0), (1

2 , b), tales que C − {(1
2 , a)}, D − {(1

2 , b)} ⊂
[0, 1

2)× [0, 1]. (Figura 3.2)
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Figura 3.2:

Afirmación 1.
(1.a) C ∪D ⊂ E0 ∩ F0.
(1.b) C ∩D es no degenerado.

Prueba.
(1.a) C ∪D ⊂ E0 ∩ F0.
De la definición de C, tenemos que C ⊂ E ⊂ E0. Veamos que D ⊂ E0.
Sea (r, s) ∈ D, tenemos por definición de D que el punto (r, s) ∈ F ⊂

E(gk+1, h1), por lo que gk+1(r) = h1(s). Como r ∈ [0, 1
2 ], de la hipótesis (a)

tenemos que f(r) = g(r), por lo que fk+1(r) = gk+1(r), entonces fk+1(r) =
h1(s), aśı el punto (r, s) ∈ E(fk+1, h1). Por tanto D ⊂ E(fk+1, h1).

Como D es un conjunto conexo de E(fk+1, h1), que contiene al punto
(0, 0), tenemos que D ⊂ E0. Por tanto C ∪D ⊂ E0.

De manera similar C ∪D ⊂ F0. Por tanto C ∪D ⊂ E0∩F0 y (1.a) queda
probado.

(1.b) C ∩D es no degenerado.
Supongamos por el contrario que C ∩ D es degenerado. Como (0, 0) ∈

C∩D, obtenemos que C∩D = {(0, 0)}. De lo anterior, tenemos que C∪D ⊂
E(fk+1, h1) es un arco, tal que el punto (0, 0) ∈ C ∪D y (0, 0) no es punto
extremo de C ∪D. Por lo que se satisfacen las hipótesis del Teorema 2.2.2.
Por tanto E(fk+1, h1) contiene una 2-celda.
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Como ϕ es un encaje, entonces ĺım←−−M contiene una 2-celda. Esto con-

tradice la hipótesis (h), dim(ĺım←−−M) = 1, la contradicción nace de suponer
que C ∩D es degenerado.

Por tanto C ∩D es no degenerado y el inciso (1.b) queda probado. �

Como ϕ : E(fk+1, h1)→ ĺım←−−M , ψ : E(gk+1, h1)→ ĺım←−−M son encajes y

E ⊂ E(fk+1, h1), F ⊂ E(gk+1, h1) son arcos, tenemos que ϕ(E) y ψ(F ) son
arcos contenidos en ĺım←−−M .

Afirmación 2 Los arcos ϕ(E), ψ(F ) ⊂ ĺım←−−M satisfacen las siguientes
propiedades:

(2.a) ϕ(E) tiene puntos extremos ϕ((0, 0)) y ϕ((1, c)),

(2.b) ψ(F ) tiene puntos extremos ϕ((0, 0)) y ψ((1, d)),

(2.c) ϕ(E) ∩ ψ(F ) es no degenerado,

(2.d) ψ((1, d)) /∈ ϕ(E),

(2.e) ϕ((1, c)) /∈ ψ(F ).

(Figura 3.3)

 F       
     ((1,d)) 

      (F) 

 

E(gk+1,h1)((0,0))= ((0,0))  

E(fk+1,h1)   

 (E) 

        ((1,c)) 

Figura 3.3:

Prueba.

(2.a) ϕ(E) tiene puntos extremos ϕ((0, 0)) y ϕ((1, c)).

Como E es un arco con puntos extremos (0, 0) y (1, c), y ϕ es un encaje,
tenemos que ϕ(E) es un arco con puntos extremos ϕ((0, 0)) y ϕ((1, c)).

(2.b) ψ(F ) tiene puntos extremos ϕ((0, 0)) y ψ((1, d)).
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Como F es un arco con puntos extremos (0, 0) y (1, d), y ψ es un encaje,
tenemos que ψ(F ) es un arco con puntos extremos ψ((0, 0)) y ψ((1, d)).

Veamos que ϕ((0, 0)) = ψ((0, 0)).
Tenemos que

ϕ((0, 0)) = (f1(0), . . . , fk+1(0), h2(0), h3(0), . . .)

y
ψ((0, 0)) = (g1(0), . . . , gk+1(0), h2(0), h3(0), . . .),

además de la hipóteis (a), tenemos que f(0) = g(0), entonces ϕ((0, 0)) =
ψ((0, 0)).

(2.c) ϕ(E) ∩ ψ(F ) es no degenerado.
Probaremos que ϕ(C ∩D) ⊂ ϕ(E) ∩ ψ(F ).
De la Afirmación 1, tenemos que C ∪ D ⊂ E0 ∩ F0 y C ∩ D es no

degenerado.
Como C ⊂ E y D ⊂ F , entonces (C ∩D) ⊂ E y (C ∩D) ⊂ F . Por tanto

ϕ(C ∩D) ⊂ ϕ(E) y ψ(C ∩D) ⊂ ψ(F ).
Veamos que ϕ(C∩D) = ψ(C∩D). Dado un punto (r, s) ∈ C∩D tenemos

por definición de la función ϕ que

ϕ((r, s)) = (f1(r), . . . , fk+1(r), h2(s), h3(s), . . .)

y por definición de la función ψ que

ψ((r, s)) = (g1(r), . . . , gk+1(r), h2(s), h3(s), . . .).

Como C ∩ D ⊂ [0, 1
2 ] × [0, 1], entonces r ∈ [0, 1

2 ], por la hipótesis (a),
tenemos que f(r) = g(t) entonces

(f1(r), . . . , fk+1(r), h2(s), h3(s), . . .) = (g1(r), . . . , gk+1(r), h2(s), h3(s), . . .).

Por tanto ϕ((r, s)) = ψ((r, s)). Concluimos que ϕ(C ∩D) = ψ(C ∩D).
Por tanto ϕ(C ∩D) ⊂ ϕ(E)∩ψ(F ). Como C ∩D es no degenerado, en-

tonces ϕ(C∩D) es no degenerado, por tanto ϕ(E)∩ψ(F ) es no degenerado.

(2.d) ψ((1, d)) /∈ ϕ(E),
Notemos que las funciones f, g y h, satisfacen las hipótesis del Teorema

3.2.1, además como g(1) /∈ f([0, 1]), por la Observación 3.2.2, tenemos que
ψ((1, d)) /∈ ϕ(E).
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(2.e) ϕ((1, c)) /∈ ψ(F ).

Como las funciones f , g y h, satisfacen las hipótesis del Teorema 3.2.1,
además como f(1) /∈ g([0, 1]), entonces por la Observación 3.2.2 el punto
ϕ((1, c)) /∈ ψ(F ). �

Por la Afirmación 2, los arcos ϕ(E), ψ(F ) ⊂ Gk+1 satisfacen la hipótesis
del Lema 1.1.6. Por tanto ϕ(E) ∪ ψ(F ) ⊂ ĺım←−−M contiene un triodo simple.

Sea T ⊂ ϕ(E) ∪ ψ(F ) un triodo simple, veamos que T satisface las
propiedades (1) y (2) del teorema.

Sea x ∈ T, como T ⊂ ϕ(E) ∪ ψ(F ), existe un punto (r, s) ∈ E ∪ F tal
que x = ϕ((r, s)) o x = ψ((r, s)).

Si x = ϕ((r, s)), tenemos que

π1,k+1(x) = π1,k+1(ϕ((r, s))) = π1,k+1((f1(r), . . . , fk+1(r), h2(s), h3(s), . . .))

= (f1(r), . . . , fk+1(r)) = f(r).

Y

σk(x) = σk(ϕ((r, s)))

= σk((f1(r), . . . , fk+1(r), h2(s), h3(s), . . .))

= (fk+1(r), h2(s), h3(s) . . .) = (h1(s), h2(s), h3(s), . . .) = h(s).

Por otro lado si x = ψ((r, s)), tenemos que

π1,k+1(x) = π1,k+1(ψ((r, s))) = π1,k+1((g1(r), . . . , gk+1(r), h2(s), h3(s), . . .))

= (g1(r), . . . , gk+1(r)) = g(r).

Y

σk(x) = σk(ψ((r, s)))

= σk((g1(r), . . . , gk+1(r), h2(s), h3(s), . . .))

= (gk+1(r), h2(s), h3(s) . . .) = (h1(s), h2(s), h3(s), . . .) = h(s).

De lo anterior concluimos que π1,k+1(x) ∈ (f([0, 1])∪g([0, 1])) y σk(x) ∈
h([0, 1]).

Por tanto π1,k+1(T) ⊂ (f([0, 1]) ∪ g([0, 1])) y σk(T) ⊂ h([0, 1]).

De los Casos 1 y 2 tenemos que ĺım←−−M contiene un triodo simple con las
propiedades deseadas, aśı el teorema queda demostrado. �

Observación 3.2.5. En la prueba del Teorema 3.2.4, utilizamos esencial-
mente las propiedades de los conjuntos de coincidencias dadas en el Caṕıtu-
lo 2, las cuales, dependen de las funciones sobre las que se estén tomando
los conjuntos de coincidencias (en este caso fk+1, gk+1, h1). Por lo cual,
cambiando los contradominios de las funciones f y g a M o ĺım←−−M y de la
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función h a Gk o M , y usando los Corolarios 3.1.2 y 3.1.3, obtenemos triodos
simples en los conjuntos Gk+1 y ĺım←−−M , respectivamente, con propiedades
similares a las del Teorema 3.2.4. Por esta razón los siguientes teoremas los
estableceremos como corolarios al Teorema 3.2.4.

Estos teoremas los estaremos utilizando en los siguientes caṕıtulos.

Corolario 3.2.6. Sean M ⊂ [0, 1]2, puntos u, v ∈ [0, 1], u < v, k ∈ N,
f, g : [0, 1]→M y h : [0, 1]→ Gk funciones continuas e inyectivas, tales que:

- Las funciones f , g y h satisfacen las hipótesis (a)-(b) del Teorema 3.2.4,

- Las funciones f1, g1 y h1 cumplen las hipótesis (c)-(g) del Teorema
3.2.4.

Si dim(Gk+1) = 1. Entonces Gk+1 contiene un triodo simple T, que
satisface las siguientes propiedades:

(1) π2,1(T) ⊂ (f([0, 1]) ∪ g([0, 1])),

(2) π2,k+2(T) ⊂ h([0, 1]).

Demostración.

Definamos

ϕ : E(f1, h1)→ Gk+1, ψ : E(g1, h1)→ Gk+1,

como siguen:

para cada (r, s) ∈ E(f1, h1), ϕ((r, s)) = (f2(r), f1(r), h2(s), . . . , hk+1(s)),

para cada (r, s) ∈ E(g1, h1), ψ((r, s)) = (g2(r), g1(r), h2(s), . . . , hk+1(s)).

Como en la prueba del Teorema 3.2.4, existe un triodo simple T ⊂
ϕ(E(f1, h1)) ∪ ψ(E(f1, h1)). Veamos que T satisface las propiedades (1) y
(2) del teorema.

Sea x ∈ T, como T ⊂ ϕ(E(f1, h1))∪ψ(E(f1, h1)), existe un punto (r, s) ∈
E(f1, h1) ∪ E(g1, h1), tal que x = ϕ((r, s)) o x = ψ((r, s)).

Si x = ϕ((r, s)), tenemos que

π2,1(x) = f(r) y π2,k+2(x) = h(s),

por otro lado si x = ψ((r, s)), tenemos que

π2,1(x) = g(r) y π2,k+2(x) = h(s).

De lo anterior concluimos que π2,1(x) ∈ (f([0, 1])∪g([0, 1])) y π2,k+2(x) ∈
h([0, 1]).
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Por tanto π2,1(T) ⊂ (f([0, 1]) ∪ g([0, 1])) y π2,k+2(T) ⊂ h([0, 1]). Aśı el
corolario queda demostrado. �

Corolario 3.2.7. Sean M ⊂ [0, 1]2, puntos u, v ∈ [0, 1], u < v, f, g : [0, 1]→
M y h : [0, 1]→ ĺım←−−M funciones continuas e inyectivas, tales que:

- Las funciones f , g y h satisfacen las hipótesis (a)-(b) del Teorema 3.2.4,
- Las funciones f1, g1 y h1 cumplen las hipótesis (c)-(g) del Teorema

3.2.4
Si dim(ĺım←−−M) = 1, entonces ĺım←−−M contiene un triodo simple T, que

satisface las siguientes propiedades:
(1) π2,1(T) ⊂ (f([0, 1]) ∪ g([0, 1])),
(2) σ(T) ⊂ h([0, 1]).

Corolario 3.2.8. Sean M ⊂ [0, 1]2, puntos u, v ∈ [0, 1], u < v, k ∈ N,
f,g : [0, 1]→ ĺım←−−M y h : [0, 1]→ Gk funciones continuas e inyectivas, tales
que:

- Las funciones f, g y h satisfacen las hipótesis (a)-(b) del Teorema 3.2.4,
- Las funciones f1, g1 y hk+1 cumplen las hipótesis (c)-(g) del Teorema

3.2.4.
Si dim(ĺım←−−M) = 1, entonces ĺım←−−M contiene un triodo simple T, que

satisface las siguientes propiedades:
(1) σk(T) ⊂ (f([0, 1]) ∪ g([0, 1])),
(2) π1,k+1(T) ⊂ h([0, 1]).

Demostración.
Definamos

ϕ : E(f1, hk+1)→ ĺım←−−M , ψ : E(g1, hk+1)→ ĺım←−−M ,

como siguen:

para cada (r, s) ∈ E(f1, hk+1),

ϕ((r, s)) = (h1(s), . . . , hk+1(s), f2(r), f3(r), . . . ),

para cada (r, s) ∈ E(g1, hk+1),

ψ((r, s)) = (h1(s), . . . , hk+1(s), g2(r), g3(r), . . . ).

Como en la prueba del Teorema 3.2.4, existe un triodo simple T ⊂
ϕ(E(f1, hk+1)) ∪ ψ(E(g1, hk+1)). Veamos que T satisface las propiedades
(1) y (2) del teorema.
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Sea x ∈ T, como T ⊂ ϕ(E(f1, hk+1)) ∪ ψ(E(g1, hk+1)), existe un punto
(r, s) ∈ E(f1, hk+1) ∪ E(g1, hk+1), tal que x = ϕ((r, s)) o x = ψ((r, s)).

Si x = ϕ((r, s)), tenemos que

σk(x) = f(r) y π1,k+1(x) = h(s),

por otro lado si x = ψ((r, s)), tenemos que

σk(x) = g(r) y π1,k+1(x) = h(s).

De lo anterior concluimos que σk(x) ∈ (f([0, 1]) ∪ g([0, 1])) y πk+1(x) ∈
h([0, 1]).

Por tanto σk(T) ⊂ (f([0, 1]) ∪ g([0, 1])) y π1,k+1(T) ⊂ h([0, 1]). Aśı el
corolario queda demostrado. �

Corolario 3.2.9. Sean M ⊂ [0, 1]2, puntos u, v ∈ [0, 1], u < v, f,g : [0, 1]→
ĺım←−−M y h : [0, 1]→M funciones continuas e inyectivas, tales que:

- Las funciones f, g y h satisfacen las hipótesis (a)-(b) del Teorema 3.2.4,

- Las funciones f1, g1 y h1 cumplen las hipótesis (c)-(g) del Teorema
3.2.4.

Si dim(ĺım←−−M) = 1, entonces ĺım←−−M contiene un triodo simple T, que
satisface las siguientes propiedades:

(1) σ(T) ⊂ (f([0, 1]) ∪ g([0, 1])),

(2) π2,1(T) ⊂ h([0, 1]).

Demostración.

Definamos

ϕ : E(f1, h1)→ ĺım←−−M , ψ : E(g1, h1)→ ĺım←−−M ,

como siguen:

para cada (r, s) ∈ E(f1, h1), ϕ((r, s)) = (h2(s), h1(s), f2(r), f3(r) . . . ),

para cada (r, s) ∈ E(g1, h1), ψ((r, s)) = (h2(s), h1(s), g2(r), g3(r) . . . ).

Como en la prueba del Teorema 3.2.4, existe un triodo simple T ⊂
ϕ(E(f1, h1)) ∪ ψ(E(g1, h1)). Veamos que T satisface las propiedades (1) y
(2) del teorema.

Sea x ∈ T, como T ⊂ ϕ(E(f1, h1)) ∪ ψ(E(g1, h1)), existe un punto
(r, s) ∈ E(f1, h1) ∪ E(g1, h1), tal que x = ϕ((r, s)) o x = ψ((r, s)).
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Si x = ϕ((r, s)), tenemos que

σ(x) = f(r) y π2,1(x) = h(s),

por otro lado si x = ψ((r, s)), tenemos que

σ(x) = g(r) y π2,1(x) = h(s).

De lo anterior concluimos que σ(x) ∈ (f([0, 1]) ∪ g([0, 1])) y π2,1(x) ∈
h([0, 1]).

Por tanto σ(T) ⊂ (f([0, 1]) ∪ g([0, 1])) y π2,1(T) ⊂ h([0, 1]). Aśı el coro-
lario queda demostrado. �

Corolario 3.2.10. Sean M ⊂ [0, 1]2, puntos u, v ∈ [0, 1], u < v, k ∈ N,
f, g : [0, 1]→ Gk y h : [0, 1]→M funciones continuas e inyectivas, tales que:

- Las funciones f , g y h satisfacen las hipótesis (a)-(b) del Teorema 3.2.4,
- Las funciones f1, g1 y h1 cumplen las hipótesis (c)-(g) del Teorema

3.2.4.
Si dim(Gk+1) = 1, entonces Gk+1 contiene un triodo simple T, que

satisface las siguientes propiedades:
(1) π2,k+2(T) ⊂ (f([0, 1]) ∪ g([0, 1])),
(2) π2,1(T) ⊂ h([0, 1]).

El siguiente teorema es una herramienta para obtener continuos no uni-
coherentes (curvas cerradas simples) en ĺım←−−M y los conjuntos Gk, la cual
utilizaremos en el siguiente caṕıtulo.

Teorema 3.2.11. Sean M ⊂ [0, 1]2, puntos u, v ∈ [0, 1], u < v, k ∈ N,
f, g : [0, 1]→ Gk y h : [0, 1]→ ĺım←−−M , funciones continuas e inyectivas, tales
que cumplen las siguientes propiedades:

(a) f(0) = g(0) y f(1) = g(1),
(b) f((0, 1)) ∩ g((0, 1)) = ∅,
(c) fk+1, gk+1, h1 : [0, 1]→ [u, v],
(d) fk+1(0) = u = gk+1(0) = h1(0), fk+1(1) = v = gk+1(1) = h1(1) y

h1((0, 1)) ⊂ (u, v).
Entonces ĺım←−−M contiene un subcontinuo no unicoherente S, que satis-

face las siguientes propiedades:
(1) π1,k+1(S) ⊂ (f([0, 1]) ∪ g([0, 1])),
(2) σk(S) ⊂ h([0, 1]).
(3) Si además las componentes de E(fk+1, h1) y E(gk+1, h1) son arco

conexas, entonces ĺım←−−M contiene una curva cerrada simple S. (Figura 3.4)
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Figura 3.4:

Demostración.

Primero probaremos que ĺım←−−M contiene un subcontinuo no unicoherente

S, que satisface las propiedades (1) y (2). Para lo cual probaremos que
existen subcontinuos A,B ⊂ ĺım←−−M , tales que S = A ∪ B es un continuo
y que A ∩ B no es conexo. Para esta prueba utilizaremos los conjuntos de
coincidencias de las funciones fk+1, h1 y gk+1, h1.

De la hipótesis (d), tenemos que fk+1(0) = u = gk+1(0) = h1(0) y
fk+1(1) = v = gk+1(1) = h1(1), por cual , los puntos (0, 0), (1, 1) ∈ E(fk+1, h1)
y (0, 0), (1, 1) ∈ E(gk+1, h1), entonces E(fk+1, h1) 6= ∅ 6= E(gk+1, h1). Aśı po-
demos definir

ϕ : E(fk+1, h1)→ ĺım←−−M , ψ : E(gk+1, h1)→ ĺım←−−M ,

como siguen:

para cada (r, s) ∈ E(fk+1, h1),

ϕ((r, s)) = (f1(r), . . . , fk+1(r), h2(s), h3(s), . . .),
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para cada (r, s) ∈ E(fk+1, h1),

ψ((r, s)) = (g1(r), . . . , gk+1(r), h2(s), h3(s), . . .).

Como f , g y h son funciones continuas e inyectivas, entonces se satisfacen
las hipótesis del Corolario 3.1.3, por tanto tenemos que ϕ y ψ son encajes.

Definamos E0 la componente de E(fk+1, h1) que contiene al punto (0, 0)
y F0 la componente de E(gk+1, h1) que contiene al punto (0, 0).

Notemos que las hipótesis del Lema 2.1.6 se satisfacen para las fun-
ciones fk+1, h1 y gk+1, h1, pues de las hipótesis (c) y (d), tenemos que
fk+1, gk+1, h1 : [0, 1] → [u, v] son funciones continuas, tales que fk+1(0) =
u = h1(0) = gk+1(0) y fk+1(1) = v = h1(1) = gk+1(1), por tanto (1, 1) ∈ E0

y (1, 1) ∈ F0.

Definamos A = ϕ(E0) y B = ψ(F0), como ϕ y ψ son encajes, tenemos
que A y B son subcontinuos de ĺım←−−M .

Para probar que A ∪ B Figura 3.5 es un continuo y que A ∩ B no es
conexo, probaremos que se cumple la siguiente afirmación.

F0       
    ((1,1)) 

       ( F0) 

 

E(gk+1,h1)  

E(fk+1,h1)              ((0,0)) 

 ()  

         

Figura 3.5:

Afirmación 1 A ∩B = {ϕ(0, 0), ϕ(1, 1)}.
Prueba.

Probaremos primero que {ϕ(0, 0), ϕ(1, 1)} ⊂ A ∩B.

De la definición de ϕ, ψ y la hipótesis (d) tenemos que



84CAPÍTULO 3. CONJUNTOS DE COINCIDENCIAS Y LÍMITES INVERSOS

ϕ((0, 0)) = (f1(0), f2(0), . . . , fk+1(0), h2(0), h3(0), . . .) =
(g1(0), g2(0), . . . , gk+1(0), h2(0), h3(0), . . .) = ψ((0, 0))

y

ϕ((1, 1)) = (f1(1), f2(1), . . . , fk+1(1), h2(1), h3(1), . . .) =
(g1(1), g2(1), . . . , gk+1(1), h2(1), h3(1), . . .) = ψ((1, 1))

Por tanto {ϕ((0, 0)), ϕ((1, 1))} ⊂ ϕ(E0) ∩ ψ(F0) = A ∩B
Veamos ahora que A ∩B ⊂ {ϕ(0, 0), ϕ(1, 1)}.
Sea y ∈ A ∩ B, como y ∈ A ∩ B = ϕ(E0) ∩ ψ(F0), entonces existen

puntos (r, s) ∈ E0 y (r′, s′) ∈ F0, tales que ϕ(r, s) = y = ψ(r′, s′). Entonces

(f1(r), . . . , fk+1(r), h2(s), h3(s), . . .) = (g1(r′), . . . , gk+1(r′), h2(s′), h3(s′), . . .).

De lo anterior, tenemos que f(r) = g(r′) y h(s) = h(s′).
Como f(r) ∈ f([0, 1]) ∩ g([0, 1]), y por las hipótesis (a) y (b), tenemos

que f([0, 1]) ∩ g([0, 1]) = {f(0), f(1)}, entonces f(r) ∈ {f(0), f(1)}. Enton-
ces f(r) = f(0) o f(r) = f(1).

Afirmación 1.1
(1a) Si f(r) = f(0), entonces el punto (r, s) = (0, 0) e y = ϕ((0, 0)).
(1b) Si f(r) = f(1), entonces el punto (r, s) = (1, 1) e y = ϕ((1, 1)).
Prueba.
Probaremos el inciso (1a), el inciso (1b) se prueba de manera similar.
Como f es una función inyectiva, tenemos que r = 0.
Además, fk+1(0) = u, como el punto (r, s) = (0, s) ∈ E(fk+1, h1), tene-

mos que fk+1(0) = h1(s), entonces h1(s) = u.
Por la hipótesis (d), tenemos que para cada punto t ∈ (0, 1), el punto

h1(t) ∈ (u, v), entonces s ∈ {0, 1}.
De la hipótesis (d), h1(0) = u y h1(1) = v, como u < v, entonces s = 0.
Probamos que r = 0 y s = 0 por tanto (r, s) = (0, 0) e y = ϕ((r, s)) =

ϕ((0, 0)).

De manera similar, probamos que si f(r) = f(1), entonces el punto
(r, s) = (1, 1) e y = ϕ((r, s)) = ϕ((1, 1)).

Hemos probado que y ∈ {ϕ(0, 0), ϕ(1, 1)}.
Por tanto A ∩B = {ϕ(0, 0), ϕ(1, 1)}. �

De la Afirmación 1, tenemos que A ∩ B 6= ∅, por tanto S = A ∪ B
es un continuo, además A ∩ B no es conexo, por tanto S ⊂ ĺım←−−M es un
subcontinuo no unicoherente.
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Veamos que S satisface las propiedades (1) y (2) del teorema.

Sea x ∈ S, como S = A ∪B = ϕ(E0) ∪ ψ(F0), existe un punto (r, s) ∈
E0 ∪ F0, tal que x = ϕ((r, s)) o x = ψ((r, s)).

Si x = ϕ((r, s)), tenemos que

π1,k+1(x) = π1,k+1(ϕ((r, s))) = π1,k+1((f1(r), . . . , fk+1(r), h2(s), h3(s), . . .))

= (f1(r), . . . , fk+1(r)) = f(r).

Y

σk(x) = σk(ϕ((r, s)))

= σk((f1(r), . . . , fk+1(r), h2(s), h3(s), . . .))

= (fk+1(r), h2(s), h3(s) . . .) = (h1(s), h2(s), h3(s), . . .) = h(s).

Por otro lado, si x = ψ((r, s)), tenemos que

π1,k+1(x) = π1,k+1(ψ((r, s))) = π1,k+1((g1(r), . . . , gk+1(r), h2(s), h3(s), . . .))

= (g1(r), . . . , gk+1(r)) = g(r).

Y

σk(x) = σk(ψ((r, s)))

= σk((g1(r), . . . , gk+1(r), h2(s), h3(s), . . .))

= (gk+1(r), h2(s), h3(s) . . .) = (h1(s), h2(s), h3(s), . . .) = h(s).

De lo anterior concluimos que π1,k+1(x) ∈ (f([0, 1])∪g([0, 1])) y σk(x) ∈
h([0, 1]).

Por tanto π1,k+1(S) ⊂ (f([0, 1]) ∪ g([0, 1])) y σk(S) ⊂ h([0, 1]).

Ahora probaremos el inciso (3).

(3) Si además las componentes de E(fk+1, h1) y E(gk+1, h1) son arco
conexas, entonces ĺım←−−M contiene una curva cerrada simple S.

Por las hipótesis, tenemos que E0 y F0 son arco conexas, recordemos
que (0, 0), (1, 1) ∈ E0 y (0, 0), (1, 1) ∈ E0, por lo que existen arcos E ⊂ E0 y
F ⊂ F0 con puntos extremos (0, 0) y (1, 1).

Definamos S = ϕ(E)∪ψ(F ) Figura 3.6, como ϕ, y ψ son encajes, tenemos
que ϕ(E) y ψ(F ) son arcos con puntos extremos ϕ((0, 0)), ϕ((1, 1)).

De la Afirmación 1 ϕ(E0)∩ψ(F0) = {ϕ((0, 0)), ϕ((1, 1))}, como ϕ((0, 0)), ϕ((1, 1)) ∈
ϕ(E) ∩ ψ(F ) y ϕ(E) ∩ ψ(F ) ⊂ ϕ(E0) ∩ ψ(F0), entonces ϕ(E) ∩ ψ(F ) =
{ϕ((0, 0)), ϕ((1, 1))}.

De lo anterior concluimos que S es una curva cerrada simple.

Aśı el teorema queda demostrado. �

Observación 3.2.12. Como en el Teorema 3.2.4, podemos cambiar los con-
tradominios de las funciones f y g a M o ĺım←−−M y de la función h a Gk o
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F        
    ((1,1)) 

       ( F) 

 

E(gk+1,h1)  

E(fk+1,h1)              ((0,0)) 

 ()  

         

Figura 3.6:

M , para obtener continuos no unicoherentes o curvas cerradas simples en
los conjuntos Gk+1 y ĺım←−−M , con propiedades similares a las del Teorema
3.2.11.

Por esta razón los siguientes teoremas los estableceremos como corolarios
al Teorema 3.2.11.

Corolario 3.2.13. Sean M ⊂ [0, 1]2, puntos u, v ∈ [0, 1], u < v, k ∈ N,
f, g : [0, 1]→M y h : [0, 1]→ Gk funciones continuas e inyectivas, tales que:

- Las funciones f , g y h satisfacen las hipótesis (a)-(b) del Teorema 3.2.11.

- Las funciones f1, g1 y h1 cumplen las hipótesis (c)-(d) ((c)-(f)) del
Teorema 3.2.11.

Entonces Gk+1 contiene un subcontinuo no unicoherente S, que satisface
las siguientes propiedades:

(1) π2,1(S) ⊂ (f([0, 1]) ∪ g([0, 1])),

(2) π2,k+2(S) ⊂ h([0, 1]),

(3) Si además las componentes de E(f1, h1) y E(g1, h1) son arco conexas,
entonces S es una curva cerrada simple.

Corolario 3.2.14. Sean M ⊂ [0, 1]2, puntos u, v ∈ [0, 1], u < v, f, g :
[0, 1]→M y h : [0, 1]→ ĺım←−−M funciones continuas e inyectivas, tales que:

- Las funciones f , g y h satisfacen las hipótesis (a)-(b) del Teorema
3.2.11,

- Las funciones f1, g1 y h1 cumplen las hipótesis (c)-(d) ((c)-(f)) del
Teorema 3.2.11.
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Entonces ĺım←−−M contiene un subcontinuo no unicoherente S, que satis-
face las siguientes propiedades:

(1) π2,1(S) ⊂ (f([0, 1]) ∪ g([0, 1])),

(2) σ(S) ⊂ h([0, 1]),

(3) Si además las componentes de E(f1, h1) y E(g1, h1) son arco conexas,
entonces S es una curva cerrada simple.

El siguiente teorema es una herramienta para obtener arcos en ĺım←−−M y
los conjuntos Gk, la cual utilizaremos en el siguiente caṕıtulo.

Teorema 3.2.15. Sean M ⊂ [0, 1]2, puntos u, v ∈ [0, 1], k ∈ N, f : [0, 1]→
Gk y h : [0, 1]→ ĺım←−−M , funciones continuas e inyectivas, tales que cumplen
las siguientes propiedades:

(a) fk+1, h1 : [0, 1]→ [u, v],

(b) h1(0) = u y h1(1) = v.

(c) las componentes de E(fk+1, h1) son arco conexas.

Entonces ĺım←−−M contiene un arco A, que satisface las siguientes propie-
dades:

(1) π1,k+1(A) = f([0, 1]),

(2) σk(A) ⊂ h([0, 1]).

(3) Si además fk+1(0) = u, entonces un punto extremo de A es

(f1(0), . . . , fk+1(0), h2(0), h3(0), . . . ).

(4) Si además fk+1(0) = u y fk+1(1) = v, entonces los puntos extremos de
A son (f1(0), . . . , fk+1(0), h2(0), h3(0), . . . ) y (f1(1), . . . , fk+1(1), h2(1), . . . ),
además se cumple que σk(A) = h([0, 1]). (Figura 3.7)

Demostración.

Para la prueba de este teorema utilizaremos el conjunto de coincidencias
de las funciones fk+1 y h1.

De la hipótesis (b), tenemos que h1(0) = u y h1(1) = v, entonces u, v ∈
h1([0, 1]), como h1([0, 1]) es conexo, tenemos que h1([0, 1]) = [u, v], aśı h1

es una función suprayectiva, por tanto de la Observación 2.1.1,(2), tenemos
que E(fk+1, h1) 6= ∅. Entonces podemos definir ϕ : E(fk+1, h1) → ĺım←−−M ,

para cada (r, s) ∈ E(fk+1, h1), como sigue:

ϕ((r, s)) = (f1(r), . . . , fk+1(r), h2(s), h3(s), . . .).

Como f y h son funciones continuas e inyectivas, tenemos que satisfacen
las hipótesis del Corolario 3.1.3, por tanto ϕ es un encaje.

Notemos que las hipótesis del Lema 2.1.2 se satisfacen para las funciones
fk+1 y h1, pues de las hipótesis (a) y (b), tenemos que fk+1, h1 : [0, 1]→ [u, v]
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Figura 3.7:

son funciones continuas, tales que h1(0) = u y h1(1) = v, por tanto existe
una componente E0 de E(fk+1, h1), tal que (E0 ∩ ({0} × [0, 1])) 6= ∅ 6=
(F0 ∩ ({0} × [0, 1])).

Sean (0, a) ∈ E0 ∩ ({0} × [0, 1]) y (1, b) ∈ E0 ∩ ({1} × [0, 1]). Por la
hipótesis (c), tenemos que las componentes de E(fk+1, h1) son arco conexas,
por lo que E0 es arco conexa, entonces existe un arco E ⊂ E0 con puntos
extremos (0, a) y (1, b).

Definamos A = ϕ(E), Figura 3.8 como ϕ es un encaje, tenemos que A
es un arco con puntos extremos ϕ((0, a)) y ϕ((1, b)). Veamos que A satisface
las propiedades (1) y (2) del teorema.

Sea x ∈ A, como A = ϕ(E), existe un punto (r, s) ∈ E, tal que x =
ϕ((r, s)). Entonces

π1,k+1(x) = π1,k+1(ϕ((r, s))) = π1,k+1((f1(r), . . . , fk+1(r), h2(s), . . .))

= (f1(r), . . . , fk+1(r)) = f(r)

por lo que π1,k+1(x) ∈ f([0, 1]).

Y

σk(x) = σk(ϕ((r, s)))
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Figura 3.8:

= σk((f1(r), . . . , fk+1(r), h2(s), h3(s), . . .))
= (fk+1(r), h2(s), h3(s) . . .) = (h1(s), h2(s), h3(s), . . .) = h(s)

por lo que σk(x) ∈ h([0, 1]).
De lo anterior concluimos que π1,k(A) ⊂ f([0, 1]) y σk(A) ⊂ h([0, 1]).
Veamos que f([0, 1]) ⊂ π1,k(A), notemos que,

si x = ϕ((0, a)), entonces π1,k(ϕ((0, a))) = f(0),

si x = ϕ((1, b)), entonces π1,k(ϕ((1, b))) = f(1).

Como π1,k(A) es un conjunto conexo, f(0), f(1) ∈ π1,k(A) y f es una función
continua e inyectiva, entonces f([0, 1]) ⊂ π1,k(A).

Como π1,k(A) ⊂ f([0, 1]) y f([0, 1]) ⊂ π1,k(A), concluimos que π1,k(A) =
f([0, 1]).

Probaremos ahora el inciso (3).
(3) Si además fk+1(0) = u, entonces un punto extremo de A es
(f1(0), . . . , fk+1(0), h2(0), h3(0), . . . ).
Como fk+1(0) = u y por hipótesis h1(0) = u, entonces fk+1(0) = h1(0),

por tanto el punto (0, 0) ∈ E(fk+1, h1).
Sea E0 la componente de E(fk+1, h1) que contiene al punto (0, 0), no-

temos que las hipótesis del Lema 2.1.4 se satisfacen para las funciones
fk+1 y h1, pues fk+1, h1 : [0, 1] → [u, v] son funciones continuas, tales que
fk+1(0) = u = h1(0) y h1(1) = v, por tanto E0 ∩ ({1} × [0, 1]) 6= ∅. Sea
(1, b) ∈ E0 ∩ ({1} × [0, 1]).
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Además por la hipótesis (c), tenemos que E0 es arco conexa, por lo que
existe un arco E ⊂ E0 con puntos extremos (0, 0) y (1, b).
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  E(fk+1,h1)      
    

Figura 3.9:

Definamos A = ϕ(E), Figura 3.9 como ϕ es un encaje, tenemos que
ϕ(A) es un arco con puntos extremos ϕ((0, 0)) y ϕ((1, b)).

Como

ϕ((0, 0)) = (f1(0), . . . , fk+1(0), h2(0), h3(0), . . . )

tenemos que se cumple la propiedad (3) de teorema. Notemos que las pro-
piedades (1) y (2) del teorema se siguen de la definición del arco A.

Probaremos ahora el inciso (4).
(4) Si además fk+1(0) = u y fk+1(1) = v, entonces los puntos extremos de

A son (f1(0), . . . , fk+1(0), h2(0), h3(0), . . . ) y (f1(1), . . . , fk+1(1), h2(1), . . . ),
además se cumple que σk(A) = h([0, 1]).

Como fk+1(0) = u, f+1(1) = v y por hipótesis h1(0) = u, h1(1) = v, en-
tonces fk+1(0) = h1(0) y fk+1(1) = h1(1), por tanto los puntos (0, 0), (1, 1) ∈
E(fk+1, h1).

Sea E0 la componente de E(fk+1, h1) que contiene al punto (0, 0), note-
mos que las hipótesis del Lema 2.1.6 se satisfacen para las funciones fk+1 y
h1, pues de las hipótesis, tenemos que fk+1, h1 : [0, 1]→ [u, v] son funciones
continuas, tales que fk+1(0) = u = h1(0) y fk+1(1) = v = h1(1), por tanto
el punto (1, 1) ∈ E0.

Además por la hipótesis (c), tenemos que E0 es arco conexa, por lo que
existe un arco E ⊂ E0 con puntos extremos (0, 0) y (1, 1).
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Figura 3.10:

Definamos A = ϕ(E), Figura 3.10 como ϕ es un encaje, tenemos que
ϕ(A) es un arco con puntos extremos ϕ((0, 0)) y ϕ((1, 1)).

Como

ϕ((0, 0)) = (f1(0), . . . , fk+1(0), h2(0), h3(0), . . . ) y

ϕ((1, 1)) = (f1(1), . . . , fk+1(1), h2(1), h3(1), . . . ).

Notemos que las propiedades (1) y (2) del teorema se siguen de la defi-
nición del arco A. Veamos que h([0, 1]) = σk(A).

Por definición de ϕ

si x = ϕ((0, 0)), entonces σk(ϕ((0, 0))) = h(0),

si x = ϕ((1, 1)), entonces σk(ϕ((1, 1))) = h(1).

Como σk(A) es un conjunto conexo, h(0),h(1) ∈ σk(A) y h es una función
inyectiva, entonces h([0, 1]) ⊂ σk(A).

Como σk(A) ⊂ h([0, 1]) y h([0, 1]) ⊂ σk(A), concluimos que σk(A) =
h([0, 1]).

Con esto terminamos la demostración del teorema. �

Observación 3.2.16. Como en el Teorema 3.2.4, podemos cambiar los con-
tradominios de las funciones f y g a M o ĺım←−−M y de la función h a Gk

o M , para obtener arcos en los conjuntos Gk+1 y ĺım←−−M , con propiedades
similares a las del Teoremas 3.2.15.
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Corolario 3.2.17. Sean M ⊂ [0, 1]2, puntos u, v ∈ [0, 1], k ∈ N, f : [0, 1]→
M y h : [0, 1]→ Gk funciones continuas e inyectivas, tales que las funciones
f1, y h1 cumplen las hipótesis (a)-(c) del Teorema 3.2.15. Entonces Gk+1

contiene un arco A, que satisface las siguientes propiedades:
(1) π2,1(A) = f([0, 1])
(2) π2,k+2(A) ⊂ h([0, 1]).
(3) Si además f1(0) = u, entonces un punto extremo de A es
(f2(0), f1(0), h2(0), h3(0), . . . , hk+1(0)).
(4) Si además f1(0) = u y f1(1) = v, entonces los puntos extremos de

A son (f2(0), f1(0), h2(0), . . . , hk+1(0)) y (f2(1), f1(1), h2(1), . . . , hk+1(1)),
además se cumple que π2,k+2(A) = h([0, 1]).

Corolario 3.2.18. Sean M ⊂ [0, 1]2, puntos u, v ∈ [0, 1], k ∈ N, f : [0, 1]→
M y h : [0, 1]→ Gk funciones continuas e inyectivas, tales que las funciones
f2, g2 y hk+1 cumplen las hipótesis (a)-(c) del Teorema 3.2.15. Entonces
Gk+1 contiene un arco A, que satisface las siguientes propiedades:

(1) πk+1,k+2(A) = f([0, 1]),
(2)π1,k+1(A) ⊂ h([0, 1]).
(3) Si además f1(0) = u, entonces un punto extremo de A es
(f2(0), f1(0), h2(0), h3(0), . . . ).
(4) Si además f2(0) = u y f2(1) = v, entonces los puntos extremos de

A son (h1(0), h2(0), . . . , hk+1(0), f2(0)) y (h1(1), h2(1), . . . , hk+1(1), f2(1)),
además se cumple que π1,k+1(A) = h([0, 1]).

Corolario 3.2.19. Sean M ⊂ [0, 1]2, puntos u, v ∈ [0, 1], f : [0, 1] → M y
h : [0, 1] → ĺım←−−M funciones continuas e inyectivas, tales que las funciones

f1, y h1 cumplen las hipótesis (a)-(c) del Teorema 3.2.15. Entonces ĺım←−−M
contiene un arco A, que satisface las siguientes propiedades:

(1) π2,1(A) = f([0, 1])
(2) σ(A) ⊂ h([0, 1]).
(3) Si además f1(0) = u, entonces un punto extremo de A es
(f2(0), f1(0), h2(0), h3(0), . . . ).
(4) Si además f1(0) = u y f1(1) = v, entonces los puntos extremos de A

son (f2(0), f1(0), h2(0), h3(0), . . . ) y (f2(1), f1(1), h2(1), h3(1), . . . ) además
se cumple que σ(A) = h([0, 1]).



Caṕıtulo 4

Limites inversos y continuos
arco conexos

En este caṕıtulo daremos condiciones sobre M , los conjuntos Gk, k ∈ N,
y ĺım←−−M para obtener curvas cerradas simples y puntos de ramificación en
ĺım←−−M y en los conjuntos Gk, k ∈ N.

Recordemos que M denota un subconjunto cerrado de [0, 1]2, tal que
%1(M) = [0, 1] = %2(M).

4.1. Ĺımites inversos y continuos unicoherentes.

En esta sección daremos condiciones sobre M , los conjuntos Gk, k ∈ N, y
ĺım←−−M para obtener subcontinuos no unicoherentes (curvas cerradas simples)
de ĺım←−−M y de los conjuntos Gk, k ∈ N.

Teorema 4.1.1. Sean M ⊂ [0, 1]2 y k ∈ N, tales que Gk contiene una
curva cerrada simple y ĺım←−−M es arco conexo. Entonces ĺım←−−M , contiene
un subcontinuo no unicoherente. Si además ĺım←−−M es hereditariamente arco
conexo, entonces ĺım←−−M contiene una curva cerrada simple.

Demostración.

Supongamos S ⊂ Gk una curva cerrada simple.

Sean u, v ∈ [0, 1], u ≤ v, tales que πk+1(S) = [u, v]. Notemos que si
k ≥ 2, entonces πk+1(S) puede ser degenerada, por lo que analizaremos los
siguientes casos:

Caso 1 u = v.

93
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Como u = v, tenemos que πk+1(S) = {u}, además como %1(M) = [0, 1] =
%2(M), entonces {x ∈ ĺım←−−M : π1(x) = u} 6= ∅, por lo que se cumplen la
hipótesis del Teorema 1.2.6. Por tanto ĺım←−−M contiene un subcontinuo ho-
meomorfo a S. Con esto terminamos la prueba del Caso 1.

Caso 2 u < v.

Probaremos que se satisfacen la hipótesis de Teorema 3.2.11.

Sean x e y puntos en S, tales que xk+1 = u y yk+1 = v. Como u < v,
x 6= y

Sean L, J ⊂ S los arcos que cumplen las siguientes propiedades:

(i) L ∪ J = S,

(ii) L ∩ J = {x, y}.
Como L y J son arcos, existen funciones continuas y biyectivas f : [0, 1]→

L, g : [0, 1]→ J, que cumplen la siguientes propiedades:

(iii) f(0) = x = g(0),

(iv) f(1) = y = g(1).

Por hipótesis, tenemos que ĺım←−−M es arco conexo, además como %1(M) =

[0, 1] = %2(M), entonces para cada i ∈ N, πi(ĺım←−−M) = [0, 1], por lo que
ĺım←−−M satisface la hipótesis del Corolario 1.1.2, por tanto existe un arco
A ⊂ ĺım←−−M con extremos p y q que cumple las siguientes propiedades:

(v) π1(A) = [u, v],

(vi) π1(p) = u y π1(q) = v,

(vii) π1(A− {p,q}) = (u, v).

Como A es un arco, existe una función continua e inyectiva h : [0, 1]→
A, que cumple las siguientes propiedades:

(viii) h(0) = p,

(ix) h(1) = q.

Por la propiedad (vii) y la definición de la función h, tenemos que

(x) para cada punto t ∈ (0, 1), se cumple h1(t) ∈ (u, v).(Figura 4.1)

Veamos que se satisfacen la hipótesis de Teorema 3.2.11.

Estamos suponiendo que u < v, y por definción tenemos que f, g :
[0, 1] → Gk y h : [0, 1] → ĺım←−−M son funciones continuas e inyectivas,

veamos que las funciones cumplen hipótesis (a)-(d) del Teorema 3.2.11.

(a) f(0) = g(0) y f(1) = g(1).

De (iii) y (iv), tenemos que f(0) = x = g(0) y f(1) = y = g(1).

(b) f((0, 1)) ∩ g((0, 1)) = ∅.
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Figura 4.1:

De (ii), tenemos que L ∩ J = {x, y}, y como f([0, 1]) = J y g([0, 1]) = L,
entonces f([0, 1])∩g([0, 1]) = {f(0), g(0)}, por tanto f((0, 1))∩g((0, 1)) = ∅.

(c) fk+1, gk+1, h1 : [0, 1]→ [u, v].

Como f([0, 1]) = J, g([0, 1]) = L, h([0, 1]) = A y %k+1(S) = [u, v] =
π1(A), entonces fk+1([0, 1]) = gk+1([0, 1]) = h1([0, 1]) = [u, v].

(d) fk+1(0) = u = gk+1(0) = h1(0), fk+1(1) = v = gk+1(1) = h1(1) y
h1((0, 1)) ⊂ (u, v).

De (iii) y (viii), tenemos que f(0) = x = g(0) y h(0) = p, como xk+1 = u
y π1(p) = u, entonces fk+1(0) = u = gk+1(0) = h1(0).

De (iv) y (ix), tenemos que f(1) = y = g(1) y h(1) = q, como yk+1 = v
y π1(q) = v, entonces fk+1(1) = v = gk+1(1) = h1(1).

Además de (x), para cada punto t ∈ (0, 1), se cumple π1(h(t)) ∈ (u, v),
por tanto h1((0, 1)) ⊂ (u, v).

Concluimos que se satisfacen la hipótesis de Teorema 3.2.11. Por tanto
ĺım←−−M contiene un subcontinuo no unicoherente.

Para la segunda parte del teorema probaremos que las componentes de
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E(fk+1, h1) y E(gk+1, h1) son arco conexas.
De (d), tenemos que fk+1(0) = u = gk+1(0) = h1(0), fk+1(1) = v =

gk+1(1) = h1(1), por lo que, los puntos (0, 0), (1, 1) ∈ E(fk+1, h1) y (0, 0), (1, 1) ∈
E(gk+1, h1), entonces E(fk+1, h1) 6= ∅ 6= E(gk+1, h1). Aśı podemos definir

ϕ : E(fk+1, h1)→ ĺım←−−M , ψ : E(gk+1, h1)→ ĺım←−−M ,

como siguen:

para cada (r, s) ∈ E(fk+1, h1),

ϕ((r, s)) = (f1(r), . . . , fk+1(r), h2(s), h3(s), . . .),

para cada (x, y) ∈ E(gk+1, h1),

ψ((r, s)) = (g1(r), . . . , gk+1(r), h2(s), h3(s), . . .).

Como f, g y h son funciones continuas e inyectivas, entonces se satisfacen
las hipótesis del Corolario 3.1.3, por tanto tenemos que ϕ y ψ son encajes.

Por tanto las componentes de E(fk+1, h1) y E(gk+1, h1) son homeomor-
fas a subcontinuos de ĺım←−−M , como ĺım←−−M es hereditariamente arco conexo,

concluimos que las componentes de E(fk+1, h1) y E(gk+1, h1) son arco co-
nexas.

Por tanto se satisfacen la hipótesis de Teorema 3.2.11,(3). Concluimos
que ĺım←−−M contiene una curva cerrada simple. �

Corolario 4.1.2. Sea M ⊂ [0, 1]2. Si M contiene una curva cerrada sim-
ple y ĺım←−−M es arco conexo, entonces ĺım←−−M , contiene un subcontinuo no
unicoherente. Si además ĺım←−−M es hereditariamente arco conexo, entonces
ĺım←−−M contiene una curva cerrada simple.

Demostración.
Como M es homeomorfo a G1, tenemos que G1 contiene una curva ce-

rrada simple. Por tanto por el Teorema 4.1.1, tenemos que ĺım←−−M , contiene
un subcontinuo no unicoherente. �

El siguiente, es un ejemplo de un subconjunto cerrado M ⊂ [0, 1]2 que no
contiene curvas cerradas simples y ĺım←−−M contiene curvas cerradas simples.

Ejemplo 4.1.3. Sea

M =
{

(x, y) ∈ [0, 1]2 : y = 4x, x ∈ [0, 1
4

]
} ∪{

(x, y) ∈ [0, 1]2 : y = 3
2 − 2x, x ∈ [1

2 ,
3
4

]
} ∪{

(x, y) ∈ [0, 1]2 : y ∈
{
x, 1

2

}
, x ∈ [1

2 , 1]
}
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Figura 4.2: M

Demostración.

Veremos que ĺım←−−M contiene una curva cerrada simple, para lo cual
definamos los siguientes conjuntos:

A1 =
{
x = (1

2 , t,
t
4 ,

t
42
, . . . ) ∈ [0, 1]∞ : t ∈ [1

2 , 1]
}

,

A2 =
{
x = (t, t, t4 ,

t
42
, . . . ) ∈ [0, 1]∞ : t ∈ [1

2 , 1]
}

,

A3 =
{

x = (1
2 , t,

1−t
2 , 1−t

2,4 ,
1−t
2,42

, . . . ) ∈ [0, 1]∞ : t ∈ [1
2 , 1]

}
y

A4 =
{
x = (t, t, 1−t

2 , 1−t
8 , 1−t

16 , . . . ) ∈ [0, 1]∞ : t ∈ [1
2 , 1]

}
.

Se sigue de la definición de ĺım←−−M que Ai esta contenido en ĺım←−−M , para

cada i ∈ {1, 2, 3, 4}. Es claro que, para cada i ∈ {1, 2, 3, 4}, el conjunto Ai

es un arco. Veamos que

(i)A1 ∩A4 = ∅,
(ii)A2 ∩A3 = ∅.
Probaremos (i), (ii) se prueba de manera similar, para esto procedere-

mos por contradicción, supongamos que existe x ∈ A1 ∩ A4, se sigue de
la definición de A1 y A4 que x1 = 1

2 , entonces x2 = 1
2 como x ∈ A1,

obtenemos que x3 = 1
8 y como x ∈ A4, obtenemos que x3 = 1

2 , tenemos
entonces que 1

8 = 1
2 , lo cual es una contradicción, por tanto A1 ∩A4 = ∅.

Veamos ahora que A1 ∩A2, A1 ∩A3, A4 ∩A2, A4 ∩A3 es sólo un singular,
el cual es extremo de ambos arcos. Tenemos que los extremos de A1 son
a1 = (1

2 ,
1
2 ,

1
2,4 ,

1
2,42

, 1
2,43

, ...) y b1 = (1
2 , 1,

1
4 ,

1
42
, 1

43
, ...) los extremos de A2

son a2 = (1
2 ,

1
2 ,

1
2,4 ,

1
2,42

, 1
2,43

, ...) y b2 = (1, 1, 1
4 ,

1
42
, 1

43
, ...) los extremos de

A2 son a3 = (1
2 ,

1
2 ,

1
2 ,

1
2,4 ,

1
2,42

, 1
2,43

, ...) y b3 = (1
2 , 1,

1
4 ,

1
42
, 1

43
, ...) los extremos

de A4 son a4 = (1
2 ,

1
2 ,

1
2 ,

1
2,4 ,

1
2,42

, 1
2,43

, ...) y b4 = (1, 1, 1
4 ,

1
42
, 1

43
, ...), notemos
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que, a1 = a2, a3 = a4, b1 = b3, b2 = a4. Veamos entonces que:

(iii)A1 ∩A2 = {a1},
(iv)A1 ∩A3 = {b1},
(v)A4 ∩A2 = {b4},
(vi)A4 ∩A3 = {a4}.
Probaremos (iii), el resto se prueba de manera similar. Sea x ∈ A1∩A2,

se sigue de la definición de A1 y A2 que x1 = 1
2 , x2 = 1

2 y para cada n ≥ 3,
xn = 1

2,4n−2 , por tanto x = a1.

Definamos C = A1 ∪ A2 ∪ A3 ∪ A4 se sigue de (i)-(vi) que C es una
curva cerrada simple contenida en ĺım←−−M . �

4.2. Puntos de ramifiacación de M en el ĺımite
inverso

En esta sección daremos condiciones suficientes sobre M , los conjuntos
Gk, k ∈ N, y ĺım←−−M para obtener puntos de ramificación en el ĺım←−−M y de
los conjuntos Gk, k ∈ N.

Teorema 4.2.1. Sean M ⊂ [0, 1]2 y k ∈ N, tales que R(M) 6= ∅ y
dim(ĺım←−−M) = 1. Supongamos que existe un punto t0 ∈ [0, 1], tal que

{t0} × [0, 1] ⊂ M , y que cada función continua e inyectiva α : [0, 1] → M ,
satisface que: para cada t ∈ [0, 1], α−1

1 (t) tiene un número finito de compo-
nentes. Entonces R(ĺım←−−M) 6= ∅, y para cada k ∈ N, R(Gk) 6= ∅.

Demostración.

Como G1 es homeomorfo a M , y R(M) 6= ∅, entonces R(G1) 6= ∅.
Supongamos k ≥ 2.

Probaremos que las hipótesis de los Corolarios 3.2.6, 3.2.7 se satisfacen.

Como R(M) 6= ∅, tenemos que M contiene un triodo simple T . Sea v0 el
vértice de T , por la Observación 1.1.8, tenemos que %1(T ) es un intervalo no
degenerado. Sean u, v ∈ [0, 1], con u < v, tales que %1(T ) = [u, v]. Haremos
la prueba del caso %1(v0) > u, la prueba del caso %1(v0) < v se hace de
manera similar.

Como %1(T ) = [u, v] y %1(v0) > u por el Teorema 1.1.9, tenemos que
existen funciones continuas e inyectivas f, g : [0, 1]→ T ⊂M , tales que

(i) f(t) = g(t), para cada t ∈ [0, 1
2 ],

(ii) f((1
2 , 1]) ∩ g((1

2 , 1]) = ∅,
(iii) f1, g1 : [0, 1]→ [u, v],
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(iv) f1(0) = u = g1(0).

Además por hipótesis, tenemos que existe un punto t0 ∈ [0, 1], tal que
{t0} × [0, 1] ⊂ M . Como %1(M) = [0, 1] = %2(M), entonces existe un punto
x ∈ ĺım←−−M , tal que π1(x) = t0. Definamos A = {(t,x) ∈ [0, 1]∞ : t ∈ [u, v]}
y B = {(t, π1,k−1(x)) ∈ [0, 1]k : t ∈ [u, v]}.

Por el Lema 1.2.8, tenemos que los conjuntos A ⊂ ĺım←−−M y B ⊂ Gk−1

son arcos, y existe una función continua y biyectiva h : [0, 1] → A con las
siguientes propiedades:

(v) π1,k ◦ h : [0, 1]→ B es una función continua y biyectiva,

(vi) h1 es una función inyectiva,

(vii) h1(0) = u y h1(1) = v.

          f(1)    

 

                            h(0)=p=(u,p2,p3,…) 
 

        
 
 
           g(1)           A 

 

f(0)=g(0)=(u,_)          h(1)=q=(v,q2,q3,…) 
        f,g       h        
                                     

      
B 

 
       0     1 
 

Figura 4.3:

Notemos que las funciones f , g y h (Figura 4.3) (π1,k ◦ h) satisfacen las
hipótesis (a)-(b) del Corolario 3.2.7, (Corolario 3.2.6) y que las funciones f1,
g1 y h1 cumplen las hipótesis (c)-(e) del Corolario 3.2.7 (Corolario 3.2.6).

Nos falta probar que las componentes de E(f1, h1) y E(g1, h1) son ar-
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co conexas. Para lo cual probaremos que la hipótesis del Teorema 2.1.8 se
satisfacen.

Por hipótesis cada función continua e inyectiva α : [0, 1]→M , satisface
que para cada t ∈ [0, 1], α−1

1 (t) tiene un número finito de componentes.
Como f, g : [0, 1] → M son funciones continuas e inyectivas, tenemos que
para cada t ∈ [0, 1], f−1

1 (t) y g−1
1 (t) tienen un número finito de componentes.

Además como h1 : [0, 1] → [u, v] es una función inyectiva, tenemos que
para cada t ∈ [0, 1], h−1

1 (t) es un punto o el conjunto vaćıo.
De lo anterior tenemos que las funciones f1, g1 y h1 cumplen que la

preimagen de un punto tiene un número finito de componentes, por lo que
las hipótesis del Terema 2.1.8 se cumplen para las funciones f1, h1 y para
las funciones g1, h1. Por tanto las componentes de E(f1, h1) y E(g1, h1) son
arco conexas. Concluimos que las funciones f1, g1 y h1 cumplen las hipótesis
(f)-(g) del Corolario 3.2.7 (Corolario 3.2.6).

Hemos probado que las hipótesis del Corolario 3.2.7, (Corolario 3.2.6),
se satisfacen. Por tanto ĺım←−−M , (Gk), contiene un triodo simple. Concluimos

que R(ĺım←−−M) 6= ∅ y para cada k ∈ N, R(Gk) 6= ∅. �

Teorema 4.2.2. SeanB ⊂ [0, 1] un conjunto cerrado, n ∈ N y β1, β2, . . . , βn :
[0, 1]→ [0, 1] funciones continuas en [0, 1]−B. Supongamos que

M = Graf(β1) ∪Graf(β2) ∪ . . . ∪Graf(βn) ∪ (B × [0, 1]),

satisface que R(M) 6= ∅ y dim(ĺım←−−M) = 1. (Figura 4.4) Entonces

R(ĺım←−−M) 6= ∅ y para cada k ∈ N, R(Gk) 6= ∅.

Demostración.
Veremos que las hipótesis del Teorema 4.2.1 se cumplen. Probaremos

primero que dada α : [0, 1] → M una función continua e inyectiva, para
cada t ∈ [0, 1] se satisface que α−1

1 (t) tiene a lo mas 2n componentes. Para
ésto probaremos que se satisfacen las hipótesis del Lema 1.1.15.

Afirmación 1. B es un conjunto totalmente disconexo.
Prueba.
Supongamos por el contrario que existe A una componente no degene-

rada de B.
Sean a, b ∈ [0, 1], tales que A = [a, b]. Como A × [0, 1] ⊂ M , tenemos

que ({a} × [a, b])∪ ([a, b]× {a}) ⊂M , por ([10], Example 134) tenemos que
ĺım←−−M tiene dimensión infinita.
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         B           
             f1 

 
 
 
           f2 
 
            f3 
 
              f4 
 
 
 

Figura 4.4: M

Lo anterior contradice que dim(ĺım←−−M) = 1. Por tanto B es un conjunto
totalmente disconexo y la Afirmación 1 queda demostrada.�

De la Afirmación 1 y la definición de M tenemos que las hipótesis del
Lema 1.1.15 se satisfacen. Por tanto dada α : [0, 1] → M una función con-
tinua e inyectiva, para cada t ∈ [0, 1] se satisface que α−1

1 (t) tiene a lo mas
2n componentes.

Veamos que las hipótesis del Teroema 4.2.1 se cumplen.

Por hipótesis, tenemos que R(M) 6= ∅ y dim(ĺım←−−M) = 1.

De la definición de M , tenemos que existe un punto t0 ∈ [0, 1], tal que
t0 × [0, 1] ⊂ M . Además probamos que cada función continua e inyectiva
α : [0, 1] → M , satisface que para cada t ∈ [0, 1], α−1

1 (t) tiene un número
finito de componentes.

Por tanto las hipótesis del Teorema 4.2.1 se satisfacen.

Concluimos que R(ĺım←−−M) 6= ∅ y para cada k ∈ N, R(Gk) 6= ∅. �

Teorema 4.2.3. Sean M ⊂ [0, 1]2 y t0 ∈ [0, 1] tales que R(M) 6= ∅,
dim(ĺım←−−M) = 1 y {t0}× [0, 1] ⊂M . Supongamos que existe T ⊂M un trio-
do simple, que es unión finita de gráficas de funciones continuas. Entonces
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R(ĺım←−−M) 6= ∅ y para cada k ∈ N, R(Gk) 6= ∅.

Demostración.

Como G1 es homeomorfo a M y M contiene un triodo simple, entonces
G1 contiene un triodo simple, aśı R(G1) 6= ∅. Supongamos k ≥ 2.

Probaremos que las hipótesis de los Corolarios 3.2.6, 3.2.7 se satisfacen.

Como T es unión de gráficas de funciones continuas, existen puntos a1, b1,
a2, b2, a2, b3 ∈ [0, 1], con ai < bi y funciones continuas αi : [ai, bi] → [0, 1]
tales que T ′ = Graf(α1) ∪Graf(α2) ∪Graf(α3) ⊂ T es un triodo simple.

Sea v0 el vértice de T ′ por la Observación 1.1.8, tenemos que %1(T ′)
es un intervalo no degenerado. Sean u, v ∈ [0, 1], con u < v, tales que
%1(T ′) = [u, v]. Haremos la prueba del caso %1(v0) > u, la prueba del caso
%1(v0) < v se hace de manera similar.

Como %1(T ′) = [u, v] y %1(v0) > u por el Teorema 1.1.9, existen funciones
continuas e inyectivas f, g : [0, 1] → T ′, tales que cumplen las siguientes
propiedades:

(i) f(t) = g(t), para cada t ∈ [0, 1
2 ],

(ii) f((1
2 , 1]) ∩ g((1

2 , 1]) = ∅,
(iii) f1, g1 : [0, 1]→ [u, v],

(iv) f1(0) = u = g1(0).

Además por hipótesis, tenemos que existe un punto t0 ∈ [0, 1], tal que
{t0} × [0, 1] ⊂ M . Como %1(M) = [0, 1] = %2(M), entonces existe un punto
x ∈ ĺım←−−M , tal que π1(x) = t0. Definamos A = {(t,x) ∈ [0, 1]∞ : t ∈ [u, v]}
y B = {(t, π1,k−1(x)) ∈ [0, 1]k : t ∈ [u, v]}.

Por el Lema 1.2.8, (1), (2) tenemos que los conjuntos A ⊂ ĺım←−−M y
B ⊂ Gk−1 son arcos, además, existe una función continua y biyectiva h :
[0, 1]→ A con las siguientes propiedades:

(v) π1,k ◦ h : [0, 1]→ B es una función continua y biyectiva.

(vi) h1 es una función inyectiva,

(vii) h1(0) = u y h1(1) = v.

Notemos que las funciones f , g y h (π1,k ◦ h) satisfacen las hipótesis
(a)-(b) del Corolario 3.2.7, (Corolario 3.2.6) y que las funciones f1, g1 y h1

cumplen las hipótesis (c)-(e) del Corolario 3.2.7 (Corolario 3.2.6).

Nos falta probar que las componentes de E(f1, h1) y E(g1, h1) son arco
conexas. Para lo cual probaremos que se satisfacen la hipótesis del Teorema
2.1.8.

Afirmación 1
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(i) |f−1
1 (t)| ≤ 3

(ii) |g−1
1 (t)| ≤ 3

Prueba.

Probaremos el inciso (i) el inciso (ii) se prueba de forma similar.

Sea t ∈ [0, 1]

Caso 1 t /∈ %1(f [0, 1]).

Tenemos que f−1
1 (t) = ∅. Por tanto la Afirmación 1 es cierta.

Caso 2 t ∈ %1(f [0, 1]).

Sea r ∈ f−1
1 (t), tenemos que %1(f(r)) = t. Como T ′ = Graf(α1) ∪

Graf(α2) ∪ Graf(α3), existe i ∈ {1, 2, 3} tal que f(r) ∈ Graf(αi). De lo
anterior obtenemos que f(r) = (t, αi(t)), por lo que

f−1
1 (t) = {r ∈ [0, 1] : f(r) = (t, αi(t)), para alguna i ∈ {1, 2, 3}}.

Como para cada i ∈ {1, 2, 3}, αi es función y f es una función inyectiva
tenemos que |f−1

1 (t)| ≤ 3. Por lo que la Afirmación 1 se cumple.�

De la Afirmación 1 concluimos que para cada punto t ∈ [0, 1], f−1
1 (t) y

g−1
1 (t) tienen un número finito de componentes.

Además como h1 : [0, 1] → [u, v] es una función inyectiva, tenemos que
para cada t ∈ [0, 1], h−1

1 (t) es un punto o el conjunto vaćıo.

De lo anterior tenemos que las funciones f1, g1 y h1 cumplen que la
preimagen de un punto tiene un número finito de componentes, por lo que
las hipótesis del Terema 2.1.8 se cumplen para las funciones f1, h1 y para
las funciones g1, h1. Por tanto las componentes de E(f1, h1) y E(g1, h1) son
arco conexas, por tanto las funciones f1, g1 y h1 cumplen las hipótesis (f)-(g)
del Corolario 3.2.7 (Corolario 3.2.6).

Hemos probado que las hipótesis del Corolario 3.2.7, (Corolario 3.2.6),
se satisfacen. Por tanto ĺım←−−M , (Gk), contiene un triodo simple. Concluimos

que R(ĺım←−−M) 6= ∅ y para cada k ∈ N, R(Gk) 6= ∅. �

Teorema 4.2.4. Sean M ⊂ [0, 1]2 y k ∈ N, los subcontinuos propios del
ĺım←−−M , son arco conexos. Supongamos que existen un triodo simple T ⊂ Gk,

con vértice v0 y un arco B ⊂ ĺım←−−M , tal que π1(B) = πk+1(T). Entonces

para cada ε > 0 existe un triodo simple T′ ⊂ ĺım←−−M , con vértice vε, con las
siguientes propiedades:

(1) σk(T′) ⊂ B,
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(2) π1,k+1(T′) ⊂ T,
(3) d(π1,k+1(vε), v0) < ε.

Demostración.
Sean ε > 0 y R ⊂ B ε

2
(v0) ∩ T un triodo simple. Sean u, v ∈ [0, 1] tales

que πk+1(R) = [u, v].
Notemos que si k = 1, como G1 es homeomorfo a M , entonces por la

Observación 1.1.8, %1(R) y %2(R), son no degeneradas, por lo que u < v y
si k ≥ 2 se puede dar el caso en que u = v. Por lo que vamos analizar los
siguientes casos.

Caso 1 u = v, k ≥ 2.
Como u = v, tenemos que πk+1(R) = {u}, por otro lado de la hipótesis

(c), tenemos que B ⊂ ĺım←−−M es un arco tal que π1(B) = πk+1(R), entonces

existe un punto x ∈ B, tal que π1(x) = u, por lo que {y ∈ ĺım←−−M : π1(y) =

u} 6= ∅, de lo anterior tenemos que se cumplen la hipótesis del Teorema
1.2.6. Por tanto para el punto x se cumple que

T′ = {(z, x2, x3, . . .) ∈ [0, 1]∞ : z ∈ R}.

es un subcontinuo del ĺım←−−M homeomorfo a T que satisface las siguientes
propiedades:

(i) π1,k+1(T′) = R,
(ii) σk(T′) = {x}.
Por tanto se satisface
(1) σk(T′) ⊂ B,
(2) π1,k+1(T′) ⊂ T,
Como T′ es homeomorfo a T, tenemos de la definición de T′ que vε =

(v0, x2, x3, . . . ), por lo que
(3) d(π1,k+1(vε), v0) = 0 < ε.
Con esto terminamos la prueba del Caso 1.

Caso 2 u < v.
Probaremos que la se satisfacen las hipótesis del Teorema 3.2.4.
Haremos la prueba del caso πk+1(v0) > u, la prueba del caso πk+1(v0) <

v se hace de manera similar.
Como πk+1(R) = [u, v] y πk+1(v0) > u por el Teorema 1.1.9 se cumple

que, existen funciones continuas e inyectivas f, g : [0, 1] → R, tales que
cumplen las siguientes propiedades:

(i) f(t) = g(t), para cada t ∈ [0, 1
2 ],

(ii) f((1
2 , 1]) ∩ g((1

2 , 1]) = ∅,
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(iii) fk+1, gk+1 : [0, 1]→ [u, v],

(iv) fk+1(0) = u = gk+1(0).

Además por hipótesis existe B ⊂ ĺım←−−M un arco, tal que πk+1(R) ⊂
π1(B). Entonces por el Lema 1.1.1 existe un arco A ⊂ B con puntos extre-
mos p y q, tal que cumple las siguientes propiedades:

(v) π1(A) = [u, v],

(vi) π1(p) = u y πi(q) = v,

(vii) π1(A− {p,q}) = (u, v),

Como A es un arco existe una función continua e inyectiva h : [0, 1]→ A,
tal que

(viii) h1 : [0, 1]→ [u, v],

(ix) h1(0) = u,

(x) h1(1) = v.

Notemos que las funciones f, g y h satisfacen las hipótesis (a)-(b) del
Teorema 3.2.4, y que las funciones fk+1, gk+1 y h1 cumplen las hipótesis
(c)-(e) del Teorema 3.2.4.

Nos falta probar que las componentes de E(fk+1, h1) y E(gk+1, h1) son
arco conexas. Para lo cual probaremos la siguiente Afirmación.

Afirmación 1 Las componentes de E(fk+1, h1) y E(gk+1, h1) son ho-
meomorfas a subcontinuos propios de ĺım←−−M .

Prueba.

Basta ver que la funciones f, g y h, satisfacen la hipótesis de Teorema
3.2.1. Tenemso que f, g y h son funciones continuas e inyectivas, veamos
que se cumplen las siguientes propiedades:

(a) existen puntos r, s ∈ [0, 1] tales que f(r) /∈ g([0, 1]) y g(s) /∈ g([0, 1]).

De (ii), f((1
2 , 1])∩ g((1

2 , 1]) = ∅, entonces para cualesquiera puntos r, s ∈
(1

2 , 1] se satisface (a).

(b) fk+1, gk+1, h1 : [0, 1]→ [u, v].

De (iii) fk+1, gk+1 : [0, 1]→ [u, v] y (viii) h1 : [0, 1]→ [u, v]

(c) h1 es suprayectiva.

De (ix) h1(0) = u y (x) h1(1) = v, como [0, 1] es conexo, entonces
h1([0, 1]) = [u, v].

(d) E(fk+1, h1) 6= ∅ 6= E(gk+1, h1).

De (iv) fk+1(0) = u = gk+1(0) y (ix) h1(0) = u, entonces (0, 0) ∈
E(fk+1, h1) y (0, 0) ∈ E(gk+1, h1).

De lo anterior, tenemos que se satisfacen la hipótesis de Teorema 3.2.1.
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Las componentes de E(fk+1, h1) y E(gk+1, h1) son homeomorfas a sub-
continuos propios de ĺım←−−M .�

Como los subcontinuos propios de ĺım←−−M son arco conexos y se cumple la

Afirmación 1, concluimos que las componentes de E(fk+1, h1) y E(gk+1, h1)
son arco conexas.

Hemos probado que las hipótesis del Teorema 3.2.4 se satisfacen, por
tanto ĺım←−−M contiene un triodo simple T′, tal que satisface las siguientes
propiedades:

(xi) π1,k+1(T′) ⊂ (f([0, 1]) ∪ g([0, 1]))

(xii) σk(T′) ⊂ h([0, 1]).

Veamos que T′ satisface las propiedades (1), (2) y (3) del teorema.

(1) σk(T′) ⊂ B.

Por la propiedad (xii) tenemos que σk(T′) ⊂ h([0, 1]) y h([0, 1]) = A,
como A ⊂ B, concluimos que σk(T′) ⊂ B.

(2) π1,k+1(T′) ⊂ T.

Por la propiedad (xi) tenemos que π1,k+1(T′) ⊂ (f([0, 1]) ∪ g([0, 1])),
como (f([0, 1]) ∪ g([0, 1])) ⊂ R ⊂ T concluimos que π1,k+1(T′) ⊂ T.

(3) d(π1,k+1(xε), v0) < ε.

Por la propiedad (xi) tenemos que π1,k+1(T′) ⊂ (f([0, 1])∪g([0, 1])), como

(f([0, 1])∪g([0, 1])) ⊂ R ⊂ B ε
2
(v0)∩T, entonces π1,k+1(xε) ∈ B ε

2
(v0)∩T. Por

tanto d(π1,k+1(xε), v0) ≤ ε
2 < ε.

Por tanto el teorema queda demostrado. �

Corolario 4.2.5. Sea M ⊂ [0, 1]2, tal que dim(ĺım←−−M) = 1 y los subconti-
nuos propios del ĺım←−−M , son arco conexos. Supongamos que existen un triodo

simple T ⊂M , con vértice v0 y un arco B ⊂ ĺım←−−M , tal que π1(B) = %1(T ).

Entonces para cada ε > 0 existe un triodo simple T′ ⊂ ĺım←−−M , con vértice
vε, con las siguientes propiedades:

(1) σ(T′) ⊂ B,

(2) π2,1(T′) ⊂ T ,

(3) d(π2,1(vε), v0) < ε.

Demostración.

Como M es homeomorfo a G1, entonces las hipótesis del Teorema 4.2.4
se satisfacen. Por tanto ĺım←−−M contiene un triodo simple que satisface las
propiedades deseadas. �
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Corolario 4.2.6. SeaM ⊂ [0, 1]2, tal que dim(Gk+1) = 1 y los subcontinuos
propios del Gk, son arco conexos. Supongamos que existen un triodo simple
T ⊂ M , con vértice v0 y un arco B ⊂ Gk, tal que π1(B) = %1(T). Entonces
para cada ε > 0 existe un triodo simple T′ ⊂ Gk+1, con vértice vε, con las
siguientes propiedades:

(1) π2,k+2(T′) ⊂ B,

(2) π2,1(T′) ⊂ T ,

(3) d(π2,1(vε), v0) < ε.

Demostración.

La prueba de este corolario se hace de manera similar a la prueba del
Teorema 4.2.4. �

Corolario 4.2.7. Sean M ⊂ [0, 1]2 y k ∈ N, tales que los subcontinuos
propios del ĺım←−−M son arco conexos y |R(ĺım←−−M)| < ∞. Supongamos que
existen un triodo simple T ⊂ Gk con vértice v0 y un arco B ⊂ ĺım←−−M , tal

que π1(B) = πk+1(T). Entonces existe un triodo simple T′ ⊂ ĺım←−−M , con
vértice y, que cumple las siguientes propiedades:

(1) σk(T′) ⊂ B,

(2) π1,k+1(T′) ⊂ T y

(3) π1,k+1(y) = v0.

Demostración.

Como |R(ĺım←−−M)| < ∞, tenemos que |π1,k+1(R(ĺım←−−M))| < ∞, por lo
que existe un número ε > 0 tal que,

(i) Bε(v0) ∩ (π1,k+1(R(ĺım←−−M))) ⊂ {v0}.
Notemos que se satisfacen la hipótesis de Teorema 4.2.4, por tanto existe

un triodo simple T′ ⊂ ĺım←−−M , con vértice y, con las siguientes propiedades:

(ii) σk(T′) ⊂ B,

(iii) π1,k+1(T′) ⊂ T,

(iv) d(π1,k+1(y), v0) < ε.

De la propiedad (iv) y la propiedad (i), obtenemos que π1,k+1(y) ∈
Bε(v0) ∩ (π1,k+1(R(ĺım←−−M))) ⊂ {(v0)}. Por tanto π1,k+1(y) = v0.

Aśı el corolario queda demostrado. �

Corolario 4.2.8. Sea M ⊂ [0, 1]2, tal que los subcontinuos propios del
ĺım←−−M son arco conexos y |R(ĺım←−−M)| < ∞. Supongamos que existen un

triodo simple T ⊂ M con vértice v0 y un arco B ⊂ ĺım←−−M tal que π1(B) =
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%1(T ). Entonces existe un triodo simple T′ ⊂ ĺım←−−M con vértice y con las
siguientes propiedades:

(1) σ(T′) ⊂ B,

(2) π2,1(T′) ⊂ T y

(3) π2,1(y) = v0.

Demostración.

Como M es homeomorfo a G1, entonces las hipótesis del Teorema 4.2.7
se satisfacen. Por tanto ĺım←−−M contiene un triodo simple que satisface las
propiedades deseadas. �

Corolario 4.2.9. SeaM ⊂ [0, 1]2, tal que dim(Gk+1) = 1 y los subcontinuos
propios del Gk son arco conexos y |R(Gk)| <∞. Supongamos que existen un
triodo simple T ⊂M , con vértice v0 y un arco B ⊂ Gk, tal que π1(B) = %1(T ).
Entonces para cada ε > 0 existe un triodo simple T′ ⊂ Gk+1, con vértice y,
con las siguientes propiedades:

(1) π2,k+2(T′) ⊂ B,

(2) π2,1(T′) ⊂ T ,

(3) π2,1(y) = v0.

4.3. Puntos de ramifiacación del ĺımite inverso en
el ĺımite inverso

En esta sección daremos condiciones suficientes sobre M , los conjuntos
Gk, k ∈ N, y ĺım←−−M para obtener puntos de ramificación en el ĺım←−−M .

Teorema 4.3.1. Sean M ⊂ [0, 1]2 y k ∈ N, tales que los subcontinuos
propios del ĺım←−−M son arco conexos. Supongamos que existen un triodo

simple T ⊂ ĺım←−−M y un arco B ⊂ Gk tal que π1(T) = πk+1(B). Entonces

existe un triodo simple T′ ⊂ ĺım←−−M con las siguientes propiedades:

(1) σk(T′) ⊂ T,

(2) π1,k+1(T′) ⊂ B.

Demostración.

Sean u, v ∈ [0, 1] tales que π1(T) = [u, v]. Vamos analizar los siguientes
casos.

Caso 1 u = v.
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De la hipótesis (c), tenemos que B ⊂ Gk es un arco tal que π1(T) =
{u} = ρk+1(B). Sea x ∈ B, tenemos que π1(x) = u.

Definamos

T′ = {(x, z2, z3, . . .) ∈ [0, 1]∞ : z ∈ T}.

Probaremos que T′ es un triodo simple contenido en ĺım←−−M . Veamos

primero que T′ ⊂ ĺım←−−M .

Sea y ∈ T′, probaremos que para cada i ∈ N, el punto (πi+1(y), πi(y)) ∈
M . Por definición de T′ existe un punto z ∈ T ⊂ ĺım←−−M , tal que el punto y

es de la forma (x, z2, z3, . . .).
Veamos que para cada i ∈ N, el punto (πi+1(y), πi(y)) ∈M .

Sea 1 ≤ i ≤ k.

Como x ∈ B ⊂ Gk, por definición de Gk, para 1 ≤ i ≤ k el punto

(πi+1(y), πi(y)) = (%i+1(x), %i(x)) ∈M

Sea i = k + 1.

Como π1(T) = {u}, entonces π1(z) = u. Además %k+1(x) = u por lo
que

(πi+1(y), πi(y)) = (π2(z), %k+1(x)) = (z2, u) = (z2, z1).

Además como z ∈ ĺım←−−M , por definición de ĺım←−−M el punto (z2, z1) ∈
M . Por tanto el punto (πi+1(y), πi(y)) ∈M .

Sea i ≥ k + 2.

Como z ∈ ĺım←−−M , por definición de ĺım←−−M el punto

(πi+1(y), πi(y)) = (πi−k(z), πi−k−1(z)) ∈M .

Por tanto el punto y ∈ ĺım←−−M . Por tanto T′ ⊂ ĺım←−−M
Por otro lado la función σk|T′ : T′ → T es un homeomorfismo. Por tanto

T′ es un triodo simple.
Veamos que T′ satisface las propiedades (1) y (2) del teorema.

Sea y ∈ T′, por definición de T′ existe un punto z ∈ T, tal que el punto
y es de la forma (x, z2, z3, . . .). Entonces

(1) σk(y) = z ∈ T, por tanto σk(T′) ⊂ T,
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(2) π1,k+1(y) = x ∈ B, por tanto π1,k+1(T′) ⊂ B.

Con esto terminamos la prueba del Caso 1.

Caso 2 u < v.

Probaremos que se satisfacen las hipótesis del Teorema 3.2.8. Sea v0 el
vértice de T. Haremos la prueba del caso π1(v0) > u, la prueba del caso
π1(v0) < v se hace de manera similar.

Como π1(T) = [u, v] y π1(v0) > u por el Teorema 1.1.9 se cumple que,
existen funciones continuas e inyectivas f,g : [0, 1] → T, tales que cumples
las siguientes propiedades:

(i) f(t) = g(t), para cada t ∈ [0, 1
2 ],

(ii) f((1
2 , 1]) ∩ g((1

2 , 1]) = ∅,
(iii) f1, g1 : [0, 1]→ [u, v],

(iv) f1(0) = u = g1(0).
Además por hipótesis existe B ⊂ Gk un arco tal que π1(T) = πk+1(B).
Entonces por el Lema 1.1.1 existe un arco A ⊂ B con extremos p y q, tal que
cumple las siguientes propiedades:

(v) %k+1(A) = [u, v],

(vi) %k+1(p) = u y %k+1(q) = v,

(vii) %k+1(A− {p, q}) = (u, v).

Como A es un arco existe una función continua e inyectiva h : [0, 1]→ A

tal que

(viii) hk+1 : [0, 1]→ [u, v],

(ix) hk+1(0) = u,

(x) hk+1(1) = v.

Notemos que las funciones f, g y h satisfacen las hipótesis (a)-(b) del
Teorema 3.2.8, y que las funciones f1, g1 y hk+1 cumplen las hipótesis (c)-
(e) del Teorema 3.2.8.

Nos falta probar que las componentes de E(f1, hk+1) y E(g1, hk+1) son
arco conexas. Para lo cual probaremos la siguiente Afirmación.

Afirmación 1 Las componentes de E(f1, hk+1) y E(g1, hk+1) son ho-
meomorfas a subcontinuos propios de ĺım←−−M .

Prueba.

Basta ver que la funciones f, g y h, satisfacen la hipótesis de Teorema
3.2.1. Tenemos que f, g y h son funciones continuas e inyectivas, veamos que
se cumplen las siguientes propiedades:

(a) existen puntos r, s ∈ [0, 1] tales que f(r) /∈ g([0, 1]) y g(s) /∈ g([0, 1]).
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De (ii), f((1
2 , 1])∩ g((1

2 , 1]) = ∅, entonces para cualesquiera puntos r, s ∈
(1

2 , 1] se satisface (a).
(b) f1, g1, hk+1 : [0, 1]→ [u, v].
De (iii) f1, g1 : [0, 1]→ [u, v] y (viii) h1 : [0, 1]→ [u, v]
(c) h1 es suprayectiva.
De (ix) hk+1(0) = u y (x) hk+1(1) = v, como [0, 1] es conexo, entonces

hk+1([0, 1]) = [u, v].
(d) E(f1, hk+1) 6= ∅ 6= E(g1, hk+1).
De (iv) f1(0) = u = g1(0) y (ix) hk+1(0) = u, entonces (0, 0) ∈ E(f1, hk+1)

y (0, 0) ∈ E(g1, hk+1).
De lo anterior, tenemos que se satisfacen la hipótesis de Teorema 3.2.1.
Las componentes de E(f1, hk+1) y E(g1, hk+1) son homeomorfas a sub-

continuos propios de ĺım←−−M .�

Hemos probado que las hipótesis del Teorema 3.2.8 se satisfacen, por
tanto ĺım←−−M contiene un triodo simple T′, tal que satisface las siguientes
propiedades:

(iv) σk(T′) ⊂ (f([0, 1]) ∪ g([0, 1]))
(v) π1,k+1(T′) ⊂ h([0, 1]).

Veamos que T′ satisface las propiedades (1) y (2) del teorema.
(1) σk(T′) ⊂ T.
Por la propiedad (iv), tenemos que σk(T′) ⊂ (f([0, 1]) ∪ g([0, 1])) como

(f([0, 1]) ∪ g([0, 1])) ⊂ T, concluimos que σk(T′) ⊂ T.
(2) π1,k+1(T′) ⊂ B.
Por la propiedad (v), tenemos que π1,k+1(T′) ⊂ h([0, 1]), como h([0, 1]) =

A ⊂ B concluimos que π1,k+1(T′) ⊂ B.
Por tanto el teorema queda demostrado. �

Corolario 4.3.2. Sea M ⊂ [0, 1]2, tal que dim(ĺım←−−M) = 1 y los subconti-
nuos propios del ĺım←−−M son arco conexos. Supongamos que existen un triodo

simple T ⊂ ĺım←−−M y un arco B ⊂M tal que π1(T) = %1(B). Entonces existe

un triodo simple T′ ⊂ ĺım←−−M con las siguientes propiedades:

(1) σ(T′) ⊂ T,
(2) π2,1(T′) ⊂ B.

Demostración.
Como M es homeorfo a G1 tenemos que se cumplen las hipótesis del

Teorema 4.3.1. Por tanto ĺım←−−M contiene un triodo simple que satisface las
propiedades deseadas. �
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4.4. Arcos en el ĺımites inversos y en los conjuntos
Gk

En esta sección daremos herramientas que nos permitiran construir arcos
en el ĺım←−−M y en los conjuntos Gk, con propiedades especiales.

Teorema 4.4.1. Sean M un subconjunto cerrado de [0, 1]2, u, v ∈ [0, 1],
con u ≤ v y k ∈ N, tales que ĺım←−−M es hereditariamente arco conexo.
Supongamos que existen arcos A ⊂ Gk y B ⊂ ĺım←−−M , tales que:

(a)πk+1(A) = [u, v] = π1(B).

(b) B tiene puntos extremos p y q tales que p1 = u y q1 = v.

Entonces existe un arco B′ ⊂ ĺım←−−M con las siguientes propiedades:

(1) σk(B′) ⊂ B,

(2) π1,k+1(B′) = A,

(3) Si además A, tiene un punto extremo a, tal que ak+1 = u, entonces
(a1, . . . , ak+1, p2, p3, . . . ) es un punto extremo de B,

(4) Si además A, tiene puntos extremos a y b, tales que ak+1 = u
y bk+1 = v, entonces B′ tiene puntos extremos (a1, . . . , ak+1, p2, p3, . . . ),
(b1, . . . , bk+1, q2, q3, . . . ) y σk(B′) = B.

Demostración.

Veremos que se cumplen las hipótesis del Teorema 3.2.15.

Probaremos primero los incisos (1) y (2).

Como A ⊂ Gk y B ⊂ ĺım←−−M son arcos, tales que πk+1(A) = [u, v] =

π1(B). Entonces existen f : [0, 1] → Gk y h : [0, 1] → ĺım←−−M , funciones

continuas e inyectivas, tales que f([0, 1]) = A y h([0, 1]) = B.

Como πk+1(A) = [u, v] = π1(B) y B tiene puntos extremos p y q tales
que p1 = u y q1 = v, podemos suponer que las funciones f y h cumplen las
siguientes propiedades:

(i) fk+1, h1 : [0, 1]→ [u, v],

(ii) h1(0) = u y h1(1) = v.

Como h1(0) = u y h1(1) = v, entonces h1([0, 1]) = [u, v], aśı h1 es una
función suprayectiva, por tanto de la Observación 2.1.1,(2), tenemos que
E(fk+1, h1) 6= ∅. Entonces podemos definir ϕ : E(fk+1, h1) → ĺım←−−M , para

cada punto (r, s) ∈ E(fk+1, h1) como sigue:

ϕ((r, s)) = (f1(r), . . . , fk+1(r), h2(s), h3(s), . . .).
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Como f , y h son funciones continuas e inyectivas, tenemos que satisfacen
las hipótesis del Corolario 3.1.3, por tanto ϕ es un encaje.

Como ϕ es un encaje, tenemos que las componentes de E(fk+1, h1) son
homeomorfas a subcontinuos de ĺım←−−M , como ĺım←−−M es hereditariamente

arco conexo, tenemos que las componentes de E(fk+1, h1) son arco conexas.

De lo anterior las hipótesis del Teorema 3.2.15 se cumplen. Por tanto
existe un arco B′ ⊂ ĺım←−−M , que satisface las siguientes propiedades:

(iii) π1,k+1(B′) = f([0, 1]),

(iv) σk(B′) ⊂ h([0, 1]).

Veamos que B′ satisface la propiedades del teorema.

De (iv) σk(B′) ⊂ h([0, 1]), como h([0, 1]) = B, tenemos que σk(B′) ⊂ B.

De (iii) π1,k+1(B′) = f([0, 1]), como f([0, 1]) = A, tenemos que π1,k+1(B′) =
A.

Aśı los incisos (1) y (2) quedan demostrados.

Probaremos ahora el inciso (3).

(3) Si además A, tiene un punto extremo a, tal que ak+1 = u, entonces
(a1, . . . , ak+1, p2, p3, . . . ) es un punto extremo de B.

Como el arco A tiene un punto extremo a tal que a1 = u, podemos
suponer que la función f cumplen que fk+1(0) = u. Por tanto se cumple
la hipótesis del Teorema 3.2.15,(3). Por tanto un punto extremo de B′ es
(f1(0), . . . , fk+1(0), h2(0), h3(0), . . . ).

Como (f1(0), . . . , fk+1(0), h2(0), h3(0), . . . ) = (a1, . . . , ak+1, p2, p3, . . . ),
el inciso (3) queda demostrado.

Probaremos ahora el inciso (4).

(4) Si además A, tiene puntos extremos a y b, tales que ak+1 = u
y bk+1 = v, entonces B′ tiene puntos extremos (a1, . . . , ak+1, p2, p3, . . . ),
(b1, . . . , bk+1, q2, q3, . . . ) y σk(B′) = B.

Como A tiene un puntos extremos a y b, tales que ak+1 = u y bk+1 = v,
podemos suponer que las función f cumple que fk+1(0) = u y fk+1(1) = v.
Por tanto se cumple la hipótesis del Teorema 3.2.15,(4).

Por tanto B′ tiene puntos extremos (f1(0), . . . , fk+1(0), h2(0), h3(0), . . . ),
(f1(1), . . . , fk+1(1), h2(1), h3(1), . . . ) y σk(B′) = h([0, 1]).

Como (f1(0), . . . , fk+1(0), h2(0), h3(0), . . . ) = (a1, . . . , ak+1, p2, p3, . . . ) y
(f1(1), . . . , fk+1(1), h2(1), h3(1), . . . ) = (b1, . . . , bk+1, q2, q3, . . . ), tenemos que
B′ tiene puntos extremos (a1, . . . , ak+1, p2, p3, . . . ) y (b1, . . . , bk+1, q2, q3, . . . ).

Además como σk(B′) = h([0, 1]) y h([0, 1]) = B, tenemos que σk(B′) =
B. Aśı el inciso (4) queda demostrado.
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Por tanto el teorema queda demostrado.
�

Corolario 4.4.2. Sean M ⊂ [0, 1]2, u, v ∈ [0, 1], u ≤ v, tal que ĺım←−−M
es hereditariamente arco conexo. Supongamos que existen arcos A ⊂ M y
B ⊂ ĺım←−−M tales que:

(a)%1(A) = [u, v] = π1(B).
(b) B tiene puntos extremos p y q tales que p1 = u y q1 = v.
Entonces existe un arco B′ ⊂ ĺım←−−M con las siguientes propiedades:

(1) σ(B′) ⊂ B,
(2) π2,1(B′) = A.
(3) Si además A, tiene un punto extremo a, tal que a1 = u, entonces

(a2, a1, p2, p3, . . . ) es un punto extremo de B.
(4) Si además A, tiene puntos extremos a y b, tales que a1 = u y b1 = b,

entonces B′ tiene puntos extremos (a2, a1, p2, p3, . . . ), (b2, b1, q2, q3, . . . ), y
σ(B′) = B.

Corolario 4.4.3. Sean M un subconjunto cerrado de [0, 1]2, u, v ∈ [0, 1],
u ≤ v, y k ∈ N, tales que Gk es hereditariamente arco conexo. Supongamos
que existen arcos A ⊂M y B ⊂ Gk tales que:

(a)%1(A) = [u, v] = π1(B).
(b) B tiene puntos extremos p y q tales que p1 = u y q1 = v.
Entonces existe un arco B′ ⊂ Gk+1 con las siguientes propiedades:
(1) π2,k+2(B′) ⊂ B,
(2) π2,1(B′) = A,
(3) Si además A, tiene un punto extremo a, tal que a1 = u, entonces

(a2, a1, p2, p3, . . . , pk+1) es un punto extremo de B′.
(4) Si además A, tiene puntos extremos a y b, tales que a1 = u y b1 = b,

entonces B′ tiene puntos extremos (a2, a1, p2, . . . , pk+1), (b2, b1, q2, . . . , qk+1)
y π2,k+2(B′) = B.



Caṕıtulo 5

Resultados importantes

En este caṕıtulo probaremos que si ĺım←−−M es una dendrita (arco), enton-

ces M es una dendrita (arco) y para cada k ∈ N, Gk es una dendrita (arco).
Además probaremos bajo condiciones especiales que la función σ|R(ĺım←−−M) es

una permutación.

Recordemos que M denota un subconjunto cerrado de [0, 1]2, tal que
%1(M) = [0, 1] = %2(M).

5.1. Cuando el ĺımite inverso es una dendrita

En esta sección probaremos que si ĺım←−−M es una dendrita, entonces M
es una dendrita y para cada k ∈ N, Gk es una dendrita.

Teorema 5.1.1. Sea M ⊂ [0, 1]2. Si ĺım←−−M es un dendrita, entonces para
cada k ∈ N, Gk es un dendrita.

Demostración.
Sea k ∈ N, sabemos que π1,k+1 : ĺım←−−M → Gk es una función con-

tinua y suprayectiva. Como ĺım←−−M es un continuo localmente conexo y

π1,k+1(ĺım←−−M) = Gk, por Por [[16], 27G-4, pag. 203] tenemos que Gk es
un continuo localmente conexo.

Veamos que Gk no contiene curvas cerradas simples.
Supongamos por el contrario que Gk contiene una curva cerrada sim-

ple. Entonces las hipótesis del Teorema 4.1.1 se cumplen, pues ĺım←−−M es
hereditariamente arco conexo y Gk contiene una curva cerrada simple.

Por tanto ĺım←−−M contiene una curva cerrada simple. Lo cual contradice
que ĺım←−−M es una dendrita.
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Por tanto Gk es un continuo localmente conexo sin curvas cerradas sim-
ples. Concluimos que Gk es una dendrita. �

Corolario 5.1.2. Sea M ⊂ [0, 1]2, si ĺım←−−M es una dendrita, entonces M
es un dendrita.

Demostración.
Como M es homeomorfo a G1 entonces las hipótesis del Teorema 5.1.1

se satisfacen, por tanto el corolario es cierto. �

El regreso del Corolario 5.1.2 no es cierto, en la Figura 5.1 se da un
ejemplo.
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Figura 5.1:

5.2. Cuando el ĺımite inverso es un arco

En esta sección probaremos que si ĺım←−−M es un arco, entonces M es un
arco y para cada k ∈ N, Gk es un arco.

Teorema 5.2.1. Sea M ⊂ [0, 1]2. Si ĺım←−−M es un continuo hereditariamente

arco conexo de dimensión 1 y R(M) 6= ∅. Entonces R(ĺım←−−M) 6= ∅.

Demostración.
Como ĺım←−−M es un continuo hereditariamente arco conexo, tenemos que

los subcontinuos propios de ĺım←−−M son arco conexos y dim(ĺım←−−M) = 1.

Además por hipótesis R(M) 6= ∅.
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De lo anterior tenemos que se cumplen las hipótesis del Corolario 4.2.5,
por tanto R(ĺım←−−M) 6= ∅. �

El regreso del Teorema 5.2.1 no es cierto, en la Figura 5.2 se da un
ejemplo.
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Figura 5.2:

Corolario 5.2.2. Sea M ⊂ [0, 1]2. Si ĺım←−−M es un dendroide y R(M) 6= ∅.
Entonces R(ĺım←−−M) 6= ∅.

Demostración.
Como ĺım←−−M es un dendroide tenemos que ĺım←−−M es hereditariamente

arco conexo y dim(ĺım←−−M) = 1. Además por hipótesis R(M) 6= ∅.
De lo anterior tenemos que se cumplen las hipótesis del Teorema 5.2.1,

por tanto R(ĺım←−−M) 6= ∅. �

Corolario 5.2.3. Sea M ⊂ [0, 1]2. Si ĺım←−−M es una dendrita y R(M) 6= ∅.
Entonces R(ĺım←−−M) 6= ∅.

Demostración.
Como ĺım←−−M es una dendrita, en particular es un dendroide. Además

por hipótesis R(M) 6= ∅.
De lo anterior tenemos que se cumplen las hipótesis del Corolario 5.2.2,

por tanto R(ĺım←−−M) 6= ∅. �

Si M un subconjunto cerrado de [0, 1]2 tal que ĺım←−−M es un continuo
hereditariamente arco conexo de dimensión 1, el siguiente teorema nos da
una cota sobre |R(M)| y para cada k ∈ N, sobre |R(Gk)|.
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Teorema 5.2.4. Sea M ⊂ [0, 1]2. Si ĺım←−−M es un continuo hereditariamente

arco conexo con |R(ĺım←−−M)| <∞. Entonces

(1) |R(M)| ≤ |R(ĺım←−−M)|,
(2) Para cada k ∈ N, |R(Gk)| ≤ |R(ĺım←−−M)|.

Demostración.
(1) |R(M)| ≤ |R(ĺım←−−M)|,
Supongamos por el contrario que |R(M)| > |R(ĺım←−−M)|. Sea n ∈ N tal

que |R(ĺım←−−M)| = n.

Como |R(M)| > |R(ĺım←−−M)|, existen x1, x2, . . . , xn, xn+1 puntos de
ramificación de M .

Definamos ε =
mı́n{d(xi,xj):i,j∈{1,2,...,n,n+1},i6=j}

2 . Por el Teorema 4.2.8 en
ĺım←−−M , existe un triodo simple Ti con vértice xi tal que π2,1(xi) = xi.

Notemos que {x1,x2, . . . ,xn+1} ⊂ R(ĺım←−−M), como |R(ĺım←−−M)| = n,

entonces existen j, k ∈ {1, 2, . . . , n, n+ 1} tales que xj = xk, entonces xj =
π2,1(xj) = π2,1(xk) = xk, por lo que d(xj , xk) = 0 < 2ε.

Lo anterior contradice la definición de ε. Por tanto |R(M)| ≤ |R(ĺım←−−M)|
La prueba del inciso (2) se hace de manera similar. �

En el Teorema 5.2.4 no necesariamente se da la igualdad, en la Figura
5.3 se da un ejemplo.
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Figura 5.3:

Corolario 5.2.5. SeaM ⊂ [0, 1]2. Si ĺım←−−M es un dendroide con |R(ĺım←−−M)| <
∞. Entonces

(1) |R(M)| ≤ |R(ĺım←−−M)|,
(2) Para cada k ∈ N, |R(Gk)| ≤ |R(ĺım←−−M)|.
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Corolario 5.2.6. SeaM ⊂ [0, 1]2. Si ĺım←−−M es una dendrita con |R(ĺım←−−M)| <
∞. Entonces

(1) |R(M)| ≤ |R(ĺım←−−M)|,
(2) Para cada k ∈ N, |R(Gk)| ≤ |R(ĺım←−−M)|.

A continuación probaremos que si ĺım←−−M es un arco, entonces M es un
arco y para cada k ∈ N, Gk es un arco.

Corolario 5.2.7. Sea M ⊂ [0, 1]2. Si ĺım←−−M es homeomorfo a un arco.
Entonces M es un arco y para cada k ∈ N, Gk es homeomorfo a un arco.

Demostración.

Como un arco en part́ıcular es una dendrita, del Teorema 5.1.1 Corolario
5.1.2, tenemos que para cada k ∈ N, Gk (M) es una dendrita.

Además como |R(ĺım←−−M)| = 0, por el Corolario 5.2.6, tenemos que para

cada k ∈ N, Gk (M) no tiene puntos de ramificación.

Por tanto para cada k ∈ N, Gk (M) es una dendrita sin puntos de
ramificacón. Concluimos para cada k ∈ N, Gk (M) es un arco. �

El regreso del Teorema 5.2.7 no es cierto, en la Figura 5.4 se da un
ejemplo.
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Figura 5.4:
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5.3. Cuando el ĺımite inverso tiene un número fi-
nito de puntos de ramificación

En esta sección probaremos que si ĺım←−−M es un continuo hereditariamen-

te arco conexo, entonces la función corrimiento restringida a R(ĺım←−−M) es
una permutación.

Teorema 5.3.1. Sea M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es un continuo heredi-

tariamente arco conexo, con |R(ĺım←−−M)| < ∞. Entonces dado un punto

x ∈ R(ĺım←−−M) existe un punto y ∈ R(ĺım←−−M), tal que σ(y) = x.

Demostración.

Sea x ∈ R(ĺım←−−M). Como|R(ĺım←−−M)| < ∞, entonces |σ(R(ĺım←−−M))| <
∞ y |(R(ĺım←−−M))∪σ(R(ĺım←−−M))| <∞. Por lo que existe U conjunto abierto

de ĺım←−−M , tal que x ∈ U y ((R(ĺım←−−M) ∪ σ(R(ĺım←−−M))− {x})) ∩U = ∅
Como x ∈ U y x es punto de ramificación, existe un triodo simple T ⊂ U

con vértice x, tal que cumple las siguientes propiedades:

(i)T ∩R(ĺım←−−M) = {x},
(ii) T ∩ σ(R(ĺım←−−M)) ⊂ {x}.

Sean u, v ∈ [0, 1], tales que π1(T) = [u, v], como M es un conjunto arco
conexo, tal que %1(M) = %2(M) = [0, 1] por el Corolario1.1.2 existe un arco
B ⊂M , tal que %1(B) = [u, v].

Notemos que el triodo simple T ⊂ ĺım←−−M y el arco B ⊂M satisfacen las

hipótesis del Corolario 4.3.2, por tanto existe un triodo simple T′ ⊂ ĺım←−−M
con las siguientes propiedades:

(iii) σ(T′) ⊂ T,

(iv) π2,1(T′) ⊂ B.

Sea y el vértice de T′. De la propiedad (iii) tenemos que σ(y) ∈ T y por
la propiedad (ii) tenemos que σ(y) ∈ {x}. Por tanto σ(y) = x.

Con esto terminamos la prueba del teorema. �

A continuación probaremos que si ĺım←−−M es un un continuo hereditaria-

mente arco conexo, entonces σ|R(ĺım←−−M) : R(ĺım←−−M)→ R(ĺım←−−M).

Corolario 5.3.2. Sea M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es un continuo heredi-

tariamente arco conexo, con |R(ĺım←−−M)| < ∞. Entonces σ(R(ĺım←−−M)) =

R(ĺım←−−M).
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Demostración.
Supongamos que |R(ĺım←−−M)| = n, notemos que |σ(R(ĺım←−−M))| ≤ n.

Afirmación 1 Dado un conjunto {x1,x2, . . . ,xk} ⊂ R(ĺım←−−M), (con

xi 6= xj si i 6= j), existen puntos {y1,y2, . . . ,yk} ⊂ R(ĺım←−−M), tales que

para cada i ∈ {1, 2, . . . , k}, σ(yi) = xi, yi 6= yj , si i 6= j.
Prueba.
Procederemos por inducción sobre k.
Si k = 1, por el Teorema 5.3.1, tenemos que dado un punto x ∈ R(ĺım←−−M),

existe un punto y ∈ R(ĺım←−−M), tal que σ(y) = x.
Supongamos que el resultado se cumple para k = n− 1.
Veamos que el resultado se cumple para k = n.
Por hipótesis de inducción para {x1,x2, . . . ,xn−1} ⊂ R(ĺım←−−M) existe

{y1,y2, . . . ,yn−1} ⊂ R(ĺım←−−M), tales que para cada i ∈ {1, 2, . . . , n − 1},
σ(yi) = xi y yi 6= yj , si i 6= j.

Además por el Teorema 5.3.1, tenemos que dado el punto xn, existe un
punto yn ∈ R(ĺım←−−M) tal que σ(yn) = xn.

Notemos que como σ es una función tenemos yn 6= yi para cada i ∈
{1, 2, . . . , n− 1}. Con esto terminamos la prueba de la Afirmación 1.�

Por la Afirmación 1 tenemos que si R(ĺım←−−M) = {x1,x2, . . . ,xn} existe

{y1,y2, . . . ,yn} ⊂ R(ĺım←−−M)) tales que para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, σ(yi) =

xi y yi 6= yj , si i 6= j. Como |R(ĺım←−−M)| = n concluimos que

R(ĺım←−−M) = {y1,y2, . . . ,yn} = {x1,x2, . . . ,xn} = σ(R(ĺım←−−M).

Por tanto σ(R(ĺım←−−M)) = R(ĺım←−−M). �

Corolario 5.3.3. Sea M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es un continuo heredi-

tariamente arco conexo, con |R(ĺım←−−M)| < ∞. Entonces σ|R(ĺım←−−M) es una

permutación.

Demostración.
Por el Corolario 5.3.2 tenemos que σ(R(ĺım←−−M)) = R(ĺım←−−M), por tanto

σ|R(ĺım←−−M) : R(ĺım←−−M)→ R(ĺım←−−M) es una función suprayectiva.

Como R(ĺım←−−M) es un conjunto finito y σ|R(ĺım←−−M) es una función supra-

yectiva tenemos que σ|R(ĺım←−−M) es una biyección, aśı podemos concluir que

σ|R(ĺım←−−M) es una permutación. �
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Corolario 5.3.4. Sea M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es un dendroide con

|R(ĺım←−−M)| <∞. Entonces σ|R(ĺım←−−M) es una permutación.

Demostración.
Como un dendroide es un continuo hereditariamente arco conexo, tene-

mos que se satisfacen la hipótesis del Corolario 5.3.3, por tanto σ|R(ĺım←−−M)

es una permutación. �

Corolario 5.3.5. SeaM ⊂ [0, 1]2 tal que ĺım←−−M es una dendrita y |R(ĺım←−−M)| <
∞. Entonces σ|R(ĺım←−−M) es una permutación.

Demostración.
Como una dendrita es un dendroide localmente conexo tenemos que se

satisfacen la hipótesis del Corolario 5.3.4, por tanto σ|R(ĺım←−−M) es una per-

mutación. �



Caṕıtulo 6

Ĺımites inversos y la función
corrimiento

Recordemos que M denota un subconjunto cerrado de [0, 1]2, tal que
%1(M) = [0, 1] = %2(M). Además en el Caṕıtulo 5 probamos que, si ĺım←−−M
es un continuo hereditariamente arco conexo, con |R(ĺım←−−M | <∞, entonces

σ|R(ĺım←−−M
es una permutación por lo que dado un punto x ∈ R(ĺım←−−M)

podemos definir el periodo de x bajo σ como el menor entero positivo n tal
que σn(x) = x.

Notemos que dado un punto punto x ∈ R(ĺım←−−M) de periodo n bajo σ,

se cumple que (x1, . . . , xn) = (xn+1, . . . , x2n) = (x2n+1, . . . , x3n), en general
para cada k ∈ N, (x1, . . . , xn) = (xkn+1, . . . , x(k+1)n), por lo cual x es de la
forma (x1, x2, . . . , xn, x1, . . . , xn, x1, . . . ).

Las siguientes observaciones las estaremos utilizando en lo que resta de
este trabajo.

Observación 6.0.6. Sea M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es un continuo he-

reditariamente arco conexo, con |R(ĺım←−−M)| < ∞. Supongamos que x ∈
R(ĺım←−−M) es un punto de periodo n bajo σ. Entonces cada punto y ∈
{σ(x), . . . , σn(x)}, cumple las siguientes propiedades.

(1) y ∈ R(ĺım←−−M),

(2) el periodo de y bajo σ es n.

Demostración.

Como ĺım←−−M es un continuo hereditariamente arco conexo y |R(ĺım←−−M)| <
∞, por el Corolario 5.3.5, tenemos que σ|R(ĺım←−−M) es una permutación. Como

123
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x ∈ R(M), entonces los puntos σ(x), σ2(x), . . ., σn(x) = x, son puntos de
ramificación de ĺım←−−M . Por tanto y ∈ R(ĺım←−−M), aśı (1) queda probado.

Probaremos ahora (2). Como y ∈ {σ(x), . . . , σn(x)}, existe i ∈ {1, . . . , n},
tal que y = σi(x). Notemos que:

- si i = n, entonces σn(y) = σn(σn(x)) = σn(x) = y,

- si 1 < i < n, entonces σn(y) = σn(σi(x)) = σi(σn(x)) = σi(x) = y.

De lo anterior σn(y) = y, por cual el periodo de y bajo σ es a lo más n.

Veamos el periodo de y bajo σ es n.

Si n = 1, entonces el periodo de y bajo σ es n.

Si n > 1, supongamos por el contrario que existe k ∈ {1, 2, . . . , n−1}, tal
que el periodo de y bajo σ es k. Sea j ∈ {1, 2, . . . , n− 1}, tal que j + k = n.

Tenemos que σk(y) = y y σk+j(y) = σn(y) = σj(y). Como y = σi(x),
entonces σn(σi(x)) = σj(σi(x)), entonces σi(σn(x)) = σi(σj(x)), como σ
es una permutación, entonces σn(x) = σj(x), por tanto σj(x) = x, como
el periodo de x bajo σ es n, entonces j ≥ n, lo cual contradice que j ∈
{1, 2, . . . , n− 1}, la contradicción nace de suponer que el periodo de y bajo
σ es k, con k < n. Por tanto el orden de y bajo σ es n, aśı (2) queda probado.
�

Observación 6.0.7. Sea M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es un continuo heredi-

tariamente arco conexo y |R(ĺım←−−M)| < ∞. Dado un punto x ∈ R(ĺım←−−M)

de periodo n bajo σ, entonces para cada i ∈ {1, 2 . . . , n}, el punto (xi+1, xi) ∈
π2,1(R(ĺım←−−M)).

Demostración.

Por la Observación 6.0.6, tenemos que los puntos σ(x), σ2(x) . . . , σn(x) ∈
R(ĺım←−−M).

Además como x es de periodo n bajo σ, tenemos que

x = (x1, x2, . . . , xn, x1, . . . , xn, x1, . . . ),

por lo que σ(x) = (x2, x3 . . . , xn,x), en general para cada i ∈ {1, . . . , n},
σi−1(x) = (xi, xi+1, . . . , xn,x).

Entonces π2,1(σi−1(x)) = π2,1((xi, xi+1, . . . , xn,x))

= (xi+1, xi) ∈ π2,1(R(ĺım←−−M)).

Por tanto la observación queda demostrada. �
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6.1. Propiedades de M

En esta sección probaremos varias propiedades del conjunto cerrado M ,
cuando ĺım←−−M es un continuo hereditariamente arco conexo (dendrita) y

|R(ĺım←−−M)| <∞ .

Teorema 6.1.1. Sea M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es un continuo heredita-

riamente arco conexo, con |R(ĺım←−−M)| < ∞. Supongamos que existen un

arco L ⊂M y un punto x ∈ R(ĺım←−−M) de periodo n bajo σ. Entonces para

cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, tal que xi+1 ∈ Int[0,1](%1(L)), el punto (xi+1, xi) ∈ L.
(Figura 6.1)

 
      L         L   (xi+1,xi)  L 

 
      xi+1=0 
 
   L         L     (xi+1,xi)  L 
 
 

    0<xi+1<1 
 

      L         L  (xi+1,xi)  L 
 
 

   xi+1=1 

Figura 6.1:

Demostración.
Como xi+1 ∈ Int[0,1](%1(L)) existe un número ε > 0, tal que ((xi+1 −

ε, xi+1 + ε) ∩ [0, 1]) ⊂ %1(L).
Por la Observación 6.0.6, el punto σi(x) = (xi+1, xi+2, . . . , xn,x) ∈

R(ĺım←−−M).

Como |R(ĺım←−−M)| <∞ existe un conjunto abierto U de ĺım←−−M , tal que

σi(x) ∈ U y U ∩ (R(ĺım←−−M)− {σi(x)}) = ∅.
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Como σi(x) ∈ U es punto de ramificación, entonces existe T ⊂ U ⊂
ĺım←−−M un triodo simple con vértice σi(x), con las siguientes propiedades:

(i) π1(T) ⊂ (xi+1 − ε, xi+1 + ε) ∩ [0, 1],

(ii) T ∩R(ĺım←−−M) = {σi(x)}.
Como π1(T) ⊂ %1(L), por el Teorema 1.1.1 existe un arco B ⊂ L, tal

que π1(T) = %1(B).

Notemos que el triodo simple T ⊂ ĺım←−−M y el arco B ⊂M satisfacen las

hipótesis del Corolario 4.3.2, por lo que existe un triodo simple T′ ⊂ ĺım←−−M
con las siguientes propiedades:

(iii) σ(T′) ⊂ T,

(iv) π2,1(T′) ⊂ B.

Sea y el vértice de T′, como σ|R(ĺım←−−M) es una permutación tenemos que

σ(y) es un punto de ramificación de ĺım←−−M , entonces de (iii) σ(T′) ⊂ T y

de (ii) obtenemos σ(y) ∈ T ∩R(ĺım←−−M) = {σi(x)}.
Como la función σ|R(ĺım←−−M) es una función inyectiva y

σ((xi, xi+1, xi+2, . . . , xn,x)) = (xi+1, xi+2, . . . , xn,x),

tenemos que el punto y = (xi, xi+1, xi+2, . . . , xn,x).

De la propiedad (iv) tenemos que el punto π2,1(y) ∈ B y por definición el
arco B ⊂ L, concluimos que π2,1(y) = (xi+1, xi) ∈ L, con esto terminamos
la prueba del teorema. �

Para probar el resultado similar al Teorema 6.1.1, con los arcos que
cruzan verticalmente [0, 1]× {xi} necesitamos el siguiente resultado.

Teorema 6.1.2. Sea M un subconjunto cerrado de [0, 1]2, tal que ĺım←−−M
es un continuo hereditariamente localmente conexo, con |R(ĺım←−−M)| < ∞.

Supongamos x ∈ R(ĺım←−−M), entonces existe un número N ∈ N, tal que para

cada k ∈ N, k ≥ N , π1,k+1(x) es punto de ramificación de Gk.

Demostración.

Como |R(ĺım←−−M)| < ∞, existe un número ε > 0, tal que Bε(x) ∩
R(ĺım←−−M) = {x}.

Como ĺım←−−M es un continuo hereditariamente localmente conexo, existe
un subcontinuo E ⊂ ĺım←−−M , con la siguientes propiedades:

(i) E ⊂ Bε(x),

(ii) x ∈ Int(E) y

(iii) diam(E) < ε
2 .



6.1. PROPIEDADES DE M 127

Supongamos por el contrario que para cada número N ∈ N, existe un
numero KN ∈ N, tal que KN ≥ N y π1,KN+1(x) /∈ R(GKN

).

Sea N1 ∈ N tal que N1 > KN y 1
2N1

< ε
2 .

Afirmación 1 Para cada k ∈ N, k ≥ N1, se cumple que π1,k+1(E) es un
arco.

Prueba.

Supongamos por el contrario que π1,k+1(E) no es un arco, entonces existe
un triodo simple T ⊂ π1,k+1(E).

Sean v0 ∈ π1,k+1(E) el vértice de T y v ∈ E, tal que π1,k+1(v) = v0.

Por el Teorema 1.1.1 existe un arco B ⊂ ĺım←−−M , tal que π1(B) = πk+1(T).

Notemos que el triodo simple T ⊂ Gk y el arco B ⊂ ĺım←−−M satisfacen las

hipótesis del Corolario 4.2.7, por tanto existe un triodo simple T′ ⊂ ĺım←−−M
con vértice w que satisface las siguientes propiedades:

(iv) σk(T′) ⊂ B,

(v) π1,k+1(T′) ⊂ T y

(vi) π1,k+1(w) = v0.

Veamos que d(x,w) < ε.

d(x,w) =
∞∑
i=1

|xi − wi|
2i

≤
k+1∑
i=1

|xi − wi|
2i

+
∞∑

i=k+2

|xi − wi|
2i

≤
k+1∑
i=1

|xi − vi|
2i

+
∞∑

i=k+2

|xi − wi|
2i

≤
∞∑
i=1

|xi − vi|
2i

+
∞∑

i=k+2

|xi − wi|
2i

≤ d(x,v) + 1
2k+1

como v ∈ B ε
2
(x) y 1

2nk+1 <
ε
2 , entonces d(x,w) < ε

2 + ε
2 = ε.

Por tanto d(x,w) < ε, entonces w ∈ Bε(x).

Del inciso (iii) tenemos que Bε(x) ∩ R(ĺım←−−M) = {x} y como w ∈
R(ĺım←−−M), entonces x = w, por tanto π1,k+1(x) = π1,k+1(w) = v0, aśı π1,k+1(x) ∈
R(π1,k+1(E)) ⊂ R(Gnk), lo cual contradice que π1,k+1(x) /∈ R(Gk).

La contradicción nace de suponer que π1,k+1(E) no es un arco. Por tanto
π1,k+1(E) es un arco y la Afirmación 1 queda probada. �

Por la Observación 1.2.2 para cada número k > N1 la función π1,k+1 :
ĺım←−−M → Gk es una 1

2k
-función, y de la Afirmación 1 para cada número

número k ≥ N1, π1,k(E) es un arco, entonces π1,k+1|E es una 1
2k

-función
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sobre un arco, por lo cual E es tipo arco.

Como E es un subcontinuo de ĺım←−−M , tenemos que E es hereditariamente
localmente conexo y hereditariamente arco conexo, además como E es tipo
arco, tenemos de [13, Corollary 12.6, p. 233], que E es un arco.

Lo anterior contradice que el punto x ∈ Int(E), pues x es punto de
ramificación y E no contiene puntos de ramificación. La contradicción nace
de suponer que para cada número N ∈ N, existe un numero KN ∈ N, tal
que KN ≥ N y π1,KN+1(x) /∈ R(GKN

).

Por tanto existe un número N ∈ N, tal que para cada k ∈ N, k ≥ N ,
π1,k+1(x) es punto de ramificación de Gk. �

Teorema 6.1.3. Sea M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es un continuo here-

ditariamente localmente conexo, con |R(ĺım←−−M)| < ∞. Supongamos que

existen un arco L ⊂ M y un punto x ∈ R(ĺım←−−M) de periodo n bajo σ.

Entonces para cada número i ∈ {1, 2, . . . , n}, tal que xi ∈ Int[0,1](%2(L)),
(xi+1, xi) ∈ L.(Figura 6.2)

 
      L          L   (xi+1,xi)  L 
 

     xi+1=0 
       
 
    L            L    (xi+1,xi)  L 
0<xi+1<1 
 
  
  xi+1=1    
    L            L    (xi+1,xi)  L 
 
 

Figura 6.2:

Demostración.
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Supongamos por el contrario que el punto (xi+1, xi) /∈ L.

Como xi ∈ Int[0,1](%2(L)) existe un número ε > 0, tal que ((xi − ε, xi +
ε) ∩ [0, 1]) ⊂ %2(L).

Por otro lado como x ∈ R(ĺım←−−M), por la Obsercación 6.0.6 tenemos que

y = (xi, xi+1, . . . , xn,x) es un punto de ramificación de ĺım←−−M de periodo n
bajo σ.

Notemos que se satisfacen la hipótesis del Teorema 6.1.2 para el punto
y, por tanto existe un número N ∈ N, tal que para cada k ∈ N, k ≥ N ,
π1,k+1(y) es punto de ramificación de Gk.

Sea k ∈ N, k > N y multiplo de n, como |R(ĺım←−−M)| < ∞, obtenemos

que |π1,k+1(R(ĺım←−−M))| < ∞ y |R(Gk)| < ∞, por lo que existe un abierto
U ⊂ Gk tal que satisface las siguientes propiedades:

(i) U ∩R(Gk) = {π1,k+1(y)},
(ii) U ∩ π1,k+1(R(ĺım←−−M)) = {π1,k+1(y)},
(iii) πk+1(U) ⊂ (xi − ε, xi + ε) ∩ [0, 1].

Como π1,k+1(y) ∈ R(Gk) existe un triodo simple T ⊂ U con vértice
π1,k+1(y), tal que T satisface las siguientes propiedades:

(iv) T ∩R(Gk) = {π1,k+1(y)},
(v) T ∩ π1,k+1(R(ĺım←−−M)) = {π1,k+1(y)},
(vi) πk+1(T) ⊂ (xi − ε, xi + ε) ∩ [0, 1].

Afirmación 1 Existe un arco B′ ⊂ ĺım←−−M), tal que π1(B′) = πk+1(T) y

π2,1(B′) ⊂ L.

Prueba.

Sean u, v ∈ [0, 1], con u ≤ v, tales que %1(L) = [u, v]. Por el Corolario
1.1.2 existe un arco A ⊂ ĺım←−−M , tal que cumple las siguientes propiedades:

(iv) π1(A′) = [u, v],

(v) π1(p) = u y πi(q) = v,

(vi) π1(A′ − {p,q}) = (u, v).

Notemos que los arcos A ⊂ ĺım←−−M y L ⊂ M satisfacen la hipótesis del
Teorema 3.2.19, por tanto existe un arco B ⊂ ĺım←−−M que tiene las siguientes
propiedades:

(vii) σ(B) ⊂ A,

(viii) π2,1(B) = L,

(ix) π1(B) = %2(L),

y por el Teorema 1.1.1 existe un arco B′ ⊂ B, tal que π1(B′) = πk+1(T).
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Además por la propiedad (viii) π2,1(B) = L y como B′ ⊂ B entonces
π2,1(B′) ⊂ L. Aśı la Afirmación 1 queda demostrada.�

Notemos que el triodo simple T ⊂ Gk y el arco B′ ⊂ ĺım←−−M , dado por la
Afirmación 1, satisfacen las hipótesis del Corolario 4.2.7, por lo que existe
un triodo simple T′ ⊂ ĺım←−−M con vértice zk que satisface las siguientes
propiedades:

(x) σk(T′) ⊂ B′,

(xi) π1,k+1(T′) ⊂ T,

(xii) π1,k+1(zk) = π1,k+1(y).

De la propiedad (xii) obtenemos que zk = (xi, . . . , xi, znk+2, znkj+3, . . .),

además de la propiedad (x) tenemos que σk(zj) = (xi, zk+2, zk+3, . . .) ∈ B′.

Como π2,1(B′) ⊂ L, entonces π2,1((xi, zk+2, zk+3, . . .)) = (zk+2, xi) ∈ L.

Recordemos que estamos suponiendo que el punto (xi+1, xi) /∈ L, por lo
que (xi+1, xi) 6= (zk+2, xi), de donde zk+2 6= xi+1.

Tenemos entonces que para cada k ∈ N, k > N y multiplo de n existe
un punto de ramificación zk tal que satisface la siguientes propiedades:

(xiii) π1,k+1(zk) = π1,k+1(y)

(xiv) zk+2 6= xi+1.

Afirmación 2 Dados l, k ∈ N, k > l > N y multiplos de n, se cumple
que zl 6= zk.

Prueba.

Supongamos por el contrario que zl = zk.

Como zl = zk, entonces π1,l+1(zl) = π1,k+1(zj) y por la propiedad (xiii),
π1,k+1(zk) = π1,k+1(y) = (xi, . . . , xn, x1, . . . , xi, . . . , xn, x1, . . . , xi, . . . ). Co-
mo l < j, entonces zl+2 = xi+1, lo cual contradice la propiedad (xiv). Por
tanto zl 6= zk.�

De la Afirmación 2 concluimos que ĺım←−−M contiene una infinidad de pun-

tos de ramificación. Esto contradice que |R(ĺım←−−M)| <∞. La contradicción

nace de suponer que el punto (xi+1, xi) /∈ L. Por tanto el punto (xi+1, xi) ∈ L
y el teorema queda demostrado. �

Observación 6.1.4. Dados x, y, a, b, c, d ∈ [0, 1], con a < x < c y b < y < d.
Supongamos que L ⊂ [0, 1]2 es un arco con puntos extremos (a, b) y (c, d),
entonces x ∈ Int(%1(L)) e y ∈ Int(%2(L)).
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Demostración.

Haremos la prueba de que x ∈ Int(%1(L)), la prueba de que y ∈ Int(%2(L))
se hace de manera similar.

Como a, c ∈ %1(L) y %1(L) es conexo, entonces [a, c] ⊂ %1(J), como
a < x < c, entonces x ∈ (a, c) ⊂ Int(%1(L))

De manera similar y ∈ Int(%2(L)). �

En los siguientes resultados probamos que los arcos en M con puntos ex-
tremos, proyecciones de puntos de ramificación de ĺım←−−M estan ”bien”deter-
minados en M .

Teorema 6.1.5. Sea M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| < ∞. Supongamos que existen puntos distintos (a, b), (c, d) ∈
π2,1(R(ĺım←−−M)). Entonces el arco L ⊂M con puntos extremos (a, b) y (c, d)

es un subconjunto de ac× bd.

Demostración.

Supongamos por el contrario que L * ac× bd, entonces existe un punto
(r, s) ∈ L− ac× bd.

Como el punto (r, s) /∈ ac × bd, tenemos los siguientes casos r < a, c,
r > a, c, s < b, d, s > b, d.

Haremos la prueba del caso r < a, c, la prueba de los otros casos se hace
de manera similar.

Para este caso veremos los siguientes subcasos.

Caso 1 a < c.

Sea J ⊂ L − {(a, b)} el arco con puntos extremos (r, s) y (c, d). Como
r < a < c, tenemos de la Observación 6.1.4 que a ∈ Int(%1(J)), entonces se
satisfacen las hipótesis del Teorema 6.1.1, por tanto el punto (a, b) ∈ J , lo
cual contradice que J ⊂ L− {(a, b)}.

Caso 2 a = c.

Caso 1.2.1 a = 1.

Sea K1 ⊂ L − {(1, b)} el arco con puntos extremos (r, s) y (c, d). Como
r < 1, tenemos que 1 ∈ Int(%1(K1)), entonces se satisfacen las hipótesis
del Teorema 6.1.1, por tanto el punto (1, b) ∈ K1, lo cual contradice que
K1 ⊂ L− {(1, b)}.

Caso 2.2 a < 1.

Como %1(M) = [0, 1], existe un punto e ∈ [0, 1], tal que el punto (1, e) ∈
M . Sea K2 ⊂ M el arco con puntos extremos (r, s) y (1, e). Notemos que
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{(a, b), (c, d)} * K2, de lo contrario existe un arco K ⊂ K2 − {(r, s)} con
puntos extremos (a, b), (c, d), lo cual contradice que M es unicamente arco
conexo.

Sin perdida de generalidad supongamos que el punto (a, b) /∈ K2. Como
r < a < 1, tenemos de la Observación 6.1.4 que a ∈ Int(%1(K2)), entonces
se satisfacen las hipótesis del Teorema 6.1.1, por tanto el punto (a, b) ∈ K2,
lo cual contradice que (a, b) /∈ K2.

Caso 3 c < a.
Sea J ⊂ L − {(c, d)} el arco con puntos extremos (r, s) y (a, b). Como

r < c < a, tenemos de la Observación 6.1.4 que c ∈ Int(%1(J)), entonces se
satisfacen las hipótesis del Teorema 6.1.1, por tanto el punto (c, d) ∈ J , lo
cual contradice que J ⊂ L− {(c, d)}.

En cualquier caso obtenemos una contradicción, la contradicción nace
de suponer que r < a, c, de manera similar para los casos r > a, c, s < b, d,
s > b, d obtenemos una contradicción. Por tanto L ⊂ ac× bd. �

Corolario 6.1.6. Sea M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| < ∞. Supongamos que existen puntos distintos (a, b), (c, d) ∈
π2,1(R(ĺım←−−M)). Entonces el arco L ⊂M con puntos extremos (a, b) y (c, d)

cumple que %1(L) = ac y %2(L) = bd.

Demostración.
Por el Teorema 6.1.5, tenemos que L ⊂ ac× bd, por lo que
-%1(L) ⊂ ac,
-%2(L) ⊂ bd.
Como L tiene puntos extremos (a, b) y (c, d), entonces a, c ∈ %1(L) y

b, d ∈ %2(L), además como L es un arco %1(L) y %2(L), son subconjuntos
conexos de [0, 1], tenemos que %1(L) = ac y %2(L) = bd. Aśı el Corolario
queda probado. �

Teorema 6.1.7. Sea M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| <∞. Supongamos que los puntos (a, b), (c, d) ∈ π2,1(R(ĺım←−−M)).

Entonces para cualesquiera puntos (x, y), (z, w) ∈ (ac × bd ∩M), tales que
a 6= x, z 6= c y b 6= y, w 6= d, el arco L ⊂ M con puntos extremos (x, y),
(z, w) es un subconjunto de ab× cd.

Demostración.
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Supongamos por el contrario que L * ac× bd, entonces existe un punto
(r, s) ∈ L− ac× bd.

Como el punto (r, s) /∈ ac × bd, tenemos los siguientes casos r < a, c,
r > a, c, s < b, d, s > b, d.

Haremos la prueba del caso r < a, c, la prueba de los otros casos se hace
de manera similar.

Para este caso veremos los siguientes subcasos.

Caso 1 a < c.

Sea J ⊂ L − {(a, b)} el arco con puntos extremos (r, s) y (c, d). Como
r < a < c, tenemos de la Observación 6.1.4 que a ∈ Int(%1(J)), entonces se
satisfacen las hipótesis del Teorema 6.1.1, por tanto el punto (a, b) ∈ J , lo
cual contradice que J ⊂ L− {(a, b)}.

Caso 2 c < a.

Sea K ⊂ L − {(c, d)} el arco con puntos extremos (r, s) y (a, b). Como
r < c < a, tenemos de la Observación 6.1.4 que c ∈ Int(%1(K)), entonces se
satisfacen las hipótesis del Teorema 6.1.1, por tanto el punto (c, d) ∈ K, lo
cual contradice que K ⊂ L− {(c, d)}.

En cualquier caso obtenemos una contradicción. La contradicción nace
de suponer que r < a, c, de manera similar para los casos r > a, c, s < b, d,
s > b, d. obtenemos una contradicción. Por tanto L ⊂ ac× bd. �

La siguiente definición la estaremos utilizando en lo que resta del trabajo.

Definición 6.1.8. Dados a, b ∈ [0, 1] con a ≤ b definimos

M1(a, b) = {(x, y) ∈M : x ≥ a, y ≥ b} = ([a, 1]× [b, 1]) ∩M ,

M2(a, b) = {(x, y) ∈M : x ≤ a, y ≥ b} = ([0, a]× [b, 1]) ∩M ,

M3(a, b) = {(x, y) ∈M : x ≤ a, y ≤ b} = ([0, a]× [0, b]) ∩M ,

M4(a, b) = {(x, y) ∈M : x ≥ a, y ≤ b} = ([a, 1]× [0, b]) ∩M .

Teorema 6.1.9. Sea M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| < ∞. Supongamos que el un punto (a, b) ∈ π2,1(R(ĺım←−−M)).
Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

(1) para cada punto (c, d),∈ Mi(a, b), tal que a 6= c y b 6= d, el arco
L ⊂M con puntos extremos (a, b), (c, d), es un subconjunto de Mi(x, y),
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(2) para cualesquiera puntos (c, d), (z, w) ∈Mi(a, b), tales que c 6= a 6= z
y d 6= b 6= w, el arco L ⊂ M con puntos extremos (c, d), (z, w), es un
subconjunto de Mi(a, b).

Demostración.

(1) Para cada punto (c, d),∈ Mi(a, b), tal que a 6= c y b 6= d, el arco
L ⊂M con puntos extremos (a, b), (c, d), es un subconjunto de Mi(x, y).

Sin perdida de generalidad supongamos que i = 1. Entonces c > a,
d > b. Supongamos por el contrario que L * Mi(a, b), entonces existe un
punto (r, s) ∈ L−Mi(a, b).

Como el punto (r, s) /∈ Mi(a, b), tenemos los siguientes casos r < a o
s < b.

Haremos la prueba del caso r < a, la prueba del otro caso se hace de
manera similar.

Sea J ⊂ L − {(a, b)} el arco con puntos extremos (r, s) y (c, d). Como
r < a < c, tenemos de la Observación 6.1.4 que a ∈ Int(%1(J)), entonces se
satisfacen las hipótesis del Teorema 6.1.1, por tanto el punto (a, b) ∈ J , lo
cual contradice que J ⊂ L− {(a, b)}.

De manera similar para el caso s < y obtenemos una contradicción. Por
tanto L ⊂Mi(a, b).

(2) Para cualesquiera puntos (c, d), (z, w) ∈Mi(x, y), tales que c 6= a 6= z
y d 6= b 6= w, el arco L ⊂ M con puntos extremos (c, d), (z, w), es un
subconjunto de Mi(x, y).

Como (c, d), (z, w) ∈Mi(x, y), son tales que c 6= a 6= z y d 6= b 6= w, por
(1) los arcos J,K ⊂M con puntos extremos (a, b), (c, d) y (a, b), (z, w) son
subconjuntos de Mi(a, b).

Como (c, d), (z, w) ∈ J ∪K, y J ∪K es una dendrita entonces el arco L
con puntos extremos (c, d), (z, w), es un subconjunto de J ∪K y por tanto
de Mi(x, y). �

6.2. Propiedades de la función corrimiento

En esta sección probaremos que los puntos de ramificación de ĺım←−−M
tienen periodo a lo más dos bajo σ.

Lema 6.2.1. SeaM ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita y |R(ĺım←−−M)| <
∞. Dados dos puntos z,w ∈ R(ĺım←−−M), z 6= w y dos puntos n,m ∈ N,
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m > 1, tales que z tiene periodo n bajo σ, w tiene periodo m bajo σ y
π1(z) = π1(w).

Entonces existe un arco A ⊂ ĺım←−−M que satisfacen la siguientes propie-
dades:

(1) σnm(A) = {z},
(2) π1(A) = {π1(z)} = πmn+1(A),
(3) A tiene puntos extremos z y (π1,nm(w), z).

Demostración.
Para k ∈ {1, 2 . . . ,mn} definamos rk, ik, jk ∈ N ∪ {0}, como siguen

k = rk(mod n), k = ik(mod m) y jk = d kme.

Vamos a construir recursivamente arcos A1, A2, . . . , Amn, tales que
para k ∈ {1, 2 . . . ,mn}, el arco Ak satisface las siguientes propiedades:

(a) π1(Ak) = zn−rn+1wm−rm+1,
(b) Ak tiene puntos extremos πn−rk+1,∞(z) y (πm−ik+1,m(jk+1)(w), z),
(c) Si k = 1, σ(A1) = {z} y si 2 ≤ k ≤ mn+ 1, σ(Ak) = Ak−1.

Como z = (z1, z2, . . . , zn, z1, . . . ) ∈ ĺım←−−M , tenemos el punto (z1, zn) ∈
M , de igual manera como w = (w1, w2, . . . , wn, w1, . . . ) ∈ ĺım←−−M , tenemos

que el punto (w1, wm) ∈ M . Como M es dendrita existe un único arco L1

con puntos extremos (z1, zn) y (w1, wm).
Por la Observación 6.0.7, tenemos que los puntos (z1, zn), (w1, wm) ∈

π2,1(R(ĺım←−−M)), entonces se satisfacen la hipótesis del Corolario 6.1.6 para
el arco L1, por tanto

(i) %1(L1) = z1w1,
(ii) %2(L1) = znwm.
Como z1 = w1, tenemos que %1(L1) = {z1} y el conjunto {a ∈ ĺım←−−M :

π1(a) = z1} 6= ∅, por lo que se cumplen la hipótesis del Corolario 1.2.7. Por
tanto el conjunto

A1 = {(t, z) ∈ [0, 1]∞ : t ∈ %2(L1)}
es un subcontiuo de ĺım←−−M homeomorfo a L1 y que satisface la siguientes

propiedades:
(iii) π2,1(A1) = L1,
(iv) σ(A1) = {z}.
Notemos que A1 es un arco con puntos extremos (zn, z) y (wm, z).
Veamos que el arco A1 satisface las propiedades (a)-(c).
Como k = 1 y m > 1, tenemos que rk ∈ {0, 1}, ik = 1 y jk = 0, por lo

que m− ik + 1 = 1 y m(jk + 1) = m y
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-si rk = 0, entonces n = 1 y n− rn + 1 = 2,
-si rk = 1, entonces n > 1, n− rn + 1 = n
Por lo que (πm−ik+1,m(jk+1)(w), z) = (πm(w), z) = (wm, z) y
-si rk = 0, entonces πn−rk+1,∞(z) = π2,∞(z) = (z2, z) = (z1, z) = (zn, z),

pues n = 1,
-si rk = 1, entonces πn−rk+1,∞(z) = πn,∞(z) = (zn, z),
en cualquier caso πn−rk+1,∞(z) = (zn, z).
Del inciso (iii) tenemos que π1(A1) = %2(L1) y del inciso (ii) tenemos

que %2(L1) = znwn. Por tanto π1(A1) = znwn como zn = zn−rk+1 y wm =
wm−ik+1, se cumple la propiedad (a) para el arco A1.

Como A1 es un arco con puntos extremos (zn, z) y (wm, z) (zn, z) =
πn−rk+1,∞(z) y (wm, z) = (πm−ik+1,m(jk+1)(w), z), entonces se satisface la
propiedad (b) para el arco A1.

Y por el inciso (iv) tenemos que se cumple la propiedad (c) para el arco
A1.

Vamos a construir ahora el arco A2, como los puntos z = (z1, z2, . . . ),
w = (w1, w2, . . . ) ∈ ĺım←−−M , tenemos que los puntos (zn, zn−1) (wm, wm−1) ∈
M . Como M es dendrita existe un único arco L2 con puntos extremos
(zn, zn−1) y (wm, wm−1).

Por la Observación 6.0.7, tenemos que los puntos (zn, zn−1), (wm, wm−1) ∈
π2,1(R(ĺım←−−M)), entonces se satisfacen la hipótesis del Corolario 6.1.6 para
el arco L2, por tanto

(v) %1(L2) = znwm,
(vi) %2(L2) = zn−1wm−1.
Notemos que los arcos A1 y L2 satisfacen la hipótesis del Teorema

3.2.19,(4), pues
-los puntos extremos del arco A1 son (zn, z) y (wm, z),
-los puntos extremos del arco L2 son (zn, zn−1) y (wm, wm−1).
Además de los incisos (v) y la propiedad (a) para el arco A1 obtenemos

que %1(L2) = π1(A1) = znwm.
Por tanto por el Teorema 3.2.19,(4) existe un arco A2 ⊂ ĺım←−−M con las

siguientes propiedades:
(vii) Los puntos extremos de A2 son (zn−1, zn, z) y (wm−1, wm, z),
(viii) σ(A2) = A1,
(ix) π2,1(A2) = L2,
Veamos que el arco A2 satisface las propiedades (a)-(c).
Como k = 2 y m > 1, tenemos que rk, ik ∈ {0, 2} y jk ∈ {0, 1}, más aún
-si rk = 0, entonces n = 2 y n− rk + 1 = n+ 1
-si rk = 2, entonces n > 2 y n− rk + 1 = n− 1
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-si ik = 0, entonces m = 2, jk = 1, m− ik +1 = m+1 y m(jk +1) = 2m,

-si ik = 2, entonces m > 2, jk = 0, m− ik + 1 = m− 1 m(jk + 1) = m,

por lo que

-si rk = 0, entonces zn−rk+1 = zn+1 = zn−1 pues n = 2 y

-si rk = 2, entonces zn−rk+1 = zn − 1,

-si ik = 0, entonces wm−ik+1 = wm+1 = wm−1, pues m = 2 y wm(jk+1) =
w2m = wm pues w tiene periodo m,

-si ik = 2, entonces wm−ik+1 = wm+1 = wm−1 y wm(jk+1) = wm,

En cualquier caso tenemos que

-zn−rk+1 = zn−1,

-wm−ik+1 = wm−1

-(zn−1, zn, z) = πn−rk+1,∞(z),

-(wm−1, wm, z) = (πm−ik+1,m(jk+1)(w), z),

Del inciso (ix), tenemos que π2,1(A2) = L2, por lo que π1(A) = %2(L2)
y del inciso (vi) tenemos que %2(L2) = zn−1wm−1. Por tanto π1(A2) =
zn−1wm−1, como zn−1 = zn−rk+1 y wm−1 = wm−ik+1, se cumple la propiedad
(a) para el arco A2.

Del inciso (vii), los puntos extremos de A2 son (zn−1, zn, z) y (wm−1, wm, z),
como (zn−1, zn, z) = πn−rk+1,∞(z) y (wm−1, wm, z) = (πm−ik+1,m(jk+1)(w), z),
entonces se satisface la propiedad (b) para el arco A2.

Del inciso (viii), tenemos que σ(A2) = A1, aśı que se satisface la propie-
dad (c) para el arco A2.

Supongamos que hemos contruido arcos A1, A2, . . . , Amn−1, que satis-
facen la propiedades deseadas.

En particular el arco Amn−1 satisface

(a) π1(Amn−1) = z2w2,

(b) Amn−1 tiene puntos extremos (π2,∞(z)) y (π2,nm(w), z)

(c) σ(Amn−1) = Amn−2.

Pues como k = mn−1 y m > 1, tenemos que rk ∈ {0, n−1}, ik = m−1
y jk = n− 1, por lo que m− ik + 1 = 2 y m(jk + 1) = mn y

-si rk = 0, entonces n = 1 y n− rn + 1 = 2,

-si rk = n− 1, entonces n > 1, n− rn + 1 = 2.

En cualquier caso tenemos que

-zn−rk+1 = z2,

-wm−ik+1 = w2

- (πm−ik+1,m(jk+1)(w), z) = (π2,mn(w), z)
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-πn−rk+1,∞(z) = π2,∞(z).

Vamos a construir ahora el arco Amn, como los puntos z = (z1, z2, . . . ),
w = (w1, w2, . . . ) ∈ ĺım←−−M , tenemos que los puntos (z2, z1) (w2, w1) ∈ M .

Como M es dendrita existe un único arco L3 con puntos extremos (z2, z1)
y (w2, w1).

Como (z2, z1), (w2, w1) ∈ π2,1(R(ĺım←−−M)), tenemos que se satisfacen las
hipótesis del Corolario 6.1.6 para el arco L3, por tanto

(xi) %1(L3) = z2w2,

(xii) %2(L3) = z1w1.

Notemos que los arcos Amn−1 y L3 satisfacen la hipótesis del Teorema
3.2.19, (4), pues

-los puntos extremos del arco A1 son (π2,∞(z)) y (π2,mn−1(w), z),

-los puntos extremos del arco L3 son (z2, z1) y (w2, w1).

Además de los incisos (xi) y la propiedad (a) para el arco Amn−1 obte-
nemos que %1(L3) = π1(Amn−1) = z2w2.

Por tanto por el Teorema 3.2.19,(4) existe un arco Amn ⊂ ĺım←−−M con
las siguientes propiedades:

(xiii) Los puntos extremos de Amn son (z) y (π1,mn(w)z),

(xiv) σ(Amn) = Amn−1,

(xv) π2,1(Amn) = L3,

Veamos que el arco Amn satisface las propeidades (a)-(c).

Como k = mn tenemos que rk = 0 = ik y jk = n, por lo que n−rk +1 =
n+ 1, m− ik + 1 = m+ 1 y m(jk + 1) = m(n+ 1).

Entonces

-πn−rk+1,∞(z) = πn+1,∞(z) = z, pues z tiene orden n y

-(πm−ik+1,m(jk+1)(w), z) = (πm+1,m(n+1)(w), z) = (π1,mn(w), z), pues w
tiene orden m, por lo que se satisface la propiedad (b) para el arco Amn.

Del inciso (xv) tenemos que π2,1(Amn) = L3, por lo que π1(Amn) =
%2(L3) y del inciso (xii) tenemos que %2(L3) = z1w1. Por tanto π1(Amn) =
z1w1 como z1 = zn+1 = zn−rk+1 y w1 = wm+1 = wm−ik+1, se cumple la
propiedad (a) para el arco Amn.

Del inciso (xiv), tenemos que σ(Amn) = Amn−1, aśı se satisface la pro-
piedad (c) para el arco Amn.

Definamos A = Amn, veamos que el arco A, satisface las propiedades
(1)-(3) del Teorema. Recordemos que

(1) σnm(A) = {z},
(2) π1(A) = {π1(z)} = πmn+1(A),
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(3) A tiene puntos extremos z y (π1,mn(w), z).

La propiedad (3) es la propiedad (c) del arco Amn.
Para cada 2 ≤ k ≤ mn+ 1, tenemos que σ(Ak) = Ak−1 y σ(A1) = {z},

concluimos que σnm(A) = {z}, aśı se satisface la propiedad (1).
De lo anterior obtenemos que πmn+1(A) = {π1(z)} = {z1}. Recordemos

que π1(Amn) = z1w1 y z1 = w1, entonces π1(Amn) = {z1}, por lo que se
satisface la propiedad (2).

Con esto terminamos la prueba del lema. �

Teorema 6.2.2. Sea M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| < ∞. Supongamos que existen puntos z,w ∈ R(ĺım←−−M), ta-

les que π1(z) = π1(w), entonces z = w.

Demostración.
Supongamos por el contrario que z 6= w. Vamos a contruir un continuo

de convergencia en ĺım←−−M .
Sean n,m ∈ N, tales que
(i) n es el periodo de z bajo σ,
(ii) m es el periodo de w bajo σ.
Como z 6= w, entonces n > 1 o m > 1. De lo contrario z = (z1, z1, . . . ) y

w = (w1, w1, . . . ), como z1 = w1, entonces z = w, lo cual contradice z 6= w.
Haremos la prueba para el caso en que m > 1.

Notemos que se satisfacen las hipotesis del Lema 6.2.1 para los puntos
z y w, por tanto existe un arco A ⊂ ĺım←−−M que satisface las siguientes
propiedades:

(iii) σnm+1(A) = {z},
(iv) π1(A) = {π1(z)} = πmn+1(A),
(v) A tiene puntos extremos z y (π1,mn(w), z).
Como A es un arco existe una función continua y biyectiva f : [0, 1]→ A,

tal que
(vi) f(0) = z
(vii) f(1) = (π1,mn(w), z).
Notemos que la función f tiene también las siguientes propiedades:
(viii) f1([0, 1]) = {π1(z)} = {z1} = fmn+1([0, 1]), pues por (iv) tenemos

que π1(A) = {π1(z)} = πmn+1(A).
(ix) f∞nm+1([0, 1]) = {z}, pues por (iii) tenemos que σnm(A) = {z}.

Definamos para cada k ∈ N, gk : [0, 1] → ĺım←−−M y g : [0, 1] → ĺım←−−M
como siguen, para cada t ∈ [0, 1]
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gk(t) = (π1,nm(f(t)), . . . , π1,nm(f(t))︸ ︷︷ ︸
k

, f(t))

g(t) = (π1,nm(f(t)), π1,nm(f(t)), . . . )

Del insiso (ix) y (x) tenemos que para cada k ∈ N, las funciones gk y g estan
bien definidas. Además como f es una función continua, para todo i ∈ N,
fi es una función continua, por tanto para cada k ∈ N, las funciones gk es
continua y la función g es continua.

Afimarción 1 Si existen puntos r, s ∈ [0, 1], tales que π1,mn(f(r)) =
π1,mn(f(s)), entonces f(r) = f(s) y r = s.

Prueba.

De (ix), tenemos que f∞nm+1([0, 1]) = {z}, entonces f(r) = (π1,mn(f(r)), z)
y f(s) = (π1,mn(f(s)), z), como π1,mn(f(r)) = π1,mn(f(s)), entonces f(r) =
f(s), como f es una función inyectiva, r = s.�

Afirmación 2

(2.a) La función π1,mn(f) es inyectiva.

(2.b) Para cada k ∈ N, la función gk es inyectiva.

(2.c) La función g es inyectiva.

Prueba.

(2.a) La función π1,mn(f) es ı́nyectiva.

Sean r, s ∈ [0, 1] tales que π1,mn(f(r)) = π1,mn(f(s)), por la Afirmación 1
tenemos que f(r) = f(s) y r = s, por tanto π1,mn(f) es una función inyectiva.

(2.b) Para cada k ∈ N, la función gk es inyectiva.

Sean k ∈ N y r, s ∈ [0, 1] tales que gk(r) = gk(s), en part́ıcular π1,mn(f(r)) =
π1,mn(f(s)), por (2.a) la función π1,mn(f) inyectiva, entonces r = s, por tanto
gk es una función inyectiva.

De manera similar se prueba (2.c). �

Definamos para cada k ∈ N, Bk = gk([0, 1]), y B = g([0, 1]) como la
funciones gk y g son continuas e inyectivas, tenemos que Bk y B, son ho-
meomorfos a un arco. Notemos que para cada k ∈ N, el arco Bk tiene puntos
extremos z, (π1,mnk(w), z), y que el arco B tiene puntos extremos z, w. (Fi-
gura 6.3)

Afirmación 3

(3.a) Si l, j ∈ N, con l 6= j, entonces Bl ∩Bj = {z},
(3.b) Para cada j ∈ N, Bj ∩B = {z}.
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Prueba.

Haremos la prueba del inciso (3.a), la prueba del inciso (3.b) se hace de
manera similar.

Para k ∈ N, el arco Bk tiene puntos extremos z y (π1,mnk(w), z) por lo
que {z} ⊂ Bl ∩Bj .

Veamos la otra contención, sin perdida de generalidad supongamos que
j < l.

Sea a ∈ (Bl ∩Bj). Como a ∈ Bl y a ∈ Bj , tenemos que existen puntos
r, s ∈ [0, 1] tales que gl(r) = a = gj(s), por tanto

gl(r) = (π1,nm(f(r)), . . . , π1,nm(f(r))︸ ︷︷ ︸
l

, f(r))

= (π1,nm(f(s)), . . . , π1,nm(f(s))︸ ︷︷ ︸
j

, f(s)) = gj(s)

De lo anterior π1,mn(f(r)) = π1,mn(f(s)), entonces por la Afirmación (1),
f(r) = f(s) y r = s.

Como j < l entonces (π1,nm(f(r)), . . . , π1,nm(f(r))︸ ︷︷ ︸
l−j

, f(r)) = f(r)

Entonces π1,nm(f(r)) = πmn+1,2mn(f(r)) = (z1, . . . , zn), pues por (ix)
tenemos que f∞nm+1([0, 1]) = {z}.

Por tanto gl(r) = z, y gj(r) = z, entonces a = z, por tanto Bl∩Bj ⊂ {z}.
Concluimos que Bl ∩Bj = {(zn, z)}.�
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Figura 6.3:
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Definamos Ck = gk([1
4 , 1]) y C = g([1

4 , 1]). Probaremos que C es un
continuo de convergencia en ĺım←−−M .

Como las funciones gk y g son continuas e inyectivas, tenemos que Ck y
C son no degenerados.

Además de la definición de las funciones gk y g, tenemos que para cada
punto t ∈ [0, 1] ĺımk→∞ gk(t) = g(t), entonces ĺımk→∞Ck = C.

De la Afirmación 3, tenemos que si l, j ∈ N, con l 6= j, entonces Bl ∩
Bj = {z}, como {z} = {gj(0)} = {gl(0)} y gj , gl son funciones inyectivas,
entonces si l, j ∈ N, con l 6= j, entonces gj([1

4 , 1])∩ gl([1
4 , 1]) = Cl ∩Cj = ∅.

Además de la Afirmación 3, tenemos que para cada j ∈ N, Bj∩B = {z},
como {z} = {gj(0)} = {g(0)} y gj , g son funciones inyectivas, entonces para
cada j ∈ N, gj([1

4 , 1]) ∩ g([1
4 , 1]) = Cj ∩C = ∅.

De lo anterior concluimos que C es un continuo de convergencia en
ĺım←−−M , lo cual contradice que ĺım←−−M es una dendrita. La contradicción nace
de suponer que z 6= w.

Por tanto z = w y el teorema queda demostrado. �

Corolario 6.2.3. Sea M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| < ∞. Supongamos que existen z,w ∈ R(ĺım←−−M) y j ∈ N, tales

que πj(z) = πj(w), entonces z = w.

Demostración.
Si j = 1, el resultado es inmeditato del Teorema 6.2.2.
Si j > 1, definamos x = σj−1(z) e y = σj−1(w), por la Observación

6.0.6, tenemos que x,y ∈ R(ĺım←−−M).

Por hipótesis πj(z) = πj(w), entonces π1(x) = πj(z) = πj(w) = π1(y).
Por tanto por el Teorema 6.2.2 x = y.

Sea n ∈ N, tal que n es el orden de x bajo σ, entonces x es de la forma
(x1, . . . , xn, x1 . . . , xn, x1 . . . ).

Como x = σj−1(z) y y = σj−1(w), entonces por la Obsevación 6.0.6,
tenemos que z y w son puntos de orden n bajo σ. Por lo que

- z = (z1, . . . , zn−j , x1, . . . , xn, x1, . . . , xn, x1 . . . ),
- w = (w1, . . . , wn−j , x1, . . . , xn, x1, . . . , xn, x1 . . . ).
Entonces (z1, . . . , zn−j) = (xn−j+1, . . . xn) = (w1, . . . , wn−j).
Por tanto z = w. �

Corolario 6.2.4. Sea M como en ??. Dado un punto x ∈ R(ĺım←−−M), de pe-

riodo n bajo σ, entonces para cada i ∈ {1, 2, ..., n}, se cumplen las siguientes
afirmaciones:
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(1) ({xi+1} × [0, 1]) ∩ π2,1(R(ĺım←−−M)) = {(xi+1, xi)},
(2) ([0, 1]× {xi}) ∩ π2,1(R(ĺım←−−M)) = {(xi+1, xi)}.

Demostración.
Haremos la prueba del inciso (1), la prueba del inciso (2) se hace de

manera similar.
Veamos que {(xi+1, xi)} ⊂ ({xi+1} × [0, 1]) ∩ π2,1(R(ĺım←−−M)).

Como x ∈ R(ĺım←−−M) por la Observación 6.0.7, (xi+1, xi) ∈ π2,1(R(ĺım←−−M)),

por tanto {(xi+1, xi)} ⊂ {xi+1} × [0, 1] ∩ π2,1(R(ĺım←−−M)).

Veamos ahora que ({xi+1} × [0, 1]) ∩ π2,1(R(ĺım←−−M)) ⊂ {(xi+1, xi)}.
Sea (xi+1, z1) ∈ (({xi+1} × [0, 1]) ∩ π2,1(R(ĺım←−−M))), entonces existe

un punto z ∈ R(ĺım←−−M) de la forma (z1, xi+1, z3, z4, . . . ), notemos que

π2((xi, xi+1, . . . , xn,x)) = π2(z), entonces por el Corolario 6.2.3, tenemos
que z = (xi, xi+1, . . . , xn,x), por tanto (xi+1, z1) = (xi+1, xi). Por tanto
{xi+1} × [0, 1] ∩ π2,1(R(ĺım←−−M)) ⊂ {(xi+1, xi)}.

Concluimos que {xi+1} × [0, 1] ∩ π2,1(R(ĺım←−−M)) = {(xi+1, xi)}. �

Corolario 6.2.5. Sea M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| < ∞. Supongamos x ∈ R(ĺım←−−M) de periodo n bajo σ, n > 1.

Entonces para caulesquiera i, j ∈ {1, 2, ..., n}, con i 6= j, se cumple que
πi(x) 6= πj(x).

Demostración.
Supongamos por el contrario que existen i, j ∈ {1, 2, ..., n}, con i 6= j,

tales que πi(x) = πj(x).
Por la Observación 6.0.6, tenemos que los puntos y = (xi, xi+1, ..., xn,x)

y z = (xj , xj+1, ..., xn,x) son puntos de ramificación de ĺım←−−M de orden n
bajo σ.

Como π1(y) = π1(z), por el Teorema 6.2.2 tenemos que y = z.
Supongamos sin perdida de generalidad que i < j, definamos m = j − i,

notemos que 0 < m < n.
Tenemos que

σm(y) = σj−i((xi, xi+1, . . . , xn,x)) = (xj , xj+1, . . . , xn,x) = z = y.

Por tanto el periodo de y bajo σ es menor igual que m, lo cual contradice
que el periodo de y bajo σ es n.

La contradicción nace de suponer que πi(x) = πj(x). Por tanto πi(x) 6=
πj(x). �
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Lema 6.2.6. SeaM ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita y |R(ĺım←−−M)| <
∞. Dado un punto y ∈ R(ĺım←−−M), de periodo n bajo σ, con n > 2, tal que

y1 = mı́n{yk : k ∈ N}. Entonces para cada i ∈ {3, 4, . . . , n}, con i impar, se
cumple que

(1) yi−2 < yi < yi−1.

Si además i+ 1 6= n, entonces

(2) yi < yi+1 < yi−1.

(Figura 6.4)
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Figura 6.4:

Demostración.

Como y tiene periodo n bajo σ, y = (y1, y2, . . . , yn, y1, . . . , yn, y1, . . . )

Notemos que por el Corolario 6.2.5, tenemos que si i, j ∈ {1, 2, ..., n},
con i 6= j entonces πi(y) 6= πj(y).

Haremos la demostración por inducción hasta n.

Si i = 3, demostraremos que

(1) y1 < y3 < y2.

Por hipótesis tenemos y1 = mı́n{yk : k ∈ N}, además si i 6= j, yi 6= yj ,
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entonces y1 < y3. Veamos que y3 < y2.

Caso 1 y2 < yn.

Como y = (y1, y2, . . . , yn, y1, . . . ) ∈ ĺım←−−M , tenemos que los puntos

(y2, y1), (y1, yn) ∈ M . Como M es dendrita existe un único arco L1 con
puntos extremos (y2, y1) y (y1, yn).

Por la Observación 6.0.7, tenemos que los puntos (y2, y1), (y1, yn) ∈
π2,1(R(ĺım←−−M)), entonces se satisfacen la hipótesis del Corolario 6.1.6 para
el arco L1, por tanto

(i) %1(L1) = [y1, y2],

(ii) %2(L1) = [y1, yn].

Como y1 < y2 < yn, tenemos de la Observación 6.1.4 que y2 ∈ Int(%2(L1)),
entonces se satisfacen las hipótesis del Teorema 6.1.3, por tanto el punto
(y3, y2) ∈ L1.

Entonces y3 ∈ %1(L1), por (i) %1(L1) = [y1, y2], aśı el punto y3 ∈ [y1, y2],
además si i 6= j, yi 6= yj , por tanto y1 < y3 < y2.

Caso 2 yn < y2.

Si n = 3, como para i 6= j, yi 6= yj tenemos que y3 < y2, además y1 < y3,
por tanto y1 < y2 < y3.

Si n > 3, supongamos por el contrario que y3 > y2.

Como y = (y1, y2, . . . , yn, y1, . . . ) ∈ ĺım←−−M , tenemos que los puntos

(y2, y1), (y3, y2) ∈ M . Como M es dendrita existe un único arco L2 con
puntos extremos (y2, y1) y (y3, y2).

Por la Observación 6.0.7, tenemos que los puntos (y2, y1), (y3, y2) ∈
π2,1(R(ĺım←−−M)), entonces se satisfacen la hipótesis del Corolario 6.1.6 para
el arco L2, por tanto

(iii) %1(L2) = [y2, y3],

(iv) %2(L2) = [y1, y2].

Como y1 < yn < y2, tenemos de la Observación 6.1.4 que yn ∈ Int(%2(L2)),
entonces se satisfacen las hipótesis del Teorema 6.1.3, por tanto el punto
(y1, yn) ∈ L2.

Entonces y1 ∈ %1(L2), por (iii) %1(L2) = [y2, y3], aśı el punto y1 ∈ [y2, y3],
lo cual contradice que que y1 < y2, la contradicción nace de suponer que
y2 < y3, por tanto y2 > y3.

Además y1 < y3, por tanto y1 < y3 < y2.

En cualquier caso concluimos que se cumple la propiedad (1).

Si n ≥ 4 veamos que se cumple la propiedad (2) para n = 4.
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(2) y3 < y4 < y2.

Recordemos que L2 es el arco en M con puntos extremos (y2, y1) y
(y3, y2).

Como y1 < y3 < y2, tenemos de la Observación 6.1.4 que y3 ∈ Int(%2(L2)),
entonces se satisfacen las hipótesis del Teorema 6.1.3, por tanto el punto
(y4, y3) ∈ L2.

Entonces y4 ∈ %1(L2), por (iii) %1(L2) = [y2, y3], aśı el punto y4 ∈ [y2, y3],
además si i 6= j, yi 6= yj , por tanto y3 < y4 < y2.

Supongamos que el resultado se cumple para 5 ≤ i ≤ n− 3, con n par.

Si i = n− 1, demostraremos la propiedad (1)

(1) yn−3 < yn−1 < yn−2.

Por hipótesis de inducción yn−4 < yn−3 < yn−2.

Como y = (y1, y2, . . . , yn, y1, . . . ) ∈ ĺım←−−M , tenemos que los puntos

(yn−3, yn−4), (yn−2, yn−3) ∈ M . Como M es dendrita existe un único ar-
co L3 con puntos extremos (yn−3, yn−4) y (yn−2, yn−3).

Por la Observación 6.0.7, tenemos que los puntos (yn−3, yn−4), (yn−2, yn−3) ∈
π2,1(R(ĺım←−−M)), entonces se satisfacen la hipótesis del Corolario 6.1.6 para
el arco L3, por tanto

(v) %1(L3) = [yn−3, yn−2],

(vi) %2(L3) = [yn−4, yn−3].

Como yn−4 < yn−2 < yn−3, tenemos de la Observación 6.1.4 que yn−2 ∈
Int(%2(L3)), entonces se satisfacen las hipótesis del Teorema 6.1.3, por tanto
el punto (yn−1, yn−2) ∈ L3.

Entonces yn−1 ∈ %1(L3), por (v) %1(L3) = [yn−3, yn−2], aśı el punto
yn−1 ∈ [yn−3, yn−2], además si i 6= j, yi 6= yj , por tanto yn−3 < yn−1 < yn−2.

Demostraremos ahora que se cumple la propiedad (2).

(2) yn−1 < yn < yn−2.

Como y = (y1, y2, . . . , yn, y1, . . . ) ∈ ĺım←−−M , tenemos que los puntos

(yn−2, yn−3), (yn−1, yn−2) ∈ M . Como M es dendrita existe un único ar-
co L4 con puntos extremos (yn−2, yn−3) y (yn−1, yn−2).

De la Observación 6.0.7, tenemos que los puntos (yn−2, yn−3), (yn−1, yn−2) ∈
π2,1(R(ĺım←−−M)), entonces se satisfacen la hipótesis del Corolario 6.1.6 para
el arco L4, por tanto

(vii) %1(L4) = [yn−1, yn−2],

(viii) %2(L4) = [yn−3, yn−2].

Como yn−3 < yn−1 < yn−2, tenemos de la Observación 6.1.4 que yn−1 ∈
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Int(%2(L4)), entonces se satisfacen las hipótesis del Teorema 6.1.3, por tanto
el punto (yn, yn−1) ∈ L4.

Entonces yn ∈ %1(L4), por (vii) %1(L4) = [yn−1, yn−2], aśı el punto yn ∈
[yn−1, yn−2], además si i 6= j, yi 6= yj , por tanto yn−1 < yn < yn−2.

Con esto terminamos la prueba del lema. �

Observación 6.2.7. Sea M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| < ∞. Dado un punto y ∈ R(ĺım←−−M), de periodo n bajo σ, con

n > 2, tal que y1 = mı́n{yk : k ∈ N}. Entonces para cada k ∈ {3, 4, . . . , n},
se cumple que y1 < yk < y2

Demostración.

Procederemos por inducción sobre k.

Si k = 3, por el Teorema 6.2.6, tenemos que y1 < y3 < y2.

Supongamos que para k ∈ {4, . . . , n− 1} se cumple que y1 < yk < y2.

Veamos que y1 < yn < y2.

Por el Teorema 6.2.6 tenemos que yn−2 < yn < yn−1 y por hipótesis de
inducción yn−1 < y2, por tanto y1 < yn < y2.

Aśı la observación queda probada. �

Teorema 6.2.8. Sea M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| < ∞. Si x ∈ R(ĺım←−−M), entonces el periodo de x bajo σ es
a lo más 2.

Demostración.

Supongamos por el contrario que n ≥ 3.

Como x, es un punto de ramificación de ĺım←−−M de periodo n bajo σ,

tenemos que x = (x1, x2, . . . , xn, x1, . . . , xn, x1 . . . ). Además por el Corola-
rio 6.2.5, tenemos que si i, j ∈ {1, 2, ..., n}, con i 6= j, entonces πi(x) 6= πj(x).

Sea xk = mı́n{xi : i ∈ {1, 2, . . . , n}}, definamos

y = σk−1(x) = (xk, xk+1, . . . , xn,x),

como x ∈ R(ĺım←−−M), por la Observación 6.0.6, tenemos y = σk−1(x), es
un punto de ramificación de ĺım←−−M de perido n bajo σ. Renombremos las

coordenadas de y como (y1, y2, . . . , yn, y1, . . . , yn, y1 . . . ).
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Como y = (y1, y2, . . . , yn, y1, . . . ) ∈ ĺım←−−M , tenemos que los puntos

(y2, y1), (y1, yn) ∈ M . Como M es dendrita existe un único arco L con
puntos extremos (y2, y1) y (y1, yn).

Por la Observación 6.0.7, tenemos que los puntos (y2, y1), (y1, yn) ∈
π2,1(R(ĺım←−−M)), entonces se satisfacen la hipótesis del Corolario 6.1.6 para
el arco L, por tanto

(i) %1(L) = [y1, y2],
(ii) %2(L) = [y1, yn].

Por la Observación 6.2.7, para k = 3 tenemos que y1 < y3 < y2, enton-
ces por la Observación 6.1.4 y3 ∈ Int(%1(L)), con lo cual se satisfacen las
hipótesis del Teorema 6.1.1 para el punto (y3, y2) y el arco L, por tanto el
punto (y3, y2) ∈ L.

Entonces y2 ∈ %2(L), por (ii) %2(L) = [y1, yn], aśı el punto y2 ∈ [y1, yn] y
como para i 6= j yi 6= yj , tenemos que y2 < yn.

Por otra lado, por la Observación 6.2.7, tenemos que y1 < yn < y2. lo
cual contradice que y2 < yn. La contradicción nace de suponer que n > 2.

Por tanto el periodo de x bajo σ, es menor o igual a 2. �

Teorema 6.2.9. Sea M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| < ∞. Si R(ĺım←−−M) tiene dos puntos fijos bajo σ entonces cada

elemento de R(ĺım←−−M) es un punto fijo bajo σ.

Demostración.
Si |R(ĺım←−−M)| = 2 hemos terminado.

Si |R(ĺım←−−M)| > 2, procederemos por contradicción, supongamos que

existe un punto x ∈ R(ĺım←−−M), tal que σ(x) 6= x. Por el Teorema 6.2.8,

tenemos que el perido de x bajo σ es 2, por lo que existen puntos a, b ∈ [0, 1],
con a < b, tales que x = (a, b, a, b, a, b . . . ).

Además por hipótesis existen puntos y, z ∈ R(ĺım←−−M) tales que σ(y) = y

y σ(z) = z, por lo que existen puntos c, d ∈ [0, 1], con c < d, tales que
y = (c, c, c, . . . ) y z = (d, d, d, . . . ).

Por el Corolario 6.2.4, tenemos que
- ({a}×[0, 1])∩π2,1(R(ĺım←−−M)) = {(a, b)} = ([0, 1]×{b})∩π2,1(R(ĺım←−−M)).

-({c}×[0, 1])∩π2,1(R(ĺım←−−M)) = {(c, c)} = ([0, 1]×{c})∩π2,1(R(ĺım←−−M)).

-({d}×[0, 1])∩π2,1(R(ĺım←−−M)) = {(d, d)} = ([0, 1]×{d})∩π2,1(R(ĺım←−−M)).
Por tanto c 6= a 6= d y c 6= b 6= d.
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Analizaremos los siguientes casos:
Caso 1 a < c.
Analizaremos los siguientes subcasos:
Caso 1.1 b < c
Sea L1 ⊂M el arco con puntos extremos (a, b) y (c, c), como los puntos

(a, b), (c, c) ∈ π2,1(R(ĺım←−−M)), entonces se satisfacen la hipótesis del Coro-
lario 6.1.6 para el arco L1, por tanto tenemos que:

(i)%1(L1) = [a, c] y
(ii) %2(L1) = [b, c].
Como a < b < c, tenemos de la Observación 6.1.4 que b ∈ Int(%1(L1)),

entonces se satisfacen las hipótesis del Teorema 6.1.1, por tanto el punto
(b, a) ∈ L1.

Entonces a ∈ %2(L1), por (ii) %2(L1) = [b, c], aśı el punto a ∈ [b, c], lo
cual es una contradicción, pues a < b.

Caso 1.2 b > c. Sea L2 ⊂M el arco con puntos extremos (a, b) y (d, d),
como los puntos (a, b), (d, d) ∈ π2,1(R(ĺım←−−M)), entonces se satisfacen la
hipótesis del Corolario 6.1.6 para el arco L2, por tanto tenemos que:

(iii)%1(L2) = [a, d] y
(iv) %2(L2) = [b, d].
Como a < c < d, tenemos de la Observación 6.1.4 que c ∈ Int(%1(L2)),

entonces se satisfacen las hipótesis del Teorema 6.1.1, por tanto el punto
(c, c) ∈ L2.

Entonces c ∈ %2(L2), por (iv) %2(L2) = [b, d], aśı el punto c ∈ [b, d], lo
cual es una contradicción, pues c < b.

Caso 2 c < a < d.
Analizaremos los siguientes subcasos:
Caso 2.1 b < d
Sea L3 ⊂M el arco con puntos extremos (a, b) y (c, c), como los puntos

(a, b), (c, c) ∈ π2,1(R(ĺım←−−M)), entonces se satisfacen la hipótesis del Coro-
lario 6.1.6 para el arco L3, por tanto tenemos que:

(v)%1(L3) = [c, a] y
(vi) %2(L3) = [c, b].
Como c < a < b, tenemos de la Observación 6.1.4 que a ∈ Int(%2(L3)),

entonces se satisfacen las hipótesis del Teorema 6.1.3, por tanto el punto
(b, a) ∈ L3.

Entonces b ∈ %1(L3), por (v) %1(L3) = [c, a], aśı el punto b ∈ [c, a], lo
cual es una contradicción, pues a < b.
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Caso 2.2 b > d.
Como c < d < b, tenemos de la Observación 6.1.4 que d ∈ Int(%2(L3)),

entonces se satisfacen las hipótesis del Teorema 6.1.3, por tanto el punto
(d, d) ∈ L3.

Entonces d ∈ %1(L3), por (v) %1(L3) = [c, a], aśı el punto d ∈ [c, a], lo
cual es una contradicción, pues a < d.

Caso 3 d < a.
Sea L4 ⊂M el arco con puntos extremos (a, b) y (d, d), como los puntos

(a, b), (d, d) ∈ π2,1(R(ĺım←−−M)), entonces se satisfacen la hipótesis del Coro-
lario 6.1.6 para el arco L4, por tanto tenemos que:

(v)%1(L4) = [d, a] y
(vi) %2(L4) = [d, b].
Como d < a < b, tenemos de la Observación 6.1.4 que a ∈ Int(%2(L4)),

entonces se satisfacen las hipótesis del Teorema 6.1.3, por tanto el punto
(b, a) ∈ L4.

Entonces b ∈ %1(L4), por (v) %1(L4) = [d, a], aśı el punto b ∈ [d, a], lo
cual es una contradicción, pues b > a.

En cualquier caso obtenemos una contradicción, la contradicción nace
de suponer que existe un punto x ∈ R(ĺım←−−M) tal que σ(x) 6= x. Por tanto

para todo punto x ∈ R(ĺım←−−M), se cumple que σ(x) = x. �

Corolario 6.2.10. Sea M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| <∞. Si R(ĺım←−−M) tiene un punto de periodo 2 bajo σ, entonces

R(ĺım←−−M) tiene a lo más un punto fijo bajo σ.

.



Caṕıtulo 7

Propiedades de M cuando su
ĺımite inverso es una
dendrita con un número
finito de puntos de
ramificación

Recordemos que M denota un subconjunto cerrado de [0, 1]2, tal que
%1(M) = [0, 1] = %2(M). En el Caṕıtulo 4 probamos que, si ĺım←−−M es una
dendrita, entonces M es una dendrita. En el caṕıtulo 5 probamos que, si
ĺım←−−M es una dendrita con un número finito de puntos de ramificación,

entonces σ|R(ĺım←−−M) es una permutación; y en el Caṕıtulo 6 probamos que

los puntos de ramificación de ĺım←−−M tiene periodo 1 o 2 bajo σ.

Por lo que dado un punto x ∈ ĺım←−−M , existen puntos a, b ∈ [0, 1], ta-

les que x = (a, b, a, b, a, b . . . ). En este caṕıtulo probaremos que los puntos
(a, b), (b, a) ∈ M tienen al menos orden 2, es decir no son puntos extremos
de M . Como se muestra en el ejemplo de la la Figura 5.3.

En part́ıcular para el caso en que 0 < a, b < 1, probaremos que (a, b)
o (b, a) son puntos de ramificacicón de M . Probaremos este resultado pro-
cediendo por contradicción, es decir, supuniendo que (a, b), (b, a) /∈ R(M).
Por esta razón destinamos la primera sección de este caṕıtulo la destinamos
a probar propiedades de M , ĺım←−−M y de los conjuntos Gk, suponiendo que

(a, b), (b, a) /∈ R(M).

151
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7.1. Propiedades de M , cuando puntos de ramifi-
cación de ĺımite inverso, no implican puntos
de ramificación en M

Es esta sección consideraremos puntos a, b ∈ [0, 1], tales que 0 < a, b < 1
y x = (a, b, a, b, a, b . . . ) ∈ ĺım←−−M ; daremos propiedades de M , cuando los

puntos (a, b), (b, a) /∈ R(M).

Comenzaremos dando resultados que nos permiten acotar M .

Teorema 7.1.1. Sea M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| < ∞. Supongamos que existen puntos x ∈ R(ĺım←−−M) y a, b ∈
[0, 1], con 0 ≤ a < b ≤ 1, tales que x = (a, b, a, b, a, b, . . . ). Entonces
M ⊂ ([0, b]× [a, 1]) ∪ ([a, 1]× [0, b]), como se ilustra en la Figura 7.1.
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Figura 7.1: Teorema 7.1.1

Demostración.

Primero veamos que M ∩ ([0, b]× [a, 1]) 6= ∅ y M ∩ ([a, 1]× [0, b]) 6= ∅.
Como %1(M) = [0, 1] = %2(M), existen puntos c, d ∈ [0, 1], tales que

(c, 0), (0, d) ∈M .

Probaremos que c ≥ a. Supongamos por el contrario que c < a, como
(c, 0), (b, a) ∈ M y M es una dendrita existe un único arco A ⊂ M con
puntos extremos (c, 0) y (b, a).

Como c < a < b, por la Observación 6.1.4, tenemos que a ∈ Int(%1(A)).
Entonces se satisfacen las hipótesis del Teorema 6.1.1, por tanto el punto
(a, b) ∈ A. Además como c < a y 0 < b se satisfacen la hipótesis del Teorema
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6.1.9, para el arco A, por tanto A ⊂M3(b, a) = ([0, b]× [0, a])∩M , entonces
%2(A) ⊂ [0, a], como b ∈ %2(A), entonces b ≤ a, lo cual contradice que a < b.
La contradicción nace de suponer que c < a, por tanto c ≥ a.

De manera similar se prueba que d ≥ a. Por tanto (d, 0) ∈M ∩ ([0, b]×
[a, 1]) 6= ∅ (0, c) ∈M ∩ ([a, 1]× [0, b]) 6= ∅.

Veamos ahora que M ⊂ ([0, b]× [a, 1])∪ ([a, 1]× [0, b]). Supongamos por
el contrario que M * ([0, b] × [a, 1]) ∪ ([a, 1] × [0, b]). Entonces se cumple
alguna de las siguientes afirmaciones:

(i) M ∩ ([0, a)× [0, a)) 6= ∅,
(ii) M ∩ ((b, 1])× (b, 1]) 6= ∅.
Haremos la prueba para cuando sucede la afirmación (i), la prueba para

cuando sucede la afirmación (ii) se hace de manera similar.

Como M ∩ ([0, a)× [0, a)) 6= ∅, entonces a > 0.

Consideremos puntos (u, v) ∈M ∩ ([0, b)× (a, 1]) y (r, s) ∈ [0, a)× [0, a).

Como (u, v), (r, s) ∈M y M es una dendrita, existe un único arco L ⊂M
con puntos extremos (u, v) y (r, s). Analizaremos los siguientes casos:

Caso 1. u < a.

Como s < a < v por la Observación 6.1.4, tenemos que a ∈ Int(%2(L)).
Entonces se satisfacen las hipótesis del Teorema 6.1.3, por tanto el punto
(b, a) ∈ L.

Sean J,K ⊂ L los arcos con puntos extremos (u, v), (b, a) y (r, s), (b, a).
Notemos que J ∩K = {(b, a)} y J ∪K = L

Como u < a < b por la Observación 6.1.4, tenemos que a ∈ Int(%1(J)).
Entonces se satisfacen las hipótesis del Teorema 6.1.1, por tanto el punto
(a, b) ∈ J .

Además como r < a < b por la Observación 6.1.4, tenemos que a ∈
Int(%1(K)), entonces se satisfacen hipótesis del Teorema 6.1.1, por tanto el
punto (a, b) ∈ K.

De lo anterior (a, b) ∈ J ∩ K = {(b, a)}. Por tanto (a, b) = (b, a), de
donde a = b, lo cual contradice que a < b.

Caso 2. u > a.

Como r < a < u, por la Observación 6.1.4, tenemos que a ∈ Int(%1(L)).
Entonces se satisfacen las hipótesis del Teorema 6.1.1, por tanto el punto
(a, b) ∈ L.

Sea J ⊂ L el arco con puntos extremos (r, s) y (a, b).
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Como s < a < b por la Observación 6.1.4, tenemos que a ∈ Int(%2(J)).
Entonces se satisfacen las hipótesis del Teorema 6.1.3, por tanto el punto
(b, a) ∈ J .

Por otro lado como (r, s) ∈M3(a, b) = ([0, a]× [0, b])∩M , y J es un arco
con puntos extremos (r, s), (a, b) y r 6= a, s 6= b, se cumplen las hipótesis
del Teorema 6.1.9, por tanto J ⊂ M3(a, b), entonces %1(J) ⊂ [0, a], lo cual
contradice que el punto (b, a) ∈ J pues b > a.

En cualquier caso obtenemos una contradicción. La contradicción nace
se suponer que se cumple afirmación (i). De manera similar si suponemos
que se cumple la afirmación (ii) obtenemos una contradicción.

Por tanto M ⊂ ([0, b]× [a, 1]) ∪ ([a, 1]× [0, b]). �

Teorema 7.1.2. Sea M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| < ∞. Supongamos que existen puntos x ∈ R(ĺım←−−M) y a, b ∈
[0, 1], con 0 < a < b < 1, tales que x = (a, b, a, b, a, b . . . ) y (a, b), (b, a) /∈
R(M). Entonces M ⊂ ([0, a] × [b, 1]) ∪ ([a, b]2) ∪ ([b, 1]) × [0, a]), como se
ilustra en la Figura 7.2.
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Figura 7.2: Teorema 7.1.2

Demostración.
Notemos que se cumplen las hipótesis del Teorema 7.1.1, por lo que

M ⊂ ([0, b]× [a, 1]) ∪ ([a, 1])× [0, b]).
Supongamos por el contrario que M * ([0, a]× [b, 1])∪ ([a, b]2)∪ ([b, 1])×

[0, a]), entonces se cumple alguna de las siguientes afirmaciones:
(i) M ∩ ((a, b)× (b, 1]) 6= ∅,
(ii) M ∩ ((a, b)× [0, a)) 6= ∅,
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(iii) M ∩ ([0, a)× (a, b)) 6= ∅,
(iv) M ∩ ((b, 1]× (a, b)) 6= ∅.
Haremos la prueba de cuando sucede la afirmación (i), la prueba para

cuando suceden las afirmaciones (ii), (iii), (iv) se hace de manera similar.

Como %1(M) = [0, 1] = %2(M), existen puntos (u, 0), (r, 1) ∈ M , como
M ⊂ ([0, b] × [a, 1]) ∪ ([a, 1] × [0, b]), entonces u ≥ a, r ≤ b. Además como
M ∩ ((a, b)× (b, 1]) 6= ∅, existe un punto (z, w) ∈M ∩ (a, b)× (b, 1]).

Como M es un dendrita existen arcos únicos, L, J ⊂ M , con puntos
extremos (u, 0), (z, w) y (z, w), (r, 1).

Como 0 < b < w por la Observación 6.1.4, tenemos que b ∈ Int(%2(L)).
Entonces se satisfacen las hipótesis del Teorema 6.1.3, por tanto el punto
(a, b) ∈ L.

Además como w < b < 1 por la Observación 6.1.4, tenemos que b ∈
Int(%2(J)). Entonces se satisfacen las hipótesis del Teorema 6.1.3, por tanto
el punto (a, b) ∈ J .

Sea K ⊂M el arco con puntos extremos (a, b) y (z, w).

Afirmación 1. L ∩ J = K.
Prueba.
Puesto que (z, w), (a, b) ∈ L ∩ J y L ∩ J es una dendrita, tenemos que

K ⊂ L ∩ J .
Supongamos que la otra contención no se satisface, entonces existe un

punto (c, d) ∈ (L ∩ J)−K.
Sean L′, J ′ ⊂ M , los arcos con puntos extremos (u, 0), (c, d) y (r, 1),

(c, d), respectivamente. Notemos que L′ ⊂ L −K, J ′ ⊂ J −K y L′ ∪ J ′ es
el arco con puntos extremos (u, 0) y (r, 1).

Como 0 < b < 1, por la Observación 6.1.4, tenemos que b ∈ Int(%2(L′ ∪
J ′)). Entonces se satisfacen las hipótesis del Teorema 6.1.3, por tanto el
punto (a, b) ∈ L′ ∪ J ′.

Lo anterior contradice que L′∪J ′ ⊂ (L∪J)−K, pues el punto (a, b) ∈ K.
Por tanto L ∩ J = K.�

Definamos los siguientes arcos, A ⊂ L el arco con puntos extremos (u, v),
(a, b), B ⊂ J el arco con puntos extremos (r, s), (a, b).

De manera similar a la Afirmación 1 se prueba que que A∩K = {(a, b)} =
B ∩ K = A ∩ B, por tanto A ∪ B ∪ K es un triodo simple con vértice el
punto (a, b), lo cual contradice que el punto (a, b) /∈ R(M).
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La contradicción nace de suponer que se cumple afirmación (i). De ma-
nera similar si suponemos que se cumple alguna de las afirmaciones (ii), (iii)
o (iv) obtenemos una contradicción.

Por tanto M ⊂ ([0, a]× [b, 1]) ∪ ([a, b]2) ∪ ([b, 1])× [0, a]). �

Teorema 7.1.3. Sea M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| < ∞. Supongamos que existen puntos x ∈ R(ĺım←−−M) y a ∈
[0, 1], con 0 < a < 1, tales que x = (a, a, a, . . . ). Si (a, a) /∈ R(M), entonces
se cumple alguna de las siguientes afirmaciones:

(1) M ⊂ ([0, a]2) ∪ ([a, 1]2),
(2) M ⊂ ([0, a]× [a, 1]) ∪ ([a, 1]× [0, a]),
como se ilustra en la Figura 7.3.

      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

       a          

      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

       a          

Figura 7.3: Teorema 7.1.3

Demostración.
Supongamos por el contrario que las afirmaciones (1) y (2) no se cumplen.
Sea (u, v) ∈ M , sin pérdida de generalidad supongamos (u, v) ∈ [0, a)2.

Como (1) no se cumple, existe un punto (r, s) ∈ M ∩ ([0, a) × (a, 1]) o
(r, s) ∈M ∩ ((a, 1]× [0, a)). Haremos la prueba para el caso en que el punto
(r, s) ∈M ∩ ([0, a)× (a, 1]), el otro caso la prueba se ahce de manera similar.

Además como %1(M) = [0, 1], existe un punto z ∈ [0, 1], tal que (1, z) ∈
M . Consideremos los siguientes arcos en M :

- L el arco con puntos extremos (u, v) y (a, a),
- J el arco con puntos extremos (r, s) y (a, a),
- K el arco con puntos extremos (1, z) y (a, a).
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Afirmación 1
(1a) L ∩ J = {(a, a)},
(1b) L ∩K = {(a, a)},
(1c) K ∩ J = {(a, a)},
Prueba.
Probaremos el inciso (1a), de manera similar se prueban los incisos (1b)

y (1c).
Puesto que (a, a) ∈ L ∩ J , resta probar que L ∩ J ⊂ {(a, a)}.
Supongamos que la contención no se satisface, es decir que existe un

punto (c, d) ∈ (L ∩ J)− {(a, a)}.
Sean L′, J ′ ⊂ M , los arcos con puntos extremos (u, v), (c, d) y (r, s),

(c, d), respectivamente. Notemos que L′ ⊂ L− {(a, a)}, J ′ ⊂ J − {(a, a)} y
L′ ∪ J ′ es el arco con puntos extremos (u, v) y (r, s)

Como u < a < r, por la Observación 6.1.4, tenemos que a ∈ Int(%2(L′ ∪
J ′)), entonces se satisfacen las hipótesis del Teorema 6.1.1, por tanto el punto
(a, a) ∈ L′ ∪ J ′.

Lo anterior contradice que L′ ∪ J ′ ⊂ (L ∪ J)− {(a, a)},
Por tanto L ∩ J = {(a, a)}.�

De la Afirmación 1, tenemos que L∪J∪K es un triodo simple con vértice
el punto (a, a), lo cual contradice que (a, a) /∈ R(M).

De manera similar, si consideramos el un punto (u, v) ∈ M ∩ [0, a) ×
(a, 1] o (u, v) ∈ M ∩ (a, 1] × [0, a) o (u, v) ∈ M ∩ (a, 1]2, obtenemos una
contradicción.

La contradicción nace de suponer que no se cumplen las propiedades (1)
y (2). Por tanto M cumple alguna de éstas propiedades. �

Teorema 7.1.4. Sea M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| <∞. Supongamos que:

(a) existen puntos x ∈ R(ĺım←−−M) y a, b ∈ [0, 1], con 0 < a, b < 1, tales

que x = (a, b, a, b, a, b . . . ) y (a, b), (b, a) /∈ R(M),
(b) la componente de (a, b) en ({a} × [0, 1]) ∩M es no degenerada.
Entonces ([0, 1]× {a}) ∩M = {(b, a)} y ([0, 1]× {b}) ∩M = {(a, b)}.

Demostración.
Supongamos por el contrario que ([0, 1]× {a})∩M 6= {(b, a)} o ([0, 1]×

{b}) ∩M 6= {(a, b)}.
Haremos la prueba para el caso en que ([0, 1] × {a}) ∩M 6= {(b, a)}, la

prueba en el caso en que ([0, 1] × {b}) ∩M 6= {(a, b)} se hace de manera
similar.
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Sea c ∈ [0, 1]− {b}, tal que el punto (c, a) ∈M . Como %1(M) = [0, 1] =
%2(M) existe un punto y ∈ R(ĺım←−−M) tal que π1(y) = c.

Por otro lado como la componente de (a, b) en ({a} × [0, 1]) ∩M es no
degenerada, existe un punto d ∈ [0, 1], d 6= b, tal que {a} × db ⊂M .

Definamos para cada n ∈ N

An = {z ∈ [0, 1]∞ : z = (t, π1,2n+1(x),y), con t ∈ db}

y definamos también

A = {z ∈ [0, 1]∞ : z = (t,x), con t ∈ db}

Notemos que para cada n ∈ N, An es un arco con puntos extremos
bn = (b, π1,2n+1(x),y), dn = (d, π1,2n+1(x),y) y A es un arco con puntos
extremos b = (b,x) y d = (d,x).(Figura 7.4)

(b,(x),y)       A1      (d,(x),y) 
 
 
 
(b,(x),y)       A2      (d,(x),y) 
 
 
(b,(x),y)       A3      (d,(x),y) 
 

(b,(x),y)       A4      (d,(x),y) 
 

(b,x)       A      (d,x) 

Figura 7.4:

Afirmación 1 A es un continuo de convergencia de ĺım←−−M .
Prueba.
Como a 6= d, para cada n ∈ N, An es no degenerado y A es no degene-

rado.
Veamos ahora que las siguientes afirmaciones son ciertas.
(i) para cada n ∈ N, A ∩An = ∅,
(ii) para n,m ∈ N, con n 6= m, An ∩Am = ∅,
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(iii) ĺımn→∞An = A.

(i) para cada n ∈ N, A ∩An = ∅.
Sea n ∈ N, supongamos por el contrario que A∩An 6= ∅, sea z ∈ A∩An,

entonces existen r, s ∈ db tales que z = (r, π1,2n+1(x),y) = (s,x).

Entonces π2(n+1)(z) = c = b, lo cual contradice que c ∈ [0, 1]− {b}, por
tanto para cada n ∈ N, A ∩An = ∅.

De manera similar se prueba (ii). Probaremos ahora (iii).

(iii) ĺımn→∞An = A.

Claramente {An}n∈N es una sucesión convergente. Sea C ∈ C(ĺım←−−M) el

ĺımite de la sucesión {An}n∈N.

Probaremos que el arco A = C.

Como an → b y dn → d, tenemos que los puntos b,d ∈ C, como ĺım←−−M
es una dendrita concluimos que el arco A ⊂ C.

Veamos ahora la otra contención, sea p ∈ A, entonces existe r ∈ db, tal
que p = (r,x) y para cada n ∈ N, definamos el punto pn = (r, π1,2n+1(x),y),
de la definición pn ∈ An. Como pn → p, de [1, Problema 4.4, pag 70],
tenemos que p ∈ A, por tanto C ⊂ A. Concluimos que C = A.

De las propiedades (i),(ii) y (iii) concluimos que A es un continuo de
convergencia de ĺım←−−M . �

La Afirmación 1 contradice que ĺım←−−M es una dendrita. La contradicción

nace de suponer que ([0, 1] × {a}) ∩ M 6= {(b, a)}, de manera similar si
([0, 1]× {b}) ∩M 6= {(a, b)} obtenemos una contradicción.

Por tanto ([0, 1]×{a})∩M = {(b, a)} y ([0, 1]×{b})∩M = {(a, b)}. �

Corolario 7.1.5. Sea M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| <∞. Supongamos que:

(a) existen puntos x ∈ R(ĺım←−−M) y a ∈ [0, 1], con 0 < a < 1, tales que

x = (a, a, a, . . . ) y (a, a) /∈ R(M),

(b) la componente de (a, a) en ({a} × [0, 1]) ∩M es no degenerada.

Entonces ([0, 1]× {a}) ∩M = {(a, a)}.

Demostración.

Caso part́ıcular del Teorema 7.1.4 cuando a = b. �

Recordemos que para cada k ∈ N
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Gk = {(x1, . . . , xk, xk+1) ∈ [0, 1]k+1 : para 1 ≤ i ≤ k, (xi+1, xi) ∈M},

la siguiente definición es una herramienta que estaremos utilizando a lo
largo de esta sección.

Definición 7.1.6. Sean a, b ∈ [0, 1] con 0 < a < b < 1 y M ⊂ [0, 1]2, tal
que M ⊂ ([0, a] × [b, 1]) ∪ ([a, b] × [a, b]) ∪ ([b, 1]) × [0, a]). Definimos para
cada k ∈ N,

G+
k = {y ∈ Gk : (yi+1, yi) ∈ [0, a]× [b, 1] si i es impar,

(yi+1, yi) ∈ [b, 1]× [0, a] si i es par , 1 ≤ i ≤ k},
G∗n = {y ∈ Gk : (yi+1, yi) ∈ [a, b]2, 1 ≤ i ≤ k},
G−k = {y ∈ Gk : (yi+1, yi) ∈ [0, a]× [b, 1] si i es par,

(yi+1, yi) ∈ [b, 1]× [0, a] si i es impar , 1 ≤ i ≤ k}.

Teorema 7.1.7. Sea M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| <∞. Supongamos que:

(a) existen puntos x ∈ R(ĺım←−−M) y a, b ∈ [0, 1], con 0 < a < b < 1, tales

que x = (a, b, a, b, a, b . . . ) y (a, b), (b, a) /∈ R(M).
(b) la componente de (a, b) en ({a} × [0, 1]) ∩M o de (b, a) en ({b} ×

[0, 1]) ∩M es no degenerada.
Entonces para cada k ∈ N, Gk = G+

k ∪G
∗
k ∪G

−
k , con G+

k , G∗k y G−k como
en la Definición 7.1.6.

Demostración.
Por la definición de G+

k , G
∗
k, G

−
k , tenemos que M ⊂ ([0, a] × [b, 1]) ∪

([a, b]2) ∪ ([b, 1]× [0, a]).
Si k = 1, como G1 = {(x, y) ∈ [0, 1]2 : (y, x) ∈M} y M ⊂ ([0, a]×[b, 1])∪

([a, b]2)∪([b, 1]×[0, a]), entonces G1 ⊂ ([0, a]×[b, 1])∪([a, b]2)∪([b, 1]×[0, a]),
aśı G1 ⊂ G+

1 ∪G∗1∪G
−
1 , y como G+

1 , G
∗
1, G

−
1 ⊂ G1, entonces G+

1 ∪G∗1∪G
−
1 =

G1

Supongamos que k > 1. Por definición, tenemos que G+
k , G

∗
k, G

−
k ⊂ Gk,

entonces G+
k ∪G

∗
k ∪G

−
k ⊂ Gk.

Para la otra contensión probaremos la siguiente Afirmación. .

Afirmación 1 Dado un punto y ∈ Gk e i ∈ {1, 2 . . . , k − 1},
(i) Si (yi+1, yi) ∈ [0, a]× [b, 1], entonces (yi+2, yi+1) ∈ [b, 1]× [0, a],
(ii) Si (yi+1, yi) ∈ [a, b]2, entonces (yi+2, yi+1) ∈ [a, b]× [a, b],
(iii) Si (yi+1, yi) ∈ [b, 1]× [0, a], entonces (yi+2, yi+1) ∈ [0, a]× [b, 1].
Prueba.
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Haremos la prueba de (i), la prueba de (ii) y (iii) se hace de manera
similar.

(i) Si (yi+1, yi) ∈ [0, a]× [b, 1], entonces (yi+2, yi+1) ∈ [b, 1]× [0, a].

Como yi+1 ∈ [0, a] y (yi+2, yi+1) ∈M ⊂ ([0, a]× [b, 1])∪([a, b]2)∪([b, 1]×
[0, a]), tenemos que (yi+2, yi+1) ∈ ([0, 1]× {a}) ∪ ([b, 1])× [0, a]).

Además como la componente de (a, b) en ({a}× [0, 1])∩M o de (b, a) en
({b} × [0, 1]) ∩M es no degenerada se satisfacen las hipótesis del Teorema
7.1.4, por tanto ([0, 1]× {a}) ∩M = {(b, a)}, entonces (yi+2, yi+1) ∈ [b, 1]×
[0, a].

Por tanto la Afirmación 1 se satisface. �

Sea y ∈ Gk, por definición de Gk, el punto (y2, y1) ∈M ⊂ ([0, a]×[b, 1])∪
([a, b]2) ∪ ([b, 1]× [0, a]) y de la Afirmación 1 tenemos que

- si (y2, y1) ∈ [0, a]× [b, 1], entonces y ∈ G+
k ,

- si (y2, y1) ∈ [a, b]× [a, b], entonces y ∈ G∗k,

- si (y2, y1) ∈ [b, 1]× [0, a], entonces y ∈ G−k .

De de lo anterior y ∈ Gk ⊂ G+
k ∪G

∗
k ∪G

−
k .

Por tanto Gk = G+
k ∪G

∗
k ∪G

−
k . �

Corolario 7.1.8. Sea M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| <∞. Supongamos que:

(a) existen puntos x ∈ R(ĺım←−−M) y a, b ∈ [0, 1] con 0 < a < b < 1, tales

que x = (a, b, a, b, a, b . . . ) y (a, b), (b, a) /∈ R(M),

(b) la componente de (a, b) en ({a} × [0, 1]) ∩M o de (b, a) en ({b} ×
[0, 1]) ∩M es no degenerada.

Entonces para cada k ∈ N se cumplen las siguientes afirmaciones:

(1) G+
k ∩G

∗
k = {π1,k+1(σ(x))},

(2) G−k ∩G
∗
k = {π1,k+1(x)},

(3) G+
k , G∗k y G−k son dendritas.

(G+
k , G∗k y G−k como en la Definición 7.1.6).

Demostración.

(1)G+
k ∩G

∗
k = π1,k+1(σ(x)).

Como x = (a, b, a, b, a, b . . . ), entonces σ(x) = (b, a, b, a, b, a, . . . ), en-
tonces π1,k+1(σ(x)) ∈ G+

k y π1,k+1(σ(x)) ∈ G∗k, por tanto π1,k+1(σ(x)) ∈
G+

k ∩G
∗
k.

Probaremos ahora que G+
k ∩ G

−
k ⊂ {π1,k+1(σ(x))}. Sea y ∈ G+

k ∩ G
∗
k,

como y ∈ G+
k , por definición de G+

k tenemos que para cada i ∈ {1, 2, . . . , k}
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- si i es impar el punto (yi+1, yi) ∈ [0, a]× [b, 1],

- si i es par el punto (yi+1, yi) ∈ [b, 1]× [0, a].

por lo que si i es impar b ≤ yi ≤ 1 y si i es par 0 ≤ yi ≤ a.

Además como y ∈ G∗k, por definición de G∗k tenemos para cada i ∈
{1, 2, . . . , k}, el punto (yi+1, yi) ∈ [a, b] × [a, b], por lo que para cada i ∈
{1, 2, . . . , k}, a ≤ yi ≤ b.

Entonces

- si i es impar b ≤ yi ≤ 1 y a ≤ yi ≤ b,
- si i es par 0 ≤ yi ≤ a y a ≤ yi ≤ b.
Concluimos que si i es impar yi = b y si i es par yi = a, por tanto

y = π1,k+1(σ(x)). Por tanto G+
k ∩G

∗
k = {π1,k+1(σ(x))}.

De manera similar se prueba (2)

(3) G+
k , G∗k y G−k son dendritas.

Por el Teorema 7.1.7 tenemos que Gk = G+
k ∪ G

∗
k ∪ G

−
k , además de

(1), G+
k ∩ G

∗
k = {π1,k+1(σ(x))}, y como G+

k ∩ G
−
k = ∅, entonces Gk −

{πn+1(σ(x))} = (G+
k − {πn+1(σ(x))})|((G∗n ∪G−k )− {πn+1(σ(x))})

Por tanto de [13, Proposición 6.3], tenemos que G+
k y G∗k ∪ G

−
k son

continuos, como G+
k y G∗k∪G

−
k son subcontinuos de Gk y Gk es una dendrita,

concluimos que G+
k y G∗k ∪G

−
k son dendritas.

Además de (2),G−k ∩G
∗
k = {π1,k+1(x)}, entonces (G∗k∪G

−
k )−{πk+1(x)} =

(G∗k − {πk+1(x)})|(G−k )− {πk+1(x)})
Por tanto de [13, Proposición 6.3], tenemos que G∗k y G−k son continuos,

como G∗k y G−k son subcontinuos de G∗k ∪ G
−
k y G∗k ∪ G

−
k es una dendrita,

concluimos que G∗k y G−k son dendritas.

Por tanto G+
k , G∗k y G−k son dendritas. �

Definición 7.1.9. Sean a ∈ [0, 1], 0 < a < 1 y M ⊂ [0, 1]2, tal que M ⊂
([0, a]2 ∪ [a, 1]2). Definimos para cada k ∈ N,

G+
k = {y ∈ Gk : (yi+1, yi) ∈ [0, a]2},

G−k = {y ∈ Gk : (yi+1, yi) ∈ [a, 1]2}.

Teorema 7.1.10. Sea M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| <∞. Supongamos que:

(a) existen puntos x ∈ R(ĺım←−−M) y a ∈ [0, 1], con 0 < a < 1, tales que

x = (a, a, a, . . . ) y (a, a) /∈ R(M),

(b) la componente de (a, a) en ({a} × [0, 1]) ∩M es no degenerada.

Entonces para cada k ∈ N, Gk = G+
k ∪ G

−
k , con G+

k y G−k como en la
Definición 7.1.9.
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Demostración.

Por la definición de G+
k y G−k , tenemos que M ⊂ ([0, a]2) ∪ ([a, 1]2).

Si k = 1, como G1 = {(x, y) ∈ [0, 1]2 : (y, x) ∈ M} y M ⊂ ([0, a]2) ∪
([a, 1]2), entonces G1 ⊂ ([0, a]2) ∪ ([a, 1]2), aśı G1 ⊂ G+

1 ∪ G
−
1 , y como

G+
1 , G

−
1 ⊂ G1, entonces G+

1 ∪G
−
1 = G1.

Supongamos que k > 1. Por definición tenemos que G+
k , G

−
k ⊂ Gk, por

tal G+
k ∪G

−
k ⊂ Gk.

Para la otra contensión probaremos la siguiente Afirmación. .

Afirmación 1 Dado un punto y ∈ Gk e i ∈ {1, 2 . . . , k − 1},
(i) Si (yi+1, yi) ∈ [0, a]2, entonces (yi+2, yi+1) ∈ [0, a]2,

(ii) Si (yi+1, yi) ∈ [a, 1]2, entonces (yi+2, yi+1) ∈ [a, 1]2.

Prueba.

Haremos la prueba de (i), la prueba de (ii) se hace de manera similar.

(i) Si (yi+1, yi) ∈ [0, a]2, entonces (yi+2, yi+1) ∈ [0, a]2.

Como yi+1 ∈ [0, a] y (yi+2, yi+1) ∈ M ⊂ ([0, a]2) ∪ ([a, 1]2), tenemos que
(yi+2, yi+1) ∈ ([0, 1]× {a}) ∪ ([0, a]2).

Además la componente de (a, a) en ({a} × [0, 1])∩M es no degenerada,
por lo que se satisfacen la hipótesis del Corolario 7.1.5, por lo que ([0, 1] ×
{a}) ∩M = {(a, a)}, por tanto (yi+2, yi+1) ∈ [0, a]2.

Por tanto la Afirmación 1 es cierta. �

Sea y ∈ Gk, por definición de Gk, el punto (y2, y1) ∈ M ⊂ ([0, a]2) ∪
([a, 1]2) y de la Afirmación 1 tenemos que

- si (y2, y1) ∈ [0, a]2, entonces y ∈ G+
k ,

- si (y2, y1) ∈ [a, 1]2, entonces y ∈ G−k ,

entonces el punto y ∈ G+
k ∪G

−
k .

Por tanto Gk = G+
k ∪G

−
k . �

Definición 7.1.11. Sean a ∈ [0, 1] con 0 < a < 1 y M ⊂ [0, 1]2, tal que
M ⊂ ([0, a]× [a, 1]) ∪ ([a, 1]× [0, a]). Definimos para cada k ∈ N,

G+
k = {y ∈ Gk : (yi+1, yi) ∈ [0, a]× [a, 1], si i es impar

(yi+1, yi) ∈ [a, 1]× [0, a] si i es par },
G−k = {y ∈ Gk : (yi+1, yi) ∈ [0, a]× [a, 1], si i es par

(yi+1, yi) ∈ [a, 1]× [0, a] si i es impar }.

Teorema 7.1.12. Sea M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| <∞. Supongamos que:
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(a) existen puntos x ∈ R(ĺım←−−M) y a ∈ [0, 1], tales que x = (a, a, a, . . . )

y (a, a) /∈ R(M),

(b) la componente de (a, a) en ({a} × [0, 1]) ∩M es no degenerada.

Entonces para cada k ∈ N, Gk = G+
k ∪ G

−
k , con G+

k y G−k como en la
Definición 7.1.11.

Demostración.

Por la definición de G+
k y G−k , tenemos que M ⊂ ([0, a]× [a, 1])∪ ([a, 1]×

[0, a]).

Si k = 1, como G1 = {(x, y) ∈ [0, 1]2 : (y, x) ∈M} y M ⊂ ([0, a]×[a, 1])∪
([a, 1]×[0, a]), entoncesG1 ⊂ ([0, a]×[a, 1])∪([a, 1]×[0, a]), aśıG1 ⊂ G+

1 ∪G
−
1 ,

y como G+
1 , G

−
1 ⊂ G1, entonces G+

1 ∪G
−
1 = G1.

Por definición tenemos que G+
k , G

−
k ⊂ Gk, por tal G+

k ∪G
−
k ⊂ Gk.

Para la otra contensión probaremos la siguiente Afirmación. .

Afirmación 1 Dado un punto y ∈ Gk e i ∈ {1, 2 . . . , k − 1},
(i) Si (yi+1, yi) ∈ [0, a]× [a, 1], entonces (yi+2, yi+1) ∈ [a, 1]× [0, a],

(ii) Si (yi+1, yi) ∈ [a, 1]× [0, a], entonces (yi+2, yi+1) ∈ [0, 1]× [a, 1].

Prueba.

Haremos la prueba de (i), la prueba de (ii) se hace de manera similar.

(i) Si (yi+1, yi) ∈ [0, a]× [a, 1], entonces (yi+2, yi+1) ∈ [a, 1]× [0, a].

Como yi+1 ∈ [0, a] y (yi+2, yi+1) ∈ M ⊂ ([0, a]× [a, 1]) ∪ ([a, 1]× [0, a]),
tenemos que (yi+2, yi+1) ∈ ([0, 1]× {a}) ∪ ([a, 1]× [0, a]).

Además la componente de (a, a) en ({a} × [0, 1])∩M es no degenerada,
por lo que se satisfacen las hipótesis del Corolario 7.1.5, por tanto ([0, 1] ×
{a}) ∩M = {(a, a)}, entonces (yi+2, yi+1) ∈ [a, 1]× [0, a].

Por tanto la Afirmación 1 se satisface. �

Sea y ∈ Gk, por definición de Gk, el punto (y2, y1) ∈ M ⊂ ([0, a]2) ∪
([a, 1]2) y de la Afirmación 1 tenemos que

- si (y2, y1) ∈ [0, a]× [a, 1], entonces y ∈ G+
k ,

- si (y2, y1) ∈ [a, 1]× [0, a], entonces y ∈ G−k ,

entonces el punto y ∈ G+
k ∪G

−
k .

Por tanto Gk = G+
k ∪G

−
k . �

Corolario 7.1.13. Sea M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| <∞. Supongamos que:
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(a) existen puntos x ∈ R(ĺım←−−M) y a ∈ [0, 1], con 0 < a < 1, tales que

x = (a, a, a, . . . ) y (a, a) /∈ R(M),
(b) la componente de (a, a) en ({a} × [0, 1]) ∩M es no degenerada.
Sean k ∈ N, G+

k y Gk como en la Definición 7.1.9, (Definición 7.1.11).
Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones

(1) G+
k ∩G

−
k = {πk+1(x)}.

(2) G+
k y G−k son dendritas.

Demostración.
(1) G+

k ∩G
−
k = πk+1(x).

Como x = (a, a, a . . . ), entonces π1,k+1(x) ∈ G+
k y π1,k+1(x) ∈ G−k , por

tanto π1,k+1(x) ∈ G+
k ∩G

−
k .

Probaremos que G+
k ∩G

−
k ⊂ {π1,k+1(x)}. Sea y ∈ G+

k ∩G
−
k .

Caso 1 G+
k y G−k como en la Definición 7.1.9.

Como y ∈ Gk+, tenemos para cada i ∈ {1, 2, . . . , k}, yi ≤ a y como
y ∈ Gk− tenemos para cada i ∈ {1, 2, . . . , k}, yi ≥ a. Por tanto para cada
i ∈ {1, 2, . . . , k}, yi = a. Por tanto y = π1,k+1(x).

Caso 2 G+
k y G−k como en Definición 7.1.11.

Como y ∈ G+
k , tenemos para cada i ∈ {1, 2, . . . , k}

- si i es impar, entonces yi ≥ a,
- si i es par, entonces yi ≤ a.
Además como y ∈ G−k tenemos para cada i ∈ {1, 2, . . . , k}
- si i es impar, entonces yi ≤ a,
- si i es par, entonces yi ≥ a.
Por tanto para cada i ∈ {1, 2, . . . , k}, yi = a. Por tanto y = π1,k+1(x).
De Caso 1 y Caso 2 concluimos que G+

k ∩G
−
k ⊂ {π1,k+1(x)}. Por tanto

G+
k ∩G

−
k = {π1,k+1(x)}.

(2) G+
k y G−k son dendritas.

Del inciso (1) tenemos que

Gk − {πn+1(x)} = (G+
k − {π1,k+1(x)})|(G−n {πn+1(x)})

Por tanto de [13, Proposición 6.3], tenemos que (G+
k − {π1,k+1(x)}) ∪

{π1,k+1(x)} = G+
k y (G−k − {π1,k+1(x)}) ∪ {π1,k+1(x)} = G−k son continuos,

como G+
k y G−k son subcontinuos de Gk y Gk es una dendrita, concluimos

que G+
k y G−k son dendritas. �
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Teorema 7.1.14. Sea M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| <∞. Supongamos que: (a) existen puntos x ∈ R(ĺım←−−M)y a, b ∈
[0, 1], con 0 < a ≤ b < 1, tales que x = (a, b, a, b, a, b, . . . ) y (a, b), (b, a) /∈
R(M),

(b) la componente de (a, b) en ({a} × [0, 1]) ∩M y de (b, a) en ({b} ×
[0, 1]) ∩M son no degeneradas.

Entonces para cada k ∈ N se cumplen las siguientes afirmaciones:

(1)π1,k+1(σ(x)) ∈ E(G+
k ),

(2) π1,k+1(σ(x)), π1,k+1(x) ∈ E(G∗k),

(3) π1,k+1(x) ∈ E(G−k ),

con G+
k , G∗k y G−k como en la Definición 7.1.6 o 7.1.9 o 7.1.11, según

corresponda.

Demostración.

Si k = 1, como G1 es homeomorfo a M y (a, b), (b, a) /∈ R(M), entonces
π1,2(x) = (a, b), π1,2(σ(x)) = (b, a) /∈ R(G1) . Por tanto π1,2(σ(x)) ∈ E(G+

k ),
π1,2(σ(x)), π1,2(x) ∈ E(G∗k) y π1,2(x) ∈ E(G−k ).

Si k ≥ 2. Supongamos por el contrario que existe j ∈ N, j ≥ 2, tal que
se cumple alguna de las siguientes afirmaciones:

(i) π1,j+1(σ(x)) /∈ E(G+
j ),

(ii) π1,j+1(σ(x)) /∈ E(G∗j ),

(iii) π1,j+1(x) /∈ E(G∗j ),

(iv) π1,j+1(x) /∈ E(G−j ).

Haremos la prueba para cuando se da la afirmación (iv) la prueba para
cuando se da alguna de las afirmaciones (i)-(iii) se hace de manera similar.

Sea m = mı́n{j ∈ N : π1,j+1(x) /∈ E(G−j )}, como estamos suponiendo

que {j ∈ N : j ≥ 2 y π1,j+1(x) /∈ E(G−j )} 6= ∅, tenemos que m esta bien
definido y m ≥ 2.

La prueba de este teorema es larga, probaremos que Gm contiene una dos
celda, lo cual contradice que Gm es una dendrita. Para ésto probaremos que
existen funciones continuas e inyectivas f : [0, 1] → Gm−1 y h : [0, 1] → M ,
tales que E(fm, h2) contiene una dos celda.

Afirmación 1 Dados un punto y ∈ Gm e i ∈ {1, 2, . . . ,m}
(i) si πi(y) = a, entonces πi+1(y) = b,

(ii) si πi(y) = b, entonces πi+1(y) = a.

Prueba.
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Veremos la prueba del inciso (i), la prueba del inciso (ii) se hace de
manera similar.

Por definición de Gm tenemos que el punto (yi+1, yi) = (yi+1, a) ∈ M ,
además como la componente de (b, a) en ({b})× [0, 1])∩M es no degenerada,
por el Teorema 7.1.4, tenemos que M ∩ ([0, 1]× {a}) = {(b, a)}, por lo que
(yi+1, a) = (b, a), por tanto πi+1(y) = b.

De manera simila si πi(y) = b, entonces πi+1(y) = a.�

Definamos los siguientes conjuntos, U abierto conexo de {(x, y) ∈ M :
(y, x) ∈ G−1 }, U ′ abierto conexo de {(x, y) ∈ M : (y, x) ∈ G+

1 }, V abierto
conexo de G−m−1 y W abierto conexo de G−m tales que cumplan las siguientes
propiedades:

(i) (b, a) ∈ U , (a, b) ∈ U ′
(ii) π1,m(x) ∈ V,

(iii) π1,m+1(x) ∈ W,

(iv) (U ∪ U ′) ∩R(M) = ∅,
(v) V ∩R(Gm−1) = ∅,
(vi) W ∩R(Gm) ⊂ {π1,m+1(x)},
(vii) para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m− 1}, πi+1,i(V) ⊂ U o πi+1,i(V) ⊂ U ′,
(viii) para cada i ∈ {1, 2, . . . , k}, πi+1,i(W) ⊂ U o πi+1,i(W) ⊂ U ′,
(ix) π1,m(W) ⊂ V.

Notemos que U y U ′ son arcos con un punto extremo (b, a) y (a, b),
respectivamente, V es un un arco con un punto extremo π1,m(x) y existen
arcos A1, A2 ⊂ W con un punto extremo π1,m+1(x), tales que

(x) A1 ∩ A2 = {π1,m+1(x)}.

Afirmación 2 Para cada i ∈ {1, 2}, π1,m(Ai) es no degenerada.

Prueba.

Supongamos por el contrario que π1,m(Ai) es degenerada, como π1,m(x) ∈
π1,m(Ai), tenemos que π1,m(Ai) = {π1,m(x)}, además por la Afirmación 1,
tenemos que para y ∈ Ai

- si ym = a, entonces ym+1 = b,

- si ym = b entonces ym+1 = a,

en cualquier caso concluimos que y = π1,m+1(x), como y es un punto
arbitrario, tenemos que Ai = {π1,m+1(x)}, lo cual contradice que Ai es un
arco.�

Por el inciso (ix), tenemos que π1,m(W) ⊂ V, por lo que π1,m(Ai) ⊂ V ⊂ V y
por la Afirmación 2 para cada i ∈ {1, 2}, π1,m(Ai) es no degenerado. Como V
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es un arco con un punto extremo π1,m(x), obtenemos que π1,m(A1)∩π1,m(A2)
es un arco no degenerado con un punto extremo π1,m(x).

Definamos A = π1,m(A1) ∩ π1,m(A2).

Afirmación 3 πm(A) es no degenerada.
Prueba.
Supongamos por el contrario que πm(A) es degenerada, como a ∈ πm(A)

o b ∈ πm(A), tenemos que πm(A) = {a} o πm(A) = {b}. Haremos la prueba
del caso en que πm(A) = {a}, la prueba del caso en que πm(A) = {b} se hace
de manera similar.

Notemos que dado un punto y ∈ A, por definición de A, para cada i ∈
{1, 2} existe un punto zi ∈ Ai tal que π1,m(zi) = y, además como πm(y) = a
por la Afirmación 1, tenemos que πm+1(zi) = b, por lo que z1 = (y, b) = z2,
aśı z1 ∈ A1 ∩ A2.

Como A es un arco y lo anterior ocurre para cada punto de A, concluimos
que A1 ∩ A2 es no degenerado. Lo anterior contradice el inciso (x), A1 ∩ A2 =
{π1,m+1(x)}, la contradicicón nace de suponer que πm(A) = {a}.

De manera similar si πm(A) = {b} obtenemos una contradicción. Por
tanto πm(A) es no degenerada. �

Definamos para cada i ∈ {1, 2}, Ji = (πm+1, πm)(Ai).

Afirmación 4 Para cada i ∈ {1, 2} se cumple que πm(A) ⊂ %2(Ji).
Prueba.
Sea t ∈ πm(A), existe un punto y ∈ A, tal que πm(y) = t, por definición

de A existe un punto zi ∈ Ai, tal que π1,m(zi) = y, entonces πm(zi) = t, por
tanto t = %2(πm+1, πm)(zi) ∈ %2(Ji). Concluimos que πm(A) ⊂ %2(Ji).�

Afirmación 5 J1 ∩ J2 es un arco con un extremo (a, b) o (b, a).
Prueba.
De la Afirmación 3, πm(A) es no degenerado y de la Afirmación 5,

πm(A) ⊂ %2(Ji), por lo que Ji es no degenerado.
Además por el inciso (viii) πm+1,m(W) ⊂ U o πm+1,m(W) ⊂ U ′. Por lo que

J1, J2 ⊂ U o J1, J2 ⊂ U ′.
Supongamos que J1, J2 ⊂ U , como U es un arco con un punto extremo

(b, a) y (b, a) = πm+1,m(xi) ∈ πm+1,m(Ai), tenemos que J1 y J2 son arcos
con un punto extremo (b, a). Como J1 ∩ J2 es no degenerado, concluimos
que J1 ∩ J2 es un arco con un punto extremo (b, a).

De manera similar si J1, J2 ⊂ U , J1∩J2 es un arco con un punto extremo
(a, b).�
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Vamos a suponer que J1∩J2 es un arco con un extremo (b, a), el caso en
J1 ∩J2 es un arco con un punto extremo (a, b) se prueba de manera similar.

Como J1 ∩ J2 es un arco con un extremo (b, a), entonces (b, a) ∈ Ji =
πm+1,m(Ai), por lo que a ∈ πm(Ai) ⊂ πm(G−m), por definición de Gm

- si m es impar entonces πm(G−m) ⊂ [0, a],

- si m es par entonces πm(G−m) ⊂ [b, 1].

Concluimos entonces que m es par.

Como m es par πm(x) = b, como πm(x) ∈ πm(A) entonces b ∈ πm(A).

Por la Afirmación 3 πm(A) es no degenerada, por lo que existe un punto
c ∈ [0, 1]− {b}, tal que πm(A) = cb.

Por la Afirmación 4 para cada i ∈ {1, 2}, πm(A) ⊂ %2(Ji). Entonces
πm(A) ⊂ %2(J1 ∩ J2). Como J1 ∩ J2 es un arco con un extremo (b, a), y
%2(J1 ∩ J2) ⊂ %2(U) ⊂ [0, a], por el Teorema 1.1.3 tenemos que existe un
arco J ⊂ J1 ∩ J2 con puntos extremos (b, a) y (d, c), tal que %2(J) = cb.

Definamos para cada i ∈ {1, 2}, Bi ⊂ (πm+1, πm)−1(J)∩Ai la componente
del punto π1,m+1(x).

Afirmación 6 Para cada i ∈ {1, 2}, Bi es un arco.

Prueba.

Notemos que J − {(d, c)} es un conjunto abierto que contiene al punto
(b, a), y que (πm+1, πm)−1(J−{(d, c)})∩Ai es un conjunto abierto de Ai que
contiene al punto π1,m+1(x), además la componente B′i de

(πm+1, πm)−1(J− {(d, c)}) ∩ Ai

que contiene al punto π1,m+1(x) satisface que

B′i ∩ FrAi((πm+1, πm)−1(J− {(d, c)}) ∩ Ai) 6= ∅

, por lo que B′i es no degenerada.

Como B′i ⊂ (πm+1, πm)−1(J− {(d, c)}) ∩ Ai ⊂ (πm+1, πm)−1(J) ∩ Ai y B′i
es un conexo que contiene al punto π1,m+1(x) tenemos que B′i ⊂ Bi conclui-
mos que Bi es no degenerado. Como Ai es un arco y Bi ⊂ Ai, entonces Bi es
un arco. �

De manera similar a la Afirmación 2, se prueba que para cada i ∈ {1, 2},
π1,m(Bi) es no degenerada.
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Definamos B = π1,m(B1) ∩ π1,m(B2).

Afirmación 7 B es un arco con un punto extremo π1,m(x).

Prueba.

Como π1,m(Bi) es un arco y como π1,m(x) ∈ π1,m(Bi) tenemos que
π1,m(Bi) es un arco con un punto extremo π1,m(x).

Por otro lado del inciso (viii), π1,m(W) ⊂ V, por lo que π1,m(B1), π1,m(B2) ⊂
V ⊂ V y V es un arco con un punto extremo π1,m(x)

Conluimos que π1,m(B1) ∩ π1,m(B2) es un arco con un punto extremo
π1,m(x). �

Como J es un arco con puntos extremos (b, a), (d, c) y B es un arco con un
punto extremo π1,m(x) y %2(J) = cb = πm(B), existen funciones continuas
y biyectivas f : [0, 1]→ B y h : [0, 1]→ J , con las siguientes propiedades

(xi) f(0) = π1,m(x),

(xii) h(0) = (b, a),

(xiii) h(1) = (d, c),

Como fm(0) = h2(0), el punto (0, 0) ∈ E(fm, h2), entonces E(fm, h2) 6=
∅, por lo que podemos definir ϕ : E(fm, h2)→ Gm para cada punto (r, s) ∈
E(fm, h2) como sigue:

ϕ((r, s)) = (f1(r), f2(r), . . . fk(r), h1(s))

Como f y h son funciones continuas e inyectivas, tenemos que se cum-
plen las hipótesis del Corolario 3.1.2, por tanto ϕ es un encaje.

Definamos Ci la componente de π−1
1,m(B)∩Bi que contiene al punto π1,m+1(x).

De manera similar a la Afirmación 6 obtenemos que Ci es un arco.

Afirmación 8 Para cada i ∈ {1, 2}, Ci ⊂ ϕ(E(fm, h2)).

Prueba.

Sea y ∈ Ci por definición π1,m(y) ∈ B y (πm+1, πm)(y) ∈ J , por lo que
existen puntos r, s ∈ [0, 1], tales que f(r) = π1,m(y) y h(s) = (πm+1, πm)(y),
notemos que fm(r) = πm(y) = h2(s), por tanto el punto (r, s) ∈ E(fm, h2)
y ϕ(r, s) = (f1(r), f2(r), . . . fm(r), h1(s)) = (π1,m(y), πm+1(y)) = y.

Por tanto Ci ⊂ ϕ(E(fm, h2)).�

Definamos Ei = ϕ−1(Ci), como ϕ es un encaje obtemos que Ei es un arco,
además E1 ∩ E2 = ϕ−1(C1) ∩ ϕ−1(C2) = ϕ−1(C1 ∩ C2) = ϕ−1(π1,k+1(x)) =
{(0, 0)}.
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Entonces E1 ∪ E2 es un arco contenido en E(fm, h2) , tal que (0, 0) ∈
E1 ∪ E2 y (0, 0) no es punto extremo de E1 ∪ E2, entonces se satisfacen
las hipótesis del Teorema 2.2.2, por tanto E(fm, h2) contiene una dos celda.
Como ϕ es un encaje conluimos que Gm contiene una dos celda lo cual
contradice que Gm es una dendrita, la contradicción nace de suponer que
existe j ∈ N, tal que π1,j+1(x) /∈ E(G+

j ). De manera similar si se da alguna
de las afirmaciones (i)-(iii) obtenemos una contradicción.

Por tanto el teorema queda demostrado. �

Teorema 7.1.15. Sea M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| < ∞. Supongamos que existen puntos x ∈ R(ĺım←−−M) y a, b ∈
[0, 1] con a ≤ b, tales que x = (a, b, a, b, a, b . . . ) y (a, b), (b, a) /∈ R(M).
Entonces se cumple alguna de las siguientes afirmaciones:

(1) La componente de ({a} × [0, 1]) ∩M que contiene al punto (a, b) es
degenerada.

(2) La componente de ({b} × [0, 1]) ∩M que contiene al punto (b, a) es
degenerada.

Demostración.
Procederemos por contradicción, supongamos que la compontente de

{a} × [0, 1] que contiene al punto (a, b) es no degenerada y que la com-
ponente de {b} × [0, 1] que contiene al punto (b, a) es no degenerada.

Entonces se satisfacen las hipótesis del Teorema 7.1.14, por tanto para
cada k ∈ N tenemos que π1,k+1(σ(x)) ∈ E(G+

k ), π1,k+1(σ(x)), π1,n+1(x) ∈
E(G∗k), π1,k+1(x) ∈ E(G−k ), donde G+

k , G∗k y G−k como en la Definición 7.1.6
(o 7.1.9, 7.1.11, según corresponda).

Notemos que también se satisfacen la hipótesis del Teorema 7.1.8 (o
7.1.10, o 7.1.12, según corresponda) por lo que Gn = G+

n ∪G∗n ∪G−n , G+
n ∩

G∗n = π1,n+1(σ(x)), G−n ∩ G∗n = π1,n+1(x), (G+
n ∩ G−n = π1,n+1(x)) G+

n , G∗n
y G−n son dendritas.

De lo anterior concluimos que para cada n ∈ N, π1,n+1(x) ∈ O(Gn).
Por otro lado como x ∈ R(ĺım←−−M) y se cumplen la hipotesis del Teorema

6.1.2, para el punto x, por tanto existe un número N ∈ N, tal que para cada
k ∈ N, k ≥ N , π1,k+1(c) es punto de ramificación de Gk, lo cual contradice
que para cada k ∈ N, π1,k+1(x) ∈ O(Gk).

La contradicción nace de suponer que la compontente de ({a}×[0, 1])∩M
que contiene al punto (a, b) es no degenerada y la compontente de ({b} ×
[0, 1]) ∩M que contiene al punto (b, a) es no degenerada.

Por tanto el teorema queda demostrado. �
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Corolario 7.1.16. Sea M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| < ∞. Supongamos que existen puntos x ∈ R(ĺım←−−M) y a ∈
[0, 1], tales que x = (a, a, a, . . . ) y (a, a) /∈ R(M). Entonces la componente
de {a} × [0, 1] que contiene al punto (a, a) es degenerada.

Demostración.

Caso part́ıcular del Teorema7.1.15, cuando a = b. �

Teorema 7.1.17. Sea M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| < ∞. Supongamos que existen puntos x ∈ R(ĺım←−−M) y a, b ∈
[0, 1] con 0 < a ≤ b < 1, tales que x = (a, b, a, b, a, b . . . ) y (a, b), (b, a) /∈
R(M). Entonces existen k ∈ N, k ≥ 2, funciones continuas e inyectivas
f : [0, 1] → M y h : [0, 1] → Gk−1 y un conjunto abierto W ⊂ Gk , con las
siguientes propiedades:

(1) f(0) ∈ [0, a] × [0, b] y f(1) ∈ [a, 1] × [b, 1] o f(1) ∈ [0, a] × [0, b] y
f(0) ∈ [a, 1]× [b, 1],

(2) π1,k+1(x) ∈ R(Gk),

(3) π1,k+1(x) ∈ W ⊂ ϕ(E(f1, h1)).

Donde ϕ : E(f1, h1)→ Gk, es el encaje definido en el Corolario 3.1.2.

Demostración.

Como x ∈ R(ĺım←−−M) y se cumplen la hipotesis del Teorema 6.1.2, para
el punto x, por tanto existe un número k ∈ N, tal que para cada r ∈ N,
r ≥ N , π1,r+1(x) es punto de ramificación de Gk

Como (b, a) /∈ R(M), entonces (a, b) /∈ R(G1), por tanto k > 1.

Definamos los siguientes conjuntos, U abierto conexo de {(x, y) ∈ M :
(y, x) ∈ G−1 }, U ′ abierto conexo de {(x, y) ∈ M : (y, x) ∈ G+

1 }, V abierto
conexo de G+

k−1 y W abierto conexo de G+
k tales que cumplan las siguientes

propiedades:

(i) (b, a) ∈ U , (a, b) ∈ U ′
(ii) π1,k(x) ∈ V,

(iii) π1,k+1(x) ∈ W,

(iv) (U ∪ U ′) ∩R(M) = ∅,
(v) V ∩R(Gk−1) = ∅,
(vi) W ∩R(Gk) = {π1,k+1(x)},
(vii) para cada i ∈ {1, 2, . . . , k − 1}, πi+1,i(V) ⊂ U o πi+1,i(V) ⊂ U ′,
(viii) para cada i ∈ {1, 2, . . . , k}, πi+1,i(W) ⊂ U o πi+1,i(W) ⊂ U ′,
(ix) π2,k+1(W) ⊂ V.
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(x) π2,1(W) ⊂ U .

Como (a, b), (b, a) /∈ R(M), tenemos que U y U ′ son arcos con un punto
extremo (b, a) y (a, b), respectivamente, además como π1,k+1(x) /∈ R(Gk−1),
V es un un arco con un punto extremo π1,k(x). Además de (iii) se cumple (2).

Afirmación 1 W tiene las siguientes propiedades:
(1a) π2,k+1(W) es no degenerado.
(1b) π2,1(W) es no degenerado.
Prueba.
(1a) π2,k+1(W) es no degenerado.
Supongamos por el contrario π2,k+1(W) es degenerado, como π2,k+1(x) ∈

π2,k+1(W), entonces π2,k+1(W) = {π2,k+1(x)}, entonces cada punto de z ∈ W

es de la forma (z1, π2,k+1(x)), entonces W es homeomorfo π1(W), por tanto
W es homeomorfo a un arco, lo cual contradice que π1,k+1(x) ∈ int(W, pues
π1,k+1(x) ∈ R(Gk).

(1b) π2,1(W) es no degenerado.
Supongamos por el contrario que π2,1(W) es degenerado, como (b, a) ∈

π2,k+1(W), entonces π2,k+1(W) = {(b, a)}, entonces cada punto de z ∈ W es de
la forma (b, y), con y ∈ V, entonces W es homeomorfo a un subcontinuo de
V, como V es un arco, concluimos que W es homeomorfo a un arco, lo cual
contradice que π1,k+1(x) ∈ int(W), pues π1,k+1(x) ∈ R(Gk).�

Definamos A = π2,k+1(W) y L = π2,1(W), de la Afirmación 1 tenemos que
A y L son no generados, como A ⊂ V, L ⊂ U y V, U son arcos, entoces A y L
son arcos.

Además como U es un arco con un punto extremo (b, a) y V es un un
arco con un punto extremo π1,k(x), entonces A y L son arcos con un punto
extremo (b, a) y π1,k(x), respectivamente.

Por otro lado como (b, a), (b, a) /∈ R(M) y (b, a) ∈ int(L), entonces L
es un arco con un extremo en M2(b, a) = ([0, b] × [a, 1]) ∩ M y otro ex-
tremo en M4(b, a) = ([b, 1] × [0, a]) ∩M o L es un arco con un extremo en
M1(b, a) = ([b, 1]×[a, 1])∩M y otro extremo en M3(b, a) = ([0, b]×[0, a])∩M .

Afirmación 2 π1(A) = %1(L).
Prueba.
Probaremos que %1(L) ⊂ π1(A). Sea t ∈ %1(L), entonces existe un punto

p ∈ L, tal que %1(p) = t, como L = π2,1(W) existe un punto q ∈ W tal que



174 CAPÍTULO 7. PROPIEDADES DE M

π2,1(q) = (q2, q1) = p, como A = π2,k+1(W), entonces (q2, . . . , qk+1) ∈ A,
como q2 = %1(p) = t, entonces t ∈ π1(A), por tanto %1(L) ⊂ π1(A).

De manera similar π1(A) ⊂ %1(L).Por tanto π1(A) = %1(L).�

Como A y L son arcos con un punto extremo (b, a) y π1,k(x), respectiva-
mente, existen funciones continuas e inyectivas f : [0, 1]→ L y h : [0, 1]→ A

tales que f(0) = (b, a) y h(0) = π1,k(x).
Notemos que f(0) ∈ [0, a]×[0, b] y f(1) ∈ [a, 1]×[b, 1] o f(1) ∈ [0, a]×[0, b]

y f(0) ∈ [a, 1]× [b, 1], pues L es un arco con un extremo en M2(b, a) y otro
extremo en M4(b, a) o L es un arco con un extremo en M1(b, a) y otro
extremo en M3(b, a). Por ta to se cumple (1).

De la Afirmación 1 tenemos que %1(A) = %1(L), entonces E(f1, h1) 6= ∅.
por lo que podemos definir ϕ : E(f1, h1)→ Gk, para cada (r, s) ∈ E(f1, h1)
como sigue:

ϕ((r, s))) = (f2(r), f1(r), h2(s), . . . , hk+1(s)).

Como f y h son funciones continuas e inyectivas, tenemos que se cum-
plen las hipótesis del Corolario 3.1.2, por tanto ϕ es un encaje.

Veamos que W ⊂ ϕ(E(f1, h1)). Sea z ∈ W, por definición de A y L tenemos
que (z2, . . . , zk+1) ∈ A y (z2, z1) ∈ L, como f([0, 1]) = L y h([0, 1]) = A,
existen puntos r, s ∈ [0, 1], tales que f(r) = (z2, z1) y h(s) = (z2, . . . , zk+1),
de donde f1(r) = z2 = h1(s), entonces el punto (r, s) ∈ E(f1, h1), por tanto
z ∈ ϕ(E(f1, h1)), concluimos que W ⊂ ϕ(E(f1, h1)). Por tanto se cumple (3).

Por tanto el teorema queda demostrado. �

7.2. Puntos de ramificación del ĺımite inverso, im-
plican puntos de ramificación en M

En esta sección probaremos que dado un punto x ∈ ĺım←−−M de la forma

(a, b, a, b, a, b . . . ), con 0 < a, b < 1, entonces (a, b) ∈ R(M) o (b, a) ∈ R(M).
Comenzaremos con un par de onservaciones que nos ayudarán a la de-

mostración de este resultado.

Observación 7.2.1. Sean M ⊂ [0, 1]2 y f : [0, 1]→M una función continua
e inyectiva . Supongamos que existen puntos a, b, r0 ∈ [0, 1] con 0 < a ≤ b <
1, tales que

(a) M ⊂ ([0, a]×[0, b])∪([a, 1]×[b, 1]) o M ⊂ ([0, a]×[b, 1])∪([a, 1]×[0, b]),
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(b) f(r0) = (a, b),
(c) f(0) ∈ [0, a] × [0, b] y f(1) ∈ [a, 1] × [b, 1] o f(1) ∈ [0, a] × [0, b] y

f(0) ∈ [a, 1]× [b, 1].
Entonces la función f1 cumple alguna de las siguientes propiedades:
(1) f1([0, r0]) ⊂ [0, a] y f1([r0, 1]) ⊂ [a, 1],
(2) f1([0, r0]) ⊂ [a, 1] y f1([r0, 1]) ⊂ [0, a].

Demostración.
Vamos a probar la siguiente Afirmación.
Afirmaćıón 1.
(1.a) Si f1(0) ∈ [0, a], entonces f([0, r0]) ⊂ [0, a];
(1.b) Si f1(1) ∈ [0, a], entonces f([r0, 1]) ⊂ [0, a];
Prueba.
Haremos la prueb del inciso (1.a), la prueba de (1.b) se hace de manera

similar.
Supongamos por el contrario que existe un punto t ∈ [0, r0], tal que

f1(t) > a, como f(0), f(r0) ∈ [0, a] entonces 0 < t < r0.
Como [0, t] es un conjunto conexo, la función f es continua, (a, b) es un

punto de corte de M , f(0) ∈ [0, a]× [0, b], f(t) ∈ [a, 1]× [b, 1], entonces existe
un punto r ∈ [0, t], tal que f(r) = (a, b).

Entonces f(r) = (a, b) = f(r0), como f es una función inyectiva r = r0,
lo cual es una contradicción pues r < t < r0.�

De la Afirmacción 1, concluimos que la función f1 cumple alguna de las
propiedades (1)-(4). �

Observación 7.2.2. Dados una dendrita X ⊂ [0, 1]2 y un punto (r0, s0) ∈
X. Supongamos que existe un arco A ⊂ X con un punto extremo (r0, s0),
tal que cualquier arco A′ ⊂ A con un punto extremo (r0, s0) satisface que,
para cada i ∈ {1, 2, 3, 4}, A′ *Mi(r0, s0) . Entonces se cumple alguna de las
siguientes afirmaciones:

(1) Existe una sucesión de puntos {(rn, s0)}n∈N ⊂ A, tales que rn 6= rm,
si n 6= m y el arco Bn ⊂ A con puntos extremos (rn, s0), (rn+1, s0) cumple
que %2(Bn) ∩ [0, s0) 6= ∅ y %2(Bn) ∩ (s0, 1] 6= ∅.

(2) Existe una sucesión de puntos {(r0, sn)}n∈N ⊂ A, tales que sn 6= sm,
si n 6= m y el arco Cn ⊂ A con puntos extremos (r0, sn), (r0, sn+1) cumple
que %1(Cn) ∩ [0, r0) 6= ∅ y %1(Cn) ∩ (r0, 1] 6= ∅.

Como se ilustra en la Figura 7.5

Demostración.
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Figura 7.5:

Supongamos que (1) no se cumple, probaremos que se se cumple (2).

Como (1) no se cumple, tenemos que para cada sucesión de puntos
{(rn, s0)}n∈N ⊂ A, el arco Bn ⊂ A con puntos extremos (rn, s0), (rn+1, s0)
cumple que para cada n ∈ N, %2(Bn) ⊂ [0, s0] o para cada n ∈ N, %2(Bn) ⊂
[s0, 1].

Definamos D0 ⊂ A el arco con punto extremos (r1, s0) y (r0, s0). Por de-
finición D0 ⊂ A, y por hipótesis, para cada i ∈ {1, 2, 3, 4}, D0 *Mi(r0, s0),
entonces existe un punto (r0, s1) ∈ D0.

Definamos D1 ⊂ D0 el arco con punto extremos (r0, s1) y (r0, s0). Por de-
finición D1 ⊂ A, y por hipótesis, para cada i ∈ {1, 2, 3, 4}, D1 *Mi(r0, s0),
entonces existe un punto (r0, s2) ∈ D1 − {(r0, s1)}, tal que el arco C1 ⊂ D1

con puntos extremos (r0, s1) y (r0, s2) cumple que %1(C1) ∩ [0, r0) 6= ∅ y
%1(C1) ∩ (r0, 1] 6= ∅.

Siguiendo inductivamente con este proceso existe una sucesión de puntos
{(r0, sn)}n∈N ∈ A, tales que los arcos Cn ⊂ Dn ⊂ A con puntos extremos
(r0, sn), (r0, sn+1) cumplen que %1(Cn) ∩ [0, r0) 6= ∅ y %1(Cn) ∩ (r0, 1] 6= ∅.

De lo anterior el arco A cumple (2).

De manera similar, si suponemos que (2) no se cumple, obtenemos que
se se cumple (1).

�

La siguiente definición nos simplificara notación en los siguientes teore-
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mas de esta sección.

Definición 7.2.3. Dado un punto (r0, s0) ∈ E(f, h) y un arco A ⊂ E(f, h)
con un punto extremo (r0, s0) decimos que

A es Tipo 1 si existe un arco A′ ⊂ A, tal que A′ ⊂ E1(r0, s0, f, h),

A es Tipo 2 si existe un arco A′ ⊂ A, tal que A′ ⊂ E2(r0, s0, f, h),

A es Tipo 3 si existe un arco A′ ⊂ A, tal que A′ ⊂ E3(r0, s0, f, h),

A es Tipo 4 si existe un arco A′ ⊂ A, tal que A′ ⊂ E4(r0, s0, f, h),

A es Tipo 5 si existe una sucesión de puntos {(rn, s0)}n∈N ⊂ A, tales
que rn < r0, rn 6= rm, si n 6= m y el arco Bn ⊂ A con puntos extremos
(rn, s0), (rn+1, s0) cumple que %2(Bn)∩[0, s0) 6= ∅ y %2(Bn)∩(s0, 1] 6= ∅.

A es Tipo 6 si existe una sucesión de puntos {(rn, s0)}n∈N ⊂ A, tales
que rn > r0, rn 6= rm, si n 6= m y el arco Bn ⊂ A con puntos extremos
(rn, s0), (rn+1, s0) cumple que %2(Bn)∩[0, s0) 6= ∅ y %2(Bn)∩(s0, 1] 6= ∅.

A es Tipo 7 si existe una sucesión de puntos {(r0, sn)}n∈N ⊂ A, tales
que, sn < s0, sn 6= sm, si n 6= m y el arco Cn ⊂ A con puntos extremos
(r0, sn), (r0, sn+1) cumple que %1(Cn)∩[0, r0) 6= ∅ y %1(Cn)∩(r0, 1] 6= ∅.

A es Tipo 8 si existe una sucesión de puntos {(r0, sn)}n∈N ⊂ A, tales
que, sn > s0, sn 6= sm, si n 6= m y el arco Cn ⊂ A con puntos extremos
(r0, sn), (r0, sn+1) cumple que %1(Cn)∩[0, r0) 6= ∅ y %1(Cn)∩(r0, 1] 6= ∅.

Los tipos de arcos se ilustran en la Figura 7.6

Teorema 7.2.4. Sean M ⊂ [0, 1]2, k ∈ N, k ≥ 2, tal que Gk es una den-
drita y f : [0, 1] → M , h : [0, 1] → Gk−1 funciones continuas e inyectivas.
Supongamos que:

(a) existen puntos a, b ∈ [0, 1], tales que M ⊂ ([0, a]×[0, b])∪([a, 1]×[b, 1])
o M ⊂ ([0, a]× [b, 1]) ∪ ([a, 1]× [0, b]),

(b) existe un punto (r0, s0) ∈ E(f1, h1), tal que f satisface las hipótesis
de la Obervación 7.2.1.

Sea A ⊂ E(f1, h1) un arco con un punto extremo (r0, s0), entonces A no
es del Tipo 5 o Tipo 6.

Demostración.
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Figura 7.6:

Como M ⊂ ([0, a] × [0, b]) ∪ ([a, 1] × [b, 1]), y f1(r0) = (a, b), tenemos
que se cumplen las hipótesis del Observación 7.2.1. Por tanto la función f1

cumple alguna de las siguientes propiedades:
(i) f1([0, r0]) ⊂ [0, a] y f1([r0, 1]) ⊂ [a, 1],
(ii) f1([0, r0]) ⊂ [a, 1] y f1([r0, 1]) ⊂ [0, a].
Vamos a hacer la prueba para cuando la función f1 cumple la propiedad

(i), la prueba de cuando la función f1 cumple la propiedad (ii) se hace de
manera similar. (Figura 7.11)
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Figura 7.7: f1([0, 1])

Supongamos por el contrario que A es del Tipo 5 o Tipo 6. Haremos la
prueba para cuando A es del Tipo 5, la pueba para cuando A Tipo 6 se hace
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de forma similar.

Como A es del Tipo 5 existe una sucesión de puntos {(rn, s0)}n∈N ⊂ A,
tales que rn < r0, rn 6= rm, si n 6= m y el arco Bn con puntos extremos
(rn, s0), (rn+1, s0), cumple que %2(Bn) ∩ [0, s0) 6= ∅ y %2(Bn) ∩ (s0, 1] 6= ∅.

Sin perdida de generalidad supongamos que para cada n ∈ N, rn <
rn+1 < r0. Como {rn}n∈N es una sucesión monotona creciente y acotada
por r0, por [14, Theorem 3.14, p. 55], tenemos que {rn}n∈N es una sucesión
convergente en el compacto [0, 1]. Por tanto existe un punto r ∈ [0, 1] tal
que ĺımn→∞ rn = r.

Como f1 es una función continua tenemos que ĺımn→∞ f1(rn) = f1(r) y
como para cada n ∈ N, f1(rn) = h1(s0) = f1(r0) = a, entonces f1(r) =
a. Además por hipótesis f([0, r0]) ⊂ [0, a], entonces para cada n ∈ N,
f([rn, rn+1]) ⊂ [0, a].

Definamos Cn ⊂ Bn ∩ E2(f1, h1, r0, s0) el arco con un punto extremo
(rn, s0) yDn ⊂ Bn∩E3(f1, h1, r0, s0) el arco con un punto extremo (rn+1, s0).
definamos también un = mı́n(%2(Dn)), vn = máx(%2(Cn)). Como %2(Bn) ∩
[0, s0) 6= ∅ y %2(Bn) ∩ (s0, 1] 6= ∅, entonces un < s0 < vn. (Figura 7.10)
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Figura 7.8:

Definamos dn = mı́n(h1([un, s0]) y cn = mı́n(h1([s0, vn])). Veamos que
0 ≤ cn, dn ≤ a.

Probaremos que cn ≤ a, de manera similar se prueba que dn ≤ a.
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Dado s ∈ [s0, vn], existe r ∈ [0, r0] tal que el punto (r, s) ∈ Cn ⊂
Bn ⊂ E(f1, h1), entonces f1(r) = h1(s), como r ∈ [0, r0] y por hipótesis
f1([0, r0]) ⊂ [0, a], entonces h1(s) ∈ [0, a]. Por tanto h1([un, vn]) ⊂ [0, a]. Por
tanto 0 ≤ cn ≤ a. De manera similar se prueba que dn ≤ a.

Analizaremos los siguientes casos:

Casos 1 Existe un número N ∈ N tal que cN = a o dN = a.

Probaremos que se cumplen las hipótesis del Teorema 2.2.1. Haremos
la prueba para cuando cN = a, la prueba para cuando dN = a se hace de
manera similar. Por definición cN = mı́n(h1([uN , s0]) y como h1([uN , s0] ⊂
[0, b], entonces h1([uN , s0] = {a}.(Figura 7.11)
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Figura 7.9:

Notemos que %1(CN ) es no degenerado. Supogamos %1(CN ) = [u, v], en-
tonces f1([u, v]) = {a}. Entonces f1([u, v]) = {a} = h1([un, s0]), por lo que
se satisfacen la hipóteis del Teorema 2.2.1, por tanto E(f1, h1) contiene una
dos celda, como ϕ es un encaje, entonces Gk contien una dos celda, lo cual
contradice que Gk es una dendrita.

Casos 2 Para todo n ∈ N, cn, dn < b.

Probaremos que se cumplen las hipótesis del Teorema 2.2.7.

Como f(rn)→ b existe N ∈ N, tal que f1[rn, rn +1] ≥ cN , dN , para cada
n ≥ N . Sea eN = mı́n(f1([rN , rN+1])).

Como eN = mı́n(f1([rN , rN+1])) y f1(rN ) = b = f1(rN+1) existe un
punto r ∈ (rN , rN+1), tal que f1(r) = eN .(Figura 7.10)
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Figura 7.10:

Además como f1[rN , rN+1] ≥ cN , dN , entonces eN ≥ cN , dN , por lo que
existen puntos s1, s2 ∈ [0, 1], con s1 < s0 < s2, tales que h(s1) = eN = h(s2)
y eN = mı́n(h1([s1, s2])), además h1(s0) = a.

De lo anterior se cumplen las hipótesis del Teorema 2.2.7, por tanto
E(f1, h1) contiene una curva cerrada simple, como ϕ es un encaje, enton-
ces Gk contiene una curva cerrada simple, lo cual contradice que Gk es una
dendrita.

En cualquier caso obtenemos una contradicción, la contradicicón nace de
suponer que A es del Tipo 5. De manera similar si A es del Tipo 6 obtenemos
una contradicción.

Por tanto A no es del Tipo 5 y Tipo 6. �

Teorema 7.2.5. Sean M ⊂ [0, 1]2, k ∈ N, k ≥ 2, tal que Gk es una den-
drita y f : [0, 1] → M , h : [0, 1] → Gk−1 funciones continuas e inyectivas.
Supongamos que:

(a) existen puntos a, b ∈ [0, 1], 0 < a, b < 1 tales que M ⊂ ([0, a]×[0, b])∪
([a, 1]× [b, 1]) o M ⊂ ([0, a]× [b, 1]) ∪ ([a, 1]× [0, b])

(b) la componente de ({a} × [0, 1]) ∩M que contiene al punto (a, b) es
degenerada

(c) existe un punto (r0, s0) ∈ E(f1, h1), tal que f satisface las hipótesis
de la Obervación 7.2.1.
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Entonces no existen dos arcos A,B ⊂ E(f1, h1) con un punto extremo
(r0, s0) del Tipo 7 o del Tipo 8.

Demostración.

Como M ⊂ ([0, a] × [0, b]) ∪ ([a, 1] × [b, 1]), y f1(r0) = (a, b), tenemos
que se cumplen las hipótesis del Observación 7.2.1. Por tanto la función f1

cumple alguna de las siguientes propiedades:

(i) f1([0, r0]) ⊂ [0, a] y f1([r0, 1]) ⊂ [a, 1],

(ii) f1([0, r0]) ⊂ [a, 1] y f1([r0, 1]) ⊂ [0, a].

Vamos a hacer la prueba para cuando la función f1 cumple la propiedad
(i), la prueba de cuando la función f1 cumple la propiedad (ii) se hace de
manera similar. (Figura 7.11)
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Figura 7.11: f1([0, 1])

Supongamos por el contrario que existen dos arcos A,B ⊂ E(f1, h1) con
un punto extremo (r0, s0) del Tipo 7 o del Tipo 8.

Haremos la prueba para cuando los arcos A y B son del Tipo 7, la prueba
para cuando los arcos A y B son del Tipo 8 se hace de manera similar.

Por definición de arco del tipo 7, tenemos que para k ∈ {1, 2}, %k(A) y
%k(B) son no singulares.

Sea s ∈ %2(A) ∩ %2(B), tal que existen ra < r0 < rb, (ra, s) ∈ A y
(rb, s) ∈ B.
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Sean A′ ⊂ A y B′ ⊂ B los arcos con puntos extremos (ra, s), (r0, s0) y
(rb, s), (r0, s0)

Como A′ y B′ son arcos existen funciones continuas e inyectivas α :
[0, 1]→ A′ y β : [0, 1]→ B′, tales que α(0) = (r0, s0) = β(0) y α(1) = (ra, s),
β(1) = (rb, s).

Definamos ta = máx{t ∈ [0, 1] : α1(t) = r0} y tb = máx{t ∈ [0, 1] :
β1(t) = r0}. Supongamos sin perdida de generalidad que %2(α(ta)) < %2(β(tb)).

(Figura 7.12)
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Figura 7.12: f1([0, 1])

Analizaremos los siguientes subcasos.

Caso 1 %2(α([ta, 1])) 6= {s}
Notemos que para cada t ∈ [ta, 1], α1(t) ≤ r0, entonces f1(α1(t)) ≤ a y

para cada t ∈ [tb, 1], β1(t) ≥ r0, entonces f1(β1(t)) ≥ a.

Veamos que f1([ra, r0]) = {a}.
Sea r ∈ [ra, r0], si r ∈ [ra, r0], existe un t′ ∈ [0, 1], tal que (r, t′) ∈

α([ta, 1]), como %2(α(ta)) < %2(β(tb)) existe un r′ ∈ [0, 1], tal que (r′, t′) ∈
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β([tb, 1]), entonces f1(r) = h1(t′) = f1(r′), f1(r) ≥ a ≥ f1(r′), por tanto
f(r) = a. Concluimos que f1([ra, r0]) = {a}.

Veamos que h1([s, α2(ta)]) = {a}.
Sea t ∈ [s, α2(ta)], existe un punto r ∈ [0, 1], tal que (r, t) ∈ α([ta, 1]),

entonces f1(r) = h1(t) como f1(r) = a, entonces h1(t) = a. Concluimos que
h1([s, α2(ta)]) = {a}.

De lo anterior se cumplen las hipótesis del Teorema 2.2.1, por tanto
E(f1, h1) contiene una dos celda. Como ϕ es un encaje Gk contiene una dos
celda, lo cual contradice que Gk es una dendrita.

Caso 2 %2(α([tl, 1])) = {s}
Tenemos entonces que [rl, r0]×{s} ⊂ E(f1, h1) y que f1[rl, r0] = h1(s) =

f1(r0) = a, entonces la componente de {a}×[0, 1] que contiene al punto (a, b)
es no degenerada, lo cual contradice nuestra hipótesis.

En cualquier caso obtenemos una contradicción. La contradicicón nace
de suponer que los arcos A y B son del Tipo 7. De manera similar si A y B
son del Tipo 8 obtenemos una contradicción.

Aśı el teorema queda demostrado. �

A continuación probaremos el resultado principal de esta sección.

Teorema 7.2.6. Sea M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| < ∞. Supongamos que existen puntos x ∈ R(ĺım←−−M) y a, b ∈
[0, 1] con 0 < a ≤ b < 1, tales que x = (a, b, a, b, a, b . . . ). Entonces (a, b) ∈
R(M) o (b, a) ∈ R(M).

Demostración.

Supongamos por el contrario que (a, b), (b, a) /∈ R(M).

Como (a, b), (b, a) /∈ R(M), se cumplen las hipótesis del Teorema 7.1.15,
por tanto la componente de {a} × [0, 1] que contiene al punto (a, b) es de-
generada o la componente de {b} × [0, 1] que contiene al punto (b, a) es
degenerada.

Vamos a hacer el caso en que la componente de {a}× [0, 1] que contiene
al punto (a, b) es degenerada, el caso en que la componente de {b} × [0, 1]
que contiene al punto (b, a) es degenerada se prueba de manera similar.

Notemos que se satisfacen las hipótesis del Teorema 7.1.17, por tanto
existen k ∈ N, k ≥ 2, funciones continuas e inyectivas f : [0, 1] → M y
h : [0, 1]→ Gk−1 y un conjunto abierto W ⊂ Gk,
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con las siguientes propiedades:
(1) f(0) ∈ [0, a] × [0, b] y f(1) ∈ [a, 1] × [b, 1] o f(1) ∈ [0, a] × [0, b] y

f(0) ∈ [a, 1]× [b, 1],
(2) π1,k+1(x) ∈ R(Gk),
(3) π1,k+1(x) ∈ W ⊂ ϕ(E(f1, h1)).
Donde ϕ : E(f1, h1)→ Gk, es el encaje definido en el Corolario 3.1.2.
Como ϕ es un encaje y π1,k+1(x) ∈ R(Gk), existe un punto (r0, s0) ∈

R(E(f1, h1)), tal que ϕ((r0, s0)) = π1,k+1(x).

Como (a, b), (b, a) /∈ R(M) se cumplen las hipótesis de Teorema 7.1.2
y Teorema 7.1.3, por tanto M ⊂ ([0, a] × [b, 1]) ∪ ([a, b]2) ∪ ([b, 1]) × [0, a])
o M ⊂ ([0, a]2) ∪ ([a, 1])2). Continuaremos la prueba suponiendo que M ⊂
([0, a]× [b, 1])∪ ([a, b]2)∪ ([b, 1])× [0, a]), la prueba de cuando M ⊂ ([0, a]2)∪
([a, 1]2) se hace de manera similar.

Como M ⊂ ([0, a]× [b, 1]) ∪ ([a, b]2) ∪ ([b, 1])× [0, a]) ⊂ ([0, a]× [b, 1]) ∪
([a, 1]×[0, b]), f(0) ∈ [0, a]×[0, b] y f(1) ∈ [a, 1]×[b, 1] o f(1) ∈ [0, a]×[0, b] y
f(0) ∈ [a, 1]×[b, 1] y f1(r0) = (b, a), tenemos que se cumplen las hipótesis del
Observación 7.2.1. Por tanto la función f1 cumple alguna de las siguientes
propiedades:

(i) f1([0, r0]) ⊂ [0, a] y f1([r0, 1]) ⊂ [a, 1],
(ii) f1([0, r0]) ⊂ [a, 1] y f1([r0, 1]) ⊂ [0, a].

Vamos a hacer la prueba para cuando la función f1 cumple la propiedad
(i), la prueba de cuando la función f1 cumple la propiedad (ii) se hace de
manera similar.

Como (r0, s0) ∈ R(E(f1, h1)), existen arcos A1, A2, A3 ⊂ E(f1, h1), tales
que para cada i, j ∈ {1, 2, 3}, (r0, s0) es punto extremo de Ai y si i 6= j,
entonces Ai ∩Aj = {(r0, s0)}.

Por el Teorema 7.2.4, para cada i ∈ {1, 2, 3}, Ai no es del Tipo 5 o Tipo 6.

Afirmación 1 No existen i ∈ {1, 2, 3, 4, 7, 8}, j, l ∈ {1, 2, 3}, j 6= l, tales
que los arcos Aj y Al sean del Tipo i.

Prueba.
Supongamos por el contrario que existen i ∈ {1, 2, 3, 4, 7, 8} y j, l ∈

{1, 2, 3}, j 6= l, tales que los arcos Aj y Al sean del Tipo i.
Vamos a analizar los siguientes casos:
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Caso 1 i ∈ {1, 2, 3, 4}.
Como los arcosAj yAl son del Tipo i, se cumpleAj , Al ⊂ Ei(f1, h1, r0, s0).

Además como Aj y Al son arcos con un punto extremo (r0, s0), tenemos que
Aj ∪ Al ⊂ Ei(f1, h1, r0, s0) es un arco, tal que el punto (r0, s0) no es punto
extremo de Aj ∪Al.

De lo anterior se satisfacen la hipótesis del Teorema 2.2.5. Por tanto
E(f1, h1) contiene una dos celda. Como ϕ es un encaje Gk contiene una dos
celda, lo cual contradice que Gk es una dendrita.

Caso 2 i ∈ {7, 8}.
Este caso no se puede dar por el Teorema 7.2.5.

Por tanto la Afirmación 1 es cierta.�

De las Afirmación 1 y el hecho de que para cada i ∈ {1, 2, 3}, Ai no es del
Tipo 5 o Tipo 6, tenemos que para cada j, k ∈ {1, 2, 3}, con j 6= k; existen
i, l ∈ {1, 2, 3, 4, 7, 8}, i 6= l, tales que Aj el del Tipo i, Ak es del Tipo l.

Notemos que existen j, k ∈ {1, 2, 3}, tales que %2(Aj), %2(Ak) ⊂ [0, s0] o
%2(Aj), %2(Ak) ⊂ [s0, 1] y %1(Aj) ∩ [0, r0] 6= ∅, %1(Ak) ∩ [r0, 1] 6= ∅.

Vamos a suponer sin perdida de genralidad que %2(Aj), %2(Ak) ⊂ [0, s0].
Vamos a analizar los siguientes casos.

Caso 1 Aj es del Tipo 3 y Ak es del Tipo 4.
Notemos que %2(Aj) 6= {s0} 6= %2(Ak), de lo contrario la componente de

{a}× [0, 1] que contiene al punto (a, b) es no degenerada, lo cual contradice
nuestra hipótesis.

Sea sk = mı́n(%2(Aj) ∩ %2(Ak)). (Figura 7.13)
Sea Bj ⊂ Aj y Bk ⊂ Ak arcos con un punto extremo (r0, s0), tales que

%2(Bj) = [sk, s0] = %2(Bk).
Como Bj ∩Bk = {(r0, s0)}, tenemos que %1(Bj) 6= {r0} o %1(Bk) 6= {r0}.

Supongamos sin perdida de generalidad que %1(Bj) 6= {r0}.
Veamos que f1(%1(Bj)) = {a}.
Sea r ∈ %1(Bj), entonces existe un punto t′ ∈ [0, 1], tal que (r, t′) ∈ Bj ,

como %2(Bj) = %2(Bk) existe un r′ ∈ [0, 1], tal que (r′, t′) ∈ Bk, entonces
f1(r) = h1(t′) = f1(r′).

Como f1(r) ≥ a ≥ f(r
′), entonces f1(r) = a. Concluimos que f1(%1(Bj)) =

{a}.
Veamos que h1(%2(Bj)) = {a}.
Sea t ∈ %2(Bj), existe un punto r ∈ [0, 1], tal que (r, t) ∈ Bj , enton-

ces f1(r) = h1(t), como f1(r) = a, entonces h1(t) = a. Concluimos que
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Figura 7.13: f1([0, 1])

h1(%2(Bj)) = {a}.
De lo anterior se cumplen las hipótesis del Teorema 2.2.1, por tanto

E(f1, h1) contiene una dos celda. Como ϕ es un encaje Gk contiene una dos
celda, lo cual contradice que Gk es una dendrita.

Caso 2 Aj es del Tipo 3 y Ak es del Tipo 7.

Notemos que %2(Aj) 6= {s0}, de lo contrario la componente de {a}× [0, 1]
que contiene al punto (a, b) es no degenerada, lo cual contradice nuestra
hipótesis.

Sea Bk ⊂ Ak un arco tal que %2(Bk) ⊂ %2(Al)

Sea (rk, s) ∈ Bk tal que rk > r0 y (rk, s) no es punto extremo de Bk.

Como Bk es un arco existe una función continua e inyectiva β : [0, 1]→
Ak, tal que β(0) = (r0, s0) y β(1

2) = (rk, s).

Definamos u = máx{t ∈ [0, 1
2 ] : β1(t) = r0} y v = mı́n{t ∈ [1

2 , 1] : β1(t) =
r0}. (Figura 7.14)

Veamos que f1(β1([u, v])) = {a}.
Sea r ∈ β1([u, v]), entonces existe un punto t′ ∈ [0, 1], tal que (r, t′) ∈

β([u, v]), como β2([u, v]) ⊂ %2(Bk) ⊂ %2(Al) existe un r′ ∈ [0, 1], tal que
(r′, t′) ∈ Bl, entonces f1(r) = h1(t′) = f1(r′).

Como f1(r) ≥ a ≥ f(r
′), entonces f1(r) = b. Concluimos que f1(β1([u, v])) =

{a}.
Veamos que h1(β2([u, v])) = {a}.
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Figura 7.14: f1([0, 1])

Sea t ∈ β2([u, v]), existe un punto r ∈ [0, 1], tal que (r, t) ∈ β([u, v]),
entonces f1(r) = h1(t) como f1(r) = a, entonces h1(t) = a. Concluimos que
h1(β2([u, v])) = {a}.

De lo anterior se cumplen las hipótesis del Teorema 2.2.1, por tanto
E(f1, h1) contiene una dos celda. Como ϕ es un encaje Gk contiene una dos
celda, lo cual contradice que Gk es una dendrita.

Caso 3 Aj es del Tipo 4 y Ak es del Tipo 7.
La prueba se hace de manera similar al Caso 2.

En cualquier caso obtenemmos una contradicción concluimos entonces
que no existe un triodo simple con vértice (r0, s0), lo cual contradice que
(r0, s0) es punto de ramificación de E(f1, h1).

La contradicción nace se suponer que (a, b), (b, a) /∈ R(M). Por tanto
(a, b) ∈ R(M) o (b, a) ∈ R(M), aśı el teorema queda demostrado. �

Corolario 7.2.7. Sea M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con
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|R(ĺım←−−M)| <∞. Supongamos que existen puntos x ∈ R(ĺım←−−M) y a ∈ [0, 1]

con 0 < a < 1, tales que x = (a, a, a, . . . ). Entonces (a, a) ∈ R(M).

Demostración.
Caso part́ıcular del Teorema 7.2.6, cuando a = b. �

Corolario 7.2.8. Sea M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| <∞. Supongamos que existen puntos x ∈ ĺım←−−M y a, b ∈ [0, 1]

con 0 < a ≤ b < 1 tales que x = (a, b, a, b, . . . ). Entonces x ∈ R(ĺım←−−M), si

y sólo si (a, b) ∈ R(M) o (b, a) ∈ R(M).

Demostración.
Si x ∈ R(ĺım←−−M), por el Teorema 7.2.8, tenemos que (a, b) ∈ R(M) o

(b, a) ∈ R(M).
Si (a, b) ∈ R(M) o (b, a) ∈ R(M), supongamos sin perdida de generali-

dad que (a, b) ∈ R(M), por el Corolario triodofinitoM, tenemos que existe
y ∈ R(ĺım←−−M), tal que π2, 1(y) = (a, b), entonces y = (b, a, b, a, b, a). Por la

Observación 6.0.6 σ(y) = x ∈ R(ĺım←−−M). �

Corolario 7.2.9. Sea M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| < ∞. Supongamos que existen puntos x ∈ ĺım←−−M y a ∈ [0, 1]

con 0 < a < 1, tales que x = (a, a, a, . . . ). Entonces x ∈ R(ĺım←−−M) si y sólo

si (a, a) ∈ R(M).

Demostración.
Caso part́ıcular del Corolario 7.2.8, cuando a = b. �

7.3. Puntos de ramificación del ĺımite inverso, im-
plican puntos de orden al menos dos en M

En esta sección probaremos que dado un punto x ∈ ĺım←−−M de la forma

(a, b, a, b, a, b . . . ), con a ∈ [0, 1] y b ∈ {0, 1}, entonces (a, b) o (b, a) tienen
orden al menos dos.

Este resultado esta dividido en varios teoremas dependiendo de si a = b,
a 6= b o 0 < a < 1.

Teorema 7.3.1. Sea M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| < ∞. Supongamos que existen puntos x ∈ R(ĺım←−−M) y a ∈
{0, 1}, tales que x = (a, a, a, . . . ). Entonces (a, a) tiene orden al menos dos.
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Demostración.

Consideremos los siguientes casos:

Caso 1 a = 0.

Definamos β : M → [1
4 , 1]2, para cada (r, s) ∈ M como sigue β(r, s) =

(3
4r + 1

2 ,
3
4r + 1

2), tenemos que β es una función continua y biyectiva, por
tanto un homeomorfismo.

Definamos M ′ = {(t, t) ∈ [0, 1
4 ]2 : t ∈ [0, 1

4 ]} ∪ β(M). (Figura 7.15)
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Figura 7.15: M ′

Como M es un subconjunto cerrado de [0, 1]2 y β es un homeomorfismo
β(M) es un subconjunto cerrado de [0, 1]2, además {(t, t) ∈ [0, 1

4 ]2 : t ∈
[0, 1

4 ]} es un subconjunto cerrado de [0, 1]2, por tanto M ′ es un subconjunto
cerrado de [0, 1]2.

Afimación 1 ĺım←−−M
′ es una dendrita con |R(ĺım←−−M

′)| <∞.

Prueba.

Definamos A = {y ∈ ĺım←−−M
′ : y1 = yi para todo i ∈ N, y1 ∈ [0, 1

4 ]}.
Notemos que A ⊂ ĺım←−−M

′ es un arco con puntos extremos (0, 0, . . . ) y

(1
4 ,

1
4 , . . . ).

Veamos que

ĺım←−−M
′ = A ∪ ĺım←−−β(M).
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Como A ⊂ ĺım←−−M
′ y β(M) ⊂ ĺım←−−M

′ , tenemos que A ∪ ĺım←−−β(M) ⊂
ĺım←−−M

′.

Veamos ahora la otra contensión. Sea z ∈ ĺım←−−M
′, por definición para

cada i ∈ N, (zi+1, zi) ∈ M ′. Como M ′ = {(t, t) ∈ [0, 1
4 ]2 : t ∈ [0, 1

4 ]} ∪ β(M)
y {(t, t) ∈ [0, 1

4 ]2 : t ∈ [0, 1
4 ]} ∩ β(M) = {(1

4 ,
1
4)}, entonces para cada i ∈ N,

(zi+1, zi) ∈ {(t, t) ∈ [0, 1
4 ]2 : t ∈ [0, 1

4 ]} o para cada i ∈ N, (zi+1, zi) ∈ β(M),
por tanto z ∈ A o z ∈ ĺım←−−β(M)

Por tanto ĺım←−−M
′ = A ∪ ĺım←−−β(M).

Como A ∩ ĺım←−−β(M) = {(1
4 ,

1
4 , . . . )}, A es una arco y ĺım←−−β(M) es ho-

meomorfo a ĺım←−−M (una dendrita con |R(ĺım←−−M)| < ∞), concluimos que

ĺım←−−M
′ es una dendrita con |R(ĺım←−−M

′)| <∞.�

Como (0, 0, . . . ) ∈ R(ĺım←−−M), y β((0, 0)) = (1
4 ,

1
4), entonces (1

4 ,
1
4 , . . . ) ∈

R(ĺım←−−M
′).

Por el Teorema 7.2.7, tenemos que el punto (1
4 ,

1
4) ∈ R(M ′). Como M ′ =

{(t, t) ∈ [0, 1
4 ]2 : t ∈ [0, 1

4 ]} ∪ β(M), tenemos que el punto (1
4 ,

1
4) tiene orden

al menos dos en β(M), como β es un homeomorfismo y β((0, 0)) = (1
4 ,

1
4)

conluimos que (0, 0) tiene orden al menos dos en M .
Aśı el caso 1 queda probado.

Caso 2 a = 1.
La prueba de este caso se hace de manera silimar a la prueba del Caso

1, definiendo β : M → [0, 3
4 ]2, para cada (r, s) ∈M como β(r, s) = (3

4r,
3
4s),

y M ′ = {(t, t) ∈ [3
4 , 1]2 : t ∈ [3

4 , 1]} ∪ β(M).(Figura 7.16)
De los Casos 1 y 2 concluimos que (a, a) tiene orden al menos dos, aśı el

teorema queda demostrado. �

Teorema 7.3.2. Sea M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| < ∞. Supongamos que existen puntos x ∈ R(ĺım←−−M) y a, b ∈
{0, 1}, a 6= b, tales que x = (a, b, a, b, a, . . . ). Entonces(a, b) o (b, a) tienen
orden al menos dos.

Demostración.
Consideremos los siguientes casos:

Caso 1 a = 0 y b = 1.
Definamos β : M → [1

4 ,
3
4 ]2, para cada (r, s) ∈ M como sigue β(r, s) =

(1
2r + 1

4 ,
1
2s + 1

4), tenemos que β es una función continua y biyectiva, por
tanto un homeomorfismo.
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Figura 7.16: M ′

Definamos M ′ = {(t, 1 − t) ∈ [0, 1
4 ] × [3

4 , 1] : t ∈ [0, 1
4 ]} ∪ {(t, 1 − t) ∈

[3
4 , 1]× [0, 1

4 ] : t ∈ [3
4 , 1]} ∪ β(M).(Figura 7.17)

Como M es unsubconjunto cerrado de [0, 1]2 y β es un homeomorfismo
β(M) es un subconjunto cerrado de [0, 1]2, además {(t, 1−t) ∈ [0, 1

4 ]× [3
4 , 1] :

t ∈ [0, 1
4 ]} y {(t, 1− t) ∈ [3

4 , 1]× [0, 1
4 ] : t ∈ [3

4 , 1]} son subconjuntos cerrados
de [0, 1]2, tenemos que M ′ es un subconjunto cerrado de [0, 1].

Afimación 1 ĺım←−−M
′ es una dendrita con |R(ĺım←−−M

′)| <∞.
Prueba
Definamos A = {y ∈ ĺım←−−M

′ : y1 ∈ [0, 1
4 ]} y B = {y ∈ ĺım←−−M

′ :

y1 ∈ [3
4 , 1]}. Notemos que A,B ⊂ ĺım←−−M

′ son arcos con puntos extre-

mos (0, 1, 0, 1, . . . ), (1
4 ,

3
4 ,

1
4 ,

3
4 , . . . ) y (1, 1, 0, 1, . . . ), (3

4 ,
1
4 ,

3
4 ,

1
4 , . . . ) respec-

tivamente.
Veamos que

ĺım←−−M
′ = A ∪B ∪ ĺım←−−β(M).

Como A,B ⊂ ĺım←−−M
′ y β(M) ⊂ ĺım←−−M

′ , tenemos que A∪B∪ĺım←−−β(M) ⊂
ĺım←−−M

′.

Veamos ahora la otra contención. Sea z ∈ ĺım←−−M
′, por definición para

cada i ∈ N, (zi+1, zi) ∈ M ′. Como M ′ = {(t, 1 − t) ∈ [0, 1
4 ] × [3

4 , 1] : t ∈
[0, 1

4 ]} ∪ {(t, 1 − t) ∈ [3
4 , 1] × [0, 1

4 ] : t ∈ [3
4 , 1]} ∪ β(M). y {(t, 1 − t) ∈

[0, 1
4 ] × [3

4 , 1] : t ∈ [0, 1
4 ]} ∩ β(M) = {(1

4 ,
3
4)}, {(t, 1 − t) ∈ [3

4 , 1] × [0, 1
4 ] : t ∈
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Figura 7.17: f1([0, 1])

[3
4 , 1]}∩β(M) = {(3

4 ,
1
4)}, {(t, 1− t) ∈ [0, 1

4 ]× [3
4 , 1] : t ∈ [0, 1

4 ]}∩{(t, 1− t) ∈
[3
4 , 1]× [0, 1

4 ] : t ∈ [3
4 , 1]} = ∅.

Por tanto z ∈ A o z ∈ B o z ∈ ĺım←−−β(M)

Por tanto ĺım←−−M
′ = A ∪ ĺım←−−β(M) ∪B.

Como A∩ĺım←−−β(M) = {(1
4 ,

3
4 ,

1
4 ,

3
4 , . . . )}, B∩ĺım←−−β(M) = {(3

4 ,
1
4 ,

3
4 ,

1
4 , . . . )},

A ∩B, A,B son una arcos y ĺım←−−β(M) es homeomorfo a ĺım←−−M (una den-

drita con |R(ĺım←−−M)| < ∞), concluimos que ĺım←−−M
′ es una dendrita con

|R(ĺım←−−M
′)| <∞.�

Como (0, 1, 0, 1, . . . ) ∈ R(ĺım←−−M , y β((0, 1)) = (1
4 ,

3
4), entonces (1

4 ,
3
4 , . . . ) ∈

R(ĺım←−−M)

Por el Teorema 7.2.6, tenemos que el punto (1
4 ,

3
4) ∈ R(M ′) o (3

4 ,
1
4) ∈

R(M ′). Entonces el punto (1
4 ,

3
4) tiene orden al menos dos en β(M) o el punto

(3
4 ,

1
4) tiene orden al menos dos en β(M); como β es un homeomorfismo y

β((0, 1)) = (1
4 ,

3
4), β((1, 0)) = (3

4 ,
1
4) concluimos que el punto (0, 1) o el punto

(1, 0) tienen orden al menos dos en M .
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Aśı el caso 1 queda probado.

Caso 2 a = 1 y b = 0.

Como x ∈ R(ĺım←−−M), por la Observación 6.0.6 σ(x) ∈ R(ĺım←−−M), como

σ(x) es de la forma (b, a, b, a, b, . . . ) y b = 0, a = 1, concluimos del caso 1
que (0, 1) o (1, 0) tienen orden al menos dos.

De los Casos 1 y 2 concluimos que (0, 1) o (1, 0) tienen orden al menos
dos, aśı el teorema queda demostrado. �

Teorema 7.3.3. Sea M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| < ∞. Supongamos que existen puntos x ∈ R(ĺım←−−M) y a ∈
[0, 1], 0 < a < 1, b ∈ {0, 1}, tales que x = (a, b, a, b, a, . . . ). Entonces (a, b) o
(b, a) tienen orden al menos dos.

Demostración.

Consideremos los siguientes casos:

Caso 1 b = 0.

Como los puntos (0, a), (a, 0) ∈ M , tenemos que existe un único arco
L ⊂ M con puntos extremos (0, a) y (a, 0), como los puntos (0, a), (a, 0) ∈
π2,1(R(ĺım←−−M)), entonces se satisfacen la hipótesis del Corolario 6.1.6, por

tanto L ⊂ [0, a]2.

Además como %1(M) = [0, 1] = %2(M) existen puntos c, d ∈ [0, 1] ta-
les que (c, 1), (1, d) ∈ M . Por el Teorema 7.1.1, tenemos que M ⊂ ([0, a] ×
[0, 1]) ∪ ([0, 1]× [0, a]), entonces c, d ∈ [0, a].

Como los puntos (0, a), (c, 1), (a, 0), (d, 1) ∈ M , tenemos que existen ar-
cos unicos J,K ⊂ M con puntos extremos (0, a), (c, 1) y (a, 0), (d, 1), co-
mo los puntos (0, a), (a, 0) ∈ π2,1(R(ĺım←−−M)), (c, 1) ∈ M1(0, a) y (1, d) ∈
M1(a, 0), entonces se satisfacen la hipótesis del Teorema 6.1.9, por tanto
J ⊂M1(0, a) = ([0, 1]× [a, 1]) ∩M y K ⊂M1(a, 0) = ([a, 1]× [0, 1]) ∩M .

Afirmación 1

(1.a) L ∩ J = {(0, a)},
(1.b) L ∩K = {(a, 0)}.
Haremos la prueba de (1.a), la prueba de (1.b) se hace de manera similar.

Como (0, a) es un punto extremo de los arcos L y J , tenemos que
{(0, a)} ⊂ L ∩ J .
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Para la otra contención, supongamos que existe un punto (r, s) ∈ L∩ J ,
tal que (r, s) 6= (0, a).

Sean L′ ⊂ L − {(0, a)} el arco con puntos extremos (r, s) y (c, 1) y
J ′ ⊂ J−{(0, a)} el arco con puntos extremos (r, s) y (0, a). Entonces L′∪J ′
contiene un arco A con puntos extremos (c, 1) y (a, 0) . Como 0 < a < 1, te-
nemos de la Observación 6.1.4 que a ∈ Int(%2(A)), entonces se satisfacen las
hipótesis del Teorema 6.1.3, por tanto el punto (0, a) ∈ A, lo cual contradice
que A ⊂ L′ ∪ J ′ ⊂ (L ∪ J)− {(0, a)}.

La contradicción nace de suponer existe un punto (r, s) ∈ L∩ J , tal que
(r, s) 6= (0, a). Por tanto L ∩ J = {(0, a)}.

De la Afirmación 1 concluimos L∪ J y J ∪K son arcos y que los puntos
(0, a) y (a, 0) no son puntos extremos de los arcos L ∪ J y J ∪K, respecti-
vamente.

Por tanto (a, 0) y (0, a) tienen orden al menos dos.

Caso 2 b = 1.
La prueba se hace de manera similar al prueba del Caso 1.

De los Casos 1 y 2 concluimos que (a, b) y (b, a) tienen orden al menos
dos, aśı el teorema queda demostrado. �



196 CAPÍTULO 7. PROPIEDADES DE M



Caṕıtulo 8

Dendritas con un número
finito de puntos de
ramificación que son ĺımites
inversos de subconjuntos
cerrados del cuadrado
unitario

Recordemos que M denota un subconjunto cerrado de [0, 1]2, tal que
%1(M) = [0, 1] = %2(M). En este caṕıtulo probaremos ĺım←−−M es una dendrita

con |R(ĺım←−−M)| < ∞ si y sólo si existe un arco en A ⊂ ĺım←−−M , tal que

R(ĺım←−−M) ⊂ A y cada punto x ∈ R(ĺım←−−M) cumple que ord(x) =∞.

Los siguientes lemas los estaremos utilizando en lo que resta del caṕıtulo,
para probar algunos resultados.

Lema 8.0.4. SeanM ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con |R(ĺım←−−M)| <
∞; x ∈ R(ĺım←−−M) y a, b ∈ [0, 1] con 0 < a ≤ b < 1, tales que x =

(a, b, a, b, a, b . . . ). Entonces cada arco A ⊂ ĺım←−−M con un punto extremo

x, cumple que π1(A) ⊂ [0, a] o π1(A) ⊂ [a, 1].

Demostración.

Si a = 0 o a = 1, el resultado es inmediato.

Supongamos que 0 < a < 1 y que por el contrario que existe un arco A ⊂
ĺım←−−M con un punto extremo x, tal que π1(A)∩[0, a] 6= ∅ y π1(A)∩[a, 1] 6= ∅,

197
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entonces existen puntos y, z ∈ A, tales que y1 < a < z1. Sea B ⊂ (A−{x})
el arco con puntos extremos y y z. Notemos que a ∈ Int(π1(B)).

Como x ∈ R(ĺım←−−M) por el Teorema 7.2.6,(a, b) ∈ R(M) o (b, a) ∈
R(M). Por lo que analizaremos los siguientes casos.

Caso 1 (a, b) ∈ R(M).
Como a ∈ Int(π1(B)) y (a, b) ∈ R(M) existe un triodo simple T ⊂ M

con vértice (a, b), tal que %1(T ) ⊂ π1(B).
Por el Teorema 1.1.1, existe un arco B′ ⊂ B tal que π1(B′) = πnki+1((T )).
Notemos que el arco B′ y el triodo T satisfacen las hipótesis del Corolario

7.2, por tanto existe un triodo simple T′ ⊂ ĺım←−−M , con vértice w, que cumple
las siguientes propiedades:

(i) σ(T′) ⊂ B′,
(ii) π2,1(T′) ⊂ T y
(iii) π2,1(w) = (a, b).
Por (iii), tenemos que π1(w) = a = π1(x), por tanto por el Teorema

6.2.2, tenemos que w = σ(x).
Por (i) σ(w) ∈ B′ ⊂ B, entonces σ(σ(x)) ∈ B′ ⊂ B, como σ(σ(x)) = x,

entonces x ∈ B lo cual contradice que B ⊂ (A− {x}).

Caso 2 (b, a) ∈ R(M).
Notemos que existe J ⊂M tal que %1(J) = π1(B) y b ∈ Int(%2(J)). Por

el Teorema 4.4.2, existe un arco C ⊂ ĺım←−−M con las siguientes propiedades:

(iv) σ(C) ⊂ B,
(v) π2,1(C) = J .
Entonces b ∈ Int(π1(C)), continuando de manera similar al Caso 1 ob-

tenemos que x ∈ B lo cual contradice que B ⊂ (A− {x}).

En cualquier caso obtenemos una contradicción. Por tanto cada arco
A ⊂ ĺım←−−M con un punto extremo x, cumple que π1(A) ⊂ [0, a] o π1(A) ⊂
[a, 1]. �

Lema 8.0.5. SeanM ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita y |R(ĺım←−−M)| <
∞; x ∈ R(ĺım←−−M) y a, b ∈ [0, 1] con 0 < a ≤ b < 1, tales que x =

(a, b, a, b, a, b . . . ). Supongamos que L ⊂ M es un arco con puntos extre-
mos (a, b) y (c, d), tal que L∩π2,1(R(ĺım←−−M)) = {(a, b)}; entonces existe un
arco A ⊂ ĺım←−−M con las siguientes propiedades:

(1) A tiene puntos extremos σ(x) e y = (c, d, y3, y4, . . . ),
(2) π2,1(A) = L,
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(3) A ∩R(ĺım←−−M) = {σ(x)}.

Demostración.

Sin perdida de generalidad supongamos que c < a. Sea y ∈ ĺım←−−M , tal

que π1(z) = 0, consideremos B ⊂ ĺım←−−M el arco con punto extremos x y

z. Por el Lema 8.0.4 tenemos que π1(B) ⊂ [0, a] o π1(B) ⊂ [a, 1], como
0, a ∈ π1(B), entonces π1(B) = [0, a].

Por el Teorema 1.1.3, existe un arco B′ ⊂ B con un extremo x, tal que
π1(B′) = %1(J) y por el Teorema 4.4.2, existe un arco A′ ⊂ ĺım←−−M con las
siguientes propiedades:

(i) A′ tiene un punto extremo σ(x)

(ii) π2,1(A′) = L.

Sea y ∈ A′ con las sigueitnes propiedades

(iii)π2,1(y) = (c, d)

(iv) para cada punto w en el arco A con puntos extremos x y y, π2,1(w) 6=
(c, d).

De la elección de del arco A se cumplen las propiedades (1) y (2). La
propiedad (3) se sigue de que L ∩ π2,1(R(ĺım←−−M)) = {(a, b)}. �

Lema 8.0.6. SeanM ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita y |R(ĺım←−−M)| <
∞; x ∈ R(ĺım←−−M) y a, b ∈ [0, 1] con 0 < a ≤ b < 1, tales que x =

(a, b, a, b, a, b . . . ). Dados arcos

(a) L,K ⊂M con un punto extremo (a, b), tales que L ∩K = {(a, b)},
(b) A,B ⊂ ĺım←−−M con un punto extremo x, tales que (A∪B)∩R(ĺım←−−M) =

{x}.
Si existe n ∈ N, tal que πn+1,n(A) = L, πn+1,n(B) = K πn+1,n(A) 6=

{(a, b)} 6= πn+1,n(B); entonces A ∩B = {x}.

Demostración.

Supongamos por el contrario que A∩B 6= {x}. Veremos que se cumplen
la hipótesis del Corolario 1.1.6 para obtener una contradicción.

Por hipótesis tenemos que A y B tienen un punto extremo x, y estamos
suponiendo que A ∩B 6= {x}.

Nos falta ver que se cumple A  B y B  A.

Por hipótesis πn+1,n(A) 6= {(a, b)} 6= πn+1,n(B), entonces existen puntos
y ∈ A y z ∈ B tales que πn+1,n(y) 6= (a, b) 6= πn+1,n(z).

Probaremos que y /∈ B y z /∈ A. Como πn+1,n(y) 6= (a, b), πn+1,n(B) =
K y L ∩K = {(a, b)}, entonces πn+1,n(y) /∈ πn+1,n(B), por tanto y /∈ B de
manera similar z /∈ A .
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Hemos probado que se satisfacen las hipótesis del Teorema 1.1.6, por
tanto A ∪B contiene un triodo simple o una curva cerrada simple.

Como ĺım←−−M es una dendrita, se cumple que A ∪B contiene un triodo
simple, entonces existe w ∈ A ∪ B, w 6= x, punto de ramificación, lo cual
contradice que (A ∪B) ∩R(ĺım←−−M) = {x}.

La contradicción nace de suponer que A∩B 6= {x}. Por tanto A∩B =
{x} y el lema queda probado. �

8.1. Orden de los puntos de ramificación del ĺımite
inverso

En esta sección probaremos que siM es un subconjunto cerrado de [0, 1]2,
tal que ĺım←−−M es una dendrita con |R(ĺım←−−M)| < ∞, entonces cada punto

x ∈ R(ĺım←−−M) cumple que ord(x) =∞.

Teorema 8.1.1. Sean M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| <∞; x ∈ R(ĺım←−−M) y a, b ∈ [0, 1] con 0 < a ≤ b < 1, tales que

x = (a, b, a, b, a, b . . . ). Supongamos que la componente del punto (a, b) en
[({a}× [0, 1])∪ ([0, 1]×{b})]∩M y del punto (b, a) en [({b}× [0, 1])∪ ([0, 1]×
{b})] ∩M son degeneradas. Supongamos también que existen i ∈ {1, 3} y
arcos

(a) L ⊂Mi(a, b) con extremos (a, b) y (c, d), tal que L∩π2,1(R(ĺım←−−M)) =

{(a, b)},
(b) J ⊂ Mj(b, a) con un extremo (b, a), tal que J ∩ π2,1(R(ĺım←−−M)) =

{(b, a)} y con j = i− 1,
(c) K ⊂ Mk(a, b) con un extremo (a, b), tal que K ∩ π2,1(R(ĺım←−−M)) =

{(a, b)}, K ∩ L = {(a, b)} y con k ∈ {i − 2(mod 4), i + 1(mod 4)}(Figura
8.1),

(d) A ⊂ ĺım←−−M con puntos extremos σ(x) y (d, c, y3, y4, . . . ), tal que

π2,1(A) = L y A ∩R(ĺım←−−M) = {σ(x)}.
Entonces existe un arco B ⊂ ĺım←−−M con las siguientes propiedades:

(1) B tiene puntos extremos σ(x) e y, con (a, b) 6= π2,1(y),
(2) π2,1(B) ⊂ K,
(3) σ2(B) ⊂ A,
(4) B ∩R(ĺım←−−M) = {σ(x)},
(5) A ∩B = {σ(x)}.

Demostración.
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Figura 8.1:



202 CAPÍTULO 8. CARACTERIZACIÓN

Haremos la prueba para el caso en que a < b, i = 1, j = i− 1(mod 4) =
4(mod 4), k = i+ 1(mod 4) = 2(mod 4) la prueba en cualquier otro caso se
hace de manera similar.

Notemos que b < 1, pues el arco L ⊂M1(a, b) y la componente del punto
(a, b) en [({a} × [0, 1]) ∪ ([0, 1]× {b})] ∩M es degenerada.

Afirmación 1 %2(L) ∩ %1(J) es no degenerada.

Prueba.

Por hipótesis la componente del punto (a, b) en ([0, 1] × {b}) ∩M y de
(b, a) en ({b} × [0, 1])∩M son degeneradas, entonces L  ([0, 1]× {b})∩M
y J  ({b} × [0, 1]) ∩M , por lo que %2(L) 6= {b} 6= %1(J).

Además como L ⊂M1(a, b) = ([a, 1]× [b, 1])∩M , entonces %2(L) ⊂ [b, 1]
y como J ⊂M4(b, a) = ([b, 1]× [0, a]) ∩M , entonces %1(J) ⊂ [b, 1].

Por tanto %2(L) ∩ %1(J) es no degenerada.�

Sea c ∈ (b, 1], tal que %2(L) ∩ %1(J) = [b, c]. Como [b, c] ⊂ %1(J) ⊂ [b, 1],
por el Teorema 1.1.3 existe J ′ ⊂ J un arco con puntos extremos (b, a) y
(c, e), tal que %1(J ′) = [b, c].

Además por hipótesis π2,1(A) = L, entonces %2(L) = π1(A), de donde
[b, c] ⊂ π1(A) ⊂ [b, 1], entonces por el Teorema 1.1.3 existe un arco A′ ⊂ A
con puntos extremos σ(x) y w = (c, w2, w3, ..), tal que π1(A′) = [b, c].

Notemos que los arcos J ′ y A′ cumplen las hipótesis del Corolario 4.4.2,(4),
por tanto existe un arco C ⊂ ĺım←−−M con las siguientes propiedades:

(i) C tiene puntos extremos (a, b,x) = x y (e,w),

(ii) π2,1(C) = J ′,

(iii) σ(C) = A′.

Afirmación 2 %1(K) ∩ π1(C) es no degenerada.

Prueba.

Por hipótesis la componente del punto (b, a) en ([0, 1] × {a}) ∩ M es
degenerada, por lo que J ′  [0, 1] × {a}, entonces %2(J ′) 6= {a}, y por
(ii) obtenemos que π2,1(C) = J ′, entonces π1(B) = %2(J ′) ⊂ [0, a] es no
degenerada.

Además por hipótesis la componente del punto (a, b) en {a}×([0, 1])∩M
es degenerada, entonces K  {a} × [0, 1], entonces %1(K) 6= {a}. Además
como K ⊂M2(a, b), entonces %1(K) ⊂ [0, a].

Concluimos que %1(K) ∩ π1(C) es no degenerada.�

Sea d ∈ [0, a), tal que %1(K) ∩ π1(C) = [d, a] ⊂ [0, a]. Como [d, a] ⊂



8.1. ORDEN DE LOS PUNTOS DE RAMIFICACIÓN DEL LÍMITE INVERSO203

%1(K), por el Teorema 1.1.3 existe K ′ ⊂ K un arco con puntos extremos
(a, b) y (d, t), tal que %1(K ′) = [d, a].

Además como [d, a] ⊂ π1(C), por el Teorema 1.1.3 existe un arco C′ ⊂ C
con extremo x y z = (d, z2, z3, ..), tal que π1(C′) = [d, a] ⊂ [0, a].

Notemos que los arcos K ′ y C′ cumplen las hipótesis del Teorema 4.4.2,
(4), por tanto existe un arco B ⊂ ĺım←−−M con las siguientes propiedades

(iv) B tiene puntos extremos (b,x) e y = (t, z),
(v) π2,1(B) = K ′,
(vi) σ(B) = C′.

Veamos que el arco B cumple las propiedades (1)-(5) del Teorema.
Por (iv), tenemos que B tiene puntos extremos (b,x) = σ(x) e y, enton-

ces π2,1(y) = (d, t), y como (d, t) 6= (a, b) se cumple la propiedad (1).
Como K ′ ⊂ K y por (v) π2,1(B) = K ′, entonces π2,1(B) ⊂ K, por tanto

que se cumple la propiedad (2).
Además como C′ ⊂ C, entonces por (vi) σ(B) ⊂ C y por (iii) σ(C) =

A′ ⊂ A, por tanto σ2(B) ⊂ A, por tanto se cumple la propiedad (3).
De (3), tenemos que σ2(B) ⊂ A y por hipótesis A∩R(ĺım←−−M) = {σ(x)},

por tanto B ∩R(ĺım←−−M) = {σ(x)} y (4) queda probado.

Probaremos finalmente que A ∩B = {σ(x)}, para esto probaremos que
se cumplen las hipótesis del Lema 8.0.6.

Por hipótesis tenemos que L es una arco con puntos extremos (a, b) y
(c, d) y por construcción K ′ ⊂ K es un arco con extremos (a, b) y (d, t),
además por hipótesis K ∩L = {(a, b)}, entonces K ′∩L = {(a, b)}; por tanto
se cumple la hipótesis (a).

Por hipótesis A ⊂ ĺım←−−M es un arco con extremos σ(x) y (d, c, y3, y4, . . . ),

tal que A∩R(ĺım←−−M) = {σ(x)} y por construcción B es un arco con puntos

extremos σ(x) e y = (t, d, z2, z3, . . . ), y por (4) B ∩ R(ĺım←−−M) = {σ(x)};
por tanto se cumple (b).

Además por hipótesis π2,1(A) = L, π2,1((d, c, y3, y4, . . . )) = (c, d), enton-
ces π2,1(A) 6= {(a, b)} y por contrucción π2,1(B) = K ′ y π2,1((t, d, z2, z3, . . . )) =
(d, t), entonces π2,1(A) 6= {(a, b)}.

De lo anterior se cumplen la hipótesis del Lema 8.0.6; por tanto A∩B =
{σ(x)} y (5) queda probado. �

Observación 8.1.2. De manera similar obtenemos el mismo resultado para
cuando i ∈ {1, 3}, j = i, k ∈ {i, i + 3(mod 4)} (Figura 8.2); i ∈ {2, 4}, j =
i+2(mod 4), k ∈ {i, i+1(mod 4)} (Figura 8.3); i ∈ {2, 4}, j = i−1(mod 4),
k ∈ {i− 1(mod 4), i+ 2(mod 4)}(Figura 8.4).
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Teorema 8.1.3. Sean M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| < ∞; x ∈ R(ĺım←−−M) y a ∈ [0, 1] con 0 < a < 1, tales que

x = (a, a, a, . . . ). Supongamos que la componente del punto (a, a) en [({a}×
[0, 1]) ∪ ([0, 1]× {a})] ∩M es degenerada. Supongamos también que existen
i ∈ {1, 3} y

(a) un arco L ⊂ Mi(a, a) con puntos extremos (a, a) y (u, v), tal que
L ∩ π2,1(R(ĺım←−−M)) = {(a, a)}

(b) con j ∈ {i, i+3(mod 4)}, un arco J ⊂Mj(a, a) con un punto extremo
(a, a), tal que J ∩ π2,1(R(ĺım←−−M)) = {(a, a)} y L ∩ J = {(a, a)},

(c) un arco A ⊂ ĺım←−−M con puntos extremos x y (v, u, y3, y4, . . . ), tal

que π2,1(A) = L y A ∩R(ĺım←−−M) = {x}.
Entonces existe un arco B ⊂ ĺım←−−M con las siguientes propiedades:

(1) B tiene puntos extremos x e y, con (a, a) 6= π2,1(y),
(2) π2,1(B) ⊂ J (Figura 8.5),
(3) σ(B) ⊂ A,
(4) B ∩R(ĺım←−−M) = {x},
(5) A ∩B = {x}.

Demostración.
Haremos la prueba para el caso en que i = 1, j = i + 3(mod 4) =

4(mod 4), la prueba en cualquier otro caso se hace de manera similar.
Notemos que a < 1, pues el arco L ⊂ M1(a, a) = ([a, 1] × [a, 1]) ∩M

y la componente del punto (a, a) en [({a} × [0, 1]) ∪ ([0, 1] × {a})] ∩M es
degenerada.

Afirmación 1 %2(L) ∩ %1(J) es no degenerada.
Prueba.
Por hipótesis L es un arco con un punto extremo (a, a) y la componente

del punto (a, a) en [({a}× [0, 1])∪ ([0, 1]×{a})]∩M es degenerada, entonces
L  [0, 1]× {a}, por lo que %2(L) 6= {a}.

Y por hipótesis J es un arco con un punto extremo (a, a) y la componente
del punto (a, a) en [({a}× [0, 1])∪ ([0, 1]×{a})]∩M es degenerada, entonces
J  {a} × [0, 1], por lo que %1(J) 6= {a}.

Además como L ⊂M1(a, a), entonces %2(L) ⊂ [a, 1] y como J ⊂M4(a, a),
entonces %1(J) ⊂ [a, 1].

De lo anterior %2(L) ∩ %1(J) es no degenerada.�

Sea d ∈ [a, 1], tal que %2(L)∩%1(J) = [a, d]. Como [a, d] ⊂ %1(J) ⊂ [a, 1],
por el Teorema 1.1.3 existe J ′ ⊂ J un arco con puntos extremos (a, a) y
(d, c), tal que %1(J ′) = [a, d].
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Además por hipótesis π2,1(A) = L, entonces %2(L) = π1(A), entonces
[a, d] ⊂ π1(A) ⊂ [a, 1] por el Teorema 1.1.3 existe un arco A′ ⊂ A con
puntos extremos x y w = (b, w2, w3, ..), tal que π1(A′) = [a, d].

Notemos que los arcos J ′ y A′ cumplen las hipótesis del Corolario 4.4.2,
(4), por tanto existe un arco B ⊂ ĺım←−−M con las siguientes propiedades:

(i) B tiene puntos extremos (a,x) = x e (c,w) = y,
(ii) π2,1(B) = J ′,
(iii) σ(B) = A′.

Veamos que el arco B cumple las propiedades (1)-(5) del teorema.
Por (i), tenemos que B tiene puntos extremos x e y = (c, b, w2, w3 . . . ),

entonces π2,1(y) = (d, c), y como (d, c) 6= (a, a) se cumple la propiedad (1).
Como J ′ ⊂ J y por (ii) π2,1(B) = J ′, entonces π2,1(B) ⊂ J , por tanto

que se cumple la propiedad (2).
Además como A′ ⊂ A, entonces por (iii) σ(B) ⊂ A, entonces σ(B) ⊂ A,

por tanto se cumple la propiedad (3).
De (3), tenemos que σ(B) ⊂ A y por hipótesis A ∩ R(ĺım←−−M) = {x},

por tanto B ∩R(ĺım←−−M) = {x} y (4) queda probado.

Probaremos finalmente que A ∩B = {x}, para esto probaremos que se
cumplen las hipótesis del Lema 8.0.6.

Por hipótesis tenemos que L es una arco con puntos extremos (a, a) y
(u, v) y por construcción J ′ ⊂ J es un arco con extremos (a, a) y (d, c),
además por hipótesis L ∩ J = {(a, a)}, entonces L ∩ J = {(a, a)}; por tanto
se cumple la hipótesis (a).

Por hipótesis A ⊂ ĺım←−−M es un arco con puntos extremos de la forma

x y (v, u, y3, y4, . . . ), tal que A ∩ R(ĺım←−−M) = {x} y por construcción B

es un arco con puntos extremos x e y = (c, d, w2, w3, . . . ), y por (4) B ∩
R(ĺım←−−M) = {x}; por tanto se cumple (b).

Por hipótesis π2,1(A) = L, π2,1((v, u, y3, y4, . . . )) = (u, v), de donde
π2,1(A) 6= {(a, a)} y por construcción π2,1(B) = K ′ y π2,1((c, d, w2, w3, . . . )) =
(d, c), entonces π2,1(A) 6= {(a, a)}.

De lo anterior se cumplen la hipótesis del Lema 8.0.6; por tanto A∩B =
{x} y (5) queda probado. �

Observación 8.1.4. De manera similar obtenemos el mismo resultado para
cuando i ∈ {2, 4} y j ∈ {i− 1, i+ 2(mod 4)} (Figura 8.6).
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Lema 8.1.5. SeanM ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita y |R(ĺım←−−M)| <
∞; x ∈ R(ĺım←−−M) y a, b ∈ [0, 1] con 0 < a ≤ b < 1, tales que x =

(a, b, a, b, a, b . . . ). Supongamos que la componente del punto (a, b) en ({a}×
[0, 1]) ∩ M ∪ ([0, 1] × {b}) ∩ M y del punto (b, a) en ({b} × [0, 1]) ∩ M ∪
([0, 1] × {b}) ∩M son degeneradas. Supongamos también que existe un ar-
co A ⊂ ĺım←−−M con un punto extremo σ(x), tal que π2,1(A) 6= {(b, a)} y

π3,2(A) 6= {(a, b)}. Entonces para cada k ∈ N, k > 2 se cumplen las siguien-
tes propiedades:

(1) Si k es impar πk+1,k(A) 6= {(b, a)},
(2) Si k es par πk+1,k(A) 6= {(a, b)}.

Demostración.

Si k = 3, probaremos que π4,3(A) 6= {(b, a)}.
Supongamos por el contrario que π4,3(A) = {(b, a)}, entonces π3(A) =

{b}, como π3,2(A) 6= {(a, b)}, entonces π2(A) 6= {b}, entonces la componen-
te de (a, b) en ({a} × [0, 1])∩M es no degenerada, lo cual contradice que la
componente de (a, b) en ({a}× [0, 1])∩M ∪ ([0, 1]×{b})∩M es degenerada.
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Por tanto π4,3(A) 6= {(b, a)}.

Si k = 4, probaremos que π5,4(A) 6= {(a, b)}.
Supongamos por el contrario que π5,4(A) = {(a, b)}, entonces π4(A) =

{b}, como π4,3(A) 6= {(b, a)}, entonces π5(A) 6= {a}, entonces la componente
de (b, a) en ({b} × [0, 1]) ∩M es no degenerada, lo cual contradice que la
componente de (b, a) en ({b}× [0, 1])∩M ∪ ([0, 1]×{a})∩M es degenerada.
Por tanto π5,4(A) 6= {(a, b)}.

Siguiendo por inducción sobre k, obtenemos que el arco A cumple las
propiedades (1) y (2).

�

Corolario 8.1.6. Sean M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| < ∞; x ∈ R(ĺım←−−M) y a ∈ [0, 1] con 0 < a < 1, tales que

x = (a, a, a, . . . ). Supongamos que la componente del punto (a, a) en ({a}×
[0, 1]) ∩ M ∪ ([0, 1] × {a}) ∩ M es degenerada. Supongamos también que
existe un arco A ⊂ ĺım←−−M con un punto extremo σ(x), tal que π2,1(A) 6=
{(a, a)} 6= π3,2(A). Entonces para cada k ∈ N, k > 2, πk,k−1(A) 6= {(a, a)}.

Demostración.
Caso part́ıcular del Lema 8.1.5 cuando a = b. �

Teorema 8.1.7. Sean M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| < ∞; x ∈ R(ĺım←−−M) y a ∈ [0, 1] con 0 < a < 1, tales que

x = (a, a, a, . . . ). Supongamos que la componente del punto (a, a) en ({a}×
[0, 1]) ∩ M ∪ ([0, 1] × {a}) ∩ M es degenerada. Supongamos también que
existen j ∈ {1, 3} y arcos J ⊂ Mj(a, a) y L ⊂ Mi(a, a), con i ∈ {j, j + 1},
tales que (a, a) es punto extremo de L y J , L ∩ J = {(a, a)} (Figura8.7).
Entonces existe una sucesión de arcos {Bk}k∈N ⊂ ĺım←−−M , con las siguientes
propiedades, para cada k,m ∈ N:

(1) Bk tiene un punto extremo x,
(2) π2,1(Bk) ⊂ J ,
(3) Si k = 1, σ(Bk) ⊂ A y si k > 1, σ(Bk) ⊂ Bk−1,
(4) para cada l ∈ {1, 2, . . . , k + 1}, πl,l+1(Bk) 6= {(a, a)},
(5) Si k 6= m, Bk ∩Bm = {x}.

Demostración.
Haremos la prueba para el caso en que j = 1 e i = 2, la prueba en

cualquier otro caso se hace de manera similar.
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Notemos que a < 1, pues los arcos J ⊂M1(a, a), L ⊂M2(a, a) y la com-
ponente del punto (a, a) en ({a}×[0, 1])∩M∪([0, 1]×{a})∩M es degenerada.

Notemos que se satisfacen las hipótesis del Lema 8.0.6, por tanto existe
un arco A ⊂ ĺım←−−M con las siguientes propiedades:

(i) A tiene un punto extremo x,

(ii) π2,1(A) = L,

(iii) A ∩R(ĺım←−−M) = {x}.

Construiremos por inducción sobre k la sucesión de arcos {Bk}k∈N ⊂
ĺım←−−M , que satisfagan las propiedades (1)-(5).

Para k = 1, notemos que los arcos L, J ⊂M y A ⊂ ĺım←−−M satisfacen las
hipótesis del Teorema 8.1.3, por tanto existe un arco B1 ⊂ ĺım←−−M con las
siguientes propiedades:

(iv) B1 tiene puntos extremos x e y1, con (a, a) 6= π2,1(y1),

(v) π2,1(B1) ⊂ J ,

(vi) σ(B1) ⊂ A,

(vii) B1 ∩R(ĺım←−−M) = {x},
(viii) A ∩B1 = {x}.

Veamos que se cumplen las propiedades (1)-(4) para k = 1.

Por (iv) B1 tiene un punto extremo x, por lo que se cumple (1) para
k = 1.

De (v) π2,1(B1) ⊂ J , por lo que se cumple (2) para k = 1.

De (vi) σ(B1) ⊂ A, por lo que se cumple (3) para k = 1.

De (iv) B1 tiene un punto extremo y1, con (a, a) 6= π2,1(y1), entonces
π1(B1) 6= {a} y π2(B1) 6= {a}, por tanto π2,1(B1) 6= {(a, a)} y π3,2(B1) 6=
{(a, a, )}, aśı que se cumple (4) para k = 1.

Para k = 2, definamos J1 = π2,1(B1), como (a, a) 6= π2,1(y1), entonces
π2(y1) 6= a, aśı queJ1 es no degenerado y %1(J1) ⊂ [a, 1] es no degenerado.

Sea b1 ∈ (a, 1], tal que %1(J1) = [a, b1]. Como [a, b1] ⊂ %1(J1) ⊂ [a, 1],
por el Teorema 1.1.3 existe J ′1 ⊂ J1 un arco con extremos (a, a) y (b1, c1),
tal que %1(J ′1) = [a, b1].

Además por definición π2,1(B1) = J1, entonces %2(J1) = π1(B1), de don-
de [a, b1] ⊂ π1(B1) ⊂ [a, 1], entonces por el Teorema 1.1.3 existe un arco
B′1 ⊂ B1 con extremo x y w1 = (b1, w2, w3, ..), tal que π1(B′1) = [a, b1].
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Notemos que los arcos J ′1 y B′1 cumplen las hipótesis del Corolario 4.4.2,
(4), por tanto existe un arco B2 ⊂ ĺım←−−M con las siguientes propiedades:

(ix) B2 tiene puntos extremos (a,x) = x y (c1,w
1) = y2,

(x) π2,1(B2) = J ′1,

(xi) σ(B2) = B′1.

Veamos que el arco B2 cumple las propiedades (1)-(5).

De la propiedad (ix) B2 tiene un punto extremo (a,x) = x, por lo que
se cumple (1) para k = 2.

De la propiedad (x) π2,1(B2) = J ′1 y como J ′1 ⊂ J1 ⊂ J , entonces se
cumple (2) para k = 2.

De la propiedad (xi) σ(B2) = B′1 y como B′1 ⊂ B1, entonces σ(B2) ⊂ B1

aśı que se cumple (3) para k = 2.

Veamos que se cumple (4) para k = 2. De (ix) B1 tiene un punto extremo
y2, con (a, a) 6= π2,1(y2), entonces π1(B2) 6= {a} y π2(B2) 6= {a}, por
tanto π2,1(B2) 6= {(a, a)} y π3,2(B2) 6= {(a, a)}. Entonces se cumplen la
hipótesis del Corolario 8.1.6, por tanto para cada k ∈ N, se cumple que
πk+1,k(B2) 6= {(a, a)}. Por tanto se cumple (4) para k = 2.

Veamos que se cumple (5). De la propiedad (3), para k = 1 tenemos que
σ(B1) ⊂ A y por (ii) π2,1(A) = L, entonces π3,2(B1) ⊂ L.

De la propiedad (3), para k = 2, tenemos que σ(B2) ⊂ B1 y por la
propiedad (2), para k = 2 π2,1(A) ⊂ J , entonces π3,2(B1) ⊂ J .

Además de la propiedad (4), para k = 2, π3,2(B1) 6= {(a, a)} 6= π3,2(B2)
por lo que se cumplen las hipótesis del Teorema 8.0.6. Por tanto B1 ∩B2 =
{x} y se cumple la propiedad (5) para k = 2.

Supongamos que hemos construido arcos B1, B2, . . . , Bn que satisfacen
las propiedades (1)-(5).

Construiremos el arco Bn+1. Definamos Jn = π2,1(Bn), de la propiedad
(4) para el arco Bn, tenemos que π2,1(Bn) 6= {(a, a)}, y por hipótesis la
componente del punto (a, a) en ({a} × [0, 1]) ∩M ∪ ([0, 1] × {a}) ∩M es
degenerada, entonces Jn  {a} × [0, 1], por tanto {a} 6= %1(Jn) ⊂ [a, 1].

Sea bn ∈ (a, 1], tal que %1(Jn) = [a, bn]. Como [a, bn] ⊂ %1(Jn), por el
Teorema 1.1.3 existe J ′1 ⊂ J1 un arco con extremos (a, a) y (bn, cn), tal que
%1(J ′n) = [a, bn].

Además por definición π2,1(Bn) = Jn entonces %1(J1) = π1(Bn), en-
tonces [a, b1] ⊂ π1(Bn) por el Teorema 1.1.3 existe un arco B′n ⊂ Bn con
extremo x y wn = (bn, w2, w3, ..), tal que π1(B′n) = [a, bn].
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Notemos que los arcos J ′n y B′n cumplen las hipótesis del Corolario 4.4.2,
(4), por tanto existe un arco Bn+1 ⊂ ĺım←−−M con las siguientes propiedades:

(xii) Bn+1 tiene puntos extremos (a,x) = x y (cn,w
n) = yn,

(xiii) π2,1(Bn+1) = J ′n,

(xiv) σ(Bn+1) = B′n.

Veamos que el arco Bn+1 cumple las propiedades (1)-(5).

De la propiedad (xii) Bn+1 tiene un punto extremo (a,x) = x, por lo
que se cumple (1) para k = n+ 1.

De la propiedad (xiii) π2,1(Bn+1) = J ′n y como J ′n+1 ⊂ Jn+1 ⊂ J , enton-
ces se cumple (2) para k = n+ 1.

La propiedad (xiv) σ(Bn+1) = B′n y como B′n ⊂ Bn, entonces σ(Bn+1) ⊂
Bn, por tanto se cumple (3) para k = n+ 1.

Veamos que se cumple (4) para k = n + 1. De (xii) Bn+1 tiene un
punto extremo yn+1, con (a, a) 6= π2,1(yn+1), entonces π1(Bn+1) 6= {a} y
π2(Bn+1) 6= {a}, por tanto π2,1(Bn+1) 6= {(a, a)} y π3,2(Bn+1) 6= {(a, a, )}.
Entonces se cumplen la hipótesis del Lema 8.1.6, por tanto para cada k ∈ N,
se cumple que πk+1,k(Bn+1) 6= {(a, a)}. Por tanto se cumple (4) para k =
n+ 1.

Veamos que se cumple (5). Por hipótesis de inducción tenemos que para
l,m ∈ {1, 2, . . . , n}, si l 6= m, entonces Bl ∩ Bm = {x}, por lo que falta
probar que para cada m ∈ {1, 2, . . . , n+ 1}, B1 ∩Bm = {x}

De la propiedad (3), para k = 1 tenemos que σ(B1) ⊂ A y por (ii)
π2,1(A) = L, entonces π3,2(B1) ⊂ L.

De la propiedad (3), para i = m tenemos que σ(Bm) ⊂ Bm−1 y por la
propiedad (2), para k = m π2,1(Bm−1) ⊂ J , entonces π3,2(Bm) ⊂ J .

Además de la propiedad (4), para k = m, π3,2(Bm) 6= {(a, a)} 6= π3,2(B1)
por lo que se cumplen las hipótesis del Teorema 8.0.6. Por tanto B1∩Bm =
{x} y se cumple la propiedad (5) para k = n+ 1.

Concluimos que existe la sucesión de arcos {Bi}i∈N ⊂ ĺım←−−M , con las
propiedades deseadas. �

Corolario 8.1.8. Sean M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| < ∞; x ∈ R(ĺım←−−M) y a ∈ [0, 1] con 0 < a < 1, tales que

x = (a, a, a, . . . ). Supongamos que la componente del punto (a, a) en ({a}×
[0, 1]) ∩ M ∪ ([0, 1] × {a}) ∩ M es degenerada. Supongamos también que
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existen j ∈ {1, 3} y arcos J ⊂ Mj(a, a) y L ⊂ Mi(a, a), con i ∈ {j, j + 1},
tales que (a, a) es punto extremo de L y J , L ∩ J = {(a, a)} (Figura8.7).
Entonces ord(x) =∞

Teorema 8.1.9. Sean M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| <∞; x ∈ R(ĺım←−−M) y a, b ∈ [0, 1] con 0 < a ≤ b < 1, tales que

x = (a, b, a, b, a, b . . . ). Supongamos que la componente del punto (a, b) en
({a}× [0, 1])∩M ∪ ([0, 1]×{b})∩M y del punto (b, a) en ({b}× [0, 1])∩M ∪
([0, 1]× {b}) ∩M son degeneradas. Supongamos también que existen arcos
L ⊂ Mi(a, b), i ∈ {1, 2, 3}, K ⊂ M2(a, b), y J ⊂ M4(b, a), tales que (a, b)
es punto extremo de L, K y (b, a) es punto extremo de J , L ∩K = {(a, b)}
(Figura 8.8). Entonces existen sucesiones de arcos {Bk}k∈N ⊂ ĺım←−−M , y

{Ck}k∈N ⊂ ĺım←−−M con las siguientes propiedades para cada k,m ∈ N:

(1) Bk tiene un punto extremo σ(x),

(2) Ck tiene un punto extremo x,

(3) π2,1(Bk) ⊂ K,

(4) π2,1(Ck) ⊂ J ,

(5) Si k = 1, σ2(Bk) ⊂ A, y si k > 1, σ(Bk) ⊂ Ck−1,

(6) Si k = 1, σ(Ck) ⊂ B1 y si k > 1, σ(Ck) ⊂ Bk,

(7) para cada l ∈ {1, 2, . . . , k + 1}, πl,l+1(Bk) 6= {(a, b)}, si l es impar
{(b, a)} 6= πl,l+1(Bk), si l es par

(8) para cada l ∈ {1, 2, . . . , k + 1}, πl,l+1(Bk) 6= {(a, b)}, si l es par
{(b, a)} 6= πl,l+1(Bk), si l es impar

(9) Si k 6= m, Bk ∩Bm = {σ(x)}.
(10) Si k 6= m, Ck ∩Cm = {x}.

Demostración.

Haremos la prueba para el caso en que i = 1, la prueba en cualquier otro
caso se hace de manera similar.

Notemos que b < 1, pues los arcos J ⊂M1(a, b), L ⊂M2(a, b) y la com-
ponente del punto (a, b) en ({a}×[0, 1])∩M∪([0, 1]×{b})∩M es degenerada.

Notemos que se satisfacen las hipótesis del Lema 8.0.6, por tanto existe
un arco A ⊂ ĺım←−−M con las siguientes propiedades:

(i) A tiene un punto extremo σ(x)

(ii) π2,1(A) = L,

(iii) A ∩R(ĺım←−−M) = {(b,x)}.
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Figura 8.8:
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Costruiremos inductivamente las sucesiones de arcos {Bi}i∈N ⊂ ĺım←−−M ,

y {Ci}i∈N ⊂ ĺım←−−M con las propiedades (1)-(10).

Para k = 1, notemos que los arcos L, J,K ⊂M y A ⊂ ĺım←−−M satisfacen
las hipótesis del Teorema 8.1.1, por tanto existe un arco B1 ⊂ ĺım←−−M con
las siguientes propiedades:

(iv) B1 tiene puntos extremos σ(x) e y1, con (a, b) 6= π2,1(y1),

(v) π2,1(B1) ⊂ K,

(vi) σ2(B1) ⊂ A,

(vii) B1 ∩R(ĺım←−−M) = {σ(x)},
(vii) A ∩B1 = {σ(x)}.

Definamos K1 = π2,1(B1), como (a, b) 6= π2,1(y1), entonces π1(y1) 6= a,
entonces K1 es no degenerado y %2(K1) ⊂ [b, 1] es no degenerado.

Sea c1 ∈ (b, 1], tal que %1(K1) = [b, c1]. Como la componente del punto
(b, a) en ({b}× [0, 1])∩M ∪ ([0, 1]×{b})∩M es degenerada, J  {b}× [0, 1],
entonces %1(J) 6= {b}, sin perdida de genralidad supongamos que [b, c1] ⊂
%1(J) Como [b, c1] ⊂ %1(J), por el Teorema 1.1.3 existe J ′ ⊂ J un arco con
extremos (b, a) y (c1, d1), tal que %1(J ′) = [b, c1].

Además por definición π2,1(B1) = K1 entonces %2(K1) = π1(B1), en-
tonces [b, c1] ⊂ π1(B1) por el Teorema 1.1.3 existe un arco B′1 ⊂ B1 con
extremo (b,x) y w1 = (c1, w2, w3, ..), tal que π1(B′1) = [b, c1].

Notemos que los arcos J ′1 y B′1 cumplen las hipótesis del Corolario 4.4.2,
(4), por tanto existe un arco C1 ⊂ ĺım←−−M con las siguientes propiedades:

(ix) C1 tiene puntos extremos (a, b,x) = x y (c1, z
1) = w1 con (b, a) 6=

π2,1(w1),

(x) π2,1(C1) = J ′,

(xi) σ(C1) = B′1.

Veamos que los arcos B1 y C1 cumplen las propiedades (1)-(8) para
k = 1.

Por (iv) B1 tiene un punto extremo (b,x), por lo que se cumple (1) para
k = 1.

De la propiedad (ix) C1 tiene un punto extremo (a, b,x) = x, por lo que
se cumple (2) para k = 1.

De (v) π2,1(B1) ⊂ K, por lo que se cumple (3) para k = 1.

De la propiedad (x) π2,1(C1) = J ′ y como J ′ ⊂ J , entonces se cumple
(4) para k = 1.

De (vi) σ(B1) ⊂ A, por lo que se cumple (5) para k = 1.
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De la propiedad (xi) σ(C1) = B′1 y como B′1 ⊂ B1, entonces σ(C1) ⊂ B1

aśı que se cumple (6) para k = 1.

De (iv) B1 tiene un punto extremo y1, con (b, a) 6= π2,1(y1), entonces
π1(B1) 6= {a} y π2(B1) 6= {b}, por tanto {(b, a)} 6= π2,1(B1) y {(a, b)} 6=
π3,2(B1), aśı que se cumple (7) para k = 1.

De (ix) C1 tiene un punto extremo y2, con (a, b) 6= π2,1(y2), entonces
π1(C1) 6= {b} y π2(C1) 6= {a}, por tanto π2,1(C1) 6= {(a, b)} y π3,2(C1) 6=
{(b, a)}. Por tanto se cumple (8) para k = 1.

Para k = 2, definamos J1 = π2,1(C1), como (b, a) 6= π2,1(y2), entonces
π2(y2) 6= a, entonces J1 es no degenerado y %1(J1) ⊂ [0, a] es no degenerado.

Sea c2 ∈ [0, a), tal que %1(J1) = [c2, a]. Como la componente del punto
(a, b) en ({a}× [0, 1])∩M ∪([0, 1]×{b})∩M es degenerada, K  {a}× [0, 1],
entonces %1(K) 6= {a}, sin perdida de generalidad supongamos que [c2, a] ⊂
%1(K). Como [c2, a] ⊂ %1(K) ⊂ [0, a], por el Teorema 1.1.3 existe K2 ⊂ K
un arco con extremos (a, b) y (c2, d2), tal que %1(K2) = [c2, a].

Además por definición π2,1(C1) = J1 entonces %2(J1) = π1(C1), enton-
ces [c2, a] ⊂ π1(C1) ⊂ [0, a] por el Teorema 1.1.3 existe un arco C′1 ⊂ C1

con extremo x y w2 = (c2, w2, w3, ..), tales que π1(C′1) = [c2, a].

Notemos que los arcos K1 y C′1 cumplen las hipótesis del Corolario 4.4.2,
(4), por tanto existe un arco B2 ⊂ ĺım←−−M con las siguientes propiedades:

(xii) B2 tiene puntos extremos (b,x) y (c2,w
2) = y2, con (a, b) 6= π2,1(y2)

(xiii) π2,1(B2) = K2,

(xiv) σ(B2) = C′1.

De manera similar a la contrucción de C1 existe un arco C2 ⊂ ĺım←−−M
con las siguientes propiedades:

(xv) C2 tiene puntos extremos (a, b,x) = x y (c3,w
3) = z2, con (b, a) 6=

π2,1(z2)

(xvi) π2,1(C2) = J2,

(xvii) σ(C2) = B′2.

Veamos que los arcos B2 y C2 cumplen las propiedades (1)-(10).

Por (xii) B2 tiene un punto extremo (b,x), por lo que se cumple (1) para
k = 2.

De la propiedad (xv) C2 tiene un punto extremo (a, b,x) = x, por lo que
se cumple (2) para k = 2.

De (xiii) π2,1(B2) = K2, y K2 ⊂ K, entonces π2,1(B2) ⊂ K2 por lo que
se cumple (3) para k = 2.
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De la propiedad (xvi) π2,1(C1) = J2 y como J2 ⊂ J , entonces se cumple
(4) para k = 2.

De (xiv) σ(B2) = C′1, y C′1 ⊂ C1 por lo que se cumple (5) para k = 2.
De la propiedad (xvii) σ(C2) = B′2 y como B′2 ⊂ B2, entonces σ(C2) ⊂

B2 aśı que se cumple (6) para k = 2.
De (xii) B1 tiene un punto extremo y3, con (b, a) 6= π2,1(y3), entonces

π1(B2) 6= {a} y π2(B2) 6= {b}, por tanto {(b, a)} 6= π2,1(B2) y {(a, b)} 6=
π3,2(B2). Entonces se cumplen la hipótesis del Lema 8.1.5, por tanto para
cada k ∈ N, se cumple que si k es impar πk+1,k(B2) 6= {(a, b)} y si k es par
πk+1,k(B2) 6= {(b, a)}. Por tanto se cumple (7) para k = 2.

De (ix) C2 tiene un punto extremo y4, con (a, b) 6= π2,1(y4), entonces
π1(C2) 6= {b} y π2(C2) 6= {a}, por tanto π2,1(C2) 6= {(a, b)} y π3,2(C2) 6=
{(b, a)}. Entonces se cumplen la hipótesis del Lema 8.1.5, por tanto para
cada k ∈ N, se cumple que si k es impar πk+1,k(C2) 6= {(b, a)} y si k es par
πk+1,k(C2) 6= {(a, b)}. Por tanto se cumple (8) para k = 2.

Veamos que se cumple (9). De la propiedad (5), para k = 1 tenemos que
σ2(B1) ⊂ A y por (ii) π2,1(A) = L, entonces π4,3(B1) ⊂ L.

De la propiedad (5), para k = 2, tenemos que σ(B2) ⊂ C1 y por la
propiedad (6), para k = 1 σ(C1) ⊂ B1, y por la propiedad (3) para k = 1,
π2,1(B1) ⊂ K, entonces π4,3(B2) ⊂ K.

Además de la propiedad (7), para k = 2, π4,3(B1) 6= {(b, a)} 6= π4,3(B2)
por lo que se cumplen las hipótesis del Teorema 8.0.6. Por tanto B1 ∩B2 =
{σ(x)} y se cumple la propiedad (9) para k = 2.

Veamos que se cumple (10). De la propiedad (6) para k = 1 tenemos que
σ(C1) ⊂ B1, de la propiedad (5), para k = 1 tenemos que σ2(B1) ⊂ A y
por (ii) π2,1(A) = L, entonces π5,4(B1) ⊂ L.

De la propiedad (6) para k = 2 tenemos que σ2(C2) ⊂ 2B1, de la
propiedad (5), para k = 2, tenemos que σ(B2) ⊂ B1 y por la propiedad (3),
para k = 2 π2,1(B2) ⊂ K, entonces π5,4(B1) ⊂ K.

Además de la propiedad (8), para k = 2, π5,4(C1) 6= {(b, a)} 6= π5,4(C2)
por lo que se cumplen las hipótesis del Teorema 8.0.6. Por tanto C1 ∩C2 =
{x} y se cumple la propiedad (10) para k = 2.

Supongamos que hemos contruido arcos B1, C1, B2, C2, . . . , Bn, Cn,
que satisfacen la propiedades (1)-(10).

Para k = n + 1, definamos Jn = π2,1(Cn), como (b, a) 6= π2,1(yn), en-
tonces π2(yn) 6= a, entonces Jn es no degenerado y %1(J1) ⊂ [0, a] es no
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degenerado.

Sea c2(n+1) ∈ [0, a), tal que %1(Jn) = [c2(n+1), a]. Como la componente
del punto (a, b) en ({a}× [0, 1])∩M ∪ ([0, 1]×{b})∩M es degenerada, K  
{a} × [0, 1], entonces %1(K) 6= {a}, sin perdida de generalidad supongamos
que [c2(n+1), a] ⊂ %1(K). Como [c2(n+1), a] ⊂ %1(K) ⊂ [0, a], por el Teorema
1.1.3 existe Kn+1 ⊂ K un arco con extremos (a, b) y (c2(n+1), d2(n+1)), tal
que %1(Kn+1) = [c2(n+1), a].

Además por definición π2,1(Cn) = Jn entonces %2(Jn) = π1(Cn), enton-
ces [c2(n+1), a] ⊂ π1(Cn) ⊂ [0, a] por el Teorema 1.1.3 existe un arco C′n ⊂
Cn con extremo x y w2 = (c2(n+1), w2, w3, ..), tales que π1(C′n) = [c2(n+1), a].

Notemos que los arcos Kn y C′n cumplen las hipótesis del Corolario 4.4.2,
(4), por tanto existe un arco Bn+1 ⊂ ĺım←−−M con las siguientes propiedades:

(xviii) Bn+1 tiene puntos extremos (b,x) y (c2(n+1),w
2(n+1)) = yn+1,

(xix) π2,1(Bn+1) = Kn+1,

(xx) σ(Bn+1) = C′n.

Definamos Kn+1 = π2,1(Bn+1), como (a, b) 6= π2,1(yn+1), π1(yn+1) 6= a,
entonces Kn+1 es no degenerado y %2(Kn+1) ⊂ [b, 1] es no degenerado.

Sea c2(n+1)+1 ∈ (b, 1], tal que %1(Kn+1) = [b, c2(n+1)+1]. Como la compo-
nente del punto (b, a) en ({b}× [0, 1])∩M ∪ ([0, 1]×{b})∩M es degenerada,
J  {b}×[0, 1], entonces %1(J) 6= {b}, sin perdida de genralidad supongamos
que [b, c2(n+1)+1] ⊂ %1(J). Como [b, c2(n+1)+1] ⊂ %1(J) ⊂ [b, 1], por el Teore-
ma 1.1.3 existe Jn+1 ⊂ J un arco con extremos (b, a) y (c2(n+1)+1, d2(n+1)+1),
tal que %1(Jn+ 1) = [b, c2(n+1)+1].

Además por definición π2,1(Bn+1) = Kn+1 entonces %2(Kn+1) = π1(Bn+1),
entonces [b, c2(n+1)+1] ⊂ π1(Bn+1) ⊂ [b, 1] por el Teorema 1.1.3 existe un

arco B′n+1 ⊂ Bn+1 con extremo (b,x) y w2(n+1)+1, tal que π1(B′n+1) =
[b, c2(n+1)+1].

Notemos que los arcos J ′n+1 y B′n+1 cumplen las hipótesis del Corola-
rio 4.4.2, (4), por tanto existe un arco Cn+1 ⊂ ĺım←−−M con las siguientes
propiedades:

(xxi) Cn+1 tiene puntos extremos (a, b,x) = x y (c1,w
2(n+1)+1) = zn+1,

con (b, a) 6= π2,1(zn+1),

(xxii) π2,1(Cn+1) = J ′n+1,

(xxiii) σ(Cn+1) = B′n+1.

Veamos que los arcos Bn+1 y Cn+1 cumplen las propiedades (1)-(10).



222 CAPÍTULO 8. CARACTERIZACIÓN

Por (xviii) Bn+1 tiene un punto extremo (b,x) = σ(x), por lo que se
cumple (1) para k = n+ 1.

De la propiedad (xxi) Cn+1 tiene un punto extremo (a, b,x) = x, por lo
que se cumple (2) para k = n+ 1.

De (xix) π2,1(Bn+1) = Kn+1, y Kn+1 ⊂ K, entonces π2,1(Bn+1) ⊂ K
por lo que se cumple (3) para k = n+ 1.

De la propiedad (xxii) π2,1(Cn+1) = J ′n+1 y como J ′n+1 ⊂ J , entonces se
cumple (4) para k = n+ 1.

De (xx) σ(Bn+1) = C′n, y C′n ⊂ Cn por lo que se cumple (5) para
k = n+ 1.

De la propiedad (xxiii) σ(Cn+1) = B′n+1 y como B′n+1 ⊂ Bn+1, entonces
σ(Cn+1) ⊂ Bn+1 aśı que se cumple (6) para k = 2.

De (xviii) Bn+1 tiene un punto extremo yn+1, con (b, a) 6= π2,1(yn+1),
entonces π1(Bn+1) 6= {a} y π2(Bn+1) 6= {b}, por tanto {(b, a)} 6= π2,1(Bn+1)
y {(a, b)} 6= π3,2(Bn+1). Entonces se cumplen la hipótesis del Lema 8.1.5, por
tanto para cada k ∈ N, se cumple que si k es impar πk+1,k(Bn+1) 6= {(a, b)} y
si k es par πk+1,k(Bn+1) 6= {(b, a)}. Por tanto se cumple (7) para k = n+ 1.

De (xxi) Cn+1 tiene un punto extremo zn+1, con (a, b) 6= π2,1(zn+1), en-
tonces π1(Cn+1) 6= {b} y π2(Cn+1) 6= {a}, por tanto π2,1(Cn+1) 6= {(a, b)} y
π3,2(Cn+1) 6= {(b, a)}. Entonces se cumplen la hipótesis del Lema 8.1.5, por
tanto para cada k ∈ N, se cumple que si k es impar πk+1,k(Cn+1) 6= {(b, a)}
y si k es par πk+1,k(Cn+1) 6= {(a, b)}. Por tanto se cumple (8) para k = 2.

Veamos que se cumple (9). Por hipótesis de inducción tenemos que para
l,m ∈ {1, 2, . . . , n}, si l 6= m entonces Bl ∩ Bm = {x}, por lo que falta
probar que para cada m ∈ {2, . . . , n+ 1}, B1 ∩Bm = {x}.

De la propiedad (5), para k = 1 tenemos que σ2(B1) ⊂ A y por (ii)
π2,1(A) = L, entonces π4,3(B1) ⊂ L.

De la propiedad (5) para k = m, tenemos que σ(Bm) ⊂ Cm−1 y de la
propiedad (6) para k = m − 1, tenemos que σ(Cm − 1) ⊂ Bm−1 y por la
propiedad (3), para k = m− 1 π2,1(Bm−1) ⊂ K, entonces π4,3(Bm) ⊂ K.

Además de la propiedad (7), para k = m, π4,3(B1) 6= {(b, a)} 6= π4,3(Bm)
por lo que se cumplen las hipótesis del Teorema 8.0.6. Por tanto B1∩Bm =
{σ(x)} y se cumple la propiedad (9) para k = n+ 1.

Veamos que se cumple (10). Por hipótesis de inducción tenemos que para
l,m ∈ {1, 2, . . . , n}, si l 6= m entonces Cl∩Cm = {x}, por lo que falta probar
que para cada m ∈ {2, . . . , n+ 1}, C1 ∩Cm = {x}.

De la propiedad (6) para k = 1 tenemos que σ(C1) ⊂ B1, de la propiedad
(5), para k = 1 tenemos que σ2(B1) ⊂ A y por (ii) π2,1(A) = L, entonces
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π5,4(C1) ⊂ L.
De la propiedad (6) para k = m tenemos que σ(Cm) ⊂ Bm, de la

propiedad (5), para k = m, tenemos que σ(Bm) ⊂ Bm−1, de la propiedad
(6) para k = m − 1 tenemos que σ(Cm−1) ⊂ Bm−1 por la propiedad (3),
para k = m− 1 π2,1(Bm−1) ⊂ K, entonces π5,4(Cm) ⊂ K.

Además de la propiedad (8), para k = m, π5,4(C1) 6= {(b, a)} 6= π5,4(Cm)
por lo que se cumplen las hipótesis del Teorema 8.0.6. Por tanto C1∩Cm =
{x} y se cumple la propiedad (10) para k = 2.

Por tanto existen las sucesiones de arcos deseadas. �

Corolario 8.1.10. Sean M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| <∞; x ∈ R(ĺım←−−M) y a, b ∈ [0, 1] con 0 < a ≤ b < 1, tales que

x = (a, b, a, b, a, b . . . ). Supongmaos que la componente del punto (a, b) en
({a}× [0, 1])∩M ∪ ([0, 1]×{b})∩M y del punto (b, a) en ({b}× [0, 1])∩M ∪
([0, 1]× {b}) ∩M son degeneradas. Supongamos también que existen arcos
L ⊂ Mi(a, b), i ∈ {1, 2, 3}, K ⊂ M2(a, b), y J ⊂ M4(b, a), tales que (a, b) es
punto extremo de L, K y (b, a) es punto extremo de J , L ∩ K = {(a, b)}.
Entonces ord(x) =∞ = ord(σ(x)).

De manera similara Teorema 8.1.9 se prueba el siguiente teorema.

Teorema 8.1.11. Sean M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| <∞; x ∈ R(ĺım←−−M) y a, b ∈ [0, 1] con 0 < a ≤ b < 1, tales que

x = (a, b, a, b, a, b . . . ). Supongamos que la componente del punto (a, b) en
({a}× [0, 1])∩M ∪ ([0, 1]×{b})∩M y del punto (b, a) en ({b}× [0, 1])∩M ∪
([0, 1]× {b}) ∩M son degeneradas. Supongamos también que existen arcos
L ⊂ Mi(b, a), i ∈ {2, 3, 4}, K ⊂ M4(a, b) y J ⊂ M2(a, b), tales que (a, b)
((b, a)) es punto extremo de L, K y (a, b) es punto extremo de J , L ∩K =
{(a, b)} (Figura8.9). Entonces existen sucesiones de arcos {Bk}k∈N ⊂ ĺım←−−M ,

y {Ck}k∈N ⊂ ĺım←−−M , que cumplan las propiedades (1)-(10) de 8.1.9.

Corolario 8.1.12. Sean M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| <∞; x ∈ R(ĺım←−−M) y a, b ∈ [0, 1] con 0 < a ≤ b < 1, tales que

x = (a, b, a, b, a, b . . . ). Supongamos que la componente del punto (a, b) en
({a} × [0, 1]) ∩M ∪ ([0, 1] × {b}) ∩M y del punto (b, a) en ({b} × [0, 1]) ∩
M ∪ ([0, 1] × {b}) ∩M son degeneradas. Supongamos también que existen
arcos L ⊂ Mi(b, a), i ∈ {2, 3, 4}, K ⊂ M4(a, b) y J ⊂ M2(a, b), tales que
(a, b) ((b, a)) es punto extremo de L, K y (a, b) es punto extremo de J ,
L ∩K = {(a, b)} (Figura8.9). Entonces ord(x) =∞ = ord(σ(x)).



224 CAPÍTULO 8. CARACTERIZACIÓN
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Teorema 8.1.13. Sean M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| <∞; x ∈ R(ĺım←−−M) y a, b ∈ [0, 1] con 0 < a ≤ b < 1, tales que

x = (a, b, a, b, a, b . . . ). Supongamos que la componente del punto (a, b) en
({a}× [0, 1])∩M ∪ ([0, 1]×{b})∩M y del punto (b, a) en ({b}× [0, 1])∩M ∪
([0, 1]×{b})∩M son degeneradas. Supongamos también que existe i ∈ {1, 3}
y arcos L ⊂Mi(a, b), K ⊂Mi(b, a), tales que (a, b) es punto extremo de L y
(b, a) es punto extremo de K (Figura 8.10). Entonces existen sucesiones de
arcos {Bk}k∈N ⊂ ĺım←−−M , y {Ck}k∈N ⊂ ĺım←−−M , que cumplan las propiedades

(1)-(10) de 8.1.9.

Demostración.

Haremos la prueba para el caso en que i = 1, la prueba en cualquier otro
caso se hace de manera similar.

Notemos que b < 1, pues los arcos L ⊂M1(a, b), K ⊂M1(b, a) y la com-
ponente del punto (a, b) en ({a}×[0, 1])∩M∪([0, 1]×{b})∩M es degenerada.

Notemos que se satisfacen las hipótesis del Lema 8.0.6, por tanto existe
un arco A ⊂ ĺım←−−M con las siguientes propiedades:

(i)A tiene un punto extremo σ(x),

(ii) π2,1(A) = L,

(iii) A ∩R(ĺım←−−M) = {(b,x)}.

Definamos J ⊂M el arco con puntos extremos (a, b) y (b, a).

Para k = 1, notemos que los arcos L, J,K ⊂M y A ⊂ ĺım←−−M satisfacen
las hipótesis del Teorema 8.1.1, por tanto existe un arco B1 ⊂ ĺım←−−M con
las siguientes propiedades:

(iv) B1 tiene puntos extremos (b,x) e y, con (b, a) 6= π2,1(y),

(v) π2,1(B1) ⊂ K,

(vi) σ2(B1) ⊂ A,

(vii) B1 ∩R(ĺım←−−M) = {(b,x)},
(vii) A ∩B1 = {(b,x)}.

Definamos K1 = π2,1(B1), como (b, a) 6= π2,1(y1), entonces π1(y1) 6= a,
entonces K1 es no degenerado y %2(K1) ⊂ [a, b] es no degenerado.

Sea c1 ∈ (a, b], tal que %1(K1) = [a, c1]. Como %1(J) = [a, b], entonces
[a, c1] ⊂ %1(J). Como [a, c1] ⊂ %1(J) ⊂ [a, 1], por el Teorema 1.1.3 existe
J ′ ⊂ J un arco con extremos (b, a) y (c1, d1), tal que %1(J ′) = [a, c1].

Además por definición π2,1(B1) = K1 entonces %2(K1) = π1(B1), enton-
ces [b, c1] ⊂ π1(B1) ⊂ [a, 1] por el Teorema 1.1.3 existe un arco B′1 ⊂ B1
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con extremo (b,x) y w1 = (c1, w2, w3, ..), tal que π1(B′1) = [b, c1].

Notemos que los arcos J ′1 y B′1 cumplen las hipótesis del Corolario 4.4.2,
(4), por tanto existe un arco C1 ⊂ ĺım←−−M con las siguientes propiedades:

(ix) C1 tiene puntos extremos (a, b,x) = x y (c1,w
1) = y2,

(x) π2,1(C1) = J ′,

(xi) σ(C1) = B′1.

Veamos que los arcos B1 y C1 cumplen las propiedades (1)-(8) para
k = 1.

Por (iv) B1 tiene un punto extremo (b,x) = σ(x), por lo que se cumple
(1) para k = 1.

De la propiedad (ix) C1 tiene un punto extremo (a, b,x) = x, por lo que
se cumple (2) para k = 1.

De (v) π2,1(B1) ⊂ K, por lo que se cumple (3) para k = 1.

De la propiedad (x) π2,1(C1) = J ′ y como J ′ ⊂ J , entonces se cumple
(4) para k = 1.

De (vi) σ(B1) ⊂ A, por lo que se cumple (5) para k = 1.

De la propiedad (xi) σ(C1) = B′1 y como B′1 ⊂ B1, entonces σ(C1) ⊂ B1

aśı que se cumple (6) para k = 1.

De (iv) B1 tiene un punto extremo y1, con (b, a) 6= π2,1(y1), entonces
π1(B1) 6= {a} y π2(B1) 6= {b}, por tanto {(b, a)} 6= π2,1(B1) y {(a, b)} 6=
π3,2(B1), aśı que se cumple (7) para k = 1.

De (ix) C1 tiene un punto extremo y2, con (a, b) 6= π2,1(y2), entonces
π1(C1) 6= {b} y π2(C1) 6= {a}, por tanto π2,1(C1) 6= {(a, b)} y π3,2(C1) 6=
{(b, a)} aśı se cumple (8) para k = 1.

Para k = 2, definamos J1 = π2,1(C1), como (b, a) 6= π2,1(y2), entonces
π2(y2) 6= a, entonces J1 es no degenerado y %1(J1) ⊂ [a, b] es no degenerado.

Sea c2 ∈ (a, b], tal que %1(J1) = [a, c2]. Como %1(J) = [a, b], [a, c2] ⊂
%1(J). Como [a, c2] ⊂ %1(J) ⊂ [a, 1], por el Teorema 1.1.3 existe J2 ⊂ J un
arco con extremos (a, b) y (c2, d2), tal que %1(J2) = [c2, a].

Además por definición π2,1(C1) = J1 entonces %2(J1) = π1(C1), enton-
ces [a, c2] ⊂ π1(C1) ⊂ [a, 1] por el Teorema 1.1.3 existe un arco C′1 ⊂ C1

con extremo x y w2 = (c2, w2, w3, ..), tal que π1(C′1) = [c2, a].

Notemos que los arcos J2 y C′1 cumplen las hipótesis del Corolario 4.4.2,
(4), por tanto existe un arco B2 ⊂ ĺım←−−M con las siguientes propiedades:

(xii) B2 tiene puntos extremos (b,x) y (c1,w
2) = y3,
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(xii) π2,1(B2) = K2,
(xiv) σ(B2) = C′1.

De manera similar a la construcción de C1 existe un arco C2 ⊂ ĺım←−−M
con las siguientes propiedades:

(xv) C2 tiene puntos extremos (a, b,x) = x y (c1,w
3) = y4,

(xvi) π2,1(C2) = J2,
(xvii) σ(C2) = B′2.
Veamos que los arcos B2 y C2 cumplen las propiedades (1)-(10).
Por (xii) B2 tiene un punto extremo (b,x), por lo que se cumple (1) para

k = 2.
De la propiedad (xv) C2 tiene un punto extremo (a, b,x) = x, por lo que

se cumple (2) para k = 2.
De (xiii) π2,1(B2) = K2, y K2 ⊂ K, entonces π2,1(B2) ⊂ K2 por lo que

se cumple (3) para k = 2.
De la propiedad (xvi) π2,1(C1) = J2 y como J2 ⊂ J , entonces se cumple

(4) para k = 2.
De (xiv) σ(B2) = C′1, y C′1 ⊂ C1 por lo que se cumple (5) para k = 2.
De la propiedad (xvii) σ(C2) = B′2 y como B′2 ⊂ B2, entonces σ(C2) ⊂

B2 aśı que se cumple (6) para k = 2.
De (xii) B1 tiene un punto extremo y3, con (b, a) 6= π2,1(y3), entonces

π1(B2) 6= {a} y π2(B2) 6= {b}, por tanto {(b, a)} 6= π2,1(B2) y {(a, b)} 6=
π3,2(B2). Entonces se cumplen la hipótesis del Lema 8.1.5, por tanto para
cada k ∈ N, se cumple que si k es impar πk+1,k(B2) 6= {(a, b)} y si k es par
πk+1,k(B2) 6= {(b, a)}. Por tanto se cumple (7) para k = 2.

De (ix) C2 tiene un punto extremo y4, con (a, b) 6= π2,1(y4), entonces
π1(C2) 6= {b} y π2(C2) 6= {a}, por tanto π2,1(C2) 6= {(a, b)} y π3,2(C2) 6=
{(b, a)}. Entonces se cumplen la hipótesis del Lema 8.1.5, por tanto para
cada k ∈ N, se cumple que si k es par πk+1,k(C2) 6= {(a, b)} y si k es impar
πk+1,k(C2) 6= {(b, a)}. Por tanto se cumple (8) para k = 2.

Veamos que se cumple (9). De la propiedad (5), para k = 1 tenemos que
σ2(B1) ⊂ A y por (ii) π2,1(A) = L, entonces π4,3(B1) ⊂ L.

De la propiedad (5), para k = 2, tenemos que σ(B2) ⊂ B1 y por la
propiedad (3), para k = 2 π2,1(B2) ⊂ K, entonces π4,3(B1) ⊂ K.

Además de la propiedad (4), para k = 2, π4,3(B1) 6= {(b, a)} 6= π4,3(B2)
por lo que se cumplen las hipótesis del Teorema 8.0.6. Por tanto B1 ∩B2 =
{(b,x)} y se cumple la propiedad (9) para k = 2.

Veamos que se cumple (10). De la propiedad (6) para k = 1 tenemos que
σ(C1) ⊂ B1, de la propiedad (5), para k = 1 tenemos que σ2(B1) ⊂ A y
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por (ii) π2,1(A) = L, entonces π5,4(B1) ⊂ L.
De la propiedad (6) para k = 2 tenemos que σ2(C2) ⊂ 2B1, de la

propiedad (5), para k = 2, tenemos que σ(B2) ⊂ B1 y por la propiedad (3),
para k = 2 π2,1(B2) ⊂ K, entonces π5,4(B1) ⊂ K.

Además de la propiedad (7), para k = 2, π5,4(C1) 6= {(b, a)} 6= π5,4(C2)
por lo que se cumplen las hipótesis del Teorema 8.0.6. Por tanto C1 ∩C2 =
{x} y se cumple la propiedad (j) para k = 2.

Siguiendo inductivamente contruimos los arcos deseados. �

Corolario 8.1.14. Sean M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| <∞; x ∈ R(ĺım←−−M) y a, b ∈ [0, 1] con 0 < a ≤ b < 1, tales que

x = (a, b, a, b, a, b . . . ).Supongamso que la componente del punto (a, b) en
({a}× [0, 1])∩M ∪ ([0, 1]×{b})∩M y del punto (b, a) en ({b}× [0, 1])∩M ∪
([0, 1]×{b})∩M son degeneradas. Supongamos también que existe i ∈ {1, 3}
y arcos L ⊂ Mi(a, b), K ⊂ Mi(b, a), tales que (a, b) es punto extremo de L
y (b, a) es punto extremo de K (Figura 8.10). Entonces ord(x) = ∞ =
ord(σ(x)).

Teorema 8.1.15. Sean M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| <∞; x ∈ R(ĺım←−−M) y a, b ∈ [0, 1] con 0 < a ≤ b < 1, tales que

x = (a, b, a, b, a, b . . . ). Supongamos que la componente del punto (a, b) en
([0, 1]×{b})∩M o del punto (b, a) en ([0, 1]×{b})∩M es no degenerada. En-
tonces existen sucesiones de arcos {Bk}k∈N ⊂ ĺım←−−M , y {Ck}k∈N ⊂ ĺım←−−M ,
con las siguientes propiedades propiedades:

(1) Bi tiene un punto extremo x,
(2) Ci tiene un punto extremo σ(x),
(3) Si k 6= l, Bk ∩Bl = {x}.
(4) Si k 6= l, Ck ∩Cl = {σ(x)}.

Demostración.
Haremos la prueba para el caso en que la componente del punto (a, b) en

([0, 1]×{b})∩M es degenerada, la prueba para el caso en que la componente
del punto (b, a) en ([0, 1]×{a})∩M es degenerada se hace de manera similar.

Como la componente del punto (a, b) en ([0, 1]×{b})∩M es degenerada
existe un punto c ∈ [0, 1], tal que ac× {b} ⊂M .

Sea L = ac×{b}, notemos que se satisfacen las hipótesis del Lema 8.0.6,
por tanto existe un arco A ⊂ ĺım←−−M con las siguientes propiedades:

(i) los puntos extremos de A son de la forma x e (c, b, y3, y4, . . . ) = y,
(ii) π2,1(A) = L,
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(iii) A ∩R(ĺım←−−M) = {x}.

Definamos para cada i ∈ N, Bi,Ci ⊂ ĺım←−−M como siguen:

Bi = {z ∈ [0, 1]∞ : z = (π2i(x),w),w ∈ A}

Ci = {z ∈ [0, 1]∞ : z = (π2i−1(σ(x)),w),w ∈ A}.

Notemos que la funciones σ2i : Bi → A y σ2i−1 : Ci → A, son homeo-
morfismos, por tanto Bi y Ci son arcos.

Probaremos las propiedades (1) y (3) para cada i ∈ N, las propiedades
(2) y (4) para cada i ∈ N, se prueban de manera similar.

De la definción de Bi, tenemos que los puntos extremos de Bi, son
(π2i(x),x) = x y (π2i(x),y), por tanto Bi tiene un punto extremo x y
se cumple (1).

Veamos que si k 6= l, Bk ∩Bl = {x}. Supongamos sin perdida de gene-
ralidad que k < l

Supongamos por el contrario que Bl∩Bk 6= {x}. Veremos que se cumplen
la hipótesis del Corolario 1.1.6 para obtener una contradicción.

Por (1) Bl y Bk tienen un punto extremo x y estamos suponiendo que
A ∩B 6= {x}.

Nos falta ver que se cumple Bl  Bk y Bk  Bl.

Probaremos que (π2l(x),y) /∈ Bk y (π2k(x),y) /∈ Bl.

Como π2k+1(π2k(x),y) = c 6= a y π2k+1(Bl) = a, entonces (π2k(x),y) /∈
Bl.

Si (π2l(x),y) ∈ Bk, como x ∈ Bk y ĺım←−−M es una dendrita, entonces

Bl ⊂ Bk, entonces existe un arco A′ ⊂ A y j ∈ N, tales que π1,j(A
′) =

{π1,j(x)} y πj+1(A′) 6= {πj+1(x)}.
Entonces

C = {z ∈ [0, 1]∞ : z = (z1, πj,2j(x),w),w ∈ A, z1 ∈ πj+1(A′)}

es una dos celda contenida en ĺım←−−M . Lo cual contradice que dim(ĺım←−−M) =

1, por tanto (π2l(x),y) /∈ Bk.

Hemos probado que se satisfacen las hipótesis del Teorema 1.1.6, por
tanto Bl ∪Bk contiene un triodo simple o una curva cerrada simple, como
ĺım←−−M es una dendrita Bl ∪ Bk contiene un triodo simple, entonces existe
w ∈ Bl ∪Bk, w 6= x, punto de ramificación.

Como π1(w) = π(x), por el Teorema 6.2.2, tenemos que w = x lo cual
contradice que w 6= x.
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La contradicción nace de suponer que Bl∩Bk 6= {x}. Por tanto Bl∩Bk 6=
{x} y (3) queda probado.

�

Corolario 8.1.16. Sean M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| <∞; x ∈ R(ĺım←−−M) y a, b ∈ [0, 1] con 0 < a ≤ b < 1, tales que

x = (a, b, a, b, a, b . . . ). Supongamos que la componente del punto (a, b) en
([0, 1]× {b}) ∩M o del punto (b, a) en ([0, 1]× {b}) ∩M es no degenerada.
Entonces el ord(x) =∞ = ord(σ(x)).

Teorema 8.1.17. Sean M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| <∞; x ∈ R(ĺım←−−M) y a, b ∈ [0, 1] con 0 < a ≤ b < 1, tales que

x = (a, b, a, b, a, b . . . ). Supongamos la componente del punto (a, b) en ({a}×
[0, 1])∩M o del punto (b, a) en ({b}× [0, 1])∩M es no degenerada. Entonces
existen sucesiones de arcos {Bk}k∈N ⊂ ĺım←−−M , y {Ck}k∈N ⊂ ĺım←−−M , con las
siguientes propiedades propiedades:

(1) Bi tiene un punto extremo x,

(2) Ci tiene un punto extremo σ(x),

(3) Si k 6= l, Bk ∩Bl = {x}.
(4) Si k 6= l, Ck ∩Cl = {σ(x)}.

Demostración.

Haremos la preuba para el caso en que la componente del punto (a, b) en
({a}×[0, 1])∩M es degenerada, la prueba para el caso en que la componente
del punto (b, a) en ({b}×[0, 1])∩M es degenerada se hace de manera similar.

Como la componente del punto (a, b) en ({a}× [0, 1])∩M es degenerada
existe un punto c ∈ [0, 1], tal que {a} × bc ⊂M .

Definamos C1 = {z ∈ [0, 1]∞ : z = (t,x), t ∈ bc}
Por definición C1 es un arco con puntos extremos (b,x) = σ(x) y (c,x),

por lo que se cumple (3) para k = 1.

Además π1(C1) = bc, como M es una dendrita tal que %1(M) = [0, 1]
y (b, a) ∈ M , existe un arco J1 con puntos extremos (b, a) y (c, d1) tal que
%1(J) = bc.

Notemos que los arcos J1 y C1 cumplen las hipótesis del Corolario 4.4.2,
(4), por tanto existe un arco B1 ⊂ ĺım←−−M con las siguientes propiedades:

(i) B1 tiene puntos extremos (a, σ(x)) = x y (d1, c,x) = y1,

(ii) π2,1(B1) = J1,

(iii) σ(B1) = C1.
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Como J1 tiene un punto extremo (b, a), entonces existe un punto c2 ∈
[0, 1]− {b}, tal que %2(J1) = a, c1 y como π2,1(B1) = J1, entonces π1(B1) =
a, c1.

como M es una dendrita tal que %1(M) = [0, 1] y (a, b) ∈ M , existe
un arco J2 con puntos extremos (a, b) y (c2, d2) tal que %1(J) = ac2 y
J2 ∩ ({a} × bc) = {(a, b)}.

Notemos que los arcos J2 y B1 cumplen las hipótesis del Corolario 4.4.2,
(4), por tanto existe un arco C2 ⊂ ĺım←−−M con las siguientes propiedades:

(iv) C2 tiene puntos extremos (b,x) = σ(x) y y2,

(v) π2,1(C2) = J2,

(vi) σ(C2) = B1.

Veamos que C1 ∩C2 = {σ(x)}.
Sin perdida de genralidad podemos suponer que (C1∪C2)∩R(ĺım←−−M) =

{σ(x)}.
Como σ(x) es punto extremo de C1 y de C2, y π2,1(C1) = ({a} × bc),

π2,1(C2) = J2, J2 ∩ ({a} × bc) = {(a, b)} y π2,1(C1) 6= {(a, b)} 6= π2,1(C2);
entonces C1 ∩C2 = {σ(x)}.

Siguiendo con este proceso, construimos los arcos deseados. �

Corolario 8.1.18. Sean M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| <∞; x ∈ R(ĺım←−−M) y a, b ∈ [0, 1] con 0 < a ≤ b < 1, tales que

x = (a, b, a, b, a, b . . . ). Supongamos que la componente del punto (a, b) en
({a} × [0, 1]) ∩M o del punto (b, a) en ({b} × [0, 1]) ∩M es no degenerada.
Entonces el ord(x) =∞ = ord(σ(x)).

Teorema 8.1.19. Sean M un subconjunto cerrado de [0, 1]2, a ∈ [0, 1],
x ∈ R(ĺım←−−M), tales que ĺım←−−M es una dendrita con |R(ĺım←−−M)| < ∞,

x = (a, a, a, . . . ). Entonces el ord(x) =∞.

Demostración.

Vamos a hacer la prueba para el caso en que a < 1, la prueba en el ca-
so en que a > 0 se hace de manera similar. Analizaremos los siguientes casos.

Caso 1 La componente del punto (a, a) en ({a} × [0, 1]) ∩M ∪ ([0, 1]×
{a}) ∩M es degenerada.

Por los Teoremas 7.2.6 y 7.3.1 tenemos que el ordM ((a, a)) ≥ 2.

Vamos analisar los siguietnes subcasos.
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Caso 1.1. Existen i ∈ {1, 2, 3, 4} y arcos L, J ⊂ Mi(a, a), tales que
L ∩ J = {(a, a)}.

- Si i ∈ {1, 3}, el resultado es inmediato del Corolario 8.1.8.
- Si i ∈ {2, 4}, vamos a hacer la prueba para el caso en que i = 2, la

prueba en el caso i = 4 se hace de manera similar.
Como L, J ⊂M2(a, a), entonces a > 0.
Como %1(M) = [0, 1] = %2(M), existen puntos (1, b), (c, 0) ∈ M . Sean

J1, J2 ⊂ M , los arcos con puntos extremos (1, b), (a, a) y (a, a) (c, 0), res-
pectivamente.

- Si J1 ⊂M1(a, a) el resultado es inmediato del Corolario 8.1.8.
- Si J1 ⊂ M4(a, a) o J2 ⊂ M4(a, a) el resultado inmediato del Corolario

8.1.12.
- Si J2 ⊂M3(a, a) y J1 ⊂M1(a, a) el resultado es inmediato del Corolario

8.1.8.
- Si J2 ⊂M3(a, a) y J1 ⊂M4(a, a) el resultado es inmediato del Corola-

rio 8.1.12.

Caso 1.2. Existen i, j ∈ {1, 2, 3, 4}, i 6= j y arcos L ⊂ Mi(a, a), J ⊂
Mj(a, a), tales que L ∩ J = {(a, a)}.

Tenemos los siguientes subcasos:
Caso 1.2.1 j = i+ 1(mod4).
-Si i ∈ {1, 3} el resultado es inmediato del Corolario 8.1.8.
-Si i ∈ {2, 4}. Vamos a hacer el caso en que i = 2 el caso en que i = 4 se

hace de manera similar.
Como %1(M) = [0, 1] = %2(M), existe un punto (1, b) ∈M . Sean J1 ⊂M ,

los arcos con puntos extremos (1, b), (a, a).
* Si J1 ⊂M1(a, a) el resultado es inmediato del Corolario 8.1.10.
* Si J1 ⊂M4(a, a) el resultado es inmediato del Corolario 8.1.8.

el resultado es inmediato del Corolario 8.1.8.
Si j = i+ 2(mod4) el resultado se sigue del Teorema 8.1.10
De los Casos 1.1 y 1.2 terminamos la prueba del Caso 1.
Caso 1.2.2 j = i+ 2(mod4).
-Si i ∈ 1, 3 Como %1(M) = [0, 1] = %2(M), existe un punto (c, 0) ∈ M .

Sean J1 ⊂M , el arco con puntos extremos (c, 0), (a, a).
* Si J1 ⊂M3(a, a) el resultado es inmediato del Corolario 8.1.8.
* Si J1 ⊂M4(a, a) el resultado es inmediato del Corolario 8.1.10.

-Si i ∈ 2, 4 Como %1(M) = [0, 1] = %2(M), existe un punto (c, 1) ∈ M .
Sean J1 ⊂M , el arco con puntos extremos (c, 1), (a, a).
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* Si J1 ⊂M2(a, a) el resultado es inmediato del Corolario 8.1.10.

* Si J1 ⊂M1(a, a) el resultado es inmediato del Corolario 8.1.8.

Caso 2 La componente del punto (a, a) en ({a} × [0, 1]) ∩M o la com-
ponente del punto (a, a) en ([0, 1]× {a}) ∩M es no degenerada.

- Si la componente del punto (a, a) en ({a}×[0, 1])∩M es no degenerada,
el resultado es inmediato del Corolario 8.1.16.

- Si la componente del punto (a, a) en ([0, 1]×{a})∩M es no degenerada
el resultado es inmediato del Corolario 8.1.18. �

Teorema 8.1.20. Sean M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| <∞; x ∈ R(ĺım←−−M) y a, b ∈ [0, 1] con 0 < a ≤ b < 1, tales que

x = (a, b, a, b, a, b . . . ). Entonces el ord(x) =∞ = ord((b,x)).

Demostración. Vamos a hacer la prueba para el caso en que b < 1, la
prueba en que a > 0 se hace de manera similar. Analizaremos los siguientes
casos.

Caso 1 La componente del punto (a, b) en ({a}×[0, 1])∩M∪([0, 1]×{b})∩
M y la componente del punto (b, a) en ({b}× [0, 1])∩M ∪ ([0, 1]×{b})∩M
son degeneradas.

Por los Teoremas 7.2.6 y 7.3.2 tenemos que el ordM ((a, b)), ordM ((b, a)) ≥
2.

Vamos a analizar los siguientes subcasos.

Caso 1.1. Existen i ∈ {1, 2, 3, 4} y arcos L, J ⊂ Mi(a, b), tales que
L ∩ J = {(a, b)}.

Si i = {2, 4} el resultado es inmediato de del Corolario 8.1.12.

Si i = {1, 3}. Vamos a hacer la prueba para el caso en que i = 1, la
prueba para el caso en que i = 3 se hace de manera similar.

Como %1(M) = [0, 1] = %2(M), existen puntos (0, b), (1, c) ∈ M . Sean
J1, J2 ⊂M , los arcos con puntos extremos (0, b), (a, b) y (b, a) (1, c), respec-
tivamente.

- Si J1 ⊂M1(a, b) y J2 ⊂M4(b, a) el resultado es inmediato del Corolario
8.1.10.

- Si J1 ⊂M1(a, b) y J2 ⊂M1(b, a) el resultado es inmediato del Corolario
8.1.14.

- Si J1 ⊂M3(a, b) y J2 ⊂M4(b, a) el resultado es inmediato del Corolario
8.1.12.
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- Si J1 ⊂M3(a, b) y J2 ⊂M1(b, a) el resultado es inmediato del Corolario
8.1.12.

Caso 1.2. Existen i, j ∈ {1, 2, 3, 4}, i 6= j y arcos L ⊂ Mi(a, b), J ⊂
Mj(a, b), tales que L ∩ J = {(a, b)}.

Tenemos los siguientes subcasos:

Caso 1.2.1 j = i+ 1(mod4).

-Si i ∈ {1, 2, 3} el resultado es inmediato del Corolario 8.1.12.

-Si i ∈ {4}.
Como %1(M) = [0, 1] = %2(M), existe un punto (1, c) ∈M . Sea J1 ⊂M ,

el arco con puntos extremos (1, c), (b, a).

* Si J1 ⊂M1(b, a) el resultado es inmediato del Corolario 8.1.14.

* Si J1 ⊂ M4(a, a); como %1(M) = [0, 1] = %2(M), existe un punto
(0, d) ∈M . Sea J2 ⊂M , el arco con puntos extremos (0, d), (a, b).

+ Si J2 ⊂M2(a, b) el resultado es inmediato del Corolario 8.1.12.

+ Si J2 ⊂M3(a, b) el resultado es inmediato del Corolario 8.1.12.

Caso 1.2.2 j = i+ 2(mod4).

El resultado es inmediato del Corolario 8.1.12.

Caso 2 La componente del punto (a, b) en ({a} × [0, 1]) ∩M o la com-
ponente del punto (a, a) en ([0, 1]× {b}) ∩M es no degenerada.

- Si la componente del punto (a, b) en ({a}× [0, 1])∩M es no degenerada,
el resultado es inmediato del Corolario 8.1.16.

- Si la componente del punto (a, b) en ([0, 1]×{b})∩M es no degenerada
el resultado es inmediato del Corolario 8.1.18. �

8.2. Arcos que contienen a los puntos de ramifica-
ción del ĺımite inverso

En esta sección probaremos que siM es un subconjunto cerrado de [0, 1]2,
tal que ĺım←−−M es una dendrita con |R(ĺım←−−M)| <∞, entonces existe un arco

en ĺım←−−M , tal que R(ĺım←−−M) ⊂ A.

Teorema 8.2.1. Sean M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| < ∞; x, z ∈ R(ĺım←−−M) y a, b ∈ [0, 1] con a < b, tales que

x = (a, a, a, . . . ) y z = (b, b, b, . . . ). Para cada k ∈ N existe un arco Ak ⊂ Gk,
con las siguientes propiedades:
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(1) Ak tiene puntos extremos π1,k+1(x) y π1,k+1(z)

(2) para cada i ∈ {1, 2 . . . , k + 1}, πi(Ak) = [a, b].

Demostración.

Definamos L ⊂ M el arco con puntos extremos (a, a) y (b, b). Por el
Teorema 6.1.5 L ⊂ [a, b]× [a, b].

Probaremos la existenćıa de los arcos por inducción sobre k.

Para k = 1. Definamos A1 = {(r, s) ∈ G1 : (s, r) ∈ L} por el Teorema
1.2.1, A1 es un arco con puntos extremos (a, a) y (b, b), por tanto se cumple
la propiedad (1), además como L tiene puntos extremos (a, a) y (b, b). Por
el Teorema 6.1.6 %1(L) = [a, b] = %2(L), entonces π1(A1) = [a, b] = π2(A1).
Por tanto se cumple la propiedad (2).

Para k = 2. Notemos que los arcos L y A1 satisfacen las hipótesis del
Corolario 4.4.3. Por tanto existe una arco A2 ⊂ G2 con las siguientes propie-
dades:

(i) A2 tiene puntos extremos (a, a, a) y (b, b, b)

(ii) π2,1(A2) = L,

(iii) π1,2(A2) = A1.

De (i) se cumple la propeidad (1) para k = 2.

De (ii), tenemos que π1(A2) = %2(L) = [a, b], y de (iii) tenemos que
π2(A2) = π1(A1) = [a, b] y π3(A2) = π2(A1) = [a, b]. Por tanto se cumple la
propiedad (2) para k = 2.

Supongamos que hemos construido arcos A1, A2, . . . , An que cumplen las
propeidades (1)-(3).

Costruiremos ahora el arco An+1. Notemos que los arcos L y An satisfacen
las hipótesis del Corolario 4.4.3. Por tanto existe una arco An+1 ⊂ Gn+1 con
las siguientes propiedades:

(iv) An+1 tiene puntos extremos (a, π1,n+1(x)) y (b, π1,n+1(z))

(v) π2,1(An+1) = L,

(vi) π1,n+1(An+1) = An.

De (iv) se cumple la propiedad (1) para k = n+ 1.

De (v), tenemos que π1(An+1) = %2(L) = [a, b], y de (vi) tenemos que
para cada i ∈ {2, . . . , n+ 2} πi(A2) = πi−1(A1) = [a, b], por tanto se cumple
la propiedad (2) para k = n+ 1.

Por tanto para cada k ∈ N existe un arco Ak ⊂ Gk, con las propiedades
(1)-(3). �
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Teorema 8.2.2. Sean M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| < ∞; xz ∈ R(ĺım←−−M) y a, b ∈ [0, 1] con a < b, tales que x =

(a, a, a, . . . ) y z = (b, b, b, . . . ). Entonces el arco B con puntos extremos x y
z, cumple que, para cada i ∈ N, πi(B) = [a, b].

Demostración.
Notemos que se satisfacen las hipótesis del Terema 8.2.1, por tanto para

cada k ∈ N existe un arco Ak ⊂ Gk, con las siguientes propiedades:
(i) Ak tiene puntos extremos π1,k+1(x) y π1,k+1(y)
(ii) para cada i ∈ {1, 2 . . . , k + 1}, πi(Ak) = [a, b],
(iii) para k > 1, π1,k(Ak) = Ak−1.

Además se satisfacen la hipótesis del Teorema 1.1.1 por tanto existe un
arco A ⊂ ĺım←−−M con puntos extremos p y q, tal que cumple las siguientes
propiedades

(iv) πi(A) = [a, b],
(v) πi(p) = a y πi(q) = b,
(vi) πi(A− {p,q}) = (a, b).
Notemos que los arcos A y Ak satisfacen las hipótesis del Teorema 4.4.1,

por tanto para cada k ∈ N, existe un arco Bk con las siguientes propiedades:
(vii) Bk tiene puntos extremos (π1,k+1(x,p)), (π1,k+1(z,q))
(viii) π1,k+1(Bk) = Ak,
(ix) σk(Bk) = Bk−1.
Definamos B = ĺım Bk, de la propiedad (vii) tenemos que el arco B

tiene puntos extremos x e y y de las propiedad (viii) y (ii) tenemos que
cada i ∈ N, πi(B) = [a, b], por tanto el teorema queda demostrado. �

Teorema 8.2.3. Sean M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| < ∞. Supongamos que todos sus puntos de ramificación son

fijos bajo σ. Entonces existe un arco B ⊂ ĺım←−−M , tal que R(ĺım←−−M) ⊂ B.

Demostración.
Si |R(ĺım←−−M)| ≤ 2 el resultado es inmediato.

Supongamos que |R(ĺım←−−M)| = n > 2.

Sean a1, a2, . . . , an ∈ [0, 1], tales que 0 ≤ a1 < a2 < . . . < an ≤ 1, y para
cada i ∈ {1, 2 . . . , n}, xi = (ai, ai, ai, . . . ) ∈ R(ĺım←−−M)

Definamos para cada i ∈ {2, 3 . . . , n}, Bi el arco con puntos extremos
xi−1, xi.

Por el Teorema 8.2.2, para cada i ∈ N, πi(Bi) = [ai−1, ai], entonces para
cada i ∈ {2, 3 . . . , n}, Bi ∩Bi+1 = {xi} y si |i− j| > 1, Bi ∩Bi+1 = ∅.
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Por tanto B = B2 ∪B3 ∪ · · · ∪Bn es un arco, tal que R(ĺım←−−M) ⊂ B, y
el teorema queda demostrado. �

Teorema 8.2.4. Sean M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| <∞; xz ∈ R(ĺım←−−M) y a, b, c, d ∈ [0, 1] con c < a ≤ b < d, tales

que x = (a, b, a, b, a, b, . . . ) y z = (c, d, c, d . . . ). Para cada k ∈ N existen
Ak, Bk ⊂ Gk, con las siguientes propiedades:

(1) Ak tiene puntos extremos π1,k+1(σ(x)) y π1,k+1(σ(z)),

(2) Bk tiene puntos extremos π1,k+1(x) y π1,k+1(z),

(3) para cada i ∈ {1, 2 . . . , k+ 1}, si i es par πi(Ak) = [c, a], si i es impar
πi(Ak) = [b, d]

(4) para cada i ∈ {1, 2 . . . , k+ 1}, si i es par πi(Bk) = [b, d], si i es impar
πi(Ak) = [c, a],

(5) para k > 1, π1,k(Ak) = Bk−1,

(6) para k > 1, π1,k(Bk) = Ak−1

Demostración.

Definamos L, J ⊂M los arcos con puntos extremos (a, b), (c, d) y (b, a),
(d, c). Por el Teorema 6.1.5, tenemos que L ⊂ [c, a]× [b, d] y L ⊂ [b, d]× [c, a]

Probaremos el teorema, procediendo por inducción sobre k.

Para k = 1, definamos A1 = {(r, s) ∈ G1 : (s, r) ∈ L} y B1 = {(r, s) ∈
G1 : (s, r) ∈ J} por el Teorema 1.2.1, tenemos que A1 y B1 son arcos con
puntos extremos (b, a), (d, c) y (a, b), (c, d), por tanto se cumple la propiedad
(1) y (2), además como L y J tienen puntos extremos (a, b), (c, d) y (b, a),
(d, c). Por el Teorema 6.1.6, tenemos que %1(L) = [a, c] = %2(J), y %2(L) =
[d, b] = %1(J), entonces π1(A1) = [d, b] = π2(B1) y π1(B1) = [c, a] = π2(A1).
Por tanto se cumplen las propiedades (3) y (4).

Para k = 2. Notemos que los arcos L, B1 y J , A1 satisfacen las hipóte-
sis del Corolario 4.4.3. Por tanto existen arcos A2 y B2 con las siguientes
propiedades:

(i) A2 tiene puntos extremos (b, a, b) y (d, c, d)

(ii) π2,1(A2) = L,

(iii) π1,2(A2) = B1,

(iv) B2 tiene puntos extremos (a, b, a) y (b, c, b)

(v) π2,1(B2) = J ,

(vi) π1,2(B2) = A1.

De (i) y (iv) se cumplen las propeidad (1) y (2) para k = 2.
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De (ii), tenemos que π1(A2) = %2(L) = [b, d], y de (iii) tenemos que
π2(A2) = π1(B1) = [c, a] y π3(A2) = π2(B1) = [b, d]. Por tanto se cumple la
propiedad (3) para k = 2.

De (v), tenemos que π1(B2) = %2(J) = [c, a], y de (iii) tenemos que
π2(B2) = π1(A1) = [b, d] y π3(B2) = π2(A1) = [c, a]. Por tanto se cumple la
propiedad (4) para k = 2.

De (iii) y (vi) se cumple las propiedad (5) y (6) para k = 2.

Supongamos que hemos contruido arcos A1, A2, . . . , An y B1, B2, . . . , Bn que
cumplen las propiedades (1)-(6).

Costruiremos ahora los arcos An+1 y Bn+1. Haremos el caso en que n es
par, el caso en que n es impar se hace de manera similar. Notemos que los
arcos L, Bn y J , An satisfacen las hipótesis del Corolario 4.4.3. Por tanto
existen arcos An+1 y Bn+1 con las siguientes propiedades:

(vii) An+1 tiene puntos extremos (b, πn+1(x)) y (d, πn+1(z))

(viii) π2,1(An+1) = L,

(ix) π1,n+1(An+1) = Bn,

(x) B2 tiene puntos extremos (a, πn+1(σ(x))) y (c, πn+1(σ(z)))

(xi) π2,1(Bn+1) = J ,

(xii) π1,n+1(Bn+1) = An.

De (vii) y (x) se cumple la propiedad (1) y (2) para k = n+ 1.

De (vii), tenemos que π1(An+1) = %2(L) = [b, d], y de (viii) para cada
i ∈ {1, 2 . . . , k + 1}, si i es par πi+1(Bn+1) = πi(Bn) = [b, d], si i es impar
πi+1(Bn+1) = πi(Bn) = [c, a], por tanto se cumple la propiedad (3) para
k = n+ 1. De manera similar se cumple la propiedad (4)

De (ix) y (xii) se cumple las propiedades (5) y (6) para k = n+ 1.

Si n es impar se utilizan los arcos J , Bn y L, An para contruir los arcos
An+1 y Bn+1.

Por tanto para cada k ∈ N existen arcos Ak, Bk ⊂ Gk, con las propiedades
(1)-(6). �

Teorema 8.2.5. Sean M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| <∞; xz ∈ R(ĺım←−−M) y a, b, c, d ∈ [0, 1] con c < a ≤ b < d, tales

que x = (a, b, a, b, a, b, . . . ) y z = (c, d, c, d . . . ). Entonces

(1) el arco B con puntos extremos x y z cumple que, para cada i ∈ N,
si i es impar πi(B) = [c, a], y si i es par πi(B) = [d, b].
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(2) el arco D con puntos extremos σ(x) y σ(z) cumple que, para cada
i ∈ N, si i es impar πi(D) = [d, b], y si i es par πi(D) = [c, a].

Demostración.

Haremos la prueba de (1), la prueba de (2) se hace de manera similar.
Notemos que se satisfacen las hipótesis del Teorema 8.2.4, por tanto para
cada k ∈ N existen arcos con las siguientes propiedades:

(i) Ak tiene puntos extremos π1,k+1(σ(x)) y π1,k+1(σ(y)),

(ii) Bk tiene puntos extremos π1,k+1(x) y π1,k+1(y),

(iii) para cada i ∈ {1, 2 . . . , k+1}, si i es par πi(Ak) = [c, a], si i es impar
πi(Ak) = [b, d]

(iv) para cada i ∈ {1, 2 . . . , k+ 1}, si i es par πi(Bk) = [b, d], si i es impar
πi(Ak) = [c, a],

(v) para k > 1, π1,k(Ak) = Bk−1,

(vi) para k > 1, π1,k(Bk) = Ak−1.

Además se satisfacen la hipótesis del Teorema 1.1.1 por tanto existe un
arco A ⊂ ĺım←−−M con puntos extremos p y q, tal que cumple las siguientes
propiedades

(iv) πi(A) = [c, a],

(v) πi(p) = a y πi(q) = c,

(vi) πi(A− {p,q}) = (c, a).

Notemos que si k es impar los arcos A y Bk satisfacen las hipótesis del
Teorema 4.4.1 por tanto existe un arco Bk con las siguientes propiedades.

(vii) Bk tiene puntos extremos (π1,k+1(x,p)), (π1,k+1(z,q))

(viii) π1,k+1(Bk) = Ak.

(ix) σk(Bk) = A.

Definamos B = ĺım Bk, de la propiedad (vii) tenemos que el arco B tiene
puntos extremos x e z y de la propiedad (viii) y (iii), tenemos que para cada
i ∈ N, si i es impar πi(B) = [c, a], y si i es par πi(B) = [d, b] y (1) queda
demostrado.

De manera similar se prueba (2).

�

Teorema 8.2.6. Sean M ⊂ [0, 1]2, tal que ĺım←−−M es una dendrita con

|R(ĺım←−−M)| <∞, tal que tiene un punto de orden 2 bajo σ, entonces existe

un arco B ⊂ ĺım←−−M , tal que R(ĺım←−−M) ⊂ B.
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Demostración.

Si |R(ĺım←−−M)| ≤ 2 el resultado es inmediato.

Supongamos que |R(ĺım←−−M)| = n > 2.

Existen puntos a1, a2, . . . , abnc, b1, b2, . . . , bbnc ∈ [0, 1], tales que 0 ≤ a1 <
a2 < . . . < abnc ≤ bbnc < . . . < b2 < b1 ≤ 1, y par cada i ∈ {1, 2 . . . , bnc},
xi, zi ∈ R(ĺım←−−M) con xi = (ai, bi, ai, bi, ai, . . . ) y zi = (bi, ai, bi, ai, bi, . . . )

Definamos para cada i ∈ {2, 3 . . . , bnc}, Bi el arco con puntos extremos
xi−1, xi y Di el arco con puntos extremos zi−1, zi

Por el Teorema 8.2.5, tenemos que para cada i ∈ {2, 3 . . . , bnc}, Bi ∩
Bi+1 = {xi} y si |i− j| > 1, entonces Bi ∩Bi+1 = ∅, Di ∩Di+1 = {zi} y si
|i− j| > 1, entonces Di ∩Di+1 = ∅.

Por tanto B = B2 ∪B3 ∪ · · · ∪Bbnc ∪Dbnc ∪ · · · ∪D3 ∪D2 es un arco,
tal que R(ĺım←−−M) ⊂ B. �

8.3. Carazterización de las dendritas con un núme-
ro finito de puntos de ramificación que son
ĺımites inversos de subcojuntos cerrados del
cuadrado unitario

Es esta sección damos el resultado principal de este trabajo.

Teorema 8.3.1. Una dendrita D con |R(D)| < ∞ es ĺımite inverso de un
subconjunto cerrado M de [0, 1]2 si y sólo si existe un arco B ⊂ D, tal que
R(D) ⊂ B y para cada punto x ∈ R(D), ord(x) =∞.

Demostración.

Supongamos que D es una dendrita que es ĺımite inverso de un subcon-
junto cerrado M de [0, 1]2. (D = ĺım←−−M))

Si |R(ĺım←−−M)| = 1, entonces existe un punto x ∈ ĺım←−−M , tal queR(ĺım←−−M) =

{x} y por el Teorema 6.2.8, tenemos que el orden de x bajo σ es a lo mas 2,
como |R(ĺım←−−M)| = 1, entonces el orden de x bajo σ es 1. Por el Teorema

8.1.19, tenemos que ord(x) = ∞. Por tanto si |R(ĺım←−−M)| = 1, la primera
implicación del teorema queda demostrada.

Supongamos que |R(ĺım←−−M)| > 1, analizaremos los siguientes casos:

Caso 1 Todos los puntos de ramificación de ĺım←−−M son fijos bajo σ.
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Por el Teorema 8.1.19, tenemos que para cada punto x ∈ R(ĺım←−−M),

cumple que ord(x) =∞ y por el Teorema 8.2.3, tenemos que existe un arco
B ⊂ ĺım←−−M , tal que R(ĺım←−−M) ⊂ B.

Caso 2 Existe un punto de ramificación de ĺım←−−M que no es fijo bajo σ.

Por el Teorema 8.1.20, tenemos que para cada punto x ∈ R(ĺım←−−M),

cumple que ord(x) =∞ y por el Teorema 8.2.6, tenemos que existe un arco
B ⊂ ĺım←−−M , tal que R(ĺım←−−M) ⊂ B.

De los Casos 1 y 2 la primera implicación del teorema queda demostrada
para cuando |R(ĺım←−−M)| > 1.

Supongamos que D es una dendrita con |R(D)| = n, tal que para cada
punto x ∈ R(D), ord(x) =∞ y que existe un arco B ⊂ D, R(D) ⊂ B.

Se sabe que si M es el cojunto cerrado que aparece a la izquierda de la
Figura 8.11, entonces ĺım←−−M es el continuo de la paarte derecha de la Figura
8.11
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Figura 8.11:

Por tanto D es ĺımite inverso de un subconjunto cerrado M de [0, 1]2.
�
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