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Caṕıtulo 1

Algebras Estándarmente

Estratificadas y Sistemas

Estratificantes

El concepto de sistema estratificante fue introducido en 2002 por K. Erdmann y C. Sáenz
(ver [2]). Dicha noción tiene su origen como una generalización de los módulos estándar y
del módulo inclinante caracteŕıstico asociado a las álgebras casi-hereditarias y a las álgebras
estándarmente estratificadas (las últimas son una generalización de las primeras).

Ambas álgebras han sido estudiadas desde los años 80, aparecieron en el contexto de los
grupos algebraicos, álgebras de Lie y categoŕıas de peso máximo. Las categoŕıas de peso
máximo fueron introducidas y estudiadas por E. Cline, B. Parshall y L. Scott en [6].

Originalmente las álgebras casi-hereditarias fueron definidas mediante una cadena de ideales
idempotentes. En [7] V. Dlab y C. M. Ringel dan una definición de álgebra casi-hereditaria
en términos de los que ellos llaman los módulos estándar Λ∆ asociados a una álgebra de
dimensión finita Λ.

En 1991, C. M. Ringel establece que una de las propiedades más importantes de dichas
álgebras es su conexión con los módulos inclinantes (ver [8]). En este art́ıculo se estudian
las propiedades homológicas de la categoŕıa F♣Λ∆q de los módulos Λ∆-filtrados de una álge-
bra casi-hereditaria Λ y se construye el llamado módulo caracteŕıstico T asociado a F♣Λ∆q.
Además, C. M. Ringel mostró que el módulo T resulta ser un módulo inclinante y el álgebra
de endomorfismos A ✏ EndΛ♣T q es de nuevo casi-hereditaria.

Dado un sistema estratificante ♣θ, Y ,↕q, el conjunto θ generaliza la noción del conjunto de

los módulos estándar, el módulo Y ✏
t
❵
i✏1

Y ♣iq el concepto del módulo caracteŕıstico T y ↕

es el orden natural en el conjunto t1, 2, . . . , t✉ que indexa a los módulos del conjunto θ.
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El objetivo de esta tesina es estudiar las propiedades generales del concepto de sistema estra-
tificante, establecidas en [2]. El contenido temático de la tesina está dividido en 4 secciones
y un apéndice. En la primera sección se da la definición de módulo estándar y de álgebra
estándarmente estratificada (a la derecha).

En la segunda sección se da la definición y principales propiedades de un sistema estratifi-
cante de talla t. En la tercera sección se estudia el álgebra de endomorfismos A ✏ EndΛ♣Y q

de un sistema estratificante ♣θ, Y ,↕q; donde Y ✏
t
❵
i✏1

Y ♣iq. Se muestra que A ✏ EndΛ♣Y q es

estándarmente estratificada (a la derecha) con respecto al orden opuesto ↕op en el conjunto
t1, 2, . . . , t✉. Por último en la sección 4 se demuestra que las categoŕıas F♣θq ❸ Λ✁mod (de
los θ-módulos filtrados) es contravariantemente equivalente a la categoŕıa F♣∆Aq ❸ mod✁A
(de los ∆A-módulos filtrados).

El caṕıtulo 2 es un apéndice con resultados que se utilizan en la tesina.

1.1. Álgebras Estándarmente Estratificadas

Empezaremos esta sección enunciando el concepto de k-álgebra de dimensión finita. A lo
largo de este trabajo consideraremos únicamente k-álgebras de dimensión finita sobre un
campo algebraicamente cerrado. Por comodidad, algunas veces, sólo diremos que k es un
campo o bien que R es una álgebra.

Definición 1.1.1. Sea k un campo.

1) Una k-álgebra es un anillo R (asociativo con 1R) que posee estructura de k-espacio
vectorial de tal forma que α♣abq ✏ ♣αaqb ✏ a♣αbq para cualesquiera α P k y a, b P R.

2) Diremos que R es una k-álgebra de dimensión finita si R es de dimensión finita como
k-espacio vectorial.

Observación 1.1.2. Si R es una k-álgebra, se tiene que todo R-módulo izquierdo ( ó dere-
cho) M es un k-espacio vectorial. Además, si M es finitamente generado entonces M es un
k-espacio vectorial de dimensión finita y por lo tanto M es de longitud finita.

Denotamos por R ✁mod a la categoŕıa de los R-módulos izquierdos finitamente generados
sobre una k-álgebra R. A partir de ahora trabajaremos únicamente con módulos finitamente
generados. Por comodidad, algunas veces, sólo diremos que M es un R-módulo, en lugar de
un R-módulo izquierdo finitamente generado. Dada una clase C de R-módulos denotamos
por F♣Cq a la subcategoŕıa plena de R ✁ mod que contiene al módulo cero y a todos los
R-módulos que son filtrados por módulos en C. Esto es, un R-módulo no cero M está en
F♣Cq si existe una cadena finita

F : M ✏M0 ❹M1 ❹ ☎ ☎ ☎ ❹Mm✁1 ❹Mm ✏ 0 (1.1)
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de R-submódulos de M tales que Mi④Mi�1 es isomorfo a un módulo en C, para todo i P
t0, 1, 2, . . . ,m ✁ 1✉. A la cadena finita F de M dada en (1.1) se le conoce como una C-
filtración de M . En particular, si C ✏ ❍ entonces F♣Cq ✏ t0✉. En resumen,

F♣Cq ✏ tX P R ✁mod : X tiene una C ✁ filtración✉.

Sean X y Y dos subcategoŕıas plenas deR✁mod. Decimos que Ext1R♣X ,Yq ✏ 0 si Ext1R♣X, Y q ✏
0 para todo X P X y Y P Y . Otras categoŕıas relacionadas a F♣Cq son las siguientes:

I♣Cq ✏ tX P R ✁mod : Ext1R♣F♣Cq, Xq ✏ 0✉,

P♣Cq ✏ tX P R ✁mod : Ext1R♣X,F♣Cqq ✏ 0✉.

En esta tesina trabajaremos con álgebras estándarmente estratificadas a la derecha A. Por
ello a continuación A denotará una k-álgebra (de dimensión finita sobre un campo alge-
braicamente cerrado). Denotamos por mod ✁ A a la categoŕıa de los A-módulos derechos
finitamente generados. En este trabajo nuestros A-módulos derechos siempre serán finita-
mente generados. Por comodidad, algunas veces sólo diremos que M es un A-módulo, en
lugar de un A-módulo derecho finitamente generado.

En lo que sigue daremos la definición de módulo estándar y de álgebra estándarmente estra-
tificada derecha, aśı como sus principales propiedades. Para ello, empezaremos recordando
algunos resultados básicos (ver [14]).

Por el Teorema de Krull-Schmidt sabemos que A tiene una descomposición:

AA ✏ P ♣1q ❵ P ♣2q ❵ ☎ ☎ ☎ ❵ P ♣nq (1.2)

donde cada P ♣iq es un A-módulo proyectivo inescindible derecho. Además esta descomposi-
ción es única (salvo isomorfismo). Por ello, se dice que (1.2) es la descomposición de A en
suma directa de A-módulos proyectivos inescindibles. O bien, la descomposición de A.

Definición 1.1.3. Una k-álgebra A es básica si los proyectivos inescindibles que aparecen
en su descomposición satisfacen que P ♣iq ✕ P ♣jq sólo si i ✏ j.

A partir de aqúı sólo consideraremos k-algebras básicas (de dimensión finita sobre un campo
algebraicamente cerrado). Pero por conveniencia sólo diremos que A es una k-ágebra.

Consideremos la descomposición de A en suma directa de A-módulos proyectivos inescindi-
bles

AA ✏ P ♣1q ❵ P ♣2q ❵ ☎ ☎ ☎ ❵ P ♣nq
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y denotemos por Ωn ✏ t1, 2, . . . , n✉ al conjunto de los primeros n números naturales junto
con el orden total natural ↕ (fijo). Se sabe que:

1) Si AA ✏ e1A ❵ e2A ❵ ☎ ☎ ☎ ❵ enA donde te1, e2, . . . , en✉ es un sistema completo de
idempotentes ortogonales primitivos. Entonces, P ♣iq ✏ eiA para todo i P Ωn.

2) El conjunto tS♣iq ✏ P ♣iq④RadP ♣iq✉iPΩn
es una lista completa de todos los A-módulos

simples derechos (salvo isomorfismo).

3) P ♣iq es la cubierta proyectiva del A-módulo simple S♣iq para i P Ωn.

4) Rad ♣P ♣iqq es un submódulo maximal de P ♣iq. Luego,Rad ♣P ♣iqq es el únicoA-submódu-
lo maximal de P ♣iq para i P Ωn.

Procedemos ahora a dar la definición de módulo estándar.

Definición 1.1.4. Sean A una k-álgebra y AA ✏ P ♣1q❵P ♣2q❵☎ ☎ ☎❵P ♣nq su descomposición
en suma directa de A-módulos proyectivos inescindibles.

1) Denotamos por U♣iq a la suma de todas las imágenes de R-homomorfismos f : P ♣jq Ñ
P ♣iq con j → i. Es decir,

U♣iq ✏
➳

f :P ♣jqÑP ♣iq
j→i

Im♣fq,

2) Para i P Ωn denotamos por ∆♣iq :✏ P ♣iq④U♣iq, y decimos que ∆♣iq es el i-ésimo A-
módulo estándar derecho.

3) Denotamos por ∆ ✏ t∆♣iq✉iPΩn
. A este conjunto se le conoce como el conjunto de los

A-módulos estándar derechos.

4) Denotamos por F♣∆q a la subcategoŕıa plena de mod ✁ A que consta del A-módulo
derecho cero y de todos los 0 ✘ M P mod ✁ A que tienen una ∆-filtración. A la
categoŕıa F♣∆q se le conoce como la categoŕıa de los A-módulos buenos derechos.

Observación 1.1.5.

1) Dado que A es una álgebra básica tenemos que U♣iq es un submódulo propio de P ♣iq,
para todo i P Ωn.

2) Nótese que la definición del i-ésimo módulo estándar ∆♣iq depende del orden ↕ (que
indexa a los A-módulos proyectivos inescindibles) que ya hemos fijado en el conjunto
Ωn.

Los siguientes resultados establecen algunas de las propiedades que satisfacen los A-módulos
estándar.
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Lema 1.1.6. Sean A una k-álgebra y ∆ ✏ t∆♣iq✉iPΩn
el conjunto de A-módulos estándar

derechos.

1) Sea X P mod✁A. Entonces, Ext1R♣F♣∆q, Xq ✏ 0 si y sólo si Ext1R♣∆♣iq, Xq ✏ 0 para
todo i P Ωn.

2) Si ∆♣iq ✏ P ♣iq para todo i P Ωn entonces I♣∆q ✏ mod✁ A.

Demostración:

Ver Lema 3.3.5 y Corolario 3.3.6 de [17].
�

Para cada i P Ωn, consideremos el conjunto

Qi ✏ tP ♣iq④L : L ↕ P ♣iq y P ♣iq④L sólo tiene factores de composición S♣jq con j ↕ i✉.

Notemos que S♣iq P Qi. En el conjunto Qi definimos el orden parcial ➝ dado por P ♣iq④L ➝
P ♣iq④T si L ❹ T . Con el orden definido en Qi se tiene la siguiente caracterización de los
A-módulos estándar.

Proposición 1.1.7. Sea A una k-álgebra y AA ✏ P ♣1q❵P ♣2q❵☎ ☎ ☎❵P ♣nq su descomposición.
Sea i P Ωn, entonces ∆♣iq es el cociente maximal de P ♣iq, con respecto al orden parcial ➝,
que tiene sólo factores de composición S♣kq con k ↕ i.

Demostración:

Ver la Proposición 3.3.9. de [17].
�

Proposición 1.1.8. Sean A una k-álgebra. Entonces las siguientes condiciones se satisfacen:

1) ∆♣iq es inescindible para cada i P Ωn,

2) HomA♣∆♣jq,∆♣iqq ✏ 0 si j → i,

3) Ext1A♣∆♣jq,∆♣iqq ✏ 0 si j ➙ i.

Demostración:

1) Sean π : P ♣iq Ñ ∆♣iq y ϕ : P ♣iq Ñ S♣iq los epimorfismos canónicos.

Veamos primero que ϕ se factoriza a través de π. Basta ver que Ker♣πq ❸ Ker♣ϕq. En
efecto, para cada j → i tenemos que rS♣iq, S♣jqs ✏ 0 y por 2.1.2 HomA♣P ♣jq,Mq ✏ 0
para toda j → i. Entonces para toda f P HomA♣P ♣jq,Mq y para toda j → i se tiene
que ϕf ✏ 0. Es decir, Im♣fq ❸ Ker♣ϕq para toda f P HomA♣P ♣jq,Mq y para toda
j → i. Luego, U♣iq ✏ Ker♣πq ❸ Ker♣ϕq.

Dado que existe un morfismo ψ : ∆♣iq Ñ S♣iq tal que ψπ ✏ ϕ se tiene que Ker♣πq ❸
Ker♣ϕq ✏ rad♣P ♣iqq. Usando 2.1.5 y 2.1.4 tenemos que top♣∆♣iqq ✕ top♣P ♣iqq ✕ S♣iq.
Entonces top♣∆♣iqq es inescindible y por 2.1.6 concluimos que ∆♣iq es inescindible.
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2) Sea ϕ : ∆♣jq Ñ ∆♣iq con ϕ ✘ 0 y π : P ♣jq Ñ ∆♣jq el epimorfismo canónico. Entonces
0 ✘ ϕπ P HomA♣P ♣jq,∆♣iqq y por 2.1.2 tenemos que r∆♣jq, S♣iqs ✘ 0. Luego, por 1.1.7
i ↕ j.

3) Sea j ➙ i. Consideremos la sucesión exacta corta: 0 Ñ U♣iq Ñ P ♣iq Ñ ∆♣iq Ñ 0.
Aplicando HomA♣ ,∆♣iqq a la sucesión anterior obtenemos la sucesión exacta

HomA♣∆♣jq,∆♣iqq Ñ HomA♣P ♣jq,∆♣iqq Ñ HomA♣U♣jq,∆♣iqq Ñ Ext1A♣∆♣jq,∆♣iqq Ñ
Ext1A♣P ♣jq,∆♣iqq ✏ 0

Veamos que HomA♣U♣jq,∆♣iqq ✏ 0. Observemos que si U♣jq ✏ 0 se tiene que ∆♣jq ✏
P ♣jq y por lo tanto Ext1A♣∆♣jq,∆♣iqq ✏ 0. Supongamos U♣jq ✘ 0 y sea ψ : P ♣λq Ñ ∆♣iq
con λ → j, entonces por 2.1.2 r∆♣iq, S♣λqs ✘ 0 y por 1.1.7 j ➔ λ ↕ i lo cual contradice
j ➙ i. Luego, HomA♣U♣jq,∆♣iqq ✏ 0 y por lo tanto, Ext1A♣∆♣jq,∆♣iqq ✏ 0 para j ➙ i.

�

Una vez que hemos definido el concepto de A-módulo estándar y enunciado sus principales
propiedades, procedemos a dar la definición de k-álgebra estándarmente estratificada a la
derecha.

Definición 1.1.9. Sea A una k-álgebra y ↕ el orden total natural en Ωn. Decimos que ♣A,↕q
es una k-álgebra estándarmente estratificada a la derecha si AA P F♣∆q.

Ejemplo 1.1.10. Consideremos el siguiente carcaj

3 α // 1 2
β

oo 4
γ

oo

y el ideal admisible I ✏ ①βγ②. Sea A ✏ kQ④I se tiene que los A-módulos proyectivos ines-
cindibles son:

P ♣1q : 1 P ♣2q : 2

β

��

P ♣3q : 3

α

��

P ♣4q : 4

γ

��

1 1 2

Usando 1.1.7 tenemos que ∆♣iq ✏ P ♣iq para todo i P Ω4. Por lo tanto, ♣A,↕q es una k-álgebra
estándarmente estratificada a la derecha.

1.2. Sistemas Estratificantes

En esta sección introduciremos el concepto de sistema estratificante y enunciaremos sus prin-
cipales propiedades. Recordamos que R es una k-álgebra (de dimensión finita, básica sobre
un campo k algebraicamente cerrado) y R✁mod es la categoŕıa de los R-módulos izquierdos
finitamente generados sobre una álgebra R.
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Para dar la definición de sistema estratificante consideraremos el siguiente contexto.

R es una k-álgebra, Ωt ✏ t1, 2, . . . , n✉ es el conjunto de los primeros t números naturales con
el orden total natural ↕ (fijo).

Definición 1.2.1. Sean θ ✏ tθ♣iq✉iPΩt
un conjunto de R-módulos (no cero) y Y ✏ tY ♣iq✉iPΩt

un conjunto de R-módulos inescindibles. El sistema ♣θ, Y ,↕q es un sistema estratificante de
talla t si se cumple lo siguiente:

1) HomR♣θ♣jq, θ♣iqq ✏ 0 para j → i,

2) Para cada i P Ωt existe una sucesión exacta

0Ñ θ♣iq
αiÑY ♣iq Ñ Z♣iq Ñ 0

tal que Z♣iq P F♣tθ♣jq : j ➔ i✉q,

3) Ext1R♣F♣θq, Y q ✏ 0, donde Y ✏
t➚

i✏1

Y ♣iq.

Directamente de la definición anterior se tiene la siguiente proposición.

Proposición 1.2.2. Sea ♣θ, Y ,↕q un sistema estratificante de talla t. Se tiene que:

1) Para toda i P Ωt, el funtor HomR♣ , Y ♣iqq es exacto en F♣θq.

2) HomR♣θ♣i� sq, Z♣iqq ✏ 0 para todo s ➙ 0.

3) HomR♣θ♣i� sq, Y ♣iqq ✏ 0 para todo s ➙ 1.

Demostración:

Ver los lemas 3.2.7, 3.2.8 y 3.2.9 de [17].
�

Definición 1.2.3. Sea β : θ♣iq Ñ X con X P I♣θq. Decimos que β es una I♣θq-aproximación
izquierda de θ♣iq si para cualquier β✶ : θ♣iq Ñ X ✶ con X ✶ P I♣θq existe ξ : X Ñ X ✶ que
satisface β✶ ✏ ξβ. Es decir, el siguiente diagrama conmuta:

θ♣iq
β

//

β✶
!!

X

ξ

��

X ✶

Lema 1.2.4. Sea ♣θ, Y ,↕q un sistema estratificante. Para cada i P Ωt el R-homomorfismo
αi : θ♣iq Ñ Y ♣iq dado en 1.2.1 es una I♣θq-aproximación izquierda de θ♣iq.
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Demostración:

Sea X P I♣θq. Consideremos la sucesión exacta corta dada en 1.2.1

0 Ñ θ♣iq
αiÑY ♣iq Ñ Z♣iq Ñ 0

Como X P I♣θq, Ext1R♣Z♣iq, Xq ✏ 0, de donde

0 Ñ HomR♣Z♣iq, Xq Ñ HomR♣Y ♣iq, Xq
HomR♣αi,Xq

Ñ HomR♣θ♣iq, Xq Ñ 0

es un sucesión exacta corta. Luego, HomR♣αi, Xq es un epimorfismo. Es decir, para todo
f : θ♣iq Ñ X P HomR♣θ♣iq, Xq existe g : Y ♣iq Ñ X P HomR♣Y ♣iq, Xq tal que gαi ✏
HomR♣αi, Xq♣gq ✏ f .

�

Definición 1.2.5. Sea ♣θ, Y ,↕q un sistema estratificante de talla t, M P F♣θq y

F : M ✏M0 →M1 → ☎ ☎ ☎ →Mn✁1 →Mn ✏ 0

una θ-filtración de M . Para cada i P Ωt, definimos la multiplicidad de θ♣iq en la filtración F
de M como el número de cocientes que son isomorfos a θ♣iq. Denotamos a la multiplicidad
de cada θ♣iq en M con respecto a la filtración F por rM : θ♣iqs.

El siguiente resultado muestra que la multiplicidad de cada θ♣iq en M , no depende de la
filtración.

Proposición 1.2.6. Sea ♣θ, Y ,↕q un sistema estratificante de talla t. Para M P F♣θq la
multiplicidad de cada θ♣iq en una θ-filtración de M es independiente de la filtración.

Demostración:

Como F♣θq ❸ R✁mod y R es una k-álgebra de dimensión finita, si M P F♣θq, se tiene que
M , en particular, es un k-espacio vectorial de dimensión finita y por lo tanto HomR♣M,Y ♣iqq
es un k-espacio vectorial de dimensión finita. Denotamos por dij ✏ dimHomR♣θ♣iq, Y ♣jqq
(como k-espacio vectorial). Sea D ✏ ♣dijq la matriz con entradas dij. Por 1.2.2 se tiene que
es D una matriz triangular superior y dii ✘ 0 ya que 0 ✘ αi P HomR♣θ♣iq, Y ♣iqq. Sea F una
θ-filtración de M

F : M ✏M0 →M1 → ☎ ☎ ☎ →Mn✁1 →Mn ✏ 0

Consideremos la siguiente sucesión exacta corta

0 ÑMn✁1 ÑMn✁2 ÑMn✁2④Mn✁1 Ñ 0

Aplicando el funtor HomR♣ , Y ♣iqq a la sucesión anterior por 1.2.2 se tiene la sucesión exacta
corta
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0 Ñ HomR♣Mn✁2④Mn✁1, Y ♣iqq Ñ HomR♣Mn✁2, Y ♣iqq Ñ HomR♣Mn✁1, Y ♣iqq Ñ 0

ComoMn✁1 ✕ θ♣j1q yMn✁2④Mn✁1 ✕ θ♣j2q con j1, j2 P Ωt tenemos dimHomR♣Mn✁2, Y ♣iqq ✏
dj2i � dj1i. Ahora consideremos la sucesión exacta corta.

0 ÑMn✁2 ÑMn✁3 ÑMn✁3④Mn✁2 Ñ 0

Por el argumento anterior dimHomR♣Mn✁3, Y ♣iqq ✏ dj3i�dj2i�dj1i. Inductivamente usando
que mj es el número de cocientes isomorfos a θ♣jq en la filtración F se tiene que

dimHomR♣M,Y ♣iqq ✏
t➳

j✏1

mjdji ✏ ♣m1, . . . ,mtqDi

donde Di es la i-ésima columna de D.

Si j ✏ 1, por 1.2.2 tenemos dimHomR♣M,Y ♣1qq ✏ m1d11. Como 0 ✘ d11 y dimHomR♣M,Y ♣1qq
son fijos se sigue que m1 ✏ dimHomR♣M,Y ♣1qq④d11. Por lo tanto, m1 está en términos de
dimHomR♣M,Y ♣1qq y d11. Continuando por inducción sobre el conjunto de ı́ndices

dimHomR♣M,Y ♣kqq ✏
n➳

j✏1

mjdjk ✏ mkdkk �
k✁1➳

j✏1

mjdjk

Como mj esta determinado para 1 ↕ j ↕ k✁ 1, se sigue que mk está en términos de mj para
1 ↕ j ↕ k ✁ 1, de la dimHomR♣M,Y ♣kqq y de dkk.

�

Observación 1.2.7. De 1.2.1 y de 1.2.6 tenemos que rY ♣iq : θ♣iqs ✏ 1 y rY ♣iq : θ♣jqs ✏ 0
para j → i. Por lo tanto, Y ♣iq ✢ Y ♣jq si i ✘ j.

Definición 1.2.8. Sean ♣θ, Y ,↕q un sistema estratificante de talla t y M P F♣θq. Definimos
la θ-longitud de M y la denotamos por lθ♣Mq como:

lθ♣Mq ✏
t➳

i✏1

rM : θ♣iqs.

Con el propósito de demostrar la Proposición 1.2.14 daremos la siguiente definición y enun-
ciaremos los siguientes resultados.

Definición 1.2.9. Sean ♣θ, Y ,↕q un sistema estratificante de talla t y M P F♣θq. Definimos
max♣Mq como el mayor ı́ndice j tal que rM : θ♣jqs ✘ 0.

Lema 1.2.10. Sean ♣θ, Y ,↕q un sistema estratificante de talla t, M,N,K P F♣θq y consi-
deremos la siguiente sucesión exacta corta en R ✁mod

0 Ñ K ÑM Ñ N Ñ 0.

Entonces max♣Mq ✏ máximo tmax♣Kq,max♣Nq✉.
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Demostración:

Como N ✕M④K bastará demostrar que el lema se cumple para la siguiente sucesión exacta
corta:

0Ñ K ÑM ÑM④K Ñ 0

Sea F una θ-filtración de K

F : K ✏ K0 → K1 → ☎ ☎ ☎ → Ks✁1 → Ks ✏ 0

donde Kp④Kp�1 ✕ θ♣jpq con jp ↕ max♣Kq para p ✏ 0, 1, 2, . . . , s✁ 1.

Sea G una θ-filtración de M④K

G : M④K ✏M0④K →M1④K → ☎ ☎ ☎ →Mn✁1④K →Mn④K ✏ 0

donde Mq④K④Mq�1④K ✕ θ♣jqq con jq ↕ max♣M④Kq para q ✏ 0, 1, 2, . . . , n✁ 1.

Consideremos la siguiente θ-filtración de M dada por:

H :M ✏M0 →M1 → ☎ ☎ ☎ →Mn✁1 →Mn ✏ K → K1 → ☎ ☎ ☎ → Ks✁1 → Ks ✏ 0

se tiene que Mq④Mq�1 ✕ θ♣jqq para q ✏ 0, 1, 2, . . . , n ✁ 1 y Kp④Kp�1 ✕ θ♣jpq para p ✏
1, 2, . . . , s✁ 1. Por lo tanto,

max♣Mq ✏ máximo tmax♣Kq,max♣M④Kq✉.

�

Lema 1.2.11. Sea ♣θ, Y ,↕q un sistema estratificante de talla t y M P F♣θq. Supongamos
max♣Mq ✏ i. Entonces

1) Ext1R♣θ♣i� sq,Mq ✏ 0 para s ➙ 0.

2) Existe una sucesión exacta corta

0Ñ θ♣iqa ÑM Ñ N Ñ 0

donde N P F♣tθ♣jq : j ➔ i✉q.

Demostración:

1) Sea F una θ-filtración de M

F : M ✏M0 →M1 →M2 → ☎ ☎ ☎ →Mn✁1 →Mn ✏ 0
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Consideremos la sucesión

0 ÑMn✁1 ÑMn✁2 ÑMn✁2④Mn✁1 Ñ 0

donde Mn✁1 ✕ θ♣j1q y Mn✁2④Mn✁1 ✕ θ♣j2q donde j1, j2 ↕ i. Aplicando el funtor
HomR♣θ♣i� sq, q a la sucesión exacta corta anterior obtenemos:

0 Ñ HomR♣θ♣i�sq,Mn✁1q Ñ HomR♣θ♣i�sq,Mn✁2q Ñ HomR♣θ♣i�sq,Mn✁2④Mn✁1q Ñ

Ext1R♣θ♣i� sq,Mn✁1q Ñ Ext1R♣θ♣i� sq,Mn✁2q Ñ Ext1R♣θ♣i� sq,Mn✁2④Mn✁1q Ñ

Como Ext1R♣θ♣i � sq,Mn✁1q ✕ Ext1R♣θ♣i � sq, θ♣j1qq ✏ 0 (ya que j1 ↕ i) y dado que
Ext1R♣θ♣i � sq,Mn✁2④Mn✁1q ✕ Ext1R♣θ♣i � sq, θ♣j2qq ✏ 0 (ya que j2 ↕ i) se sigue que
Ext1R♣θ♣i� sq,Mn✁2q ✏ 0. Inductivamente llegamos a que Ext1R♣θ♣i� sq,Mq ✏ 0.

2) Inducción sobre lθ♣Mq. Si lθ♣Mq ✏ 1 se tiene que M ✕ θ♣iq para algún i P Ωt y por lo
tanto la sucesión buscada es:

0 Ñ θ♣iq ÑM Ñ 0

Supongamos que el lema es cierto para módulos N ✶ P F♣θq y tales que lθ♣N
✶q ➔ n. Sea

M P F♣θq tal que lθ♣Mq ✏ n. Esto es, existe F una θ-filtración de M

F : M ✏M0 →M1 → ☎ ☎ ☎ →Mn✁1 →Mn ✏ 0

donde Ms④Ms�1 ✕ θ♣jsq para s ✏ 0, 1, 2, . . . , n ✁ 1. Por hipótesis de inducción existe
una sucesión exacta corta

0 Ñ θ♣jqaM1 ÑM1 ÑM ✶ Ñ 0

donde j ✏ max♣M1q y M1④θ♣jq
aM1 ✕ M ✶ P Ftθ♣lq : l ➔ j✉. Se tienen los siguientes

casos:

a) M④M1 ✕ θ♣j1q donde j1 ➔ j. Como j1 ➔ j se tiene que max♣Mq ✏ j. Considere-
mos las siguientes sucesiones exactas cortas:

0 Ñ θ♣jqaM1 ÑM ÑM④θ♣jqaM1 Ñ 0 (1.3)

0 ÑM1④θ♣jq
aM1 ÑM④θ♣jqaM1 ÑM④M1 Ñ 0 (1.4)

Comomax♣M1④θ♣jq
aM1 q ➔ j ymax♣M④M1q ➔ j, por 1.2.10 se tiene queM④θ♣jqaM1 P

Ftθ♣lq : l ➔ j✉. Por lo tanto, la sucesión exacta (1.3) es la sucesión buscada.
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b) M④M1 ✕ θ♣j1q donde j1 ✏ j. Como j1 ✏ j se tiene que max♣Mq ✏ j ✏ max♣M1q.

Usando 1.2.11 la siguiente sucesión exacta se escinde

0ÑM1 ÑM ÑM④M1 Ñ 0

de dondeM ✏M1❵θ♣jq yM④θ♣jqaM1
�1 ✕ ♣M1❵θ♣jqq④θ♣jq

aM1
�1 ✕M1④θ♣jq

aM1 P
Ftθ♣lq : l ➔ j✉. Es decir,

0Ñ θ♣jqaM1
�1 ÑM ÑM④θ♣jqaM1

�1 Ñ 0

es la sucesión exacta buscada.

c) M④M1 ✕ θ♣j1q donde j1 → j. Como j1 → j se tiene que max♣Mq ✏ j1.

Como max♣M1q ✏ j usando 1.2.11 la siguiente sucesión exacta corta se escinde.

0ÑM1 ÑM ÑM④M1 Ñ 0

Es decir, M ✕M1❵ θ♣j1q y M④θ♣j1q ✕ ♣M1❵ θ♣j1qq④θ♣j1q ✕M1 P Ftθ♣lq : l ↕ j✉.

De donde la sucesión exacta corta buscada es

0Ñ θ♣j1q ÑM ÑM④θ♣j1q Ñ 0.

�

Definición 1.2.12. Sea M en R✁mod. Denotamos por add♣Mq a la subcategoŕıa plena de
R ✁mod cuyos objetos son:

obj♣add♣Mqq ✏ tX P R ✁mod : ❉n P N y T P R ✁mod tal que X ❵ T ✕Mn✉.

Proposición 1.2.13. Sea ♣θ, Y ,↕q un sistema estratificante de talla t,M P F♣θq ymax♣Mq ✏
i. Entonces existe una sucesión exacta corta

0ÑM Ñ Y ✶ ÑM ✶ Ñ 0

donde M ✶ P F♣θq, max♣M ✶q ➔ i y Y ✶ P add♣Y q.

Demostración:

Hacemos la demostración por inducción sobre el max♣Mq. Supongamos que max♣Mq ✏ 1,
usando 1.2.11 se tiene que M ✕ θ♣1qn. Como θ♣1q ✏ Y ♣1q la sucesión exacta corta

0ÑM Ñ Y ♣1qn Ñ 0Ñ 0

cumple con las condiciones del lema. Supongamos que el lema se cumple para L P F♣θq tal
que max♣Lq ➔ i. Sea M P F♣θq tal que max♣Mq ✏ i. Por 1.2.11 tenemos la sucesión exacta
corta:
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0 Ñ θ♣iqa ÑM Ñ N Ñ 0

donde N P F♣θq y max♣Nq ➔ i. Por hipótesis de inducción, existe una sucesión exacta corta:

0 Ñ N
f
Ñ Ȳ Ñ N̄ Ñ 0

donde Ȳ P add♣Y q y max♣N̄q ➔ max♣Nq. Consideremos el diagrama conmutativo push-out

0

��

0

��

0 // θ♣iqa

��

//M

g

��

// N // 0

0 // Y ♣iqa

��

//W

��

// N // 0

Z♣iqa

��

Z♣iqa

��

0 0

Como N P F♣θq y Ext1R♣F♣θq, Y q ✏ 0 el segundo renglón se escinde. Luego, W ✕ Y ♣iqa❵N .
Consideremos la siguiente sucesión exacta corta:

0 Ñ W ④M Ñ ♣Y ♣iqa ❵ Ȳ q④M Ñ ♣Y ♣iqa ❵ Ȳ q④W Ñ 0

Como W ④M ✕ Z♣iqa y ♣Y ♣iqa❵Ȳ q④W ✕ N̄ por 1.2.10, max♣♣Y ♣iqa❵Ȳ q④Mq ➔ i. Tomando
las inclusiones f y g tenemos la inclusión fg : M Ñ Y ♣iqa ❵ Ȳ donde Y ♣iqa ❵ Ȳ P add♣Y q.
Por lo que la sucesión

0 ÑM Ñ Y ♣iqa ❵ Ȳ Ñ ♣Y ♣iqa ❵ Ȳ q④M Ñ 0

cumple con las condiciones del lema.
�

Terminamos esta sección con el siguiente resultado.

Proposición 1.2.14. Sean ♣θ, Y ,↕q un sistema estratificante de talla t y M P F♣θq. En-
tonces existe una sucesión exacta

0 ÑM Ñ Y0 Ñ Y1 Ñ ☎ ☎ ☎ Ñ Yk Ñ 0

donde Yr P add♣Y q para r P t0, 1, 2, . . . , k✉ y k ➔ max♣Mq.

Demostración:

Se sigue inductivamente aplicando la Proposición 1.2.13.
�
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1.3. El álgebra EndR♣Y q

En esta sección demostraremos que dado un sistema estratificante ♣θ, Y ,↕q de talla t, el
álgebra ♣A ✏ EndR♣Y q,↕

opq es estándarmente estratificada a la derecha donde ↕op es el
orden opuesto en Ωt. Cabe aclarar que en A ✏ EndR♣Y q estamos haciendo la composición
a la derecha. Es decir, dados f : M Ñ N y g : N Ñ L la composición es fg : M Ñ L.
Iniciaremos esta sección con la siguiente proposición, la cual usaremos más adelante.

Proposición 1.3.1. Sean A una k-algebra y ∆ ✏ t∆♣iq✉iPΩn
el conjunto de A-módulos

estándar derechos. Si ∆♣iqA ✏ P ♣iqA para toda i P Ωn entonces considerando ∆♣iq ✏ Y ♣iq
para toda i P Ωn se tiene que ♣∆, Y ,↕q es un sistema estratificante de talla n.

Demostración:

Se sigue directamente de la definición 1.2.1 y de la Proposición 1.1.8.
�

Lema 1.3.2. Sean ♣θ, Y ,↕q un sistema estratificante de talla t, A ✏ EndR♣Y q y el funtor
F :✏ HomR♣ , Y q : R ✁modÑ mod✁ A. Tenemos que

1) Si F ♣Y ♣iqq ✕ F ♣Y ♣jqq entonces Y ♣iq ✕ Y ♣jq.

2) Si M P F♣θq entonces F ♣Mq tiene una F ♣θq-filtración de A-módulos. Además, si
max♣Mq ✏ i se tiene que max♣F ♣Mqq ✏ i.

Demostración:

Ver los Lemas 3.3.10 y 3.3.11 de [17].
�

Del lema anterior tenemos la siguiente observación.

Observación 1.3.3. Dado ♣θ, Y ,↕q un sistema estratificante de talla t, tenemos que A ✏
EndR♣Y q es una k-álgebra básica.

Teorema 1.3.4. Sea ♣θ, Y ,↕q un sistema estratificante de talla t. Entonces A ✏ EndR♣Y q es
estandarmente estratificada derecha, respecto a ↕op, (donde ↕op es el orden natural opuesto
en Ωt). Más aún, ∆♣iq ✏ HomR♣θ♣iq, Y q para todo i P Ωt.

Demostración:

Para cada i P Ωt denotamos por P ♣iq ✏ HomR♣Y ♣iq, Y q al A-módulo proyectivo inescindible
derecho. Veamos primero que cada P ♣iqA tiene una F ♣θq-filtración. Consideremos la sucesión
exacta corta

0Ñ θ♣iq
αiÑY ♣iq Ñ Z♣iq Ñ 0

donde Z♣iq P Ftθ♣jq : j ➔ i✉. Aplicando el funtor F ✏ HomR♣ , Y q a la sucesión exacta
anterior tenemos:

0Ñ HomR♣Z♣iq, Y q
l
ÑHomR♣Y ♣iq, Y q

F ♣αiq
Ñ HomR♣θ♣iq, Y q Ñ 0
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Por 1.3.2 se tiene que HomR♣Z♣iq, Y q tiene una F ♣θq-filtración y por lo tanto P ♣iq tiene una
F ♣θq-filtración.

Para probar el resultado mostraremos que F ♣θ♣iqq ✏ ∆♣iqA con respecto al orden opuesto
↕op. Esto es, vamos a probar que HomR♣θ♣iq, Y q es el cociente maximal de P ♣iq con factores
de composición S♣jq con j ➙ i.

Como HomA♣P ♣jq, F ♣θ♣iqqq ✕ HomR♣θ♣iq, θ♣jqq (ver [4] 1.1.3) y por 1.2.2 se sigue que
Hom♣P ♣jq, F ♣θ♣iqqq ✏ 0 para j ➔ i. Por lo tanto, por 2.1.2 se tiene que rF ♣θ♣iqq, S♣jqs ✏ 0
para j ➔ i. Consideremos la sucesión exacta:

0Ñ U♣iq Ñ P ♣iq Ñ ∆♣iq Ñ 0

donde U♣iq ✏
➦

f :P ♣jqÑP ♣iq

Imf donde j ➔ i.

Sea j ➔ i y g : P ♣jq Ñ P ♣iq. Mostraremos que Im g ❸ F ♣Z♣iqq. Como Hom♣P ♣jq, P ♣iqq ✕
HomR♣Y ♣iq, Y ♣jqq (ver [4] 1.1.3), entonces existe h : Y ♣iq Ñ Y ♣jq tal que F ♣hq ✏ g.

Por 1.2.2 se tiene que HomR♣θ♣iq, Y ♣jqq ✏ 0. Por lo tanto, αih ✏ 0 y 0 ✏ F ♣αihq ✏
F ♣hqF ♣αiq ✏ gF ♣αiq y se sigue que Im g ❸ F ♣Z♣iqq ya que F ♣Z♣iqq ✕ Im l ✏ KerF ♣αiq.
Por lo tanto, U♣iq ❸ F ♣Z♣iqq de donde F ♣θ♣iqq ❸ ∆♣iq.

Veamos que Im l ❸ U♣iq. Sea F una F ♣θq-filtración de F ♣Z♣iqq

F : F ♣Z♣iqq ✏M0 ❹M1 ❹ . . . ❹Mm ✏ 0

donde Ms④Ms�1 ✕ F ♣θ♣jsqq para s P t0, 1, . . . ,m✁ 1✉. Consideremos el siguiente diagrama:

0 // P ♣jm✁1q //

πF ♣Z♣jm✁1qq

��

P2
//

β2

��

P ♣jm✁2q //

π
2

xx

πF ♣Z♣jm✁2qq

��

0

0 //Mm✁1

i1 //Mm✁2
//Mm✁2④Mm✁1

// 0

dondeMm✁1 ✕ F ♣θ♣jm✁1qq,Mm✁2④Mm✁1 ✕ F ♣θ♣jm✁2qq y P2 ✏ P ♣jm✁1q❵P ♣jm✁2q. Tenemos
que β2 :✏ ♣πF ♣Z♣jm✁1qqi1, π2

q : P2 Ñ Mm✁2 es un epimorfismo. Además jm✁1 ➔ i y jm✁2 ➔ i.
De manera análoga obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0 // P2
//

β2

��

P3
//

β3

��

P ♣jm✁3q //

π
3

xx

πF ♣Z♣jm✁3qq

��

0

0 //Mm✁2

i2 //Mm✁3
//Mm✁3④Mm✁2

// 0

P3 ✏ P2 ❵ P ♣jm✁3q. Donde β3 ✏ ♣β2i2, π3
q : P3 ÑMm✁3 es un epimorfismo y jm✁3 ➔ i.
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Continuando con este procedimiento se tiene Pm ✏
m➚
k✏1

P ♣jm✁kq con jm✁k ➔ i para toda

k P t1, . . . ,m✉ y un epimorfismo βm : Pm Ñ F ♣Z♣iqq. Tenemos el morfismo βml : Pm Ñ P ♣iq
donde Imβml ✏ Im l, lo cual implica que F ♣Z♣iqq ✕ Im l ❸ U♣iq. Podemos concluir que
F ♣Z♣iqq ✕ U♣iq. Por lo tanto ∆♣iqA ✏ HomR♣θ♣iq, Y q.

�

Ejemplo 1.3.5. Consideremos el siguiente carcaj C:

3 α // 1 2
β

oo 4
γ

oo

y el ideal admisible I ✏ ①βγ② de kC. Sea R ✏ kQ④I se tiene que los R-módulos proyectivos
inescindibles son:

P ♣1q : 1 P ♣2q : 2

β

��

P ♣3q : 3

α

��

P ♣4q : 4

γ

��

1 1 2

Por 1.1.7 tenemos que ∆♣iq ✏ P ♣iq para todo i P Ω4 y por 1.3.1 se tiene que ∆♣iq ✏ Y ♣iq
para i P Ω4. Más aún, la k-álgebra A ✏ EndR♣

➚
4

j✏1
Y ♣jqq es isomorfa a C ✶ ✏ kC④I, donde

C ✶ es el siguiente carcaj:

4 3 2

c





1

b





a
oo

e I ✏ ①ac② (donde la multiplicación está dada a la derecha). Se tiene que

P ♣4q : 4 P ♣3q : 3 P ♣2q : 2

c

��

P ♣1q : 1

a

��

b

��

4 2 3

son los A-módulos proyectivos derechos. Dado que estamos considerando el orden opuesto ↕op

en Ω4, por 1.1.7 tenemos que ∆♣4qA ✏ P ♣4q, ∆♣3qA ✏ P ♣3q, ∆♣2qA ✏ P ♣2q, ∆♣1qA ✏ P ♣1q.
Por lo tanto, ♣A,↕opq es una k-álgebra estándarmente estratificada a la derecha.

1.4. Propiedades de F♣θq

En esta sección demostraremos que la categoŕıa F♣θq es contravariantemente equivalente a
la categoŕıa F♣∆Aq (ver Teorema 1.4.6).
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Proposición 1.4.1. Sean ♣θ, Y ,↕q un sistema estratificante de talla t en R ✁ mod, Y ✏
t➚

i✏1

Y ♣iq, A ✏ EndR♣Y q y el funtor F :✏ HomR♣ , Y q : R ✁mod Ñ mod ✁ A. Entonces la

restricción de F a F♣θq, F ⑤F♣θq: F♣θq Ñ mod✁A es un funtor exacto y F ♣F♣θqq ❸ F♣∆Aq.

Demostración:

Como Ext1R♣ , Y q ⑤F♣θq✏ 0 se tiene que F ⑤F♣θq: F♣θq Ñ mod ✁ A es un funtor exacto.
Además, por 2.1.3 y 1.3.4 se sigue que F ♣F♣θqq ❸ F♣∆Aq.

�

Definición 1.4.2. Sean R una k-álgebra, Y P R✁mod y A :✏ End♣RY q. Consideremos los
funtores F :✏ HomR♣ , Y q : R✁modÑ mod✁A y G :✏ HomA♣ , Y q : mod✁AÑ R✁mod.
Recordamos que la transformación natural de funtores valuación

1) ǫ : 1R✁mod Ñ GF se define como la familia de morfismos

ǫ :✏ tǫX : X Ñ G♣F ♣Xqq✉XPR✁mod,

donde ǫX♣xq♣fq ✏ f♣xq para cada x P X y f P HomR♣X, Y q.

2) ǫ✶ : 1mod✁A Ñ FG se define como la familia de morfismos

ǫ✶ :✏ tǫ✶X : X Ñ F ♣G♣Xqq✉XPmod✁A,

donde ǫ✶X♣xq♣fq ✏ f♣xq para cada x P X y f P HomA♣X, Y q.

Lema 1.4.3. Sean R una k-álgebra, Y P R ✁ mod y A :✏ End♣RY q. Consideremos los
funtores F :✏ HomR♣ , Y q : R✁modÑ mod✁A, G :✏ HomA♣ , Y q : mod✁AÑ R✁mod
y 0 ÑM ✶ ÑM ÑM✷ Ñ 0 una sucesión exacta en R ✁mod que se escinde. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

1) ǫM :M Ñ G♣F ♣Mqq es un monomorfismo (respectivamente epimorfismo).

2) ǫM ✶ :M ✶ Ñ G♣F ♣M ✶qq y ǫM✷ :M✷ Ñ G♣F ♣M✷qq son monomorfismos (respectivamente
epimorfismos).

Demostración:

Dado que F y G son funtores aditivos, la sucesión

0 ÑM ✶ ÑM ÑM✷ Ñ 0

se escinde y ǫ : 1R✁mod Ñ GF es una transformación natural tenemos los siguientes diagramas
conmutativos
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η : 0 //M ✶ //

ǫM ✶

��

M //

ǫM

��

M✷ //

ǫM✷

��

0

GF ♣ηq : 0 // G♣F ♣M ✶qq // G♣F ♣Mqq // G♣F ♣M✷qq // 0

η✶ : 0 //M✷ //

ǫM✷

��

M //

ǫM

��

M ✶ //

ǫM ✶

��

0

GF ♣η✶q : 0 // G♣F ♣M✷qq // G♣F ♣Mqq // G♣F ♣M ✶qq // 0

donde η, η✶, GF ♣ηq y GF ♣η✶q son sucesiones exactas cortas que se escinden.

1)ñ 2) Supongamos que ǫM es un monomorfismo (respectivamente epimorfismo). Aplicando
el lema de la serpiente a los diagramas anteriores se tiene que Ker♣ǫM ✶q ✏ 0 y Ker♣ǫM✷q ✏ 0
(respectivamente Coker♣ǫM✷q ✏ 0 y Coker♣ǫM ✶q ✏ 0).

2) ñ 1) Aplicando el lema de la serpiente en el primer diagrama tenemos la sucesión
exacta Ker♣ǫM ✶q Ñ Ker♣ǫMq Ñ Ker♣ǫM✷q (respectivamente Coker♣ǫM ✶q Ñ Coker♣ǫMq Ñ
Coker♣ǫM✷q). ComoKer♣ǫM ✶q ✏ 0 ✏ Ker♣ǫM✷q (respectivamente Coker♣ǫM ✶q ✏ 0 ✏ Coker♣ǫM✷q)
se sigue que Ker♣ǫMq ✏ 0 (respectivamente Coker♣ǫMq ✏ 0).

�

Corolario 1.4.4. La función evaluación ǫX es un isomorfismo para cualquier X P F♣θq.

Demostración: Tenemos los siguientes casos:

1) Caso X ✏ Y . Si ǫY ♣xq ✏ 0 entonces 0 ✏ ǫY ♣xq♣1q ✏ 1♣xq ✏ x. Si f P G♣F ♣Y qq entonces
❅ g P A se tiene que f♣gq ✏ f♣g1q ✏ gf♣1q por lo que ǫY ♣f♣1qq♣gq ✏ gf♣1q ✏ f♣gq
❅ g P A. Por lo tanto, ǫX es un isomorfismo.

2) Caso X ✏ Y m con m P N. Usando que los funtores F y G son aditivos, tene-
mos F ♣Y mq ✏ HomR♣Y

m, Y q ✕ HomR♣Y, Y q
m ✏ Am y por lo tanto G♣F ♣Y mqq ✕

HomA♣A
m, Y q ✕ HomA♣A, Y q

m ✕ Y m. Por lo tanto, ǫX es un isomorfismo.

3) Caso X P add♣Y q. Sean m P N, N P R ✁ mod tales que X ❵ N ✕ Y m. Usando que
F y G son aditivos, tenemos X ❵ N ✕ Y m ✕ G♣F ♣Y mqq ✕ G♣F ♣Xq ❵ F ♣Nqq ✕
G♣F ♣Xqq ❵ G♣F ♣Nqq. Considerando el siguiente diagrama conmutativo y exacto en
R ✁mod

ǫ : 0 // X //

ǫX
��

Y m //

ǫY m

��

N //

ǫN
��

0

η : 0 // G♣F ♣Xqq // G♣F ♣Y mqq // G♣F ♣Nqq // 0

Como ǫ es una sucesión exacta que se escinde y ǫY m es un isomorfismo por el caso 2)
por 1.4.3 se sigue que ǫX y ǫN son isomorfismos.
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4) Caso general. La prueba se hará por inducción sobre max♣Xq. Sea 0 ✘ X P F♣θq. Si
max♣Xq ✏ 1 entonces X ✕ θ♣1qm ✕ Y ♣1qm P add♣Y q y por el caso 3) se sigue que
ǫX es un isomorfismo. Supongamos que 1 ➔ max♣Xq, por 1.2.13 existe una sucesión
exacta corta en F♣θq

0Ñ X Ñ Y0 Ñ N Ñ 0

donde Y0 P add♣Y q y max♣Nq ➔ max♣Xq. Como F ⑤F♣θq es exacto se tiene el siguiente
diagrama conmutativo y exacto en R ✁mod

Ker♣ǫXq

��

0

��

0

��

0 // X //

ǫX
��

Y0 //

ǫY m

��

N //

ǫN
��

0

0 // G♣F ♣Xqq //

��

G♣F ♣Y mqq //

��

G♣F ♣Nqq

��

Coker♣ǫXq 0 0

Por hipótesis de inducción ǫY0
y ǫN son isomorfismos. Luego, por el lema de la serpiente

ǫX es un isomorfismo.

�

Lema 1.4.5. Sea ♣θ, Y ,↕q un sistema estratificante de talla t en R ✁mod, Y :✏
t➚

i✏1

Y ♣iq y

A ✏ EndR♣Y q. Entonces las siguientes condiciones se satisfacen:

1) Ext1A♣N, Y q ✏ 0 para cada N P F♣∆Aq.

2) La restricción G ⑤F♣∆Aq: F♣∆Aq Ñ R✁mod es un funtor exacto y además G♣F♣∆Aqq ❸
F♣θq.

3) La aplicación ǫ✶X : X Ñ FG♣Xq es un isomorfismo en mod ✁ A para cualquier X P
F♣∆Aqq.

Demostración:

1) Basta ver que Ext1A♣∆♣iq, Y q ✏ 0 para todo i P Ωt. Consideremos la sucesión exacta
en R ✁mod

0Ñ θ♣iq Ñ Y ♣iq Ñ Z♣iq Ñ 0

Aplicando el funtor F a la sucesión anterior, obtenemos la siguiente sucesión exacta en
A✁mod (ver 1.4.1)

0Ñ F ♣Z♣iqq Ñ P ♣iq Ñ ∆♣iq Ñ 0
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Dado que P ♣iq es proyectivo, aplicando el funtor G y usando el isomorfismo de 1.4.4
tenemos el siguiente diagrama conmutativo en R ✁mod

0 // θ♣iq
f

//

ǫθ♣iq

��

Y ♣iq
g

//

ǫY ♣iq

��

Z♣iq //

ǫZ♣iq

��

0

0 // G♣∆♣iqq
f ✶

// G♣P ♣iqq
g✶

// G♣F ♣Z♣iqqq // Ext1A♣∆♣iq, Y q
// 0

Como g, ǫY ♣iq y ǫZ♣iq son epimorfismos se sigue que g✶ es un epimorfismo. Por lo tanto,
Ext1A♣∆♣iq, Y q ✏ 0 para todo i P Ωt.

2) Por el inciso anterior se tiene que G ⑤F♣∆Aq: F♣∆Aq Ñ R ✁mod es exacto. Luego, por
2.1.3 y 1.4.4 se sigue que G♣F♣∆Aqq ❸ F♣G♣∆Aqq ✏ F♣θq.

3) Sea X P mod ✁ A. La prueba se hará por inducción sobre la ∆A-longitud de X. Si
l∆A

♣Xq ✏ 1 entonces X ✕ ∆♣jq para algún j P Ωt. Luego, por 1.3.4 y 1.4.4 tenemos
que FG♣Xq ✕ FG♣∆♣jqq ✏ FG♣F ♣θ♣jqqq ✏ F ♣GF ♣θ♣jqqq ✕ F ♣θ♣jqq ✕ ∆♣jq. Ahora
bien, supongamos que l∆A

♣Xq ➙ 2 y consideremos H una ∆A-filtración de X

H : X ✏M0 →M1 → ☎ ☎ ☎ →Mm✁1 →Mm ✏ 0

donde X④M1 ✕ ∆♣j1q para algún j1 P Ωt y l∆A
♣M1q ➔ m. Dado que los funtores

F ⑤F♣θq: F♣θq Ñ mod ✁ A y G ⑤F♣∆Aq: F♣∆Aq Ñ R ✁ mod son exactos se tiene el
siguiente diagrama conmutativo

0 //M1

f
//

ǫ✶M1

��

X
g

//

ǫ✶X
��

∆♣j1q //

ǫ✶
∆♣j1q

��

0

0 // FG♣M1q
f ✶

// FG♣Xq
g✶

// FG♣∆♣j1qq // 0

Por hipótesis de inducción, ǫ✶
∆♣j1q

y ǫ✶M1
son isomorfismos. Luego, usando 2.1.10 se sigue

que ǫ✶X es un isomorfismo.

�

Teorema 1.4.6. La categoŕıa F♣θq♣❸ R✁modq es contravariantemente equivalente a F♣∆Aq♣❸
mod✁ Aq.

Demostración:

Se sigue de la Proposición 1.4.1 y de los Lemas 1.4.4 y 1.4.5.
�

Corolario 1.4.7. Sea ♣θ, Y ,↕q un sistema estratificante de talla t. Entonces θ♣iq es ines-
cindible para toda i ✏ 1, . . . , n.
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Demostración:

El funtor F ⑤F♣θq induce un isomorfismo de anillos EndR♣θ♣iqq ✕ EndA♣∆♣iqq. Como ∆♣iq es
inescindible (ver 1.1.8) por 2.1.9 se sigue que EndA♣∆♣iqq es un anillo local. Por lo tanto,
θ♣iq es inescindible.

�
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Caṕıtulo 2

Apéndice

2.1. Módulos, Álgebras locales

Definición 2.1.1. Sean R una k-álgebra, M P R✁mod y la familia de R-submódulos de M

MM :✏ tN : N es un submódulo maximal de M✉.

El radical de M es el submódulo de M

rad♣Mq :✏
↔

NPMM

N

Proposición 2.1.2. Sean R una k-álgebra, i P Ωn yM P R✁mod. Entonces HomR♣P ♣iq,Mq ✘
0 si y sólo si rM : S♣iqs ✘ 0.

Demostración: Ver [15], proposición 2.5.
�

Proposición 2.1.3. Sean A y B k-álgebras, C una clase de objetos en mod ✁ A y H :
mod✁ AÑ B ✁mod un funtor (covariante o contravariante) exacto. Entonces H♣F♣Cqq ❸
F♣H♣Cqq.

Demostración: Ver [15], proposición 3.15.
�

Definición 2.1.4. Sea R una k-álgebra. Para cada M P R ✁mod, definimos el top de M
como el cociente top♣Mq :✏M④rad♣Mq.

Proposición 2.1.5. Sean A una k-álgebra y f : M Ñ N un epimorfismo en mod ✁ A.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1) Ker♣fq ❸ rad♣Mq.

2) El morfismo f̄ : top♣Mq Ñ top♣Nq, dado por f̄♣x̄q ✏ f♣xq es un isomorfismo.
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Demostración: Ver [15], proposición 5.15.
�

Proposición 2.1.6. Sea A una k-álgebra. Definamos la correspondencia

top : mod✁ AÑ mod✁ A

dada por top♣fq : top♣Xq Ñ top♣Y q donde top♣fq♣xq ✏ f♣xq � rad♣Y q para todo x P X y
para todo f P HomA♣X, Y q. Entonces, top es un funtor aditivo que conmuta con productos
arbitrarios y preserva epimorfismos.

Demostración: Ver [15], proposición 5.24.
�

Teorema 2.1.7. Sean A una k-álgebra. Entonces, las siguientes condiciones son equivalen-
tes.

1) A tiene un único ideal izquierdo maximal.

2) rad♣Aq es el único ideal izquierdo maximal en A.

3) rad♣Aq ✏ A④U♣Aq donde U♣Aq denota al conjunto de las unidades de A, es decir, a
los elementos de A que son invertibles.

4) A④U♣Aq es cerrado bajo suma en A.

5) Para cada a P A, se tiene que ta, 1✁ a✉ ❳ U♣Aq ✘ ❍.

6) A④rad♣Aq es una k-álgebra con división.

Demostración: Ver [15], Proposición 5.36.
�

Definición 2.1.8. Decimos que una k-álgebra A es local si satisface alguna de las condiciones
del Teorema 2.1.7

Teorema 2.1.9. Sean A una k-álgebra y M P mod✁A. Entonces, las siguientes condiciones
se satisfacen.

1) EndA♣Mq es local si y sólo si M es indescomponible.

2) SeaM indescomponible. Entonces, para cada f P EndA♣Mq se tiene que f es nilpotente
o un isomorfismo.

Demostración: Ver [15], proposición 5.38.
�
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Lema 2.1.10 (Lema Corto del Cinco). Sea R una k-álgebra. Consideremos el siguiente
diagrama conmutativo y exacto en R ✁mod

0 // L
g

//

α1

��

N
f

//

α2

��

N //

α3

��

0

0 // L✶ g✶

// N ✶ f ✶

//M ✶ // 0

Si cualesquiera dos de los morfismos α1, α2 y α3 son isomorfismos, entonces el tercero
también lo es.

Demostración: Ver [13], proposición 2.72.
�

Teorema 2.1.11 (Lema de la Serpiente). Sea R una k-álgebra. Consideremos el siguiente
diagrama conmutativo y exacto en R ✁mod

L
g

//

α
��

N
f

//

β
��

N //

γ

��

0

0 // L✶ h // N ✶ t //M ✶

Entonces existe una sucesión exacta en R ✁mod

Ker♣αq Ñ Ker♣βq Ñ Ker♣γq
δ
ÑCoker♣αq Ñ Coker♣βq Ñ Coker♣γq,

donde δ : Ker♣γq Ñ Coker♣αq esta dado por δ♣mq :✏ h✁1βf✁1♣mq � Im♣αq. Más aún, si
g : L Ñ N es un monomorfismo, entonces Ker♣αq Ñ Ker♣βq es un monomorfismo; y si
t : N ✶ ÑM ✶ es un epimorfismo, entonces Coker♣βq Ñ Coker♣γq es un epimorfismo.

Demostración: Ver [13], teorema 6.5.
�
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[2] K. Erdmann & C. Sáenz.On Standardly Stratified Algebras, Communications in Algebra,
Vol 31, No. 7, 3429-3446, 2003.
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