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INTRODUCCION

Es sumamente conocido que en un espacio métrico, un punto esta en la cerradura de un conjunto
si y solo si existe una sucesion en el conjunto que converge al punto. En general esto no se cumple
para cualquier espacio topoldgico. La propiedad si se mantiene tanto en los espacios métricos como
en los espacios primero numerables. El ejemplo més cldsico en donde falla la propiedad anterior es
Bw la compactacion maximal del conjunto de los nimeros naturales con la topologia discreta. Este
espacio no tiene sucesiones no triviales convergentes. De esta manera, es claro que en topologia
general no es suficiente trabajar con sucesiones. Por otro lado, buscamos espacios en los cuales sean
suficientes las sucesiones para determinar las nociones de abierto, cerrado, compacto y continuidad.

Esto nos motiva a considerar la siguiente clase de espacios.

DEerINICION 1. Un espacio X es Fréchet-Urysohn, si satisface que para todo subconjunto A C X

un punto x esta en la clausura de A si'y solo si existe una sucesion en A que converge a Xx.

Nota: Los espacios a considerar siempre serdan Hausdorff y completamente regulares.

Los ejemplos mas conocidos son los espacios primero numerables que son mas restrictivos.
Otra propiedad que también se cumple en los espacios métricos es la siguiente: Un conjunto A es
abierto siy solo si para cada sucesion B que converge a x € A se tiene que |B—A| < w. En un espacio
un abierto secuencial es aquel subconjunto en el cual se satisface la propiedad anterior. Con esta
definicién podemos considerar los siguientes espacios: Un espacio topoldgico es secuencial si cada
abierto secuencial es abierto en la topologia. Una caracterizacion de estos espacios es la siguiente:
Un espacio topoldgico X es secuencial si'y sélo si para todo conjunto no cerrado C # () existe una
sucesién en C tal que converge a algtn punto en C — C. Todo espacio primero numerable es espacio
de Fréchet-Urysohn y todo espacio de Fréchet-Urysohn es secuencial. En general no se satisface
que todo espacio secuencial es Fréchet-Urysohn y que todo espacio Fréchet-Urysohn es primero

numerable, a continuacion veremos algunos ejemplos de ésto.

Esempro 1. Sea Y = (x,)u<w Una sucesion inyectiva y convergente de niimeros reales con limite
x € R. Para cada n < w consideramos A, = (a)i<, sucesion inyectiva de niimeros reales tal que
A, converge a x,. Sin perder generalidad suponemos que tanto Y U {x} como los A, son disjuntos

v



VI INTRODUCCION

entre si. Ahora sea X = Y U {x} U (U,.,A,) con la siguiente topologia: Cada punto en U,_,A, es

aislado, para cada n < w una base de vecindades para x, es la siguiente familia:
B, ={x,)UB:BCA,(A, - Bl <w))}.
Por ultimo, una base de vecindades de x es la siguiente familia:
B={{x}UAU (U, esBy) A — Y] < w, (B, € B,)).

Es claro que este espacio es Hausdorff y con esta topologia probaremos que X es secuencial. En
efecto, consideramos A C X abierto secuencial. Sea a € A, sia € U,.,A, entonces {a} C A testifica
que a es punto interior de A, si a € Y entonces a = x, para algiin n < w. Ademds, dado que
A, — a, entonces |A, — A| < w por lo tanto, {a} U (A, N A) es la vecindad que testifica lo deseado.
Ahora si a = x tenemos que Y — a, asi que |Y — A| < w y para cada x, € Y N A se tiene que
|A, — A| < w. Entonces
(U ¥ NA)U (Uyerna (A, NA))

es la vecindad que testifica que a es punto interior de A por lo tanto X es secuencial. Para ver
que X no es espacio de Fréchet-Urysohn, notemos no existe sucesion contenida en U,.,A, que
converja a x. Si tal sucesion intersecta a algiin A, en una infinidad de puntos, entonces la sucesion
tendrd una subsucesion convergente a x, y como X es Hausdorff el limite es vinico. Si la sucesion
intersecta a cada A, en un conjunto finito, entonces se construye una vecindad que evita a tales
puntos. Entonces para B = X — ({x}UY) se tiene que x € B pero no hay sucesion en B que converja

a xy X no es espacio de Fréchet-Urysohn.

En el siguiente ejemplo se expondrd que la secuencialidad no implica la propiedad de Fréchet-
Urysohn.

EsempLo 2. Consideramos X = U, [0, 1], la union disjunta numerable de copias de [0, 1].
Ahora sea X' la identificacion de cada 0, € [0, 1], con un iinico punto 0y a los demds puntos los
identificamos con ellos mismos. A este nuevo conjunto X' lo dotamos con la siguiente topologia:
para cada punto x € X' — {0}, una base de vecindades es la misma que tenia en el espacio [0, 1], al
que pertenece, y éste con la topologia usual denotada t,. Una base de vecindades del punto 0 es
la familia:

{Un<owUp : Uy € T}
donde U, es vecindad del 0 en [0, 1],. Afirmamos que este espacio es de Fréchet-Urysohn y Haus-
dorff pero no es primero numerable. Es evidente que X' es Hausdor{f'y Fréchet-Urysohn en X' —{0}.
Sea A C X' tal que 0 € A. Si suponemos que para cada n < w, |A N [0, 1],| < w, entonces la vecin-
dad U,.,([0, 1], — ([0, 1], N A)) no intersecta a A, lo cual es una contradiccion. Entonces existe

n < w tal que |[0,1], N Al = w. Como [0, 1], con la topologia del subespacio es homeomorfo
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a [0, 1], entonces A N [0, 1], tiene una subsucesion convergente a 0, la cual converge a 0 en X'.
Ast X' es Fréchet-Urysohn. Si suponemos que X' es primero numerable, entonces existe una base
de vecindades para 0 de tamariio numerable, a saber {B, : n < w}. Para cada n < w elegimos
x, € B, N[0, 1], distinto de 0. Por construccion (x,),<, es una sucesion que converge a 0 en X',
pero, |(X,)n<w N [0,1],] = 1, una contradiccion pues 0 ¢ an),mu. Por lo tanto X’ no es primero
numerable.

La definicion de espacio de Fréchet-Urysohn aplica también a espacios numerables con un s6lo
punto no aislado. Por esta razon consideramos estos espacios. En este tipo de espacios las vecin-
dades del punto no aislado, estdn determinadas por un filtro libre. Entonces el estudio de dichos
espacios se reduce a estudiar estos filtros, los cuales sin perder generalidad los consideraremos

sobre w. Este estudio lo abordaremos en este trabajo.






Capitulo 1

Preliminares

DEerINICION 2. Un filtro sobre un conjunto infinito X es una coleccion ¥ C P(X) no vacia que

satisface:

1.0 ¢ F.
2. SiA,B € F, entonces AN B € F.
3.SiAeF yA C B, entonces B e F.

Un filtro maximal con respecto a (C) se denomina ultrafiltro. Para un ¥ filtro en X definimos
Fr={AePX):YFeFANF #0)}.

Para X conjunto es facil ver que {X} C P(X) es filtro y se llama el filtro trivial. Diremos que un
filtro ¥ es libre si (\¥ = 0, de lo contrario se dice que el filtro es fijo. Dado un conjunto X y
A C X no vacio, definimos 4 := {F € P(X) : A C F} el cual es un filtro fijo. Para X conjunto
infinito se define ¥, := {A € P(X) : |X — A| < w} llamado el filtro de Fréchet, el cual es un filtro
libre notando que NF, = (. Observamos que si G es un filtro que contiene a ¥,, entonces G es
libre. En lo sucesivo unicamente se trabajara con filtros libres sobre w a menos que se especifique

lo contrario.
DErINICION 3. Un ideal sobre un conjunto X es una coleccion I C P(X) que satisface:

1. X¢ 1.
2. SiA,Belentonces AUB e 1.
3. SiAel yBCAentonces Be 1.

Sea X un conjunto. Trivialmente {0} es un ideal y lo llamamos el ideal trivial. Para un conjunto
infinito definimos [X]*“ := {I € P(X) : |I| < w} el cual es un ideal en X y es conocido como el
ideal de los conjuntos finitos. Dado un ideal 7 que contiene propiamente al ideal de los conjuntos
finitos definimos: 7* := P(X) — I (los conjuntos positivos modulo 7). 7+ := {M € P(X) : (VI €
I)(M N 1| < w)} (la familia ortogonal a 7). Estos conjuntos cumplen las siguientes propiedades:

1. 7+ es un ideal que contiene a [X]<“.
2. T C I+,
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3. 7N (PX) - [X]<¥) c I.

En lo sucesivo se trabajard siempre con ideales sobre w que contienen al ideal FIN=[w]*“, a menos
que de especifique lo contrario. Es importante remarcar que la nocién de filtro es dual a la nocién
de ideal y viceversa. Dado un ideal 7 la familia 7¢ = {I° : I € 1} es un filtro y dado un filtro ¥ la
familia ¢ = {F° : F € ¥} es un ideal. Notemos que FIN® = ¥,y ¥, = FIN.

DEFINICION 4. Sean A, B € [w]“. Si F y G son filtros sobre A y B, respectivamente, definimos la

suma como:.
FoG:={HCw:AFeF,Ge GIFUG C H)}.

No es dificil ver que F & G es un filtro libre sobre w para cualquier par de filtros libres ¥ y G,
ya que los conjuntos que son una unién de un elemento de ¥ y un elemento de G, conforman una

base de filtro para la suma. Las sumas que mds usaremos serdn cuando A N B = (.
SiA € [w]”y F esun filtro sobre A, convenimos en que

Fr={E€[A]Y:VF e F(FNE #0)).

Advertencia: El lector debe de tener cuidado en que conjunto esta tomado el filtro, esto para no
perder de vista la convencion de la definicién de . Por ejemplo, si A, B € [w]“ son disjuntos y F
y G son filtros sobre A y B, respectivamente, entonces ¥+ N G* = 0, pero si ¥ y G son ultrafiltros
sobre w, entonces w € F T N G*.

ProposiciON 1. Si A,B € [w]“ y F y G son filtros sobre A y B, respectivamente, entonces

(FeGg =F"uUg"

DemosTRACION. Es claro que ¥ U G* C (F @ G)*. Si suponemos que existe H € (F & G)* —
(FTUG"), entonces existen F € F yG € Gtalesque HNF = 0 = H N G, esto implica que
H N (FUG) = 0, lo cual es una contradiccion desde que H € (F @ G)*. Asi obtenemos la igualdad
deseada. O

Definiremos mas conceptos topolégicos que nos auxiliardn mas adelante para construir filtros.
Recordemos que fw = {p C P(w) : p es ultrafiltro en w}. Para cada A C w definimos A = {p €
Bw : A € p}y dotamos a Sw con la topologia generada por la familia {A : A C w}, los conjuntos de

esta familia cumplen con las siguientes propiedades:

1. A C B, entonces, A C B.
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Con las propiedades anteriores tenemos que Sw con dicha topologia es Hausdorff compacto. La
familia {A : A C w} es una base de clopens y Sw con esta topologia resulta ser la compactacién de
Stone-Cech del espacio discreto w. En donde la coleccién de los ultrafiltros fijos en w, son puntos
aislados que se hacen corresponder con el espacio discreto w, encajado en fw. Con esto podemos
definir para A subconjunto de w, A* = A — w. Con lo anterior podemos considerar lo siguiente:
Sea F filtro libre sobre w, definimos My = NgcrF*, €l cual es un cerrado de fw y para cualquier

cerrado en C C w*, podemos definir un filtro libre sobre w de la siguiente manera:
Fe={FCw:CCF}.

OBSERVACION 1. Con las definiciones anteriores podemos notar que dado F filtroen wy A C w,
tenemos que A* N\ Mg # O siy solo si A € F+. Si se da que A* N Mg + 0, entonces para cada
F € F tenemos que A* N F* # 0, esto implica que ANF # 0. Por lo tanto A € F*. Si A € F*
entonces la familia {A* N F* : F € ¥} tiene la propiedad de la interseccion finita. Desde que fw es
compacto tenemos que A* N Mg # (.

Lema 1. Si F filtro en w, entonces ¥ = Fuy,,.

DemosTtrACION. Es facil notar que ¥ C ¥, por la definicion de M. Ahora si suponemos
que G € ¥y, no pertenece a ¥, entonces w — G € ¥, por la observacién anterior tenemos que
(w—G)*"NMg # 0, 1o cual es un contradiccion yaque My C G*. PorlotantoG € F yF = Fy,. O

Juntando los resultados anteriores obtenemos el siguiente resultado.

LEmA 2. Sea F filtro en wy B € ¥ no cofinito. Si C C w* cerrado tal que B* N C = 0, entonces
Fls = Fuyucls

DemosTtrACION. Dado que Fy.uc S Fu,, entonces Fy . ucle © Flp. Sea F' € Fy,|p, entonces
F=GnNBconG € Fy,, al ser My N C = ( existe H € F¢ tal que BN H = (). Ahora tenemos que
GUH € Fyu,ucyGUHNB=GNBYF € Fy,uclpy se obtiene el resultado. O






Capitulo 2

Filtros de Fréchet-Urysohn

Para definir nuestros filtros necesitamos definir el siguiente espacio:

DEFINICION 5. Sea F filtro sobre w. Denotamos &(F) = w U {F} con la siguiente topologia:
cada punto en w es aislado y para el punto ¥ una base de vecindades es la siguiente familia

{FIUF:FeT}.

Esta definicién incluye a todos los espacios Hausdorff infinitos numerables con un sélo punto

no aislado, ya que estamos considerando filtros libres.

A continuacién veremos que la propiedad de Fréchet-Urysohn y secuencial son equivalentes en

este tipo de espacios.

TeoREMA 1. Sea F un filtro sobre w. Entonces £(F) es un espacio Fréchet-Urysohn si 'y solo si

es un espacio Secuencial.

DEemosTRACION. La primera implicacion se sigue del hecho de que todo espacio Fréchet-Urysohn
es secuencial. Inversamente sea A C &(F) tal que ¥ € A — A, es decir un conjunto no cerrado, para
el cual A — A = {F} y por definicién existe una sucesién B C A que converge a alglin x € A — A.

Entonces B — F y &(F) es espacio de Fréchet-Urysohn. O

A partir de aqui nos centraremos mds en analizar el filtro del punto no aislado y nos referiremos

mas al filtro que al espacio en si.

DEFINICION 6. Decimos que un filtro F es Fréchet-Urysohn si el espacio &(F) es Fréchet-
Urysohn.

De acuerdo con las definiciones preliminares podemos adaptar tales nociones con la estructura
topoldgica de la siguiente manera: Sea F filtro en w. Para B C w se tiene que ¥ € Ben &(F) siy
solo si B € F*. Ademds A € [w]” converge a ¥ en &(F) siy solo si para cada F' € F, se satisface
que |A — F| < w. Con esto obtenemos trivialmente el siguiente resultado, que es basicamente la
definicion de la propiedad de Fréchet-Urysohn con la notacion de filtros.

5



6 2. FILTROS DE FRECHET-URYSOHN

ProposiciON 2. Si F es un filtro en w, Entonces F es filtro de Fréchet-Urysohn si'y solo si para
cada M € F* existe A € [M]* tal que A — F.

En la clase de los filtros libres el filtro de Fréchet es minimal con respecto a la contencién el

cual nos otorga un espacio conocido y se revisa a continuacion.

EsempLo 3. Si consideramos al filtro de Fréchet F,, entonces las vecindades de F, en &(F,)
hacen que toda sucesion converja ya que este espacio no es mds que una sucesion convergente y

su limite.

La clase de los filtros libres en w es demasiado amplia a continuaciéon haremos notar que no

cualquier filtro libre es de Fréchet-Urysohn

ProposiciON 3. Si F ultrafiltro en w, entonces ¥ no es filtro de Fréchet-Urysohn.

DEMOSTRACION. Sea ¥ ultrafiltro en w. Afirmamos que & = ¥ . Si suponemos lo contrario,
entonces existe M € ¥+ —F, esto implica que w — M € F* lo cual es una contradiccién. Ahora sea
F € ¥ cofinito y como ¥, estd estrictamente contenido en ¥, entonces existe G € ¥ no cofinito y
|FF — G| = w. Por lo tanto F no converge a ¥ vy el filtro no es de Fréchet-Urysohn. O

Es claro que los espacios £(F ) son espacios Hausdorff y cero-dimensionales. La siguiente no-

cioén nos ayudard a caracterizar, analizar y construir una amplia clase de filtros de Fréchet-Urysohn.

DEFINICION 7. Sea A C [w]® decimos que A es casi disjunta si para cada A, B € A distintos
se tiene que |A N B| < w. Decimos que A familia casi disjunta en w es maximal casi disjunta, si
no esta contenida propiamente en alguna otra familia casi disjunta. Si A es casi disjunta maximal

entonces para cada B € [w]® existe A € A tal que |A N B| = w.

Las familias casi disjuntas en w son objetos que trabajaremos en lo sucesivo. Uno puede con-
struir con facilidad familias casi disjuntas finitas e incluso numerables. Mas adelante se observara la
importancia de que las familias a considerar sean de gran tamafio. Mostraremos a continuacion la

existencia de una familia casi disjunta de tamafio ¢ en w.

EsempLo 4. Consideramos R el conjunto de los niimeros reales con la topologia usual y bien
ordenamos de los niimeros racionales Q = {q, : r < w}. Para cada a € R — Q existe una sucesion
{Xentn<w © Q que converge a a. Entonces cada sucesion define un subconjunto de w infinito A, C w
donde A, = {r < w : g, € {x4,}. Gracias a la unicidad de los limites la familia {A,}qcr es casi

disjunta y de tamario .

Aqui exhibimos otro ejemplo construido sobre un arbol infinito numerable.
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EsempLo 5. Sea Seq = |, ., @" dotado con el orden parcial definido de la siguiente manera:
Para x,y € Seq tenemos que x <y si 'y solo siy extiende a x. Este conjunto parcialmente ordenado

O = W’ Seq es numerable al ser unién numerable de los conjuntos

tiene un elemento minimo w
finitos ", entonces lo podemos poner en correspondencia con w. Para cada f € [w]” definimos
Ay = {fl, : n < w} C Segq, el conjunto de restricciones de f. Si f,g € [w]" distintas existe
k < w tal que fl; # gl Por lo tanto cada n < k tenemos que fl, # gl, entonces |Ay N A,| < w.

Ast A = {A¢} re(w)r es una familia casi disjunta 'y de tamario c.

Ahora procederemos a la construccion de una amplia clase de filtros de Fréchet-Urysohn y para
esto necesitamos la siguiente notacién: para A, B C w, decimos que A estd casi contenido en B si
|A — B| < wy lo denotamos por la simbologia A C* B. Dada ‘A familia casi disjunta en w, podemos

construir un filtro, que resultara ser filtro libre, de la siguiente manera:
Fa={F€lw]’:YAeALAC" F)}

ProposiciON 4. Si A es una familia casi disjunta en w, entonces F g es un filtro libre.

DemosTRACION. Es claro que @ ¢ ¥4 y dados F,G € ¥4,y A € Atenemos AC* FyA C* Ges
decir|A-F|<wy|A-G|<wyporlocual [ A-—(FNG)|<wysiFeF yF CG entonces para
cadaA e Asetieneque A—G CA—-Fasi|A—-G| <wy¥ esfiltro. Es un filtro libre desde que
para F € [w]” tal que |w — F| < w es claro que paracada A € Asetieneque A C* F asi ¥, C F4
por tanto ¥ es libre. ]

Con esta definicion se amplia la clase de filtros a considerar, los cuales resultan ser filtros
de Fréchet-Urysohn. El Lema siguiente nos ayudara a mostrar que un filtro de Fréchet-Urysohn

siempre serd de la forma ¥ 4 para cierta familia casi disjunta en w.

Lema 3. Sea A una familia casi disjunta en w. Para B ¢ A, A U {B} es casi disjunta si y solo
siw—BeFaq

DEmMosTRACION. Si A U {B} es casi disjunta entonces para cada A € A sucede que |[A N B| < w.
Entonces |A — (w — B)| < wy w — B € ¥ 4. Inversamente si w — B € ¥ 4, entonces para cada A € A

tenemos |A — (w — F)| < w asi |A N B| < w por lo tanto A U {B} es casi disjunta. O

La siguiente caracterizacion de los filtros de Fréchet-Urysohn es dada en [S].

TeoreEMA 2. (P. Simon) Sea F filtro sobre w. Entonces ¥ es Fréchet-Urysohn si 'y solo si existe

una familia ‘A casi disjunta maximal respecto a las siguientes propiedades:

1. FeF siysolosiAC"F para cada A € A, (es decir F = Fq).
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2. A es casi disjunta.

DemosTRACION. Sea F filtro de Fréchet-Urysohn. Definimos:
Fri={Ae|w]":VFeF(AC F)}.

Elegimos arbitrariamente una familia casi disjunta A que sea maximal casi disjunta en F*, es decir,
si B € ¥, entonces existe A € A tal que |A N B| = w. Por construccién es claro que ¥ C F4. Sea
G € F4. Si suponemos que G ¢ 7, entonces w — G € ¥+ y como ¥ es filtro de Fréchet-Urysohn,
existe B C w — G sucesién convergente a ¥ . Por lo tanto |B — F| < w para cada F € F. Asi que
B € F*, pero |C — G| = w para cualquier C € [B]“, lo cual es una contradiccion al hecho de que
G € F4. Inversamente sea A familia casi disjunta en w tal que ¥4 = ¥ . Consideramos B C w
con F4 € B. Si A U (B} es casi disjunta, entonces w — B € F4 por el Lema 3, lo cual contradice
que ¥4 € B. Por lo tanto, A U {B} no es casi disjunta, entonces existe A € A tal que |A N B| = w,

asi A N B converge a ¥ 4. Esto muestra que ¥4 = F es un filtro Fréchet-Urysohn. |

A continuacién mostraremos que el hecho de que la familia casi disjunta sea maximal facilita
las cosas, pero se vuelve menos interesante ya que nos otorga otra vez una sucesion convergente

con su punto limite.

TeOREMA 3. Sea A una familia casi disjunta. Entonces ‘A es maximal si 'y solo si Fq = F,.

DEMOSTRACION. Sea A familia casi disjunta maximal. Como ¥4 es libre, entonces contiene al
filtro de Fréchet. Sea F € ¥4 y suponemos que |w — F| = w. Desde que A es casi disjunta maximal,
existe A € Atal que [AN(w— F)| = w, llamamos B = AN (w — F), B es tal que converge a 4, pero
F N B = 0 lo cual contradice la supuesta convergencia. Por lo tanto, ¥4 s6lo contiene conjuntos
cofinitos. Inversamente si ¥ 4 es el filtro de Fréchet, entonces cada conjunto infinito converge a 4.
Para cada M € [w]“, tenemos que M — F 4. Si no existiera A € A tal que |A N M| = w, sucederia

que A U M es casi disjunta y por el Lema 3, w — M € ¥4 lo cual es una contradiccion. |

Con la suma podemos definir mas filtros de Fréchet-Urysohn de la siguiente manera.

TeOREMA 4. Sean A y B subconjuntos infinitos de w. Si ¥ y G filtros en A y B respectivamente
tales que ¥+ N G" = 0, entonces ¥ ® G es filtro de Fréchet-Urysohn si y sélo si F y G son filtros
de Fréchet-Urysohn.

DEMOSTRACION. Supongamos que ¥ y G son filtros de Fréchet-Urysohn. Consideramos M €
(F @ G)". Entonces M € ¥+ o M € G*. Sin perder generalidad supongamos que M € ¥*+. Como
¥ es filtro de Fréchet-Urysohn, existe A € [M]“ tal que para cada F € ¥, tenemos que |A — F| < w.
Gracias a esto se tiene que cada H € ¥ @ G satisface que |A — H| < w, entonces A — ¥ & G
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y éste filtro es de Fréchet-Urysohn. Inversamente si suponemos que ¥ & G es de Fréchet-Urysohn
y M € ¥+, entonces M € ¥ & G*, por tanto existe A € [M]“ tal que cada H € F & G satisface
|A — H| < w. Ademads H tiene como subconjunto a FUG tal que F € ¥ y G € G. Si suponemos que
A no converge a ¥ en &(F), entonces existe Fy € F tal que |A — Fy| = w. Por tanto para todos los
elementos en ¥ & G de la forma {F, U G : G € G}, tenemos que |A — G| < w. De aqui, se concluye
que M € G* lo cual es una contradiccion y A — ¥ . Para N € G el procedimiento es analogo. Por
lo tanto ¥ y G son filtros de Fréchet-Urysohn. O

A continuacién mostraremos un contragjemplo en donde falla la hipétesis de que F* NG+ # 0

y no se cumple por el Teorema 4.

EsempLo 6. Sean A y B subconjuntos infinitos disjuntos de w tales que AU B = w. Consideramos
F = F.(A) ® Q En donde F,(A) es el filtro de Fréchet en A 'y Q es un ultrafiltro libre en B. De la
misma manera consideramos G = R ® F.(B). Donde R es un ultrafiltro libre en A 'y F, es el filtro
de Fréchet en B. Si F & G = H, entonces cada H € H contiene un conjunto de la forma F U G
con F € ¥ yG € G. Por construccion F contiene un cofinito en A’y G contiene un cofinito en B.
Asi H es cofinito en wy H es el filtro de Fréchet en w. Gracias a la Proposicion 3, hay positivos de
F en By positivos de G en A, que testifican que F y G no sean filtros de Fréchet-Urysohn. Aqui es
notorio que F* N G* # 0.

DEFINICION 8. Sea F filtro sobre A € [w]* y G filtro sobre B € [w]“. Decimos que F y G son
equivalentes si existe una biyeccion f : A — Btal que f[F) ={f[F]: Fe¥Ff}=G.

Diremos que dos filtros  y G sobre w son equivalentes si y sélo si los espacios &(F) y £(G)
son homeomorfos. A continuacién veremos un Teorema dado en [6], que nos muestra que en re-
alidad existen muchos filtros no equivalentes por pares, es decir, muchos espacios de este tipo no

homeomorfos por pares.

TEOREMA 5. Existen 2° filtros Fréchet-Urysohn no equivalentes por pares.

DEMOSTRACION. Sea A familia casi disjunta en w de tamafio ¢. Consideramos una ordenacién de
esta {A, : @ < ¢}. Paratodo X € P(c) sea Ax = {A, : @ € X}, la cual es una familia casi disjunta,
asf para cada X, Y € P(c) — {0} distintos, existe y € X tal que A, ¢ Ay. Desde que Ay U {A,} es casi
disjuntaporel Lema 3, w - A, € Fa, y w — A, & F,, entonces ¥4, # Fz,. Sea Xy € P(c) — {0}.
Como &(F,) es numerable, este no puede ser homeomorfo a mas de ¢ espacios del mismo tipo.
Entonces existe X; € P(c) — {0} tal que £(Fx,) %. Inductivamente supongamos que para @ < 2°

hemos elegido elementos de 2° — {0} tal que la familia

X={{Fx,)  u<a}



10 2. FILTROS DE FRECHET-URYSOHN

consiste en espacios no homeomorfos por pares. Si X C ¢ es homeomorfo a algin elemento de X
hay a lo mas a - ¢ < 2¢ subconjuntos de 2° que lo satisfacen, esto otra vez por el hecho de que
&(Fx) es numerable y s6lo puede ser homeomorfo a ¢ espacios del mismo tipo. Entonces existe

X, € P(c) — {0} tal que no es homeomorfo a ningtin elemento de X. Asi existe
{€(Fx,) : Xo € P(0), a <2

que consiste de espacios no homeomorfos por pares.



Capitulo 3
Mas filtros de Fréchet-Urysohn

Ahora se procedera de manera diferente para construir filtros y espacios topolégicos. Dada una
familia B casi disjunta en w se define el W-espacio (respecto a 8) de la siguiente manera: X = wUB

con la topologia discreta en w y para B € B una base de vecindades es la siguiente familia:
{{BlUB-F : |F| < w}.

Este espacio es Hausdorff localmente compacto. Consideremos su compactacion a un punto, tomamos
subespacio de la compactacién que tiene como conjunto w U co. A este espacio lo denotaremos por
X(8B). En este espacio cada punto en w es aislado y las vecindades de co son complementos de
conjuntos que son casi contenidos por una cantidad finita de elementos de $. Dada una familia 8

casi disjunta en w, podemos construir un ideal de la siguiente manera:
IB):=Mecw:WB;:i<n}CBM " U,,,B))}.

Conforme a la definicion del espacio X(B) las vecindades de co son los elementos de 7 (B)“. Esta
definicion no se aleja de la definicion de los &é-espacios definidos anteriormente, ya que el espacio
X(8B) es el mismo que £(Z(B)). Queremos analizar si dicho espacio es de Fréchet-Urysohn en el
punto oco. Para esto nos fijamos en los elementos de 7($B)* que coincide con (Z(B)°)*. A diferencia
de los &-espacios, en donde trabajdbamos con una familia de sucesiones convergentes al filtro,
aqui se trabaja con una familia casi disjunta de sucesiones no convergentes. Introduciremos una

terminologia mas para la siguiente definicion. Si A es una familia casi disjunta en w, definimos:
T A =MCw:[AeA: AN M| =w} > w}.

Claramente 7 (A)" C I(A)*. En general sucede que 7 (A)* estd propiamente contenida en 7 (A)*

de acuerdo con lo siguiente.

PropoSICION 5. Sea A familia casi disjunta en w. Entonces N € I(A)" — I(A)* se puede
expresar como N = M, U M, con My € I(A)*" N [w]” y M, € I(A). Ademds I(A)" = I(A)siy

solo si A es maximal casi disjunta.

DEMOSTRACION. Sea N € T(A)" — IT(A)*. Consideremos A" = {A € A : |A N N| = w}, tenemos
que [N — UA'| = w, de lo contrario N € J(A) lo cual es una contradicciéon. Ademas N — UA’ €
IT(A)* N [w]” de lo contrario contradice a la definicion de A’. Tenemos que N = M; U M, con

11
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M, = UA y M, = N-UA'. Para la segunda parte de la proposicién, suponemos que A es maximal
casi disjunta. Elegimos M € I (A)*, entonces M € [w]“, asi existe Ag € Atalque M NAgl =wYy
tenemos que |M — Ay| < w, de lo contrario M € I(A), una contradiccién. Entonces existe A; € A
tal que [A; N (M —Ap)| = w, asi definimos inductivamente para cada n < w un conjunto {4, : n < w}
infinito tal que para cadan < w, |A,NM| = wy M € IT(A)*. Ahora suponemos que 7 (A)* = I(A)".
Sea M € [w]®. Si suponemos que no existe A € A tal que |A N M| = w, entonces A € I(A)*. Esto

implica que A € 7(A)*, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto A es maximal casi disjunta. O

Para la construccion de estos filtros nos interesan familias casi disjuntas de gran tamafio, el caso

numerable lo cubriremos en el siguiente Lema.

Lema 4. Sean A y B dos familias casi disjuntas numerables infinitas. Si | — UA| = w =
lw — UB|, entonces X(A) = X(B).

DEmosTRACION. Enumeramos las familias A = {4, : n < w}y B = {B, : n < w}. Queremos
definir ¢ : w — w biyeccidn tal que @[L(A)] = I(B)°. Para esto consideramos la siguiente
funcion: ¢[A;] = B;, conociendo ¢[A,], #[As],...,d[Ar], hacemos ¢[Aii1] = Bie1 — (Uick Bi).
Asi se asocia la familia y para ¢[w — UA] = w — UB. Si F € T(A)°, entonces w — F C* U;,A; con
{A; i <n} C A Tenemos que plw—F] C* U, ¢[A;] y paracadai < n, se tiene que ¢[A;] = By, — M
con{By, :i <n} C By |M| < w. Entonces ¢p[w — F] C* By, y ¢plw — F] = w — ¢[F] € I(B). Luego
¢IF] € I(B).SiG € I(B), entonces w — G " U;,Bjcon {B;: j<m} C B. Paracada j <m
el conjunto B; = ¢[Ay,] U M con {A;; : j <m} C Ay |M| < w.Porlo tanto w — G C* U, ¢[A ],
entonces ¢~ [w — G] C* Uy, y ¢7'[G] € T(A). Asi se concluye que I(A)° = I(B) viagy
X(A) = X(B). O

Ahora el espacio depende de la eleccion de la familia casi disjunta 8. Queremos ver que necesita

B para que el espacio X(8B) sea de Fréchet-Urysohn. Para eso ocupamos la siguiente definicion.

DEFINICION 9. Sea B familia casi disjunta en w. Decimos que B es maximal casi disjunta en
ninguna parte si para cada M € I(B)* existe N € I(B)* N [w]® contenido en I (B)°.

Lo anterior nos dice que la familia no se comportard como maximal casi disjunta en ninguna
parte. En donde es posible restringirla siempre encontraremos un elemento infinito ortogonal al
ideal generado. Esto esta estrechamente relacionado con la propiedad de Fréchet-Urysohn, ya que
los elementos de 7 (8)* son conjuntos que tienen al punto co en su cerradura. Ademas la familia de
elementos infinitos ortogonales de 7 (8) resultan ser las sucesiones convergentes en X(8). Esto se

muestra en el siguiente Lema.
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Lema 5. Si B familia casi disjunta en w, entonces X(B) es espacio de Fréchet-Urysohn si 'y solo

si B es maximal casi disjunta en ninguna parte.

DEMOSTRACION. Suponemos que X(B) es de Fréchet-Urysohn. Consideremos M € 7 (8B)*, en-
tonces oo € M en X(8B). Por hipdtesis existe N € [w]” tal que M — F, es decir, N esta casi
contenido por cada elemento de 7 (B)¢, entonces N € I(B)*. Asi B es maximal casi disjunta en
ninguna parte. Inversamente sea A C w tal que co € A. Tenemos que A € 7(8B)* y por hipétesis
existe N € I(B)" N [w]® contenido en A, entonces N estd casi contenido en cada elemento de
I(B). Por lo tanto A es una sucesion tal que N — oo. Con esto tenemos que X(B) es espacio

Fréchet-Urysohn. O

Por la caracterizacion en el Teorema 2, cada que B resulta ser una familia casi disjunta maximal
en ninguna parte, existe una familia A casi disjunta tal que ¥4 = 7(B)°. Lo que obtenemos es que
AU B es una familia maximal casi disjunta en w. A estas familias maximales casi disjuntas se les

llama familias 2-particionables.

A continuacion estableceremos un pre-orden para filtros en w. Este pre-orden ordena a los
filtros de acuerdo a subespacios homeomorfos. Esta relacion de pre-orden fue introducida por S.

Todorcevié en [7].

DerNicION 10. Sean F y G filtros sobre w. Decimos que ¥ <y G si existe A € ¥ y B € G* tal

que F|a y Glp son equivalentes.

Para esta relacion existe un elemento minimal dentro de la clase de los filtros de Fréchet-

Urysohn de acuerdo con el siguiente Lema, que es mas general.

ProposICION 6. Sean F en un filtro de Fréchet-Urysohn y G un filtro. Si existe G € G tal que
G — G, entonces G <r ¥. En particular F, <r F.

DemosTRACION. Consideramos G € Gtal que G — G. Sea A € [w]” tal que A — F . Tenemos
que A € ¥, yesclaro que Glg = F.(G) y ¥4 = F,(A). Por lo tanto cualquier biyeccion entre G y
A, hacen que las restricciones de los filtros sean equivalentes y G <r F.

O

PROPOSICION 7. Sea F un filtro en w tal que contiene estrictamente a F,. Si B € ¥ no cofinito

enwyC C w* — B cerrado, entonces ¥ <r Fy, uc.
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DemosTrACION. Elegimos a By la funcion identidad en B como testigos de lo que pretendemos
probar. Por hipétesis B € ¥ y es claro que B € 7";;_ uc Por el Lema 1, tenemos que ¥ = ¥y,
entonces ¥ |z = Fp, |p. Ahora el Lema 2, tenemos que Fu, | = Fu,ucls. Con esto se obtiene el
resultado. O

Cororario 1. Cada filtro en w tiene 2° filtros sucesores con respecto al pre-orden <r.

Ahora veremos que cada filtro de Fréchet-Urysohn tiene 2° filtros de Fréchet-Urysohn sucesores
con respecto al pre-orden <r. Esto después de probar el siguiente Lema, en donde el resultado
deseado serd un corolario de tal Lema.

LEmA 6. Sea F filtro en w que contiene estrictamente a F,. Si A € ¥ con B = w — A infinito,
entonces ¥ <7 Fla ® G, para todo filtro G en w — B.

DEemosTRACION. Consideramos al conjunto A € F no cofinito. Sea G filtro en B = w — A.
Tenemos que A € (Fla ® G)* y la restriccion (F |4 @ G)la es la misma que F |4, pues G es filtro
en By AN B = (. Entonces la funcién identidad en A hace que 7|4 = (F s @ G)|a. Por lo tanto
F<rFla®g i

CoroLarIO 2. Cada filtro de Fréchet-Urysohn tiene 2* filtros de Fréchet-Urysohn sucesores con

respecto a <r.

Siguiendo con esta relacion de pre-orden podemos asegurar que para ¥ filtro de Fréchet-
Urysohn, existen ¢ filtros predecesores con respecto a <r. Estos también dentro de la clase de
los filtros de Fréchet-Urysohn.

ProposiciON 8. Cada filtro F de Fréchet-Urysohn en w tiene ¢ predecesores con respecto a <r.

DEMOSTRACION. Sean < wy A = {A; : i < n} familia finita casi disjunta en w. El filtro ¥4 es tal
que Falus es el filtro de Fréchet en UA. Si elegimos B € [w] tal que B — F en &(F), entonces
Falua = F. Por lo tanto hay c filtros de Fréchet-Urysohn predecesores a ¥ . O

Podemos definir la equivalencia segin S. Todoréevi¢ con respecto al pre-orden <7 y de la

siguiente manera:

DErINICION 11. Sean F y G filtros en w. Decimos que F es estrictamente menor que G, con
respecto al pre-orden <, si F <r Gy G £r F. Decimos que son <r equivalentes si ¥ <r Gy
G <r F y lo denotamos ¥ ~r G.

A continuacién veremos un ejemplo de dos filtros tales que son <y-comparables pero no son

equivalentes.
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EsempLo 7. Sean A, B € [w]® tal que A U B = w. Consideramos F,(A) el filtro de Fréchet en
A. F,(A) satisface que F,(A) <r F,(A) ® G para cualquier filtro en B. Si tomamos el caso donde
G es ultrafiltro, entonces nunca tendremos que ¥,(A) ® G <r F. Esto es claro notando que para
cualquier elemento de F € F,.(A) ® G, este contiene un conjunto de la forma H U G con G € G,
como G es ultrafiltro la restriccion de G en G nunca serd el filtro de Fréchet en B. Lo anterior se
sigue del hecho de que G contiene no cofinitos en B. Ademds cualquier restriccion de F,(A) es otra
vez el filtro de Fréchet. Por lo tanto no sucede que ¥,(A) ® G <r F,(A).

A continuacién veremos una amplia clase de filtros de Fréchet-Urysohn construyéndolos en el
arbol binario 2<¢.

Sea el arbol binario 2<“. Hacemos una correspondencia entre el conjunto de ramas de 2=¢ y el
conjunto de Cantor 2¢ de la siguiente manera: Para f € 2% sea A, = {g|, : n < w}. Asi podemos
definir Ay = {A, : g € X}. Para cada X C 2¢ denotamos a ¥x como el filtro generado por los
cofinitos y los complementos de elementos en Ay. Afirmamos que Fx = Fr(a,) y la familia casi
disjunta Ay es maximal en ninguna parte, es decir, Fy es filtro de Fréchet-Urysohn. Sea F € Fy.
Entonces F contiene a un cofinito o contiene a un conjunto de la forma N;.,U;, en donde cada U;

es cofinito o complemento de algiin A, € X. Por lo tanto F° estd casi contenido en
(mi<nUi)C = UUZC = Ui<nAgi € I(ﬂX)

Asi F € I(Ayx). De igual manera si G € J(Ay), entonces G° C* U;,A,, con {Ay }ic, € Ay, €5

i

decir:
Ni<nAg, € G.

Por lo tanto G € . Para probar que es maximal en ninguna parte usaremos el siguiente resultado.

Lema 7. Si X C 2% infinitoy M C 2<% tal que M € I(Ay)*, entonces M contiene una anticadena

infinita.

DEMOSTRACION. Sea Ay = {A,, : n < w} C Ay subfamilia infinita tal que para cadan < w se
tiene que |A,, N M| = w. Reordenamos cada A,, N M por niveles. Sea nj; < w el minimo nimero
natural tal que existe A, € Ay y su restriccion en n;, difiera de la de A, ahora sea nyp < w el
minimo natural tal que Agno cumple con lo anterior. Elegimos ay, = Agoln6. De igual manera sea
ni < nj < w el minimo natural tal que existe A, € Ay y su restriccion en n| sea distinta a la de
Ag,, ahora sea n; < w el minimo tal que A,, cumple con lo anterior. Inductivamente para cada
k < w elegimos a; € Ag, N M. La existencia de dichos nimero naturales nos otorga una anticadena

infinita contenida en M. A saber {a;}i<o- O
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Consideramos ahora M € I(Ax)" — I(Ay)*. No hay nada que hacer pues M = M; U M, con
M, € IT(Ax)*: N[2<¥]“. Si M € I(Ax)* por el Lema 7, existe una anticadena infinita contenida en
M. Tenemos que cada anticadena es ortogonal a cualquier familia de ramas en 2<“. Asi concluimos

que Ay es maximal casi disjunta en ninguna parte y F es filtro de Fréchet-Urysohn.

Siguiendo con filtros de la forma Fx en 2<“, veremos que existe una familia de tamafio mas
grande que ¢, que consiste de filtros de Fréchet-Urysohn no comparables por pares con respec-
to a <r. En [7] se muestra la existencia de dicha familia. A continuacién veremos un bosquejo de

la prueba que justifica la existencia, para el cual no profundizaremos y omitiremos detalles técnicos.

Sea X, Y C 2“y supongamos que Fx < Fy. Entonces existe A € Fx, B € ¥, y una biyeccién
0 : A — B que lo testifican que son comparables. Consideramos para C C 2=“ el siguiente
conjunto:
[Cl:={fe2”:|A;NC|=w)
Con esto podemos definir fy : [A] — P([B]) y g : [B] — P([A]) de manera que:
fo(8)
8o(y)

Notemos que para cada x € X se tiene que fy(x) es un subconjunto finito de Y, y paracaday € Y

{heY :|6[A;, NA]lN Al = w)}

(xeX: 10, NB) N x| =w)

tenemos que gy(y) es un subconjunto finito de X. Ademds y € fy(x) siy sélo si x € gy(y). Sea <,
un buen orden de 2“ de la minima longitud posible. Con un argumento estindar de diagonalizacion
sobre <,,, obtenemos un subconjunto Z C 2¢ de tamaio ¢, para el cual existe una familia X C P(Z),
de tamafio mds grande que ¢ tal que X — Y = ¢, para cada X, Y € X. Obteniendo asi que Fy £r Fy
paracada X, Y € X.



Capitulo 4

Propiedades a;’s

En este contexto hay una serie de cuestiones que estan abiertas en la teoria, por ejemplo: Cuan-
do el producto de espacios de Fréchet-Urysohn es otra vez de Fréchet-Urysohn, ya que es suma-
mente conocido que el producto de espacios de Fréchet-Urysohn no es siempre de Fréchet-Urysohn.
Arhangel’skii en [1] definio las clasificaciones «;. Estas se analizan en espacios topoldgicos y sirven

para medir la productividad de los espacios de Fréchet-Urysohn.

DErINICION 12. Sea X espacio topologico y x € X. Consideramos {A, : n < w} una sucesion de
sucesiones tales que para cada n < w, A, — x. Decimos que X es espacio a; (1 < i < 4), si existe

B sucesion convergente a x tal que:

(y) para cadan < w, |A, — B| < w.
(ap) para cadan < w, |A, N Bl = w.
(a3) para una cantidad infinita de n < w, |A, N Bl = w.
(a3) para una cantidad infinita de n < w, |A, N B| # 0.

Estas propiedades guardan un orden ya que para cada 1 < i < 3, si un espacio satisface ser
a;, entonces este es espacio a;,;. Debido a la definicion, un espacio de Fréchet-Urysohn que sea «;
se vuelve menos productivo mientras i crece. Todo espacio primero numerable y la compactacion
a un punto de cualquier espacio discreto son espacios @;. Ademads es un hecho que el producto
numerable de espacios a; es otra vez «;, para 1 < i < 3. Uno se pregunta cuando el producto de
espacios ay es otra vez espacio @4. De aqui surgen otras cuestiones, por ejemplo, si existen en ZFC
espacios de Fréchet-Urysohn a4, tales que su producto es otra vez Fréchet-Urysohn y este no sea
as. T. Nogura respondido la pregunta aceptando la hipotesis del continuo, pero como veremos a
continuacion la respuesta en ZFC también es afirmativa y fue dada en [5] por P. Simon. Aqui abor-

daremos tal ejemplo.

Para nuestro objetivo consideraremos otra vez una familia 8 casi disjunta en w. Se proced-
erd con la construccion del espacio X($), pero también necesitaremos la siguiente definicion.

17
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DEerFNICION 13. Sea A una familia casi disjunta en w. Decimos que A es completamente sep-
arable si ésta es refinamiento de I(A)*. Es decir, para cada M € I(A)", existe A € A tal que
ACM.

Nos preguntamos por la existencia de una familia casi disjunta completamente separable en w.
Hay una respuesta positiva en [S], incluso se construye en un sentido mas fuerte. En [5] se enuncia

y se prueba el siguiente Teorema. En este trabajo omitimos su demostracion.

TEOREMA 6. Existe una familia casi disjunta A completamente separable en w de tamaiio ¢ tal
que para M € 1(A)*, se tiene que |{A € A:|ANM|=w} =rc

A continuacién daremos un bosquejo de la construccién del espacio con las caracteristicas

deseadas, probando algunos resultados preliminares. Los detalles se encuentran en [5].

Lema 8. Sea A familia casi disjunta completamente separable en w. Si para A € A elegimos
de manera arbitraria B(A) € [A]®, entonces la familia B := {B(A) : A € A} es completamente
separable. Ademds I(A)" = I(B)*

DEmosTRACION. Sea A familia casi disjunta completamente separable en w. Construimos la
familia casi disjunta 8 = {B(A : A € A)} de manera arbitraria. Sea N € Z(8B)*. Es claro que
I(B)" C I(A)*. Por lo tanto existe A € A tal que A C N, entonces B(A) C N y B es completamente
separable. Basta probar que Z7(A)" ¢ I(B)*. Sea M € I(A)". Por el Teorema 6, tenemos que
{A € A:|AN M| = w}| =c Paracadan < w elegimos A, € A distintos entre si, tal que para cada
n < w suceda que A, C M. Para cada n < w tenemos que B(A,) C A, C M. Asi {B(A,) : n < w} C
{B(A) € 8 : |B(A) N M| = w}. Por lo tanto, 7 (A)* = I(B)". O

Ahora queremos que la eleccién de la familia B sea tal que X(8B) sea espacio de Fréchet-
Urysohn, es decir, que B sea maximal casi disjunta en ninguna parte. Para posteriormente mostrar

que existe el espacio con las caracteristicas deseadas.

LeEMA 9. Existe una familia maximal casi disjunta en ninguna parte que es completamente

separable en w.

DEmosTRACION. Sea A familia casi disjunta completamente separable en w. Para cada A € A
elegimos B(A) € [A]“ tal que |A — B(A)| = w. Probaremos que B = {B(A) : A € A} es maximal en
ninguna parte. Por el Lema 8, 8 es completamente separable y 7(A)* = 7(B)". Si M € I(B)* —
I(B)*, por la Proposicién 5, existe My € I(B)" N [w]w contenido en M. Si N € I(B)*, entonces
N € I(A)*. Como A es completamente separable, entonces existe A € A tal que A C N. Sea
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N’ = A — B(A) por la eleccion de B(A) tenemos que Ny € 7(B+) N [w]” y N’ c A C N. Por lo tanto

B es maximal en ninguna parte. O

TeOREMA 7. Sean A familia casi disjunta completamente separable en w de tamario ¢ y B la

familia de la prueba del Lema 9. Entonces X(8B) es espacio de Fréchet-Urysohn ay y no as.

DEmosTRACION. De acuerdo con el Lema 5 el espacio X(8B) es de Fréchet-Urysohn. Para probar
que el espacio es a4 consideramos {7, : n < w}, una coleccién numerable de sucesiones que
convergen a co en X(8B). Llamemos T = U,.,,T,, esclaroque T € I(B)*. Si T ¢ I1(B)*, entonces
existe My € I(8B) tal que M; = T — M, es un infinito elemento de 7(B)* y para cada n < w se
tiene que |7, N M| = w. De otra manera tenemos que 7 € 7($)* y por el Lema 8, tenemos que
T € I(A)". Por el Teorema 6, existen ¢ elementos de A contenidos en 7'. Desde que T, converge
a oo, entonces T, ¢ Z(B)" y esto implica que 7, ¢ I(A). Entonces cada T, solo intersecta a una
cantidad finita de elementos de ‘A en una cantidad infinita de puntos, por lo cual existen a lo mas
w elementos de A, que estdn contenidos en T e intersectan a algun 7, en una cantidad infinita de
puntos. Por lo tanto debe de existir A € A, el cual estd contenido en 7'y es tal que para cadan < w
se tiene |T, N A| < w. Asi |T,, N (A — B(A))| < w. Pero al mismo tiempo |A — B(A)l =wyACT.
Por lo tanto el ndmero de indices n < w tales que A — B(A) N T,, # O debe de ser infinito. Ademds
A — B(A) € I(B)*, es decir, converge a oo luego X(8B) es espacio 4. Si elegimos arbitrariamente
{A, : n < w} C A, entonces para cada n < w tenemos que 7, = A, — B(A,) converge a co. Ahora
elegimos N € U, T, tal que para {n < w : |T, N N| = w} es infinito. Entonces N € J(A)" y por
hipétesis existe Ay € A contenido en N. Sea U = {oo} U (w — B(Ap)). Entonces U es una vecindad
de oo en X(8B) que testifica que N no converge a co. Es claro notando que N — U es infinito. Por lo

tanto X($) no es un espacio ;. O

Hasta ahora se logro un espacio que es de Fréchet-Urysohn y a4 no @3. En [§] P. Simon logro
construir un espacio con estas caracteristicas que ademas es Fréchet-Urysohn en cada potencia
finita. En este trabajo analizamos algunas cuestiones preliminares, las cuales se usan para la con-

struccion de dicho espacio.

DErINICION 14. Sean X espacio topologico, x € X y k < w. Decimos que X es FU;(Fréchet-
Urysohn para conjuntos de tamariio k), si para cada K c [X1'<* que sea m-base local de x, existe
K’ C K numerable tal que K' —> x, es decir, para cada vecindad U de x tenemos que K’ C* P(U).
Decimos que X es espacio FUpy.(Fréchet-Urysohn para conjuntos acotados), si la propiedad an-

terior se mantiene para cada k < w.

La definicidn anterior nos permite caracterizar la propiedad de Fréchet-Urysohn en la diagonal

de las potencias finitas del espacio, de acuerdo con el siguiente Teorema.
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TeorEMA 8. Un espacio topolégico X es FUy, siy sélo si X* es Fréchet-Urysohn en los puntos
de la diagonal Axx = {x € X* : m(x) = m;(x), i, j < k}.

DEMOSTRACION. Supongamos que X es FUy. Sea (x,--- ,x) € Ax y A C X* tal que x € A. Para
cada U € N(x) denotamos U* = Hj.‘:] U, este conjunto es tal que tiene interseccion no vacia con
A. Para cada U* elegimos yy € U* N A. Si consideramos K,, = {mi(yy),...,m(yy)} es tal que
K e [X]=*. Entonces la familia

K =1{K,, : U e Nx)

es una nr-base local de x. Esto después de notar que el conjunto K,, C U, siy sélo si yy € U*.
Por hipétesis existe una subfamilia numerable K” ¢ K tal que K’ — x. Para cada U € N(x)
sucede que K’ C* P(U), por lo tanto B = {yy : K,,, € K’} estd casi contenido en U*, entonces la
sucesion B converge a x. Asi X* es Fréchet-Urysohn en Ay«. Ahora suponemos que X* es Fréchet-
Urysohn en Ay. Sea x € X y K C [X]* una n-base local de de x. Para todo K € K denotamos
xx = (x1,%2,...,x) con x; € K. Definimos J = {xx : K € K}. Este conjunto es tal que para cada

U € N(x), tenemos que U* N J # 0, entonces existe J* C J numerable tal que J/ — x. Asf que
K = {K; : Xk; € .],}

es tal que K’ € Ky K’ — x. Por lo tanto X es FUj. O

Nosotros manejamos espacios numerables con un s6lo punto no aislado. Eso nos permite usar
la caracterizacion anterior para decidir cuando nuestros espacios resultaran de Fréchet-Urysohn en

cada potencia y no solo en los puntos de la diagonal.

PRrOPOSICION 9. Sea F filtro en w tal que F es de Fréchet-Urysohn. Si &(F)* es Fréchet-Urysohn
en la diagonal, entonces €(F) es Fréchet-Urysohn.

DEMOSTRACION. Se procederd por induccién sobre k. Llamemos X = &(F). Si k = 1 entonces
Ayr = X'y es Fréchet-Urysohn. Para k = 2, sea x € X?. Si x = (n,m) con n,m < w, entonces x es
aislado. Six = (n,F)y A C X tal que x € A — A. Tenemos que |A N {n} X X| = w, de lo contrario
para cada F' € ¥ la vecindad

U={n}xF—-(AnN{n}xX)

no intersecta a A. Ademas {n} X X = Xy{{n}x F: FeF}=2=FyAn{nxX e ({n} xF)".
Por lo tanto existe B subconjunto infinito de A tal que B — x. Para x = (¥, n) el procedimiento
es andlogo. Si x = (F,F), entonces x € Ay. y X? es Fréchet-Urysohn. Usando la hip6tesis de
induccién tenemos que la afirmacién es valida para cada niimero natural menor que k. Sea x € X*.

Six = (x,...,x;)con{x; : 1 <i <k} C wno hay nada que hacer. Si para cada 1 < i < k se tiene
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que x; = ¥, entonces x € Ay« y también esta cubierto ese caso. Ahora consideremos que para x

existe | < j < ktalque x; =n < w. Sea A C X* tal que x € A — A. Si llamamos
Y=Xx.. x{n}x...xX

y A’ = ANY, entonces |A’| = w de lo contrario para cada vecindad U de x, se tendria (U—-A")NA = 0.
Ademads tenemos que x € Al A ycomo Y = X*1 si aplicamos la hip6tesis de induccién, entonces
existe B subconjunto infinito de A’ tal que B — x, el cual también converge a x en X*. Gracias a
que cada vecindad V de xen Y estalque BC* Vy V = UNY con U vecindad de x en X, tenemos
que B C* Uy B—> xen X*. Como conclusién X* es de Fréchet-Urysohn. O

En [5] esta tanto la construccion de una familia, la cual resulta ser mas general que las familias
completamente separables. Ademas el espacio es de Fréchet-Urysohn en cada potencia finita gra-
cias a las caracterizaciones anteriores. Con esto damos por concluido este trabajo que en realidad es
un compendio de ejemplos de Filtros con la propiedad de Fréchet-Urysohn. Estos se han estado us-
ando para responder cuestiones de la indole de la productividad de los espacios de Fréchet-Urysohn

muchas de las cuales estan resumidas en la siguiente bibliografia: [3].
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