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INTRODUCCIÓN

Es sumamente conocido que en un espacio métrico, un punto está en la cerradura de un conjunto
si y sólo si existe una sucesión en el conjunto que converge al punto. En general esto no se cumple
para cualquier espacio topológico. La propiedad sı́ se mantiene tanto en los espacios métricos como
en los espacios primero numerables. El ejemplo más clásico en donde falla la propiedad anterior es
βω la compactación maximal del conjunto de los números naturales con la topologı́a discreta. Este
espacio no tiene sucesiones no triviales convergentes. De esta manera, es claro que en topologı́a
general no es suficiente trabajar con sucesiones. Por otro lado, buscamos espacios en los cuales sean
suficientes las sucesiones para determinar las nociones de abierto, cerrado, compacto y continuidad.
Esto nos motiva a considerar la siguiente clase de espacios.

Definición 1. Un espacio X es Fréchet-Urysohn, si satisface que para todo subconjunto A ⊆ X
un punto x esta en la clausura de A si y sólo si existe una sucesión en A que converge a x.

Nota: Los espacios a considerar siempre serán Hausdorff y completamente regulares.

Los ejemplos más conocidos son los espacios primero numerables que son más restrictivos.
Otra propiedad que también se cumple en los espacios métricos es la siguiente: Un conjunto A es
abierto si y sólo si para cada sucesión B que converge a x ∈ A se tiene que |B−A| < ω. En un espacio
un abierto secuencial es aquel subconjunto en el cual se satisface la propiedad anterior. Con esta
definición podemos considerar los siguientes espacios: Un espacio topológico es secuencial si cada
abierto secuencial es abierto en la topologı́a. Una caracterización de estos espacios es la siguiente:
Un espacio topológico X es secuencial si y sólo si para todo conjunto no cerrado C , ∅ existe una
sucesión en C tal que converge a algún punto en C−C. Todo espacio primero numerable es espacio
de Fréchet-Urysohn y todo espacio de Fréchet-Urysohn es secuencial. En general no se satisface
que todo espacio secuencial es Fréchet-Urysohn y que todo espacio Fréchet-Urysohn es primero
numerable, a continuación veremos algunos ejemplos de ésto.

Ejemplo 1. Sea Y = (xn)n<ω una sucesión inyectiva y convergente de números reales con lı́mite
x ∈ R. Para cada n < ω consideramos An = (ak)k<ω sucesión inyectiva de números reales tal que
An converge a xn. Sin perder generalidad suponemos que tanto Y ∪ {x} como los An son disjuntos
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vi INTRODUCCIÓN

entre sı́. Ahora sea X = Y ∪ {x} ∪ (∪n<ωAn) con la siguiente topologı́a: Cada punto en ∪n<ωAn es
aislado, para cada n < ω una base de vecindades para xn es la siguiente familia:

Bn = {{xn} ∪ B : B ⊆ An(|An − B| < ω)}.

Por último, una base de vecindades de x es la siguiente familia:

B = {{x} ∪ A ∪ (∪xn∈ABxn) : |A − Y | < ω, (Bxn ∈ Bn)}.

Es claro que este espacio es Hausdorff y con esta topologı́a probaremos que X es secuencial. En
efecto, consideramos A ⊆ X abierto secuencial. Sea a ∈ A, si a ∈ ∪n<ωAn entonces {a} ⊂ A testifica
que a es punto interior de A, si a ∈ Y entonces a = xn para algún n < ω. Además, dado que
An −→ a, entonces |An − A| < ω por lo tanto, {a} ∪ (An ∩ A) es la vecindad que testifica lo deseado.
Ahora si a = x tenemos que Y −→ a, ası́ que |Y − A| < ω y para cada xn ∈ Y ∩ A se tiene que
|An − A| < ω. Entonces

{x} ∪ (Y ∩ A) ∪ (∪xn∈(Y∩A)(An ∩ A))

es la vecindad que testifica que a es punto interior de A por lo tanto X es secuencial. Para ver
que X no es espacio de Fréchet-Urysohn, notemos no existe sucesión contenida en ∪n<ωAn que
converja a x. Si tal sucesión intersecta a algún An en una infinidad de puntos, entonces la sucesión
tendrá una subsucesión convergente a xn y como X es Hausdorff el lı́mite es único. Si la sucesión
intersecta a cada An en un conjunto finito, entonces se construye una vecindad que evita a tales
puntos. Entonces para B = X− ({x}∪Y) se tiene que x ∈ B pero no hay sucesión en B que converja
a x y X no es espacio de Fréchet-Urysohn.

En el siguiente ejemplo se expondrá que la secuencialidad no implica la propiedad de Fréchet-
Urysohn.

Ejemplo 2. Consideramos X = ∪n<ω[0, 1]n la unión disjunta numerable de copias de [0, 1].
Ahora sea X′ la identificación de cada 0n ∈ [0, 1]n con un único punto 0 y a los demás puntos los
identificamos con ellos mismos. A este nuevo conjunto X′ lo dotamos con la siguiente topologı́a:
para cada punto x ∈ X′ − {0}, una base de vecindades es la misma que tenı́a en el espacio [0, 1]n al
que pertenece, y éste con la topologı́a usual denotada τn. Una base de vecindades del punto 0 es
la familia:

{∪n<ωUn : Un ∈ Tn}

donde Un es vecindad del 0 en [0, 1]n. Afirmamos que este espacio es de Fréchet-Urysohn y Haus-
dorff pero no es primero numerable. Es evidente que X′ es Hausdorff y Fréchet-Urysohn en X′−{0}.
Sea A ⊆ X′ tal que 0 ∈ A. Si suponemos que para cada n < ω, |A ∩ [0, 1]n| < ω, entonces la vecin-
dad ∪n<ω([0, 1]n − ([0, 1]n ∩ A)) no intersecta a A, lo cual es una contradicción. Entonces existe
n < ω tal que |[0, 1]n ∩ A| = ω. Como [0, 1]n con la topologı́a del subespacio es homeomorfo
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a [0, 1], entonces A ∩ [0, 1]n tiene una subsucesión convergente a 0, la cual converge a 0 en X′.
Ası́ X′ es Fréchet-Urysohn. Si suponemos que X′ es primero numerable, entonces existe una base
de vecindades para 0 de tamaño numerable, a saber {Bn : n < ω}. Para cada n < ω elegimos
xn ∈ Bn ∩ [0, 1]n distinto de 0. Por construcción (xn)n<ω es una sucesión que converge a 0 en X′,
pero, |(xn)n<ω ∩ [0, 1]n| = 1, una contradicción pues 0 < (xn)n<ω. Por lo tanto X′ no es primero
numerable.

La definición de espacio de Fréchet-Urysohn aplica también a espacios numerables con un sólo
punto no aislado. Por esta razón consideramos estos espacios. En este tipo de espacios las vecin-
dades del punto no aislado, están determinadas por un filtro libre. Entonces el estudio de dichos
espacios se reduce a estudiar estos filtros, los cuales sin perder generalidad los consideraremos
sobre ω. Este estudio lo abordaremos en este trabajo.





Capı́tulo 1

Preliminares

Definición 2. Un filtro sobre un conjunto infinito X es una colección F ⊂ P(X) no vacı́a que
satisface:

1. ∅ < F .
2. Si A, B ∈ F , entonces A ∩ B ∈ F .
3. Si A ∈ F y A ⊂ B, entonces B ∈ F .

Un filtro maximal con respecto a (⊆) se denomina ultrafiltro. Para un F filtro en X definimos

F + := {A ∈ P(X) : ∀F ∈ F (A ∩ F , ∅)}.

Para X conjunto es fácil ver que {X} ⊆ P(X) es filtro y se llama el filtro trivial. Diremos que un
filtro F es libre si

⋂
F = ∅, de lo contrario se dice que el filtro es fijo. Dado un conjunto X y

A ⊆ X no vacio, definimos FA := {F ∈ P(X) : A ⊆ F} el cual es un filtro fijo. Para X conjunto
infinito se define Fr := {A ∈ P(X) : |X − A| < ω} llamado el filtro de Fréchet, el cual es un filtro
libre notando que ∩Fr = ∅. Observamos que si G es un filtro que contiene a Fr, entonces G es
libre. En lo sucesivo únicamente se trabajara con filtros libres sobre ω a menos que se especifique
lo contrario.

Definición 3. Un ideal sobre un conjunto X es una colección I ⊂ P(X) que satisface:

1. X < I.
2. Si A, B ∈ I entonces A ∪ B ∈ I.
3. Si A ∈ I y B ⊆ A entonces B ∈ I.

Sea X un conjunto. Trivialmente {∅} es un ideal y lo llamamos el ideal trivial. Para un conjunto
infinito definimos [X]<ω := {I ∈ P(X) : |I| < ω} el cual es un ideal en X y es conocido como el
ideal de los conjuntos finitos. Dado un ideal I que contiene propiamente al ideal de los conjuntos
finitos definimos: I+ := P(X) − I (los conjuntos positivos modulo I). I⊥ := {M ∈ P(X) : (∀I ∈
I)(|M ∩ I| < ω)} (la familia ortogonal a I). Estos conjuntos cumplen las siguientes propiedades:

1. I⊥ es un ideal que contiene a [X]<ω.
2. I ⊆ I⊥⊥.

1



2 1. PRELIMINARES

3. I⊥ ∩ (P(X) − [X]<ω) ⊆ I+.

En lo sucesivo se trabajará siempre con ideales sobre ω que contienen al ideal FIN=[ω]<ω, a menos
que de especifique lo contrario. Es importante remarcar que la noción de filtro es dual a la noción
de ideal y viceversa. Dado un ideal I la familia Ic = {Ic : I ∈ I} es un filtro y dado un filtro F la
familia F c = {Fc : F ∈ F } es un ideal. Notemos que FINc = Fr y F c

r = FIN.

Definición 4. Sean A, B ∈ [ω]ω. Si F y G son filtros sobre A y B, respectivamente, definimos la
suma como:

F ⊕ G := {H ⊂ ω : ∃F ∈ F ,G ∈ G(F ∪G ⊆ H)}.

No es difı́cil ver que F ⊕ G es un filtro libre sobre ω para cualquier par de filtros libres F y G,
ya que los conjuntos que son una unión de un elemento de F y un elemento de G, conforman una
base de filtro para la suma. Las sumas que más usaremos serán cuando A ∩ B = ∅.

Si A ∈ [ω]ω y F es un filtro sobre A, convenimos en que

F + = {E ∈ [A]ω : ∀F ∈ F (F ∩ E , ∅)}.

Advertencia: El lector debe de tener cuidado en que conjunto está tomado el filtro, esto para no
perder de vista la convención de la definición de F +. Por ejemplo, si A, B ∈ [ω]ω son disjuntos y F
y G son filtros sobre A y B, respectivamente, entonces F + ∩ G+ = ∅, pero si F y G son ultrafiltros
sobre ω, entonces ω ∈ F + ∩ G+.

Proposición 1. Si A, B ∈ [ω]ω y F y G son filtros sobre A y B, respectivamente, entonces
(F ⊕ G)+ = F + ∪ G+.

Demostración. Es claro que F + ∪ G+ ⊆ (F ⊕ G)+. Si suponemos que existe H ∈ (F ⊕ G)+ −

(F + ∪ G+), entonces existen F ∈ F y G ∈ G tales que H ∩ F = ∅ = H ∩ G, esto implica que
H ∩ (F ∪G) = ∅, lo cual es una contradicción desde que H ∈ (F ⊕G)+. Ası́ obtenemos la igualdad
deseada. �

Definiremos mas conceptos topológicos que nos auxiliarán más adelante para construir filtros.
Recordemos que βω = {p ⊂ P(ω) : p es ultrafiltro en ω}. Para cada A ⊂ ω definimos Â = {p ∈
βω : A ∈ p} y dotamos a βω con la topologı́a generada por la familia {Â : A ⊂ ω}, los conjuntos de
esta familia cumplen con las siguientes propiedades:

1. A ⊆ B, entonces, Â ⊆ B̂.
2. ̂(A ∩ B) = Â ∩ B̂.
3. ̂(A ∪ B) = Â ∪ B̂.
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Con las propiedades anteriores tenemos que βω con dicha topologı́a es Hausdorff compacto. La
familia {Â : A ⊂ ω} es una base de clopens y βω con esta topologı́a resulta ser la compactación de
Stone-Čech del espacio discreto ω. En donde la colección de los ultrafiltros fijos en ω, son puntos
aislados que se hacen corresponder con el espacio discreto ω, encajado en βω. Con esto podemos
definir para A subconjunto de ω, A∗ = Â − ω. Con lo anterior podemos considerar lo siguiente:
Sea F filtro libre sobre ω, definimos MF = ∩F∈F F∗, el cual es un cerrado de βω y para cualquier
cerrado en C ⊆ ω∗, podemos definir un filtro libre sobre ω de la siguiente manera:

FC = {F ⊆ ω : C ⊆ F∗}.

Observación 1. Con las definiciones anteriores podemos notar que dado F filtro en ω y A ⊆ ω,
tenemos que A∗ ∩ MF , ∅ si y sólo si A ∈ F +. Si se da que A∗ ∩ MF , ∅, entonces para cada
F ∈ F tenemos que A∗ ∩ F∗ , ∅, esto implica que A ∩ F , ∅. Por lo tanto A ∈ F +. Si A ∈ F+

entonces la familia {A∗ ∩ F∗ : F ∈ F } tiene la propiedad de la intersección finita. Desde que βω es
compacto tenemos que A∗ ∩ MF , ∅.

Lema 1. Si F filtro en ω, entonces F = FMF .

Demostración. Es fácil notar que F ⊆ FMF por la definición de MF . Ahora si suponemos
que G ∈ FMF no pertenece a F , entonces ω − G ∈ F +, por la observación anterior tenemos que
(ω−G)∗∩MF , ∅, lo cual es un contradicción ya que MF ⊆ G∗. Por lo tanto G ∈ F y F = FMF . �

Juntando los resultados anteriores obtenemos el siguiente resultado.

Lema 2. Sea F filtro en ω y B ∈ F no cofinito. Si C ⊂ ω∗ cerrado tal que B∗ ∩C = ∅, entonces
F |B = FMF ∪C |B.

Demostración. Dado que FMF ∪C ⊆ FMF , entonces FMF ∪C |B ⊆ F |B. Sea F ∈ FMF |B, entonces
F = G ∩ B con G ∈ FMF , al ser MF ∩C = ∅ existe H ∈ FC tal que B ∩ H = ∅. Ahora tenemos que
G ∪ H ∈ FMF ∪C y G ∪ H ∩ B = G ∩ B y F ∈ FMF ∪C |B y se obtiene el resultado. �





Capı́tulo 2

Filtros de Fréchet-Urysohn

Para definir nuestros filtros necesitamos definir el siguiente espacio:

Definición 5. Sea F filtro sobre ω. Denotamos ξ(F ) := ω ∪ {F } con la siguiente topologı́a:
cada punto en ω es aislado y para el punto F una base de vecindades es la siguiente familia
{{F } ∪ F : F ∈ F }.

Esta definición incluye a todos los espacios Hausdorff infinitos numerables con un sólo punto
no aislado, ya que estamos considerando filtros libres.

A continuación veremos que la propiedad de Fréchet-Urysohn y secuencial son equivalentes en
este tipo de espacios.

Teorema 1. Sea F un filtro sobre ω. Entonces ξ(F ) es un espacio Fréchet-Urysohn si y sólo si
es un espacio Secuencial.

Demostración. La primera implicación se sigue del hecho de que todo espacio Fréchet-Urysohn
es secuencial. Inversamente sea A ⊆ ξ(F ) tal que F ∈ A − A, es decir un conjunto no cerrado, para
el cual A − A = {F} y por definición existe una sucesión B ⊆ A que converge a algún x ∈ A − A.
Entonces B −→ F y ξ(F ) es espacio de Fréchet-Urysohn. �

A partir de aquı́ nos centraremos más en analizar el filtro del punto no aislado y nos referiremos
más al filtro que al espacio en sı́.

Definición 6. Decimos que un filtro F es Fréchet-Urysohn si el espacio ξ(F ) es Fréchet-
Urysohn.

De acuerdo con las definiciones preliminares podemos adaptar tales nociones con la estructura
topológica de la siguiente manera: Sea F filtro en ω. Para B ⊂ ω se tiene que F ∈ B en ξ(F ) si y
solo si B ∈ F+. Además A ∈ [ω]ω converge a F en ξ(F ) si y solo si para cada F ∈ F , se satisface
que |A − F| < ω. Con esto obtenemos trivialmente el siguiente resultado, que es básicamente la
definición de la propiedad de Fréchet-Urysohn con la notación de filtros.

5



6 2. FILTROS DE FRÉCHET-URYSOHN

Proposición 2. Si F es un filtro en ω, Entonces F es filtro de Fréchet-Urysohn si y solo si para
cada M ∈ F + existe A ∈ [M]ω tal que A −→ F .

En la clase de los filtros libres el filtro de Fréchet es minimal con respecto a la contención el
cual nos otorga un espacio conocido y se revisa a continuación.

Ejemplo 3. Si consideramos al filtro de Fréchet Fr, entonces las vecindades de Fr en ξ(Fr)
hacen que toda sucesión converja ya que este espacio no es más que una sucesión convergente y
su lı́mite.

La clase de los filtros libres en ω es demasiado amplia a continuación haremos notar que no
cualquier filtro libre es de Fréchet-Urysohn

Proposición 3. Si F ultrafiltro en ω, entonces F no es filtro de Fréchet-Urysohn.

Demostración. Sea F ultrafiltro en ω. Afirmamos que F = F +. Si suponemos lo contrario,
entonces existe M ∈ F +−F , esto implica que ω−M ∈ F + lo cual es una contradicción. Ahora sea
F ∈ F cofinito y como Fr está estrictamente contenido en F , entonces existe G ∈ F no cofinito y
|F −G| = ω. Por lo tanto F no converge a F y el filtro no es de Fréchet-Urysohn. �

Es claro que los espacios ξ(F ) son espacios Hausdorff y cero-dimensionales. La siguiente no-
ción nos ayudará a caracterizar, analizar y construir una amplia clase de filtros de Fréchet-Urysohn.

Definición 7. Sea A ⊂ [ω]ω decimos que A es casi disjunta si para cada A, B ∈ A distintos
se tiene que |A ∩ B| < ω. Decimos que A familia casi disjunta en ω es maximal casi disjunta, si
no esta contenida propiamente en alguna otra familia casi disjunta. SiA es casi disjunta maximal
entonces para cada B ∈ [ω]ω existe A ∈ A tal que |A ∩ B| = ω.

Las familias casi disjuntas en ω son objetos que trabajaremos en lo sucesivo. Uno puede con-
struir con facilidad familias casi disjuntas finitas e incluso numerables. Más adelante se observará la
importancia de que las familias a considerar sean de gran tamaño. Mostraremos a continuación la
existencia de una familia casi disjunta de tamaño c en ω.

Ejemplo 4. Consideramos R el conjunto de los números reales con la topologı́a usual y bien
ordenamos de los números racionales Q = {qr : r < ω}. Para cada α ∈ R − Q existe una sucesión
{xα,n}n<ω ⊆ Q que converge a α. Entonces cada sucesión define un subconjunto de ω infinito Aα ⊂ ω

donde Aα = {r < ω : qr ∈ {xα,n}. Gracias a la unicidad de los limites la familia {Aα}α∈R es casi
disjunta y de tamaño c.

Aquı́ exhibimos otro ejemplo construido sobre un árbol infinito numerable.
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Ejemplo 5. Sea S eq =
⋃

n<ω ω
n dotado con el orden parcial definido de la siguiente manera:

Para x, y ∈ S eq tenemos que x ≤ y si y sólo si y extiende a x. Este conjunto parcialmente ordenado
tiene un elemento mı́nimo ω0 = ω∅. S eq es numerable al ser unión numerable de los conjuntos
finitos ωn, entonces lo podemos poner en correspondencia con ω. Para cada f ∈ [ω]ω definimos
A f = { f |n : n < ω} ⊂ S eq, el conjunto de restricciones de f . Si f , g ∈ [w]w distintas existe
k < ω tal que f |k , g|k. Por lo tanto cada n ≤ k tenemos que f |n , g|n entonces |A f ∩ Ag| < ω.
Ası́A = {A f } f∈[ω]w es una familia casi disjunta y de tamaño c.

Ahora procederemos a la construcción de una amplia clase de filtros de Fréchet-Urysohn y para
esto necesitamos la siguiente notación: para A, B ⊆ ω, decimos que A está casi contenido en B si
|A− B| < ω y lo denotamos por la simbologı́a A ⊆∗ B. DadaA familia casi disjunta en ω, podemos
construir un filtro, que resultará ser filtro libre, de la siguiente manera:

FA = {F ∈ [ω]ω : ∀A ∈ A(A ⊆∗ F)}

Proposición 4. SiA es una familia casi disjunta en ω, entonces FA es un filtro libre.

Demostración. Es claro que ∅ < FA y dados F,G ∈ FA, y A ∈ A tenemos A ⊆∗ F y A ⊆∗ G es
decir |A − F| < ω y |A −G| < ω y por lo cual |A − (F ∩G)| < ω y si F ∈ F y F ⊂ G entonces para
cada A ∈ A se tiene que A −G ⊆ A − F ası́ |A −G| < ω y F es filtro. Es un filtro libre desde que
para F ∈ [w]w tal que |ω − F| < ω es claro que para cada A ∈ A se tiene que A ⊆∗ F ası́ Fr ⊆ FA
por tanto F es libre. �

Con esta definición se amplı́a la clase de filtros a considerar, los cuales resultan ser filtros
de Fréchet-Urysohn. El Lema siguiente nos ayudará a mostrar que un filtro de Fréchet-Urysohn
siempre será de la forma FA para cierta familia casi disjunta en ω.

Lema 3. Sea A una familia casi disjunta en ω. Para B < A, A ∪ {B} es casi disjunta si y sólo
si ω − B ∈ FA.

Demostración. Si A ∪ {B} es casi disjunta entonces para cada A ∈ A sucede que |A ∩ B| < ω.
Entonces |A − (ω − B)| < ω y ω − B ∈ FA. Inversamente si ω −B ∈ FA, entonces para cada A ∈ A
tenemos |A − (ω − F)| < ω ası́ |A ∩ B| < ω por lo tantoA∪ {B} es casi disjunta. �

La siguiente caracterización de los filtros de Fréchet-Urysohn es dada en [5].

Teorema 2. (P. Simon) Sea F filtro sobre ω. Entonces F es Fréchet-Urysohn si y sólo si existe
una familiaA casi disjunta maximal respecto a las siguientes propiedades:

1. F ∈ F si y sólo si A ⊆∗ F para cada A ∈ A, (es decir F = FA).
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2. A es casi disjunta.

Demostración. Sea F filtro de Fréchet-Urysohn. Definimos:

F ∗ := {A ∈ [ω]w : ∀F ∈ F (A ⊆∗ F)}.

Elegimos arbitrariamente una familia casi disjuntaA que sea maximal casi disjunta en F∗, es decir,
si B ∈ F ∗, entonces existe A ∈ A tal que |A ∩ B| = ω. Por construcción es claro que F ⊆ FA. Sea
G ∈ FA. Si suponemos que G < F , entonces ω −G ∈ F + y como F es filtro de Fréchet-Urysohn,
existe B ⊆ ω − G sucesión convergente a F . Por lo tanto |B − F| < ω para cada F ∈ F. Ası́ que
B ∈ F∗, pero |C − G| = ω para cualquier C ∈ [B]ω, lo cual es una contradicción al hecho de que
G ∈ FA. Inversamente sea A familia casi disjunta en ω tal que FA = F . Consideramos B ⊆ ω

con FA ∈ B. Si A ∪ {B} es casi disjunta, entonces ω − B ∈ FA por el Lema 3, lo cual contradice
que FA ∈ B. Por lo tanto, A ∪ {B} no es casi disjunta, entonces existe A ∈ A tal que |A ∩ B| = ω,
ası́ A ∩ B converge a FA. Esto muestra que FA = F es un filtro Fréchet-Urysohn. �

A continuación mostraremos que el hecho de que la familia casi disjunta sea maximal facilita
las cosas, pero se vuelve menos interesante ya que nos otorga otra vez una sucesión convergente
con su punto lı́mite.

Teorema 3. SeaA una familia casi disjunta. EntoncesA es maximal si y sólo si FA = Fr.

Demostración. Sea A familia casi disjunta maximal. Como FA es libre, entonces contiene al
filtro de Fréchet. Sea F ∈ FA y suponemos que |ω−F| = ω. Desde queA es casi disjunta maximal,
existe A ∈ A tal que |A∩ (ω−F)| = ω, llamamos B = A∩ (ω−F), B es tal que converge a FA, pero
F ∩ B = ∅ lo cual contradice la supuesta convergencia. Por lo tanto, FA sólo contiene conjuntos
cofinitos. Inversamente si FA es el filtro de Fréchet, entonces cada conjunto infinito converge a FA.
Para cada M ∈ [ω]ω, tenemos que M −→ FA. Si no existiera A ∈ A tal que |A ∩ M| = ω, sucederı́a
queA∪ M es casi disjunta y por el Lema 3, ω − M ∈ FA lo cual es una contradicción. �

Con la suma podemos definir más filtros de Fréchet-Urysohn de la siguiente manera.

Teorema 4. Sean A y B subconjuntos infinitos de ω. Si F y G filtros en A y B respectivamente
tales que F + ∩ G+ = ∅, entonces F ⊕ G es filtro de Fréchet-Urysohn si y sólo si F y G son filtros
de Fréchet-Urysohn.

Demostración. Supongamos que F y G son filtros de Fréchet-Urysohn. Consideramos M ∈

(F ⊕ G)+. Entonces M ∈ F + o M ∈ G+. Sin perder generalidad supongamos que M ∈ F +. Como
F es filtro de Fréchet-Urysohn, existe A ∈ [M]ω tal que para cada F ∈ F , tenemos que |A−F| < ω.
Gracias a esto se tiene que cada H ∈ F ⊕ G satisface que |A − H| < ω, entonces A −→ F ⊕ G
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y éste filtro es de Fréchet-Urysohn. Inversamente si suponemos que F ⊕ G es de Fréchet-Urysohn
y M ∈ F +, entonces M ∈ F ⊕ G+, por tanto existe A ∈ [M]ω tal que cada H ∈ F ⊕ G satisface
|A−H| < ω. Además H tiene como subconjunto a F ∪G tal que F ∈ F y G ∈ G. Si suponemos que
A no converge a F en ξ(F ), entonces existe F0 ∈ F tal que |A − F0| = ω. Por tanto para todos los
elementos en F ⊕ G de la forma {F0 ∪G : G ∈ G}, tenemos que |A −G| < ω. De aquı́, se concluye
que M ∈ G+ lo cual es una contradicción y A −→ F . Para N ∈ G el procedimiento es análogo. Por
lo tanto F y G son filtros de Fréchet-Urysohn. �

A continuación mostraremos un contraejemplo en donde falla la hipótesis de que F + ∩ G+ , ∅

y no se cumple por el Teorema 4.

Ejemplo 6. Sean A y B subconjuntos infinitos disjuntos de ω tales que A∪B = ω. Consideramos
F = Fr(A) ⊕ Q. En donde Fr(A) es el filtro de Fréchet en A y Q es un ultrafiltro libre en B. De la
misma manera consideramos G = R ⊕ Fr(B). Donde R es un ultrafiltro libre en A y Fr es el filtro
de Fréchet en B. Si F ⊕ G = H , entonces cada H ∈ H contiene un conjunto de la forma F ∪ G
con F ∈ F y G ∈ G. Por construcción F contiene un cofinito en A y G contiene un cofinito en B.
Ası́ H es cofinito en ω yH es el filtro de Fréchet en ω. Gracias a la Proposición 3, hay positivos de
F en B y positivos de G en A, que testifican que F y G no sean filtros de Fréchet-Urysohn. Aquı́ es
notorio que F + ∩ G+ , ∅.

Definición 8. Sea F filtro sobre A ∈ [ω]ω y G filtro sobre B ∈ [ω]ω. Decimos que F y G son
equivalentes si existe una biyección f : A −→ B tal que f [F ] := { f [F] : F ∈ F } = G.

Diremos que dos filtros F y G sobre ω son equivalentes si y sólo si los espacios ξ(F ) y ξ(G)
son homeomorfos. A continuación veremos un Teorema dado en [6], que nos muestra que en re-
alidad existen muchos filtros no equivalentes por pares, es decir, muchos espacios de este tipo no
homeomorfos por pares.

Teorema 5. Existen 2c filtros Fréchet-Urysohn no equivalentes por pares.

Demostración. SeaA familia casi disjunta en ω de tamaño c. Consideramos una ordenación de
esta {Aα : α < c}. Para todo X ∈ P(c) sea AX = {Aα : α ∈ X}, la cual es una familia casi disjunta,
ası́ para cada X,Y ∈ P(c) − {∅} distintos, existe γ ∈ X tal que Aγ < AY . Desde queAY ∪ {Aγ} es casi
disjunta por el Lema 3, ω − Aγ ∈ FAY y ω − Aγ < FAX , entonces FAX , FAY . Sea X0 ∈ P(c) − {∅}.
Como ξ(FX0) es numerable, este no puede ser homeomorfo a más de c espacios del mismo tipo.
Entonces existe X1 ∈ P(c) − {∅} tal que ξ(FX0) �. Inductivamente supongamos que para α < 2c

hemos elegido elementos de 2c − {∅} tal que la familia

X = {ξ(FXµ) : µ < α}
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consiste en espacios no homeomorfos por pares. Si X ⊂ c es homeomorfo a algún elemento de X
hay a lo más α · c < 2c subconjuntos de 2c que lo satisfacen, esto otra vez por el hecho de que
ξ(FX) es numerable y sólo puede ser homeomorfo a c espacios del mismo tipo. Entonces existe
Xα ∈ P(c) − {∅} tal que no es homeomorfo a ningún elemento de X. Ası́ existe

{ξ(FXα) : Xα ∈ P(c), α < 2c}

que consiste de espacios no homeomorfos por pares.

�



Capı́tulo 3

Más filtros de Fréchet-Urysohn

Ahora se procederá de manera diferente para construir filtros y espacios topológicos. Dada una
familiaB casi disjunta en ω se define el Ψ-espacio (respecto aB) de la siguiente manera: X = ω∪B

con la topologı́a discreta en ω y para B ∈ B una base de vecindades es la siguiente familia:

{{B} ∪ B − F : |F| < ω}.

Este espacio es Hausdorff localmente compacto. Consideremos su compactación a un punto, tomamos
subespacio de la compactación que tiene como conjunto ω∪∞. A este espacio lo denotaremos por
X(B). En este espacio cada punto en ω es aislado y las vecindades de ∞ son complementos de
conjuntos que son casi contenidos por una cantidad finita de elementos de B. Dada una familia B
casi disjunta en ω, podemos construir un ideal de la siguiente manera:

I(B) := {M ∈ ω : ∃{Bi : i < n} ⊆ B(M ⊆∗ ∪i<nBi)}.

Conforme a la definición del espacio X(B) las vecindades de ∞ son los elementos de I(B)c. Esta
definición no se aleja de la definición de los ξ-espacios definidos anteriormente, ya que el espacio
X(B) es el mismo que ξ(I(B)c). Queremos analizar si dicho espacio es de Fréchet-Urysohn en el
punto∞. Para esto nos fijamos en los elementos de I(B)+ que coincide con (I(B)c)+. A diferencia
de los ξ-espacios, en donde trabajábamos con una familia de sucesiones convergentes al filtro,
aquı́ se trabaja con una familia casi disjunta de sucesiones no convergentes. Introduciremos una
terminologı́a más para la siguiente definición. SiA es una familia casi disjunta en ω, definimos:

I(A)∗ := {M ⊆ ω : |{A ∈ A : |A ∩ M| = ω}| ≥ ω}.

Claramente I(A)∗ ⊆ I(A)+. En general sucede que I(A)∗ está propiamente contenida en I(A)+

de acuerdo con lo siguiente.

Proposición 5. Sea A familia casi disjunta en ω. Entonces N ∈ I(A)+ − I(A)∗ se puede
expresar como N = M1 ∪ M2 con M1 ∈ I(A)⊥ ∩ [ω]ω y M2 ∈ I(A). Además I(A)∗ = I(A) si y
sólo siA es maximal casi disjunta.

Demostración. Sea N ∈ I(A)+ − I(A)∗. ConsideremosA′ = {A ∈ A : |A ∩ N | = ω}, tenemos
que |N − ∪A′| = ω, de lo contrario N ∈ I(A) lo cual es una contradicción. Además N − ∪A′ ∈
I(A)⊥ ∩ [ω]ω de lo contrario contradice a la definición de A′. Tenemos que N = M1 ∪ M2 con

11
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M1 = ∪A′ y M2 = N−∪A′. Para la segunda parte de la proposición, suponemos queA es maximal
casi disjunta. Elegimos M ∈ I(A)+, entonces M ∈ [ω]ω, ası́ existe A0 ∈ A tal que |M ∩ A0| = ω y
tenemos que |M − A0| < ω, de lo contrario M ∈ I(A), una contradicción. Entonces existe A1 ∈ A

tal que |A1∩ (M−A0)| = ω, ası́ definimos inductivamente para cada n < ω un conjunto {An : n < ω}
infinito tal que para cada n < ω, |An∩M| = ω y M ∈ I(A)∗. Ahora suponemos que I(A)∗ = I(A)+.
Sea M ∈ [ω]ω. Si suponemos que no existe A ∈ A tal que |A ∩ M| = ω, entonces A ∈ I(A)⊥. Esto
implica que A ∈ I(A)∗, lo cual es una contradicción. Por lo tantoA es maximal casi disjunta. �

Para la construcción de estos filtros nos interesan familias casi disjuntas de gran tamaño, el caso
numerable lo cubriremos en el siguiente Lema.

Lema 4. Sean A y B dos familias casi disjuntas numerables infinitas. Si |ω − ∪A| = ω =

|ω − ∪B|, entonces X(A) � X(B).

Demostración. Enumeramos las familias A = {An : n < ω} y B = {Bn : n < ω}. Queremos
definir φ : ω −→ ω biyección tal que φ[I(A)c] = I(B)c. Para esto consideramos la siguiente
función: φ[A1] = B1, conociendo φ[A2], φ[A3], . . . , φ[Ak], hacemos φ[Ak+1] = Bk+1 − (∪i<kBk).
Ası́ se asocia la familia y para φ[ω − ∪A] = ω − ∪B. Si F ∈ I(A)c, entonces ω − F ⊆∗ ∪i<nAi con
{Ai : i < n} ⊂ A. Tenemos que φ[ω−F] ⊆∗ ∪i<nφ[Ai] y para cada i < n, se tiene que φ[Ai] = Bki−M
con {Bki : i < n} ⊂ B y |M| < ω. Entonces φ[ω − F] ⊆∗ Bki y φ[ω − F] = ω − φ[F] ∈ I(B). Luego
φ[F] ∈ I(B)c. Si G ∈ I(B)c, entonces ω − G ⊆∗ ∪ j<mB j con {B j : j < m} ⊂ B. Para cada j < m
el conjunto B j = φ[Ak j] ∪ M con {Ak j : j < m} ⊂ A y |M| < ω. Por lo tanto ω −G ⊆∗ ∪ j<mφ[Ak j],
entonces φ−1[ω − G] ⊆∗ ∪ j<mAk j y φ−1[G] ∈ I(A)c. Ası́ se concluye que I(A)c � I(B)c vı́a φ y
X(A) � X(B). �

Ahora el espacio depende de la elección de la familia casi disjuntaB. Queremos ver que necesita
B para que el espacio X(B) sea de Fréchet-Urysohn. Para eso ocupamos la siguiente definición.

Definición 9. Sea B familia casi disjunta en ω. Decimos que B es maximal casi disjunta en
ninguna parte si para cada M ∈ I(B)+ existe N ∈ I(B)⊥ ∩ [ω]ω contenido en I(B)c.

Lo anterior nos dice que la familia no se comportará como maximal casi disjunta en ninguna
parte. En donde es posible restringirla siempre encontraremos un elemento infinito ortogonal al
ideal generado. Esto esta estrechamente relacionado con la propiedad de Fréchet-Urysohn, ya que
los elementos de I(B)+ son conjuntos que tienen al punto∞ en su cerradura. Además la familia de
elementos infinitos ortogonales de I(B) resultan ser las sucesiones convergentes en X(B). Esto se
muestra en el siguiente Lema.
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Lema 5. Si B familia casi disjunta en ω, entonces X(B) es espacio de Fréchet-Urysohn si y sólo
si B es maximal casi disjunta en ninguna parte.

Demostración. Suponemos que X(B) es de Fréchet-Urysohn. Consideremos M ∈ I(B)+, en-
tonces ∞ ∈ M en X(B). Por hipótesis existe N ∈ [ω]ω tal que M −→ F , es decir, N esta casi
contenido por cada elemento de I(B)c, entonces N ∈ I(B)⊥. Ası́ B es maximal casi disjunta en
ninguna parte. Inversamente sea A ⊂ ω tal que ∞ ∈ A. Tenemos que A ∈ I(B)+ y por hipótesis
existe N ∈ I(B)⊥ ∩ [ω]ω contenido en A, entonces N está casi contenido en cada elemento de
I(B)c. Por lo tanto A es una sucesión tal que N −→ ∞. Con esto tenemos que X(B) es espacio
Fréchet-Urysohn. �

Por la caracterización en el Teorema 2, cada que B resulta ser una familia casi disjunta maximal
en ninguna parte, existe una familiaA casi disjunta tal que FA = I(B)c. Lo que obtenemos es que
A ∪ B es una familia maximal casi disjunta en ω. A estas familias maximales casi disjuntas se les
llama familias 2-particionables.

A continuación estableceremos un pre-orden para filtros en ω. Este pre-orden ordena a los
filtros de acuerdo a subespacios homeomorfos. Esta relación de pre-orden fue introducida por S.
Todorc̃ević en [7].

Definición 10. Sean F y G filtros sobre ω. Decimos que F ≤T G si existe A ∈ F y B ∈ G+ tal
que F |A y G|B son equivalentes.

Para esta relación existe un elemento minimal dentro de la clase de los filtros de Fréchet-
Urysohn de acuerdo con el siguiente Lema, que es más general.

Proposición 6. Sean F en un filtro de Fréchet-Urysohn y G un filtro. Si existe G ∈ G tal que
G → G, entonces G ≤T F . En particular Fr ≤T F .

Demostración. Consideramos G ∈ G tal que G −→ G. Sea A ∈ [ω]ω tal que A −→ F . Tenemos
que A ∈ F +, y es claro que G|G = Fr(G) y F |A = Fr(A). Por lo tanto cualquier biyección entre G y
A, hacen que las restricciones de los filtros sean equivalentes y G ≤T F .

�

Proposición 7. Sea F un filtro en ω tal que contiene estrictamente a Fr. Si B ∈ F no cofinito
en ω y C ⊂ ω∗ − B∗ cerrado, entonces F ≤T FMF ∪C.
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Demostración. Elegimos a B y la función identidad en B como testigos de lo que pretendemos
probar. Por hipótesis B ∈ F y es claro que B ∈ F +

M f∪C. Por el Lema 1, tenemos que F = FMF ,
entonces F |B = FMF |B. Ahora el Lema 2, tenemos que FMF |B = FMF ∪C |B. Con esto se obtiene el
resultado. �

Corolario 1. Cada filtro en ω tiene 2c filtros sucesores con respecto al pre-orden ≤T .

Ahora veremos que cada filtro de Fréchet-Urysohn tiene 2c filtros de Fréchet-Urysohn sucesores
con respecto al pre-orden ≤T . Esto después de probar el siguiente Lema, en donde el resultado
deseado será un corolario de tal Lema.

Lema 6. Sea F filtro en ω que contiene estrictamente a Fr. Si A ∈ F con B = ω − A infinito,
entonces F ≤T F |A ⊕ G, para todo filtro G en ω − B.

Demostración. Consideramos al conjunto A ∈ F no cofinito. Sea G filtro en B = ω − A.
Tenemos que A ∈ (F |A ⊕ G)+ y la restricción (F |A ⊕ G)|A es la misma que F |A, pues G es filtro
en B y A ∩ B = ∅. Entonces la función identidad en A hace que F |A � (F |A ⊕ G)|A. Por lo tanto
F ≤T F |A ⊕ G. �

Corolario 2. Cada filtro de Fréchet-Urysohn tiene 2c filtros de Fréchet-Urysohn sucesores con
respecto a ≤T .

Siguiendo con esta relación de pre-orden podemos asegurar que para F filtro de Fréchet-
Urysohn, existen c filtros predecesores con respecto a ≤T . Estos también dentro de la clase de
los filtros de Fréchet-Urysohn.

Proposición 8. Cada filtro F de Fréchet-Urysohn en ω tiene c predecesores con respecto a ≤T .

Demostración. Sea n < ω yA = {Ai : i ≤ n} familia finita casi disjunta en ω. El filtro FA es tal
que FA|∪A es el filtro de Fréchet en ∪A. Si elegimos B ∈ [ω]ω tal que B −→ F en ξ(F ), entonces
FA|∪A � F . Por lo tanto hay c filtros de Fréchet-Urysohn predecesores a F . �

Podemos definir la equivalencia según S. Todorc̃ević con respecto al pre-orden ≤T y de la
siguiente manera:

Definición 11. Sean F y G filtros en ω. Decimos que F es estrictamente menor que G, con
respecto al pre-orden <T , si F ≤T G y G �T F . Decimos que son ≤T equivalentes si F ≤T G y
G ≤T F y lo denotamos F ≈T G.

A continuación veremos un ejemplo de dos filtros tales que son ≤T -comparables pero no son
equivalentes.
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Ejemplo 7. Sean A, B ∈ [ω]ω tal que A ∪ B = ω. Consideramos Fr(A) el filtro de Fréchet en
A. Fr(A) satisface que Fr(A) ≤T Fr(A) ⊕ G para cualquier filtro en B. Si tomamos el caso donde
G es ultrafiltro, entonces nunca tendremos que Fr(A) ⊕ G ≤T F . Esto es claro notando que para
cualquier elemento de F ∈ Fr(A) ⊕ G, este contiene un conjunto de la forma H ∪ G con G ∈ G,
como G es ultrafiltro la restricción de G en G nunca será el filtro de Fréchet en B. Lo anterior se
sigue del hecho de que G contiene no cofinitos en B. Además cualquier restricción de Fr(A) es otra
vez el filtro de Fréchet. Por lo tanto no sucede que Fr(A) ⊕ G ≤T Fr(A).

A continuación veremos una amplia clase de filtros de Fréchet-Urysohn construyéndolos en el
árbol binario 2<ω.

Sea el árbol binario 2<ω. Hacemos una correspondencia entre el conjunto de ramas de 2<ω y el
conjunto de Cantor 2ω de la siguiente manera: Para f ∈ 2ω sea Ag = {g|n : n < ω}. Ası́ podemos
definir AX = {Ag : g ∈ X}. Para cada X ⊆ 2ω denotamos a FX como el filtro generado por los
cofinitos y los complementos de elementos en AX. Afirmamos que FX = FI(AX)c y la familia casi
disjunta AX es maximal en ninguna parte, es decir, FX es filtro de Fréchet-Urysohn. Sea F ∈ FX.
Entonces F contiene a un cofinito o contiene a un conjunto de la forma ∩i<nUi, en donde cada Ui

es cofinito o complemento de algúnAgi ∈ X. Por lo tanto F c está casi contenido en

(∩i<nUi)c = ∪Uc
i = ∪i<nAgi ∈ I(AX).

Ası́ F ∈ I(AX). De igual manera si G ∈ I(AX)c, entonces Gc ⊆∗ ∪i<nAgi con {Agi}i<n ∈ AX, es
decir:

∩i<nAgi ⊆ G.

Por lo tanto G ∈ FX. Para probar que es maximal en ninguna parte usaremos el siguiente resultado.

Lema 7. Si X ⊆ 2ω infinito y M ⊂ 2<ω tal que M ∈ I(AX)∗, entonces M contiene una anticadena
infinita.

Demostración. Sea AN = {Agn : n < ω} ⊆ AX subfamilia infinita tal que para cada n < ω se
tiene que |Agn ∩ M| = ω. Reordenamos cada Agn ∩ M por niveles. Sea n′0 < ω el mı́nimo número
natural tal que existe Ag ∈ AN y su restricción en n′0 difiera de la de Ag0 , ahora sea n0 < ω el
mı́nimo natural tal que Agn0

cumple con lo anterior. Elegimos a0 = Ag0 |n′0 . De igual manera sea
n′0 < n′1 < ω el mı́nimo natural tal que existe Ag ∈ AN y su restricción en n′1 sea distinta a la de
Ag0 , ahora sea n1 < ω el mı́nimo tal que Agn1

cumple con lo anterior. Inductivamente para cada
k < ω elegimos ak ∈ Agnk

∩M. La existencia de dichos número naturales nos otorga una anticadena
infinita contenida en M. A saber {ak}k<ω. �
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Consideramos ahora M ∈ I(AX)+ − I(AX)∗. No hay nada que hacer pues M = M1 ∪ M2 con
M1 ∈ I(AX)⊥ ∩ [2<ω]ω. Si M ∈ I(AX)∗ por el Lema 7, existe una anticadena infinita contenida en
M. Tenemos que cada anticadena es ortogonal a cualquier familia de ramas en 2<ω. Ası́ concluimos
queAX es maximal casi disjunta en ninguna parte y FX es filtro de Fréchet-Urysohn.

Siguiendo con filtros de la forma FX en 2<ω, veremos que existe una familia de tamaño más
grande que c, que consiste de filtros de Fréchet-Urysohn no comparables por pares con respec-
to a ≤T . En [7] se muestra la existencia de dicha familia. A continuación veremos un bosquejo de
la prueba que justifica la existencia, para el cual no profundizaremos y omitiremos detalles técnicos.

Sea X,Y ⊆ 2ω y supongamos que FX ≤ FY . Entonces existe A ∈ FX, B ∈ F +
Y y una biyección

θ : A −→ B que lo testifican que son comparables. Consideramos para C ⊂ 2<ω el siguiente
conjunto:

[C] := { f ∈ 2ω : |A f ∩C| = ω}

Con esto podemos definir fθ : [A] −→ P([B]) y gθ : [B] −→ P([A]) de manera que:

fθ(g) = {h ∈ Y : |θ[Ag ∩ A] ∩ h| = ω}

gθ(y) = {x ∈ X : |θ−1(Ah ∩ B) ∩ x| = ω}

Notemos que para cada x ∈ X se tiene que fθ(x) es un subconjunto finito de Y , y para cada y ∈ Y
tenemos que gθ(y) es un subconjunto finito de X. Además y ∈ fθ(x) si y sólo si x ∈ gθ(y). Sea <ω
un buen orden de 2ω de la mı́nima longitud posible. Con un argumento estándar de diagonalización
sobre <w, obtenemos un subconjunto Z ⊂ 2ω de tamaño c, para el cual existe una familia X ⊂ P(Z),
de tamaño más grande que c tal que X − Y = c, para cada X,Y ∈ X. Obteniendo ası́ que FX �T FY

para cada X,Y ∈ X.



Capı́tulo 4

Propiedades αi’s

En este contexto hay una serie de cuestiones que están abiertas en la teorı́a, por ejemplo: Cuan-
do el producto de espacios de Fréchet-Urysohn es otra vez de Fréchet-Urysohn, ya que es suma-
mente conocido que el producto de espacios de Fréchet-Urysohn no es siempre de Fréchet-Urysohn.
Arhangel’skii en [1] definió las clasificaciones αi. Estas se analizan en espacios topológicos y sirven
para medir la productividad de los espacios de Fréchet-Urysohn.

Definición 12. Sea X espacio topológico y x ∈ X. Consideramos {An : n < ω} una sucesión de
sucesiones tales que para cada n < ω, An −→ x. Decimos que X es espacio αi (1 ≤ i ≤ 4), si existe
B sucesión convergente a x tal que:

(α1) para cada n < ω, |An − B| < ω.
(α2) para cada n < ω, |An ∩ B| = w.
(α3) para una cantidad infinita de n < ω, |An ∩ B| = w.
(α3) para una cantidad infinita de n < ω, |An ∩ B| , ∅.

Estas propiedades guardan un orden ya que para cada 1 ≤ i ≤ 3, si un espacio satisface ser
αi, entonces este es espacio αi+1. Debido a la definición, un espacio de Fréchet-Urysohn que sea αi

se vuelve menos productivo mientras i crece. Todo espacio primero numerable y la compactación
a un punto de cualquier espacio discreto son espacios α1. Además es un hecho que el producto
numerable de espacios αi es otra vez αi, para 1 ≤ i ≤ 3. Uno se pregunta cuando el producto de
espacios α4 es otra vez espacio α4. De aquı́ surgen otras cuestiones, por ejemplo, si existen en ZFC
espacios de Fréchet-Urysohn α4, tales que su producto es otra vez Fréchet-Urysohn y este no sea
α3. T. Nogura respondido la pregunta aceptando la hipótesis del continuo, pero como veremos a
continuación la respuesta en ZFC también es afirmativa y fue dada en [5] por P. Simon. Aquı́ abor-
daremos tal ejemplo.

Para nuestro objetivo consideraremos otra vez una familia B casi disjunta en ω. Se proced-
erá con la construcción del espacio X(B), pero también necesitaremos la siguiente definición.

17
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Definición 13. Sea A una familia casi disjunta en ω. Decimos que A es completamente sep-
arable si ésta es refinamiento de I(A)+. Es decir, para cada M ∈ I(A)+, existe A ∈ A tal que
A ⊂ M.

Nos preguntamos por la existencia de una familia casi disjunta completamente separable en ω.
Hay una respuesta positiva en [5], incluso se construye en un sentido mas fuerte. En [5] se enuncia
y se prueba el siguiente Teorema. En este trabajo omitimos su demostración.

Teorema 6. Existe una familia casi disjunta A completamente separable en ω de tamaño c tal
que para M ∈ I(A)∗, se tiene que |{A ∈ A : |A ∩ M| = ω}| = c.

A continuación daremos un bosquejo de la construcción del espacio con las caracterı́sticas
deseadas, probando algunos resultados preliminares. Los detalles se encuentran en [5].

Lema 8. Sea A familia casi disjunta completamente separable en ω. Si para A ∈ A elegimos
de manera arbitraria B(A) ∈ [A]ω, entonces la familia B := {B(A) : A ∈ A} es completamente
separable. Además I(A)∗ = I(B)∗

Demostración. Sea A familia casi disjunta completamente separable en ω. Construimos la
familia casi disjunta B = {B(A : A ∈ A)} de manera arbitraria. Sea N ∈ I(B)∗. Es claro que
I(B)∗ ⊆ I(A)∗. Por lo tanto existe A ∈ A tal que A ⊆ N, entonces B(A) ⊆ N y B es completamente
separable. Basta probar que I(A)∗ ⊂ I(B)∗. Sea M ∈ I(A)∗. Por el Teorema 6, tenemos que
|{A ∈ A : |A ∩ M| = ω}| = c. Para cada n < ω elegimos An ∈ A distintos entre si, tal que para cada
n < ω suceda que An ⊂ M. Para cada n < ω tenemos que B(An) ⊂ An ⊂ M. Ası́ {B(An) : n < ω} ⊆

{B(A) ∈ B : |B(A) ∩ M| = ω}. Por lo tanto, I(A)∗ = I(B)∗. �

Ahora queremos que la elección de la familia B sea tal que X(B) sea espacio de Fréchet-
Urysohn, es decir, que B sea maximal casi disjunta en ninguna parte. Para posteriormente mostrar
que existe el espacio con las caracterı́sticas deseadas.

Lema 9. Existe una familia maximal casi disjunta en ninguna parte que es completamente
separable en ω.

Demostración. Sea A familia casi disjunta completamente separable en ω. Para cada A ∈ A
elegimos B(A) ∈ [A]ω tal que |A − B(A)| = ω. Probaremos que B = {B(A) : A ∈ A} es maximal en
ninguna parte. Por el Lema 8, B es completamente separable y I(A)∗ = I(B)∗. Si M ∈ I(B)+ −

I(B)∗, por la Proposición 5, existe M0 ∈ I(B)⊥ ∩ [ω]ω contenido en M. Si N ∈ I(B)∗, entonces
N ∈ I(A)∗. Como A es completamente separable, entonces existe A ∈ A tal que A ⊂ N. Sea
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N′ = A − B(A) por la elección de B(A) tenemos que N1 ∈ I(B⊥) ∩ [ω]ω y N′ ⊂ A ⊂ N. Por lo tanto
B es maximal en ninguna parte. �

Teorema 7. Sean A familia casi disjunta completamente separable en ω de tamaño c y B la
familia de la prueba del Lema 9. Entonces X(B) es espacio de Fréchet-Urysohn α4 y no α3.

Demostración. De acuerdo con el Lema 5 el espacio X(B) es de Fréchet-Urysohn. Para probar
que el espacio es α4 consideramos {Tn : n < ω}, una colección numerable de sucesiones que
convergen a ∞ en X(B). Llamemos T = ∪n<ωTn, es claro que T ∈ I(B)+. Si T < I(B)∗, entonces
existe M0 ∈ I(B) tal que M1 = T − M0 es un infinito elemento de I(B)⊥ y para cada n < ω se
tiene que |Tn ∩ M1| = ω. De otra manera tenemos que T ∈ I(B)∗ y por el Lema 8, tenemos que
T ∈ I(A)∗. Por el Teorema 6, existen c elementos de A contenidos en T . Desde que Tn converge
a ∞, entonces Tn < I(B)∗ y esto implica que Tn < I(A). Entonces cada Tn solo intersecta a una
cantidad finita de elementos de A en una cantidad infinita de puntos, por lo cual existen a lo más
ω elementos de A, que están contenidos en T e intersectan a algún Tn en una cantidad infinita de
puntos. Por lo tanto debe de existir A ∈ A, el cual está contenido en T y es tal que para cada n < ω
se tiene |Tn ∩ A| < ω. Ası́ |Tn ∩ (A − B(A))| < ω. Pero al mismo tiempo |A − B(A)| = ω y A ⊆ T .
Por lo tanto el número de ı́ndices n < ω tales que A − B(A) ∩ Tn , ∅ debe de ser infinito. Además
A − B(A) ∈ I(B)⊥, es decir, converge a ∞ luego X(B) es espacio α4. Si elegimos arbitrariamente
{An : n < ω} ⊂ A, entonces para cada n < ω tenemos que Tn = An − B(An) converge a ∞. Ahora
elegimos N ⊆ ∪n<ωTn tal que para {n < ω : |Tn ∩ N| = ω} es infinito. Entonces N ∈ I(A)∗ y por
hipótesis existe A0 ∈ A contenido en N. Sea U = {∞} ∪ (ω − B(A0)). Entonces U es una vecindad
de ∞ en X(B) que testifica que N no converge a ∞. Es claro notando que N − U es infinito. Por lo
tanto X(B) no es un espacio α3. �

Hasta ahora se logro un espacio que es de Fréchet-Urysohn y α4 no α3. En [5] P. Simon logro
construir un espacio con estas caracterı́sticas que además es Fréchet-Urysohn en cada potencia
finita. En este trabajo analizamos algunas cuestiones preliminares, las cuales se usan para la con-
strucción de dicho espacio.

Definición 14. Sean X espacio topológico, x ∈ X y k < ω. Decimos que X es FUk(Fréchet-
Urysohn para conjuntos de tamaño k), si para cada K ⊂ [X]i<k que sea π-base local de x, existe
K ′ ⊂ K numerable tal queK ′ −→ x, es decir, para cada vecindad U de x tenemos queK ′ ⊆∗ P(U).
Decimos que X es espacio FUbdd(Fréchet-Urysohn para conjuntos acotados), si la propiedad an-
terior se mantiene para cada k < ω.

La definición anterior nos permite caracterizar la propiedad de Fréchet-Urysohn en la diagonal
de las potencias finitas del espacio, de acuerdo con el siguiente Teorema.
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Teorema 8. Un espacio topológico X es FUk, si y sólo si Xk es Fréchet-Urysohn en los puntos
de la diagonal ∆Xk = {x ∈ Xk : πi(x) = π j(x), i, j < k}.

Demostración. Supongamos que X es FUk. Sea (x, · · · , x) ∈ ∆Xk y A ⊆ Xk tal que x ∈ A. Para
cada U ∈ N(x) denotamos Uk = Πk

i=1U, este conjunto es tal que tiene intersección no vacı́a con
A. Para cada Uk elegimos yU ∈ Uk ∩ A. Si consideramos KyU = {π1(yU), . . . , πk(yU)} es tal que
K ∈ [X]<k. Entonces la familia

K = {KyU : U ∈ N(x)}

es una π-base local de x. Esto después de notar que el conjunto KyU ⊆ U, si y sólo si yU ∈ Uk.
Por hipótesis existe una subfamilia numerable K ′ ⊂ K tal que K ′ −→ x. Para cada U ∈ N(x)
sucede que K ′ ⊆∗ P(U), por lo tanto B = {yU : KyU ∈ K

′} está casi contenido en Uk, entonces la
sucesión B converge a x. Ası́ Xk es Fréchet-Urysohn en ∆Xk . Ahora suponemos que Xk es Fréchet-
Urysohn en ∆Xk . Sea x ∈ X y K ⊆ [X]<k una π-base local de de x. Para todo K ∈ K denotamos
xK = (x1, x2, . . . , xk) con xi ∈ K. Definimos J = {xK : K ∈ K}. Este conjunto es tal que para cada
U ∈ N(x), tenemos que Uk ∩ J , ∅, entonces existe J′ ⊂ J numerable tal que J′ −→ x. Ası́ que

K ′ = {Ki : xKi ∈ J′}

es tal que K ′ ⊂ K y K ′ −→ x. Por lo tanto X es FUk. �

Nosotros manejamos espacios numerables con un sólo punto no aislado. Eso nos permite usar
la caracterización anterior para decidir cuando nuestros espacios resultarán de Fréchet-Urysohn en
cada potencia y no solo en los puntos de la diagonal.

Proposición 9. Sea F filtro en ω tal que F es de Fréchet-Urysohn. Si ξ(F )k es Fréchet-Urysohn
en la diagonal, entonces ξ(F ) es Fréchet-Urysohn.

Demostración. Se procederá por inducción sobre k. Llamemos X = ξ(F ). Si k = 1 entonces
∆Xk = X y es Fréchet-Urysohn. Para k = 2, sea x ∈ X2. Si x = (n,m) con n,m < ω, entonces x es
aislado. Si x = (n,F ) y A ⊂ X2 tal que x ∈ A − A. Tenemos que |A ∩ {n} × X| = ω, de lo contrario
para cada F ∈ F la vecindad

U = {n} × F − (A ∩ {n} × X)

no intersecta a A. Además {n} × X � X y {{n} × F : F ∈ F } � F y A ∩ {n} × X ∈ ({n} × F )+.
Por lo tanto existe B subconjunto infinito de A tal que B −→ x. Para x = (F , n) el procedimiento
es análogo. Si x = (F ,F ), entonces x ∈ ∆X2 y X2 es Fréchet-Urysohn. Usando la hipótesis de
inducción tenemos que la afirmación es valida para cada número natural menor que k. Sea x ∈ Xk.
Si x = (x1, . . . , xk) con {xi : 1 ≤ i ≤ k} ⊂ ω no hay nada que hacer. Si para cada 1 ≤ i ≤ k se tiene
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que xi = F , entonces x ∈ ∆Xk y también esta cubierto ese caso. Ahora consideremos que para x
existe 1 ≤ j ≤ k tal que x j = n < ω. Sea A ⊂ Xk tal que x ∈ A − A. Si llamamos

Y = X × . . . × {n} × . . . × X

y A′ = A∩Y , entonces |A′| = ω de lo contrario para cada vecindad U de x, se tendrı́a (U−A′)∩A = ∅.
Además tenemos que x ∈ A′

Y
−A′ y como Y � Xk−1, si aplicamos la hipótesis de inducción, entonces

existe B subconjunto infinito de A′ tal que B −→ x, el cual también converge a x en Xk. Gracias a
que cada vecindad V de x en Y es tal que B ⊆∗ V y V = U ∩ Y con U vecindad de x en Xk, tenemos
que B ⊆∗ U y B −→ x en Xk. Como conclusión Xk es de Fréchet-Urysohn. �

En [5] esta tanto la construcción de una familia, la cual resulta ser más general que las familias
completamente separables. Además el espacio es de Fréchet-Urysohn en cada potencia finita gra-
cias a las caracterizaciones anteriores. Con esto damos por concluido este trabajo que en realidad es
un compendio de ejemplos de Filtros con la propiedad de Fréchet-Urysohn. Estos se han estado us-
ando para responder cuestiones de la ı́ndole de la productividad de los espacios de Fréchet-Urysohn
muchas de las cuales están resumidas en la siguiente bibliografı́a: [3].
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[4] P. Simon, A countable Fréchet-Urysohn space of uncountable character. Top. Appl. 155 (10) (2008), 1129-1139.
[5] P. Simon, A hedghog in a product. Acta. Univ. carolin. Math. Phys. 39 (1998),147-153.
[6] S. Garcı́a, C. Uzcategui, Subsequential Filters. Topology Appl. 156 (2009), 2949-2959.
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