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Caṕıtulo 1

Introducción.

El estudio de la convergencia y divergencia de series
siempre ha sido de interés para el Análisis Matemático.
En particular un problema que empezó a cobrar impor-
tancia hacia 1880 fue el de asignar una “suma”a una
serie divergente. Una manera de hacer esto fue la pro-
puesta por Ernesto Cesàro, profesor de la Universidad
de Nápoles, en 1890 en [4]. Se considera una sucesión
{an}∞n=1 y se define la sumabilidad de Cesàro de la si-

guiente manera:
∞∑
n=1

an es Cesàro sumable, con suma

A ∈ R, si ĺım
n→∞

1
n

n∑
k=1

a1 + a2 + · · · + ak = A. Es fácil

ver que cualquier serie convergente es Cesàro sumable,
pero también existen series divergentes que son Cesàro
sumables. Un ejemplo de esto es la sucesión (an)∞n=1 con
an = (−1)n+1.

Por otro lado, otro tema que ha sido de gran interés
para el Análisis Matemático es la teoŕıa de operadores
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que tuvo un gran auge a principios del siglo XX. En
particular, el siguiente trabajo, se centra en la teoŕıa
espectral de operadores.

La redacción de la tesis se ha estructurado en tres
partes que resumimos a continuación.

En la primer parte (caṕıtulo 2) se presentan los re-
sultados esenciales referentes al espectro de un operador.

Es donde damos conceptos como conjunto y opera-
dor resolvente. Hacemos una división del espectro en
espectro puntual, residual y continuo, y aclaramos en
qué consiste cada uno. Los resultados más relevantes de
esta primera parte, corresponden a los teoremas 2.48,
2.53 y 2.56. Dichos teoremas nos aseguran que el espec-
tro es compacto y no vaćıo, lo cual usaremos en repeti-
das ocasiones a lo largo de la tesis. Sin embargo, contie-
ne resultados que no están vinculados directamente con
nuestro objetivo, tales como los incluidos en la secciones
2.7 y 2.8, pero que resultan importantes para la teoŕıa
espectral.

Hemos escogido un operador en particular, llamado
el Operador de Cesàro C, el cual transforma una suce-
sión de números complejos x = (xn)∞n=1 en su sucesión
de promedios; por definición

(Cx)n =
1

n

n∑
k=1

xk.

Preguntas como ¿Es cierto que si x ∈ c0, entonces Cx ∈
c0? Si es cierto, ¿el operador lineal C es acotado? Si C
es acotado, ¿ cuál es su espectro?, surgen naturalmente.
Esto nos lleva a la segunda parte de la tesis (caṕıtulo 3),
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en la cual definimos los espacios de sucesiones c, c0 y `p y
demostramos algunas de sus propiedades. Posteriormen-
te, en la sección 3.1 representaremos a un operador por
medio de un matriz infinita y desarrollamos las condi-
ciones para que una matriz defina operadores acotados
en c0, `1 y `∞.

Finalmente, la parte central de la tesis se encuentra
en la tercera parte (caṕıtulo 4).

Con ayuda de los resultados del caṕıtulo 3, demostra-
mos que C ∈ B(c0) y que σ(C) = {λ ∈ C : |λ− 1

2
| ≤ 1

2
}.

Un resultado crucial para el argumento es la prueba de
Raabe (lema 4.10) y el lema 4.13. Para el caso donde el
operador de Cesàro está definido en `p con 1 < p < ∞,
los resultados del caṕıtulo 3 no nos ayudan, lo cual nos
lleva a buscar un método diferente.

Tratamos por separado el caso p = 2 pues `2 es un
espacio de Hilbert y los resultados referentes a dichos
espacios son de gran utilidad. Hacemos uso de la prueba
de Schur para demostrar que C es acotado en `2 y la
clave para determinar el espectro de C es la identidad
(I−C)(I−C∗) = I−D, dondeD es diagonal. Deducimos
que ‖C − I‖ = 1 y concluimos que σ(C) = {λ ∈ C :
|λ− 1| ≤ 1}.

Para el caso general donde p 6= 2, nos resulta impo-
sible seguir la ĺınea que seguimos para `2 y c0, pues los
resultados ya estudiados no son de utilidad para argu-
mentar que C ∈ B(`p) cuando p 6= 2. Resulta fácilmente
de la desigualdad de Hardy, 4.18, que C ∈ B(`p) y que
‖C‖ ≤ p

p−1 . Con el propósito de demostrar que cada

punto de {λ : |λ − q
2
| < q

2
} es un valor propio de C∗
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donde q es el conjugado de p hacemos una ligera mo-
dificación al lema 4.13. La parte más complicada es la
contención σ(C) ⊆ {λ : |λ − q

2
| ≤ q

2
} para establecer

σ(C) = {λ : |λ− q
2
| ≤ q

2
}. Una prueba es dada en [12] y

depende de una igualdad en [8]. Está basada en estimar
la serie de Neumann del operador resolvente (C−λI)−1

para cada |λ| > ‖C‖p. Una prueba alterna usando técni-
cas del álgebra de Banach se da en [13]. Una prueba más
se presenta en [16] usando los métodos de matrices de
Hausdorff generalizadas y depende de que dichos opera-
dores son acotados en `p. Sin embargo, nosotros damos
un método más directo basado en [5].
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Caṕıtulo 2

Preliminares.

A lo largo del siguiente trabajo X denotará un espa-
cio vectorial normado no trivial. El campo de escalares
puede ser real o complejo, a menos que se especifique
de otro modo. Dado un operador lineal T con dominio
y rango en X, consideraremos operadores de la forma
λI − T , donde λ es un escalar y I es el operador identi-
dad en X. Por comodidad, escribiremos λ − T o Tλ en
lugar de λI − T .

2.1. Espacios normados y de Ba-

nach

En este caṕıtulo X y Y denotarán espacios vecto-
riales sobre el campo K de los números reales o de los
números complejos. Todos los resultados de esta sección,
se pueden encontrar en [14].
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2.1. ESPACIOS NORMADOS Y DE BANACH

Definición 2.1 Sea X un espacio vectorial. Una nor-
ma en X es una función ‖·‖ : X → R con las siguientes
propiedades:
Para cualesquiera x, y ∈ X y cualquier escalar λ, se tie-
ne
(1) ‖x‖ ≥ 0; ‖x‖ = 0⇔ x = 0
(2) ‖λx‖ = |λ|‖x‖
(3) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.
A la pareja (X, ‖ · ‖) se le llama espacio normado.

Asociada a toda norma tenemos una métrica o
distancia, d(·, ·) : X × X → R dada por d(x, y) =
‖x− y‖.

Definición 2.2 Un espacio normado es llamado un es-
pacio de Banach si es completo con respecto a la
métrica inducida por la norma.

Teorema 2.3 Un espacio normado X es de Banach si
y sólo si toda serie absolutamente convergente en X es
convergente.

Definición 2.4 Sea X un espacio vectorial. Un fun-
cional lineal es una función f : X → K que satisface
(1) f(x+ y) = f(x) + f(y) ∀x, y ∈ X.
(2) f(λx) = λf(x) ∀x ∈ X,λ ∈ K.

Teorema 2.5 Sean X, Y espacios normados y T : X →
Y un operador lineal. Las siguientes condiciones son
equivalentes:
(1) T es continuo.
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2.1. ESPACIOS NORMADOS Y DE BANACH

(2) T es continuo en 0.
(3) T es uniformemente continuo.
(4) T es acotado, es decir, ∃M > 0 tal que ‖Tx‖ ≤
M‖x‖, ∀x ∈ X.

Si X y Y son espacios normados, B(X, Y ) deno-
tará al espacio de los operadores lineales y acotados de
X en Y ; B(X,X) se denotará como B(X). El espacio
B(X, Y ) es, por śı mismo, un espacio vectorial con las
definiciones usuales de suma y multiplicación escalar de
funciones. Más aún, asignándole a cada T ∈ B(X, Y )
el número ‖T‖ := sup{‖T (x)‖ : x ∈ X, ‖x‖ ≤ 1}, el
espacio B(X, Y ) se vuelve un espacio normado.

Teorema 2.6 La función ‖ · ‖ : B(X, Y )→ R dada por
‖T‖ = sup{‖Tx‖ : ‖x‖ ≤ 1} es una norma en B(X, Y ).
Además, con esta norma, B(X, Y ) es un espacio de Ba-
nach si y sólo si Y es de Banach.

Proposición 2.7 Sean X, Y espacios vectoriales y T ∈
B(X, Y ). Entonces

‖T‖ = sup
‖x‖≤1

‖Tx‖ = sup
‖x‖=1

‖Tx‖ = sup
x6=0

‖Tx‖
‖x‖

.

Proposición 2.8 Bajo las hipótesis del Teorema 2.5,
si Y = R o Y = C entonces las cuatro condiciones
son equivalentes a que N(T ) = {x ∈ X : Tx = 0} es
cerrado.

A continuación enunciaremos el Teorema de Hahn-
Banach y algunos de sus corolarios, los cuales nos serán
útiles a lo largo del trabajo.
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2.1. ESPACIOS NORMADOS Y DE BANACH

Teorema 2.9 (Hahn-Banach) Sea X un espacio vec-
torial y p : X → R una función que satisface:
(1) p(λx) = λp(x) ∀x ∈ X y ∀λ > 0,
(2) p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) ∀x, y ∈ X.
Sea M un subespacio de X y f : M → R una función
lineal tal que

f(x) ≤ p(x) ∀x ∈M.

Bajo estas condiciones, existe un funcional lineal x∗ ∈
X∗ definido en todo X que extiende a f , es decir, tal
que f = x∗ en M y x∗(x) ≤ p(x) para toda x ∈ X.

En los siguientes corolarios X denotará un espacio
vectorial normado.

Corolario 2.10 Para toda x0 ∈ X existe un funcional
f0 ∈ X∗ tal que

‖f0‖ = 1 y f0(x0) = ‖x0‖.

Corolario 2.11 Para toda x ∈ X tenemos

‖x‖ = sup
f∈X∗
‖f‖≤1

|f(x)|.

Corolario 2.12 Sea M un subespacio de X y x1 ∈ X
tal que d(x1,M) = ı́nf{‖x1 −m‖ : m ∈M} > 0. Enton-
ces existe F ∈ X∗ tal que F (x) = 0 para toda x ∈ M ,
F (x1) = d(x1,M) y ‖F‖ = 1.

Finalmente, enunciaremos el teorema de Banach-Steinhaus,
el cual usaremos en la sección 3.1.
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2.2. ESPACIOS DUALES Y OPERADORES
ADJUNTOS.

Teorema 2.13 Sea Γ una familia de operadores linea-
les acotados de un espacio de Banach X en un espacio
normado Y . Si sup{‖Tx‖ : T ∈ Γ} es finito para cada
x, entonces sup{‖T‖ : T ∈ Γ} es finito.

2.2. Espacios duales y operado-

res adjuntos.

En el caso especial de que Y sea el campo de es-
calares, al espacio B(X, Y ) lo denotaremos como X∗ y
nos referiremos a él como el espacio dual de X. A los
elementos de X∗ se les llamará funcionales lineales. Da-
do que el campo escalar es completo, la norma definida
anteriormente, hace de X∗ un espacio de Banach. Al es-
pacio dual X∗∗ de X∗ se le llama el segundo dual de
X, el cual es, nuevamente, un espacio de Banach. A la
función J : X → X∗∗ dada por J(x)f = f(x) ∀x ∈ X
y ∀f ∈ X∗, se le conoce como la inmersión natural de
X en X∗∗ y es fácil demostrar que J es una isometŕıa
inyectiva. En el caso en el que J es, además, suprayecti-
va el espacio de Banach X se dice reflexivo. Es posible
demostrar que un espacio de Banach X es reflexivo si y
sólo si su dual X∗ es reflexivo.

Un espacio métrico X que no es completo puede ex-
tenderse para formar un espacio de Banach X̂ en el cual
X es denso. El espacio X̂, llamado la compleción de X,
es esencialmente único, en el sentido de que cualquier
otro espacio de Banach que contiene a X como subes-
pacio denso debe ser isométricamente isomorfo a X̂.

17



2.2. ESPACIOS DUALES Y OPERADORES
ADJUNTOS.

Una manera de construir X̂ es obtener primero la
compleción de X como espacio métrico. Con esto es po-
sible extender de X a X̂ las definiciones de suma vecto-
rial, multiplicación escalar y la norma de un vector de
modo que X̂ se vuelve un espacio de Banach.

Otra manera de construir X̂ es usando la inmer-
sión natural J de X en X∗∗. Dado que X∗∗ es com-
pleto, entonces J(X) es, por śı mismo, un espacio de

Banach. Para formar X̂, le añadimos a X los elementos
de J(X) \ J(X); ahora le damos a X̂ la estructura de
espacio vectorial y la norma de J(X). Dado que J es
una isometŕıa inyectiva, X y J(X) son isométricamente

isomorfos, de donde X es denso en X̂.
A cada T ∈ B(X, Y ) le asociaremos un operador que

llamaremos su adjunto. Éste será un operador T ∗ ∈
B(Y ∗, X∗). Veamos el siguiente Teorema que define al
operador adjunto de forma única. Estos resultados se
pueden encontrar en [18].

Teorema 2.14 Supongamos que X y Y son espacios
normados. A cada T ∈ B(X, Y ) le corresponde un único
T ∗ ∈ B(Y ∗, X∗) que satisface

y∗Tx = T ∗y∗x (2.1)

para toda x ∈ X y toda y∗ ∈ Y ∗. Más aún, T ∗ satisface

‖T ∗‖ = ‖T‖. (2.2)

Demostración: Si y∗ ∈ Y ∗ y T ∈ B(X, Y ), definamos
T ∗y∗ = y∗ ◦ T . Siendo la composición de dos operadores

18



2.2. ESPACIOS DUALES Y OPERADORES
ADJUNTOS.

lineales y continuos, T ∗y∗ ∈ X∗ y claramente se cumple
(2.1). El hecho de que (2.1) se cumple para toda x ∈ X,
determina T ∗y∗ de manera única.

Si y∗1 ∈ Y ∗ y y∗2 ∈ Y ∗, entonces

T ∗(y∗1 + y∗2)x = (y∗1 + y∗2)Tx

= (y∗1)Tx+ (y∗2)Tx

= T ∗y∗1x+ T ∗y∗2x

= (T ∗y∗1 + T ∗y∗2)x

para cada x ∈ X, aśı que T ∗(y∗1 + y∗2) = T ∗y∗1 + T ∗y∗2.
Análogamente T ∗(αy∗) = αT ∗y∗. Por lo que T ∗ : Y ∗ →
X∗ es lineal. Finalmente,

‖T ∗y∗x‖ = ‖y∗Tx‖ ≤ ‖y∗‖‖T‖‖x‖,

de donde ‖T ∗y‖ ≤ ‖T‖‖y∗‖ y, por tanto, ‖T ∗‖ ≤ ‖T‖.
Del Corolario 2.11 se sigue que ‖y‖ = sup

y∗∈Y ∗
‖y∗‖≤1

‖y∗(y)‖ y

como también tenemos que ‖y∗Tx‖ ≤ ‖T ∗‖‖y∗‖‖x‖,
concluimos que ‖Tx‖ ≤ ‖T ∗‖‖x‖. Lo que concluye el
teorema. �

Cuando T : D(T ) ⊆ X → Y es densa mente defini-
do, es decir D(T ) = X, su operador adjunto se define
de igual manera con la diferencia de que D(T ∗) = {y∗ ∈
Y ∗ : y∗ ◦ T es continua en D(T )}.

En los teoremas siguientes R(T ) denotará al rango
de T .

Definición 2.15 Sea X un espacio de Banach, M un
subespacio de X y N un subespacio de X∗. Definimos el

19



2.2. ESPACIOS DUALES Y OPERADORES
ADJUNTOS.

anulador M⊥ de M como:

M⊥ = {f ∈ X∗ : f(x) = 0 ∀x ∈M}

y el preanulador ⊥N de N como:

⊥N = {x ∈ X : f(x) = 0 ∀f ∈ N} .

Teorema 2.16 Sean X, Y espacios vectoriales norma-
dos, M un subespacio de X y T : D(T ) ⊆ X −→ Y
un funcional lineal acotado densamente definido. Bajo
estas hipótesis,

(a)⊥(M⊥) = M, (b)N(T ∗) = R(T )⊥, (c)⊥N(T ∗) = R(T ).

Demostración: Si x ∈ M , entonces f(x) = 0 para toda
f ∈ M⊥, aśı que x ∈⊥ (M⊥). Como ⊥(M⊥) es cerrado
(pues si xk → x y xk ∈⊥ (M⊥), entonces f(xk) → f(x)
para toda f ∈M⊥, pero f(xk) = 0 para toda k. Se sigue
que f(x) = 0) y M ⊆⊥ (M⊥) se sigue que debe contener
a M . Si x /∈ M , del Corolario 2.12, encontramos una
f ∈ X∗ con f |M = 0 pero f(x) 6= 0. En consecuencia
x /∈⊥ (M⊥), y (a) está probado.

Ahora,

f ∈ N(T ∗)⇔ T ∗(f) = 0⇔ T ∗f(x) = 0 ∀x ∈ D(T )

⇔ f(Tx) = 0 ∀x ∈ D(T )⇔ f ∈ R(T )⊥,

con lo cual se prueba (b). Finalmente, de (b) y (a) se
sigue (c). �

Teorema 2.17 Con las hipótesis del Teorema 2.16, se
tiene

20



2.2. ESPACIOS DUALES Y OPERADORES
ADJUNTOS.

(1) R(T ) = Y ⇐⇒ (T ∗)−1existe.

(2) R(T ∗) = X∗ ⇐⇒ T−1existe y es continua.

Demostración: Del Teorema 2.16 se sigue que R(T ) =
Y ⇔⊥ N(T ∗) = Y ⇔ N(T ∗) = 0 ⇔ (T ∗)−1 existe, lo
que prueba (1).

Ahora, observemos que si existe m > 0 tal que

m‖x‖ ≤ ‖Tx‖

para toda x ∈ D(T ), entonces T−1 existe y es conti-
nuo. Pues T seŕıa inyectivo (por lo que existe T−1) y,
además, ‖T−1‖ ≤ 1/m. Por lo que si T no tiene inverso
continuo, entonces podemos encontrar una sucesión un
en D(T ) tal que un 6= 0 y ‖Tun‖/‖un‖ → 0. En conse-
cuencia, T (un/‖un‖) → 0, por lo que podemos asumir
que ‖un‖ = 1. Definiendo una sucesión xn como

xn =


un

‖Tun‖1/2
si Tun 6= 0

nun si Tun = 0
(2.3)

vemos que ‖xn‖ → ∞ y Txn → 0. Supongamos que
R(T ∗) = X∗ pero T no tiene inverso continuo. Esco-
giendo la sucesión xn en (2.3), tenemos que T ∗y∗xn =
y∗Txn → 0 para cada y∗ ∈ Y ∗. Como R(T ∗) = X∗, esto
implica que x∗(xn) → 0 para toda x∗ ∈ X∗. Pero, en-
tonces, el principio de acotación uniforme implica que
la sucesión de normas ‖xn‖ es acotada, lo cual es una
contradicción.
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Ahora supongamos que T tiene inverso continuo. Si
x∗ ∈ X∗ es fijo, entonces y → x∗(T−1y) es un funcio-
nal lineal y continuo en R(T ). Por el teorema de Hahn-
Banach, dicho funcional puede extenderse a todo Y . Es-
to es, existe y∗ ∈ Y ∗ tal que y∗(y) = x∗(T−1y) para todo
y ∈ R(T ), lo que implica que y∗(Tx) = x∗(x) para todo
x ∈ D(T ). Por lo tanto, y∗ ∈ D(T ∗) y T ∗(y∗) = x∗. De
donde se concluye que R(T ∗) = X∗, lo cual termina la
demostración de (2).�

En general, para subconjuntos de un espacio norma-
do, tenemos la siguiente definición.

Definición 2.18 Sea X un espacio normado, K un sub-
conjunto de X y L un subconjunto de X∗. Definimos la
polar K0 de K como:

K0 = {f ∈ X∗ : |f(x)| ≤ 1 ∀x ∈ K}

y la prepolar 0L de L como:

0L = {x ∈ X : |f(x)| ≤ 1 ∀f ∈ L}.

Es fácil ver que para subespacios de un espacio de
Banach, las definiciones 2.18 coinciden con las de anula-
dor y preanulador como lo muestra el siguiente teorema.

Teorema 2.19 Sea X un espacio de Banach. Si M y
N son subespacios de X y X∗ respectivamente, entonces
M⊥ = M0 y ⊥N =0 N .

Demostración: Es claro que M⊥ ⊆ M0 y ⊥N ⊆0 N .
Además, si f ∈ M0, entonces para toda λ tenemos que

22



2.2. ESPACIOS DUALES Y OPERADORES
ADJUNTOS.

|f(λx)| ≤ 1 (pues λx ∈ M), por lo que |λ||f(x)| ≤ 1
para toda λ. Concluimos que f(x) = 0 para toda x, es
decir, f ∈ M⊥. Análogamente, dado que λf ∈ N se
sigue que si x ∈0 N , entonces x ∈⊥ N . �

Para terminar esta sección, presentaremos el concep-
to de proyección.

Definición 2.20 Sean X un espacio vectorial y P :
X → X. P es llamado proyección (de X) si P 2 = P .

Se sigue fácilmente de la definición que si P es una
proyección en X, entonces I−P también es una proyec-
ción en X.

A lo largo de la tesis, ⊕ denotará la suma directa
entre espacios.

Teorema 2.21 Sea X un espacio vectorial. Si P : X →
X es una proyección, entonces se cumple:
(1) R(P ) = {x ∈ X : x = Px}
(2) N(P ) = R(I − P )
(3) N(I − P ) = R(P )
(4) X = R(P )⊕N(P ).

Demostración Si x ∈ R(P ), entonces x = Py para algu-
na y ∈ X. De donde Px = P 2y = Py = x, por lo que
R(P ) ⊆ {x ∈ X : x = Px}. Inversamente, si x = Px
entonces x ∈ R(P ), lo que prueba (1). Para probar (2)
observamos que como I − P también es proyección, en-
tonces, por (1) tenemos que

x ∈ R(I − P )⇔ x = (I − P )x⇔ x = x− Px
⇔ Px = 0⇔ x ∈ N(P ).
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Habiendo probado (2), concluimos que N(I − P ) =
R(I − (I − P )) = R(P ) lo cual prueba (3). Finalmente,
es claro que X = R(P )+N(P ) pues toda x ∈ X se pue-
de escribir como x = Px + (x− Px) ∈ R(P ) + N(P ) y
si X ∈ R(P ) ∩N(P ), por (1) tenemos que x = Px = 0,
lo que concluye la demostración. �

El rećıproco de la propiedad (4) también es cierto
como lo demuestra el siguiente Teorema.

Teorema 2.22 Sean X un espacio vectorial y M1,M2

subespacios de X tales que X = M1 ⊕M2. Esta suma
directa define a una proyección en X llamada la proyec-
ción de X en M1 a lo largo de M2

Demostración: Toda x ∈ X se puede escribir de manera
única como x = x1+x2 con x1 ∈M1 y x2 ∈M2. Si defini-
mos P como Px = x1 es claro que R(P ) = M1, N(P ) =
M2 y P 2 = P . �

Concluimos la sección con un teorema que nos será útil
al hablar del espectro de un operador compacto en la
sección 2.8.

Teorema 2.23 Sea X un espacio vectorial normado y
M un subespacio de X de dimensión finita. Entonces
existe una proyección continua de X en M .

Demostración Sea {x1, x2, ..., xn} una base de M y sea
Mi el espacio (n-1 dimensional) generado por

{x1, ..., xi−1, xi, ..., xn}.
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Entonces Mi es cerrado por ser finito dimensional. Del
Corolario 2.12 existe x∗i ∈ X∗ tal que x∗i (xi) = 1 y
x∗i (x) = 0 para toda x ∈ M . Fácilmente se ve que el
operador

Px =
n∑
i=1

x∗i (x)xi

es una proyección continua de X en M . �

2.3. Espacios de Hilbert.

En esta sección presentamos los resultados esenciales
referentes a espacios de Hilbert. La información está ba-
sada en [17].

Definición 2.24 Un espacio vectorial complejo H es
llamado un espacio con producto interior si existe
una función 〈 , 〉 : H×H → C tal que para cualesquiera
x, y ∈ H y α ∈ C,
a)〈x, y〉 = 〈y, x〉.
b) 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉.
c)〈αx, y〉 = α〈x, y〉.
d)〈x, x〉 ≥ 0.
e)〈x, x〉 = 0 si y sólo si x = 0.

Si 〈x, y〉 = 0, diremos que x es ortogonal a y, y usa-
remos la notación x ⊥ y. Para E,F ⊆ H, usaremos
E ⊥ F para decir que x ⊥ y para todo x ∈ E y y ∈ F .
Finalmente, E⊥ = {y ∈ H : y ⊥ x, para todo x ∈ H}.
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El siguiente Teorema muestra que todo espacio con
producto interior, induce un espacio normado definiendo

‖x‖ =
√
〈x, x〉. (2.4)

Teorema 2.25 Si x, y ∈ H donde H es un espacio con
producto interior, entonces:

a)|〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖.
(Desigualdad de Cauchy − Schwarz)

b)‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.
(Desigualdad del triángulo)

c)‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2.
(Identidad del paralelogramo)

d)‖y‖ ≤ ‖λx+ y‖ para todo λ ∈ C si y solo si x ⊥ y.

e)〈x, y〉 =
1

4

(
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2

)
si H es real,

〈x, y〉 =
1

4

(
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2 + i‖x+ iy‖2 − i‖x− iy‖2

)
si H es complejo.

(Identidad de polarización).

Demostración: Para λ ∈ C se tiene que

0 ≤ ‖λx+ y‖2 = 〈λx+ y, λx+ y〉
= 〈λx, λx〉+ 〈λx, y〉+ 〈y, λx〉+ 〈y, y〉
= λλ〈x, x〉+ λ〈x, y〉+ λ〈y, x〉+ ‖y‖2

= ‖λ‖2‖x‖2 + 2Re(λ〈x, y〉) + ‖y‖2.
(2.5)
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Entonces (d) se cumple si 〈x, y〉 = 0. Si x = 0, (a)
y (c) son claramente ciertas. Si x 6= 0, tomando λ =
−〈x, y〉/‖x‖2, (2.5) se vuelve

0 ≤ ‖λx+ y‖2 = ‖y‖2 − |〈x, y〉|
2

‖x‖2
, (2.6)

lo cual prueba (a) y muestra que (d) es falsa cuando
〈x, y〉 6= 0. Para (b) observamos que de la desigualdad
de Cauchy-Schwarz,

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + 2Re〈x, y〉+ ‖y‖2

≤ ‖x‖2 + 2‖x‖‖y‖+ ‖y‖2 = (‖x‖+ ‖y‖)2.

(c) se sigue inmediatamente de la igualdad en (2.5). Fi-
nalmente, si H es real, entonces

‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2 = 〈x+ y, x+ y〉 − 〈x− y, x− y〉
= 〈x, x〉+ 〈x, y〉+ 〈y, x〉+ 〈y, y〉 − 〈x, x〉
+ 〈x, y〉+ 〈y, x〉 − 〈y, y〉 = 2〈x, y〉+ 2〈y, x〉
4〈x, y〉.

Si H es complejo, entonces

‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2 + i‖x+ iy‖2 − i‖x− iy‖2

= 〈x+ y, x+ y〉 − 〈x− y, x− y〉+
i〈x+ iy, x+ iy〉 − i〈x− iy, x− iy〉
= 2〈x, y〉+ 2〈y, x〉+ i〈x, x〉+ i〈x, iy〉
+ i〈iy, x〉+ i〈iy, iy〉 − i〈x, x〉+ i〈x, iy〉
+ i〈iy, x〉 − i〈iy, iy〉 = 2〈x, y〉+ 2〈y, x〉
+ 2〈x, y〉 − 2〈y, x〉 = 4〈x, y〉,
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lo cual finaliza la prueba. �

Definición 2.26 H es llamado un espacio de Hil-
bert si es completo con respecto a la distancia inducida
por el producto interior en (2.4).

A continuación veremos algunos teoremas básicos re-
ferente a espacios de Hilbert.

Teorema 2.27 Todo subconjunto cerrado y convexo E ⊆
H contiene un único x de norma mı́nima.

Demostración: Sea d = ı́nf{‖x‖ : x ∈ E} y escoja-

mos xn ∈ E tales que xn → d. Como
1

2
(xn + xm) ∈ E,

‖xn + xm‖2 ≥ 4d2. Si x, y se reemplazan por xn y xm
en la identidad del paralelogramo , el lado derecho tiene
a 4d2. Entonces la identidad del paralelogramo implica
que xn es de Cauchy, por lo que converge a algún x ∈ H
con ‖x‖ = d. Lo cual prueba la existencia.

Finalmente, si y ∈ E y ‖y‖ = d, la sucesión

(x, y, x, y, ...)

debe converger como acabamos de ver. De donde x = y.
�

Teorema 2.28 Sea H un espacio de Hilbert. Si M es
un subespacio cerrado de H, entonces

H = M ⊕M⊥.
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Demostración: Si E ⊆ H, la linealidad de 〈x, y〉 como
función de x muestra que E⊥ es un subespacio de H, y
la desigualdad de Cauchy-Schwarz implica que E⊥ es
cerrado.

Si x ∈ M y x ∈ M⊥, entonces 〈x, x〉 = 0; de donde
x = 0. Por lo que M ∩M⊥ = 0.

Si x ∈ H, aplicando el Teorema 2.27 al conjunto
x − M concluimos que existe x1 ∈ M que minimiza
‖x − x1‖. Haciendo x2 = x − x1 vemos que ‖x2‖ ≤
‖x2 + y‖ para toda y ∈ M . Entonces x2 ∈ M⊥ por el
inciso (d) del Teorema 2.25. Como x = x1 + x2, hemos
probado que H = M +M⊥. �

Teorema 2.29 Sea H un espacio de Hilbert y M un
subespacio de H. Entones se tiene que

M
⊥

= M⊥.

Demostración: Si x ∈ M⊥
, entonces 〈y, x〉 = 0 para

toda y ∈ M . Por lo que 〈y, x〉 = 0 para toda y ∈ M , es

decir M
⊥ ⊆ M⊥. Ahora tomemos x ∈ M⊥. Si y ∈ M ,

entonces existe una sucesión (yn) ⊆M que converge a y
y tenemos por la desigualdad de Cauchy-Schwarz que

〈y, x〉 = ĺım
n→∞
〈yn, x〉 = 0,

es decir, x ∈M⊥
. �

Teorema 2.30 (Fréchet-Riesz) Sea H un espacio de
Hilbert. Entonces a cada f ∈ H∗ le corresponde un único
y ∈ H tal que ‖f‖ = ‖y‖ y

f(x) = 〈x, y〉 (2.7)
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para todo x ∈ H.

Demostración: Si f = 0 basta con tomar y = 0.
Si f 6= 0, entonces M = {x ∈ H : f(x) = 0} es un
subespacio cerrado de H (pues f es continuo); de donde
H = M ⊕ M⊥ por el Teorema 2.28. Como M 6= H,
existe un z 6= 0 en M⊥. Multiplicando z por un escalar
conveniente podemos asumir que f(z) = 1. Entonces
x− f(x)z ∈M para x ∈ H. Como z ∈M⊥ esto implica
que 〈x, z〉 = f(x)〈z, z〉. Haciendo y = z/‖z‖2 obtenemos
〈x, y〉 = f(x) para toda x ∈ H. En particular para x0 =
y/‖y‖, tenemos

‖f‖ ≥ |f(x0)| = |〈x0, y〉| = ‖y‖. (2.8)

Además de la desigualdad de Cauchy-Schwarz se si-
gue que

‖f‖ = sup
‖x‖=1

|〈x, y〉| ≤ ‖y‖, (2.9)

de donde ‖f‖ = ‖y‖. Finalmente, si f(x) = 〈x, y1〉 para
toda x, tomando x = y − y1 obtenemos ‖y − y1‖2 = 0.
Por lo que y = y1. �

Consideremos un espacio de HilbertH. Si T ∈ B(H),
hab́ıamos definido T ∗ de tal manera que T ∗ ∈ B(H∗).
Sin embargo, por el Teorema de Representación de
Fréchet-Riesz, es posible identificar H∗ con H. De esta
manera, podemos decir que T ∗ ∈ B(H).
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Es decir, si T ∈ B(H), para toda f ∈ H∗ existe un
único y ∈ H tal que

f(Tx) = 〈Tx, y〉. (2.10)

Por otro lado T ∗f ∈ H∗, entonces existe un único
z ∈ H tal que

T ∗f(x) = 〈x, z〉. (2.11)

Estas dos correspondencias dadas por el Teorema de
Fréchet-Riesz, nos permiten asociar T ∗f con z, de donde

〈x, T ∗y〉 = 〈x, T ∗f〉 = 〈x, z〉
= T ∗f(x) = f(Tx) = 〈Tx, y〉. (2.12)

La única diferencia es que en espacios de Hilbert, la
aplicación T → T ∗ será, ahora, conjugado lineal en lugar
de lineal; es decir, se cumple que (T + S)∗ = T ∗ + S∗ y
(αT )∗ = αT ∗ para toda α ∈ C. Lo anterior, forzará a
dar una versión del Teorema 2.50 especial para espacios
de Hilbert.

De hecho, la igualdad anterior define al operador ad-
junto de forma única como lo muestra el siguiente teo-
rema y el siguiente corolario.

Teorema 2.31 Si T ∈ B(H) donde H es un espacio
de Hilbert complejo y si 〈Tx, x〉 = 0 para toda x ∈ H,
entonces T = 0.
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Demostración: Como 〈T (x+ y), x+ y〉 = 0, conclui-
mos que

〈Tx, y〉+ 〈Ty, x〉 = 0 (x ∈ H, y ∈ H). (2.13)

Si reemplazamos y por iy en (2.13) el resultado es

−i〈Tx, y〉+ i〈Ty, x〉 = 0 (x ∈ H, y ∈ H). (2.14)

Multiplicando (2.14) por i y sumándola a (2.13) ob-
tenemos

〈Tx, y〉 = 0 (x ∈ H, y ∈ H). (2.15)

Tomando y = Tx en (2.15) concluimos que ‖Tx‖2 =
0, de donde Tx = 0 para toda x ∈ H. �

Corolario 2.32 Si T, S ∈ B(H) y

〈Tx, x〉 = 〈Sx, x〉

para todo x ∈ H, entonces S = T .
Demostración: Basta con aplicar el Teorema 2.31 a

T − S. �

Teorema 2.33 Si T ∈ B(H), entonces

‖T ∗T‖ = ‖TT ∗‖ = ‖T ∗‖‖T‖ = ‖T‖2.

32



2.3. ESPACIOS DE HILBERT.

Demostración: De la desigualdad de Cauchy-Schwarz
tenemos que

‖Tx‖2 = 〈Tx, Tx〉 = 〈x, T ∗Tx〉 ≤ ‖T ∗T‖‖x‖2,

entonces

‖T‖2 ≤ ‖T ∗T‖ ≤ ‖T ∗‖‖T‖ = ‖T‖2, (2.16)

pues ‖T‖ = ‖T ∗‖. Reemplazando T por T ∗ obtenemos
‖TT ∗‖ = ‖T ∗∗T ∗‖ = ‖T ∗‖2 = ‖T‖2, lo cual finaliza la
prueba. �

A continuación discutiremos algunas propiedades de
los operadores autoadjuntos, normales y unitarios.

Definición 2.34 Sea H un espacio de Hilbert. Un ope-
rador T ∈ B(H) es llamado autoadjunto (o hermi-
tiano) si T ∗ = T .

Observamos, entonces, que T es autoadjunto si y
solo si 〈Tx, y〉 = 〈x, Ty〉 para cualesquiera x, y ∈ H.
Además, si S y T son dos operadores autoadjuntos que
conmutan, entonces ST también es autoadjunto, pues

〈STx, y〉 = 〈Tx, Sy〉 = 〈x, TSy〉 = 〈x, STy〉

En particular, si T es autoadjunto, también lo es T n

para n ≥ 1. También notamos que si T es autoadjunto,
entonces por el Teorema 2.33,

‖T 2‖ = ‖T ∗T‖ = ‖T‖2,
|T 4‖ = ‖(T 2)∗T 2‖ = ‖T 2‖2 = ‖T‖4,
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etc. Entonces ‖T 2k‖ = ‖T‖2k .
Como 〈x, Tx〉 = 〈Tx, x〉 = 〈x, Tx〉 para un operador

autoadjunto, entonces para T autoadjunto, 〈Tx, x〉 es
real para toda x ∈ H. Esta propiedad nos permite definir
a los operadores positivos.

Definición 2.35 Sea H un espacio de Hilbert. Un ope-
rador autoadjunto T es llamado positivo si 〈Tx, x〉 ≥ 0.

Notamos que para T ∈ B(H), el operador T ∗T es
autoadjunto y positivo, pues

(T ∗T )∗ = T ∗(T ∗)∗ = T ∗T,

〈T ∗Tx, x〉 = 〈Tx, Tx〉 = ‖Tx‖2 ≥ 0.

Reemplazando T por T ∗ vemos que TT ∗ también es
un operador autoadjunto y positivo.

Teorema 2.36 Sea H un espacio de Hilbert complejo.
Entonces todo operador T ∈ B(H) tiene una represen-
tación de la forma T = T1 + iT2, donde T1 y T2 son
autoadjuntos, y esta representación es única.

Demostración: Escribamos

T1 =
1

2
(T + T ∗) y T2 = −1

2
(T − T ∗).

Entonces T1 y T2 son autoadjuntos y T = T1 + iT2.
La unicidad se sigue de que si U1 y U2 son autoadjuntos
y U1 + iU2 = 0, entonces U2 = 0 y U1 = 0.
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Definición 2.37 Dado un espacio de Hilbert H, un ope-
rador T ∈ B(H) se denomina normal si TT ∗ = T ∗T y
unitario si T es invertible y su inversa es T ∗.

En los siguientes Teoremas se caracteriza a los ope-
radores normales y unitarios.

Teorema 2.38 Sea H un espacio de Hilbert y T ∈ B(H).
a) T es normal si y solo si ‖Tx‖ = ‖T ∗x‖ para toda
x ∈ H.
b) Si T es normal entonces ‖T n‖ = ‖T‖n para toda
n ≥ 1 y

Nu(T ) = Nu(T ∗) = R(T ∗)⊥ = R(T )⊥.

Demostración: a) Claramente,

‖Tx‖2 − ‖T ∗x‖2 = 〈Tx, Tx〉 − 〈T ∗x, T ∗x〉
= 〈T ∗Tx, x〉 − 〈TT ∗x, x〉
= 〈(T ∗T − TT ∗)x, x〉.

Del Teorema 2.31 sabemos que T ∗T −TT ∗ = 0 si y solo
si 〈(T ∗T − TT ∗)x, x〉 = 0 para toda x ∈ H, de donde se
sigue a).

b) Si T es normal, entonces, por a), tenemos que
Nu(T ) = Nu(T ∗). Por lo que del Teorema 2.16,

R(T )⊥ = Nu(T ∗) = Nu(T ) = R(T ∗)⊥.

Más aún, como T ∗T es autoadjunto,

‖T‖2n = ‖T ∗T‖n = ‖(T ∗T )n‖,
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y por tanto,

‖T‖2n = ‖(T ∗T )n‖ ≤ ‖(T ∗)n‖‖T n‖
≤ ‖T‖n‖T n‖ ≤ ‖T‖2n,

lo que implica que ‖T n‖ = ‖T‖n. �

Teorema 2.39 Sea H un espacio de Hilbert y U ∈ B(H)
tal que R(U) = H. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:
a) U es unitario;
b) U es una isometŕıa: ‖Ux‖ = ‖x‖ para toda x ∈ H;
c) U preserva el producto interior: 〈Ux, Uy〉 = 〈x, y〉
para toda x, y ∈ H.

Demostración: De la identidad de polarización

4〈x, y〉 = ‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2 + i‖x+ iy‖2 − i‖x− iy‖2,

tenemos que U es una isometŕıa si y solo si U preserva
el producto interior.

Si U es unitario, entonces

〈Ux, Uy〉 = 〈U∗Ux, y〉 = 〈x, y〉.

Inversamente, si 〈Ux, Uy〉 = 〈x, y〉 para cualesquiera
x, y ∈ H, entonces 〈U∗Ux, y〉 = 〈x, y〉, por lo que U∗U =
I. Como R(U) = H y U es una isometŕıa, entonces es
invertible. Por lo que U∗ = U−1. �

Concluimos la sección dando la definición de opera-
dor hiponormal.

Definición 2.40 Sea H un espacio de Hilbert. Un ope-
rador T ∈ B(H) es llamado hiponormal si T ∗T −TT ∗
es positivo.
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2.4. El operador resolvente y su

adjunto.

A partir de esta sección, y hasta terminar el caṕıtu-
lo, la información está basada en [18], a menos que se
especifique lo contrario.

Definición 2.41 Sean X un espacio vectorial y T :
X → X un operador lineal. El conjunto resolvente
de T, denotado por ρ(T ), es el conjunto de escalares λ
tales que R(λI − T ) = X y λ − T tiene inverso con-
tinuo. Si λ ∈ ρ(T ) al operador (λ − T )−1 se le llama
el operador resolvente y usualmente se denota como
Rλ. El espectro de T es el conjunto σ(T ) de escalares
que no pertenecen a ρ(T ).

El siguiente teorema, nos ayudará a averiguar qué su-
cede con el operador resolvente cuando consideramos es-
pacios vectoriales y operadores particulares.

Teorema 2.42 Sean X, Y espacios vectoriales norma-
dos con Y completo y T : D(T ) ⊆ X −→ Y un operador
lineal. Si T es continuo y cerrado, entonces D(T ) es ce-
rrado en X.

Demostración : Si x ∈ D(T ), existe una sucesión xk
en D(T ) tal que xk converge a x. Como T es continuo,
tenemos que

‖Txk − Txj‖ ≤ ‖T‖‖xk − xj‖ ∀k, j
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de donde Txk es de Cauchy en Y . Como Y es completo
concluimos que existe y ∈ Y tal que Txk −→ y. Final-
mente, como T es cerrado, tenemos que x ∈ D(T ) y
y = Tx. �

Corolario 2.43 Si X es completo, T : D(T ) ⊆ X −→
X es cerrado y λ ∈ ρ(T ) entonces Rλ ∈ B(X).

Demostración: Sea λ ∈ ρ(T ) y supongamos que yk ∈
R(λ − T ) es tal que yk → y y Rλyk → x, entonces
existe xk ∈ D(T ) tal que yk = (λ − T )xk. Por lo que
xk → x y (λ − T )xk → y, de donde concluimos que
Txk → λx−y. Por otro lado, como T es cerrado, tenemos
que x ∈ D(T ) y Tx = λx − y, es decir, x = Rλy. Aśı,
Rλ es cerrado y, además, R(λ−T ) es denso en X. Dado
que el dominio de Rλ es R(λ− T ), del Teorema 2.42 se
sigue que R(λ− T ) = X. Es decir, Rλ ∈ B(X). �

Nuestro primer resultado importante es que el con-
junto resolvente es abierto. Cuando X es completo y
T ∈ B(X), ésto es una consecuencia de los siguientes
dos teoremas.

Teorema 2.44 Si X es completo, T ∈ B(X) y ‖T‖ < 1

entonces (I−T ) es invertible y (I−T )−1 =
∞∑
n=0

T n. Más

aún, (I − T )−1 es continuo y

‖(I − T )−1‖ ≤ 1

1− ‖T‖
.
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Demostración: Como ‖T‖ < 1, obtenemos que
∞∑
n=0

‖T n‖ ≤
∞∑
n=0

‖T‖n =
1

1− ‖T‖
, es decir, la serie

∞∑
n=0

T n es absolu-

tamente convergente. Pero como X es Banach, entonces

también es convergente. Notamos que si S =
∞∑
n=0

T n,

entonces

(I − T )S = (I − T ) + (T − T 2) + (T 2 − T 3) + ... = I

y, análogamente, S(I − T ) = I.De estas dos observacio-
nes concluimos que

(I − T )−1 =
∞∑
n=0

T n.

Finalmente, ‖(I − T )−1‖ ≤
∞∑
n=0

‖T‖n ≤ 1

1− ‖T‖
. �

Teorema 2.45 Supongamos que X es completo, que S
y T ∈ B(X), que T tiene inverso en B(X) y que ‖S −
T‖ < ‖T−1‖−1. Entonces S tiene inverso en B(X) y

‖S−1 − T−1‖ ≤ ‖T−1‖2‖S − T‖
1− ‖T−1‖‖S − T‖

.

Demostración: Dado que ‖T−1(T − S)‖ ≤ ‖T−1‖‖T −
S‖ < 1, del Teorema 2.44 se sigue que I − T−1(T − S)
tiene inverso continuo y

(T−1S)−1 = (I − T−1(T − S))−1 =
∞∑
n=0

[T−1(T − S)]n.
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Además,

‖(T−1S)−1‖ ≤ 1

1− ‖T−1(T − S)‖
≤ 1

1− ‖T−1‖‖T − S‖
.

Como S = T (T−1S), entonces S tiene inverso continuo
(a saber, (T−1S)−1T−1) y ‖S−1‖ ≤ ‖(T−1S)−1‖‖T−1‖ ≤

‖T−1‖
1− ‖T−1‖‖(T − S)‖

. Por tanto

‖S−1−T−1‖ = ‖T−1(T −S)S−1‖ ≤ ‖T−1‖2‖S − T‖
1− ‖T−1‖‖S − T‖

.

�

Corolario 2.46 Si X es completo y T ∈ B(X), ρ(T )
es abierto.

Demostración: Si µ ∈ ρ(T ) se tiene que Tµ tiene inver-
so en B(X), y sabemos (del Teorema 2.45) que si Tλ
está suficientemente cerca de Tµ entonces también Tλ
tiene inverso en B(X), es decir λ ∈ ρ(T ). Pero

Tµx− Tλx = (µ− λ)x (2.17)

para x ∈ D(T ). Por lo tanto, ‖Tµ − Tλ‖ = |µ − λ| y
λ ∈ ρ(T ) cuando λ está suficientemente cerca de µ. �

Para la prueba del caso general necesitamos el si-
guiente lema.

Lema 2.47 Sea µ un escalar tal que Tµ tiene inverso
continuo, T−1µ : R(Tµ) → X y sea M(µ) = ‖T−1µ ‖. En-

tonces Tλ tiene inverso continuo si |λ−µ| < 1

M(µ)
. Más

aún, R(Tλ) no es un subconjunto propio de R(Tµ).
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Demostración: Si x ∈ D(T ), entonces ‖x‖ = ‖T−1µ Tµx‖ ≤

‖T−1µ ‖‖Tµx‖. Aśı que, ‖Tµx‖ ≥
1

M(µ)
‖x‖. De la ecua-

ción (2.17), se sigue que

‖Tλx‖ = ‖Tµx− (µ− λ)x‖ ≥ ‖Tµx‖ − |λ− µ|‖x‖

≥
(

1

M(µ)
− |λ− µ|

)
‖x‖. (2.18)

De donde se concluye que si
1

M(µ)
− |λ−µ| > 0, enton-

ces Tλ es inyectivo y, por tanto, tiene inverso. Además

‖T−1λ ‖ ≤
1

k
donde k =

1

M(µ)
− |λ − µ|. Es decir, Tλ

tiene inverso continuo. Para probar que R(Tλ) no es un
subconjunto propio de R(Tµ), supongamos que no es
aśı. Dado que |λ − µ|M(µ) < 1, escogemos θ tal que
|λ − µ|M(µ) < θ < 1. Del lema de Riesz se sigue que
existe y0 ∈ R(Tµ) tal que ‖y0‖ = 1 y ‖y − y0‖ ≥ θ

si y ∈ R(Tλ). Tomando una sucesión yn en R(Tµ) tal
que yn → y y definiendo xn = T−1µ yn, se tiene que
Tλxn ∈ R(Tλ) y, por tanto,

θ ≤ ‖Tλxn − y0‖ ≤ ‖y0 − Tµxn‖+ ‖Tµxn − Tλxn‖
= ‖y0 − yn‖+ |µ− λ|‖xn‖
≤ ‖y0 − yn‖+ |µ− λ|M(µ)‖yn‖.

Haciendo tender n → ∞ obtenemos θ ≤ |µ − λ|M(µ),
lo cual es una contradicción. �
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Teorema 2.48 El conjunto resolvente ρ(T ) es abierto
y, en consecuencia, el espectro σ(T ) es cerrado.

Demostración: Si µ ∈ ρ(T ), entonces T−1µ existe, es con-

tinuo y R(Tµ) = X. Sea M(µ) como en el lema anterior.

Se sigue que dada λ ∈ Br(µ) donde r =
1

M(µ)
, T−1λ

existe y es continuo. Además, R(Tλ) no es un subcon-
junto propio de R(Tµ) = X, es decir, R(Tλ) = X. Por
lo que Br(µ) ⊆ ρ(T ). �

El siguiente resultado es, también, de vital importan-
cia. Establece que cuando T es cerrado y X es un espacio
de Banach complejo, el operador resolvente se puede ver
como una serie potencias, lo que nos ayudará más ade-
lante para demostrar que el espectro de un operador es
no vaćıo cuando el espacio vectorial es complejo.

En el Corolario 2.43 se demostró que si X es comple-
to y T es cerrado, el rango de λ− T es todo X cuando
λ ∈ ρ(T ). En el siguiente teorema asumimos esto direc-
tamente dado que es lo único que se necesita.

Teorema 2.49 Supongamos que T es tal que R(Tλ) =
X cuando λ ∈ ρ(T ). Entonces, si λ, µ ∈ ρ(T ), Rλ y Rµ

satisfacen

Rλ −Rµ = (µ− λ)RλRµ (la ecuación del resolvente)
(2.19)

RλRµ = RµRλ. (2.20)

Si µ ∈ ρ(T ) y |µ− λ|‖Rµ‖ < 1, entonces λ ∈ ρ(T ) y

Rλ =
∞∑
n=0

(µ− λ)nRn+1
µ , (2.21)
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donde la serie converge con la métrica de B(X).

Demostración: Si λ y µ ∈ ρ(T ), entonces R(Tµ) = X.
Por lo que dada y ∈ X, y = Tµx para algún x ∈ D(T ),
de donde Rµy = T−1µ y = x. De la ecuación 2.17 se sigue
que

y − TλRµy = (µ− λ)x.

Aplicando Rλ a ambos lados de la igualdad, obtenemos

Rλy −Rµy = (µ− λ)RλRµy.

Lo que prueba (2.19). Dado que λ y µ juegan papeles
simétricos, podemos demostrar análogamente que

Rµy −Rλy = (λ− µ)RµRλy.

Sumando estas dos igualdades obtenemos 0 = (µ −
λ)RλRµy + (λ − µ)RµRλy. De donde concluimos que
RλRµ = RµRλ, por lo que (2.20) es válida.

Del Lema 2.47 se sigue que si µ ∈ ρ(T ) y |µ −
λ|‖Rµ‖ < 1, entonces λ ∈ ρ(T ). Para probar (2.21) de-
mostremos por inducción que

Rλ =
n∑
k=0

(µ− λ)kRk+1
µ + (µ− λ)n+1Rn+1

µ Rλ. (2.22)

De (2.19) y (2.20) tenemos queRλ = (µ−λ)RλRµ+Rµ =
(µ− λ)RµRλ +Rµ, lo que prueba (2.22) para n = 0.

Supongamos que

Rλ =
n∑
k=0

(µ− λ)kRk+1
µ + (µ− λ)n+1Rn+1

µ Rλ,
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entonces

n+1∑
k=0

(µ− λ)kRk+1
µ + (µ− λ)n+2Rn+2

µ Rλ =

n∑
k=0

(µ− λ)kRk+1
µ + (µ− λ)n+1Rn+2

µ + (µ− λ)n+2Rn+2
µ Rλ

=
n∑
k=0

(µ− λ)kRk+1
µ + (µ− λ)n+1[Rn+2

µ + (µ− λ)Rn+2
µ Rλ]

=
n∑
k=0

(µ− λ)kRk+1
µ + (µ− λ)n+1Rn+1

µ [Rµ + (µ− λ)RµRλ]

De la base de inducción se sigue que

n∑
k=0

(µ− λ)kRk+1
µ + (µ− λ)n+1Rn+1

µ [Rµ + (µ− λ)RµRλ]

=
n∑
k=0

(µ− λ)kRk+1
µ + (µ− λ)n+1Rn+1

µ Rλ = Rλ,

lo que prueba (2.22) por inducción.
Ahora, dado que

|µ− λ|n+1‖Rn+1
µ Rλ‖ ≤ |µ− λ|n+1‖Rµ‖n+1‖‖Rλ‖

y que |µ− λ|‖Rµ‖ < 1, tenemos que

ĺım
n→∞

|µ− λ|n+1‖Rn+1
µ Rλ‖ = 0,

lo cual junto con (2.22) prueba (2.21). �
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Ahora supongamos que T es densamente definido.
El adjunto de λ − T es λIX∗ − T ∗, que denotaremos
simplemente como λ− T ∗. Como T ∗ es cerrado y X∗ es
completo, si λ ∈ ρ(T ∗), del Corolario 2.43 se sigue que
R(λ− T ∗) = X∗ y (λ− T ∗)−1 existe. Inversamente, del
teorema del mapeo inverso, tenemos que si R(λ−T ∗) =
X∗ y (λ−T ∗)−1 existe, entonces (λ−T ∗)−1 es continua,
es decir, λ ∈ ρ(T ∗). Por lo que λ ∈ ρ(T ∗) si y sólo si
R(λ− T ∗) = X∗ y (λ− T ∗)−1 existe.

Con el Teorema 2.17, resulta fácil demostrar que T
y T ∗ tienen el mismo conjunto resolvente.

Teorema 2.50 Si D(T ) = X, entonces T y T ∗ tienen
el mismo conjunto resolvente (y, por tanto, el mismo
espectro). Si λ ∈ ρ(T ) el adjunto de (λ − T )−1 es (λ −
T ∗)−1.

Demostración: Del Teorema 2.17 se sigue queR(λ− T ) =
X y (λ−T )−1 existe y es continuo si y sólo si (λ−T ∗)−1
existe y R(λ− T ∗) = X∗, por lo que ρ(T ) = ρ(T ∗).

Ahora tomamos λ ∈ ρ(T ) = ρ(T ∗), x ∈ D(Rλ) y
x∗ ∈ X∗. Entonces X∗ = R(λ− T ∗) y tenemos

x∗(Rλx) = (λ− T ∗)(λ− T ∗)−1x∗(Rλx)

= (λ− T )∗(λ− T ∗)−1x∗(Rλx)

= (λ− T ∗)−1x∗[(λ− T )Rλx]

= (λ− T ∗)−1x∗(x).

Concluimos que D(R∗λ) = X∗ y R∗λ = (λ− T ∗)−1. �
Sin embargo, debido a la manera en qué se definió el

adjunto de un operador en espacios de Hilbert, el resul-
tado anterior se tiene que modificar.
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Teorema 2.51 Sea H un espacio de Hilbert y T ∈ B(H).
Entonces, ρ(T ∗) y σ(T ∗) son las conjugaciones comple-
jas de ρ(T ) y σ(T ).

Demostración: Sea λ ∈ ρ(T ), es decir, R(λI − T ) =
H y (λI − T )−1 existe y es continua. Como (λI − T )−1

existe y es continua, se tiene que N(λI − T ) = {0} y
R(λI−T ) = H. De los Teoremas 2.28 y 2.29 concluimos
que H = R(λI − T ) ⊕ R(λI − T )⊥ y es fácil ver que
R(λI − T )⊥ = N(λI − T ∗), por lo que N(λI − T ∗) =
{0} y R(λI − T ∗) = N(λI − T )⊥ = H, de donde λ ∈
ρ(T ∗). Intercambiando los roles de T y T ∗ concluimos la
demostración. �

2.5. Espectro de un operador li-

neal acotado.

En los teoremas de esta sección supondremos que
T ∈ B(X). En la primera parte de la sección hablaremos
sobre una generalización de las funciones anaĺıticas que
conocemos de Variable Compleja, lo cual nos ayudará a
demostrar que el espectro de un operador es no vaćıo
cuando el espacio es complejo.

Teorema 2.52 Sean X, Y espacios vectoriales no com-
pletos y T : X → Y un operador lineal acotado. Enton-
ces existe un único operador lineal y acotado T̂ : X̂ → Ŷ
tal que T̂ x = Tx si x ∈ X. Más aún, ‖T̂‖ = ‖T‖. Si

T ∈ B(X), ρ(T̂ ) = ρ(T ).
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Demostración: Para definir T̂ suponemos que x̂ ∈ X̂
y escogemos una sucesión xk en X tal que xk → x.
Entonces (xk) es Cauchy en X y

‖Txk − Txj‖ ≤ ‖T‖‖xk − xj‖,

aśı que (Txk) es de Cauchy en Y . Por lo que Txk → ŷ

con ŷ ∈ Ŷ . Fácilmente se prueba que ŷ depende solo
de x̂ y T , no de la sucesión xk. Definimos T̂ x̂ = ŷ. Es
claro que T̂ x = Tx cuando x ∈ X. Observamos que
‖xk‖ → ‖x̂‖, ‖Txk‖ ≤ ‖T‖‖xk‖, y por lo tanto ‖T̂ x̂‖ ≤
‖T‖‖x̂‖. Entonces T̂ es acotada y ‖T̂‖ ≤ ‖T‖. Por otro

lado, si x ∈ X, tenemos que ‖Tx‖ = ‖T̂ x‖ ≤ ‖T̂‖‖x‖,
aśı que ‖T‖ ≤ ‖T̂‖. De donde ‖T̂‖ = ‖T‖. La unicidad

de T̂ se sigue de que X es denso en X̂. Notemos que si
S, T ∈ B(X) entonces ŜT = ŜT̂ , pues tomando x̂ ∈ X̂
y si suponemos que xn → x̂, Txn → ŷ y STxn → ẑ,
entonces ŜT x̂ = ẑ y ŜT̂ x̂ = Ŝŷ = ẑ. De esta manera

T̂−1T̂ = T̂−1T = Î, es decir T̂−1 = (T̂ )−1. Además, como

‖T‖ = ‖T̂‖, tenemos que (λ− T )−1 existe y es continuo

si y sólo si (λ − T̂ )−1 existe y es continuo. Finalmente,

dado que R(λ − T ) ⊆ R(λ − T̂ ) podemos concluir que

ρ(T ) = ρ(T̂ ). �
El siguiente teorema nos dice que el espectro de un

operador es compacto y nos da una expresión de Rλ para
λ ∈ ρ(T ).

Teorema 2.53 Si T ∈ B(X) y |λ| > ‖T‖, entonces
λ ∈ ρ(T ) y

Rλy =
∞∑
n=1

λ−nT n−1y (2.23)
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para cada y en el (denso) rango de λ − T . Por lo que
σ(T ) es compacto. Si X es completo y λ > ‖T‖,

Rλ =
∞∑
n=1

λ−nT n−1, (2.24)

con la convergencia de la serie en B(X).

Demostración: Primero supongamos que X es completo.
Dado que ‖λ−1T‖ = |λ|−1‖T‖ < 1, del Teorema 2.44 se

sigue que (I − λ−1T )−1 =
∞∑
n=0

(λ−1T )n. De donde

(λ− T )−1 =
∞∑
n=0

λ−n−1T n =
∞∑
n=1

λ−nT n−1.

Aśı que, λ ∈ ρ(T ) cuando |λ| > ‖T‖.
Si X no es completo, consideramos la extensión T̂

de T a la compleción X̂ de X. Del Teorema 2.52 y de
que λ ∈ ρ(T ) cuando |λ| > ‖T‖ se concluye que si λ >

‖T‖ = ‖T̂‖, entonces λ ∈ ρ(T̂ ) = ρ(T ). Dado y = (λ −
T )x, se prueba fácilmente por inducción que x = λ−1y+
... + λ−nT n−1y + λ−nT nx. Como |λ| > ‖T‖, entonces
λ−nT nx→ 0 cuando n→∞. Se concluye que

x = (λ− T )−1y =
∞∑
n=1

λ−nT n−1y. �

Además observamos que si T ∈ B(X) y la serie
(2.24) converge en B(X) para algún λ, entonces λ ∈
ρ(T ) y el operador definido por la serie es Rλ. Pues
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denotando a la serie como A, se ve que (λ − T )A =
A(λ− T ) = I.

Con el fin de probar que el espectro de un operador
T ∈ B(X) es no vaćıo cuando el espacio es complejo,
daremos una generalización de las funciones anaĺıticas
estudiadas en variable compleja. La siguiente definición
y los próximos dos teoremas se encuentran en [2].

Definición 2.54 Sea X un espacio de Banach comple-
jo y y D ⊆ C abierto. Una función F : D → X se
denomina anaĺıtica si ∀z0 ∈ D existe r > 0 tal que
Br(z0) = {z ∈ C : |z − z0| < r} ⊆ D y

F (z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)n (2.25)

para algunos a0, a1, ... ∈ X y ∀z ∈ Br(z0).

Aśı, de la serie (2.21), resulta que el operador resolvente
R : ρ(T )→ B(X) es una función anaĺıtica.

Teorema 2.55 (Liouville) Si F : C → X es entera
(anaĺıtica en todo C) y acotada, entonces F es constan-
te.

Demostración: Tomemos f ∈ X∗ y consideremos g :
C→ C la función dada por

g(z) = f(F (z)).
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Como F es anaĺıtica entonces g se puede escribir como
la serie de potencias

g(z) =
∞∑
n=0

f(an)(z − z0)n ∀z0 ∈ C,

es decir, g es anaĺıtica en el sentido usual pues las se-
ries de potencias son anaĺıticas en el interior del ćırculo
de convergencia. Y, además, es acotada pues ‖g(z)‖ ≤
‖f‖‖F (z)‖. Del teorema de Liouville usual, se sigue que
g es constante, de donde g(z) = g(0) para toda z ∈ C.
Aśı,

0 = g(z)− g(0) = f(F (z))− f(F (0))

= f(F (z)− F (0)) ∀f ∈ X∗. (2.26)

Aplicando el Corolario 2.10 y de la igualdad (2.26) con-
cluimos que F (z) = F (0) ∀z, lo que concluye la prueba.
�

Teorema 2.56 Si X es un espacio de Banach complejo
y T ∈ B(X), entonces σ(T ) es no vaćıo.

Demostración: Sabemos del Teorema 2.49 que el ope-
rador resolvente es anaĺıtico en el conjunto resolvente,
por lo que si σ(T ) fuera vaćıo, tendŕıamos que el ope-
rador resolvente es entera. Por otro lado, si |λ| > ‖T‖,
tenemos

‖λx− Tx‖ ≥ |λ|‖x‖ − ‖Tx‖ ≥ (|λ| − ‖T‖)‖x‖.

Se sigue que ‖Rλ‖ ≤ (λ − ‖T‖)−1, si |λ| > ‖T‖. Por lo
tanto, ‖Rλ‖ → 0 si |λ| → ∞. De donde R seŕıa entera y
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acotada, por lo que seŕıa constante y, de hecho, Rλ = 0
para toda λ. Lo cual es imposible dado que Rλ da lugar
a un operador inyectivo de X en X, pues supusimos que
X contiene elementos distintos de cero (segunda ĺınea
de la introducción). �

En vista del Teorema 2.52, el teorema anterior sigue
siendo válido aún cuando X no es completo.

2.5.1. El radio espectral.

Definición 2.57 Definimos el radio espectral de T ∈
B(X) como

rσ(T ) = sup
λ∈σ(T )

|λ|.

El siguiente teorema muestra que el radio espectral es,
de hecho, el radio de convergencia de la serie (2.24).

Teorema 2.58 Supongamos que X es un espacio de
Banach complejo y T ∈ B(X). El operador resolvente
está dado por

Rλ =
∞∑
n=1

λ−nT n−1 (2.27)

si |λ| > rσ(T ). La serie también define al operador resol-
vente si la serie converge y |λ| = rσ(T ). La serie diverge
si |λ| < rσ(T ).

Demostración: Si |λ| > rσ(T ), entonces λ ∈ ρ(T ) y,
además, sabemos que R es anaĺıtica en ρ(T ). Por lo que
tiene una única serie de Laurent convergente si |λ| >
rσ(T ). Por otro lado, sabemos que la ecuación (2.27) es
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válida cuando |λ < ‖T‖. Por la unicidad, ésta debe ser
la serie de Laurent.

Que la serie también define al operador resolvente si
la serie converge y |λ| = rσ(T ) se sigue de la observación
posterior al Teorema 2.53. De esta misma observación
tenemos que la serie (2.27) no pude converger si λ ∈
σ(T ), de donde no puede converger en λ0 si |λ0| < rσ(T ).
Pues de ser aśı, entonces la serie convergeŕıa para |λ| >
|λ0| y, en particular, para algún punto en σ(T ). �

Si consideramos (2.27) como una serie de potencias
en λ−1, la fórmula para el radio de convergencia nos dice
que

rσ(T ) = ĺım sup
n→∞

‖T n‖1/n (2.28)

De hecho, probaremos a continuación que la sucesión
‖T n‖1/n es convergente, aśı que el ĺımite superior en
(2.28) es un ĺımite. Para probar esto, probaremos, pri-
mero, el llamado teorema del mapeo espectral para
polinomios.

Dado un polinomio p(λ) = anλ
n+an−1λ

n−1+...+a0 y
T ∈ B(X), definimos p(T ) = anT

n+an−1T
n−1+...+a0I.

Observamos que toda factorización de p(λ) nos lleva a
una factorización de p(T ) y que p(T ) ∈ B(X), por lo
que podemos considerar su espectro.

Teorema 2.59 (Mapeo Espectral para Polinomios)
Sea T ∈ B(X) con X espacio de Banach complejo. Si
p es un polinomio, el espectro de p(T ) consiste de los
puntos µ tales que p(λ) = µ para algún λ ∈ σ(T ). En
śımbolos, σ(p(T )) = p(σ(T )).
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Demostración: Si n = 0, es decir, p(λ) = a0, entonces
p(T ) = a0I y hay que demostrar que σ(p(T )) = {a0}.
Claramente a0 ∈ σ(p(T )) pues a0I − p(T ) = 0. Inver-
samente, λI − p(T ) = (λ − a0)I, por lo que si λ 6= a0,
entonces λI − p(T ) es biyectiva, por lo que λ ∈ ρ(T ).
Esto prueba el caso cuando n = 0.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que n ≥ 1 y
que an = 1. Sean µ fijo y β1, ..., βn las ráıces de p(λ)−µ,
tenemos que

p(T )− µI = (T − β1) · · · (T − βn). (2.29)

Si T − β1, ..., T − βn tienen inversas continuas definidas
en todo X, también la tiene p(T )−µI, siendo la inversa
del último el producto de las inversas de los primeros
en el sentido opuesto. Aśı, si µ ∈ σ(p(T )), debe existir
βk tal que βk ∈ σ(T ). Como p(βk) = µ esto muestra
que σ(p(T )) ⊆ p(σ(T )). Supongamos ahora que algún
βk, digamos β1, está en σ(T ). Si T − β1 tiene inversa, el
rango de T − β1 no puede ser todo X pues β1 ∈ σ(T ).
Aśı, (2.29) prueba que el rango de p(T ) − µI tampoco
puede ser todo X, de donde µ ∈ σ(p(T )). Si T − β1 no
tiene inversa, intercambiando T − β1 y T − βn en (2.29)
vemos que p(T )− µI tampoco puede tener inversa, por
lo tanto µ ∈ σ(p(T )), lo que concluye la demostración
del teorema. �

Ahora estamos listos para probar que el ĺımite supe-
rior en (2.28) es, de hecho, un ĺımite.

Teorema 2.60 Supongamos que T ∈ B(X) y que X
es un espacio de Banach complejo, entonces rσ(T ) ≤
‖T n‖1/n ∀n ≥ 1. Además, ‖T n‖1/n → rσ(T ).
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Demostración: Del Teorema 2.59 se sigue que σ(T n) con-
siste de las n-ésimas potencias de los puntos de σ(T ).
Aśı,

rσ(T n) = sup
λ∈σ(Tn)

|λ| = sup
λ∈σ(T )

|λn|

=

(
sup
λ∈σ(T )

|λ|

)n

= [rσ(T )]n. (2.30)

Del Teorema 2.53 y de la definición del radio espectral,
podemos concluir que rσ(T n) ≤ ‖T n‖. Finalmente, de
(2.30) obtenemos rσ(T ) ≤ ‖T n‖1/n, de donde se sigue
que rσ(T ) ≤ ĺım inf

n→∞
‖T n‖1/n, que junto con (2.28) finali-

za la demostración del teorema. �

2.6. Subdivisiones del espectro.

En este caṕıtulo, daremos una clasificación del es-
pectro en tres conjuntos ajenos por pares.

Dado un operador T : D(T ) ⊆ X → X y un escalar
λ podemos resaltar tres distintas posibilidades para el
rango del operador λ− T :

I. R(T ) = X
II. R(T ) = X, pero R(T ) 6= X
III. R(T ) 6= X.

De igual manera, resaltamos tres posibilidades para (λ−
T )−1:
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1. (λ− T )−1 existe y es continua
2. (λ− T )−1 existe pero no es continua
3. (λ− T )−1 no existe.

De acuerdo a esta clasificación, obtenemos 9 distintas
posibilidades para la inversa y el rango del operador λ−
T , conocidas como sus estados. Decimos que un escalar
λ pertenece a una de las clases I1, I2, ..., III2, III3 si λ−T
está en el estado correspondiente.

Teniendo en mente esta clasificación y con el fin de
tener una idea clara del por qué un escalar pertenece al
espectro de un operador, podemos dar una división del
espectro en tres conjuntos mutuamente excluyentes.

Clases I2 y II2 = el espectro continuo, denotado por

σc(T )

Clases III1 y III2 = el espectro residual, denotado por

σr(T )

Clases I3, II3 y III3 = el espectro puntual, denotado

por σp(T )

Se observa que σp(T ) = {λ ∈ C : N(λI − T ) 6= 0}.
A los elementos de σp(T ) se les llama valores pro-
pios o eigenvalores. A los elementos distintos de cero
de N(λI − T ) se les llama vectores propios o eigen-
vectores con valor propio λ. N(λI − T ) es el espacio
propio o eigenespacio de T en λ.

Vale la pena aclarar que cuando el espacio vectorial
X es de dimensión finita, las condiciones N(T ) = 0 e
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R(T ) = X son equivalentes para T ∈ B(X). Por lo que
σ(T ) = σp(T ) para todo operador lineal y acotado en
un espacio de dimensión finita.

Dado λ ∈ σp(T ), es posible encontrar una x ∈ D(T )
tal que ‖x‖ = 1 y Tx = λx. Más generalmente, decimos
que λ es un valor propio aproximado si a toda ε > 0
le corresponde alguna x ∈ D(T ) tal que ‖x‖ = 1 y
‖λx − Tx‖ < ε. El conjunto de tales λ es llamado el
espectro puntual aproximado de T, denotado por
σap(T ).

Teorema 2.61 El espectro puntual aproximado de T es
un subconjunto cerrado de σ(T ) que contiene a todos los
puntos de las frontera de σ(T ). Si T ∈ B(X), donde X
es complejo, σap(T ) es no vaćıo.

Demostración: Sean λ ∈ ρ(T ) ,

d = (.λ, σ(T )) = mı́n{|λ− µ| : µ ∈ σ(T )}

y supongamos que ‖Rλ‖ <
1

d
. De la definición de d, se

sigue que existe λ0 ∈ σ(T ) tal que d ≤ |λ−λ0| <
1

‖Rλ‖
,

lo cual es una contradicción al Lema 2.47. Esto prueba
que si λ ∈ ρ(T ), entonces

‖Rλ‖ ≥
1

d
. (2.31)

Para probar que σap(T ) es cerrado, tomemos una suce-
sión (λn) ⊆ σap(T ) tal que λn → λ y sea ε > 0. Como
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λn → λ, existe n0 ∈ N tal que

|λn0 − λ| <
ε

2
. (2.32)

Por otro lado, dado que λn0 ∈ σap(T ), obtenemos una
sucesión xn0

n en el dominio de T con ‖xn0
n ‖ = 1 ∀n y un

n1 ∈ N tales que

‖(λn0 − T )xn0
n ‖ <

ε

2
, si n ≥ n1 (2.33)

Aśı, de (2.32) y (2.33), concluimos que si n ≥ n1,

‖(λ− T )xn0
n ‖ = ‖Tλxn0

n − Tλn0x
n0
n + Tλn0x

n0
n ‖

≤ ‖Tλxn0
n − Tλn0x

n0
n ‖+ ‖Tλn0x

n0
n ‖

= |λ− λn0|‖xn0
n ‖+ ‖(λn0 − T )xn0

n ‖ < ε,

de donde λ ∈ σap(T ), es decir, σap(T ) es cerrado.
Para probar que el espectro aproximado contiene a

la frontera del espectro, tomemos λ ∈ ∂σ(T ). Entonces
existe una sucesión λ1, λ2, ... en ρ(T ) tal que λn → λ.
De la desigualdad (2.31) concluimos que

‖Rλn‖ ≥
1

mı́n{|λn − µ| : µ ∈ σ(T )}
≥ 1

|λn − λ|
,

por lo que ‖Rλn‖ → ∞ si n→∞. De esta manera, existe
una sucesión yn en X tal que yn → 0 y ‖Rλnyn‖ = 1 para
toda n. Escribiendo xn = Rλnyn, vemos que ‖xn‖ = 1 y

‖(λ− T )xn‖ = ‖Tλxn − Tλnxn + Tλnxn‖
≤ |λ− λn|‖xn‖+ ‖(λn − T )xn‖
= |λ− λn|+ ‖yn‖ −→ 0, si n→∞.
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Es decir, tenemos que λ ∈ σap(T ).
Finalmente, si T ∈ B(X) y X es complejo, entonces

σ(T ) es compacto y no vaćıo, por lo que debe contener
algún punto en su frontera. Como ∂σ(T ) ⊆ σap(T ), se
concluye que σap(T ) es no vaćıo. �

2.7. Reducibilidad.

Esta sección y la siguiente nos ayudarán más adelan-
te para estudiar el espectro de un operador compacto.
Los siguientes teoremas son puramente algebraicos, por
lo que solo necesitaremos un espacio vectorial X y un
operador lineal T : D(T ) ⊆ X → X. Por comodidad, D
denotará al dominio de T .

Definición 2.62 Un subespacio M de X se llama in-
variante bajo T si T (D ∩M) ⊆M .

De esta manera podemos hablar de la restricción de
T a M visto como un operador de D ∩M a M .

Definición 2.63 Sean M1 y M2 subespacios linealmen-
te independientes de X tales que X = M1⊕M2 y P1, P2

las proyecciones de X en M1 y M2 respectivamente. El
operador T es completamente reducido por la pareja
(M1,M2) si estos subespacios son invariantes bajo T y
PiD ⊆ D, i = 1, 2.

Para aclarar las dos definiciones anteriores, tomemos
Mi y Pi como en la Definición 2.63 y supongamos que
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T es un operador lineal en X tal que PiD ⊆ D, i = 1, 2.
Entonces para x ∈ D podemos escribir

Tx = P1TP1x+ P1TP2x+ P2TP1x+ P2TP2x.

Para i, j = 1, 2 sea Tij la restricción de PiTPj a Mj con-
siderado como un operador a Mi. Si los elementos de X
se representan como x = ( x1x2 ) con xi = Pix, entonces T
se puede representar por la matriz T =

(
T11 T12
T21 T22

)
. Obser-

vamos que M1 es invariante bajo T si y sólo si T21 es el
operador cero y por tanto, T es completamente reducido
por (M1,M2) si y sólo si T21 y T12 son el operador cero.

El siguiente teorema se usará más adelante para de-
mostrar que todo punto no trivial del espectro de un
operador compacto es un punto aislado. La demostra-
ción se sigue naturalmente por lo que la omitiremos.

Teorema 2.64 Sean T un operador lineal completamen-
te reducido por (M1,M2) y Ti la restricción de T a Mi,
i = 1, 2. Entonces se cumplen las siguientes condiciones:
(a)D(T ) = D(T1)⊕D(T2).
(b)N(T ) = N(T1)⊕N(T2).
(c)R(T ) = R(T1)⊕R(T2).
(d)T−1 existe si y solo si T−11 yT−12 existen, en cuyo
caso T−1 es completamente reducido por (M1,M2) y la
restricción de T−1 a Mi es T

−1
i .

(e)R(T ) = X si y solo si R(T1) = M1 y R(T2) = M2.
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2.8. El ascenso y descenso de un

operador.

Al igual que en la sección anterior, los resultados de
esta sección son puramente algebraicos. X denotará a
un espacio vectorial y T será un operador lineal con do-
minio y rango en X. El resultado más importante de
esta sección es el Teorema 2.68, el cual jugará un papel
crucial en la teoŕıa espectral de los operadores compac-
tos.

Definimos T n por inducción con T 0 = I y T 1 = T .
Entonces D(T 0) = X y para n ≥ 1, D(T n) = {x ∈
D(T n−1) : T n−1x ∈ D(T )}. El núcleo de T n es el conjun-
to N(T n) = {x ∈ D(T n) : T nx = 0}. Si x ∈ N(T i) para
algún i, entonces T ix = 0 ∈ D(T j) para j = 0, 1, .... Se
sigue que N(T i) ⊆ D(T j) para i, j = 0, 1, .... Fácilmente
se ve que los núcleos de las iteraciones de T forman una
cadena creciente de subespacios:

0 = N(T 0) ⊆ N(T ) ⊆ N(T 2) ⊆ · · ·. (2.34)

También es fácil ver que N(T n+1) = {x ∈ D(T ) : Tx ∈
N(T n)}; de donde se sigue que si N(T n) = N(T n+1),
entonces N(T n) = N(T k) para toda k > n.

Definición 2.65 El menor entero p tal que N(T p) =
N(T p+1) es llamado el ascenso de T , y se denota por
α(T ). Si no existe tal entero, definimos α(T ) =∞.

Notamos que α(T ) = 0 si y sólo si T es inyectiva.
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A continuación, consideramos los rangos de las itera-
ciones de T . Ellos también forman una cadena de subes-
pacios, sólo que ahora la cadena es decreciente:

X = R(T 0) ⊇ R(T ) ⊇ R(T 2) ⊇ · · ·. (2.35)

Claramente, R(T n+1) = T{R(T n)∩D(T )}. Entonces, si
R(T n) = R(T n+1), se sigue que R(T k) = R(T n) para
k > n.

Definición 2.66 El menor entero no negativo q tal que
R(T q) = R(T q+1) es llamado el descenso de T , y se de-
nota por δ(T ). Si no existe tal entero, definimos δ(T ) =
∞.

Notamos que δ(T ) = 0 si y sólo si R(T ) = X.

Lema 2.67 Supongamos que R(λ−T ) = X para algún
λ. Dados i, j = 0, 1, ..., cada x ∈ X puede escribirse de
la forma x = u + v con u ∈ D(T i) y v ∈ R(T j). Es
decir,

X = D(T i) +R(T j). (2.36)

Demostración: Como R(λ−T ) = X, tenemos que R[(λ−
T )n] = X para n = 0, 1, ..., entonces (2.36) es válida
cuando λ = 0.

Sea n = i+ j. Dada y ∈ X, existe x ∈ D[(λ−T )n] =
D(T n) tal que

y = (λ− T )nx =
n∑
k=0

(−1)n−k
(
n

k

)
λkT n−kx.
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De (2.35) concluimos que para 0 ≤ k ≤ i, T n−kx ∈
R(T n−k) ⊆ R(T n−i) = R(T j). Y para i ≤ k ≤ n,
T n−kx ∈ D(T k) ⊆ D(T i). Lo que nos permite concluir
que y ∈ R(T j) +D(T i). �

Teorema 2.68 Si α(T ) = p < ∞ y δ(T ) = q < ∞,
entonces α(T ) ≤ δ(T ). Si, además, D(T ) = X o R(λ−
T ) = X para algún λ, entonces α(T ) = δ(T ) = p y

X = R(T p)⊕N(T p). (2.37)

Demostración: Probemos primero que R(T p)∩N(T j) =
0 y D(T q) ⊆ R(T j) +N(T q) para j = 1, 2, ..., lo que nos
ayudará a proceder con la demostración del teorema.

Fijemos j ≥ 1. Si x ∈ R(T p) ∩N(T j), entonces x =
T pv para algún v y 0 = T jx = T p+jv. Es decir, v ∈
N(T p+j) = N(T p), pues p = α(T ). Esto muestra que
x = T pv = 0 y, por lo tanto,

R(T p) ∩N(T j) = 0, j = 1, 2, .... (2.38)

Para probar que D(T q) ⊆ R(T j) + N(T q), tomemos
x ∈ D(T q). Tenemos que T qx ∈ R(T q) = R(T q+j), pues
δ(T ) = q, de donde existe v tal que T qx = T q+jv. Por
tanto, 0 = T q(x−T jv). De esta manera, x = T jv+(x−
T jv) ∈ R(T j) +N(T q). Lo que prueba que

D(T q) ⊆ R(T j) +N(T q), j = 1, 2, .... (2.39)

Ahora podemos proceder a demostrar que α(T ) ≤ δ(T ).
Si x ∈ N(T q+1) ⊆ D(T q), de (2.39) tenemos que x =
x1 + x2 con x1 ∈ R(T p) y x2 ∈ N(T q). Entonces x1 =
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x − x2 ∈ N(T q+1) + N(T q) = N(T q+1), por (2.34). De
donde se concluye que x1 ∈ R(T p) ∩ N(T q+1). Pero en
vista de (2.38) tenemos que x = x2 ∈ N(T q), es decir,
hemos probado que N(T q+1) ⊆ N(T q) que junto con
(2.34) nos lleva a que N(T q+1) = N(T q), por lo que
p = α(T ) ≤ q

Finalmente, si D(T ) = X o R(λ − T ) = X para
algún λ, del Lema 2.67 y la ecuación (2.39) concluimos
que

X = R(T j) +N(T q), j = 1, 2, .... (2.40)

Tomando j = q en (2.38) y j = p en (2.40) concluimos
que

X = R(T p) +N(T q). (2.41)

De (2.41) y (2.40) es claro que R(T j) no puede ser un
subespacio propio de R(T p) para ningún j ≥ 1, es decir,
q ≤ p y se concluye la demostración del teorema. �

2.9. Operadores compactos

En esta sección estudiaremos a los operadores com-
pactos y algunas de sus propiedades para, más adelante,
estudiar el espectro de dichos operadores.

A lo largo de esta sección X y Y denotarán espacios
vectoriales normados.

Definición 2.69 Dado T : D(T ) ⊆ X → Y un opera-
dor lineal, decimos que T es compacto si para cualquier
conjunto acotado B de X, T (B) es relativamaente com-
pacto en Y , es decir, T (B) es compacto en Y .
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Dado que Y es un espacio métrico, un operador T es
compacto si y sólo si para toda sucesión acotada (xn) ⊆
X, Txn contiene una subsucesión convergente en Y .

Notamos que todo operador lineal compacto es con-
tinuo. Pues si T no fuera continuo, podŕıamos encontrar
una sucesión xn en X tal que ‖xn‖ ≤ 1 y ‖Txn‖ → ∞
lo cual no puede ocurrir si T es compacto.

Al conjunto de operadores compactos en B(X, Y ) lo
denotaremos por K(X, Y ) y al de aquellos en B(X) por
K(X).

Cuando Y es completo existe una útil caracteriza-
ción de los operadores compactos dada en términos de
los conjuntos totalmente acotados. Recordemos que un
subconjunto no vaćıo de un espacio métrico es total-
mente acotado si dada ε > 0, A está contenido en la
unión de un número finito de bolas de radio ε.

Teorema 2.70 Un subconjunto de un espacio métrico
completo es relativamente compacto si y sólo si es total-
mente acotado.

Corolario 2.71 Si Y es completo, T es compacto si y
sólo si T (B) es totalmente acotado para todo subconjun-
to acotado B de X.

Teorema 2.72 El conjunto K(X, Y ) es un subespacio
de B(X, Y ). Si Y es completo, dicho subespacio es ce-
rrado.

Demostración: Para probar queK(X, Y ) es un subes-
pacio de (B, Y ) tomemos S, T ∈ K(X, Y ), dos escala-
res λ, µ y una sucesión acotada (xn) en X. Como S es
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compacto, existe una subsucesión (Sxnk) de (Sxn) que
converge y, análogamente, para la sucesión (xnk) exis-
te una subsucesión (Txnkj ) de (Txnk) que converge. De

donde concluimos que la subsucesión (λSxnk + µTxnkj )

de (λSxn + µTxn) converge.
Ahora supongamos que Y es completo y (Tn) es una

sucesión en K(X, Y ) que converge a algún T ∈ B(X, Y ).
Como todo subconjunto acotado de X está contenido en
un múltiplo de S = {x ∈ X : ‖x‖ < 1}, es suficiente
probar que T (S) es totalmente acotado. Dada ε > 0
fijemos N tal que

‖TN − T‖ <
ε

2
.

Como TN es compacto, TN(S) es totalmente acotado.
Por lo que existen y1, y2, ..., ym ∈ Y tales que TN(S) ⊆
m⋃
i=1

Bε/2(yi). De esta manera, dado x ∈ S, existe yi, 1 ≤

i ≤ m tal que

‖Tx− yi‖ ≤ ‖Tx− TNx‖+ ‖TNx− yi‖
≤ ‖T − TN‖‖x‖+ ‖TNx− yi‖ < ε.

Lo que prueba que T (S) es totalmente acotado. �
Una observación importante es que siX es un espacio

vectorial normado de dimensión infinita, la identidad en
X no es compacto. Pues de serlo, la bola unitaria cerrada
seŕıa compacta en X, lo cual es imposible por lema de
Riesz.

Definición 2.73 Si T ∈ B(X, Y ) y dimR(T ) < ∞,
decimos que T es de rango finito.
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2.9. OPERADORES COMPACTOS

Todo operador de rango finito es compacto como lo
muestra el siguiente teorema.

Teorema 2.74 Sea X un espacio vectorial normado y
P ∈ B(X) una proyección continua. P es compacto si y
sólo si es de rango finito.

Demostración: Supongamos que P es compacto. Co-
mo P es la identidad en R(P ), debemos tener que
dimR(P ) <∞, es decir, P es de rango finito.

Inversamente, si P es de rango finito, P (S) donde
S = {x ∈ X : ‖x‖ < 1} es cerrado y acotado en
R(P ). Del teorema de Heine-Borel concluimos que P (S)
es compacto. �

A continuación veremos algunas propiedades de los
operadores compactos. Una de las más importantes es
que el adjunto de un operador compacto es, a su vez,
compacto.

Teorema 2.75 Sean X, Y, Z espacios vectoriales nor-
mados, T ∈ B(X, Y ) y S ∈ B(Y, Z). Si S o T son
compactos, ST es compacto.

Demostración: Supongamos, por ejemplo, que S es
compacto (la demostración en el otro caso es similar) y
sea (xn) una sucesión acotada en X. Como T es conti-
nuo, Txn es acotada. Dado que S es compacto, conclui-
mos que S(Txn) = (ST )xn contiene una subsucesión
convergente. �

Corolario 2.76 Si T es un operador compacto cuyo do-
minio X es de dimensión infinita, T no puede tener in-
verso acotado.
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2.9. OPERADORES COMPACTOS

Demostración: Si T tuviera inverso acotado, del Teore-
ma 2.75 tendŕıamos que T−1T = I seŕıa compacto, lo
que implicaŕıa que dim(X) <∞. �

Recordemos el Teorema de Arzelà-Ascoli que nos
será útil para probar el próximo resultado.

Teorema 2.77 (Arzelà-Ascoli) Supongamos que M es
un espacio métrico compacto. Sea Φ una familia acota-
da y equicontinua de funciones en C(M) (el conjunto de
todas las funciones continuas de M en R). Es decir:
(a)‖f‖∞ ≤M ,f ∈ Φ,
(b) ∀ε > 0 existe δ > 0 tal que si ‖t1− t2‖ < δ, entonces
|f(t1)− f(t2)| < ε para toda f ∈ Φ.
Entonces toda sucesión de funciones en Φ contiene una
subsucesión convergente.

Teorema 2.78 Si T ∈ K(X, Y ), T ∗ ∈ K(Y ∗, X∗). Si,
además, Y es completo y T ∗ ∈ K(Y ∗, X∗), entonces T ∈
K(X, Y ).

Demostración: Supongamos que T ∈ K(X, Y ) y sean
S = {x ∈ X : ‖x‖ < 1}, (y∗n) una sucesión acota-
da en Y ∗. Digamos que ‖y∗n‖ ≤ M para toda n ∈ N
y veamos a la sucesión (y∗n) como una sucesión en el

espacio C
(
T (S)

)
de funciones continuas en el com-

pacto T (S). Para y ∈ T (S) y n ∈ N, tenemos que
|y∗n(y)| ≤ M‖y‖ = M‖Tx‖ ≤ M‖T‖ para algún x ∈ S.
Aśı, para cada n,

sup
y∈T (S)

|y∗n(y)| = sup
y∈T (S)

|y∗n(y)| ≤M‖T‖.
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2.9. OPERADORES COMPACTOS

Por lo que (y∗n) es acotada en C
(
T (S)

)
. Más aún, es

equicontinua, pues |y∗n(y1)− y∗n(y2)| ≤M‖y1 − y2‖ para
toda n. Del Teorema de Arzelà-Ascoli concluimos que
existe una subsucesión (y∗nk) de (y∗n) que converge uni-

formemente en T (S). Aśı, y∗nkTx = T ∗y∗nk(x) converge
uniformemente para x ∈ S; esto es, T ∗y∗nk converge en
la norma de X∗.

La segunda parte se puede demostrar por el mismo
método, sin embargo, aqúı lo haremos usando la inmer-
sión natural de X en X∗∗ definida en la Sección 2.2 y la
parte que ya hemos probado.

Sean φ : X → X∗∗ y ψ : Y → Y ∗∗ las inmersiones
naturales de X en X∗∗ y de Y en Y ∗∗ respectivamente.
Entonces,

ψTx(y∗) = y∗Tx = T ∗y∗(x) = φx(T ∗y∗) = T ∗∗x(y∗),

para toda x ∈ X y toda y∗ ∈ Y ∗, aśı que

ψTx = T ∗∗φx.

Si x ∈ S, entonces φx ∈ S∗∗ donde S∗∗ = {x∗∗ ∈ X∗∗ :
‖x∗∗‖ < 1}, pues φ es una isometŕıa. Entonces

ψT (S) ⊆ T ∗∗(S∗∗).

Ahora, si T ∗ es compacto, de la parte que ya probamos
tenemos que T ∗∗ es compacto. Por lo que T ∗∗(S∗∗) es to-
talmente acotado (pues Y ∗∗ es completo), de donde con-
cluimos que su subconjunto ψT (S) también lo es. Nue-
vamente, como ψ es una isometŕıa, T (S) es totalmente
acotado en Y y como Y es completo, T es compacto. �
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Antes de empezar la teoŕıa espectral de los operado-
res compactos, veamos un último teorema.

Teorema 2.79 Sean X, Z espacios de Banach y Y sim-
plemente un espacio vectorial normado. Supongamos que
T ∈ K(X, Y ) y A ∈ B(Z, Y ) cuyo rango está contenido
en R(T ). Entonces A es compacto.

Demostración: Sea T̂ : X/N(T ) → Y dado por T̂ [x] =

Tx. Entonces T̂ es compacto, pues si S es la bola uni-
taria en X, S + N(T ) es la bola unitaria en X/N(T )

y T̂ (S + N(T )) = T (S) que es relativamente compac-

to. Como T̂ es continuo, fácilmente se prueba que (T̂ )−1

es cerrado. También, D((T̂ )−1) = R(T ) ⊇ R(A), por lo

que podemos preguntarnos por el operador (T̂ )−1A. Da-

do que (T̂ )−1 es cerrado y A es continuo, (T̂ )−1A es un
operador cerrado de Z en X/N(T ). Como Z y X/N(T )
son de Banach, el Teorema de la gráfica cerrada asegura
que (T̂ )−1A es continuo. Del Teorema 2.75 concluimos

que A = T̂ ((T̂ )−1A) es compacto. �

2.9.1. Teoŕıa Espectral de operadores com-
pactos.

En esta sección describiremos el espectro de un ope-
rador compacto (Teorema 2.86). Con el fin de hacer esto,
primero probaremos algunos resultados sobre el opera-
dor λ− T que resultan, también, muy útiles.

A lo largo de la sección, T denotará un operador
compacto en B(X), con X un espacio vectorial y, como
de costumbre, Tλ denotará al operador λ− T .

69



2.9. OPERADORES COMPACTOS

Teorema 2.80 Los espacios nulos N(T nλ ), n = 1, 2, ...,
son de dimensión finita.

Demostración: Si n = 1 y x ∈ N(Tλ), entonces λx −
Tx = 0, de donde x = λ−1Tx. Es decir, λ−1T es la iden-
tidad en N(Tλ). Aśı, la bola unitaria cerrada en N(Tλ)
debe ser compacta (pues λ−1T es compacto), de donde
dimN(Tλ) <∞.

Para n > 1, escribimos

T nλ = (λ−T )n = λn−nλn−1T + · · ·+(−1)nT n = λn−A,

donde A = −nλn−1T+···+(−1)nT n es compacto por los
Teoremas 2.72 y 2.75. De manera similar al caso n = 1
aplicado al operador λn−A, concluimos que λ−nA es la
identidad en N(λn−A), por lo que N(λn−A) = N(T nλ )
debe ser finito dimensional. �

Teorema 2.81 Sean M un subespacio cerrado de X tal
que M ∩N(Tλ) = 0. Entonces la restricción de Tλ a M
tiene inverso acotado y Tλ(M) es cerrado en X.

Demostración: Supongamos que la restricción de Tλ a M
no tiene inverso acotado de Tλ(M) a M , entonces existe
una sucesión (xn) ⊆ M tal que ‖xn‖ = 1 para toda
N y Tλxn → 0 (ver demostración del Teorema 2.17).
Como T es compacto, existe una subsucesión (xnk) tal
que (Txnk) converge. Pero

xnk = λ−1(Txnk + Tλxnk), (2.42)

70



2.9. OPERADORES COMPACTOS

por lo que (xnk) converge. Su ĺımite, x, está en M , pues
M es cerrado. Entonces,

0 = ĺım
k→∞

Tλxnk = Tλx.

Pero, dado que M∩N(Tλ) = 0, Tλ es inyectiva en M . Lo
que es una contradicción, pues ‖x‖ = 1 6= 0. Esto prueba
que la restricción de Tλ a M tiene inverso continuo.

Para probar que Tλ(M) es cerrado, tomemos y ∈
Tλ(M) y una sucesión (xn) ⊆M tal que Tλxn → y. Co-
mo la restricción de Tλ a M tiene inverso acotada, de-
bemos tener que (xn) es acotada. Entonces, existe una
subsucesión (xnk) tal que (Txnk) converge. De la igual-
dad (2.42) concluimos que (xnk) debe converger a algún
x ∈ M . Aśı, y = ĺım

k→∞
Tλxnk = Tλx ∈ Tλ(M). Lo que

prueba que Tλ(M) es cerrado. �

Teorema 2.82 Los rangos R(T nλ ), n = 1, 2, ..., son ce-
rrados.

Demostración: Como se vio en la demostración del Teo-
rema 2.80, es suficiente probar el caso n = 1.

Sea M como en el Teorema anterior tal que X = M⊕
N(Tλ) (existe por el Teorema 2.23 ya que dimN(Tλ) <
∞). Entonces, Tλ(M) es cerrado. Pero como X = M ⊕
N(Tλ), tenemos que R(Tλ) = Tλ(M), lo que concluye la
demostración. �

El siguiente, es el Teorema central de la teoŕıa es-
pectral de los operadores compactos. Su demostración
utiliza el Lema de Riesz.
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Teorema 2.83 El ascenso y descenso de Tλ son finitos
(y, por tanto iguales). Si p = α(T ), entonces,

X = R(T pλ )⊕N(T pλ ), (2.43)

donde ambos subespacios son cerrados.

Demostración Supongamos que α(λ−T ) =∞. Entonces
N(T n−1λ ) es un subespacio cerrado propio de N(T nλ ) para
n = 1, 2, .... Del lema de Riesz, existe xn ∈ N(T nλ ) tal que

‖xn‖ = 1 para toda n y ‖xn − x‖ ≥
1

2
si x ∈ N(T n−1λ ).

Si 1 ≤ m < n, entonces

Txn − Txm = λxn − (λxm + Tλxn − Tλxm)

= λxn − z, (2.44)

donde z pertenece a N(T n−1λ ) por (2.34) ya que m ≤
n− 1. Entonces

‖Txn − Txm‖ = |λ|‖xn − λ−1z‖ ≥
|λ|
2
> 0. (2.45)

Esto prueba que (Txn) no puede tener una subsucesión
convergente, lo que contradice que T es compacto. Aśı,
α(λ− T ) <∞.

Ahora, si δ(λ − T ) = ∞, entonces R(T n+1
λ ) es un

subespacio cerrado propio de R(T nλ ) para n = 1, 2, ....
Ahora escogemos xn ∈ R(T nλ ) tal que ‖xn‖ = 1 y ‖xn −
x‖ ≥ 1

2
si x ∈ R(T n+1

λ ). Para 1 ≤ n < m el elemento z

en (2.44) ahora pertenece a R(T n+1
λ ). Entonces se cum-

ple (2.45) y obtenemos una contradicción como antes.
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Finalmente, como D(Tλ) = X, el Teorema 2.68 asegura
que X = R(T pλ ) ⊕ N(T pλ ) donde R(Tλp) y N(T pλ ) son
cerrados por los Teoremas 2.82 y 2.80. �

A continuación, demostraremos dos corolarios del Teo-
rema 2.83 los cuales caracterizarán al espectro de un
operador compacto.

Corolario 2.84 Todo punto distinto de cero del espec-
tro de un operador compacto es un valor propio.

Demostración: De la igualdad (2.43) concluimos que Tλ
es inyectiva si y sólo si R(Tλ) = X. Ahora, si λ no es
un valor propio, es decir, Tλ es inyectiva (y, por tanto
R(Tλ) = X), el Teorema 2.81 asegura que λ ∈ ρ(T ).
Esto demuestra que todo punto distinto de cero del es-
pectro es un valor propio �

Corolario 2.85 El espectro de un operador compacto
contiene a lo más un conjunto numerable de puntos.
Además, cada λ ∈ σ(T ) distinto de cero es un punto
aislado del espectro.

Demostración: Probemos primero que todo punto dis-
tinto de cero del espectro es un punto aislado. De las
cadenas (2.34) y (2.35) se tiene que X1 = R(T pλ ) y
X2 = N(T pλ ) son invariantes bajo Tλ y, por lo tanto, ba-
jo T . De esta manera, T es completamente reducido por
los subespacios X1 y X2. Sea TK ∈ B(Xk) la restricción
de T a Xk, k = 1, 2. La imagen bajo T1 de un conjun-
to acotado en X1 es relativamente compacto en X y por
tanto en X1, pues X1 es cerrado; de donde T1 es compac-
to. Claramente, λ− T1 es inyectiva, entonces λ ∈ ρ(T1)
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por la demostración del Corolario 2.84. Aśı, µ ∈ ρ(T1)
para toda µ suficientemente cerca de λ (Teorema 2.48).
Más aún, λ− T2 es nilpotente pues (λ− T2)p = 0 y, por
tanto, σ(T2) = {λ} por el Teorema 2.60. Esto prueba
que µ − T1 y µ − T2 son ambas inyectivas si λ 6= µ y
µ está suficientemente cerca de λ. Por el Teorema 2.64,
lo mismo es cierto para µ− T . Pero si µ no es un valor
propio, entonces µ ∈ ρ(T ). Aśı, cada λ 6= 0 ∈ σ(T ) es
un punto aislado.

Finalmente, como el espectro de T es compacto, el
conjunto σ(T ) ∩ {λ : |λ| ≥ r} es compacto. Pero este
conjunto solo puede consistir de valores propios aislados
y, por tanto, debe ser finito o vaćıo. Lo que prueba que
el espectro contiene a lo más un conjunto numerable de
puntos. �

Estos dos corolarios caracterizan al espectro de un
operador compacto.

Teorema 2.86 El espectro de un operador compacto en
B(X) contiene a lo más un conjunto numerable de pun-
tos y éstos no tienen punto de acumulación, excepto tal
vez el cero. Todo punto distinto de cero del espectro es
un valor propio.
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Caṕıtulo 3

Los espacios c, co y `p,
1 ≤ p ≤ ∞.

A continuación veremos algunos espacios de sucesio-
nes importantes. Estos resultados y definiciones se pue-
den encontrar en [14].

Definición 3.1 Supongamos que 1 ≤ p ≤ ∞ y que X
es el espacio vectorial de todas las sucesiones de esca-
lares con las operaciones usuales, es decir, con la suma
de sucesiones y multiplicación de sucesiones por escalar
efectuadas término por término. Para cualquier elemen-
to (xj) de X, sea

‖(xj)‖p =


(
∞∑
j=1

|xj|p
)1/p

, si 1 ≤ p <∞

sup{|xj| : j ∈ N}, si p =∞.

(3.1)
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Entonces, la norma-p en X es la función ‖·‖ : x→
[0,∞]. El conjunto de todas las sucesiones de escalares
(xj) tales que ‖(xj)‖ <∞ es denotado por `p.

Resulta ser que cada uno de los espacios `p es un
subespacio de X y tiene la correspondiente norma-p co-
mo norma. Para probar esto, lo primero que hay que
hacer es obtener algunas desigualdades.

Definición 3.2 Supongamos que 1 ≤ p ≤ ∞. Defina q
como sigue. Si p = 1, entonces sea q = ∞. Si p = ∞,
entonces sea q = 1. Si 1 < p < ∞, entonces sea q tal

que
1

p
+

1

q
= 1; esto es, q =

p

p− 1
. Entonces q es el

exponente conjugado de p, y p y q son exponentes
conjugados.

Lema 3.3 Supongamos que 1 < p < ∞ y que q es el
conjugado de p. Entonces

rs ≤ rp

p
+
sq

q
,

para cualesquiera r, s reales no negativos.

Proposición 3.4 (Desigualdad de Hölder) Supon-
gamos que 1 ≤ p ≤ ∞ y que q es el conjugado de p.
Entonces

‖(xjyj)‖1 ≤ ‖(xj)‖p‖(yj)‖q,

para cualesquiera (xj), (yj) sucesiones de escalares.

76



Proposición 3.5 (Desigualdad de Minkowski) Su-

pongamos que 1 ≤ p ≤ ∞. Entonces

‖(xj) + (yj)‖p ≤ ‖(xj‖p + ‖(yj)‖p, (3.2)

para cualesquiera (xj), (yj) sucesiones de escalares.

Teorema 3.6 Supongamos que 1 ≤ p ≤ ∞. Entonces
`p es un espacio vectorial con las operaciones usuales de
sucesiones. La norma-p es una norma en este espacio
vectorial.

Teorema 3.7 Supongamos que 1 ≤ p ≤ ∞. Entonces
`p es un espacio de Banach.

El siguiente teorema caracteriza al espacio dual de
`p para 1 ≤ p <∞.

Teorema 3.8 Supongamos que 1 ≤ p < ∞ y que q es
el conjugado de p. El espacio dual de `p es `q. Es decir,
si para cada elemento (yj) ∈ `q, T (yj) es la función en
`p con valores escalares definida por la fórmula

(T (yj))(xj) =
∞∑
j=1

xjyj,

entonces T es un isomorfismo isométrico de `q en `∗p.

Demostración: Si (xj) ∈ `p y (yj) ∈ `q, entonces

∞∑
j=1

|xjyj| ≤ ‖(xj)‖p‖(yj)‖q <∞
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por la desigualdad de Hölder, es decir,
∞∑
j=1

xjyj converge.

Esto prueba que T está bien definida y que

|T (yj)(xj)| ≤ ‖(xj)‖p‖(yj)‖q, (3.3)

para (xj) ∈ `p y (yj) ∈ `q. Para cada (yj) ∈ `q, la
función T (yj) es claramente un funcional lineal en `p, y la
desigualdad (3.3) implica que este funcional es acotado
y satisface la desigualdad

‖T (yj)‖ ≤ ‖(yj)‖q. (3.4)

Además, fácilmente se prueba que la función T : `q → `∗p
es un operador lineal. El teorema estará probado una vez
que se demuestre que T (`q) ⊇ `∗p y que la igualdad se
satisface en (3.4) para (yj) ∈ `q.

Supongamos que x∗ ∈ `∗p. Para cada j, sea (ej) la
sucesión en `p definida por

(ej)n =

{
1, si j = n

0, si j 6= n.

Tomemos yj = x∗ej y sea zj un escalar tal que |zj| = 1
y |yj| = zjyj. Supongamos por el momento que p 6= 1,
de modo que 1 < q < ∞. Entonces para cada entero
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positivo k,

k∑
j=1

|yj|q =
k∑
j=1

zjyj|yj|q−1

= x∗

(
k∑
j=1

zj|yj|q−1ej

)

≤ ‖x∗‖

∥∥∥∥∥
k∑
j=1

zj|yj|q−1ej

∥∥∥∥∥
p

= ‖x∗‖

(
k∑
j=1

|yj|(q−1)p
)1/p

= ‖x∗‖

(
k∑
j=1

|yj|q
)1/p

,

lo que implica que(
k∑
j=1

|yj|q
)1/p

=

(
k∑
j=1

|yj|q
)1−1/p

≤ ‖x∗‖.

Haciendo tender k a infinito se concluye que (yj) ∈ `q
y que

‖(yj)‖q ≤ ‖x∗‖. (3.5)

Ahora supongamos que p = 1, de modo que q = ∞.
Para todo entero positivo j,

|yj| = |x∗ej| ≤ ‖x∗‖‖ej‖1 = ‖x∗‖,
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y al tomar supremo sobre j, se muestra de nuevo que
(yj) ∈ `q y que (3.5) se cumple. Para cada elemento
(xj) ∈ `p,

x∗(xj) = x∗

(
∞∑
j=1

xjej

)
=
∞∑
j=1

xjx
∗ej

=
∞∑
j=1

xjyj = (T (yj))(xj),

de donde T (yj) = x∗, lo que prueba que T (`q) ⊇ `∗p.
Solo resta probar que ‖T (yj)‖ = ‖(yj)‖q para (yj) ∈

`q. Primero notemos que T (yj) es distinto de cero si (yj)
es un elemento distinto de cero de `q, de donde T es
inyectiva. Ahora fijemos un elemento (yj) ∈ `q y sea x∗ =
T (yj). El argumento del párrafo anterior proporciona un
elemento (y′j) de `q tal que T (y′j) = x∗, y (y′j) debe ser
igual a (yj) pues T es inyectiva. Se sigue de (3.5) que

‖(yj)‖ ≤ ‖T (yj)‖. (3.6)

Combinando (3.4) y (3.6) se llega a la igualdad deseada.
�

Hay dos subespacios importantes de `∞, uno es el
espacio c de las sucesiones de escalares convergentes y
el otro es el espacio c0 de las sucesiones que convergen
a 0. Los espacios c y a c0 heredan la norma ‖ · ‖∞ de `∞
y resultan ser, también, espacios de Banach.

Lo siguientes Teoremas caracterizan a los espacios
duales de c0 y de c. Necesitaremos la siguiente definición.
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Definición 3.9 Para un número complejo z, la función

signo se define como sign(z) =
z

|z|
si z 6= 0 y sign(0) =

1.

Teorema 3.10 El espacio dual de c0 es `1.

Demostración: Veremos que existe un isomorfismo isométri-
co entre c∗0 y `1.

Para hacer esto, sea y = (yn) ∈ `1. Definimos fy :

c0 → C tal que fy(x) =
∞∑
n=1

ynxn con x = (xn) ∈ c0.

Es claro que fy está bien definida para cualquier y ∈
`1 y que

|fy(x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

ynxn

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=1

|yn||xn| ≤ ‖y‖1‖x‖c0 .

Por tanto, fy es un funcional lineal acotado con norma
‖fy‖ ≤ ‖y‖1.

Seam ∈ N y sea x ∈ c0 dado por x = (u1, u2, ..., um, 0, 0, ...)
donde un = sign(yn). Se tiene que ykuk = |yk| y ‖x‖c0 =

1. También se sigue que fy(x) =
m∑
k=1

|yk|. Por tanto,

‖fy‖ ≥
m∑
k=1

|yk| para cualquier m, es decir, ‖fy‖ = ‖y‖.

Hemos demostrado que el mapeo que manda y a fy es
un mapeo isométrico de `1 a c∗0.

Falta ver ahora que cualquier elemento de c∗0 es de
esta forma, es decir, que el mapeo y 7→ fy es sobre.

Para ver esto, sea g ∈ c∗0 y para n ∈ N sea yn = g(en)
donde en ∈ c0 es la sucesión (0, 0, ..., 1

(n)
, 0, 0, ...). Para
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cualquierN ∈ N sea v =
N∑
k=1

signykek. Se tiene que v ∈ c0
y ‖v‖ = 1. Además,

|g(v)| =
N∑
k=1

|yk| ≤ ‖g‖‖v‖ = ‖g‖.

Por tanto y = (yn) ∈ `1 y ‖y‖1 ≤ ‖g‖. Más aún, para
cualquier elemento x = (xn) ∈ c0 se cumple que

g(x) = g

(
∞∑
n=1

xnen

)
=
∞∑
n=1

xng(en) = fy(x).

Es decir, g = fy y esto completa la prueba. �

Teorema 3.11 El espacio dual de c es `1. Es decir, da-
do un funcional f ∈ c∗ existe un único y ∈ `1 y un único
λ ∈ R tal que

f(x) =
∞∑
j=1

xjyj + λ ĺım
j→∞

xj.

Y cualquier y ∈ `1 tiene esta forma. Además, ‖f‖ =

|λ|+
∞∑
n=1

|yk|.

Antes de demostrar el Teorema 3.11, veamos una
proposición que nos será útil.

Proposición 3.12 El espacio c coincide con el espacio
〈e0, e1, ...〉 donde en = (δnm)m∈N para n ∈ N y e0 es la
sucesión (1, 1, 1, ...).
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Demostración: Es claro que c ⊇ 〈e0, e1, ...〉. Ahora tome-
mos una sucesión x ∈ c. Demostraremos que la sucesión
xn ∈ 〈e0, e1, ...〉 definida como

xn =

(
ĺım
j→∞

xj

)
e0 +

n∑
k=1

(xk − ĺım
i→∞

xi)ek,

converge a x en c.
Observamos que

x1 = (x1, ĺım
j→∞

xj, ĺım
j→∞

xj, ...)

x2 = (x1, x2, ĺım
j→∞

xj, ĺım
j→∞

xj, ...)

...

xn = (x1, x2, ..., xn, ĺım
j→∞

xj, ĺım
j→∞

xj, ...)

Es decir,

xn(k) =

{
xk, si 1 ≤ k ≤ n

ĺım
j→∞

xj, si k > n.

De donde

|xn(k)− xk| =

{
0, si 1 ≤ k ≤ n

| ĺım
j→∞

xj − xk|, si k > n.

Además, cuando k →∞, | ĺım
j→∞

xj − xk| → 0. Por lo que

‖xn − x‖c = sup
k∈N
|xn(k)− xk| = sup

k>n
| ĺım
j→∞

xj − xk| → 0,
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cuando n→∞. Lo que finaliza la prueba. �

Demostración del Teorema 3.11: De la Proposición
3.12 se concluye que cada x ∈ c se escribe de manera
única como

x =

(
ĺım
j→∞

xj

)
e0 +

∞∑
k=1

(xk − ĺım
i→∞

xi)ek. (3.7)

Definamos a = ĺım
j→∞

xj, z =
∞∑
k=1

(xk − a)ek y observemos

que como z(j) = xj − a, entonces y(j) → 0 cuando
j →∞. De donde concluimos que z ∈ c0.

Del Teorema 3.10, sabemos que toda f ∈ c∗0 se escri-

be de manera única como f(z) =
∞∑
j=1

zjyj, con y ∈ `1.

Aśı, dada f ∈ c∗ y dada x ∈ c, tenemos que x = ae0 + z
con z ∈ c0 de manera única (como en (3.7)) y se sigue
que

f(x) = af(e0) +
∞∑
j=1

yjzj, con (y1, y2, ...) ∈ `1.

Entonces

f(x) = af(e0) +
∞∑
j=1

(xj − a)yj

= a

(
f(e0)−

∞∑
j=1

yj

)
+
∞∑
j=1

xjyj.
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Por lo que toda f ∈ c∗ se escribe de manera única como

f(x) = λ ĺım
j→∞

xj +
∞∑
j=1

xjyj, (3.8)

donde λ = f(e0)−
∞∑
j=1

yj. Inversamente, si y ∈ `1 y λ ∈ R,

el funcional

f(x) = λ ĺım
j→∞

xj +
∞∑
j=1

xjyj

define un elemento en c∗. Afirmamos que

‖f‖c∗ = ‖y‖1 + |λ|. (3.9)

Es claro que
‖f‖c∗ ≤ ‖y‖1 + |λ|. (3.10)

Tomando x = (xk) en (3.8) con N ∈ N fijo y

xk =

{
sign yk, si 1 ≤ k ≤ N

sign λ, si k > N,
(3.11)

obtenemos

f(x) =
N∑
j=1

|yj|+ sign λ
∞∑

j=N+1

yj + |λ| ≤ ‖f‖c∗ .

Tomando el ĺımite N →∞ concluimos que

|λ|+
∞∑
j=1

|yj| ≤ ‖f‖c∗ , (3.12)
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lo cual, junto con (3.10), nos da (3.9). �
Recordemos que un espacio métrico X es separable

si existe un subconjunto D ⊆ X numerable y denso.
Los siguientes teoremas nos dicen cuáles de los espacios
vistos son separables.

Teorema 3.13 Los espacios c, c0 y `p, con 1 ≤ p < ∞
son separables

Demostración: Sea

D = {x = (xj) : xj ∈ Q ∀j, y xj = 0 para j

suficientemente grande}.

Es claro que D es numerable. Demostraremos, pri-
mero, que D es denso en `p con 1 ≤ p <∞.

Tomemos x = (xj) ∈ `p y sea ε > 0. Como(
∞∑
j=1

|xj|p
) 1

p

<∞,

existe m > 0 tal que(
∞∑

j=m+1

|xj|p
) 1

p

<
ε

2
. (3.13)

Además, dado que Q es denso en R, para cada j ∈ [1,m]
existe yj ∈ Q con

|xj − yj| <
ε

2m1/p
. (3.14)
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Tomando y = (y1, y2, ..., ym, 0, 0, ...) ∈ D, de las de-
sigualdades (3.13) y (3.14) se concluye que

‖x− y‖p =

(∑
j≤m

|xj − yj|p
)1/p

+

(∑
j>m

|xj|p
)1/p

< ε,

(3.15)
lo cual prueba que D es denso en `p, 1 ≤ p <∞.

Si x ∈ c0, como xj → 0, de igual manera encontra-
mos m > 0 tal que

sup
j>m
|xj| < ε, (3.16)

y y = (y1, y2, ..., ym, 0, 0, ...) ∈ D tal que

sup
j≤m
|xj − yj| < ε. (3.17)

De donde se concluye que

‖x− y‖c0 ≤
1

2

(
sup
j>m
|xj|+ sup

j≤m
|xj − yj|

)
< ε, (3.18)

es decir, D es denso en c0.
Finalmente, probaremos que D + λ(1, 1, ...) con λ ∈

Q es denso en c.
Supongamos que x ∈ c y que xj → µ en R. Como Q

es denso en R, dado ε > 0, encontramos λ ∈ Q tal que

|λ− µ| < 2ε

3
. (3.19)

Además, dado que xj → µ, existe m > 0 tal que

sup
j>m
|xj − µ| <

2ε

3
. (3.20)
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Por último, encontramos yj ∈ Q para 1 ≤ j ≤ m tales
que

sup
j≤m
|xj − (yj + λ)| < 2ε

3
. (3.21)

Tomando y = (y1 + λ, ..., ym + λ, λ, ...) ∈ D+ λ(1, 1, ...),
de las desigualdades (3.19), (3.20) y (3.21) concluimos
que

‖x− y‖c ≤
1

2

(
sup
j≤m
|xj − (yj + λ)|+ sup

j>m
|xj − λ|

)
≤ 1

2

(
sup
j≤m
|xj − (yj + λ)|+ sup

j>m
|xj − µ|+ sup

j>m
|λ− µ|

)
< ε.

Lo cual finaliza la prueba. �

Teorema 3.14 El espacio `∞ no es separable.

Demostración: Supongamos que A ⊆ `∞ es numerable.
Probaremos que A no puede ser denso en `∞. Escribamos
A = (ak) donde cada ak ∈ `∞, es decir ak = (ak1, a

k
2, ...).

Para cada entero k, definamos

bk =

{
akk + 1, si |akk| ≤ 1

0, si |akk| > 1.
(3.22)

Notamos que |bk| ≤ 2, por lo que b = (bk) ∈ `∞ y
|bk − akk| ≥ 1 ∀k. Entonces,

‖b− ak‖∞ ≥ |bk − akk| ≥ 1, ∀k,

de donde b /∈ A. �
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3.1. MATRICES DE OPERADORES EN C0, `1 Y `∞

3.1. Matrices de operadores en

c0, `1 y `∞

A continuación hablaremos de matrices infinitas y
algunas de sus propiedades. Esto nos será útil más ade-
lante al calcular el espectro del operador de Cesàro. Los
resultados fueron tomados de [18].

Toda matriz infinita A = (aij)i,j≥1 define un opera-
dor T que transforma la sucesión x = (xj)j≥1 en la su-
cesión y = (yi)i≥1 por medio de la fórmula yi =

∑
j

aijxj

para toda i ≥ 1, siempre que todas las series converjan.

Teorema 3.15 La matriz A = (aij)i,j≥1 define un ope-
rador lineal y acotado T ∈ B(c0) si y sólo si
1. los renglones de A pertenecen todos a `1 y sus normas
en `1 están acotadas,
2. las columnas de A pertenecen todas a c0.
La norma de operador de T es el supremo de las normas
en `1 de los renglones.

Demostración: Supongamos que la matriz A śı define un
operador T ∈ B(c0). Para cada j ≥ 1, sea ej la sucesión

(ej)i =

{
1, i = j

0, i 6= j
(3.23)

que claramente pertenece a c0. Entonces, Aej debe per-
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3.1. MATRICES DE OPERADORES EN C0, `1 Y `∞

tenecer a c0 para toda j ≥ 1, pero

Aej =


a1j
a2j
.
.
.


que es la j-ésima columna de A. Es decir, hemos probado
la propiedad 2.

Ahora, tomemos x = (xj)j≥1 ∈ c0 y denotemos por

ϕi(x) al i-ésimo término deAx, es decir, ϕi(x) =
∞∑
j=1

aijxj,

veremos que ϕi ∈ c∗0. Claramente ϕi es lineal pues el
producto de matrices es distributivo. Ahora, observe-

mos que para cada n = 1, 2, ...,
n∑
j=1

aijxj es un opera-

dor lineal acotado en c0 y ϕi(x) = ĺım
n→∞

n∑
j=1

aijxj, en-

tonces, por el Teorema de Banach-Steinhaus (2.13) con-
cluimos que ϕi ∈ c∗o. Del Teorema 3.10 se concluye que

los renglones de A pertenecen a `1 y ‖ϕi‖ =
∞∑
j=1

|aij|.

Además, como Ax ∈ c0 para todo x ∈ c0, aplicando
nuevamente el Teorema de Banach-Steinhaus conclui-

mos que sup
i
‖ϕi‖ < ∞, es decir, sup

i

∞∑
j=1

|aij| < ∞, lo

que finaliza la prueba de 1.
Ahora supongamos que se cumplen las propiedades

1 y 2 y tomemos x = (xj)j≥1 ∈ co. Sea ε > 0, como

90



3.1. MATRICES DE OPERADORES EN C0, `1 Y `∞

x ∈ c0, existe M > 0 tal que

sup
j
|xj| ≤M. (3.24)

Como los renglones de A pertenecen a `1, existe no ∈ N
tal que

∞∑
j=n0

|aij| < ε/2M. (3.25)

Finalmente, como las columnas de A están en c0 pode-
mos encontrar i0 ∈ N tal que

n0∑
j=1

|aij||xj| < ε/2, (3.26)

si i ≥ i0. De esta manera, de las desigualdades (3.24),
(3.25) y (3.26) concluimos que existe i0 tal que

∞∑
j=1

aijxj

 ≤
n0∑
j=1

|aij||xj|+
∞∑

j=n0

|aij| sup
j
|xj| < ε,

si i ≥ i0. Es decir, T śı es un operador lineal de c0 en c0,
falta ver que es acotado.

‖T‖ = sup
‖x‖≤1

‖Tx‖co = sup
‖x‖≤1

sup
i


∞∑
j=1

aijxj


≤ sup
‖x‖≤1

(
|xj| sup

i

∞∑
j=1

|aij|

)
≤ sup

i

∞∑
j=1

|aij|,

es decir, T ∈ B(c0) y ‖T‖ ≤ sup
i

∞∑
j=1

|aij|.
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3.1. MATRICES DE OPERADORES EN C0, `1 Y `∞

Por otro lado, para toda x ∈ co con ‖x‖ ≤ 1 tenemos

|ϕi(x)| ≤ sup
i
|ϕi(x)| ≤ ‖T‖,

entonces, para toda i

∞∑
j=1

|aij| = ‖ϕi‖ = sup
‖x‖≤1

|ϕi(x)| ≤ ‖T‖.

De donde obtenemos sup
i

∞∑
j=1

|aij| ≤ ‖T‖, lo que concluye

la prueba. �

Teorema 3.16 La matriz A = (aij)i,j≥1 define un ope-
rador lineal y acotado T ∈ B(`1) si y sólo si todas las
columnas de A pertenecen a `1 y sus normas en `1 están
acotadas.
La norma de operador de T es el supremo de las normas
en `1 de las columnas.

Demostración: Supongamos que la matriz A define un
operador T ∈ B(`1) y consideremos la sucesión (3.23)
de la demostración del Teorema anterior. Dicha sucesión
pertenece a `1 para cada j y ‖ej‖`1 = 1 para cada j. De
esta manera, Aej (la j-ésima columna de A) pertenece
a `1 para toda j. Además, ‖Tej‖ ≤ ‖T‖‖ej‖, es decir,
∞∑
i=1

|aij| ≤ ‖T‖ para toda j. De donde se concluye que

sup
j

(
∞∑
i=1

|aij|

)
≤ ‖T‖. (3.27)

92



3.1. MATRICES DE OPERADORES EN C0, `1 Y `∞

Ahora supongamos que las columnas de A pertene-
cen a `1 y sus normas en `1 están acotadas y tomemos
x ∈ `1. Hay que demostrar que Ax ∈ `1, es decir que
∞∑
i=1

 ∞∑j=1

aijxj

 <∞. Observemos que

∞ > ‖x‖ sup
j

∞∑
i=1

|aij| ≥

(
∞∑
j=1

|xj|

)(
∞∑
i=1

|aij|

)

≥

(
∞∑
j=1

|xj|

)(
n∑
i=1

|aij|

)
=
∞∑
j=1

n∑
i=1

|aij||xj|

=
n∑
i=1

∞∑
j=1

|aij||xj| ≥
n∑
i=1


∞∑
j=1

aijxj

 ,
para toda n. De donde

∞∑
i=1


∞∑
j=1

aijxj

 ≤
(

sup
j

∞∑
i=1

|aij|

)
‖x‖ <∞, (3.28)

es decir, T es un operador lineal de `1 en `1. Además, de
la desigualdad (3.28) obtenemos

‖T‖ = sup
‖x‖≤1

‖Tx‖ = sup
‖x‖≤1

∞∑
i=1


∞∑
j=1

aijxj

 ≤ sup
j

∞∑
i=1

|aij|.

(3.29)
Finalmente, de (3.27) y (3.29) concluimos que ‖T‖ =

supj
∞∑
i=1

|aij|. �
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3.1. MATRICES DE OPERADORES EN C0, `1 Y `∞

Teorema 3.17 La matriz A = (aij)i,j≥1 define un ope-
rador T ∈ B(`∞) si y sólo si todos los renglones de A
pertenecen a `1 y sus normas en `1 están acotadas.
La norma de operador de T es el supremo de las normas
en `1 de los renglones.

Demostración: Supongamos que la matriz A define un
operador T ∈ B(`∞). Para cada i fija consideremos la
sucesión x0 = (sign aij)j≥1 ∈ `∞. Siguiendo la nota-
ción de la demostración del Teorema 3.15 tenemos que
∞∑
j=1

|aij| =
∞∑
j=1

aijsign aij = ϕi(x0) <∞, es decir, los ren-

glones de A están el `1. Además, como Tx0 ∈ `∞, se
tiene que ‖Tx0‖`∞ ≤ ‖T‖, de donde

sup
i

(
∞∑
j=1

|aij|

)
≤ ‖T‖. (3.30)

Ahora supongamos que los renglones de A están en `1 y
sus normas están acotadas. Tomemos x ∈ `∞, hay que

ver que Tx ∈ `∞. Observemos que |ϕi(x)| ≤
∞∑
j=1

|aij||xj| ≤

‖x‖

(
∞∑
j=1

|aij|

)
<∞, para toda i. Entonces

sup
i


∞∑
j=1

aijxj

 ≤ ‖x‖ sup
i

∞∑
j=1

|aij| <∞, (3.31)

por lo que Tx ∈ `∞.
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3.2. EL ESPACIO `2.

Finalmente, de (3.31) obtenemos que

‖T‖ ≤ sup
i

∞∑
j=1

|aij|,

que con (3.30) finaliza la demostración. �.

3.2. El espacio `2.

Al sustituir p = 2 en la Definición 3.1 obtenemos
que el espacio `2 es el conjunto de todas las sucesiones

escalares (xj) tales que
∞∑
j=1

|xj|2 < ∞ con la norma-2

dada por

‖x‖2 =

(
∞∑
j=1

|xj|2
)1/2

. (3.32)

Es fácil ver que la norma (3.32) está inducida por el
producto interior

〈x, y〉 =
∞∑
j=1

xjyj, (3.33)

para x, y ∈ `2. Es decir, el espacio `2 es un espacio de
Hilbert dotado del producto interior en (3.33).

El siguiente teorema caracteriza al espacio dual de
`2.

Teorema 3.18 Dado un funcional f ∈ `∗2, existe un
único y ∈ `2 tal que

f(x) = 〈x, y〉 para toda x ∈ `2.
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3.2. EL ESPACIO `2.

Más aún ‖f‖ = ‖y‖. Podemos decir que `∗2 = `2.

Demostración: Es una consecuencia inmediata del
Teorema de representación de Fréchet-Riesz (Teorema
2.30). �
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Caṕıtulo 4

El operador de Cesàro
y su espectro

Consideremos el operador que transforma una suce-
sión (xn) en su sucesión de promedios(

x1 + x2 + ...+ xn
n

)
.

Denotaremos este operador como C y lo llamaremos
el Operador de Cesàro. De esta manera,

C(x1, x2, ...) = (x1,
x1 + x2

2
,
x1 + x2 + x3

3
, . . .). (4.1)

Como se vio en el caṕıtulo anterior, podemos repre-
sentar al Operador de Cesàro por medio de una matriz
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4.1. EL OPERADOR DE CESÀRO EN C0.

infinita 
a11 a12 a13 · · ·
a21 a22 a23
a31 a32 a33
...

 .

Al resolver las siguientes ecuaciones

a11x1 + a12x2 + ... = x1

a21x1 + a22x2 + ... =
x1 + x2

2
...

y teniendo en cuenta que deben cumplirse para cualquier
sucesión (xn), encontramos que

C =


1 0 0 · · ·
1
2

1
2

0
1
3

1
3

1
3

...

 . (4.2)

Es importante aclarar que, como consecuencia del
teorema 2.83, el operador de Cesàro no es compacto en
ninguno de los espacios c0 y `p para 1 < p < ∞, por
lo que seguiremos técnicas distintas a las incluidas en la
sección 2.9.

4.1. El operador de Cesàro en c0.

Para calcular el espectro de C en c0, seguiremos la
idea expuesta por J. B. Reade en [15], de demostrar
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4.1. EL OPERADOR DE CESÀRO EN C0.

que los valores propios de C∗ son los λ ∈ C tales que
|λ− 1

2
| < 1

2
y que (C−λI)−1 es acotado para |λ− 1

2
| > 1

2
.

Con la caracterización (4.2) del operador de Cesàro,
resulta fácil demostrar que C ∈ B(c0), como lo muestra
el siguiente teorema.

Teorema 4.1 C ∈ B(c0) y ‖C‖ = 1.

Demostración: Dado que los renglones de la matriz C
claramente pertenecen a `1 y las columnas a c0, el Teo-
rema 3.15 muestra que C ∈ B(C0) y que ‖C‖ = 1. �

El siguiente teorema nos dice qué matriz define al
adjunto C∗ de C.

Proposición 4.2 El operador adjunto de C, C∗ : c∗0 →
c∗0 está definido por la siguiente matriz:

C∗ =


1 1

2
1
3
· · ·

0 1
2

1
3

0 0 1
3

...

 .

Demostración: Denotemos por A al operador que define

la matriz


1 1

2
1
3
· · ·

0 1
2

1
3

0 0 1
3

...

 .

Sabemos, por el Teorema 3.10, que todo funcional
f ∈ c∗0 se puede representar por una sucesión y = (yj) ∈
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`1. Aśı,

Af =


1 1

2
1
3
· · ·

0 1
2

1
3

0 0 1
3

...



y1
y2
y3
...

 =


y1 + y2

2
+ y3

3
+ · · ·

y2
2

+ y3
3

+ · · ·
y3
3

+ · · ·
...

 .

(4.3)
Por lo que, dado x ∈ c0, se tiene que

(Af)x =x1

(
y1 +

y2
2

+
y3
3

+ · · ·
)

+ x2

(y2
2

+
y3
3

+ · · ·
)

+ x3

(y3
3

+ · · ·
)

(4.4)

...

Por otro lado, también del Teorema 3.10, sabemos que

f(Cx) = x1y1+
x1 + x2

2
y2+

x1 + x2 + x3
3

y3+· · · . (4.5)

Tras un reacomodo de términos, encontramos que las
series definidas en (4.4) y (4.5) son iguales para cualquier
x ∈ c0. De la unicidad del operador adjunto concluimos
que A = C∗. �

Teorema 4.3 C∗ ∈ B(`1) y ‖C∗‖ = 1.

Es claro que las columnas de C∗ pertenecen a `1 y que
el supremo de las normas es 1. Del Teorema 3.16 con-
cluimos que C∗ ∈ B(`1) y ‖C∗‖ = 1. �
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Proposición 4.4 C∗∗ = C.

Demostración: Del Teorema 3.8, sabemos que toda f ∈
(`1)

∗ se puede representar por una sucesión y = (yj) ∈
`∞. Aśı, dada f ∈ (`1)

∗ y x ∈ `1 tenemos:

(Cf)x = (Cy)x

= x1y1 + x2

(y1
2

+
y2
2

)
+ x3

(y1
3

+
y2
3

+
y3
3

)
· · ·

(4.6)

Por otro lado, de la ecuación (4.3) y del Teorema 3.8,
tenemos

f(C∗x) =y1

(
x1 +

x2
2

+
x3
3

+ · · ·
)

+ y2

(x2
2

+
x3
3

+ · · ·
)

+ y3

(x3
3

+ · · ·
)

(4.7)

...

Reacomodando términos, obtenemos la igualdad de (4.6)
y (4.7). Es decir C∗∗ = C, pero ahora visto como un
operador en el dual de `1, el cual es isométricamente
isomorfo a `∞. �

Teorema 4.5 C∗∗ ∈ B(`∞) y ‖C∗∗‖ = 1.

Demostración: Se sigue fácilmente del Teorema 3.17.
�

A continuación, probaremos que el espectro de C
actuando en c0 consiste de los λ ∈ C que cumplen |λ−
1
2
| ≤ 1

2
. El primer paso para lograrlo, será probar que C

no tiene valores propios.
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Teorema 4.6 C ∈ B(c0) no tiene valores propios.

Demostración: Supongamos que Cx = λx con x 6= 0 en
c0. Entonces:

x1 = λx1
1

2
(x1 + x2) = λx2

...

1

n
(x1 + x2 + · · · xn) = λxn

...

y encontramos que si xN es el primer término distinto
de cero de x, entonces λ = 1/N . Además,

λxn+1 − λxn

=
1

n+ 1
(x1 + · · ·+ xn + xn+1)−

1

n
(x1 + · · ·+ xn)

=

(
1

n+ 1
− 1

n

)
(x1 + · · ·+ xn) +

xn+1

n+ 1

=
−1

n(n+ 1)
(x1 + · · ·+ xn) +

xn+1

n+ 1

=
−λxn
n+ 1

+
xn+1

n+ 1
.

De donde obtenemos que

(λ(n+ 1)− 1)xn+1 = λnxn,
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es decir,∣∣∣∣xn+1

xn

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ λn

λ(n+ 1)− 1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ n

n+ 1−N

∣∣∣∣ ≥ 1 (4.8)

para toda n ≥ N , aśı que xn no puede tender a cero, lo
cual es una contradicción. Por tanto C no tiene valores
propios. �

Sin embargo, C∗∗ ∈ B(`∞) tiene al valor propio λ =
1 con espacio propio formado por todas las sucesiones
constantes.

El siguiente paso será encontrar los valores propios de
C∗ ∈ B(`1). Para lograrlo, recordaremos las notaciones
o y O y probaremos dos lemas, dicha información se
encuentra en [11].

Definición 4.7 Diremos que f(x) = O(ϕ(x)), donde
ϕ(x) es una función real que solo toma valores positivos
y f(x), ϕ(x) están definidas para los mismos valores de
x, si para estos valores de x, existe un entero positivo
K, que no depende de x, tal que

|f(x)| ≤ Kϕ(x).

Definición 4.8 Sea a ∈ R. Si, cuando x→ a,

f(x)/ϕ(x)→ 0,

entonces escribiremos f(x) = o(ϕ(x)) cuando x→ a.
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Lema 4.9 Sean (an) y (bn) dos sucesiones reales. Su-

pongamos que an > 0, bn > 0 para toda n, que
∞∑
n=1

bn

diverge y que

ĺım
n→∞

(
1

bn

an
an+1

− 1

bn+1

)
= κ, con κ ∈ R. (4.9)

Entonces
∞∑
n=1

an converge o diverge, de acuerdo a si κ >

0 o κ < 0.

Demostración: Supongamos primero que κ > 0. Toman-
do ε = κ/2, encontramos N tal que, cuando n ≥ N

1

bn

an
an+1

− 1

bn+1

>
1

2
κ;

esto es,

an+1 <
2

κ

(
an
bn
− an+1

bn+1

)
.

Se sigue que

n+1∑
i=N+1

ai =
n∑

i=N

ai+1 <
2

κ

(
aN
bN
− an+1

bn+1

)
<

2

κ

aN
bN
.

De donde la serie
∞∑
n=1

an converge.

Ahora supongamos que κ < 0. Tomando ε = −κ,
encontramos N tal que, para n ≥ N

1

bn

an
an+1

− 1

bn+1

< 0;
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esto es,

an+1 >
an
bn
bn+1.

En particular,

aN+1 >
aN
bN
bN+1,

aN+2 >
aN+1

bN+1

bN+2 >
aN
bN
bN+2,

...

aN+M >
aN
bN
bN+M .

Como
∞∑
n=1

bn diverge, entonces
∞∑
n=1

an diverge. �

Lema 4.10 (Prueba de Raabe) Sea (an) una suce-
sión real. Supongamos que an > 0 para toda n y que,
cuando n→∞,

an
an+1

= 1 +
σ

n
+ o

(
1

n

)
, donde σ ∈ R.

Entonces
∞∑
n=1

an es convergente o divergente, de acuer-

do a si σ > 1 o σ < 1.

Demostración: De la hipótesis,

ĺım
n→∞

(
n
an
an+1

− (n+ 1)

)
= σ − 1,

aśı que el resultado se sigue del Lema 4.9 escribiendo
κ = σ − 1 y bn = n−1. �
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Ahora śı estamos listos para encontrar los valores
propios de C∗.

Teorema 4.11 Los valores propios de C∗ ∈ B(`1) son
todos los λ que cumplen |λ− 1

2
| < 1

2
.

Demostración: Supongamos que C∗x = λx con x 6= 0 en
`1. Entonces, resolviendo el sistema

x1+
1

2
x2 + · · · = λx1

1

2
x2 + · · · = λx2

...

obtenemos

x1 = λx1 − λx2
1

2
x2 = λx2 − λx3

...

Es decir, x2 =
(
1− 1

λ

)
x1, x3 =

(
1− 1

2λ

)
x2,· · · . De don-

de

xn =
n−1∏
j=1

(
1− 1

jλ

)
x1. (4.10)

Escribiendo 1/λ = α+ iβ y usando el Binomio de New-
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ton generalizado, encontramos que

|xn|
|xn+1|

=
1∣∣1− 1
nλ

∣∣
=

1√
1− 2α

n
+ α2+β2

n2

=

(
1− 2α

n
+O

(
1

n2

))−1/2

=
∞∑
k=0

( −1/2
k

)(
−2α

n
+O

(
1

n2

))k
= 1 + (−1/2)

(
−2α

n
+O

(
1

n2

))
+O

(
1

n2

)
= 1 +

α

n
+O

(
1

n2

)
= 1 +

α

n
+ o

(
1

n

)
cuando n → ∞. Concluimos, por la Prueba de Raabe,

que x ∈ `1 si y sólo si Re
1

λ
> 1, es decir, |λ− 1

2
| < 1

2
. �

Corolario 4.12 C ∈ B(c0) tiene imagen densa.

Demostración: El Teorema 4.11 prueba que N(C∗) =
{0}. Probaremos que N(C∗) = {0} implica que C tiene
imagen densa. Si C no tuviera imagen densa, el Coro-
lario 2.12 prueba que existe ϕ ∈ c∗0 tal que ϕ 6= 0 y
ϕ(Cx) = 0 para toda x ∈ c0. De donde C∗ϕ = 0. �

A continuación, probaremos un Lema que será útil
al calcular el espectro de C.

Lema 4.13 Si α = Re
(
1
λ

)
< 1,

n∏
j=1

∣∣∣1− 1
jλ

∣∣∣ ∼ 1
nα

cuan-

do n → ∞. Usamos la notación an ∼ bn en el sentido
de que (an/bn) y (bn/an) ambas están acotadas.
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Demostración: Si 1/λ = α + iβ entonces, usando

la desigualdad ex ≥ 1 + x para x real y que
n∑
j=1

1
j

=

lnn+γ+o(1) (donde γ es la constante de Euler), tenemos

n∏
j=1

∣∣∣∣1− 1

jλ

∣∣∣∣ =
n∏
j=1

(
1− 2α

n
+
α2 + β2

n2

) 1
2

≤
n∏
j=1

[
exp

(
−2α

n
+O

(
1

n2

))] 1
2

= exp
n∑
j=1

(
−α
n

+O

(
1

n2

))
= exp(−α(lnn+ γ +O(1)) +O(1))

= exp(−α lnn+O(1))

=
O(1)

nα
.�
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También

n∏
j=1

∣∣∣∣1− 1

jλ

∣∣∣∣−1 =
n∏
j=1

(
1− 2α

n
+
α2 + β2

n2

)− 1
2

=
n∏
j=1

(
1 +

α

n
+O

(
1

n2

))

≤ exp
n∑
j=1

(
α

n
+O

(
1

n2

))
= exp(α(lnn+ γ +O(1)) +O(1))

= exp(α lnn+O(1))

= O(1)nα.

�

El siguiente, es el Teorema central de esta sección.
Caracteriza al espectro del Operador de Cesàro.

Teorema 4.14 σ(C) = {λ ∈ C : |λ− 1
2
| ≤ 1

2
}.

Demostración: Los Teoremas 4.11 y 2.50 prueban que
{λ ∈ C : |λ− 1

2
| ≤ 1

2
} ⊆ σ(C). Resta probar que σ(C) ⊆

{λ ∈ C : |λ− 1
2
| ≤ 1

2
}, es decir que (C − λI)−1 ∈ B(co)

para |λ− 1
2
| > 1

2
.

Resolviendo (C − λI)x = y para x en términos de y
obtenemos la matriz (C − λI)−1. Se tiene que(
x1(1− λ),

x1
2

+ x2

(
1

2
− λ
)
, · · ·

)
= (y1, y2, y3, · · · ).

109



4.1. EL OPERADOR DE CESÀRO EN C0.

Por lo que el primer renglón de la matriz tiene a 1
1−λ en

la primer entrada y cero en las demás.
Como

x2 =
y2 − x1

2
1
2
− λ

=
y2

1
2
− λ
− x1

1− 2λ

=
2

1− 2λ
y2 −

1

(1− λ)(1− 2λ)
y1

= − 1

2λ2
(
1− 1

λ

) (
1− 1

2λ

)y1 +
2

1− 2λ
y2,

la primer entrada del segundo renglón es− 1

2λ2(1− 1
λ)(1− 1

2λ)
y la segunda es 2

1−2λ . Continuando este proceso, encon-
tramos que el n-ésimo renglón es

− 1

nλ2
n∏

j=m

(
1− 1

jλ

) (4.11)

en el m-ésimo lugar para m < n,

n

1− nλ
(4.12)

en el n-ésimo lugar, y cero en otro caso.
Por el Teorema 3.15, resta probar que la expresión

1 +
∣∣1− 1

λ

∣∣+ · · ·
n−1∏
j=1

∣∣∣1− 1
jλ

∣∣∣
nλ2

n∏
j=1

(
1− 1

jλ

) +
n

1− nλ
(4.13)
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está acotada para toda n, y que para cada m, la expre-
sión

− 1

nλ2
n∏

j=m

(
1− 1

jλ

) (4.14)

tiende a cero cuando n → ∞, ambas bajo la hipótesis
de que |λ− 1

2
| > 1

2
, es decir, Re( 1

λ
) < 1.

Para ver que la expresión en (4.13) está acotada para
toda n basta observar que n

1−nλ →
−1
λ

cuando n→∞ y
que∣∣∣∣1− 1

λ

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣1− 1

λ

∣∣∣∣ ∣∣∣∣1− 1

2λ

∣∣∣∣ ≤ · · · ≤ n∏
j=1

(
1− 1

jλ

)
.

Entonces, del Lema 4.13 tenemos que,

1 +
∣∣1− 1

λ

∣∣+ · · ·
n−1∏
j=1

∣∣∣1− 1
jλ

∣∣∣
nλ2

n∏
j=1

(
1− 1

jλ

) +
n

1− nλ

≤
1 + (n− 1)

n∏
j=1

(
1− 1

jλ

)
nλ2

n∏
j=1

(
1− 1

jλ

)
≤ K

n1−α +
n− 1

n

1

λ2
= O(1)

para alguna constante K, pues α < 1.
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Finalmente, de nuevo por el Lema 4.13,∣∣∣∣∣∣∣∣−
1

nλ2
n∏
j=1

(
1− 1

jλ

)
∣∣∣∣∣∣∣∣ =

m−1∏
j=1

∣∣∣1− 1
jλ

∣∣∣
nλ2

n∏
j=1

∣∣∣1− 1
jλ

∣∣∣ ≤ Km
K

n1−α → 0

cuando n→∞ para algunas constantes positivas Km y
K, lo cual finaliza la prueba. �

Nuestro siguiente propósito es calcular el espectro del
operador C pero ahora definido en el espacio de Hilbert
`2.

4.2. El operador de Cesàro en `2.

En esta sección calcularemos el espectro de C pe-
ro ahora definido en el espacio de Hilbert `2. Toda la
información está basada en [3].

El primer paso será probar que el operador de Cesàro
es acotado en `2 para lo cual haremos uso de la prueba de
Schur que probaremos a continuación y que se encuentra
en [7].

Teorema 4.15 (Prueba de Schur) Sean i, j enteros
no negativos. Si kij ≥ 0, pi > 0, qj > 0 y α y β son
constantes tales que

∞∑
i=0

kijpi ≤ αqj (j = 0, 1, 2, ...)
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y
∞∑
j=0

kijqj ≤ βpi (i = 0, 1, 2, ...),

entonces la ecuación

(Ax)(i) =
∞∑
j=0

kijxj

define un operador lineal acotado en `2, y ‖A‖2 ≤ αβ.

Demostración: Si (ξ0, ξ1, ...) es una sucesión de es-
calares tal que ξn = 0 para n suficientemente grande,
entonces de la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene
que
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‖Ax‖2 =
∞∑
i=0

∣∣∣∣∣
∞∑
j=0

kijξj

∣∣∣∣∣
2

=
∞∑
i=0

∣∣∣∣∣
∞∑
j=0

(√
kij
√
qj

)(√kij
√
qj
ξj

)∣∣∣∣∣
2

≤
∞∑
i=0

(
∞∑
j=0

kijqj

)(
∞∑
j=0

kij
qj
|ξj|2

)

≤
∞∑
i=0

βpi

(
∞∑
j=0

kij
qj
|ξj|2

)

= β
∞∑
j=0

|ξj|2

qj

(
∞∑
i=0

kijpi

)

≤ β
∞∑
j=0

|ξj|2

qj
αqj = αβ‖ξ‖2.

Dado que las sucesiones tales como ξ son densas en
`2, la prueba está completa. �

Teorema 4.16 El operador de Cesàro es acotado en `2,
es decir, C ∈ B(`2).

Demostración: Sea kij la sucesión definida por

kij =


0 si 0 ≤ i < j,

1

i+ 1
si 0 ≤ j ≤ i.
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Si pn =
1√
n+ 1

, entonces

∞∑
j=0

kijpj =
i∑

j=0

1

i+ 1

1√
j + 1

<
1

i+ 1

i∫
0

dx√
x

=
1

i+ 1
2
√
i

<
1

i+ 1
2
√
i+ 1 = 2pi.

Si j 6= 0, entonces

∞∑
i=0

kijpi =
∞∑
i=j

1

1 + i

1√
i+ 1

<

∞∫
j−1

dx

(x+ 1)3/2
=

2√
j

=
2√
j + 1

√
j + 1√
j
≤ 2
√

2pj.

Como también

∞∑
i=0

ki0pi = 1 +
∞∑
i=1

ki0pi < 1 + 2 = 3p0,

se sigue que
∞∑
i=0

kijpi < 3pj
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para toda j, y la prueba de Schur implica que C es aco-
tado. (Hay que notar que con esta elección de k y de p,
A = C. Además, en este caso p = q.) �

Como vimos al inicio del caṕıtulo, C y C∗ pueden
ser representados por las siguientes matrices

C =


1 0 0 · · ·
1
2

1
2

0
1
3

1
3

1
3

...

 , C∗ =


1 1

2
1
3
· · ·

0 1
2

1
3

0 0 1
3

...

 .

Se sigue que

CC∗ =


1 1

2
1
3
· · ·

1
2

1
2

1
3
· · ·

1
3

1
3

1
3
· · ·

...
. . .

 .

Resulta ser, entonces, que el producto CC∗ es casi el
mismo que la suma C +C∗; la diferencia C +C∗−CC∗
es el operador diagonal

D =


1 0 0 · · ·
0 1

2
0 · · ·

0 0 1
3
· · ·

...
. . .

 .

La siguiente demostración está basada en el proble-
ma 61 de [7].
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Teorema 4.17 ‖I − C‖ = 1.

Demostración: Sabemos que C + C∗ − CC∗ = D,
de donde se concluye que (I − C)(I − C∗) = I − D.
Del Teorema 2.33 tenemos que ‖I −C‖2 = ‖I −D‖. Es
suficiente probar que ‖I −D‖ = 1.

Observemos, primero, que

I −D =


0 0 0 · · ·
0 1

2
0 · · ·

0 0 2
3
· · ·

...
. . .


y sea αj = j−i

j
para j = 1, 2, .... Entonces, para la suce-

sión (ej)i definida en (3.23), tenemos que (I − D)ej =
αjej. De donde

|αj| = ‖αjej‖2 = ‖(I −D)ej‖2 ≤ ‖I −D‖

para cada j, por lo cual

1 = sup
j
|αj| ≤ ‖I −D‖. (4.15)

Finalmente, dado x ∈ `2 obtenemos que
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‖(I −D)x‖2 =

∥∥∥∥∥(I −D)

(
∞∑
j=1

xjej

)∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥
∞∑
j=1

αjxjej

∥∥∥∥∥
2

=
∞∑
j=1

|αjxj|2 ≤
∞∑
j=1

|xj|2 =

∥∥∥∥∥
∞∑
j=1

xjej

∥∥∥∥∥
2

(4.16)

= ‖x‖2. (4.17)

De (4.15) y (4.16) obtenemos que ‖I −D‖ = 1. �
Para nuestro siguiente propósito necesitaremos el si-

guiente lema.

Lema 4.18 Si A es un operador definido en un espacio
de Hilbert H tal que ‖A‖ ≤ 1 y si ‖Ax‖ = ‖x‖ para
algún x ∈ H con x 6= 0, entonces ‖A∗y‖ = ‖y‖ para
algún y ∈ H con y 6= 0.

Demostración: Escribamos y = Ax, por lo que ‖x‖ =
‖y‖. Además,

‖x‖2 = ‖Ax‖2 = 〈Ax,Ax〉 = 〈A∗Ax, x〉
≤ ‖A∗Ax‖‖x‖ = ‖A∗y‖‖x‖ ≤ ‖x‖2

De donde ‖A∗Ax‖ = ‖x‖, aśı que ‖A∗y‖ = ‖y‖. �

Teorema 4.19 Si x ∈ `2, ‖x‖ = 1, entonces ‖(I −
C)x‖ < 1 y ‖(I − C∗)x‖ < 1.
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Demostración: De la ecuación (4.16) observamos que
‖(I −D)x‖ < ‖x‖ a menos que x = 0, por lo que

‖(I − C∗)x‖2 = 〈(I − C)(I − C∗)x, x〉
≤ ‖(I − C)(I − C∗)x‖‖x‖ < ‖x‖2

a menos que x = 0. Del Teorema 4.18 se concluye que
tanto ‖(I − C)x‖ como ‖(I − C∗)x‖ son estrictamente
menores a ‖x‖, excepto cuando x = 0. �

Al igual que para C ∈ B(c0), el operador C definido
en `2 no tiene valores propios.

Teorema 4.20 C ∈ B(`2) no tiene valores propios.

Demostración: Dado que `2 ⊆ c0, del Teorema 4.6 se
sigue el resultado. �

El Teorema 4.11 prueba que los valores propios de
C∗ ∈ B(`1) son todos los λ que cumplen |λ − 1

2
| < 1

2
.

Sin embargo no es aśı para C∗ ∈ B(`2) como lo muestra
el siguiente Teorema.

Teorema 4.21 Los valores propios de C∗ ∈ B(`2) son
todos los λ ∈ C tales que |λ− 1| < 1 .

Demostración: Supongamos que C∗x = λx para algún
λ y que 1

λ
= α+ iβ. De la ecuación (4.10) y del Teorema

del Binomio de Newton tenemos que
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|xn|2

|xn+1|2
=

1

|1− 1
nλ
|2

=
1

1− 2α
n

+ α2+β2

n2

=

(
1− 2α

n
+
α2 + β2

n2

)−1
=
∞∑
k=0

( −1k )

(
−2α

n
+O

(
1

n2

))k
= 1 +

2α

n
+O

(
1

n2

)
.

Como |λ − 1| < 1 es equivalente a 2Re
(
1
λ

)
> 1, de

la Prueba de Raabe (Teorema 4.10) concluimos que si
|λ−1| < 1 entonces x ∈ `2, y que si |λ−1| > 1 entonces
x /∈ `2.

Para terminar con la demostración resta ver que si
|λ − 1| = 1, entonces λ no es un valor propio de C∗, o,
equivalentemente, 1− λ no es un valor propio de I −C.
En efecto, si ‖x‖ = 1 y (I − C∗)x = (1− λ)x, entonces
‖(I −C∗)x‖ = |1−λ|; del Teorema 4.19 concluimos que
|1− λ| no puede ser 1. �

El próximo Teorema muestra claramente la depen-
dencia del espectro de un operador y el espacio donde
está definido.

Teorema 4.22 El espectro de C ∈ B(`2) es el disco
cerrado {λ : |λ− 1| ≤ 1}.

Demostración: El Teorema 4.17 afirma que ‖I−C‖ =
1, por lo que σ(I−C) ⊆ {λ : |λ| ≤ 1}, y, por consiguien-
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te, σ(C) ⊆ {λ : |1− λ| ≤ 1}.

Del Teorema 4.21 concluimos que {λ : |1−λ ≤ 1} ⊆
σ(C). �

Concluimos la sección con una propiedad interesante
del Operador de Cesàro en `2.

Teorema 4.23 El operador C es hiponormal.

Demostración: La matriz C∗C tiene forma de L, es
decir, es de la forma

α0 α1 α2

α1 α1 α2

α2 α2 α2

. . .

 ,

con αn =
∞∑
j=n

1

(j + 1)2
. Como CC∗ también tiene forma

de L (con αn = 1
n+1

), y como la diferencia dos matrices
con forma de L es otra de la misma forma, el problema
de probar la hiponormalidad de C se reduce al problema
de decidir cuándo un matriz con forma de L es positiva.
Como una matriz infinita es positiva si y solo si todas
sus secciones finitas tienen determinante positivo, el pro-
blema se ha reducido a la evaluación del determinante
de
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α0 α1 α2 · · · αn
α1 α1 α2 · · · αn
α2 α2 α2 · · · αn
...

...
...

...
αn αn αn · · · αn

 .

Restemos la segunda columna de la primera, después
restemos la tercer columna de la segunda, y continuemos
este proceso por todas las columnas. Obtenemos que el
determinante de la matriz original es el mismo que el
determinante de la matriz resultante, la cual es triangu-
lar.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α0 α1 α2 · · · αn
α1 α1 α2 · · · αn
α2 α2 α2 · · · αn
...

...
...

...
αn αn αn · · · αn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α0 − α1 α1 − α2 α2 − α3 · · · αn
0 α1 − α2 α2 − α3 · · · αn
0 0 α2 − α3 · · · αn
...

...
...

...
0 0 0 · · · αn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Dado que el determinante de una matriz triangular
es el producto de los elementos en su diagonal, conclui-
mos que una matriz con forma de L es positiva si y solo
si la sucesión (αn) es positiva y decreciente. La prue-
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ba del Teorema se completa verificando que la sucesión(
∞∑
j=n

1

(j + 1)2
− 1

n+ 1

)
satisface estas dos propiedades.

En efecto,

1

n+ 1
=

∞∫
n+1

1

x2
≤

∞∑
j=n

1

(j + 1)2
,

por lo que la sucesión es positiva.
Además,(
∞∑

j=n+1

1

(j + 1)2
− 1

n+ 2

)
−

(
∞∑
j=n

1

(j + 1)2
− 1

n+ 1

)

= − 1

(n+ 1)2
− 1

n+ 2
+

1

n+ 1

=
−(n+ 2)− (n+ 1)2 + (n+ 1)(n+ 2)

(n+ 1)2(n+ 2)

=
−1

(n+ 1)2(n+ 2)
≤ 0,

por lo que la sucesión es decreciente. �

4.3. El operador de Cesàro en `p,

1 < p <∞.

En la presente sección, trataremos los resultados re-
ferentes al Operador de Cesàro definido, ahora, en el es-
pacio `p. Dichos resultados están basados en [5]. Análo-
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gamente a las secciones 4.1 y 4.2, el primer paso es de-
mostrar que C define un operador lineal acotado de `p
en `p, para lo cual haremos uso de la desigualdad de
Hardy ([10], caṕıtulo IX).

Teorema 4.24 (Desigualdad de Hardy) Si a1, a2, ...

son reales positivos no todos cero, p > 1 y
∞∑
n=1

apn <∞ ,

entonces

∞∑
n=1

(
a1 + a2 + · · ·+ an

n

)p
<

(
p

p− 1

)p ∞∑
n=1

apn. (4.18)

Demostración: Podemos suponer que a1 > 0, pues
si suponemos que a1 = 0 y reemplazamos an+1 por bn,
(4.18) se convierte en

(
b1
2

)
+

(
b1 + b2

3

)
+ · · · <

(
p

p− 1

)p
(bp1 + bp2 + · · · ),

una desigualdad más débil que (4.18).

Escribamos αn =
a1 + a2 + · · ·+ an

n
, entonces
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αpn −
p

p− 1
αp−1n an

= αpn −
p

p− 1
{nαn − (n− 1)αn−1}αp−1n

= αpn

(
1− np

p− 1

)
+

(n− 1)p

p− 1
αp−1n αn−1

≤ αpn

(
1− np

p− 1

)
+

(n− 1)

p− 1
{(p− 1)αpn + αpn−1}

=
1

p− 1
{(n− 1)αpn−1 − nαpn}. (4.19)

La desigualdad en (4.19) se sigue del hecho de que la
función exponencial es convexa, es decir, eax+by ≤ aex +
bey para cualesquiera x, y ∈ R y a, b > 0 con a + b = 1,
escribiendo a = p−1

p
, b = 1

p
, x = ln(αpn) y y = ln(αpn−1).

Concluimos que
N∑
n=1

αpn −
p
p−1

N∑
n=1

αp−1n an ≤ −
NαpN
p−1 ≤

0; y, por tanto, de la desigualdad de Hölder (en RN),

N∑
n=1

αpn ≤
p

p− 1

N∑
n=1

αp−1n an

≤ p

p− 1

(
N∑
n=1

apn

)1/p( N∑
n=1

αpn

)1/q

. (4.20)

Dividiendo por el último factor en la derecha, y ele-
vando el resultado a la n-ésima potencia, obtenemos
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N∑
n=1

αpn ≤
(

p

p− 1

)p N∑
n=1

apn. (4.21)

Haciendo N tender a infinito obtenemos (4.18), ex-

cepto que tenemos ≤ en lugar de <. Notamos que
∞∑
n=1

αpn

es finita, y regresando a (4.20), y reemplazando N por
∞, obtenemos que

∞∑
n=1

αpn ≤
p

p− 1

∞∑
n=1

αp−1n an

≤ p

p− 1

(
∞∑
n=1

apn

)1/p( ∞∑
n=1

αpn

)1/q

. (4.22)

La segunda desigualdad es estricta a menos que αpn y
apn sean proporcionales, es decir, a menos que an = kαn,
donde k no depende de n. Si este es el caso entonces
(como a1 = α1 > 0) k debe ser 1, y por tanto a1 +
a2 + · · · + an = nan para toda n. Esto solo es posible
si todas las a son iguales, y esto es inconsistente con la

convergencia de
∞∑
n=1

apn. Entonces

∞∑
n=1

αpn <
p

p− 1

(
∞∑
n=1

apn

)1/p( ∞∑
n=1

αpn

)1/q

(4.23)

y (4.18) se sigue de (4.23) como (4.21) se siguió de
(4.20). �
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Teorema 4.25 C ∈ B(`p) para 1 < p <∞.

Demostración: Tomemos x = (xn) ∈ `p con 1 < p <
∞. De la desigualdad de Hardy, tenemos que

‖Cx‖p =

(
∞∑
k=1

∣∣∣∣∣1k
k∑
j=1

xj

∣∣∣∣∣
p)1/p

≤

(
∞∑
k=1

(
1

k

k∑
j=1

|xj|

)p)1/p

<

((
p

p− 1

)p ∞∑
k=1

|xj|p
)1/p

=

(
p

p− 1

)( ∞∑
k=1

|xj|p
)1/p

=
p

p− 1
‖x‖p.

(4.24)

La desigualdad (4.24) prueba que C : `p → `p y que

‖C‖ ≤ p

p− 1
.

Es importante observar que para p = 1, C no es un
operador de `1 en `1. Pues al tomar x = (1, 0, 0, . . .) ∈ `1,
tenemos que Cx = (1, 1

2
, 1
3
, . . .) /∈ `1.

Al igual que en los dos casos anterior, el Operador de
Cesàro definido en `p para 1 < p < ∞ no tiene valores
propios

Teorema 4.26 C ∈ B(`p), con 1 < p < ∞ no tiene
valores propios

Demostración: Como `p ⊆ `p para toda p, el resulta-
do es una consecuencia del Teorema 4.6. �
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Para el caso del operador de Cesàro definido en `2,
encontramos que σ(C) = {λ ∈ C : |λ− 1| ≤ 1}. Fue de
gran importancia para el argumento que ‖C − I‖2 = 1,
sin embargo la desigualdad análoga ‖C − q

2
I‖p ≤ q

2
no

se cumple en general cuando 1
p

+ 1
q

= 1.

Lo que śı se sigue cumpliendo es que {λ ∈ C :
|λ − q

2
| < q

2
} pertenece al espectro puntal del operador

adjunto C∗ : `q → `q. Con el propósito de demostrarlo,
probaremos el siguiente resultado que se encuentra en
[5], el cual es una ligera modificación del Lema 4.13.

Lema 4.27 Sea β un número complejo tal que Re(βq) >
1 y sea q el conjugado de p. Entonces

∞∑
n=1

(
n∏
k=1

∣∣∣∣1− β

k

∣∣∣∣q
)
<∞.

Demostración: Para cada k,∣∣∣∣1− β

k

∣∣∣∣q = exp

(
q

2
ln

(
1− 2

k
Re(β) +

|β|2

k2

))
≤ exp

(
q

2

(
−2

k
Re(β) +

|β|2

k2

))
.

Multiplicando esta desigualdad para k = 1, 2, · · · , n,
tenemos
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n∏
k=1

∣∣∣∣1− β

k

∣∣∣∣q ≤ exp

(
−Re(qβ)

n∑
k=1

1

k
+
q|β|2

2

n∑
k=1

1

k2

)

< exp

(
−Re(qβ) lnn+

q|β|2

2

∞∑
k=1

1

k2

)
= cn−Re(qβ)

donde c = exp

(
q|β|2π2

12

)
. Como

∞∑
n=1

n−s es convergente

para s > 1, la prueba está completa. �

Teorema 4.28 {λ ∈ C : |λ − q
2
| < q

2
} pertenece al

espectro puntual de C∗ ∈ `q.

Demostración: En la demostración del Teorema 4.11
se vio que si C∗x = λx,

xn =
n−1∏
j=1

(
1− 1

jλ

)
x1.

Como |λ − q
2
| < q

2
si y solo si Re( 1

λ
) > 1

q
, del Lema

4.27 concluimos que si |λ− q
2
| < q

2
y C∗x = λx, entonces

x ∈ `q. �

Nuestro objetivo, ahora, es probar que

σ(C) =
{
λ ∈ C :

∣∣∣λ− q

2

∣∣∣ ≤ q

2

}
. (4.25)

En vista del Teorema 4.28, solo resta verificar que
σ(C) ⊆ {λ ∈ C : |λ − q

2
| ≤ q

2
}, es decir que (C − λI)−1
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es acotado cuando |λ− q
2
| > q

2
. La idea es dominar a la

matriz

Eλ := −λ2[(C − λI)−1 −Dλ] (4.26)

por una matriz más manejable Gλ, donde Dλ es la parte
diagonal de (C−λI)−1. Como se verifica fácilmente que
Dλ es acotado en `p, que (C−λI)−1 sea acotado en `p es
equivalente a que Eλ lo sea. El problema se ha reducido,
por tanto, a demostrar que la matriz Gλ es acotada en
`p.

El hecho de que Gλ es acotada en `p será una con-
secuencia del siguiente Teorema cuya demostración se
encuentra en [1].

Teorema 4.29 Sean 1 < p ≤ q < ∞, a y b sucesiones
de números no negativos, p∗ el conjugado de p y sea
A = (ank)

∞
n,k=1 la matriz dada por

ank =

{
anbk si 1 ≤ k ≤ n,

0 si k > n.
(4.27)

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) A ∈ B(`p, `q);
(ii) existe K1 tal que, para m = 1, 2, ...,

m∑
n=1

(
an

n∑
k=1

bp
∗

k

)q

≤ K1

(
m∑
k=1

bp
∗

k

)q/p

.

Empecemos dando la definición expĺıcita de los ope-
radores Eλ y Dλ y demostrando que Dλ es acotado.

130



4.3. EL OPERADOR DE CESÀRO EN `P ,
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Lema 4.30 La matriz Dλ dada por (4.26) es acotada
en `p para p > 1.

Demostración: Para a = (an)∞n=1 definamos |a| =
(|an|)∞n=1, y sea σ = {0} ∪ {1/r}∞r=1. Recordando las
fórmulas (4.11) y (4.12) para (C − λI)−1 : CN → CN

cuando λ /∈ σ, se tiene que

(C − λI)−1 = Dλ −
1

λ2
Eλ, (4.28)

por la igualdad (4.26), donde el operador diagonal Dλ =

(dnm)∞n,m=1 está dado por dnn =
1

1
n
− λ

y dnm = 0 si

n 6= m. El operador Eλ = (enm)∞n,m=1 es, por tanto, la
matriz triangular inferior dada por e1m = 0, para toda
m ∈ N, con

enm =


1

n
n∏

k=m

(1− 1
kλ

)
si 1 ≤ m < n,

0 si m ≥ n,

(4.29)

para toda n ≥ 2.
Fijemos λ /∈ σ. Entonces d(λ) = dist(λ, σ) > 0 y

|dnn| ≤ 1
d(λ)

para toda n ≥ 1. Por tanto, si a ∈ CN,

entonces |Dλ(a)| ≤ 1
d(λ)
|a|. Se sigue que Dλ es acotado

en `p para toda p > 1 y ‖Dλ‖p ≤ 1
d(λ)

. �

Para λ /∈ σ es, por tanto, claro que (C − λI)−1 es
acotado en `p si y solo si Eλ lo es por (4.28). De esta
manera podemos restringir nuestra atención a Eλ.
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Lema 4.31 La matriz Eλ definida en (4.29) satisface
|Eλ(a)| ≤ β(λ)Gλ(|a|), para alguna constante positiva
β(λ), donde a ∈ CN y Gλ : CN → CN está definido por

(Gλ(b))n :=
1

n1−α

n∑
k=1

bk
kα
, n ≥ 1, (4.30)

con α = Re
(
1
λ

)
< 1.

Demostración: Para λ 6= 0, tenemos que

α < 1 si y solo si

∣∣∣∣λ− 1

2

∣∣∣∣ > 1

2
. (4.31)

Observamos que si λ satisface la condición (4.31),
entonces necesariamente λ /∈ σ. De acuerdo con el Le-
ma (4.13) para cada λ que satisfaga la condición (4.31),
existen constantes positivas A,B (que dependen de λ)
tales que

A

nα
≤

n∏
k=1

∣∣∣∣1− 1

kλ

∣∣∣∣ ≤ B

nα
, n ≥ 1. (4.32)

Se sigue de (4.29) y (4.32) que

|en1| =
1

n
n∏
k=1

∣∣1− 1
kλ

∣∣ ≤ 1/A

n1−α , n ≥ 2. (4.33)

Como ĺım
n→∞

nα

(n+1)α
= 1 obtenemos de (4.32), con un

cambio de constantes, que
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A′

(n+ 1)α
≤

n∏
k=1

∣∣∣∣1− 1

kλ

∣∣∣∣ ≤ B′

(n+ 1)α
, n ≥ ,1 (4.34)

Para n ≥ 3 se sigue de (4.29), (4.32) y (4.34) que

|enm| =
1

n
·

m−1∏
k=1

∣∣1− 1
kλ

∣∣
n∏
k=1

∣∣1− 1
kλ

∣∣ ≤ B′/A

n1−αmα
, 2 ≤ m < n.

(4.35)
Podemos combinar (4.33) y (4.35) para encontrar

que

|enm| ≤
β(λ)

n1−αmα
, 1 ≤ m ≤ n, 1 ≤ n, (4.36)

para alguna constante β(λ) > 0. Aśı, para λ que satis-
face la condición (4.31) y para cada a = (an) ∈ CN, las
entradas de Eλ satisfacen

|(Eλ(a))n| ≤
β(λ)

n1−α

n∑
k=1

|ak|
kα

, n ≥ 1.

Se sigue, por tanto, que

|Eλ(a)| ≤ β(λ)Gλ(|a|), a ∈ CN α = Re

(
1

λ

)
< 1,

donde Gλ : CN → CN es el operador lineal definido para
cada b = (bn)∞n=1 ∈ CN por la ecuación (4.30). �
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Por lo que, si Re
(
1
λ

)
< 1, entonces (4.3) implica que

Eλ : `p → `p es acotado siGλ es acotado. El hecho de que
Gλ sea acotado lo podemos asegurar por el Teorema 4.29
y el siguiente resultado, cuya demostración está basada
en el Teorema 1 de [9].

Proposición 4.32 Sean p > 1 y α ∈ R que satisfacen
(1 − α)p > 1. Si λ ∈ C con Re

(
1
λ

)
= α, entonces Gλ

definido en (4.30) es acotado en `p.

Demostración: La matriz Gλ es triangular inferior
con entradas ank = anbk, donde an = nα−1 y bk = k−α,
para 1 ≤ k ≤ n. Por el Teorema 4.29, Gλ es acotado
en `p si existe una constante positiva K tal que, para
m ∈ N,

m∑
n=1

(
1

n1−α

n∑
k=1

1

kαp/(p−1)

)p

≤ K
m∑
k=1

1

kαp/(p−1)
. (4.37)

En efecto, escribamos c = (1− α)p > 1,

sn =
n∑
k=1

1

kαp/(p−1)
=

n∑
k=1

ck,

y sea q =
p

p− 1
el conjugado de p. Observemos, primero,

que si definimos ϕn como 1
nc

+ 1
(n+1)c

+ · · · , entonces

ϕn ≤
∞∫

n−1

1

tc
dt =

(
1

c− 1

)
1

(n− 1)c−1
≤
(

2c−1

c− 1

)
1

nc−1

(4.38)
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para n ≥ 1.
Además, si s0 = 0 entonces

m∑
n=1

(ϕn − ϕn+1)s
p
n =

m∑
n=1

ϕns
p
n −

m∑
n=1

ϕn+1s
p
n

=
m∑
n=1

ϕns
p
n −

m+1∑
n=2

ϕns
p
n−1

=
m∑
n=1

ϕns
p
n −

m+1∑
n=1

ϕns
p
n−1

=
m∑
n=1

ϕn(spn − s
p
n−1)− ϕm+1s

p
m

≤
m∑
n=1

ϕn(spn − s
p
n−1). (4.39)

Finalmente, como p > 1, la primera derivada de
f(x) = xp es creciente para x > 0. Por lo que por el
teorema valor medio tenemos que

spn − s
p
n−1 ≤ pcns

p−1
n . (4.40)

De las desigualdades (4.38), (4.39), (4.40) y la de-
sigualdad de Hölder concluimos que
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m∑
n=1

n−cspn =
m∑
n=1

(ϕn − ϕn+1)s
p
n ≤

m∑
n=1

ϕn(spn − s
p
n−1)

≤ 2c−1p

c− 1

m∑
n=1

n1−csp−1n cn

=
2c−1p

c− 1

m∑
n=1

(n
c(1−p)
p sp−1n )(n

p−c
p cn)

≤ 2c−1p

c− 1

(
m∑
n=1

n−cspn

)(p−1)/p( m∑
n=1

np−ccpn

)1/p

.

Por tanto,

(
m∑
n=1

n−cspn

)1/p

≤
(

2c−1p

c− 1
+ 1

)( m∑
n=1

np−ccpn

)1/p

.

De donde se concluye (4.37) con K =
(

2c−1p
c−1

)p
. �

Finalmente, a partir de la Proposición 4.32, podemos
demostrar que se cumple (4.25).

Teorema 4.33 El espectro del operador C ∈ B(`p), 1 <
p <∞ es el conjunto σ(C) = {λ ∈ C : |λ− q

2
| ≤ q

2
}.

Demostración: Sea p > 1 y escojamos λ ∈ C tal que
|λ− q

2
| > q

2
. Escribiendo λ = a+ ib con a, b ∈ R, se sigue

que a2 + b2 > aq o, equivalentemente, que α = Re
(
1
λ

)
=

a
a2+b2

< 1
q

= 1− 1
p
. En particular se cumple que Re

(
1
λ

)
<
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1 < P <∞.

1. Reordenando α < 1− 1
p

obtenemos (1−α)p > 1 y de
la Proposición 4.32 se sigue que Gλ : `p → `p es acotado.
Lo anterior implica que (C − λI)−1 es acotado en `p. �
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