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Capitulo 1

Introduccion.

El estudio de la convergencia y divergencia de series
siempre ha sido de interés para el Analisis Matemaético.
En particular un problema que empezd a cobrar impor-
tancia hacia 1880 fue el de asignar una “suma”a una
serie divergente. Una manera de hacer esto fue la pro-
puesta por Ernesto Cesaro, profesor de la Universidad
de Népoles, en 1890 en [4]. Se considera una sucesién
{a,}22, v se define la sumabilidad de Cesaro de la si-

o0
guiente manera: y . a, es Cesaro sumable, con suma

n=1
AeR, si lim + 3 ap+ay+ - +a, = A Es facil

ver que cualquier serie convergente es Cesaro sumable,
pero también existen series divergentes que son Cesaro
sumables. Un ejemplo de esto es la sucesion (a,)2; con
a, = (—=1)"*h

Por otro lado, otro tema que ha sido de gran interés
para el Analisis Matematico es la teoria de operadores



que tuvo un gran auge a principios del siglo XX. En
particular, el siguiente trabajo, se centra en la teoria
espectral de operadores.

La redaccién de la tesis se ha estructurado en tres
partes que resumimos a continuacion.

En la primer parte (capitulo 2) se presentan los re-
sultados esenciales referentes al espectro de un operador.

Es donde damos conceptos como conjunto y opera-
dor resolvente. Hacemos una divisién del espectro en
espectro puntual, residual y continuo, y aclaramos en
qué consiste cada uno. Los resultados més relevantes de
esta primera parte, corresponden a los teoremas 2.48,
2.53 y 2.56. Dichos teoremas nos aseguran que el espec-
tro es compacto y no vacio, lo cual usaremos en repeti-
das ocasiones a lo largo de la tesis. Sin embargo, contie-
ne resultados que no estan vinculados directamente con
nuestro objetivo, tales como los incluidos en la secciones
2.7 y 2.8, pero que resultan importantes para la teoria
espectral.

Hemos escogido un operador en particular, llamado
el Operador de Cesaro C, el cual transforma una suce-
sién de nimeros complejos x = (x,)°2; en su sucesién
de promedios; por definicion

1 n
(Cx), = - Z T
k=1

Preguntas como ; Es cierto que si x € ¢y, entonces Cx €
co? Si es cierto, jel operador lineal C' es acotado? Si C
es acotado, ;, cudl es su espectro?, surgen naturalmente.
Esto nos lleva a la segunda parte de la tesis (capitulo 3),
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en la cual definimos los espacios de sucesiones ¢, co y £, y
demostramos algunas de sus propiedades. Posteriormen-
te, en la seccion 3.1 representaremos a un operador por
medio de un matriz infinita y desarrollamos las condi-
ciones para que una matriz defina operadores acotados
en co, V1 v loo.

Finalmente, la parte central de la tesis se encuentra
en la tercera parte (capitulo 4).

Con ayuda de los resultados del capitulo 3, demostra-
mos que C' € B(c) y que o(C) ={A e C: |A—3| < 3}
Un resultado crucial para el argumento es la prueba de
Raabe (lema 4.10) y el lema 4.13. Para el caso donde el
operador de Cesaro estd definido en ¢, con 1 < p < oo,
los resultados del capitulo 3 no nos ayudan, lo cual nos
lleva a buscar un método diferente.

Tratamos por separado el caso p = 2 pues /5, es un
espacio de Hilbert y los resultados referentes a dichos
espacios son de gran utilidad. Hacemos uso de la prueba
de Schur para demostrar que C es acotado en /5 y la
clave para determinar el espectro de C' es la identidad
(I-C)(I-C*) = I—D, donde D es diagonal. Deducimos
que ||C —I|| = 1 y concluimos que o(C) = {\ € C :
IA—1] <1}

Para el caso general donde p # 2, nos resulta impo-
sible seguir la linea que seguimos para f5 y ¢g, pues los
resultados ya estudiados no son de utilidad para argu-
mentar que C' € B({,) cuando p # 2. Resulta facilmente
de la desigualdad de Hardy, 4.18, que C' € B({,) y que

p

IC]| < 5. Con el propésito de demostrar que cada

punto de {\ : |A — Z| < Z} es un valor propio de C*

11



donde ¢ es el conjugado de p hacemos una ligera mo-
dificacion al lema 4.13. La parte més complicada es la
contencién o(C) € {A : |A = Z| < I} para establecer
o(C) ={X:|Ax=£%| < 1}. Una prueba es dada en [12] y
depende de una igualdad en [8]. Estd basada en estimar
la serie de Neumann del operador resolvente (C'— \I)™!
para cada |A| > ||C]|,. Una prueba alterna usando técni-
cas del algebra de Banach se da en [13]. Una prueba més
se presenta en [16] usando los métodos de matrices de
Hausdorff generalizadas y depende de que dichos opera-
dores son acotados en £,. Sin embargo, nosotros damos
un método més directo basado en [5].

12



Capitulo 2

Preliminares.

A lo largo del siguiente trabajo X denotard un espa-
cio vectorial normado no trivial. El campo de escalares
puede ser real o complejo, a menos que se especifique
de otro modo. Dado un operador lineal T' con dominio
y rango en X, consideraremos operadores de la forma
Al — T, donde A es un escalar y I es el operador identi-
dad en X. Por comodidad, escribiremos A\ — T o T) en
lugar de \I — T

2.1. Espacios normados y de Ba-
nach

En este capitulo X y Y denotaran espacios vecto-
riales sobre el campo K de los nimeros reales o de los

nimeros complejos. Todos los resultados de esta seccién,
se pueden encontrar en [14].

13



2.1. ESPACIOS NORMADOS Y DE BANACH

Definicién 2.1 Sea X un espacio vectorial. Una nor-
ma en X es una funcion ||-|| : X — R con las siguientes
propiedades:

Para cualesquiera x,y € X y cualquier escalar A, se tie-
ne

(1) ||zl =2 0; [lzl =0 2z=0

(2) Izl = [Al]2]

(3) [z +yll < ll=) + [lyl

A la pareja (X, || - ||) se le llama espacio normado.

Asociada a toda norma tenemos una métrica o
distancia, d(-,-) : X x X — R dada por d(z,y) =
|z —yl|.

Definicién 2.2 Un espacio normado es llamado un es-
pacto de Banach si es completo con respecto a la
métrica inducida por la norma.

Teorema 2.3 Un espacio normado X es de Banach si
y solo st toda serie absolutamente convergente en X es
convergente.

Definicién 2.4 Sea X un espacio vectorial. Un fun-
ctonal lineal es una funcion f : X — K que satisface

(1) f(x +y) = f(z) + f(y) Vz,y € X.
(2) f(Ax) = A\f(zx) Vo e X, e K.

Teorema 2.5 Sean X, Y espacios normadosyT : X —
Y un operador lineal. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(1) T es continuo.

14



2.1. ESPACIOS NORMADOS Y DE BANACH

(2) T es continuo en 0.

(3) T es uniformemente continuo.

(4) T es acotado, es decir, AM > 0 tal que |Tz| <
Mlz||, Yz € X.

Si X y Y son espacios normados, B(X,Y) deno-
tard al espacio de los operadores lineales y acotados de
X en Y; B(X, X) se denotard como B(X). El espacio
B(X,Y) es, por si mismo, un espacio vectorial con las
definiciones usuales de suma y multiplicacion escalar de
funciones. Mds ain, asigndndole a cada T' € B(X,Y)
el nimero ||T|| := sup{||T(z)]| : = € X, |z| < 1}, el
espacio B(X,Y’) se vuelve un espacio normado.

Teorema 2.6 La funcion ||-|| : B(X,Y) — R dada por
T = sup{||Tz| : ||z|| < 1} es una norma en B(X,Y).
Ademds, con esta norma, B(X,Y') es un espacio de Ba-
nach st y solo si Y es de Banach.

Proposicion 2.7 Sean X, Y espacios vectoriales y'T' €
B(X,Y). Entonces

[T
]

Proposicion 2.8 Bajo las hipotesis del Teorema 2.5,
st1Y = R oY = C entonces las cuatro condiciones
son equivalentes a que N(T) = {x € X : Tx = 0} es
cerrado.

IT)l = sup |Ta] = sup |Tz] = sup
flzll<1 llz||=1 z#£0

A continuacién enunciaremos el Teorema de Hahn-
Banach y algunos de sus corolarios, los cuales nos seran
utiles a lo largo del trabajo.

15



2.1. ESPACIOS NORMADOS Y DE BANACH

Teorema 2.9 (Hahn-Banach) Sea X un espacio vec-
torial y p: X — R una funcion que satisface:
(1) p(Az) = Ap(z) Vo e X y VA >0,

(2) p(z +y) <p(x) +ply) V,y € X.
Sea M un subespacio de X y f : M — R una funcion
lineal tal que

f(z) < p(x) Yx e M.

Bajo estas condiciones, existe un funcional lineal z* €
X* definido en todo X que extiende a f, es decir, tal
que f=x* en M y x*(x) < p(x) para toda x € X.

En los siguientes corolarios X denotard un espacio
vectorial normado.

Corolario 2.10 Para toda xq € X existe un funcional
fo € X* tal que

[foll =1y fo(xo) = [|xo]-

Corolario 2.11 Para toda x € X tenemos

[z]| = sup [f(z)]
fex+
i<
Corolario 2.12 Sea M un subespacio de X y x1 € X
tal que d(x1, M) = inf{||xy —m| : m € M} > 0. Enton-
ces existe F € X* tal que F(x) = 0 para toda © € M,
F(z1) =d(z, M) y | F|| = 1.

Finalmente, enunciaremos el teorema de Banach-Steinhaus,
el cual usaremos en la seccién 3.1.

16



2.2. ESPACIOS DUALES Y OPERADORES
ADJUNTOS.

Teorema 2.13 Sea I' una familia de operadores linea-
les acotados de un espacio de Banach X en un espacio
normado Y. Si sup{||Tx| : T € '} es finito para cada
x, entonces sup{||T|| : T € I'} es finito.

2.2. Espacios duales y operado-
res adjuntos.

En el caso especial de que Y sea el campo de es-
calares, al espacio B(X,Y) lo denotaremos como X* y
nos referiremos a él como el espacio dual de X. A los
elementos de X* se les llamara funcionales lineales. Da-
do que el campo escalar es completo, la norma definida
anteriormente, hace de X* un espacio de Banach. Al es-
pacio dual X** de X* se le llama el segundo dual de
X, el cual es, nuevamente, un espacio de Banach. A la
funcién J : X — X** dada por J(z)f = f(x) Vo € X
y Vf € X* se le conoce como la inmersion natural de
X en X* y es facil demostrar que J es una isometria
inyectiva. En el caso en el que J es, ademas, suprayecti-
va el espacio de Banach X se dice reflexivo. Es posible
demostrar que un espacio de Banach X es reflexivo si y
solo si su dual X™* es reflexivo.

Un espacio métrico X que no es completo puede ex-
tenderse para formar un espacio de Banach X en el cual
X es denso. El espacio X, llamado la complecién de X,
es esencialmente Unico, en el sentido de que cualquier
otro espacio de Banach que contiene a X como subes-
pacio denso debe ser isométricamente isomorfo a X.

17



2.2. ESPACIOS DUALES Y OPERADORES
ADJUNTOS.

Una manera de construir X es obtener primero la
complecion de X como espacio métrico. Con esto es po-
sible extender de X a X las definiciones de suma vecto-
rial, multiplicacion escalar y la norma de un vector de
modo que X se vuelve un espacio de Banach.

Otra manera de construir X es usando la inmer-
sion natural J de X en X**. Dado que X*™* es com-

pleto, entonces J(X) es, por si mismo, un espacio de

Banach. Para formar X, le anadimos a X los elementos
de J(X) \ J(X); ahora le damos a X la estructura de

espacio vectorial y la norma de J(X). Dado que J es
una isometria inyectiva, X y J(X) son isométricamente
isomorfos, de donde X es denso en X.

A cadaT € B(X,Y) le asociaremos un operador que
llamaremos su adjunto. Este serd un operador T™ €
B(Y*, X*). Veamos el siguiente Teorema que define al
operador adjunto de forma tunica. Estos resultados se

pueden encontrar en [18].

Teorema 2.14 Supongamos que X y Y son espacios
normados. A cada T € B(X,Y) le corresponde un tinico
T* € B(Y*, X*) que satisface

y'Te=TYy"x (2.1)
para toda x € X y toda y* € Y*. Mas aun, T satisface
177 = {17 (2.2)

Demostracion: Si y* € Y* y T € B(X,Y), definamos
T*y* = y*oT. Siendo la composicién de dos operadores

18



2.2. ESPACIOS DUALES Y OPERADORES
ADJUNTOS.

lineales y continuos, 7*y* € X* y claramente se cumple
(2.1). El hecho de que (2.1) se cumple para toda x € X,
determina T*y* de manera unica.

Siy; € Y*yys € Y*, entonces

T (Y1 +yz)r = (y7 +yo)Tx
= (y))Tr + (y3)T
=Ty + T ypw
= (T*y; + T ys)x

para cada x € X, as{ que T*(y} + v3) = Ty} + T*ys.
Andlogamente T*(ay*) = oT*y*. Por lo que T* : Y* —
X* es lineal. Finalmente,

1Tyl = [ly* Tl < [ly*[[[IT}l=[],

de donde | T*yl| < |T|ll3*]l 3, por tanto, || < |||
Del Corolario 2.11 se sigue que |ly|| = sup ||y*(y)| v
y*GY*

ly*ii<1
como también tenemos que ||y*Tz| < ||T*|v*|lz|,
concluimos que ||[Tz|| < ||7%||||z||.- Lo que concluye el
teorema. [

Cuando T': D(T) € X — Y es densa mente defini-
do, es decir W = X, su operador adjunto se define
de igual manera con la diferencia de que D(T*) = {y* €
Y*:y*oT es continua en D(T)}.

En los teoremas siguientes R(7T') denotard al rango
de T'.

Definicién 2.15 Sea X un espacio de Banach, M un
subespacio de X y N un subespacio de X*. Definimos el

19



2.2. ESPACIOS DUALES Y OPERADORES
ADJUNTOS.

anulador M+ de M como:
M*+={feX*: f(x)=0Vrec M}

y el preanulador *N de N como:
IN={reX:flz)=0VYfec N}.

Teorema 2.16 Sean X, Y espacios vectoriales norma-
dos, M wun subespacio de X yT : D(T) C X — Y
un funcional lineal acotado densamente definido. Bajo
estas hipotesis,

()t (M*) = M, (b)N(T") = R(T)*, (¢)"N(T") = R(T).

Demostracion: Si x € M, entonces f(z) = 0 para toda
f € Mt asi que x €+ (M*). Como +(M*) es cerrado
(pues si 7, — z y 2, €F (M?1), entonces f(zx) — f(2)
para toda f € ML, pero f(z;) = 0 para toda k. Se sigue
que f(x) =0)y M Ct (M%) se sigue que debe contener
a M. Sixz ¢ M, del Corolario 2.12, encontramos una
f € X* con flyr = 0 pero f(x) # 0. En consecuencia
x ¢ (ML), v (a) esté probado.
Ahora,

feENT)Y T (f) =0T f(x)=0Vz e D(T)
& f(Tz)=0Vz € D(T) & f € R(T)*,

con lo cual se prueba (b). Finalmente, de (b) y (a) se
sigue (c¢). O

Teorema 2.17 Con las hipotesis del Teorema 2.16, se
tiene

20



2.2. ESPACIOS DUALES Y OPERADORES
ADJUNTOS.

(1) R(T) =Y <= (T*) 'eaiste.

(2) R(T*) = X* <= T 'existe y es continua.
Demostracion: Del Teorema 2.16 se sigue que R(T) =
Y &L N(T*) =Y & N(T*) = 0 & (T*)7! existe, lo
que prueba (1).

Ahora, observemos que si existe m > 0 tal que

ml|z|| < || Tz

para toda z € D(T), entonces T—! existe y es conti-
nuo. Pues T serfa inyectivo (por lo que existe T71) ,
ademés, ||[T~!| < 1/m. Por lo que si T no tiene inverso
continuo, entonces podemos encontrar una sucesion u,
en D(T) tal que u, # 0y ||Tu,||/||us]| = 0. En conse-
cuencia, T'(u,/||u,|) — 0, por lo que podemos asumir

que ||u,|| = 1. Definiendo una sucesién z,, como
U _
U G Tu, £ 0
2 = [ Tua|['? ! (2.3)
Ny, siTu, =0

vemos que |x,|| — ooy Tz, — 0. Supongamos que
R(T*) = X* pero T no tiene inverso continuo. Esco-
giendo la sucesién z, en (2.3), tenemos que T*y*x, =
y*Tz, — 0 para cada y* € Y*. Como R(T*) = X*, esto
implica que z*(x,) — 0 para toda x* € X*. Pero, en-
tonces, el principio de acotacion uniforme implica que
la sucesién de normas ||z,|| es acotada, lo cual es una
contradiccion.

21



2.2. ESPACIOS DUALES Y OPERADORES
ADJUNTOS.

Ahora supongamos que T tiene inverso continuo. Si
r* € X* es fijo, entonces y — x*(T'y) es un funcio-
nal lineal y continuo en R(T"). Por el teorema de Hahn-
Banach, dicho funcional puede extenderse a todo Y. Es-
to es, existe y* € Y* tal que y*(y) = *(T~'y) para todo
y € R(T), lo que implica que y*(Tx) = z*(x) para todo
x € D(T). Por lo tanto, y* € D(T*) y T*(y*) = z*. De
donde se concluye que R(7T*) = X*, lo cual termina la
demostracién de (2).0

En general, para subconjuntos de un espacio norma-
do, tenemos la siguiente definicion.

Definicién 2.18 Sea X un espacio normado, K un sub-
conjunto de X y L un subconjunto de X*. Definimos la
polar K° de K como:

K'={feX*:|f(x)]<1Vre K}
y la prepolar °L de L como:
L={rveX:|f(x)|<1VfeL}

Es facil ver que para subespacios de un espacio de
Banach, las definiciones 2.18 coinciden con las de anula-
dor y preanulador como lo muestra el siguiente teorema.

Teorema 2.19 Sea X un espacio de Banach. Si M y
N son subespacios de X y X* respectivamente, entonces
M+ =M°y+N="N.

Demostracion: Es claro que M+ C M° y +N CY N.
Ademds, si f € M, entonces para toda A tenemos que

22



2.2. ESPACIOS DUALES Y OPERADORES
ADJUNTOS.

|f(Az)| < 1 (pues Az € M), por lo que |A|f(z)] <1
para toda A. Concluimos que f(z) = 0 para toda z, es
decir, f € M+*. Andlogamente, dado que \f € N se
sigue que si z €° N, entonces x €+ N. O

Para terminar esta seccidn, presentaremos el concep-
to de proyeccion.

Definicién 2.20 Sean X wun espacio vectorial y P :
X — X. P es llamado proyeccién (de X ) si P2 = P,

Se sigue facilmente de la definicién que si P es una
proyeccion en X, entonces [ — P también es una proyec-
cién en X.

A lo largo de la tesis, & denotard la suma directa
entre espacios.

Teorema 2.21 Sea X un espacio vectorial. St P : X —
X es una proyeccion, entonces se cumple:

(1) R(P)={x € X : x = Px}

(2) N(P)=R(I - P)

(3) N(I — P) = R(P)

(4) X = R(P)® N(P).

Demostracion Si x € R(P), entonces z = Py para algu-
na y € X. De donde Px = P%y = Py = x, por lo que
R(P) C {z € X : © = Px}. Inversamente, si © = Px
entonces x € R(P), lo que prueba (1). Para probar (2)
observamos que como [ — P también es proyeccion, en-
tonces, por (1) tenemos que

reRI-P)eoar=(I-Prsr=x—Px
& Pr=0& 2 € N(P).
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Habiendo probado (2), concluimos que N(I — P) =
R(I — (I — P)) = R(P) lo cual prueba (3). Finalmente,
es claro que X = R(P)+ N(P) pues toda z € X se pue-
de escribir como x = Px + (x — Px) € R(P)+ N(P) y
si X € R(P)NN(P), por (1) tenemos que z = Pz = 0,
lo que concluye la demostracion. []

El reciproco de la propiedad (4) también es cierto
como lo demuestra el siguiente Teorema.

Teorema 2.22 Sean X un espacio vectorial y My, My
subespacios de X tales que X = M; & M,. FEsta suma
directa define a una proyeccion en X llamada la proyec-
cion de X en My a lo largo de My

Demostracion: Toda x € X se puede escribir de manera
unica como x = x1+x conxy € My xo € Ms. Si defini-
mos P como Px = x; es claro que R(P) = M;, N(P) =
M,y P?=P. [

Concluimos la seccion con un teorema que nos sera util
al hablar del espectro de un operador compacto en la
seccién 2.8.

Teorema 2.23 Sea X un espacio vectorial normado y
M un subespacio de X de dimension finita. Entonces
existe una proyeccion continua de X en M.

Demostracion Sea {1, s, ..., T, } una base de M y sea
M; el espacio (n-1 dimensional) generado por

{1'1, ey L1y Ly enny I‘n}

24
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Entonces M; es cerrado por ser finito dimensional. Del
Corolario 2.12 existe zf € X* tal que zj(x;) = 1y

*

zf(z) = 0 para toda x € M. Fécilmente se ve que el

operador
Pz = Z x; (z)x;
i=1

es una proyeccion continua de X en M. [J

2.3. Espacios de Hilbert.

En esta seccion presentamos los resultados esenciales
referentes a espacios de Hilbert. La informacion esta ba-
sada en [17].

Definicién 2.24 Un espacio vectorial complejo H es
llamado un espactio con producto interior si existe
una funcion (, ) : Hx H — C tal que para cualesquiera
r,y€ HyaeC,

a)(z,y) = (y, ).

b) {x+y,2) = (z,2) + {y, 2).

cNaz,y) = alz,y).

d){x,x) > 0.

e){x,z) =0 siy sdlo si x =0.

Si (z,y) = 0, diremos que z es ortogonal a y, y usa-
remos la notaciéon x 1 y. Para E, F' C H, usaremos
E 1 F para decir que x 1 y paratodor € Fyye€ F.
Finalmente, E+ = {y € H : y L x,para todo x € H}.
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El siguiente Teorema muestra que todo espacio con
producto interior, induce un espacio normado definiendo

2]l =/ (z, z). (2.4)

Teorema 2.25 Six,y € H donde H es un espacio con
producto interior, entonces:

a)l{z, y) < [lz/lllyl-
(Desigualdad de Cauchy — Schwarz)

D)z +yll < llll + llyll-
(Desigualdad del tridngulo)
Iz +yll* + lz — ylI* = 2[l=|* + 2/ly*.
(Identidad del paralelogramo)
Dyl < [|Ax + y|| para todo X\ € C si y solo si x L y.

1 .
e)wy) = (lz + yl|> = [|l= — y||*) si H es real,

1 . . . .
(w.y) = 7 (le+ylP = llz —yI* +illz +iy|* = illz —iy|*)
st H es complejo.

(Identidad de polarizacion).

Demostracion: Para A € C se tiene que
0 <Az +yl? = Az +y, z+y)
= (Az, Az} + (Az,y) + (y, Az) + (¥, y)
= Mz, 2) + Mz, y) + My, =) + [yl
A

= [[AIZ12]® + 2Re(A(z, y)) + [ly]1*.
(2.5)
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2.3. ESPACIOS DE HILBERT.

Entonces (d) se cumple si (z,y) = 0. Si z = 0, (a)
y (c) son claramente ciertas. Si x # 0, tomando A =
—(z,y)/||lz]]?, (2.5) se vuelve

(2, y)]?
0 < [z +yl* = llylI* — TR (2.6)

lo cual prueba (a) y muestra que (d) es falsa cuando
(x,y) # 0. Para (b) observamos que de la desigualdad
de Cauchy-Schwarz,

=+ ylI* = ll=[* + 2Re(z, y) + [ly[|*
< Nl + 2l [yl + N1yl* = (2l + lyl)*.
(c) se sigue inmediatamente de la igualdad en (2.5). Fi-
nalmente, si H es real, entonces
lz+yl? = llz —yl* = (@ +y,2+y) — (z -y, 2 —y)
= (z,2) + (z,9) + (y,2) + (y,y) — (z,2)
+(z, ) + (y,2) — (y,9) = 2(2,y) + 2(y, 2)
Az, y).
Si H es complejo, entonces
o+ 1 = N — 9l -l + iyl — lle — P
=@ty r+y —(r—y,r—y+
i(z + iy, +iy) —i(r — iy, — 1y)
= 2(z,y) + 2(y, x) + i{x, x) + i{x,iy)
+i(iy, x) + i(iy, iy) — i(z, ) +i(z, iy)
+ iy, x) — i(iy, iy) = 2(z, y) + 2(y, ©)
+ 2(z,y) — 2{y, 2) = Kz, y),
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2.3. ESPACIOS DE HILBERT.

lo cual finaliza la prueba. [J

Definicién 2.26 H es llamado un espacio de Hil-
bert si es completo con respecto a la distancia inducida
por el producto interior en (2.4).

A continuacion veremos algunos teoremas bésicos re-
ferente a espacios de Hilbert.

Teorema 2.27 Todo subconjunto cerrado y convexo E C
H contiene un unico x de norma minima.

Demostracion: Sea d = inf{||z|| : © € E} y escoja-

mos z, € E tales que z,, — d. Como 5(%’” +x,) € E,

|z + 2]|> > 4d%. Si z,y se reemplazan por x, y T,
en la identidad del paralelogramo , el lado derecho tiene
a 4d?. Entonces la identidad del paralelogramo implica
que z,, es de Cauchy, por lo que converge a algin x € H
con ||z|| = d. Lo cual prueba la existencia.

Finalmente, si y € E'y ||y|| = d, la sucesién

($7 y? m? y? )

debe converger como acabamos de ver. De donde = = y.
O

Teorema 2.28 Sea H un espacio de Hilbert. Si M es
un subespacio cerrado de H, entonces

H=MoM™".
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2.3. ESPACIOS DE HILBERT.

Demostracion: Si E C H,lalinealidad de (z,y) como
funcién de  muestra que E+ es un subespacio de H, y
la desigualdad de Cauchy-Schwarz implica que E* es
cerrado.

Siz € Myax€ M, entonces (z,7) = 0; de donde
x = 0. Por lo que M N M+ = 0.

Si x € H, aplicando el Teorema 2.27 al conjunto
x — M concluimos que existe xy € M que minimiza
|x — z41]|. Haciendo zo = x — x; vemos que |[[z3]] <
|lz2 + y|| para toda y € M. Entonces x5 € M+ por el
inciso (d) del Teorema 2.25. Como = = x; + x2, hemos
probado que H = M + M+. O

Teorema 2.29 Sea H un espacio de Hilbert y M un
subespacio de H. Entones se tiene que

M= Mt

Demostracion: Si z € ML, entonces (y, r) = 0 para
toda y € M. Por lo que (y,z) = 0 para toda y € M, es

decir ML C M+*. Ahora tomemos z € M*. Siy € M,
entonces existe una sucesion (y,) € M que converge a y
y tenemos por la desigualdad de Cauchy-Schwarz que

<y7 JJ> = nh_{go<ynv $> =0,
es decir, x € MO

Teorema 2.30 (Fréchet-Riesz) Sea H un espacio de
Hilbert. Entonces a cada f € H* le corresponde un inico

y € H tal que [|f]| = llyll y
f(x) = (z,y) (2.7)
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para todo x € H.

Demostracion: Si f = 0 basta con tomar y = 0.
Si f # 0, entonces M = {z € H : f(x) = 0} es un
subespacio cerrado de H (pues f es continuo); de donde
H = M @ M+ por el Teorema 2.28. Como M # H,
existe un z # 0 en M+. Multiplicando z por un escalar
conveniente podemos asumir que f(z) = 1. Entonces
x— f(xr)z € M para x € H. Como z € M~ esto implica
que (z,z) = f(x)(z,2). Haciendo y = 2/||z||* obtenemos
(x,y) = f(x) para toda x € H. En particular para xy =
y/llyll, tenemos

L= 11 (o)l = [{zo, 9] = [lyll- (2.8)

Ademas de la desigualdad de Cauchy-Schwarz se si-
gue que

11T = sup (=, u)] < llyll, (2.9)
de donde ||f]| = |ly||. Finalmente, si f(z) = (x,y;) para
toda z, tomando x = y — y; obtenemos ||y — y;]|* = 0.
Por lo que y = y;. O

Consideremos un espacio de Hilbert H. SiT € B(H),
habiamos definido 7™ de tal manera que T* € B(H*).
Sin embargo, por el Teorema de Representacién de
Fréchet-Riesz, es posible identificar H* con H. De esta
manera, podemos decir que T* € B(H).
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Es decir, si T € B(H), para toda f € H* existe un
unico y € H tal que

f(Tz) = (Tz,y). (2.10)

Por otro lado T f € H*, entonces existe un tnico
z € H tal que

T*f(z) = (z, 2). (2.11)

Estas dos correspondencias dadas por el Teorema de
Fréchet-Riesz, nos permiten asociar 1™ f con z, de donde

(2, T"y) = (&, T°f) = (x, 2)
=T f(x) = f(Tx) = (Tx,y). (2.12)

La tnica diferencia es que en espacios de Hilbert, la
aplicacion T' — T sera, ahora, conjugado lineal en lugar
de lineal; es decir, se cumple que (T'+ S)* =T*+ S*y
(aT)* = @l para toda a € C. Lo anterior, forzard a
dar una versién del Teorema 2.50 especial para espacios
de Hilbert.

De hecho, la igualdad anterior define al operador ad-
junto de forma tnica como lo muestra el siguiente teo-
rema y el siguiente corolario.

Teorema 2.31 Si T € B(H) donde H es un espacio
de Hilbert complejo y si (Tx,x) = 0 para toda x € H,
entonces T' = 0.
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Demostracion: Como (T'(x +y),x +y) = 0, conclui-
mos que
(Tx,y)+ (Ty,z) =0 (x € H,y € H). (2.13)

Si reemplazamos y por iy en (2.13) el resultado es

—i(Tz,y) +1(Ty,z)y =0 (xe€ HyeH). (2.14)

Multiplicando (2.14) por i y suméndola a (2.13) ob-
tenemos

(Tz,y) =0 (re€ H,ye H). (2.15)

Tomando y = Tz en (2.15) concluimos que [|Tz||* =
0, de donde T'x = 0 para toda z € H. [

Corolario 2.32 Si:T,S € B(H) y
(Tx,z) = (Sx,x)

para todo = € H, entonces S = T.
Demostracion: Basta con aplicar el Teorema 2.31 a

T-S5.0
Teorema 2.33 SiT € B(H), entonces

1T T = 77| = 1T Tl = IT]*
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Demostracion: De la desigualdad de Cauchy-Schwarz
tenemos que

|IT2|* = (T2, Tx) = (2, T"Tx) < | 7T |||,

entonces

ITI* < 7T < | T IT) = 1717, (2.16)

pues ||T|| = ||T*||. Reemplazando T" por T* obtenemos
\TT*|| = ||TT*|| = ||T*||* = ||T||?, lo cual finaliza la
prueba. [

A continuacién discutiremos algunas propiedades de
los operadores autoadjuntos, normales y unitarios.

Definicién 2.34 Sea H un espacio de Hilbert. Un ope-
rador T € B(H) es llamado autoadjunto (o hermi-
tiano) si T* =T.

Observamos, entonces, que T es autoadjunto si y
solo si (Tx,y) = (x,Ty) para cualesquiera =,y € H.
Ademas, si S 'y T son dos operadores autoadjuntos que
conmutan, entonces ST' también es autoadjunto, pues

(STx,y) = (Tx,Sy) = (x, TSy) = (x, STy)

En particular, si T" es autoadjunto, también lo es T™
para n > 1. También notamos que si T' es autoadjunto,
entonces por el Teorema 2.33,

T2l = 77| = |7,
T = 1T T2 = 1721 = 17",
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etc. Entonces |72 = ||T]|2".

Como (z,Tx) = (Tx,x) = (x,Tx) para un operador
autoadjunto, entonces para 1T autoadjunto, (Tx,z) es
real para toda z € H. Esta propiedad nos permite definir
a los operadores positivos.

Definicién 2.35 Sea H un espacio de Hilbert. Un ope-
rador autoadjunto T es llamado positivo si (T'xz,x) > 0.

Notamos que para T" € B(H), el operador T*T es
autoadjunto y positivo, pues

(T*T)* = T*(T*)* = T*T,
(T*Tz,v) = (Tx,Tx) = ||Tz||* > 0.

Reemplazando T" por T™ vemos que 17T también es
un operador autoadjunto y positivo.

Teorema 2.36 Sea H un espacio de Hilbert complejo.
Entonces todo operador T' € B(H) tiene una represen-
tacion de la forma T = Ty + i1y, donde Ty y T son
autoadjuntos, y esta representacion es unica.

Demostracion: Escribamos

1 1

Entonces T7 y T son autoadjuntos y T' = T + ¢T5.
La unicidad se sigue de que si U; y U, son autoadjuntos
y Uy +1tU; = 0, entonces Uy =0y U; = 0.
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Definiciéon 2.37 Dado un espacio de Hilbert H, un ope-
rador T' € B(H) se denomina normal si TT* =T*T y
unitario si T es invertible y su inversa es T™.

En los siguientes Teoremas se caracteriza a los ope-
radores normales y unitarios.

Teorema 2.38 Sea H un espacio de Hilbert yT € B(H).

a) T es normal si y solo si ||Tz|| = ||T*z|| para toda
r e H.
b) Si T es normal entonces ||[T"|| = ||T||"* para toda
n>1ly

Nu(T) = Nu(T*) = R(T*)* = R(T)".
Demostracion: a) Claramente,

|Tz|? — || T*z|* = (Tx, Tx) — (T*z, T*x)
= (T"Tx,x) — (TT"z, )
= ((T"T — TT")z, z).
Del Teorema 2.31 sabemos que T*T —TT* = 0 si y solo
si (T*T —TT*)x,z) = 0 para toda x € H, de donde se
sigue a).

b) Si T es normal, entonces, por a), tenemos que
Nu(T) = Nu(T*). Por lo que del Teorema 2.16,

R(T)*: = Nu(T*) = Nu(T) = R(T*)".
Mas ain, como T*T es autoadjunto,

1T =T T|" = [(T"T)"],

35



2.3. ESPACIOS DE HILBERT.

y por tanto,
71> = (T T)" | < W)™ T
<z < iz,
lo que implica que ||[T"]| = ||T||™. O

Teorema 2.39 Sea H un espacio de Hilbert yU € B(H)
tal que R(U) = H. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

a) U es unitario;

b) U es una isometria: ||Uzx| = ||z| para toda x € H;
c) U preserva el producto interior: (Uz,Uy) = (x,y)
para toda x,y € H.

Demostracion: De la identidad de polarizacion
Kz, y) =z +yl* = llo = ylI* +illz +ayl* — illw — iy,

tenemos que U es una isometria si y solo si U preserva
el producto interior.
Si U es unitario, entonces

(Uz,Uy) = (U Uz,y) = (z,y).

Inversamente, si (Uz, Uy) = (z,y) para cualesquiera
x,y € H, entonces (U*Ux,y) = (z,y), por lo que U*U =
I. Como R(U) = H y U es una isometria, entonces es
invertible. Por lo que U* = U~1. J

Concluimos la seccion dando la definicién de opera-
dor hiponormal.

Definicién 2.40 Sea H un espacio de Hilbert. Un ope-
rador T € B(H) es llamado hiponormal si T*T —TT*
es positivo.
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ADJUNTO.

2.4. El operador resolvente y su
adjunto.

A partir de esta seccién, y hasta terminar el capitu-
lo, la informacién estd basada en [18], a menos que se
especifique lo contrario.

Definicién 2.41 Sean X un espacio wvectorial y T :
X — X un operador lineal. El conjunto resolvente
de T, denotado por p(T), es el conjunto de escalares
tales que R(AI —T) = X y A\ =T tiene inverso con-
tinuo. Si A € p(T) al operador (A — T)~' se le llama
el operador resolvente y usualmente se denota como
R,. El espectro de T es el conjunto o(T) de escalares
que no pertenecen a p(T).

El siguiente teorema, nos ayudara a averiguar qué su-
cede con el operador resolvente cuando consideramos es-
pacios vectoriales y operadores particulares.

Teorema 2.42 Sean X, Y espacios vectoriales norma-
dos con'Y completo y T : D(T) C X — Y un operador
lineal. SiT es continuo y cerrado, entonces D(T') es ce-
rrado en X.

Demostracion : Si x € D(T), existe una sucesién xy
en D(T) tal que zy converge a . Como T es continuo,
tenemos que

[Ty = Tasl| < T\l — 5] kg
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de donde Tz, es de Cauchy en Y. Como Y es completo
concluimos que existe y € Y tal que Tz, — y. Final-
mente, como T es cerrado, tenemos que z € D(T) y
y="Tzx. U

Corolario 2.43 Si X es completo, T : D(T) C X —
X es cerrado y A € p(T') entonces Ry € B(X).

Demostracion: Sea A € p(T) y supongamos que y €
R(A —T) es tal que yp — y y Ryyx — =z, entonces
existe xp € D(T) tal que y, = (A — T)x. Por lo que
zy = 'y (A—=T)xy — y, de donde concluimos que
Tx, — Ax—y. Por otro lado, como T es cerrado, tenemos
que z € D(T) y Tx = Ax — y, es decir, x = Ryy. Asi,
R, es cerrado y, ademas, R(A—T') es denso en X. Dado
que el dominio de Ry es R(A — T'), del Teorema 2.42 se
sigue que R(A —T') = X. Es decir, Ry € B(X). O

Nuestro primer resultado importante es que el con-
junto resolvente es abierto. Cuando X es completo y
T € B(X), ésto es una consecuencia de los siguientes
dos teoremas.

Teorema 2.44 Si X es completo, T € B(X) y ||T]| <1

entonces (I —T) es invertible y (I —T)™* = > T™. Mds
n=0

ain, (I —T)7! es continuo y

1
L= |7

I -7)" <
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e.9]
Demostracion: Como ||T'|| < 1, obtenemos que > |77 <
n=0

00 1 00

ST|" = ————, es decir, la serie »_ T" es absolu-

n=0 1—- HTH n=0

tamente convergente. Pero como X es Banach, entonces
[e.e]

también es convergente. Notamos que si S = > 1™,
n=0

entonces
I-T)S=(I-T)+(T-TH+(T*-T*+..=1

y, andlogamente, S(I — T') = I.De estas dos observacio-
nes concluimos que

(J—TrlziiTW

Finalmente, ||(I —T)7'| < > ||IT||™ < .gd
n=0 1—|7]

Teorema 2.45 Supongamos que X es completo, que S
yT € B(X), que T tiene inverso en B(X) y que ||S —
T| < ||T7Y~*. Entonces S tiene inverso en B(X) y

[ Al
L= T[S =Tl

Is™ =77 <

Demostracién: Dado que |T-HT — S)|| < ||T- YT —
S|| < 1, del Teorema 2.44 se sigue que [ — T~ T — 5)
tiene inverso continuo y

(T8) = (=TT -8) " = Y [T T - 8"

n=0
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Ademas,

71|| < 1 < 1
=TT =S T =TT = S|

Como S = T(T~'S), entonces S tiene inverso continuo

(a SaberH,T(Tlnls)lTl) y [IS7H < TS THITH <

L= |74 = S)l

I(T~19)

. Por tanto

[
L[4[ =Tl
O

IST =T = IT"(T-8)S| <

Corolario 2.46 Si X es completo y T € B(X), p(T)
es abierto.

Demostracion: Si p € p(T) se tiene que T), tiene inver-
so en B(X), y sabemos (del Teorema 2.45) que si T)
estd suficientemente cerca de T}, entonces también T
tiene inverso en B(X), es decir A € p(T'). Pero

T,x—Tae=(p— Nz (2.17)

para x € D(T). Por lo tanto, ||T, — Tl = |p — Al ¥
A € p(T) cuando A estd suficientemente cerca de p. O

Para la prueba del caso general necesitamos el si-
guiente lema.

Lema 2.47 Sea p1 un escalar tal que T, tiene inverso
continuo, T, : R(T,) — X y sea M(u) = || T,7'||. En-

o

: , . : 1
tonces T} tiene inverso continuo si |A—u| < ——. Mds

M{p)
atn, R(T\) no es un subconjunto propio de R(T),).
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Demostracion: Six € D(T), entonces ||z|| = || T, ' T,z|| <
1
T Tl Asi que, ||T,z|| > ———||z||. De la ecua-
S YT M(p)
cién (2.17), se sigue que

T = [T (1~ Nl = [Ty~ A~ gl
1
> ——)\—u) x||. 2.18
(575 — 1A= #1) B 2.18)

De donde se concluye que si — |\ — p| > 0, enton-

o Mf{p) ,
ces T\ es inyectivo y, por tanto, tiene inverso. Ademas
1 1
|75 < — donde k = —— — |\ — p|. BEs decir, T)
’ k M ()

tiene inverso continuo. Para probar que R(7)) no es un
subconjunto propio de R(7),), supongamos que no es
asi. Dado que |A — pu|M(pn) < 1, escogemos 6 tal que
AN — pu|M(u) < 6 < 1. Del lema de Riesz se sigue que
existe yo € R(T),) tal que |yl = 1y [y — wol > 0
si y € R(Ty). Tomando una sucesion y, en R(T},) tal
que Yy, — y y definiendo z, = T, Yn, se tiene que
Tz, € R(Ty) y, por tanto,

0 < HT)\(En - yOH < HyO - Tuan + HTuxn - T)\an
= 1Yo — ynll + [ = All|2s]]
< yo = Yall + [ = MM (12) |yn]|-

Haciendo tender n — oo obtenemos 6 < |u — A\|M(u),
lo cual es una contradiccion. O
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ADJUNTO.

Teorema 2.48 El conjunto resolvente p(T') es abierto
y, en consecuencia, el espectro o(T') es cerrado.

Demostracion: Si pu € p(T'), entonces T, " existe, es con-

tinuo y R(7,) = X. Sea M (1) como en el lema anterior.
1 —1

M)
existe y es continuo. Ademds, R(7)) no es un subcon-
junto propio de R(T),) = X, es decir, R(T)) = X. Por
lo que B;(p) € p(T). O

El siguiente resultado es, también, de vital importan-
cia. Establece que cuando 7' es cerrado y X es un espacio
de Banach complejo, el operador resolvente se puede ver
como una serie potencias, lo que nos ayudara mas ade-
lante para demostrar que el espectro de un operador es
no vacio cuando el espacio vectorial es complejo.

En el Corolario 2.43 se demostro que si X es comple-
to y T es cerrado, el rango de A — T es todo X cuando
A € p(T'). En el siguiente teorema asumimos esto direc-
tamente dado que es lo Unico que se necesita.

Se sigue que dada A € B,(u) donde r =

Teorema 2.49 Supongamos que T es tal que R(T)) =
X cuando X € p(T). Entonces, si \, pp € p(T), Ry y R,
satisfacen

Ry — R, = (p— AN)Rx\R, (la ecuacion del resolvente)

(2.19)
R\R, = R,R. (2.20)
Sipep(T) ylp— ARl <1, entonces A € p(T') y
Ry=) (n—N"R", (2.21)
n=0
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donde la serie converge con la métrica de B(X).

Demostracion: Si Ay p € p(T'), entonces R(T),) = X.
Por lo que dada y € X, y = T,z para algin = € D(T),
de donde R,y = Tu_ly = x. De la ecuacion 2.17 se sigue
que

y— TR,y = (1 — M.

Aplicando Ry a ambos lados de la igualdad, obtenemos
Ryy — Ry = (1 — MNERAR,y.

Lo que prueba (2.19). Dado que A y p juegan papeles
simétricos, podemos demostrar analogamente que

Ry — Rxy = (A — p)R.Ryy.

Sumando estas dos igualdades obtenemos 0 = (u —
MNRAR,y + (A — p)R,Ryy. De donde concluimos que
R\R, = R, R), por lo que (2.20) es valida.

Del Lema 2.47 se sigue que si u € p(T) y |p —
AR, < 1, entonces A € p(T'). Para probar (2.21) de-
mostremos por inducciéon que

Ry=)Y (u—N'RET + (n—N""RIVR,. (2.22)
k=0
De (2.19) y (2.20) tenemos que Ry = (u—A)R\R,+R,, =
(k. — AN)R,R\ + R, lo que prueba (2.22) para n = 0.
Supongamos que
Ry=> (u—N'RET 4 (n= N RITR,,
k=0
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entonces

n+1
Z(M _ )\)leliJrl + (/~L _ )\)n+2Rz+2R>\ _

k=0
n

Z(H o )\)kRZJrl + (H _ )\)n+1Rz+2 + (N _ )\)n+2RZ+2R)\
= (= NFREF 4 (= )R 4 (- A RIFR))]
=3 (= NFREF 4+ (= \RIR, + (5 — N Ry Ry

De la base de induccién se sigue que

> (= NFRE 4 (= N RIT R, + (1~ AR,R)
k=0

=D (= VEREF 4 (= AURIIR, = Ry,

lo que prueba (2.22) por induccién.
Ahora, dado que

= ARG RA < [ = AR R
y que |p— A|||R,|| < 1, tenemos que
lim | = A" R Ry =0,
n—oo

lo cual junto con (2.22) prueba (2.21). O
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Ahora supongamos que T es densamente definido.
El adjunto de A\ — T es Al x+ — T*, que denotaremos
simplemente como A — T™. Como T™ es cerrado y X* es
completo, si A € p(T™), del Corolario 2.43 se sigue que
RA—=T*) = X*y (A —T*)! existe. Inversamente, del
teorema del mapeo inverso, tenemos que si R(\ —T%) =
X*y (A=T%)"! existe, entonces (A —T*)~! es continua,
es decir, A € p(T*). Por lo que A € p(T*) si y sélo si
RA—=T*) = X*y (A —T*)"! existe.

Con el Teorema 2.17, resulta facil demostrar que T’
y T* tienen el mismo conjunto resolvente.

Teorema 2.50 Si D(T) = X, entonces T y T* tienen
el mismo conjunto resolvente (y, por tanto, el mismo
espectro). Si A € p(T) el adjunto de (A —T) ' es (A —
T+t
Demostracion: Del Teorema 2.17 se sigue que R(A —T') =
X y (A=T)7! existe y es continuo si y sélo si (A—T"*)~*
existe y R(A —T™) = X*, por lo que p(T) = p(T™).
Ahora tomamos A € p(T) = p(T*), x € D(R)) y
z* € X*. Entonces X* = R(A —T") y tenemos

o (Ryw) = (A —T*) (N = T*) 'a*(Ryx)
= A=T)"(\—T")'2*(Ry2)
= (A=T""'2*[(\ — T)Ry7]
=(A=T"""a*(z).
Concluimos que D(R}) = X*y Ry = (A —-T*)"1. O
Sin embargo, debido a la manera en qué se defini6 el

adjunto de un operador en espacios de Hilbert, el resul-
tado anterior se tiene que modificar.

45



2.5. ESPECTRO DE UN OPERADOR LINEAL
ACOTADO.

Teorema 2.51 Sea H un espacio de Hilbert yT € B(H).
Entonces, p(T*) y o(T*) son las conjugaciones comple-
jas de p(T') y o(T).

Demostracion: Sea A € p(T), es decir, R(A —T) =
Hy (M —T)7! existe y es continua. Como (A — T')~*
existe y es continua, se tiene que N(AI —T) = {0} y
R(M —T) = H. De los Teoremas 2.28 y 2.29 concluimos
que H = RO —T) @ R\ —T)* y es facil ver que
R\ —T): = N\ — T*), por lo que N(A\I — T%) =
{0} y ROM —T*) = N(M —T)* = H, de donde \ €
p(T*). Intercambiando los roles de Ty T* concluimos la
demostracion. [

2.5. Espectro de un operador li-
neal acotado.

En los teoremas de esta seccion supondremos que
T € B(X). En la primera parte de la seccién hablaremos
sobre una generalizacion de las funciones analiticas que
conocemos de Variable Compleja, lo cual nos ayudara a
demostrar que el espectro de un operador es no vacio
cuando el espacio es complejo.

Teorema 2.52 Sean X, Y espacios vectoriales no com-
pletos y T : X —Y un opemdor lineal acotado. Enton-
ces existe un unico operador lineal y acotado T:X—Y
tal que Tx = Tx siz € X. Mds ain, |T|| = |T|. i

T € B(X), p(T) = p(T).
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Demostracion: Para definir T suponemos que 7 € X
y escogemos una sucesiéon xp en X tal que z, — .
Entonces (zy) es Cauchy en X y

[Ty, = Tl < (1Tl — 2]l

asi que (T'zy) es de Cauchy en Y. Por lo que Tz, — 4
con y € Y. Fécilmente se prueba que 7 depende solo
de T y T, no de la sucesién x. Definimos T7 = y. Es
claro que Tz = Tz cuando z € X. Observamos que
il = [IZ[], [|T2e]] < [[T[l[lzx]l, y por lo tanto ||TZ] <
|T||||Z]]. Entonces T es acotada y ||T']| < ||T’||. Por otro
lado, si x € X, tenemos que [|Tz|| = 1Tz < |7\l
ast que [T < |IT|l. De donde ||T| = - ||77]]. La unicidad
de T se sigue de que X es denso en X. Notemos que si
S,T € B(X) entonces ST = ST, pues tomando T € X
y sl suponemos que T, - z, Tz, — yy STz, — Z,
entonces STz = 2 y ST7 = Sy = Z. De esta manera
TT =TT = I, es decir T-1 = (T)~*. Ademés, como
IT| = ||T]|, tenemos que (A — T')~" existe y es continuo
siy sélo si (A — T)~! existe y es continuo. Finalmente,
dado que R(A —T) € R(A — ’f) podemos concluir que
p(T) = p(T). O

El siguiente teorema nos dice que el espectro de un

operador es compacto y nos da una expresion de Ry para
A e p(T).

Teorema 2.53 Si T € B(X) y |\ > ||T|, entonces
Aep(T)y

Ry =) AN"T"y (2.23)

n=1
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para cada y en el (denso) rango de A —T. Por lo que
o(T) es compacto. Si X es completo y X > || T,

Ry=) AT, (2.24)
n=1

con la convergencia de la serie en B(X).

Demostracion: Primero supongamos que X es completo.
Dado que |[A7'T|| = |A|7Y|T|| < 1, del Teorema 2.44 se

sigue que (I — A7)~ = 3" (A71T)". De donde

n=0
()\ _ T)_l _ i )\—n—lTn — i )\—nTn—l.
n=0 n=1

Asi que, A € p(T') cuando |A| > || T

Si X mno es completo, consideramos la extension T
de T a la complecién X de X. Del Teorema 2.52 y de
que A € p(T) cuando || > ||T|| se concluye que si A >
IT|| = ||T|, entonces A € p(T) = p(T). Dado y = (A —
T)z, se prueba facilmente por induccién que x = A1y +
e ATy + ATz, Como |A| > |||, entonces
AT"T"x — 0 cuando n — co. Se concluye que

r=\-T)"y=> ATy O

n=1

Ademés observamos que si T € B(X) y la serie
(2.24) converge en B(X) para algin A, entonces A €
p(T) y el operador definido por la serie es R). Pues
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denotando a la serie como A, se ve que (A — T)A =
AN=-T)=1.

Con el fin de probar que el espectro de un operador
T € B(X) es no vacio cuando el espacio es complejo,
daremos una generalizacién de las funciones analiticas
estudiadas en variable compleja. La siguiente definicion
y los préximos dos teoremas se encuentran en [2].

Definicién 2.54 Sea X un espacio de Banach comple-
joyy D C C abierto. Una funcion ' : D — X se
denomina analitica si Vzy € D existe r > 0 tal que
Bi(z) ={2z€C:|lz—z|<r}CDy

Z an(z — zo)" (2.25)
n=0

para algunos ag, ay,... € X yVz € B.(20).

Asi, de la serie (2.21), resulta que el operador resolvente
R : p(T) — B(X) es una funcién analitica.

Teorema 2.55 (Liouville) Si F' : C — X es entera
(analitica en todo C) y acotada, entonces F' es constan-
te.

Demostracion: Tomemos f € X* y consideremos g :
C — C la funcién dada por
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Como F' es analitica entonces g se puede escribir como
la serie de potencias

9(2) = flan)(z — 20)" Yz € C,

n=0

es decir, g es analitica en el sentido usual pues las se-
ries de potencias son analiticas en el interior del circulo
de convergencia. Y, ademds, es acotada pues ||g(z)| <
I £III1F'(2)]]. Del teorema de Liouville usual, se sigue que
g es constante, de donde ¢(z) = ¢(0) para toda z € C.
Asi,

0=yg(z) — g(0) = f(F(z)) — f(F(0))
= f(F(2) — F(0)) ¥f € X", (2.26)

Aplicando el Corolario 2.10 y de la igualdad (2.26) con-
cluimos que F(z) = F(0) Vz, lo que concluye la prueba.
U

Teorema 2.56 Si X es un espacio de Banach complejo
yT € B(X), entonces o(T) es no vacio.

Demostracion: Sabemos del Teorema 2.49 que el ope-
rador resolvente es analitico en el conjunto resolvente,
por lo que si o(T") fuera vacio, tendriamos que el ope-
rador resolvente es entera. Por otro lado, si |A| > || T,
tenemos

Az =T = [Alllz]l = Tzl = (Al = 171Dl

Se sigue que ||Ry|]| < (A= ||T|)7Y, si [A| > ||T||. Por lo
tanto, || Ry|| — 0 si |A| = co. De donde R seria entera y
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acotada, por lo que seria constante y, de hecho, Ry =0
para toda \. Lo cual es imposible dado que R, da lugar
a un operador inyectivo de X en X, pues supusimos que
X contiene elementos distintos de cero (segunda linea
de la introduccién). O

En vista del Teorema 2.52, el teorema anterior sigue
siendo valido ain cuando X no es completo.

2.5.1. El radio espectral.

Definicién 2.57 Definimos el radio espectral deT' €
B(X) como

ro(T) = sup |\l
Xeo(T)

El siguiente teorema muestra que el radio espectral es,
de hecho, el radio de convergencia de la serie (2.24).

Teorema 2.58 Supongamos que X es un espacio de
Banach complejo y T € B(X). El operador resolvente
estd dado por

Ry=)» AT (2.27)
n=1

si |\ > ro(T). La serie también define al operador resol-

vente si la serie converge y |\ = ry(T). La serie diverge
si |A| < 1. (T).

Demostracion: Si [N > r,(T), entonces A € p(T) v,
ademds, sabemos que R es analitica en p(T'). Por lo que
tiene una tunica serie de Laurent convergente si |A| >
r,(T). Por otro lado, sabemos que la ecuacién (2.27) es
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vélida cuando [A < ||T||. Por la unicidad, ésta debe ser
la serie de Laurent.

Que la serie también define al operador resolvente si
la serie converge y |\| = 7,(T") se sigue de la observacién
posterior al Teorema 2.53. De esta misma observacion
tenemos que la serie (2.27) no pude converger si A €
o(T), de donde no puede converger en g si | Ag| < 7,(T).
Pues de ser asi, entonces la serie convergeria para |A| >
|Ao| ¥, en particular, para algin punto en o(7"). O

Si consideramos (2.27) como una serie de potencias
en A\71, la férmula para el radio de convergencia nos dice
que

ro(ry = limsup || 77|V/" (2.28)
n—oo
De hecho, probaremos a continuacion que la sucesion
|77]|"/™ es convergente, asi que el limite superior en
(2.28) es un limite. Para probar esto, probaremos, pri-
mero, el llamado teorema del mapeo espectral para
polinomios.

Dado un polinomio p(A) = a,\"+a, 1 A" ' +...+ag y
T € B(X), definimos p(T) = a,T"+a, 1T ' +...+aol.
Observamos que toda factorizacién de p(A) nos lleva a
una factorizaciéon de p(T) y que p(T) € B(X), por lo
que podemos considerar su espectro.

Teorema 2.59 (Mapeo Espectral para Polinomios)
Sea T € B(X) con X espacio de Banach complejo. Si
p es un polinomio, el espectro de p(T) consiste de los
puntos i tales que p(\) = p para algin X\ € o(T). En
stmbolos, o(p(T')) = p(a(T)).
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Demostracion: Sin = 0, es decir, p(\) = ag, entonces
p(T) = aol y hay que demostrar que o(p(T)) = {ao}.
Claramente ag € o(p(T')) pues agl — p(T) = 0. Inver-
samente, A\l — p(T') = (A — ap)I, por lo que si A # ao,
entonces A\ — p(T') es biyectiva, por lo que A € p(T).
Esto prueba el caso cuando n = 0.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, quen > 1y
que a, = 1. Sean p fijoy B, ..., B, las raices de p(\) — p,
tenemos que

p(T) =pl =(T=p1) - (T = Bn). (2.29)

SiT— py,...,T — (3, tienen inversas continuas definidas
en todo X, también la tiene p(T') — !, siendo la inversa
del ultimo el producto de las inversas de los primeros
en el sentido opuesto. Asi, si u € o(p(T)), debe existir
B tal que B € o(T). Como p(fr) = p esto muestra
que o(p(T)) € p(a(T)). Supongamos ahora que algin
B, digamos 1, estd en o(T). Si T — ; tiene inversa, el
rango de T'— 1 no puede ser todo X pues 51 € o(T).
Asi, (2.29) prueba que el rango de p(T) — pl tampoco
puede ser todo X, de donde p € o(p(T")). Si T — 1 no
tiene inversa, intercambiando T'— 8, y T — f3,, en (2.29)
vemos que p(T') — uI tampoco puede tener inversa, por
lo tanto 1 € a(p(T)), lo que concluye la demostracién
del teorema. [J

Ahora estamos listos para probar que el limite supe-
rior en (2.28) es, de hecho, un limite.

Teorema 2.60 Supongamos que T € B(X) y que X
es un espacio de Banach complejo, entonces r,(T) <
|T™[M™ ¥n > 1. Ademds, | T™||Y™ — r,(T).
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Demostracion: Del Teorema 2.59 se sigue que o(7T™) con-
siste de las n-ésimas potencias de los puntos de o(T).

Asi,

ro(T") = sup [A\= sup [A\"|
Ao (T™) Ao (T)
= ( sup ]A\) = [rs(T)]". (2.30)
Aea(T)

Del Teorema 2.53 y de la definicién del radio espectral,
podemos concluir que 7,(7") < ||T™]|. Finalmente, de
(2.30) obtenemos 7,(T) < ||[T™||*/", de donde se sigue
que 7, (T) < lim inf | T7(|*/™, que junto con (2.28) finali-

za la demostracion del teorema. O

2.6. Subdivisiones del espectro.

En este capitulo, daremos una clasificacion del es-
pectro en tres conjuntos ajenos por pares.

Dado un operador T': D(T') C X — X y un escalar
A podemos resaltar tres distintas posibilidades para el
rango del operador A — T

L R(T)=X
II. R(T) = X, pero R(T) # X
I R(T) # X.

De igual manera, resaltamos tres posibilidades para (A—
T) 1
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1. (A= T)"! existe y es continua
2. (A= T)~! existe pero no es continua
3. (A —=T)7! no existe.

De acuerdo a esta clasificacién, obtenemos 9 distintas
posibilidades para la inversa y el rango del operador \ —
T, conocidas como sus estados. Decimos que un escalar
A pertenece a una de las clases Iy, I, ..., ITIy, ITI5 si A—=T
esta en el estado correspondiente.

Teniendo en mente esta clasificacion y con el fin de
tener una idea clara del por qué un escalar pertenece al
espectro de un operador, podemos dar una divisién del
espectro en tres conjuntos mutuamente excluyentes.

Clases Iy y II, = el espectro continuo, denotado por
o.(T)

Clases III; y III, = el espectro residual, denotado por
o (T)

Clases I3, 1I3 y III3 = el espectro puntual, denotado
por o,(T)

Se observa que 0,(T) = {A € C: N(A\[ —T) # 0}.
A los elementos de 0,(T) se les llama valores pro-
pios o eigenvalores. A los elementos distintos de cero
de N(A — T) se les llama vectores propios o eigen-
vectores con valor propio \. N(Al —T') es el espacio
propio o eigenespacio de T" en A.

Vale la pena aclarar que cuando el espacio vectorial
X es de dimensién finita, las condiciones N(T) = 0 e
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R(T) = X son equivalentes para T' € B(X). Por lo que
o(T) = 0,(T) para todo operador lineal y acotado en
un espacio de dimensién finita.

Dado A € 0,(T), es posible encontrar una « € D(T)
tal que ||z]| =1y Tax = Ax. Més generalmente, decimos
que A es un valor propio aproximado si a toda € > 0
le corresponde alguna x € D(T) tal que |[z]| = 1y
|Ax — Tz|| < e. El conjunto de tales A\ es llamado el
espectro puntual aproximado de T, denotado por

oap(T).

Teorema 2.61 El espectro puntual aprozimado de T es
un subconjunto cerrado de o(T) que contiene a todos los
puntos de las frontera de o(T'). Si T € B(X), donde X
es complejo, 04,(T) es no vacio.

Demostracion: Sean A € p(T) ,

d=(\o(T)) = min{|]A — 4| : ji € o(T)}

1
y supongamos que ||R,|| < 7 De la definicién de d, se
1
sigue que existe \g € o(T) tal que d < |A—Xg| < Tl
A

lo cual es una contradiccion al Lema 2.47. Esto prueba
que si A € p(T'), entonces

1
ENES (231)

Para probar que o,,(T) es cerrado, tomemos una suce-
sion (A,) C 04(T) tal que A, — Ay sea ¢ > 0. Como
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An — A, existe ng € N tal que
Mg — Al < % (2.32)

Por otro lado, dado que \,, € 0,,(T"), obtenemos una
sucesion z en el dominio de 7" con ||z]°|| =1 Vn y un
n; € N tales que

(Mg — T)a™|| < % sin > n (2.33)
Asi, de (2.32) y (2.33), concluimos que si n > nq,
(A = T)ap®l| = [Tawy® — Th, 23” + T 2|
< T = Ty 0l + | T 22|

ng N ng N

= [A = Anollln® [l + [[(Any = Ty || < e,

de donde A € 04,(T), es decir, 04,(T) es cerrado.

Para probar que el espectro aproximado contiene a
la frontera del espectro, tomemos A € do(T'). Entonces
existe una sucesion Aj, Ag, ... en p(7T) tal que A\, — A.
De la desigualdad (2.31) concluimos que

1 S 1
min{[A, —pl s p € o(T)} — |An = A
por lo que || Ry, || — oo sin — oco. De esta manera, existe
una sucesion y, en X tal que y,, = 0y || Ry, yn|| = 1 para
toda n. Escribiendo x,, = Ry, y,, vemos que ||z,|| =1y

(A = T)an|| = | Tawn — T, @0 + Th, 2l
< A= Aafllznll + 1(An = Tl
= A= | + |lyn]| — 0,51 n — oo.

1B, =
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Es decir, tenemos que A € 0,4, (7).

Finalmente, si T € B(X) y X es complejo, entonces
o(T) es compacto y no vacio, por lo que debe contener
algin punto en su frontera. Como Jo (1) C 04,(T), se
concluye que o,,(T") es no vacio. [J

2.7. Reducibilidad.

Esta seccién y la siguiente nos ayudaran mas adelan-
te para estudiar el espectro de un operador compacto.
Los siguientes teoremas son puramente algebraicos, por
lo que solo necesitaremos un espacio vectorial X y un
operador lineal T': D(T') € X — X. Por comodidad, D
denotara al dominio de 7.

Definicién 2.62 Un subespacio M de X se llama in-
variante bajo T si T(DN M) C M.

De esta manera podemos hablar de la restriccion de
T a M visto como un operador de D N M a M.

Definicién 2.63 Sean M; y M, subespacios linealmen-
te independientes de X tales que X = My ® My y Py, P
las proyecciones de X en My y My respectivamente. El
operador T es completamente reducido por la pareja

(My, Ms) si estos subespacios son invariantes bajo T y
PDCD,i=1,2.

Para aclarar las dos definiciones anteriores, tomemos
M; y P; como en la Definicién 2.63 y supongamos que
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T es un operador lineal en X tal que P,.D C D, i =1,2.
Entonces para x € D podemos escribir

TZL':PlTP1£E+PlTP2I+P2TP1$+PQTP2ZE.

Para i,7 = 1,2 sea T}; la restriccién de P;T'P; a M; con-
siderado como un operador a M;. Si los elementos de X
se representan como x = (s ) con z; = Pz, entonces T
se puede representar por la matriz T' = (%i %z ) Obser-
vamos que M es invariante bajo 71" si y sélo si Th; es el
operador cero y por tanto, T es completamente reducido
por (M, M) siy sblo si Tyy v Th2 son el operador cero.
El siguiente teorema se usard mas adelante para de-
mostrar que todo punto no trivial del espectro de un
operador compacto es un punto aislado. La demostra-
cioén se sigue naturalmente por lo que la omitiremos.

Teorema 2.64 Sean T un operador lineal completamen-
te reducido por (My, Ms) y T; la restriccion de T a M;,
1 = 1,2. Entonces se cumplen las siguientes condiciones:
(a)D(T) = D(13) ® D(I>).

(O)N(T) = N(T1) & N(T>).

(c)R(T) = R(Th) ® R(T>).

()T~ existe si y solo si Ty yTy ' existen, en cuyo
caso T~ es completamente reducido por (M, M) y la
restriccion de T™% a M; es T, *.

(e)R(T) = X siy solo si R(Ty) = My y R(Ty) = M.
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2.8. EL ASCENSO Y DESCENSO DE UN
OPERADOR.

2.8. El ascenso y descenso de un
operador.

Al igual que en la seccion anterior, los resultados de
esta seccion son puramente algebraicos. X denotara a
un espacio vectorial y 7" serd un operador lineal con do-
minio y rango en X. El resultado mas importante de
esta seccion es el Teorema 2.68, el cual jugard un papel
crucial en la teoria espectral de los operadores compac-
tos.

Definimos 7™ por induccién con T° = I y T' = T.
Entonces D(T°) = X y paran > 1, D(T") = {z €
D(T™ ') : T" 'z € D(T)}. Elnticleo de T™ es el conjun-
to N(T") = {x € D(T™) : T"xz = 0}. Si x € N(T") para
algn 7, entonces Tz = 0 € D(T7) para j =0, 1,.... Se
sigue que N(T") C D(T7) parai,j = 0, 1,.... Facilmente
se ve que los nicleos de las iteraciones de T' forman una
cadena creciente de subespacios:

0=N(T") C N(T) C N(T*)C---. (2.34)
También es facil ver que N(T"™) = {z € D(T) : Tx €
N(T™)}; de donde se sigue que si N(T") = N(T"1),
entonces N(T") = N(T*) para toda k > n.

Definicién 2.65 El menor entero p tal que N(T?) =
N(TPTY) es llamado el ascenso de T, y se denota por
a(T). Si no existe tal entero, definimos a(T') = oo.

Notamos que a(7T") = 0 si y s6lo si T es inyectiva.
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OPERADOR.

A continuacion, consideramos los rangos de las itera-
ciones de T'. Ellos también forman una cadena de subes-
pacios, sélo que ahora la cadena es decreciente:

X=RT»DR(T)DR(T* D--- (2.35)

Claramente, R(T™"') = T{R(T™) N D(T)}. Entonces, si
R(T"™) = R(T™1), se sigue que R(T*) = R(T") para
k> n.

Definicién 2.66 El menor entero no negativo q tal que
R(TY9) = R(T*") es llamado el descenso de T, y se de-
nota por 0(T'). Si no eziste tal entero, definimos §(T') =
0.

Notamos que §(7') = 0 si y sélo si R(T) = X.

Lema 2.67 Supongamos que R(A—T) = X para algin
A. Dados 1,57 = 0,1,..., cada v € X puede escribirse de
la forma r = u+v conu € D(T") yv € R(T?). Es
decir,

X = D(T") + R(TY). (2.36)

Demostracion: Como R(A—T) = X, tenemos que R[(A—
T)"] = X paran = 0,1,..., entonces (2.36) es valida
cuando A = 0.

Sean =i+ j. Daday € X, existe x € D[(A—=T)"] =
D(T™) tal que

n

y= =1y = Yoy ()t

k=0
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OPERADOR.

De (2.35) concluimos que para 0 < k < 4, T" %z €
R(T™*) C R(T™") = R(T7). Y parai < k < n,
Tn*x € D(T*) C D(T"%). Lo que nos permite concluir
que y € R(T7)+ D(T"). O

Teorema 2.68 Si o(T) = p < o0 y §(T) = q < o0,
entonces a(T) < 6(T). Si, ademds, D(T) = X o R(\ —
T) = X para algin X\, entonces o(T) =6(T) =p y

X =R(T?)® N(TP). (2.37)

Demostracién: Probemos primero que R(T?)NN(T7) =
0y D(T?) C R(T?7)+ N(T9) para j = 1,2, ..., lo que nos
ayudara a proceder con la demostracion del teorema.

Fijemos j > 1. Si # € R(T?) N N(T7), entonces x =
TPy para algin v y 0 = T2 = TPy, Es decir, v €
N(T?P*) = N(TP), pues p = «a(T). Esto muestra que
x =TPv =0y, por lo tanto,

R(TP)NN(T) =0, j=1,2,.... (2.38)

Para probar que D(T?) C R(T7) + N(T?), tomemos
x € D(T?). Tenemos que Tz € R(T?) = R(T9"7), pues
5(T) = q, de donde existe v tal que Tz = T9"v. Por
tanto, 0 = T(xz — T?v). De esta manera, x = T7v+ (x —
T'v) € R(T?) + N(TY). Lo que prueba que

D(T%) C R(T") + N(T9), j=1,2,.... (2.39)

Ahora podemos proceder a demostrar que a(1") < §(T').
Si z € N(T?Y) C D(T7), de (2.39) tenemos que x =
x1 + 29 con 1 € R(TP) y xo € N(T9). Entonces x; =

62



2.9. OPERADORES COMPACTOS

T —xy € N(TT) + N(T?) = N(T%1), por (2.34). De
donde se concluye que z; € R(T?) N N(T%"). Pero en
vista de (2.38) tenemos que x = x5 € N(17), es decir,
hemos probado que N(T9t') C N(TY) que junto con
(2.34) nos lleva a que N(T%!) = N(T1Y), por lo que
p=a(T) <gq
Finalmente, si D(T) = X o R(A —T) = X para
algin A, del Lema 2.67 y la ecuacién (2.39) concluimos
que
X =R(T?)+ N(T?), j=1,2,... (2.40)

Tomando j = g en (2.38) y j = p en (2.40) concluimos
que

X = R(T?) + N(T9). (2.41)

De (2.41) y (2.40) es claro que R(T7) no puede ser un
subespacio propio de R(T?) para ningin j > 1, es decir,
q < p y se concluye la demostracion del teorema. [

2.9. Operadores compactos

En esta seccion estudiaremos a los operadores com-
pactos y algunas de sus propiedades para, més adelante,
estudiar el espectro de dichos operadores.

A lo largo de esta seccion X y Y denotaran espacios
vectoriales normados.

Definicién 2.69 Dado T : D(T) C X — Y un opera-
dor lineal, decimos que T' es compacto si para cualquier
conjunto acotado B de X, T'(B) es relativamaente com-
pacto en'Y', es decir, T(B) es compacto en'Y .

63



2.9. OPERADORES COMPACTOS

Dado que Y es un espacio métrico, un operador 1" es
compacto si y sélo si para toda sucesién acotada (z,) C
X, Tz, contiene una subsucesion convergente en Y.

Notamos que todo operador lineal compacto es con-
tinuo. Pues si T no fuera continuo, podriamos encontrar
una sucesion z,, en X tal que ||z,|| < 1y ||Tz,| — oo
lo cual no puede ocurrir si T es compacto.

Al conjunto de operadores compactos en B(X,Y) lo
denotaremos por K(X,Y) y al de aquellos en B(X) por
K(X).

Cuando Y es completo existe una ttil caracteriza-
cion de los operadores compactos dada en términos de
los conjuntos totalmente acotados. Recordemos que un
subconjunto no vacio de un espacio métrico es total-
mente acotado si dada ¢ > 0, A esta contenido en la
unién de un nimero finito de bolas de radio .

Teorema 2.70 Un subconjunto de un espacio métrico
completo es relativamente compacto si y solo si es total-
mente acotado.

Corolario 2.71 Si Y es completo, T es compacto si y
sdlo si T(B) es totalmente acotado para todo subconjun-
to acotado B de X.

Teorema 2.72 El conjunto K(X,Y') es un subespacio
de B(X,Y). Si Y es completo, dicho subespacio es ce-
rrado.

Demostracion: Para probar que K(X,Y) es un subes-
pacio de (B,Y) tomemos S,T € K(X,Y), dos escala-
res A\, 4 y una sucesion acotada (x,) en X. Como S es
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compacto, existe una subsucesiéon (Sz,,) de (Sz,) que
converge y, analogamente, para la sucesion (x,,) exis-
te una subsucesion (Ta:nkj) de (T'x,,) que converge. De
donde concluimos que la subsucesién (ASxz,,, + p7' xnkj)
de (A\Sx,, + uT'z,) converge.

Ahora supongamos que Y es completo y (7},) es una
sucesion en K(X,Y') que converge a algin T € B(X,Y).
Como todo subconjunto acotado de X esta contenido en
un multiplo de S = {x € X : ||z|| < 1}, es suficiente
probar que T'(S) es totalmente acotado. Dada ¢ > 0
fijemos N tal que

g
T =T < 5.

Como T es compacto, Ty (S) es totalmente acotado.
Por lo que existen y1,ys, ..., ym € Y tales que Ty (S) C
U B:/2(y:). De esta manera, dado « € S, existe y;, 1 <

i=1
1 < m tal que

[Te =il < Tz — Tzl + | Tve — yill
<|IT = Twllllzll + | Tve — yill <e.
Lo que prueba que T'(S) es totalmente acotado. O
Una observacién importante es que si X es un espacio
vectorial normado de dimension infinita, la identidad en
X no es compacto. Pues de serlo, la bola unitaria cerrada

seria compacta en X, lo cual es imposible por lema de
Riesz.

Definicién 2.73 Si T € B(X.,Y) y dim R(T) < oo,
decimos que T' es de rango finito.
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Todo operador de rango finito es compacto como lo
muestra el siguiente teorema.

Teorema 2.74 Sea X un espacio vectorial normado y
P € B(X) una proyeccion continua. P es compacto si y
solo si es de rango finito.

Demostracion: Supongamos que P es compacto. Co-
mo P es la identidad en R(P), debemos tener que
dim R(P) < 00, es decir, P es de rango finito.

Inversamente, si P es de rango finito, P(S) donde
S ={x € X : |jz|| < 1} es cerrado y acotado en
R(P). Del teorema de Heine-Borel concluimos que P(S)
es compacto. [J

A continuacién veremos algunas propiedades de los
operadores compactos. Una de las mas importantes es
que el adjunto de un operador compacto es, a su vez,

compacto.

Teorema 2.75 Sean X,Y,Z espacios vectoriales nor-
mados, T € B(X,Y) y S € B(Y,Z). Si S oT son
compactos, ST es compacto.

Demostracion: Supongamos, por ejemplo, que S es
compacto (la demostracion en el otro caso es similar) y
sea (x,) una sucesién acotada en X. Como T es conti-
nuo, Tz, es acotada. Dado que S es compacto, conclui-
mos que S(Tz,) = (ST)z, contiene una subsucesién
convergente. []

Corolario 2.76 SiT es un operador compacto cuyo do-
minio X es de dimension infinita, T' no puede tener in-
verso acotado.
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Demostracion: Si T tuviera inverso acotado, del Teore-
ma 2.75 tendriamos que T'T = I seria compacto, lo
que implicarfa que dim(X) < oco. O

Recordemos el Teorema de Arzela-Ascoli que nos
sera 1til para probar el proximo resultado.

Teorema 2.77 (Arzela-Ascoli) Supongamos que M es
un espacio métrico compacto. Sea ® una familia acota-
da y equicontinua de funciones en C'(M) (el conjunto de
todas las funciones continuas de M en R). Es decir:
()] flloo < M.f € @,

(b) Ye > 0 existe 6 > 0 tal que si ||ty —ts]| < 0, entonces
|f(t1) — f(t2)| < € para toda f € P.

Entonces toda sucesion de funciones en ® contiene una
subsucesion convergente.

Teorema 2.78 SiT € K(X,Y), T* € K(Y*, X*). S,
ademds, Y es completo y T* € K(Y*, X*), entonces T €
K(X,Y).

Demostracion: Supongamos que T € K(X,Y) y sean
S ={r € X : ||z < 1}, (y}) una sucesiéon acota-
da en Y*. Digamos que ||y}|| < M para toda n € N
y veamos a la sucesién (y) como una sucesién en el

espacio C( (S)) de funciones continuas en el com-

pacto T(S). Para y € T(S) y n € N, tenemos que
ln (W)l < Mllyl| = M||Tz|| < M|T|| para algin z € 5.
Asi, para cada n,

sup |yn(y)| = sup |y;(y)| < M||T|.
VT (S) yeT(S)
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Por lo que (y) es acotada en C’( (S)) Maés atn, es

equicontinua, pues |y (y1) — v (y2)| < M||ly1 — y2|| para
toda n. Del Teorema de Arzela-Ascoli concluimos que
existe una subsucesién (y; ) de (y;) que converge uni-

formemente en T'(S). Asi, y; Tx = T*y;, () converge
uniformemente para r € S; esto es, T"y;, converge en
la norma de X*.

La segunda parte se puede demostrar por el mismo
método, sin embargo, aqui lo haremos usando la inmer-
sion natural de X en X** definida en la Seccién 2.2 y la
parte que ya hemos probado.

Sean ¢ : X — X™ y ¢ : Y — Y™ las inmersiones
naturales de X en X** y de Y en Y** respectivamente.
Entonces,

VTa(y*) =y Te =Ty (z) = ¢x(T7y") = T"2(y"),
para toda x € X y toda y* € Y*, asi que
YTx =T px.

Si z € S, entonces ¢z € S** donde S** = {z** € X** :
|x**|| < 1}, pues ¢ es una isometria. Entonces

YT (S) C T (S™).

Ahora, si T es compacto, de la parte que ya probamos
tenemos que T** es compacto. Por lo que T**(5**) es to-
talmente acotado (pues Y** es completo), de donde con-
cluimos que su subconjunto ¥7'(.S) también lo es. Nue-
vamente, como ¢ es una isometria, 7'(S) es totalmente
acotado en Y y como Y es completo, T es compacto. [J
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Antes de empezar la teoria espectral de los operado-
res compactos, veamos un 1ltimo teorema.

Teorema 2.79 Sean X, Z espacios de Banach yY sim-
plemente un espacio vectorial normado. Supongamos que
TeK(X,)Y)yAeB(ZY) cuyo rango estd contenido
en R(T). Entonces A es compacto.

Demostracién: Sea T : X/N(T) — Y dado por T[z] =
Tx. Entonces T es compacto, pues si S es la bola uni-
taria en X, S + N(T) es la bola unitaria en X/N(T)
y T(S + N(T)) = T(S) que es relativamente compac-
to. Como T es continuo, facilmente se prueba que (f)_1
es cerrado. También, D((T)~!) = R(T) 2 R(A), por lo

~

que podemos preguntarnos por el operador (7)) A. Da-
do que (T)~! es cerrado y A es continuo, (7)1 A es un
operador cerrado de Z en X/N(T'). Como Z y X/N(T)
son de Banach, el Teorema de la grafica cerrada asegura
que (T)~'A es continuo. Del Teorema 2.75 concluimos

que A = f((f)*lA) es compacto. O

2.9.1. Teoria Espectral de operadores com-
pactos.

En esta seccién describiremos el espectro de un ope-
rador compacto (Teorema 2.86). Con el fin de hacer esto,
primero probaremos algunos resultados sobre el opera-
dor A — T que resultan, también, muy utiles.

A lo largo de la seccion, T denotard un operador
compacto en B(X), con X un espacio vectorial y, como
de costumbre, T denotara al operador A — T'.
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Teorema 2.80 Los espacios nulos N(TV'), n = 1,2, ...,
son de dimension finita.

Demostracion: Sin = 1y x € N(Ty), entonces \x —
Tx =0, de donde x = \~'Tz. Es decir, A\™!7T es la iden-
tidad en N(T)). Asi, la bola unitaria cerrada en N (7))
debe ser compacta (pues A™'T" es compacto), de donde
dim N(7)) < oc.

Para n > 1, escribimos

T>T\L = ()‘_T)n = )\n—n/\"_lT+..._|_(_1)nTn — A" A,

donde A = —n\" 'T+---+(—1)"T™ es compacto por los
Teoremas 2.72 y 2.75. De manera similar al caso n =1
aplicado al operador \" — A, concluimos que A7 A es la
identidad en N (A" — A), por lo que N(A"—A) = N(T})

debe ser finito dimensional. [

Teorema 2.81 Sean M un subespacio cerrado de X tal
que M N N(Ty) = 0. Entonces la restriccion de Ty a M
tiene inverso acotado y Tx(M) es cerrado en X.

Demostracion: Supongamos que la restriccién de Ty, a M
no tiene inverso acotado de Ty(M) a M, entonces existe
una sucesién (z,) € M tal que ||z,|| = 1 para toda
N y Thz, — 0 (ver demostracién del Teorema 2.17).
Como T es compacto, existe una subsucesién (x,, ) tal
que (T'z,, ) converge. Pero

= X YTy, + Thay,), (2.42)

Ty,
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por lo que (z,,) converge. Su limite, x, estd en M, pues
M es cerrado. Entonces,

0= lim Thz,, = Thz.
k—o0

Pero, dado que MNN(Ty) = 0, T) es inyectiva en M. Lo
que es una contradiccion, pues ||z|| = 1 # 0. Esto prueba
que la restriccion de Ty a M tiene inverso continuo.

Para probar que T\(M) es cerrado, tomemos y €
T\(M) y una sucesién (x,) € M tal que Thz, — y. Co-
mo la restriccion de Ty a M tiene inverso acotada, de-
bemos tener que (x,) es acotada. Entonces, existe una
subsucesion (z,,) tal que (T'x,,) converge. De la igual-
dad (2.42) concluimos que (z,, ) debe converger a algin
x € M. Asi, y = klggoT’\w"’“ = Tz € T\(M). Lo que

prueba que T)\(M) es cerrado. [J

Teorema 2.82 Los rangos R(TY), n = 1,2, ..., son ce-
rrados.

Demostracion: Como se vio en la demostracién del Teo-
rema 2.80, es suficiente probar el caso n = 1.

Sea M como en el Teorema anterior tal que X = M &
N(Ty) (existe por el Teorema 2.23 ya que dim N(7T)) <
o0). Entonces, T\(M) es cerrado. Pero como X = M @
N(T)), tenemos que R(Ty) = T\(M), lo que concluye la
demostracion. [

El siguiente, es el Teorema central de la teoria es-
pectral de los operadores compactos. Su demostracion
utiliza el Lema de Riesz.
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Teorema 2.83 El ascenso y descenso de Ty son finitos
(y, por tanto iguales). Si p = a(T), entonces,

X = R(TY) & N(Ty), (2.43)
donde ambos subespacios son cerrados.

Demostracion Supongamos que a(A—T") = oco. Entonces
N(T}') es un subespacio cerrado propio de N (T}) para
n =1,2,.... Del lema de Riesz, existe z,, € N(TY) tal que
|zn|| = 1 para todany ||z, — z| > 3 sixe N(TY .

Si 1 < m < n, entonces

Tx, — Txy = A, — Az, + Tz, — Thxn)
= A\z, — 2, (2.44)

donde z pertenece a N(Ty') por (2.34) ya que m <
n — 1. Entonces

A
Tz — T = |Al[lzn — AL2]| > % >0, (2.45)

Esto prueba que (T'z,) no puede tener una subsucesion
convergente, lo que contradice que T' es compacto. Asi,
aA—=T) < 0.

Ahora, si §(A — T) = oo, entonces R(T{™) es un
subespacio cerrado propio de R(T}) para n = 1,2, ....
Ahora escogemos z,, € R(TY) tal que ||z,|| =1y ||z, —

x| > 5 six € R(Tf“). Para 1 < n < m el elemento z

en (2.44) ahora pertenece a R(T{""). Entonces se cum-
ple (2.45) y obtenemos una contradicciéon como antes.
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Finalmente, como D(T)) = X, el Teorema 2.68 asegura
que X = R(TY) & N(T}) donde R(TN) y N(TY) son
cerrados por los Teoremas 2.82 y 2.80. [

A continuacién, demostraremos dos corolarios del Teo-
rema 2.83 los cuales caracterizaran al espectro de un
operador compacto.

Corolario 2.84 Todo punto distinto de cero del espec-
tro de un operador compacto es un valor propio.

Demostracion: De la igualdad (2.43) concluimos que T
es inyectiva si y sélo si R(T)) = X. Ahora, si A no es
un valor propio, es decir, Ty es inyectiva (y, por tanto
R(T\) = X), el Teorema 2.81 asegura que A € p(T).
Esto demuestra que todo punto distinto de cero del es-
pectro es un valor propio [

Corolario 2.85 FEl espectro de un operador compacto
contiene a lo mas un conjunto numerable de puntos.
Ademds, cada N € o(T) distinto de cero es un punto
aislado del espectro.

Demostracion: Probemos primero que todo punto dis-
tinto de cero del espectro es un punto aislado. De las
cadenas (2.34) y (2.35) se tiene que X; = R(T}) y
Xy = N(TY) son invariantes bajo T} y, por lo tanto, ba-
jo T'. De esta manera, T" es completamente reducido por
los subespacios X7 y Xs. Sea Tx € B(X}) la restriccién
de T"a Xy, k = 1,2. La imagen bajo 77 de un conjun-
to acotado en X es relativamente compacto en X y por
tanto en X1, pues X es cerrado; de donde T} es compac-
to. Claramente, A — T} es inyectiva, entonces A € p(7})
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por la demostracién del Corolario 2.84. Asi, p € p(T1)
para toda u suficientemente cerca de A (Teorema 2.48).
Mas ain, A — 75 es nilpotente pues (A —13)? = 0y, por
tanto, o(Ty) = {A} por el Teorema 2.60. Esto prueba
que o — 11 y p — Ty son ambas inyectivas si A # u y
1 estd suficientemente cerca de A. Por el Teorema 2.64,
lo mismo es cierto para pu — 1. Pero si p no es un valor
propio, entonces p € p(T). Asi, cada A # 0 € o(T) es
un punto aislado.

Finalmente, como el espectro de T' es compacto, el
conjunto o(T) N {A : |A| > 7} es compacto. Pero este
conjunto solo puede consistir de valores propios aislados
y, por tanto, debe ser finito o vacio. Lo que prueba que
el espectro contiene a lo mas un conjunto numerable de
puntos. [

Estos dos corolarios caracterizan al espectro de un
operador compacto.

Teorema 2.86 Fl espectro de un operador compacto en
B(X) contiene a lo mds un conjunto numerable de pun-
tos y éstos no tienen punto de acumulacion, excepto tal
vez el cero. Todo punto distinto de cero del espectro es
un valor propio.
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Capitulo 3

Los espacios c,c, y £y,
1 <p< 0.

A continuacién veremos algunos espacios de sucesio-
nes importantes. Estos resultados y definiciones se pue-
den encontrar en [14].

Definicién 3.1 Supongamos que 1 < p < oo y que X
es el espacio vectorial de todas las sucesiones de esca-
lares con las operaciones usuales, es decir, con la suma
de sucesiones y multiplicacion de sucesiones por escalar
efectuadas término por término. Para cualquier elemen-
to (z;) de X, sea

0 1/p
P , 1< <
)l = (Z'x'> ISP 5

sup{|z;| : j € N}, s p = 00.
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Entonces, la norma-p en X es la funcion ||-|| : © —
[0,00]. El conjunto de todas las sucesiones de escalares
(x;) tales que ||(z;)|| < oo es denotado por .

Resulta ser que cada uno de los espacios ¢, es un
subespacio de X y tiene la correspondiente norma-p co-
mo norma. Para probar esto, lo primero que hay que
hacer es obtener algunas desigualdades.

Definicién 3.2 Supongamos que 1 < p < oco. Defina q
como sigue. St p = 1, entonces sea ¢ = 0o. Si p = o0,

entonces sea ¢ = 1. S11 < p < 0o, entonces sea q tal
1

que — 4+ — = 1; esto es, ¢ = L. Entonces q es el
P q ' p—1

exponente conjugado de p, yp y q son exponentes

conjugados.

Lema 3.3 Supongamos que 1 < p < 0o y que q es el
conjugado de p. Entonces
P gl

rs < —+ —,
p q

para cualesquiera r, s reales no negativos.
Proposicién 3.4 (Desigualdad de Hélder) Supon-

gamos que 1 < p < 00 y que q es el conjugado de p.
Entonces

Gyl < 1)l (wi)llgs

para cualesquiera (), (y;) sucesiones de escalares.
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Proposicién 3.5 (Desigualdad de Minkowski) Su-

pongamos que 1 < p < co. Entonces
1(z) + (willp < [1(5llp + 1) llp, (3.2)
para cualesquiera (), (y;) sucesiones de escalares.

Teorema 3.6 Supongamos que 1 < p < oo. Entonces
¢, es un espacio vectorial con las operaciones usuales de
sucesiones. La morma-p es una norma en este espacio
vectorial.

Teorema 3.7 Supongamos que 1 < p < oo. Entonces
¢, es un espacio de Banach.

El siguiente teorema caracteriza al espacio dual de
¢, para 1 < p < oc.

Teorema 3.8 Supongamos que 1 < p < 00 y que q es
el conjugado de p. El espacio dual de {), es {,. Es decir,
si para cada elemento (y;) € £y, T(y;) es la funcion en
¢, con valores escalares definida por la formula

(T'(yj))(x;) = ijyj’

entonces T' es un isomorfismo isométrico de £, en (3.

Demostracion: Si (x;) € £,y (y;) € {,, entonces

D Lzl < N p)llpll ()l < 00

Jj=1
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por la desigualdad de Holder, es decir, Z x;jy; converge.
Esto prueba que T esta bien definida y que

TCy;) ()] < 1) ol wi)llgs (3.3)

para (z;) € ¢, y (y;) € {,. Para cada (y;) € ¢, la
funcién T'(y;) es claramente un funcional lineal en ¢, y la
desigualdad (3.3) implica que este funcional es acotado
y satisface la desigualdad

1T )l < I (wi)llg- (3.4)

Ademds, facilmente se prueba que la funciéon T": £, — €7
es un operador lineal. El teorema estaréd probado una vez
que se demuestre que T'({,) 2 €5 y que la igualdad se
satisface en (3.4) para (y;) € {,.

Supongamos que z* € (. Para cada j, sea (e;) la
sucesién en £, definida por

1, sij=n
(ej)n:{ ..

0, sij#n.
Tomemos y; = x*e; y sea z; un escalar tal que |z;| =1
v |yj| = z;y;. Supongamos por el momento que p # 1,

de modo que 1 < ¢ < oo. Entonces para cada entero
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positivo k,

k k
Z ly;|* = szyj|yj|q_1
j=1 j=1
k
= (Z zj|yj|q—lej>
j=1
k
< |2 zlysl" ey
j=1

p

k 1/p
1t ()

j=1

k 1/p
el z|yj|q) |

j=1

lo que implica que

k 1/p & 1-1/p
(Z !yjlq) = (Z \yj\q> < [l
j=1 J=1

Haciendo tender k a infinito se concluye que (y;) € ¢,
y que
1Cy)llq < [l2"l (3.5)

Ahora supongamos que p = 1, de modo que ¢ = oo.
Para todo entero positivo j,

ly;| = la"es| < [l2"[[lle;ll = ll=71],
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y al tomar supremo sobre j, se muestra de nuevo que
(y;) € £, v que (3.5) se cumple. Para cada elemento
(x;) € Ly,

" (z;) =" (Z a:jej> = ijx*ej
= Z%‘Z/J‘ = (T'(yj))(z;),

de donde T'(y;) = ¥, lo que prueba que T'({,) 2 ;.
Solo resta probar que ||T'(y;)|| = ||(y;)]l; para (y;) €
¢,. Primero notemos que T'(y;) es distinto de cero si (y;)
es un elemento distinto de cero de ¢,, de donde T es
inyectiva. Ahora fijemos un elemento (y;) € ¢, y sea z* =
T (y,). El argumento del parrafo anterior proporciona un
elemento (y}) de {, tal que T(y;) = z*, y (y;) debe ser
igual a (y;) pues T es inyectiva. Se sigue de (3.5) que

Iy < 1Tyl (3.6)

Combinando (3.4) y (3.6) se llega a la igualdad deseada.
O

Hay dos subespacios importantes de /., uno es el
espacio ¢ de las sucesiones de escalares convergentes y
el otro es el espacio ¢y de las sucesiones que convergen
a 0. Los espacios ¢ y a ¢y heredan la norma || - ||« de £o
y resultan ser, también, espacios de Banach.

Lo siguientes Teoremas caracterizan a los espacios
duales de ¢g y de c. Necesitaremos la siguiente definicion.
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Definicién 3.9 Para un nimero complejo z, la funcion

signo se define como sign(z) = |Z—| stz # 0 ysign(0) =
z
1.

Teorema 3.10 El espacio dual de cy es (7.

Demostracion: Veremos que existe un isomorfismo isométri-
co entre c¢j y ¢;.
Para hacer esto, sea y = (y,) € ¢;. Definimos f, :
o0
co — C tal que f,(z) = > ynx, con z = (x,) € c.

n=1

Es claro que f, estd bien definida para cualquier y €
01y que

| fy(2)] =

S
E YnTn
n=1

Por tanto, f, es un funcional lineal acotado con norma

1ol < llylls-
Seam € Nyseaz € ¢gdado por x = (uq, usg, ..., U, 0,0, ...
donde u,, = sign(yy,). Se tiene que yrur = Y| v 1%l =

)
<3 Wallaal < lylhlle e,
n=1

1. También se sigue que f,(z) = > |yx|. Por tanto,
k=1

m
I1ull = 2 [yl para cualquier m, es decir, |[fy[| = Jlyl.

Hemos demostrado que el mapeo que manda y a f, es
un mapeo isométrico de ¢ a cj.
Falta ver ahora que cualquier elemento de ¢, es de
esta forma, es decir, que el mapeo y — f, es sobre.
Para ver esto, sea g € ¢ y paran € Nsea y, = g(e,)
donde e,, € ¢y es la sucesion (0,0,...,(l),0,0,...). Para
n
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N ———

cualquier N € Nseav = ) signyeg. Se tiene que v € ¢q
k=1

y |[v]| = 1. Ademas,

N

= > lyel < lglllivll = gl

k=1

Por tanto y = (yn) € &1 v [lylls < llgll. Més atin, para
cualquier elemento = = (z,,) € ¢y se cumple que

x) =4g <Z xnen) = Zmng(en) = fy(l')

Es decir, g = f, y esto completa la prueba. [

Teorema 3.11 FEl espacio dual de c es ¢y. Es decir, da-

do un funcional f € c* existe un unico y € {1 y un unico
A € R tal que

Zx]y] + A hm 0 ;.

7=1
Y cualquier y € {y tiene esta forma. Ademds, | f| =
A+ 55 Tl

Antes de demostrar el Teorema 3.11, veamos una
proposicion que nos sera til.

Proposicion 3.12 FEl espacio ¢ coincide con el espacio
(o, €1, ...) donde €, = (Opm)men paran € N y ey es la
sucesion (1,1,1,...).
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Demostracion: Es claro que ¢ D (e, eq, ...). Ahora tome-
mos una sucesion x € c. Demostraremos que la sucesion
™ € (eg, €1, ...) definida como

n
e (lim x]) eo + E () — lim z;)ey,
j—o0 Pt i—00

converge a T en c.
Observamos que

z! = (21, lfim 2, lim z;, ...)
Jj—00 Jj—o0

x” = (21, 29, lim x;, lim x5, ...)
j—00 Jj—00

" = (21, T, ..., Ty, lim z;, lim z;,...)
]-}OO ]-}OO
Es decir,
Tk, sil<k<n
n —
2" (k) = lim x;, sik >n.
Jj—00
De donde
0, sil<k<n
n . — i ]
2" () — ] | im x; — @], si k> n.
j—o00

Ademés, cuando k — oo, | lim z; — x| — 0. Por lo que
j—00

|z" — z||. = sup |[z" (k) — zx| = sup| im x; — zx| — 0,
keN k>n J 70
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cuando n — oco. Lo que finaliza la prueba. []
Demostracion del Teorema 3.11: De la Proposicion

3.12 se concluye que cada x € c se escribe de manera
unica como

T = (jlgglo a:j> eo + Z(:Ek — lim z;)ey. (3.7)

1—00
k=1
oo
Definamos a = lim z;, 2 = Y (2, — a)ey, y observemos
J=e k=1
que como z(j) = wz; — a, entonces y(j) — 0 cuando

j — 00. De donde concluimos que z € ¢g.
Del Teorema 3.10, sabemos que toda f € ¢ se escri-

(o ¢]

be de manera unica como f(z) = Y z;y;, con y € f5.
j=1

Asi, dada f € ¢* y dada = € ¢, tenemos que x = aey + z

con z € ¢y de manera tnica (como en (3.7)) y se sigue

que

f(x) =af(eo) + Zyjzj, con (y1, Yz, ...) € £1.

j=1

Entonces

7=1
=a (f(eo) - Z%’) + ijy]
j=1 j=1
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Por lo que toda f € c* se escribe de manera tnica como

flz) = )\Jlirgo z;+ Z TYj, (3.8)
j=1

donde A = f(eg)—>_ y;. Inversamente, siy € {1 y A € R,
=1

el funcional

f(x) = A lim z; + >z
=1

define un elemento en ¢*. Afirmamos que

[flles = Tyl + Al (3.9)

Es claro que
[flles < Nyl + [A]- (3.10)

Tomando = = () en (3.8) con N € N fijo y

(3.11)

sign yg, sil< k<N
€T =
sign A, si k> N,

obtenemos

N 00
Fl@)=> "lyl+sign A > g+ A < |-
j=1

i=N+1

Tomando el limite N — oo concluimos que

AL+ Lyl < U1 flles (3.12)
j=1
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lo cual, junto con (3.10), nos da (3.9). O

Recordemos que un espacio métrico X es separable
si existe un subconjunto D C X numerable y denso.
Los siguientes teoremas nos dicen cuales de los espacios
vistos son separables.

Teorema 3.13 Los espacios c,cy y £,, con 1 < p < 00
son separables

Demostracion: Sea

D={z=(z;):2; € QVj, y x; =0 para j

suficientemente grande}.

Es claro que D es numerable. Demostraremos, pri-
mero, que D es denso en £, con 1 < p < oo.
Tomemos = = (x;) € £, y sea ¢ > 0. Como

00 »
(i) <=
j=1
existe m > 0 tal que
1
oo P e
< > |g:j|p> <5 (3.13)
Jj=m+1

Ademas, dado que Q es denso en R, para cada j € [1,m]
existe y; € Q con

2 =yl < 5 (3.14)
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Tomando y = (y1,¥Y2, -, Ym,0,0,...) € D, de las de-
sigualdades (3.13) y (3.14) se concluye que

1/p 1/p
Iz —yllp = (Z |z — yj|p> + (Z !$j|p> <e,
Jj<m Jj>m
(3.15)
lo cual prueba que D es denso en £, 1 < p < o0.
Six € ¢y, como x; — 0, de igual manera encontra-
mos m > 0 tal que

sup |z;| <, (3.16)

ji>m
vy = (y1,Y2, -, Ym, 0,0, ...) € D tal que
sup |z; — ;| <e. (3.17)
i<

jsm

De donde se concluye que

o= sl < 5 (sup o]+ suple ~ ) <=, (3.15)
Jj>m Jj<m
es decir, D es denso en cg.
Finalmente, probaremos que D + A(1,1,...) con X €
Q es denso en c.
Supongamos que x € ¢y que x; — p en R. Como Q
es denso en R, dado € > 0, encontramos A € Q tal que

2¢e

A —pul < 3 (3.19)
Ademads, dado que x; — pu, existe m > 0 tal que
2
sup |x; — p| < g. (3.20)

ji>m
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Por tltimo, encontramos y; € Q para 1 < j < m tales
que
2e

sup |z; — (y; + A)| < 3 (3.21)

j<m
Tomando y = (y1 + A, ..o, Um + A\ A, ) € D+ (1,1, ...),
de las desigualdades (3.19), (3.20) y (3.21) concluimos
que

1
|z =yl < 3 (s1<1p |z; — (y; + A)| +sup |z; — A])
jsm

j>m
1
< 5 (suples = -+ 1+ supla; = sl +sup A~ ]
ji<m j>m j>m
< E.

Lo cual finaliza la prueba. [J
Teorema 3.14 FEl espacio o, no es separable.

Demostracion: Supongamos que A C /., es numerable.
Probaremos que A no puede ser denso en /.. Escribamos
A = (a*) donde cada a* € (,, es decir a* = (af, d}, ...).
Para cada entero k, definamos

{al,qul, si|af] <1
by =

3.22
0, si |af| > 1. (3:22)

Notamos que |bx| < 2, por lo que b = (b)) € (oo ¥
|bx, — af| > 1 Vk. Entonces,
b= ¥l > bk — ak] > 1,V,

de donde b ¢ A. O
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3.1. MATRICES DE OPERADORES EN Cy, #; Y (o

3.1. Matrices de operadores en
co, b1y Lo

A continuaciéon hablaremos de matrices infinitas y
algunas de sus propiedades. Esto nos sera 1til mas ade-
lante al calcular el espectro del operador de Cesaro. Los
resultados fueron tomados de [18].

Toda matriz infinita A = (a;;);;>1 define un opera-
dor T' que transforma la sucesién x = (z;);>1 en la su-
cesién y = (y;);>1 por medio de la férmula y; = > a;;x;

J
para toda ¢ > 1, siempre que todas las series converjan.

Teorema 3.15 La matriz A = (a;j); j>1 define un ope-
rador lineal y acotado T € B(cy) si y sdlo si

1. los renglones de A pertenecen todos a l1 y sus normas
en {1 estdn acotadas,

2. las columnas de A pertenecen todas a cq.

La norma de operador de T’ es el supremo de las normas
en {1 de los renglones.

Demostracion: Supongamos que la matriz A si define un
operador T' € B(cy). Para cada j > 1, sea e; la sucesién

L=

que claramente pertenece a cy. Entonces, Ae; debe per-
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tenecer a ¢y para toda j > 1, pero

alj
agj

Aej =

que es la j-ésima columna de A. Es decir, hemos probado
la propiedad 2.
Ahora, tomemos x = (z;);>1 € ¢y y denotemos por

oo
@;(x) al i-ésimo término de Az, es decir, p;(x) = > a;jz;,
j=1

veremos que ¢; € cj. Claramente ¢; es lineal pues el
producto de matrices es distributivo. Ahora, observe-
n
mos que para cada n = 1,2,..., @;;T; €S Un opera-
=1
! n
dor lineal acotado en ¢y y ¢;(xz) = lim ) a;;z;, en-
tonces, por el Teorema de Banach-Steinhaus (2.13) con-
cluimos que ¢; € c;. Del Teorema 3.10 se concluye que
oo
los renglones de A pertenecen a (1 y ||¢i| = > |aijl.
j=1
Ademas, como Az € ¢y para todo x € ¢y, aplicando
nuevamente el Teorema de Banach—St%ionhaus conclui-
mos que sup ||g;|| < oo, es decir, sup Y |a;;| < oo, lo
7 7 J=1
que finaliza la prueba de 1.
Ahora supongamos que se cumplen las propiedades
1y 2y tomemos z = (z;)j>1 € ¢. Sea ¢ > 0, como
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x € cg, existe M > 0 tal que

sup |z;| < M. (3.24)
J

Como los renglones de A pertenecen a {1, existe n, € N
tal que

[e.9]

> ay| < e/2M. (3.25)

Jj=no
Finalmente, como las columnas de A estan en ¢y pode-
mos encontrar ig € N tal que

no
Z |aijl|z;] <e/2, (3.26)
j=1

si i > ip. De esta manera, de las desigualdades (3.24),
(3.25) y (3.26) concluimos que existe iy tal que

[oe)
E :aw%
j:

sit > 1g. Es decir, T' si es un operador lineal de ¢y en ¢,
falta ver que es acotado.

< Z|a2]||x]| + Z |a1]]sup|x]| <¢g,

J=no

(o]
T = sup |Tx||., = sup sup Zaijxj
[|l]|< lz)|<1 4 j=1

< sup (|xj|sup2\aw|> <supZ|aw|

llzll<

es decir, T' € B(c) y || T < sup Z ;).
7 ]_

91
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Por otro lado, para toda x € ¢, con ||z|| < 1 tenemos
|pi(2)| < sup |i(x)] < [T,
7

entonces, para toda ¢

=<1

S Jail = llpill = sup lei(a)] < 171
j=1

o0
De donde obtenemos sup » | |a;;| < |||, lo que concluye
i =1

la prueba. [J

Teorema 3.16 La matriz A = (a;j); j>1 define un ope-
rador lineal y acotado T € B({y1) si y sdlo si todas las
columnas de A pertenecen a {1 y sus normas en {1 estdn
acotadas.

La norma de operador de'T’ es el supremo de las normas
en {1 de las columnas.

Demostracion: Supongamos que la matriz A define un
operador 7' € B({;) y consideremos la sucesion (3.23)
de la demostracion del Teorema anterior. Dicha sucesién
pertenece a ¢ para cada j y |le;|l, =1 para cada j. De
esta manera, Ae; (la j-ésima columna de A) pertenece
a (, para toda j. Ademas, ||Te;|| < ||T|||le;ll, es decir,

> laij| < ||T|| para toda j. De donde se concluye que
=1

sup (Z |az‘j|> < 7. (3.27)

J i=1
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Ahora supongamos que las columnas de A pertene-
cen a ¢1 y sus normas en ¢; estan acotadas y tomemos
x € {1. Hay que demostrar que Ax € /1, es decir que

o0 (oo}
> 1> aijzj | < oo. Observemos que
i=1 |

o> Hxnsgpg ] > (i w) (i \am)
> (im\) (i\am) =503 lagles

j=1 i=1 j=1 i=1

n o0 n o0
=2 lagllagl = ) | D aya;
j=1

=1 j=1 =1

Y

para toda n. De donde

> < <su_p2|aijr> ol < o0, (3.28)
I =1

i=1
es decir, T" es un operador lineal de ¢/ en /1. Ademas, de
la desigualdad (3.28) obtenemos

< sup Z |ai;].

Z ij 5
(3 29)

Finalmente de (3.27) y (3.29) concluimos que ||T|| =
sup; z la;;]. O

o

E aijxj

1T = sup [Tz = sup Z

[lzll< llzll<1 =
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Teorema 3.17 La matriz A = (a;j); j>1 define un ope-
rador T € B(ly) si y sdlo si todos los renglones de A
pertenecen a {1 y sus normas en {1 estan acotadas.

La norma de operador de'T’ es el supremo de las normas
en {1 de los renglones.

Demostracion: Supongamos que la matriz A define un
operador T' € B({y ). Para cada ¢ fija consideremos la
sucesién xy = (sign a;;)j>1 € lo. Siguiendo la nota-
cion de la demostracién del Teorema 3.15 tenemos que

o (0.9}
> Jaij] = Y aijsign a;; = @i(z0) < o0, es decir, los ren-
j=1 j=1

glones de A estan el ¢;. Ademas, como Txy € (o, se
tiene que || Txo|le,, < ||T|, de donde

sup <Z !%’\) < |I71. (3.30)
i =1

Ahora supongamos que los renglones de A estan en /; y
sus normas estan acotadas. Tomemos x € /., hay que
o

IA

ver que T'x € (o, Observemos que |¢;(z)| < > |ai;]|z;]
=1

oo
||| (Z |aij|> < 00, para toda i. Entonces
j=1

sup
i

[e%s)
E (J,Z'jlﬂj
Jj=1

por lo que Tx € l.

< [lllsup ) lay| < oo,  (3.31)
K3 j:l
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3.2. EL ESPACIO /5.

Finalmente, de (3.31) obtenemos que
T < sup Y agl,
(2 ]:1

que con (3.30) finaliza la demostracién. .

3.2. El espacio /».
Al sustituir p = 2 en la Definicién 3.1 obtenemos
que el espacio /5 es el conjunto de todas las sucesiones

o
escalares (z;) tales que Y |x;|*> < oo con la norma-2
j=1

- 1/2
]2 = (Z\%F) : (3.32)

J=1

dada por

Es facil ver que la norma (3.32) estd inducida por el
producto interior

@) = 3ot (3.33)

para xz,y € l5. Es decir, el espacio /5 es un espacio de
Hilbert dotado del producto interior en (3.33).
El siguiente teorema caracteriza al espacio dual de

ly.

Teorema 3.18 Dado un funcional f € 05, existe un
unico y € Uy tal que

f(z) =(x,y) paratoda x € 5.
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3.2. EL ESPACIO /5.

Mas ain || f]| = ||y||. Podemos decir que 3 = (.
Demostracion: Es una consecuencia inmediata del

Teorema de representacion de Fréchet-Riesz (Teorema
2.30). O
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Capitulo 4

El operador de Cesaro
y su espectro

Consideremos el operador que transforma una suce-
sién (z,,) en su sucesién de promedios

X1+ T+ ... +x,
" .

Denotaremos este operador como C' y lo llamaremos
el Operador de Cesaro. De esta manera,

1+ Ty T1+ T2+ 23 )

C )= ).
(Il,xz, ) ($1, 5 s 3 )

(4.1)

Como se vio en el capitulo anterior, podemos repre-
sentar al Operador de Cesaro por medio de una matriz
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4.1. EL OPERADOR DE CESARO EN C,.

infinita
a1 a1z ais
G21 Q22 Q23
Ga31 a3z ass

Al resolver las siguientes ecuaciones

a11T1 + a9 + ... = 11
T+ T2
2

a91T1 + A90xg + ... =

y teniendo en cuenta que deben cumplirse para cualquier

sucesion (x,), encontramos que

Q

I
o WIEN =
Wik~ O
wikr O O

(4.2)

Es importante aclarar que, como consecuencia del
teorema 2.83, el operador de Cesaro no es compacto en
ninguno de los espacios ¢y y ¢, para 1 < p < oo, por
lo que seguiremos técnicas distintas a las incluidas en la

seccion 2.9.

4.1. El operador de Cesaro en .

Para calcular el espectro de C' en ¢y, seguiremos la
idea expuesta por J. B. Reade en [15], de demostrar
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4.1. EL OPERADOR DE CESARO EN C,.

que los valores propios de C* son los A € C tales que
IA—1| < 3 v que (C—AI)"" es acotado para [A— 1| > 1.

Con la caracterizacién (4.2) del operador de Cesaro,
resulta facil demostrar que C' € B(cp), como lo muestra
el siguiente teorema.

Teorema 4.1 C € B(c) y ||C|| = 1.

Demostracion: Dado que los renglones de la matriz C'
claramente pertenecen a £; y las columnas a c¢q, el Teo-
rema 3.15 muestra que C' € B(Cy) y que ||C|| = 1. O

El siguiente teorema nos dice qué matriz define al
adjunto C* de C.

Proposicién 4.2 El operador adjunto de C, C* : ¢ —
¢, estd definido por la siguiente matriz:

Q
*
I
S O =

O NN =
QO |00 [0 | =

Demostracion: Denotemos por A al operador que define
11
o b
la matriz [ o g

Sabemos, por el Teorema 3.10, que todo funcional
[ € ¢}, se puede representar por una sucesién y = (y;) €
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4.1. EL OPERADOR DE CESARO EN C,.

gl.ASI/,
L5 3 ”n y+ 2Lt
o B L ) | ninie
Af=1o 0 1 ys | = By
(4.3)
Por lo que, dado = € ¢, se tiene que
(Af)z x1<y1+y;+y33+ )
Y2 Y3 )
o (S04
—I—xg(%—l— ) (4.4)

Por otro lado, también del Teorema 3.10, sabemos que

A i i T +xTo+x
12 2y2+ . : 3y3+---. (4.5)

f(Cx) =211+ 3

Tras un reacomodo de términos, encontramos que las
series definidas en (4.4) y (4.5) son iguales para cualquier
x € ¢g. De la unicidad del operador adjunto concluimos

que A=C*. O
Teorema 4.3 C* € B(¢y) y ||C*]| = 1.
Es claro que las columnas de C* pertenecen a {1 y que

el supremo de las normas es 1. Del Teorema 3.16 con-
cluimos que C* € B(¢;) y ||C*]| = 1. O
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4.1. EL OPERADOR DE CESARO EN C,.

Proposicion 4.4 C** = C.

Demostracion: Del Teorema 3.8, sabemos que toda f €
(¢1)* se puede representar por una sucesion y = (y;) €
lo. Asi, dada f € (¢1)" y x € {; tenemos:

(Cfz = (Cy)x
_ i, Y Y2 YN
_x1y1+x2<2+2>+x3<3+3+3>
(4.6)

Por otro lado, de la ecuacion (4.3) y del Teorema 3.8,
tenemos

£\ Y2 T3,
f(C’a:)—y1<:E1+2+3+ >

+y2<2+3+

+y3(%+---) (4.7)

Reacomodando términos, obtenemos la igualdad de (4.6)
y (4.7). Es decir C** = C, pero ahora visto como un
operador en el dual de /1, el cual es isométricamente
isomorfo a . [

Teorema 4.5 C** € B({y) y ||[C*] = 1.

Demostracion: Se sigue facilmente del Teorema 3.17.
O

A continuacién, probaremos que el espectro de C
actuando en ¢y consiste de los A € C que cumplen |\ —
3| < 3. El primer paso para lograrlo, serd probar que C
no tiene valores propios.
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4.1. EL OPERADOR DE CESARO EN C,.

Teorema 4.6 C € B(cy) no tiene valores propios.

Demostracion: Supongamos que Cx = Ax con x # 0 en
co. Entonces:

T1 = ATy

1

§($1 + IQ) = /\$2
1
E(Il—i-l’g—f—"'l’n) = A\,

y encontramos que si zy es el primer término distinto
de cero de x, entonces A = 1/N. Ademas,

Alpi1 — AT,

! (x1 4+ 2, + ) 1( ot ay)
n+1 1 +1 n 1
1 ]. xn+1

<n+1 n)(x1+ +x")+n—|—1

-1 Tpy1
_n(n+1)(l‘1+ +l’n)+n+1
__)\l'n Tny1
T n4+1 n+1

De donde obtenemos que
An+1) = Dz, = Anay,
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4.1. EL OPERADOR DE CESARO EN C,.

es decir,
Tl An n
Ty, ')\(n—l—l)—l‘ n—f—l—N'_ (48)

para toda n > N, asi que x,, no puede tender a cero, lo
cual es una contradiccién. Por tanto C' no tiene valores
propios. [

Sin embargo, C** € B(/{,) tiene al valor propio A\ =
1 con espacio propio formado por todas las sucesiones
constantes.

El siguiente paso sera encontrar los valores propios de
C* € B({;). Para lograrlo, recordaremos las notaciones
oy O y probaremos dos lemas, dicha informacion se
encuentra en [11].

Definicién 4.7 Diremos que f(x) = O(p(z)), donde
o(x) es una funcion real que solo toma valores positivos
y f(z), p(z) estan definidas para los mismos valores de
x, st para estos valores de x, existe un entero positivo
K, que no depende de x, tal que

|f(z)] < Ko().
Definicién 4.8 Sea a € R. Si, cuando v — a,

f(@)/o(x) =0,

entonces escribiremos f(x) = o(p(z)) cuando x — a.
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4.1. EL OPERADOR DE CESARO EN C,.

Lema 4.9 Sean (a,) y (b,) dos sucesiones reales. Su-

pongamos que a, > 0, b, > 0 para toda n, que »_ b,
n=1
diverge y que

1 1
lim <— In__ ) =k, con KER. (4.9)

n—r00 bn Ap+41 bn+1

Entonces Z a, converge o diverge, de acuerdo a si K >
=1
0or< O

Demostracion: Supongamos primero que £ > 0. Toman-
do e = Kk/2, encontramos N tal que, cuando n > N

1 a, 11
— _,{'
bnan—i—l bn+1 2 7

2 G, Ap1
Up1 < — <_ — .
K bn bn+1

esto es,

Se sigue que

1
< Qi1 2 ay
E E al+1<— b__b <—b—.

N1 N n-+1 R ON

o0
De donde la serie > a, converge.
n=1
Ahora supongamos que £ < 0. Tomando ¢ = —k,

encontramos N tal que, para n > N

1 a, 1

< 0;
bn Ap+1 bn+1 7
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4.1. EL OPERADOR DE CESARO EN C,.
esto es,

En particular,

anN+1 > b—bN+1,

AN+1 an
an42 > o byt2 > . b2,
N+1 N

an
an+m > —bninm-
by

oo o0
Como Y b, diverge, entonces »_ a, diverge. [J
n=1 n=1

Lema 4.10 (Prueba de Raabe) Sea (a,) una suce-
sion real. Supongamos que a, > 0 para toda n y que,
cuando n — 00,

an

1
zl—l—z—i-o(—), donde o € R.
n

Ap+1 n

o0
Entonces Y a, es convergente o divergente, de acuer-
n=1

doasio>1o00<1.

Demostracion: De la hipotesis,

1im <n an —(n+1)) =0—1,
n—oo a?’L+1

asi que el resultado se sigue del Lema 4.9 escribiendo
k=0c—1yb,=n"t 01
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4.1. EL OPERADOR DE CESARO EN C,.

ra si m 1 ra encontrar los valor
Ahora si estamos listos para encontrar los valores
propios de C*.

Teorema 4.11 Los valores propios de C* € B({y) son
todos los A que cumplen |\ — %| < %

Demostracion: Supongamos que C*z = Az con x # 0 en
/1. Entonces, resolviendo el sistema

1
231+§ZL'2+"':)\[E1
_I2+"':)\x2

2

obtenemos
xr = )\Q?l — )\1'2

—T9 = )\ZEQ — )\Ig

Es decir, x5 = (1 — %) Ty, T3 = (1 — %) Zo, - +. De don-
de

Ty = ﬁ (1 - j%) 1. (4.10)

i=1

Escribiendo 1/\ = o+ i y usando el Binomio de New-
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4.1. EL OPERADOR DE CESARO EN C,.

ton generalizado, encontramos que

Il
ol
<H3
—
-
[\")
SN—
/T
[\
3|8
_|_
@)
VR
3[\D| —_
N————
N——
=

cuando n — oo. Concluimos, por la Prueba de Raabe,

1
que x € {1 siy solo si ReX > 1, es decir, |\ — %\ < % O

Corolario 4.12 C € B(c) tiene imagen densa.

Demostracion: El Teorema 4.11 prueba que N(C*) =
{0}. Probaremos que N(C*) = {0} implica que C tiene
imagen densa. Si C' no tuviera imagen densa, el Coro-
lario 2.12 prueba que existe ¢ € ¢ tal que ¢ # 0y
o(Cz) =0 para toda x € ¢g. De donde C*¢p = 0. [

A continuacién, probaremos un Lema que serd ttil
al calcular el espectro de C'.

~ L cuan-
n

(e}

Lema 4.13 Sia = Re(}) <1, [T |1 -
j=1

do n — oo. Usamos la notacion a, ~ b, en el sentido
de que (a,/by) y (by/ay,) ambas estin acotadas.
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4.1. EL OPERADOR DE CESARO EN C,.

Demostracion: Si 1/\ = « + i entonces, usando

la desigualdad e* > 1 4 x para x real y que Z% =
j=1

In n+v40(1) (donde y es la constante de Euler), tenemos

1
1 200 o® + (%2
1——| = 1—-=
ST (-2

I
]
”
o
NNgE
/T\
3ie
+
Q
N
:I\J|H
N———
N———

=exp(—a(lnn+v+O0(1)) + O(1))
=exp(—alnn+ O(1))
o)

= 0
na

108



4.1. EL OPERADOR DE CESARO EN C,.

También

ﬁl 1_1—12[ |20 aief E
. Al n n?

7=1 7j=1

=exp(a(lnn+v+ O(1)) + O(1))
=exp(alnn+ O(1))
= O(1)n".

O

El siguiente, es el Teorema central de esta seccion.
Caracteriza al espectro del Operador de Cesaro.

Teorema 4.14 o(C) ={A e C:|x— 3| <1}

Demostracion: Los Teoremas 4.11 y 2.50 prueban que
{fAeC:|x—3| <1} Co(C). Resta probar que o(C) C
fAeC:|A—3| <1}, es decir que (C— M)t € B(c,)
para [A — 3| > 1.

Resolviendo (C'— Al)x = y para = en términos de y
obtenemos la matriz (C' — A\I)~!. Se tiene que

T 1
<J]1(1_A),51+$2 <§_)\) 7) :(917927937"'>-
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4.1. EL OPERADOR DE CESARO EN C,.

Por lo que el primer renglén de la matriz tiene a ﬁ en
la primer entrada y cero en las demas.

Como
$_y2—%1_ Yo Ty
, = _ _
X i-x 1-2x
2 1
1T o nya—an)”
1 L2
= Y1 Y2,
222 (1-1) (1—55) 1—2)

. , 1
la primer entrada del segundo rengléon es — (1))

y la segunda es ﬁ Continuando este proceso, encon-

tramos que el n-ésimo renglén es

1

— — (4.11)
1
Jj=m
en el m-ésimo lugar para m < n,
n
Y (4.12)

en el n-ésimo lugar, y cero en otro caso.
Por el Teorema 3.15, resta probar que la expresion

1+\1—§|+---n1‘[ )1—%

n)\2ﬁ<_j%\> 1—nA

J=1
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4.1. EL OPERADOR DE CESARO EN C,.

esta acotada para toda n, y que para cada m, la expre-
sién
1
— — 1 (4.14)
2

j=m

tiende a cero cuando n — oo, ambas bajo la hipotesis
de que [X — 1| > 3, es decir, Re( ) < 1.

Para ver que la expresmn en (4 13) esta acotada para
toda n basta observar que -~ — =~ L cuandon — 0oy
que

1 1 1 - 1
— <=l =-=<.-- < - — .
I I R | (B

Entonces, del Lema 4.13 tenemos que,

TR
=1

n)@}i( _ﬁ) 1 —nA
1+(n—1)j1i[1( —j%>
n)@jli[l(l—j%\)
K n—11

nl—a+ n A2

IN

<

para alguna constante K, pues o < 1.

111



4.2. EL OPERADOR DE CESARO EN /,.

Finalmente, de nuevo por el Lema 4.13,

m—1
1
1 ‘1:[1 b= i K
2 _ 1 2 _ 1 ne
n\ j];[l (1 j)\) n\ jl;[l 1 j/\‘

cuando n — oo para algunas constantes positivas K,, y
K, lo cual finaliza la prueba. [J

Nuestro siguiente propdsito es calcular el espectro del

operador C' pero ahora definido en el espacio de Hilbert
ls.

4.2. El operador de Cesaro en /».

En esta seccién calcularemos el espectro de C' pe-
ro ahora definido en el espacio de Hilbert /5. Toda la
informacion esté basada en [3].

El primer paso sera probar que el operador de Cesaro
es acotado en £, para lo cual haremos uso de la prueba de
Schur que probaremos a continuacién y que se encuentra
en [7].

Teorema 4.15 (Prueba de Schur) Sean i,j enteros

no negativos. St ki > 0, p; >0, ¢ >0y oy p son
constantes tales que

 kiypi<ag (j=0,1,2,.)
i=0
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4.2. EL OPERADOR DE CESARO EN /,.

Zkiij S 5101 (2.:()71727'“)7
j=0

entonces la ecuacion

(Az)(i) = ki,
=0
define un operador lineal acotado en {5, y || A]|*> < af.

Demostracion: Si (&, &1, ...) es una sucesién de es-
calares tal que &, = 0 para n suficientemente grande,
entonces de la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene
que
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4.2. EL OPERADOR DE CESARO EN /,.

el = 33t 2
5 (vea) ()
SEN.

Z]|€]|2>

z:; (] Oq]

s (S

—BZ ” > kijpi
) =0

@P 2
< Z =—aq; = ap||¢[]".

-
I
o

2

'M8

A
8HF181

IN

Dado que las sucesiones tales como & son densas en
U5, la prueba estd completa. [J

Teorema 4.16 FEl operador de Cesaro es acotado en (s,
es decir, C' € B({s).

Demostracion: Sea k;; la sucesién definida por

0 si0<i<j,
kz’j -

10<9<7q.
i1 U=l
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4.2. EL OPERADOR DE CESARO EN /,.

1
Si p, = ——, entonces
b vn+1
Zkijpj = Z . .
par jzol—i-l\/j—i-l
1 dx 1
< — /i
i+1 \/_ i+1
1
< \/z+1 = 2p;.

Si j # 0, entonces

1 1
Zkz]pz _Zl—kzﬁ

- ]o dx _ 2
e+ ]
j—1

2 45 +1
= — ‘7% < 2v/2p;.
Vit Vi

Como también
Zkiopi =1 +Zki0pi <1+2=3py,
i=0 i=1

se sigue que

Z kUpZ < 3pj

=0
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4.2. EL OPERADOR DE CESARO EN /,.

para toda j, y la prueba de Schur implica que C' es aco-
tado. (Hay que notar que con esta eleccién de k y de p,
A = C. Ademis, en este caso p =¢q.) O

Como vimos al inicio del capitulo, C' y C* pueden
ser representados por las siguientes matrices

1 00 1 11
11 o 1 1%
cC=11 1 1 , C* = > 1
3035 3 00 3
Se sigue que

1 L 1

11

ccr=|1 11

3 3 3

Resulta ser, entonces, que el producto C'C* es casi el
mismo que la suma C' + C*; la diferencia C' + C* — C'C*
es el operador diagonal

o O =
o= O
wi= O O

La siguiente demostracion estd basada en el proble-
ma 61 de [7].
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4.2. EL OPERADOR DE CESARO EN /,.

Teorema 4.17 ||[[ — C| = 1.

Demostracion: Sabemos que C' 4+ C* — CC* = D,
de donde se concluye que (I — C)(I — C*) = I — D.
Del Teorema 2.33 tenemos que ||[I — C||*> = ||I — D]||. Es
suficiente probar que ||[I — D|| = 1.

Observemos, primero, que

oNiR O
who © O

y sea o = T_l para 7 = 1,2, .... Entonces, para la suce-
sién (e;); definida en (3.23), tenemos que (I — D)e; =
aje;. De donde

;] = llegejll = [(1 = D)ejll2 < | = D
para cada j, por lo cual
1 =sup|ay| < || — D]. (4.15)
J

Finalmente, dado x € /5 obtenemos que
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4.2. EL OPERADOR DE CESARO EN /,.

OO (Z ) T

Z O‘J%P < Z ’%’2

I(Z = D)z|* =

Lj€j

00 2
Z%‘ej
j=1

(4.16)
= ]| (4.17)

De (4.15) y (4.16) obtenemos que || — D|| = 1. O

Para nuestro siguiente proposito necesitaremos el si-
guiente lema.

Lema 4.18 Si A es un operador definido en un espacio
de Hilbert H tal que |Al] < 1 y si ||Az|| = ||z|| para

algin x € H con x # 0, entonces ||A*y|| = ||y|| para
algin y € H con y # 0.

Demostracion: Escribamos y = Az, por lo que ||z|| =
lly||. Ademas,

l=[|* = [| Az[|* = (Az, Az) = (A" Az, z)
< [[A"Az|l[|=]| = Ayl < ||=]*

De donde ||A*Az[| = [|z[], asf que [|A"y|| = [[y[|. O
Teorema 4.19 Si © € {ly, ||z|| = 1, entonces |[(I —

C)all <1y [[(I — C*)a < 1.

118



4.2. EL OPERADOR DE CESARO EN /,.

Demostracion: De la ecuacién (4.16) observamos que
(I — D)z|| < ||=|| & menos que x = 0, por lo que

I(Z = C)=||* = (U
It

a menos que x = 0. Del Teorema 4.18 se concluye que
tanto ||(/ — C)z|| como [[(I — C*)x|| son estrictamente
menores a ||z||, excepto cuando x = 0. [

CYI — C*)z, x)
CYI = C*)z|l[|l]| < =]

IN

Al igual que para C' € B(cy), el operador C' definido
en /5 no tiene valores propios.

Teorema 4.20 C' € B({3) no tiene valores propios.

Demostracion: Dado que £y C ¢, del Teorema 4.6 se
sigue el resultado. [

El Teorema 4.11 prueba que los valores propios de

C* € B({;) son todos los A que cumplen |A — 3| < L.
Sin embargo no es asi para C* € B({3) como lo muestra

el siguiente Teorema.

Teorema 4.21 Los valores propios de C* € B({3) son
todos los A € C tales que [N —1] < 1.

Demostracion: Supongamos que C*x = Az para algin

Ay que % = a+1i5. De la ecuacién (4.10) y del Teorema
del Binomio de Newton tenemos que
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4.2. EL OPERADOR DE CESARO EN /,.

ESE 1 _ 1
toiP - LF  1-2 o
( 200 a2+52) !
— (1=
n n?

Como |A — 1| < 1 es equivalente a 2Re (5) > 1, de
la Prueba de Raabe (Teorema 4.10) concluimos que si
|A—1| < 1 entonces = € {9, y que si |[A— 1] > 1 entonces
T ¢ EQ.

Para terminar con la demostracion resta ver que si
A — 1] = 1, entonces A no es un valor propio de C*, o,
equivalentemente, 1 — A no es un valor propio de I — C.
En efecto, si ||z]| =1y (I — C*)x = (1 — A\)z, entonces
|(I —C*)z|| = |1 — A|; del Teorema 4.19 concluimos que
|1 — Al no puede ser 1. [

El proximo Teorema muestra claramente la depen-
dencia del espectro de un operador y el espacio donde
esta definido.

Teorema 4.22 El espectro de C' € B({y) es el disco
cerrado {\ : |\ —1] < 1}.

Demostracién: El Teorema 4.17 afirma que ||[I—-C/|| =
1, porloque o(I—C) C {A: |\ <1}, y, por consiguien-
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te, o(C) C{A: |1 = A| <1}

Del Teorema 4.21 concluimos que {A: [1 —A <1} C
o(C). O

Concluimos la seccién con una propiedad interesante
del Operador de Cesaro en /5.

Teorema 4.23 FEl operador C' es hiponormal.

Demostracion: La matriz C*C' tiene forma de L, es
decir, es de la forma

Qp 1 Qo
Qp o1 Qg
Qy Qg Qo ’
& 1
con ay, = ) ———=. Como CC* también tiene forma
Jj=n (] + 1)
de L (con o, = —15), y como la diferencia dos matrices

con forma de L es otra de la misma forma, el problema
de probar la hiponormalidad de C' se reduce al problema
de decidir cudando un matriz con forma de L es positiva.
Como una matriz infinita es positiva si y solo si todas
sus secciones finitas tienen determinante positivo, el pro-
blema se ha reducido a la evaluacién del determinante
de

121



4.2. EL OPERADOR DE CESARO EN /,.

Qg &1 Qo -+ Op
a; 1 Qo -+ Oy
Qg Qo Qo -+ Oy
Qp Qp Op - Qg

Restemos la segunda columna de la primera, después
restemos la tercer columna de la segunda, y continuemos
este proceso por todas las columnas. Obtenemos que el
determinante de la matriz original es el mismo que el
determinante de la matriz resultante, la cual es triangu-
lar.

Qo 1 Qg -+ Oy
a1 ap Qg s Oy
Qg Qg Qg -+ Oy
Qp Qn Qp e (079
Qp — Q1 O] — Qg Qg — Q3 -+ Op
0 a1 — Qg Qg — Q3 - Qp
= 0 0 Qo — Q3 - Qp
0 0 0 Sy,

Dado que el determinante de una matriz triangular
es el producto de los elementos en su diagonal, conclui-
mos que una matriz con forma de L es positiva si y solo
si la sucesién (o) es positiva y decreciente. La prue-
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ba del Teorema se completa verificando que la sucesién

o0 1 1
- — satisface estas dos propiedades.
(;L(y+1)2 n+1> prop

En efecto,

1=/igz.1,
n+1 x2 T~ (54 1)
n+1

j=n

por lo que la sucesién es positiva.
Ademas,

- 1 1 =1 1
<j;1 (j + 1) _n—i—Z) - (; (j+1)2 _n—|—1>
1 1 1
(n+1)2_n+2+n+1
—n+2)—(n+1)*+(n+1)(n+2)
(n+1)%(n+2)
—1

T+ 1)2n+2) =0,

por lo que la sucesién es decreciente. [

4.3. El operador de Cesaro en /),
I <p<oo.

En la presente seccién, trataremos los resultados re-
ferentes al Operador de Cesaro definido, ahora, en el es-
pacio ¢,. Dichos resultados estan basados en [5]. Anélo-
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gamente a las secciones 4.1 y 4.2, el primer paso es de-
mostrar que C define un operador lineal acotado de ¢,
en ¢,, para lo cual haremos uso de la desigualdad de
Hardy ([10], capitulo IX).

Teorema 4.24 (Desigualdad de Hardy) Siay,as, ...

son reales positivos no todos cero, p > 11y > aP < oo,

n=1
entonces
[o¢] P pOO
artay+---+ay, p
< | — P (4.18
;( n ) (p—1> ;a” (419

Demostracion: Podemos suponer que a; > 0, pues
si suponemos que a; = 0 y reemplazamos a,_1 por b,,
(4.18) se convierte en

by by + bo p \’ »
(3)+(552) + < () eresee

una desigualdad mas débil que (4.18).

. a1+ ag + -+ a,
Escribamos oy = , entonces
n
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ol — Lozp_lan
=aob — Ll{nan —(n—Day,_1}al™!
p_
-1
cep(io ) @l
p—1 p—1
e (1P (n—1) CDa? 4o
> oy p—l + p—l {(p )Odn_'_&n—l}
1
= —1{(n —1al_; —nal}. (4.19)
p_

La desigualdad en (4.19) se sigue del hecho de que la
funcién exponencial es convexa, es decir, ™% < ge® 4
beY para cualesquiera x,y € Ry a,b >0cona-+b=1,
escribiendo a = ]%, b= i,x = ln(ap) yy=1In(a? ;).

N

. NaR
P p—1 N
COHCIUlmOS que E o, E G, “Qp < — 1 <

n=1

0; y, por tanto, de la de&gualdad de Holder (en RY),

N N
nz:l ab < p— Z o’ ta,
N /p s/ N 1/q
< % (Z aﬁ) (Z ozfl) . (4.20)
n=1 n=1

Dividiendo por el ultimo factor en la derecha, y ele-
vando el resultado a la n-ésima potencia, obtenemos
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i a? < (%)p g: a. (4.21)

n=1 n=1

Haciendo N tender a infinito obtenemos (4.18), ex-

cepto que tenemos < en lugar de <. Notamos que > o
n=1

es finita, y regresando a (4.20), y reemplazando N por

o0, obtenemos que

g;ap < %gaﬁ_lan
0 /P / oo 1/q
< % (Z aﬁ) (Z ag) L (422)
n=1

n=1

La segunda desigualdad es estricta a menos que of y
aP sean proporcionales, es decir, a menos que a,, = kay,,
donde k£ no depende de n. Si este es el caso entonces
(como a; = a; > 0) k debe ser 1, y por tanto a; +
as + --- + a, = na, para toda n. Esto solo es posible
si todas las a son iguales, y esto es inconsistente con la

o

convergencia de ) a?. Entonces
n=1

9] %) 1/p 00 1/q
zzl ab < Z% (Z aﬁ) (2} aﬁ) (4.23)

n=1

y (4.18) se sigue de (4.23) como (4.21) se siguid de
(4.20). O
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Teorema 4.25 C € B((,) para 1 < p < 0.

Demostracion: Tomemos © = (z,) € £, con 1 < p <
oo. De la desigualdad de Hardy, tenemos que

o 1 K py\ 1/p 1k p\ 1/p
|Cl], = (Z Ezl"j ) < (Z (EZL”CH) >
k i—1 k=1 j=1

=1

(4.24)

La desigualdad (4.24) prueba que C': ¢, — {, y que
p
Cl| < —.

el < -2

Es importante observar que para p = 1, C' no es un
operador de ¢; en ¢;. Pues al tomar x = (1,0,0,...) € ¢,
tenemos que C'x = (1, %, %, ) &

Aligual que en los dos casos anterior, el Operador de
Cesaro definido en ¢, para 1 < p < oo no tiene valores
propios

Teorema 4.26 C € B({,), con 1 < p < oo no tiene
valores propios

Demostracion: Como £, C £, para toda p, el resulta-
do es una consecuencia del Teorema 4.6. O
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Para el caso del operador de Cesaro definido en /s,
encontramos que o(C) = {A € C: |\ — 1| < 1}. Fue de
gran importancia para el argumento que [|C' — Ij; = 1,
sin embargo la desigualdad andloga ||C' — 7|, < £ no
se cumple en general cuando % + % =1.

Lo que si se sigue cumpliendo es que {\ € C :
A — 2| < 2} pertenece al espectro puntal del operador
adjunto C* : £, — ¢,. Con el propésito de demostrarlo,
probaremos el siguiente resultado que se encuentra en
[5], el cual es una ligera modificacién del Lema 4.13.

Lema 4.27 Sea 8 un nimero complejo tal que Re(Bq) >
1 y sea q el conjugado de p. Entonces

3 (H - _‘ ) <.
n=1 \k=1
Demostracion: Para cada k,
q 2
‘1 — é = exp (gln (1 — ER e(B) + M]jl ))
2
< exp (g (—Eﬁem I )) -

k
Multiplicando esta desigualdad para k =1,2,--- ,n
tenemos
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11 1——| Sexp —Re(¢p) T y5)
k=1 k=1 k=1
B = 1
< exp (—Re(qﬁ) Inn + % Z e
k=1
— cnRel(db)
q|8*m*

o
TR Como ) n~* es convergente
n=1

para s > 1, la prueba estd completa. [

donde ¢ = exp

Teorema 4.28 {\ € C : |A — 1| < 1} pertenece al
espectro puntual de C* € {,.

Demostracion: En la demostracion del Teorema 4.11
se vio que si C"z = Az,

Como |X — &| < € si y solo si Re(5) > %, del Lema
4.27 concluimos que si |A— 4| < £ y C*x = Az, entonces
x el O

Nuestro objetivo, ahora, es probar que

JKU:{AGC:P—g gg}. (4.25)

En vista del Teorema 4.28, solo resta verificar que
o(C)C{AeC:|A—%| <2}, es decir que (C'— M)~
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es acotado cuando |\ — 4| > 1. La idea es dominar a la
matriz

Ey = =N[(C — \)™' — Dj] (4.26)

por una matriz mas manejable GG, donde D, es la parte
diagonal de (C'— AI)~!. Como se verifica facilmente que
D, es acotado en £, que (C'—AI)~! sea acotado en £, es
equivalente a que E) lo sea. El problema se ha reducido,
por tanto, a demostrar que la matriz GG, es acotada en
.

El hecho de que G es acotada en £, serd una con-
secuencia del siguiente Teorema cuya demostracién se
encuentra en [1].

Teorema 4.29 Sean 1 < p < q < 00, a y b sucesiones
de niumeros no negativos, p* el conjugado de p y sea
A = (k)= la matriz dada por

e sil<k<n,
ankz{a B =T (4.27)

0 stk >n.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) A€ B(Epygq);
(i1) existe K, tal que, para m = 1,2, ...,

m n q m q/p
() = (Sw)
n=1 k=1 k=1

Empecemos dando la definicién explicita de los ope-
radores Ey y D, y demostrando que D), es acotado.
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Lema 4.30 La matriz Dy dada por (4.26) es acotada
en £, para p > 1.

Demostracion: Para a = (a,)>2, definamos |a| =
(lan])sey, v sea o = {0} U {1/r}>2,. Recordando las
formulas (4.11) y (4.12) para (C' — X))~ : CN — CV
cuando A ¢ o, se tiene que

1

(C—X)"'=D,— EE,\, (4.28)

por la igualdad (4.26), donde el operador diagonal Dy =

1
(dnm)pom=1 estéd dado por d,, = Ty y dpm = 0 si
n
n # m. El operador E) = (enm )5, €s, por tanto, la
matriz triangular inferior dada por ey, = 0, para toda
m € N, con

— sil<m<n,
enm =4 7 1T (1= 75) (4.29)

=}

sim > n,

para toda n > 2.

Fijemos A ¢ o. Entonces d(\) = dist(A,0) > 0y
|dpn| < ﬁ para toda n > 1. Por tanto, si a € CN,
entonces |D)(a)] < ﬁ|a|. Se sigue que D, es acotado
en £, para todap > 1y || Dy, < ﬁ. O

Para A ¢ o es, por tanto, claro que (C' — AI)~! es
acotado en /£, si y solo si Ey lo es por (4.28). De esta
manera podemos restringir nuestra atencion a F)y.
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Lema 4.31 La matriz Ey definida en (4.29) satisface

|Ex(a)] < B(N)GA(la]), para alguna constante positiva

B(N), donde a € CN y Gy : CN — CN estd definido por
1 b

(GA(b)) = = n>1, (4.30)

nlfa ka
k=1

con o = Re (%) < 1.

Demostracion: Para A # 0, tenemos que

1
A — =

: (4.31)

N | —

a < 1 siy solo si >

Observamos que si A satisface la condicién (4.31),
entonces necesariamente A ¢ o. De acuerdo con el Le-
ma (4.13) para cada A que satisfaga la condicién (4.31),
existen constantes positivas A, B (que dependen de \)
tales que

1-—|<=, n>L (4.32)

1 1/A
len1] = — < 1/ , n > 2. (4.33)
1 n=e
n 1=z
Como lfm 2~ = 1 obtenemos de (4.32), con un
n—oo (n+1)

cambio de constantes, que
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A "
e =1Lt

k=1

Para n > 3 se sigue de (4.29), (4.32) y (4.34) que

1 B’
e =
EX| — (n+ 1)’

n>1 (4.34)

Th-&
|enm|:l.k§1 < EC{AQ, 2<m<n.
1_L n m
kl;ll} kA
(4.35)

Podemos combinar (4.33) y (4.35) para encontrar
que

B

|enml| < nl—ama’

1<m<n, 1<n, (4.36)
para alguna constante S(A) > 0. Asi, para A que satis-
face la condicién (4.31) y para cada a = (a,) € CV, las
entradas de F, satisfacen

[(Ex(a S - Z|ak’ n > 1.
n —

Se sigue, por tanto, que

|Ex(a)| < B(AN)GA(lal), acCY a=Re (%) <1,

donde G : CN — CN es el operador lineal definido para
cada b= (b,)>, € CN por la ecuacién (4.30). O
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Por lo que, si Re (%) < 1, entonces (4.3) implica que
Ey : {, = {, es acotado si G es acotado. El hecho de que
G sea acotado lo podemos asegurar por el Teorema 4.29
y el siguiente resultado, cuya demostracion estd basada
en el Teorema 1 de [9)].

Proposicion 4.32 Sean p > 1 y a € R que satisfacen
(1—a)p > 1. Si XA e C con Re(3) = o, entonces G
definido en (4.30) es acotado en (,,.

Demostracion: La matriz G es triangular inferior
con entradas a,; = a,by, donde a,, = n* 1y b, = k=2,
para 1 < k < n. Por el Teorema 4.29, G es acotado
en /, si existe una constante positiva K tal que, para
m € N,

m n p m
1 1 1
Z (nl—a ; kap/(P—1)> = K; kop/(p—1)" (4.37)

=1
En efecto, escribamos ¢ = (1 — a)p > 1,

n

- 1
n = kz_; Lor/-1) >

k=1

yseaq = b 1 el conjugado de p. Observemos, primero,
p —_—

. . 1 1
que si definimos ¢, como - + (i T entonces

<]°1dt_ 1 L (2 1
L 7R P | (n—1)¢1 = \e—1) net

(4.38)
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paran > 1.
Ademas, si so = 0 entonces

m m m
y Z— D p
E (90n - Qpn-l—l)sn - § PnSp — § Pn+15y
n=1 n=1 n=1
m m+41
_ P p
= E PnSp — E PrnSn—1
n=1 n=2
m+1

m

— E P __ E p

- PnSnp, PnSn_1
1 n=1

m
= enlsh —sh 1) = emnsh,

(4.39)

Finalmente, como p > 1, la primera derivada de
f(z) = zP es creciente para z > 0. Por lo que por el

teorema valor medio tenemos que

po_ P p—1
Sy — Sp_1 S PCpS, .

(4.40)

De las desigualdades (4.38), (4.39), (4.40) y la de-

sigualdad de Holder concluimos que
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> TS = (on = 0ar)sh <> pulsh — shy)
n=1 n=1 n=1
2 'p 1—c p—1
< 1 nzz:ln P ey,
207l @~ eli=p) p=c
B c_]f;w (' )
_ m =D/ s/ m 1/p
< 9c lp e p—ccp
Por tanto,

e e

De donde se concluye (4.37) con K = ( 71p>p. 0O

c—1
Finalmente, a partir de la Proposicion 4.32, podemos
demostrar que se cumple (4.25).

Teorema 4.33 El espectro del operador C € B({,), 1 <
p < o0 es el conjunto o(C) ={Ae C:|N-1] <1}

Demostracion: Sea p > 1y escojamos A € C tal que
|A— | > 1. Escribiendo A = a+ib con a,b € R, se sigue
que a? + b2 > aq 0, equivalentemente, que a = Re
a7 < E =1- p. En particular se cumple que Re

<

i
A
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1. Reordenando o < 1 — % obtenemos (1 —a)p > 1y de
la Proposicion 4.32 se sigue que G, : £, — {,, es acotado.
Lo anterior implica que (C'— AI)~! es acotado en ¢,. O
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