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Resumen

Entre los fendmenos radiativos inducidos por el paso de particulas cargadas a través de
un medio, quizé los méas conocidos, debido a sus aplicaciones en el disefio de detectores de
particulas, sean el efecto Vavilov-Cherenkov y el de Radiacién de Transicion. Aunque
estos efectos se presentan bajo distintas condiciones, ambos tienen en comun el que se
genera radiacion electromagnética cuando la carga viaja con velocidad constante, lo que
contrasta con el caso de una carga en movimiento uniforme en el vacio.

En el efecto Vavilov-Cherenkov, se emite radiacion electromagnética s6lo cuando la
velocidad de la carga viajera es mayor que la velocidad de la luz en el medio, mientras que
en la Radiacion de Transicién se observa la generacién de radiacion electromagnética
cuando una particula cargada viaja con velocidad constante a través de un medio que
presenta inhomogeneidades, independientemente de la magnitud de su velocidad. Estas
inhomogeneidades que el medio presenta a lo largo de la trayectoria de la carga, se refieren
a que la permitividad, que describe el comportamiento eléctrico del medio, cambia como
funcién de la posicion o del tiempo. Cabe mencionar que en el efecto Vavilov-Cherenkov
la carga siempre viaja a través de un medio homogéneo.

Aunque tanto el efecto Vavilov-Cherenkov como la Radiacion de Transicion han sido
ampliamente estudiados, aun existen algunos puntos que deben ser discutidos, sobre todo
en lo que respecta al origen de la emisién de radiacion electromagnética.

En este trabajo, se discute detalladamente el origen fisico tanto del efecto Vavilov-
Cherenkov como de la Radiacion de Transicion considerandolos como efectos colectivos,
en los que claramente el medio juega un papel importante. Ambos fendmenos se analizaran
utilizando la idea de que al moverse a través de un medio, una particula cargada induce la
formacion de dipolos elementales, dependientes del tiempo, de forma que cuando la
velocidad de la carga es mayor que la velocidad de la luz en el medio, la radiacion emitida
por estos dipolos se superpone coherentemente para dar lugar a la radiacion Este modelo se
aplica en el analisis de la radiacion inducida por una particula puntual y un dipolo eléctrico
sin carga neta y puesto que el paso de un pulso electromagnético, o paquete de onda, a
través de un medio también induce una polarizacién dependiente del tiempo en éste, se
obtiene el espectro de emision para este caso.

Ahora bien, dado que las propiedades del medio determinan el intervalo de frecuencias
en las que se emite radiacion Cherenkov, se analiza con detalle el papel que juega el medio
en la emision de la radiacion y se exhibe que es posible definir un limite inferior para la
velocidad de la particula, el cual no depende de la frecuencia cuando se consideran tanto la
respuesta especifica del medio como la condicion sobre la velocidad de la particula.

Finalmente, utilizando la teoria de distribuciones y haciendo una analogia con los
problemas tipicos de la mecénica cuéntica, se exhibe explicitamente el calculo de todas las
componentes del campo eléctrico y magnético en el caso de la Radiacion de Transicion.



Abstract

Among the most important radiative phenomena induced by the passage of charged
particles through a material medium, perhaps the best known, due to their applications in
the design of particle detectors, are the Vavilov-Cherenkov effect and the Transition
Radiation. Although these effects appear under different conditions, both have in common
that there is radiation even though the charge travels with constant velocity.

In the Vavilov-Cherenkov effect, electromagnetic radiation is emitted only when the
velocity of the charge is greater than the velocity of light in the medium, while Transition
Radiation occurs independently of the velocity of the charge and the necessary condition
for its existence is that along of the trajectory of the particle the permittivity changes as a
function of position or of time.

Although these phenomena have been extensively studied, there are still some points that
need to be discussed. In this work, the origin of the electromagnetic radiation generated in
the Vavilov-Cherenkov effect and the Transition Radiation is physically discussed
considering both as collective effects where clearly the medium plays an important role.

To study the Vavilov-Cherenkov we use the idea of the generation of time-dependent

elemental dipoles in a material medium due to a point charge moving with constant velocity
inside it. We obtain that if the velocity of the point charge is greater than the velocity of
light in such medium, there is a coherent superposition of the radiation emitted by each
elemental dipole; we identify the total coherent radiation as the Cherenkov radiation.
We apply this model to analyze the Cherenkov radiation induced by a point particle,
extended charge distributions and an electric dipole without net charge. Since the passage
of an electromagnetic pulse, or wave packet, through a medium also induces a time-
dependent polarization, the emission spectrum for this case is obtained.

Since the properties of the medium determine the frequency range where Cherenkov
radiation is emitted, we discuss in detail the role of the media in the emission of radiation
and define a lower bound for the velocity of the particle, which does not depend on the
frequency when we consider the specific response of the medium an the condition over the
particle’s velocity.

Finally, using the Theory of Distributions and an analogy with some typical problems of
guantum mechanics, we explicitly calculate all the components of the electric and magnetic
field in the case of Transition Radiation.
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Capitulo 1
Introduccién

En la Electrodindmica Clésica se asegura que para que una particula car-
gada emita radiacién electromagnética debe estar acelerada. Sin embargo,
esta aseveracién es cierta solamente en el vacio, pues si la particula se mueve a
través de un medio, o cerca de éste, la emision de radiacién electromagnética
es mds una regla que una excepcién. De hecho, para que no se emita radiacion
electromagnética se necesita que el medio sea homogéneo, que su permitivi-
dad no sea funcién del tiempo y que la particula viaje con una velocidad
menor que la velocidad de fase de cualquier onda que pueda propagarse en
ese medio.

Entre los fenémenos radiativos inducidos por el paso de particulas car-
gadas a través de un medio, quizd los mdas conocidos, gracias a sus aplica-
ciones, sean el efecto Vavilov-Cherenkov y la Radiaciéon de Transicién, los
cuales tienen en comiin el que se genera radiacién electromagnética cuando
se tiene una carga viajando con velocidad constante a través de un medio.
Claramente, estos efectos contrastan con lo que se observa en el caso de una
particula viajando con velocidad constante en el vacio.

En el efecto Vavilov-Cherenkov, observado por primera vez en 1934 por
P. A. Cherenkov y S. I. Vavilov [1] y estudiado teéricamente por I. E. Tamm
e I. M. Frank en 1937 [2], se emite radiacién electromagnética de frecuencia
w cuando la velocidad de la carga viajera es mayor que la velocidad de fase
de la luz de esa frecuencia en el medio, esto es cuando v > ¢/n (w), con n (w)
el indice de refraccién del medio para la frecuencia w. Ademads, el dngulo
0 entre la velocidad v de la particula y el vector de onda k de las ondas
electromagnéticas emitidas, estd dado por la expresion

c

N (1)

9 =
oS )

indicando que las ondas emitidas a lo largo de la trayectoria de la fuente,
con una velocidad de fase ¢, = ¢/n (w), estdn en fase sobre una superficie
cénica (Figura 1) conocida como cono Cherenkov. Esta condicidn, verificada
experimentalmente en 1938 por Collins y Reiling [3], tiene un andlogo en
actstica el llamado cono Mach, que es la onda cénica que emite una fuente
supersonica.
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Figure 1: Figura 1. Cono Cherenkov

Cabe mencionar que en 1904, mucho antes de que se observara el efecto
Vavilov-Cherenkov, Arnold Sommerfeld [4,5] sugiri6é que un electrén movién-
dose uniformemente en el vacio con una velocidad mayor que la de la luz,
esto es v > ¢, debfa emitir radiacién electromagnética. Esta condicién de
Sommerfeld coincide con la condicién de Cherenkov sobre la velocidad de la
particula si consideramos un indice de refraccion n = 1. En otras palabras,
Sommerfeld estudié el efecto Vavilov-Cherenkov para un medio no disper-
sivo y no refractivo, como lo es el vacfo. Sin embargo, ya que de acuerdo con
la Teorfa Especial de la Relatividad una particula no puede viajar con una
velocidad mayor a la luz y, més aun, la causalidad prohibe la existencia de
particulas viajando con v > ¢, dado que podrian ser utilizadas como senales
superluminicas, el resultado de Sommerfeld fue olvidado y nadie pensé en
primera instancia en extenderlo al movimiento de una carga en un medio
material.

Si experimentalmente se mide el dngulo Cherenkov, definido en la ec.
(1), al cual se emite radiacién electromagnética cuando una particula viaja
a través de un medio de permitividad € (w) conocida, se podré determinar
la velocidad que ésta lleva. Ahora bien, ya que en general la constante
dieléctrica depende de la frecuencia, la radiacién Cherenkov incluye ondas
electromagnéticas de distintas frecuencias emitidas a diferentes dngulos, asf
que si se utilizan filtros de banda muy angosta que seleccionen sélo un inter-
valo pequeno de frecuencias la precisién en la medicién de la velocidad puede
mejorarse considerablemente.

Es interesante notar que a pesar de que de 1937 a la fecha han pasado
muchos anos, el estudio de la radiacién emitida por fuentes superluminicas,
es decir aquellas que viajan con una velocidad méds grande que la velocidad
de la luz en un medio, es un tema que sigue vigente debido a sus aplicaciones
[6] principalmente en la deteccién de particulas [7], basta con mencionar el



uso de la radiacién Cherenkov en el observatorio HAWCI8] para la deteccién
de rayos césmicos, la deteccion de rayos gamma y la deteccién de neutrinos
[9]. Inclusive, en los tltimos afos este efecto se ha estado utilizando en el
campo de la fisica médica para la generacién de imdgenes y el monitoreo de
radioniclidos y radioterapia externa en humanos [10]. El estudio del efecto
Vavilov-Cherenkov ha llevado a la publicacién de cientos de trabajos teéricos
y experimentales, al disenio de varios tipos de detectores de particulas y la
escritura de monograffas, libros y articulos de revisién [11].

En el caso de la Radiacién de Transicion, predicha por Ginzburg y Frank
en 1946 [12] y observada por Goldsmith y Jelley [13], se observa la generacién
de radiacién electromagnética cuando una particula cargada viaja con veloci-
dad constante a través de un medio que presenta inhomogeneidades, es decir,
que su permitividad ¢ (w), que describe su comportamiento eléctrico, cam-
bia como funcién de la posicién o del tiempo. Cabe mencionar que en este
caso, a diferencia del efecto Vavilov-Cherenkov en el que la particula siempre
viaja a través de un medio homogéneo, se emite radiaciéon electromagnética
independientemente de la magnitud de la velocidad de la particula.

El caso més sencillo en el que se presenta la Radiacién de Transicién es
el de una carga puntual que cruza la frontera entre dos medios, como podria
ser el de una particula cargada que viajando en el vacio incide sobre un
medio lineal, homogéneo e isotrépico. Este problema, analizado por Frank
y Ginzburg, en cierto sentido muestra que la Radiacién de Transicién es un
fenémeno mucho mds simple que la radiacién Vavilov-Cherenkov y ha sido
explicado de la siguiente manera: el campo electromagnético en el primer
medio, donde la carga se encuentra en cierto momento, estd constituido por
el campo generado por la carga y el campo generado por su carga imagen, la
cual se mueve en el segundo medio hacia la carga. Desde el punto de vista del
primer medio, cuando la carga cruza la frontera ésta y su imagen se aniquilan
y reconstruyen dando lugar a la emisiéon de radiacién electromagnética.

Al igual que con el efecto Vavilov-Cherenkov, el estudio del fenémeno de
Radiacién de Transicion sigue siendo un tema actual que ha dado lugar a un
gran cantidad de trabajos debido a sus numerosas aplicaciones en la fisica de
altas energfas, sobre todo en el disefio de detectores de particulas [14].

Aunque, como se ha mencionado, tanto el efecto Vavilov-Cherenkov como
la Radiacién de Transicién han sido ampliamente estudiados, ain existen
algunos puntos que deben ser discutidos, sobre todo en lo que respecta al
origen de la radiacién electromagnética emitida [11]. Por ejemplo, en los



textos de electromagnetismo [15-24] en los que se presenta al efecto Vavilov-
Cherenkov, se determina el dngulo que forma el frente de onda de la radiacion
producida con la direccién en que se mueve la carga (el cono Cherenkov) y se
encuentra un expresion para la energia radiada por unidad de trayectoria de
la particula viajera. Sin embargo, no se discute el origen de la radiacién ni el
porqué la particula continia viajando a velocidad constante a pesar que debe
de haber una perdida de energia. En uno de sus trabajos, Volkoff [25] plantea
la aparente contradiccién que hay entre el efecto Vavilov-Cherenkov y la ley
de Gauss; aclarando ademds que debe tenerse extremo cuidado con el campo
electromagnético sobre el cono Cherenkov cuando no hay dispersién, pues en
ese caso su comportamiento es extremadamente singular. Existen también
otros trabajos en donde se analiza el efecto Vavilov-Cherenkov [17-18, 26-30] y
se completa el analisis que aparece en los textos; sin embargo, hay diferentes
aspectos fisicos que no quedan claros y dificultan la comprensiéon de este
interesante efecto. Incluso, algunos de los métodos seguidos para obtener la
expresién de la energfa radiada por la carga en la unidad de longitud recorrida
pueden parecer contradictorios puesto que a pesar de que en el efecto Vavilov-
Cherenkov se supone que la velocidad de la particula es constante, utilizan la
expresién para la potencia radiada por una carga acelerada sin dar argumento
alguno que justifique su uso. Por otra parte, la hipétesis segiin la cual la carga
se mueve uniformemente causa también algunos problemas, puesto que al
no hacerse mencién de fuerza externa alguna que le restituya a la carga la
energia que pierde por radiacién, la carga aparece como una fuente inagotable
de energia, lo que contradice el balance energético que se obtiene de la teoria
electromagnética [11,31].

En el caso de la Radiacién de Transicién existen diversas deducciones[17-
18,32-38], sin embargo, las de Durand [32] y Jackson [33] destacan sobre
las otras dado que se basan en una idea sencilla y bella: la radiacién tiene
su origen en la polarizacién del medio, que fue inducida por el paso de la
particula cargada a través de éste. Es extrano que esta idea tan sencilla no
se haya aplicado en el estudio del efecto Vavilov-Cherenkov a pesar de que
existe una amplia literatura en la cual se discuten muchos de los detalles de
este efecto desde diferentes puntos de vista.

En este trabajo, nuestro objetivo es discutir detalladamente el origen
fisico tanto del efecto Vavilov-Cherenkov como de la Radiacién de Transicion,
considerdandolos como efectos colectivos en donde claramente el medio juega
un papel importante. Ademads, se demuestra la gran ventaja que tiene nuestra



interpretacién del efecto Vavilov-Cherenkov sobre el estudio usual que se hace
de este efecto, ya que no sélo permite discutir el origen fisico de la radiacién
electromagnética que se emite, sino que también permite el cdlculo, de forma
directa y simple, del espectro de emisién Cherenkov cuando se tienen distintas
distribuciones de cargas moviéndose con velocidad constante en el interior de
un medio lineal, homogéneo e isotrépico. El mostrar explicitamente que
la polarizacién, dependiente del tiempo, del medio es la responsable de la
radiacion electromagnética que se emite y por tanto que el medio es la fuente
de la radiacion y no la particula viajera, resuelve el problema de la aparente
contradiccién que se tenfa cuando se considera que la particula se mueve a
velocidad constante a pesar de la emisién de radiacién. Cabe destacar que en
este trabajo también se mostrard que este efecto puede ser inducido por un
pulso electromagnético en el que claramente no se tiene una carga eléctrica,
es decir, tenemos que ondas electromagnéticas inducen también la generacion
de radiacion electromagnética, lo cual resulta novedoso.

Por otra parte, en la literatura usual no se calculan todas las compo-
nentes del campo electromagnético presente en el fenémeno de la Radiacién
de Transicién ya que las condiciones a la frontera no proporcionan toda la
informacion necesaria. Dado que es claro que un anélisis completo de este
problema requiere de determinar todas las componentes del campo electro-
magnético, en este trabajo, utilizando la teorfa de distribuciones y haciendo
una analogia con los problemas tipicos de la mecédnica cudntica, exhibimos
explicitamente el cdlculo de todas las componentes del campo eléctrico y
magnético, lo cual no se ha realizado anteriormente.

Teniendo en mente nuestro objetivo, este trabajo se organiza de la siguiente
manera:

En el capitulo 2 se analiza el efecto Vavilov-Cherenkov utilizando la idea
de que al moverse a través de un medio, una particula cargada induce la
formacién de dipolos elementales, dependientes del tiempo, de forma que
cuando la velocidad de la carga es mayor que la velocidad de la luz en el
medio la radiacién emitida por estos dipolos se superpone coherentemente
para dar lugar a la radiacién Cherenkov.

Una vez que se ha establecido un modelo para la emisién de la radiacion
Cherenkov, se procede a analizar la emisién de este tipo de radiacién inducida
por una particula puntual, distribuciones extensas de carga y un dipolo eléc-
trico sin carga neta.

Ahora bien, ya que el paso de un pulso electromagnético, o paquete de



onda, a través de un medio también induce una polarizacién dependiente del
tiempo en éste y por lo tanto deberd emitirse radiacién Cherenkov, en el
capitulo 3 se obtiene el espectro de emisiéon para distintos tipos de paquetes
de onda.

Dado que las propiedades del medio determinan el intervalo de frecuencias
en las que se emite radiacién Cherenkov, en el capitulo 4 se analiza con detalle
el papel que juega el medio en la emisién de la radiacién. Se exhibe que es
posible definir un limite inferior para la velocidad de la particula, el cual no
depende de la frecuencia cuando se consideran tanto la respuesta especifica
del medio como la condicién sobre la velocidad de la particula.

Finalmente, en el capitulo 5 se estudia a la Radiacién de Transicién,
haciéndo especial enfdsis en lo que sucede en la frontera entre dos medios. Se
utiliza la teorfa de distribuciones y se hace una analogfa con los problemas
tipicos de la mecdnica cudntica, se para calcular todas las componentes del
campo eléctrico y magnético.



Capitulo 2
El efecto Vavilov-Cherenkov como un efecto colectivol

En la literatura especializada en Electrodindmica Clasica [5, 15-24], se
afirma que la energfa radiada por unidad de tiempo que se emite cuando
una particula puntual viaja con velocidad constante a través de un medio, se
obtiene a partir de la solucién de las ecuaciones de Maxwell, considerando a
la carga como fuente, y de la definicién del vector de Poynting. Aunque este
andlisis representa un método simple y directo, tiene la desventaja de que
puede conducir a la idea equivocada de que la unica fuente de la radiacién
electromagnética que se observa es la particula viajera, contradiciendo el
hecho de que ésta mantiene su movimiento con velocidad constante.

Por otra parte, aunque en el caso de la Radiaciéon de Transicién la emision
de radiacién electromagnética ha sido analizada desde diferentes perspectivas
[17-18, 32-38], es interesante notar que el método aplicado por Durand y
Jackon, quienes utilizan una idea sugerida por Weisskopf [33], ademas de
ser muy claro estd basado en una bellfsima idea debido a su sencillez: la
radiacién electromagnética que se emite se debe a la polarizacién del medio
que ha sido inducida por el paso de la particula cargada a través de éste.

Es claro que si la posicién de la particula al viajar a través del medio cam-
bia en funcién del tiempo, la polarizacién inducida en el medio también serd
una funcién dependiente del tiempo, dando lugar a la emisién de radiaciéon
electromagnética. Resulta extrano que esta idea no haya sido utilizada para
analizar también al efecto Vavilov-Cherenkov, a pesar de que éste ha sido
ampliamente estudiado en numerosos textos y articulos, en donde ademés se
discuten en profundidad varias de sus caracteristicas desde diferentes puntos
de vista.

En este capitulo, a diferencia de lo que se presenta en la literatura, se
analizard al efecto Vavilov-Cherenkov, como un efecto colectivo. Se utilizard
la idea de Durand y Jackson para el fenémeno de Radiacién de Transicion,
es decir: una particula cargada viajando en el interior de un medio, con
velocidad v constante, induce una polarizacién dependiente del tiempo de
éste, la cual serd responsable de la radiacién electromagnética que se emite,
demostrando que el medio es la fuente de la radiacién y no la particula
viajera. Se demostrard ademds que la magnitud de la velocidad de la carga

'Roa-Neri, J. A. E., Jiménez J. L. and Villavicencio M. (1995) Eur. J. Phys. 16,
191-194



juega un papel muy importante: si v < ¢/4/¢(w) no se emite radiaciéon
electromagnética, pero si v > ¢/4/e(w) si la hay. Cabe mencionar, que
nuestra aproximacién matemédticamente es mucho méas simple que los otros
métodos utilizados para analizar el efecto Vavilov-Cherenkov y tiene la gran
ventaja de que nos permite hacer énfasis en los aspectos fisicos de la emisiéon
de radiacién Cherenkov.

2.1. La polarizacion inducida y el efecto Vavilov-Cherenkov
generado por una carga puntual

Como un primer paso, se necesita hacer la siguiente hipétesis: ya que
la particula puntual siempre viaja dentro del medio aparecerd un efecto de
apantallamiento sobre la magnitud ¢ de su carga, de forma que se debe
considerar que tiene una carga efectiva ¢/e (w) [32].

Si suponemos que el medio es lineal, homogéneo e isotrépico, la transfor-
mada de Fourier de la densidad de polarizacién inducida en él estd dada por
la expresion

£(w)—1

P (r =
(') = =

Eo (r',w) = x (w) B (v, w) , (2)
donde Eq (r',w) es el campo eléctrico generado por una particula puntual
de carga ¢/e (w) que viaja con velocidad constante como si estuviese en el
vacio. Debemos mencionar que las frecuencias relevantes en el efecto Vavilov-
Cherenkov, donde se satisface la ecuacién (2) son aquellas menores a la fre-
cuencia de resonancia 6ptica [39].

El campo eléctrico generado por la carga viajera que aparece en la ecuacién
(2) depende de su posicién r, con respecto al sistema de referencia que
hayamos elegido y debe evaluarse en la posicién r’ de un elemento de vo-
lumen, dentro del medio, con respecto al mismo sistema de referencia. Evi-
dentemente, como la particula viaja dentro del medio, la distancia |r' — r|
cambia con el tiempo, de forma que la polarizaciéon inducida dependers del
tiempo y ésta a su vez generard un campo electromagnético con dependencia
temporal.

Msds adelante, se demostrard que si la velocidad de la carga es mayor que
la velocidad de la luz en el medio, esto es v > ¢/+/¢ (w), la radiacién emitida
por cada elemento del material se superpone coherentemente para dar lugar
a la emisi6én de la radiacién, mientras que si v < ¢/\/e (w) lo que existird es



una superposicién destructiva y por lo tanto no habrd emisién de radiacién
Vavilov-Cherenkov.

En el espacio de Fourier (k’,w) , el campo eléctrico generado por una carga
puntual moviéndose con velocidad constante v en un medio caracterizado por
una permitividad ¢ (w) estd dado por la expresion [40]

2 [y p] 2K ®)

EO (k/,(JJ) = 02

£ (w)
mientras que el momento dipolar eléctrico de un elemento de volumen d>r’
alrededor de r’ en el medio serd P (r/,w) d®r’. En la zona de radiacién, con-
siderando solo el primer término diferente de cero del desarrollo multipolar,
el campo electromagnético generado por un dipolo eléctrico p toma la forma

ikr

B:kQ@Xp)e,
.
E =B x k,

por lo que en este caso, el campo electromagnético de radiacién generado por
cada uno de los elementos del medio estard dado por las expresiones

e / > 3./
ka (P(r,w)xk)dr (4)

dEB,4q(r,w) = k?

y A~
dBai(r,w) = Ve (W)kXdE,4q(rw),

con R = |r — r’| y donde, como es usual, k es el vector de onda cuya magnitud

estd dada por
k=wy/e(w)/ec.

Si consideramos a los elementos de volumen del dieléctrico como fuentes
localizadas de radiacién [32], se puede utilizar la aproximacién de radiacién
R~r—r'-k, conlo cual la ec. (4) se transforma en

kR

dE,qq(rw) = 25 kx (P (r',w) x R) ek g3y

r
Si se sustituye la densidad de polarizacién P (r',w), dada en la ec. (2), y
se integra sobre todo el espacio, se obtiene que el campo eléctrico total de
radiacién es

ikr

E o (rw) = kX (w) : /d3r’ ke <E0 (r',w) x f{) e~k
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Al sustituir a Eq (r',w) en términos de su transformada de Fourier
9 ?

Eo (r',w) = / Pk By (K, w) e

en la expresién anterior, se tiene que
eikr 1

—= X
r (271')3/2

X / d*r' kx K / PE Ey (K, w) e—“‘"r’) X 12} gt

kr

| DA (I‘,CU) = kQX (w)

e’L

= k2

1 . X . o
X (w) W//d%'d%’kx [EO (K, w) x k] p—ilk—K) '
0

r

La integral sobre d3r es inmediata obteniéndose un factor (27)*? 4 (k — k'),
que facilita enormemente la integracién sobre d3k’ para llegar a que

ikr

Ep i (rw) = k25— () kx [EO (k, w) 12} . (5)

r
Sustituyendo en esta tltima expresién la ec. (3) se obtiene finalmente que
para una particula puntual viajando con velocidad constante dentro del
medio, la polarizacién de este genera un campo eléctrico dado por

E,oq (rw) = k2 QZ:TX (w) (27)*/? jiq)% g <:2__kw_;2v) [(k X v> xﬁ] . (6)

Es interesante notar que, como era de esperarse, k - E,..q = 0, lo que clara-
mente indica que se trata de un campo transversal de radiacién. Definiendo

al vector unitario
(k X v) xk

) §

la ec. (6) puede escribirse de una manera mas compacta

ikr ;
e 32 2iqw 0 (w—k-v)

2
X (@) @mT .

| DA (r,w) = kz 1]8677,(9?1;,
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donde el dngulo 6, que es el dangulo entre la velocidad de la particula y la
direccién del vector de onda k, se define a través de la relacién k- v =vcos 0,
la expresién para el angulo Cherenkov, ec. (1).

Cuando se estudia al efecto Vavilov-Cherenkov se busca determinar la
energfa emitida por unidad de longitud de camino de la carga viajera por lo
que es necesario calcular \EdeQ. Esto implica que en el cdlculo aparecerd
la distribucién delta de Dirac (comunmente llamada funcién delta de Dirac)
elevada al cuadrado. Es decir, se tendrd una funcién generalizada elevada
al cuadrado, lo que resulta interesante debido a que no es fdcil trabajar con
distribuciones y menos ain cuando se tienen productos o potencias de éstas,
sobre todo considerando que estas operaciones no se encuentran claramente
definidas. Debemos mencionar que la aparicién de la funcién delta de Dirac
elevada al cuadrado no es rara en la Fisica, pues se presenta en varios proble-
mas, e inclusive, en el capitulo 5 de este trabajo se mostrara que en el anélisis
de la Radiacién de Transicién no sélo aparece sino que ademds se encuentra
acompanada de productos y potencias de otras funciones generalizadas. En
ese capitulo se mostrard que un manejo heuristico de estos productos y po-
tencias lleva a resultados correctos en el andlisis del campo electromagnético
para el problema de la Radiacién de Transicién.

En este momento, se trabajard con la 62 utilizando la definicién que hacen
Panofsy y Phillips [41] y Good y Nelson [42] de la distribucién delta de Dirac
como el Ifmite:

1 L/2 .
5(w—k-v):%Llii{)10 7L/2expz [(%—kcos@)z} dz =
— lim 1 sen [(£ — kcost) £] 7

Looco v (£ —kcost)

de forma que si se define
w
f=——kcosf,
v

se tiene que el campo eléctrico puede escribirse como

ikr 2iqw senfl L sen(fL/Q) i

¢ w) (2m)%/? -
r X (w) (2m) e(Ww)erk2 -2 7(fL/2) 7

E o (rw) = k2

en donde no hay que olvidar que se debe tomar el limite L — oo.
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Ya que la energfa radiada por unidad de frecuencia, por unidad de dngulo
sélido, estd dada por la ecuacion

d28 C 2
=2 Vi E
dQdw \/E € (CU) |T rad| ) (8)

se tiene que

I

2 9 2 2 2 2
g c\/f«:(w)x2 () ‘k2|2 (2r)? q w2 L : sen (fL/22)sen20
dQdw 47 |5(w)’ c4|k2_w_2‘ 7r2 (fL/Q)

c2
e integrando sobre el dngulo sélido se obtiene

%: W) — 2 Ty/€ (W) |]€2|2C.72C<)2L_2 1du 2 sen®(fL/2)
dw ) |e<w>|2c2w2/_1 0 =) =1

Y

con u = cos .

Fijemonos en la integral que aparece en esta tltima expresién. Evaluarla
es directo si se observa que el denominador que aparece en el integrando se
anula cuando u = u,, con u. = w/ (vk) , lo que indica que en ese punto se tiene
un maximo muy agudo de forma que la radiacién se emite principalmente en
el angulo definido por la relacion cosf = w/ (vk), el dngulo Cherenkov. Asi
que podemos considerar que

[ e L R )

1 (fL/2)° Tl (fL)2)
Para realizar esta tltima integracién es conveniente hacer la sustitucién
n=(fL/2),
con lo cual

1 2 Mo 2
Ju 5" (fL/2) _ 2 g 5N
e

y los limites de integracion quedan definidos como

L

, (9)
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w L
= (2+#) 5.

2 (U 2
Observemos que cuando se toma el limite L, — oo, el comportamiento de
7, V 1y es realmente de gran importancia. Ya que ¢, k y w son cantidades
positivas, en este limite 1, — oco. Sin embargo, en este mismo limite hay dos
posibilidades para ;. Si £ > k, tendremos que 7; — oo y la integral (9)

w

se anula. Por otra parte, si ¥ < k el coeficiente n; — —oo y la integral es
distinta de cero, indicando que hay radiacion.

En resumen, el resultado de la integral (9) puede expresarse como

"2 sen’n w
d e (k-2
/771 g 7> m < v) ’

donde © es la funcién escaléon de Heaviside, la cual es una funcién gene-
ralizada [43]. Este resultado muestra explicitamente que cuando k& — < < 0
la superposicion de la radiaciéon que emite cada elemento del medio no es
coherente, mientras que si £ — £ > 0 la superposicién es coherente dando

origen a la radiacién Cherenkov.

Asf pues, si se considera que se tiene £ — 2 > 0, lo que se traduce,

utilizando k = (wy/e/c), en que la particula se mueve con velocidad mayor
que la velocidad de la luz en ese medio, la radiaciéon emitida por unidad de
intervalo de frecuencia y por unidad de longitud de camino es

LA O L RN (1- w?)@(k_g)

dwdz !(k2 _ 62)5 | c v2k2 v

Finalmente, si se sustituye k = (w+y/e/c) la expresién para la energia radiada

se reduce a
d*€ *w? c? w
dwdz c? ( v2e (cu)) © (k ve (w)) (10)

€ A2 c? w
€ _rrio_C Ve(k-
dw ? ( v2e (w)) © ( ve (w)) ’
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o bien

expresiéon que concuerda exactamente con la intensidad de radiacién por
unidad de longitud conocida para el efecto Vavilov-Cherenkov [15].

Es conveniente recalcar que la radiacién se emite principalmente en un

angulo 6. dado por
cosf. = c/v\/e (w). (12)

y que la condiciéon para la existencia de radiaciéon implica que solo habra
emision de radiacién si la velocidad de la particula es mayor que la veloci-
dad de propagacién de la luz en el medio, v > ¢/1/¢ (w), una caracteristica
esencial del efecto Vavilov-Cherenkov.

Acabamos de mostrar, que uno de los modelos aplicados en el anélisis de
la Radiacién de Transicién también puede utilizarse para estudiar el efecto
Vavilov-Cherenkov. Este es un claro ejemplo de como una idea fisica sencilla
e intuitiva es de gran utilidad para analizar uno de los efectos radiativos en
medios materiales méas conocidos y discutir sus aspectos fisicos méds impor-
tantes. Con este modelo ademds se ha demostrado que la fuente real de la
radiaciéon Cherenkov no es la propia particula viajera sino la polarizacion,
dependiente del tiempo, inducida en el medio por el paso de ésta. De aquf
que se puede considerar a la radiacién Cherenkov como un efecto colectivo
en donde la particula cargada dispara un proceso en el que el medio radia
como un todo.

2.2. La radiacién Cherenkov generada por distribuciones exten-
sas de carga’

Cuando se analiza el efecto Vavilov-Cherenkov, generalmente se consid-
era el caso de una carga puntual que viaja uniformemente en el interior de
un medio material. Sin embargo, este andlisis puede generalizarse a dis-
tribuciones extensas de carga [45], o incluso a un grupo de particulas via-
jeras[24,28,44].

2Villavicencio M, Roa-Neri J A E and Jiménez J L (1996) Il Nuovo Cimento 111B,
1041-1049
Villavicencio M, Jiménez J L and Roa-Neri J A E. (1999) Can. J. Phys. 77, 775-84
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El propdésito de esta seccién es aplicar nuestro modelo del efecto Vavilov-
Cherenkov como un efecto colectivo para analizar la radiacién Cherenkov
generada por el paso de distribuciones extensas de carga a través de un
medio lineal, homogéneo e isotrépico.

En analogia al procedimiento que seguimos en el caso de la carga puntual,
para distribuciones extensas de carga que se mueven en el interior de un medio
con una velocidad v constante, debemos considerar en la ec. (5) el campo
eléctrico de una distribucién de carga efectiva p (k,w) /e (w), moviéndose en
el vacio, esto es,

2 _ w2’

En consecuencia, se tendra que ahora

ikr ~
. 5/2 .,2€ X (w)wp(kw) /s i
E . (rw)=22m)""ik ) E R ‘;’—22 [(k X V> ><k] :

en donde se puede ver que k-E. = 0, de forma que se tiene como se
esperaba un campo transversal de radiacion.

Con la definicién del vector unitario g}b, podemos escribir al campo de
radiacién de una forma mé&s compacta

ikr ~
B 5/2 ., 2€ X (w)w p(k,w) a
E o (rw) =227)"" ik )RR Us_jvsenﬁgb, (13)

la cual es una expresion totalmente general para el campo eléctrico de ra-
diacién generado por una distribucién extensa de carga p (k,w) que se mueve
en el interior de un medio material con una velocidad constante v. Observe-
mos que, el dngulo # corresponde al dngulo entre el vector de velocidad y el
vector de onda k.

Para una distribucién de carga con simetria esférica, esto es, una distribu-
cién de la forma

p(x—x()),

con r (t) la posicién del centro de la distribucién de carga con respecto a un
origen, se tiene

p(l,w) = V2rp (k)6 (w — k- v).
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Sustituyendo este resultado en la ec. (13) se tendra que

E,qq (rw) = 2(21)° zkzim?((:})); p (k)0 (w _2k : V>vsen9&.

T k2 — &
De nuevo, al igual que en el caso de la carga puntual, la funcién delta de Dirac
garantiza que la radiacién se emite principalmente en el dngulo Cherenkov

definido por la expresién
c

vy/e (W)

Asf pues, la energia radiada por unidad de frecuencia por unidad de dngulo
s6lido para distribuciones extensas de carga con simetria esférica serd

cosf =

PE oy X @)Wk [p(B) 9 (0 — k- v)

2 2
mm_(”>wmw@ 2 — 2]’ visen’d.

Manejando el cuadrado de la funcién delta de Dirac al igual que en la seccién
previa se tendrd que

2

(=20 (1= 25 o -2).

c £ (w) v

e oy
Qdw 2

donde se ha sustituido k£ = £4/¢ (w).

La funcién generalizada de Heaviside © (k — %) exhibe explicitamente
que existe una superposicién constructiva de la radiacién emitida por cada
elemento del medio sélo si v > ¢/4/€ (w), la condicién Cherenkov sobre la
velocidad de la distribucién de carga.

Es conveniente recalcar que el andlisis del efecto Vavilov-Cherenkov como
un efecto colectivo nos proporciona un método claro y simple para determi-
nar el espectro de radiaciéon emitido por cualquier distribucién de carga con
simetria esférica pues la ec. (14) es completamente general y no es necesario
realizar integrales complicadas como sucede con el método tradicional.

Con el objetivo de mostrar esto tltimo aplicaremos nuestro resultado para
determinar el espectro de radiacién generado por dos distribuciones de carga.

16



2.2.1. El cascarén esférico de carga

Este tipo de distribucion de carga, dada por

Q

4ra?

p(x—r(0)]) O (jx =r ()] —a),

con a el radio de la distribucién, en el espacio de Fourier (k/,w) se escribe de
la forma

.y Q sen(ka)
P(k)—(%r)sp ka

Sustituyendo esta expresién en la ec. (14) tendremos que la energia radiada
por unidad de frecuencia y por unidad de dngulo sélido es:

dQdw a2

v

2 2,, 2 sen (way/z (w)/c w
o 2 <1_6(w)02) <w25(w) )9(1{;__)‘

Observemos que esta expresion se reduce a la de la carga puntual en el limite
a — 0, lo cual comprueba la validez de nuestro resultado.

2.2.2. Distribucién de carga tipo Yukawa

Para una particula con una estructura tipo Yukawa de la forma

p(ix—r (o)) - oLl 0]

es facil demostrar que en el espacio de Fourier (k' w)

1 a? 1

5 (k) — o
/0( ) (2,”)3/2 471'0&24-/{,‘27

Entonces, utilizando la ec. (14) la energia radiada por unidad de frecuencia
por unidad de dngulo sélido por este tipo de particula es

2
d*& a’w c? 1 w
dQdw  (47)? 2 ( £ (w) v2> <a2 +9e (w)) ( v>
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Cabe mencionar que aunque en este caso también se trata de una distribu-
cién de carga con simetria esférica, el espectro de energia que se obtuvo es
notablemente diferente al de la carga puntual y al del cascarén esférico de
carga, lo que demuestra que la estructura de la distribucion juega un papel
importante en la forma del espectro de emisién Cherenkov. Por otra parte,
la condicién sobre la velocidad sigue siendo la misma, esto es, independien-
temente de la forma de la distribucién para que exista radiacién Cherenkov,
la velocidad de la distribucién de carga debe de ser mayor que la velocidad
de la luz en el medio.

2.2.3. El paquete de particulas

En los grandes aceleradores de particulas usualmente se crean paquetes
de particulas cargadas que muchas veces desencadenan la aparicién del efecto
Vavilov-Cherenkov [16,26,28]. Ya que estos grupos de particulas pueden
describirse utilizando una distribuciéon extensa de carga con una seccion
transversal infinitesimal y un tamano finito a lo largo de la direccién de
movimiento, podemos analizar facilmente la radiacién Cherenkov que se emi-
tird aplicando el método que hemos utilizado en las secciénes anteriores.

Si consideramos, sin perdida de generalidad, que el paquete de particulas
se mueve en la direcciéon z y que en esta direccion la distribucién de carga
presenta la forma de una funcién gaussiana con pardametro «, de forma que la
longitud 2« representa el tamano del paquete de particulas, podemos escribir
que

a2

P(rat):ﬁ

con @ la carga total del paquete. Asi pues, en el espacio de Fourier (k’,w)

se tiene
1) = Lo [— (’“;)] .

Cabe resaltar que aunque esta distribucién de carga no es esféricamente
simétrica, su transformada de Fourier presenta una estructura andloga a los
casos antes estudiados por lo que podemos encontrar la expresién para la

5 ()6 () exp [—ﬂ] ,
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energia radiada de la misma forma. Asi pues, en este caso se tendrd que

& Q*w c? wra? w
— 1 - 0 (k: - —) , 15
dQdw c? ( £ (w) v2> P [ 202 } v (15)
el cual es el mismo resultado que se obtiene en otros trabajos [28,45] en los
que se aplicé un método diferente para el anélisis de la radiaciéon Cherenkov.

Las diferencias en la estructura matematica que presentan los espectros de
emisién que se han obtenido para estos tres ejemplos de distribucién extensa
de carga, demuestran explicitamente que existe una estrecha relacion entre la
forma del espectro de emisién y la estructura de la distribucion de carga. Por
otra parte, también se observa que tanto el cono Cherenkov como la condicién
sobre la velocidad de la distribucién para que aparezca la radiacién Cherenkov
son independientes de la forma de la distribuciéon de carga. Asi pues, se
puede considerar que el cono Cherenkov es un efecto cinemético debido al
movimiento uniforme de la distribucién de la carga con una velocidad mayor
que la velocidad de la luz en el medio.

Es conveniente resaltar el alcance y la gran simplicidad de cédlculo que nos
proporciona el considerar al efecto Vavilov-Cherenkov como un efecto colec-
tivo, pues nos permite calcular, de manera sencilla y expedita, el espectro
de emisién generado por distintas distribuciones de carga. Esto exhibe las
ventajas que presenta nuestro método sobre los métodos usados por otros
autores.

Puesto que, como se ha demostrado, la energia perdida por unidad de
longitud y por unidad de frecuencia, en forma de radiacién electromagnética,
depende de la forma de la distribucién de carga viajera; mientras que el
cono Cherenkov y la condicién sobre la velocidad de la distribucién para que
haya emision de radiacion son los mismos que en el caso de la carga puntal, se
puede concluir que el anélisis del espectro de emisién de radiacién Cherenkov
que se obtenga experimentalmente puede dar informacién sobre la estructura
y forma de la carga, o paquete de cargas, que lo desencadend.
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2.3. El efecto Vavilov-Cherenkov generado por un dipolo eléc-
trico puntual®

En las secciones anteriores se analizé la emisién de radiacién Cherenkov
por una carga puntual y distribuciones extensas de carga viajando a veloci-
dad constante en el interior de un medio material. Este andlisis se realizé
considerando al efecto Vavilov-Cherenkov como un fenémeno colectivo, en el
que la radiacién tiene su origen en la polarizacion, dependiente del tiempo,
inducida por el paso de distribucién de carga viajando a través de un medio.
Ahora, es interesante notar que una distribucién de carga neutra, como lo
es un dipolo eléctrico, también puede generar, bajo ciertas circunstancias,
la emisién de radiacién Cherenkov. Como es de esperarse, esta emisién de
radiacién dependerd de la direccién en la que apunta el momento dipolar eléc-
trico caracteristico del dipolo con respecto a la direccién de su movimiento.
El anélisis de este ejemplo permite demostrar que no siempre se obtendra una
expresién para la energfa radiada con la misma estructura que la obtenida
para una carga puntual, ec. (11).

Ahora bien, a diferencia de la seccién anterior, para corroborar los resul-
tados que se obtengan se utilizard primero el método usual de andlisis del
efecto Vavilov-Cherenkov y después el método desarrollado en las secciones
anteriores.

2.3.1.Radiacién Cherenkov generada por un dipolo eléctrico pun-
tual

Consideremos un dipolo eléctrico puntual p, moviéndose en el interior de
un medio material caracterizado por una permitividad ¢ (w). Para calcular
la energfa radiada por unidad de longitud por el dipolo eléctrico se necesita
como primer paso encontrar la expresion para el campo eléctrico que éste
genera. Este campo se obtiene resolviendo las ecuaciones de Maxwell, en
términos de los potenciales electromagnéticos A (r,t) y ¢ (r,t), en el espacio
de Fourier (k,w), en donde se tiene que

(k? e <w>> b(ke) = op (k). (16)
(

w
3Villavicencio M, Jiménez J L and Roa-Neri J A E
445-59

1998) Found. Phys. Lett 11,
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2
<k2 e (w)) A (kw) — 4%3 (k). (17)
En este caso py J corresponden, respectivamente, a la densidad de carga y a
la densidad de corriente, en el espacio de Fourier, inducidas en el medio por
el dipolo eléctrico.

Si P (r,t) es la polarizacién por unidad de volumen, la densidad de carga
inducida estd dada por:

p(r,t):—V-P(r,t),
P(r,t) =pé(r—1'(t)),

donde p corresponde al momento dipolar eléctrico moviéndose en una trayec-
toria definida por el vector r'(¢). Dado que el dipolo se mueve con velocidad
constante

r' (t) = vt,

con lo que
P (r,t) = po (r — vit).

Definiendo la transformada de Fourier como

1
F(rt) = 5
(r,1) @)

y considerando que el dipolo mantiene su direccién y magnitud, la densidad
de carga, en el espacio de Fourier, es

/ &Pk dw F (kw) e'®r=b

b (kw) = —z'kz'pa(w—k-v), (18)

mientras que la densidad de corriente estd dada por

J(kw) =vp(kw) = —z'vk2. s (w—k-v).

Substituyendo estas expresiones en las ecs. (16) y (17) se obtienen las trans-
formadas de Fourier de los potenciales

(19)



A (kw) = ~2iv (k- p) ¢ Esk(;—_w—l; (‘2))

Ya que en este espacio el campo eléctrico y el campo magnético se escriben
en términos de los potenciales como

= (W) %Ep (kw).  (20)

E (kw) = —iko (kw) + i%A (k)

B (kw) =ik x A (kw),

la ec. (20)permite escribir

E(kw) =i {wig% - k} & (k) (21)
y
B (kw) = i@k x vo (kw). (22)

Substituyendo la ec. (19) en la ec. (21) se tiene que el campo eléctrico
generado por el dipolo eléctrico viajero estd dado por

) k. [c—z" - k}
E (kw) =2 (03 (P —Zew)

Ahora bien, la energfa perdida por unidad de tiempo debida al dipolo eléctrico
que viaja en el medio es igual a la energia electromagnética que fluye a través
de una superficie cerrada, esto es

d&
— = -1 da. 24
o j{S n da (24)

(w—k-v). (23)

Si se considera, sin perdida de generalidad, que el dipolo eléctrico se mueve
dentro del medio con velocidad constante a lo largo de la direccién z, el
problema presenta una simetria cilindrica por lo que la superficie sobre la que
se integrard la ec. (24) serd un cilindro de radio b alrededor de la trayectoria

del dipolo, esto es

d€ o

E = / S J_27T bdz y
donde S| es la componente del vector de Poynting ortogonal a la direccién
z.

—00
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Para simplificar el cédlculo, y de nuevo sin perdida de generalidad, se

considerard que S| = S,, con lo cual
1d¢ dE€ b [
i Gt dz (E,B, — E.B,).
vdt  dz 20 ) 2 (By v)

Pero dado que el campo magnético y el campo eléctrico estan relacionados a
través de la expresion

B =:(w) - xE, (25)
c
se tendra que
B, =0 5
con lo cual e .
c
— = —— dz E.B,,
dz 2v ) _ : Y
lo que puede reescribirse como
d& >
% = —che/O dw E, (w) B, (w) .

Esta tltima expresion puede escribirse solo en términos del campo eléctrico si
se toma en cuenta la ec. (25) y si ademads se considera que el medio en el cual
se mueve el dipolo eléctrico es cuasi-transparente, esto es, que la permitividad
¢ (w) es una funcién real, con lo cual se tendra

dé’d(zw) — —vbRe /OO dwe (W) E, (w) E (w). (26)

—0o0

Asi pues, para determinar el espectro de energia radiada solo se necesita
determinar E, (w) y E, (w), por lo que se debe usar la transformada inversa
de Fourier

we(w)
1 3, oK P [ ¢ V_k} L o) ik
E(rw) = W/d k 25(w) (7 °CJ—22€ (w))5(w k-v)e™r.  (27)

Ahora bien, se debe recalcar que en esta iltima expresién la informacion
sobre el cono Cherenkov se encuentra contenida en la funcién delta de Dirac,
la cual solo es distinta de cero cuando se satisface

w=k-v==Fkvcos = (nw/c)vcosb,

23



es decir, cuando
cosf. = ¢/ (nv),

con n = y/¢ (w) el indice de refraccién del medio.

Dado que se debe integrar sobre un cilindro alrededor de la direccién z,
solo sera necesario calcular la transformada de Fourier en el tiempo del campo
electromagnético y evaluarla a una distancia perpendicular b de la trayectoria
del dipolo, es decir, se debe evaluar el campo eléctrico en el punto

r= (R:BJ Ry7 0) )
con

b=./R:+ R
Asf pues,

Ya que

1

5(w—k;zv):—5(g—kz>,

v o\v

la integracién sobre £, es inmediata y si ademds se elige
P =pX,
se obtiene
1 9 i(ko Ro+ky Ry)
E. (rw) = p_|wewv w //dkxdky [ .
(27)3/% ve (w) 2 v (k2 + k24 X%
(28)

donde

\2_ W we(w) WP ll vk (w)}
B 2 o2 2 |

Es importante mencionar que se ha considerado una orientacién especi-
fica para el dipolo eléctrico. En general, si el momento dipolar eléctrico p
apunta en una direccion arbitraria sobre un plano normal a la direccién de
movimiento, es usual hacer un promedio sobre todas las posibles orientaciones
por lo que aparece un factor de % en el resultado final. La expresién (28)
coincide con la obtenida por Ginzburg [17], quien sigue un método diferente.
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Cuando la velocidad del dipolo es menor que la velocidad de la luz en el
medio, esto es v < ¢/+/c (w), se tiene que A* > 0 y es facil demostrar [18] que
los campos obtenidos no son campos de radiaciéon. Ya que se quiere estudiar
la radiacién Cherenkov, se debe considerar el caso en que v > ¢/4/¢ (w), esto
es

A= —i|A. (29)

z(k Ri+kyRy)
dk,dk, k ,
// + k24 \?)

que aparece en la expresion (28) se evalua utilizando el teorema del residuo
dando como resultado

: / : R, /
-[xy = Tl/dky exp <—Rx RZ + >\2) = 27TZAR2E—+_R§KI |:)\ R% + R; s

con lo cual

La integral

: 2
E. (rw) = 1 2ipw 1__°© R
e (

Wi | A (D). (30)

b
Por otro lado, la componente E, (r,w) del campo eléctrico puede evaluarse
de forma andloga ya que

Egg (I‘7w) = % /d3k2 kmp [_Izm] 5 (w . kZ’U) €i(kIRz+kyRy),
(2m)" e (W) (k2 — %e (w))

La integracién sobre k, es inmediata y da como resultado

) el (ke Re+kyRy)
B, (rw) = — 3/2% //dk dk, K CETESuL
I byl 12
“’y_// TR+ k24N
— —71'/ dkyy/ k2 + N exp (—Rm/kg - )\2) exp (ikyR,) =
) R
LKy [\ R+ R
R+ R v

OR,
25
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(31)

= -7




se tiene )
1 pA

E,(rw)=—

(rw) Vore(w)v

En la zona lejana, en la que se debe considerar b > 1, las funciones
modificadas de Bessel pueden aproximarse por su forma asintética [43]

K, (x) ~ 4 /%e‘x, x> 1,

por lo que las componentes del campo eléctrico se transforman en

[Ko (Ab) + K3 (AD)] . (32)

pA? |
E o~ —
; 2
 pw & 1
Ez (r,w) =~ 0—2 <1 — W) A Ee . (34)

Puesto que A es un nimero complejo, ec. (29), los campos decrecen con b
y son campos de radiacién. Substituyendo las expresiones para las compo-
nentes del campo eléctrico en la ecuacién (26), la energia radiada por unidad
de camino y por unidad de frecuencia estd dada por la expresion:

e pPuwd c? 2 w
dzdw £ W) (1 e (w) v2> © (k a ;) ’ (35)

donde se ha utilizado a la funcién generalizada de Heaviside para remarcar
la condicién Cherenkov sobre la velocidad del dipolo, v > ¢/+/e (w).

Debe observarse que aunque esta expresién tiene una estructura similar
a la obtenida para el caso de una carga puntual, ec. (10), también presenta
grandes diferencias, pues su dependencia con la velocidad de la particula y
la frecuencia es distinta. Sin embargo, es importante recalcar que el cono
Cherenkov sigue siendo el mismo.

Después de mostrar la dificultad matemaética que implica aplicar el método
tradicional de anélisis del efecto Vavilov-Cherenkov inducido por un dipolo
eléctrico, es conveniente mostrar que este mismo resultado puede obtenerse
directamente si aplicamos el método descrito en las secciones anteriores, en
donde se analiz6 al efecto Vavilov-Cherenkov como un efecto colectivo. Desde
esta perspectiva, asi como en el caso de una carga puntual viajando en el in-
terior de un medio se presenta un efecto de apantallamiento en la magnitud

26



de la carga, por lo que se trabaja con una carga efectiva g/¢ (w) , en analogia,
si ahora se tiene un dipolo eléctrico, caracterizado por un momento dipolar
p, moviéndose con velocidad constante en el interior de un medio con per-
mitividad ¢ (w), se debe considerar que el campo eléctrico que aparece en la
expresion (2), Eq (k,w), es el generado por un dipolo eléctrico efectivo de
magnitud p/e (w), por lo que en este caso

2k -p [4Vv — K]

e(w) k2—9

Eo (k,w) = d(w—k-v). (36)

Si se sigue el mismo razonamiento que en las secciones anteriores, la
expresion para el campo de radiacion serd

E, . (rw) = 2(21)%? kQ%kTX (w) C%QEW) k;‘;pw_z [(k X v) xﬁ} S(w—Xk-v),
(37)

de forma que si se utiliza la definicién (7), esta tltima expresién puede es-

cribirse de forma compacta como
ikr k- N
B, (rw) =2 (27) 2 25—y () —— P vsinds(w—k-v)d, (38)

r e (W) k? — &

con 6 el angulo Cherenkov definido por la relacién k- v =vcosb.

Esta tltima expresion tiene una estructura muy similar a la obtenida para
la carga puntual por lo que para obtener la expresién para la energfa emitida
por unidad de frecuencia por unidad de longitud se debera considerar |Emd|2,
lo que involucra de nuevo una funcién delta de Dirac elevada al cuadrado, la
cual se maneja de la misma forma hemos hecho, conduciendo a que en este
caso, la radiaciéon emitida por unidad de camino por unidad de frecuencia
sea

d*E _5<W)_3/2 2.5 2 2(1_1%)2 w
= e (@) — 1 K E w_;‘?@(k—;). (39)

Si se utiliza k = wy/e (w)/c esta dltima ecuacién se reduce a

d2€ p2w3 2

T e k-2,

el resultado previamente obtenido, en el cual se tiene la condicién Cherenkov
para la emisién de radiacién y el espectro electromagnético emitido.
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Cabe resaltar que la aplicacién en este caso de nuestro método nos lleva
al resultado de una manera mucho méas directa y simple que los métodos
usados por otros autores.

2.3.2. Radiacién Vavilov-Cherenkov para un dipolo eléctrico
apuntando en la direcciéon de movimiento

Como se estudié en la seccién 2.2.; el andlisis de la energia radiada en
el efecto Vavilov-Cherenkov, visto como un efecto colectivo, puede ser gene-
ralizado al caso de particulas con estructura o grupos de particulas [44-46],
obteniéndose que en todos estos casos el espectro de energfa radiada tiene la
forma

dfjw - i_z @) {1 - #z(w)] o(k-2). (40)

con f(w) una funcién que depende de la distribucién de carga. Cabe men-
cionar que en estos casos no cambia la dependencia con la velocidad. Ahora
mostraremos que en el caso del dipolo eléctrico, la energia radiada dependerd
significativamente de la orientacién del momento dipolar con respecto a su
direcciéon de movimiento.

Como la ec. (27) es vélida para cualquier orientacién del dipolo, si el
dipolo apunta en la misma direccién que su velocidad, esto es

P =pz,
el campo eléctrico es ahora
we(w)
1 k. [ =z vV k
E(I‘,(,U) = —3/2/d3k 2 b >
(2m) £ (w) (k:2 — “re (w))

y sus componentes seran

1 9 i(ke Ro+kyRy)
B, (rw) = wp_[welw)v_w dk,dk,
) k2

§(w—k-v)ekr,  (41)

(2m)*/? v?e (w +k2+\%)
9 szerkyRy)
E, (rw) = — 322“’7’ //dkdk;k -
(2m)*2 v (k2 + K2+ %)

Utilizando la integral

o] ikR
/ [ a————
k% + n? n
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con Re 1 > 0, se tiene

1 271wp [we(w)v w] [~ ik R e eV IHN
B (rw) = @n)PPvew) [ & v e N (42)
T —oo k2 + A
Ya que
oo ' e~ Ran/RE+A? 0o o Ben/RE+A?
/ dky et — ——— = / dk, cos (k,R,) —— =
. JE A2 e B+ N
= 2K (\/R2 + R2).
con Re\ > 0,la componente F, (r.w) del campo eléctrico serd
1 2w?p c?
E. (rw) = 1— Ko (A\D) 43
o) = =2k 1o S Ko ) (13)
conb=./R2+ R2.
La integral (31) permite calcular facilmente E, (r.w)
2 A
B, (rw) = ————L 2R K, () . (44)

V2re(w)v?b
Usando la expresion asintdtica para las funciones modificadas de Bessel, se

tendra que en la zona lejana las componentes del campo eléctrico estan dadas
por

—e
Ab
Substituyendo estas expresiones en la ec. (26) se tiene

d*& wip? c? w
- 1 _¢ 4
dwdz — 2v? { v2e (w)] © (k v) (45)

Como puede observarse, esta expresion es diferente a la ecuacién (35), ya
que aunque sigue apareciendo la condicién Cherenkov sobre la velocidad del
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dipolo eléctrico, la dependencia en la permitividad y la velocidad cambia, lo
que demuestra que el espectro de energia radiada depende de la direccién en
la que apunta el dipolo

2.3.3. Dipolo eléctrico apuntando en una direccién arbitraria,

Utilizando los resultados previos es fécil generalizar el andlisis del espectro
de energia emitido por un dipolo puntual para encontrar la energia radiada
cuando el dipolo eléctrico apunta en una direccién arbitraria.

Si se expresa al momento dipolar p en términos de sus componentes
transversal y longitudinal, esto es

p:pl+pt7

el término (k- p), que juega el papel de la carga de polarizacién en la ec.
(18) toma la forma
k-p=k-p +k-p,

por lo que el campo eléctrico puede escribirse como
E — El + Et-

Con este resultado, la energfa radiada por unidad de longitud por unidad
de frecuencia por el dipolo eléctrico, estd dada por

A&
dwdz
= —vbe (W) [Ey B + By B + By By + By Byl

= —vbe (w) [Ezl + Ezt] [Ezl + Eﬂct]*

donde se debe substituir las expresiones asintéticas para los campos eléctri-
cos, para obtener que

A& prw? c? piw? c? 2
- 1— 1o ——
dwdz {0202 ( v2e (w)) * ct £ W) ( e(w)v2)

R ) <1 _ 0_2)/} o(k-2). (46)

ve? £ (w) v

Es fécil demostrar que este mismo resultado puede encontrarse utilizando el
método empleado de forma usual.
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De los resultados obtenidos anteriormente, ecs. (40) y (46), es evidente
que la radiacién Cherenkov se emite principalmente en el cono Cherenkov, in-
dependientemente de la orientacién del dipolo eléctrico. Este hecho también
aparece cuando se consideran otras distribuciones de carga [45]. Asi pues,
se puede considerar que esta es una caracteristica intrinseca de la radiacién
Cherenkov y puede esperarse para cualquier tipo de distribucién de carga.

Ahora bien, cuando se analiza el espectro de radiacién que se emite en
el caso del dipolo eléctrico se obtiene un nuevo comportamiento, ahora la
energia radiada depende fuertemente de la orientacién del dipolo eléctrico. Si

2
. ., 2
p - v = 0, laradiacién se comporta como (1 — 5— | , en vez de comportarse
) v2e(w) )

2 .
como (1 — #@)) que aparece en todos los casos relacionados con la ec.

(10). Ademads es importante notar que si p x v = 0, la radiacién emitida es
inversamente proporcional al cuadrado de la magnitud de la velocidad, ver
ec. (45), entonces, para una velocidad més grande se emite menos radiacién y
ésta es emitida en un dngulo Cherenkov més grande. El espectro de radiaciéon
Cherenkov para un dipolo eléctrico orientado en una direccién arbitraria
tiene una dependencia complicada con v y w, ec. (46), dado que los campos
electromagnético son aditivos pero el vector de Poyntig no, llevando a la
aparicién de términos de interferencia.
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Capitulo 3
El efecto Vavilov-Cherenkov inducido por un pulso electromag-
nético*

Es interesante notar que el efecto Vavilov-Cherenkov puede presentarse
no sélo cuando se tienen particulas puntuales cargadas [41], distribuciones
de carga [45], e incluso dipolos eléctricos sin carga neta [46], viajando con
velocidad constante a través de un medio, pues como se ha discutido en las
secciones anteriores, este efecto puede verse como un fenémeno colectivo, en
donde, el detalle fundamental se encuentra en la polarizacién dependiente
del tiempo que se induce en cada elemento del medio y la superposiciéon
coherente de la radiacién emitida por estos elementos. La estructura de la
distribucién de carga viajera resulta importante sélo en el cédlculo de los
detalles del espectro de emisién pero es irrelevante como una condicién para
la emisién de radiacién Cherenkov.

Ahora bien, ya que un pulso electromagnético, o paquete de onda, que se
propaga en el interior de un medio también puede inducir una polarizaciéon
dependiente del tiempo, es claro que también puede desencadenar la emision
de radiacién Cherenkov, lo cual ha sido observado experimentalmente [46].

Aunque este fenémeno ha sido analizado anteriormente desde diferentes
puntos de vista [17, 46-48|, este andlisis se ha hecho en forma cualitativa
aplicando directamente los resultados obtenidos para una carga puntual [40]
o un dipolo eléctrico [45], 1o cual no es totalmente vilido pues en las secciones
anteriores se demostré que el espectro de radiacion Cherenkov emitido por
una particula puntual y un dipolo eléctrico no tienen la misma estructura
matematica.

En este capitulo, se analizard el efecto Vavilov-Cherenkov inducido por un
paquete de onda utilizando los dos métodos de célculo que se han presentado
en los capitulos anteriores [49].

3.1. Radiacién Cherenkov generada por un pulso electromag-
nético

Para analizar, como un efecto colectivo, el efecto Vavilov-Cherenkov in-
ducido por un pulso electromagnético propagéndose dentro de un medio, es

4Jiménez J L, Villavicencio M and Roa-Neri J. A E (2001) J. of Opt. A: Pure and
Applied Optics 3, 131
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necesario especificar la forma del campo eléctrico Eq que aparece en la ex-
presion (2). En este caso, es importante recalcar que el campo eléctrico del
pulso esta localizado y no afecta a todo el medio, por lo que no se puede
identificar directamente con EO.

El pulso electromagnético sélo afecta a los elementos del medio que en-
cuentra a su paso induciendo una carga de polarizacién dada por la expresién
[50]

Pina = —X (W) V - Ey,

con E, el campo eléctrico que describe al pulso. Asi pues, el paquete de
onda o pulso electromagnético puede verse como una distribucién de carga
inducida p,,; viajando a través del medio con una velocidad igual en mag-
nitud y direccién a la velocidad de grupo del pulso electromagnético. Esta
distribucién de carga efectiva produce un campo electromagnético EO, dado
por la ec. (3), con la velocidad de grupo del pulso v, como la velocidad de
la particula, asi que

EO (k7w) - 64:;)X (w) % (k ’ EP (kvw)> (47)

y el campo eléctrico de radiacién, dado por la ec. (6), es ahora

2 ikr
X (w) e w ~ A
E o0 =2 (27r)5/2 k? Pz (0) T (k2o w_z) (k -E, (k,w)) vysinfg,  (48)

c2

donde se ha definido, en analogfa a los casos anteriores, al vector unitario
<k>< vg> x k

](f{xvg) x k

¢ =

y el dngulo 0 estd dado por la relacion k- Vg4 = V4 COs 0.
Es interesante notar que k- -Eg = 0, lo que indica que se trata de un
campo transversal, tal como se esperaba.

Ahora bien, un paquete de onda o pulso electromagnético se construye
como la superposicién de ondas de diferentes frecuencias[51], esto es

. 1

E,(rt) =§——7; / A’k A (k) e
p( ) (27{_)3/2 ( )
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con € la polarizacién del pulso y A (k) la amplitud que especifica al pulso
incidente. Para tener un pulso de onda finito y localizado, A (k) debe de ser
una funciéon muy angosta con un ancho del orden de Ak, centrado alrededor
de kg, el nimero de onda dominante en la onda modulada. Asi pues, la
frecuencia w (k) puede desarrollarse alrededor de este valor de k, de forma
que
w (k) = wo+v, - (k—ko),

con

k‘oC

v, = ka|k0 ,

la velocidad de grupo.

Entonces
~ 1 . . .
Ep (I',t) _ E 7 eth/d3kA (k) ezk~r—lvg~kt7 (49)
(2m)
con
C:Vg'k()—wO, (50)

una constante que solo depende de las caracteristicas del paquete de onda.

Es bien conocido que en un medio transparente la velocidad de fase,
v, = ¢/n(k), es mds grande que la velocidad de grupo, v,[51]. Sin embargo,
en un medio con dispersién anémala la velocidad de grupo v, puede ser mas
grande que la velocidad de fase v,[52]. En este tipo de medios, el paquete de
onda puede distorsionarse severamente, especialmente si v, > ¢/n (k), y el
paso del pulso a través del medio se vuelve muy complicado [15, 54]. A pesar
de este hecho, es posible restringir el anélisis que nos interesa a una regién de
frecuencias donde v, < v, < ¢, de forma que el paquete de onda sufriré solo
una muy pequena distorsién [47] y la distorsién anémala es irrelevante. Bajo
estas condiciones es posible demostrar que aparecerd la radiacién Cherenkov
[46].

Considerando un medio dispersivo, donde el pulso viaja con una pequena
dispersién [39], podemos suponer que ¢ = 0 [14]. Entonces, en el espacio de
Fourier

E, (kw) = V21€A (k) (w—k-v,). (51)
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Substituyendo esta expresion en la ec. (48) el campo total radiado es

XZ ((,U) eikr w R . .
E,u = 2 (27)° k2c25 @ T (7 — w_g) A (k) (k : E) §(w—k-v,)v,sinbe¢.

c2

(52)
De la ec. (8) se puede obtener de inmediato que la energia radiada por unidad
de intervalo de frecuencia por unidad de dngulo sélido inducida por el paso
del pulso electromagnético a través del medio es

d2£ _ 92 (277)5 k4w2v§ | 2( )‘2><
dwdQ - C3 (5 (w>>3/2 (k’2 _ w_22>2 X (W
2\? 2 . 9,0
x (k-g) 1A (k)| sin2 0% (w — k - v,) . (53)

Una vez mas, la funcién delta de Dirac elevada al cuadrado que aparece en
esta expresién deberd manejarse como en los casos anteriores, es decir, se
considera que

1 Ljz w
d(w—k-v,) = lim exp [2 (——kcos@) z] dz
1 sin [(Ui - kcos@) %}
= lim — ° .

L—o0 Mg <vi — kcos 9)
g

Definiendo f = <% — kcos 9) la ec. (53) puede escribirse como

d?E ,  (2n)?  kWrL?

— 2 2
dwdQ " 3 (e (w))*/? (k2 — 02_22>2 I (w)]” %
2 [1L
(k 5)2 |A (k)|*sin® esmf_L[)g ) ,
2

sin olvidar tomar el lfimite L. — oo.
La integracién sobre el angulo sélido conduce a que

g, @)t Kw?L?
d_ =2 3 3/2 w?
w (e (W)™ (k2 — %)

c2

5 2 (@) 1A (k)]
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1 A\2sin? [fL
X / du (1 —u?) (k : f) w, (54)
_1 (fL/2)
donde u = cosf y f = £ — ku. La evaluacién de la ultima integral es

Vg
inmediata ya que el integrando tiene un maximo muy agudo en u = u., con

asi pues, la radiacién debe emitirse principalmente en el dngulo

w c
cosf) = — = ——, 55
kv, £ (w)vy (55)

una expresién andloga a la obtenida para una distribucién de carga viajando
en un medio. Si se supone que la velocidad de grupo v, se encuentra a lo
largo de la direccion z, esta condiciéon también puede expresarse como

k=2 (56)

Definiendo de nuevo n = fL/2 y considerando al vector de polarizacién
£ ortogonal a la direccién de la velocidad de grupo, la integral en la ec. (54)
puede escribirse como

1 2\ 2sin® [f£] 5 2k [ sin?p
du (1 —u?) (k-&) —2 ~ (1—u?)" = —d 57
[ =) (-8) ()T [T )

donde

=
|
—
$|E
|
7~
~__
N[ N

N2 = (ﬁ +k)
Ug

Esta expresion se obtuvo anteriormente, ec. (9)

Dado que vy, k y w son cantidades positivas n, — 00 en el limite L — oo,
pero en este mismo limite hay dos posibles valores para 7.

i) Si ;J—g > k, esto es, si




1, — oo y la integral es cero.
i1) Si £ < k, esto es, si
Vg

17, — —oo y la integral es diferente de cero.
Entonces, la integral que aparece en la ec. (57) puede expresarse como

M2 ain2
/ iy =70 (k—ﬂ).
71 U Yg

En conclusion, si la velocidad de grupo es mayor que la velocidad de fase
en la regién de frecuencias que se estdn considerando, v, < v, < c, la energfa
radiada por unidad de intervalo de frecuencia por unidad de longitud estd
dada por la expresion

2

d25 . 3 w3€ (CU) 2

A (k = wy\/z W)/ k, = %)

g

(1-ig) o(-3)

o en términos de la velocidad de fase

dic(?z - (27T)3 - izL(W) |X(W)|2 A <k =wye (w)/c, k, = g)

x(l—Z—é)z@(k—:—g>. (59)

Observemos que las ecs. (58) y (59) son bastante generales y la forma del
pulso electromagnético aiin no se ha especificado. Es claro que la dependen-
cia explicita de la energia radiada con la permitividad del medio ¢ (w) y la
frecuencia w, estard determinada por la expresién que se tenga para A (k), la
amplitud que especifica al pulso. Sin embargo, es importante hacer notar la
estructura tan similar que tiene esta ltima expresion con la obtenida para la
energia radiada en el caso de un dipolo eléctrico que viaja a través del medio
con una direccién para su momento dipolar perpendicular a la direccién de
movimiento, ec. (35).
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Asi pues, para calcular la energia radiada en el efecto Vavilov-Cherenkov
inducido por un pulso electromagnético se puede identificar a éste con un
dipolo eléctrico puntual efectivo de magnitud

A (k = wy/e(W)/e k. = u%)

que viaja con la velocidad de grupo a través del medio.

2
3 2
pzfec = (27T) |X (CU)’

3.2. El Teorema de Poynting y el efecto Cherenkov inducido por
un pulso electromagnético

En la seccién anterior se analizé la radiacion Cherenkov inducida por el
paso de un pulso electromagnético a través de un medio considerando al efecto
Vavilov-Cherenko como un efecto colectivo, en donde aunque el pulso y los
dipolos eléctricos puntuales inducidos en el medio juegan papeles diferentes,
es posible considerar ambas contribuciones como un todo.

Ahora bien, en la literatura usual, el método mas utilizado en el andlisis
del efecto Vavilov-Cherenkov es el basado en la solucién de las ecuaciones de
Maxwell y el vector de Poynting. Este método, aunque es un método claro
puede, a primera vista, llevar a la idea errénea de que la particula viajera, o
en este caso el paquete de onda viajero, es la tnica fuente de radiacién.

En esta seccién se aplicard el método usual con la tdnica intencién de
corroborar los resultados obtenidos en la seccién anterior.

Es bien conocido [15-24,31] que la energfa emitida por unidad de tiempo
por una distribucién de carga es igual a la energia electromagnética que fluye
a través de una superficie cerrada, esto es

&
— = ¢ S-1 da. 60
= ¢ (60)
Si se considera, sin pérdida de generalidad, que la distribucién de carga se
mueve a lo largo de la direccién z se tiene simetria cilindrica y esta ecuaciéon

puede integrarse sobre un cilindro de radio b alrededor del camino de la
distribucién de carga incidente, entonces

d€ >
_— = 2
o /_ S127b dz,

o0

donde S| es la componente ortogonal del vector de Poynting a la direccién
de movimiento.
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Considerando, de nuevo sin perdida de generalidad, que S; = 5, se tiene

que
¢ 1d€ b [
Z dz (E,B, — E.B
dz vdt 2v J)_ 2 (By v)

y ya que
B = (w) ~ x E,
c
se tendrd que B, =0y
d€ cb [
— = —— dz E,B,. 61
dz 2v J_ o : Y (61)

Dada la relaciéon entre el campo eléctrico y el magnético, en el espacio de
Fourier (r,w) esta expresiéon puede escribirse como

d€ (W) _ > .
o= —vae/ dwe (w) E, (w) E; (w), (62)

—00

donde por simplicidad se ha considerado que la permitividad ¢ (w) es una
funcién real, es decir, que el medio no presenta absorcién, lo cual es una
hipétesis usual en el andlisis del efecto Vavilov-Cherenkov.

Asi pues, para determinar la energia radiada por unidad de longitud y
por unidad de frecuencia por una distribucién de carga p (k,w) moviéndose
con velocidad constante, solo es necesario determinar el campo eléctrico, en
el espacio de Fourier (r,w), que genera. Es directo demostrar que el campo
eléctrico requerido es

o 2 3 [%(;J)V —k ~ ikr
E(r,w):m/dk [k2_w_25(w)]p(k’w)e : (63)

pero es evidente de la ec. (61) que sélo es necesario conocer el campo eléctrico

a una distancia perpendicular b del camino de la distribucién de carga, por
lo que se debe evaluar la ec. (63) en el punto

r =(R,, Ry, 0),

b= /R?+ R2,
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el mismo radio mencionado en la ec. (60), entonces

_ 2 [w—(w) - k] |
B(rw)— 2 / & ) (kw6
27e (w) (k2 — %e ()]

A diferencia de los campos en el vacio, este campo no es producido directa
y exclusivamente por la distribucién de carga, es la solucién inhomogenea a
las ecuaciones macroscépicas de Maxwell con la distribucién de carga viajera
como fuente. Asi pues, este campo incluye la contribucién del medio, lo cual
implica de nuevo, como se ha estado mencionando, que el efecto Vavilov-
Cherenkov debe entenderse como un efecto colectivo.

De nuevo, como se discutié en la seccién previa, un pulso electromagnético
propagandose en un medio puede verse como una distribucién efectiva de
carga, p,,q4, viajando a través del medio en la misma direccién de propagacién
del pulso con la velocidad de grupo. Asi pues, en esta aproximacion, E serd
el campo electromagnético producido por esta distribucién de carga efectiva.

Esto es, _
Ibind (k7w) - _ZX (w) k- EP <k7w)

y suponiendo que v, se encuentra a lo largo de la direccién z, la ec. ( 64)
nos proporciona las componentes del campo eléctrico que deben sustituirse
en la ecuacién (62):

1 47 d3]€ km (k ' Ep (k7w)> i(ky Re+kyRy)
3/2 X (CU) 2 w? € ’
@) CEEEEm)

E,(r,w) =—

we(w)
1 47 3 [ c? Ug_kz}
B, (r,w) = me (W)/d k 2 X

% (k 'E, (k,w)) pilka RathyRy)

Sustituyendo la ec. (51) con € (w) real y n = 0, como se discutié previa-
mente,

) /d?’k k. <k . 5) Ak)d(w—k-vy) R )
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d(w—k-vy,) ei(kaerkyRy)} ’

donde es claro que A (k) describe la forma del pulso incidente. Como se vié
en la seccién anterior, se supondra que k y w (k) son funciones reales por lo
que los efectos disipativos han sido excluidos.

La integral sobre k. es inmediata y si, ademds, se considera que é se
encuentra a lo largo de la direccién x se tendra que:

k2A k Ky ks ) .
E:L' <r7 UJ) - //dk dk kQ i k2 i A2) 62( @ oy y)

(65)

2 we (w) w

E - _

z(raw) S(Ld) ’UgX(W) |: 02 Ug Ug:| X
<k Ry, k. ) (e Rtk )
dk,dk, e\ Felte v 66
// k2+k2+A2) (66)
donde

2
Si 9>9ew) agto es,si k< £, se tendrd que A2 > 0 y los campos no
vg c Vg
son campos de radiacién. Dado que el objetivo de este trabajo es estudiar la
radiacién Cherenkov se deberd considerar que k > -, y por lo tanto
g

A= —i|).

Por otro lado, las ecuaciones (65) y (66) tienen un maximo muy agudo en
k2 + k; = —\? por lo que, con un buen grado de aproximacién, se puede
considerar

2 w
() =~ ) (1248 = -k ) Y

2
//dk dl{? k z(/chw—‘rkyRy)
(k2 4+ k2 + AQ) ’
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2
E, (r,w) ~ X (w) {wg (w)vg—ﬁl A (ki + k= N ﬂ) X

2
C Vg Vg

X dk..dk Ka el (he RathyRy)
T (R2HR2 4N

Las integrales requeridas pueden calcularse fécilmente [55] para obtener

//dkzdlf kx ei(szngcyRy)
UR2 4 R+ N
0 1 ,
=i dk,dk i(ko RotkyRy)
ZﬁRx// VTR + 2+ N
AR
= 2ir— K, [A, /R2 + R?
NIE v
k3 (ke Ru+ky Ry)
dk,dk z ilhe Rty Ry) —
// YRR N

9 R,
D AR+ B2

OR,
Con estos resultados tendremos que:

= —T

E, (r,w) ~ _€<i7)TUgA2X (w) A (k:2 R = Nk = v%) x
x [Ko [NB] + K [AD]]
E, (r,w) ~ g(iL)éng (w) [%gw)vg—%} X

‘A (z& R =Nk = 2) M ke ).

Vg

En la zona lejana, b > 1, las funciones modificadas de Bessel pueden
aproximarse por su forma asintética [43],

|
K, (r) ~ ﬁe’x, x> 1,
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y las componentes del campo eléctrico se transforman en

8 w s
E, ~— A AR+ =Nk =— /e
(r,w) S, X (W) (z+ y : . Vg (67)
B (rw)~ T oy |92, @l (ke g = e = 9 «
s _6(w)vgx 2 o, ¢y T,

AR, | ™ _y

Como A es un nimero complejo estos campos decaen con b comportandose
como campos de radiacion.

Sustituyendo estas expresiones en la ec. (62), la energia radiada por
unidad de longitud y por unidad de frecuencia es

A (k = wy\/e W)/ k, = %)

2

2 3
d5_2 3 we (w) "

= e S @)

><<1—Z—§)2®<k—j—g>, (69)

la cual es igual al resultado obtenido con el método previo, ec. (58).

Es importante recalcar que Askar’yan [48] también considera a la po-
larizacién del medio, inducida por el paquete de onda, como fuente de la
radiaciéon Cherenkov, sin embargo, calcula la energfa radiada haciendo uso
de la expresién para la radiaciéon Cherenkov inducida por una particula pun-
tual, la cual considera como fuente de la carga de polarizacién inducida. Es
importante resaltar que la ecuacién (69) no solo es general, dado que se puede
usar para diferentes tipos de paquetes de onda, sino que también revela que
para un pulso electromagnético, la radiacién Cherenkov es similar en estruc-
tura a la inducida por un dipolo eléctrico puntual més que a la inducida por
particulas puntuales.

Finalmente, habiendo establecido el marco general, serd interesante eva-
luar el espectro de energia inducido por algunos tipos especificos de pulsos
electromagnéticos.
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3.3. Ejemplos
3.3.1.El pulso gaussiano

La amplitud A (k) para un pulso electromagnético gaussiano es

A(k) = gexp {—D; (k. — kzo)Z] ,

donde D es la anchura. Ahora bien, es necesario imponer la condicién D > a,
con a una longitud constante, que corresponde a una longitud de onda tipica
donde los efecto de "ensanchamiento" se vuelven importantes. Con esta
condicién se tendrd un pulso electromagnético viajando dentro del medio sin
alterar su forma.

Sustituyendo esta expresion en la ec. (69), la energia radiada por unidad
de longitud por unidad de frecuencia estd dada por

2 D23 2
E oyl e [_Dz (2 _ koz) ] y
v

dwdz ct 9

U2 2 w
(1-%) o (-2).
Ug Ug

Esta expresion es diferente en estructura a la obtenida para cargas extensas

02 2
[44,56] pero tiene el factor (1 — v—’;) asociado al espectro de energfa para un
g

dipolo eléctrico puntual [45], ortogonal a su direccién de movimiento.
Para un paquete de onda gaussiano tridimensional descrito por la ampli-
tud

A(k) = ——exp 5

DI? D?
2 4

2 L?
la ec. (69) lleva al resultado

d*E s D?LAw3e (w) 2 w 2
= —D? | = — ko,
dodz 8ct (@) exp <vg O> 8

w? v2\1° v? w
X exp {—Lz—Q ( — _Z)} ( — —Z) C) (k — —) , (70)
V2 V2 V2 Vg




el cual, aunque méas complicado que el resultado unidimensional, también
tiene una estructura similar a la obtenida para un dipolo eléctrico que apunta
en la direccién ortogonal a su direccién de movimiento.

3.3.2. El pulso electromagnético de sombrero de copa

Suponiendo un pulso electromagnético en el cual el campo eléctrico esta
dado por la expresién

E, (r,0) = £E00 (a — p) O (L — |2]),
se tendra que en el espacio de Fourier la amplitud del pulso se escribe como

2Ly

a .
o ko /K2 + K2 g <aV he t k5> sin (k=)

y de la ec. (69) se tendrd que

Ak) =

d?E , Eia’e (w)v
=4(2
dwdz (2r)

y [ (_ -] )] (20)o(s-2).

En este caso, la dependencia en w es méas complicada que en el caso previo.
Es importante notar que la transformada de Fourier de este pulso electro-
magnético ha enmascarado la similitud de esta expresién con el resultado
obtenido para un dipolo eléctrico ortogonal a su direccién de movimiento.

QN
ﬁ@w
3
&
N—
o
VR
|
| ﬁ@w
N~
X

Aunque la ec. (71) posee el factor (1 — ﬁ) asociado al espectro de e-

g
nergia de una particula puntual, es importante recalcar que esto es un hecho

fortuito y que este comportamiento también puede aparecer para otro tipo
de pulsos electromagnéticos.

Hasta este momento se ha demostrado no solo que existe la emisiéon de
radiacién Cherenkov cuando particulas cargadas viajan en el interior de un
medio material con una velocidad constante mayor que la velocidad de la luz
en el medio, sino que también se presenta la emisién de radiaciéon cuando se
tiene un pulso electromagnético propagandose en un medio. En este tltimo
caso, la radiacién emitida se analizé utilizado la idea intuitiva de que el
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paquete de onda incidente da lugar a una carga de polarizaciéon inducida,
la cual se mueve a través del medio con el pulso electromagnético. Esta
carga inducida, o carga efectiva, da lugar a una polarizacién dependiente del
tiempo de cada elemento del medio. Si la velocidad de grupo es mayor que
la velocidad de la luz en el medio, hay una superposiciéon constructiva de la
radiacién emitida por cada dipolo elemental, radiaciéon que puede identificarse
con la radiacién Cherenkov.

Aunque la expresion exacta para la energia radiada por unidad de fre-
cuencia y por unidad de trayectoria depende de la forma especifica del pulso
electromagnético que se esté considerando, pueden apreciarse algunos fac-
tores comunes con la expresién obtenida para un dipolo puntual cuyo mo-
mento dipolar apunta en la direccién ortogonal a la direccién de movimiento,
lo cual parece obvio dado que el pulso electromagnético induce una carga de
polarizacién. Sin embargo, también debemos resaltar que en algunos casos
este hecho puede ser enmascarado por la forma especifica del pulso electro-
magnético.
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Capitulo 4
El papel del medio en la emisién de radiacién Cherenkov®

En los capitulos anteriores se demostrd, utilizando dos métodos distintos,
que en el efecto Vavilov-Cherenkov, sélo se tiene la emisién de radiacion
electromagnética cuando la distribucion de carga que viaja en interior de un
medio lo hace con una velocidad constante v mayor que la velocidad de la
luz en ese medio. En el caso en que este efecto haya sido inducido por el
paso de un pulso electromagnético, la radiacién Cherenkov se presenta sélo
cuando la velocidad de grupo de este pulso es mayor que la velocidad de la
luz en el medio.

Usualmente en la literatura, esta condicién que existe entre la velocidad
de la distribucién de carga v y la velocidad de fase de la luz en el medio v, (w),
la cual es funcién de la frecuencia, se discute sélo de forma muy general y no
se considera la respuesta especifica del medio [57-60].

El objetivo de este capitulo es exhibir explicitamente la informacién que
la condicién Cherenkov sobre la velocidad de la particula viajera, v > v, (w),
puede proporcionarnos cuando se considera la respuesta especifica del medio.

Se demostrard que esta condicién no sélo involucra una condicién so-
bre la magnitud de la velocidad de la distribucién de carga sino que también
determina el intervalo de frecuencias en el que se emite radiacién electromag-
nética para cada velocidad. Se discutira el hecho de que para cada intervalo
de frecuencias aparece un limite inferior para la velocidad que puede tener la
distribucién de carga y se exhibird que ésta es una restriccion "débil” dado
que la velocidad de fase v, depende de la frecuencia.

Se mostrard, ademds, que es posible establecer una restricciéon "fuerte”
sobre la velocidad de la particula que no depende de la frecuencia, a la que
llamaremos el limite inferior general y que para encontrarla se requiere de
conocer la respuesta especifica del medio.

Este limite inferior general para la velocidad v, existe tanto para medios
no dispersivos como para medios ligeramente absorbentes, pero no aparece
cuando se considera un medio transparente con dispersién. Es importante
recalcar que esta discusién no se presenta en la literatura usual.

®Villavicencio M, Roa-Neri J A E and Jiménez J L (2006) Found. Phys. Lett 19,
249-258
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4.1. La condicién Cherenkov sobre la velocidad de la distribu-
cion de carga

Desde el punto de vista del efecto Vavilov-Cherenkov como un efecto
colectivo, una particula cargada ¢ que viaja uniformemente en el interior
de un medio, caracterizado por una permitividad ¢, induce la generacién de
una polarizaciéon dependiente del tiempo en el medio. Si la velocidad de la
particula es mayor que la velocidad de fase de la luz en el medio, la radiacién
emitida por cada elemento del medio se superpone constructivamente para
dar lugar a la conocida radiacién Cherenkov, donde la energia radiada por
unidad de intervalo de frecuencia por unidad de longitud estd dada por la

expresion
2 ¢ c? w
—Lu(1--“e(k-% 2
dzdw 2 ( v2e (w)) © < v) ’ (72)

y la velocidad v de la particula debe de satisfacer la condicién

v > v, (W), (73)

con v, (w) la velocidad de fase de la luz en el medio.

Ahora bien, la forma en que una onda electromagnética se propaga en
un medio material, isotrépico y no magnético, es decir p = 1, estd deter-
minada por el indice de refracciéon del medio, el que a su vez depende de la
permitividad € del material de acuerdo con la relacion

n= /v, (w) = V2.

Ya que en general los dieléctricos presentan un indice de refraccién que
depende de la frecuencia, lo que se conoce con el nombre de dispersion, debido
a que la permitividad es funcién de la frecuencia ¢ = ¢ (w), la condicién (73)
representa una relacién entre un niimero, la velocidad de la particula v, y una
funcién v, (w) = ¢/n (w), la velocidad de fase de la luz. Dado que v, (w) toma
diferentes valores dependiendo de la frecuencia, la condicién Cherenkov para
la velocidad de la particula sélo podra satisfacerse para algunas frecuencias,
es decir, esta condiciéon determina para una velocidad v dada un espectro de
frecuencias para la radiacién emitida que dependerd de la respuesta especifica
del medio.

La energfa radiada por intervalo de frecuencia y de longitud ha sido de-
terminada en la literatura utilizando diversos métodos. Landau [18], al igual
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que Jackson [15] consideran que la ec. (72) es vilida ain cuando el medio
presente una ligera absorcién, mientras que en otras aproximaciones se con-
sidera que esta expresién y la condicién Cherenkov para la velocidad son
védlidas ain cuando exista absorcién y el que ésta se presente s6lo modifica
los limites de integracién cuando la ec. (72) se integra sobre las frecuencias.

Ahora bien, si se considera un indice de refraccién complejo
n=mnw)+ia(w),

donde n y « son las llamadas constantes épticas y en particular o (w) es el
coeficiente de absorcién, se tendra que

(n(w) +ia (w))2 =¢(w), (74)

es decir, se puede escribir

£(w) =¢e1 (W) +iez (W), (75)
con €1 (w) y €3 (w) funciones reales.
Puesto que
c
n(w)=——, (76
=@ )

es claro que las caracteristicas de v, (w) dependeran de la respuesta especifica
del medio a través de su indice de refraccion.

En un material en donde el nimero de onda k& es comparable en magnitud
con n, la onda decae casi en una longitud de onda; pero si k < n, como en un
medio de conductividad pequena, la onda se propaga sin pérdida apreciable
por lo que el material puede considerarse transparente.

A continuacién, se tomard en cuenta la respuesta del medio al analizar la
condicién sobre la velocidad de la particula para que se genere la radiacién
Cherenkov, lo que permitird obtener un limite general y para ejemplificarlo
se discutird este limite para tres tipos de medio.

4.2. Medios no dispersivos

Es bien conocido que la respuesta electromagnética de un medio depende
de la frecuencia, de hecho, toda la materia presenta dispersién. Sin em-
bargo, si se considera un pequeno intervalo de frecuencias es posible ignorar
la dispersién en una primera aproximacion.
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Para un medio no dispersivo la permitividad es una constante, € (w) =
e (0), la permitividad electrostatica, por lo que la velocidad de fase de la luz
en el medio es un constante dada por

e(0)

vy (W) = vy = (77)

Asi pues, para que exista radiacion Cherenkov la velocidad de la particula
viajera debe satisfacer la condicién

vo<v<c, (78)

lo que significa que la velocidad de la particula tiene un limite superior y
uno inferior. El limite superior estd impuesto por la Relatividad Especial,
mientras que el inferior es la conocida condicién Cherenkov. Entonces, para
tener radiacion Cherenkov se tiene una restricciéon general para todos los

posibles valores que puede tomar la velocidad de la particula (ver la figura
2).

C
(H)
v Up
0 I 0y

Fig. 2. En un medio no dispersivo se emite radiacién Cherenkov solo cuando la
velocidad de la carga es al que vg < v < ¢y existe una condicién general para la
velocidad
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Tomando en cuenta la expresién (77), la expresién (78) puede escribirse
como
/Up (w> <v< ¢, (79)

lo que obviamente se parece a la condicién vy < v < ¢. Sin embargo, existe
una gran diferencia entre ellas. Esta tltima establece que un niimero, v, debe
de ser mds grande que otro nimero, vy, y no es necesario hacer ninguna otra
aclaracion, mientras que la condicién (73) establece que v debe de ser mas
grande que v, (w), por lo que debemos analizar qué valores de w satisfacen la
condicién. Ademads, podemos concluir que para un medio no dispersivo dado
que a todas las frecuencias les corresponde el mismo valor de la permitivi-
dad, y por ende del indice de refraccion, es posible tener presentes todas las
frecuencias en el espectro de radiaciéon emitido.

En general, la condicién (73) es insuficiente para realizar un anélisis pro-
fundo de la radiacién Cherenkov, sin embargo, si se considera un medio en
el que existe dispersion se puede entender mejor esta condicién.

4.3. Medio transparente con dispersién

Para hacer mds clara la discusién de la condicién Cherenkov para un
medio en el que se presenta dispersién, es conveniente usar un modelo mi-
croscépico que proporcione una expresion para la permitividad de éste. Lo
mds comin es considerar que cada electréon del medio estd ligado por una
fuerza de tipo oscilador arménico que estd siendo excitado por un campo
eléctrico externo, de forma que su ecuacién de movimiento esta dada por [60]

mi = — mwir—cE,

donde wq es la frecuencia de resonancia o natural, que corresponde a la
frecuencia de oscilacién del electrén sin excitacién y E es el campo eléctrico
externo.

Si se supone que todos los electrones tienen la misma frecuencia natural
de oscilacién wy, es directo obtener una permitividad dada por la expresion
[57,58]

(e(0) — D wj

=1
£ (w) + R = w?

, (80)

la cual es una funcién real y positiva para 0 < w < wg. Debe mencionarse
que al estar considerando un medio transparente, no se ha tomado en cuenta
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a la parte imaginaria de la permitividad. Asi pues, la velocidad de fase de
la luz en este tipo de medio se obtiene de las ecs. (76) y (74), dando como
resultado

w? — wk

vy (W) =¢ T (0) (81)

En el intervalo 0 < w < wy esta velocidad es una funcién mondétonamente

decreciente de la frecuencia, cuyo méximo, Uozﬁ; se obtiene cuando w =
&€

0, mientras que v, — 0 cuando w — wy.

Cualquier condicién para la velocidad de la particula debe escribirse como
una desigualdad entre dos nimeros como en la ec. (78). De la expresion (81)
se puede ver que siempre se cumple que 0 < v, (w) < v y vy < ¢, por lo que
en este tipo de medio, la velocidad de la particula cargada debe satisfacer

O<v<e (82)

para desencadenar la emisién de radiacién Cherenkov.

Las frecuencias contenidas en tal radiacién son las que satisfacen la condi-
cién (73) para una v dada. Estas estdn separadas de las frecuencias restantes
por las soluciones a la ecuacién v = v, (w). Sin embargo, el pardmetro vy
separa dos comportamientos, uno para v > vy y otro para v < vg; los que se
analizarédn por separado.

Cuando v > vy, no hay solucién a la igualdad v = v, (w) ya que vy > v, (w)
en todo el intervalo 0 < w < wq. Asi pues, todas estas frecuencias aparecen
en el espectro de radiacién [57-59].

Para v < wvp, hay una w; que es solucién a la ecuacién v, (w;) = vy
las frecuencias contenidas en el espectro de radiacién deben ser tales que
wy < w < wp (ver Figura 3).
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(D¢

Fig. 3. En un medio transparente pero dispersivo la radiacién se induce
independientemente de la velocidad de la particula, 0 < v < ¢, por lo que no
existe una restriccién general. Para v > vy se encuentran presentes todas las

frecuencias en la radiacién. Para v < vg el intervalo de frecuencias es
wi < w < Wy, el cual se va haciendo cada vez mds pequenio conforme v se
aproxima a vg.

Esto significa que en un medio transparente pero dispersivo, una particula
moviéndose muy lentamente puede desencadenar la emisién de radiacién
Cherenkov en una banda extremadamente angosta de frecuencias.

4.4. Medio semi-absorbente

Un medio dispersivo puede considerarse transparente solo en un intervalo
pequeno de frecuencias. Sin embargo, el formalismo de la electrodindmica
clésica conduce las bien conocidas relaciones de Kramers-Kroning [61], que
establecen siempre existe absorcién.

Como se mencioné anteriormente, la expresion (72) es vélida ain cuando
el medio presente una pequena absorcién, por lo que serd interesante analizar
la condicién (73) cuando se considera que existe absorcién, o en otras pa-
labras, cuando en el medio se presenta disipacién. En este caso, el medio se
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modela considerando que los electrones satisfacen una ecuacién de movimiento
andloga a la del oscilador arménico amortiguado, es decir

m¥ = — mwir—myt—eE |

donde 7 es la constante de amortiguamiento y de nuevo wy es la frecuencia
de resonancia o natural, que corresponde a la frecuencia de oscilaciéon del
electrén sin excitacién . En este caso, la permitividad es una funcién compleja
dada por la ecuacién (75) con

(£(0) — 1) wf (w§ — w?)

(@ — w?) 2

g1 (w) =1+ (83)

7 ((0) = 1) wiw
(W —w?)’ +7%w?

9 (w) =

Las relaciones de Kramers-Kronig exhiben la relacion entre estas cantidades
cuando se considera que la respuesta del medio es lineal [61].

Es directo demostrar que el indice de refraccion y el coeficiente de absor-
cién en este caso estdn dados por

(84)

() = \/ A ECIRCIEEET® (55)

o (w) = \/ 3|+ @ ), (56)

respectivamente. Es importante notar que para w = 0, se tendrd que a = 0
dado que €5 (0) = 0, entonces para frecuencias pequenas 1 (w) > €5 (w) y el
medio es casi transparente.

La ec. (76) continua siendo vdlida con un indice de refraccién dado por
(85), por que la velocidad de fase de la luz en este tipo de medio estd dada
entonces por

Cc

0y () - &
Sl @ VIO
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De nuevo, el intervalo de interés es 0 < w < wy. Para w = 0, se tiene v, = vy,
con vy = ﬁ, justo como en el caso anterior y es menor que c¢. Por otro
1>

lado, cuando w = wy,

2

vp (wo) = ¢ (88)

((0)—1)%wd

14+4/1+ 7

Claramente v, (wg) > 0. Entonces, en el caso general (v # 0) v, # 0 en
todo el intervalo. De hecho, el comportamiento en un medio transparente,
analizado en la seccién anterior, se recobra cuando v — 0.
En algunos trabajos [63, 64], se menciona el caso extremo en el que
2
(=(0) = 1% << L.
wo
tal que v, (wy) = ¢ por lo que el medio se comporta como el vacio. Para esta
frecuencia wy entonces es imposible satisfacer la condicién (73). La velocidad
de fase de la luz en el medio primero decrece con la frecuencia, ver ec. (87),
y luego aumenta hasta alcanzar el valor de c. Entonces, v, tiene un valor
minimo para una frecuencia que se encuentra en el intervalo 0 < w < wy.
En un medio ligeramente absorbente debemos considerar v pequena, pero
no hay restriccién en el valor de £(0). En el intervalo 0 < w < wy, la

velocidad de fase de la luz comienza con el valor vy = ﬁ y termina con el
3

valor v, (wyg), donde 0 < v, (wy) < ¢, con v, (wy) dada por la ec. (88). Esto
significa que en el intervalo 0 < w < wq la velocidad de fase de la luz tiene
un minimo, Vp(min) > 0.

La existencia de este minimo implica, para satisfacer la condicién (73),
que existe un limite inferior general para la velocidad de la particula cargada
que desencadena la radiacién Cherenkov. Entonces, solo si la velocidad de la
particula cargada satisface una restriccién general, dada por

Up(min) < U < (89)

hay radiacién Cherenkov en un medio ligeramente absorbente. Este tipo de
medio y el medio no dispersivo comparten la existencia de una condicién
estricta sobre la velocidad de la particula.

De hecho, la condicién (82) se recobra de la condicién (89) notando que
Up(min) = 0 para un medio dispersivo y transparente, como se mostré en
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la seccién anterior. Asi pues, la condicién (89) es la verdadera condicién
a la velocidad de la particula que desencadena la radiacién Cherenkov en
cualquier tipo de medio (Fig. 4)

Fig. 4. En un medio ligeramente absorbente se emite radiacién Cherenkov
cuando la velocidad de la particula satisface la relacion vp(min) < v < c. Esta es
una restricciéon general para la velocidad. Para v < vgy v < v, (wo) el intervalo

de frecuencias presentes es w1 < w < ws el cual es cada vez més angosto
conforme v se acerca a Up(min)-

Las frecuencias radiadas deben satisfacer la condicién (73) y estédn de-
terminadas por la solucién a la ecuacién v = v, (w) para una v dada. Hay
dos pardmetros, vy y v, (wp). Si comparamos cada uno de ellos con v surgen
varios casos:

- Para v > v, (w) en todo el intervalo 0 < w < wy, se emite radiacién
electromagnética en todas las frecuencias.

- Para v > vy pero v < v, (wp), existe una w; tal que v, (w1) = v, y el
espectro de frecuencias estd dado por 0 < w < wy.

- Parav < v perov > v, (wp), la ecuacién v, (w) = v tiene una solucién en
w = wq, y las frecuencias radiadas se encuentran en el intervalo w; < w < wy.

- Para v < vy y v < v, (wp), la ecuacién v, (w) = v tiene dos soluciones
w1 y wa, respectivamente, y el espectro de frecuencias estd contenido en el
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intervalo w; < w < wy. Conforme v se aproxima a v,min) la banda de
frecuencias se vuelve mds angosta (Figura 3).

La condicién (73) proporciona una restriccion sobre el intervalo de fre-
cuencias contenidas en la radiacion para cada velocidad que satisface la condi-
cion (89).

Con base en lo que se ha discutido se puede concluir que la condicién
v > v, (w) por si sola no constituye una restriccién real para la velocidad
de la particula cargada. Esta solo determina el intervalo de frecuencias de
la radiacién emitida para cada velocidad. Tal condicién lleva a un limite
inferior para la velocidad de la particula sélo cuando se considera la respuesta
especifica del medio.

La verdadera condicién para la velocidad de la particula estd dada por
Up(min) < ¥ < ¢, donde vpmin) es la velocidad de fase minima de la luz en un
intervalo dado de frecuencias. Este es un limite inferior para v.

e En un medio no dispersivo, la velocidad de fase de la luz es una cons-
tante, tal que vpmin) = vo. La velocidad de la particula puede ser
cualquiera en el intervalo vy < v < c.

e En un medio completamente transparente pero dispersivo no existe
un limite inferior general para la velocidad de la particula v, ya que
Up(min) = Vo. Es decir, la velocidad de la particula puede ser cualquiera
en el intervalo 0 < v < ¢ lo que parece completamente contradictorio
con v > v, (w), pero es consistente con esto.

e En un medio ligeramente absorbente vpminy # 0. La velocidad de la
particula puede encontrarse en el intervalo vymin) < v < ¢, lo que parece
tener el mismo significado que v > v, (w). Sin embargo, este no es el
caso debido a que en la primera expresion solo se comparan nimero y
en esta ultima se compara un mimero y una funcién.
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Capitulo 5
El campo electromagnético en el problema de Radiacion de Tran-
sicion

Como un capitulo final, ya que hemos analizado el efecto Vavilov-Cherenkov
basdndonos en el método utilizado para analizar la radiacién de transicion,
nos enfocaremos a discutir un punto en el andlisis de este efecto que no
aparece en la literatura usual [11, 61-67] y es el que la mayoria de los autores
solo obtienen la expresion para las componentes normales del campo eléc-
trico y solo mencionan como pueden obtenerse el resto de las componentes.
Este hecho seguramente se debe a que un céalculo explicito de las compo-
nentes longitudinales del campo eléctrico no es simple ya que las condiciones
a la frontera no dan suficiente informacién para encontrarlas. Ademds, como
mostraremos, las ecuaciones diferenciales que dichas componentes satisfacen
involucran distribuciones, o funciones generalizadas, como la funcién delta
de Dirac, la funcién Heaviside y sus productos evaluados en la frontera.

Aunque el producto de distribuciones ha surgido en muchas dreas de la
ciencia y la ingenierfa, en general las distribuciones no pueden multiplicarse.
Este problema ha sido resuelto con la construcciéon de nuevas dlgebras de
funciones generalizadas, como la definida por Colombeau [68] o la de Lod-
der [69], donde la multiplicacién, diferenciacién e integracién son similares a
las que se definen en el espacio C* de las funciones suaves e infinitamente
diferenciables.

En este capitulo mostraremos como manejando heurfsticamente el pro-
ducto de las distribuciones, pueden obtenerse condiciones sobre la derivadas
del campo eléctrico y magnético en la frontera, lo cual nos permitird determi-
nar las expresiones explicitas para todas las componentes del campo electro-
magnético y analizar su comportamiento en la frontera. La comparacién de
nuestros resultados con los que se obtienen en uno de los casos més sencillos
de radiacion de transicion demuestra que las transformaciones no lineales de
distribuciones no son siempre carecen de significado y que ain cuando se
aplican heuristicamente pueden llevar a resultados fisicos correctos.

5.1. Las ecuaciones diferenciales para el campo electromagnético
en el fenémeno de Radiacion de Transicion.

Como un primer paso, estableceremos las ecuaciones diferenciales que
satisfacen las componentes del campo electromagnético generado por una
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distribucién de carga que se mueve uniformemente a lo largo del eje z y
cruza la frontera, situada en z = 0, entre dos medios lineales, homogéneos e
isotrépicos.

En esta situacién, veremos a los dos medios como uno solo caracterizado
por una permitividad dada por la expresién

5(z,w):{ g1 (2<0)

9 (ZZO) ’

con €1y £ las permitividades caracteristicas de cada uno de los medios,
respectivamente. Evidentemente, ¢ (z,w) es una funcién de la posicién y
presenta una discontinuidad en z = 0.

Esta funcion dieléctrica también puede escribirse de la forma

e(z,w) =¢e1Hy (2) +e3Hs (2), (90)
donde (1 (z<0)
Hl(z)“{o (2>0) (O1)
y

Hg(z):{g Ej;g; . (92)

son funciones que se comportan como la funcién escalén de Heaveside [70-73].

Si suponemos que ambos medios son lineales, homogéneos, isotrépicos y
no magnéticos, esto es iy (w) = py (w) = 1, las ecuaciones de Maxwell en el
espacio de Fourier (r,w), definido por la transformacién

1 ~ .
F(r,t) = E/dwF (r,w)e ™",

se escriben como [83]

v [e (w)E(r,w)} — 47p (rw) | (93)

V- -B(rw)=0, (94)

VxBrw) - “B(rw) =0 (95)

V x B (rw) + Ve () B (rw) = 47”3 (rw), (96)



donde hemos utilizado las expresiones

D (rw)=¢ (w)E (rw),

H(rw) =B (rw),
De las ecs. (94)-(96) obtenemos una ecuacién diferencial para el campo

magnético

2 o~

V2B (r,w) +%5 (w)B (rw) = —%TV x J(rw) + %WV»S (w) x E(rw).

Ahora bien, ya que

Ve (w) = (g9 — 1) 0 (2) 2, (97)
esta ultima ecuacién se transforma en
- 2 - 4 - ; -
V2B (rw) +‘Z—2g (w)B (rw) = —%v x T (rw) +%¢5 (2)zx B (rw), (98)

donde hemos utilizado la definicién
¢ = (g2 —e1).
En el espacio de Fourier (k| , z,w), definido por la transformacion
flrw) = % / fki,z,w)e™ T dk,dk,,

tendremos que nuestra ecuacién diferencial para B puede escribirse como

0? -

CL)Q 2 ~
@B-l- gg(w)_ki- B =
S P ST R N B N S
e [Z (Zkyjz = %Jy) + (ajx — ik, ) + 2 (ike —zkijﬂ +
—l—%qﬁ(z)i « E, (99)

una ecuacién diferencial no homogénea de segundo orden, donde hemos es-
crito f = f(k,,z,w).
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La funcién delta de Dirac en el lado derecho de esta ecuacién hace evi-
dente que el campo magnético estd relacionado explicitamente con el com-
portamiento de las componentes transversales del campo eléctrico en la fron-
tera, z = 0, las cuales sabemos que deben de ser funciones continuas en este
punto.

Ahora bien, para el caso del campo eléctrico, de las ec. (95) y (96), se
sigue que

View)V-E(@w)| —V-E(@w) Ve (w) —e(w) VE (rw) —

P W) B (W) BT (@) 3 (rw) = 0. (100)

Dado que ¢ (w) es una funcién de la posicidn, la ec. (93) implica que
(W) V-E(r,w) =—[Ve (w)]-E(rw) + 47p (rw) .

Si substituimos esta expresion en la anterior y utilizamos la ec. (97), se tiene
que

e2V2E (rw) +edd (2) V [Ez (r,w)} + epFE, (rw) Ve (2) —

w? .=

~¢°E. (rw) 6 (2)6(2) 2+ 5’E (rw) =

c2

4w
2

=ednVp (rw) — e2J (rw) — 4mp (rw) ¢6 (2) 2,

expresion que en el espacio de Fourier (k| , z,w) ,se escribe como

262"2“}2 2 | & L oma g om0 =
5 @E%—e gg_lﬁ E + ¢ed (2) zk:szz—i-zkyEzj%—%Ezz +

+ B.e¢d (2)2—¢70 (2) 6 (2) 2E. (r,w) =

.
— dne [Z’kmﬁi—l— iky ] + aﬁpz] — 22T dnpgi (2) 2, (101)
ya C

una ecuacion diferencial de segundo orden no homogénea que involucra pro-
ductos, derivadas y potencias de distribuciones: la funcién Heaviside, en la
expresion para ¢, y la funcién delta de Dirac.

Aunque la presencia de las funciones delta de Dirac exhibe una fuerte
relacion entre el campo eléctrico y lo que sucede en la frontera, esto también
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hace evidente las dificultades en manejar esta ecuaciéon. Ademds, debemos
enfatizar que dado que los campos eléctrico y magnético son soluciones a
ecuaciones diferenciales de segundo orden, la dependencia lineal o indepen-
dencia de estas soluciones se establece del conocimiento de sus valores y de
los de su primera derivada en un punto particular, el cual en este caso es la
frontera, z = 0.

A pesar de que las distribuciones, o funciones generalizadas se utilizan
en muchas dreas de la Fisica [74-76], trabajar apropiadamente con ellas en
la ec. (101) no es simple. Cuando trabajamos con la multiplicacién de dis-
tribuciones hay dos tipos de problemas: el producto de dos distribuciones en
general no estd definido y la diferenciacién es inconsistente con la multipli-
cacién debido a que la regla de Leibniz, o ain la asociatividad, puede fallar
bajo ciertas circunstancias. [77, 78].

Actualmente, la teoria de Colombeau de funciones generalizadas es con-
siderada por muchos matemdticos como una generalizacion de la teoria de
distribuciones tal que la multiplicacion siempre es posible [79]. En el édlgebra
de Colombeau, la suma, la multiplicacién, la diferenciacién y la integraciéon
son similares a las que se realizan con las funciones de C* , haciendo que las
operaciones en G (£) , el espacio de las funciones generalizadas de Colombeau,
sean una mera extension de las que se realizan en C*°. En esta dlgebra, si
G1,G3 € G () tales que para cualquier ¥ € C§° (2)

/Q (Cr(x) — Ga()) W () dz = 0

decimos que G estd asociada con (g, esto es G; ~ (5. Asi que la asociacion
es una generalizacion del concepto de igualdad entre distribuciones. De esta
definicién es claro que G; ~ G9 = DG, ~ DG4y para cualquier diferen-
ciacién parcial D. Las funciones H; y Hj, definidas en las ecs. (91) y (92),
son funciones generalizadas de Heaviside que satisfacen

H (z) ~ Hy (2), HY (z) ~ Hy(2). (102)

H,(z) Hy(z) = Hy (2) Hi (—2) = 0. (103a)

Asi pues, la permitividad, definida por la ec. (90), satisface

" (w) ~elHy (2) +e5Hy (2). (104)
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En este caso, resolveremos la ec. (101) manejando las funciones gene-
ralizadas de una forma muy intuitiva, considerando, como en el dlgebra de
Colombeau, que su suma, multiplicacién, diferenciacién e integracién son
similares a las que se realizan con las funciones C*°. La invaluable utilidad
de este andlisis se mostrard comparando los resultados que obtengamos con
aquellos que se tienen para el caso mds simple de Radiaciéon de Transicion:
el de una carga puntual que se mueve con velocidad constante v a lo largo
del eje z , y que atraviesa la frontera entre dos medios. En este caso, se
considerard una distribucién de carga y corriente dadas por

~ q i
kK|, z,w) = ——e“/v 105
p( L ) (271')3/2’0 ( )
Tk, 2w) = L _ewslvg (106)
(2%)3/2

Con estas expresiones, las ecuaciones diferenciales para el campo eléctrico
y el magnético se reducen a

2 0” = w? 2| 2f =
€ @Ex,y + [gs — kl} € B,y + ¢6 (2) ks e B, =

Arqk, :
= Ty g/, (107)
(2m)*%v

v | ew idmq dmq
_ - e wz/v wz /v
= [1 2 5] 2 —(27T)3/26 —(27r)3/2v€ 0 (2), (108)
0?71 ~ W? -
J— 2 —_— — pumy
[ kT + 822] B, + CQE(W)B@‘
Amighy . W .
=———e“*" — —pd (2) B, 109
s OL (109)

0?7~ W -
|:—]€3_ + @] By + gﬁ (w) By =
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dmigk, . / w ~
= e iwefo 4 T 45 () B, 110
o 203 (2) (10)
PN~ W -
2

Cabe mencionar, que uno de los problemas que presentan estas ecuaciones es
la presencia de la funcién delta de Dirac d (x) , la cual por definicién se anula
en todos los puntos del espacio, en z = 0. Sin embargo, demostraremos
que es posible analizar el comportamiento de las componentes del campo
electromagnético en la frontera si conocemos sus expresiones para z # 0.

5.2. El campo electromagnético en z## 0

Para todos los puntos tales que z # 0, las ecuaciones diferenciales que
satisfacen las componentes del campo eléctrico y el magnético, ecs. (107)-
(111), se reducen a las expresiones

5288—;17793,3, + {(‘Cijs - ki] eE,, = ;;lg]—glj‘;fi’}geiwz/v, (112)
“pabor [Femst]on - [- Gomeraw
LB+ [j—e () - ki] B, = —%/ (114)

aa_;éy + {‘;’—jg (w) — ki} B, = %em/ﬂ (115)

88_;32 n {i—je (w) — ki] B.=0. (116)

Todas estas ecuaciones, excepto la tultima, son ecuaciones diferenciales li-
neales no homogéneas, las cuales pueden resolverse a través del método de la
funcién de Green. Sin embargo, su linearidad nos permite utilizar el método
de la funcién complementaria en el cual si u; es una solucién particular a la
ecuacién no homogénea y y es la solucién general a la ecuacién homogénea,
entonces u = w1 + y serd una solucién general a la ecuacién no homogénea.
Notemos que las soluciones para z < 0 y z > 0 de las ecuaciones diferen-
ciales (112)-(116) tienen la misma estructura, difiriendo solamente en el valor
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de la permitividad. Para z < 0 la funcién € (w) toma el valor £; mientras que
para z > 0 tomard un valor 5. A partir de este momento, los subindices 1
y 2 en las expresiones para el campo eléctrico y magnético nos indicardn el
valor de los campos en las zonas z < 0 y z > 0, respectivamente.

Para z < 0, las ecuaciones diferenciales homogéneas tienen como solu-
ciones

- [ fw k% c? |

(Brw)  =aexp [£i | Syfar = =5 ) 2] (117)
~ C (w k% c? |

<le7y,z> - =bexp |Eti | —\/e1 — 2 2| . (118)

Estas soluciones representardn campos de radiacién solo si describen ondas

viajeras, esto es si
2

o bien -
ke
g1 > 5
w
Cuando se tiene que
k2 c?
g1 < 2

las soluciones decrecen exponencialmente a partir de la frontera. Aunque es
posible tener este tipo de campos, al igual que la mayorfa de los autores, no
los consideraremos en este trabajo.

. . . A . k2 c2
Ahora bien, la solucién que involucra al término exp {—H <% €1 — ;26 ) z]

describe a una onda que viaja de —oo hacia las z positivas, mientras que la

., . , . . k2 c2 .
soluciéon que involucra el término exp {—z (%\/ €1 — — ) z] describe una

onda que viaja de 400 hacia las z negativas. Dado que no hay nada que re-
fleje la radiacion, en la zona lejana el campo electromagnético debe de propa-
garse alejandose de la frontera entre los dos medios. Entonces, para z < 0
debemos tener un campo de radiacién propagandose hacia la izquierda, esto
es,

- k2 2
<E1x’y’z>h =aexp |—i % £1 — ;2 z|, (119)
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~ k2 c2
<Blm,y,z)h = bexp [—i (% €1 — :s ) z] ,

y las soluciones particulares para las ecuaciones no homogéneas serdan

~ wz
Eac z> - Ax 2 € |:Z (_>:| )
< ke non hom ke *P v

~ (W2
(Bx,y> non hom = Yoy OXP [l (7>:| ’

con
_ i4mqk,., 1
Y@ e [58 -w — R
1dmqw 9 1
A= ——75—— (1 -F= :
) e, JEomEN
_ 4miq 2k,
v(@m)? [Gea — K - %]
y

_ Amig 2k

ow@n)? [Be -k - 4]

Asi pues, para z < 0

N Aky ooy
<E1) = €—’yal€w}z/v + a1,2A €xp [_Zflz] )
Ty 1

- A ;
(1), = oot (1= F20) 7" oy Aexp it ],

~ v ) .
B, = —kyEAozlewz/” + blAeﬂélz,

eiwz/v

Bly = k’ngOdl + bzAG_iglz,
C

a1
Blz = bgAe_iglz,

donde definimos

c? v?

¢ w | k% c?
2= —\/€12— — 5
? c (,(j2 Y
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Q12 = -5 T hL )

(120)

(121)

(122)

(123)

(124)
(125)
(126)

(127)

(128)



14mq
(2m)** v

Para z > 0, la funcién dieléctrica toma el valor € (w) = &2, por lo que en
esta regién tendremos

- Ak, iy
<E2) = ges) ezwz/v + (14’514 exp [Zsz] , (129)

z,y 82

D ACUO(Q 2 iwz /v .

<E2>z T (1-Fes)e + agAexp [ig,z2] . (130)
ng = _k;ygAa2€iwz/v + b4A6i£2z, (131)

C
Bay = ky L Aage*/? 1 by Aci&?, 152)

C

y el campo de radiacion se representa por una onda electromagnética propagan-
dose hacia la derecha.

El céalculo, completo y inico, del campo electromagnético para todo los
puntos del espacio implica determinar 12 constantes desconocidas, a; y b; con
1 =1,...,6. Las condiciones a la frontera, considerando que no tenemos ni
densidad de carga o corriente libres en la frontera,

(€2E2 — €1E1) - Z :0, (134)
(B, — B,) - =0, (135)
ZX <E2 — El) :O, (136)
ZX (B2 — Bl) :O, (137)

nos permiten calcular solo seis de estas constantes. Para determinar todas las
componentes del campo electromagnético serd necesario encontrar otras seis
condiciones. El anélisis del comportamiento de las ecuaciones diferenciales
(107)-(111)en la frontera nos proporcionard precisamente las condiciones que
nos hacen falta.

Otros autores solo determinan explicitamente la componente z del campo
eléctrico utilizando dos condiciones: la discontinuidad de la componente nor-
mal del campo eléctrico, ec. (134), y la continuidad de la proyeccién de la
componente tangencial de éste, es decir, k| - E,, y generalmente argumentan
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que las otras componentes del campo eléctrico y magnético pueden calcularse
a partir de esta tultima.

5.3. Andlisis de la discontinuidad en z=0

Aunque la presencia de las funciones generalizadas de Dirac y Heaviside
en las ecuaciones diferenciales para las componentes del campo electromag-
nético, ecs. (107-111), nos proporciona informacién sobre el comportamiento
de éstas, es claro que si integramos, obtendremos muchfsima més informacion.
De hecho, las funciones generalizadas son més féciles de manejar cuando se
encuentran bajo un signo de integral, lo cual ademés, nos permiten utilizar
la definicién de asociacién entre funciones generalizadas, ecs. (102) y (103a),
en el dlgebra de Colombeau.

Entonces, para analizar el comportamiento del campo eléctrico y mag-
nético en la frontera entre los dos medios, integraremos las ecuaciones dife-
renciales (107)-(111) en un intervalo [—A, A] alrededor de z = 0, con A — 0,
como se hace en otros problemas fisicos [90-93], esto es

A 92 - w2 A B A B
/ (82—2Ew> dz+ — / 3B, ,dz — ki/ e’ B, ,dz+
Y az C Y Y

A i A
~ 4drqk, 4
+ka7y¢/ 1) (Z) Ezdz = mz—g/;// €€Mz/vdz,
- (2m)7 v Jx

A 82 A ~
3 2
/ < aZ2E>dz—|——/ Edz—kL/ E.dz+
—|—¢/ ed (z Edz—i—gb/ E5 dz—(b/ Edz:

w 4 A v?w 4w A
== 5/2/ ey — - 2—3/2/ e2ez /vy —
V% (2m) - c* v (2m) -

dmqo A

——— wz/v§ () d 138
e z)az,
20 ) (2) (138)

A 92 5 w2 A B
/_ {—k;i P 2] B, (ki,z,w)dz+— / £(w) By (ky,z,w)dz =

62 Y
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4migk A gz /v
—(27)33;2/ /Vdz— (;5/ §(2) Ey (ky, 2 w)dz, (139)

A 2 : A
w o | = Amiqk, iwz /v

/ 5 2B dz +/ {j—;e (w) = k’i] B.dz = 0. (141)

Debemos recalcar que algunas de las integrales que aparecen esta ecuacién
no son triviales de realizar. No solo aparecen funciones delta de Dirac y
Heaviside sino que ademads se encuentran presentes productos entre ellas,
potencias de ellas y sus derivadas, acompanadas de funciones discontinuas
en z =0, como lo es F..

La propiedad de la delta de Dirac,

/ " 5 (@) g () dz = g (0), (142)

[e.9]

estd bien definida solo si ¢ (x) es una funcién continua en el origen [80]. Sin
embargo, si g (z) es una funcién discontinua en dicho punto y se considera
a la funcién delta de Dirac como el limite de una serie de funciones pares
[81-84] se tiene que ahora

/_ 9(2)6 (x) dx = (g (0)), (143)

donde ]
(9(0)) =5 [9(07) +¢(07)]. (144)

Ahora bien, si integramos por partes n veces, es facil demostrar que [94]

A n A
[ s@ims@di= [ g@d @dr= (1" (g" @), (145
Por otra parte, para funciones continuas, como F, y E,, debemos usar la
definicién usual de la funcién delta de Dirac, ec. (142).

Cuando se resuelven las ecuaciones de Maxwell para un espacio constitu-
ido por varios medios no magnéticos, las condiciones a la frontera (134)-(137)
se utilizan para obtener las relaciones entre las componentes normal y tan-
gencial de los campos en cada lado de la frontera. Para el caso especifico de
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Radiacién de Transicion que estamos analizando, las condiciones a la frontera
aplicadas en z = 0, son

Ergy (07) = Ebgy (07), (146)
e1E1, (07) = e2By, (0T) (147)
Biay,: (07) = By (07), (148)

De estas relaciones puede establecerse que F,, E,, B,, By, y B, son fun-
ciones continuas en z = 0 pero E, no lo es. Por otro lado, cabe mencionar
que aunque las componentes tangenciales del campo electromagnético sean
funciones continuas en z = 0, sus derivadas pueden ser funciones disconti-
nuas, sobre todo si existen distribuciones superficiales de carga inducidas por
polarizacion.

Integrando por partes y usando la definicién de las funciones generalizadas
de Heaviside Hy (z) y Hy (z), ecs. (104) y (143), es facil obtener en el limite

A—0
( 322 >dZN

0 -~ 0
~ £1E9 <83Exy (O+) azEx’y (0 )) s (149)
A 82
/ € @E dZ ~

5 0 (9 0 -~ 0 ~
v () -2 L o) _(p(g@@ (07) + o . (o+)). (150)

Dado que F,, E,, B,, By, y B, son funciones continuas en z = 0,es posible
demostrar que en el limite A — 0

A A
/ e"Eydz = / e"Eydz = 0. (151)
- -

Por otro lado, atin cuando E, es una funcién discontinua en z = 0, su pro-
ducto con las funciones generalizadas de Heaviside H; (z) y Hs (z), involu-
cradas en la funcién € (w) bajo el simbolo de la integral, evitan este punto.
Entonces, en el limite A\ — 0

A
/ e"E,dz = 0. (152)

A
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De las definiciones (143) y (145)

/_,\ <5Ez> d(2)dz = % [elEz (07) + &2, (0+)} ’ (153)

A

/_1 G%Ez) 6 (2)dz =

/A (Eze) & (2)dz = — {51% 5. (07) + @aﬁz (0*)] : (155)

A

(512@ (07) + ea-E. (o*)) : (154)

Ahora bien, la integral

A
/ E.0(2)6(2)dz (156)
-2

merece una atencién especial ya que en ella aparece una funcién delta de
Dirac elevada al cuadrado, acompanada de una funcién discontinua en el
origen. Aunque existen muchos argumentos que demuestran que en la teoria
de distribuciones no existe una manera razonable de introducir el cuadrado
6% () de la funcién delta de Dirac 6 (2) [69], ésta es comtinmente usada en la
soluciéon de muchos problemas fisicos.

La integral (156) puede evaluarse si consideramos que la funcién delta de

Dirac actia sobre la funcién 6 (2) E., la cual evidentemente es una funcién
discontinua en el origen, entonces

/A (Ezé (z)> d(2)dz = <5 (2) Ez> : (157)

—-A

pero 0 (2) Ez se anula en todos los puntos excepto en z = 0, punto que no se

considera en el promedio <5 (2) Ez>, por lo que

//\ (Ezé (z)) d(z)dz = <5 (2) EZ> =0. (158)

—-A

Dado que €™?/ es una funcién continua, en el limite A — 0 se tendrd que

A
/ eV dy = 0. (159)

—-A
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Con estos resultados, las condiciones a la frontera para la derivadas de
las componentes del campo electromagnético son

Oy (0%) = Ly (07) = —Z’ffE (07). (160)
gE (0%) - §E (07) = —ﬁ (161)
aéxa (ZO+) - 832 20> _ _%%Ey (0), (162)
85’% io+) B 83% 20‘) _ % 6, (0), (163)
e (164

Aun cuando las componentes del campo magnético y las componentes
tangenciales del campo eléctrico son funciones continuas en z = 0, dado que
no hay una densidad superficial de carga libre o una densidad de corriente
en la frontera entre los dos medios, sus derivadas en este punto son funciones
discontinuas.

En particular, la discontinuidad de las derivadas del campo eléctrico estd
relacionada con una carga de polarizacién inducida, dada por —V-P y dentro
de cada medio

E,. (165)
5.4. Usando las condiciones a la frontera para determinar el

campo electromagnético

Cuando las ecs. (125) y (130) se substituyen en las condiciones a la
frontera (147) y (161) se obtiene el sistema de ecuaciones

w w
ase1 — AgEgy = ; (0(2 — 061) + ;62 (CY1€1 — 06282) s

v

€05 + ooty = — 10 +(°")2{0‘1 -

— — =+ ()],
i (27r)3/2 Aveiey €1 &2 ( )
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que tiene como solucién

vvk
az = — B) X
we w k2c2
S €1 —
1= gy -2 2_p/fs, - L2
w
X 2 2 - 2 2 ’ (166)
1 — ez g 02y2 1—“1+vk:2
voukic®
ag = —— 3 X
wce W 2 2 k2c2
-5 tean/er —
k2 ¢2 k2 ¢2
1 + 6 &1 — :2 z_; + 5 :2 (167)
X 2 2 - 2 2 :
_ vy v 1.2 _ vie2 v? 1.2
1 o2 ‘I’wzkl 1 2 +w2kj_

En analogia, de las ecs. (124) y (129) y las condiciones a la frontera (146) y
(160) es facil encontrar

k, w k2 c?

ay = asgz €1 — #, (168)
ky w k2 2

A9 = A3+ k2 &1 — 5 (169)
k, w k2 c?

aq —aﬁg— €2 — :2 ) (170)

kyw . | k2 c?
a5 = —616]{;—22)\ €9 — :;2 . (171)
€

Las ecs. (126), (131), (148) y (162) llevan al sistema de ecuaciones
v
bl — b4 = /{?yz (Oél — Ozg),

kyo w

w
+ az) + ]{/’yzaz — k‘ygozl,

€1

am+w@2———¢<
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cuya solucién es

w k

bl = Eagéﬁl, (172)
wk

b4 = Eéaﬁeg. (173)

De las ecs. (127), (132), y las condiciones a la frontera (148) y (163) es facil
obtener

w kg
b2 = —Eagaé‘l, (174)
w  ky
bs = ——ag—cs. 175
5 - ag ki €2 ( )
Finalmente, de las ecs. (128), (133), (148) y (164) se tiene
bs = bg = 0.
El haber determinado los coeficientes a; y b;, con 7 = 1...,6, permite

escribir la expresion para todas las componentes del campo magnético y eléc-
trico en todo el espacio. Las expresiones que obtuvimos para las componentes
normales del campo eléctrico Elz y Egz, concuerdan con las que se calculan
en otros trabajos [30].

Es importante mencionar que en contraste con los trabajos usuales sobre
Radiacion de Transicién, el uso de funciones generalizadas permite determi-
nar directamente todas las componentes del campo electromagnético.

Aunque la Radiacién de Transicién ha sido ampliamente estudiada, todos
los autores solo determinan explicitamente las componentes normales a la
frontera de los campos eléctrico y magnético, quiza debido a la dificultad en
resolver las ecuaciones diferenciales que las otras componentes satisfacen ya
que involucran funciones generalizadas. En este capitulo mostramos como se
pueden manejar las funciones generalizadas y sus productos para obtener las
condiciones a la frontera que satisfacen las componentes longitudinales de los
campos, lo cual nos permite determinar explicitamente todas las componentes
del campo electromagnético en todos los puntos del espacio. Es claro que
el conocer completamente la expresién para el campo electromagnético en
todos los puntos del espacio en el fenémeno de Radiacién de Transicién nos
permitird conocer con mayor detalle este tipo de radiacién y sus posibles
aplicaciones.
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Capitulo 6
Conclusiones

A pesar de que los efectos radiativos inducidos por el paso de particu-
las cargadas viajando en el interior de medios materiales fueron observados
desde hace méds de setenta anos, su estudio, bajo diferentes circunstancias,
continua siendo un tema de gran interés principalmente debido a sus innu-
merables aplicaciones tanto en la fisica de altas energias como en nuevos
campos de estudio como es la fisica biomédica. Si nos centramos en el dm-
bito de la Electrodinamica Clésica, el estudio del efecto Vavilov-Cherenkov
y la Radiacién de Transicién constituye un tema fundamental debido a que
alin existen algunos puntos oscuros que merecen ser discutidos debido a que
contrastan con los aspectos conceptuales basicos de esta drea de la Fisica.

Usualmente, la mayoria de los autores no discuten con detalle el origen
de la radiaciéon Cherenkov lo que muchas veces conduce a la idea equivocada
de que la tinica fuente de la energia emitida es la particula o distribucién de
carga viajera. Esta afirmacién ademds contrasta con el hecho de que tanto
en el efecto Vavilov-Cherenkov como en la Radiacién de Transicién se con-
sidera que la carga siempre viaja con velocidad constante a pesar de que hay
una perdida de energia sin hacer mencién a ninguna fuerza externa que le
restituya a la carga la energia que pierde por radiacién. En este sentido, tal
parece que se considera a la carga como una fuente inagotable de energia lo
que claramente contradice el balance energético que se obtiene de la teorfa
electromagnética. Cabe mencionar que en un trabajo previo se demostré [55]
que para evitar inconsistencias con la Electrodindmica Clésica, en el efecto
Vavilov-Cherenkov es necesario contar con una fuerza externa de forma que
la carga se comporta, en este caso, como un transductor que transforma in-
tegramente trabajo mecdnico en radiaciéon. En ese mismo trabajo se muestra
que los resultado usuales del efecto Vavilov-Cherenkov pueden obtenerse a
partir del anélisis de la reaccién de radiacién de una carga moviéndose en un
medio isotrépico, homogéneo y lineal.

En esta tesis se ha mostrado que el problema del origen de la radiacién
Cherenkov y la Radiaciéon de Transiciéon se resuelve muy facilmente si se
utiliza una idea que resalta por su belleza y claridad: en ambos casos se
tiene un efecto colectivo, en donde claramente el medio juega un papel muy
importante.

En este trabajo, para analizar el efecto Vavilov-Cherenkov se utilizé la
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idea de que al moverse a través de un medio, una particula cargada induce
la formacién de dipolos elementales, dependientes del tiempo, de forma que
cuando la velocidad de la carga es mayor que la velocidad de la luz en el
medio, la radiacién emitida por estos dipolos se superpone coherentemente
para dar lugar a la radiacién Cherenkov. Esta es una idea heredada del
andlisis de la Radiacién de Transicion y contrasta por su sencillez tanto en el
planteamiento fisico como en los cdlculos necesarios con el método de anélisis
utilizado en la literatura usual.

Lo més importante del uso de la idea de la polarizacién inducida es que
puede reproducir los resultados obtenidos para el espectro de energia emitido
por efecto Vavilov-Cherenkov para distintas distribuciones de carga, pues no
sé6lo se pueden obtener los resultados conocidos para el caso de la particula
cargada puntual, sino que ademds puede ser generalizado facilmente para
determinar el espectro de emisién de distintas distribuciones extensas de
carga, paquetes de particulas e incluso distribuciones sin carga neta como lo
es un dipolo puntual eléctrico.

En todos estos casos se obtuvo la forma explicita del espectro emitido,
llevando a la conclusién de que este espectro depende fuertemente de la es-
tructura de la distribucién de carga y que, en particular, en el caso del
dipolo eléctrico también depende de la direccién en la que el momento dipo-
lar apunta con respecto a la direccién de movimiento. Es claro que estas
diferencias pueden utilizarse en el experimento pues una vez que se mide el
espectro de emision se puede determinar el tipo de particulas, o paquetes de
particulas, que viajan en el medio; hecho que resulta de gran utilidad en la
fisica de altas energias en donde los detectores que se emplean generalmente
trabajan analizando la radiacién Cherenkov.

Cabe mencionar que la condicién Cherenkov sobre la magnitud de la
velocidad, asf como el cono Cherenkov son totalmente independientes de la
forma de la distribucién de carga pudiendo interpretarlos como condiciones
que aparecen debido a la condicién cinemética de movimiento uniforme de
la distribucion de carga.

Dado que la radiacién Cherenkov tiene su origen en la polarizacion del
medio y que un pulso electromagnético o paquete de onda que viaja a través
de un medio también induce una polarizaciéon dependiente del tiempo, se
estudié la radiaciéon Cherenkov que se podia generar y se analizo el caso de
distintos tipos de pulso.

Ya que las propiedades del medio determinan el intervalo de frecuencias
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en las que se emite radiacién Cherenkov, se exhibié que es posible definir
un limite inferior para la velocidad de la particula, el cual no depende de la
frecuencia cuando se consideran tanto la respuesta especifica del medio como
la condicién sobre la velocidad de la particula.

Se debe destacar que en el andlisis del efecto Vavilov-Cherenkov generado
por diversas distribuciones de carga, e incluso por el pulso electromagnético,
apareci6 la funcién delta de Dirac elevada al cuadrado, lo que resalta pues
aunque es comun encontrarla en problema de la Fisica, el producto o poten-
cias de funciones generalizadas no estd bien definida. En el efecto Vavilov-
Cherenkov esta funcién generalizada se manejé de forma heuristica, al igual
que en otros problemas de la Fisica, llevando a los resultados que se obtienen
siguiendo otros métodos de andlisis.

Finalmente, se analizé con sumo detalle los campos electromagnéticos
que se generan en el fenémeno de Radiacién de Transicién, del cual se hered6
la idea que permitié el andlisis del efecto Vavilov-Cherenkov. Aunque en la
literatura usual la Radiacién de Transicién se analiza desde diferentes per-
spectivas para distintos problemas, no se obtienen todas las componentes
del campo electromagnético pues las condiciones a la frontera no proporcio-
nan el niimero necesario de ecuaciones para determinarlas. En este trabajo se
demostré que es posible imponer condiciones a la frontera sobre las derivadas
del campo electromagnético cuando se analiza el caso de una particula que
cruza la frontera entre dos medios lineales, homogéneos e isotrépicos. Este
andlisis involucré el uso de la teorfa de distribuciones y el establecimiento de
analogfas con algunos problemas tipicos de la mecénica cudntica, llevando a
obtener explicitamente todas las componentes del campo electromagnético,
lo cual no se muestra en la literatura usual.
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