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MATEMÁTICO

PRESENTA:

MANUEL EDUARDO CHACÓN OCHOA
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Introducción

La teorı́a de los grupos topológicos de transformaciones se centra en el estudio
de las acciones continuas de grupos topológicos en espacios topológicos. Estas
pueden ser vistas como homomorfismos continuos de un grupo topológico G en
el grupo de homeomorfismos de un espacio X , Homeo(X) respecto a la topologı́a
compacto-abierta en este último. Ası́, todo grupo topológico actuante en un espacio
X tiene una fuerte relación con el grupo Homeo(X). Es por ello decepcionante que
en general Homeo(X) no resulte ser un grupo toplógico.

Sin embargo, para espacios con una estructura más fuerte, la de espacio métri-
co, existe un grupo en cierto sentido análogo a Homeo(X) que tiene una mejor
relación con su topologı́a. Este grupo es el de las isometrı́as, es decir, el grupo de
las biyecciones que preservan la métrica en el espacio respectivo.

El presente trabajo se dedica al estudio de los grupos de isometrı́as, su acción
natural y su relación con otros grupos topológicos.

La primera parte comprende el estudio de estos grupos y de su acción natural.
Se comienza con resultados relativos a la cualidades de dichos grupos en función de
los correspondientes espacios métricos. Luego se considera la acción de los grupos
de isometrı́as, concretamente se estudian condiciones bajo las cuales esta es pro-
pia. Los principales resultados expuestos en esta parte toman como referencia los
artı́culos [5] y [8] de Gao y Kechris y de Manoussos y Strantzalos, respectivamente.

La segunda parte corresponde a las representaciones de grupos topológicos co-
mo grupos de isometrı́as.

Se parte de un teorema general sobre realizaciones en subgrupos de grupos de
isometrı́as, para a continuación estudiar el caso de los subgrupos cerrados. Esto
se hace tomando como referencia principal el trabajo de Piotr Niemiec [11], se
deducen además resultados probados originalmente por Gao y Kechris y Julien
Melleray en [5] y [9].

Después se presenta la caracterización de los grupos topológicos realizables co-
mo grupos de isometrı́as mediante una propiedad relativa a completud y se estudia
la clase de estos grupos. Nuevamente la referencia es [11].

Finalmente se toca brevemente el problema de la existencia de métricas inva-
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riantes para acciones propias. Si bien el caso general sigue abierto, se han presen-
tado diversos avances. Concretamente en este trabajo se incluye la equivalencia de
este problema a la paracompacidad del espacio orbital; hecho probado por Anton-
yan y de Neymet en [1].



Capı́tulo 0

Notación y nociones previas

Se presentan a continuación la notación y terminologı́a que se empleará en
este trabajo, ası́ como algunos resultados conocidos de los que se hará uso. Estos
últimos sólo se enuncian y se proporciona una referencia.

Se procura usar notación estándar, por ejemplo ∪, ∩ y P() denotan las ope-
raciones de unión, intersección y potencia, respectivamente, aunque ∪ se sustituye
por t cuando se consideran conjuntos ajenos con el propósito de enfatizar este
hecho. Se denota por R y N a los conjunto de los números reales y naturales, res-
pectivamente, y por R+ y N+ a sus partes positivas (se considera 0 ∈ N). Para un
conjunto arbitrario X se denota por X<ω al conjunto de sucesiones finitas en X y
por Xω al conjunto de sucesiones infinitas.

Nociones de Topologı́a General

Definición 0.1. Sea X un conjunto. Se dice que una función d : X×X → R es una
pseudométrica en X si

d[X×X ]⊆ R+∪{0},

d[{(x,x) : x ∈ X}]⊆ {0},

∀x,y ∈ X d(x,y) = d(y,x) y

∀x,y,z ∈ X d(x,z)≤ d(x,y)+d(y,z)

Un espacio pseudométrico es un par (X ,d) con d una pseudométrica en X .

Definición 0.2. Sea (X ,d) un espacio pseudométrico. Para x ∈ X y ε ∈ R+ se
definen Bd(x,ε) := {y ∈ X : d(x,y)< ε} y Bd(x,ε) := {y ∈ X : d(x,y)≤ ε}. Si no
existe ambigüedad simplemente se escribirá B(x,ε) y B(x,ε).
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2 CAPÍTULO 0. NOTACIÓN Y NOCIONES PREVIAS

Definición 0.3. Sean (X ,τ) un espacio topológico y A⊆ X . Se dice que el conjunto
A es precompacto si su cerradura, A, es compacta.

Definición 0.4. Sea (X ,τ) un espacio topológico. El peso de X , w(X), se refiere a
la mı́nima cardinalidad de una base de su topologı́a.

Se asumirá siempre que el peso de un espacio es infinito.

Definición 0.5. Sea {(Xi,τi) : i ∈ I} un conjunto de espacios topológicos ajenos
por pares. Se define su suma,

⊕
i∈I Xi, como el espacio topológico (

⊔
i∈I Xi,τ) con

τ dado por U ∈ τ si y sólo si para todo i ∈ I U ∩Xi ∈ τi.

Definición 0.6. Sean X un espacio topológico y x ∈ X . La cuasicomponente de
x es la intersección de los subconjuntos simulaneamte abiertos y cerrados que lo
contienen. El conjunto de las cuasicomponentes de un espacio se denotará por C y
se le considerará provisto de la topologı́a cociente respecto a la función que asigna
a cada punto su cuasicomponente.

Teorema 0.7 (Bourbaki-Dieudonné). [4, p. 146] Sean X y Y espacios topológicos
con Y regular, A denso en X y f : A→Y continua. Entonces f admite una extensión
a X si y sólo si admite una extensión a A∪{x} para cada x ∈ X.

Definición 0.8. Sean X y Y conjuntos arbitrarios. Se define XY como el conjunto
de todas las funciones f : X → Y . Si X es un espacio topológico se considera a
XY provisto de la topologı́a producto. Si Y es también espacio topológico se define
C(X ,Y ) := { f ∈ XY : f es continua }; además este conjunto estará dotado de la
topologı́a compacto abierta, es decir, aquella que tiene como subbase los conjuntos
{ f ∈C(X ,Y ) : f [K]⊆U} con K ⊆ X compacto y U ⊆ Y abierto.

Definición 0.9. Sean X un espacio topológico, (Y,d) un espacio pseudométrico
y F ⊆ C(X ,Y ). F es equicontinuo en x ∈ X si para todo ε ∈ R+ existe U vecin-
dad de x tal que f [U ] ⊆ Bd( f (x),ε) para cualquier f ∈ F . F es equicontinuo si es
equicontinuo en cada punto.

Teorema 0.10. [6, p. 232] Sean X y Y espacios topológicos y sea F ⊆ C(X ,Y )
equicontinuo. Entonces en F la topologı́a de la convergencia puntual coincide con
la topologı́a compacto-abierta.

Teorema 0.11 (Arzela-Ascoli). [6, p. 233] Sean X un espacio de Hausdorff, (Y,d)
un espacio métrico y F ⊆C(X ,Y ). F es precompacto si F es equicontinuo y para
todo x∈ X F(x) := { f (x) : f ∈ F} es precompacto en Y . Además si X es localmente
compacto, entonces el recı́proco es cierto.

Definición 0.12. Sea (X ,d) un espacio métrico. X es polaco si es completo y se-
parable.
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Teorema 0.13. [4, p. 272] Sea (X ,d) un espacio métrico. Entonces existe un espa-
cio métrico completo (Y,ρ), la compleción de X, tal que X ⊆ Y , ρ�X×X= d y X es
denso en Y . Además Y es único salvo isometrı́a y toda isometrı́a de X se extiende a
una isometrı́a de Y .

Teorema 0.14 (Stone). [4, p. 280] Toda cubierta abierta de un espacio metrizable
admite un refinamiento localmente finito y σ -discreto.

Grupos topológicos y acciones continuas

Definición 0.15. Una terna (G, ·τ) con · : G×G→ G y τ ⊆P(G) se llama grupo
topológico si

(G, ·) es un grupo,

(G,τ) es un espacio topológico y

Las funciones · y g 7→ g−1 son continuas.

Como es usual, los grupos topológicos se nombrarán simplemente por su con-
junto subyacente, es decir, G se referirá a (G, ·,τ). También se omitirá el sı́mbolo
·, a ·b será ab.

Definición 0.16. Sean G y H grupos topológicos. Una biyección f : G �� H es
un isomorfismo topológico si f y f−1 son homomorfismos continuos. En tal caso
se dice además que G y H son topológicamente isomorfos, lo cual se denota por
G∼= H.

Definición 0.17. Sea G un grupo topológico. Una pseudométrica d en G se dice
invariante por la izquierda si d(gx,gy) = d(x,y) para todos g,x,y ∈ G.

Definición 0.18. Sean G un grupo topológico y A,B⊆ G. Se definen

AB := {ab ∈ G : a ∈ A,b ∈ B},

A−1 := {a−1 : a ∈ A} y

An := {a1a2 · · ·an : a1, · · · ,an ∈ A} (n ∈ N+).

Proposición 0.19. [14, p. 6, p. 10] Sean G un grupo topológico y e su elemento
neutro. Para cualquier vecindad U de e y n ∈ N+ existen V y W vecindades de e
tales que V n ⊆U y WW−1 ⊆U.

Proposición 0.20. [14, p. 7] Sea G un grupo topológico. Si U es abierto en G
entonces UA y AU son abiertos para cualquier A⊆ G.
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Definición 0.21. Sean G un grupo topológico con neutro e y X un espacio to-
pológico. Una acción (izquierda) de G en X es un función continua G×X → X ,
(g,x) 7→ gx tal que ex = x y (gh)x = g(hx) para cualesquier g,h ∈ G y x ∈ X . Se
dice también que G actúa en X o que X es un G-espacio.

Definición 0.22. Sean G un grupo topológico, X un G-espacio y x ∈ X . El grupo
de isotropı́a de x es Gx := {g ∈ G : gx = x}. La acción de G en X es efectiva si⋂

x∈X Gx := {e}. La órbita de x es G(x) := {gx : g ∈ G} y el espacio orbital es
X/G := {G(x) : x ∈ X} provisto de la topologı́a cociente respecto a la proyección
orbital X → X/G x 7→ G(x).

Definición 0.23. Sean G un grupo topológico, X un G-espacio y U,V ⊆ X . El
transportador de U en V es 〈U,V 〉 := {g ∈ G : gU ∩V 6= ∅}. U es relativamente
delgado con V si 〈U,V 〉 es precompacto. U es pequeño si cada x ∈ X tiene una
vecindad relativamente delgada con U . La acción de G en X es propia o X es un
G-espacio propio si cada punto tiene una vecindad pequeña.



Capı́tulo 1

Grupos topológicos de isometrı́as
y su acción natural

Este capı́tulo se enfoca al estudio de los grupos de isometrı́as propiamente di-
chos ası́ como al de su acción natural en el espacio correspondiente. Se comienza
por ello definiendo formalmente estos grupos.

Definición 1.0.1. Sea (X ,d) un espacio métrico. Una isometrı́a de X es una función
biyectiva ϕ : X �� X tal que d(ϕ(x),ϕ(y)) = d(x,y) para cualesquier x,y ∈ X . Se
denota al conjunto de tales funciones por Iso(X ,d).

Es evidente que cualquier isometrı́a es un homeomorfismo y que el conjunto
de dichas funciones constituye un grupo bajo la composición. Lo siguiente es dotar
este conjunto de una estructura topológica, esta será la topologı́a de la convergencia
puntual, es decir, aquella en la que la convergencia es la convergencia puntual de
funciones y que tiene como subbase los conjuntos de la forma

B(x,ϕ,ε) := {ψ ∈ Iso(X ,d) : d(ψ(x),ϕ(x))< ε}

con x ∈ X , ϕ ∈ Iso(X ,d) y ε ∈ R+. En adelante se asume que cualquier grupo de
isometrı́as está provisto de esta topologı́a.

Teorema 1.0.2. Sea (X ,d) un espacio métrico. Entonces Iso(X ,d) es un grupo
topológico.

Demostración. Dados un abierto subbásico U =B(x,ϕ,ε) en Iso(X ,d) e isometrı́as
ψ y σ tales que ψσ ∈U sean

V := B
(

σ(x),ψ,
ε−d(ψσ(x),ϕ(x))

2

)
y W := B

(
x,σ ,

ε−d(ψσ(x),ϕ(x))
2

)
.

5



6 CAPÍTULO 1. GRUPOS DE ISOMETRÍAS Y SU ACCIÓN

Es claro que V ×W es vecindad abierta de (ψ,σ) en Iso(X ,d)× Iso(X ,d). Para
ψ1 ∈V y σ1 ∈W , se tiene que

d(ψ1σ1(x),ϕ(x))≤ d(ψ1σ1(x),ψ1σ(x))+d(ψ1σ(x),ψσ(x))+d(ψσ(x),ϕ(x))

<
ε−d(ψσ(x),ϕ(x))

2
+

ε−d(ψσ(x),ϕ(x))
2

+d(ψσ(x),ϕ(x)) = ε

Por tanto la composición es continua en Iso(X ,d).
Sean ϕ ∈ Iso(X ,d) y U = B(x,ϕ,ε). Para cualquier ψ ∈ Iso(X ,d) se cumple

que d(ψ−1ϕ(x),ϕ−1ϕ(x)) = d(ψ−1ϕ(x),ψ−1ψ(x)) = d(ψ(x),ϕ(x)), por lo que
ψ ∈U si y sólo si ψ−1 ∈ B(ϕ(x),ϕ−1,ε), i.e., U−1 = B(ϕ(x),ϕ−1,ε). Por tanto
ϕ 7→ ϕ−1 es continua en Iso(X ,d). �

1.1. Propiedades de algunos grupos de isometrı́as

Lo primero que se probará son dos sencillos lemas que serán útiles posterior-
mente.

Lema 1.1.1. Sean (X ,d) un espacio métrico y D un subespacio denso de X. La
función Γ : Iso(X ,d)→ XD, ϕ 7→ ϕ�D es un encaje topológico.

Demostración. Sean ϕ,ψ ∈ Iso(X ,d) distintas. Por ser X un espacio Hausdorff
ϕ�D 6= ψ�D.

Si (ϕα)α∈A es una red en Iso(X ,d) tal que ϕα → ϕ puntualmente para algún
ϕ ∈ Iso(X ,d), entonces en particular ϕα�D→ ϕ�D, por lo que Γ es continua.

Si U =
⋂n

i=1 B(xi,ψi,εi) es un abierto básico en Iso(X ,d), entonces

Γ(U) = { f ∈ XD : ∀i ∈ {1, . . . ,m} f (xki) ∈ Bd(ϕki(xki),εki)}∩Γ[Iso(X ,d)]

con {xki}m
i=1 = {x j}n

j=i∩D. Por tanto Γ es un encaje topológico. �

Lema 1.1.2. Sean (X ,d) un espacio métrico y (ϕα)α∈A una red en Iso(X ,d). Si
(ϕα(x))α∈A y (ϕ−1

α (x))α∈A convergen para todo x ∈ X, entonces (ϕα)α∈A es
convergente en Iso(X ,d).

Demostración. Sean ϕ,ψ : X→X dadas por ϕ(x)= lı́m
α∈A ϕα(x) y ψ(x)= lı́m

α∈A ϕ−1
α (x).

Si x,y ∈ X , entonces d(ϕ(x),ϕ(y)) = lı́m
α∈A d(ϕα(x),ϕα(y)) = d(x,y). Además

d(ϕψ(x),x) = lı́m
α∈A

d(ϕαψ(x),x) = lı́m
α∈A

d(ψ(x),ϕ−1
α (x)) = 0 y

d(ψϕ(x),x) = lı́m
α∈A

d(ϕ−1
α ϕ(x),x) = lı́m

α∈A
d(ϕ(x),ϕα(x)) = 0,

lo que implica ψ = ϕ−1. Por tanto ϕ ∈ Iso(X ,d) y por construcción (ϕα)α∈A
converge a ϕ puntualmente. �
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Como es de suponer, no es posible decir mucho acerca de los grupos de iso-
metrı́as en general; sin embargo, imponer algunas caracterı́sticas al espacio métrico
resulta en propiedades convenientes para su grupo de isometrı́as. El resto de esta
sección se centra en esta clase de resultados.

Proposición 1.1.3. Sea (X ,d) un espacio métrico. Entonces w(Iso(X ,d))≤ w(X).

Demostración. Sea D⊆ X denso tal que |D| ≤ w(X). Del Lema 1.1.1 se sigue que
w(Iso(X ,d))≤ w(XD) y por la elección de D se tiene w(XD)≤ w(X). �

Corolario 1.1.4. Si (X ,d) es separable, entonces Iso(X ,d) es metrizable.

Demostración. En esta situación Iso(X ,d) es segundo numerable y por el Teorema
de Birkhoff-Kakutani (Teorema A.2) se sigue que es metrizable. �

Teorema 1.1.5. Si (X ,d) es un espacio polaco, entonces Iso(X ,d) es un grupo
polaco, es decir, separable y completamente metrizable.

Demostración. Se sigue de la Proposición 1.1.3 que Iso(X ,d) es separable.
Sea {xn : n ∈ N} denso en X . Se define δ : Iso(X ,d)× Iso(X ,d)−→ R por

δ (ϕ,ψ) = ∑
n∈N

1
2n

[
d(ϕ(xn),ψ(xn))

1+d(ϕ(xn),ψ(xn))
+

d(ϕ−1(xn),ψ
−1(xn))

1+d(ϕ−1(xn),ψ−1(xn))

]
Por ser d métrica, δ es simétrica y no negativa. Sean ϕ,ψ,π ∈ Iso(X ,d)

δ (ψ,π) = ∑
n∈N

1
2n

[
d(ϕ(xn),π(xn))

1+d(ϕ(xn),π(xn))
+

d(ϕ−1(xn),π
−1(xn))

1+d(ϕ−1(xn),π−1(xn))

]
= ∑

n∈N

1
2n

d(ϕ(xn),π(xn))

1+d(ϕ(xn),π(xn))
+ ∑

n∈N

1
2n

d(ϕ−1(xn),π
−1(xn))

1+d(ϕ−1(xn),π−1(xn))

≤ ∑
n∈N

1
2n

d(ϕ(xn),ψ(xn))

1+d(ϕ(xn),ψ(xn))
+ ∑

n∈N

1
2n

d(ψ(xn),π(xn))

1+d(ψ(xn),π(xn))

+ ∑
n∈N

1
2

d(ϕ−1(xn),ψ
−1(xn))

1+d(ϕ−1(xn),ψ−1(xn))
+ ∑

n∈N

1
2

d(ψ−1(xn),π
−1(xn))

1+d(ψ−1(xn),π−1(xn))

= δ (ϕ,ψ)+δ (ψ,π).

Por tanto δ es una métrica en Iso(X ,d).

Afirmación. δ es compatible con la topologı́a de Iso(X ,d).
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Prueba: Primero se verificará que la topologı́a de Iso(X ,d) es más fina que la in-
ducida por δ . Para ello considérese U := Bδ (ϕ,ε) una bola en Iso(X ,d) respecto a
la métrica δ . Sean N ∈ N tal que 1

2N−1 < ε y

V :=

[
N⋂

n=0

B(xn,ϕ,
ε

8
)

]
∩

[
N⋂

n=0

B(xn,ϕ
−1,

ε

8
)

]−1

,

esta es una vecindad abierta de ϕ en la topologı́a de la convergencia puntual. Si
ψ ∈V , entonces

δ (ϕ,ψ) =
N

∑
n=0

1
2n

[
d(ϕ(xn),ψ(xn))

1+d(ϕ(xn),ψ(xn))
+

d(ϕ−1(xn),ψ
−1(xn))

1+d(ϕ−1(xn),ψ−1(xn))

]
+

∞

∑
n=N+1

1
2n

[
d(ϕ(xn),ψ(xn))

1+d(ϕ(xn),ψ(xn))
+

d(ϕ−1(xn),ψ
−1(xn))

1+d(ϕ−1(xn),ψ−1(xn))

]
<

N

∑
n=0

1
2n

[
ε

4

]
+

∞

∑
n=N+1

1
2n [2]<

ε

2
+

ε

2

por lo que V ⊆U .
Para la contención inversa considérense (ϕk)k∈N una sucesión en Iso(X ,d) y

ϕ ∈ Iso(X ,d) tales que lı́m
k∈N δ (ϕk,ϕ) = 0, en particular d(ϕk(xn),ϕ(xn))→ 0 para

cada n ∈ N. Luego, para cualesquier x ∈ X y ε ∈ R+ existen n,k ∈ N tales que
d(xn,x)≤ ε

3 y d(ϕk(xn),ϕ(xn))<
ε

3 por lo que

d(ϕk(x),ϕ(x))≤ d(ϕk(x),ϕk(xn))+d(ϕk(xn),ϕ(xn))+d(ϕ(xn),ϕ(x))

= 2d(xn,x)+d(ϕk(xn),ϕ(xn))< ε.

Por tanto (ϕn)n∈N converge puntualmente a ϕ . †

Resta verificar la completud de esta métrica. Sea (ϕi)i∈N ⊆ Iso(X ,d) una suce-
sión δ -Cauchy. Para cada m ∈ N la sucesión (ϕi(xm))i∈N es d-Cauchy, pues

d(ϕi(xm),ϕ j(xm))≤ 2m
∑
n∈N

1
2n

[
d(ϕi(xn),ϕ j(xn))

1+d(ϕi(xn),ϕ j(xn))
+

d(ϕ−1
i (xn),ϕ

−1
j (xn))

1+d(ϕ−1
i (xn),ϕ

−1
j (xn))

]
= 2m

δ (ϕi,ϕ j).

Entonces, por completud de (X ,d), es convergente.
Sea x ∈ X . Para cualquier n ∈ N,

d(ϕi(x),ϕ j(x))≤ d(ϕi(x),ϕi(xn))+d(ϕi(xn),ϕ j(xn))+d(ϕ j(xn),ϕ j(x))

= 2d(x,xn)+d(ϕi(xn),ϕ j(xn)),
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lo cual muestra que (ϕi(x))i∈N es d-Cauchy; puede entonces definirse la función
ϕ(x) = lı́m

i∈N (ϕi(x)). Obviamente (ϕ−1
i (x))i∈N también es δ -Cauchy y análogamente

se tiene que es convergente para cada x ∈ X ; sea ψ(x) = lı́m
i∈N ϕ

−1
i (x). Se concluye

por el Lema 1.1.2 que (ϕn)n∈N es convergente.
�

Teorema 1.1.6. Sea (X ,d) compacto. Entonces Iso(X ,d) es compacto y metrizable.

Demostración. La metrizabilidad se sigue del corolario 1.1.4. Fı́jese {xn : n ∈ N}
denso en X y sea (ϕn)n∈N⊆ Iso(X ,d). Por compacidad de X existe una subsucesión
(ϕ0,n)n∈N de (ϕn)n∈N tal que (ϕ0,n(x0))n∈N es convergente. Recursivamente, para
m ∈ N existe (ϕm+1,n)n∈N subsucesión de (ϕm,n)n∈N tal que (ϕm+1,n(xm+1))n∈N es
convergente. Para cada m ∈ N (ϕn,n)n≥m es una subsucesión de (ϕm,n)n∈N, enton-
ces (ϕn,n(xm))n∈N es convergente. Ası́, (ϕn,n)n∈N es una subsucesión de (ϕn)n∈N
que converge puntualmente en {xn : n ∈ N}. Similarmente existe una subsucesión
(ψn)n∈N de (ϕn,n)n∈N tal que (ψ−1

n )n∈N converge puntualmente en {xn : n ∈N}. De
manera análoga al final de la prueba anterior se observa que (ψn)n∈N converge en
Iso(X ,d) y por tanto Iso(X ,d) es compacto. �

Como se muestra en el siguiente ejemplo las propiedades relativas a conexidad
no necesariamente se transmiten a Iso(X ,d).

Ejemplo 1.1.7. Sea X = [0,1] con la métrica usual. Ya que d(x,y) = 1 si y sólo si
{x,y} = {0,1} se tiene que para cualquier g ∈ Iso(X ,d) g({0,1}) = {0,1}, de lo
cual se sigue que g(x) = x o g(x) = 1−x. Por tanto Iso(X ,d)∼= Z2 con la topologı́a
discreta.

Sin embargo cierto grado de conexidad permite que Iso(X ,d) posea otras pro-
piedades deseables. Más precisamente, se tiene el siguiente teorema:

Teorema 1.1.8. Sea (X ,d) un espacio métrico localmente compacto y sea C el es-
pacio cociente de las cuasicomponentes de X. Si C es compacto, entonces Iso(X ,d)
es localmente compacto.

La demostración de este teorema es un poco más extensa que la de los anteriores
y se realizará por medio de varios lemas.

Lema 1.1.9. Sean (X ,d) un espacio métrico localmente compacto, F ⊆ Iso(X ,d)
y

K(F) := {x ∈ X : F(x) = {ϕ(x) : ϕ ∈ F} es precompacto}.

Entonces K(F) es un subconjunto abierto y cerrado de X.
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Demostración. Sea x ∈ K(F). Por compacidad local de X , para cada z ∈ F(x)
existe una vecindad Uz precompacta; por compacidad de F(x) una cantidad finita
{U1, . . . ,Un} de tales vecindades lo cubre. Sea A :=

⋃n
i=1Ui. Esta es una vecindad

precompacta de F(x). Sea ε tal que N(F(x),ε) := {y ∈ X : d(y,F(x)< ε)} ⊆ A. En
adelante si G ⊆ Iso(X ,d) y B ⊆ X se denotará por G(B) a {g(x) : g ∈ G, x ∈ B}.
Dada y ∈ B(x,ε) se tiene que

F(y)⊆ F(B(x,ε)) =
⋃
f∈F

f [B(x,ε)] =
⋃
f∈F

B( f (x),ε) = N(F(x),ε)⊆ A,

ası́ F(y) es compacto y por tanto B(x,ε)⊆ K(F); luego K(F) es abierto.
Sean x un punto de acumulación de K(F) y η > 0 tal que B(x,4η) es precom-

pacto. Considérese y ∈ K(F)∩B(x,η), entonces

F(y)⊆ F(B(x,η))⊆ F(B(x,2η)) =
⋃

ϕ∈F

ϕ(B(x,2η)).

Por compacidad de F(y) existe L⊆F finito tal que F(y)⊆ L(N(x,2η)). Sean ϕ ∈F
y ψ ∈ L tal que ϕ(y) ∈ ψ(N(x,2η)), entonces

d(ϕ(x),ψ(y))≤ d(ϕ(x),ϕ(y))+d(ϕ(y),ψ(x))+d(ψ(x),ψ(y))

= 2d(x,y)+d(ϕ(y),ψ(x))< 4η ,

luego ϕ(x) ∈ B(ψ(x),4η)⊆ L(B(x,4η)), por lo que F(x)⊆ L(B(x,4η)). Por tanto
K(F) es cerrado. �

Lema 1.1.10. Sea (X ,d) un espacio métrico localmente compacto cuyo espacio de
cuasicomponentes C es compacto. Entonces existen x1, . . . ,xm ∈ X y ε1, . . . ,εm ∈
R+ tales que

⋂m
i=1 B(xi, Id,εi) es precompacto en C(X ,X).

Demostración. Para cada x ∈ X sea εx ∈ R+ tal que B(x,εx) es precompacto. En-
tonces B(x, Id,εx) es una vecindad de la identidad de X en Iso(X ,d). Por la elec-
ción de εx, x ∈ K(B(x, Id,εx)) y por el Lema 1.1.9 este es un conjunto abierto
que contiene a cualquier cuasicomponente de X que intersecta, entonces deno-
tando por q a la función cociente de X a C se tiene que q−1q(K(B(x, Id,εx))) =
K(B(x, Id,εx)) y q(K(B(x, Id,εx))) es abierto en C . Por compacidad de C existen
x1, . . . ,xm ∈ X tales que {q(K(B(xi, Id,εxi)))}m

i=1 es cubierta de C . Esto significa
que X =

⋃m
i=1 K(B(xi, Id,εxi)). Considérese la vecindad F =

⋂m
i=1 B(xi, Id,εxi) de

la identidad; para toda x∈ X existe algún i tal que x∈K(B(xi, Id,εxi)), y puesto que
F ⊆ B(xi, Id,εxi) se tiene que F(x) es compacto. Por el Teorema de Arzela-Ascoli,
F es precompacto en C(X ,X). �
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Lema 1.1.11. Si (X ,d) es un espacio métrico localmente compacto y C compacto,
entonces X es separable.

La demostración de este resultado es esencialmente idéntica a la del caso cone-
xo encontrada en [7, pp. 269-271].

Observación 1.1.12. Si X es segundo numerable, entonces también lo es C(X ,X).
Se sigue que las sucesiones son adecuadas para describir la topologı́a en C(X ,X),
en particular los elementos f de la frontera de Iso(X ,d) en C(X ,X) son lı́mites de
sucesiones en Iso(X ,d).

Como se ha señalado (demostración del Lema 1.1.2), tales f preservan d; la
pregunta es entonces cuándo son suprayectivas.

Lema 1.1.13. Sea (X ,d) un espacio métrico localmente compacto cuyo espacio de
cuasicomponentes C es compacto. Si (ϕn)n∈N ⊆ Iso(X ,d) converge puntualmente
a f ∈C(X ,X), entonces f [X ] es abierto y cerrado en X.

Demostración. Por el Lema 1.1.9 es suficiente probar que f [X ] =K(F), para algún
F ⊆ Iso(X ,d).

En efecto, sea F = {ϕ−1
n : n ∈ N}. Para cada x ∈ X se tiene que ϕ−1

n f (x)→ x,
pues d(ϕn(x), f (x)) = d(x,ϕ−1

n f (x)). Entonces para Vx una vecindad precompacta
de x existe N ∈N tal que F( f (x)) = {ϕ−1

n ( f (x))}n∈N ⊆ {ϕ−1
n ( f (x))}N

n=1∪Vx. Ası́,
F( f (x))⊆{ϕ−1

n ( f (x))}N
n=1∪Vx y por ende es compacto. Por lo tanto f [X ]⊆K(F).

Ahora, si y ∈ K(F) puede asumirse que existe una subsucesión (ϕnk)k∈N tal
que ϕ−1

nk
(y)→ x para algún x ∈ X , pues F(y) es precompacto en X , luego f (x) =

f ( lı́m
k→∞

ϕ−1
nk

(y)) = y, de donde y ∈ f [X ] y por tanto K(F) = f [X ]. �

Proposición 1.1.14. Si (X ,d) es un espacio métrico localmente compacto y C es
compacto, entonces Iso(X ,d) es cerrado en C(X ,X).

Demostración. Sea (ϕn)n∈N ⊆ Iso(X ,d) tal que ϕn→ f ∈C(X ,X) puntualmente.
Se probará que f es suprayectiva.

Sea y ∈ X . Para cada x ∈ X se denota por Sx a la cuasicomponente que lo con-
tiene, y por Sn a la cuasicomponente que contiene a ϕ−1

n (y).
Si (Sn)n∈N tiene alguna subsucesión constante (Sni)i∈N, entonces Sni = S0 para

algún S0 ∈ C , luego ϕni(S0) = Sy para toda i ∈ N. Sea x ∈ S0, entonces ϕni(x) ∈ Sy

y ϕni(x)→ f (x), por lo que f (x) ∈ Sy; luego, por el Lema 1.1.13, Sy ⊆ f [X ] y en
particular y ∈ f [X ].

Supóngase que (Sn)n∈N no tiene subsucesión constante. Por compacidad de C
existe una subsucesión (Sni)i∈N convergente a algún S ∈ C .

Afirmación. Existe una subsucesión (Snk)k∈N de (Sn)n∈N tal que para cada k ∈ N
hay xk ∈ Snk con xk→ x0 para algún x0 ∈ X .
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Prueba: Supóngase lo contrario y sea R = (
⋃

∞
n=1 Sn)\S. Sea (ym)m∈N ⊆ R tal que

ym→ y ∈ X . Si existen n0,m0 ∈N tales que ym ∈ (
⋂n0

n=1 Sn)\S para m > m0, enton-
ces y ∈ (

⋂n0
n=1 Sn) \ S ⊆ R. Si no es ası́, se construye una subsucesión (ymp)p∈N de

(ym)m∈N de la siguiente forma: Se considera ym1 ∈ Sk1 con k1 > 1 y d(ym1 ,y) < 1,
luego ym2 ∈ Sk2 con k2 > k1 y d(ym2 ,y)<

1
2 , y ası́ sucesivamente. Por construcción

ymp ∈ Skp y ymp −→ y, lo cual contradice la suposición inicial, por tanto este caso
no es posible y necesariamente y ∈ R, se sigue que R es cerrado.

Ası́, X \R es abierto y contiene totalmente cada cuasicomponente que intersec-
ta, entonces q(X \R) es una vecindad abierta de S en C , por lo que Sni ∈ q(X \R),
i.e., Sni ⊆ X \R, finalmente. Por tanto Sni = S, contradiciendo la suposición de que
(Sn)n∈N no tiene subsucesiones constantes. †

De acuerdo a la afirmación, existe una sucesión (xk)k∈N tal que xk→ x0 ∈ X y
xk ∈ Sk = ϕ

−1
k (Sy), de donde xk = ϕ

−1
k (yk) para alguna yk ∈ Sy. Entonces

d(yk, f (x0))≤ d(yk,ϕk(x0))+d(ϕk(x0), f (x0))

= d(xk,x0)+d(ϕk(x0), f (x0))→ 0;

por tanto yk→ f (X0) y f (x0) ∈ Sy, lo cual significa que Sy∩ f [X ] 6=∅, y entonces,
por el Lema 1.1.13 Sy ⊆ f [X ], en particular y ∈ f [X ]. �

Del Lema 1.1.10 y la Proposición 1.1.14 se sigue el Teorema 1.1.8.
Para finalizar esta sección se dará un simple ejemplo que muestra la importan-

cia de las hipótesis en algunos de los teoremas probados (1.1.6 y 1.1.8).

Ejemplo 1.1.15. Sea d la métrica discreta en Z. Obviamente (Z,d) es localmente
compacto pero no compacto. C tampoco es compacto, pues C ∼=X . Es fácil ver que
Iso(Z,d) es el grupo de biyecciones de Z, el cual no es localmente compacto con la
topologı́a de la convergencia puntual. Para observar esto considérese una vecindad
básica de IdZ, B =

⋂n
i=1 B(mi, IdZ,1) = { f ∈ Iso(X ,d) : ∀i = 1, · · · ,n f (mi) = mi}

donde m1 < m2 < · · · < mk, entonces la sucesión de funciones ( fn)n∈N definida
por fn(m) = máx{l : l ≤ m−n & l /∈ {m1,m2, · · · ,mk}} si m 6∈ {m1,m2, · · · ,mk} y
fn(m)=mi si m∈{m1,m2, · · · ,mk} está contenida en B pero no admite subsucesión
convergente.

1.2. La acción natural de los grupos de isometrı́as

Iso(X ,d) es un grupo de biyecciones de X , por lo que actúa de manera natural en
X mediante la evaluación. Siendo Iso(X ,d) un grupo topológico se tiene el siguiente
teorema:

Teorema 1.2.1. La acción de Iso(X ,d) en X es continua.
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Demostración. Sea U = B(y,ε) un abierto básico en X . Si ϕ ∈ Iso(X ,d) y x ∈ X
son tales que ϕ(x) ∈U sean

V := B(x,ϕ,
ε−d(ϕ(x),y)

2
) y W := B(x,

ε−d(ϕ(x),y)
2

);

es claro que V ×W es vecindad abierta de (ϕ,x) en Iso(X ,d)×X . Considérense
ϕ1 ∈V y x1 ∈W , se tiene que

d(ϕ1(x1),y)≤ d(ϕ1(x1),ϕ1(x))+d(ϕ1(x),ϕ(x))+d(ϕ(x),y)

<
ε−d(ϕ(x),y)

2
+

ε−d(ϕ(x),y)
2

+d(ϕ(x),y) = ε

Por tanto la acción de Iso(X ,d) en X es continua. �

En otras palabras Iso(X ,d) por medio de la evaluación es un grupo de transfor-
maciones de X . En el estudio de estos temas son de particular interés las acciones
propias, a continuación se probarán dos resultados sobre condiciones suficientes
para que esto se dé.

Teorema 1.2.2. Si (X ,d) es conexo y localmente compacto, entonces Iso(X ,d) es
localmente compacto y la acción de Iso(X ,d) en X es propia.

Demostración. Por ser X conexo, tiene sólo una cuasicomponente, i.e., C = {X}.
Entonces, de acuerdo al Teorema 1.1.8, Iso(X ,d) es localmente compacto. Fı́jen-
se x,y ∈ X . Sean U := B(x,ε) y V := B(y,ε), donde ε ∈ R+ es tal que B(y,2ε)
es compacto. Entonces, para ψ ∈ 〈U,V 〉 existe z ∈ U tal que ψ(z) ∈ V , luego
d(ψ(x),y)≤ d(ψ(x),ψ(z))+d(ψ(z),y)< 2ε; por tanto ψ ∈ F := {ϕ ∈ Iso(X ,d) :
ϕ(x) ∈ B(y,2ε)}, por lo que 〈U,V 〉 ⊆ F . Por la definición de F y la elección de ε

se tiene que x ∈ K(F), y de acuerdo al Lema 1.1.9, K(F) coincide con el espacio
conexo X ; entonces F(w) es precompacto para cualquier w ∈ X . Por el Teorema de
Arzela-Ascoli se sigue que F es precompacto en C(X ,X), luego 〈U,V 〉 es precom-
pacto en C(X ,X) y por el Lema 1.1.14 en Iso(X ,d). �

El segundo resultado permite una generalización en las hipótesis de conexidad
respecto a las de este teorema. Antes de pasar a él se presenta la definición de esta
propiedad más general.

Definición 1.2.3. Sea (X ,d) un espacio métrico. Para cada x ∈ X se define su radio
de compacidad como ρ(x) := sup{r > 0 : B(x,r) es compacto}. Si existe x0 ∈ X
para el cual ρ(x0) = ∞ (equivalentemente ρ(x) = ∞ para toda x ∈ X) entonces d se
dice propia.

Lema 1.2.4. ρ es una función de Lipschitz.
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Demostración. Sean x,y∈ X . Si ρ(x)≤ d(x,y), entonces ρ(x)−ρ(y)≤ d(x,y). En
otro caso sea r ∈ (d(x,y),ρ(x)). Entonces B(x,r) es compacto y por la contención
B(y,r−d(x,y))⊆ B(x,r), B(y,r−d(x,y) también lo es. Luego r−d(x,y)≤ ρ(y) y
al ser r arbitrario ρ(x)−d(x,y)≤ ρ(y). Análogamente ρ(y)−ρ(x)≤ d(x,y). �

Si (X ,d) es un espacio métrico localmente compacto se define una relación R en
X por xRy si d(x,y)< ρ(x) y d(x,y)< ρ(y). Esta relación es reflexiva y simétrica.
Recursivamente sean R0 := R y para n≥ 1 Rn := Rn−1∪ (Rn−1 ◦Rn−1). R̄ :=

⋃
n∈N,

la cerradura transitiva de R, es una relación de equivalencia.

Definición 1.2.5. Sea (X ,d) un espacio métrico localmente compacto. Para x ∈ X ,
su clase de equivalencia respecto a la relación R̄ definida en el párrafo anterior
se llama pseudocomponente de x y se denota por PC(x). Se dice que (X ,d) es
pseudoconexo si tiene sólo una pseudocomponente.

La siguiente proposición muestra que una clase importante de espacios satisfa-
ce está definición:

Proposición 1.2.6. Sea (X ,d) un espacio métrico localmente compacto. Entonces

I) Cada pseudocomponente es abierta y cerrada.

II) Si (X ,d) es conexo o la métrica d es propia, entonces X es pseudoconexo.

Demostración. I) Considérese x ∈ X fijo. Dado y ∈ PC(x), sean r0 ∈ (0,ρ(y))
y ρ0 ∈ (0,ρ(y)− r0), entonces B(y,r0) es compacto y ρ(z) > ρ0 para todo
z ∈ B(y,r0). Por compacidad de B(y,r0) existen y1, . . . ,yn ∈ B(y,r0) tales que
{B(yi,

ρ0
2 )}

n
i=1 es cubierta de B(y,r0). Luego, para cada z ∈ B(y,r0) existe

{zi}m
i=1 ⊆ {yi}n

i=1 tal que d(zi,zi+1) < ρ0 (i = 1, . . . ,m− 1), d(z,z1) < ρ0 y
d(zm,y)< ρ0; ası́ z ∈ PC(y) = PC(x). Por tanto B(y,r0)⊆ PC(x).
Sea z /∈ PC(x). Claramente B(z,ε)∩PC(x) =∅ para cualquier ε < ρ(z).

II) Es inmediato del inciso anterior que todo espacio métrico localmente com-
pacto y conexo es pseudoconexo y de la definición que los espacios métricos
propios también lo son.

�

Para probar el siguiente teorema es necesario un lema.

Lema 1.2.7. Sea (X ,d) un espacio métrico separable y localmente compacto.
Si d no es propia, N ∈ N+, 0 < ε0 < .. . < εN−1 < 1 y para cada i ∈ N se tie-
nen (xi

0, . . . ,x
i
N) ∈ XN+1 tales que (xi

0)i∈N contiene una subsucesión convergente y
d(xi

k,x
i
k+1)≤ εkρ(xi

k) para cada k≤N−1. Entonces (xi
N)i∈N tiene una subsucesión

convergente.
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Demostración. Se probará por inducción en k ≤ N que (xi
k)i∈N tiene una subsuce-

sión convergente. El caso k = 0 se cumple por hipótesis. Supóngase que para algún
k < N (xi

k)i∈N tiene una subsucesión convergente, de hecho sin pérdida de generali-
dad supóngase que esta sucesión converge a algún xk. Ya que d(xi

k,x
i
k+1)≤ εkρ(xi

k)
y ρ(xi

k)→ ρ(xk) (por el Lema 1.2.4), si δ ∈ R+, para i suficientemente grande
d(xk,xi

k)< δρ(xk); en particular para δk ∈ R+ tal que εk +2δk < 1 se tiene

d(xk,xi
k+1)≤ d(xk,xi

k)+d(xi
k,x

i
k+1)< δkρ(xk)+ εkρ(xi

k)

< δkρ(xk)+ εkρ(xk)+ εkρ(xi
k)< ρ(xk),

luego (xk+1)i∈N tiene subsucesión convergente. �

Teorema 1.2.8. Sea (X ,d) un espacio métrico localmente compacto, separable y
pseudoconexo. Entonces la acción de Iso(X ,d) en X es propia.

Demostración. Fı́jense x,y ∈ X . Sean r ∈ (0, 1
2 mı́n{ρ(x),ρ(y)}), U := B(x,r) y

V := B(y,r). Si ϕ ∈ Iso(X ,d) es tal que ϕU ∩V 6= ∅, entonces d(ϕ(x),y) < 2r y
por tanto basta mostrar que K = {ϕ ∈ Iso(X ,d) : d(ϕ(x),y) ≤ 2r} es compacto.
Sea (ϕn)n∈N una sucesión en K.

Caso 1: Supóngase que d es propia. Por definición de K, ϕn(x) ∈ B(y,2r) y
ϕ−1

n (x) ∈ B(x,2r) para cada n ∈ N, por lo que (ϕn)n∈N contiene una subsucesión
(ϕnk)k∈N tal que (ϕnk(x))k∈N y (ϕ−1

nk
(x))k∈N son convergentes

Afirmación. Si (γn)n∈N es una sucesión en Iso(X ,d) tal que (γn(x))n∈N y (γ−1
n (x))n∈N

convergen, entonces para cualquier z∈X existe una subsucesión (ζn)n∈N de (γn)n∈N
tal que (ζn(z))n∈N y (ζ−1

n (z))n∈N son convergentes

Prueba: Sean y0,y1 ∈ X los lı́mites de (γn(x))n∈N y (γ−1
n (x))n∈N, respectivamente.

En particular supn∈Nd(y0,γn(x)) < M para algún M ∈ R+. Luego, para cualquier
n ∈ N

d(y0,γn(z))≤ d(y0,γn(x))+d(γn(x),γn(z))≤M+d(x,z) y

d(y1,γ
−1
n (z))≤ d(y1,γ

−1
n (x))+d(γ−1

n (x),γ−1
n (z))≤M+d(x,z).

Al ser d propia esto implica que (γn)n∈N contiene una subsucesión (ζn)n∈N tal que
(ζn(z))n∈N y (ζ

′−1
n (z))k∈N convergen. †

Sea D un subespacio denso numerable de X . Por esta afirmación puede usar-
se con la sucesión (ϕnk)k∈N el mismo argumento diagonal empleado en la prue-
ba del Teorema 1.1.6 para obtener una subsucesión (ψn)n∈N tal que (ψn(x))n∈N y
(ψ−1

n (x))n∈N son convergentes para cualquier x ∈ D. Análogamente al final de la
demostración del Teorema 1.1.5 se tiene que (ψn)n∈N converge en Iso(X ,d).
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Caso 2: Supóngase que d no es propia. Al igual que en el caso 1, (ϕn)n∈N
contiene una subsucesión (ϕnk)k∈N tal que (ϕnk(x))k∈N y (ϕ−1

nk
(x))k∈N son conver-

gentes.

Afirmación. Si (γn)n∈N es una sucesión en Iso(X ,d) tal que (γn(x))n∈N y (γ−1
n (x))n∈N

convergen, entonces para cualquier z∈X existe una subsucesión (ζn)n∈N de (γn)n∈N
tal que (ζn(z))n∈N y (ζ−1

n (z))n∈N son convergentes

Prueba: Por pseudoconexidad existen z1, . . . ,zN−1 ∈X tales que d(zk,zk+1)< ρ(zk)
para cada k ∈ {0, . . . ,N − 1}, donde z0 = x y zN = z; entonces existe también
εk ∈ (0,1) tal que d(zk,zk+1) ≤ εkρ(zk). Por hipótesis (γn(x))n∈N y (γ−1

n (x))n∈N
convergen, además

d(γn(zk),γn(zk+1))≤ εkρ(zk) = εkρ(ϕn(zk)) y

d(γ−1
n (zk),γn(zk+1))≤ εkρ(zk) = εkρ(ϕn(zk))

para cada n ∈ N y k ∈ {0, . . . ,N−1}. Por el Lema 1.2.7 (γn(z))n∈N y (γ−1
n (z))n∈N

contienen subsucesiones convergentes. †

Ahora sea D ⊆ X denso numerable,de nuevo puede construirse de manera re-
cursiva (ψn)n∈N subsucesión de (ϕn)n∈N tal que (ψn(x))n∈N y (ψ−1

n (x))n∈N son
convergentes para todo x ∈ D. Luego, para cualesquier w ∈ X y x ∈ D se cumple

d(ψn(w),ψm(w))≤ d(ψn(w),ψn(x))+d(ψn(x),ψm(x))+d(ψm(x),ψm(w))

= 2d(w,x)+d(ψn(x),ψm(x)),

por lo que (ψn(w))n∈N es una sucesión de Cauchy. Entonces existe N ∈ N tal que
n > N implica d(ψn(w),ψN(w)) < ρ(w) = ρ(ψN(w)), ası́ (ψn(w))n∈N contiene
una subsucesión convergente y al ser además sucesión de Cauchy es convergente.
Análogamente existe el lı́mite de (ψ−1

n (w))n∈N. Se concluye por el Lema 1.1.2 que
(ψn)n∈N converge.

Por tanto K es compacto. �

Corolario 1.2.9. Sean (X ,d) un espacio métrico pseudoconexo localmente com-
pacto y separable y G un subgrupo cerrado de Iso(X ,d). Entonces

I) Iso(X ,d) es localmente compacto.

II) La acción de G en X es propia.

III) Cada estabilizador es compacto, la relación orbital {(x,y)∈X2 : x∈G(y)} es
cerrada (como subespacio de X2) y la función G→G(x), g 7→ g(x) es abierta
para cada x ∈ X.
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IV) Los resultados en II) y III) son válidos para la acción diagonal de G en Xn,
es decir, g(x1, . . . ,xn) = (gx1, . . . ,gxn).

Demostración. I) Para x ∈ X existe ε ∈R+ tal que 〈B(x,ε),B(x,ε)〉 es precom-
pacto. Por otro lado IdX ∈ B(x, IdX ,ε) ⊆ 〈B(x,ε),B(x,ε)〉, por lo que este
conjunto es una vecindad precompacta de IdX en Iso(X ,d).

II) Sean x,y ∈ X . Existen U y V vecindades de x y y respectivamente tales que
K = 〈U,V 〉Iso(X ,d) es precompacto en G. Entonces 〈U,V 〉G = G∩K es pre-
compacto en G.

III) Sea x ∈ X . Para alguna vecindad abierta U de x 〈U,U〉 es precompacto, en-
tonces el cerrado Gx está contenido en un conjunto compacto.
Sean (xn,yn)n∈N⊆X tal que ϕn(xn) = yn para ciertos ϕn ∈G y (xn,yn)→ (x,y)
para algunos x,y ∈ X . Existen U y V vecindades abiertas de x y y respecti-
vamente tales que K := 〈U,V 〉 es precompacto. Entonces para algún N ∈ N
xn ∈U y yn ∈V si n > N, luego {ϕn}n>N ⊆ K por lo que existe una subsuce-
sión (ϕni)i∈N convergente a algún ϕ; ası́ ϕ(x) = lı́m

i∈N ϕni(xni) = lı́m
i∈N yni = y.

Finalmente supóngase que la función G→ G(x), g 7→ g(x) no es abierta, i.e.,
supóngase que existen U abierto en G y (ϕn(x))n∈N⊆G(X)\{ϕ(x) : ϕ ∈U }
tal que ϕn(x)→ ϕ(x) para algún ϕ ∈U . Como en el punto anterior se obser-
va que (ϕn)n∈N tiene una subsucesión (ϕni)i∈N convergente a algún ψ ∈ G.
Para cualquier n ψn /∈ U Gx y este conjunto es abierto, entonces ψ /∈ U Gx.
Ası́ ϕ(x) = lı́m

i∈N ϕnix = ψ(x), por lo que ψ ∈ ϕGx ⊆U Gx, una contradicción.

IV) Nótese que la demostración de (III) no depende de X o G, sino de la pro-
piedad de la acción, es por ello suficiente probar que la acción diagonal es
propia. Sean x = (x1, . . . ,xn),y = (y1, . . . ,yn) ∈ Xn. Por el inciso (II) existen
U y V vecindades de x1 y y1 respectivamente tales que 〈U,V 〉 es precompac-
to en G; pero este conjunto es igual a 〈π−1

1 (U),π−1
1 (V )〉, con π1 : Xn → X

la proyección en la primera coordenada. Por tanto la acción de G en Xn es
propia.

�

Al igual que la sección anterior se finaliza con un ejemplo.

Ejemplo 1.2.10. Sea X =Y ∪{(0,1)}⊆R2 con Y = {(y,0) : y∈R} y d =mı́n{1,δ}
donde δ denota la métrica Euclidiana. Por el Teorema 1.1.8 Iso(X ,d) es localmente
compacto; sin embargo la acción de Iso(X ,d) en X no es propia, porque el gru-
po de isotropı́a de (0,1) no es compacto, pues contiene las traslaciones de Y . Ası́,
la acción de Iso(X ,d) en X no es propia, incluso si X tiene dos componentes o
pseudocomponentes.





Capı́tulo 2

Realizaciones de grupos
topológicos como grupos de
isometrı́as

La segunda parte de este trabajo se centra en las realizaciones de grupos to-
pológicos como grupos de isometrı́as, es decir, dado G un grupo topológico encon-
trar un espacio métrico (X ,d) tal que G∼= Iso(X ,d).

La primera sección se centra en probar un teorema sobre subgrupos de gru-
pos de isometrı́as y dos interesantes consecuencias de este. En la segunda sección
se dará un resultado general que caracteriza completamente a los grupos realiza-
bles como grupos de isometrı́as. En la tercera sección se estudiará brevemente la
existencia de métricas invariantes para acciones propias, pues como se verá esto
implica una gran relación entre el grupo actuante y el grupo de isometrı́as respecto
a tal métrica.

Cabe señalar que en este capı́tulo se asume en todo momento que los grupos
topológicos considerados son Hausdorff, requerimiento natural pues los grupos de
isometrı́as lo son.

2.1. Subgrupos cerrados de grupos de isometrı́as

Se comenzará con un teorema clásico relacionado a este tema que junto al teo-
rema principal de esta sección tendrá interesantes consecuencias.

Será necesario para su demostración tener presente la noción de espacio métri-
co asociado a un espacio pseudométrico: Sea (X ,d) un espacio pseudométrico,
claramente R := {(x,y) ∈ X ×X : d(x,y) = 0} es una relación de equivalencia en
X y la función D : (X/R)× (X/R)→ [0,∞), (R[x],R[y]) 7→ d(x,y) es una métrica.

19
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Denotando por π a la proyección canónica x 7→ R[x], una terna (Y,ρ;ξ ) es un es-
pacio métrico asociado a (X ,d) si (Y,ρ) es isométrico a (X/R,D) y ξ = g◦π para
alguna isometrı́a g : (X/R,D)→ (Y,ρ).

Teorema 2.1.1. Sean G un grupo topológico. Entonces existe un espacio métrico
(M,ρ) tal que w(M) = w(G) y G es topológicamente isomorfo a un subgrupo de
Iso(M,ρ). Si G es metrizable y d es una métrica compatible en G e invariante por
la izquierda, entonces G es topológicamente isomorfo a un subgrupo de Iso(G,d).

Demostración. La topologı́a de un grupo topológico es inducida por una familia
de pseudométricas continuas, invariantes por la izquierda y acotadas por 1 con car-
dinalidad w(G) (Proposición A.3). Sea {di : i ∈ I} una de tales familias. Para cada
di se definen Ri relación en G y Di métrica en G/Ri como en el párrafo anterior. Es
fácil ver que para cualquier i ∈ I cada g ∈ G induce una isometrı́a en G/Ri, a saber
Ri[x] 7→ Ri[gx]; esto produce un homomorfismo Φi : G→ Iso(G/Ri,Di). Además si
(gα)α∈A es una red en G convergente a algún g∈G, entonces para cualquier x ∈G
se tiene

Φi(g)(Ri[x]) = Ri[gx] = lı́m
α∈A

Ri[gαx] = lı́m
α∈A

Φi(gα)(Ri[x]),

por lo que tal homomorfismo es continuo. Sea Φ el producto diagonal de {Φi}i∈I ,
esto es, Φ : G→∏i∈I Iso(G/Ri,Di) con Φ : g 7→ (Φi(g))i∈I . Por continuidad de las
funciones Φi, Φ es continua. Si g1,g2 ∈ G y g1 6= g2, entonces existe i0 ∈ I tal que
di0(g1,g2) 6= 0, luego

Φi0(g1)(Ri0 [e]) = Ri0 [g1] 6= Ri0 [g2] = Φi0(g2)(Ri0 [e])

por lo que Φ es inyectivo. Además si (hα)α∈A es una red en G tal que (Φ(hα))α∈A
converge a algún Φ(h), entonces

Ri[h] = Φi(h)(Ri[e]) = lı́m
α∈A

Φi(hα)(Ri[e]) = lı́m
α∈A

Ri[hα ]

para cualquier i, i.e., di(hα ,h)→ 0 para cada i; ası́ hα → h. Por tanto Φ es un
homomorfismo y un encaje topológico.

Para cada i ∈ I considérese (Mi,ρi; fi) un espacio métrico asociado a (G,di),
tal que Mi ∩M j = ∅ si i 6= j. Según lo anterior existe un homomorfismo y enca-
je topológico G � ∏i∈I Iso(Mi,ρi). Sea ρ la métrica en M :=

⊕
i∈I Mi dada por

ρ(x,y) = ρi(x,y) si x,y ∈ Mi y ρ(x,y) = 1 en otro caso. Nótese que para cual-
quier (ϕi)i∈I ∈∏i∈I Iso(Mi,ρi) se tiene que ϕ :=

⋃
i∈I ϕi ∈ Iso(M,ρ). De esta for-

ma se tiene que ∏i∈I Iso(Mi,ρi) es topológicamente isomorfo a un subgrupo de
Iso(M,ρ). Finalmente w(G) = |I| ≤ ∏i∈I w(Mi) ≤ |I|w(G) = w(G), por lo que
w(M) = ∏i∈I w(Mi) = w(G).
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Supóngase ahora que G es metrizable y sea d una métrica compatible e inva-
riante por la izquierda. Claramente asignar a cada g la función G→G, x 7→ gx es un
homomorfismo inyectivo de G a Iso(G,d); además una red (gα)α∈A ⊆G converge
a algún g ∈ G si y sólo si gαx→ gx para cada x ∈ G por lo tanto esta asignación es
también un encaje topológico. �

Lo siguiente es presentar la herramienta necesaria para probar los principales
resultados de la sección. Para ello es necesaria cierta notación y terminologı́a:

Para una función f : X → X y n ∈ N+ se denotará por f̄ n la n-ésima potencia
cartesiana de f , esto es f̄ n : Xn → Xn donde f̄ n(x1, . . . ,xn) = ( f (x1), . . . , f (xn));
además para un conjunto unitario arbitrario {w} se denotará por f(w) a la función
f × Id{w} : X×{w}→ X×{w}. Similarmente para d : X×X→ X×X métrica, con
d̄n se denota la métrica del supremo en Xn y d(w) es la métrica en X×{w} definida
como d(w)((x,w),(y,w)) = d(x,y). Además para un espacio topológico V y una
función continua v : V → V se definen V̂ = (V ×N)t (

⊔
n≥1V n)tN y v̂ : V̂ → V̂

por las reglas v̂�V×{m}= v̄m, v̂�V n= v̄n y v̂(m) = m para cualesquier m∈N y n∈N+.
Finalmente, para un espacio métrico (X ,d) y A,B,C ⊆ N con 0,1 6∈C, se dice que
una métrica ρ en (X×A)t (

⊔
j∈C X j)tB respeta d si se satisface:

(FR1) ρ coincide con d(m) en X×{m} para todo m ∈ A.

(FR2) ρ coincide con d̄n en Xn para todo n ∈C.

(FR3) ρ(x,y) ≥ 1 para todos x y y puntos en miembros distintos de la colección
{X×{m} : m ∈ A}∪{Xn : n ∈C}∪{{k} : k ∈ B}.
Nótese que en tal caso se satisface

(FR4) ρ es compatible y si d es completa ρ lo es también.

Lema 2.1.2. Sea {(Xs,ds)}s∈S un conjunto no vacı́o de espacios métricos tales
que para A :=

⋂
s∈S Xs 6= ∅ se cumple que A es cerrado en Xs, A = Xs∩X ′s y para

cualesquier s y s′ elementos distintos de S ds�A×A= ds′�A×A. Sean X :=
⋃

s∈S Xs y
d : X×X → [0,∞) dada por las reglas d�S×S= ds para toda s ∈ S y

d(x,y) = ı́nf{ds(x,a)+ds′(y,a) : a ∈ A}

si x ∈ Xs \Xs′ y y ∈ Xs′ \Xs.
Entonces d es una métrica en X y además para cada ( fs)s∈S ∈∏s∈S Iso(Xs,ds) tal
que fs�A= fs′�A∈ Iso(A,ds�A×A) se tiene que f :=

⋃
s∈S fs ∈ Iso(X ,d).

Demostración. Sean x,y,z ∈ X Si x,y,z ∈ Xs para algún s, entonces las propieda-
des de métrica se satisfacen. Supóngase entonces que x ∈ Xs y y ∈ Ys′ con s 6= s′.
Claramente d(x,y) = ı́nf{ds(x,a)+ ds′(y,a) : a ∈ A} > 0, d(x,x) = ds(x,x) = 0 y
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d(x,y) = ı́nf{ds(x,a)+ds′(y,a) : a ∈ A}= ı́nf{ds′(y,a)+ds(x,a) : a ∈ A}= d(y,x)
Resta probar la desigualdad del triángulo. Ya que todo conjunto es biyectable con
un ordinal se supondrá que S es un ordinal (≥ 2). La prueba se hará por inducción:

Base(S = {0,1}): Si x,z ∈ X0 y y ∈ X1, entonces

d(x,y)+d(y,z) = ı́nf{d0(x,a)+d1(y,a) : a∈ A}+ ı́nf{d1(y,a)+d0(z,a) : a∈ A}
= ı́nf{d0(x,a)+d1(y,a)+d1(y,a′)+d0(z,a′) : a,a′ ∈ A}
≥ ı́nf{d0(x,a)+d1(a,a′)+d0(z,a′) : a,a′ ∈ A} ≥ d0(x,z) = d(x,z).

Si x,y ∈ X0 y z ∈ X1, entonces

d(x,y)+d(y,z) = d0(x,y)+ ı́nf{d0(y,a)+d1(z,a) : a ∈ A}
= ı́nf{d0(x,y)+d0(y,a)+d1(z,a) : a ∈ A}
≥ ı́nf{d0(x,a)+d1(z,a) : a ∈ A}= d(x,z).

El caso y ∈ X0 y x,z ∈ X1 y el caso x ∈ X0 y y,z ∈ X1 son análogos a los anteriores.
Sucesores: Asúmase el resultado válido para un ordinal α y S = α +1. Consi-

derando Y0 =
⋃

0≤s<α Xs y Y1 = Xα la prueba se reduce al caso S = {0,1}.
Lı́mites: Supóngase que S es un ordinal lı́mite y que el resultado es válido para

cualquier α < S. Para x,y,z ∈ X cualesquiera existe α0 tal que x,y,z ∈
⋃

α<α0
Xα

por lo que la desigualdad es válida.
Por tanto d es una métrica en X .
Es claro de las hipótesis que f es una función bien definida. Sean x,y ∈ X . Si

x,y ∈ Xs para algún s ∈ S. Entonces

d( f (x), f (y)) = ds( fs(x), fs(y)) = ds(x,y) = d(x,y);

si x ∈ Xs \Xs′s y y ∈ Xs′ \Xs para algunos s,s′ ∈ S, entonces

d( f (x), f (y)) = ı́nf{ds( f (x),a)+ds′( f (y),a) : a ∈ A}
= ı́nf{ds( fs(x), fs(a))+ds′( fs′(y), fs′(a)) : a ∈ A}
= ı́nf{ds(x,a)+ds′(y,a) : a ∈ A}= d(x,y).

Por tanto f ∈ Iso(X ,d). �

Lema 2.1.3. Sean (X ,ρ) un espacio métrico con ρ < 1 y J ⊆N con |J|= n+1 > 2
y 0 ∈ J. Entonces existe una métrica λ en F := (X× J)tXn que satisface

(a) λ respeta ρ y λ ≤ 5.

(b) ∀u ∈ Iso(X ,ρ) û�F∈ Iso(F,λ )
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(c) Si g ∈ Iso(F,λ ) es tal que g(X ×{ j}) = X ×{ j} para cada j ∈ J, entonces
g = û�F para algún u ∈ Iso(X ,ρ).

Demostración. Sin pérdida de generalidad puede tomarse J = {0,1, . . . ,n}. Sean
A = {(x, . . . ,x) ∈ Xn : x ∈ X} y λ ′0 la métrica en X0 = (X ×{0})tA que coincide
con ρ̄n en A y con ρ(0) en X ×{0} y dada por λ ′0((x,0),(a, . . . ,a)) = 1+ρ(x,a) si
x ∈ X y (a, . . . ,a) ∈ A. Aplicando el Lema 2.1.2 a {(X0,λ

′
0),(X

n, ρ̄n)} se obtiene
una métrica λ0 en (X ×{0})tXn que extiende λ ′0 y ρ̄n; es claro que λ0 respeta
ρ , λ0 ≤ 3, û�(X×{0})tXn∈ Iso((X ×{0})t Xn,λ0) si u ∈ Iso(X ,ρ) y para todos
x,x1, . . . ,xn ∈ X

λ0((x,0),(x1, . . . ,xn)) = 1⇔ x = x1 = · · ·= xn

Ahora, para j ∈ J \ {0} sea λ j la métrica en (X ×{ j})tXn que coincide con ρ( j)
en X×{ j} y con ρ̄n en Xn y definida como λ j((x, j),(x1, . . . ,xn)) = 1+ρ(x,x j) si
x,x1, . . . ,xn ∈ X . Nótese además que λ j respeta ρ , λ j ≤ 2 y para x,x1, . . . ,xn ∈ X

λ j((x, j),(x1, . . . ,xn)) = 1⇔ x = x j

Aplicando el Lema 2.1.2 a la familia {((X ×{ j})tXn,λ j) : j ∈ J} se obtiene una
métrica λ en F . Para cada j ∈ {0, . . . ,n} λ coincide con λ j en X ×{ j} y Xn, por
lo que respeta a p y si u ∈ Iso(X ,ρ), entonces û�F∈ Iso(F,λ ); además λ0 ≤ 3 y
λ j ≤ 2 implica que λ ≤ 5.

Dado g como en (c) sea u : X → X tal que u(0) = g�X×{0} y similarmente para
cada j ∈ {1, . . . ,n} sea u j : X → X tal que (u j)( j) = g�X×{ j}, finalmente sea f =
g�Xn . Para cualesquier x = (x1, . . . ,xn) ∈ Xn y j ∈ J \{0}, denotando como π j a la
j-ésima proyección de Xn, se tiene que

1 = λ ((π j(x), j),x) = λ (g(π j(x), j),g(x)) = λ ((u jπ j(x), j), f (x)),

por lo que u j ◦π j = π j ◦ f . En consecuencia f (x) = (u j(x j))
n
j=1. Finalmente, para

cualquier z ∈ X se tiene que

1 = λ ((z,0),(z, . . . ,z)) = λ (g(z,0),g(z, . . . ,z)) = λ ((u(z),0),(u1(z), . . . ,un(z)))

y entonces u(z) = u1(z) = · · ·= un(z). �

Lema 2.1.4. Sean (X ,ρ) un espacio métrico con ρ < 1, G< Iso(X ,ρ), z∈Xn y 0∈
J ⊆ N tal que |J|= n+1 > 2. Denótese por D a la cerradura (en Xn) del conjunto
{ūn(z) : u ∈ G}. Entonces existe una métrica µ en F := [X × J]tXnt{n−1} con
las siguientes propiedades:

(a) µ respeta ρ y µ ≤ 11
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(b) û�F∈ Iso(F,µ) si u ∈ G

(c) Para cualquier g ∈ Iso(F,µ) existe u ∈ Iso(X ,ρ) tal que g = û�F y ūn(z) ∈ D.

Demostración. Sin pérdida de generalidad puede considerarse J = {0, . . . ,n}. Sean
λ como en el Lema 2.1.3 y 5 < c0 < · · ·< cn+1 < 6. Sean A = (X × J)tD y µ0 la
métrica en At{n− 1} que coincide con λ en A, µ0((x, j),n− 1) = c j para x ∈ X
y j ∈ J y µ(y,n− 1) = cn+1 para y ∈ D. Aplicando el Lema 2.1.2 al conjunto
{(At{n−1},µ0),(F \{n−1},λ )} se obtiene una métrica µ que extiende µ0 y λ .
Como λ respeta ρ y µ coincide con λ en F \{n−1} entonces µ respeta ρ . λ ≤ 5
y µ0 ≤ 6 implican que µ ≤ 11. Por tanto se cumple (a). Además, para cada u ∈ G
ūn(D) = D y por (b) del Lema 2.1.3 se satisface también (b).

Sea g ∈ Iso(F,µ). Como λ ≤ 5 < c0 < c1 se tiene que n−1 es el único punto
q ∈ F que satisface µ(q,x) = c0 y µ(q,y) = c1 para algunos x,y ∈ F , entonces
g(n−1) = n−1. Además, si x ∈ Xn entones µ(x,n−1)≥ µ(D,n−1) = cn+1 por
lo que X×{ j}= {x ∈ F : µ(x,n−1) = c j} y ası́ µ(X×{ j}) = X×{ j} para cada
j ∈ J. Como g�F\{n−1}∈ Iso(F \{n−1},λ ) y g(n−1) = n−1 por el punto (c) del
Lema 2.1.3 existe u ∈ Iso(X ,ρ) tal que g = û�F . Finalmente, g(z) = ūn(z) ∈ Xn y
para y ∈ Xn µ(y,n−1) = 1 si y sólo si y ∈ D, con lo que ūn(z) ∈ D. �

El último lema preliminar es un resultado técnico sobre la existencia de métri-
cas con una propiedad conveniente en conjuntos arbitrarios.

Lema 2.1.5. Sea X un conjunto con cardinalidad mayor o igual a 6. Entonces
existe una métrica d : X×X →{0,1,2} tal que Iso(X ,d) = {IdX}.

Demostración. Para x ∈ X se denotará S(x) = {y ∈ X : d(x,y) = 1}. Obsérvese que
basta definir este conjunto para cada x ∈ X , lo cual se hará en algunos casos.

Si 5 < |X | < ℵ0, sin pérdida de generalidad X = {0,1, . . . ,n} con n ≥ 5. Se
definen los conjuntos S(x) como

S(0) = {1},
S(1) = {0,2,3,4},
S(2) = {1,3},
S(3) = {1,2,4},

S(4) = {1,3,5},
S(n) = {n−1} y

S( j) = { j−1, j+1} si 4 < j < n.

Entonces para cualquier g ∈ Iso(X ,d) se tiene que g(1) = 1, porque este es el
único elemento que satisface |S(x)|= 4; luego g(0) = 0 pues S(0) = {1}; g(2) = 2
ya que es el único elemento tal que |S(x)| = 2 y 1 ∈ S(x); g(3) = 3 pues es el
único elemento tal que |S(x)| = 2 y 1 /∈ S(x); g(4) = 4 por la definición de S(3);
finalmente si 4 < j < n g( j) = j se verifica inductivamente.

Si |X |= ℵ0 puede considerarse que X = N. Se define d por

d(m,n) = mı́n(|m−n|,2).
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Para cualquier g ∈ Iso(X ,d) necesariamente g(0) = 1 ya que es el único punto que
satisface |S(x)|= 1; inductivamente se tiene que g(n) = n para todo n ∈ N.

El caso en que X es no numerable se verificará por inducción, para ello sea
I := {κ : κ es cardinal y ℵ0 ≤ κ < |X |}. Supóngase entonces que el resultado es
válido para cualquier Y tal que |Y | ∈ I.

Si |X | es el cardinal sucesor de algún κ puede asumirse que X es una unión
disjunta X ′t (X ′×Y )t{a} donde |X ′| = κ y |Y | = κ+, el sucesor cardinal de κ .
Por hipótesis de inducción existe una métrica d′ en X ′ con las propiedades bus-
cadas. Como |Y | ≤ 2κ , existe una función inyectiva µ : X ′×Y � {1,2}X ′ tal que
µ(x,y)(x) = 1 para cualquier (x,y) ∈ X ′×Y . Se define ahora d de forma que

d(x,y) = d′(x,y) si x,y ∈ X ′,

d(x,y) = µ(x)(y) si x ∈ X ′×Y y y ∈ X ′,

y d(x,a) = 2 si x ∈ X ′×Y,

d(x,y) = 1 si x,y ∈ X ′×Y y x 6= y

d(x,a) = 1 si x ∈ X ′.

Nótese que para cualesquier x ∈ X ′ y y ∈ Y se tiene que {x} ×Y ⊆ S(x) y
X ′×Y \ {(x,y)} ⊆ S(x,y), además S(a) = X ′. Se tiene entonces que a es el úni-
co punto tal que |S(x)| = κ , por lo que para cualquier g ∈ Iso(X ,d) g(a) = a,
consecuentemente g(X ′) = X ′ y ası́ g�X ′= IdX ′ . Luego, si y ∈ X ′ ×Y , entonces
g(y)∈X ′×Y , ası́ µ(y)(x) = d(y,x) = d(g(y),x) = µ(g(y))(x) para cualquier x∈X ′

y por inyectividad de µ g(y) = y.
Si |X | es un cardinal lı́mite estrictamente mayor que |I| sea {Xα}α∈I tal que

Xα∩Xβ =Xα∩I =∅ y |Xα |=α para α,β ∈ I cualesquiera. Nótese que el conjunto
X∗ :=

⊔
α∈I Xα tiene cardinalidad |X |, entonces puede suponerse X = {a}t ItX∗.

Por hipótesis inductiva existen d′ una métrica en I y dα una métrica en Xα pa-
ra cada α ∈ I como las deseadas. Se define d que extienda a estas métricas y tal
que d(x,y) = 1 si x ∈ Xα y y ∈ Xβ para α,β ∈ I distintos, d(α,x) = 2 si x ∈ Xα ,
d(α,x) = 1 si x ∈ X∗ \Xα , d(a,α) = 1 y d(a,x) = 2 para α ∈ I y x ∈ X∗ cualesquie-
ra. Nótese que para cualesquier α ∈ I y x ∈ Xα se cumple X∗ \Xα ⊆ S(α)∩ S(x),
además S(a) = I. De manera similar al caso anterior para cualquier g ∈ Iso(X ,d)
g(a) = a, g�I= IdI y g(X∗) = X∗. De las dos últimas igualdades y la definición de
d en cada {α}×X∗ se infiere que g(Xα) = Xα para cualquier α ∈ I, consecuente-
mente g�X∗= IdX∗ .

Si |X | es un cardinal lı́mite y |X | = |I|, entonces puede suponerse que X = I.
Para cada α ∈ X se tiene que |{β ∈ I : ℵ0 ≤ β < α}| ≤ α < |X |, entonces existe
γ(α) ∈ X tal que |{β ∈ I : α < β ≤ γ(α)}|= α . Se define ahora d de modo que si
ℵ0 ≤ α1 < α2 ≤ |I|, entonces d(α1,α2) = 1 si y sólo si α2 ≤ γ(α2). Para cualquier
α ∈ X

S(α) = {β ∈ X : β < α < γ(β )}t{β ∈ X : α < β ≤ γ(α)}

por lo que |S(α)|= α . Se sigue que Iso(X ,d) es trivial. �
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Dado un cardinal infinito β se denota por Dβ un espacio discreto fijo con cardi-
nalidad β . Si (X ,d) es un espacio métrico y f : X→ X es una función continua, X0

es un espacio con cardinalidad 1 y f̄ 0 denota a la función identidad en X0. Se defi-
nen también T (X) :=

⊕
n∈N Xn, X̂β := T (X)×Dβ y f̂β := (

⋃
n∈N f n)× IdDβ

. Para
cualesquier J ⊆ N y {An}n∈J ⊆P(Dβ ) una métrica ρ en

⊕
n∈J(X

n×An) ⊆ X̂β

respeta d si se cumple que

(R1) ρ coincide con d̄n
(ξ ) en Xn×ξ para cada n ∈ J \{0} y ξ ∈ An.

(R2) ρ(x,y) ≥ 1 para todos x y y puntos en miembros distintos de la colección
{Xn×{ξ} : n ∈ J, ξ ∈ An}.
Nótese que en tal caso se satisface

(R3) ρ es compatible y si d es completa ρ lo es también.

Teorema 2.1.6. Sean β un cardinal infinito y (X ,d) un espacio métrico acotado y
no vacı́o tal que w(X)≤ β . Para cualquier subgrupo cerrado G de Iso(X ,d) existe
una métrica υ en X̂β que respeta a d tal que

G→ Iso(X̂β ,υ)

u 7→ ûβ

es un isomorfismo de grupos topológicos.

Demostración. En adelante se identificará Dβ con X0×Dβ . Considérese r ∈ [1,∞)

tal que d < r, entonces p := 1
r d es una métrica acotada por 1 y compatible en X

para la cual Iso(X , p) = Iso(X ,d). Fı́jese θ ∈ Dβ y sea {Sn}n∈N una partición del
conjunto Dβ \ {θ} tal que |Sn| = β para cada n ∈ N. Se denotarán S∗ :=

⋃
∞
n=1 Sn

y X∗ := X̂β \ (S0 ∪{θ}). Por la definición de los conjuntos Sn para cada ξ ∈ Dβ

existe un único n(ξ ) ∈N tal que ξ ∈ Sn y para cada n ∈N existe τn : Sn �� Dβ una
función biyectiva. Sea {Jξ : ξ ∈ S∗} un partición de Dβ \ {θ} tal que |Jξ | = n(ξ )
para todo ξ ∈ S∗. Para cada ξ ∈ S∗ sea µξ la métrica en

Fξ :=
[
X× (Jξ ∪{θ})

]
t
[
Xn(ξ )+1×{τn(ξ )+1(ξ )}

]
t{ξ}

cuya existencia está dada por el Lema 2.1.4. Nótese que si ξ ,η ∈ S∗ son distintos,
entonces Fξ ∩Fη = X×{θ}, el cual es cerrado en cada (Fξ ,µξ ) (por (FR2)). Puede
entonces aplicarse el Lema 2.1.2 a la familia {(Fξ ,µξ ) : ξ ∈ S∗} para obtener una
métrica µ en

⋃
ξ∈S∗ Fξ = X∗. Entonces µ respeta p, µ ≤ 11 y ûβ�X∗∈ Iso(X∗,µ) para

cada u ∈ G.
Sea Y ⊆X denso tal que |Y | ≤w(X) y para cada n∈N κn : Sn �Y n una función

suprayectiva.



2.1. SUBGRUPOS CERRADOS DE GRUPOS DE ISOMETRÍAS 27

Afirmación. Si g ∈ Iso(X∗,µ) cumple que g(A) = A para cada A en la colección
S := {Xn×{ξ} : n∈N+, ξ ∈Dβ}∪{{ξ} : ξ ∈ S∗}, entonces g = ûβ�X∗ para algún
u ∈ G.

Prueba: Sea g como en el enunciado. Entonces g(Fξ ) = Fξ para cualquier ξ 6= θ ;

luego, por las propiedades de las respectivas µξ , g�Fξ
= (̂uξ )β

�Fξ
para algún uξ ∈

Iso(X ,d) con ūξ
n(κn(ξ )(ξ )) ∈ Bξ := { f n(ξ )(κn(ξ )(ξ )) : f ∈ G} ⊆ Xn. Si además

η 6= θ , como µ respeta p, entonces

p(uξ (x),uη(x)) = µ((uξ (x),θ),(uη(x),θ)) = µ(ûξ β
(x,θ), ûη β

(x,θ))

= µ(g(x,θ),g(x,θ)) = µ((x,θ),(x,θ)) = 0,

por lo que u := uξ no depende de ξ . Para cualesquier n ∈ N y y1, . . . ,yn ∈ Y existe
x ∈ Sn tal que κn(x) = (yi, . . . ,yn), entonces por la segunda propiedad de u se tiene
que

(u(y1), . . . ,u(yn(ξ ))) ∈ {(g(y1), . . . ,g(yn(ξ ))) : g ∈ G}.

Sea U una vecindad de u�Y en XY , existen y1, . . . ,yn ∈ Y y ε ∈ R+ tales que

V := { f ∈ XY : p( f (yi),u(yi))< ε, ∀i ∈ {1, . . . ,n}} ⊆U

y por la antes señalado existe g ∈ G tal que g�Y∈ V , luego u�Y pertenece a la
cerradura de {g�Y : g ∈G} en XY . Como además f 7→ f �Y es un encaje de Iso(X , p)
en XY (Lema 1.1.1) se sigue que u pertenece a la cerradura de G en Iso(X , p), i.e.
u ∈ G. †

De acuerdo al Lema 2.1.5 existe una métrica λ : S0×S0→ {0}∪ [1,2] tal que
Iso(S0,λ ) = {IdS0}. Considérese el conjunto S definido en la afirmación, como
|S|= |S0|= β existe una función inyectiva v : S� {11,12}S0 . Se define una métrica
ρ ′ en X∗ t S0 = X̂β \ {θ}por ρ ′�X∗×X∗= µ , ρ ′�S0×S0= λ y ρ ′(ξ ,η) = v(Aξ )(η) si
ξ ∈ X∗ y η ∈ S0, con Aξ el único elemento de S tal que ξ ∈ Axi. Se verifica la
desigualdad del triángulo:
Sean x,y,z ∈ X∗tS0. Si x,z ∈ X∗ y y ∈ S0, entonces

ρ
′(x,y)+ρ

′(y,z)≥ 22≥ µ(x,z) = ρ
′(x,z).

Si x,z ∈ S0 y y ∈ X∗, entonces

ρ
′(x,y)+ρ

′(y,z)≥ 22 > λ (x,z) = ρ
′(x,z).

Si x,y ∈ X∗ y z ∈ S0, entonces

ρ
′(x,y)+ρ

′(y,z) = µ(x,y)+ v(Ay)(z)
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y esto último es igual a µ(x,y)+ρ ′(x,z) si Ax = Ay y mayor o igual a 12 si Ax 6= Ay

(porque µ respeta p), en cualquier caso

ρ
′(x,y)+ρ

′(y,z)≥ ρ
′(x,z).

Si x,y ∈ S0 y z ∈ X∗, entonces

ρ
′(x,y)+ρ

′(y,z) = λ (x,y)+ v(Az)(y)≥ 12≥ ρ
′(x,a).

Finalmente se extiende ρ ′ a una métrica ρ en X̂β definiendo ρ(ξ ,θ) = 22 si
ξ ∈ X∗ y ρ(η ,θ) = 23 si η ∈ S0. Es fácil ver que ρ respeta p.

Se ha señalado que ĝβ �X∗∈ Iso(X∗,µ), además para cualquier η ∈ S0 ∪ {θ}
ξ 7→ ρ(ξ ,η) es constante en cada miembro de S; se sigue que ĝβ ∈ Iso(X̂β ,ρ) para
cualquier g∈G. Entonces la función g 7→ ĝβ está bien definida. Es además evidente
que esta función es un homomorfismo inyectivo y que para una red (gα)α∈A ⊆ G
y g ∈ G, gα converge puntualmente a g si y solamente si (̂gα)β

lo hace a ĝβ . Resta
entonces verificar la suprayectividad de esta función.

Sea u ∈ Iso(X̂β ,ρ). Como θ es el único punto w ∈ X̂β para el cual se cum-
ple |{ξ ∈ X̂β : ρ(ξ ,w) = 23}| > 1 necesariamente u(θ) = θ . Consecuentemente
u(X∗) = X∗ y u(S0) = S0. Luego u�S0= IdS0 . Para ξ ,η ∈ X∗ arbitrarios se tiene que
ρ(ξ ,δ ) = ρ(η ,δ ) para todo δ ∈ S0 si y sólo si ξ ,η pertenecen al mismo elemento
de S, esto por inyectividad de v. Por las últimas dos observaciones u(A) = A para
todo A ∈ S. Luego, ya que ρ extiende a µ existe g ∈ G tal que u�X∗= ĝβ �X∗ . Co-
mo u(ξ ) = ξ = ĝβ (ξ ) para cualquier ξ /∈ X∗, u = ĝβ . Por tanto G→ Iso(X̂β ,ρ),
g 7→ ĝβ es un isomorfismo topológico. Para concluir la prueba sea υ := rρ , esta es
claramente una métrica en X̂β y además Iso(X̂β ,ρ) = Iso(X̂β ,υ). �

Corolario 2.1.7. Todo grupo polaco es topológicamente isomorfo al grupo de iso-
metrı́as de un espacio polaco.

Demostración. Sean H un grupo polaco y d0 una métrica en H invariante por la
izquierda y acotada por 1 (ver Teorema A.2). Sea (X ,d) la compleción de (H,d0),
X es un espacio polaco. Por invarianza de d0, para cada h ∈ H la biyección de H
g 7→ hg es una isometrı́a, por ello se extiende a una única uh ∈ Iso(X ,d). Ası́ h 7→ uh
es un homomorfismo y un encaje topológico de H en Iso(X ,d); sea G la imagen
de H bajo esa función. G es un subgrupo polaco del grupo polaco Iso(X ,d), por lo
que es cerrado. Se concluye aplicando el Teorema 2.1.6 con β = ℵ0. �

Corolario 2.1.8. Todo grupo compacto y metrizable es topológicamente isomorfo
al grupo de isometrı́as de un espacio métrico compacto.
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Demostración. Sean H un grupo compacto y d una métrica en H invariante por la
izquierda y acotada por 1. Por el Teorema 2.1.1 H es topológicamente isomorfo a
un subgrupo G de Iso(H,d). Por compacidad de H, G es cerrado en Iso(H,d) y
nuevamente se concluye del Teorema 2.1.6. �

2.2. Caracterización de los grupos realizables como gru-
pos de isometrı́as

Se dará ahora una caracterización de los grupos topológicos que son isomorfos
a un grupo de isometrı́as. Para esto será necesaria la siguiente definición:

Definición 2.2.1. Un grupo topológico G es Raikov completo si cada red (xα)α∈A
en G es convergente cuando satisface

(C) Para toda vecindad U del elemento neutro de G existe α0 ∈A tal que
xαx−1

α ′ ,x
−1
α xα ′ ∈U si α,α ′ ≥ α0.

Todo grupo topológico G es topológicamente isomorfo a un subgrupo denso de
un grupo Raikov completo que es único salvo isomorfismo topológico (ver Apéndi-
ce B). A tal grupo se le llama Raikov compleción de G y se le denota por G∗.

Si τ es una topologı́a en un conjunto X , τδ denotará la topologı́a en X que
tiene por base a la familia de conjuntos Gδ de (X ,τ). Los subconjuntos cerrados
o densos respecto a esta nueva topologı́a se nombrarán Gδ -cerrados o Gδ -densos,
respectivamente.

Observación 2.2.2. Si τ es una topologı́a en X , entonces τ ⊆ τδ , ya que cualquier
U ∈ τ puede expresarse como

⋂
n∈NUn con cada Un =U .

Proposición 2.2.3. Si (G, ·,τ) es un grupo topológico, entonces (G, ·,τδ ) también
lo es.

Demostración. Sean U ∈ τδ y a,b ∈ G que cumplen a ·b−1 ∈U . Por definición de
τδ existe un conjunto {Un}n∈N ⊆ τ tal que a ·b−1 ∈

⋂
n∈NUn ⊆U . Por ser (G, ·,τ)

grupo topológico para cada n ∈ N, existen Vn,Wn ∈ τ tales que a ∈ Vn, b ∈Wn y
Vn ·W−1

n ⊆Un. Luego a ∈V :=
⋂

n∈NVn, b ∈W :=
⋂

n∈NWn y V ·W−1 ⊆U . �

Definición 2.2.4. Un grupo topológico (G, ·,τ) es Gδ -completo si (G, ·,τδ ) es Rai-
kov completo.

Teorema 2.2.5. Para un grupo topológico G las siguientes condiciones son equi-
valentes:

(I) G es Gδ -completo.
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(II) G es isomorfo a un subgrupo Gδ -cerrado de un grupo Raikov completo.

(III) G es Gδ -cerrado en todo grupo topológico que lo contiene como subgrupo.

(IV) Toda red (xα)α∈A ⊆ G es convergente en G si satisface

(CC) Para toda familia {Un}n∈N de vecindades del elemento neutro e de G
existen y,z ∈ G y {αn}n∈N ⊆ A tales que para cada n ∈ N si α ≥ αn,
entonces x−1

α y,xαz−1 ∈Un.

(V) Toda red (xα)α∈A ⊆ G es convergente en G si satisface

(CC’) Para toda pseudométrica continua d en G invariante por la izquierda
existen y,z ∈ G tales que lı́m

α∈A d(xα ,y) = lı́m
α∈A d(x−1

α ,z−1) = 0.

Demostración. A lo largo de esta prueba se denota por τ a la topologı́a de G.

(II)⇒ (I) Supóngase que G es un subgrupo Gδ -cerrado de un grupo Raikov com-
pleto H. Sea (xα)α∈A una red en G que satisface (C) respecto a la topologı́a
τδ . Por ser τδ más fina que τ se satisface la misma condición respecto a esta
y por ser H Raikov completo existe y ∈H tal que xα → y. Sea A un conjunto
Gδ en H que contiene a y, entonces Ay−1 =

⋂
n∈NUn con cada Un vecindad

abierta de e en H. Sea V0 vecindad abierta de e tal que V0 ⊆ U0 y recur-
sivamente para n ≥ 1 sea Vn vecindad abierta de e tal que Vn ⊆ Vn−1 ∩Un.
Entonces F :=

⋂
n∈NVn =

⋂
n∈NVn es un conjunto Gδ y cerrado en H tal que

e ∈ F ⊆ Ay−1. Por la suposición inicial sobre (xα)α∈A existe α0 ∈ A para
el cual xα0x−1

α ∈ F si α ≥ α0 y por ser F cerrado xα0y = lı́m
α∈A xα0x−1

α ∈ F ,
consecuentemente xα0 ∈ A. Por tanto y pertenece a la Gδ -cerradura de G en
H, i.e., y ∈ G.

(I)⇒ (III) Supóngase que G es un subgrupo Gδ -completo de un grupo topológi-
co K con topologı́a O . Entonces τδ coincide con la topologı́a heredada de
(K,Oδ ) y por completud de (G,τδ ) G es cerrado en (K,Oδ ), es decir, es
Gδ -cerrado en K.

(III)⇒ (II) Por (III), G es Gδ -cerrado en su Raikov compleción.

(II)⇒ (IV ) Si se satisface (II), entonces G es Gδ -cerrado en G∗. Sea (xα)α∈A
una red en G que satisface (CC). Entonces satisface también (C), por lo que
existe w ∈ G∗ tal que w = lı́m

α∈A xα . Sea A un conjunto Gδ en G∗ al que w
pertenece. Aw−1 =

⋂
n∈NVn con {Vn}n∈N una familia de vecindades abiertas

de e en G∗. Para cada n ∈ N sea Un vecindad abierta y simétrica de e en G∗

tal que U2
n ⊆Vn. Sean y,z ∈ G y {xαn}n∈N como en (CC) para {Un∩G}n∈N.

Ya que (xαw−1)α∈A es convergente a e, para cada n ∈ N existe α ≥ α0 tal
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que xαw−1 ∈Un, luego zw−1 = (xαz−1)−1(xαw−1) ∈U2
n ⊆Vn. Se sigue que

zw−1 ∈ Aw−1 y entonces A∩G 6=∅. Por tanto w pertenece a la Gδ -cerradura
de G.

(IV )⇒ (II) Supóngase que se cumple (IV ). Para probar (II) es suficiente verificar
que G es Gδ -cerrado en G∗. Sea entonces w en la Gδ -cerradura de G en G∗,
en particular w ∈G, por lo que existe una red (xα)α∈A ⊆G convergente a w.
Sea {Un}n∈N una familia de vecindades abiertas de e en G∗ y para cada n∈N
sea Vn una vecindad abierta y simétrica de e en G∗ tal que V 2

n ⊆Un. Por per-
tenecer w a la Gδ -cerradura de G existe y ∈ G tal que y ∈

⋂
n∈N(Vnw∩wVn).

Por convergencia, para cada n∈N, existe αn ∈A tal que xαw−1,w−1xα ∈Vn

si α ≥ αn. Luego

xαy−1 = (xαw−1)(yw−1)−1 ∈VnV−1
n ⊆Un y

x−1
α y = (w−1xα)

−1(w−1y) ∈V−1
n Vn ⊆Un

si α ≥ αn. Por tanto la condición (CC) se satisface y por hipótesis (xα)α∈A
converge en G, ası́ w ∈ G y G es Gδ -cerrado en G∗.

(V )⇒ (IV ) Supóngase que se satisface (V ) y sea (xα)α∈A una red en G que cum-
ple (CC). Sea d una pseudométrica continua e invariante por la izquierda
en G; para cada n ∈ N se define Un = Bd(e,2−n). Por (CC) existen y,z ∈ G
y una sucesión (αn)n∈N en A tales que para cada n ∈ N x−1

α y,xαz−1 ∈ Un

si α ≥ αn. Ası́, d(e,x−1
α y) < 2−n y d(e,xαz−1) < 2−n si α ≥ αn. Por tanto

(CC’) se satisface y por (V) (xα)α∈A converge.

(IV )⇒ (V ) Supóngase que se satisface (IV ) y sea (xα)α∈A una red en G que cum-
ple (CC’). Sea {Un}n∈N una familia de vecindades del elemento neutro de G;
según la Proposición A.3 existe una pseudométrica d continua e invariante
por la izquierda en G tal que Bd(e,2−n) ⊆Un. Por (CC’) existen y,z ∈ G ta-
les que lı́m

α∈A d(xα ,y) = lı́m
α∈A d(x−1

α ,z−1) = 0, se sigue que existe {αn}n∈N ⊆A
como en (CC). Por (IV) (xα)α∈A converge.

�

Obviamente cualquier grupo Raikov completo es Gδ -completo. A continuación
se dan ejemplos de otros grupos que satisfacen también está definición.

Proposición 2.2.6. Los siguientes grupos son Gδ -completos:

(a) Subgrupos Gδ -cerrados de grupos Gδ -completos.

(b) El producto directo y la suma directa de una familia arbitraria de grupos Gδ -
completos.
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(c) Grupos topológicos que son unión contable de subgrupos Gδ -completos.

(d) Grupos topológicos σ -compactos.

(e) Grupos topológicos en los que los subconjuntos unitarios son conjuntos Gδ .

(f) Iso(X ,d) para un espacio métrico (X ,d) arbitrario. Más aún Iso(X ,d) es Rai-
kov completo si X es completo.

Demostración. Para cada uno de los incisos se aplicará el Teorema 2.2.5

(a) Es inmediato de la equivalencia entre (I) y (II) en el Teorema 2.2.5.

(b) Sean {Gs}s∈S un conjunto de grupos Gδ -completos y G := ∏s∈S Gs. Se mos-
trará que se satisface (IV), sea entonces (x(α))α∈A una red en G que cumple
(CC) y para cada s∈ S sea (x(α)

s )α∈A la proyección de esa red en Gs. Para t ∈ S
fija sea {Vn}n∈N una familia de vecindades abiertas en Gt del elemento neutro
de dicho grupo. Por la condición (CC) aplicada a las vecindades Un = π

−1
t (Vn)

se obtienen y,z ∈ G y {αn}n∈N tales que para cada n ∈ N si α ≥ αn, enton-
ces (x(α))−1y,(x(α))z−1 ∈ Un; en particular (x(α)

t )−1πt(y),(x
(α)
t )πt(z)−1 ∈ Vn.

Se sigue de lo anterior y de la completud de cada Gs que para cualquier s ∈ S
existe xs = limα∈A x(α)

s y por tanto G es Gδ -completo.
Sea H =

⊕
s∈S Gs; para probar que este grupo es Gδ -completo es suficiente

probar que es Gδ -cerrado en G. Si (ws)s∈S ∈ G\H, entonces existe S′ ⊆ S nu-
merable tal que ws 6= es si s ∈ S′ (donde es es el elemento neutro de Gs). Luego
A = {(xs)s∈S ∈ G : ∀s ∈ S′xs 6= es} es un conjunto Gδ que contiene a (ws)s∈S

ajeno a H.

(c) Sea G =
⋃

n∈N Gn con cada Gn un grupo Gδ -completo. Si y ∈ G∗ \G, entonces
y /∈Gn para cada n∈N, además por el Teorema 2.2.5 cada Gn es Gδ cerrado en
G∗; luego existe {An}n∈N familia de subconjuntos Gδ en G∗ tales que y ∈ An

y An ∩Gn = ∅ para cada n ∈ N. Ası́ A :=
⋂

n∈N An es un conjunto Gδ tal que
y ∈ A y A∩G =∅. Por tanto G es Gδ -cerrado en G∗.

(d) Sea G =
⋃

n∈N Gn con cada Gn un subespacio compacto. En particular cada Gn

es cerrado en G∗ por lo que es también Gδ -cerrado pues la topologı́a Gδ es más
fina. El resto de la prueba es igual a la del punto anterior.

(e) En este caso τδ es discreto y el resultado es inmediato.

(f) Sean (X ,d) un espacio métrico y G =Iso(X ,d). Sea (ϕα)α∈A una red en G
que satisface (CC’). Considérese x ∈ X fijo y sea ρ : G×G → [0,∞) dada
por ρ(u,v) = d(u(x),v(x)). Nótese que ρ es una pseudométrica continua e
invariante por la izquierda en G, entonces por (CC’) existen ψ1,ψ2 ∈ G pa-
ra los cuales lı́m

α∈A d(ϕα(x),ψ1(x)) = lı́m
α∈A d(ϕ−1

α (x),ψ−1
2 (x) = 0. Esto implica
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que (ϕα(x))α∈A y (ϕ−1
α (x))α∈α convergen. Pueden entonces definirse funcio-

nes µ,ν : X → X por µ(x) := lı́m
α∈A ϕα(x) y ν(x) := lı́m

α∈A ϕ−1
α (x); según el Lema

1.1.2 estas son isometrı́as y por definición ϕα → µ . Por tanto Iso(X ,d) es Gδ -
completo.
Si (X ,d) es además completo y (ϕα)α∈A ⊆ Iso(X ,d) es una red que cumple
(C) un argumento análogo al anterior muestra que es convergente.

�

Luego de estos preliminares se puede proceder a la caracterización de los gru-
pos topológicos isomorfos a grupos de isometrı́as. Se adoptará la siguiente notación
en el resto de la sección: Para dos pseudométricas acotadas d y d′ en un conjunto
X se denota: ‖d−d′‖∞ = supx,y∈X |d(x,y)−d′(x,y)|.

Lema 2.2.7. Sean G un grupo topológico y {ρs}s∈S un conjunto de métricas en
G invariantes por la izquierda. Para cada s ∈ S sea (Xs,ds;πs) un espacio métrico
asociado a (X ,ρs) tal que Xs∩Xs′ =∅ si s 6= s′. Entonces existe una métrica d en
X =

⊔
s∈S Xs con las siguientes propiedades:

(D1) 1
2

3
√

ds(x,y)≤ d(x,y)≤ 3
√

ds(x,y) para cualesquier x,y ∈ X y s ∈ S.

(D2) d(πs(a),πt(a))≤ 3
√
‖ρs−ρt‖ para cualesquier a ∈ G y s, t ∈ S.

(D3) (Xs,ds) es cerrado en (X ,d) para cualquier s ∈ S.

(D4) d(πs(ag),πt(ah)) = d(πs(g),πt(h)) para a,g,h ∈ G y s, t ∈ S cualesquiera.

Demostración. Para cada x ∈ G sea κ(x) el único s ∈ S tal que x ∈ Xs. Se define
v : X×X → R por

v(x,y) = ‖ρκ(x)−ρκ(y)‖∞ + ı́nf{dκ(x)(x,πκ(x)(g))+dκ(y)(y,πκ(y)(g)) : g ∈ G}

Nótese que

v(x,x) = 0 y v(x,y) = v(y,x) para cualesquier x,y ∈ X .

v(x,y) = ds(x,y) para cualesquier s ∈ S y x,y ∈ Xs.

v(πs(g),πt(g)) = ‖ρs−ρt‖∞ para s, t ∈ S y g ∈ G cualesquiera.

v(πs(g),πt(h))≥ ‖ρs−ρt‖∞ para s, t ∈ S y g,h ∈ G cualesquiera.

v(x,y)> 0 para cualesquier x,y ∈ X distintos.

v(πs(ag),πt(ah)) = v(πs(g),πt(h)) para s, t ∈ S y a,g,h ∈ G cualesquiera

Afirmación. Para cualesquier x1,x2,x3,x4 ∈ X y ε ∈R+ si v(x j,x j+1)< ε para cada
j ∈ {1,2,3}, entonces v(x1,x4)≤ 8ε
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Prueba: Si máx{v(x),x j+1) : j = 1,2,3}< ε , entonces existen a1,a2,a3 ∈ G tales
que para cada j ∈ {1,2,3}

‖ρκ(x j)−ρκ(x j+1)‖∞ +dκ(x j)(x,πκ(x j)(a j))+dκ(x j+1)(x j+1,πκ(x j+1)(a j))< ε

En particular ‖ρκ(x j)−ρκ(x j+1)‖∞ < ε , por lo que ‖ρκ(x1)−ρκ(x4)‖∞ < 3ε .
Sean b1,b2,b3,b4 ∈ G tales que πκ(x j)(b j) = x j ( j = 1,2,3,4). Entonces

ρκ(x j+1)(b j,b j+1)≤ ρκ(x j+1)(b j,a j+1)+ρκ(x j+1)(a j+1,b j+1)

≤ ‖ρκ(x j)−ρκ(x j+1)‖∞ +ρκ(x j)(b j,a j+1)+ρκ(x j+1)(a j+1,b j+1)

= ‖ρκ(x j)−ρκ(x j+1)‖∞ +dκ(x j)(x j,πκ(x j)(a j+1))

+dκ(x j+1)(πκ(x j)(a j+1),x j+1)< ε

Consecuentemente

ρκ(x3)(b1,b3)≤ ρκ(x3)(b1,b2)+ρκ(x3)(b2,b3)

≤ ‖ρκ(x2)−ρκ(x3)‖∞ +ρκ(x2)(b1,b2)+ρκ(x3)(b2,b3)< 3ε

y ası́

ρκ(x4)(b1,b4)≤ ρκ(x4)(b1,b3)+ρκ(x4)(b3,b4)

≤ ‖ρκ(x3)−ρκ(x4)‖∞ +ρκ(x3)(b1,b3)+ρκ(x4)(b3,b4)< 5ε

Finalmente

v(x0,x3)≤ ‖ρκ(x1)−ρκ(x4)‖∞ +dκ(x1)(x1,πκ(x1)(b1))+dκ(x4)(x4,πκ(x4)(b0))

= ‖ρκ(x1)−ρκ(x4)‖∞ +ρκ(x4)(b4,b0)< 8ε

†

Ahora sea f : X ×X → R definida por f (x,y) = 3
√

v(x,y). De las propiedades de v
se deducen:

(F1) f (x,x) = 0 y f (x,y) = f (y,x)> 0 para cualesquier x,y ∈ X distintos.

(F2) Para w,x,y,z ∈ X y ε ∈ R+ cualesquiera si { f (w,x), f (x,y), f (y,z)} ⊆ [0,ε],
entonces f (x,z)≤ 2ε .

(F3) f (x,y) = 3
√

ds(x,y) y f (πs(g),πt(g)) = 3
√
‖ρs−ρt‖∞ para s, t ∈ S, x,y ∈ Xs y

g ∈ G cualesquiera.

(F4) f (πs(g),πt(h))≥ 3
√
‖ρs−ρt}∞ para s, t ∈ S y g,h ∈ G cualesquiera.

(F5) f (πs(ag),πt(ah)) = f (πs(g),πt(h)) para s, t ∈ S y a,g,h ∈ G cualesquiera.
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Finalmente sean d : X×X → R dada por

ı́nf{
n

∑
i=1

f (z j−1,z j) : n ∈ N+, z0, . . . ,zn ∈ X , z0 = x y zn = y}.

Según el Lema A.1, d es una métrica en X tal que 1
2 f (x,y)≤ d(x,y)≤ f (x,y) para

cualesquier x,y ∈ X . De esta desigualdad y de (F3) se deducen (D1) y (D2). (D4)
es inmediato de (F5) y la definición de d. (D3) se cumple pues por (F4) d(Xs,Xt) =
ı́nf{d(πs(g),πt(h)) : g,h ∈ G} ≥ 1

2‖ρs−ρt‖∞ > 0 si s 6= t. �

Teorema 2.2.8. Sea G un grupo topológico.

(A) Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) Existe un espacio métrico (X ,d) tal que G es topológicamente isomorfo a
Iso(X ,d)

(2) G es Gδ -completo.
Además, si G es Gδ -completo, el espacio (X ,d) que cumple (1) puede
tomarse de forma que w(X) = w(G).

(B) Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) Existe un espacio métrico completo (X ,d) tal que G es topológicamente
isomorfo a Iso(X ,d)

(2) G es Raikov completo.
Además, si G es Raikov completo, el espacio (X ,d) que cumple (1) puede
tomarse de forma que w(X) = w(G).

Demostración. Las implicaciones (A1)⇒(A2) y (B1)⇒(B2) se deducen del punto
(f) en la Proposición 2.2.6.

(A2)⇒(A1) Sea G un grupo Gδ -completo. Por el Teorema 2.1.6 es suficiente pro-
bar que G es topológicamente isomorfo a un subgrupo cerrado de Iso(X ,d)
para algún espacio métrico (X ,d) con peso w(G). Sea B una base local del
elemento neutro e en G tal que |B| ≤ w(G). Para cada U ∈B existen una
pseudométrica continua µU en G invariante por la izquierda y rU ∈ R+ tal
que BµU (e,rU)⊆U ; entonces λU = mı́n( 1

rU
µU ,1) es una pseudométrica con-

tinua e invariante por la izquierda tal que BλU (e,1)⊆U . Sea V abierto en G.
Existen g∈G y U ∈B tales que gU ⊆V ; luego, BλU (g,1) = gBλU (e,1)⊆V .
De esto y la continuidad de las pseudométricas se sigue que {λU}U∈B induce
la topologı́a de G.
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Sea S := B<ω ∪Bω . Para cada s = (U j) j∈J ∈ S se define

ρs = ∑
j∈J

1
2 j λU j .

Obsérvese que ρs es una pseudométrica continua en G acotada por 1 e inva-
riante por la izquierda, para toda s ∈ S. Por ser tales pseudométricas conti-
nuas la topologı́a que inducen está contenida en la topologı́a de G, por otro
lado se ha notado que esta topologı́a es inducida por {λU}U∈B y para cada
U ∈B λU = ρsU con sU = (U,U, · · ·); por tanto {ρs}s∈S induce la topologı́a
de G.

Sean (Xs,ds;πs) como en las hipótesis del Lema 2.2.7 y (X ,d) como en su
conclusión. Para cada s ∈ S se define la función ρs : G×G→ [0,∞) por
ρs(g,h) := d(πs(g),πs(h)); esta es una pseudométrica en G que es invariante
por la izquierda y cumple la desigualdad 1

2
3
√

ρs≤ ρs≤ 3
√

ρs. Además al ser ρs

continua se sigue por esta desigualdad que ρs también lo es. Luego {ρs}s∈S

induce la topologı́a de G. Se infiere de la continuidad de ρs que πs como
función de G a (X ,d) es continua.

Sean D un conjunto denso en G tal que |D| ≤ w(G) y Z :=
⋃

s∈B<ω πs(D),
nótese que |Z| ≤ w(G). Si s ∈ B<ω , entonces πs(D) es denso en Xs por
continuidad de πs, ası́

⋃
s∈B<ω Xs ⊆ Z. Fı́jense s = (U j)

∞
j=1 ∈ S y a ∈ G y

para cada n ∈ N\{0} considérese sn := (U j)
n
j=1 ∈B<ω ; entonces por (D2)

d(πsn(a),πs(a))≤ 3
√
‖ρsn−ρs‖∞ ≤ 3

√
∞

∑
j=n+1

1
2 j ;

luego πsn(a)→ πs(a). Por tanto
⋃

s∈B<ω Xs es denso en X ; esto implica que
Z es también denso. Por ser X un espacio métrico se tiene entonces que
w(X)≤ |Z| y por ende w(X)≤ w(G).

Solamente resta probar que G es topológicamente isomorfo a un subgrupo
cerrado de Iso(X ,d), ya que por el Lema 1.1.3 esto implica w(G)≤ w(X).

Para cada g∈G se define ug : X→ X , πs(x) 7→ πs(gx). Por la propiedad (D4)
en el Lema 2.2.7

d(ug(πs(x)),ug(πr(y))) = d(πs(gx),πr(gy)) = d(πs(x),πr(y))

para cualesquier g,x,y ∈G y s,r ∈ S, entonces ug ∈ Iso(X ,d). Luego, la fun-
ción Φ : G→ Iso(X ,d), g 7→ ug está bien definida. Además si g,h ∈ G, en-
tonces uguh(πs(x)) = πs(ghx) =Ugh(πs(x)), por lo que es un homomorfismo.
Si g,h ∈ G y g 6= h, entonces para algún s ∈ S ρs(g,h)> 0, por lo que

ug(πs(e)) = πs(g) 6= πs(h) = uh(πs(e));



2.2. CARACTERIZACIÓN DE GRUPOS REALIZABLES 37

por tanto Φ es inyectiva. Para cualquier red (gα)α∈A en G convergente a
algún g y πs(a) ∈ X , por continuidad de πs y el producto en G,

ugα
(πs(a)) = πs(gαa)→ πs(ga) = ug(πs(a))

en X por lo que Φ(gα)→ Φ(g) en Iso(X ,d). Finalmente, sea (xα)α∈A una
red en G tal que la red (uxα

)α∈A converge en Iso(X ,d) a algún u. Sea {Vn}n∈N
un conjunto de vecindades de e en G y para cada Vn sea Un ∈ B tal que
Un ⊆Vn. Para s := (Un)n∈N se tiene que

lı́m
α∈A

d(πs(xα),u(πs(e))) = lı́m
α∈A

d(uxα
(πs(e)),u(πs(e))) = 0 y

lı́m
α∈A

d(πs(x−1
α ),u−1(πs(e))) = lı́m

α∈A
d(u−1

xα
(πs(e)),u−1(πs(e))) = 0;

de esto y por ser cerrado Xs en X se sigue que u(πs(e)),u−1(πs(e)) ∈ Xs.
Entonces existen y,z ∈ G tales que

πs(y) = u(πs(e)) y πs(z−1) = u−1(πs(e)).

Por la desigualdad 3
√

ρs ≤ ρs y la definición de ρs se tiene que

ρs(xα ,y)≤ [2ρs(xα ,y)]
3 = 8d(πs(xα),πs(y)),

lo cual implica que lı́m
α∈A ρs(xα ,y) = 0; análogamente lı́m

α∈A ρs(x−1
α ,z−1) = 0.

Para cada n ∈ N sea αn ∈ A tal que si α ≥ αn, entonces ρs(xα ,y) < 1
2n y

ρs(x−1
α ,z)< 1

2n . Por lo anterior si α ≥ αn, entonces

λUn(x
−1
α y,e)≤ 2n

ρs(x−1
α y,e)< 1 y λUn(xαz−1,e)≤ 2n

ρs(xαz−1,e)< 1;

ası́ x−1
α y,xαz−1 ∈Un ⊆Vn. Por (IV) de la Proposición 2.2.5 (xα)α∈A es con-

vergente. Por tanto Φ es un encaje cerrado.

(B2)⇒(B1) Supóngase que G es Raikov completo. De acuerdo al Teorema 2.1.1
existe un espacio métrico acotado (Z,ρ) tal que w(G) = w(Z) y G es to-
pológicamente isomorfo a un subgrupo de Iso(Z,ρ). Sea (Y,υ) la comple-
ción de (Z,ρ), siguiendo la demostración del Lema 1.1.1 se tiene que Iso(Y,υ)
es topológicamente isomorfo a un subgrupo de Iso(Z,ρ), por otro lado la
densidad de Z y la completud de Y implican que toda isometrı́a de Z se
extiende a una de Y ; por tanto Iso(Y,υ)∼= Iso(Z,ρ). Entonces existe un sub-
grupo H de Iso(Y,υ) al que G es topológicamente isomorfo; además, por
ser G un grupo Raikov completo, H es cerrado. Luego, por el Teorema 2.1.6
H ∼= Iso(X ,d), donde X = Ŷw(Y ) y d es una métrica que respeta ρ . Nótese que
d es completa (por (R3)) y w(X) = w(G). Esto concluye la demostración.

�



38 CAPÍTULO 2. REALIZACIONES COMO GRUPOS DE ISOMETRÍAS

2.3. Métricas invariantes para acciones propias

La última sección se enfoca en la existencia de métricas invariantes para ac-
ciones de grupos topológicos en espacios metrizables, concretamente se dará un
teorema que caracteriza su existencia para acciones propias.

Definición 2.3.1. Sean G un grupo topológico y X un G-espacio metrizable. Una
métrica en X es invariante si para cualesquier g ∈ G y x,y ∈ X d(gx,gy) = d(x,y).

La relación de este tipo de métricas con el tema tratado en el capı́tulo está dada
por la siguiente sencilla proposición similar a la segunda parte del Teorema 2.1.1.

Proposición 2.3.2. Sean G un grupo topológico y X un G-espacio con una métrica
invariante d. Para cada g ∈ G la función ĝ : X → X , x 7→ gx es una isometrı́a. La
función G→ Iso(X ,d), g 7→ ĝ es un homomorfismo continuo; si además la acción
de G es efectiva, entonces esta función es también un encaje topológico.

Después de esta breve introducción se procede con el tema de la sección.

Definición 2.3.3. Sean G un grupo topológico y X un G-espacio. Un subconjunto
F de X es un conjunto fundamental para G en X si GF = X y cada punto x ∈ X
tiene una vecindad U tal que 〈U,F〉 es precompacto.

Lema 2.3.4. Sean G un grupo topológico que actúa continuamente en un espacio
topológico X y π : X → X/G la proyección orbital. Sea U una familia de subcon-
juntos pequeños de X tal que {π(U)|U ∈U } es una familia localmente finita en
X/G. Entonces

⋃
U es pequeño.

Demostración. Sean x ∈ X y V una vecindad de x en X tal que

F := {U ∈U : π(V )∩π(U) 6=∅}

es finito. Sea W ⊆V tal que 〈W,U〉 es precompacto si U ∈ F. Por la definición de
F 〈W,U〉 ⊆ 〈V,U〉=∅ si U /∈ F. Por tanto

〈W,
⋃

U 〉=
⋃
{〈W,U〉 : U ∈U }=

⋃
{〈W,U〉 : U ∈ F}

es precompacto. �

Lema 2.3.5. Sea G un grupo topológico Hausdorff localmente compacto que actúa
propiamente en un espacio Hausdorff X tal que X/G es paracompacto. Si A es un
subconjunto pequeño de X, entonces existe un conjunto fundamental abierto para
G en X que contiene a A.
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Demostración. Como G actúa propiamente en X cada punto tiene una vecindad
pequeña y relativamente delgada a A. Luego, existe una cubierta U de X tal que
todo U ∈U es abierto, pequeño y 〈U,A〉 es precompacto. Por paracompacidad de
X/G existe un refinamiento localmente finito V de {π(U)|U ∈ U }. Considérese
una función F : V →U tal que V ⊆ π(F(V )). Si V ∈ V , sea WV = F(U)∩π−1(V )
y sean YV = WV si V ∩ π(A) = ∅ y YV = 〈WV ,A〉WV si V ∩ π(A) 6= ∅. Los con-
juntos WV y YV son pequeños y π(WV ) = π(YV ) =V , entonces F :=

⋃
YV , V ∈ V ,

es pequeño por el Lema 2.3.4 y π(F) ⊆
⋃

π(YV ) = X/G, ası́ F es un conjunto
fundamental abierto que contiene a A por la definición de los conjuntos YV . �

Teorema 2.3.6. Sea G un grupo Hausdorff localmente compacto que actúa pro-
piamente en un espacio metrizable X. Las siguientes condiciones son equivalentes.

(I) Existe una métrica G-invariante en X.

(II) X/G es metrizable.

(III) X/G es paracompacto.

Demostración. (I)⇒ (II) Considérese una métrica G-invariante d en X . Se define
ρ : X/G×X/G→R como ρ(G(x),G(y))= ı́nf{d(g1x,g2y) : g1,g2 ∈G}. Por
la invarianza de d para x,y,z ∈ X cualesquiera se tiene

ρ(G(x),G(z)) = ı́nf{d(x,g−1
1 g2z) : g1,g2 ∈ G}

= ı́nf{d(x,gz) : g ∈ G}
≤ ı́nf{d(x,hy)+d(hy,gz) : g,h ∈ G}
= ı́nf{d(x,hy) : h ∈ G}+ ı́nf{d(hy,gz) : g,h ∈ G}
= ρ(G(x),G(y))+ρ(G(y),G(z)).

Por ser la acción de G en X propia las órbitas son cerradas, luego, para
G(x) 6= G(y) se tiene ρ(G(x),G(y)) = ı́nf{d(x,gy) : g ∈ G} > 0. Por tanto
ρ es una métrica. Es inmediato de la definición de ρ que para cualesquiera
x∈ X y ε ∈R+ π(Bd(x,ε))⊆ Bρ(G(x),ε); además si ρ(G(x),G(y))< ε , en-
tonces d(x,gy)< ε para algún g ∈ G, por lo que Bρ(G(x),ε)⊆ π(Bd(x,ε)).
Por tanto la proyección orbital es continua y abierta respecto a d y ρ , de lo
cual se sigue que ρ es compatible con la métrica de X/G.

(II)⇒ (III) Es consecuencia del Teorema de Stone.

(III)⇒ (I) Sea d una métrica en X compatible con su topologı́a. De acuerdo al
Lema 2.3.5 existe un conjunto fundamental abierto F para G en X . Se define
r(x) = d(x,X \F). Claramente para cualesquier x,y∈X r(x)−r(y)≤ d(x,y),
de lo que se sigue r(x)+r(z)≤ d(x,y)+(r(y)+r(z)), si x,y,z∈ X . Entonces
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µ(x,y) = mı́n{d(x,y),r(x) + r(y)} (x,y ∈ X) es una pseudométrica en X .
Luego se define

ρ(x,y) = sup{µ(gx,gy) : g ∈ G}.

Claramente ρ es una pseudométrica invariante en X . Más aún, si x,y ∈ X
y x 6= y, por ser F un conjunto fundamental existe g0 ∈ G tal que g0x ∈ F ,
entonces µ(g0x,g0y) ≥ r(g0x) > 0 por lo que ρ(x,y) > 0. Por lo tanto ρ es
métrica.

Sea (xn)n∈N una sucesión convergente a algún y0 ∈ X respecto a ρ . Sea
ε ∈ R+. Como GF = X existe g0 ∈ G tal que g0y0 ∈ F ; además por ser
F abierto y por continuidad de la función x 7→ g−1

0 x existe δ ∈ R+ tal que
Bd(g0y0,δ ) ⊆ F y g−1

0 Bd(g0y0,δ ) ⊆ Bd(y0,ε). De la primera contención se
sigue que r(g0y0) ≥ δ . Sea N ∈ N tal que ρ(xn,y0) <

δ

2 para n ≥ N, luego
µ(g0xn,g0y0) <

δ

2 . Como r(g0xn)+ r(g0y0) ≥ δ se concluye de lo anterior
que d(g0xn,g0y0)<

δ

2 . Por tanto xn ∈ Bd(y0,ε) si n≥ N.

Recı́procamente, supóngase que una sucesión (xn)n∈N converge a algún y0 ∈
X respecto a d, pero no respecto a ρ . Entonces para algún ε0 ∈ R+ existe
una subsucesión (xnk)k∈N de (xn)n∈N tal que ρ(xnk ,y0)≥ ε0 para todo k ∈ N.
Por definición de ρ , para cada k existe gk ∈ G tal que µ(gkxk,gky0) ≥ ε0

2 ,
en particular r(gkxk)+ r(gky0) >

ε0
2 y ası́ gk ∈ 〈{y0}∪ {xnk}k∈N,F〉. Como

{y0}∪{xnk}k∈N es compacto y F es compacto 〈{y0}∪{xnk}k∈N,F〉 es pre-
compacto y entonces (gk)k∈N tiene una subsucesión convergente, sin pérdida
de generalidad supóngase que (gk)k∈N converge y sea g su lı́mite. Por conti-
nuidad de la acción (gky0)k∈N y (gkxnk)k∈N convergen a gy0 (respecto a d),
entonces existe K ∈N tal que d(gkxnk ,gky0)<

ε0
2 si k ≥ K lo cual contradice

µ(gkxnk ,gky0)≥ ε0
2 .

Por tanto ρ es compatible con la topologı́a de X .
�



Apéndice A

El Teorema de Birkhoff-Kakutani

Lema A.1. Sean X un conjunto y f : X×X → R una función que satisface:

(a) f (x,y)≥ 0 para cualesquier x,y ∈ X.

(b) f (x,x) = 0 para cualquier x ∈ X.

(c) Si ε ∈R+, entonces f (w,x)≤ ε, f (x,y)≤ ε y f (y,z)≤ ε implica f (w,z)≤ 2ε

para w,x,y,z ∈ X cualesquiera.

Se define d : X×X → R por

d(x,y) = ı́nf{
n

∑
i=1

f (xi,xi+1) : n ∈ N+, x1, . . . ,xn+1 ∈ X , x1 = x y xn+1 = y}.

Entonces d satisface

(1) 1
2 f (x,y)≤ d(x,y)≤ f (x,y) para cualesquier x,y ∈ X.

(2) d(x,z)≤ d(x,y)+d(y,z) para cualesquier x,y,z ∈ X.

(3) Si para todos x,y ∈ X f (x,y) = f (y,x), entonces d es una pseudométrica.

(4) Si para todos x,y ∈ X f (x,y) = f (y,x) y f−1({0}) = {(x,x) : x ∈ X}, entonces
d es una métrica.

Demostración. Obsérvese que si f (x,y) = f (y,x) para todos x,y∈X , entonces para
x1, . . . ,xn ∈X se tiene ∑

n
i=1 f (xi,xi+1) =∑

n
i=1 f (xi+1,xi) =∑

n
i=1 f (yi,yi+1), con yi =

xn+1−i. Se sigue que d también es simétrica. Además, (a), (b) y (1) implican que
para todos x,y ∈ X d(x,y)≥ 0 y d(x,x) = 0, por lo que (3) y (4) siguen de (1) y (2).

Por (c) para cualquier ε ∈R+ si f (x,y)≤ ε y f (y,z)≤ ε , entonces f (x,z)≤ 2ε .
En particular si f (x,y) = f (y,z) = 0, entonces f (x,z) = 0. Inductivamente se tiene
que si f (x1,x2) = f (x2,x3) = · · ·= f (xn−1,xn) = 0, entonces f (x1,xn) = 0.
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Sean x,y ∈ X . f (x,y) es un elemento del conjunto de sumas en la definición
de d(x,y), entonces d(x,y) ≤ f (x,y). Para probar que 1

2 f (x,y) ≤ d(x.y) se mos-
trará por inducción que 1

2 f (x,y) ≤ ∑
n
i=1 f (xi,xi+1) para cualesquier n ∈ N+ y p =

(x1, . . . ,xn+1) ∈ Xn+1 tal que x1 = x y xn+1 = y. Para simplificar la notación si
v = (y1, . . . ,yn+1) ∈ Xn+1 se denota por |v| a ∑

n
i=1 f (yi,yi+1). El caso base n = 1

es evidente. Supóngase ahora que n ≥ 2 y que el resultado es válido para cada
k < n. Se tienen tres casos:

Caso 1 ( f (x1,x2)≥ 1
2 |p|): En este caso

1
2
|p| ≥ |p|− f (x1,x2) =

n

∑
i=2

f (xi,xi+1)≥
1
2

f (x2,xn+1),

donde la última desigualdad se cumple por la hipótesis de inducción. Entonces
f (x2,xn+1) ≤ |p|; además f (x1,x2) ≤ |p| por lo que f (x1,xn+1) ≤ 2|p|, es decir,
1
2 f (x,y)≤ |p|.

Caso 2 ( f (xn,xn+1)≥ 1
2 |p|): Es análogo al caso 1.

Caso 3 ( f (x1,x2)≤ 1
2 |p| y f (xn,xn+1)≤ 1

2 |p|): Nótese que este caso es solo po-
sible cuando n≥ 3. Sea r el mayor entero para el cual se satisface ∑

r
i=1 f (xi,xi+1)≤

1
2 |p|. De f (xn,xn+1) ≤ 1

2 |p| se sigue que ∑
n−1
i=1 f (xi,xi+1) ≥ 1

2 |p|, por ende r < n y
es entonces posible aplicar la hipótesis inductiva para obtener 1

2 f (x1,xr) ≤ 1
2 |p|.

Por otro lado la maximalidad de r implica que ∑
r+1
i=1 f (xi,xi+1) >

1
2 |p|, por lo que

∑
n
i=r+2 f (xi,xi+1)<

1
2 |p|, entonces aplicando nuevamente la hipótesis de inducción

se tiene 1
2 f (xr+2,xn+1) <

1
2 |p|. Por lo tanto f (x1,xr) ≤ |p| y f (xr+2,xn+1) ≤ |p|,

además trivialmente f (xr,xr+1)≤ |p|; luego, por (c), f (x1,xn+1)≤ 2|p|.
Con esto queda probado (1).
Para mostrar (2) considérense x,y,z ∈ X . Para p = (x1, . . . ,xn+1) ∈ Xn+1 y

q = (y1, . . . ,ym+1) ∈ Xm+1 con x = x1, y = xn+1 = y1 y z = ym+1 se define s =
(z1, . . . ,zm+n+2) por zi = yi si 1≤ i≤ n+1 y zi = xi−(n+1) si n+2≤ i≤m+n+2.
Luego d(x,z)≤ |s| ≤ |p|+ |q|; por tanto d(x,z)≤ d(x,y)+d(y,z). �

Teorema A.2 (Birkhoff-Kakutani). Sea G un grupo topológico. Es condición ne-
cesaria y suficiente para la metrizabilidad de G que este sea un grupo Hausdorff
primero numerable. En tal caso el grupo admite una métrica acotada e invariante
por la izquierda (derecha).

Demostración. La necesidad es clara.
Sea G un grupo topológico Hausdorff y primero numerable. Si G es discreto, en-
tonces la métrica discreta satisface lo deseado. Supóngase entonces que G no es
discreto. Sea {Un}n∈N una base local para el elemento neutro e tal que cada Un es
simétrico. Sea V1 :=U1; recursivamente para cada n≥ 2 existe un mı́nimo k tal que
U3

k ⊆Un ∩Vn−1 sea Vn := Uk. Ya que Vn ⊆ V 3
n ⊆Un para cualquier n, {Vn}n∈N es
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también una base local para e, en particular
⋂

n∈NVn = {e}. Definiendo V0 = G se
tiene que Vn+1 ⊆Vn para cualquier n ∈ N y para todo x ∈ G existe n tal que x ∈Vn.

Se define ahora f : X×X → R por

f (x,y) = ı́nf{ 1
2k : x−1y ∈Vk}.

Obviamente f (x,y) ≥ 0; además por lo señalado anteriormente si x 6= e, entonces
existe m ∈ N tal que x /∈ Vk si k ≥ m, de esto se sigue que f (x,y) = 0 si y sólo
si x−1y = e, i.e., x = y. De la simetrı́a de cada Vn se tiene que f (x,y) = f (y,x).
Sean ε ∈ R+ y w,x,y,z ∈ G tales que f (w,x) ≤ ε, f (x,y) ≤ ε y f (y,z) ≤ ε . Ya
que f está acotada por 1, f (x,z)≤ 2ε si ε ≥ 1

2 ; supóngase entonces que 0 < ε < 1
2 .

Existen i, j,k∈N tales que w−1x∈Vi, x−1y∈Vj, y−1z∈Vk,
1
2i ≤ ε, 1

2 j ≤ ε y 1
2k ≤ ε .

Sea r := mı́n{i, j,k}. Entonces

w−1z = (w−1x)(x−1y)(y−1z)(z−1) ∈ViVjVk ⊆V 3
r ⊆Vr−1,

por lo que f (w,z)≤ 1
2r−1 ≤ 2ε . Ahora que se han verificado las hipótesis del Lema

A.1 sea d como en su conclusión. Nótese que al estar f acotada por 1 d tam-
bién lo está y que d es invariante por la izquierda pues f (ax,ay) = f (x,y) porque
(ax)−1(ay) = x−1y. Resta probar que d induce la topologı́a de G.

Para cada ε ∈R+ y a ∈G se define Uε(a) := {x ∈G : f (x,a)< ε}. Si ε ∈R+ y
k satisface 1

2k ≤ ε , entonces aVk ⊆Uε(a) pues x∈ aVk implica f (a,x)≤ 1
2k , ası́ cada

Uε(a) es una vecindad de a; por otro lado si A es una vecindad de a, entonces existe
k tal que aVk ⊆ A, si x /∈ aVk, entonces a−1x /∈Vl para l ≥ k por lo que f (x,a)≥ 1

2k

y ası́ U 1
2k
(a)⊆ aVk ⊆ A. Por tanto {Uε(a) : ε ∈ R+} es un base de vecindades para

a en la topologı́a de G. Por el punto (1) del lema Uε(a) ⊆ Bd(a,ε) ⊆U2ε(a) para
cualesquier a ∈ G y ε ∈ R+. De esto se sigue que d induce la topologı́a de G.

Finalmente d′ : G×G→ R (x,y) 7→ d(x−1,y−1) es una métrica invariante por
la derecha en G que es compatible pues x 7→ x−1 es un homeomorfismo. �

Proposición A.3. Sea G un grupo topológico.

Sea {Un}n∈N un conjunto de vecindades de e. Existe una pseudométrica con-
tinua e invariante por la izquierda en G tal que Bd(e,2−n) ⊆Un para cual-
quier n ∈ N.

La topologı́a de G es inducida por una familia de pseudométricas continuas,
invariantes por la izquierda y acotadas por 1 con cardinalidad w(G).

Demostración. La prueba es análoga a la del Teorema A.2, pero al no tener-
se que G es Hausdorff y que {Un}n∈N es una base local para e no es posible
afirmar que

⋂
n∈NUn = {e} por lo que la función d obtenida es una pseu-

dométrica y las contenciones Uε(a) ⊆ Bd(a,ε) ⊆ U2ε(a) sólo implican la
continuidad de d y no que induzca la topologı́a.
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Sean B = {Ui}i∈I una base local para e con cardinalidad w(G) y {Bi}i∈I una
partición de B tal que cada Bi es numerable. Nuevamente la construcción en
la demostración del Teorema A.2 aplicada a cada Bi proporciona una pseu-
dométrica di continua e invariante por la izquierda. Sean U abierto en G y
g∈U . Existe V ∈B tal que gV ⊆U . Para algún j ∈ I V ∈ B j, entonces existe
ε ∈ R+ tal que Bd j(e,ε)⊆V . Luego

Bd j(g,ε) = gBd j(e,ε)⊆ gV ⊆U.

Por tanto {di}i∈I induce la topologı́a de G.
�



Apéndice B

Raikov-compleción de grupos
topológicos

Definición B.1. Sea G un grupo topológico. F ⊆P(G) \ {∅} es una familia de
Cauchy si para cada vecindad abierta U de e existen x,y ∈ G y A,B ∈F tales que
A ⊆ xU y B ⊆Uy. Si además F es un filtro o filtro abierto se dirá que es filtro de
Cauchy o filtro abierto de Cauchy, respectivamente. Una red (xα)α∈A en G es de
Cauchy si para toda vecindad abierta U de e existe α0 ∈A tal que xαx−1

α ′ ,x
−1
α ′ xα ∈U

si α,α ′ ≥ α0.

Lema B.2. Sean G un grupo topológico. F es una familia de Cauchy si y sólo si
para cada vecindad abierta U de e existe P ∈F tal que PP−1,P−1P⊆U

Demostración. Supóngase que F es una familia de Cauchy. Sea V vecindad abier-
ta de e tal que VV−1 ⊆U ∩U−1; existen P ∈F y a ∈ G tales que P ⊆ Va, luego
PP−1 ⊆Va(Va)−1 =VV−1 ⊆U ∩U−1 y P−1P⊆ (U ∩U−1)−1 =U ∩U−1.

Recı́procamente supóngase que PP−1,P−1P ⊆ U para algún P ∈ F . Fı́jense
a,b ∈ P, entonces a−1P⊆ P−1P y Pb−1 ⊆ PP−1 por lo que P⊆ aU y P⊆Ub. �

Proposición B.3. Sea G un grupo topológico. Si una red en G es de Cauchy enton-
ces su filtro asociado es de Cauchy y viceversa.

Demostración. Sean (xα)α∈A una red de Cauchy en G y U una vecindad abierta
de e. Existe α0 ∈A tal que xαx−1

α ′ ,x
−1
α ′ xα ∈U si α,α ′ ≥ α0; ası́ P := {xα : α ≥ α0}

es un elemento del filtro asociado que satisface la condición del Lema B.2.
Recı́procamente sean F un filtro de Cauchy en G y U una vecindad abierta de

e. Existe P ∈F tal que PP−1,P−1P ⊆ U . Fı́jese p ∈ P, entonces para A,B ⊆ P,
a∈ A y b∈ B cualesquiera se cumple ab−1,b−1a∈U , de lo cual se sigue que la red
asociada es de Cauchy. �
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Definición B.4. Sea G un grupo topológico. G es Raikov completo si toda red de
Cauchy en G es convergente, o equivalentemente si todo filtro de Cauchy en G lo
es.

El propósito de este apartado es mostrar que todo grupo topológico G admite
una Raikov compleción, esto es, probar la existencia de un grupo Raikov completo
G∗ con un subgrupo denso toplógicamente isomorfo a G. Para ello lo primero es
presentar las nociones que se emplean en su construcción.

Definición B.5. Sean G un grupo topológico y η ,ξ ⊆P(G)\{∅}.

o(η) se define como el conjunto de abiertos en G que contienen a algún
elemento de η .

[ηξ ] denota al conjunto {AB : A ∈ η , B ∈ ξ}.
η es una familia con encogimientos si para cada B ∈ η existen A ∈ η y U y
V vecindades abiertas de e tales que UAV ⊆ B.

Un filtro canónico es un filtro abierto de Cauchy con encogimientos.

Si η y ξ son bases de filtro tales que para cualesquier A ∈ η y B ∈ ξ se
cumple A∩B 6=∅ se dirá que η es sincrónico con ξ .

Proposición B.6. Sean η ,ξ ∈P(G)\{∅}.

(1) Si η es base abierta de filtro entonces o(η) es un filtro abierto que contiene a
η .

(2) Si η es una familia de conjuntos abiertos con encogimientos entonces o(η)
también lo es.

(3) Si η es una familia de Cauchy entonces o(η) también lo es.

(4) Si η es base abierta de filtro y es una familia de Cauchy con encogimientos
entonces o(η) es un filtro canónico que contiene a η .

(5) Si η y ξ son bases abiertas de filtro entonces [ηξ ] es base abierta de filtro.

(6) Si η y ξ son familias con encogimientos entonces [ηξ ] es una familia con
encogimientos.

(7) Si η y ξ son familias de Cauchy entonces [ηξ ] también lo es.

(8) Si η y ξ son bases abiertas de filtro entonces o([o(η)o(ξ )]) = o([ηξ ]).

(9) Si η y ξ son filtros canónicos entonces [ηξ ] es una base de filtro abierto que
es de Cauchy y , además o([ηξ ]) es un filtro canónico.

(10) Si η es un filtro canónico y ξ es un filtro abierto de Cauchy sincrónico a η

entonces η ⊆ ξ . En particular, si ξ es también un filtro canónico, η = ξ
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Demostración. (1) Sean A,B ∈ o(η). Entonces existen L,M ∈ η tales que L ⊆ A
y M ⊆ B, luego existe N ∈ η tal que N ⊆ L∩M y ası́ N ⊆ A∩B, por lo que
A∩B ∈ o(η).

(2) Claramente si η es una familia de abiertos entonces η ⊆ o(η). Sea A ∈ o(η),
entonces existe L ∈ η tal que L ⊆ A. Por hipótesis existen M ∈ η ⊆ o(η) y
vecindades abiertas U y V de e tales que UMV ⊆ L.

(3) Sea U vecindad abierta de e. Existen a,b ∈ G y A,B ∈ η tales que A ⊆ aU y
B⊆Ub, luego aU,Ub ∈ o(η) y el resultado se sigue.

(4) Es inmediato de (1), (2) y (3).

(5) Si A ∈ [ηξ ], entonces A = L1M1 para algunos L1 ∈ η y M1 ∈ ξ por lo que A es
abierto. Si además B = L2M2 con L2 ∈ η y M2 ∈ ξ entonces existen L ∈ η y
M ∈ ξ que satisfacen L⊆ L1∩L2 y M ⊆M1∩M2. Luego LM ⊆ (L1∩L2)(M1∩
M2)⊆ L1M1∩L2M2

(6) Sea A ∈ [ηξ ]. Entonces A = LM para algunos L ∈ η y M ∈ ξ . Luego exis-
ten L1 ∈ η , M1 ∈ ξ y U1,U2,V1,V2 vecindades de e tales que U1L1V1 ⊆ L y
U2M1V2 ⊆M. Además U1L1M1V2 ⊆U1L1V1U2M1V2 pues e ∈U2V1, el resulta-
do se sigue.

(7) Dada U vecindad abierta de e sea también V vecindad abierta de e tal que
V 2 ⊆U . Como ξ es de Cauchy existen B ∈ ξ y b ∈ G tales que B ⊆ bV , exis-
ten también A ∈ η y a ∈ G tales que a ⊆ a(bV b−1). Ası́, AB ⊆ abV b−1bV =
abV 2 ⊆ abU . Similarmente se encuentran C ∈ η , D ∈ ξ y c,d ∈ G tales que
CD⊆Ucd.

(8) Por (1) [ηξ ]⊆ [o(η)o(ξ )] y entonces o([ηξ ])⊆ o([o(η)o(ξ )]). Por otro lado,
si O ∈ o([o(η)o(ξ )]) entonces existen A ∈ η , B ∈ ξ y abiertos U y V tales que
A⊆U , B⊆V y UV ⊆ O; ası́ AB ∈ [ηξ ] y AB⊆ O por lo que O ∈ o([ηξ ]).

(9) Se sigue de (4)-(7).

(10) La segunda afirmación es consecuencia inmediata de la primera. Para verificar
la primera sea U ∈ η . Por ser η una familia con encogimientos existen P ∈ η

y V vecindad de e tales que PV ⊆U . Sea W vecindad de e tal que W−1W ⊆V .
Por ser ξ de Cauchy existe b ∈ G tal que bW ∈ ξ . Como P∩bW 6=∅ se tiene
que b ∈ PW−1, lo que implica bW ⊆ PW−1W ⊆ PV ⊆ PV y por ende U ∈ ξ .

�

Se cuenta ahora con todas las herramientas para definir la Raikov compleción
de un grupo topológico. Sea G∗ el conjunto de los filtros canónicos en G. Nótese
que para cada x ∈ G el conjunto de sus vecindades abiertas, denotado Bx, es un
elemento de G∗; esto define una función inyectiva i : G→ G∗.
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Se define una operación > en G∗ por η >ξ := o([ηξ ]).

Proposición B.7. G∗ es un grupo bajo la operación > y la función i un morfismo
de grupos.

Demostración. Sean η ,ξ ,ν ∈ G∗. Por (8) de la Proposición B.6

η > (ξ >ν) = o([η(ξ >ν)]) = o([ηo([ξ ν ])]) = o([o(η)o([ξ ν ])])

= o([o(η)o(ξ )o(ν)]) = o([o([ηξ ])o(ν)]) = o([o([ηξ ]ν)]) = (η >ξ )>ν .

Sean A ∈ η y B ∈ η >Be, existen C ∈ η y L ∈ Be tales que CL⊆ B. A∩C 6=∅,
pues η es filtro canónico, y C ⊆CL, pues e ∈ L. Luego η y η >Be son sincrónicos
y por tanto η >Be = η . Similarmente Be >η = η .

Considérese η ′ = {A−1 : A ∈ η} ∈ G∗. Para A,B ∈ η cualesquiera se tiene que
e∈ (A∩B)(A∩B)−1⊆AB−1 y e∈ (A∩B)−1(A∩B)⊆A−1B, por lo que η>η ′⊆Be

y η ′>η ⊆ Be. Además por el Lema B.2 se dan las contenciones inversas. Por tanto
(G∗,>) es un grupo.

Sean x,y ∈ G. Claramente xy ∈ O para cualquier O ∈ o([BxBy]), por lo que
Bx >By ⊆ Bxy. Sea ahora U ∈ Bxy, entonces x−1Uy−1 ∈ Be y existe V ∈ Be tal que
V 2 ⊆ x−1Uy−1. Ası́, xV ∈ Bx, V y ∈ By y (xV )(V y)⊆U ; por lo que U ∈ o([BxBy]).
Por tanto Bxy = Bx >By, i.e., i(xy) = i(x)> i(y). �

Lo siguiente es definir una topologı́a en G∗. Sea T la topologı́a en G, para
cada U ∈ T sea U∗ := {η ∈ G∗ : u ∈ η}. Nótese que para U,V ∈ T cualesquiera
se satisface U∗ ∩V ∗ = (U ∩V )∗, U∗ ∩ i(G) = i(U) y U∗ ∩ i(G) 6= ∅. De esto se
sigue que B := {U∗ : U ∈ T } es base para una topologı́a T ∗ en G∗ y que i es un
encaje respecto a esta topologı́a cuya imagen es densa.

Proposición B.8. (G∗,>,T ∗) es un grupo topológico.

Demostración. Para cualquier U ∈ T se satisface (U∗)−1 = (U−1)∗ por lo que la
inversión en G∗ es continua. Sean η ,ξ ∈ G∗ y W ∗ una vecindad básica de η > ξ .
Entonces W ∈ η > ξ = o([ηξ ]), luego existen U ∈ η y V ∈ ξ tales que UV ⊆W .
Sean ν ∈U∗ y µ ∈V ∗, entonces UV ∈ [νµ], por lo que W ∈ o([νµ]) = ν >µ , esto
es, ν >µ ∈W ∗; por tanto U∗>V ∗ ⊆W ∗ y se sigue la continuidad de >. �

A continuación se probará que G∗ es Raikov completo, para ello es necesa-
rio dar previamente algunos resultados. Se emplearán las siguientes notaciones:
s(ξ ) := {UPV : P ∈ ξ , U,V ∈ Be} y c(ξ ) := o(s(ξ )) si ξ ∈P(G)\{∅}.

Proposición B.9. Si ξ es un filtro abierto de Cauchy en G, entonces c(ξ ) es un
filtro canónico.
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Demostración. Por (4) de la Proposición B.6 es suficiente mostrar que s(ξ ) es base
abierta de filtro y una familia de Cauchy con encogimientos.

Sea A∈ S(ξ ), esto es, A =U1P1V1 para algunos U1,V1 ∈ Be y P1 ∈ ξ . Por ser U1
abierto el producto U1P1V1 lo es también. Sea además B =U2P2V2 con U2,V2 ∈ Be

y P2 ∈ ξ .

A∩B = (U1P1V1)∩ (U2P2V2) = (U1∩U2)(P1∩P2)(V1∩V2) ∈ s(ξ ).

Por tanto s(ξ ) es base abierta de filtro.
Sean W1,W2 ∈ Be tales que W 2

1 ⊆U1 y W 2
2 ⊆V1, entonces C :=W1PW2 ∈ s(ξ )

satisface W1BW2 ⊆ A, por tanto s(ξ ) es una familia con encogimientos.
Ahora sea V ∈ Be y sea W ∈ Be tal que W 3 ⊆ V . Por ser ξ filtro abierto de

Cauchy existen a,b ∈ G tales que aW,Wb ∈ ξ , entonces

W 3b = (W )(Wb)(b−1Wb) ∈ s(ξ ) y aW 3 = (aWa−1)(aW )(W ) ∈ s(ξ ),

además aW 3 ⊆ aV y W 3b⊆V b; por tanto s(ξ ) es de Cauchy. �

Proposición B.10. Sean G un subgrupo denso de un grupo topológico H y η un
filtro abierto en H. Si ηG := {W ∩G : W ∈ η} se tiene que:

a) ηG es un filtro abierto en G sincrónico con η;

b) si η es de Cauchy en H, entonces ηG es de Cauchy en G;

c) si ηG converge en G, entonces η converge en H al mismo punto;

d) si η es canónico en H, entonces ηG es canónico en G.

Demostración. a) Se sigue de la densidad de G.

b) Sea W una vecindad abierta de e en G. Entonces W =U ∩G para alguna vecin-
dad abierta de e en H. Por el Lema B.2 existe F ∈ η tal que FF−1,F−1F ⊆U .
Sea P = F ∩G ∈ ηG, entonces

PP−1 = (F ∩G)(F−1∩G) = FF−1∩G⊆U ∩G =W y

P−1P = (F−1∩G)(F ∩G) = F−1F ∩G⊆U ∩G =W.

c) Sea g lı́mite de ηG y sea U una vecindad abierta de g en H. Por ser H un
espacio regular existe V abierto en H tal que g ∈V y V ⊆U ; V ∩G es vecindad
de g en G, entonces V ∩G ∈ ηG, i.e., V ∩G =W ∩G para algún W ∈ η ; luego
W ⊆W ∩G =V ∩G⊆V ∩G⊆U . Por tanto η converge a g en H.

d) Resta verificar que ηG es una familia con encogimientos. Sea A ∈ ηG, entonces
A = L∩G para algún L ∈ η . Existen M ∈ η y U,V vecindades abiertas de e en
H tales que UMV ⊆ L, luego (U ∩G)(M∩G)(V ∩G)⊆UMV ∩G⊆ A.

�
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Lema B.11. Si η es un filtro en G tal que o(η) converge entonces η converge.

Demostración. Sea x un lı́mite de o(η), esto significa que Bx ⊆ o(η). Por otro lado
o(η)⊆ η . Por tanto Bx ⊆ η , i.e., η converge a x. �

Teorema B.12. G∗ es Raikov completo.

Demostración. Por el Lema B.11 y (1) y (3) de la Proposición B.6 es suficiente
probar que todo filtro abierto de Cauchy converge. Sea η una de tales familias. Por
simplicidad se considerará a cada x ∈ G como i(x) de forma que G ⊆ G∗. Ası́, ηG

es un filtro abierto de Cauchy en G sincrónico con η . Sea ξ := c(ηG), este es un
filtro canónico en G contenido en ηG, en particular ξ ∈G∗. Para cualquier vecindad
básica U∗ de ξ , U ∈ ηG, además U ⊆U∗ por lo que ηG converge a ξ y por c) de la
Proposición B.10 η también converge a ξ . �

Queda ası́ probada la existencia de una Raikov compleción para cualquier gru-
po topológico. Finalmente se demostrará la unicidad, salvo isomorfismo topológi-
co, de esta.

Lema B.13. Sean G y H grupos topológicos y f : G→ H un homomorfismo con-
tinuo. Si F es un filtro de Cauchy en G entonces f (F ) := { f (U) : U ∈F} es un
filtro de Cauchy en H.

Demostración. Obviamente se cumple que f (F ) es un filtro en H. Sea U una
vecindad abierta de eH . Existen A,B ∈ F y a,b ∈ G tales que A ⊆ a f−1(U) y
B⊆ f−1(U)b; luego f (A)⊆ f (a f−1(U))⊆ f (a)U y f (B)⊆ f ( f−1(U)b)⊆U f (b).
Por tanto f (F ) es de Cauchy. �

Proposición B.14. Sean H un grupo topológico, G un subgrupo denso de H y
f : G→ K un homomorfismo continuo de G a un grupo Raikov completo K. f se
extiende a un homomorfismo continuo f̂ : H→ K.

Demostración. Para cada z ∈ H sea ηz el conjunto de vecindades de z, este es
claramente un filtro de Cauchy en H; entonces ξz := {U ∩G : U ∈ ηz} lo es en G.
Por el Lema B.13 cada f (ξz) es un filtro de Cauchy en K, entonces f (ξz) converge
a algún f̂ (z). Como para cualquier g ∈ G lı́mξg = g y f es continua se tiene que
lı́m f (ξz) = f (z), por tanto f̂ es una extensión de f .

Sean A⊆ G, z ∈ A y δa := {U ∩A : U ∈ ηz}, este es un filtro de Cauchy en G y
por el Lema B.13 f (δA) es un filtro de Cauchy en K. Sea y1 el lı́mite de este filtro,
entonces y1 ∈ f̂ (A). Nótese que δA y ξz son sincrónicos, por lo cual f̂ (δA) y f̂ (ξz)

también lo son; luego sus lı́mites coinciden y ası́ f̂ (z) ∈ f̂ (A). Por tanto f̂ �G∪{z} es
una extensión continua de f . Por ser K un espacio regular se sigue del Teorema de
Bourbaki-Dieudonné que f̂ es continua.
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Supóngase que existen a,b∈H tales que f̂ (ab) 6= f̂ (a) f̂ (b). Sean O y W abier-
tos ajenos en K tales que f̂ (ab)∈O y f̂ (a) f̂ (b)∈W y sean U y V vecindades abier-
tas de f̂ (a) y f̂ (b), respectivamente, que cumplen UV ⊆W . Existen además U1 y V1
abiertos en H tales que a ∈U1, b ∈V1, f (U1)⊆U , f (V1)⊆V y f (U1V1)⊆ O. Por
densidad de G pueden encontrarse a1 ∈U1∩G y b1 ∈ V1∩G. De todo lo anterior
se sigue que

f̂ (a1b1) = f (a1b1) = f (a1) f (b1) = f̂ (a1) f̂ (b1) ∈UV ⊆W ;

contradiciendo O∩W =∅. Por tanto f̂ es un homomorfismo. �

Es una consecuencia inmediata de esta proposición que si H1 y H2 son Raikov-
compleciones de un grupo G entonces son topológicamente isomorfos.
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