UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

Facurtap bE CIENCIAS

GRUPOS TOPOLOGICOS DE ISOMETRIAS

T E S I S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:

MATEMATICO

PRESENTA:

MANUEL EDUARDO CHACON OCHOA

TUTOR

DR. SERGEY ANTONYAN

2015

México, D.F.


Veronica
Texto escrito a máquina
México, D.F.


e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.






Trabajo realizado gracias al Programa de Apoyo a Proyectos de
Investigacién e Innovacién Tecnolégica (PAPIIT) de la UNAM,
en el Proyecto IN101314 Topologia geométrica-5 bajo la
responsabilidad del Dr. Sergey Antonyan.

Se agradece a la DGAPA-UNAM la beca recibida.






Indice general

Introduccion
0. Notacion y nociones previas

1. Grupos de isometrias y su accion

1.1. Propiedades de algunos grupos de isometrias . . . . .. ... ..
1.2. Laaccién natural de los grupos de isometrias . . . ... ... ..

2. Realizaciones como grupos de isometrias

2.1. Subgrupos cerrados de grupos de isometrias . . . . .. ... ...

2.2. Caracterizacion de grupos realizables . .
2.3. Meétricas invariantes para acciones propias

A. El Teorema de Birkhoff-Kakutani

B. Raikov-complecion de grupos topologicos

III

19
19
29
38

41

45






Introduccion

La teoria de los grupos topoldgicos de transformaciones se centra en el estudio
de las acciones continuas de grupos topoldgicos en espacios topoldgicos. Estas
pueden ser vistas como homomorfismos continuos de un grupo topoldgico G en
el grupo de homeomorfismos de un espacio X, Homeo(X) respecto a la topologia
compacto-abierta en este ultimo. Asi, todo grupo topoldgico actuante en un espacio
X tiene una fuerte relacién con el grupo Homeo(X). Es por ello decepcionante que
en general Homeo(X) no resulte ser un grupo toplégico.

Sin embargo, para espacios con una estructura mas fuerte, la de espacio métri-
co, existe un grupo en cierto sentido andlogo a Homeo(X) que tiene una mejor
relacién con su topologia. Este grupo es el de las isometrias, es decir, el grupo de
las biyecciones que preservan la métrica en el espacio respectivo.

El presente trabajo se dedica al estudio de los grupos de isometrias, su accion
natural y su relacién con otros grupos topoldgicos.

La primera parte comprende el estudio de estos grupos y de su accioén natural.
Se comienza con resultados relativos a la cualidades de dichos grupos en funcién de
los correspondientes espacios métricos. Luego se considera la accién de los grupos
de isometrias, concretamente se estudian condiciones bajo las cuales esta es pro-
pia. Los principales resultados expuestos en esta parte toman como referencia los
articulos [5] y [8] de Gao y Kechris y de Manoussos y Strantzalos, respectivamente.

La segunda parte corresponde a las representaciones de grupos topolégicos co-
mo grupos de isometrias.

Se parte de un teorema general sobre realizaciones en subgrupos de grupos de
isometrias, para a continuacién estudiar el caso de los subgrupos cerrados. Esto
se hace tomando como referencia principal el trabajo de Piotr Niemiec [11], se
deducen ademds resultados probados originalmente por Gao y Kechris y Julien
Melleray en [5] y [9].

Después se presenta la caracterizacion de los grupos topoldgicos realizables co-
mo grupos de isometrias mediante una propiedad relativa a completud y se estudia
la clase de estos grupos. Nuevamente la referencia es [11].

Finalmente se toca brevemente el problema de la existencia de métricas inva-
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VI INDICE GENERAL

riantes para acciones propias. Si bien el caso general sigue abierto, se han presen-
tado diversos avances. Concretamente en este trabajo se incluye la equivalencia de
este problema a la paracompacidad del espacio orbital; hecho probado por Anton-
yan y de Neymet en [1].



Capitulo 0

Notacion y nociones previas

Se presentan a continuacion la notacidon y terminologia que se empleard en
este trabajo, asi como algunos resultados conocidos de los que se haré uso. Estos
ultimos s6lo se enuncian y se proporciona una referencia.

Se procura usar notacién estandar, por ejemplo U, N'y () denotan las ope-
raciones de unién, interseccion y potencia, respectivamente, aunque U se sustituye
por U cuando se consideran conjuntos ajenos con el propdsito de enfatizar este
hecho. Se denota por R y N a los conjunto de los nimeros reales y naturales, res-
pectivamente, y por RT y NT a sus partes positivas (se considera 0 € N). Para un
conjunto arbitrario X se denota por X <® al conjunto de sucesiones finitas en X y
por X al conjunto de sucesiones infinitas.

Nociones de Topologia General

Definicion 0.1. Sea X un conjunto. Se dice que una funcién d : X x X — R es una
pseudométrica en X si

» d[X xX] CRTU{0},

» d[{(x,x) :xe€X}] C{0},

» Vx,yeXd(x,y)=d(y,x)y

» Vx,y,2€ X d(x,2) <d(x,y)+d(y,z)

Un espacio pseudométrico es un par (X,d) con d una pseudométrica en X.

Definicion 0.2. Sea (X,d) un espacio pseudométrico. Para x € X y € € R se
definen B, (x,€) .= {y € X : d(x,y) < €} y By(x,€) :={y € X :d(x,y) < €}. Sino
existe ambigiiedad simplemente se escribird B(x,€) y B(x, €).
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Definicion 0.3. Sean (X, 7) un espacio topolégico y A C X. Se dice que el conjunto
A es precompacto si su cerradura, A, es compacta.

Definicion 0.4. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. El peso de X, w(X), se refiere a
la minima cardinalidad de una base de su topologia.

Se asumiré siempre que el peso de un espacio es infinito.

Definicion 0.5. Sea {(X;,7;) : i € I} un conjunto de espacios topolégicos ajenos
por pares. Se define su suma, @;-; X;, como el espacio topolégico (| |;;Xi, T) con
T dadoporU € Tsiysdlosiparatodoi € I UNX; € ;.

Definicion 0.6. Sean X un espacio topoldgico y x € X. La cuasicomponente de
x es la interseccion de los subconjuntos simulaneamte abiertos y cerrados que lo
contienen. El conjunto de las cuasicomponentes de un espacio se denotard por €'y
se le considerara provisto de la topologia cociente respecto a la funcién que asigna
a cada punto su cuasicomponente.

Teorema 0.7 (Bourbaki-Dieudonné). [4, p. 146] Sean X y Y espacios topologicos
conY regular, A densoenX y f:A —Y continua. Entonces f admite una extension
a X si'y solo si admite una extension a AU{x} para cada x € X.

Definicién 0.8. Sean X y Y conjuntos arbitrarios. Se define X¥ como el conjunto
de todas las funciones f: X — Y. Si X es un espacio topolégico se considera a
XY provisto de la topologia producto. Si ¥ es también espacio topolégico se define
C(X,Y) = {f € XY : fescontinua }; ademds este conjunto estard dotado de la
topologia compacto abierta, es decir, aquella que tiene como subbase los conjuntos
{feC(X,Y): fI[K] CU} con K C X compactoy U C Y abierto.

Definicion 0.9. Sean X un espacio topoldgico, (Y,d) un espacio pseudométrico
y F CC(X,Y). F es equicontinuo en x € X si para todo € € R existe U vecin-
dad de x tal que f[U] C By(f(x),€) para cualquier f € F. F es equicontinuo si es
equicontinuo en cada punto.

Teorema 0.10. /6, p. 232] Sean X y Y espacios topoldgicos y sea F C C(X,Y)
equicontinuo. Entonces en F la topologia de la convergencia puntual coincide con
la topologia compacto-abierta.

Teorema 0.11 (Arzela-Ascoli). [6, p. 233] Sean X un espacio de Hausdorff, (Y,d)
un espacio métricoy F C C(X,Y). F es precompacto si F es equicontinuo y para
todox € X F(x) ={f(x): f € F} es precompacto en' Y. Ademds si X es localmente
compacto, entonces el reciproco es cierto.

Definicion 0.12. Sea (X,d) un espacio métrico. X es polaco si es completo y se-
parable.



Teorema 0.13. /4, p. 272] Sea (X ,d) un espacio métrico. Entonces existe un espa-
cio métrico completo (Y,p), la complecion de X, tal que X CY, plxxx=dy X es
denso enY. Ademds Y es tinico salvo isometria y toda isometria de X se extiende a
una isometria de Y .

Teorema 0.14 (Stone). [4, p. 280] Toda cubierta abierta de un espacio metrizable
admite un refinamiento localmente finito y o-discreto.

Grupos topologicos y acciones continuas

Definicion 0.15. Una terna (G,-7) con-: G x G — Gy 7 C Z(G) se llama grupo
topologico si

» (G,-) es un grupo,
= (G, 7) es un espacio topoldgico y

1

= Las funciones - y g — g~ ' son continuas.

Como es usual, los grupos topolégicos se nombrardn simplemente por su con-
junto subyacente, es decir, G se referird a (G, -, 7). También se omitird el simbolo
-, a-bserdab.

Definicion 0.16. Sean G y H grupos topoldgicos. Una biyeccién f : G —» H es
un isomorfismo topolégico si fy f~! son homomorfismos continuos. En tal caso
se dice ademds que G y H son topoldgicamente isomorfos, lo cual se denota por
G=H.

Definicion 0.17. Sea G un grupo topolégico. Una pseudométrica d en G se dice
invariante por la izquierda si d(gx,gy) = d(x,y) para todos g,x,y € G.

Definicion 0.18. Sean G un grupo topoldgico y A,B C G. Se definen
» AB:={abeG:a€cA,becB},
» A li={al:acAly
» A":={ajay---a,:ay, - ,a, EA} (n€NT),

Proposicion 0.19. [14, p. 6, p. 10] Sean G un grupo topoldgico y e su elemento
neutro. Para cualquier vecindad U de e y n € N existen V 'y W vecindades de e
tales que V? CU yWW~!1 C U.

Proposicion 0.20. [/4, p. 7] Sea G un grupo topoldgico. Si U es abierto en G
entonces UA y AU son abiertos para cualquier A C G.
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Definicion 0.21. Sean G un grupo topoldgico con neutro ¢ y X un espacio to-
polégico. Una accion (izquierda) de G en X es un funcién continua G x X — X,
(g,x) — gx tal que ex = x y (gh)x = g(hx) para cualesquier g,h € Gy x € X. Se
dice también que G actia en X o que X es un G-espacio.

Definicion 0.22. Sean G un grupo topolégico, X un G-espacio y x € X. El grupo
de isotropia de x es G, := {g € G : gx = x}. La accién de G en X es efectiva si
Neex Gx = {e}. La 6rbita de x es G(x) = {gx : g € G} y el espacio orbital es
X /G ={G(x) : x € X} provisto de la topologia cociente respecto a la proyeccion
orbital X — X /G x — G(x).

Definicion 0.23. Sean G un grupo topoldgico, X un G-espacio y U,V C X. El
transportador de U en 'V es (U,V) :={g € G:gUNV # @}. U es relativamente
delgado con V si (U,V) es precompacto. U es pequerio si cada x € X tiene una
vecindad relativamente delgada con U. La accion de G en X es propia o X es un
G-espacio propio si cada punto tiene una vecindad pequeiia.



Capitulo 1

Grupos topologicos de isometrias
y su accion natural

Este capitulo se enfoca al estudio de los grupos de isometrias propiamente di-
chos asi como al de su accién natural en el espacio correspondiente. Se comienza
por ello definiendo formalmente estos grupos.

Definicion 1.0.1. Sea (X,d) un espacio métrico. Una isometria de X es una funcién
biyectiva @ : X — X tal que d(¢(x), ¢(y)) = d(x,y) para cualesquier x,y € X. Se
denota al conjunto de tales funciones por Iso(X,d).

Es evidente que cualquier isometria es un homeomorfismo y que el conjunto
de dichas funciones constituye un grupo bajo la composicién. Lo siguiente es dotar
este conjunto de una estructura topolégica, esta serd la ropologia de la convergencia
puntual, es decir, aquella en la que la convergencia es la convergencia puntual de
funciones y que tiene como subbase los conjuntos de la forma

B(x,9,¢) = {y € Iso(X,d) : d(y(x), p(x)) < €}

conx € X, ¢ €Iso(X,d) y € € RT. En adelante se asume que cualquier grupo de
isometrias estd provisto de esta topologia.

Teorema 1.0.2. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces Iso(X,d) es un grupo
topolégico.

Demostracion. Dados un abierto subbdsico U = B(x, ¢, €) en Iso(X,d) e isometrias
Yy o tales que yo € U sean

o (G(x)% e—d(wcz(x),tp(x))) yW =B (x@ e—d(wcfz(x)xp(x))) .

5
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Es claro que V x W es vecindad abierta de (y, o) en Iso(X,d) x Iso(X,d). Para
y1 €V y o €W, setiene que

d(y101(x),9(x)) <d(y101(x),y10(x)) +d(y10(x), yo(x)) +d(yo(x),p(x))
L E-dlyol).0())  e—d(yoly), @)
2 2
Por tanto la composicién es continua en Iso(X, d).

Sean ¢ € Iso(X,d) y U = B(x, ¢, €). Para cualquier ¥ € Iso(X,d) se cumple
que d(y'o(x),0 " @(x)) = d(y ' o(x), yy(x)) = d(y(x), ¢(x)), por lo que
v cUsiysolosi y!' € B(o(x),p ! ¢),ie., U =B(g(x),¢~',¢&). Por tanto
¢ — ¢! es continua en Iso(X, d). |

+d(yo(x),ox) =€

1.1. Propiedades de algunos grupos de isometrias

Lo primero que se probard son dos sencillos lemas que serdn ttiles posterior-
mente.

Lema 1.1.1. Sean (X,d) un espacio métrico y D un subespacio denso de X. La
funcion T : Iso(X,d) — XP, @ = @|p es un encaje topoldgico.

Demostracion. Sean @,y € Iso(X,d) distintas. Por ser X un espacio Hausdorff

@Ip# Yip.
Si (@q)qe.r €s una red en Iso(X,d) tal que @y, — ¢ puntualmente para algin

¢ € Iso(X,d), entonces en particular @y [p— @[p, por lo que I" es continua.
SiU =N B(xi, ¥, &) es un abierto basico en Iso(X,d), entonces

TU)={fexP:vic{l,....m} f(x,) € Ba(ox.(x1,), &)} NT[Iso(X,d)]
con {xy, }7L; = {x;}_; N D. Por tanto I es un encaje topoldgico. [ |

Lema 1.1.2. Sean (X,d) un espacio métrico y (Qg)qcey una red en Iso(X,d). Si

(00 (X)) acr ¥ (051 (x))qeer convergen para todo x € X, entonces (Qq)qcos €S
convergente en Iso(X ,d).

Demostracién. Sean @,y : X— X dadas por ¢ (x) = im @ (x) y w(x)= lim ¢ !(x).

acd ocd

Six,y € X, entonces d(@(x),0(y)) = Im d(@y(x), Ps(y)) = d(x,y). Ademéas

Ay (x),x) = lim d(gay(x),) = lim d(w(x), 95" (1)) =0y
d(yo(x),x) = lim (¢, ¢(x),x) = lim d((x), 9a(x)) =0,

lo que implica ¥ = ¢~!. Por tanto ¢ € Iso(X,d) y por construccién (Qg)gc.or
converge a ¢ puntualmente. [ |
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Como es de suponer, no es posible decir mucho acerca de los grupos de iso-
metrias en general; sin embargo, imponer algunas caracteristicas al espacio métrico
resulta en propiedades convenientes para su grupo de isometrias. El resto de esta
seccidn se centra en esta clase de resultados.

Proposicion 1.1.3. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces w(Iso(X,d)) < w(X).

Demostracion. Sea D C X denso tal que |[D| < w(X). Del Lema 1.1.1 se sigue que
w(Iso(X,d)) < w(XP) y por la eleccién de D se tiene w(XP) < w(X). |

Corolario 1.1.4. Si (X,d) es separable, entonces Iso(X ,d) es metrizable.

Demostracion. En esta situacion Iso(X,d) es segundo numerable y por el Teorema
de Birkhoff-Kakutani (Teorema A.2) se sigue que es metrizable. |

Teorema 1.1.5. Si (X,d) es un espacio polaco, entonces Iso(X,d) es un grupo
polaco, es decir, separable y completamente metrizable.

Demostracion. Se sigue de la Proposicion 1.1.3 que Iso(X,d) es separable.
Sea {x, : n € N} denso en X. Se define 8 : Iso(X,d) x Iso(X,d) — R por

e 1 A v) L (e (). )
So.v) = L, [1+d<<p<xn>,w< ) T d(e (), w—1<xn>>]

Por ser d métrica, § es simétrica y no negativa. Sean @, y, w € Iso(X,d)

e L[ o)) | d(e (n).r ()
5("””)‘,16%2"L+d<<p<xm< ) 1l () lxn»}
e 1 d(0(w),7(x)) 1 d(o (o). ()
n€N2"1+d<sv< D 0)) B2 T d (o (e ()
vyl D)y 1 dy(n).at)

neszdq» ), yon) 5 2y 7l

)
1 d(@~" (x), ¥ (x)) 1 dy ' (x,), 7~ 1(xn))
,§N21+d<¢‘1(xn),w—‘(xn)) HE\IZI—&-(Z “T(x,), 7

=6(p,y)+6(y,7).

(%))

Por tanto 0 es una métrica en Iso(X,d).

Afirmacion. 8§ es compatible con la topologia de Iso(X,d).
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Prueba: Primero se verificara que la topologia de Iso(X,d) es més fina que la in-
ducida por 8. Para ello considérese U := Bgs(¢, €) una bola en Iso(X,d) respecto a
la métrica 6. Sean N € N tal que zNI—,] <€y

N e -1
. -1
V= | |B(xn,<p ,8)] R

n=0 n=0

N
ﬂB<xn,<p,§>] n

esta es una vecindad abierta de ¢ en la topologia de la convergencia puntual. Si
¥ €V, entonces

& L[ (@), () Ao~ (x,), w (x))
R Y i RS frira ]

o L[ d(@(x), w(xa)) d(@~ " (xa), ¥ (xa))
+n:;+l 2" {1 Td{p(e) yx) 1+d(¢1(xn),w1(xn))]
<ilﬂ+ Y nl<its

n:02n 4 n=N-+1 2n 2 2

porloque V C U.

Para la contencion inversa considérense (¢ )ren una sucesion en Iso(X,d) y
¢ € Iso(X,d) tales que im §(¢y, @) = 0, en particular d (@ (x,),¢(x,)) — O para
cada n € N. Luego, para cualesquier x € X y € € RT existen n,k € N tales que

d(x0,x) < § y d(@x(x), @) < & por lo que

d(Pi(x),9(x)) < d(@(x), Pr(xn)) + d(Pi(xn), 9 (xn)) +d(@(xn), 9(x))
= 2d(xp,x) +d (@ (xn), @(xn)) < €.

Por tanto (¢, ),en converge puntualmente a ¢. T

Resta verificar la completud de esta métrica. Sea (¢;);en C Iso(X,d) una suce-
sién §-Cauchy. Para cada m € N la sucesion (@;(x,,))icn es d-Cauchy, pues

m 1 d(‘Pi(xn)7¢j(xn)) d((piil(xn)v(pjil(xn))
d((Pi(Xn1)7(pj(x;n)) <2 ’;\]E 1+d((Pi(Xn),(Pj(xn)) 1+d((pi_l(xn),§0j~_1(xn))

=2"6(¢1,9)).

Entonces, por completud de (X,d), es convergente.
Sea x € X. Para cualquier n € N,

d(@i(x), 9;(x)) < d(@;(x), @i(xn)) +d(@i(xn), @j(xn)) +d(@j(xa), @;(x))
= 2d(x, %) +d(Qi(xn), 9;(xn)),
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lo cual muestra que (@;(x));en es d-Cauchy; puede entonces definirse la funcién
@(x) =1im (@;(x)). Obviamente (¢; ' (x));cry también es 5-Cauchy y andlogamente
se tiene que es convergente para cada x € X; sea y(x) = im ¢! (x). Se concluye
por el Lema 1.1.2 que (¢, ),en €s convergente.

Teorema 1.1.6. Sea (X,d) compacto. Entonces Iso(X ,d) es compacto 'y metrizable.

Demostracion. La metrizabilidad se sigue del corolario 1.1.4. Fijese {x, : n € N}
densoen X y sea (¢,),en C Iso(X,d). Por compacidad de X existe una subsucesion
(@0.1n)nen de (@n)nen tal que (@o,(x0))nen es convergente. Recursivamente, para
m € N existe (@p+1.1)nen subsucesion de (@, »)nen tal que (@10 (Xm+1))nen €8
convergente. Para cada m € N (¢, ,)n>m €s una subsucesion de (@, ,)necn, enton-
ces (@nn(xm))nen es convergente. Asi, (@y,)nen €s una subsucesion de (@ )nen
que converge puntualmente en {x, : n € N}. Similarmente existe una subsucesion
(W)nen de (@un)nen tal que (W, 1) en converge puntualmente en {x, : n € N}. De
manera andloga al final de la prueba anterior se observa que (Y, ),cn converge en
Iso(X,d) y por tanto Iso(X,d) es compacto. |

Como se muestra en el siguiente ejemplo las propiedades relativas a conexidad
no necesariamente se transmiten a Iso(X, d).

Ejemplo 1.1.7. Sea X = [0, 1] con la métrica usual. Ya que d(x,y) =1 si y s6lo si
{x,y} ={0,1} se tiene que para cualquier g € Iso(X,d) g({0,1}) = {0,1}, de lo
cual se sigue que g(x) =x o g(x) = 1 —x. Por tanto Iso(X,d) = Z, con la topologia
discreta.

Sin embargo cierto grado de conexidad permite que Iso(X,d) posea otras pro-
piedades deseables. Més precisamente, se tiene el siguiente teorema:

Teorema 1.1.8. Sea (X,d) un espacio métrico localmente compacto'y sea € el es-
pacio cociente de las cuasicomponentes de X. Si € es compacto, entonces Iso(X ,d)
es localmente compacto.

La demostracion de este teorema es un poco mas extensa que la de los anteriores
y se realizard por medio de varios lemas.

Lema 1.1.9. Sean (X,d) un espacio métrico localmente compacto, F C Iso(X,d)

y
K(F)={x€X:F(x)={¢(x): ¢ € F} es precompacto}.

Entonces K(F) es un subconjunto abierto y cerrado de X.
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Demostracion. Sea x € K(F). Por compacidad local de X, para cada z € F(x)
existe una vecindad U, precompacta; por compacidad de F(x) una cantidad finita
{Ui,...,U,} de tales vecindades lo cubre. Sea A := |J!_, U;. Esta es una vecindad
precompacta de F(x). Sea € tal que N(F (x),€) == {y € X : d(y,F(x) <€)} CA.En
adelante si G C Iso(X,d) y B C X se denotard por G(B) a {g(x) : g € G, x € B}.
Daday € B(x, €) se tiene que

F(y) S F(B = fB(x,e)] = | B(f(x),€) = N(F(x),€) C A,

fEFr fEF

asi F(y) es compacto y por tanto B(x,€) C K(F); luego K(F) es abierto.
Sean x un punto de acumulacién de K(F) y 1 > 0 tal que B(x,4n) es precom-
pacto. Considérese y € K(F) N B(x,n), entonces

F(y) CF(B(x,n)) CF(B(x,2n)) = |J @(B(x,2n))
QcF

Por compacidad de F (y) existe L C F finito tal que F(y) C L(N(x,2n)).Sean ¢ € F
y ¥ € Ltal que ¢(y) € y(N(x,21n)), entonces

d(@(x), ¥(y)) <d(9(x), (y)) +d(@(y), y(x)) +d(y(x), ¥(y))
=2d(x,y) +d(9(y), ¥(x)) <4n,

luego @(x) € B(y(x),4n) C L(B(x,4n)), por lo que F(x) C L(B(x,4n)). Por tanto
K(F) es cerrado. n

Lema 1.1.10. Sea (X,d) un espacio métrico localmente compacto cuyo espacio de
cuasicomponentes € es compacto. Entonces existen xi,...,x, € X y €,...,&, €
R rales que ", B(x;,1d, €;) es precompacto en C(X,X )

Demostracion. Para cada x € X sea &, € R™ tal que B(x, &) es precompacto. En-
tonces B(x,ld,€,) es una vecindad de la identidad de X en Iso(X,d). Por la elec-
cién de &, x € K(B(x,Id,€,)) y por el Lema 1.1.9 este es un conjunto abierto
que contiene a cualquier cuasicomponente de X que intersecta, entonces deno-
tando por ¢ a la funcién cociente de X a % se tiene que ¢~ 'q(K(B(x,1d,€,))) =
K(B(x,1d,€)) y q(K(B(x,1d,€,))) es abierto en €. Por compacidad de € existen
Xi,...,Xm € X tales que {g(K(B(x;,1d,€)))}", es cubierta de €. Esto significa
que X = UL, K(B(xi,1d,€,)). Considérese la vecindad F = (/L B(x;,1d, &) de

la identidad; para toda x € X existe algtin i tal que x € K(B(x;,1d, €,)), y puesto que
F C B(x;,1d, €,,) se tiene que F(x) es compacto. Por el Teorema de Arzela-Ascoli,
F es precompacto en C(X,X). [ |
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Lema 1.1.11. Si (X,d) es un espacio métrico localmente compacto 'y € compacto,
entonces X es separable.

La demostracidn de este resultado es esencialmente idéntica a la del caso cone-
xo encontrada en [7, pp. 269-271].

Observacion 1.1.12. Si X es segundo numerable, entonces también lo es C(X,X).
Se sigue que las sucesiones son adecuadas para describir la topologia en C(X,X),
en particular los elementos f de la frontera de Iso(X,d) en C(X,X) son limites de
sucesiones en Iso(X,d).

Como se ha sefialado (demostracion del Lema 1.1.2), tales f preservan d; la
pregunta es entonces cudndo son suprayectivas.

Lema 1.1.13. Sea (X,d) un espacio métrico localmente compacto cuyo espacio de
cuasicomponentes € es compacto. Si (Q,)nen C Iso(X,d) converge puntualmente
a f €C(X,X), entonces f[X] es abierto y cerrado en X.

Demostracion. Por el Lema 1.1.9 es suficiente probar que f[X] = K(F), para algtin
F ClIso(X,d).

En efecto, sea F = {¢, ! : n € N}. Para cada x € X se tiene que ¢, ' f(x) — x,
pues d(@,(x), f(x)) = d(x, 9, f(x)). Entonces para V, una vecindad precompacta
de x existe N € N tal que F(f(x)) = {0, ' (f(x)) bnen C {0, 1(f(x))}_, UV, Asi,
F(f(x)) C{e, ' (f(x))}_, UV, y por ende es compacto. Por lo tanto f[X] C K(F).

Ahora, si y € K(F) puede asumirse que existe una subsucesion (@, Jren tal
que (pn_k1 (y) — x para algin x € X, pues F(y) es precompacto en X, luego f(x) =
f(lim @, 1(y)) =y, de donde y € f[X] y por tanto K(F) = f[X]. |

k—yoo

Proposicion 1.1.14. Si (X,d) es un espacio métrico localmente compacto y € es
compacto, entonces Iso(X ,d) es cerrado en C(X,X).

Demostracion. Sea (¢,)qen C Iso(X,d) tal que ¢, — f € C(X,X) puntualmente.
Se probara que f es suprayectiva.

Seay € X. Para cada x € X se denota por S, a la cuasicomponente que lo con-
tiene, y por S, a la cuasicomponente que contiene a @, ! ().

Si (Sp)nen tiene alguna subsucesion constante (S, );cn, entonces S, = Sy para
algin Sy € €, luego ¢,,(So) = S, para toda i € N. Sea x € Sy, entonces @y, (x) € S,
Y @, (x) — f(x), por lo que f(x) € Sy; luego, por el Lema 1.1.13, S, C f[X] y en
particular y € f[X].

Supdngase que (S,),en 1O tiene subsucesion constante. Por compacidad de ¢
existe una subsucesion (S, );ey convergente a algin S € €.

Afirmacion. Existe una subsucesion (S, )ken de (Sp)qen tal que para cada k € N
hay x; € S, con x; — xo para algun xo € X.
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Prueba: Supdngase lo contrario y sea R = (lU;_; Sn) \ S. Sea (ym)men C R tal que
ym —y € X. Si existen ng,mg € N tales que y,, € ((,2, S,) \ S para m > my, enton-
cesy € (M2, 5,) \ S C R. Sino es asi, se construye una subsucesion (y,)pen de
(Ym)men de la siguiente forma: Se considera y,,, € S, conk; > 1y d(ym,,y) <1,
luego y, € Sk, conky > ki y d(ym,,y) < % y asi sucesivamente. Por construccién
Ym, € Skp Y Ym, — ¥, lo cual contradice la suposicién inicial, por tanto este caso
no es posible y necesariamente y € R, se sigue que R es cerrado.

Asi, X \ R es abierto y contiene totalmente cada cuasicomponente que intersec-
ta, entonces ¢(X \ R) es una vecindad abierta de S en %, por lo que S,,, € g(X \ R),
ie., S, € X \R, finalmente. Por tanto S,, = S, contradiciendo la suposicion de que
(Sy)nen nO tiene subsucesiones constantes. T

De acuerdo a la afirmacion, existe una sucesion (xg)xen tal que xp —xp € X y
Xx € Sk = ¢,;1(S),), de donde x; = (pk’l(yk) para alguna y; € S,. Entonces

d(yk, f(x0)) < d(yi, ox(x0)) +d(Px(x0), f(x0))
= d(xx,%0) +d(@(x0), f(x0)) — 0;

por tanto y; — f(Xo) y f(x0) € Sy, lo cual significa que S, N f[X| # @, y entonces,
porel Lema 1.1.13 S, C f[X], en particular y € f[X]. [ |

Del Lema 1.1.10 y la Proposicién 1.1.14 se sigue el Teorema 1.1.8.
Para finalizar esta seccién se dard un simple ejemplo que muestra la importan-
cia de las hipétesis en algunos de los teoremas probados (1.1.6 y 1.1.8).

Ejemplo 1.1.15. Sea d la métrica discreta en Z. Obviamente (Z,d) es localmente
compacto pero no compacto. ¢’ tampoco es compacto, pues ¢ = X. Es facil ver que
Iso(Z,d) es el grupo de biyecciones de Z, el cual no es localmente compacto con la
topologia de la convergencia puntual. Para observar esto considérese una vecindad
basica de Idy, B =\, B(m;,Idz,1) = {f € Iso(X,d) :Vi=1,---,n f(m;) = m;}
donde m; < myp < --- < my, entonces la sucesion de funciones (f,)qen definida
por fu(m) =max{l: Il <m—n&l ¢ {mi,my,--- ,my}} sim¢ {my,ma,--- ,my}y
fo(m)=m;sime {my,my,--- ,my} estd contenida en B pero no admite subsucesion
convergente.

1.2. La accion natural de los grupos de isometrias

Iso(X,d) es un grupo de biyecciones de X, por lo que actia de manera natural en
X mediante la evaluacién. Siendo Iso(X, d) un grupo topoldgico se tiene el siguiente
teorema:

Teorema 1.2.1. La accion de Iso(X,d) en X es continua.
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Demostracion. Sea U = B(y, €) un abierto bésico en X. Si ¢ € Iso(X,d) yx € X
son tales que @(x) € U sean

e—d((x),y)
2

e—d(9(x),y),

V = B(x7(p7 2 )’

)y W :=B(x,

es claro que V x W es vecindad abierta de (¢,x) en Iso(X,d) x X. Considérense
¢ €V yx; €W, setiene que

d(@i1(x1),y) < d(@1(x1), @1(x)) +d(@1(x), @(x)) +d(@(x),)

< EdO) | =) | i)y —e

Por tanto la accién de Iso(X,d) en X es continua. |

En otras palabras Iso(X,d) por medio de la evaluacion es un grupo de transfor-
maciones de X. En el estudio de estos temas son de particular interés las acciones
propias, a continuacién se probardn dos resultados sobre condiciones suficientes
para que esto se dé.

Teorema 1.2.2. Si (X,d) es conexo y localmente compacto, entonces Iso(X,d) es
localmente compacto y la accion de Iso(X ,d) en X es propia.

Demostracion. Por ser X conexo, tiene s6lo una cuasicomponente, i.e., ¥ = {X }.
Entonces, de acuerdo al Teorema 1.1.8, Iso(X,d) es localmente compacto. Fijen-
se x,y € X. Sean U := B(x,€) y V := B(y,€), donde € € R" es tal que B(y,2¢)
es compacto. Entonces, para y € (U,V) existe z € U tal que y(z) € V, luego
d(y(x),y) <d(y(x),y(z))+d(y(z),y) <2¢;portanto y € F :={¢ € Iso(X,d) :
¢(x) € B(y,2¢)}, por lo que (U,V) C F. Por la definicién de F y la eleccion de €
se tiene que x € K(F), y de acuerdo al Lema 1.1.9, K(F) coincide con el espacio
conexo X; entonces F (w) es precompacto para cualquier w € X. Por el Teorema de
Arzela-Ascoli se sigue que F es precompacto en C(X,X), luego (U,V) es precom-
pacto en C(X,X) y por el Lema 1.1.14 en Iso(X, d). [ |

El segundo resultado permite una generalizacién en las hipétesis de conexidad
respecto a las de este teorema. Antes de pasar a €l se presenta la definicion de esta
propiedad mds general.

Definicion 1.2.3. Sea (X,d) un espacio métrico. Para cada x € X se define su radio
de compacidad como p(x) := sup{r > 0: B(x,r) es compacto}. Si existe xo € X
para el cual p(xp) = o (equivalentemente p (x) = e para toda x € X) entonces d se
dice propia.

Lema 1.2.4. p es una funcion de Lipschitz.
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Demostracion. Sean x,y € X. Si p(x) <d(x,y), entonces p(x)—p(y) <d(x,y). En
otro caso sea r € (d(x,y),p(x)). Entonces B(x,r) es compacto y por la contencién
B(y,r—d(x,y)) C B(x,r), B(y,r —d(x,y) también lo es. Luego r —d(x,y) < p(y) y
al ser r arbitrario p(x) —d(x,y) < p(y). Andlogamente p(y) —p(x) < d(x,y). W

Si (X,d) es un espacio métrico localmente compacto se define una relacién R en
X por xRy sid(x,y) < p(x) y d(x,y) < p(y). Esta relacion es reflexiva y simétrica.
Recursivamente sean Ry := Ry paran > 1 R, =R, 1U(R,—10R,_1). R == U,en»
la cerradura transitiva de R, es una relacion de equivalencia.

Definicion 1.2.5. Sea (X,d) un espacio métrico localmente compacto. Para x € X,
su clase de equivalencia respecto a la relacién R definida en el parrafo anterior
se llama pseudocomponente de x y se denota por PC(x). Se dice que (X,d) es
pseudoconexo si tiene s6lo una pseudocomponente.

La siguiente proposicién muestra que una clase importante de espacios satisfa-
ce estd definicion:

Proposicion 1.2.6. Sea (X,d) un espacio métrico localmente compacto. Entonces

1) Cada pseudocomponente es abierta y cerrada.

11) Si (X,d) es conexo o la métrica d es propia, entonces X es pseudoconexo.

Demostracion. 1) Considérese x € X fijo. Dado y € PC(x), sean ry € (0,p(y))
y po € (0,p(y) —ro), entonces B(y, ry) es compacto y p(z) > po para todo
z € B(y,ro). Por compacidad de B(y,ro) existen yi,...,y, € B(y,ro) tales que
{B(yi, %)}’ es cubierta de B(y,ro). Luego, para cada z € B(y,ro) existe
[z}, C b, tal que d(zizien) < Po (i = L.om— 1), d(z,21) < po y
d(zm,y) < po; asi z € PC(y) = PC(x). Por tanto B(y,rp) C PC(x).
Sea z ¢ PC(x). Claramente B(z,€) N PC(x) = & para cualquier € < p(z).

1) Es inmediato del inciso anterior que todo espacio métrico localmente com-
pacto y conexo es pseudoconexo y de la definicién que los espacios métricos
propios también lo son.

]

Para probar el siguiente teorema es necesario un lema.

Lema 1.2.7. Sea (X,d) un espacio métrico separable y localmente compacto.
Si d no es propia, Ne NT, 0 < g < ... < &_1 <1y para cada i € N se tie-
nen (xi,...,xy) € XN tales que (xi))icn contiene una subsucesion convergente y
d(x,x; ) < &p(xy) para cada k <N — 1. Entonces (Xjy)icn tiene una subsucesion
convergente.
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Demostracion. Se probard por induccién en k < N que (x});cy tiene una subsuce-
sién convergente. El caso k = 0 se cumple por hipétesis. Supdngase que para algin
k < N (x;)ien tiene una subsucesion convergente, de hecho sin pérdida de generali-
dad supéngase que esta sucesin converge a algin x. Ya que d(xj, x;., ) < &p (%)
y p(x;) = p(x) (por el Lema 1.2.4), si § € R", para i suficientemente grande

d(xg,x;) < 8p(xx); en particular para § € R* tal que & + 28 < 1 se tiene

d(x, X1 1) < d(e,xi) +d (5, Xy ) < 8ep () + &P ()
< &p (xk) + Skp(xk) + Skp(xf{) < p(xk),

luego (x4 1)ien tiene subsucesion convergente. [ |

Teorema 1.2.8. Sea (X,d) un espacio métrico localmente compacto, separable y
pseudoconexo. Entonces la accion de Iso(X ,d) en X es propia.

Demostracion. Fijense x,y € X. Sean r € (0, s min{p(x),p(y)}), U = B(x,r) y
V :=B(y,r). Si ¢ € Iso(X,d) es tal que pU NV # &, entonces d(@(x),y) < 2ry
por tanto basta mostrar que K = {¢ € Iso(X,d) : d(¢(x),y) < 2r} es compacto.
Sea (¢, )nen una sucesion en K.

Caso 1: Sup6ngase que d es propia. Por definicion de K, @,(x) € B(y,2r) y
@, '(x) € B(x,2r) para cada n € N, por lo que (¢,).cn contiene una subsucesion
(@1 ke tal que (@n,(3))kcre ¥ (9, () e son convergenes

Afirmacion. Si (%,)nen es una sucesion en Iso(X,d) tal que (1,(x))nen ¥ (¥ 1 (%)) nen
convergen, entonces para cualquier z € X existe una subsucesion (&, )nen de (%) nen

tal que (&,(2))nen Y (& 1(2))nen son convergentes

Prueba: Sean yg,y; € X los limites de (%, (x))nen y (7, ' (x))nen, respectivamente.
En particular suppend(yo,¥n(x)) < M para algin M € R™. Luego, para cualquier
neN

d(y0,1(2)) < d(yo, Ya(x)) +d(12(x), %a(2)) <M +d(x,2) y
d(y1,% () <d O,y () +d(y ' (0.9 (2) < M+d(x,2).

Al ser d propia esto implica que (¥;),en contiene una subsucesion (&, ),cn tal que
(64(2))nen y (6, (z))ken convergen. 5

Sea D un subespacio denso numerable de X. Por esta afirmacién puede usar-
se con la sucesién (¢, )ren el mismo argumento diagonal empleado en la prue-
ba del Teorema 1.1.6 para obtener una subsucesion (Y, ),en tal que (Y, (x))nen y
(w; 1(x))nen son convergentes para cualquier x € D. Andlogamente al final de la
demostracion del Teorema 1.1.5 se tiene que (Y, ),ecn converge en Iso(X,d).
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Caso 2: Supdngase que d no es propia. Al igual que en el caso 1, (¢,)eN
contiene una subsucesion (@, )ren tal que (@, (x))ken y (@, (x))ken son conver-
gentes.

Afirmacion. Si (Y,)nen es una sucesién en Iso(X, d) tal que (%, (x))nen y (%, ' (X)) nen
convergen, entonces para cualquier z € X existe una subsucesion (&, )en de (%) nen
tal que ($u(z))nen ¥ (&, (2))nen son convergentes

Prueba: Por pseudoconexidad existen zj,...,zy—1 € X tales que d(zx,zk+1) < P (2k)
para cada k € {0,...,N — 1}, donde zp = x y zy = z; entonces existe también

& € (0,1) tal que d(z,ziv1) < &p(zx)- Por hipétesis (%u(x))nen y (% ' (X))nen
convergen, ademas

d(%(z), W(zks1)) < &p(ze) = &p(Pa(zk)) y
d(¥, " (2), Ta(zre1)) < &P (k) = &P (@n (k)

paracadan € Ny k€ {0,...,N —1}. Por el Lema 1.2.7 (%,(2))nen ¥ (¥ ' (2) )nen
contienen subsucesiones convergentes. T

Ahora sea D C X denso numerable,de nuevo puede construirse de manera re-

cursiva (Yy)nen subsucesién de (@,)nen tal que (W (x))nen y (Wn_l (X))nen son
convergentes para todo x € D. Luego, para cualesquier w € X y x € D se cumple

d(Yu (W), Yin(W)) < d(Yu(w), W (x)) +d (W (x), Yin (X)) + d (Wi (x), Yin (W)
= Zd(wvx) +d(1//n(x)’ V/m(x))v

por lo que (¥, (w))uen es una sucesion de Cauchy. Entonces existe N € N tal que
n > N implica d(y,(w),yy(w)) < p(w) = p(yn(w)), asi (y¥,(w)),en contiene
una subsucesion convergente y al ser ademas sucesion de Cauchy es convergente.
Anslogamente existe el limite de (y, ' (w)),cn. Se concluye por el Lema 1.1.2 que

(Wi )nent converge.
Por tanto K es compacto. |

Corolario 1.2.9. Sean (X,d) un espacio métrico pseudoconexo localmente com-
pacto y separable y G un subgrupo cerrado de Iso(X ,d). Entonces

1) Iso(X,d) es localmente compacto.
1) La accion de G en X es propia.

111) Cada estabilizador es compacto, la relacién orbital {(x,y) € X> :x € G(y)} es
cerrada (como subespacio de X?) y la funcion G — G(x), g+ g(x) es abierta
para cada x € X.
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Los resultados en 1) y 111) son vdlidos para la accion diagonal de G en X",
es decir, g(x1,...,xn) = (gX1,---,8%n)-

Demostracion. 1) Parax € X existe € € R™ tal que (B(x,€),B(x,€)) es precom-

11)

111)

V)

pacto. Por otro lado Idx € B(x,ldx,€) C (B(x,€),B(x,¢€)), por lo que este

conjunto es una vecindad precompacta de Idx en Iso(X,d).

Sean x,y € X. Existen U y V vecindades de x y y respectivamente tales que
K = (U,V )i50(x,4) s precompacto en G. Entonces (U,V)g = GNK es pre-
compacto en G.

Sea x € X. Para alguna vecindad abierta U de x (U,U) es precompacto, en-
tonces el cerrado G, esta contenido en un conjunto compacto.

Sean (x,,yn)nen C X tal que @, (x,) =y, para ciertos ¢, € Gy (x,,y,) — (x,y)
para algunos x,y € X. Existen U y V vecindades abiertas de x y y respecti-
vamente tales que K := (U, V) es precompacto. Entonces para algin N € N
xp €EUyy, €Vsin>N,luego {¢,},~n C K por lo que existe una subsuce-
sién (@, )ien convergente a algiin @; asi @(x) =1im ¢, (x,,) =limy, =y,
Finalmente sup6ngase que la funcién G — G(x), g — g(x) no es abierta, i.e.,
supdngase que existen % abiertoen Gy (@,(x)),eny CG(X)\{@x): @€ % }
tal que @,(x) — @(x) para algiin ¢ € 7. Como en el punto anterior se obser-
va que (@,)qen tiene una subsucesion (@, )icn convergente a algin y € G.
Para cualquier n v, ¢ % G, y este conjunto es abierto, entonces Y ¢ % Gy.
Asi @(x) =1im @, x = y(x), por lo que y € G, C % Gy, una contradiccion.

ieN

Nétese que la demostracién de (III) no depende de X o G, sino de la pro-
piedad de la accidn, es por ello suficiente probar que la accién diagonal es
propia. Sean x = (x1,...,%,),y = (V1,...,yn) € X". Por el inciso (II) existen
U y V vecindades de x; y y; respectivamente tales que (U, V) es precompac-
to en G; pero este conjunto es igual a (z; ' (U), 7, ' (V)), con 7 : X" — X
la proyeccién en la primera coordenada. Por tanto la accién de G en X" es
propia.

|

Al igual que la seccién anterior se finaliza con un ejemplo.

Ejemplo 1.2.10. SeaX =Y U{(0,1)} CR?>conY = {(y,0):y€R} yd =min{1,8}
donde 6 denota la métrica Euclidiana. Por el Teorema 1.1.8 Iso(X, d) es localmente
compacto; sin embargo la accién de Iso(X,d) en X no es propia, porque el gru-
po de isotropia de (0, 1) no es compacto, pues contiene las traslaciones de Y. Asi,

la a

ccion de Iso(X,d) en X no es propia, incluso si X tiene dos componentes o

pseudocomponentes.






Capitulo 2

Realizaciones de grupos
topologicos como grupos de
isometrias

La segunda parte de este trabajo se centra en las realizaciones de grupos to-
poldgicos como grupos de isometrias, es decir, dado G un grupo topolégico encon-
trar un espacio métrico (X,d) tal que G = Iso(X,d).

La primera seccién se centra en probar un teorema sobre subgrupos de gru-
pos de isometrias y dos interesantes consecuencias de este. En la segunda seccion
se dard un resultado general que caracteriza completamente a los grupos realiza-
bles como grupos de isometrias. En la tercera seccion se estudiard brevemente la
existencia de métricas invariantes para acciones propias, pues como se verd esto
implica una gran relacién entre el grupo actuante y el grupo de isometrias respecto
a tal métrica.

Cabe sefialar que en este capitulo se asume en todo momento que los grupos
topolégicos considerados son Hausdorff, requerimiento natural pues los grupos de
isometrias lo son.

2.1. Subgrupos cerrados de grupos de isometrias

Se comenzara con un teorema cldsico relacionado a este tema que junto al teo-
rema principal de esta seccidn tendra interesantes consecuencias.

Serd necesario para su demostracion tener presente la nocién de espacio métri-
co asociado a un espacio pseudométrico: Sea (X,d) un espacio pseudométrico,
claramente R := {(x,y) € X x X : d(x,y) = 0} es una relacion de equivalencia en
X y la funcién D : (X/R) x (X/R) — [0,00), (R[x],R]y]) — d(x,y) es una métrica.

19
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Denotando por 7 a la proyeccion candnica x — R[x], una terna (¥, p;&) es un es-
pacio métrico asociado a (X,d) si (¥, p) es isométrico a (X/R,D)y & = go & para
alguna isometria g : (X/R,D) — (Y,p).

Teorema 2.1.1. Sean G un grupo topoldgico. Entonces existe un espacio métrico
(M, p) tal que w(M) = w(G) y G es topolégicamente isomorfo a un subgrupo de
Iso(M,p). Si G es metrizable y d es una métrica compatible en G e invariante por
la izquierda, entonces G es topoldgicamente isomorfo a un subgrupo de Iso(G,d).

Demostracion. La topologia de un grupo topoldgico es inducida por una familia
de pseudométricas continuas, invariantes por la izquierda y acotadas por 1 con car-
dinalidad w(G) (Proposicién A.3). Sea {d; : i € I'} una de tales familias. Para cada
d; se definen R; relacién en G y D; métrica en G/R; como en el parrafo anterior. Es
fécil ver que para cualquier i € I cada g € G induce una isometria en G/R;, a saber
Ri[x] — R;[gx]; esto produce un homomorfismo ®; : G — Iso(G/R;,D;). Ademas si
(ga)acwr €s unared en G convergente a algiin g € G, entonces para cualquier x € G
se tiene

Pi(g)(Rilx]) = Rilgx] = lim Ri[gax] = lim Pi(go) (Rilx]),

por lo que tal homomorfismo es continuo. Sea P el producto diagonal de {®;};c/,
esto es, @ : G — [[ic;Iso(G/R;,D;) con ® : g — (P;(g))ics. Por continuidad de las
funciones ®;, @ es continua. Si g;,g> € Gy g1 # g2, entonces existe iy € I tal que

diy(g1,82) # 0, luego
(bi() (gl)(RiO [e}) =R, [81] % R;, [gz} = q)io (gZ)(RiO [6])

por lo que @ es inyectivo. Ademas si (hq)geor €5 unared en G tal que (P(hy)) geor
converge a algtin ®(h), entonces

Ri[h] = @;(h)(Rile]) = &2@@(%)(&[4) = (}Cfell}/Ri[ha]

para cualquier i, i.e., d;j(hy,h) — O para cada i; asi hy — h. Por tanto @ es un
homomorfismo y un encaje topolégico.

Para cada i € I considérese (M;,p;; fi) un espacio métrico asociado a (G,d,),
tal que M;NM; = @ si i # j. Segiin lo anterior existe un homomorfismo y enca-
je topologico G — [];e;Iso(M;, p;). Sea p la métrica en M := @, ; M; dada por
p(x,y) = pi(x,y) si x,y € M; y p(x,y) = 1 en otro caso. Nétese que para cual-
quier (¢;)ier € [Tie;Iso(M;, p;) se tiene que @ = (J;c; ¢: € Iso(M, p). De esta for-
ma se tiene que [[;c;Iso(M;,p;) es topoldgicamente isomorfo a un subgrupo de
Iso(M,p). Finalmente w(G) = |I| < [Tic;w(M;) < |I|lw(G) = w(G), por lo que
w(M) = [Tier w(M;) = w(G).
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Supodngase ahora que G es metrizable y sea d una métrica compatible e inva-
riante por la izquierda. Claramente asignar a cada g la funcién G — G, x+— gxesun
homomorfismo inyectivo de G a Iso(G,d); ademds una red (g¢)qecr C G converge
aalgin g € G siy solo si ggx — gx para cada x € G por lo tanto esta asignacion es
también un encaje topolédgico. |

Lo siguiente es presentar la herramienta necesaria para probar los principales
resultados de la seccion. Para ello es necesaria cierta notacién y terminologia:

Para una funcién f: X — X y n € NT se denotard por f la n-ésima potencia
cartesiana de f, esto es f" : X" — X" donde f"(x1,...,x,) = (f(x1),..., f(x2));
ademds para un conjunto unitario arbitrario {w} se denotard por f(,, a la funcién
fxIdgy : X x{w} — X x {w}. Similarmente parad : X X X — X x X métrica, con
d" se denota la métrica del supremo en X" y d,,) es la métrica en X X {w} definida
como dy,((x,w), (y,w)) = d(x,y). Ademds para un espacio topolégico V y una
funcién continua v : V — V se definen V = (V x N) LI (U1 V) UNy v VoV
por las reglas V]y  {,yy= V", V]y»= 9" y ¥(m) = m para cualesquier m € Ny n € N*.
Finalmente, para un espacio métrico (X,d) y A,B,C C N con 0,1 ¢ C, se dice que
una métrica p en (X x A) U(|;cc X/) LB respeta d si se satisface:

(FR1) p coincide con d(,,) en X x {m} para todo m € A.
(FR2) p coincide con d" en X" para todo n € C.

(FR3) p(x,y) > 1 para todos x y y puntos en miembros distintos de la coleccién
{Xx{m} meA}U{X" :ne C}U{{k}: ke B}.

Notese que en tal caso se satisface
(FR4) p es compatible y si d es completa p lo es también.

Lema 2.1.2. Sea {(X;,d;)}ses un conjunto no vacio de espacios métricos tales
que para A = \yesXs # @ se cumple que A es cerrado en X;, A = X;NX] y para
cualesquier s y s' elementos distintos de S ds[pxa= dy [sxa. Sean X = Uses X5 ¥
d: X x X — [0,0) dada por las reglas d|sxs= ds para toda s € Sy

d(x,y) = inf{ds(x,a) +dy(y,a) :a € A}

six € X\ Xy yy € Xy \ X
Entonces d es una métrica en X y ademds para cada (f5)ses € [1sesIso(Xs, dy) tal
que fsla= fyla€ Iso(A,ds[axa) se tiene que f = Jscs fs € Iso(X,d).

Demostracion. Sean x,y,z € X Si x,y,z € X para algiin s, entonces las propieda-
des de métrica se satisfacen. Supongase entonces que x € X; y y € Yy con s # 5.
Claramente d(x,y) = inf{d(x,a) +dy(y,a) :a € A} >0, d(x,x) = ds(x,x) =0y
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d(x,y) = inf{ds(x,a) +dy(y,a) :a € A} = inf{dy (y,a) + ds(x,a) :a € A} = d(y,x)

Resta probar la desigualdad del tridngulo. Ya que todo conjunto es biyectable con

un ordinal se supondrd que S es un ordinal (> 2). La prueba se hara por induccién:
Base(S ={0,1}): Six,z € Xp yy € Xj, entonces

d(x,y)+d(y,z) = inf{do(x,a) +-di(y,a) :a € A} +inf{d (y,a) +do(z,a) :a € A}
= I’Ilf{do(x,a) +d (y7a) +d, (ya a/) —|—d()(Z,(l,) : a,a’ € A}
> inf{do(x,a) +di(a,a") +do(z,d') : a,a’ € A} > do(x,z) = d(x,z).

Six,y € Xp y z € Xj, entonces

d(x,y)+d(y,z) =do(x,y) + Inf{dy(y,a) +d\(z,a) : a € A}
= inf{do(x,y) +do(y,a) +d\(z,a) : a € A}
> inf{dy(x,a) +d(z,a) :a € A} =d(x,z).

Elcasoy € Xpy x,z € X; yelcasox € Xoy y,z € X; son andlogos a los anteriores.

Sucesores: Astimase el resultado vélido para un ordinal &t y § = o+ 1. Consi-
derando Yy = Up<s<o X5 ¥ Y1 = X la prueba se reduce al caso S = {0, 1}.

Limites: Supdéngase que S es un ordinal limite y que el resultado es valido para
cualquier @ < §. Para x,y,z € X cualesquiera existe ay tal que x,y,z € Ugy<q, Xa
por lo que la desigualdad es valida.

Por tanto d es una métrica en X.

Es claro de las hipétesis que f es una funcién bien definida. Sean x,y € X. Si
x,y € X, para algun s € S. Entonces

d(f(x>vf(y)) - ds(fS(x)vfs(y)) - ds<xay) = d(xay);

six € X\ Xyy yy € Xy \ X; para algunos s,s" € S, entonces

d(f(x),f(y)) = inf{ds(f(x),a) +dy(f(v),a) : a € A}
= inf{d(fs(x), fs(a)) +dy (fy(y), fy(a)) :a € A}
= inf{d(x,a) +dy(y,a) :a € A} =d(x,y).

Por tanto f € Iso(X,d). [ |

Lema 2.1.3. Sean (X,p) un espacio métricoconp <1yJ CNcon |J|=n+1>2
y 0 € J. Entonces existe una métrica A en F = (X x J)UX" que satisface

(a) A respetapy A <5.
(b) Yu € Iso(X,p) ulr€ Iso(F,A)
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(c) Si g €lIso(F,A) es tal que g(X x {j}) =X x{j} para cada j € J, entonces
g =ulp para algin u € Iso(X,p).

Demostracion. Sin pérdida de generalidad puede tomarse J = {0, 1,...,n}. Sean
A={(x,...,x) € X" :x € X} y Ajla métrica en Xo = (X x {0}) UA que coincide
con p”" en A'y con p(g) en X x {0} y dada por Ay((x,0),(a,...,a)) = 1+ p(x,a) si
x€Xyl(a,...,a)€A. Aplicando el Lema 2.1.2 a {(Xo,A}),(X",p")} se obtiene
una métrica Ag en (X x {0}) UX" que extiende Aj y p”; es claro que Ay respeta
P> Ao < 3, Ul(xx{oyux»€ Iso((X x {0}) UX",A9) si u € Iso(X,p) y para todos
X, X1,...,X, €X

M ((x,0), (x1,...,x0)) =1l x=x1 =" =x,

Ahora, para j € J\ {0} sea A; la métrica en (X x {,j}) LIX" que coincide con p(;
en X x {j} y con p" en X" y definida como A;((x, j), (x1,...,%,)) = 1 +p(x,x;) si
X,X1,...,%, € X. Nétese ademds que A; respeta p, A; <2y para x,xq,...,x, €X

A’j((x7j)a(x17--~7xn)) =1 S X=Xj

Aplicando el Lema 2.1.2 a la familia {((X x {j}) UX",A;) : j € J} se obtiene una
métrica A en F. Para cada j € {0,...,n} A coincide con A; en X x {j} y X", por
lo que respeta a p y si u € Iso(X,p), entonces u[r€ Iso(F,A); ademds Ap <3y
Aj <2 implicaque A <5.

Dado g como en (c) sea u: X — X tal que u(g) = g[xx {0} y similarmente para
cada j € {1,...,n} sea u; : X — X tal que (u;)(j) = glxx{;}> finalmente sea f =
glx». Para cualesquier x = (x1,...,x,) € X"y j € J\ {0}, denotando como 7; a la
Jj-€ésima proyeccion de X", se tiene que

1= 2A((mj(x), ), %) = A(g(7;(x), j),8(x)) = A ((u7;(x), ), f (),

por lo que u;ox; = m;o f. En consecuencia f(x) = (u;(x;))}_,. Finalmente, para
cualquier z € X se tiene que

1= A’((LO)? (Z7' - 7Z)) = l(g(z,O),g(z, - 'vZ)) = A((Z’t(z)ao)a (Ml(Z),- - 7””(1)))

y entonces u(z) = u1(z) = --- = u,(2). ]

Lema 2.1.4. Sean (X, p) un espacio métrico conp < 1, G <Iso(X,p),z€ X" y0 €
J C Ntal que |J| =n—+ 1> 2. Dendtese por D a la cerradura (en X") del conjunto
{#"(z) : u € G}. Entonces existe una métrica L en F := [X x J|JUX"U{n— 1} con
las siguientes propiedades:

(a) Wwrespetapypu <11
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(b) ulp€Iso(F,u) siue G
(¢) Para cualquier g € Iso(F, 1) existe u € Iso(X,p) tal que g = ulr y " (z) € D.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad puede considerarse J = {0,...,n}. Sean
Acomoenel Lema2.13y5<co<---<cpp1 <6.SeanA= (X xJ)UDy ppla
métrica en AU {n — 1} que coincide con A en A, po((x,j),n—1)=c; parax € X
yJj€eJy pu(y,n—1)=cpp1 paray € D. Aplicando el Lema 2.1.2 al conjunto
{(Au{n—1},u0),(F\{n—1},4)} se obtiene una métrica i que extiende Ly 1.
Como A respeta p y it coincide con A en F'\ {n — 1} entonces y respeta p. A <5
y Uo < 6 implican que u < 11. Por tanto se cumple (a). Ademds, para cadau € G
i@"(D) = Dy por (b) del Lema 2.1.3 se satisface también (b).

Sea g € Iso(F,ut). Como A <5 < ¢y < ¢; se tiene que n — 1 es el Gnico punto
q € F que satisface p(q,x) = co y u(q,y) = ¢ para algunos x,y € F, entonces
g(n—1) =n—1. Ademas, si x € X" entones (x,n—1) > u(D,n—1) = ¢4 por
loque X x {j} ={xeF:pu(x,n—1)=c;}yasi u(X x{j}) =X x {j} paracada
Jj €J.Como glp\ (n—1y€ Iso(F\{n—1},A)y g(n—1)=n— 1 por el punto (c) del
Lema 2.1.3 existe u € Iso(X, p) tal que g = u[r. Finalmente, g(z) = " (z) € X" y
paray € X" u(y,n—1) = 1siysélosiy € D, conlo que i"(z) € D. [ |

El dltimo lema preliminar es un resultado técnico sobre la existencia de métri-
cas con una propiedad conveniente en conjuntos arbitrarios.

Lema 2.1.5. Sea X un conjunto con cardinalidad mayor o igual a 6. Entonces
existe una métricad : X x X — {0,1,2} tal que Iso(X,d) = {Idx }.

Demostracion. Parax € X se denotard S(x) = {y € X : d(x,y) = 1}. Obsérvese que
basta definir este conjunto para cada x € X, lo cual se hard en algunos casos.

Si 5 < |X| < Xy, sin pérdida de generalidad X = {0,1,...,n} con n > 5. Se
definen los conjuntos S(x) como

§(0) = {1}, 5(4) = {1,3,5},

S(1) ={0,2,3,4}, S(n)={n—1}y

S(2) ={1,3}, SU)={j—-Lj+1}sid<j<n.
S(3) ={1,2,4},

Entonces para cualquier g € Iso(X,d) se tiene que g(1) = 1, porque este es el
unico elemento que satisface |S(x)| = 4; luego g(0) =0 pues S(0) ={1}; g(2) =2
ya que es el tnico elemento tal que |S(x)| =2y 1 € S(x); g(3) = 3 pues es el
tnico elemento tal que |S(x)| =2y 1 ¢ S(x); g(4) =4 por la definicién de S(3);
finalmente si 4 < j < n g(j) = j se verifica inductivamente.

Si |X| = X puede considerarse que X = N. Se define d por

d(m,n) = min(|m —n|,2).
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Para cualquier g € Iso(X,d) necesariamente g(0) = 1 ya que es el Ginico punto que
satisface |S(x)| = 1; inductivamente se tiene que g(n) = n para todo n € N.

El caso en que X es no numerable se verificard por induccién, para ello sea
I ={x: xescardinal y X < k < |X|}. Supdngase entonces que el resultado es
valido para cualquier Y tal que |Y| € I.

Si |X| es el cardinal sucesor de algiin k¥ puede asumirse que X es una unién
disjunta X' U (X' x Y)U{a} donde |X'| = Kk y |Y| = k™, el sucesor cardinal de k.
Por hipétesis de induccién existe una métrica d’ en X’ con las propiedades bus-
cadas. Como |Y| < 2%, existe una funcién inyectiva pi : X’ x ¥ — {1,2}¥" tal que
W (x,y)(x) = 1 para cualquier (x,y) € X’ x Y. Se define ahora d de forma que

d(x,y)=d'(x,y)six,ye X, dx,y)=1six,yeX'xYyx#y
dix,y)=pu(x)(y)sixeX'xYyyeX', dxa)=1sixeX.
yd(x,a) =2sixe X' xY,

Noétese que para cualesquier x € X' y y € Y se tiene que {x} x ¥ C S(x) y
X' x Y\ {(x,y)} C S(x,y), ademds S(a) = X'. Se tiene entonces que a es el Gni-
co punto tal que |S(x)| = K, por lo que para cualquier g € Iso(X,d) g(a) = a,
consecuentemente g(X') = X' y asi g|x= Idy. Luego, si y € X' x Y, entonces
g(y) €X' xY,ast u(y)(x) =d(y,x) =d(g(y),x) = tt(g(y))(x) para cualquier x € X’
y por inyectividad de u g(y) = y.

Si |X| es un cardinal limite estrictamente mayor que |I| sea {Xq }qer tal que
XaNXpg =XqNI =3y |Xo| = o para a, B €I cualesquiera. Nétese que el conjunto
X, = |Jger X tiene cardinalidad |X|, entonces puede suponerse X = {a}UILIX,.
Por hipétesis inductiva existen d’ una métrica en I y d, una métrica en Xy pa-
ra cada a € I como las deseadas. Se define d que extienda a estas métricas y tal
que d(x,y) = 1 six € Xo y y € Xg para &, € I distintos, d(a,x) = 2 si x € Xq,
d(o,x)=1sixe X, \Xqg,d(a,a) =1yd(a,x) =2paraa €y x e X, cualesquie-
ra. Nétese que para cualesquier o € [ 'y x € X se cumple X, \ Xo C S(a) N S(x),
ademas S(a) = I. De manera similar al caso anterior para cualquier g € Iso(X,d)
gla) =a, gl;=1d; y g(X.) = X.. De las dos tdltimas igualdades y la definicion de
d en cada {a} x X, se infiere que g(Xy) = Xy para cualquier o € I, consecuente-
mente glx, = Idx,.

Si |X| es un cardinal limite y |X| = |I|, entonces puede suponerse que X = I.
Para cada a € X se tiene que |{B €1: Xo < B < a}| < a < |X|, entonces existe
(o) eXtalque |{B €l:a <P <y(a)}| = a.Se define ahora d de modo que si
No <oy < op <|I,entonces d(ay, o) =1siysélosi ay < y(ap). Para cualquier
acX

S(@) ={BeX:p<a<yB)lu{BeX:a<p<ya)}
por lo que |S(&t)| = a. Se sigue que Iso(X,d) es trivial. [ |
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Dado un cardinal infinito 8 se denota por Dg un espacio discreto fijo con cardi-
nalidad 8. Si (X,d) es un espacio métricoy f : X — X es una funcién continua, X°
es un espacio con cardinalidad 1 y f° denota a la funcién identidad en X°. Se defi-
nen también 7'(X) := @,cn X", )?,3 =T(X)xDgy fﬁ = (Unen f") X Idp,. Para
cualesquier J C Ny {A,},c; € & (Dg) una métrica p en @,c,(X" x A,) C )?ﬁ
respeta d si se cumple que

(R1) p coincide con d" ) en X" x & paracadan € J\ {0}y § € A,.

(R2) p(x,y) > 1 para todos x y y puntos en miembros distintos de la coleccién
{X"x{&}:neJ, & cA,l}.
Nétese que en tal caso se satisface

(R3) p es compatible y si d es completa p lo es también.

Teorema 2.1.6. Sean B un cardinal infinito y (X,d) un espacio métrico acotado 'y
no vacio tal que w(X) < B. Para cualquier subgrupo cerrado G de Iso(X ,d) existe

A~

una métrica v en Xg que respeta a d tal que

G —>Iso()/(\ﬁ,v)

u— ﬁﬁ
es un isomorfismo de grupos topolégicos.

Demostracion. En adelante se identificard Dg con X 0 x Dg. Considérese r € [1,0)
tal que d < r, entonces p = %d es una métrica acotada por 1 y compatible en X
para la cual Iso(X, p) = Iso(X,d). Fijese 6 € Dg y sea {S, },en una particién del
conjunto Dg \ {6} tal que |S,| = B para cada n € N. Se denotarédn S, = |J,_, S,
y X = )?B \ (SoU{8}). Por la definicién de los conjuntos S, para cada & € Dg
existe un tinico n(§) € N tal que § € S, y para cada n € N existe 1, : S, = Dg una
funcion biyectiva. Sea {J¢ : & € S.} un particién de Dg \ {6} tal que |Jg¢| = n(E)
paratodo § € S.. Para cada § € S, sea g la métrica en

Fei=[Xx (J:U{6})] U [x"@‘)“ x {rn(gm(é)}] L{&}

cuya existencia esta dada por el Lema 2.1.4. Nétese que si &, 1 € S, son distintos,
entonces Fz NFy =X x {6}, el cual es cerrado en cada (Fg, g ) (por (FR2)). Puede
entonces aplicarse el Lema 2.1.2 a la familia {(Fg, ¢ ) : & € S.} para obtener una
métrica it en Jecs, Fz = X« Entonces p respeta p, p <11y uglx, € Iso(X;, ) para
cadau € G.

SeaY C X denso tal que |Y| <w(X) y paracadan € Nk, : S, — Y" una funcién
suprayectiva.
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Afirmacion. Si g € Iso(X,, 1) cumple que g(A) = A para cada A en la coleccion
S={X"x{&}:neN", & ecDglU{{E}: £ €S.}, entonces g = iig [ x, para algiin
ucaG.

Prueba: Sea g como en el enunciado. Entonces g(Fg) = F¢ para cualquier § # 0;

luego, por las propiedades de las respectivas g, g [r, = (ug) [F, para algin ug €

B
Iso(X,d) con iig"(K,¢)(§)) € Be = {f")(k,)(€)) : f € G} C X". Si ademds
n # 6, como U respeta p, entonces
plug (x),un (x)) = p((ug (x),0), (un (x),0)) = p(ig g (x, ),y g (x, 6))
= 1(g(x,0),8(x,0)) = u((x,0),(x,08)) =0,

por lo que u := ug no depende de &. Para cualesquiern € Ny yy,...,y, € Y existe
x € S, tal que x,(x) = (yi,...,yn), entonces por la segunda propiedad de u se tiene
que

(1) u(ne))) € {(801),---,80ne))) : g € G-
Sea U una vecindad de u|y en X¥, existen yy,...,y, €Y y € € R" tales que

V= {fGXY :p(f(yi)au(yi)) <E, ViE {1,...,”}} g U

y por la antes sefialado existe g € G tal que g[y< V, luego u[y pertenece a la
cerradura de {gly: g € G} en X¥. Como ademds f + fy es un encaje de Iso(X, p)
en X¥ (Lema 1.1.1) se sigue que u pertenece a la cerradura de G en Iso(X, p), i.e.
ueaqG. T

De acuerdo al Lema 2.1.5 existe una métrica A : Sy x So — {0} U[1,2] tal que
Iso(Sop,A) = {Ids,}. Considérese el conjunto S definido en la afirmacién, como
|S| = |So| = B existe una funcién inyectivav: S {11,12}%. Se define una métrica

p’en X, LSo = Xg \ {0}por p'[x,x. = 1, P'ls5x50= A y p'(§,1) = v(Ag)(n) si
& €X.yn €S, con Ag el tinico elemento de S tal que & € Ai. Se verifica la
desigualdad del tridngulo:

Sean x,y,z € X, L1Sy. Six,z € X, yy € So, entonces

p'(x,y) +p'(12) > 22> pu(x,z) = p'(x,2).
Six,z€ Syyy€ X,, entonces

p'(x,y) +p'(12) > 22> A(x,2) = p'(x,2).
Six,y € X, y z € So, entonces

p'(x,y)+p'(v.2) = u(x,y) +v(4))(z)
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y esto dltimo es igual a (t(x,y) 4+ p’(x,z) si Ay, = Ay y mayor o igual a 12 si A, # A,
(porque U respeta p), en cualquier caso

p'(x,y)+p'(y,2) > p'(x,2).

Six,y € Soy z € X,, entonces

p'(x,y)+p' (0,2) = A(x,y) +v(A)(y) > 12 > p'(x,a).

Finalmente se extiende p’ a una métrica p en )?ﬁ definiendo p(&,0) = 22 si
EeX.yp(n,0)=23sin € S.Es fécil ver que p respeta p.

Se ha sefialado que gg [x, € Iso(X, i), ademds para cualquier 1 € SoU {0}
& — p(&, 1) es constante en cada miembro de S se sigue que gg € Iso()?,; ,p) para
cualquier g € G. Entonces la funcién g — gg estd bien definida. Es ademds evidente
que esta funcién es un homomorfismo inyectivo y que para una red (g¢)ger C G
y g € G, gq converge puntualmente a g si y solamente si (g/a\) p lo hace a gp- Resta
entonces verificar la suprayectividad de esta funcién.

Sea u € Iso()?ﬁ,p). Como 6 es el tnico punto w € )?ﬁ para el cual se cum-
ple [{§ € )/(\[; :p(&,w) =23}| > 1 necesariamente u(6) = 6. Consecuentemente
u(X.) =X, y u(So) = So. Luego uls,= Ids,. Para &,n € X, arbitrarios se tiene que
p(&,0) =p(n,d) paratodo & € Sy siy solo si &, n pertenecen al mismo elemento
de S, esto por inyectividad de v. Por las tdltimas dos observaciones u(A) = A para
todo A € S. Luego, ya que p extiende a u existe g € G tal que u[x,= gg[x,. Co-
mo u(§) = & = gg(&) para cualquier & ¢ X., u = gg. Por tanto G — Iso()?ﬁ,p),
g+ gp es un isomorfismo topoldgico. Para concluir la prueba sea v = rp, esta es
claramente una métrica en )?ﬁ y ademads Iso(}?ﬁ p) = Iso()?ﬁ, V). [ |

Corolario 2.1.7. Todo grupo polaco es topologicamente isomorfo al grupo de iso-
metrias de un espacio polaco.

Demostracion. Sean H un grupo polaco y dyp una métrica en H invariante por la
izquierda y acotada por 1 (ver Teorema A.2). Sea (X,d) la complecion de (H,dy),
X es un espacio polaco. Por invarianza de dy, para cada i € H la biyeccion de H
g — hg es una isometria, por ello se extiende a una dnica uy, € Iso(X,d). Asi h— uy,
es un homomorfismo y un encaje topoldgico de H en Iso(X,d); sea G la imagen
de H bajo esa funcion. G es un subgrupo polaco del grupo polaco Iso(X,d), por lo
que es cerrado. Se concluye aplicando el Teorema 2.1.6 con § = Xy, |

Corolario 2.1.8. Todo grupo compacto y metrizable es topologicamente isomorfo
al grupo de isometrias de un espacio métrico compacto.
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Demostracion. Sean H un grupo compacto y d una métrica en H invariante por la
izquierda y acotada por 1. Por el Teorema 2.1.1 H es topolégicamente isomorfo a
un subgrupo G de Iso(H,d). Por compacidad de H, G es cerrado en Iso(H,d) y
nuevamente se concluye del Teorema 2.1.6. |

2.2. Caracterizacion de los grupos realizables como gru-
pos de isometrias

Se dard ahora una caracterizacién de los grupos topoldgicos que son isomorfos
a un grupo de isometrias. Para esto serd necesaria la siguiente definicion:

Definicion 2.2.1. Un grupo topoldgico G es Raikov completo si cada red (xg) geor
en G es convergente cuando satisface

(C) Para toda vecindad U del elemento neutro de G existe o € 7 tal que

XoXy Xy X €U sio, 0 > 0.

Todo grupo topolédgico G es topoldgicamente isomorfo a un subgrupo denso de
un grupo Raikov completo que es tinico salvo isomorfismo topolégico (ver Apéndi-
ce B). A tal grupo se le llama Raikov complecién de G y se le denota por G*.

Si 7 es una topologia en un conjunto X, Ts denotard la topologia en X que
tiene por base a la familia de conjuntos Gg de (X, 7). Los subconjuntos cerrados
o densos respecto a esta nueva topologia se nombrardn Gg-cerrados o Gg-densos,
respectivamente.

Observacion 2.2.2. Si T es una topologia en X, entonces T C Tg, ya que cualquier
U € 7 puede expresarse como [,y U, concada U, =U.

Proposicion 2.2.3. Si (G,-, ) es un grupo topoldgico, entonces (G, -, Ts) también
lo es.

Demostracion. Sean U € T5y a,b € G que cumplen a-b~! € U. Por definicién de
T5 existe un conjunto {U, },en C 7 tal que a-b~' € ey Uy C U. Por ser (G, -, T)
grupo topoldgico para cada n € N, existen V,,,W, € ttalesque a € V,, be W,y
V, W, 1 CU, Luegoa €V :=Nyen Vi, bEW = Nyex Wy V-WlCU. R

Definiciéon 2.2.4. Un grupo topolégico (G,-, T) es Gg-completo si (G, -, Ts) es Rai-
kov completo.

Teorema 2.2.5. Para un grupo topoldgico G las siguientes condiciones son equi-
valentes:

(I) G es Gg-completo.
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(II) G es isomorfo a un subgrupo Gg-cerrado de un grupo Raikov completo.

(11l) G es Gg-cerrado en todo grupo topologico que lo contiene como subgrupo.

(IV) Toda red (x¢)qcr C G es convergente en G si satisface

(CC) Para toda familia {U,},cn de vecindades del elemento neutro e de G
existen y,2 € Gy {0 }nen C o tales que para cadan € N si a > o,
entonces x&ly,xo‘z_l e U,.

(V) Toda red (xo)qer C G es convergente en G si satisface

(CC’) Para toda pseudométrica continua d en G invariante por la izquierda

existen y,z € G tales que M d(xq,y) = lim d(x,',z7") =0.

Demostracion. A lo largo de esta prueba se denota por 7 a la topologia de G.

(1)

= (I) Supdngase que G es un subgrupo Gg-cerrado de un grupo Raikov com-

pleto H. Sea (x¢)qcs unared en G que satisface (C) respecto a la topologia
Ts. Por ser T5 mas fina que 7 se satisface la misma condicion respecto a esta
y por ser H Raikov completo existe y € H tal que xo, — y. Sea A un conjunto
Gs en H que contiene a y, entonces Ay~ ! = 0,y U, con cada U, vecindad
abierta de e en H. Sea Vj vecindad abierta de e tal que V) C Uy y recur-
sivamente para n > 1 sea V,, vecindad abierta de e tal que V, C V,_1 NU,.
Entonces F := (V,eny Va = Npen Va €8 un conjunto G y cerrado en H tal que
e € F C Ay~!. Por la suposicion inicial sobre (xq)ge.s €xiste oty € o7 para
el cual xq,x,' € F si @ > ap y por ser F cerrado xqy = lim x4 x, ! € F,
consecuentemente xy, € A. Por tanto y pertenece a la Gg-cerradura de G en
H,ie,yeaG.

(I) = (I1I) Supdngase que G es un subgrupo Gg-completo de un grupo topol6gi-

co K con topologia &. Entonces Tg5 coincide con la topologia heredada de
(K,0s) y por completud de (G,7s) G es cerrado en (K, Oy), es decir, es
Gg-cerrado en K.

(I11) = (II) Por (III), G es Gs-cerrado en su Raikov complecion.

(1) =

(IV) Si se satisface (II), entonces G es Gg-cerrado en G*. Sea (X¢)geor
una red en G que satisface (CC). Entonces satisface también (C), por lo que
existe w € G* tal que w = lim x,. Sea A un conjunto G5 en G* al que w
pertenece. Aw ™! = (e Vi, con {V;, },en una familia de vecindades abiertas
de e en G*. Para cada n € N sea U, vecindad abierta y simétrica de ¢ en G*
tal que U? C V,,.. Sean y,z € G y {x¢, }nen como en (CC) para {U, NG} ,en.
Ya que (xqw™!)ge.r €s convergente a e, para cada n € N existe a@ > a tal
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(1v)=

V)=

(V)

que xgw ™! € Uy, luego zw™! = (xgz7 1)~ (xqw™!) € U? C V. Se sigue que
ww~! € Aw™! y entonces ANG # @. Por tanto w pertenece a la Gs-cerradura
de G.

(II) Supédngase que se cumple (IV'). Para probar (II) es suficiente verificar
que G es Gg-cerrado en G*. Sea entonces w en la Gg-cerradura de G en G¥,
en particular w € G, por lo que existe una red (xq)ges C G convergente a w.
Sea {U, },cn una familia de vecindades abiertas de e en G* y para cadan € N
sea V,, una vecindad abierta y simétrica de e en G* tal que V> C U,,. Por per-
tenecer w a la Gg-cerradura de G existe y € G tal que y € (),,ey(Vaw NwV,).
Por convergencia, para cada n € N, existe o, € & tal que XgW ! , wlxg €V,
si o > a,. Luego

xog)f1 = (xawfl)(wal)fl € V,,anl CU,y
x&ly = (w_lxa)_l(w_ly) € Vn_an cy,

si o > o,. Por tanto la condicién (CC) se satisface y por hipétesis (xq)ge.or
converge en G, asiw € Gy G es Gg-cerrado en G*.

(IV) Supdngase que se satisface (V) y sea (x¢)qeor Unared en G que cum-
ple (CC). Sea d una pseudométrica continua e invariante por la izquierda
en G; para cada n € N se define U, = B;(e,27"). Por (CC) existen y,z € G
y una sucesion (0y,),en en <7 tales que para cada n € N xg 'y, x4z~ ! € U,
si o6 > . Ast, d(e,xg'y) <27y d(e,xqz"') <27 si @ > a,. Por tanto
(CC) se satisface y por (V) (x¢)qewr converge.

= (V) Supdngase que se satisface (IV) y sea (x¢ ) e unared en G que cum-

ple (CC’). Sea {U, } e una familia de vecindades del elemento neutro de G;
segun la Proposicién A.3 existe una pseudométrica d continua e invariante
por la izquierda en G tal que B,(e,2") C U,. Por (CC’) existen y,z € G ta-
les que i d(xq,y) = lim d(x;',z71) = 0, se sigue que existe { @ }nen C &
como en (CC). Por (IV) (x¢) e converge.

Obviamente cualquier grupo Raikov completo es Gg-completo. A continuacion
se dan ejemplos de otros grupos que satisfacen también esta definicién.

Proposicion 2.2.6. Los siguientes grupos son Gg-completos:

(a) Subgrupos Gg-cerrados de grupos Gg-completos.

(b) El producto directo y la suma directa de una familia arbitraria de grupos Gg-
completos.
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(c) Grupos topoldgicos que son union contable de subgrupos Gg-completos.
(d) Grupos topoldgicos o-compactos.
(e) Grupos topoldgicos en los que los subconjuntos unitarios son conjuntos Gg.

(f) Iso(X,d) para un espacio métrico (X,d) arbitrario. Mds aiin Iso(X ,d) es Rai-
kov completo si X es completo.

Demostracion. Para cada uno de los incisos se aplicara el Teorema 2.2.5

(a) Esinmediato de la equivalencia entre (I) y (II) en el Teorema 2.2.5.

(b) Sean {Gj;}scs un conjunto de grupos Gg-completos y G := [[,cs Gs. Se mos-

trard que se satisface (IV), sea entonces (x(o‘))[xE « una red en G que cumple
(CC) y paracadas € S sea (x‘E“))ae_Q{ la proyeccion de esared en Gy. Parat € S
fija sea {V}, },eny una familia de vecindades abiertas en G; del elemento neutro
de dicho grupo. Por la condicién (CC) aplicada a las vecindades U, = 7, (Va)
se obtienen y,z € G y {0, }nen tales que para cada n € N si @ > o, enton-
ces (x(®)~1y, (x(®)z7! € U,; en particular (x'*)~'7,(y), (') m(z)~! € V..
Se sigue de lo anterior y de la completud de cada G que para cualquier s € S
existe x; =/ imaedxga) y por tanto G es Gg-completo.
Sea H = @,.5Gy; para probar que este grupo es Gg-completo es suficiente
probar que es Gg-cerrado en G. Si (wy)ses € G\ H, entonces existe S’ C S nu-
merable tal que wy # e, si s € S’ (donde e es el elemento neutro de Gy). Luego
A = {(x;)ses € G : Vs € §'x; # e} es un conjunto Gg que contiene a (wy)ses
ajenoa H.

(c) Sea G =J,cry Gn con cada G, un grupo Gg-completo. Siy € G*\ G, entonces
y ¢ G, para cada n € N, ademds por el Teorema 2.2.5 cada G, es G cerrado en
G*; luego existe {A, },en familia de subconjuntos Gg en G* tales que y € A,
y AnNG, = & para cada n € N. Asi A :=(),cyAn €s un conjunto G tal que
yEAYyANG=@.Por tanto G es Gg-cerrado en G*.

(d) Sea G =,y Gn con cada G, un subespacio compacto. En particular cada G,
es cerrado en G* por lo que es también G s-cerrado pues la topologia G5 es mas
fina. El resto de la prueba es igual a la del punto anterior.

(e) En este caso T es discreto y el resultado es inmediato.

(f) Sean (X,d) un espacio métrico y G =Iso(X,d). Sea (¢y)qcs una red en G
que satisface (CC”). Considérese x € X fijo y sea p : G x G — [0,0) dada
por p(u,v) = d(u(x),v(x)). Nétese que p es una pseudométrica continua e
invariante por la izquierda en G, entonces por (CC’) existen yi,y» € G pa-
ra los cuales lim d( @y (x), y1(x)) = lim d(oy!(x),y, '(x) = 0. Esto implica

acd acd
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que (0o (X)) aew Y (0 (x))aeq convergen. Pueden entonces definirse funcio-
nes i,V : X — X por (x) == lim @y (x) y v(x) := lim @ 1(x); segin el Lema

ocd acd
1.1.2 estas son isometrias y por definicion ¢, — . Por tanto Iso(X,d) es G-

completo.
Si (X,d) es ademds completo y (@g)ger C Iso(X,d) es una red que cumple
(C) un argumento andlogo al anterior muestra que es convergente.

Luego de estos preliminares se puede proceder a la caracterizacion de los gru-
pos topoldgicos isomorfos a grupos de isometrias. Se adoptard la siguiente notacién
en el resto de la seccién: Para dos pseudométricas acotadas d y d’ en un conjunto
X se denota: ||d —d'||e = sup, yex |d(x,y) —d'(x,y)].

Lema 2.2.7. Sean G un grupo topolégico y {ps}ses un conjunto de métricas en
G invariantes por la izquierda. Para cada s € S sea (X, dy; ;) un espacio métrico
asociado a (X, py) tal que X;NXy = & si s # s'. Entonces existe una métrica d en
X = |ses Xs con las siguientes propiedades:

(DI) %W <d(x,y) < 3/ds(x,y) para cualesquier x,y € X y s € .

(D2) d(ms(a),m(a)) < 3/|lps — p:|| para cualesquier a € Gy s,t € .

(D3) (Xs,ds) es cerrado en (X,d) para cualquier s € S.

(D4) d(ns(ag),m (ah)) = d(ms(g), m (h)) para a,g,h € Gy s,t € S cualesquiera.

Demostracion. Para cada x € G sea k(x) el unico s € S tal que x € X;. Se define
v:X xX — R por

V(x,Y) = [1Px(r) = Prcy) lloo + I { () (X, () (&) + dicy) (3, () (8)) - & € G}
Nétese que

=0y v(x,y) = v(y,x) para cualesquier x,y € X.
= d,(x,y) para cualesquier s € Sy x,y € X;.

m(g)) = ||ps — prll para s,t € S'y g € G cualesquiera.

7 (h)) > ||ps — pr |l para s,t € Sy g,h € G cualesquiera.
= v(x, y) > 0 para cualesquier x,y € X distintos.

v v(7my(ag), m(ah)) = v(m(g), m (h)) paras,t € Sy a,g,h € G cualesquiera

Afirmacion. Para cualesquier x1,x2,x3,x4 € X y € € R siv(x;j,xj41) < € para cada
Jj€{1,2,3}, entonces v(x;,xs4) < 8¢
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Prueba: Simax{v(x),x;11):j=1,2,3} <&, entonces existen a;,az,a3 € G tales
que para cada j € {1,2,3}

[1Px(x;) = Pty lleo + i) (6 T (@) + i) (K 15 T (@) < €

En particular |[px(y;) = Px(x;.p) |0 < € porlo que [Py (x) — Prcay) oo < 3€.
Sean by,b;,b3,by € G tales que nK(xj)(bj) =x;j (j=1,2,3,4). Entonces
Prjin)(Djsbjt1) < Pty (Bjsajet) + Pty (@je1:D 1)
<Pxxy) = Prijin) oo + Py (Bs @ji1) + Preajn) (@1, Bj41)
= [1Pxx)) = Prctrjin) oo + i) (X Ty (@ji41))
dicx;) (i) (@j41),Xj41) < €

Consecuentemente

Prc(as) (D1563) < Prcay) (b1,62) + Py (b2, 53)
< Pk(xr) = Pic(es) oo + Pic(r) (B1,52) + Py (b2, b3) < 3€

y asi

pK‘()C4)(b1?b4) < pK(x4)(blab3) +p1c(x4)(b3’b4)
< Pi(s) = Pic(eg) lloo + Pic(as) (B1,53) + Prc(y) (b3, b4) < S€

Finalmente

V(x0,23) < [[Pi(xy) = Prctea) leo + dice) (K15 Ty ) (B1)) + i) (X4, Ty (B0))
= HPK()q) - pK(m) ||°° +pK‘(X4)(b47bO) <8¢

T

Ahora sea f: X x X — R definida por f(x,y) = {/v(x,y). De las propiedades de v
se deducen:

(F1) f(x,x) =0y f(x,y) = f(y,x) > 0 para cualesquier x,y € X distintos.

(F2) Para w,x,y,z € X y € € R cualesquiera si {f(w,x), f(x,y),f(,2)} C [0,€],
entonces f(x,z) < 2¢.

(F3) f(x,y) = \3/ ds(x,y) yf(ns(g)vﬂ:t(g)) = \/3 ”Ps—Pt||°<> para Sat € S7 XYy 6}(S y

g € G cualesquiera.

(F4) f(my(g),m(h)) > /|lps — pr}= paras,t € Sy g,h € G cualesquiera.
(F5) f(ms(ag),m(ah)) = f(m(g),m(h)) paras,t € Sy a,g,h € G cualesquiera.
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Finalmente sean d : X x X — R dada por

n
fnf{Zf(zj_l,zj) ne€NT z0,...,2.€X, 20=XYy Zn =Y}
i=1

1

Segin el Lema A.1, d es una métrica en X tal que %f(x,y) <d(x,y) < f(x,y) para
cualesquier x,y € X. De esta desigualdad y de (F3) se deducen (D1) y (D2). (D4)
es inmediato de (F5) y la definicién de d. (D3) se cumple pues por (F4) d(X;,X;) =
inf{d(m,(g),m(h)): g,h € G} > L{|ps— pilleo > Osi s #1. u

Teorema 2.2.8. Sea G un grupo topolégico.
(A) Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) Existe un espacio métrico (X,d) tal que G es topolégicamente isomorfo a
Iso(X,d)

(2) G es Gg-completo.
Ademds, si G es Gg-completo, el espacio (X,d) que cumple (1) puede
tomarse de forma que w(X) = w(G).

(B) Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) Existe un espacio métrico completo (X,d) tal que G es topolégicamente
isomorfo a Iso(X,d)

(2) G es Raikov completo.
Ademds, si G es Raikov completo, el espacio (X ,d) que cumple (1) puede
tomarse de forma que w(X) = w(G).

Demostracion. Las implicaciones (A1)=-(A2) y (B1)=(B2) se deducen del punto
(f) en la Proposicién 2.2.6.

(A2)=(A1) Sea G un grupo Gg-completo. Por el Teorema 2.1.6 es suficiente pro-
bar que G es topologicamente isomorfo a un subgrupo cerrado de Iso(X,d)
para algin espacio métrico (X,d) con peso w(G). Sea % una base local del
elemento neutro e en G tal que |#| < w(G). Para cada U € 4 existen una
pseudométrica continua Uy en G invariante por la izquierda y ry € R tal
que By, (e,ry) C U; entonces Ay = mfn(% Uy, 1) es una pseudométrica con-
tinua e invariante por la izquierda tal que By, (e, 1) C U. Sea V abierto en G.
Existen g € Gy U € # tales que gU C V; luego, B, (g,1) =B, (e,1) C V.
De esto y la continuidad de las pseudométricas se sigue que {Ay e induce
la topologia de G.
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Sea § = ZA~?UZA®. Paracadas = (U;) jcs € S se define
1

Ps = Z 2J AU i
jeJ

Obsérvese que py es una pseudométrica continua en G acotada por 1 e inva-
riante por la izquierda, para toda s € S. Por ser tales pseudométricas conti-
nuas la topologia que inducen estd contenida en la topologia de G, por otro
lado se ha notado que esta topologia es inducida por {Ay }yc# y para cada
UePB A =ps, consy = (U,U,---); por tanto { ps }ses induce la topologia
de G.

Sean (X, dy; ;) como en las hipétesis del Lema 2.2.7 y (X,d) como en su
conclusién. Para cada s € S se define la funcién p, : G x G — [0,00) por
p,(g,h) =d(ms(g),ms(h)); esta es una pseudométrica en G que es invariante
por laizquierda y cumple la desigualdad %Q/;Tv <P, < /ps. Ademids al ser p;
continua se sigue por esta desigualdad que p, también lo es. Luego {p, }ses
induce la topologia de G. Se infiere de la continuidad de p, que 7, como
funcion de G a (X,d) es continua.

Sean D un conjunto denso en G tal que |D| < w(G) y Z := Use <0 (D),
nétese que |Z| < w(G). Si s € B<?, entonces (D) es denso en X; por
continuidad de 7, asi J,c 40 X C Z. Fijense s = (U7 €SyaeGy
para cada n € N\ {0} considérese s, := (U;)}_; € #~*; entonces por (D2)

d(7,(a), m5(a)) < ¥/ ]|ps, = Psllee < \/_iiz1

luego 7y, (a) — m(a). Por tanto J,c <0 X; es denso en X; esto implica que
Z es también denso. Por ser X un espacio métrico se tiene entonces que
w(X) < |Z| y por ende w(X) < w(G).

Solamente resta probar que G es topolégicamente isomorfo a un subgrupo
cerrado de Iso(X,d), ya que por el Lema 1.1.3 esto implica w(G) < w(X).

Para cada g € G se define u, : X — X, m,(x) — 7,(gx). Por la propiedad (D4)
enel Lema2.2.7

d(ug(705(x)), ug (7)) = d(75(8%), 7-(8y)) = d(7s(x), 7 ()

para cualesquier g,x,y € Gy s,r € S, entonces u, € Iso(X,d). Luego, la fun-
cién @ : G — Iso(X,d), g — u, estd bien definida. Ademas si g, € G, en-
tonces uguy,(7s(x)) = my(ghx) = Ugp(7y(x)), por lo que es un homomorfismo.
Sig,h € Gy g # h, entonces para algtin s € S ps(g,h) > 0, por lo que

ug(ms(€)) = 75(8) 7 7s(h) = un(m(e));
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por tanto P es inyectiva. Para cualquier red (gq)qecr €n G convergente a
algin g y m(a) € X, por continuidad de 7 y el producto en G,

Ug, (T5(a)) = ms(gaa) — ms(ga) = ug(my(a))

en X por lo que ®(gq) — P(g) en Iso(X,d). Finalmente, sea (xq)gecos Una
red en G tal que lared (uy, ) ger converge en Iso(X,d) a algin u. Sea {V,, }nen
un conjunto de vecindades de ¢ en G y para cada V, sea U, € £ tal que
U, CV,.Paras = (Uy,),cn se tiene que

i (7, (xa), (7, (€))) = i d{u, (7 (), u(z())) = 0y
lim d (7, () (7)) = lim dc (73 (€))7 (2 (e))) = O

oce
de esto y por ser cerrado X, en X se sigue que u(7s(e)),u"!(m(e)) € X;.
Entonces existen y,z € G tales que

n(y) = u(my(e)) y mo(z ) = u ' (my(e)).

Por la desigualdad /ps; < p, y la definicion de p se tiene que

ps(xe,¥) < [29(xa,y)]* = 8 (T (xa), 7 (),

lo cual implica que lim p(xq,y) = 0; andlogamente lim p(x,' z7") = 0.
Para cada n € N sea o, € &7 tal que si @ > @, entonces ps(xq,y) < zin y
Ps (x&l,z) < 217 Por lo anterior si & > «,, entonces

A, (xg ' v,€) < 27ps(xg ' v,e) <1y Ay, (xaz™ ' €) < 2"py(xaz ') < 1

ast xg 'y, xqz~! € U, CV,. Por (IV) de la Proposicion 2.2.5 (x¢)gc. €S con-
vergente. Por tanto & es un encaje cerrado.

(B2)=(B1) Supdéngase que G es Raikov completo. De acuerdo al Teorema 2.1.1
existe un espacio métrico acotado (Z,p) tal que w(G) = w(Z) y G es to-
poldgicamente isomorfo a un subgrupo de Iso(Z,p). Sea (Y, v) la comple-
ciénde (Z,p), siguiendo la demostracién del Lema 1.1.1 se tiene que Iso(Y, v)
es topolégicamente isomorfo a un subgrupo de Iso(Z,p), por otro lado la
densidad de Z y la completud de Y implican que toda isometria de Z se
extiende a una de Y'; por tanto Iso(Y, v) = Iso(Z, p). Entonces existe un sub-
grupo H de Iso(Y,v) al que G es topolégicamente isomorfo; ademds, por
ser G un grupo Raikov completo, H es cerrado. Luego, por el Teorema 2.1.6
H =1so(X,d),donde X = )A/W(Y) y d es una métrica que respeta p. Nétese que
d es completa (por (R3)) y w(X) = w(G). Esto concluye la demostracion.
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2.3. Métricas invariantes para acciones propias

La dltima seccién se enfoca en la existencia de métricas invariantes para ac-
ciones de grupos topoldgicos en espacios metrizables, concretamente se dard un
teorema que caracteriza su existencia para acciones propias.

Definicion 2.3.1. Sean G un grupo topoldgico y X un G-espacio metrizable. Una
métrica en X es invariante si para cualesquier g € Gy x,y € X d(gx,gy) = d(x,y).

La relacion de este tipo de métricas con el tema tratado en el capitulo estd dada
por la siguiente sencilla proposicion similar a la segunda parte del Teorema 2.1.1.

Proposicion 2.3.2. Sean G un grupo topoldgico y X un G-espacio con una métrica
invariante d. Para cada g € G la funcion ¢ : X — X, x — gx es una isometria. La
funcion G — Iso(X,d), g — & es un homomorfismo continuo; si ademds la accion
de G es efectiva, entonces esta funcion es también un encaje topologico.

Después de esta breve introduccion se procede con el tema de la seccion.

Definicion 2.3.3. Sean G un grupo topolégico y X un G-espacio. Un subconjunto
F de X es un conjunto fundamental para G en X si GF = X y cada punto x € X
tiene una vecindad U tal que (U, F) es precompacto.

Lema 2.3.4. Sean G un grupo topologico que actiia continuamente en un espacio
topoldgico X y w: X — X /G la proyeccion orbital. Sea % una familia de subcon-
Jjuntos pequeriios de X tal que {n(U)|U € % } es una familia localmente finita en
X /G. Entonces \J% es pequerio.

Demostracion. Sean x € X y V una vecindad de x en X tal que
F={Ue% :n(V)Nr(U)# 2}

es finito. Sea W C V tal que (W,U) es precompacto si U € F. Por la definicion de
F (W, U) C(V,U)=@siU ¢ F. Por tanto

w,Jz)=\J{wW,U):Ueu}=J{(W.U):U€F}
es precompacto. |

Lema 2.3.5. Sea G un grupo topologico Hausdorff localmente compacto que actiia
propiamente en un espacio Hausdorff X tal que X /G es paracompacto. Si A es un
subconjunto pequeiio de X, entonces existe un conjunto fundamental abierto para
G en X que contiene a A.
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Demostracion. Como G actia propiamente en X cada punto tiene una vecindad
pequena y relativamente delgada a A. Luego, existe una cubierta %/ de X tal que
todo U € % es abierto, pequefio y (U,A) es precompacto. Por paracompacidad de
X /G existe un refinamiento localmente finito ¥ de {m(U)|U € % }. Considérese
una funcién F : ¥ — % talque V C n(F(V)).SiV € ¥,seaWy = F(U) Nz~ (V)
ysean Yy =Wy siVNr(A) =0 y Yy = (Wy,A)Wy si VN r(A) # @. Los con-
juntos Wy y Yy son pequedios y T(Wy) = n(Yy) =V, entonces F :=JYy, V € ¥,
es pequefio por el Lema 2.3.4 y n(F) C Un(Yy) = X/G, asi F es un conjunto
fundamental abierto que contiene a A por la definicién de los conjuntos Yy . |

Teorema 2.3.6. Sea G un grupo Hausdorff localmente compacto que actiia pro-
piamente en un espacio metrizable X. Las siguientes condiciones son equivalentes.

(1) Existe una métrica G-invariante en X.
(Il) X/G es metrizable.
(Ill) X /G es paracompacto.

Demostracion. (I) = (II) Considérese una métrica G-invariante d en X. Se define
p:X/GxX/G— Rcomop(G(x),G(y)) =inf{d(gi1x,82y) : 1,82 € G}. Por
la invarianza de d para x,y,z € X cualesquiera se tiene

x,8,'9:2) : 81,82 € G}

x,82) : g € G}

x,hy)+d(hy,gz) : g,h € G}

1nf{d x,hy) : h € G} +inf{d(hy,gz) : g,h € G}

=p(G(x),G(y)) +p(G(y),G(2))-

Por ser la accién de G en X propia las orbitas son cerradas, luego, para
G(x) # G(y) se tiene p(G(x),G(y)) = inf{d(x,gy) : g € G} > 0. Por tanto
p es una métrica. Es inmediato de la definicién de p que para cualesquiera
xeXyeeR" n(By(x,€)) CBy(G(x),€); ademds si p(G(x),G(y)) < €, en-
tonces d(x,gy) < € para algin g € G, por lo que B,(G(x),€) C m(By(x,€)).
Por tanto la proyeccion orbital es continua y abierta respecto ad y p, de lo
cual se sigue que p es compatible con la métrica de X /G.

~ T~ T~

(II) = (III) Es consecuencia del Teorema de Stone.

(III) = (I) Sea d una métrica en X compatible con su topologia. De acuerdo al
Lema 2.3.5 existe un conjunto fundamental abierto F para G en X. Se define
r(x) =d(x,X \ F). Claramente para cualesquier x,y € X r(x) —r(y) <d(x,y),
de lo que se sigue r(x) +r(z) <d(x,y)+ (r(y)+r(z)), six,y,z € X. Entonces
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w(x,y) = min{d(x,y),r(x) +r(y)} (x,y € X) es una pseudométrica en X.
Luego se define

p(x,y) = sup{u(gx,gy) : g € G}.

Claramente p es una pseudométrica invariante en X. Mds aun, si x,y € X
y x #£y, por ser F' un conjunto fundamental existe gy € G tal que gox € F,
entonces U (gox,goy) > r(gox) > 0 por lo que p(x,y) > 0. Por lo tanto p es
métrica.

Sea (x,)nen uUna sucesion convergente a algin yp € X respecto a p. Sea
€ € R*. Como GF = X existe gy € G tal que goyo € F; ademds por ser
F abierto y por continuidad de la funcién x — g, Ix existe § € R tal que
By(g0y0,0) CFy gale(goyO, 0) C By(y0,€). De la primera contencion se
sigue que r(goyo) > 6. Sea N € N tal que p(x,,y0) < g para n > N, luego
K(goxn, goyo) < %. Como r(gox,) + r(goyo) > 6 se concluye de lo anterior
que d(goxn,8oYo) < % Por tanto x,, € B;(yo,€) sin > N.

Reciprocamente, supéngase que una sucesion (x, ),cn converge a algin yy €
X respecto a d, pero no respecto a p. Entonces para algin g € RT existe
una subsucesion (x,, )ken de (X, )qen tal que p(xp,,y0) > € para todo k € N.
Por definicién de p, para cada k existe g; € G tal que p(gexx,gryo) > 2,
en particular r(gixx) + r(gkyo) > 2 y asi gx € ({yo} U {xn, }ken, F). Como
{yo} U{xn, }ren es compacto y F es compacto ({yo} U {xp, }ren,F) es pre-
compacto y entonces (g )xen tiene una subsucesion convergente, sin pérdida
de generalidad supéngase que (gx)ren converge y sea g su limite. Por conti-
nuidad de la accion (gxyo)ken ¥ (8kn, )ken convergen a gyo (respecto a d),
entonces existe K € N tal que d(gxxn, , 8ky0) < % si k > K lo cual contradice
1 (gkXn,, 8kY0) > 5.
Por tanto p es compatible con la topologia de X.

|



Apéndice A

El Teorema de Birkhoff-Kakutani

Lema A.1. Sean X un conjuntoy f : X X X — R una funcion que satisface:

(a) f(x,y) >0 para cualesquier x,y € X.
(b) f(x,x) =0 para cualquier x € X.

(c) Sie eRT, entonces f(w,x) < e, f(x,y) <€y f(y,z) <¢€implica f(w,z) < 2¢
para w,x,y,z € X cualesquiera.

Se defined : X x X — R por
n
d(x,y) :inf{Zf(xi,x,-H) ne€NT X, X €X, X =Xy X0 =V}
i=1

Entonces d satisface

(1) Yf(x,y) <d(x,y) < f(x,y) para cualesquier x,y € X.
(2) d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) para cualesquier x,y,z € X.
(3) Siparatodos x,y € X f(x,y) = f(y,x), entonces d es una pseudomeétrica.

(4) Sipara todos x,y € X f(x,y) = f(y,x) y f~1({0}) = {(x,x) : x € X}, entonces
d es una métrica.

Demostracion. Obsérvese que si f(x,y) = f(y,x) paratodos x,y € X, entonces para
X1,5.. 05X €X setiene Yoy f(xi,xip1) = Xy f(xi1,x) = Xing f (i, Yie1), cony; =
Xnt1—i. Se sigue que d también es simétrica. Ademas, (a), (b) y (1) implican que
para todos x,y € X d(x,y) >0y d(x,x) =0, porlo que (3) y (4) siguen de (1) y (2).

Por (c) para cualquier € € R™ si f(x,y) < ey f(y,z) < €, entonces f(x,z) < 2€.
En particular si f(x,y) = f(y,z) = 0, entonces f(x,z) = 0. Inductivamente se tiene
que si f(x1,x2) = f(x2,x3) =+ = f(xn—1,%2) = 0, entonces f(xy,x,) = 0.

41
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Sean x,y € X. f(x,y) es un elemento del conjunto de sumas en la definicion
de d(x,y), entonces d(x,y) < f(x,y). Para probar que 3 f(x,y) < d(x.y) se mos-
trard por induccién que % fle,y) <YL, f(xi,xip1) para cualesquier n € NT y p =
(X1y. ey Xnt1) € X" tal que x; = xy x,+1 = y. Para simplificar la notacién si
v=(1,---,Ynt1) € X" se denota por |[v| a Y, f(yi,yi+1). El caso base n = 1
es evidente. Supdngase ahora que n > 2 y que el resultado es valido para cada
k < n. Se tienen tres casos:

Caso 1 (f(x1,x2) > 3|p]): En este caso

1 ! 1
§|P’ > |pl = flx1,x) = Y Fxixip1) > Ef(x27xn+l)7
i=

donde la dltima desigualdad se cumple por la hipétesis de induccién. Entonces
f(x2,xn41) < |pl; ademds f(x1,x2) < [p| por lo que f(x1,x,41) < 2|pl, es decir,
2f(x,y) < Ipl-

Caso 2 (f(Xn,Xn+1) > 3|p|): Es andlogo al caso 1.

Caso 3 (f(x1,%2) < 3|p|y f(xXn,xus1) < 3|p|): Nétese que este caso es solo po-
sible cuando n > 3. Sea r el mayor entero para el cual se satisface Y.\ ; f(xi,xi11) <
21p|- De f(xn,xa11) < |p| se sigue que Yol f(xixign) > lpl, porende r <ny
es entonces posible aplicar la hipétesis inductiva para obtener % Flx,x) < %| pl.
Por otro lado la maximalidad de r implica que ¥/ f(x;,xi41) > %| p|, por lo que
Y7, 2 f(xi,xi11) < 2|p|, entonces aplicando nuevamente la hipétesis de induccién
se tiene %f(errZ)anrl) < %’p| Por lo tanto f(x1,x,) < [p|y f(xr+2,Xn41) < |Pl,
ademds trivialmente f(x,,x,11) < |p|; luego, por (¢), f(x1,xn+1) < 2|p|.

Con esto queda probado (1).

Para mostrar (2) considérense x,y,z € X. Para p = (x1,...,x,41) € X" y
qg= 1, yme1) €X™conx =x1, y =401 =y1 Y 2= ymp1 se define s =
(Z1y- oy Zmns2)porzi=yisil <i<n+1lygz =Xi_(n+1) sin+2<i<m+n+2.
Luego d(x,z) < |s| < |p|+ |q]|; por tanto d(x,z) < d(x,y) +d(y,z). [ |

Teorema A.2 (Birkhoff-Kakutani). Sea G un grupo topolégico. Es condicion ne-
cesaria y suficiente para la metrizabilidad de G que este sea un grupo Hausdorff
primero numerable. En tal caso el grupo admite una métrica acotada e invariante
por la izquierda (derecha).

Demostracion. La necesidad es clara.

Sea G un grupo topolégico Hausdorff y primero numerable. Si G es discreto, en-
tonces la métrica discreta satisface lo deseado. Supdngase entonces que G no es
discreto. Sea {U, } ,cn una base local para el elemento neutro e tal que cada U, es
simétrico. Sea V| := Uj; recursivamente para cada n > 2 existe un minimo k tal que
U,S’ CU,NV,_1 seaV, := Uy. Ya que V,, C V> C U, para cualquier n, {V,},cn es
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también una base local para e, en particular (,cy V, = {e}. Definiendo Vy = G se
tiene que V,,41 C V, para cualquier n € N y para todo x € G existe n tal que x € V,,.
Se define ahora f: X x X — R por

PP
flx,y) = 1nf{? xlyewd.

Obviamente f(x,y) > 0; ademas por lo sefialado anteriormente si x # e, entonces
existe m € N tal que x ¢ V si k > m, de esto se sigue que f(x,y) =0 si y s6lo
six~ !y =e, ie., x =y. De la simetria de cada V, se tiene que f(x,y) = f(y,x).
Sean € € RT y w,x,y,z € G tales que f(w,x) <€, f(x,y) <€y f(y,z) <€ Ya
que f estd acotada por 1, f(x,z) <2esie > %; supdngase entonces que 0 < € < %
Existen i, j,k € Ntalesque w 'x eV, x7ly e Vi, ylze Vk,% <eg, % <ey % <e.
Sea r :== min{i, j,k}. Entonces

wlz= (w_lx)(x_ly)(y_lz)(z_l) eVV,Vy C Vr3 CV,_y,

por lo que f(w,z) < 2,1,] < 2¢. Ahora que se han verificado las hipétesis del Lema

A.1 sea d como en su conclusion. Nétese que al estar f acotada por 1 d tam-
bién lo estd y que d es invariante por la izquierda pues f(ax,ay) = f(x,y) porque
(ax)~!(ay) = x~'y. Resta probar que d induce la topologia de G.

Para cada € € R ya € G se define Ug(a) = {x€G: f(x,a) <e}.SieeRTy
k satisface 2—1,( < g, entonces aVy C Ug(a) pues x € aVy implica f(a,x) < zik, asi cada
U (a) es una vecindad de a; por otro lado si A es una vecindad de a, entonces existe
k tal que aVy C A, si x ¢ aVy, entonces a~'x ¢ V; para [ > k por lo que f(x,a) > %
y asi Uzik (a) C aVy C A. Por tanto {Ug(a) : € € R*} es un base de vecindades para

a en la topologia de G. Por el punto (1) del lema Ug(a) C By(a,€) C Use(a) para

cualesquier a € Gy € € R™. De esto se sigue que d induce la topologia de G.
Finalmente d’ : G x G — R (x,y) — d(x~!,y™!) es una métrica invariante por

la derecha en G que es compatible pues x — x~! es un homeomorfismo. |

Proposicion A.3. Sea G un grupo topolégico.

» Sea {Uy},en un conjunto de vecindades de e. Existe una pseudométrica con-
tinua e invariante por la izquierda en G tal que By(e,2™") C U, para cual-
quier n € N.

= La topologia de G es inducida por una familia de pseudométricas continuas,
invariantes por la izquierda y acotadas por 1 con cardinalidad w(G).

Demostracion. = La prueba es andloga a la del Teorema A.2, pero al no tener-
se que G es Hausdorff y que {U, },cn es una base local para e no es posible
afirmar que (,cy U, = {e} por lo que la funcién d obtenida es una pseu-
dométrica y las contenciones Ug(a) C By(a,€) C Use(a) s6lo implican la
continuidad de d y no que induzca la topologia.
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» Sean & = {U,}ic; una base local para e con cardinalidad w(G) y {B;}ics una
particién de Z tal que cada B; es numerable. Nuevamente la construccion en
la demostracién del Teorema A.2 aplicada a cada B; proporciona una pseu-
dométrica d; continua e invariante por la izquierda. Sean U abierto en G y
gcU.Existe V € Ztal que gV CU.Paraalgin j €1V € Bj, entonces existe
€ € R* tal que By, (e,€) C V. Luego

By, (g,€) = gBa,(e,€) CgV CU.

Por tanto {d, };c; induce la topologia de G.



Apéndice B

Raikov-complecion de grupos
topologicos

Definicion B.1. Sea G un grupo topoldgico. .# C Z(G) \ {@} es una familia de
Cauchy si para cada vecindad abierta U de e existen x,y € Gy A,B € .% tales que
A CxU y B C Uy. Si ademas .# es un filtro o filtro abierto se dird que es filtro de
Cauchy o filtro abierto de Cauchy, respectivamente. Una red (xq)geor €n G es de
Cauchy si para toda vecindad abierta U de e existe oy € <7 tal que xax&,l ,x;}xa elU
sio, o > o.

Lema B.2. Sean G un grupo topolégico. & es una familia de Cauchy si y sélo si
para cada vecindad abierta U de e existe P € .F tal que PP~ ,P~'P C U

Demostracion. Supéngase que .# es una familia de Cauchy. Sea V' vecindad abier-
tade e tal que VV ' CUNU!; existen P € .Z y a € G tales que P C Va, luego
PP' CVa(Va)'=vv-icunu'lyprPlPCcUnu Y)Y '=unu
Reciprocamente supéngase que PP~', P~'P C U para algiin P € .%. Fijense
a,b e P,entoncesa 'PC P 'PyPb' CPP 'porloquePCaUyPCUb. R

Proposicion B.3. Sea G un grupo topoldgico. Si una red en G es de Cauchy enton-
ces su filtro asociado es de Cauchy y viceversa.

Demostracion. Sean (xXq)geor una red de Cauchy en G y U una vecindad abierta
de e. Existe o € <7 tal que x¢x,, ,x&,lxa eUsio,o >op;asi Pi={xqg:0> 0}
es un elemento del filtro asociado que satisface la condicién del Lema B.2.
Reciprocamente sean .% un filtro de Cauchy en G y U una vecindad abierta de
e. Existe P € .Z tal que PP~',P~'P C U. Fijese p € P, entonces para A,B C P,
a € Ay b € B cualesquiera se cumple ab~!,b~'a € U, de lo cual se sigue que la red
asociada es de Cauchy. |

45



46 APENDICE B. RAIKOV-COMPLECION DE GRUPOS TOPOLOGICOS

Definicion B.4. Sea G un grupo topoldgico. G es Raikov completo si toda red de
Cauchy en G es convergente, o equivalentemente si todo filtro de Cauchy en G lo
es.

El propésito de este apartado es mostrar que todo grupo topolégico G admite
una Raikov complecion, esto es, probar la existencia de un grupo Raikov completo
G* con un subgrupo denso toplégicamente isomorfo a G. Para ello lo primero es
presentar las nociones que se emplean en su construccion.

Definicion B.5. Sean G un grupo topoldgicoy 1,& C Z(G)\ {2}

= 0(n) se define como el conjunto de abiertos en G que contienen a algiin
elemento de 1.

[n&] denota al conjunto {AB:A€n,Be&}.

= 7) es una familia con encogimientos si para cada B€ nexistenAeny Uy
V vecindades abiertas de e tales que UAV C B.

Un filtro canonico es un filtro abierto de Cauchy con encogimientos.

Si n y & son bases de filtro tales que para cualesquier A€y B e & se
cumple AN B # & se dird que 1 es sincrénico con &.

Proposicion B.6. Sean n,& € 2(G)\{2}.
(1) Sin es base abierta de filtro entonces o(N) es un filtro abierto que contiene a
n.

(2) Si M es una familia de conjuntos abiertos con encogimientos entonces o(1)
también lo es.

(3) Sin es una familia de Cauchy entonces o(n) también lo es.

(4) Si n es base abierta de filtro y es una familia de Cauchy con encogimientos
entonces o(N) es un filtro candnico que contiene a 1.

(5) Siny & son bases abiertas de filtro entonces [N&| es base abierta de filtro.

(6) Si my & son familias con encogimientos entonces [N&| es una familia con
encogimientos.

(7) Sin y & son familias de Cauchy entonces [N&] también lo es.
(8) Sin y & son bases abiertas de filtro entonces o([o(n)o(&)]) = o([N&]).

(9) Siny & son filtros candnicos entonces [N&] es una base de filtro abierto que
es de Cauchy y , ademds o([n&]) es un filtro candnico.

(10) Si M es un filtro candnico y & es un filtro abierto de Cauchy sincrénico a 1M
entonces M C E. En particular, si & es también un filtro candnico, N = &
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Demostracion. (1) Sean A,B € o(n). Entonces existen L,M € 1 tales que L C A
y M C B, luego existe N € ptalque NC LNM y asi N C AN B, por lo que
ANBe€o(n).

(2) Claramente si 1 es una familia de abiertos entonces 1 C o(1). Sea A € o(1),
entonces existe L € 1 tal que L C A. Por hipétesis existen M € 1 Co(n) y
vecindades abiertas U y V de e tales que UMV C L.

(3) Sea U vecindad abierta de e. Existen a,b € Gy A,B € n talesque A CaU y
B C Ub, luego aU,Ub € o(n) y el resultado se sigue.

(4) Es inmediato de (1), (2) y (3).

(5) SiA €[né], entonces A = LiM; para algunos L; € 1y M; € £ por lo que A es
abierto. Si ademds B = LM, con L, € 'y M, € £ entonces existen L€ 1 y
M € & que satisfacen L C LiNLy y M C My NM,. Luego LM C (LyNLy) (M N
Mg) C LM NIL,M,

(6) Sea A € [n&]. Entonces A = LM para algunos L € n y M € &. Luego exis-
ten Ly € n, My € £ y Uy,U,, Vi, V5 vecindades de e tales que UjL|V; C Ly
U2M1 V2 Q M. Ademas U1L1M1 Vz g U]L]V] U2M1V2 pues e € UzV], el resulta-
do se sigue.

(7) Dada U vecindad abierta de e sea también V vecindad abierta de e tal que
V2 CU. Como & es de Cauchy existen B € £ y b € G tales que B C bV, exis-
ten también A € 7 y a € G tales que a C a(bVb~'). Asi, AB C abVbh~'bV =
abV? C abU. Similarmente se encuentran C € ), D € £ y ¢,d € G tales que
CD CUcd.

(8) Por (1) [n&] C o(n)o(&)] y entonces o([n&]) C o([o(n)o(&)]). Por otro lado,
si O € o([o(n)o(&)]) entonces existen A € , B € & y abiertos U y V tales que

ACU,BCVyUV CO;asiAB € [n&]yAB C O porlo que O € o([né&]).
(9) Se sigue de (4)-(7).

(10) La segunda afirmacion es consecuencia inmediata de la primera. Para verificar
la primera sea U € 1. Por ser 1) una familia con encogimientos existen P € ]
y V vecindad de e tales que PV C U. Sea W vecindad de e tal que W~!'W C V.
Por ser & de Cauchy existe b € G tal que bW € &. Como PNbW # I se tiene
que b € PW~!, lo que implica bW C PW~'W C PV C PV y porende U € &.
|

Se cuenta ahora con todas las herramientas para definir la Raikov complecién
de un grupo topolégico. Sea G* el conjunto de los filtros candnicos en G. Nétese
que para cada x € G el conjunto de sus vecindades abiertas, denotado By, es un
elemento de G*; esto define una funcién inyectiva i : G — G*.
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Se define una operacion % en G* por n % & = o([n¢&]).

Proposicion B.7. G* es un grupo bajo la operacion x y la funcién i un morfismo
de grupos.

Demostracion. Sean 1,&,v € G*. Por (8) de la Proposicién B.6

% (& x V) =o([n(Sxv)]) =o([no([Sv])]) = o(fo(n)o([EV)])
=o([o(n)o(&)o(V)]) = o (lo([n&])o(V)]) = o([o([n&]V)]) = (% &) % V.

SeanAenyBenxB,existenCenyLeB,talesque CLCB.ANC+# &,
pues N es filtro candnico, y C C CL, pues e € L. Luego 1 y 1 % B, son sincrénicos
y por tanto 1 % B, = 1. Similarmente B, % 1 = 1.

Considérese ' = {A~! : A € n} € G*. Para A, B € 1) cualesquiera se tiene que
e€(ANB)(ANB) ' CAB 'yec (ANB)'(ANB) CA~!'B,porloque nxn’ C B,
y ' %1 C B,. Ademds por el Lema B.2 se dan las contenciones inversas. Por tanto
(G*, ) es un grupo.

Sean x,y € G. Claramente xy € O para cualquier O € o([B.By]), por lo que
B, % By C By,. Sea ahora U € B,,, entonces x U )F1 € B, y existe V € B, tal que
VZCx Uy ' Asf, xV € By, Vy € By y (xV)(Vy) C U; por lo que U € o([B,By)).
Por tanto By, = By % By, i.e., i(xy) = i(x) xi(y). [ |

Lo siguiente es definir una topologia en G*. Sea .7 la topologia en G, para
cadaU € J seaU* :={n € G* :u € n}. Notese que para U,V € .7 cualesquiera
se satisface U NV* = (UNV)*, U*Ni(G) =i(U) y U'Ni(G) # @. De esto se
sigue que Z = {U* : U € 7} es base para una topologia .7* en G* y que i es un
encaje respecto a esta topologia cuya imagen es densa.

Proposicion B.8. (G*,,.7*) es un grupo topoldgico.

Demostracion. Para cualquier U € .7 se satisface (U*)~! = (U~")* por lo que la
inversién en G* es continua. Sean 1,§ € G* y W* una vecindad bésica de 1 % &.
Entonces W € N % & = o([n&]), luego existen U € n y V € € tales que UV C W.
Sean v € U*y u € V*, entonces UV € [vu], porlo que W € o([vu]) = v % u, esto
es, VU € W*; por tanto U* % V* C W* y se sigue la continuidad de . |

A continuacidén se probard que G* es Raikov completo, para ello es necesa-
rio dar previamente algunos resultados. Se emplearan las siguientes notaciones:

S(E)={UPV:P€& UV eB,}yc(E):=o(s(E))si & € 2(G)\ {@}.

Proposicion B.9. Si & es un filtro abierto de Cauchy en G, entonces c(§) es un
filtro candnico.
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Demostracion. Por (4) de 1a Proposicion B.6 es suficiente mostrar que s(& ) es base
abierta de filtro y una familia de Cauchy con encogimientos.

SeaA € §(&), estoes, A=U, P,V para algunos U;,V; € B,y P; € &. Por ser U,
abierto el producto U P,V lo es también. Sea ademds B = U, »V; con U, V, € B,

yPeé.
ANB= (U1P1V1> N (UszVz) = (U] ﬂUz)(P] ﬂPz)(V] ﬂVz) € S(é)
Por tanto s(£) es base abierta de filtro.
Sean Wy, W, € B, tales que W2 C Uy y W} C Vi, entonces C := Wi PW; € 5(€)
satisface W BW, C A, por tanto s(&) es una familia con encogimientos.

Ahora sea V € B, y sea W € B, tal que W3 C V. Por ser & filtro abierto de
Cauchy existen a,b € G tales que aW,Wb € &, entonces

Wb = (W)(Wb)(b~'Wb) € s(E) y aW? = (aWa™ ") (aW) (W) € s(E),
ademds aW? C aV y W3b C Vb; por tanto s(&) es de Cauchy. [ |

Proposicion B.10. Sean G un subgrupo denso de un grupo topolégico H y 1 un
filtro abierto en H. Si Ng = {WNG:W € n} se tiene que:

a) Mg es un filtro abierto en G sincronico con 1;
b) sin es de Cauchy en H, entonces 1 es de Cauchy en G;
c) si Mg converge en G, entonces N converge en H al mismo punto;

d) sim es candnico en H, entonces 1 es candnico en G.

Demostracion. a) Se sigue de la densidad de G.

b) Sea W una vecindad abierta de e en G. Entonces W = U N G para alguna vecin-
dad abierta de e en H. Por el Lema B.2 existe F € 1) tal que FF~!,F~'F C U.
Sea P = F NG € ng, entonces

PP =(FNG)(F'NG)=FF'NnGCUNG=Wy
PlP=(F'NG)(FNG)=F 'FNGCUNG=W.

c) Sea g limite de ng y sea U una vecindad abierta de g en H. Por ser H un
espacio regular existe V abierto en H tal que g € Vy V CU; VNG es vecindad
de g en G, entonces VNG € ng, i.e., VNG =W NG para algiin W € n; luego
WCWNG=VNGCVNG CU.Por tanto M converge a g en H.

d) Resta verificar que 1 es una familia con encogimientos. Sea A € 7, entonces
A =LNG para algin L € n1. Existen M € n y U,V vecindades abiertas de e en

H tales que UMV C L, luego (UNG)(MNG)(VNG) CUMVNG CA.
|
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Lema B.11. Si 1 es un filtro en G tal que o(N) converge entonces N converge.

Demostracion. Sea x un limite de o(1), esto significa que By C o(n). Por otro lado
o(n) C n. Por tanto B, C 1, i.e., N converge a x. [ |

Teorema B.12. G* es Raikov completo.

Demostracion. Por el Lema B.11 y (1) y (3) de la Proposicién B.6 es suficiente
probar que todo filtro abierto de Cauchy converge. Sea 1 una de tales familias. Por
simplicidad se considerard a cada x € G como i(x) de forma que G C G*. Asi, ng
es un filtro abierto de Cauchy en G sincrénico con 1. Sea & := ¢(n¢), este es un
filtro canénico en G contenido en 7, en particular & € G*. Para cualquier vecindad
basica U* de &, U € ng, ademas U C U* por lo que Mg converge a & y por ¢) de la
Proposicién B.10 1) también converge a §. |

Queda asf probada la existencia de una Raikov complecién para cualquier gru-
po topoldgico. Finalmente se demostrara la unicidad, salvo isomorfismo topoldgi-
co, de esta.

Lema B.13. Sean G y H grupos topoldgicos y f : G — H un homomorfismo con-
tinuo. Si ¥ es un filtro de Cauchy en G entonces f(.F) ={f(U):U € F} es un
filtro de Cauchy en H.

Demostracion. Obviamente se cumple que f(.%) es un filtro en H. Sea U una
vecindad abierta de ey. Existen A,B € .F y a,b € G tales que A C af '(U) y
BC f~1(U)b;luego f(A) C f(af~'(U)) C f(a)Uy f(B) C f(f'(U)b) CUF(b).
Por tanto f(.#) es de Cauchy. [ |

Proposicion B.14. Sean H un grupo topoldgico, G un subgrupo denso de H y
f: G — K un homomorfismo continuo de G a un grupo Raikov completo K. f se
extiende a un homomorfismo continuo f : H — K.

Demostracion. Para cada z € H sea 1, el conjunto de vecindades de z, este es
claramente un filtro de Cauchy en H; entonces &, .= {UNG: U € n;} loes en G.
Por el Lema B.13 cada f(&;) es un filtro de Cauchy en K, entonces f(&;) converge
a algin f(z). Como para cualquier g € G lim &, =gy [ es continua se tiene que
lim f(&.) = f(z), por tanto f es una extensién de f.

SeanAC G,z€Ay 8, ={UNA:U € n,}, este es un filtro de Cauchy en G y
por el Lema B.13 f(04) es un filtro de Cauchy en K. Sea y; el limite de este filtro,

entonces y; € f(A). Nétese que & y &, son sincrénicos, por lo cual £(84) y f(&.)

también lo son; luego sus limites coinciden y asi f (z) € f (A). Por tanto f lGuiz) €8
una extension continua de f. Por ser K un espacio regular se sigue del Teorema de
Bourbaki-Dieudonné que f es continua.
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Supéngase que existen a,b € H tales que f(ab) # f(a)f(b). Sean Oy W abier-
tos ajenos en K tales que f(ab) € Oy f(a)f(b) €W ysean Uy V vecindades abier-
tas de f(a) y f(b), respectivamente, que cumplen UV C W. Existen ademés U; y V;
abiertos en H tales que a € Uy, b e Vi, f(U) CU, f(Vi) CVy f(Ui1Vi) C O. Por
densidad de G pueden encontrarse a; € U NG y b; € V1 NG. De todo lo anterior
se sigue que

flarb1) = flarbr) = f(ar) f(b1) = f(ar)f(br) €UV CW;
contradiciendo ONW = @. Por tanto f es un homomorfismo. |

Es una consecuencia inmediata de esta proposicion que si H; y H, son Raikov-
compleciones de un grupo G entonces son topolégicamente isomorfos.
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