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Introduccion

La teorfa de los Funtores Derivados nace como uno de los principales re-
sultados del seminario de Cartan de 1951 impartido por H. Cartan y S.
Eilenberg. Es en este seminario donde se asentaron las bases necesarias
para el desarrollo actual que conocemos del Algebra Homolégica, pues se
introducen por primera vez definiciones fundamentales como las de médulo
proyectivo, resolucién proyectiva, funtor derivado derecho e izquierdo.

Aunque las definiciones de funtor derivado derecho e izquierdo se in-
trodujeron en dicho seminario, éstas sélo fueron vistas como un lenguaje
simplemente. Fue a mediados de la década de los cincuenta y principios
de la década de los sesenta que diversos trabajos permitieron fundamentar
dicha teorfa. Entre esta fundamentaciéon podemos destacar que uno de los
trabajos mds importantes es su articulo "Sur quelques points d’ Algebra Ho-
mologique” de A. Grothendieck. Pues en dicho articulo Grothendieck en su
articulo nos muestra que la gran mayorfa de situaciones referentes al Alge-
bra Homolégica pueden ser abordadas dentro de la Teoria de los Funtores
Derivados.

Desde luego, la teoria de los funtores no sélo vino a revolucionar al Alge-
bra Homoldgica, sino més bien ésta teorfa revolucioné a la matemadtica en
general, ya que el desarrollo de esta teoria motivo a la Teorfa de Categorias,
la cual trajo una nueva forma de hacer matemadticas. Pues, si uno quiere
resolver un problema relacionado a un objeto de alguna teorfa matemadtica,
lo més conveniente es tratar de "resolverlo desde afuera", es decir, tratar de
plantear el problema a un lenguaje donde se considere la relacién del objeto
con los demds objetos de dicha teorfa, ya que este camino donde se estudian
las relaciones que tienen los objetos nos llevard a ver que la clase de objetos
se "comporta" como un objeto de dicha teoria. En resumen la teoria de
categorias estudia las estructuras de las teorias matematicas.

Por tales aportaciones de la Teorfa de Funtores, hemos decido presentar
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de una manera introductoria el desarrollo de esta teorfa y de sus consecuen-
cias dentro de la Teorfa de Médulos y del Algebra Homolégica abordando
el articulo[Ab. Ba]. Para tal desarrollo, el presente trabajo consta de 8
capitulos que a continuacién se describen brevemente.

En el primer capitulo se abordard de una manera general la Teoria de
Moddulos, ya que esta teorfa es el punto de partida para motivar la definicién
de categoria, funtor y la de morfismo.

Empezaremos este capitulo con la definicién de mddulo izquierdo, la cual
podemos entender de la siguiente manera: dado un anillo A con 1 # 0, y M
un grupo abeliano, diremos que M es un A — médulo izquierdo, si existe

n:AN— End(M,M)

un homomorfismo de anillos de A a End (M, M) (los homomorfismos de
grupos abelianos de M es si mismo). Para cualesquiera o € Ay z € M,
denotaremos con azx a n (a) (z).

Si A es un anillo conmutativo con 1 # 0, diremos que M es un A—mddulo,
si es un A — mdédulo izquierdo. Cabe mencionar que la mayor parte con
anillos conmutativos, por lo que la nocién de A — mddulo corresponde con
la de A — médulo izquierdo.

Es inmediato ver que la definicién de A — mdédulo sélo corresponde con
una generalizacién de la definicién de espacio vectorial, solo que esta vez la
accién es de un anillo.

Sea M C N, con N un A —méddulo, diremos M es un submddulo de N, si
M es un subgrupo abeliano de N, tal que, am € M para cualquier m € M
y a € A. Notemos que si M es un submédulo de NV, entonces M es por si
mismo un A — mdédulo.

Después nuestra tarea serd el estudiar la forma de relacionar dos A —
modulos My N "sin perder la informacion acerca de su estructura". Para
ello diremos que una funcién

f:M— N

es un A — morfismo, si f es un homomorfismo de grupos abelianos y
f(ax) = a(f (x)) para cualesquiera o € Ay z € M.
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A partir de la definicién anterior dado un A — mor fismo f: M — N,
podemos considerar los siguientes conjuntos

ker (f) = {zeM: f(z)=0}
im(f) = {f(z): zeM}

que van a resultar ser submédulos de M y N respectivamente. Dichos
A —mddulos nos seran de importancia para enunciar los llamados "Teoremas
de Isomorfismo", que bésicamente son los mismos teoremas de isomorfismo
para grupos abelianos.

Por otro lado, dichos submédulos nos ayudarédn a introducir las siguientes
definiciones: Sea

an n
C: —Cp 28, 20—
una sucesién de A — médulos y A — mor fismos. Diremos que C es semi-
exacta en C,, si 0" 0 9"t = 0. De dicha definicién podemos deducir que
C es semiezacta en C), si, y solo si ker (0™) C im ((9"+1). Por otro lado, si
ker (8™) = im (9" 1), diremos que es C ezacta en Cj,.

Como veremos los A — mor fismos no sélo nos van a definir la forma de
relacionar A — mddulos, si no también nos ayudaran a establecer algunas
construcciones de nuevos A — médulos a través de las llamadas propiedades
universales propuestas por D. Kan en la década de 1940; por ejemplo se
introduciran las definiciones de producto directo(II), suma directa(®), pro-

ducto tensorial (®p), limite directo (l@m) A partir de dichas construc-

ciones universales podremos dar la definicién de un A — mdédulo libre, que
vendrs siendo una suma directa de A.

Un resultando importante que cabe hacer destacar es que vamos a ver
que cualquier conjunto genera un A — mddulo.

Después de este marco tedrico empezaremos a notar que la definicién
de categoria surge por si misma, pues veremos que para entender los A —
médulos los podemos entender a través de sus A — mor fismos, ya que la
coleccién

Homp (M,N)={f:M — N: fes A—morfismo}

es un A — méddulo (si A es un anillo conmutativo). Ademds por la intro-
duccién de las propiedades universales veremos que muchas definiciones se
pueden establecer a partir de A — mor fismos.
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Aunque la Teoria de Categorias es objeto de estudio de nuestro segundo
capitulo. En este primer capitulo se entenderd que una categoria consiste de
una clase de objetos y otra clase de morfismos (flechas), en donde los mor-
fismos nos relacionan dos objetos. Mientras que la idea de funtor va hacer
nuestra forma de relacionar dos categorias, es decir, un funtor F : C — D,
se entenderd como una asignaciéon de C en D, que manda objetos de C en
objetos de D y que manda morfismos de C en morfismos de D.

Para este primer capitulo notaremos que dado un anillo conmutativo A,
la coleccion de todos los A — médulos y A — mor fismos va a formar una
categoria, la cual denotaremos con A Mod, de igual manera, si consideramos
la coleccién de todos los grupos abelianos y sus homomorfismos tenemos
una categoria, a la que denotaremos por Ab (la categoria de los grupos
abelianos).

Si f: M — M es un A — morfismo, entonces para cualquier A —
mor fismo g : M — N, la composicién go f : M’ — N es un A —
mor fismo. Por otro lado, si ¢g1,92 : M — N y a € A, entonces para
cualquier x € M’

(g1+g2)0f(x) = grof(x)+g20f(2)
(agi)e f(z) = al(gof(z))
Por lo anterior f induce un A — mor fismo,
f*: Hompy(M,N) — Homp(M', N)

con f*(g) = go f. Siguiendo un razonamiento andlogo, si f : N’ — N es
un A — mor fismo, entonces f determina un A — mor fismo

fe: Homp(M,N') — Homy (M, N)
con f, (g) = f o g para cualquier g € Homy (M, N").

Dados ¢ : M' — M, ¢ : N\ — N A — mor fismos definiremos los
A — mor fismos

e®1y: M'®AN — M®yN
men — em)ean

1y @ My N — M@AN
men — my(n)
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A partir de los A — mor fismos definidos anteriormente, dados M y N
A — médulos, se definen los funtores

Homp( _,N): AMod — (Ab) AMod
M — Homp (M, N)

M oM Homy(M,N) L Homy(M',N)

Homp(M, ): AMod — (Ab) AMod
N — Homp (M, N)

N LoN — Homa(M,N')Y L% Homa (M, N)

M ®p AMod — (Ab) AMod
N — M pa N

N’&N — M®AN’¢®;1]>VM®AN

QA N : AMod — (Ab) AMod
N — M @pa N

M 2M — Moy NZ2YW Moy N

Establecidos estos funtores estudiaremos sus propiedades al ser aplicados
a sucesiones exactas como a continuacién se ilustra.

Proposicién 1 S: 0 — M' — M — M"” — 0 es una sucesién exacta

de A — médulos. Entonces Homa(_, N) induce la sucesion exacta

Homy (M',N) «— Homy (M,N) «— Homy (M",N) «— 0

Proposicién 2 Si 0 — N’ — N — N” — 0 es una sucesion exacta
de A — médulos. Entonces Homa (M, ) induce la sucesion ezxacta

0 — Homp (M,N') — Homy (M,N) — Homy (M,N")
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Proposicién 3 510 — M — M — M" — 0 es una sucesion exacta
de A — méddulos. Entonces _ @ N induce la sucesion exacta

M NN —MpAN — M'A N—0

Proposicién 4 Si 0 — N’ — N — N” — 0 es una sucesion ezxacta
de A — médulos. Entonces M ®p _ induce la sucesion exacta

M@ANN — MpA\N —MrN' —0

De las proposiciones anteriores vemos que el funtor Homy (M, ) con-
serva la ezxactitud izquierda de una sucesién exacta corta, mientras que los
funtores Homp (_,N), ®&x Ny M ®p conservan la ezactitud derecha de
una sucesién exacta corta. Dichas proposiciones motivaran a preguntarnos
JExistirdn A — mdédulos que preserven toda la exactitud de la sucesién al
aplicarles el funtor en cuestién? Desde luego, la respuesta es si, para ello
serd necesario considerar las siguientes definiciones:

Definicién 5 Un A — mddulo P es proyectivo, si para cualquier sucesion
exacta
0— M —M-—M"—0

la sucesion
0 — Homy (P, N’) — Homp (P,N) — Homp (P, N”) —0

es exacta.

Definicién 6 Un A — mddulo I es inyectivo, si para cualquier sucesion
exacta
0— N —N-—N'—0

la sucesion
0« Homy (M',I) — Hompa (M,I) «— Homy (M",I) —0

es exacta.
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Definicién 7 Un A — mddulo F se dice que es plano, si para cualquier
0— M — M-— M"—0
sucesion exacta de A — maddulos, entonces la sucesion
00— M NF —MpNF — M" @\ F —0

es exacta.

Para finalizar éste capitulo uno mostraremos que si L es un A — mddulo
libre, entonces este es proyectivo y que un médulo proyectivo es plano. Por
lo que podremos concluir que cualquier suma directa de anillos A conserva
las exactitudes de las sucesiones expuestas en las proposiciones 2, 3 y 4.

En el segundo capftulo empezaremos notando que la coleccion A Mod
es "bastante grande” al igual que Ab, por lo que la pregunta que surge es:
jestamos abusando del leguaje de la teorfa de conjuntos al considerar dichas
colecciones?, ya que al formular varias definiciones las estamos haciendo
sobre una clase que en principio no es un conjunto; pues mayor parte de la
matematica cldsica utiliza dicho lenguaje para su formalizacion.

Para poder trabajar dichas colecciones, sin sentirnos tan mal por abusar
del lenguaje de la teorfa de conjuntos, en este capitulo introduciremos de
manera muy breve los fundamentos de la teoria de categorias, que nos per-
mitird no sentirnos tan mal al trabajar con dichas colecciones.

En este capitulo aparte de dar los fundamentos de la teoria de categorias,
se introducird de manera formal las nocién de: categoria, ademéas que dare-
mos algunos ejemplos de colecciones que inducen una Categoria, también
introduciremos las nociones de: objeto, morfismo, funtor contravariante,
funtor covariante, transformacion natural y equivalencia natural.

En el capitulo IIT abordaremos el concepto de categoria producto, la cual
puede ser vista como una generalizacién de la idea de producto cartesiano
de conjuntos. Al considerar tal concepto se motiva la definicién de bifuntor,
la cual podemos entender como un funtor que va de una categoria producto
a otra categorfa. Un ejemplo de esto es que las asignaciones

Homp(_, ): aAModxaMod — (Ab) aMod
(M, N) — Homp (M, N)
(SO: ¢> —  Homy (907 ¢)
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®x_: aMod — (Ab) aMod
(M,N) — M@y N
(0, 0) — ©RY

son bifuntores.

Otra definicién de gran importancia que se aborda dicho capitulo es la
definicién de Categoria Dual (Opuesta). La cual de una manera informal
la podemos entender como: Dada una categoria C, la categoria dual a C,
denotada por C, es la categoria formada a partir de los mismos objetos
de C, y con los morfismo de C en su sentido contrario. Este concepto nos
permitird "duplicar" los conceptos y resultados. Pues nos basaremos en el
"principio de dualidad” que dice:

Principio de Dualidad (P.D.). (i) Para cada concepto C, escritos
en términos de unica categoria K, el concepto dual (llamado co — C) es
obtenido al aplicar este concepto a la categoria dual.

(i) Para cada teorema vdlido en categorias, el "teorema dual” que se ob-
tiene al cambiar los conceptos originales, por los conceptos duales es vdlido.

En nuestro capitulo IV retomaremos los conceptos del capitulo I, solo
que esta vez seran retomados para motivar su generalizacién en el lenguaje
de la Teorfa de Categorias.

En este capitulo daremos las definiciones de: objeto cero, niicleo, conii-
cleo e imagen de un morfismo, asi como también las definiciones de: pro-
ducto fibrado y co-producto fibrado. Estas definiciones seran los ingredientes
necesarios para introducir las definiciones de Categoria Aditiva y Abeliana,
las cuales podemos entender como aquellas categorias donde para cualquier
conjunto de morfismos este tiene una estructura de grupo abeliano.

Aunque la mayor pensaremos una categoria abeliana como una general-
izacién de las categorias (Ab) y AMod, cabe mencionar que existen més
ejemplo de ellas como Top (X) (la categoria de gavillas), esto puede consul-
tarse en [Grot].

Después de haber introducido el concepto de categoria aditiva, cen-
traremos nuestra atencién en estudiar los funtores que conservan su estruc-
tura, para esto introduciremos el concepto de funtor aditivo, que desde
luego este concepto va a ser motivado por el concepto de homomorfismo de
grupos abelianos.
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Para finalizar este capitulo se introducird el concepto de funtor exacto
derecho y el de funtor exacto izquierdo, que es una generalizacién de las
proposiciones 1,2,3 y 4.

En el capitulo V se abordaran algunos resultados bésicos asi como fun-
damentales dentro del Algebra Homol6gica. Para empezar este capitulo con-
sideraremos una sucesién semi exacta descendente (cadena) de A —mdédulos

On+1 0,
C: —Cpg =0y 2y —s -

definiremos el Grupo de Homologia de grado n, denotado por H,, (C), como
H, (C) =ker (0,) /im (On+1)
Al considerar la situacién dual, si
D:---—>D"716n—7>1D”ﬁ>D”+1 —

es una sucesion semi exacta ascendente (co-cadena) de A—mddulos, se define
Grupo de Cohomologia de grado n, denotado por H™ (D), como

H™ (D) = ker (9") /im (0" 1)

Notese que dichos grupos nos miden que tan exacta es una sucesién en C), y
D™, puesto que si H, (C) = 0, entonces C es exacta en Cy; y st H" (D) = 0,
entonces D es exacta en D".

Como es de esperarse nuestro siguiente paso es definir una forma de
relacionar cadenas, para ello dada una coleccién de A — mor fismos, ¢ =
{en : G, — Cy},,cz, que solemos denotar con

(o aNyg,

diremos que ¢ es un morfismo de cadenas, si el diagrama

a! o'
/. ! n+1 ! n !
c: ... - C., 5o s 0, —
Son-&-l‘l’ 3 @n‘l’ Pn—1
+1 0,
c: ... — 1 Ty Cn _n, —1 N

conmuta, es decir, Op41 0@, 1 = )41 © @, Vn € Z.

A partir de esta forma de relacionar cadenas, si consideramos la coleccién
de cadenas y de sus morfismos tenemos una categoria abeliana (C (AMod)).
Por lo tanto, podemos considerar el concepto de sucesién exacta dentro de
esta categorfa. Una aplicacién de este hecho es la siguiente proposicion.
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Proposicién 8 Para una sucesion exacta de cadenas
/
0—C 2 cEtc—o

se induce una sucesion exacta

RN & KU (C/) Hip}') H" (C) Hn_(‘)P) H" (C//) ﬁ} Hn—l (Cl) .

De la proposicién anterior, si C es una cadena, entonces al considerar los
grupos de homologia H™ (C) inducen una nueva cadena H* (C), mds ain
podremos construir el funtor.

H*(): C(aMod) — C(sMod) (Ab)
C — H* (C)

c%D — H(C)"Y B (0

A partir del resultado anterior, cabe preguntarse lo siguiente: Si: C’ N

CyC %, C son dos morfismos de cadena, jcudndo H, (¢) = H,. (¢)?

Para responder a dicha pregunta introduciremos la siguiente definicién.

Definicién 9 Sean C = {C,0n}nez y C' = {Ch, 0}, }nez dos cadenas y

(o/aNyg) y C’ ., C dos morfismos de cadenas. Diremos que @ es ho-

motépico a ¢ si existe una familia de A—mor fismos h = {Cl, = Cp11}nez,

tales que, 0), 1 0hp+hy,—100, = ¢, —1, para cualquier n € Z en el siguiente
diagrama

o! o’
c:. .. - C o, o =4 c_, —
]’Ln h'nfl
P ll(ﬂ’ Pn+1 ll¢n+1 P Pn ‘l"l’¢n ‘/ Pn—1 ‘l"l”‘bnfl
On,
cC: ... — Cnt1 2t Ch = Ch—1 —

A la familia h = {hy }nez se llama homotopia de cadena. Sip es homotdpico
a v lo denotaremos por h : p ~ 1.

Como es de esperarse esta definicién serd de gran importancia, ya que
con ello probaremos la siguiente proposicion.



XV

Proposicién 10 SiC' -2 C y C’ Y, C son dos morfismos en C (AMod),
tales que, ¢ ~ ¢'. Entonces Hy (p) = H, (¢').

Nuestro siguiente tema a tratar serd las definciones de: resolucidn proyec-
tiva y resolucion inyectiva, que son los cimientos para la definicién de funtor
derivado. Para ello entenderemos:

Que para un A — médulo M, una resolucion proyectiva de M, es una
cadena P de la forma

On
P — n+1i§Pn—>~--—>P0i>M—>0

con P, proyectivo para todo n > 0.

De manera dual una resolucion inyectiva de M, es una co-cadena I de
la forma

T:0—u M0 O e

con I inyectivo para n > 0.

En este capitulo se hard notar que para cualquier A —mddulo M siempre
se puede encontrar una resolucién proyectiva e inyectiva de M, aunque el
caso de una resolucién inyectiva se mostrard en el capitulo VII.

Para finalizar esta seccién terminaremos con un teorema que nos ayudard
a la definicién central de nuestro siguiente capitulo.

Teorema 11 (de Comparacion) Para un diagrama

P:...HPn%Pn_lan—?l_,,leﬁPOiM_)()
Ly
o! o o'
Q: o = Qu B Qua1 5 . = Q1 B3 Q L N -0

de A — médulos y A — mor fismos, donde el renglon inferior es una cadena
exacta al igual que el renglon superior, ademds para cada n > 0 P, es un

A — médulo proyectivo. Entonces existe f = {Pn Iq Qn} >0un morfismo
nz
sobre f, dnico salvo homotopia.
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En el capitulo VI nos centraremos en presentar la Teoria de los Funtores
Derivados (derecho e izquierdo).

Empezaremos considerando a
T :AMod —sMod (Ab)
un funtor aditivo covariante, y
T :AMod —xMod (Ab)
un funtor aditivo contravariante.

Si M es un A — médulo y

P oo nHa"_*}p i By M —0
I : 0—>M—>IO—>11—>---—>I"ﬂ>I"+1—>

son resoluciones proyectiva e inyectiva de M respectivamente. Entonces se
inducen las siguientes cadenas

T —o0

’ T/(5° 1(an
) 010 T a(0) Ty T

TP) : -+ — T(Py1) i) T (Pn) — -

Por lo que, si denotamos con:

L,T (M) = ker(T(9n))/im (T (Ont 1))=Hn(T(P))
R"T' (M) = ker (T (9,-1)) /im (T’ (0n)) = H" (T' (1))

A partitr de dichas asignaciones y del teorema de comparacién, éstas
inducen los funtores

L,T: AMod — AMod (Ab)
M —  L,T(M)

MLN =T

R"T: AMod — AMod (Ab)
M —  R"T(M)
MLN — HY(T ()
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a los que llamaremos funtor derivado izquierdo de grado n de T y funtor
derivado derecho de grado m de T’ respectivamente.

Una de las propiedades fundamentales que estudiaremos es cémo nos
ayudan a reparar exactitudes de sucesiones, pues, si

0— M — M — M'—0
es una sucesién exacta, y

T :AMOd —>AMOd (Ab)

T":AMod —sMod (Ab)

funtores aditivos covariante y contravariante respectivamente. Entonces se
inducen sucesiones exactas

— L, T(M) —L,T(M") — L, 4T (M) — -
— R"T'(M') — R"T' (M) «— R"T' (M") «— ---

En este capitulo centraremos nuestra atencién en los funtores derivados

Tor®(_,N) alL,T, siT=_®aN
Tor,‘} a L, T, siT=M®p

a R"T, si T =Homy (_,N)
a R"T, si T =Homa (M, )

t
8
o~
>3
=
~— N e —

&

8

~
>3

que en esencia son los primeros ejemplos de funtor derivados, dichos funtores
fuerén abordados en el Seminario de Cartan de 1951. Por tal motivo, dentro
de este capitulo dedicaremos una seccién para el funtor Ton{}, al igual una
seccion para el funtor Ezt’y.

En la seccién de Tor mostraremos el siguiente teorema.

Teorema 12 Para cualquier A — médulo N se tiene
Tort (K,N) = TN

Donde TN =n € N : an =0 para algin o € A\ {0}.
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Del teorema anterior veremos que el funtor Tor{ (K, ) es naturalmente
equivalente al funtor 7. Donde el funtor 7 estd definido por

7 _: aAMod — AMod (Ab)
M — TM
f ™(f)

M—N — 1M —71N

Donde 7N denota al submddulo de torsion de N. Por lo tanto esta
proposicién justifica porque a Torf} se le suele llamar funtor de torsion de
grado n. Para finalizar esta seccién estudiaremos cémo este funtor es car-
acterizado a través de sucesiones de funtores derivados izquierdos con un
resultado llamado axiomas para Tor.

Para la seccién de Ext}, abordaremos el siguiente problema: Dados M’
y M" A — médulos jExiste un A — médulo M, tal que, M’ sea submdédulo
de M y M" = M/M'? Obviamente la respuesta es s, pues este problema
se traduce al encontrar un A — mddulo que induzca una sucesién exacta

0—M —M-—M—0

Vemos que dicha sucesién exacta existe pues basta con tomar a M =
M'" @ M". Cabe mencionar que a dicha sucesién con la propiedad anterior
se le suele llamar una extensién de M’ a M".

Después de haber notado que para M’ y M"” A — médulos siempre
podemos encontrar al menos una extensiéon de M’ a M”, nuestra tarea sera
el dotar a la coleccién de extensiones de una estructura que lo haga grupo
abeliano. Al grupo abeliano obtenido lo denotaremos por Exzt (M', M").
Cabe mencionar que esta estructura fue introducida R.Baer en la década de
1940, la importancia de dicha estructura va a radicar en que vamos a tener
el siguiente teorema.

Teorema 13 (de Baer) Para M' y M" A —mddulos se tiene
Ext (M',M") = Exty (M",M')
El que nos ilustra porque a Fxt} se le suele llamar funtor de extension

de grado n. De igual manera que para Tor’, finalizaremos con una seccién
llamada Aziomas para FExt que caracterizara a los funtores Ext}.
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En el capitulo VII centraremos nuestra atencién al estudio de los A —
modulos inyectivos, pues en este capitulo abordaremos proposiciones relati-
vas a médulos inyectivos enunciadas en los capitulos I,V,VI.

Un resultado importante de este capitulo es el Criterio de Baer que nos
ayudard a entender céomo saber si un A — mddulo es inyectivo, como se
muestra a continuacién.

Teorema 14 (Criterio de Baer) Un A — médulo I es inyectivo si, y

solo si para cualquier A — mor fismo J 1, 1, con J un ideal de A, puede
extenderse a A. Es decir existe un morfismo g, tal que, el diagrama conmuta

I

g
RN
0o — J — A

Este resultado nos serd de gran utilidad, pues nuestro resultado de mayor
importancia es el demostrar que para cualquier A — médulo M existe un
A —médulo I, tal que, M se encaja en I, es decir, existe un A — mor fismo
f: I — M, tal que, im (f) = M.

En el capitulo final se abordaran resultados expuestos en [Ab. Ba]. Se
mostrara como las definiciones de médulo inyectivo, plano y proyectivo se
pueden definir a través de los funtores derivados Tor y Ext®. Este hecho
se deriva a partir de los siguientes teoremas:

Teorema 15 Para un A —modulo 1, las siguientes afirmaciones son equiv-
alentes.

(i) I es inyectivo.

(i1) Extd (M,I) =0 para cualquier A —médulo M yn > 1

(iii) Ext) (M, 1) =0 para cualquier A — médulo M.

Teorema 16 Para un A—mddulo P, las siguientes afirmaciones son equiv-
alentes.

(1) P es proyectivo.

(11) Ext} (P,N) =0 para cualquier A — médulo N yn > 1.

(iii) Extl (P,N) =0 para cualquier A — médulo N.
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Teorema 17 Para un A —mddulo F las siguientes afirmaciones son equiv-
alentes.

(i) F' es plano.

(i) Tor (M, F) =0, para cualquier A — médulo M yn > 1.

(i4i) Tort (M, F) = 0, para cualquier A — médulo M.

De los teoremas anteriores es comun preguntarse jQué pasard si un A —
moédulo F' cumple con que Tor{X (M, F) # 0, pero existe un k > 0, tal
que, Tor§-X (M,F) = 0 para todo j > ky M A — mddulo? Es decir, que
propiedades tendra un A — médulo F', tal que, para cualquier

00— M —M-— M —0
sucesion exacta se tenga la sucesién exacta
0 — Torpy (M,F) — Tory (M",F) — -+ — M" @7 F — 0
Notese que estos hechos son una generalizacién del comportamiento de

un A — médulo plano, pues por el teorema 7, un A — médulo F' es plano, si
para cualquier sucesién exacta

0—M —M-—M'—0
se induce la sucesién exacta

0=Tory (M",F) — M' @\ F — M@y F — M" @, F — 0
De este hecho es natural considerar la siguiente definicién.

Definicién 18 Un A — médulo F es k — plano si Tor (M, F) = 0, para
cualquier A — médulo M yn > k.

Desde luego esta definicién es la generalizacién de un médulo plano, pues,
si F' es 1 — plano, entonces F' es plano.

Al considerar dicha generalizaciéon de plano, es inmediato obtener las
siguientes generalizaciones de médulos proyectivos e inyectivos a través de
las siguientes nociones.
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Definicién 19 Un A — médulo I es k — inyectivo si Ext} (M,I) = 0 para
cualquier A — médulo M yn > k.

Definicién 20 Un A — médulo P es k — proyectivo si Ext} (P,M) = 0
para cualquier A — médulo M yn > k.

Con base en las definiciones anteriores, nos centraremos por ultimo en
estudiar las generalizaciones de los resultados aplicados a A — médulos k —
planos. Por ejemplo mostraremos que un A — médulo k — proyectivo es k —
plano, la cual corresponde con la generalizacién de que un médulo proyectivo
sea plano.
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Capitulo 1

Teoria de Moddulos

1.1 Modbdulos

Sea M = (M, +) un grupo abeliano cualquiera, y sea
End(M,M)={f:M — M : f es un homomorfismo}

el conjunto de endomorfismos de M. Al considerar las operaciones + y o,
suma de homomorfismos y composiciéon de homomorfismos, respectivamente.
Si tomamos los homomorfismos

0: M —
r — 0(x)=0

cero y
1yy: M — M
r — ly(x)==

identidad, entonces el homomorfismo O es el neutro para +, mientras que
157 es el neutro para o. Por lo tanto podemos concluir que

(End (M,M),+,0,0,1n)
forma un anillo con 1 # 0.
Sea A = (A, +,-,0,1) un anillo con 1 # 0.

1.1 Definicién. Diremos que la pareja ordenada (M,n) es un A —
modulo izquierdo, si:
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(i) M es un grupo abeliano, y
(i) n: A — End (M, M) es un homomorfismo de anillos.

Si A es un anillo conmutativo con 1 # 0, diremos que M es un A—mddulo,
si M es un A — médulo izquierdo.

Cabe mencionar que en la mayor parte de este trabajo A denotard a un
anillo conmutativo con 1 # 0, a menos de que se diga lo contrario. Por lo
tanto la mayor parte la definicién de A — mddulo, es la misma que la de
A — médulo izquierdo.

Denotaremos a un A — médulo (M, n) simplemente con M. De igual
manera dados a € A, y z € A denotaremos a (1 («)) (z) con az.

1.2 Proposicién. Sea M un grupo abeliano. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

(i) M es un A — médulo

(i) Existe una funcion

w:AxM— M

que satisface lo siguiente:
(1) pla,z+y)=p(a,z)+ pa,y)
(2) wla+pB2)=pla,z)+p(B )
(3) (o p(B,2) = p(af, )
(4) p(l,z) =z; Vo, €A; Va,yeA
Demostracién
(i) = (i) Definamos
wiAxXM—M

como: u(a,z) = (n(a))(z) Va € Ay Vo € M.

Vemos que p estd bien definida, pues para cualesquiera o € Ay x € M,
wla,x) = (n(a)) (z) € M, ademds éste es unico en M, ya que 7 (a) €
End (M, M). Ahora mostremos que p cumple las condiciones de (1) a (4).

Sean o, B € A,y z,y € M.

(1) Como

pla,z+y) = (n(a) (z+y)=0() (@) +n(@) (y) =plaz)+ pa,y)

pues 7 () € End (M, M). Por lo tanto u(a,z +y) = p(a,x) + u(a,y).
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(2) Vemos que p(a + B,2) = i, 2) + 1 (8, ), pues

(m(a+p)(x) = () +n(B)) ()
= () (@) +0B) ()= p(a,z)+p(B,z)

ya que 7 es un homomorfismo de anillos. Por lo tanto p(a+ 5,z) =

p e, ) + (B, ).
(3) Como

plosp(B,2) = n(e)(p(B z))
= () ((B) (x)) = (n (@) n(B)) (z) = p(af,z)

pues 7 es un homomorfismo de anillos, entonces p (o, p (8, )) = u(af, ).
(4) Por dltimo tenemos

p(l,z)= (1) (z) ==

ya que 7 (1) es el homomorfismo identidad, pues 7 es morfismo de anillos.
(73) = (i) Sea

n: A —  End(M,M)
a — n(la): M — M
donde
nla): M — M
. — () (@)= pla,x)
Mostremos que 7 es un homomorfismo de anillos.
Sean v € A,y z,y,1 € A.

A partir de la definicién de 7 (), se sigue que dicha asignacién estd bien
definida. Por otro lado

n(@) (& +y) = pla,z +y) = (n (@) () + (n(a)) ()
por lo tanto n («) € End (M, M). Ademés
n(a+p)(x) = plat+ B z)=pla,z)+p(B,x)=n(e)(x)+n(6) ()

n(ap) (@) = plapz)=plan(Ba) =n(a)(n(8) ()
n1) @) = p(la) =2

~—

Por lo tanto n es un homomorfismo de anillos. W
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De la proposicién anterior, podemos pensar a un A — mdodulo M como
un sistema algebraico M que estd dotado de una operacién binaria

+  MxM-—M

y un conjunto de operaciones unarias

{n(a) = pla, ) : M — M}y

donde 7 se le llamara multiplicacion escalar, y a los elementos de A se les
llamaran escalares. A continuacién consideremos algunos ejemplos de A —
modulos.

1.3 Ejemplo. Si A = Z el anillo de nimeros enteros, entonces para
cualquier G grupo abeliano, la funcion, n : Z — End(G,G), definida por
(n(n))(z) = nz Vn € Z y Yz € G, define un homomorfismo de anillos.
Por lo tanto para cualquier grupo abeliano G lo podemos considerar un Z —
maédulo.

1.4 Ejemplo. Si A es un campo K, entonces un espacio vectorial sobre
K es un K — moédulo.

1.5 Ejemplo. Todo anillo conmutativo A es un A — mddulo, pues, la
funcion, n: A = End (A, A), con (n(a))(8) = af para cualquier o, € A,
define un homomorfismo de anillos.

1.6 Ejemplo. Para A un dominio entero denotemos con Frac(A) al
campo de cocientes de A definido en [Ac. y Llu.] como:

FT@C(A):{%:a,bEAyb#O}

Si definimos la suma de dos elementos en Frac(A) como:

a c ad + cb

b d  ab

y la multiplicacidn por un n € Z como:

(a) na

nl—-)=—

b b

a partir de dichas definiciones dotamos a Frac(A) de una estructura de
7, — moédulo.
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A continuacién consideremos la siguiente definicién que nos permita rela-
cionar dos A — mddulos de tal manera que en dicha relacién se preserven las
propiedades de cada A — mddulo.

1.7 Definicién. Sean M y N dos A — mddulos, diremos que una
funcion
f:M—N

es un A — mor fismo, si:
(i) f: M — N es un homomorfismo de grupos.

(17) f(azx)=af(x) Yae AVx € M
Dado f: M — N un A — mor fismo lo denotaremos con M N N.

Sean f: M — N, g: N — O dos A — morfismos cualesquiera. Si
consideremos la, composicién

gof:M—O

donde go f(z) = g(f (x)) Vo € M. Entonces para cualesquiera =,y € Ay
o € A, se tiene

gofla(z) = g(f(ax))=g(af(z))=alg(f(z)=algof(z))
goflx+y) = g(f(z+y)=9g(f(@)+g(f(y)=gof(x)+gof(y)

puesto que f y g son A — mor fismos. Por lo tanto, se ha demostrado la
siguiente proposicion.

1.8 Proposicién. Para cualesquiera f : M — N y g : N — O
A — mor fismos, la composicion

gof: M —O
es un A — mor fismo.l

Muchas veces dados f: M — N, g: N — O dos A — mor fismos. A
la composicién go f : M — O la denotaremos como gf : M — N.

Observemos que si f : M — N, g: N — Oy h: O — P son
A — mor fismos, de la definicién se sigue que fo (goh)=(fog)oh.

Dado un A — médulo M, al A — mor fismo

1y M — M
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con 1p7(m) =m Vm € M, se le suele llamar la identidad en M. Ademds, si
f'sM — My f: M — N son dos A — mor fismos, entonces

Ly o f'(m') = 1y (f'(m”)) = f'(m)

foly(m) = f(1yu(m)) = f(m)
para cualesquieram’ € M’y m € M. Porlo tanto 1y;0f' = f'y foly = f.

1.9 Proposicién. Sea f: M — N un A — mor fismo diremos que:

(1) f es un A —monomor fismo, si para cualesquiera g1,g2 : M' — M
A — mor fismos tales que fo gy = foga, se tiene que g1 = ga.

(1) f es un A — epimor fismo, si para cualesquiera g1,g92 : N — O
A — mor fismos tales que g1 o f = go o [, se tiene que g1 = go.

(7i7) f es un A—isomor fismo, si existe un A—mor fismo g: N — M
tal que go f =1y y fog=1Ln.

Si f: M — N esun A — monomor fismo lo denotaremos como f :
M — N, por otro lado, si f es un A — epimor fismo lo denotaremos por
f:M — N,ysi. fesun A—isomorfismo sele denotara por f: M =N,
Diremos que dos A —mddulos M y N son isomorfos, si existe f : M =N,

Una observacién muy importante de la definicién anterior, es que, si
f: M — N es un A — morfismo, entonces f es un A — isomor fismo
si, y s6lo si f es un A — isomorfismo si, y solo si f es un A — mor fismo
biyectivo.

1.10 Proposicién. Sean f: M — N y g: N — O dos A—mor fismos.
Entonces:

(1) Si f y g son A —monomor fismos, entonces la composicion go f es
un A — monomor fismo.

(ii) Si f y g son A — epimor fismos, entonces la composicion go f es
un A — epimor fismo.

(1it) Si f y g son A — isomor fismos, entonces la composicion go f es
un A — isomor fismo.

Demostracion.

(i) Sean g1,g2 : O — M dos A — mor fismos tales que

(goflogi=(g90f)oge
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entonces go (fogy) = go (foge). Como g es un A — monomor fismo se
sigue que
fogi=/fogs

dado que f es A — monomor fismo, se tiene g = go.
(#4) Sean g1,92 : O — O" A — mor fismos tales que

gro(gof)=g2o(gof)
entonces (g1 og)o f = (g20g)o f. Como f es un A — epimor fismo se tiene
g1°9g=g2°4g

como g es un A — epimor fismo, entonces g1 = go.
(737) Como [y g son A—isomor fismos, entonces existen A—mor fismos
f'*N—->Mygqg :0— N, tales que

7flof:1M7fof/:1N

y
gdog=1n,909 =10
Por lo que
(gof)o(flogh)=go(fof)og =(goln)og =gog =10
y

(flog)olgof)=fo(gog)of=(foln)of=fof =1y
Por lo tanto g o f es un A — isomor fismo. B

A partir de (1.6) podemos decir que los A — mor fismos son funciones
que respetan la operacién de grupos abelianos y respetan la multiplicacién
escalar. A continuacién consideremos los siguientes ejemplos:

1.11 Ejemplos. (i) Las transformaciones lineales en un K — espacio
vectorial (K —médulo), son K — mor fismos.

(#4) Para cualquiera M, N A — médulos, la funcion, 0 : M — N,
constante cero, define un A — morfismo. Al que llamaremos morfismo
trivial.

(#i1) Para cualquier A—mddulo M y o € A, la funcion, Ay : M — M,
definida por A, (x) = ax es un A — mor fismo.
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1.12 Definicién. Sea (M,n) un A — mdédulo, decimos N C M, es un
submédulo de (M, n), si cumple con:
(1) N es un subgrupo del grupo M
(ii) La funcion
Ny : A — End(N,N)

definida por: ny (o) =n(a) [n Ya € A, es un homomorfismo de anillos.

De la definicién anterior, si (M, n) es un A — médulo y N un submdédulo
de M, entonces (N,ny) es un A — médulo. Por otro lado, si N es un
subgrupo del grupo M, tal que, para cualquier « € Ay ¢ € N se tiene
ar = (n(a))(x) € N, entonces N es un submédulo de M. Por lo tanto,
un submédulo N de un A — médulo M, es un subgrupo abeliano de M
estable bajo la multiplicacién escalar. Esta observacién puede traducirse en
la siguiente proposicion:

1.13 Proposicién. Sea (M,n) un A —médulo, y N un subconjunto de
M. Entonces las siguientes son equivalentes:

(1) N es un submddulo de M

(13) N es un subgrupo del grupo M y VYo € A aN ={azx:z€ N} C N.
[ |

1.14 Ejemplo. Dado M un A — mddulo de manera inmediata se tiene
que M es submddulo de si mismo. Por otro lado el grupo 0 = {0} también
resulta ser submddulo de M, puesto que 0 es subgrupo de M, y o0 =0 € {0}
Ya € A.

1.15 Ejemplo Sea M un A —médulo y x € M. El conjunto Ann () =
{a € A: ax = 0} llamado anulador de z, es un submddulo de A visto como
un A — modulo.

1.16 Definicién. Dado M un A — mddulo, con A un dominio entero,
diremos que un elemento © € M es de torsién, si existe o € A, con o # 0,
tal que, ax = 0. Al subconjunto de M cuyos elementos son de torsion lo
denotaremos por TM.

1.17 Ejemplo. 7M es un submddulo de M. Pues, si x,y € TM,
entonces existen o, € A, con «a, # 0, tales que, ax = By = 0, entonces

o (z+7y) = aBlx) + af (y) = B(az) +a (By) =0+0=0
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como A es conmutativo, y A es dominio entero, vemos que af # 0. Por
lo tanto x +y € TM. Por otra parte, si © € TM, entonces existe a € A,
con a # 0, tal que ax = 0, por lo que para cualquier o’ € A, se tiene que
a(d'z) =d (ax) = a'0=0. Por lo tanto &’z € TM para cualquier o' € A.

A 7M se le suele llamar submddulo de torsion de M. Por tltimo, si
TM = 0 diremos que M es libre de torsidn, y si TM = M diremos que M
es de torsion.

Nétese que un A — médulo M es libre de torsion, si Ann (z) = 0 para
cualquier z € M. Por otro lado, M es de torsién, si Ann(xz) # 0 para
cualquier x € M.

1.18 Definicién. Para A un dominio entero, diremos que un A —
modulo D es divisible. Si para cada d € D y a € A, o # 0, existe un
d € D tal que d = ad'.

1.19 Proposicién. Sea A un dominio entero y Q@ = Frac(A). Si M
es un A — médulo libre de torsion y divisible. Entonces M es un espacio
vectorial sobre ().

Demostracién. Dadosr € A, r # 0, m € M, como M es divisible existe
una unica m’ € M tal que rm’ = m. Definamos (%) m = m/. Entonces para
2 € Qym € M definamos £ (m) = sm/. Para r, r' € A sean m, my,

T
mo € My m/, m), m, € M los unicos elementos que satisfacen:

m=rm/, my =rml, mo=rm)

Sea m” € M el tinico elemento que satisface m’ = r'm”. Entonces como
m = rr'm”, se tiene m"” = -Lm y (1)m = r'm”. Entonces si £ 5€Q,se
= y = Y\ - : r?or! ’
tiene
1

m = (sv" +5'r) am

sr!+s'r
rr!

(s’ +s'r)ym"” = sm/ + srm”’ y

= ()m+(5)m
(B (5)m = #m = somr
~ () =

= (Em) = 1 (m)

/N
S |w
+
o

N—
Il
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Por otro lado
my + mg = r'mf + r'mf = r' (m] +m))

Entonces & (mq +ma) = m} +mb, de esto se sigue:

s, 1 s, 1

s’ _ / 1Y — ol Ion! —
5 (m1+ma) = s(my +my) = s'my + s'my = Hmi + Smy

Por lo tanto M es un espacio vectorial sobre (). B

1.20 Definicién. Diremos que un A — mdédulo S es ciclico, si existe
s € S tal que
S={aS:acA}

Para un A —mdédulo My m € M, el conjunto (m) = {rm :r € A} es un
submédulo de M ademds este submaédulo es ciclico. A dicho A — mdédulo se
le suele llamar el submddulo ciclico generado por m.

A continuacién describiremos otros subconjuntos de un A — médulo M,
que resultan ser submédulo de M

1.21 Definicién. Sea un A — morfismo. El nicleo de f, denotado
como ker f, es el conjunto de los elementos x € M, tales que, f (z) =0. La
imagen de f, denotada por im (f), es el conjunto formado por los f (x) con
e M.

1.22 Proposicién. Para cualquier f : M — N A — morfismo. Si
M’ es submddulo de M, entonces f (M') es submddulo de N, ademds si N’
es submddulo de N, entonces f~(N') es submddulo de M.

Demostracién. Veamos que f (M) = {f(z): z € M'} es submédulo
de N. Sean u,v € M’y a € A entonces existen z,y € M’ tales que f (z) = u
y f(z) = v, como f esun A —mor fismo se tiene que u+v = f (x)+ f (y) =
fla+y)ef(M)yaf(x)=f(ax)e f(M'),puesx+ye M yaxe M.
Por lo tanto f (M') es submédulo de N.

Mostremos también que f~1 (N') = {x € M : f (z) € N’} es submédulo
de M. Sean z,y € f~1(N) y a € A, por lo que f(z),f(y) € Ny como
N’ es submédulo de N y f es A — morfismo se tiene que f(z + y) =
f@)+f(y) e Ny f(ax) = af (x) € N'. Porlo tanto x +y € f~ 1 (N') y
az € f~1(N'). Por lo que f~! (N') es submédulo de M.

1.23 Corolario. Para cualquier f : M — N A — morfismo. La
imagen de f es submddulo de N y el nicleo de f es un submddulo de M.
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Demostracién. Como M es submédulo de si mismo, entonces f (M) =
im (f) es submédulo de N y como 0 es submédulo de N, entonces f~! (0) =
ker (f) es submédulo de M.

1.2 Teoremas de Isomorfismo

En esta seccién se probarédn los tres teoremas de isomorfismo que nos pro-
porcionardn medios para determinar si dos A — mddulos son isomorfos para
un A anillo conmutativo con 1 # 0.

2.1 Proposicién. Sean (N;);c; una familia de submddulos de un A —
modulo M. Entonces NicrN; es un submddulo de M.

Demostracién. Sean z,y € N;erN;, vy a € A, entonces z,y € N; Vi € I,
ya que IV; es un submédulo de M Vi€ I, porloque z+y € N; y ax € N;
Vi € I. Por lo tanto x +y € NierN; y ax € NijerN;. 1

Sea S un subconjunto de un A —mddulo M. Vemos que S esta contenido
en al menos un submédulo de M, pues al menos sabemos que S C M,
entonces la interseccién de todos los submédulos de M que contengan a S es
no vacfa. Por (2.1) dicha interseccién es un submédulo de M. Por lo tanto
dicha interseccién resulta ser el submdédulo més pequeno de M que contiene
aS.c

2.2 Definicion. A la interseccion de NijcrN; de los submddulos N; de
un A —moddulo M, que contienen a un subconjunto S, se llama submddulo
generado por S, denotado por (S). Si NierN; = M decimos que M es
generado por S, y S es conjunto de generadores de M.

2.3 Definicién Decimos que un elemento x de un A—mddulo M es una
combinacién lineal de un S C M, si existen x1,....,Tn €S, ¥y a1, ..., € A
con n € N, tales que, a1x1 + ... + T, = T.

La mayoria de veces a los a; se les suelen llamar coeficientes.

Si S es subconjunto de un A.mdédulo M con S # (), entonces el conjunto
S cuyos elementos son combinaciones lineales de elementos de S resulta ser
un submdédulo de M, ya que la suma de combinaciones lineales de S es
combinacién lineal de S y la multiplicacién de una combinacién lineal de S
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por un escalar es combinacion lineal de S. Por lo tanto S es un submdédulo
que contiene a S.

Por un lado vemos que N;erN; € S, donde N; es un submédulo de M
que contiene a S para cualquier i € I. Por otro lado si z € S, entonces
T =121+ ... + Qup, CON T1,...,Tp € S,y @1,...,an € A yn €N, como
T1,., Ty €S CN; Vi € I, entonces Vi € I, z = ajx1+...+apx, € N;, pues
N; es submédulo de M, entonces x € N;erN;. Por lo tanto S = NM;erN; =
(S). De lo anterior tenemos que el submédulo generado por S son todas las
combinaciones lineales que se pueden hacer con los elementos de S.

Sea N un submdédulo de un A—mdédulo (M, n), entonces al grupo abeliano
cociente M /N, se le puede dotar de una multiplicacién escalar:

n: AN — End(M/N,M/N)

definida por:

n()(x+N)=(0(a)(zx)+ N=az+N, YaeA, z+N e M/N.

Vemos que dicha multiplicacién por escalar esta bien definida, pues para
cadaav € Ay z,y € M,six+ N =y+ N, entonces a(x —y) € N. Por lo
tanto ax + N = ay + N. Por otro lado

(ax+ By) + N = (ax + N) + (By + N) =n () (z + N) +n(8) (y + N)
A partir de este hecho podemos lo siguiente.

2.4 Definicién Si N es un submddulo de un A — mddulo (M,n), al
A — médulo (M/N,7) = M/N se le llama el A — méddulo cociente de M.

2.5 Observacion. Sea x + 7M € M/TM un elemento de torsion en
M/TM, entonces existe o € A, con o # 0, tal que, a(x +7M) = azx +
™M =0+4+7M, como a(x — az) = ax+a(ax) =0, entonces x —ax € TM,
por lo tanto x + TM = ax + 7M. FEntonces, si x + M es de torsion,
entonces v+ 17M = ax +7M = 0+ 7M. Por lo tanto M/Tm es libre de
torsion.

2.6 Definicién. Llamaremos coimagen y conicleo de un A —mor fismo

f:M—N
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a los A — mdédulos cocientes de M y N

coim (f) = M/ker(f)
coker (f) = N/im(f)

respectivamente.

2.7 Proposicién. Un A — mor fismo f: M — N es :

(i) f es wuna funcion inyectiva si, y sélo si ker (f) =0

(i) f es una funcion suprayectiva si, y sdélo si coker (f) =0

Demostracién.

(1) Si f es una funcién inyectiva. Sea x € ker (f), entonces f (z) = 0,
por otro lado como f(0) = 0, entonces f (z) = f(0). Por lo tanto x = 0.

Supongamos que ker (f) = O,sean x,y € M, tales que, f(x) = f(y),
entonces 0 = f(z) — f(y) = f(z —y), de esto se sigue que x — y € ker(f).
Por lo tanto = = y.

(79) Si f es un funcién suprayectiva, entonces im (f) = N, por lo que si
x € N =1im (f), entonces = +im (f) = im (f).

Por otro lado si coker (f) = 0. Entonces para cualquier x € N, se tiene
que z +im (f) = im (f). Por lo tanto x € im (f) .A

2.8 Proposicién. Sea A — mor fismo f: M — N. Entonces:

(i) f es un A — monomor fismo si, y s6lo si f es una funcién inyectiva.

(ii) f es un A — epimor fismo si, y s6lo si f es una funcién suprayectiva

Demostracién.

(1) (<=) Supongamos que f es una funcién inyectiva. Sean g¢i,¢gs :
M' — M dos A — morfismos, tales que, fg1 = fgo. Entonces para
cualquier x € M’, se tiene fg1 (x) = fga2(x), por lo que 0 = fg; (z) —
fg2(z) = f (91 (2) — g2 (2)), entonces g1 (z) — g2 (z) € ker (f) = 0, pues f
es inyectiva. Por lo tanto g1 () = g2 (z) para cualquier z € M’.

(=) Supongamos que f es un A — monomor fismo. Como ker (f) es
un submdédulo de M, en particular ker (f) un A — mdédulo, por lo que al
considerar los A — mor fismos i : ker (f) — M definido por i (z) = x Vz €
ker (f) (la inclusién de ker (f) en M) y O : ker (f) — M el A — mor fismo
trivial, entonces foi(z) = f(z) =0 = fo0(z), para cualquier = € ker (f),
como f es un A — monomor fismo, entonces ¢ = 0. Por lo tanto para
cualquier = € ker (f), se tiene x =i (z) = 0(z) = 0.

(74) (<=) Supongamos que f es una funcién suprayectiva. Sean g1, g2 :
N — N”, dos A — morfismos, tales que, gi1f = g¢gof, entonces para
cualquier x € M, se tiene g1 f (x) = g2f (z). Por otro lado para cualquier
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y € N, como f es suprayectiva existe x € M, tal que, f () =y, por lo tanto
91(y) = g1f (x) = g2f (v) = g2(y), para cualquier y € N.

(=) Supongamos que f es un A — epimor fismo. Como im (f) es
submédulo de N podemos considerar al A — mor fismo p: N — coker (f)
; donde p(z) = = +im(f),Vz € N (la proyecciéon de N en im(f)) y el
morfismo trivial 0 : N — coker (f), entonces pf(z) = p(f(z)) = 0+
im(f) =0(f(z)) = 0f(x), como f es un A—epimor fismo se sigue 0 = p. Por
lo tanto six € N, p(z) =z +im (f) =0+ im (f). Entonces coker(f) = 0.
|

Sif:M— Nyg: N — O sondos A —morfismos, seah=go f el
A—mor fismo composicién. Sih es un A—monomor fismo, de la proposicién
anterior h A—mor fismo inyectivo, entonces f es un A—mor fismo inyectivo;
por lo tanto f es un A — monomor fismo. Por otro lado, si h es un A —
epimor fismo, entonces h es un A — mor fismo suprayectivo, entonces g es
un A — mor fismo suprayectivo, por lo tanto g es un A — epimor fismo.

2.9 Corolario. Sea f: M — N un A — mor fismo. Entonces f es:
(1) A — monomor fismo si, y sdlo si ker (f) =0
(73) A — epimor fismo si, y solo si coker (f) = 0.1

2.10 Corolario. Para cualquier f : M — N A — morfismo. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) f es un A —isomor fismo

(7i) ker (f) =0 y coker (f) =0

(tit) f es un A —mor fismo biyectivo.l

De la proposicién anterior podemos observar que la relacién isomorfismo
describe una relacién de equivalencia en la coleccién de los A — médulos.
Por lo tanto, si M, N son A — médulos, con M isomorfo a N, se tiene que
M esigual N, pues estdn en correspondencia biyectiva y la estructura de M
induce la estructura de N. Ahora veamos una aplicacién.

2.11 Proposicién. Sea A un dominio entero. Entonces para un A —
modulo se tiene:

(i) Si para todo r € A, v # 0, el A —morfismo, p, : M — M, que
denota la multiplicacion por r, i.e, p, (m) = rm para cualquier m € M, es
un A — monomor fismo. Entonces M es libre de torsion.

(i) Si para todo r € A, v # 0, el A — morfismo, p, : M — M, es
A — epimor fismo. Entonces M es de division.
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(#i1) Si para todo v € A, r # 0, el A —morfismo, p, : M — M, es un
A—isomor fismo. Entonces M es un espacio vectorial sobre Q = Frac(A).

Demostracién. (i) Sea x € 7M, entonces existe r € A, r # 0, tal que,
rx = 0, entonces x € ker (u,.). Por otro lado p, es un A — monomor fismo,
entonces ker (1) = {0}. Por lo tanto z = 0.

(ii) Seanm € M yr € A, r # 0. Como pu, es A—epimor fismo, entonces
existe m' € M, p, (m') =rm/ =m.

(747) Como para toda r € A, r # 0, el A — mor fismo, p, : M — M, es
un A — isomor fismo. Entonces por (i) y (i), M es de divisién y libre de
torsion, por (1.20) es un espacio vectorial sobre Q). W

Sea M un A—mdédulo y sea N un submdédulo de M, se define la proyeccién
natural
p: M — M/N

conp(z) =z +im(f) Vr € N, es un A — epimor fismo del médulo M en
el médulo M/N. Ademds N es el nicleo de p, pues si x € N, se tiene que
p(x) =x+ N =0+ N. Por lo tanto todo submédulo N de un A — médulo
M es un nicleo de un cierto A — mor fismo.

Ahora la pregunta a la que nos enfrentamos es: ;jExiste un submédulo N
de un A—mddulo M tal que, si f : M — M’ es un A—mor fismo, im (f) =
M/N? Para tratar de dar una respuesta a esta pregunta demostraremos el

siguiente teorema.

2.12 Teorema. (Primer Teorema de Isomorfismo). Sea M un
A —morfismoy f: M — M un A — morfismo si N es un submddulo
de M tal que N C ker(f).Entonces existe un unico h : M/N — M’
A — morfismo tal que hop = f. Ademds im (h) = im (f) y ker (h) =
ker (f) /N.

Demostracion. Definamos

h: M/N — M’
t+N — h(z+N)=f(z)

Veamos que estd bien definida. Sean x + N = y + N, se tiene que
x—y € N como N C ker (f), entonces f (z —y) = 0. Por lo tanto se tiene
h(w+N) = f(2) = [ (y) = h(y + N).

Ahora veamos que h es un A — mor fismo; sean x + N,y + N € M/N y
a €A, setiene que h((z+ N)+(y+N)) =h((z+y)+N) = f(z+y) =
f@)+ fly) = h(z+N)+h(y+N)y h(a(z+N)) = h(ax+N) =
f(az)=af (x) =ah(x+ N).
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Por otro lado, si h : M/N — M’ es tal que h'p = f. Entonces para
cualquier z+N € M/N se tiene que b/ (z+N) = h'p (x) = f(z) = h(z + N).
Por lo tanto ' (x + N) = h(z + N).

Como im (f )—{f( JixeM}={h(x+N):z+ N e M/N} =1im(h),
entonces im (f) = im (h). Por otro lado si h(z+ N) = 0 si, y sélo si
f(z)=0,1ie,si,y 5010 si z € ker (f), tenemos que z + N € ker (f) /N. Por
lo tanto ker (h) = ker (f) /N.I

Si en el teorema anterior tomamos N = ker (f), entonces h es un A —
monomor fismo, pues ker (h) = ker (f) /N = 0. Como f (M) = im(f) =
im(h) 2 M/N = M/ker (f), se sigue que f (M) = M/ker (f). Por lo que

nuestra pregunta anterior queda contestada tomando N = ker (f).

Al submédulo generado por U;e; IV; de submédulos N; de un A — médulo
M se denotard por Zie 1 Ni, ya que (U;eilV;) es el conjunto de combinaciones
lineales que se pueden formar con U;c; NV;. En particular el submdédulo gener-
ado por N1UNs, es el conjunto de todas las combinaciones lineales de N1 UN»
se tiene que (N1 U Na) = {x +y:x € N1, y € Na} al cual lo denotaremos
por Ny + Ny = <N1 UN2> .

2.13 Teorema. (Segundo Teorema de Isomorfismo). Sean N, N’
dos submddulos de un A —modulo M. Entonces:

(1) Para el A — morfismo de inclusion i : N — N + N’ donde

i(r)=x+0=u1zVYz e N se tiene que i (NN N') C N’

(i) i induce un A — isomor fismo i’ : N/J/N N N' — (N + N') /N".

Demostracion.

(1) Como NN N’ C N, entonces i (NN N') Ci(N') = N’ pues i es la
inclusién. Por lo tanto i (N N N') C N'.

(i¢) De (i) 4 induce un A — mor fismo i’ : NN NN — (N + N') /N’
donde# (x + (NN N')) =i (x)+(N + N'). Veamos que es A—isomor fismo.

Sea z + (NNN') € N/(NNN’') tal que ¢/ (z+ (NNN')) =0+ N/,
como x + N' =4 (x+ (NNN')) =0+ N, entonces = € N'. Por lo tanto
z+ (NNN')=0+ (NNN’'), pues z € NN N'. De esto se sigue que 7’ es
un A — monomor fismo.

Sea z+ N’ € (N+ N')/N’, entonces z = z +y, con z € N, y € N,
comox—z=z— (z+y) =—y € N, se sigue que x + N’ = z+ N'. Por lo
tanto tomando x + (N N N') € N/ (N N N') se obtiene ¢ (x + (NN N')) =
x4+ N'=z+ N'. Por lo tanto i’ es un A — epimor fismo.l

2.14 Teorema. (Tercer Teorema de Isomorfismo). Sean M" C
M' C M A —médulos. Entonces (M/M") [ (M'/M") = M/M'.
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Demostracién. Definamos f : M/M"” — M /M’ de la siguiente forma
fle+ M"Y =x+ M

Vemos que estd bien definida, ya que si  + M” = y + M”, entonces
x—y € M C M, por lo tanto z,y € M’'. Como z + M' = y + M, se
sigue que h(z+M") =x+ M =y+ M = h(y+ M). Ademds define
un A — mor fismo, pues si x + M" y + M" € M/M" y o € A, se tiene:
h((x4+y)+M") = (x4+y)+ M =2+ M +y+ M =h(x+M)+
hy+ M)y h(az+ M)=azx+ M =a(x+ M) =ah(x+ M").

Por otra parte f es un A — monomor fismo, ya que si f(z+ M) =
T+ M =0+ M si, ysolosize M. Porlo tanto x + M" € ker (f) si, y
solo si . + M e M'/M".

Como para cualquier x + M’ € M/M’ se tiene que x € M, por lo que
tomando x + M" € M/M" se sigue h (z + M) = x+ M’. Por lo que f es un
A — epimor fismo.

Aplicando (2.10) se tiene

M/M" = im (f) = (M/M") [ ker (f) = (M/M") [ (M'/M")
Por lo tanto M/M’ = (M/M") / (M'/M"). B

A continuacién mostraremos una pequena aplicacién del Primer Teorema
de Isomorfismo

2.15 Ejemplo. Sea f :Z — Z,, un Z — mor fismo dado por f(m) =
r, donde r es el residuo de la division de m entre n. Sabemos que f es
A — epimor fimo, ya que f es suprayectiva. Por otro lado se tiene que el
ntcleo de f es nZ. Aplicando el Primer Teorema de Isomorfismo se tiene

Z = im (f) = Z/nZ

por lo tanto Z,, = Z/nZ.

1.3 Swucesiones

A continuacién nuestro objeto de estudio serdn sucesiones finitas e infinitas
de A — morfismos, las cuales van a jugar un papel muy importante para
nuestro estudio en secciones posteriores.
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3.1 Definicién. Una sucesién ascendente de A — mor fismos, es una
familia de A —mor fismos {fi};c 4 = {fi : Mi — Miy1},cq,con ACZ. La
cual se suele representar con:

— i—1 f1—7>1 M’L ﬁ> M’i+1 —
Al A — morfismo f;_1 se le suele llamar el A — mor fismo entrante en M;

o simplemente entrante en M;, y a f; se le suele llamar el A — mor fismo
saliente en M; o simplemente saliente en M.

3.2 Definicién. Una sucesién descendente de A — mor fismos, es una
familia de A —morfismos {fi};cq = {fi : M; — M;_1},c4, con A C Z.
La cual solemos representar como:

— Min S VAL VA
Al A — morfismo fiy1 se le suele llamar el A — mor fismo entrante en M;

o simplemente entrante en M;, y a f; se le suele llamar el A — mor fismo
saliente en M; o simplemente saliente en M;.

3.3 Definicién. Diremos que una sucesion de A —maodulos { fi};c 4 as-
cendente (descendente) es semiexacta en M;, si im (fi—1) C ker (f;) (tm (fi+1) C
ker (fi)). Diremos que es semiexacta, si para cualquier i € A es semiexacta
en M;.

Estd definicién equivale (como a continuacién veremos) a que la com-
posiciéon de los A — morfismos entrante y saliente es el A — morfismo
trivial.

3.4 Proposicién. Para cualquier sucesion {fi};c, ascendente (descen-
dente) de A — mor fismos. Las siguientes son equivalentes:

(i) Es semiexacta en M;

(id) fiofio1=0(f;o fi1=0)

Demostracién.

(i) = (i1) . Seax € M;—1 (x € M;_1), entonces fiof;_1 (x) = fi (fi—1 (x)) =
0 (fit10 fi () = fi1 (fi () = 0), pues im (fi—1) C ker (f;) (im (fiy1) C
ker (f4)). Por lo tanto f; o fi_1 =0 (fio fit1 =0).

(19) = (i) Seay € im(fi—1) (y € im(fi+1)), entonces existe z € M;_1,
tal que, fi—1(z) =y (x € M1, tal que, fi+1 (x) =y) por lo que f; (y) =
fi(fie1 (@) = fio fica(z) =0 (fi(y) = fi (fis1 () = fio fira(z) =0).
Por lo tanto y € ker (f;). W
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3.5 Definicién. Diremos que una sucesion ascendente (descendente) de
A—mor fismos {fi};c 4 es exactaen M;, si es semiezacta en M; ker (f;—1) C
im (fi) (ker (fi) Cim (fix1)). Si es exacta en M; para cualquier i € A,
diremos que es exacta.

Diremos que una sucesién ascendente (descendente) de A — mor fismos
{fi}ica es evacta en M si, y s6losiker (f;—1) = im (f;) (ker (fi) = im (fiy1)).
Por lo tanto toda sucesién exacta en M; es semiexacta en M;, pero no toda
sucesion semiexacta es exacta como a continuacién lo muestra el siguiente
ejemplo:

3.6 Ejemplo. Consideremos el Z —mor fismo f : Z — Zs con f(n) =
2n ¥Vn € 7Z, entonces la sucesion:

7z - 7z L, 7,

es semiexacta, ya que im (i) = 0 C ker (f) = Z, pero no es exacta en Z,

pues ker (f) & im (i) .
A una sucesién exacta de la forma:

0 - M L M L Moo

la llamaremos sucesién exacta corta.

3.7 Ejemplo. Sea N un submédulo de un A—mddulo M. Consideremos
el médulo cociente M/N. Sea

i: N — M
la inclusién de N en M y sea
p: M — M/N
el A — epimor fismo de proyeccién. Como im (i) = N = ker (p), entonces
0 - N 5% M 2 M/N - 0
es una sucesién exacta corta.
3.8 Observacién. Consideremos una sucesion exacta corta:

o 5% M Lo L om % oo
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Entonces f es un A —monomor fismo, pues ker (f) =im (i) = 0. Por otra
parte g es un A —epimor fismo, pues im (g) = ker (0) = M". Considerando
N =1im (f) = ker (g), entonces se tiene que f establece un A—isomor fismo
de N = M, y g establece un A — isomor fismo M/N =, M". Por
lo tanto una sucesion exacta corta es una sucesion con un submddulo y el
mddulo cociente de un A — maodulo.

Considerando una sucesiéon exacta de A — mddulos de la forma:

g h

LN S v M our oo

0 — N/

Si suponemos que f es un A — epimor fismo y h es un A — monomor fismo,
entonces im (f) = N y ker(h) = 0, como im (g) = ker(h) = 0. Por lo
tanto g es el A —mor fismo trivial. Inversamente si g es el morfismo trivial.
Como ker (h) = im (g) = 0y im(f) = ker(g) = N, se sigue que f es un
A — epimor fismo y h es un A — monomor fismo. A partir de estos hechos
acabamos de demostrar la siguiente proposicién.

3.9 Proposicién. Si
0N LNL MM 0

es una sucesion exacta. Entonces h es un A — monomor fismo si, y sélo
si g es el morfismo trivial, y f es un A — epimor fismo si, y sélo si g es el
morfismo trivial. B

3.10 Ejemplo. De la proposicion anterior, si f : M — N es un
A — mor fismo. Entonces la sucesion

0 — ker(f) oM LN 2 coker(f) — 0

es exacta.

3.11. Definicién. Sean f': M — N, f: N — N, ¢: M — My
g: M — N' A —morfismos, decimos que el diagrama

f/

M — N
19 IR
M 9, N’

conmuta, si gog' = fo f': M — N'.
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‘s f g
Denotaremos a la sucesién exacta corta 0 — M’ — M — M" — 0,

. . . g
por la observacién (3.8) podemos denotar dicha sucesién con M' »— M —
M.

f! f !
3.12 Proposicién. Sean M' — M —» M" y N’ 2o N L N dos
sucesiones exactas cortas. Supongamos que el siguiente diagrama conmuta

M/ >f_) M ié MI/

lhl J/h lhl/

N/ >i N g» Nl/

donde dos de los tres A — mor fismos h', h, y h" son A — isomor fismos.
Entonces el tercero también lo es.

Demostracién. Supongamos que h' y h son A — isomor fismos y
mostraremos que h” es un A — isomor fismo.

Veamos que h” es A — monomor fismo. Sea x” € ker (h”), entonces
R (z") = 0; como " € M" y f es A — epimor fismo, existe x € M tal
que f(z) = 2’ Entonces h” (f (z)) = g(h(x)) = 0, por lo tanto h(z) €
ker (g) = im (¢') ,entonces existe ¢y’ € N’ tal que ¢’ (y) = h(z). Como h’ es
A — isomor fismo existe ' € M’ tal que W' (2') =y, como h(z) = ¢' (y) =
g (K (2") =h(f(2')), entonces h (x) = f' (z), como h es inyectiva se tiene
que z = f'(x). Por lo tanto '= f (z) = ff' (z) = 0.

Ahora veamos que h” es un A — epimor fismo. Sea y” € N”, entonces
como g es A — epimor fismo existe y € N tal que g(y) = y”. Como h es
A — isomor fismo existe x € M, tal que h (z) =y, por lo que vy’ = g (y) =
g(h(z))=h"(f(x)). Por lo tanto v = h" (f (x)).

Los otros casos son andlogos.ll

3.13 Observacién. De la proposicion anterior vemos que se establece
los A —isomor fismos sdlo cuando el A — morfismo h: M — N es com-
patible con los demds A —mor fismos y el diagrama conmute. Por ejemplo,
st consideramos el siguiente diagrama

0 — Zy 5 zZ¢ B 7y - 0
11z, 11z,
0 - 2y 5 Zyx2Z, & Z, — 0

con ¢ la inclusién de Zg en Zy, do (m) = r VYm € Z4 (donde 7 es el residuo
de m entre 2), i’ (n) = (n,0) Yn € Za, y p(m,n) = m ¥V (m,n) € Zy x Za,
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vemos que no se puede establecer un A — isomor fismo entre Zy y Zo X Zo,
pues Zy 2 Zo X Zo.

3.14 Proposiciéon. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo
con renglones exactos
! f/ f "
M - M - M'" —0
lhl lh lh"
0—» N L N & N7

Entonces existe un A — mor fismo
d : ker (h”) — coker (h')
tal que la sucesién:

f’ {ker(h’)

ker (') =" ker (h) * ker (r") 9, coker (n') ¥, coker (h) % coker (r")

es exacta.

Demostracion.

Sea ¢ € ker (R"), como f es un A — epimor fismo existe b € M tal que
f(b) = ¢, como g (h(b)) =h"(f (b)) =0, entonces h (b) € ker (g) = im (¢'),
por lo que existe a’ € N’ tal que ¢’ (a') = h (b).

Definamos

d: ker(h') — coker (h')
c — J(c)=d +im(K)

Demostremos que 0 estd bien definida, i.e, es independiente de la eleccién
de d’. Seat/ € M tal que f (V') = ¢, entonces f(b'—b) = c—c = 0, por lo que
b' —b € ker (f) = im (f’), por otro lado existe a € M’ tal que f (a) =V —b,
entonces ¥=>b+ f'(a) y h (V') = h(b+ f'(a)) = h(b) + h (f' (a)) = h(b) +
g (K (a)). Porlo tanto 0 (¢) = (¢’ + 1 (a))+im (k') = o’ +im (h'), es decir,
0 estd bien definida.

Mostremos ahora que 0 es un A — mor fismo. Sean c,c’ € ker (h") y
a € A. Entonces existen b, tales que f(b) = cy f (V) = ¢, ademds
g(h(®)=h"(f(b)=0yg(h(t))=h"(f({t)) =0, entonces h(b),h (V) €
ker (g) = im (¢'), por lo que existen a,a’ € N’ tal que h(b) = ¢ (a) y
W) = o (a'); como c+¢ = F (b+ 1), g (h(b+¥)) = W (f (b+¥)) =0y
h(b4+b)=h({b)+h(®)=4¢(a)+d () =g (a+d). Por otro lado ac =
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f(ac), y asuvez g(h(ab)) = h" (f (ab)) = 0, entonces ah (b) = ag’ (a).
Por lo tanto

d(c+d)=(a+d)+im(h) = (a+im (h))+(d' +im (b)) = 8 (c)+0 (¢)

y
d(ac)=aa+im (K) =a(a+im (b)) =ad(c)
Por lo tanto 0 es un A — mor fismeo.
Ahora veamos que las sucesiones:

I Txer(n?
ker (h') ) er (h) - ker (R")

coker (1) M, coker (h) 2, coker (h")

son exactas.

Veamos que im (f’ [ker(h/)) = ker (k:) donde k = f [rer(n)- Sea x €
ker (h") como h(f'(x)) = ¢ (W (x)) = ¢’ (0) = 0, entonces f’( ) € ker (h),
como f (f'(z)) = 0. Por lo tanto f’ (z) € ker (k). Sea y € ker (), entonces
y € ker (f) =im (f') y y € ker (h), entonces existe a’ € M’ tal que f'(a') =
y, entonces 0 = h(y) = h(f'(a')) = ¢ (W (a')); por lo tanto A’ (a') = 0,
pues g’ es A — monomor fismo, entonces a' € ker (b') y f'(d') =y, ey €
im (f, rker(h’)) :

Ahora mostremos que im (k') = ker (g). Donde

k' : coker (h') — coker (h)
estd definida por k (2’ +im (b)) = ¢’ (2') +im (h), y
g : coker (h) — coker (h")
m (h)) = g (z) +im (h").
coker (h'), entonces k(z' + coker (")) = ¢' (2') +

S
g(g (&) +im(h)) = g (¢ (z)) +im (h") = 0+im (h").
coker (b)) € ker (g). Sea y + coker (h) € ker (g), en-

estd definida por g (z +
Sea z’ + im (k')
im (h) € coker (h), y
Por lo tanto k(z' +
tonces
g (y + coker (h)) = g (y) +im (h") = 0+ im (h")

por lo que g (y) € im (h”), entonces existe m” € M", tal que, h” (m") =
g (y), como m” € M" existe m € M, tal que, f(m) =m”. Como g(y) =

W' (f (m)) = g (h(m)), entonces g (y) = g (h (m)), por lo tanto g (y — h (m)) =
0, i.e y — h(m) € ker(g) = im(¢'), por lo que existe a € N’, tal que,



24 CAPITULO 1. TEORIA DE MODULOS

y — h(m) = ¢’ (a), entonces y = ¢’ (a) + h (m). Por lo tanto y + im (h) =
g (a)+im(h) =k (a+im (h)), i.e y +im (h) € im (k).
A continuacién mostraremos que la siguiente sucesién es exacta:

F'Ter(nr
—

ker (h') ker (h) %, ker (R") 9, coker (r') ¥, coker (h) & coker (R")
De lo anterior basta con demostrar que : im (k) = ker (9) y im (9) = ker (k')

Mostremos que im (k) = ker (9). Sea c¢ € ker (h”), entonces ¢ = f (b),
para alguna b € ker (h), es decir, h (b)) = 0 = ¢’ (a’). Luego a’ = 0, pues ¢
es un A — monomor fismo. A partir de la definicién de 0 se tiene J(c) =
B(f (b)) =a +im (h') =0+ im (h'). Sea ¢ € ker (9), entonces ¢ € ker (h")

c=fb)ydg ()= h(b) = 0, como a' + im (h’') = 0, entonces existe
a € M, tal que, I/ (a) = d/, entonces tomando ¥ = b — f’(a), tenemos
FO) = FO) — F (' (@) = F ) = ¢y h() = h(b) — h(F (a) = h(b) -
g (a') = h(b)—h(b) = 0. Por lo tanto existe b’ € ker (h), tal que, ¢ = f (V/),
es decir, ¢ € im (k).

Mostremos que im (9) = ker (k') . Sea d(c) = o' +im (h') € coker (R'),
entonces ¢ = f (b),y h(b) = ¢’ (d), por lo tanto k' (9 (c)) = ¢’ (a’)+im (h) =
h (b) +im (h) = 04 im (h), por lo que 9 (c) € ker (k’). Sea a’ +im (h') €
ker (k'), entonces k' (a' +im (R')) = ¢’ (a’) +im (h) = 0 + im (h), se tiene
g(a) = h(b), para alguna b € M, y ¢ = f( ) € ker (h"), entonces de la
definicién de 9 se tiene:d (¢) = d(f (b)) =d' +im (k). A

1.4 Sumas y Productos Directos.

1.4.1 Suma y Producto Directo

Sea {M;};c; una familia de A—médulos. Sea [[;.; M; el producto cartesiano
de los M;, definido por [[;c; M; = {f : I — UserM; : f (i) € M; Vi e I}.

Queremos dotar a [[..; M; de una estructura para que sea un A — mddulo.

el
Definamos
+ ILer MixILier Mi — 1lier M.
mediante
i — (f+9)@)=f@)+9()
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Es evidente que + hace de [[,.; M; un grupo abeliano. Donde el ele-
mento identidad bajo la suma de [[;.; M; es la funcién

Definamos la multiplicacién escalar:

e A x Hie[Mi — HieIMi
mediante

42 M@=l L Uier M

De las definiciones dadas en (4.1) y (4.2) vemos que ||
estructura de A — maédulo.

ie1 M; posee una

4.3 Definicién. [[,.; M;, junto con las definiciones de (4.1) y (4.2),
se llama el producto directo de la familia {M;};.; de A —mddulos.

4.4 Definicién. Sea {M;},.; una familia de A — mdédulos. Definimos
DBicr Mi ={f € [Lic; Mi : f(i) =0 para casi toda i € I}. A @,;c; M; se
le llama la suma directa de la familia {M;};c;.

De la definicién anterior se sigue que @, ; M; es un submdédulo de
[Lic: Mi, y [lic; Mi = @,c; M;, si |I| = n para alguna n € N.

Para cada j € I definamos el siguiente A — mor fismo.

pi: et Mi — M;

f — pi(f)=10)

Vemos que para cualquier j € I, p; es un A —epimor fismo, ya que para
cualquier m € M; podemos tomar a f € [[,.; M;, definida por f(j) = m
y f(i) =0sii# j. Al A — epimor fismo p; lo llamaremos la proyeccion
natural del producto [[,c; M; en M;j. A la restriccién de p; a @,y M; se
llamara la proyeccion natural de la suma directa @;c; M; en M.

Para cada j € I definamos el siguiente A — mor fismo
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ij: M — Dicr Mi
ij(z) (i) =z, sii=j
(@) () =0, siit]

Vemos que para cada j € I , i; es un A — monomor fismo, ya que, si
x,y € M; son tales que i; () = i; (y), entonces i; (z) (j) =z =1 (y) (j) =
y. Por lo tanto = = y. Al A —monomor fismo i; lo llamaremos la inclusion
natural de M; en @,;c; M;.

X e

Para cualquier f € [[,c; M;, denotaremos a f (i) con f; Vi € I. Con
dicha notacién tenemos que los elementos de [[;c; M; son familias (f;);c;;
bajo esta misma notacion, la suma y la multiplicacién escalar son

(fi)ier +(9i)icr = (fi + 9i)ics

a(fi)ier = (@fi)ics
para cualesquiera (f;);cr, (9i)ier € [Lier Mi y o € A

4.5 Observacién. Sea (fi);c; € @;c; Mi, como Vj € I se tiene:
i (f)) (@) = fj sii=jy
i (f)) (@) = 0 siizj
por lo que podemos ver a la familia i; (f;) = (i; (fj)i)ie] COMO UNA SUCESIoN
de ceros quizds excepto por el lugar j-ésimo que lo ocupard f;. Por lo tanto

(Fidier = Y45 (f3)

Jel

A continuacién estableceremos las propiedades llamadas Universales de
la Suma Directa y del Producto Directo.

4.6 Teorema.(Propiedad Universal de la Suma Directa). Sea M
un A — mddulo y {goj My — M}jel una familia de A — mor fismos. En-
tonces existe un tnico A—mor fismo ¢ : @,.; M; — M, tal que, poi; = ©;
Vjel.

Demostracién. Definamos

(Vohn @iEIMi — M

jer = ¢ (jer) = Sieres ()
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Vemos que ¢ estd bien definida. Como f; = 0 para casi toda j € I,
entonces, si € A y (fj)jel’ (gj)jel € @,cr M;, se tiene

@((fj)jel+<9j)je[) = ‘P((fj +9j)jel)
= > jer s (fi+95)
= Zjeﬂﬂj (fj)+‘Pj (gj)
= Zje[ @i (fj) + Zjere; (95)
= ¢ ((fj)jg) + ((gj)jg)
Ademds también tenemos
e(aije) = Seres(af)
Zje] @ (Soj (fj))
= o (Zjere; ()

Por lo que ¢ es un A — mor fismo Ademads hace conmutar el siguiente
diagrama para toda j € I.

M
#j
/! Te
My — @i Mi

J

pues para cualquier z € M;
¢ (ij (z)) = Sjerp; (i () = ¢; (x)

ya que ij (x) (i) = 0, si i # j. Por lo tanto p 0 i; = ¢; Vj € I. Ademds es
unico, pues si existe otro A — mor fismo

o' @MZ —- M
i€l

tal que ¢’ oi; = ;. Si (fi)jer € Dier Mi, entonces al aplicarle ¢ se tiene
@ <(fj)j€1) =2 @ (fi) =2 ¥ oi; (f))
jel jel

pues ¢’ 0i; = p;, entonces

Jel

12 <(fj)je]> :j%:IQOI oij (fj) =¢' (Z ij (fj))
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por lo tanto por (4.5) se tiene

jel

@ ((fj)jel> =y (Z i (fj)) =/ ((fj)je])
Consecuentemente ¢ = ¢'.l

4.7 Teorema (Propiedad Universal del Producto Directo). Sea
M un A —médulo y {’l/)j M — Mj} una familia de A — mor fismos. En-
tonces existe un unico A —mor fismo 1 : M — [[;c; M; tal que pj3p = 1),
Vj e I

Demostracién. Para cualquier j € I y € M definamos (¢ (z)); =
Y; (), es decir ¢ (z) = (¢ (az))jd para cualquier z € M. Vemos que
estd bien definida, pues ¥ (x) (1) = v; (r) € M, para cualquier ¢ € I. Por
otro lado vemos que 1) resulta ser un A — mor fismo, pues para cualesquiera
r,y € My a € A se tiene

Y(r+y) = (Vi (+Y))ier = (¢

() + ;i (W)ier
= (Vi (@)ier + @i (¥)icr = Y (

)+ (y)

Y(ax) = (o)) = (a; ()
= a(¢i($))iel = ) (z)

Por otra parte se tiene que para cualquier j € I y x € M se tiene

pi (¥ (2)) = pj ((W; (2));e) = ¥ (x), por lo que p; (¢ (z)) = 1, (w) para

cualquier j € I y x € M. En otras palabras se tiene que el diagrama

Hiel M;
)
/! Ip;
M — M;
¥;

conmuta para toda j € I. Por otro lado, si existiera un A — mor fismo
M — H M;
i€l

tal que p;ji)’ = 1p; Vj € I, entonces para cualquier z € My j € I (1 (), =
Y, (z) = pjo (z) = piY (z) = (wl (x))J .Por lo tanto 1 = 7', por lo que ¥

es el inico A — mor fismo que hace conmutar el diagrama anterior.ll
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Debido a las propiedades universales de la suma directa y del producto
directo, podemos decir que para definir un A — mor fismo desde la suma di-
recta, es suficiente definir A —mor fismo en cada sumando; y para definir un
A—mor fismo que vaya al producto directo, basta con definir A—mor fismos
que vayan a cada factor.

Por otra parte hemos visto que considerando productos directos, al fi-
jarnos en las proyecciones estamos hablando de A —epimor fismos que salen
del producto, y cuando consideramos la suma directa y al fijarnos en las in-
clusiones estamos hablando de A — monomor fismos que entran a la suma
directa

4.8 Definicién. Diremos que una sucesion exacta corta

MI i) M ;l}» M//

se escinde, si existe un A — mor fismo
g/ . M// N M//
tal que go g" = 1.
4.9 Observacién. Si M', M son A — médulos, la sucesion exacta

i]M’ pm

M = M’@M —- M

se escinde.

Demostracién. Sea m € M, ahora como iy : M — M’ @ M, tenemos
que pas o ipr(m) = pas (iar (m)) = par ((0,m)) = m = 15 (m) . Por lo tanto
pymoiy =1y M

srs o d g " .

4.9 Proposicién. Si M’ — M — M" es una sucesidén exacta corta que

se escinde. Entonces M = M' & M".

Demostracién. Como M’ >£> M % M se escinde, existe un A —
mor fismo g : M" — M tal que g¢’ = 1p;#. Entonces al considerar el
diagrama

M

f /
/ AN
Tapt Lt

«—

MI — MI @ MI/ M/I
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y aplicando (4.6) se tiene que existe un A — mor fismo h: M' + M" — M,
tal que,. f=h(ipe)y g = h(ipe). Por otro lado, para cualquier (z,y) €
M' & M" tal que 1/ (z,y) = f (z) + ¢’ (y), entonces b/ (ip (z)) = ' (x,0) =
f@)y W (s (y) = 7' (0,y) = ¢'(y). Por (4.6) I’ (z,y) = h(z,y), ie,
hiz,y)=f(x)+g ()

Sea (z,y) € M & M", entonces gh (z,y) = g(f (z) +9' (y)) = gf (z) +
99 (y) =0+ y =y =pyr (x,y). Por lo tanto go h = ppsn.

Por lo anterior podemos decir que el siguiente diagrama es conmutativo.

M/ ZA)_{; M/ @ M// pﬁ;’ M/l
l Lo lh llM//
M/ L M _g» Ml/

Como 1 y 1y son A —isomor fismos, entonces por (3.12) resulta que
h es un A — isomor fismo.l

Por el resultado anterior se sigue que cualquier sucesién exacta corta que

. . M ,pl\/f”
se escinda es esencialmente de la forma M’ — M’ + M" — M".

4.10 Teorema. Si un A — médulo M posee submddulos N',N" tales
que NNNN"=0y N '+ N" = M. Entonces

o:NON' - M

definida por ¢ (x,y) = x +y define un A — isomor fismo.

Demostracién. Sean ¢ : N’ — M y ¢/ : N” — M las inclusiones.
Como para cualesquiera x € N 'y y € N” p(iy/(z)) = 2 = ¢ (z) y
o (inn (y)) =y =1 (y), entonces por (4.6) ¢ es un A —mor fismo. Ademds
si (z,y) € ker (¢), entonces z +y = 0, por lo que x = —y € N'NN" =0,
por lo tanto z = y = 0, es decir ¢ es un A — monomor fismo. Por otro
lado como N’ + N” = M, entonces para cualquier z € M es de la forma
z=x+4+y,conz € N yye& N" porloquez=x+y=¢(x,vy), entonces
@ es un A — epimor fismo. Por lo tanto ¢ define un A — isomor fismo.l

4. 11 Corolario. Sea f: M' — M y g: M — M" dos A —mor fismos
tales que go f es un un A —isomor fismo. Entonces M = im (f) @ ker (g) .

Demostracién. Por el teorema anterior basta demostrar que M =
im (f) +ker(g) y im(f) Nker(g) =0.

Sea x € M, entonces g (z) € M"”. Como gf : M' — M" es un A —
isomor fismo existe y € M’ tal que gf (y) = g (x). Sea z = f (y) € im (f)
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y 2 =5 — 2 como g () = gz — 2) = g () — g (=) = 9 (9) — 9 (f (3)) =
por lo que 2’ € ker (g). Por lo tanto x = z + 2’ € im (f )+ker( ).

Sea z € im (f) Nker (f). Entonces existe y € M’ tal que f (y) = z, por
otra parte como 0 = g (z) = gf (y), entonces gf (y) = 0, puesto que gf es
un A — isomor fismo, entonces y = 0. Por lo tanto z = 0.l

1.4.2 Mobdulos Libres.

Sea A un anillo conmutativo con 1 # 0, visto como A — mddulo. Para
cualquier A — mor fismo
p:N— M

vemos que para cualquier t € A
p () =@ (1) = tp (1)

Por lo tanto vemos que basta definir a ¢ en 1, es decir, ¢ queda definida
con ¢ (1).

Por lo anterior para cualquier A — médulo M y a € M definimos el
A —mor fismo

et A — M

Definido por pu, (1) = a, es decir p, (t) = t (a) para cualquier t € A. A
1, se le suele llamar la multiplicacién por a.

4.12 Definicién. Sea L un A—mddulo, diremos que L es un A—modulo
libre sobre B8, con B C L, si para cualquier {3, : A — M}, 5 familia de
A — mor fismos, existe un unico v : L — M, tal que, Yy, = ¥, Vb € 3,
es decir, el diagrama

M
Py
S Ty
A —- L

Hy

conmuta Vb € .

Diremos que un A — médulo L es libre, si existe un S C L,tal que, L es

libre sobre 3.
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4.13 Teorema (Equivalencias Universales). Sea L un A — mdédulo
y B C L. Entonces las siguientes afirmaciones:

(i) L es libre sobre .
(7i1) Para cualquier A —mddulo M y funcién f : f — M existe un dnico
A — mor fismo

f:L—M
tal que f (b) = f(b) Vb€ B.
son equivalentes.
Demostracién.
(1) = (7i) Considerando {ib t A — Dyep A}beﬂ la familia de inclusiones

canénicas y {p, : A — L},c5 la familia de multiplicaciones. Entonces por
(4.6) se tiene que existe un inico A —mor fismo ¢ : @yes A — L, tal que,
poiy = Vb e [, por (4.12) existe un tnico A — mor fismo, ¢ : L —
®beﬁ A, tal que, Yy, = i, Vb € B. Por lo que los diagramas

Dies A L
ib Hp
/ Lo /! by
A Z L y A Z—b> @beﬁ A
N Ny
(2 1223
Dies A L

conmutan para toda b € 5. Como para cualquier b € 3
Loa 0 iy = iy = Py, = P (ip)

por lo tanto Iga o, = 1@ (i) Vb € 5. Entonces por la propiedad universal
en (4.6), se sigue o = 1g. De manera andloga como para cualquier b € 81

LO My =y =0ty =0 (1)

entonces 17, o uy, = @ (), por (i) se tiene que pip = 1r. Por lo tanto ¢ es
un A — isomor fismo.

(73) = (i19) Sea M un A — médulo cualquiera y f:  — M una funcién.
Mostremos que existe un A — morfismo f : L — M, tal que f (b) = f (b)
para cualquier b € .

Consideremos la familia de A —mor fismos {¢} : A — M}, 5, definidos
como ¢y, (1) = f(b) Vb € 5. Entonces por (4.6) existe un unico

go:@AgL—>M,
bep
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i.e existe un unico ¢ : L — M tal que para cualquier b € 3, se tenga
f() = ¢y(1) = poip(l) = (i (1)) = ¢(b), por lo que ¢ (b) = f(b)

Vb € B. Tomando a ¢ = f se tiene que f (b) = f (b) Vb € B.

(¢4i) = (1) Sea {¢, : A — M}, 5 una familia de A—mor fismos. Veamos
que existe un unico ¢ : L — M, tal que, ¥u;, = ¢, Vb € S.

Sea f: 3 — M tal que b — 1), (1), entonces existe un tnico f : L — M,
tal que, f (b) = f (b) Vb € 3, entonces para cualquier b € 8 fu, : A — M tal

que fru, (1) = F () = £ (b) =, (1). Por lo tanto fyu, = v, Vb € 5.1

Del teorema anterior, tenemos que: L es un A — mddulo es libre sobre
si, y sélo si existe un A — isomor fismo ¥ : ®beﬁA — L, es decir, L es
libre si, y sélo si para cualquier x € L existe un tnico (:L'b)beﬁ € @be,ﬁ A, tal
que,

vo= v(@hes) = v (T (in(1)
= Toep ¥ (in (1) = Yyepms (¥ (65 (1))
= Zbeﬂ zo (y (1)) = Zbeﬁ zpb

Por lo tanto L es un A — médulo libre sobre 5 si, y solo si para cualquier
elemento en L se puede escribir como una combinacién lineal finita con
elementos de 5. Solemos decir que 3 es una base de L.

Ademsés nétese que si dos A — médulos L y L' son libres sobre 8 C L
y B C L', entonces L = Pz A = L. Por lo tanto L = L', es decir dos
A —mddulos que son libres sobre un mismo conjunto son isomorfos. Ademas
para cualquier X subconjunto de un A — mddulo existe un A —maédulo libre
sobre X, pues este serd isomorfo a @, x A.

4.14 Ejemplos. Los siguientes son ejemplos de A — modulos libres.

(¢) Para cualquier J conjunto, L = @;c; A es un A — médulo libre,
ademds si |J| = n para algin n € N, diremos que L es finitamente generado.

(79) Si A = K , entonces todo K — mddulo (K — espacio vectorial) es
libre.

4.15 Proposicién Si M es un A — médulo. Entonces M es cociente
de un A — maodulo libre.

Demostracién. Sea X un subconjunto de M tal que (X) = M, en
particular M = X. Sea L el A —médulo libre generado por X. Entonces la
funcién inclusién f : X — M, se extiende a un A — mor fismo f: L — M.
Como M = X = f(X) C f(L) C M. Por lo tanto f es A — epimor fismo,
por el Primer Teorema de Isomorfismo se sigue M = L/ ker (f) .1
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4.16 Corolario. Para cualquier A —mddulo existe una sucesion exacta
0O—K-—>L—M—0

con L un A — mddulo libre. R

1.5 Los funtores Hom y ®,.

1.5.1 M ®, N y el funtor ®,.
Producto Tensorial.

Sean M, N y T A — médulos.

5.1 Definicién. Una funcion f : M x N — T es bilineal, si cumple
las siguientes propiedades:

(@) f(z1+m2,y) = f(z1,9) + f(22,9)

(@) f(z,y1+y2) = f(z,01) + f(z,92)

(@) f(Az,y) = Af (v,y) = f(z,M\y);  z,21,72 € M; y,01,92 € N;
AeA.

A continuacién dados dos A — mddulos M y N, construiremos un nuevo
A —mddulo T con la propiedad de que las funciones bilineales de M x N —
U estén en correspondencia biyectiva con los A —mor fismos T — U, para

todo U A — mddulo.

5.2 Definicién. FEl producto tensorial de M y N es la pareja (T, f)
donde f: M x N — T es una funcion bilineal que satisface:

(1) f(M x N) genera a T, y

(1) St U es un A —mddulo y g: M x N — U es una funcion bilineal,
entonces existe un unico A — mor fismo h: T — U, tal que, el diagrama

MxN 4 1
N n
g
U

conmuta, es decir, ho f = g.



1.5. LOS FUNTORES HOM Y ®j. 35

Veamos que si existe el producto tensorial de dos A — mdédulos este es
tnico salvo isomorfismos, es decir, si (T, f) y (T”, f') son productos tensori-
ales de M y N, entonces T' = T".

Pues, si T es producto tensorial, entonces existe un tnico A —mor fismo

h:T —1T
tal que f’ = ho f. Anslogamente como T” es producto tensorial, existe
n:T — T

tal que f = k' o f’. Entonces los siguientes diagramas

T T
s !
S S
MxN L 17 vy wmMxnNn L o7
N n N
s f
TI T/

conmutan. Como
lrof=f=Wof =H(hof)=(hol')f

entonces 1p o f = (hoh') f, pues T producto tensorial. Por lo tanto
hoh' = 17. De manera andloga tenemos

Lo f = f'=hof=h(lof)=(oh)f

entonces 177 o f' = (h' o h) f’, pues T' producto tensorial. Por lo tanto
h oh = 1. Entonces h : T — T" es un A — isomor fismo.

Por lo anterior podemos sentido hablar del producto tensorial de M y
N, pues éste es tnico salvo isomorfismos. Cabe mencionar que denotaremos
por M ®a N al producto tensorial de M y N.

Por (5.2) el producto tensorial de M y N cumple con la siguiente propiedad
universal: Dada
g MxN-—U
una funcién bilineal existe un tnico A — morfismo h : M @y N — U, tal
que, el diagrama
MxN L. MeyN
N\ In

g
U
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conmuta.

A continuacién construiremos el producto tensorial de M y N dos A —
maodulos. Sea L el A —mddulo libre con base M x N, es decir, los elementos
de L son combinaciones lineales con coeficientes en A de las parejas (z,vy),
conx € M yye N. Sea K el médulo generado por:

(1) (z+a'y) = (z,y) — (@'y)

(@) (z.y+y)—(z,y) — (z,9)

(7’”) (a:c, y) - (CE, Oéy)

conxz,r' € M; y,y € N; yaeA.

Definamos M ®, N = L/K. Denotaremos por x®y a la clase (z,y)+ K €
L/K. Tomando a
FiMxN— Moy N

definida por f (z,y) = x ® y. Vemos que f es bilineal, pues si x, 21,22 € M,
Y, Y1,Y2 € Ny a € A, por definicién de K,

($1+1’2,y)—(1‘1,y)—($2,y) €
(@, 91 +y2) — (@, 91) — (z,52) €
(Oé.’l?,y) - (:L’, ay) €

N AR

entonces (z1+22) @y = (11 ®@Yy) + (220Y), @ (y1 +y2) = (@ y1) +
(zRy)yar®y =z ay =a(z®y). Por lo tanto

f@itm,y) = (@1+22)@y=(T1QYy)+ (220y) = f(21,y) + f (z2,9)
f,yi+y2) = 20 (Wi+y2) = (@) +(x@y2) = f(z,91) + f (z,92)
y

floz,y) =ar@y=z@ay=f(z,ay) =a(z®y) = af (z,y)

Ahora debemos comprobar que M ®x N es un producto tensorial. Sea
g: M x N — U una funcién bilineal, como L es libre con base M x N,
existe unico A — mor fismo

h:L —U

tal que el diagrama
MxN < L
N e
g
U
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conmuta. Vemos que ' se anula en los elementos de la forma (4) , (i7) y (i4i),
pues

B (1 +22,y) — (21,y) — (22,9)) = B oi((z1+22,9) — (21,9) — (22,9))
g ((xl + m27y) - <x17y) - (‘rQ?y))
= g((z1+22,9) — 9 (z1,y) — g (z2,9)

0
ya que g es bilineal, ademds
W (o +y2) = (,01) — (2,92)) = Boil(zy+y2) — (z,01) — (2,82))
= g@y1+y2) —g(@uy)—g(zy)
= 0

W ((ax,y) — (z,0y)) = hoi((ax,y) - (z,ay))
= glazr,y) —g(z, ay)
- 0

Entonces K C ker (1)
Por el primer teorema de isomorfismo existe un dnico A — mor fismo
h:L/K — U tal que h' = po h. Por otro lado

g=ioh'=(iop)oh=foh
Por lo tanto existe un unico A — mor fismo
h:L/K=M®@yN—U
tal que g = f o h.

Como f (M x N) genera a M &, N, entonces todo elemento t € M @5 N
puede escribirse como
t=Ya; (1; ®y;)

con oy € A.
Sean ¢ : M — M y ¢ : N' — N dos A — mor fismos, definamos
ox: M x N — Mx N
de la siguiente forma ¢ x ¢ (z,y) = (¢ (z),¢ (y)) V(z,y) € M’ x N'. Sean

f:M x N — M @z N’
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g:MxN— M®p N
las funciones bilineales inducidas por M’ x N’ y M x N respectivamente.
Considerando la funcién

go(px9): M' x N' — M@y N

definida por g (¢ (z) 0 () = ¢ (2) © ¥ (y) ¥ (,9) € M’ x N'. Como ¢ y
1 son A — mor fismos y g es bilineal , entonces g o (¢ x 1) es bilineal. Por
lo tanto existe un tnico A — mor fismo

h:M @y N — M@z N

al que denotaremos por ¢ ® 9 tal que el diagrama

M x N' - M ey N

l@x¢ l¢®¢
MxN -4 M®@yN

conmuta, es decir, (¢ ® ¥) o f (z,y) = go (¢ x ¥) (v,y), V(z,y) € M’ x N'.
Luego (¢ @) (z @ y) = ¢ (z) ® ¢ (y) parax € M', y € N'.

Como consecuencia de la unicidad de ¢ ® ¥ tenemos el siguiente resul-
tado: Si M/ - M 5 M" y N’ YoN YL N son A — mor fismos,
entonces (¢ o) ® (Y o) = (¢’ ®Y') o (¢ ® 1), pues para cualquier
x®y € M @7 N’ se tiene:

(¢ op)@ (W on))(x®y) =¢ (v(2)@¢ (¥ (y)
y

(¢ @1)ole @) (z®y) = (¢®Y)o(p (2) @1 (y) = ¢ (¢ ()Y (¥ (y))

5.3 Proposiciéon. Sea G es un grupo abeliano con cualquier elemento
de orden finito y H un grupo abeliano con division. Entonces

GRzH=0

Demostracién. Es suficiente probar que cada generador g ® h, donde
g€ GyheHes0en Gy H. Como g tiene orden finito existe n € N\ {0}
tal que ng = 0. Por otro lado H es divisién existe b’ € H, tal que, h = nh’.
Entonces
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gh=t@nh'=nt@h =0 K =0.

5.4 Proposiciéon. Para un A dominio entero y N un A — mddulo de
torsion. Entonces M Q@ N es de torsion para cualquier A — mddulo.

Demostraciéon. Basta demostrar que para cada generador m ® n de
M ®z N es de torsién. Sea m ® n un generador de M ®x N. Como n € N,
existe a € A, con a # 0 tal que an = 0. Entonces

amen)=m@an=m®0=0
Por lo tanto m @ n es de torsion. W

5.5 Proposicién. Sean ¢y : N' — N y ¢’ : N — N” dos A —
mor fismos, y sea M un A — mddulo. Entonces

(1) St Iy : M — M y 1n : N — N son los A — mor fismos identidad,
entonces 1y @ 1y es la identidad de M Qp N, y

(1) (In @9') o (ly @) = (1y @ (¥ 0 %))

Demostracién. Sean t @y € M @5 N

(7) Entonces 1y @ In (zQy) =1y () @ In (y) = v @ y.

(7i) Como (1M ® Qﬁ’)o(lM @)= (1p 0 1M)®(w' o 1/)) = (1M ® (w' o w))

5.6 Proposicién. Sean ¢ : M' — M y ¢ : M — M" y N un
A — médulo. Entonces (¢’ @ 1x)o (¢ ®@1y) = ((¢' o) @ 1x).
Demostracién. Como

(Poln)o(pely)=(¢op)@(Inoly) = ((¢' op) ®1y)

Ahora veamos algunas propiedades del producto tensorial con la suma
directa de A — mddulos.

5.7 Proposicién. (i) Sean M y N A — médulos con N = @,.; N;
Entonces M @5 (B, Ni) = B (M @4 N;).

(1) Sean M = @;c; M; y N A—médulos. Entonces (P;c; M;) @A N =
Dics (Mi @5 N).

Demostracién. Sea

g:Mx@PN, — P (McxpN,)
el el

dada por g (z, (i);c;) = (£ ® Yi)ier-
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Probemos que g es bilineal. Si z,2" € M, (yi)icr, (¥i)icr € @icr Ni ¥
a € A, entonces

g+ Wier) = (@+2' @) = @@ yiier + (v ©ui) e
= 9(2 Wiier) +9 (', (W)ies)

Anédlogamente

g (337 (Yi)ier + (y;)zel) =9 (ffa (yi)iEI) +9 (‘Tv (y;)zel)

g (Oéxa (yi)iel) = (@ ®Y)ier = (T RYi)ie; = (T @ ayi)ier
= g (z,aWiier) = alg(@, Wi)ier))

Por lo tanto existe b : M ®p (@;e; Ni) — Picr (M @4 N;) tal que el
diagrama

M x (®i€] Ni) % M @n (@iel Ni)
N\ Ih
M @p (@iel Ni)
conmuta. Sea

@i M @a Ny — M @4 <€BN¢>
icl
definida por ¢; (z ® y;) = © ® in, (y), donde in, : N; — (P, Ni) es la
inclusién. Por (4.6) existe un dnico A — mor fismo

©: @M@)ANi — M ®x <@NZ)
icl =
tal que, si
iMexN; : M @A Ni — @ M @4 N;
el
es la inclusion, entonces ¢, = @o iyg,N,;, s decir, el siguiente diagrama
conmuta para toda i € I.

o M @ (692'61 Ni)

/ T¢
M®@sN;  — D MoOaN;

IM®pN;
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Entonces para cualquier (a:, (i) e 1) se tiene

(1@iEI(M®ANi) © 9) (:n, Widier) = 9 (95’ (yi)ief)
= (hof) (-’13’ (yi)iel) =h ((93 ® yi)z‘el)

Como

(1€BieI(M®ANi) °© g) (z, (yi)iel) = h ((‘T ® yi)ie[)
= ho(Xicrei(z®y))

ya que y; # 0 a lo mas para un nimero finito, entonces

ho(Xicrvi(®@yi)) = ho(Yicr(poimesn;) (T ®@yi))
= (hoy) (Zie[ LM®aN; (r® yz))
= hoo((z®yiier)

Por lo tanto (1@z‘e1(M®ANi) o g) = (hop)og, por (4.6) hoy = lg._ (MesN;)-
Por otro lado, para cualquier (w, (Yi);c I) se tiene

Lyga@ny) © f ((5’77 (yi)iel)) =f (337 (yi)z’el)

(CP © h)f (1‘7 (yi)iel) = go(h of (:Ea (Z/z)zeI)) =pog (1177 (yi)iel)
= @ ((55 X yi)ie[) =r® (yi)iel =f (l‘» (yi)iel)

entonces 1y/g, (@n,)°f = (¢ o h)o f, por propiedades del producto tensorial
se sigue que (¢ o h) = 1yg,(@n,)- Por lo tanto, h es un A — isomor fismo.
La demostracién de (i7) es anéloga.

< s N ¥ Y’ .
5.8 Proposicién. (i) Si N' — N — N” es una sucesion eracta de

A —médulos y M un A — mddulo. Entonces la sucesion

1@y’

WO proa N MEY Mea N — 0

M®AN’

es una sucesion exacta.

N @ ¢ g ,
(i1) Si M' — M — M" es una sucesion exacta de A —mdédulos y N un
A — médulo. Entonces la sucesion

MoxN 2 preaN 2% e N — 0

es una sucesion exacta.
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Demostracién. (i) Veamos que 1y ® ¢’ es un A — epimor fismo: sea
t" =% (x; ®y!) € M @5 N”, como ¢ es un A — epimor fimo para toda i,
existe y; € N, tal que, ¢'(y;) = /. Luego

(lney) (C(@iey) =2 (ri2y])

Veamos que ker (1 @ ¢') = im (1y @ 9). Sea 2 @y € ker (1y @ ¢'),
entonces 1y ® ¢ (z ®y) =z ®1' (y) = 0, entonces ¢’ (y) € ker (¢'), por lo
que existe y' € M’, tal que, 1(y') = y, de aqui se sigue 2Ry = 1y R (xzRY’).
Por otro lado im (15 @ 9) C ker(1y ® '), pues (1py ® ) o (1yy @ ') =
(1 @ Y") = 137 ® 0 = 0. Por lo tanto la sucesién es exacta.

(74) La demostracion es andloga. H

El Funtor ®,

Como ya se mencioné en la introduccion, en este primer capitulo, una cat-
egorfa C estd formada por una clase objetos y otra clase de morfismos;
mientras que un funtor es una forma de relacionar a dos categorias. Nuestro
trabajo hasta el momento nos lleva a considerar a la categorfa nMod, como
la categoria cuya clase de objetos es la de los A —mddulos y su clase de mor-
fismos estd formada por los A — mor fismos. En esta seccién construiremos
funtores que vayan de \Mod en si mismo, o en general, si A no es conmu-
tativo, a la categoria Ab(la categoria formada por los grupos abelianos y
homomorfismos de grupos). Cabe destacar que estos funtores son de gran
importancia para el desarrollo del presente trabajo.

Observemos que dados M’, M,N' y N A — médulos, y ¢ : M' — M,
Y : N — N A — morfismos, tenemos que M @ N es un A — médulo, y
0R1Y : M'@AN'"— M®pN es un A—mor fismo. Por lo que a continuacién
podemos pensar en los siguientes funtores

M@ ®A o AMOd — AMOd
5.9 N — M,®, (N)=M®\N
iK' K — M,Q) _(f)=¢&f

Si ¢ = 1, entonces denotaremos a Mi,, @, _ simplemente con M @), .
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_ @ Ny rMod — AMod
5.10 M — _ Q@QANy(M)=M&z N
iK'= K —  _Q\Ny(f)=f®y

Sit = 1n,, entonces denotaremos a _ Q) N1, simplemente con _ @), N.

Considerando nuestra categoria \Mod, podemos pensar en la categoria
AMod x, Mod (producto), cuyos objetos son de la forma (M, N) donde
M y N son A — médulos y sus morfismos son de la forma (f, g) donde f y
g son A — mor fismos. Cabe resaltar que este estudio se formalizard en el
Capitulo III, donde veremos que \Mod x, Mod es una categoria.

Por las propiedades vistas a lo largo de esta seccién, podemos construir
de manera intuitiva el siguiente funtor:

®A : AMOd XA Mod — AMOd
5.11 (M, N) — M®\N
(¢, 1) — PRy

para cualesquiera M y N A — médulos, y ¢ : M' — M y ¢ : N' — N
A — mor fismos.

1.5.2 El Funtor Hom,.

Sea A un anillo conmutativo con 1 # 0y sean M, N dos A — mddulos. El
conjunto

Homp(M,N)={f:M — N | f es un A — mor fismo}

vemos que dicho conjunto resulta ser un grupo abeliano bajo la suma +
definida por

+: Homa(M,N)x Hompa(M,N) — Homuy(M,N)
(f,9) — f+y
donde (f +g)(a) = f(a) + g(a) para cualquier a € M; donde el neutro

aditivo es el A —mor fismo 0, y para cualquier f € Homy (M, N) su inverso
aditivo — f se define como: —f (a) = — (f (a)) Va € M.

Considerando a

p: Ax Hompa(M,N) — Homp(M,N)
(a, f) — af
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donde af(a) = a(f (a)) Ya € M. Vemos que p estd bien definida, ya que
para cualesquiera m,m’ € M y 3 € A se tiene

af (m+m') = aff (m)+ f(m')) =af (m)+af (m)
af (Bm) = a(Bf(m)) =aB(f(m)) = B(af(m))

pues A es un anillo conmutativo.

Por otro lado, p cumple con ser una multiplicacién escalar, ya que para
cualesquiera f,g € Homa(M,N), o, € A,y a € M se tiene:

a(f+g)(a) = a(f(a)+g(a)) = a(f(a)) +a(f(a)),
(a+ﬁ) (a) = af(a)+Bf(a)
1f(a) = 1(f(a)) = f(a)y
(@B)f(a) = aB(f(a)) =a(Bf(a))

Por lo tanto, si A es un anillo conmutativo con 1 # 0, al grupo abeliano
Homp (M, N) se le puede dotar de una estructura de A — mddulo. Pero en
general, si A es un anillo cualquiera, solo podemos asegurar que Homp (M, N)
es un grupo abeliano.

5.12 Definicién. Para un anillo conmutativo A con 1 # 0, si M y
N son dos A — mddulos, al conjunto Homp (M, N), se le suele llamar el
A — médulo de morfismos de M en N.

Sean ¢ : N' — N un A — mor fismo. Vemos que si f € Homy (M, N'),
entonces ¢ f € Homp (M, N). Ademds para cualesquiera f,g € Homu (M, N')
y a € A tenemos

e((f+9)(a) = «(f(a)+9g(a)) =¢(f(a)) +¢(g(a))
plaf(a)) = ale(f(a)))
para cualquier ¢ € M. Por lo tanto, ¢ induce un A — mor fismo entre
Homp(M,N'") y Homp(M, N).
5.13 Definicién. Sean M, N',N A — médulos y ¢ : N' — N un A —
mor fismo, el A — mor fismo

0. Hompa(M,N') — Homp(M,N)
f — el =ef
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recibe el nombre del A — mor fismo inducido por .

Si lys : N' — N’ es el A — morfismo identidad, entonces (1n), (f) =
In(f) = f Vf € Homp(M,N'). Por otro lado, si ¢’ : N — N’y ¢ :
N'" — N son A —mor fismos, entonces para cualquier f € Homy (M, N") se
tiene que @' p(f) € Homp (M, N). Por lo tanto (¢'¢), es un A —mor fismo.
Ademas

('), (f) =do(f) =& (e (f) = & (@ (f) = lea(f)) = P (f)

para toda f € Homa (M, N"). Por lo tanto (1n), = 1gem,m,n) ¥ (¥'0), =
R

Sean ¢ : M" — M un A — mor fismo. Si f € Homp (M, N), entonces
fv € Homp(M',N). Ademds para cualesquiera f,g € Homa(M,N) y
«a € A se tiene

(f+9)v(a) = fib(a)+g¥(a)
(@f)¢(a) = a(fla))

para toda a € M'. Por lo tanto v induce un A —mor fismo de Homy (M, N)
a Homp(M',N).

5.14 Definicién. Sean M',M,N A — mdédulos y v : M' — M un
A —mor fismo, al A — mor fismo

*: Hompa(M,N) — Homp(M', N)
f —  YN(f)=fY

lo llamaremos el A — mor fismo inducido por .

Ademss, si 1py : M — M es el A — morfismo identidad, entonces
(1x)* (f) = f(lpy) = fFVf € Homp(M, N). Por otro lado, si ¢ : M' — M
y ¢« M — M"” son A — morfismos, entonces para cualquier f €
Homp(M", N) se tiene f(1)'¢p) € Homp(M', N), entonces (1)'1))* estd definida,
y

W) (f) = FW'Y) = (f) = " (fY') = ™™ (f)
Por lo tanto (1a)" = 1gom, (m,n) ¥ (W'0)" = ™™,

5.15 Proposicién. Sean {M;},.; y {Ni};c; familias de A — mdédulos,
si M y N son A —mddulos. Entonces
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(i) Homp (@;e; M, N) = [1;c; Homa(M;, N)

(i1) Homp (M, [[;c; Ni) = [1;er Homa (M, N;)

Demostracién. (i) Como Vi € I se tiene que ipg, : M; — @, Mi, y
para cualquier ¢ : @,.; M; — N, se tiene @ oiyy, : M; — N. Por lo que
definamos

p: Homy (@ Mi,N) — [[ Homp(M;, N)
iel i€l
como p(p) = (pin,)icr Vo € Homp (@;c; M;, N), a partir de su defini-
cién vemos que p estd bien definida. Ahora mostremos que p es un A —
isomor fismo. Sean @, € Homy (®iel MZ-,N) y a € A, entonces para
cada i €]

(QO_{_SD/)iMi = SOiMi+90liMi
(ap)ing, = alping)

Por lo tanto

plp+¢") = ((p +¢)irg)ier = (wing,)ier + (¢'iag,)ier = p(e) + p(¢)

p(ap) = ((ap)ing)ier = (a(ping))ier = (@i ier

Entonces p es un A — mor fismo. Veamos que p es un A — isomor fismo.

Sea ¢ € ker(p), entonces p(yp) = (ping)icr = 0, entonces Vi € I
o (ipg;) = 0 = 0(ing,), por (4.6) se sigue ¢ = 0. Por lo tanto p es un
A — monomor fismo.

Sea (¢;);cr € [Lier Homa(M;, N), entonces Vi € I ¢; € Homp(M;, N),
entonces por (4.6) existe ¢ : @,;c; M; — N, tal que, iy, = ¢; Vi € I,
entonces

p(e) = (0ing)ier = (Piier

Por lo tanto p es un A — epimor fismo.
(7i) Como para cualquier ¥ € Homp (M, [Lic; Ni) y i € I, se tiene que
piv € Homy (M, N;). Definamos

¢ Homy (M, I NZ-) — [[ Homa (M, N;)
i€l el

con ¢(¥) = (pi);e; Vo € Homp (M, ];c; Ni). Anslogamente a como se
mostro en (i) se muestra que ¢ es un A —mor fismo. Ahora mostremos que
¢ es un A — isomor fismo.
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Sea 1 € ker (¢), entonces ¢ (1) = (pi));c; = 0 por lo que p;yp = 0 =
p;(0) Vi € I, entonces por (4.7) se tiene que ¢ = 0. Por lo tanto ¢ es un
A — monomor fismo.

Sea (v;);cr € Il;er Homa(M, N;) con ¢; € Homp(M,N;) Vi € I, por
(4.7) existe un tnico ¢ : M — [[.c; Ni, tal que, psp = ¢, Vi € I. Por lo
tanto ¢ es un A — epimor fismo.l

.. ¥ ! .
5.16 Proposiciéon Sea N’ — N — N” una sucesién exacta de A —
modulos. Entonces para cualquier A — mddulo M la sucesién

0 — Homa(M,N') Y5 Homa(M,N) %5 Homy (M,N")

es exacta.

Demostracién. Veamos que @, es un A — monomor fismo. Sea f €
ker (¢,), entonces ¥, (f) = ¥ (f) = 0, es decir, ¥(f(y)) = 0 Vy € N/,
entonces como ¥ es un A — monomor fismo se tiene f (y) =0 Vy € N', por
lo tanto f = 0.

Veamos que im (1,) = ker (/). Veamos que im (1,) C ker (¢,); sea
g € im (1,), entonces existe f € Homp (M, N'), tal que, ¢, (f) = g, entonces
W) = V(0. () = ' @() = W) = 0, por lo tanto ¢ (g), es decir,
g € ker (¢),). Ahora veamos que ker(¢,) C im(¢,); sea g € ker (¢/,), como
Y,(g) = 0, entonces ¢'(g(z)) = 0 Vz € M, entonces g(z) € ker (¢/) =
im (1), entonces existe una tinica y € N'tal que 1(y) = g(x), ya que ¥ es un
A — monomor fismo; por lo que definiendo f(z) =y = ¢ '(g(2)) YV € M,
se tiene que ¢, (f) = g.1

Observemos que aun cuando 1’ sea un A — epimor fismo, no necesari-
amente v, lo es. Por ejemplo considerando a A = Z, N' = N = Z y
N" = M = Z,, paran € Ny la sucesién exacta

zr g,

Vz € Z. Como Homp(Zn,Z) = Homp(Zy,,0) = {0}, y

donde p,,(z) = nz
Zn) = 10,1z, }, entonces la sucesién obtenida

Homp(Zy, Zn,

0 — Homp(Zn,Z) (#_n)>* Homp(Zn,7) RLR Homp(Zy,,Zyn) — 0

se puede ver como

!

0—0— 0" Homp(Zn,Zn) — 0
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por lo que 9, no es un A — epimor fismo.

/
e ¥ . P
5.17 Proposicién. Sean M’ 5 M = M" una sucesion de A—médulos
y N un A —mddulo. Entonces la sucesion

Homa(M',N) <&~ Homp(M,N) &~ Homp(M",N) «— 0

es exacta.

Demostraciéon. Veamos que ¢ es un A — monomor fismo. Sea f €
ker (™), entonces ¢™*(f) = f¢' = 0, como 0¢’ = 0, entonces f¢' = 0y,
como ¢’ es un A — epimor fismo, entonces f = 0.

Ahora mostremos que im (¢"™*) = ker (p*). Sea f € Homp(M" N),
entonces se tiene p™*(f) = f¢' € im (¢™*), y ademds o*(¢"™*(f)) = ¢*(f¢') =
f(¢'e) = f(0) = 0, entonces "*(f) € ker (¢*). Sea g € ker(¢*), entonces
©*(9) = g = 0, lo que nos lleva a que g(p(z)) =0 Vo € M’, entonces Vy €
im () =ker (¢') g (y) = 0, por otra parte como ¢’ es un A—epimor fismo, y
por el primer teorema de isomorfismo se tiene M” = M/ ker(y’). Entonces,
sip: M — M/ker(¢') es la proyeccién canonica, entonces py’ define un
A —isomor fismo, por lo que existe una tunica f : M" =2 M/ker(p’) — N,
tal que, f(py’) = (fp)¢’ = g. Por lo tanto ¢ (fp) = g.M

Sea N un A — mdédulo considerando la asignacién

Homy(_,N): AMod — AMod
5.18 M — Homp (M, N)
p: M — M — Homp(_,N)() ="

Por otro lado, si 1,1 son A — mor fismos, tales que, tiene sentido 1),
entonces

Hom(_, N)('p) = (¢'y)* = "™ = Homa(_, N)(vp) o Homp(_, N)(¥)
y

<1M)* = 1HomA(M,N)-

De manera andloga, si M es un A — mddulo, la asignacién

Homp (M, ): AMod — AMod
v:N' =N — Homp(M, )(t) =1,
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para cada A — mddulo N y para cada A — mor fismo ¢ : N' — N. Si ¢, ¢
son A — mor fismos, tales que tiene sentido ', entonces

Homa (M, _)(¢'¢) = (¢'¢)« = @lip. = Homp (M, _)(¢") o Homp(M, _)()

y
(IN)+ = LHoma(M,N)

Sean M', M, Ny N A — médulos, o : M' — M, 1) : N' — N dos
A — morfismos, y f € Homa(M,N'). Entonces ©fp € Homp (M',N).
Por lo tanto la asignaciéon f — 1 fp, para cualquier f € Homp(M,N')
determina un A — mor fismo entre Homp(M,N') y Homa(M',N), a la
cual denotaremos por Hom(p, 1), es decir, la asignacién:

Hom(p,v): Homp(M,N') — Homp(M',N)

5.20 f — Hom(p,9)(f) =4 fe

determina un A — mor fismo. Por otro lado

Vi =v.(fe) = W (f))e =" (V.(f) = " .(f)

Por lo tanto Hom(p,¥)(f) = ¥ fe = ¢*.(f), es decir, Hom(p,¥)(f) =
0 Y, (f) Vf € Homp(M, N').

5.21 Proposicién. Sean M, N A—mddulos, consideremos a 1p; : M —
M y 1y : N — N los A — morfismos identidad, y sean o, ¢, ¥ y
A — mor fismos, tales que, ' y V'1, estdn bien definidos. Entonces:

(Z> Hom(1M7 1N> = 1HomA(M,N)

(27,) HOTTL((pl(p, ¢/¢) = Hom ((Plv ¢/) o Hom ((pa 77/})

Demostracién.

(i) Sea f € Homyp (M, N), entonces

Hom(lM,lN)(f) = 1NOfO lM = 1NO (fOlM) = 1NO (f) = f =
1H0mA(M,N)(f)

Por lo tanto Hom(1a, 15)(f) = 1HomA(M,N)(f)‘
(74) Como para cualquier A — mor fismo f, se tiene

Hom(¢'"e,')(f) = (¢'@), (') (f) =

©), (Pl )W ™) (f) =
O (") ()Y = Qb (00" )(f) = Hom(¢

') o Hom(p, 4)(f)
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Por lo tanto Hom(¢'¢,v'¥)(f) = Hom(y', ") o Hom(p,¥)(f). W

5.21 Proposicién. Sean ¢ : M' — M y ¢ : N\ — N dos A —
mor fismos. Entonces para cualesquiera ¢q,pq : M' — M y y,1y :
N’ — N son A — mor fismos, se tiene:

(i) Hom(py + ¢q,¢) = Hom(py, ) + Hom(py,1)).

(i) Hom (5,1, +tb) = Hom(i,10y) + Hom{p, ).

Demostraciéon. Sean f € Homp(M,N')y z € M.

(1) Hom(p1+09, ¥)(f(x)) = (f ((14p2)(2))) = ¥(fer(@)+fea(x)) =
Y fp1(z) + 1 fpa(x), es decir Hom (o + @2, %) (f(2)) = ¥ fpi(2) + 1 f 0a(x).
Por lo tanto Hom(py + g, ¥)(f) = Hom(py, ¥)(f) + Hom(pg, ¥)(f).

(i) Hom (0,11 + 3) (f(2)) = (1 + o) f(p(2)) = (1 +¢2)(feo(2)) =
Y1(feo(x)) + o fe(x)), por lo que Hom (¢, 91 + ¥s) (f(x)) = 1 (fe(z)) +
Yo(f(z)). Por lo tanto

Hom (0,11 + 1) (f) = Hom(w, 1) (f) + Hom(p,¥s) (f)

Como resultado de lo anterior podemos crear la asignacion Homy (_, ),
la cual va de \Mod,xrMod en yMod, definida por:

Homp(_, ): aMod xy Mod — AMod
(M, N) — Homp(M,N)
(f.9) —  Hom(f,9)

VM, N epn Mod, Vf, g A—mddulos resulta ser un bifuntor, pues su dominio
en este caso es un producto de categorias. Cabe mencionar que este hecho
serd abordado en el capitulo III para su mejor entendimiento.

1.6 Limites Directos

Como se ha hecho en las secciones anteriores definiremos nuevos A—mddulos,
a través de las llamadas "Propiedades Universales”.

6.1 Definicién. Sea I un conjunto y <C I x I, diremos que (I,<) es
un conjunto preordenado, si:

(1) Vi € I (i <1), (Reflexivo).

(13) Vi, j,k € I((i < jNj<k)=1i<k) (Transitivo).
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Denotaremos por I al conjunto preordenado (1, <).

Si (I,<) es un conjunto preordenado tal que para cualesquiera i,j € I
existe k € 1,1 <kyj <k, diremos que I es un conjunto directo.

6.2 Definicién. Dado un conjunto preordenado I, un sistema dirigido

(Mi,gog) - de A —mddulos es un conjunto de A —mdédulos {M; :i € I}
7/7]6 .

para el que, si 1,7 € I son tales que i < j, entonces ] : M; — M es un
A —mor fismo, que cumplen con las siguientes propiedades:

(7) @?(pg =¥ cuando i <j <k.

(13) @t =1p, Viel.

Si I es un conjunto directo diremos que el sistema <Mz~, gog ) g S5 un

1,J€

sistema directo. A

6.3 Ejemplos: (i) Si I tiene el preorden trivial, entonces, ] existe si,
y sélo st © = j, pues si i # j estos no son comparables.

(13) Si I es la familia de submddulos de un A — médulo M se puede
definir un orden parcial a través de la inclusion, i.e, S < S si, y sélo si
la inclusion de S' a S estd definida. Por otro lado, si S', S € I, entonces

S+S={s+s:8e€S5 yseS} el Porlotanto el sistema (Si,cpg)es

un sistema directo, donde cpg denota la inclusion de S; a S;.

(791) Si M es un A—mddulo, la familia Fin (M) de todos los submddulos
finitamente generados de M, dotdndole del mismo orden que en el inciso
anterior, se tiene que Fin (M) define un sistema directo de A — médulos.

(iv) Si A es un dominio entero y Q@ = Frac(A), entonces la familia
de submddulos ciclicos generados por (1/r), con r € A y r # 0, define
un sistema dirigido con el orden parcial definido a través de los morfismos
de inclusion. Ademds para cualesquiera (1/r) y (1/s) estan contenidos en
(1/rs). De lo anterior dicha familia define un sistema directo.

6.4 Definicién. FEl limite directo de un sistema dirigido (directo)

(Mi’ Sog)ijel

es un A—mddulo denotado por limM; (o mds precisamente como lim(M;, <pg)),

para el cual existe una familia de A — mor fismos {u; : M; — limM;} tales

que fi; = ujgpg, st 1 < j. Ademds para cualquier familia de A — mor fismos
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{9i : M; — M} tales que g; = gjgog, si 1 < j, entonces existe un unico
A — morfismo
g:limM; — M

tal que, gu; = g; Vi € I, es decir, g completa el siguiente diagrama

liﬁlﬂ4¢
Mg -
a
!

M; 5 M,
N
gi

M

sii<j.

6.5 Ejemplos. A partir de la definicién anterior podemos decir:
(1) Si I tiene el orden trivial, entonces a limM,; lo podemos interpretar

como @,;c; M;.
(13) Si I es una cadena, entonces podemos interpretar a limM; como
—

Uiel M;.

A continuacién mostraremos que para cualquier sistema dirigido el limite
directo existe y que es unico salvo isomorfismos.

6.6 Proposicién. Sea (MZ-, gpi) un sistema dirigido de A—mddulos,
i,J€1

para el que existe el limite directo. Entonces dicho limite es inico, salvo

1somorfismos.

/
Demostraciéon. Supoéngase que (lzmM,) es otro limite directo para el

. /
sistema (Mi,gog ) . Mostraremos que (lz’mMi> > [imM;.

i,j€l
/
Sean {,u; M, — (limMi) } y {,ui : M; — (lzmMZ>} las familias de
/
A — mor fismos que cumplen la condicién de que (lzmM,) y limM,; sean

limites directos de (Mi, o ) , entonces existe un unico A — mor fismo
1,7€1

!
g : limM; — (lz’mMi)
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tal que ), = gp; para cualquier ¢ € I. Por otro lado existe un A —mor fismo
/!
g (lz’mMi) . lim M,
tal que, p; = ¢’y para cualquier ¢ € I. Entonces

Pl — g = g(g' i) = .
1<@Mi)fm—m gui = 9(9' i) = (99) i

limM;
=

para cualquier i € I, por (6.4) g¢’ = 1< )/. Por otro lado

1lz’:nMiMi =p; =91 =g (9p) = (9'9)

de igual manera por (6.4) ¢’g = 1z, Por lo tanto g : limM; — (lzmMZ>

es un A — isomor fismo.l

6.7 Proposicién. Cualquier (Ml,goz) - sistema dirigido de A —
1,]€
modulos tiene limite directo.

Demostracién. Sea (M;, ] un sistema dirigido de A — maéddulos,
ijel
para cualquier ¢ € I denotemos por

w; » M; — @ M;
i€l
al A — mor fismo de inclusién. Sea
N =3 (i — mi) (M;)
1<j

A partir de la definicién de N, vemos que N es un submédulo de @, ; M;,
entonces para cada ¢ € [ se tiene que p; induce un A — mor fismo

i€l
Por lo tanto, si i < j y = € M;, entonces ujgoz(x) — p;(x) € N, por lo
que /chpz — f; = 0, entonces /chpz = pisii<j.
Ahora mostremos que limM; es isomorfo a @@,.; M;/N. Sea {g; : M; —

M }icr una familia de A — mdédulos tal que gjgog = ¢;, si ¢ < j, entonces por
(4.6) existe un dnico A — mor fismo

g PM, — M
el



54 CAPITULO 1. TEORIA DE MODULOS

tal que ¢'p; = g; Vi € I. Por otro lado 0 = gjgog —gi = (g’ujﬁpg —d'u; =
g’(,ujgog — 1;), entonces N es submédulo de ker(g’). Por (2.11) existe un
tinico A — mor fismo
g: P M;/N— M
i€l
tal que gir; = g; Vi € I. Por lo tanto @, ; M;/N = lz’_r)nMi y sus A —

mor fismos son los r;. M

6.8. Ejemplos. (i) Si M es un A — médulo, entonces la familia
Fin (M) es un sistema directo y limM; = M

(73) Si A es un dominio entero y Q = Frac(A). Si M, = (1/r) y i}
denota la inclusion de M, a My, entonces lim (M,,is) = Q

—

6.9 Proposiciéon. Sea <M,-, @i) o un sistema directo de A—mddulos,
1,]€
con {,ui c My — P MZ} las inyecciones candnicas. Entonces
(1) Cada elemento de limM; tiene una representacion de la forma p; (m;)+

S.
(i1) p; (mi) +S =0 si, y solo si para algin t € I con i <t ! (mi) = 0.
Demostracién. (i) Para = € limM;, por (6.7) x = >, p; (my) + S.
Como I es un conjunto dirigido, podemos tomar j € I, tal que, j > i Vi.
Para cada i definamos b’ = ¢! (m;) € M;. Si b; = >_.b' € M;, entonces

>oi by (mg) — py (by) = > i (my) — 1 (v")
= 2t (mi) — gy (@Z (mi)> es

Por lo tanto z = >, u; (m;) + S = p; (b;) + S.
(i) (<=) Si ¢! (mi) = 0 para algin i < ¢. Entonces

pmi) + S = pa(m) + (1 (] (ma)) = s (mi)) + 8
0+ 5
= S

(=) Si p; (m;) +S =0, entonces p; (m;) € S,y
i (i) = S a (e (mg) — 1y (my)) € S
j

con aj € A. Si para j < k denotamos con
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7 (3, kymy) = sl (my) — g (my) .
Entonces para a; € A
r(j,k,a;m;) = ajr (j, k,m;) .
Entonces con dicha notacién se tiene

pi (mg) = 3257 (4, k,my) .
Como I es un conjunto directo, podemos tomar ¢ méas grande que 1, j, k,
tal que,

mowl m) = py (¢l (mi) — i (my))
= r(i,t,mi)—l-zjr(j,k,mj).

Por otro lado, tenemos

(4, k,my) = pry (myj) — gy (my)
= (et (mg) = (m)) + el (=0 (mg) ) = g (= (my) )|
= r(j,t,mj)+r (k:,t, —cp;? (mj)) .

Como ¢t o pF = !, se tiene

i 0 95 (i) = ;7‘ (L, k)

con my € M;, Ademds para | <t se tiene
r (lv k?, ml) +r (l’ kv m;) =r (lv ka m; + ml))
Aplicando las igualdades anteriores tenemos

:U’t090£ (ml) = er(lvk’ml)
= Yl (my) — g (my)
= (Zl ‘Pf (ml)) - Zl py (my)

con my € M;. Como todos los indices son distintos, y la expresién es tnica
en términos de la suma directa, por lo que, si l # t y y; (m;) = 0, entonces
x; = 0, pues y; son inyecciones. Entonces en el lado derecho de la igualdad
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se tiene ;0 0} (my) — py (my) = 0, pues ¢} = 1p,. Entonces p, 0! (m;) =0,
como /i, es una inyeccién se tiene ! (m;) =0. W

6.10 Definicion. Sean M = (Mi,¢]) y N = (Niwl)  dos

i€l ijel
sistemas dirigidos (directos) de A — mddulos. Un morfismo de sistemas
dirigidos M TN <f : (Ml,cpz) — (Ni,wg)) es una coleccion de mor-

fismos (.Mz R NZ-> , tales que para i < j el siguiente diagrama conmuta.

ic
M, 1L N,
ol by
Mj —> Nj

J

Vemos que un morfismo f : (Mi, @5 ) — (Ni,z,b{ ) de sistema dirigidos
determina un A — mor fismo

7 zz'_n}<Mi,<pg) . Mm(Ni,wg)

dop(mi) + S — 3om (fi(mi)) +T

donde S C P M; y T C € N; son las relaciones definidas en la construccién
de lim (M;) y lim (N;), respectivamente, y p;, n; son las inyecciones de M;

y N; a las sumas directas.

N/ .
6.11 Proposicién. Sean M' = <MZ’, (goi) ) , M= (Mz,goz> o,
i,je[ ’L,jel
N
M" = <M1;”» (gp{) > sistemas directos de A — médulos. Si M' -1 M
el

g . . .
y M —— M" son morfismos de sistemas directos tales que para cada i € I
la sucesion

0 — M Lo E oM — 0

es exacta. Entonces

0 — lmM) L timn) L lim(MY) — 0

—

es una sucesion exacta.
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Demostracién. Veamos que f es una inyeccién. Supongamos que
f(z) =0, conzx € lim (M), entonces x = p; (m}) + N’, por lo que f (x) =
p; © fi (mi) + N, por (6.9) existe k > i tal que ¢ (f; (m;)) = 0. Como f es
un morfismo de sistemas directos, entonces:

0 =¥ (fi (M) = fi (oF (m4))

Como f es inyectiva, se sigue ¢¥ (m;) = 0. Por lo tanto z = . (m}) +
S" = 0.

Para terminar veamos que g es una funcién suprayectiva. Sea y =
> pg (mf) + 8" € lim (M]'), como para cada i € I, m{ € My g; es

suprayectiva, entonces existe m; € M; tal que g (m;) = m/. Por lo tanto

yo= i)+
— S (fi(m)) + 5"
= T (m)+S)

Para finalizar esta seccién demostremos estas dos proposiciones que nos
serdn 1tiles en secciones posteriores.

6.12 Proposicién. Si (Ni,@bg) o 65 um sistema dirigido de A —
1,)€
médulos con limite directo N, y M es un A — mdédulo, entonces (M @,
Ni, 1y @ 9Y))ijer es un sistema dirigido de A — médulos y

M @p N = lim(M @, N;).

Demostraciéon. Sea N = limN; con los A — mor fismos p;. Veamos
—

que (M @5 Ni, 1y ® 1/1{)@]‘6[ es un sistema dirigido, sean ¢,j € I tales que
1 < J, como

L @ gy = Lo @ il = (Lo ® o) (Lag © 97)

y
1y @) =1y ® 1y,

Por lo tanto (M ®p N;, 1 ® z/Jg)mel es un sistema dirigido. Ahora veamos
c6mo es su limite directo.

Si{gi: M ®r N; — M}, son una familia de A —mor fismos, tales que,
g = g9i(lp ® gog), necesitamos que g(ly ® ;) = g; Vi € I. Sea a € M,
definamos

hio : N; — M
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como hi(z) = gi(a ® r) Yz € N;, notemos que hij,(z) = gi(a ® z) =
gi(a ® ¢!(x)) = hja(p](z)). Por hipétesis existe h, : N — M, tal que,
hatt; = hiq Vi € I, ademds notemos que para cualquier A € A h;jy,(z) =
hio(Ax), entonces hy,(x) = hq(Ax). Definamos

h:MxN-—M

como h(a,z) = hq(x) Y(a,x) € M x N, de la construccién de h, se sigue que
h es bilineal, por lo que existe un dnico A — mor fismo

g MONN—M

tal que g(a ® x) = h(a, ).
Ahora vemos que

go(Im @ p)(a®x) = g(a® p(x)) = ha(p;(z)) = hia(x) = gi(a ® x)

Va € M y Vx € N. Por lo tanto g(1p ® p;) = ¢; Vi € 1.l

De manera andloga podemos establecer la siguiente proposicién.

6.13 Proposicién. Si (MZ,QDD ., o5 un sistema dirigido de A —
1,]€
médulos con limite directo M y si N es un A —médulo, entonces (M; @,
N, ¢! @ 1n)ijer es un sistema dirigido de A — médulos y:

M @5 N = lim(M; @5 N).

1.7 Modbdulos Especiales

En esta seccion se estudiardn algunos A — mddulos, que nos serdn de gran
importancia para entender nuestras secciones posteriores.
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1.7.1 Médulos Proyectivos

En (5.16) vimos que dada una sucesién exacta
0 - N L N L N

la sucesién inducida por Homy (M, )

!

0 — Homa(M,N') %5 Homn(M,N) %3 Homa (M,N")

es exacta. Ademds, si ¢’ es un A — epimor fismo no necesariamente se tiene
/ . . . ., .
que ¥, es un A —epimor fismo. A continuacién estudiaremos el caso donde,
. . . 12 .,
si ¢/ es un A — epimor fismo, entonces 1, lo sea también.

7.1 Definicién Un A—mddulo P se llamaréd Proyectivo, si para cualquier

Y P’ . e .
N’>— N — N” sucesién exacta, se tenga que la sucesién inducida por
Homp (P, ) sea exacta, es decir la sucesién

0 — Homa(P,N) Y% Homy(P,N) 5 Homa(P,N") —0

es exacta.

7.2 Observacién. Por (5.14) podemos decir que un A — médulo P es

proyectivo si, y solo si para cualquier sucesion N’i N — N"se tenga que
Y, sea un A — epimor fismo. FEs decir, P es proyectivo, si y sélo si para
cualquier A — epimor fismo ' : N — N" y cualquier f € Homy (P, N"),
existe un h € Homyp (P, N) tal que ¥ (h) =¢'h = f, es decir, el diagrama

P
h
Sy
NS N~ o0

conmuta.

7.3 Proposicién. Si L es un A—mddulo libre, entonces L es proyectivo.

Demostracién. Sea v’ : N — N” un A — epimor fismoy f: L — N"
un A — mor fismeo.

Como L es libre, entonces existe § C L base de L. Por otro lado,
como 1" es un A — epimor fismo, entonces Vx; € 3 existe g(z;) € N tal que
V' (g(x;)) = f(x;). Como L es libre sobre 3, entonces existe un A—mor fismo

h:L — N
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tal que h(z;) = g(x;) Vo; € 5. Six € L, entonces x = > ' | ajex;, con
a; € Ay z; € B, por lo que

V(M) = ¢ (h (5, qizi)) = a; (Vg (z:)) = 3Ly ouf (i) =
f i 1%%) f(z)

Por lo tanto ¢/(h(z)) = f(z) Vz € LR

A partir de la definicién anterior vimos que cualquier A — mddulo libre
es proyectivo, entonces como ejemplos de proyectivos se tiene: a los K —
modulos (espacios vectoriales), a A visto como A — mdédulo, y desde luego
cualquier suma directa de copias de A.

7.4 Proposicién. P =@, ; P; es un A —mddulo proyectivo si, y solo
si P; es un A — modulo proyectivo Vi € 1.

Demostracién Haremos la demostracién para ¢ = 1,2. El caso general
es andlogo.

(=) Supongamos que P = P, @ P; es un A—mddulo proyectivo. Veamos
que P» es proyectivo. Sean

fiP2—>N

zb’:N—>N"

un A — morfismo y un A — epimor fismo respectivamente, también con-
sideremos a i : Po» — Py ps : P — P, la inclusién y la proyeccién
respectivamente. Considerando el diagrama conmutativo

p, 2. p P, p

N S Ly
k k/
N i N//

Como P es proyectivo, existe
h:P— N

con i)' oh = fopy. Seak =hoiy: P, — N, entonces ¢’ ok = (1)’ o h)oig =
(fop2)oia = f, yaque pgois = 1p,. De manera andloga se demuestra que
P es proyectivo

Supongamos que P; y P5 son proyectivos. Sea 1)’ : N — N” un A —
epimor fismo y h : P ® P, — N"” un A — mor fismo, definamos hy =
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hoiy: PL — N"y hy="hoiy: Py, — N"”. Como P, y P, son proyectivos
existen k1 y k2 A — mor fismos, tales que, ¥’ o k1 = h1 v ¢’ o kg = ho.

Por la propiedad (4.6), existe k : Py & P, — N, tal que, koi; = ky y
k o9 = k9. Entonces

(¢’ok)oi1:1/}/ok:1:h1:h0i1 y
(w/ok)oiQZw/OkQZhgzhOig

Por la unicidad de (4.6) tenemos que ¢’ o k = h.H

7.5 Teorema. Sea P un A — mddulo. Entonces las siguientes afirma-
ciones son equivalentes

(1) P es un A — mdédulo proyectivo.

(79) Cualquier sucesion corta de la forma

v LN 4P
se escinde.
(iii) P es sumando directo de un A — médulo libre.
Demostracién.
(1) = (ii) Supongamos P proyectivo. Sea una sucesién corta
v LN 4P
Como g : N — P es un A — epimorfismoy lp : P — P es un
A — mor fismo, entonces por (7.2) existe

h:P— N

tal que, g o h = 1p. Por lo tanto la sucesién se escinde.

(79) = (i7) Como P es isomorfo al cociente de un A — mddulo libre
L, entonces existe un A — epimor fismo g : L — P. Por lo que podemos
considerar la siguiente sucesién exacta

0 — ker(9) - L & P — 0

Por hipdtesis existe h : P — L tal que 1p = go h, como 1p es un
A — monomor fismo, entonces h es un A — monomor fismo, por (4.11),
L =im (h)+ker(g), ya que 1p es un A —isomor fismo. Como im (h) = P,
se tiene que P es un sumando directo de L.

(791) = (i) Como P & N = L, para algin A — mddulo libre L, como L
es libre se tiene que L es proyectivo, por lo tanto P es proyectivo, ya que es
sumando directo de L.H
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1.7.2 Méddulos Inyectivos

Ahora estudiaremos el proceso dual a VII.1

7.6 Definicién. Un A —mddulo I se llamara Inyectivo, si para cualquier
sucesion exacta de la forma

0 — M L& M & M - 0
se tenga que la sucesién inducida por Homp(_,I)

0 — Homa(M',I) £ Homa(M,I) 2= Homa(M",I) — 0

sea exacta.
Notemos que esta definicién repara la exactitud de la proposicién (5.17)

7.7 Observacion. A partir (5.17) podemos decir que un A —médulo I
es inyectivo si, y solo si para cualquier ¢ : M' — M A — monomor fismo
y para cualquier A — morfismo f : M' — I, existe h : M — I tal que
how = f, es decir el siguiente diagrama conmuta.

0o — M &
N n

f
I

7.8 Proposicién Si [ = ®jel I; es un A —médulo inyectivo, entonces
Vi €I se tiene que I; es un A —médulo inyectivo.

Demostracién. Haremos la demostracién para j = 1, 2, el caso general
es andlogo. Supongamos que I = I @ Ir es un A — médulo inyectivo.
Probemos que I; es inyectivo. Sean ¢ : M’ — My f: M’ — I, un A —
monomor fismo y un A—mor fismo respectivamente, también consideremos
aty: Iy — Iyp: 1 — I, lainclusién y la proyeccién respectivamente.
Entonces como [ es inyectivo, existe un A — mor fismo k : M — I, tal que,
ko =110 f, por lo que considerando el diagrama

0 - M 2 M

i10f h
Lo e N
L % 1 2 p
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Definiendo h = py ok : M — I3, se tiene hop = (pyok)op = (p1oiy)o
f = f. Por lo tanto I; es inyectivo. De manera similar se demuestra que I
es inyectivo.ll

7.9 Proposicién. Sea {Ij}jel una familia de A — maodulos inyectivos,
entonces el producto directo Hje[ I; es un A — modulo inyectivo.
.. gt C A .
Demostracién. Sean ¢ : M' — M, f : M' — de[] un A —
monomor fismo y un A — mor fismo respectivamente, considerando a i; :
M; — Hje[ Ijyap;: Hjel I; — I; los A — mor fismos inclusién y proyec-
cién respectivamente, se tiene el diagrama

0o - M 5 M
Ly L, ™\

Pj i
[Ler i = L = Iljerdy

para cualquier j € I. Como I; es inyectivo para cualquier j € I, existe
un A —mor fismo hj : M — I;, tal que, hj o ¢ = p; o f, entonces por (4.7)
existe h : M — Hje]lj7 tal que, hoyp = fo(pjoi;) = f. Por lo tanto
[Icr Ij es un A — médulo inyectivo.

7.10 Proposicién. Sea I un A —mddulo inyectivo, entonces cualquier
sucesion exacta corta de la forma

~

A

0 — I 2 M & M = 0

se escinde.
Demostracion. Sea

~

A

0o — I 2 M & M = 0

una sucesién exacta, entonces como ¢ : I — M es un A—monomor fismo
y 1y : I — I es un A — morfismo, entonces como I es inyectivo existe
h: M — I tal que ho @ = 1;. Por lo tanto la sucesién se escinde.ll

La ltima afirmacién nos hace preguntarnos, ;Fl reciproco es cierto? En
efecto la respuesta es si, pero esto se demostrard en secciones posteriores,
ya que necesitamos un poco més de herramienta.
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1.7.3 Mobdulos Planos

Ahora analizaremos un caso especial del funtor _ @, F'.

7.11 Definicién. Un A —mddulo F' se llamard Plano, si para cualquier
sucesion

0 - M % M L M- 0

exacta corta, se tenga que la sucesion inducida por _ @, F

0 — Mo F 2% MonF "2 M@y F — 0

sea exacta.

7.12 Observacién. Por (5.8) un A — médulo F es plano si, y sdlo si
para cualquier ¢ : M' — M A — monomor fismo, se tenga que:

o1 : M @\ F — M @) F
sea un A — monomor fismo.

7.13 Proposicién. Para cualquier A — médulo M, se tiene:
MeaA=M

Demostracién. Consideremos a p: M x A — M, como u(x,a) = ax
V(z,a) € M x A, se sigue que u es una funcién bilineal, ya que M es un
A —médulo. Entonces existe un A —mor fismo f: M @, A — M, tal que,
flz®@a)=azx V(z,a) € M x A.

Vemos que es un A — epimor fismo, ya que para cualquier x € M,
se tiene que f(z ® 1) = 1(xz) = z. Por otro lado si ax = Py, entonces
por la construccién de M @, A, se sigue z ® o = y ® 5. Por lo tanto, si
flz®@a)=fy® (), entonces @ a =y & 5.1

7.14 Observacion. Por la proposicion anterior se tiene que A es plano,
ya que para cualquier A — médulo M se tiene M @ A = M.

7.15 Proposicién. Sea F' = @, ; F; un A — médulo, entonces F' es
un A — mddulo plano si, y solo si Vi € I F; es plano.

Demostracién. Supdngase que F; es plano para cualquier ¢ € I. Sea
¢ : M — M un A — monomor fismo, demostremos que ker (¢ ® 1p) = 0.
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Como ker (¢ ® 1p) = @,  ker (¢ @ 1f,). Puessi (m ® (z7),c;) € ker(¢p®
1), entonces

0 = ¢e&l1p (m ® (wi)iel) = (p(m) @ 1p((xi);cr))
= (p(m) @ (@i)icp) = 2 (p(m) @ 2i) = 2 (p @ 1) (m @ ;)
i€l i€l
entonces p(m) ® x; = 0 Vi € I, por lo que (m ® x;) € ker (¢ ® 15,) Vi € 1,
por lo tanto (m ® (z;);c;) € @;erker (¢ ® 1g,). Ahora si (m ® x;),c; €
@, ker(p ® 1F,), entonces (¢ ® 1, )(m ® x;) = 0 Vi € I. Por lo tanto

0 = % (p@1p,) (Mm@ ;) = (p(m) @ zi)ier = (p(m) @ (Ti)ies)

= (p@1p)(m & (2i)icr) = (¢ @ 1p)((m @ 2)ier)

entonces (m ® x;),c; € ker (¢ ® 1p).
Como Vi € I ker (¢ ® 1p,) = 0, entonces

ker(p®@1p) = Pker (p®@1p) =0
i€l
Supongamos I' = @, F; plano, mostremos que F; es plano para cualquier
i € I. Sea ¢ : M' — M un A — monomor fismo, y mostremos que
ker (p ® 1p) = 0. Por la propiedad universal de la suma directa el A —
mor fismo

PR PM NF; =M A F — @PMepyF, =M @p F
icl iel
estd bien definido, ademds por ser F' plano se tiene: ker (¢ ® 1) = 0, ahora
por la observaciéon pasada como 0 = ker (¢ ® 1p) = @, ker (¢ ® 15,),
entonces ker (¢ ® 1p,) = 0 Vi € I, es decir, F; es plano Vi € 1.l

7.16 Corolario. Cualquier A — médulo P proyectivo es plano.

Demostracién. Sea P un A — mddulo proyectivo, entonces existe un
A — médulo libre L, tal que, P ® N = L, para algin A — médulo N.

Por otro lado como L = &,; A, entonces L es plano, ya que A es plano.
Entonces de la proposicién anterior se sigue que P es plano.ll

7.17 Proposicién. Si (E, cpf) ~es unsistema directo de A—mddulos
2,7€

planos. Entonces lim (Fi, gog ) es un A — mddulo plano.

Demostracion. Sea
0— M LM
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una sucesion exacta izquierda de A — mddulos. Como cada F; es plano,
entonces la sucesién

1rp.®
0—FoyM 5% Feym

es exacta. Considerando el diagrama conmutativo

0 — lim(Foa M) L lim(F, @) M)

ozl Bl
0 — lim(F) oy M — lim(F) oM

—

Donde «, 3 son los isomorfismos definidos en (6.8) y f es el A —mor fismo
inducido por el sistema directo (1r, ® f) y 1 es el A —mor fismo identidad
en lim (F;). Como f es una funcién inyectiva por (6.9), y 1 ® f = Bfa~!,
entozces 1® f es inyectiva, pues es composiciéon de funciones inyectivas. Por
lo tanto lzln (FZ-, gof) es plano. W

7.18 Corolario. Sea A un dominio entero con @@ = Frac(A). Entonces

(1) @ es un A — mddulo plano.

(74) Si cualquier submédulo finitamente generado de un A — mddulo M
es plano, entonces es plano entonces Mes plano.

Demostracién. (i) Como @ es limite directo de submédulos ciclicos, y
cada uno de ellos es isomorfo a A. Entonces como A es plano, entonces <%>
es plano, para cualquier » € A, r # 0. Por lo tanto @) es plano.

(79) Como M es un limite directo de submdédulos finitamente generados,
y por hipétesis cada submddulo finitamente es plano, entonces M es plano.



Capitulo 2

Teoria de Categorias

Las categorias y los funtores surgen como necesidad de unificar y simplificar
sistemas matematicos. Estos conceptos fueron introducidos en la década de
los 40 por Eilenberg y Mac Lane. Dicho de una manera informal, una cate-
goria consiste en una clase de "objetos" y otra de "morfismos" combinados
de manera adecuada, y un funtor es la forma de relacionar dos categorias.

En el presente capitulo expondremos el desarrollo de esta teorfa para asf
poder desarrollar la teoria de funtores derivados, y dar material suficiente
para poder resolver algunos puntos pendientes que quedaron del capitulo
anterior.

2.1 Fundamentos Légicos.

Es comin en la préactica de las matemadticas considerar colecciones bas-
tantes "grandes", como: "todos los grupos", "todos los espacios topoldgi-
cos", "todos los conjuntos", "todos los A—mddulos",..., etc. Por ejemplo
en el capitulo anterior podemos definir a un A — mddulo proyectivo, como:
Un A — médulo P es proyectivo si, y sélo si para cualquier f : M — M"
A — epimor fismoy g: P — M" A — mor fismo, existe un A — mor fismo
h: M — P, tal que, f = g o h. Esta definicién nos lleva a considerar una
lista de cuantificadores universales como:

VM, YM", Vf, Vg, ..

67
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Pero esta definicién nos causa un pequenio problema, visto desde el punto
de vista de la Teoria de Conjuntos, ya que las variables M, M" pertenecen
a la coleccién de A — mddulos, que esta coleccién no es un conjunto, ya que
a cada conjunto le podemos dotar de una estructura de A — mddulo, y la
coleccién de los conjuntos no es un conjunto. Este tltimo hecho se sigue de
la siguiente proposicion.

1.1 Proposicién. No existe un conjunto S tal que
x €8S < x es conjunto

Demostracién. Supongamos que existe dicho conjunto S. Como z ¢ z,
estd escrita en lenguaje de la teoria de los conjuntos definamos:

T={x€S: z¢ux}

de manera inmediata se tiene que 7' es un subconjunto de S, por lo que T'
es un conjunto. Ademds de que si T' € T', entonces T' ¢ T, o biensi T ¢ T,
entonces T' € T'. Por lo tanto T' € T'si, y s6losi T ¢ T' .

Por lo tanto S no es conjunto.l

Como nuestro propésito dentro de la Teoria de Categorias serd trabajar
con colecciones bastantes grandes, como por ejemplo: "La coleccién de todos
los grupos", "La coleccién de todos los A —mddulos", "La coleccién de todos
los espacios topolégicos", "La coleccion de todos los conjuntos",..., etc. Por
lo que nos va a ser de suma importancia poner atencién a los problemas de
tipo de "tamano" de las colecciones.

Por tal motivo, en primera estancia daremos por asentado la existencia
de los " Universos", los cuales van a ser conjuntos que tratan de comportarse
como la coleccién de todos los conjuntos.

1.2 Definicién. Un universo U es un conjunto no vacio tal que cumple
las siguientes propiedades:

(1) Siyex yxeU, entonces y € U.

(¢1) Si I € U y para cualquier i € I x; € U, entonces | J;c;x € U.

(t3i) Si x € U, entonces P (z) € U.

(iv) Stz eU y f:x— y es una funcion suprayectiva, entonces y € U.

(v)weUl.

Donde w es el conjunto de los ordinales finitos (nimeros naturales) y
P (x) denota al conjunto potencia de x.
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De la definicién anterior se tiene la siguiente proposicion.

1.3 Proposiciéon. Sea U un universo, entonces U cumple lo siguiente:

(1) SiyeU yxCy, entonces z € U.

(ii) Si x,y € U, entonces {x,y} € U.

(7i1) Si z,y € U, entonces x x y € U.

(iv) Si z,y € U, entonces x¥ € U.

Demostracién. Sean z,y € U.

(i) Supongamos x C y. Six = &, como z € wy w € U, por ser U un
universo se tiene x € U. Por otro lado si x # @, existe z € x, entonces
tomando dicha z, definamos

fiz — (1
f{t)=tsitey
ft)=zsitgy

Por la definicién de f, se tiene que f es una funcién suprayectiva, por lo
tanto x € U.

(#9) Como =z € P(x) y y € P(y), entonces {z,y} € P(x)U P (y). Por
otro lado como U es universo, entonces P (z) U P (y) € U. Por lo tanto
{z,y} e U.

(#43) Como para cualesquiera 2’ € z y y' € y, se tiene por (i) y (ii) que
{2/} e Uy {2y} € U, por lo que {{«'},{2',y'}} € U. Como

T XYy= {{{x'},{m',y'}} s E:L‘yy' Ey}

de esto se sigue que

t —

exy= U {{«} {.v}}

x'Ex, y'Ey
Por lo tanto como U es universo se sigue z x y € U.

(iv) Como z¥ C x x y, entonces por (iit) y (i) se tiene z¥ € U.R

A continuacién introduzcamos un axioma que nos relacione a los con-
juntos y a los universos.

1.4 Axioma (Universo). Cualquier conjunto pertenece a algin uni-
verso.

Observamos que tomando este axioma como vélido, se tiene que para
cualquier conjunto x, existe un universo U tal que x € U, ahora notamos
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que los elementos de dicho universo deben ser "conjuntos suficientemente
pequenos", esto debido a que si y € U y z C y entonces z € U. Por lo
anterior, dado un universo U, llamaremos con el nombre de "conjuntos
pequenos” a los elementos de U. Lo que nos lleva a la siguiente proposicién.

1.5 Proposicién. FEziste un conjunto S con la siguiente propiedad.
x €5 & x es un conjunto pequeno.

Demostraciéon. Tomando S = U, de donde U el universo al que
pertenecen los conjuntos pequenos. W

Considerando el resultado anterior, nos lleva a considerar colecciones
como: la coleccién de pequenos grupos, pequenos espacios topolégicos, con-
juntos pequenos, ..., etc. Ya que por ejemplo: si hablamos del universo de
los grupos pequenos estos deben ser pequenos (en cuanto tamano), pues un
grupo pequeno G es una pareja (G, +), donde G es un conjunto pequenio y
+:G x G — G, por lo que G = (G,+) es un conjunto pequeno.

A partir de estos hechos s6lo podemos considerar colecciones cuyos ob-
jetos son pequenos.

Otra alternativa para manejar estos problemas de tamafo, se puede re-
currir a la Teorfa de Conjuntos y Clases de Godel-Bernays. Pues recordemos
que en la teorfa de Zermelo-Frinkel las nociones son la de "conjunto" y la
relacién de pertenencia €, pero en Godel-Bernays se considera una idea més
primitiva, que es la nocién de clase (a la que podemos pensar como un "con-
junto grande"); ésta definicién nos conduce a considerar que un conjunto es
una clase y que:

1.6 Axioma (de Clase). Una clase es conjunto si ésta pertenece a
otra clase.

El trabajar con clases, desde luego nos lleva a preguntas del tipo ;Cémo
podemos construir a las clases?, para dar una respuesta a esto se consider-
aremos el siguiente axioma

1.7 Axioma (Esquema de Comprensiéon). Sea ¢ (x1,...,x,) una
formula escrita en leguaje de la Teoria de Conjuntos, entonces existe una
clase A, tal que, (x1,...,2y) € A si, y sdlo si ¢ (x1,...,xy) se cumple.
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Por ejemplo existe una clase A con la propiedad:
(G,+) € A< (G,+) es un "grupo".

donde es un "grupo" es la abreviacién a que (G, +) cumpla con la axiomadtica
de grupo. De este hecho se deduce que la clase de todos los grupos estd bien
definida. De igual manera se obtiene que las clases de "espacios topolégicos”,

"A — médulos", "conjuntos",...etc., estan bien definidas.

Para la Teorfa de Categorias, se puede trabajar considerando la exis-
tencia de universos o bien trabajar con la Teorfa de Godel-Bernays. Pero
para el presente trabajo se utilizara la Teoria Godel-Bernays, ya que nuestro
objetivo es estudiar "colecciones bastantes grandes".

2.2 Categorias

2.1 Definicién. Una Categoria C consiste de lo siguiente:

(i) Una clase |C|, cuyos elementos son llamados objetos de la categoria
C, o simplemente objetos.

(79) Para cualesquiera A, B € |C|, existe un conjunto C (A, B), cuyos
elementos son llamados morfismos o flechas de A en B.

(791) Para cualesquiera A,B,C,D € |C|, C(A,B) = C(C,D) si, y sdlo
siA=Cy B=D.

(iv) Para cualesquiera A, B,C € |C|, existe una operacién binaria

0:C(A,B)xC(B,C) — C(A,QC)
tal que:

(a) Para cualesquiera f € C(A,B), g € C(B,C), h € C(C,D), se
cumple

ho(gof)=(hog)of

(b) Para cualquier A € |C|, existe 14 € C(A,A) tal que para cua-
lesquiera f € C(A,B) y g € C(A', A), se tiene:

fola=f y lpog=g

a 14 se le suele llamar la identidad en A.
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Dado f € C(A, B), lo denotaremos por f : A — Bo A 4, B; también
diremos que A es el dominio de f, y que B es el codominio de f. A su vez
denotaremos por C™" = J, pe|c| C (4, B).

Diremos que una categoria C es pequena, si |C| es un conjunto.

A continuacién veamos algunos ejemplos de categorias, asi también como
la notacién que se utilizara.

2.2 Ejemplo. Set denotard la categoria de todos conjuntos, cuyos ob-
jetos son todos los conjuntos y los morfismos son funciones de un conjunto
en otro conjunto.

2.3 Ejemplo. Top denotard la categoria de todos espacios topoldgicos.
Sus objetos son los espacios topoldgicos y los morfismos son las funciones
continuas-

2.4 Ejemplo. Gr denotard a la categoria de todos los grupos. Donde
sus objetos serdn los grupos, y sus morfismos son los homomorfismos de
grupos.

2.5 Ejemplo. Dado (X, <) un conjunto preordenado, definimos a X
como la categoria cuyos objetos son los elementos de X, y para cualesquiera
z,y € X, se tiene X (z,y) = {(z,y)}.

De manera semejante denotaremos por Ab, An, An;, AMod y EV,
denotan a las categorfas de los grupos abelianos, anillos, anillos con 1,
A—modulos y k—espacios vectoriales, con morfismos homomorfismos de gru-
pos, anillos, A—morfismos, y transformaciones lineales respectivamente.

2.6 Ejemplo. Sea A un anillo conmutativo, denotemos a Mod%, cuyos
objetos son familias de A-mddulos M = {M;},c,, con morfismos p: M —
N = {pi : M; — Niyj},c, de grado j entre objetos M y N. Vemos que
M od% forma una categoria.

Demostracion.

(1) }Mod%‘ = {M = {M;},c : M; es A — médulo} forma una clase.

(i) Para cualesquiera M = {M;},.;,N = {N;},c; € |[Mod%/, la colec-
cién Mod%(M,N) = {p: M — N : p es de grado j, p.a j € Z}, es un
conjunto, ya que dicha coleccién es una coleccién de A — mor fismos.

(i3i) Pues Mod%(M,N) = Mod% (O, P) si, y solo si para cualquier
f € Mod% (M, N), se tenga que f € Mod% (O, P), y viceversa, es decir,
para cualquier f
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{fi: Mi — Nijlicq ={fi: Oi — Pitj}lig

es decir f; : M; — Niyj = fi : O; — P;y; Vi € Z, es decir, si, y solo si
M; =0;y Ny =P Vi
(iv) Para cualesquiera f € Mod% (M, N) y g € Mod% (N, 0), de grado

Jj v k respectivamente. Para cada ¢ € Z, y M; Lt Niyj s Oitjy+k A —

mor fismos, se tiene que gi1j o fi : M; — O(;1jy4p es un A — mor fismo.
Por lo tanto denotando

gof={giyjo fi: My — O(z‘+j)+k}iez
Vemos que go f es un morfismo de grado j+ k, entonces podemos definir

o: Mod% (M, N) x Mod% (N,0) — Mod% (M,0)
(f7 g) — go f

Ahora por la definicién de o, se siguen los siguientes resultados:

(a) Para cualesquiera f € Mod%(M,N), g € Mod%(N,0) y h €
Mod% (O, P), se tiene que ho (go f) = (hog)o f

(b) Vemos que 1y = {1as, : M; — M}, € Mod% (M, M), ademés para
cualesquiera f € Mod% (M, N)y f' € Mod%(M’, M) de grado j y k respec-
tivamente, se tiene que 1pro f' = {1ar,,, o fi : Mj — Miyp}icz = {f : M —
My = f'y foly ={fiolm, : Mi = Nij} = {fi : Mi = Niy;} = f.
Por lo tanto Mod% (M, M) tiene identidad.H

Para finalizar esta seccién una iltima definicion.

2.7 Definicién. Una categoria C se llamard subcategoria de una cat-
egoria D, si:

(i) Los objetos de C, son objetos de D, que denotaremos por |C| C |D]|.

(ii) C(A,B) C D(A, B), para cualesquiera A, B € |C]|.

(7i1) Si f €e C(A,B) y g € C(B,C), entonces go f € C(A,C). Para
cualesquiera A, B,C € |C]|.

(tv) Para cada A € |C| 14 es la misma en C que en D.

Diremos que C es una subcategoria plena de D, si C es una subcategoria
de D, y para cualesquiera A, B € |C|, se tiene C (A, B) = D (4, B).

De la definicién anterior se tiene que Ab.es una subcategoria plena de
Gr. Por tdltimo cabe mencionar que Ab, Gr, Top, EV g, son subcategorias
de Set, pero estas no son plenas.
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2.3 Funtores

Ahora como es de esperarse, vamos a dar una forma de relacionar dos cate-
gorias.

3.1 Definicién. Sean C y D dos categorias. Un funtor covariante
F: C - D

de la categoria C a la categoria D, es una regla de correspondencia que
cumple lo siguiente:
(7) Para cada objeto A € |C| le corresponde un tinico objeto F (A) € |D|.

(i) Para cada morfismo (A ER B) € C(A, B) un morfismo

(F (4) " g (B)> e D (F(A),F(B))

que satisface las siguientes condiciones:
(iii) F (go f) = F(g) o F(f)
(iv) F(1a) = 1p(a)

3.2 Definicién. Sean C y D dos categorias. Diremos que
F: C - D

es un funtor contravariante, si se satisface (i) y (iv) de la definicion ante-
rior, y ademds se dan las siguientes condiciones:

(ii) A cada morfismo (A ER B) € C (A, B), le asocia un morfismo
(F B) (A)) €D (F(B),F(A))

(i4i) F (go f) =F (f) oF (g)

Dado F : C — D un funtor covariante (contravariante), decimos que C
es el dominio de F, y que D es el codominio de F'.

A continuacién daremos algunos ejemplos de funtores y estableceremos
notacién para algunos de ellos.
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3.3 Ejemplo. Dada una categoria C, consideremos a

1c: C — C
A — A

AL o alnp

para cualesquiera A € |C| y A 4, B € C™°". Es evidente que 1c es un
funtor covariante, al cual llamaremos funtor identidad en C.

3.4 Ejemplo. Definamos un funtor covariante

F: Set — AMod
X — F(X)
xty - r0)™rwy)
donde F (X) denota al A — mdédulo con base en conjunto X, y F (X) )

F (Y) es el inico A —mor fismo obtenido al extender X Ly, A través de
estas reglas de asociacion se sigue que F es un funtor covariante.

3.5 Ejemplo. Sea A un anillo conmutativo con 1 # 0, y sea M un
A — médulo. Definamos

Homp (M, ): aAMod — AMod
N — Homy (M, N)

N %N = Homa (M,N') Y5 Homa (M, N)

para todo N € [aAMod| y N’ YN €a Mod™". Por (1.5.19) se sigue que
Homy (M, ) es un funtor covariante.

3.6 Ejemplo. Sea A un anillo conmutativo con 1 # 0, y sea N un
A — médulo. Definamos

Homp(_,N): AMod — AMod
M — Homp (M, N)

M' M — Homa (M',N) <~ Homn (M, N)

para cualesquiera M € |sMod| y M' %> M e Mod™". Por (I.5.18) se
sigue que Homy (M, ) es un funtor contravariante
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3.7 Ejemplo. Sea A un anillo conmutativo con 1 # 0 y M un A —
médulo, definamos:

M®A7: AMOd — AMOd

NYN o MQN M M, N

para cualesquiera N € [aAMod| y (N’ i N) €x Mod™". Por (1.5.9) Es
un funtor covariante.

3.8 Ejemplo. Sea A un anillo conmutativo con 1 # 0 y N un A —
médulo, definamos

_Q\N: AMod — AMod

MEM - ME,N S MQ,N

para cualesquiera M € [a\Mod| y (M’ % M) ep Mod™". Por (1.5.10) Es
un funtor covariante.

3.9 Ejemplo. Recordemos que para cualquier A—mddulo M, se denota
al submddulo de torsion de M con M. Ahora definamos

T : AMod — AMod
M — M

MLy - rufioN

para cualesquiera M € |aMod| y (M EA N) ex Mod™°". Por la construc-
cion de T _, se sigue que T _ es un funtor covariante.

Para los funtores definidos en (3.5) a (3.8), si se trabajara con un anillo A
no conmutativo, se tendria que su codominio cambiaria a la categoria Ab,
por lo que se tendria definidos los funtores covariantes: Homp (M, ) :a
Mod — Aby Homa(_,N) :A Mod — Gr.

3.10 Definicién. Diremos que un funtor covariante F : C — D es fiel
(pleno), si para cualesquiera A, A" € |C|, la funcion:
C(4,4) — C(F(A),F(A))
f — F(f)
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es inyectiva (suprayectiva,).

3.11 Definicién. Diremos que un funtor contravariante F': C — D es
fiel (pleno), si para cualesquiera A, A’ € |C|, la funcién:

C(A,A) — C(F(A),F(A)
fooo— F(f)

es inyectiva (suprayectiva).
3.12 Definicién. Diremos que un funtor covariante (contravariante)
F:C—D

es un encaje pleno, si:
(i) F es fiel
(73) F es pleno
(ii7) F es inyectivo en objetos.

Diremos que una categoria C se encaja plenamente en una categorfa D,
si existe un funtor F': C — D, que sea un encaje pleno.

Sea C una categoria y C’ una subcategoria de C, considerando la asignacién

iy c’ — C
A — A
ALB — ALB

resulta ser un funtor covariante. Ahora si C’ es una subcategorfa plena de
C, se tiene que icr es un encaje pleno. De este idltimo hecho se sigue que
AbD se encaja plenamente en Gr.

Para terminar esta seccién demos un ejemplo de una categoria construida
a través de funtores.

3.13 Definicién. Sea Top (X) la categoria cuyos objetos son los abier-
tos de un espacio topoldgico X y cuyos morfismos son las funciones contin-
uas de inclusion. Una pregavilla de grupos abelianos es un funtor covariante

de Top(X) a Ab.

3.14 Definicién. Una gavilla de grupos abelianos es una pregavilla que
cumple los siguientes dos axiomas:
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(¢) Si (Ui);cr es una cubierta abierta de un conjunto abierto U, y si
s,t € F(U) son tales que s |y,=t |y, para cada i € I, entonces s = t.

(1) Si (Us);er es una cubierta abierta de un conjunto abierto U, y una
coleccion s; € F (U;) para cada i € I, tal que, s; fUmUjZ sj rUiﬂUj para cada
i,7 € 1, existe un unico s € F (U), tal que, s; =s [y, Vi€ I.

3.15 Ejemplo. Denotaremos con Gav a la categoria de gavillas de
grupos abelianos.

2.4 Morfismos y Objetos

A continuacién hablaremos un poco de las propiedades de los morfismos y
los objetos de una categorfa.

Muchas veces para A ENyS .BLCyA 2. ¢ morfismos de una categoria
C, diremos que el diagrama

A
h
N

B C

g

conmuta, si go f = h.

4.1 Proposicién. Sea C una categoria y |A| € C, entonces A 14 4 es
unica.

Demostracién. Supongamos que existe 1’y € C (A4, A) otro morfismo
identidad en A, entonces 1’y = 14 01’,, pues 14 es identidad en A, por otro
lado 14 01’y = 14, pues 14 es identidad en A. Por lo tanto 14 = 1/,.H

4.2 Definicién. Sea C una categoria, diremos que un morfismo A 1,
B es:

(1) Monomorfismo o simplemente mono, si para cualesquiera gi,gs €
C (A’ A) tales que fo gy = fogs, entonces g1 = go.

(74) Epimorfismo o simplemente epi, si para cualesquiera g1, ge € C (B, B")
tales que g1 o f = gz 0 f, entonces g1 = go.

(ii1) Isomorfismo o simplemente iso, si existe un morfismo f~' € C (B, A)
tal que. foft=1py flof=14.
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Diremos que dos objetos A, B € |C|, son isomorfos, si existe un isomor-

f [
fismo A = B, en este caso se denotard con A = B.

Como para cualquier A € |C|, se tiene que 14 o 14 = 14, entonces se

tiene que la identidad en A es un isomorfismo, por lo que podemos decir
que: A=A,

4.3 Ejemplos.

(i) En Set, los monomorfismos son las funciones inyectivas, mientras
que los epimorfismos son las funciones suprayectivas, y los isomorfismos son
las funciones biyectivas.

(73) Del capitulo I vemos que en AMod los monomorfismos son los A —
monomor fismos, mientras que los epimorfismos son los A—epimor fismos,
y los isomorfismos son los A — isomor fismos.

(ii1) En Gr y Ab, los monos son los homomorfismos inyectivos, los
epis son los homomorfismos suprayectivos, y los isos son los homomorfismos
biyectivos.

Del capitulo I podemos decir que los monomorfismos, los epimorfismo, y
los isomorfismos, resultan ser generalizaciones de los A — monomor fismos,
A — epimor fismos, A — isomor fismos, respectivamente. A partir de este
hecho resulta inmediata la siguiente proposicién.

4.4 Proposicién. Sea C una categoria, si:

(1) <A ER B) , (B 2, C) € C™" son monomorfismos, entonces A 9of
€s un monomorfismo.

(74) (A EN B) , (B EN C’) e C™°" gson epimorfismos, entonces A ©f o
es un epimorfismo.

(4i7) (A 4, B) , (B EN C’) € C™" son isomorfismos, entonces A ©f ¢
es un isomorfismo.l

De la proposicién anterior es inmediato pensar que la "relaciéon" de =,
en la clase de |C|, juega un papel parecido a una relaciéon de equivalencia.
Por lo tanto, si A, B € |C|, A = B, entonces de cierta manera A es igual a
B.

4.5 Proposicién. Sea C una categoria y A 4, B un isomorfismo,
entonces f~1 € C (B, A) es tnico.
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Demostracién. Supongamos que existe g € C (B, A) tal que fog =1p
y gof =14 Entonces g = golp = go (fo f~1), por (4,1), entonces
g=go(fofH=(gof)oft=140f1t=f"1 Porlotantog= f"1H

De la proposicién anterior se sigue si A = B es un isomorfismo, entonces
f~1 € C(4, B) es un isomorfismo.

4.6 Proposicién. Sea C una categoria y A 4, B un isomorfismo,
entonces f es monomorfismo y epimorfismo.

Demostracién. Veamos que f es un monomorfismo. Sean gi,g2 €
C(A', A) tales que f o gy = f o g, entonces existe f~! € C (B, A) puesto
que f es isomorfismo, por lo que f~to (fogi) = f~!1 o (f ogs), entonces
(fof)ogi=(f"tof)ogs Porlotanto g; = go.

Ahora veamos que f es un epimorfismo. Sean g;,g2 € C(B, B"), tales
que, g1 o f = g2 o f, entonces (g1 o f) o f~' = (ga o f) o f~, entonces
gro(fof™t) =ga(fof'). Porlotanto g; = go. M

A continuacién estudiaremos algunos tipos de objetos.

4.7 Definicién. Sea C una categoria, un A € |C| se llamard inicial,

st para cada B € |C|, existe un tnico morfismo A AN B. Por otro lado,

diremos que un objeto B € |C| es terminal, si para cada A € |C| existe un
. g
inico morfismo A — B.

4.8 Proposicién. Sea C una categoria y C un objeto inicial (terminal),
entonces el inico morfismo de C en C, es la identidad.

Demostracién. Como C' es inicial (terminal), entonces existe un tnico
morfismo f € C(C,C), por otro lado como 1¢ € C (C,C), entonces f = 1¢.
[ |

4.9 Proposicién. Para cualesquiera dos objetos iniciales (terminales)
son isomorfos.
Demostracién. Sean A, B € |C| dos objetos iniciales, como A y B son

iniciales, entonces existen A L By B %, A morfismos unicos, entonces
gof e C(AA)y fog e C(B,B), entonces por la proposicién anterior:
gof=1ay fog=1p. Por lo tanto A = B.

La demostracién es andloga para A, B terminales.

4.10 Definicién. Un objeto cero, denotado como 0, en una categoria
C, es un objeto que es inicial y terminal a la vez.
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De las proposiciones anteriores se tiene que un objeto cero es tnico salvo
isomorfismos.

4.15 Proposicién. Sea C una categoria con objeto cero, entonces para
cualesquiera A, B € |C| existe un tnico morfismo

A — 0 — B

llamado morfismo cero de A en B, que denotaremos por A 9 B.
Demostracién. Como 0 es terminal e inicial, existen f € C(A,0) y
g € C(0,B). Por lo que tomando a g o f, se tiene el morfismo buscado. H

Para finalizar cabe hacer notar que en la categoria Ab el grupo trivial
0, es el objeto 0, y si A es un anillo conmutativo con 1 # 0, el A — mddulo
trivial 0 es el objeto cero en AMod. Ademis el morfismo 0 en A Mod y Ab,
es el A — morfismo 0y el homomorfismo 0, respectivamente.

2.5 Transformaciones Naturales

Dados dos funtores F : C — D y G : D — E, podemos pensar en la "com-
posicién" de F' con G definida por:

GoF: C —
C — GoF(O)=G(F ()

(ALB) — GoF(f)=G(F(f))

=

para cualesquiera C' € |C| y <A 4, B) € C™°". De la construccién anterior
vemos que G o F es un funtor de C en E.

A G o F se le suele denotar como GF.

5.1 Definicién. Sean C y D dos categorias, y F,G : C — D dos fun-
tores covariantes. Una transformacion natural t de F en G, t : F — G, es

una coleccion de morfismos F(A) ‘4 G(A) en D, uno para cada A € |C]| tal
que, para cualquier morfismo A 1. B € C™", setenga G(f) ot 4= tpoF(f),
es decir, el siguiente diagrama conmuta:

F(4) % G4

r(n)l e

F(B) % G(B)
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Si esto sucede, diremos que F(A) 2} G(A) es natural en A.

5.2 Definicién. Sean C y D dos categorias, y F,G : C — D dos fun-
tores contravariantes. Una transformacion natural t de F en G, t : F — G,

es una coleccion de morfismos F(A) 21 G(A) en D, uno para cada A € |C|,

tal que para cualquier morfismo A LB € C™" se tenga G(f)otp =
tao F(f), es decir, el siguiente diagrama conmuta:

F(B) 2 G(B)
F(f) | la
F(4) “ G4

Si esto sucede, diremos que F(A) 2\ G(A) es natural en A.

5.4 Ejemplo. Sea A un A — mddulo, entonces el A — morfismo
de inclusion is : T (A) — A, es tal que para cualesquiera A,B € |C| y

(A ER B) ,€C™ 1aAMod (f) 0ia =i o7 (f). Porlo que la familia

{ia:7(A) = A}acic
define una transformacion de T en 1aMod-

5.5 Ejemplo. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K. Sea
V*={f:V - K: f eslineal}
el espacio dual de V. Definamos una transformacion lineal
t:V— (V)"

dada por t(v) =, donde v (f) = f(v),veV, feV*, ve (V"
Vemos que
t:lpv, — ()"

es una transformacion natural del funtor identidad 1gv, : EVg — EVg

y el funtor doble dual ()" : EVg— EVg, donde ()™ (V) = (V*)* y
()7 V = W) = f= 0 (V)" — (W*)*, es tal que, f*(g9) = go f*
Vg € (V*)*, donde f* : W* — V* es tal que, f*(¢') = ¢ o f Vg € W*;
cualquier V. € |[EVg|y f:V - W e EVE.

5.6 Definicién. Sean C y D dos categorias, F, G : C — D dos funtores
y t: F — G una transformacion natural. Diremos que t es una equivalencia
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natural, si ta : F(A) — G(A) es un isomorfismo para cada A € |C]|.
Si esto sucede diremos que los funtores F y G son equivalentes de forma
natural.

5.7 Definicién. Sean C y D dos categorias. Sea F : C — D un fun-
tor. Diremos que F es una equivalencia, si existe un funtor G: D — C
tal que GF,1c: C — C son equivalentes de forma natural, al igual para
FG,15: D — D. Si F es una equivalencia, diremos que las categorias C y
D son equivalentes.

En el caso de que C sea una categoria pequena y D cualquier cate-
gorfa, podemos considerar a la categoria cuyos objetos sean los funtores
F : C — D, y para cualesquiera F, G : C — D funtores, los morfismos entre
ellos serdn las transformaciones naturales t : F — G, a dicha categoria se le
suele denotar con DC. Por tltimo podemos observar que en esta categoria
los isomorfismos van hacer las equivalencias.
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Capitulo 3

Construcciones en Categorias

En este breve capitulo introduciremos el Principio de Dualidad que va a
jugar un papel muy importante en la construccién de conceptos y teoremas
a partir de teoremas existentes; para finalizar este capitulo generalizaremos
la idea de Producto dentro de la teorfa de categorias.

3.1 Principio de Dualidad

1.1 Definicién. La categoria dual C de una categoria C, se define por:

(1) |CP| = |C|.

(79) Para cualesquiera A, B € |C°P|, se define el conjunto C°P (A, B) =
C(B,A).

Para cualquier f € C°P (A, B), se denotard con A I B. Con esta
notacion es evidente que 1105 =14, yque A thi B=B EN A, por lo que si

A% B y B 9% ¢ son dos morfismos, entonces g°P o fP = fog.

A continuacion, estableceremos el Principio de Dualidad, que nos da una
forma de duplicar "conceptos" y "teoremas".

1.2 Principio de Dualidad (P.D.).

(1) Para cada concepto C, escritos en términos de tnica categoria K,
el concepto dual (llamado co — C') es obtenido al aplicar este concepto a la
categoria dual.

(i) Para cada teorema vdlido en categorias, el "teorema dual” que se 0b-
tiene al cambiar los conceptos originales, por los conceptos duales es vdlido.
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Vemos que este principio es resultado de la definicién de categoria dual,
ya que esta se forma a partir de girar flechas.

Recordemos que un monomorfismo f : A — B de una categoria C, es
aquel que para cualesquiera g1,g2 : A' — A si fogy = f o go, entonces
g1 = g2. Aplicando el (P.D.) se tiene que un co-monomorfismo f: B — A
es un morfismo, tal que, para cualesquiera g1,g2 : A — A’ sigiof = go0 f,
entonces g1 = ga. Por (I1.4.2) se tiene que los co-monomorfismos son los
epimorfismos, andlogamente por el (P.D.) se tiene que los co-epimorfismos
son los monomorfismos.

Notemos que al aplicar el (P.D.) en la categoria AMod, si consideramos
la definicién de A — médulo proyectivo se obtiene la definicién de un A —
modulo co-proyectivo, pero por (I.VII.7.6) este concepto corresponde con
el de A — mddulo inyectivo.

3.2 Producto Cartesiano de Categorias

A continuacién generalizaremos el concepto de producto cartesiano de dos
categorias.

2.1 Definicién. Sean C y D dos categorias, el producto cartesiano de
C y D, C x D. Queda definido por:

(1) Los objetos de C x D, son parejas ordenadas de la forma (C,D),
donde C € |C| y D € |D|.

(17) Para cualesquiera (C',D'),(C, D) € |C x D|. El conjunto de mor-
fismos de (C',D") a (C,D), denotado por C x D((C',D"),(C,D)), estd
definido por:

C x D((CI,D/) ,(C,D))=C (CI,C) x D (D’,D)
es decir, st (f,g) € C x D((C",D"),(C, D)), entonces (C’ ER C)eCmry
(D' % D) e D™,

(i4i) Para cualesquiera (C',D"),(C,D),(C",D") € |C x D|, y para cua-
lesquiera (f',g") € C x D((C',D"),(C, D)), (f,g9) € C x D((C,D),(C",D")),
se define

(f,9)o(fg)=(fof g9°d)
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De la definicién anterior, se sigue que C x D es una categoria, donde para
cada (C, D) € |C x DJ, se tiene la identidad 1(¢,py € C x D((C, D), (C, D)),
estd dada por 1 p) = (¢, 1p).

2.2 Definicién. Sean C,D y E categorias, un bifuntor F : C x D — E
es una regla que asocia:

(1) Para cada (C, D) € |C x D|, un tnico F ((C, D)) € |D|.

(i7) Para cada (f,g) € (C x D)™, un unico F (f,g) € D™, tal que

F((f,9)o(f',9) =F((f,9)°F((f9)
1

F (Lop)) = 1rc.p)

2.3 Ejemplo. La asignacion Homa(_, ) definida en 1.V es un bifun-
tor.

Consideremos C y D dos categorias cualesquiera, definamos el funtor
proyeccién de C x D en C como:

Pc: CxD — C
(C,D) — C
(frg) — f

para cualesquiera (C, D) € |C x D]y (f,g) € (C x D). Anslogamente
definimos el funtor proyecciéon de C x D en D como

Pc: CxD — D
(C,D) — D
(f,9) — g

para cualesquiera (C, D) € |[C x D|y (f,g) € (C x D)™".

Como se hizo para médulos daremos una propiedad universal para el
producto cartesiano de categorias.

2.4 Teorema (Propiedad Universal del Producto Cartesiano).
Para cualesquiera C y D categorias y para cualesquiera Foc : E — C y Fp :
E — D funtores, existe un unico funtor F: E — C x D, tal que, PcF = F¢
y PpF = Fp.

Demostracién. Sean Fc: E — Cy Fp : E — D funtores. Definamos:
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F E — CxD
A o (Fc(A),Fp(A))
AL B — (Fo(f),Fo(f)

para cualesquiera A € |E| y (A ER B) € E™". Por la definicién de F

es un funtor

Vemos que PcF(A) =
A € |E[; y PcF(f) = Fo(
E’mor.

Supongamos que existe otro funtor F.:E—CxD tal que Pcﬁ = Fc
y PoF = Fp. Como para cualquier A € |E| F(A) = (o, 8), por lo que
PcF (A) = ay PpF (A) = 3, entonces Fo(A) = a y Fp (A) = 3, por
lo tanto F(A) = (a,8) = F(A). Por otro lado para cualquier f € E™"
F(f) = (9, ), porlo que PoF (f) = ¢y PoF (f) = ¢, entonces Fo(f) =
y Fp (f) = v, por lo tanto F(f) = (p,v) = F(f). Como consecuencia se
tiene F = F.W

Fo(A) y PbF(A) = Fp(A), para cualesquiera
f)y PoF(f) = Fp(f), para cualesquiera f €



Capitulo 4

Categorias Abelianas

Muchas veces al estudiar grupos abelianos, anillos conmutativos y médulos
nos damos cuenta que muchas definiciones y teoremas son muy similares, lo
que nos lleva a decir que las categorias Ab, An y AMod tienen una estruc-
tura muy parecida, es decir que el comportamiento algebraico de la clase
de morfismos bajo la composicién es "muy parecido". Este hecho motiva
el concepto de categorfa abeliana que es una generalizacién del compor-
tamiento algebraico que tiene la clase de morfismos de las categorias Ab,
An y AMod.

En el presente capitulo se pretende abordar de una manera muy general
algunos resultados dentro de la teoria de categorias Abelianas.

4.1 Nicleos y Coniicleos

Sea C una categorfa arbitraria con objeto 0.

1.1 Definicién. Sea A 4, B un morfismo en C, diremos que U LIy
es nucleo de f, si cumple lo siguiente:
() fok=0

(i1) Para cualquier morfismo U’ 2L, A tal que foq =0, entonces existe

89
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un tnico morfismo U’ MU tal que ¢ = hok. Es decir el diagrama

U
k
N
- A L. B
/!
q
Ul

conmuta.

SiU LN A es nicleo de un morfismo A L B lo denotaremos con

ker(f):ULA.

Aplicando el (P.D.) a la definicién anterior se tiene la siguiente definicién.

1.2 Definicién. Sea A . B un morfismo en C, diremos que B N
es contcleo de f, si se cumple lo siguiente:

(i) kof=0

(i) Para cualquier morfismo B L, ¢ tal que qo f =0, entonces existe

un dnico morfismo C e tal que g =hok.

c
k
/!
A L. B n
\
q
Cl

Si B ¢ es conticleo de A L B 1o denotaremos con coker (f).

En general, para una categoria C dado un morfismo, A AN B, en C no
siempre se puede asegurar que f tenga nicleo y/o comicleo.

1.3 Ejemplo. Si A . B esun morfismo en AMod (Ab), entonces

los morfismos ker (f) — A y B 2, B/im(f), inclusion y proyeccion,
respectivamente, son en nicleo y conicleo de f respectivamente.

Del ejemplo anterior, si A A, B es un morfismo en AMod (Ab), ve-
mos que el micleo de su conticleo es el morfismo im (f) — B, por lo que



4.2. PRODUCTOS Y LIMITES 91

podemos decir que la imagen de f determina el niicleo de su contcleo. Esta
observacién motiva nuestra siguiente definicion.

1.4 Definicién. La imagen de un morfismo A 1. B (im (f)), es el
nicleo de su contcleo, es decir,

im (f) = ker (coker (f))

4.2 Productos y Limites

Las siguientes definiciones se conocen como Propiedades Universales para el
producto, coproducto y limite.

2.1 Definicién. Sea C una categoria y sea {Aj}jel una familia de
objetos en C. FEl producto de {Aj}jel en C consta de un objeto P en C y
una familia de morfismos {P RN Aj}ier, tales que, para cualquier familia

de morfismos {X L Ajtier, existe un unico morfismo, X L P, tal que,
el diagrama

X

[
il N\
P 2oa

conmuta para toda j € I.
Dualizando la definicién anterior se tiene la siguiente definicién:

2.2 Definicién. Sea C una categoria y sea {Aj}jel una familia de
objetos en C. El coproducto de {Aj}je] en C consta de un objeto (@ en C
y una familia de morfismos {A; -, Q}jer, tales que, para cualquier familia

9; . L. h
de morfismos {A; = X}jer, existe un dnico morfismo Q — X, tal que, el
diagrama

X

9j
RN\
Q < A4

conmuta para toda © € I.
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Para cada j € I, al morfismo P KR Aj se le llama la proyeccién de P

en Aj, y al morfismo A; -, @ se le llama la inclusién de A; en Q. Se suele
escribir P = [[;c; A;j v @ = [[;c; Aj. Diremos que una categorfa posee
producto (coproducto), si para cualquier familia {A; }j ¢ existe su producto
(coproducto).

Dada una categoria C cualquiera, no siempre se puede asegurar que el
producto o coproducto exista. Lo que s se puede asegurar es que si el
producto o el coproducto existen, entonces este es tinico salvo isomorfismos.

2.3 Proposicién. Sean P y P’ dos productos para una familia {Aj}jef

‘ . L ' .
de objetos en C. Entonces existe un tinico isomorfismo P — P’ tal que, si

Pj
{P" —5 Aj}jer es la familia de proyecciones, entonces pj = pjoh/ Vjel.
Demostracién. Como P es un producto para {A;},_;, existe un tinico

morfismo P’ P, tal que, p; = pjoh Vj € I. A su vez como P’ es

producto existe un tnico morfismo P M, pr , tal que, p; = p); o b'.

Como para cada j € I, se tiene pjo1p = p; :p;- oh! =pjo(hoh’), por
lo que pjo1p =pjo(hoh’), entonces como P es producto 1p = hoh'. Por
otro lado, para cada j € I, se tiene p;. olp = p;» =pjoh = p;. o (h' o h),
entonces como P’ es producto 1pr = b/ o h.

Por lo tanto i’ es un isomorfismo tinico.l

Aplicando el (P.D) a la proposicién anterior, la siguiente proposicién es
inmediata.

2.4 Proposicién. Sean Q y Q' dos coproductos para una familia

{Aj}jel de objetos en C. Entonces existe un isomorfismo Q' M, Q tal

/

. j , - . . .y /
que, st {A; — Q'}jer es la familia de inclusiones, entonces i; = i;oh' M

Por (I.4.1) para una familia {M;};.; de A —mddulos, el producto de
{M;} jer corresponde con el producto directo, y el coproducto de {M;} jer
corresponde con la suma directa. Por lo tanto oMod es una categoria con
producto y coproducto. También se sabe que Gr, An poseen producto y
coproducto, este dltimo hecho se puede consultar en [L1. P. 2].y [Ac. y Ll]

2.5 Definicién. Para un conjunto preordenado I y una categoria C la
familia (Cy, ¢))ijer es un sistema dirigido en C, si {Ci}icr es una familia
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J
de objetos, para el que si i,j € I, son tales que i < j, entonces C; iR C;
es un morfismo, ademds dichos morfismos cumplen:
() gfowl =gl sii<j<k.
(1) i =1¢, Vi € 1.

2.6 Ejemplo. §i I es el preorden trivial, entonces g&f existe si 1 = j,
por lo que (Cj, lci)iel es un sistema dirigido para cualquier categoria C.

2.7 Definicién. Sea I un conjunto preordenado. El lfmite directo de un
sistema dirigido (Cy, ¢])ijer es un objeto en C, denotado por lz’lnCi (o mds
precisamente lzln(Ci, gpg)m-e[), para el cual existe una familia de morfismos
{C; LA lilnci}iel tal que p; = p; o gog, si i < j, ademds para cualquier
familia de morfismos {C; g, Ctier tal que g; = giug st 1 < j, entonces
existe un dnico morfismo lz’_mCi N C, tal que go u; = g; Vi € I, es decir

el diagrama

limC;
meo
S Ty
J
AR
N
gi
C

conmuta, st © < j.

2.8 Ejemplo. Si I tiene el orden trivial, entonces el limite del sistema
dirigido (Cy,1¢;);c; lo podemos interpretar como su coproducto, es decir
55_7?101' = Hie] Ci.

Aligual que para el producto y coproducto, en una categoria C arbitraria
no siempre se puede asegurar que para cualquier sistema dirigido este tenga
limite, sin embargo lo que se puede asegurar que si este existe es tinico.

2.9 Proposicién. Sea (Ci gof) un sistema dirigido en una cate-

'Jijel
goria C, entonces, si existe su limite este es unico salvo isomorfismos.
Demostracién. Andloga a (1.6.6).1H

Cabe destacar que por (1.6.7) en la categoria AMod cualquier sistema
dirigido tiene limite directo, es decir, oIMod es un ejemplo de una categorfa
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con limite. Otro ejemplo de categoria con limite es An este hecho se puede
consultar en [Ro. Lo]

A continuacién definiremos el concepto de producto fibrado y coproducto
fibrado que se utilizardn posteriormente.

2.10 Definicién. Sean X Ry y Y - A dos morfismos en una
categoria C. El producto fibrado o cuadrado cartesiano de (f,g) es una

pareja de morfismos B X y B Yy con fop = go, tal que, si
Cc 5 XyC Y, Y, son morfismos, tales que, f o = go, entonces

existe un inico morfismo B b, C, tal que, ¢' = poh y ' =1poh, es decir
el diagrama

C
h ¥’
N N
B =
N v 1 Lf
'l/)/
Yy — A
g

conmuta. Denotamos con (B, (p,1)) o simplemente Y \ X, al producto
fibrado de (f,g).

2.11 Definicién. Sea A T x y A -5 Y morfismos en una categoria
C'. El coproducto fibrado o suma fibrada de (f, g) es una pareja de morfis-

mos X 2 B yY . B con o f=1og, tal que, si existen morfismos
X 5 yY Y, C, tales que, ' o f = 9’ o g, entonces existe un tinico

morfismo B N C, tal que, ¢’ = hop y ' = ho, es decir el siguiente
diagrama

A Lox
<p/
gl Lo
Y — B
P
h
N\ N
,¢}/

C

conmuta. Denotamos con (B, (p,1)) o simplemente X \/'Y, al coproducto

fibrado de (f,g).
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2.12 Ejemplo. En la categoria Set, considérese X y Y como subcon-
juntos de A con inclusiones f y g, respectivamente. Si B =X NY y ¢,
v son también inclusiones, entonces B es el producto fibrado de (f,g). Por
otro lado si consideramos a A = X NY y B = X UY, tenemos que el
coproducto fibrado de (f,g).

En general para una categorfa C no siempre se puede asegurar que el
producto fibrado o el coproducto fibrado existan. Veamos que un ejemplo
de categorfas con producto y coproducto fibrado son pAMod y Ab como a
continuacién se muestra.

2.13 Proposicién. Para cualesquiera A 1, X, A -2 Y morfismos
en AMod (Ab) existe X \/Y.

Demostracién. Sean A 5 X, A % Y morfismos en A\Mod (Ab).
Definamos a B= (X &Y) /S, donde

S={(f(a),—g(a)):a € A}
Definamos X —— By Y Y, B dados por: ¢(x) = (x,0)+ S, y

¥ (y) = (0,y)+ 5, por la definicién de ¢, ¥ se sigue que son A —mor fismos
(homomorfismos), ademds para cualquier a € A

S = ((f(a),0)=(0,9(a)) +5
= ((f(a),0) +5) = ((0, 9 (a)) + 5)
= p(f(a)) = ¢ (g(a))

Supongamos que existen morfismos X —— C, Y v, C, tal que, ¢'o f =
' o g. Entonces existe X &Y —— C, tal que, A/ (z,y) = ¢ (z) + ¢ (y);

ademds i (/ (a),—g(a)) € S, entonces I (f (a),—g (@) = ¢ (f (@) +
Y (=g (a)) =0, por lo que S C ker (h'), entonces h’ induce un morfismo

B ¢

Dado por h((z,y) +S) = ¢’ (z) + ¢’ (y), tal que, hoyp = ¢' y ho
¢ = 1'. Finalmente, si B k., C es otro morfismo, tal que, kop = ¢’y
kot =1/, entonces ¢’ (v) = ko (x) =k ((z,0)+5) y ¢’ (y) = kot (y) =
k((0,y) + ). Por lo tanto h((z,y) +5) = ¢' () + ¥’ (y) = k((z,y) + )
V(z,y)+SeP. 1
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2.14 Proposiciéon. Para cualesquiera X ANy y Y -4 A morfismos
en AMod (Ab) ezxiste X \Y.

. 2 f g
Demostracién. Sean X — A, Y — A morfismos, sea

B={(z,y) e XPY : f(z) =g v)}

Por la definicién de B, se tiene que B es un submédulo de X &Y. Sean

B %, X y B Ly las proyecciones candnicas restringidas a B. De la
definicién de ¢ y 9, se tiene: f o ¢ = go. Ademds si suponemos que

existen morfismos €'~ X y C Y, Y, tal que, fo ¢ = got/. Entonces

existe un morfismo ¢ " X @ Y, definido por ' (c) = (¢'(c), ' (c)).
Como fo¢' = go)/, entonces im (k') C P. Por lo tanto A’ induce un tinico

morﬁsmoCLB,talque,gpoh:go’yzj)oh:zb’. |

4.3 Categorias Abelianas

3.1 Definicién. Una categoria aditiva A es una categoria con objeto cero
tal que para cualesquiera dos objetos poseen un producto, ademds el conjunto
de morfismos A (X,Y) es un grupo abeliano, y la composicion

o: AX)Y)xA((Y,Z) — A(X,Z2)
es bilineal.

Las categorias Ab, Any A Mod son categorias aditivas, ya que Ab (X,Y),
An (X,Y) y aAMod (X,Y) son grupos abelianos con respecto a la suma de
morfismos, ademds que la composiciéon de morfismos actia como una funcién
lineal bajo esta operacion.

3.2 Definicién. Para dos objetos A, B de una categoria A, decimos
que un objeto C' es biproducto de A y B, si existe un diagrama:

i1 p2
— -
A C B
— —
p1 12

coni1opr =1y,900p2 =1p yi1op1 +iz20opy = 1¢c.

Diremos que una categoria A posee biproducto, si para cualesquiera dos
objetos existe su biproducto.
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3.3 Proposicién. Sea A una categoria aditiva. Entonces A posee
producto si, y solo si posee biproducto.

Demostracién. (<) Supongamos que A posee biproducto. Sean A,
B € |A| y sea C el biproducto de A y B definido en (3.2). Entonces

P10i9 = p10(i1 0 p1 + 42 0 pa)oia = 140(p1 0 92)+(p1 0 ig)olp = p1oig+py0is

Por lo tanto p; o i9 = 0; andlogamente po 0 31 = 0.

Si D i, Ay D LN B son morfismos definamos D — C' como h =
i1 0 f1 +i2 0 fa, entonces

pro(irofi+izgofa)=1g0fi+00fo=fi
p2o(i1o fi+igo fa) =00 fi+1po fa= fo

Por otro lado, si D -, C es otro morfismo tal que py oh' = f1y
pooh’ = fo. Entonces h/ = 1goh’ = (i1 0 p1 + i3 0 p2)oh’ = iy0f1+izofo = h.
Por lo tanto h = h/. Entonces C = A x B.

(=) Supdngase que A posee producto. Sean A, B € |A] y A x B el
productode Ay B, con Ax B Ay Ax B2 B las proyecciones. Entonces

existen unicos morfismos A —— Ax By B — A x B, tales que pyoi; = 14,
p2oiy =0, poiz =0, p2oiz =1p. Como

P10(110P1+i20p2)=1A0p1+00p2:p1 y
peo(itopr+izope) =00p +1pops =po

Entonces por la propiedad universal del producto A x B nepLtizor 4o
es el morfismo identidad. Por lo tanto A x B es biproducto de Ay B. &

3.4 Definicién. Una categoria Abeliana A es una categoria aditiva que
satisface las siguientes propiedades:

(i) Todo morfismo posee nicleo y coniicleo.

(i) Cualquier monomorfismo es el nicleo de su coniicleo

(ii7) Todo epimorfismo es el conitcleo de su nicleo.

3.5 Proposicién. Las categorias Ab y A Mod son categorias abelianas.

Demostracién. Como pMod y Ab son categorias aditivas con nticleo
y conticleo, basta con demostrar la condicién (i7) y (iii) de la definicién
anterior.

(i) Sea A J, B un monomorfismo en AMod (Ab), probemos que A ER

B = ker (coker (f)), como coker (f) = B % B/im(f), entonces po f = 0.
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Por otro lado como f es un monomorfismo A = A/ ker (f), ya que ker (f) =
0, ademds por el primer teorema de isomorfismo A = A/ker (f) = im (f),
por lo que si A’ 4 Besun morfismo, tal que, p o g = 0, entonces existe un

tinico morfismo A’ g, A, tal que, g = fog'. Porlo tanto A 4, B es el micleo
de su conticleo. .

(73) Sea A L Bun epimorfismo en AMod (Ab), como ker (f) —— A es
nucleo de f se tiene f o4 = 0, ademds por el primer teorema de isomorfismo
A/ ker (f) = B, por lo que para cualquier morfismo A A, A, tal que, hoi = 0,

existe un tnico morfismo B —1» A’ tal que, jo f = h. Por lo tanto A 4 B
es contcleo de su niticleo.l

Veamos un ejemplo méas de categoria abeliana.

3.6 Proposicién. La categoria Mod% con morfismos de grado cero es
abeliana.

Demostraciéon. Tomando a 0 = {M; : M; = 0};cz vemos que di-
cho objeto es el objeto cero de Mod%. Por otro lado si M = {M;}icz,
N = {N;}icz son objetos en Mod%, y si f,g € Mod% (M, N), definiendo
f+g9g=A{M; fitgs NiYicz, se tiene que (Mod4 (M, N),+) es un grupo
abeliano. Ademads es evidente que la composicién es una operacién bilineal
con respecto a +.

Para cualesquiera M = {M;};icz, N = {N;}icz dos objetos en Mod%,
si tomamos a N x M = {M; x N;};cz, donde M; x N; denota el producto
cartesiano de M; con N;, se sigue que N X M es el producto de M y N
con p = {M; x N; L2y M;Yiez v g = {M; x N; &, M; }iez los morfismos de
proyecci(’)n Por lo tanto Mod/Z\ es una categoria con producto.

siML N = {M %% Ni}iez es un morfismo en Mod%, como para cada
i € Z el ntcleo de f; es ker (f;) — M; y el conicleo de f; es N; — N;/im (f;),
por lo que {ker(f;) — M;}ticz y {Ni — Ni/im(f;)}icz son el nicleo y
conticleo de f respectivamente

Suponiendo que M LN = {M = N,;}icz es un monomorfismo, en-
tonces para cada ¢ € Z f; es un monomorfismo, por la proposicién ante-

rior f; es el micleo de N; — N;/im (f;), entonces M l> N es el nicleo de
{N - N/Zm fz)}zEZ

Suponiendo que M LN = {M % N;}iez es un epimorfimo, entonces
para cada ¢ € Z f; es un epimorfismo, por la proposicién anterior f; es el

conicleo de ker (f;) — M;, por lo que M I, N es el comicleo de {ker (f;) —
Mi}icz B
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4.3.1 Morfismos

A continuacién estudiemos algunas propiedades de los morfismos dentro de
una categoria abeliana.

< e f
3.7 Proposicién. Un morfismo A — B en A es un monomorfismo

s1, y solo si para cualquier morfismo A’ iR A, tal que, fo f' =0. Entonces
f=0.

Demostracién. (=) Sea A’ Rl A un morfismo en A, tal que, fof =
0, como fo0 = 0, entonces fo f' = fo0, por lo tanto f/ = 0 pues f es
monomorfismo. / ,

(<) Sean A’ A, Ay A ELR A dos morfismos en A, tal que, fo f; =
f o fa, entonces fo fi — fo fo =0, pues A (A, B) es un grupo abeliano,
como la composicion es bilineal se tiene fo (fi — f2) = fo fi — fo fa =0,
entonces f1 — fo = 0. Por lo tanto f; = fo.l

Aplicando el (P.D.) a la proposicién anterior la siguiente proposicién es
inmediata.

3.8 Proposicién. Un morfismo A T Ben A esun epimorfismo si,

y sdlo si para cualquier morfismo B LB tal que fo f =0, entonces
f=01

Aplicando la proposicién (3.5) a una categoria abeliana A, si A . Bes
un monomorfismo en A, como ker (f) —— A es tal que f on = 0, entonces
n = 0. Por lo tanto ker (f) —— A es el morfismo cero. Por otro lado si

el nicleo del morfismo A 1. B es 0, entonces para cualquier morfismo

AL A, tal que, fo f’ =0, entonces por la propiedad del niicleo existe un
morfismo h, tal que, f' = n o h, entonces f' = 00 h = 0, pues el niicleo es
cero, con este tltimo hecho hemos demostrado la siguiente proposicién.

< e / ;
3.9 Proposicién. Un A — B morfismo en A es monomorfismo si, y
solo si su nicleo es cero. M

Dualizando la proposicién anterior, la siguiente proposicién es inmediata.

o e s f . .
3.10 Proposicién. Un A — B morfismo en A es epimorfismo si, y
solo si su conicleo es cero. B
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4.4 Cadenas y Cocadenas

En esta seccién generalizaremos la nocién de sucesién semiexacta y exacta
dentro del marco de la teorfa de las categorias abelianas.

Sea A una categoria con objeto 0.

4.1 Definicién. Sea {A,,}nez una familia de objetos en A, y sea { A, O
Ap—1}nez una familia de morfismos en A tales que 000,41 = 0. Llamare-
mos complejo de cadena (cadena) en A a la pareja A = {Ay,On}tnez, y lo
escribimos

On 3]
A . = Ap B4, B A —

4.2 Ejemplo. Para una sucesion semiexacta

On+1 On,
C: ... - Chy1 = Cp, == Cpy1 —

en AMod (Ab), la pareja C = {C,,, On}nez €s una cadena en oMod (Ab).

Del ejemplo anterior podemos decir que un complejo de cadenas es la
generalizacién de una sucesién semiexacta descendente con indices en Z.

4.3 Definicién. Sean A = {A,,, On}nez y B = {Bn, 9}, }nez dos cadenas
en A. Un morfismo de cadenas ¢ : A — B es una familia de morfismos

{A, RN By }nez, tal que, los cuadrados del siguiente diagrama conmutan

0, O
A: . — Apn AL, B A —
l‘P ‘1/50n+1 ‘1/5071 ‘L‘Pnfl
Oy oy,
B: .. - B,y — B, =3 By —

Observemos que para una categoria aditiva A, si A = {A,, Op}nez, B =
{Bn, 0 }nez, C ={Cy, 0!} ez son cadenasen A,y p: A— B, ¢ : B —
C son morfismos de cadenas, entonces el diagrama

On n
A ol = Apg oA, B4, o
wLSO *L‘Pn_'.l ‘l/gon ‘l’(lpn—l
a:z-&-l 8’:1
B: .. - B,yn — B, = Bpy1 —
l’¢ ‘LwnJrl ‘Lwn ‘qu"nfl

1 0,
C: ... - Chpp 2" B, = Chy1 —
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conmuta, pues para cualquier n € Z 9. o (¢,, 0 ¢,)) = (0! o1),) 0@, =

(On
(aﬂ © Son) o ¢n = a’n 0 (‘pn o wn)v entonces 87,’2 o (L/Jn © Son) = an 0 (Son © wn)v por
lo tanto ¥ o ¢ : A — C' es un morfismo de cadenas.

A partir de esta observacién vemos que dada una categoria aditiva A,
podemos construir a la categoria cuyos objetos sean cadenas y sus morfismos
sean morfismos de cadenas, a dicha categoria se denotard con C (A). Cabe
hacer notar que estd categoria resultante va a ser abeliana, pues el objeto
cero de esta categorfa es la cadena cuyos objetos son el objeto cero, ademés
si

(2 {Ana an}neZ I {Bna 87/1}7162
‘P, : {Ana an}neZ I {Bm a;z}nEZ

son morfismos de cadenas podemos definir a

»+ ()0/ : {Ana 8n}n€Z - {Bny 87,1}7162

como (¢ + ¢'),, = ¢, + ¢, Vn € Z, dotando asi a C (A) ({An,On}, {Bn,d,})
de una estructura de grupo abeliano.

A continuacién consideremos la situacion dual.

4.4 Definicién. Sea {A,,}nez una familia de objetos en A, y sea { A™ N
A"HY ez una familia de morfismos en A tales que Op 4100, = 0. Llamare-
mos complejo de co-cadena (co-cadena) en A a la pareja A = {A", 0"} ez,
y lo escribimos

n—1 n
A: ... — Al o A" o Artl

4.5 Ejemplo. Para una sucesion semiezxacta

an—l
—

an

c: .. - onl cr = ot

en AMod (Ab), la pareja C = {C™,0"},cz es una co-cadena.

Del ejemplo anterior un complejo de co-cadenas es la generalizacién de
una sucesion semiexacta ascendente con indices en Z.

4.6 Definicién. Sean A = {A",0"},ez y B = {B",0™}nez dos co-

cadenas en A. Un morfismo de co-cadenas ¢ : A — B es una familia de

morfismos { Ay i By} nez tal que los cuadrados en el siguiente diagrama

conmutan
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n—1 n
A: o oAt 95 B gt
l(,D l(ﬂn,1 ‘L@n l@n+1
/n—1 /m
B: .. — Bt 9% pn 90 peil

Para una categorfa aditiva A, dados dos morfismos de co-cadenas ¢ :
A— By :B — C, por el principio de dualidad se tiene que % o ¢ :
A — C es un morfismo de co-cadenas.

De manera dual a C (A), para una categoria aditiva A, podemos consid-
erar la categoria cuyos objetos sean co-cadenas, y sus morfismos sean mor-
fismos de co-cadenas, a dicha categoria se denotara con C° (A), ademés
esta categorfa resulta ser aditiva.

Recordemos que si C' = {Cy,0p}nez es una cadena en AMod (Ab)
decimos que la sucesién

On+1 o)
c. ... — n+1 = Cn - Cn+1 —

es exacta en Cy, si im (On41) = ker (0,); y que C' es exacta , si C), es exacta
para toda n € Z. Como AMod y Ab son ejemplos de categorfas abelianas,
este Ultimo hecho motiva la siguiente definicién.

4.7 Definicién. Una cadena C = {Cy, Op }nez en una categoria abeliana
A, se dice que es exacta en Cp, si im (Op41) = ker (0y,). Diremos que C' es
exacta, si para cualquier n € Z, es exacta en C,.

Para finalizar esta secciéon hagamos una observacion.

4.8 Observacién. Si

!

0 — M 2 M 2 M — 0

es una cadena exacta en AMod (Ab) que se escinde, entonces M = M’ &y
M" e inversamente la sucesién

0 — M 2 Mey M oM

se escinde. Por (3.2) M’ @x M" es el biproducto de M’ y M. Entonces una
cadena

0o — M = £y M — 0
se escinde si, y sé6lo si M es un biproducto de M’ y M. Es decir, se escinde si,
y s6lo si existen morfismos Z\{L M’y M" %5 M, tales que, o = 1y,
Yo =1yrypop+¢ oy =1y.
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4.5 Funtores en Categorias Abelianas.

A continuacién introduciremos algunas definiciones de funtores que van a
hacer de gran importancia al relacionar categorfas aditivas.

5.1 Definicién. Sean C, C’ dos categorias aditivas. Un funtor
F:C—-C
es un funtor aditivo, si para cualquier X,Y € |C| la funcion:

F: C(X,Y) — C(F(X),F(Y))
xLy - rx)YWry)

es un homomorfismo de grupos.
Consideremos a A, A’ dos anillos conmutativos con 1 # 0.

5.2 Proposicién. Sea T :pMod —/Mod (Ab) un funtor aditivo. En-
tonces

(1) Si A %, B es el morfismo cero. Entonces T (A)
morfismo cero.

(i) T ({0}) = {0}

Demostracién. (i) Sea A %, B el morfismo cero, como 0 = 0 -+ 0,
entonces T (0 + 0) = T (0), como T es aditivo T (0) + T (0) = T (0). Por lo
tanto T (0) = 0.

(#i) Si A es un A — mdédulo, tal que, 14 = 0, entonces A = 0, pues
14(a) = a = 0 para cualquier a € A. Por lo tanto 14 = 0 si, y solo si A = 0.
Como T (0) = T (1p), entonces 0 = 1), por lo tanto 0 = T (0). W

9 T (B) es el

5.3 Proposicién. Sea T :pMod —/Mod (Ab) un funtor aditivo. Si
la cadena

/

0o — M 2 M Z M O — 0
es exacta. Entonces la sucesion

T(¢")

) ron ™ Ty — o

0 — T (M)

se escinde.
Demostracion. Como la sucesiéon

0 — M 25 M oM — o
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se escinde, entonces existen morfismos M My M 2L M tales que
pow = 1y, plop! = 1y pop+p’op’ = 1. Entonces como T es un funtor
aditivo tenemos: T (') o T (¢) = 0, Ipary = T (pow) = T () o T (¢),

lram =T (¢ o) = T(¢) o T (¢), ¥ Ixan = T@) o T(9) + T(¢)

T (c,;’) Por lo tanto

T(p)
—

0 — T (M) (M) ¥ Ty — o

es una cadena que se escinde. W

5.3 Definicién. Dadas dos categorias C, C' abelianas. Diremos que un
funtor F : C — C’ es exacto derecho (izquierdo), si para cualquier complejo
exacto

0—X -1y 2 7 40

el complejo

F(f) F(g)
— —

0— FX) L ry) 2 FZ) — 0

es exacto, excepto quizdas en F (X) (F(Y)).

5.4 Ejemplo. Por (1.5.14), el funtor Hompy(M, ) es exacto derecho.

5.5 Ejemplo. Por (1.5.6) y (1.5.15), los funtores Homa(_,N), Q@ N
y M@, _ son exactos izquierdos.

Diremos que un funtor F : C — C’ entre categorias abelianas es ezacto,
si manda complejos exactos en complejos exactos.



Capitulo 5

Elementos del Algebra
Homoldégica

En el presenté capitulo introduciremos algunos conceptos y resultados im-
portantes del Algebra Homoldgica.

5.1 Homologia

Denotaremos con CC a la categoria C (AMod).

1.1 Definicién. Sea C = {C,, 0y }nez un objeto en CC. El médulo
de homologia de grado n (dimensién n), Hy, (C), de C, se define como el
cociente

H, (C) =ker (dy) /im (Op+1)-

Dado una cadena C' = {Cy,, Op }nez, a los elementos C), se les conocen
como cadenas de grado n,y alos morfismos 0,, se llaman diferenciales u oper-
adores frontera. Los elementos del niicleo de 9,, se denominan ciclos de grado
n , denotados con Z, (C) y los elementos de la imagen de 0,41 se llaman
fronteras de grado n, denotados con By, (C). Asi H,, (C) = Z,, (C) /B, (C).

Diremos que dos elementos de H,, (C') son homdlogos si pertenecen a
la misma clase lateral. El elemento de H, (C), determinado por el ciclo

105
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¢ de grado n, se llama clase de homologia de ¢ y se denota con [c] o con
c+im (Opy1)-

Dada una cadena C = {C), 0y }necz, para cada n € Z, definimos un
A — médulo de homologia H, (C'). Entonces a la cadena C' le asociamos
un moédulo graduado H, (C) = {H,, (C)}nez, al cual se le denomina como
homologia de cadena.

Sea C' -2+ D un morfismo de cadenas

a’n 1 877,
c: ... — 1 = o, B 0, —
® ‘l’ ‘J’@n#»l ‘]’9071, lgOn,1
8;L+1 6'51
D: .. - Dyy1 — D — Dy —

Para cualquieran € Z, y z € ker (9,,). Como 9,00, (2) = ¢,_100, (2) =
0, entonces ¢, (z) € ker (9),).

Por otro lado, si w € im (0y+1), entonces existe v € Cpy1 tal que
On+1 (v) = w, como

P (W) = 5,0 Ont1 (V) = 01y 0041 (V)

entonces ¢, (w) € im(d,,,,). Por lo tanto, ¢, manda el nicleo de 9, en el
nicleo de 9, y la imagen de Jp41 en la imagen de 0/, ;.

Del hecho anterior, si z,w € [¢] € Hy, (C), entonces [p,, (2)], [¢, (w)] €

Hy (D) y [ (2)] = [, (w)]. Definiendo (¢,,),, [c] = [, (¢)], para cualquier
[c] € H, (C), define un A — mor fismo de H,, (C) en H,, (D) denotado por

(n)x

H, (C) = H, (D)

. © .
Por lo tanto, si C - D es un morfismo de cadenas, entonces ¢ in-

duce un morfismo de médulos graduados H, (C) & H, (D) = {H, (C) ()

H,, (D) }nez.
Considerando la asignacion

H,(): CC — Mod%}
C={Cn0n} — H. (C)
c4D - H,(C)2H, (D)
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vemos que a partir de su definicién H, () resulta ser un funtor covariante
de la categoria de complejos de cadenas en la categoria de A — mddulos
graduados.

A continuacién consideremos la situacién dual.
Denotaremos con CC? a la categoria C° (AMod).

1.2 Definicién. Dado C = {C"™, 0"} ez un objeto en CC. El médulo
de cohomologia de grado n (dimensién n), H" (C), de C, se define como el
cociente

H" (C) = ker (9") /im (0"~")

Por la dualidad de los conceptos para cohomologia hablaremos del con-
junto de cociclos Z" (C') de una co-cadena, del conjunto de cofronteras
B™(C) y de clases de cohomologia. Llamaremos cohomologia de la co-cadena
C' al médulo graduado H* (C') = {H" (C)}pez. De manera dual a H, (),
podemos considerar el funtor H* () de la categoria de co-cadenas en la
categoria de los A — mddulos graduados.

Diremos que una cadena C' = {Cy,0p}tnez es trivial (cero) si C,, = 0
para toda n € Z. Luego, su homologfa es

H, (C) = {Hn (C) = 0}nez = 0

Si C - D es un morfismo trivial, entonces H, (C) (ol H, (D) es
trivial para toda n € Z.

Dados dos morfismos C' —= D yC 2, D, la pregunta natural qué surge
es: ;Bajo que condiciones se tiene H, (¢) = H, (¢)? Para contestar esta
pregunta introduciremos el concepto de homotopia.

1.3 Definicién. Sean C = {C,,, 0 }nez y D = { Dy, 9, }nez dos cadenas

yC -2 D, C Y. pec (A)™", para una categoria abeliana A. Diremos
que ¢ es homotdépico a @ si existe una familia de A — mor fismos

hn
h = {Cn - Dn+1}neZ
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tales que, 0}, 1 0 hy + hy_100, = @, — Yy, para cualquier n € Z, es decir,
el diagrama

a’n n
c. ... — Cnt1 2t Chn On Ch_1 —
hn hnfl
® lli/’ Pn+1 ll¢n+1 1/ Pn llﬁ% / Pn—1 ll1/’7171
o, al,
D: .. — D1 =t D, = Dy1 —

conmuta. A la familia h = {hp}nez se llama homotopia de cadenas. Si ¢
es homotdpico a 1 lo denotaremos por ¢ ~ 1 o bien por h: ¢ ~ 1 (donde
h es la homotopia de cadenas).

1.4 Proposicién. Sean C' = {C}, 0.}, C ={Cy,0,}, C" ={C/, 0} €

n)»-n n»-n
|C (A)|, para una categoria abeliana A. Si C' — C, C' 5 C son morfis-

mos homotdpicos, al igual que C LN c”, C 2, C", entonces los morfismos

o p, P oy son homotdpicos.

Demostracién. Sea h = { 1 Jom, n} la homotopia entre ¢ y 9,

h/
y sea ' = S Chp1 — CY } la homotopia entre ¢’ y v’. Entonces para

cualquier n € Z, se tiene

@n_wn:hn—loan—i_a;LJrlohn y
Pn = Y = hy_1 00 + Ont1 0y,

Entonces

P, © P, — Wy, 0y = @, 0 Py — @y, 0y, + 0 Yy — Y 0,
= (hn,108n+87’z+10hn).

1.4 Teorema. Si C -2 D y C Y. D son dos morfismos en CC, tales
que, p ~1p. Entonces H, (p) = Hy (¢).

Demostracién. Sea h la homotopia. Sea [¢] € H, (C) arbitraria, y
c € Z,(C), tal que, p(c) = [¢], donde Z, (C) 2= H, (C) es la proyeccién
en su cociente. Entonces

P (¢) = ¥ (¢) = Oy 0 hn (€) + hn1 00 (¢) = 0} 4y 0 hn (¢)
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pues 9y, (¢) = 0. Como 9}, 0hy (¢) € By, (D), entonces [, (c)] = [¢,(c)],
por lo que (p,)« [c] = (¥,,)« [¢] para cualquier n € Z. Por lo tanto H, () =
H,(y)1

1.5 Proposicién. Sean C' = {C),,0n},cz ¥y D = {Dpn,0},,cz € C(A),

con A una categoria abeliana , y sean C £, D, C . D dos morfismos,
tales que, p ~ . Si
T :AMOd HAMOd (Ab)

es un funtor aditivo, entonces los morfismos de cadenas T (¢) y T (¢) son
homotdpicos.
Demostracién. Como ¢, ¢’ son homotdépicos, entonces existe una fa-

milia h = {C’n+1 o, Dn} , tal que
nel

— Y, =0, 10hy+hy_100, VnecZ.

Como T es un funtor aditivo, para cualquier n € Z, tenemos un A —

mor fismo T (Cpy1) ) (Dy) y

T (¢ = ¥n) =T (0110l + hn-100n) =T (9,110 hn) + T (hn-100n).
Entonces
T (¢,) =T (¥,) = T (911 0hn) + T (hp-10,).

Por lo tanto T (h) : T (¢) ~ T (¢)) es una homotopia.ll

. 0 .. 1 . .
Si C — C es el morfismo trivial y C =% C es el morfismo identidad,
entonces una homotopia h, tal que, 0 ~; 1¢, se llama contraccion. Si h es
una contraccién, entonces

anJrl ohp+hp100, =1c,,n €Z
Por (1.4) H, (C) = 0, por lo tanto, C es exacta.

Dadas C, D, E cadenas en CC. Como CC es una categoria abeliana,
entonces podemos formar sucesiones exactas de cortas de la forma:

0—C—D—F—0

para entender mejor estas sucesiones utilizaremos la siguiente proposicion.
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1.6 Proposicién. Sean C = {Cy,0n} ez, D = {Dn,0p}cpr E =

{En, 0}z objetos en CC y C 4, D, D %5 E morfismos de cadenas en
CC. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(i) 0 — C LD 5 E 0 es una sucesion evacta

(13) Para cualquier n € Z, la sucesion 0 — C, n, D, 2% E, — 0
es exacta.

Demostracién. (i) = (i) Como ker (g) = im (f), entonces para
cualquier n € Z, ker (g,) = im(fn.). Como im(g) = 0y ker(f) = 0,
entonces im (gn) = 0 y ker (f,,) = 0, para cada n > 0. Por lo tanto 0 —
Ch I D, &% E, — 0 es exacta.

(19) = (i) Como para cualquier n € Z, ker (g,) = im (f,), entonces

ker (g) = {ker (gn)} ez = {im (fn)}nez = im (f), entonces ker (g) = im (f).
Por otro lado como im (g,) = 0 y ker (f,) = 0, para cada n > 0, entonces

im (g) =0y ker (f) =0. Por lo tanto 0 — C 1, D % B — 0 es una sucesion
exacta. W
De la proposicién anterior dada una sucesién exacta corta de cadenas
00— C L D2 E—0

si ponemos las cadenas verticales se tiene el siguiente diagrama.

O — ¢ —w D X E — 0

! ! !

0 — Chpa Tty Dps1 8 Ep — 0
Onir b oy b o,

0o — ¢, = D, ™ B, — 0
o | o | o |

0 — Coq 22 Doy 23 Ery — 0

! ! !

Donde cada renglén es exacto.

Para finalizar esta seccién, probaremos el siguiente teorema bésico.



5.1. HOMOLOGIA 111

/
© © -
1.7 Teorema. Sea 0 — C' — D — E — 0 una sucesion ezxacta
corta de cadenas. Entonces existe un A — mor fismo

k‘n : Hn (E) m— nfl(C)

para cada n € Z, tal que, la siguiente sucesion es eracta.

/

()« k
—

- H, (D) H, (E) = Hpa(C) —
il—l kn—l n/x
) e ) 2

Demostracién. Sea n € Z. Considerando el siguiente diagrama

Spn <p774
0 — CnJrl ;)Ll Dn+1 jl En+1 — 0
Onpr | oy b o,
bn @,
0 — C, = D, =3 E, — 0.

Por (1.3.14) tenemos dos sucesiones exactas cortas
0 — ker (9,) — ker (9),) — ker (8)) v

coker (0,) — coker (;,) — coker (9)) — 0.

Como im (Op4+1) C ker (9y,), la asignacion j, (¢ +im (On+1)) = ¢ + ker (0y),
c+im (Op+1) € Cp/im (Ont1), es un A — mor fismo, entonces j, induce un
A — mor fismo

in : coker (0y,) = Cp/im (Ony1) — Cyp/ker (0,,) = im (0,,) C ker (0p—1)
tal que

ker (i,) = ker(0y,)/im (Op4+1) = Hy (C)
coker (ip,) = ker(Op—1)/im (0n) = Hp—1(C)

por lo tanto, d,, induce a i,. Andlogamente, 9/, y 9/ inducen morfismos
i, : coker (9),) — ker (9],_;) 'y i : coker (&) — ker (9)_;)

tales que ker (i) = H, (D), coker (i},) = H,_1 (D) y ker (il') = H, (E),
coker (i) = H,—1 (F). Entonces obtenemos el siguiente diagrama conmu-
tativo.

coker (0,) — coker(9],) — coker(dl) — 0

in ! i, ! i l
0— ker(Op—1) — ker(d,_,) — ker(d)_))
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Por (1.3.14) existe un A — morfismo de conexién, tal que, la siguiente
sucesién es exacta:

0 — ker (i) — ker (i,) — ker (i/)) . coker (in) — coker (i) — coker (i) — 0
Es decir la sucesién
kn

+— Hp (D) — Hyp (E) = Hp1 (C) — Hp—1 (D) — -+

es exacta.

5.2 Resoluciones

2.1 Definicién. Sea M un A — mddulo. Una resolucién proyectiva de M
es una cadena exacta P de la forma:

P:...HPn%Pn,lan—:l,,,—>P1ﬁ>P0i>M_>0

donde P, es proyectivo para toda n > 0.

Es decir una resolucién proyectiva de M es una cadena positiva de A —
médulos proyectivos P = {P,,0n},cz (i.e, P, = 0 para n < —1), tal que,
H,(P)=0paran > 1.

En particular, si en (2.1) P, es libre para cada n, diremos que P es una
resolucion libre de M.

2.2 Definicién. Sea M un A — mddulo. Una presentacién proyectiva
de M es una sucesion exacta corta de A — modulos

O — K — P — M — 0

donde P es proyectivo. Es decir, es un segmento inicial de una resolucion
proyectiva con P = Py y K = ker (01).

En el caso de que P sea libre tendremos una presentacion libre de M.

Si, para cada ¢ > n, P; = 0, diremos que la resolucién P tiene longitud
< n, es decir, la resolucién es de la forma

I R e - T - NN V)
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2.3 Definicién. Diremos que un complejo de cadena positiva C =
{Cn, 0n} ey es aciclica, si Hy, (C) = 0 para n > 1. Es decir C es exacta
hasta Cy y Ho (C) puede ser diferente de cero. Es decir, la sucesion.

HCn%Cn_lﬁw-—>C’1i>Co—>H0(C)—>O

es exacta.

2.4 Definicién. Dada P una resolucién proyectiva de un A — mddulo
M

Una resolucion proyectiva reducida de M es una resolucién proyectiva de M
en la cual M se ha suprimido,

B On P
Py: .. - P, B3 P, 5 . 5 P & B > 0

Nétese que no perdemos informacién acerca de P, pues M = coker (0;).

2.5 Ejemplo. Sea L un A — mdédulo libre. Entonces

0 - L % L —0
es una resolucién libre de L de longitud 0.

2.6 Ejemplo. Consideremos 7Z — modulos. Si G es un grupo ciclico de
orden n. Entonces G es isomorfo a Z/nZ. Es decir la sucesion

0 - 7 L 72 5 ¢ = 0

donde m es la proyeccion natural y n es la multiplicacion por n, es una
presentacion proyectiva de M. Mds atin, si consideramos la sucesion

0
—>n+1—>Pn—>...—>P1—1>P0£>G—>O

con P =P =7, P, =0n2>2¢=my 01 =n, es una resolucion
proyectiva de G.

A continuacién veamos que todo A—maddulo posee una resolucién proyec-
tiva.

2.7 Proposicién. Sea M un A — médulo. FEntonces M posee una
resolucion libre.
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Demostracién. Por (1.4.6), todo A — méddulo M es cociente de un
A — médulo libre, es decir existe una sucesion exacta corta

0 — My 2 1, L M — 0

con Ly libre. Como My es un A — médulo, entonces My es el cociente de un
A — médulo libre, es decir, existe una sucesién exacta corta

My Vi
0O — My — Li — My — 0
con L libre. Por induccién obtenemos una sucesién exacta corta
22 VUn

O — M, — L, — M, 1 — 0

con L, libre, para cada n. Definamos una sucesién

On On_
L: .. — Lpsi =5 L, ™2 Lo, —
con:
M sin=-1 n sin=0
L, = L, sin>0 y O = Vpofy, 1 sin>0
0 sin<-—1 0 sin<O0

Como p,, es monomorfismo y v, es epimorfismo, tenemos que:
im (Op+1) = im (p,) = ker (vy,) = ker (0y,)
Por lo tanto L es exacta. B

2.8 Corolario. Cualquier A — médulo M posee una resolucion proyec-
tiva.l

Del corolario anterior para cada A — mddulo se tiene al menos una res-
olucién proyectiva. Por lo que ahora nuestro propdsito es comparar dos
resoluciones proyectivas de un A — maédulo.

2.9 Definiciéon. Dadas dos cadenas
cC: .. - C, & 1 5 -0 B Cc S M -0

Ly
o, 01
. .. - D, 3 D, —- .. > D - Dy - N — 0
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de A —mdédulos, y M 4 Nun morfismo, una coleccién de A —mor fismos
s fn
f= {Cn - n}

es llamado morfismo de cadenas sobre f o simplemente morfismo sobre f,
si fn—loan:aq,mofnyglofozfos-

n>0

2.10 Proposicién (Teorema de Comparacién). Para un diagrama

pP: .. - P %’ Pn 8:1 | ﬁ’ Py S M — 0
Ly
o/ ol _ o
Qi wo = Qn 3 Qua 5 o = Q1 S Q - N — 0

de A — médulos y A — mor fismos, donde el renglén inferior es una cadena
exacta al igual que el renglén superior, donde para cada n > 0 P, es un

A — médulo proyectivo. Entonces existe f = {Pn Ia Qn} >0un morfismo
n>

sobre f, Unico salvo homotopia.
Demostracién. Primero probaremos la existencia de los A—mor fismos

P, % Q, tal que @, 0 fur1 = fn 0 py paratodan >0y fos=rno fo,
esto lo haremos por induccién.

Como Py es un A — médulo proyectivo y 1 es un epimorfismo, existe un
A — mor fismo Py o, Qo, tal que, no fo = f oe. Supongamos que n > 0,
y que estdn definidos los morfismos P; LR Q; para 0 < i < n, tales que,
0o fiy1 = fio0ip1 para 0 < i < n—1. Como P,y es proyectivo, y la
sucesién @) es exacta , se tiene que el A — mor fismo f, o 9,41 cumple con

a’:}, o (fn o n+1) = (8; Ofn) O 0n+1 = (fn—l Oan) 00pt1 =0

Entonces existe un A —mor fismo P11 foty Qny1 tal que 0 0 fry1 =
fn © Opt1, ya que P,y1 es proyectivo. Por lo tanto hemos definido f =
{Cn ELN Dn} un morfismo sobre f.

n>0

Supongamos que g = {Pn o Qn} . es otro morfismo sobre f. Es decir
n

10go=foey 01 0gnt1 = gn © Int1 paran > 0.
6/
Como 71 (fo —g0) =0,y Q1 — Qo 7, N es exacta, entonces existe un
A —morfismo Py o, Q1 tal que 97 o hg = fo — go, ya que Py es proyectivo.

. h_1
Por otro lado, si M — (g es el morfismo cero, entonces tenemos fo — gg =
dohyg+h_joe.
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Supongamos que n > 0, y que se tienen construidos A — mor fismos
P; LN Qi+1 con 0 < i < n tales que f; — g; = z{+1 o h; + h;_1 o 0; para
0<i<ny fo—go=0]0ho+h_joe. Considerando el diagrama.

Pn+1
5 ‘l’ fn+1_gna+1_hno n+1
+2 +1
Qn+2 - QnJrl - Qn

Se sigue

i1 0 (far1 — g1 — hn 0 Opya)
Jno0nt1 — gn o Ony1 — 8;7,4-1 o (hy 0 Opt1)
= (fn —G9n — a7l’L+1 o hn) 0 On+1
= (hn-100,) 0041 =0

. . hn 1
entonces existe un A — mor fismo Ppy1 fihak Qn+2, tal que, frr1 — gn+1 —

hin © Ont1 = 04 © hnyr, s decir frn = gni1 = hn © g1 + ;49 © hing
Por lo tanto f y g son homotépicas B

2.11 Observacién. Para un A — mddulo M vy

On, On— 7]

P: .. - P, % P, "5 .. - P3P S M -0
o, oy, o,

P: .. - P 3P, 5 . - P 3P LM -0

dos resoluciones proyectivas de M. Por el teorema de comparacion existen

morfismos Pyy EA P,y Py, Y, Py de cadenas sobre 1. Entonces Py 9of

; fog 1py / IPJIM /
Py y Py — Py, son morfismos sobre 1y, como Py — Py y Py — Py
son morfismos sobre 1y, entonces go f ~1p,, y fog~ lpjl\/[.

A partir de la observacién anterior para un A — médulo M, con P, P’
. . . ©p
dos resoluciones proyectivas de M, existe un morfismo de cadenas P — P’
tnico salvo homotopfias.

Consideremos la situacién dual a (2.1).

2.12 Definicién. Dada un A — médulo M, diremos que la co-cadena
exacta

0 1 n—1 n
I:0 - M S5 0 % op % 00 e B
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es una resolucion inyectiva de M, si I™ es un A — médulo inyectivo para
cada n > 0.

En otras palabras una resolucién inyectiva de un A — mddulo M es una
co-cadena positiva de A — mddulos inyectivos.

Mis adelante probaremos la situacién dual a (2.8). Por lo mientras se
asumiremos que es valido.

2.13 Definicién. Para dos co-cadenas.

0 1 n—1 n
1m0 — M S 0 4 o & e O et
IR
60 81 n—1 on
J: 0 —» N Logo &g &% e B e

y M LN un A - mor fismo, si f: {I" i J”} . es una familia A —
n>
mor fismos, tales que, fpy1 00, = 0F o fn paran >0, y fooe =mno f.

Diremos que f es un morfismo de co-cadenas sobre f ¢ simplemente un
morfismo sobre f.

Dualizando (2.10) se obtiene la siguiente proposicion.

2.14 Proposicién. Considerando el diagrama

80 81 n—1 8"
J: 0 — N L g0 % op % O O L
7l
(0] 1 n—1 n
I:0 — M S 0 & o &0 e 8 et

de A—médulos y A—mor fismos, en el cual ambos renglones son co-cadenas
exactas, y I™ es un A —mdédulo inyectivo para cada n > 0. Entonces existe
f un morfismo sobre f, tnico salvo homotopias.

2.15 Observacién. Para un A — mdédulo M, y

0 1 n—1 n

I: 0 — M i> IO 8—) Il 8_) 8_, " 8_) In—i—l N
* 89 ai 3?71 or

IL,: 0 - M & 19 3 11 = o= ot

dos resoluciones inyectivas de M. De manera dual a (2.11) existe un mor-

Y P . .
fismo I — I, de co-cadenas unico salvo homotopias, y ademds es una
equivalencia homotdpica.
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Capitulo 6

Funtores Derivados

6.1 Construcciones de los Funtores Derivados.

Sean A, A’ dos anillos conmutativos con 1 # 0.

Sean
T 2AMOd —>A/M0d (Ab)

un funtor covariante aditivo y
T/ ‘A Mod —>A/M0d (Ab)
un funtor contravariante aditivo. Sean M’, M, M" A — médulos, con

/ / /
an 3" —1 81 £ !

pP.:. . - P 3 P, = .. = P - B = M -
7] On— S}
P: .. - P, &% P, S 5 P 3PS M S
1" n O 1" On—1 1 o e "
Pt .. - P = P, - .. = P = PFB — M — 0

resoluciones proyectivas de M’, M, M" respectivamente.

Como T (Ppy) es una sucesion descendente, mientras que T (Pys) es una
sucesion ascendente, entonces para cada n > 0 tiene sentido definir:

L,T(M) = Hy(T (Py)) = ker (T (9n)) /im (T (On+1))
R'T (M) = H"(T'(Pum)) =ker (T (0n+1)) /im (T’ (0n))

119
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1.1 Proposicién. Para un A — médulo M, L,T(M) (R"T'(M)), no
depende de la resolucion proyectiva.
Demostracién. Consideremos a
o, 9, £ /
Q: . > Qu 3 Quay 5 . = Q1 > Q > M — 0

otra resolucién proyectiva de M. Por (V.2.11) existen Py A, Qn, Qum SN
Pyr morfismos de cadenas, tales que, go f ~ 1p,, v fog~ 1g,,. Como T
(T’) es un funtor aditivo se tiene:

T(gof)’:T(lpM)

T(fog)~T(lgy)
(T'(go f) =T (1p,) y T'(fog) = T (1g,,))
Por lo tanto

T (g) oT (f) = 1T(PM) y T (f) oT (g) = 1T(QM)

(T (f) o T (9) = Lv(pyy) -y T (9) o T'(f) = 1(Qu))-
Por (V.1.4)

(T(9)), o (T(N))y = (Arpay), ¥ (T))uo(T(9)), = (lr@un),

(T ()" o (T (9)" = (Lor(pyy)” ¥ (T(9))" 0 (T(f)" = (lmq,,) ) Por
lo tanto (T (g)), o (T (f)), vy (T(f)), ° (T(g), (T'(9))" o (T'(f))" ¥
(T’ (f))* o (T'(g))") son los automorﬁsmos identidad, entonces (T (g)), ¥y
(T(f), (T"(f))" v (T'(g))") son isomorfismos. Por lo tanto para toda
n >0,

Hy, (T (Pum)) = Hy (T (Qur))
(H™ (T (Py)) = H™ (T (Qnr))). B

Sea M’ t, M un A — mor fismo, por (V.2.10) existe un morfismo de
cadenas

P Py = {P, I P, }n>0

sobre f. Entonces T (f), T (f) son morfismos sobre T (f) y T/ (f) re-
spectivamente. Entonces dichas familias de morfismos inducen A—mor fismos
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HOT(F):  LoOr) L,T ()
z+im (T (9,,,)) — T (fa(2)+im (T (9pt1))
() RTON  — R

y+im(T'(0,)) — T'(fu(y)) +im (T (0n))
con z € ker (T (0,)) y y € ker (T (On+1))-

Vemos que los morfismos anteriormente definidos no dependen de f

7= {P,; I, Pn}
n>0

es otro morfismo sobre f, entonces f: f', como T (T) es un funtor aditivo
se sigue:
T(7) =T (7)
@ (7) =T (7))
Por (1.4) Hn (T(f)) = Hn (T (f")) ;I H" (T'(f)) = H" (T'(f')) para

cualquier n > 0. Por lo tanto H, (T (f)) y H" (T’ (f)) son independientes
de la eleccion de {P;L ELN Pn}

Pues, si suponemos que

n>0
Denotaremos Hy, (T (f)) = L,T (f) y R"T' (f) = H" (T’ (f)).

Como 1p es un morfismo sobre 1j7, de las definiciones de L, T (157) y
R™T’ (1pr) se sigue que son las identidades en L, T (M) y R"T’ (M) respec-
tivamente. Por lo tanto L, T (1a7) = 17, v(ar) ¥ R* T (1a1) = 1pny(

1a):

Si M -4 M” es un A — morfismo y
{2 0y}
n>0
un morfismo sobre g, entonces
{M/ gnofn M//}
n>0

es un morfismo sobre g o f. Ademds, si x € ker (T (9,

)
L,T(go f) (x4 im (T (9).,)))
= (T(ga) 0T (fn)) (x) + im (
Tgn)( ( )

( (z
L, T (9) (T (fn) (
= L,T(g9)o L,T(f) (z+im(

entonces
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R"T (go f) (y +im (T’ (9),4)))
= T (gn o fn) (y) +im (T/( n+1))
= T (fu) 0T (gn) (v) +im (T’ (9),41))
= R'T(f) (T (gn) (y) + im (T" (Ont1)))
= R"T'(f)o R"T'(g) (y +im (T’ (9}41)))
Por lo tanto
LnT(gOf) — LnT(g)oLnT(f)

R"T'(go f) = R"T'(f) o R"T' (g)
A partir de esos resultados hemos demostrado la siguiente proposicion.
1.2 Proposicién. Sean n > 0, T :pAMod —/Mod (Ab) un funtor co-

variante aditivo y T':pAMod —xMod (Ab) un funtor contravariante adi-
tivo. Entonces las asignaciones

LnT : AMOd — AIMOd (Ab)
M - L,T (M)
vMEtN = ron™ LT
R"T: AMod — AMod (Ab)
M R™T’ (M)
ML N -~ rr(v)TEYD Rer ()

son funtores covariante y contravariante respectivamente.ll

. h . ~
Si M! — M es un A—mor fismo con h = {M’ = M, } un morfismo
n>0
sobre h, entonces

n+hn

es un morfismo sobre f 4+ h. Entonces para cualesquiera = € ker (T ( / +1))
y y € ker (T (Op41)) se tiene:

LT (f 4 1) (2 + im (T (3).,))
= T (fn + hy) (x) + im (T (On+1))
= (T (fn) () + T (hn) (:U) +im (T (On+1))
= (T (fn) (@) +im (T (On41))) + ( ( )()+2m(T(8n+1)))
= L) (2 im (T (2),1))) + LT () (2 4 im (T (2.1)))

n>0
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Por otro lado

RYT(f +h) (y +im (T (9p41)))
= T (fu + ha) (y) + im (T (87/1+1))
= (T’ (fa) () + T (hn) () + im (T (9, 41))
= (T'(fn) @) +im (T’ (041))) + (T’ (hn) () +im (T’ (9),14)))
= R'T'(f) (y +im (T (On+1))) + R*"T" (h) (y + im (T (On+1)))

Por lo tanto

T(f+h):LnT(f)+LnT(f)

R"T' (f +h) = R"T' (f) + R"T’ (h)

Con esto acabamos de demostrar la siguiente proposicion.

1.3 Proposicién. Sean n > 0, T :pMod —x/Mod (Ab) un funtor co-
variante aditivo y T':pMod —a/Mod (Ab) un funtor contravariante adi-
tivo. Entonces los funtores L,T y R"T" son aditivos.l

Al funtor L, T se le suele llamar el funtor derivado izquierdo de grado
n de T, mientras que a R"T’ se le suele llamar el funtor derivado derecho
de grado n de T’. Noétese que hasta el momento sélo tenemos el concepto
de funtor derivado izquierdo para un funtor covariante aditivo, mientras que
solo hemos definido el concepto de funtor derivado derecho para funtores
aditivos contravariantes.

A continuacién construyamos el concepto de funtor derivado derecho
para un funtor

T ZAMOd —>A/M0d (Ab)

covariante aditivo, y el concepto funtor derivado izquierdo para un funtor
T/ ‘A Mod —>A/M0d (Ab)
contravariante aditivo.

Sean M', M, M" A — médulos y sean

! 9 ol ot o
r' o —- M S 10 =3 18 3 .0 o3
I 0 - M S5 0 8 op 9 A N
" ag* ai* 8:&:1 af*
I": 0 — M" S 10 = o1l o I =
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resoluciones inyectivas de M’, M, M" respectivamente. Para n > 0 defi-
namos

R'T (M) = H"(T(Iy)) = ker (T (0")) /im (T (9" 1))
L, (M) = H, (T (In)) =ker (T' (0" ")) Jim (T’ (9"))

De manera andloga a (1.1) se obtiene que R"T y L, T no dependen de
la resolucién inyectiva de M.

Para un A — mor fismo M’ Lom yf= {If ELR I"} un morfismo
n>0

de co-cadenas sobre f. Entonces T <f> es un morfismo sobre T (f), al

igual que T (f) es un morfismo sobre T’ (f). Estas familias de morfismos

inducen morfismos

H" (T (f)) : R"T (M) — R"T (M)
z+im (T (027Y) — T (fu(@)+im (T (0"7))

H, (T (f)) : L, T (M) — L, T (M)
y+im (T'(0") — T (fa(y)) +im (T'(6}))

Para z € ker (T (9)) y y € ker (T" (9"7')). Procediendo de manera
dual a los funtores L, T y R"T’ se obtiene que H" (T (f)) y H, (T’ (f)) no
dependen de la eleccién de f. Denotaremos a H" (T (f)) con R"T (f) y
H, (T"(f)) con L, T (f).

De manera anédloga a (1.3) se obtiene la siguiente proposicién.

1.4 Proposicién. Sean n > 0, T :pAMod —x'Mod (Ab) un funtor co-
variante aditivo y T':pAMod —xMod (Ab) un funtor contravariante adi-
tivo. Entonces las asignaciones

R"T: AMod — AMod (Ab)
M — R"T (M)

MLN — rrrn) ™Y Rrr(y
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LnTI : AMOd I A/MOd (Ab)
M — L, T (M)
iy — L") Lo
son un funtor covariante aditivo y un funtor contravariante aditivo respec-
tivamente. A

Diremos que R"T es el funtor derivado derecho de grado n de T, mien-
tras que L, T es el funtor derivado izquierdo de grado n de T'.

Retomando lo estudiado en los capitulos I y II, si M y N son A—mddulos,
entonces Homp (M, ), M@, _, _ Qs N :A Mod —,Mod (Ab) son fun-
tores covariantes aditivos mientras que Homp (_, N) :A Mod —sMod (Ab)
es un funtor contravariante aditivo.

1.5 Definicién. Sean n >0, M, N A — médulos. Denotaremos con:

( ) a LT, siT=_Q\N

(M, ) alL,T, siT=MQ, _
Ext} (_,N) aR"T, siT=Homp(_,N)

( ) aR"T, siT = Homy (M, )

De la definicién anterior, Tor (_, N), Tord (M, ) y Ext} (M, _) son
funtores covariantes aditivos, mientras que Ext} (_,N) es un funtor con-
travariante aditivo. Mads adelante abordaremos la conexién que hay en-
tre Tor (_,N) y TorA (M, ), al igual la conexién para Ext} (_,N)y
Exty (M, ).

1.6 Proposicién. (Lema de Horseshoe). Sean M', M y M" A —
modulos con

o, 0, e /
P: .. - P =3P, 5 5 P 3B S M -0
n n—1 1 0
o 91 oy %
P': ... — P! P, 5 . - P RS M -0

resoluciones proyectivas de M', M" respectivamente. Si la sucesion

0 > M L M L M o0

es exacta, entonces existe

O, On— 9
P:...—>Pn—>Pn_1—>1_“—>P1_1>P0i>M_>0
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una resolucién proyectiva de M y P}, 4, Py, Py -2 P!, morfismos
sobre f y g respectivamente tales que

0o - P, L p, L P, =0
es una sucesion exvacta corta.
Demostracién. Para n > 0, definamos a P, = P, & P/, y A —

mor fismos P}, LN .y Py 2% P definidos por

fo (@) =(2,0)y gn(2/,2")=2", 2" € P, 2" € Pl

De la definicién de P, este va resultar ser un A — mddulo proyectivo y
la sucesién
0 — p In p &opro
es exacta.
Como el A —mddulo P{ es proyectivoy g es un A —mor fismo, entonces
existe un A — mor fismo Py . M tal que gon = ¢”, es decir, el siguiente
diagrama conmuta

P/I
. 0
/ le’ /
M - M//
g
Definiendo
€: Py — M

(2',2") — foe(a') +n (")

Para toda (z/,2") € Py. Por la definicién de € se sigue que € es un
A — mor fismo tal que

eofo(a) =c(a/,0) = foe (2') +n(0)=foc (a)

goe(a,a") = g(foe () +n(2")) =g(foe (2')) +g(n(x))
— 0"—9017(:17”) — 6//(1://) — gllogo(gj/’x//)

para cualquier @’ € Pjy (2/,2") € Py. Por lo tanto co fy = foe'y
goe =¢"o0go. Siz e M, entonces existe 2/ € PJ tal que g (z) = &"(2"),
entonces

g(x) —"(@") = g (z) —gon(a") = g(z —n(2")) =0
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como ker (g) = im (f), entonces existe 2’ € P} tal que x —n(z") = fo
g’ (2'), es decir, z = foe (2') + n(a”) = e(a;2”). Por lo tanto € es un
A — epimor fismo.

Denotando con K|, = ker (&), Ko = ker (¢) y K| = ker (¢"), y K|, -, P},
Ko — Py, Kl -, Y los A — mor fismos de inclusién, entonces tomando
las restricciones de fy en K{ y go en Ky se inducen morfismos

K, Ky y Ko 2 K

tales que fop es un A — morfismoy goo fo = 0. Si (2/,2") € Ko Nker (g0),
entonces z” =0y foe (2') =0, como f es un A — mor fismo inyectivo,
entonces &'(z') = 0. Por lo tanto, si # € K} y (2/,2") = (2/,0) = fo (2'),
entonces ker (gg) C im (%) Por lo tanto, ker (gg) = im (%)

Sea z” € K{/, entonces g on(z”) = 0, por lo que existe un =’ € P} tal
que n(z") = f o€ (2'), entonces e(—a',2") = —f o &' (2') + n(2") = 0, con
(—2',2") € Koy go(—2',2") = 2”. Por lo tanto gg es un A — epimor fismo.
Entonces la siguiente sucesién es exacta.

0 — K, % Ky & Kj — 0

Como im (9]) = K|, y im (07) = K[/, entonces las asignaciones

& P — K,  9: P — K
2 — ‘91 (x/) 2 8{’(13”)

son A — epimor fismos, tales que, ] =i 0 9] y 0{ =" 0 9{. Como P}’ es

proyectivo y gg es un A — epimor fismo, entonces existe un A — mor fismo
U _ 77 .

P! =5 Ko, tal que, gg o n; = 0/. Definiendo

o1 : P — B Ky
(2, 2") — food] (z')+mn (")

V (2',2") € Pi. A partir de dicha definicién se sigue 9; que es un A —
morfismo. Si x' € P], entonces 9y o fi (z') = 91(z',0) = fo o & (z') +
m (0) = food} (x). Por otro lado si (2/,2") € Py, entonces ggo o (¢',2") =
G5(Jo 0 B, («/) + 11 (&) = 0+ go oy (+) = F(a") = & 0 g1 (a”). Por lo
tanto Oy o f1 = foo 0, y Goo 01 = I o g1.

Si z € Ky, entonces existe =" € PJ, tal que, go (z) = 0/ (z"") = Go o
ny (2”), entonces 0 = gg (x) — go oy (") = go(x — ny (2”)), entonces existe
2’ € P, tal que, —n, (2") = food (z'), entonces x = food (z')+mn, (z") =
o1 (2/,2"). Por lo tanto 01 es un A — epimor fismo.
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Definamos @ = 400;. Como i es el morfismo de inclusién, entonces
im (01) = im (8;) = Ko = ker(¢). Por lo tanto hemos probado que el
diagrama

o - P & p 2 P o0
o ol ol

0 - P % p % pro 0
el el el
0 - M L oM L M - 0
! ! !
0 0 0

es conmutativo con renglones y columnas exactas.

Supéngase que ya tenemos definidos P; i P;_1 para 0 < j < n, tal
que, dj o f; = fj—100; y 9] 0g; = gj—100;y im(9;) = ker (9;-1), para
0<j<n—1.

Sean K], K,, K/ los micleos de 8/, 0y, O/ respectivamente, con K], iR

i i . : y
P, K, — P,, K/ — P/ los A — mor fismos de inclusién. Definamos a

fn como la restriccién de f, a K/, v g, la restriccién de g, a K,,. Como el
diagrama

0o - p I op = pr g

n

ol on | o |
fn—l gn—1
0 — Prllfl - Pn—l — 72/,1 — 0
01

! b | oL

conmuta. S 2’ € K/, como 0y, o fu(2') = fno1 00, (2') = fa_1(0) = 0,
entonces f, (z') € K,. Por lo tanto f,, toma valores en K,. Andlogamente
se prueba que g, toma valores en K.

Como g, o f, = 0, entonces g, o f, = 0; ademds como f, es un A —
monomor fismo se tiene que f, es un A — monomor fismo. Por otro lado
si (2/,2") € K, Nker (g,), entonces 2" =0y f,—100,(z') =0, como f,—1
es monomorfismo, entonces 9, (z') = 0, es decir, si 2/ € K], y (2/,2") =
(2/,0) = f,(2'), entonces ker (g,) C im (f,). Andlogamente a como se
mostré que go es un A — epimor fismo, se muestra que g, es un A —
epimor fismo.

De lo anterior se tiene que la sucesién
n,

0 — K, K, ™ K/ — 0
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es exacta. Consideremos los siguientes A — mor fismos

/ . / !/ i . /! "
n+1 * Pn+1 Kn y n+1 * n+1 Kn
/ / ! " i "
x — Opq1 (') x — Opyq (27)

A partir de su definicién se tiene que son epimorfismos, tales que, 9, =
i’ o ﬂ y O =1i"o Wﬂ Como g, es un A — epimor fismo y P,
es proyectivo, entonces existe un A — mor fismo, P}, jias: K, tal que,
Jn O Npy1 = Wﬂ Definamos

an+1 : Pniq — Ky

(@', a") — fn o0y (&) + 1My (27)

De manera andloga a como se probé que 9 es un A — epimor fismo, se
a . . (o —— a i -
prueba que 9,41 es un A — epimor fismo. Ademds g, 0 011 =9 1 ° Gni1

y fn o i1 = Ont1© for1. Si definimos 0,41 = 40 Opy1, se tiene que
Ont10 fny1 = fan 00,1 Y gn ©0Ons1 = O 1 © gny1. Como im (Opy1) =
im (On41) = K, = ker (0,,), entonces im (9n41) = ker (9p).

Por lo tanto hemos construido la cadena

P .. > p &2op " L p % p S M0

que es una resolucién proyectiva de M, tal que, la siguiente sucesién

0—>P]'V‘,,L>PML>P]'\Q,,,—>O
es exacta.

Aplicando el principio de dualidad a la proposicién anterior se tiene el
siguiente resultado.

1.7 Proposicién. Sea

0o — M LM L oM — o

una sucesién exacta de A — modulos, y sean

: a9 oL ot oy
r' o - M S 10 =3 18 3 .0 o3
" ag* ai* 83:1 af*
I": 0 — M" S 19 L = .. I =
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resoluciones inyectivas de M’, M" respectivamente. Entonces existen

10 - M S 0 & p 2 00 m

a’!L
—

una resolucion inyectiva de M, y Iy 4, Iy, Ing 9, v morfismos sobre
f v g, tales que,

0 — Iy 5 1y % Iy — 0
es una sucesién exacta. ll
1.8 Teorema. Sean
0 — M oM L oM — o

una sucesion exacta de A—mddulos, y T :x Mod — s Mod (Ab) un funtor
covariante aditivo. Entonces para cada n > 0 existen morfismos

L,T(M") £ L, T (M)

tales que la sucesion

~ Loy PEY pron MY pororry
O e 0.7 e SR A, G Y o W COY O, Y V0 S
es exacta.
Demostraciéon. Sean
/ o’ / ’
T O e A O - V A
7 o " 7
P — opr Bopr T opr Bop oy g

resoluciones proyectivas de M’, M". Por (1.6), existe una resolucién proyec-
tiva
On—
P:...%Pn%Pn,l—>1,,,—>P1ﬁ>P0i>M_>0
de M y morfismos {P,’1 I, Pn}

para cada n > 0 la sucesién

an
>0’ {Pn = P’Q/}nzo sobre f y g, tal que,

0 — P, Iuop 2P 0
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es exacta, entonces como P/ es un A —mdédulo proyectivo, dicha sucesién se
escinde. Por (IV.5.3) para cada n > 0, la sucesién

T(fn)

0 — T(PA) — T(Pn) %)

T(F) — 0
se escinde. Por (V.1.7), para cada n > 0 existen morfismos
H,T (Pfpn) = Hyp 1T (Phyr)

tal que la sucesién

s Ho (Pat) — Ho (Plr) 22 Hoy (Phy) — Hoo (Pag) —
es exacta. W

1.9 Teorema. Sea

0 — M L om L Mo 0

una sucesion exacta de A — mddulos, y sea T' :p Mod —x Mod (Ab) un
funtor contravariante aditivo. Entonces para cada n > 0 existen morfismos

R"T (M) () gt (M")

tales que la sucesion

o/ o/
0 N ROT’(M") Ri(g) ROT/(M) RT_>(f)
RO () M RT(M) — L)
RnT/ (M/) (@* RnT/ (M//) N
es exacta.
Demostracién. Sean
4 8;7 o! ’
P: .. - P Z%p., ™ L p AR s M S0
/" o /" 7
I A I N N V)

resoluciones proyectivas de M’, M"”. Por (V.1.6) existe una resolucién
proyectiva

P: ... - P, % p " P2 B ES M o0
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de M y morfismos {P,’L ELN Pn} 0 {Pn LN P,’L’} . sobre f y g, tal que,
para cada n > 0 la sucesién - -

0 — P, Iu P 2P 0

es exacta, entonces como P/ es un A — mddulo proyectivo, dicha sucesion se

escinde. Por (IV.5.3) para cada n > 0 la sucesién

o) gy T 1)

— 0

0 — T(F))
se escinde. Por (V.1.7) para cada n > 0 existen morfismos

H?’LT (P]/\J/) (K/—n);k HTL*IT (P// ”)

tal que la sucesién

k'n
Uy pnta (Pyn) — H™H (Ppy) — -+

- — H" (Py) — H"™ (Pyyr)

es exacta. W
Para el siguiente teorema supondremos la existencia de las resoluciones

inyectivas.
1.10 Teorema. Sean
0 - M L oM L M o0
una sucesioén exacta de A — mddulos, y sea T :pAMod —x-Mod (Ab) un
funtor covariante aditivo. Entonces para cada n > 0 existen morfismos

R"T (M/I) ﬂ) Rn+1T (M/)

tales que la sucesién

o - rry R porowy RO poT(Mmy X
R'T (M) — FEO prrury 2 ReT (M)
es exacta.

Demostracién. Sean

roo - m 5o & op %o % %

oo o oM 5o B op %% %
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resoluciones inyectivas de M’, M" respectivamente. Por (1.7) existen

an—l on

0 1
8—>]1a—>~- - " =

I: 0 - M S J°

resolucién inyectiva de M y morfismos {If LN 1 ”}, {I n dn, If*} sobre f

y g, tales que, para cada n > 0 la sucesién
0 — I Inop I o
es exacta, ademds I = I @ I},. Por lo tanto la sucesién

0 — T "W opgmy "W ey o

se escinde. Por (V.1.7) para cada n > 0 existen morfismos
H'T (M") 22 HY T (M)

tales que, la sucesién

— H" (Ing) — H" (Ifp) 2% B (Ihy) — H (Py) — -+
es exacta.

De manera andloga se prueba el siguiente teorema.

1.11 Teorema. Sean

0 — M oM L oM — 0

una sucesion exacta de A — mddulos, y sea T' :Ao Mod —xr Mod (Ab) un
funtor contravariante aditivo. Entonces para cada n > 0 existen morfismos

L,T' (M) = L, T (M")

tales que la sucesion

— LWy M oy 2 L1y Y
e vty MR o MY e owy —o

es exacta.
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1.12 Observacién. Sean M un A — mddulo proyectivo, N un A —
médulo inyectivo,
T ZAMOd —>A/M0d (Ab)

un funtor covariante aditivo y
T’ :pMod —,/Mod (Ab)
un funtor contravariante aditivo. Si consideramos la cadena proyectiva

Bn 6’”7 6
P. ... - P, 3P, s 5P 3P S M-S0

con P, =0,sin>1, Pp =M, € = 1), se sigue que P es una resolucion
proyectiva de M. Por otro lado considerando la co-cadena inyectiva

81 a'n,—l on
— “ e

I:0 - N & 0 & op N L

con I" =0, sin>1, 1= N, n=1y, se sigue que I es una resolucion
inyectiva de N. Entonces para cada n > 1T (P,) =0 = T'(I,). Por las
definicion de L,T, R™T', R"T, para n > 1

L,T (M) = 0
R'T (M) = 0
R'T(N) = 0

Pues no dependen de la eleccion de resoluciones.
De la observacién anterior es inmediato el siguiente teorema.

1.13 Teorema. Sean M un A — mdédulo proyectivo, N un A — méddulo
1nyectivo,

T :AMod —4Mod (Ab)

un funtor covariante aditivo y
T/:AMOd —>A/M0d (Ab)
un funtor contravariante aditivo. Entonces para cada n > 1 se tiene

L,T(M)=0, R"T' (M)=0 y R'T(N)=0
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En particular, para cada n > 1y M',N' A — médulos, se tiene

0
0
0
0

1.14 Teorema. Sean T :pMod —aMod (Ab) un funtor covariante
exacto derecho y T':AMod —xMod (Ab) un funtor covariante (contravari-
ante) exacto izquierdo. Entonces

(i) LoT es naturalmente equivalente a T.

(ii) R°T’ es naturalmente equivalente a T'.

Demostracién. Supongamos que T’ es un funtor contravariante exacto
izquierdo. Sea M un A — mddulo y consideremos

P2 P M — 0

la parte terminal de una resolucién proyectiva P de M. Como el funtor T
es exacto derecho y T’ es exacto izquierdo, entonces las sucesiones

) " vy T Ty — o

() Y ) YO mony — o

o~

son exactas. Como T (&) es un epimorfismo, entonces T (M) = im (T (g))
T (Py) /ker (T (¢)) = T (Fy) /im (T (01)). Por lo tanto

T (M) =T (F) /im (T (1))
Por otro lado, como T’ (g) es un monomorfismo, entonces
T (M) = im (T’ (g)) = ker (T' (01))
Por lo tanto existen isomorfismos
T (Py) /im (T (1)) — T (M) y T' (M) — ker (T' (1))
A partir de la definicién de LoT y R°T’ se tiene

LoT (M) = T (Py) /im (T (81)) = T (M)
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RYT' (M) = ker (T' (01)) /0 = ker (T’ (01)) &2 T’ (M)
Sea N un A — médulo y M Lo NunA- mor fismo. Sea

o /
Q1 —— Q — N — 0

. . . f

una parte terminal de una resolucién proyectiva de N y sea {Pn = Qn
n>0

un morfismo de cadenas sobre f. Entonces los siguientes diagramas son

conmutativos

) W orr) ™™ o — o
T(f) | T(fo) T(f) |

T(8;) T(<)
T(Q:) — T(Q) — T(N) — 0
Tr) Y rr) T 1o — o
(1) | T(fo) | ()

@) " gy T Ty — o

Como dichos diagramas tienen renglones exactos, entonces se inducen
los diagramas

1

LoT (M) = T(B)/im(T () — T (M)
LoT(fo) br(p)

LT (N) = T(Qo)/im(T(8;) — T(N)

T (N) — ker(T'(8})) = RT'(N)
i + Lrorr(p)
T (M) — ker(T'(81)) = R'T'(M)

conmutativos, donde los renglones son isomorfismos. Por lo tanto LT es
naturalmente equivalente a T; mientras que el funtor ROT' es naturalmente

equivalente a T’. La demostracién para el caso de T/ un funtor covariante
es andloga. W

Si M, N son A — médulos. Entonces los funtores M @, , QN
son covariantes y exactos derechos, mientras que el funtor Homy (M, ) es
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un funtor covariante exacto izquierdo y el funtor Homp (_, N) es un funtor
contravariante exacto derecho. De lo anterior se sigue el siguiente corolario.

1.15. Corolario. Para cualesquiera M, N A — médulos se tiene lo
stquiente:
(i) Tord (_,N) es naturalmente equivalente a _ @, N.

Si T :AMod —aAMod (Ab) es un funtor covariante aditivo, y la sucesién
O — M — M — M —0
es exacta, entonces por (1.11) se induce una sucesién exacta de la forma

e —  L,TD(M) — L, O(M) — L, T(M") —
— TW) - T — TWM) — 0

Por otro lado, si P es una resoluciéon proyectiva de M y T es un funtor
exacto derecho obtenemos la sucesién

T®w: - — T(P) — - T(FP) — TM) —O0.

Obviamente H,, (T (P)) = L, T(M) = 0, si m > n. Maids atin como
im (T (P,+1)) = 0, entonces

L,T (M) = ker (T (B,)).

En el caso de P, — Py — M una representacion proyectiva de M se tiene
una sucesién exacta

0O — LLTWM) — T(P) — T(R) — TM) — 0.

Es decir L; T (M) nos repara la inexactitud de T al considerar una resolucién
proyectiva finita de M.

Siguiendo un proceso dual, si T)y Mod —xMod (Ab) es un funtor con-
travariante exacto izquierdo, entonces R'T’ (M) nos repara la inexactitud
al considerar una resolucién proyectiva finita. Por lo que si

Pr— P> M

es una representacién proyectiva de M, entonces se forma la sucesién exacta
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O —-TWM) — T(F) — TFP) — R'T(M) — 0

De estos dos hechos, si P, — Py — M es una representacién proyectiva
de M y N un A — mdédulo, entonces se inducen las sucesiones exactas

0 — Torl (MN) — Pi@aN — Py@pzN — M@yN — 0

0 — Homp (M, N) — Homy (Py, N)
— Homy (P1,N) — E:EL‘X(M,N) — 0.

Ahora consideremos a T un funtor covariante aditivo y U un funtor
aditivo contravariante de \Mod a ,Mod (Ab). Sea M un A — mdédulo,

Bn 6’”7 6
P. ... - P, 3P, S 5P 3P S M-S0

una resolucién proyectiva de M y
0 1 n—1 n
I: 0 — N & o & pp o 0 m %
una resolucién inyectiva de M. Para n > 0, sea

K,=imOp+1) y L"=1im(9")

Entonces

On+2 On+1
s Py P M K, 0
con Op41 el morfismo inducido por d,41 a su imagen genera una resolucién
proyectiva de K. Por otro lado la sucesién
; n—+1
O—>Ln LIH+18_> ]n+2 ...

con ¢ el morfismo de inclusién es una resolucién inyectiva de L™. Como la
definicién de funtor derivado es independiente de las resoluciones. Entonces

LAT (Ky) 2 ket (T (8 2)) /im (T (Bns5)) = LnyoT (M)
R'T (L") = ker (T (9"*2)) /im (T (0"*1)) = R"**T (M)
R'U (Ky) = ker (U (On+3)) /im (U (9n2)) = R*H2U (M).
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A partir de estas observaciones acabamos de demostrar la siguiente
proposicion.

1.16 Proposiciéon. Para cualesquiera M, N A — mddulos se cumple:
(i) Tord,, (N, M) = Torl (N, Ky,) .

(i) Ext?™? (N, M) = Extl (N, L").

(i1i) Bxty™? (M, N) = Ext} (K,,N). B

1.17 Teorema. Para cualesquiera m,n > 1 y M, N A — mddulos se
tiene:

(1) Liny1T (K1) = L T (Ky)

(i) R™MU (K,,_1) =2 R™MU (K,)

(i66) R™TT (L") = R™T (L")

En particular

(i) Tord . (N, Kn_1) = Tor (N, K,,)

(i1) Bxty™! (N, L") = Ext (N, L")

(i11) Ext) ™ (K,—1,N) =2 Bt (K,, N)

Demostracién. Como K,, = im (9,41) = ker (0,,), y L' = im (0" ') =
ker (0"). Entonces tenemos las sucesiones exactas

(1) 0— K, = Py 25 Ky — 0

2) 0— Lt —m 2 g

Entonces aplicando L,,T y R™U a la sucesién (1) y R™T a (2) se ob-
tienen las sucesiones exactas

LT (Py) — LinT (Kp—1) — Lyn 1T (Ky) — L1 T (Pa_1)
R™U (P,) — R™U(K,) — R™U (K,_;) — R™U (P,)
R™T (I") — R™T (L") — R™T (L") — R™HIT (1Y),

Como L,,T (P,) = R"U(P,) = R™T (I") = 0 para toda m > 1, en-
tonces

LT (Kn-1) = L1 T (Ky)
R™U (K,) = R™MU (K1)
R™T (L") = R™HT (L")

En particular como N @), v Homy (N, ) son funtores aditivos co-
variantes y Homp (_, N) es un funtor contravariante aditivo, se sigue la
iltima parte. W
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1.18 Corolario. Para cualquier n > 1y M, N A — mdédulos.
(i) Tor® (N, Kq) = Torl (N, K,_1)

(it) Ext} (N,L°%) = Ext} (N, L")

(i4i) Ext? (Ko, N) 2 Ext) (K,—1,N)

Demostracion.

Tor) (N, Ko) Tor, | (N,K_)

n+1
Torl | (N, M)

Tor{\ (N, K,—1) .

121111

La demostracién de (i7) y (7i7) son andlogas.

6.2 EIl Funtor Tor’

Por (1.5) se puede construir a Tor (M, N) de la siguiente manera: Tomar
una resolucién proyectiva reducida Py; de M, después aplicarle el funtor
covariante _ ®a IV a P y finalmente tomar su grupo de homologia de grado
n de Py ®p N, es decir:

Tor (M,N) = H, (Py; ®s N)

Sean M L M” y N -4 N” A — mor fismos. Sean Py y P}, resolu-
ciones proyectivas reducidas de M y M" respectivamente. Por el teorema de

comparacién existe un morfismo de cadenas f = {Pn S, P/ } tal que
n>0

fog= {Pn ®Aan—®gP7;/®AN”}
n>0

es un morfismo de cadenas que induce el morfismo

(Feg)_: Ho(Py @ N) — H, (P @4 N)

es decir, (f@ g) : Tor (M, N) — Tor (M",N"), ademés este morfismo

no depende de f, si no exclusivamente de n, f y g. Por lo tanto tiene sentido
denotar con Tor (f,g) a (f ® g) .
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2.1 Teorema. Para n > 0. La asignacion

Tord(_, ): AMod x aMod — AMod
(M, N) — Tor) (M, N)

(MLM”,NLN") — Torh(f,9)

es un bifuntor.

Demostracién. Para cualquier morfismo <M RV N -2, N”) en

AMod x AMod se define el morfismo
Tor (f,g) : Tory (M,N) — Torly (M",N")

A partir de esta definicién Tor2 (_, ) respeta el sentido de los morfismos.
Por otro lado, si <M’ N M,N' L N) y (M L, M" N L, N”) son
morfismos en A Modx A Mod, entonces para cada n > 0,
Hy, (f'of®g og)=Tory (f'of g og)

es decir

Tork (f'o f.g' 0g) : Hy (Pyy @a N') — Hy, (Pyw @4 N”)

Entonces
Hy(f'of®gog) = Hn((f’®g’)0(f®g))
= (f’®g)oH (f®9)
= Tory (f',g') o Tory (f,9)

PorlotantoTorT‘}(f’Of,g'Og) TO?“ (f, Q)OTOT (f,9). W

g g . ,
Sean N’ »— N — N’ una sucesién exacta corta de A — mddulos y Pys
una resolucién proyectiva de M. Entonces

0 — PyuAN — PyuoaN — PyuaN' — 0

es una sucesion exacta. Por (V.1.7) para cada n > 0 existe un A —mor fismo
H, (Pyy @a N") 2% H,,_1 (Py @A N'), tal que, la siguiente sucesién es ex-
acta

— Hn(PM®AN) — Hn(PM(X)AN")
S Hyy (Pa &4 N') -
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A partir de este hecho y del teorema anterior se sigue la siguiente proposicion.

2.2 Proposicién. Sea N’ — N — N" una sucesion exacta corta de
A —mddulos y M un A — mddulo. Entonces existe

— Tord (M,N") — Tor  (M,N) —
Tory_y (M,N') — —  Tort (M,N")
Tord (M,N") — Tor} (M,N) — Tor}(M,N") —0

una sucesion exacta larga.

De manera andloga se deduce la siguiente proposicién.

2.3 Proposicién. Sea M’ — M — M" una sucesion exacta corta de
A —médulos y N un A — mddulo. Entonces existe una sucesion
— Tord(M",N) — Tord (M''N) —

7‘L

1
Torg (M',N)

[

Tor{)\(M,N) —  Tor} (M,N") —0
exacta.

De igual manera por (1.5) para dos A — médulos M, N podemos definir
a Tor® (M, N) a partir de una resolucién proyectiva @y reducida de N,
después considerando su producto tensorial con M, M ®a Qn, v finalmente
tomando su homologia de grado n, i.e,

H, (M @A Qn) = TorX (M, N)

Por (V.1.7), se tienen resultados andlogos a (2.2) y (2.3), para Tor (M, N).

2.4 Observacién. Por (1.13) los funtores Tory (_,N) y W(M, )
son naturalmente equivalentes a los funtores @z N y M ®p _ respecti-
vamente. Entonces Torl (M,N) = M ®5 N = Torl (M, N). Por lo tanto
Tord (M, N) = Tor} (M, N).

2.5 Observaciéon. Por (1.11), si P es proyectivo, entonces para M, N
A — médulos se tienen las siguientes igualdades:

Tord (P,N) =0 = Tor> (M, P)
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Tor® (M, P) =0 = TorX (P,N)

2.6 Teorema. Para M, N A — mddulos y n > 0 se tiene:
Tor (M,N) = Tor (M, N)

Demostracién. Sin = 0, por (1.4) se tiene Tor{ (M, N) = Torl (M, N).
Sea K »— P — M una resolucién proyectiva reducida de M. Por (2.3)
existe una sucesién exacta

— Tord(P,N) — Tor)(M,N) —
— P&z N — M a N — 0.

Por el teorema correspondiente a Tord (M, ), se tiene una sucesién

exacta larga

— Tord(P,N) — TorM(M,N) —
— f”@A]V — Af@Q@PJ — 0.

Para n = 1, las sucesiones se convierten en:

0 — Tor} (M,N) — K®\N — P@\N
l1K®AN l1P®AN

0 — Tord(M,N) — K®yN — P®N.
Para n > 2, se tienen sucesiones exactas de la forma
0 — Tor®(M,N) — Tor® [(K,N) — 0
0 — Tord(M,N) — Tord [ (K,N) — 0.
Utilizando el diagrama conmutativo para n = 1 se sigue
Tor (M, N) = Tor (M, N).

Procediendo de manera inductiva y utilizando el diagrama conmutativo
para n > 2, se sigue Tor} (M, N) = Tor® (M,N). B

2.7 Teorema. Sea P un A — médulo.
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(i) Si P es plano, entonces Tor (P,N) = 0 para cualquier n > 1y N
un A — moédulo.

(i) Si Tort (P,N) = 0 para cualquier A — médulo N, entonces P es
plano.

Demostracion. (i) Sea @y una resolucién proyectiva de N. Como P es
plano, entonces el funtor P ), _ es exacto. Por lo tanto H,, (P ®) Qn) =0
para n > 1.

g f g . .
(17) Sea N’ > N — N" una sucesién exacta corta, entonces la sucesion

0 — Tord (P,N) — Paa N' 2% Poy, N — Pay N" —0

es exacta. Como Tor) (P, N) = 0, entonces 1p ® f es monomorfismo. Por
lo tanto P es plano.

2.8 Definicién. Una sucesion exacta corta
NN N
se dice que es pura, st la sucesion
0— MayN M Moy N2 ey N —0
es exacta para cualquier A — méddulo M.

2.9 Corolario. Un A —médulo N" es plano si, y sélo si para cualquier
sucesion eracta

N/ L N ;g» N/l

es exacta pura.
Demostracién. (=) Supongamos que N” es plano y sea

!/
0—>N’i>NLN"—>O
una sucesién exacta. Entonces para cualquier A — mddulo M la sucesién

Tort (M,N") = M @y N' — M @y N — M @5 N" — 0

es exacta. Por otro lado como N” es plano, entonces Tor{ (M, N") = 0.
(«<=) Supongamos que cualquier sucesién es exacta pura. Sea

0— N —N-—N'—0
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una presentacién proyectiva de N”, entonces para cualquier A — mddulo M
al considerar la sucesion

Tor} (M,N) —  Tori (M,N") —
Mea N ™%  MoyN -
M@y N — 0

se tiene que Tord (M, N") = ker (13; ® 1), pues Tor{ (M, N) = 0. Por otro
lado como la sucesién es exacta pura se tiene ker (1) ® ¢) = 0, entonces
Tor} (M,N") = 0. Por lo tanto N” es plano. W

2.10 Corolario. Para una sucesion exacta
® @
0o— M S5 M-S M —0

de A — médulos. St M" es plano, entonces M’ es plano si, y solo si M es
plano.

Demostracién. Sea N un A — mddulo, entonces existe una sucesion
exacta

Tory (M",N) — Tor{ (M',N) — Tor{ (M,N) — Tor{ (M",N)

Como M" es plano se tiene: Tord (M",N) = 0 = Tord (M",N). En-
tonces Tort (M, N) = Tor (M, N), entonces 0 = Tor{ (M', N) si, y s6lo
si Tord (M, N) = 0. Por lo tanto M’ es plano si, y sélo si M” es plano.

2.11 Proposicién. i {Nj},.; es una familia de A — mddulos. En-
tonces para cualquier M A — mdédulo y n > 0.

jeJ jeJ

Torﬁ (M, &b Nj> ~ P Torf) (M, N;)

Demostracién. Sin = 0. Como Tor{ (M, ) es naturalmente equiva-
lente a M @, _, entonces

Tor’ (M, fan) Nj> >~ My (@ Nj>
jerI jeI
Por (1.5.5)
M @p (@ NJ) =~ @ (M @5 N;)

jel jeI

Por lo tanto
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Tord (M, o Nj) ~ @ Tor} (M.N)

jeI jel
Sea n =1, para cada j € I sea
0—-Kj—PFP —N;—0
una representacién proyectiva de N;. Entonces

0-DK,-DP—-DN;—0
jel Jel jel

es una representaciéon proyectiva de @je 7 Nj. Entonces al considerar el
diagrama conmutativo

Tort (M, ®jerPj) — Tori (M, ®jerN;) — M@y (®jerK;) — M @a (BjerP)
| la s
@jeITOT’{\ (M, Pj) — @je[TOT’{X (M,PJ) — Djer (M XA Kj) —  Djer (M XA P])

Donde a, £ son los isomorfismos definidos en (1.5.5). Por lo tanto

Tord (M, fan) Nj) =~ @ Tory (M, N;)
jer jer

Asi procediendo de manera inductiva se concluye la demostracién. H

2.12 Ejemplo. Sea G un grupo abeliano y n > 0. Sea

n
G[n]:{geG: ng:Zg:O}
i=1
Si consideremos la sucesion exacta
0—7Z2t7 ™7, —0

donde p,, es la multiplicacion por n. Entonces al considerar la sucesion
exacta

Tor% (Z,G) — TorlZ (Zr,G) - Z 25 G M”glc Zp G

Como Z es proyectivo, obtenemos Tor? (Z,G) = 0.
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Por otro lado, como Z @5 G = G, y el morfismo p,, @ 1g es la multipli-
cacion por n. Entonces podemos deducir que el funtor Z (@), _ es natural-
mente equivalente al funtor 1ay identidad en Ab. Por lo tanto al considerar
el diagrama conmutativo

15

0 — G [n] = G G
.l .1

0 — Tor%(Zn,G) — ZRAG Hn8la Z Rz G

obtenemos Tor? (Z,,G) = G [n].

2.13 Proposicién. Si n > 2, entonces TorZ (G, H) = 0 para cua-
lesquiera G y H grupos abelianos.

Demostracién. Sean G y H grupos abelianos. Como cualquier grupo
abeliano es isomorfo a la imagen de un grupo abeliano libre, entonces existe
una sucesién exacta

00— K SNy SN G—0
con L un grupo libre. Por otro lado, cualquier subgrupo de un grupo abeliano
es libre, entonces

Op—
P .. - P %P, P32 PR SG >0
con Pp =L, P, =K, P, =0n > 2, se sigue que P es una resolucién
proyectiva de G. Por lo tanto TorZ (G, H) = 0 paran > 2. B

Ahora estudiemos la relacién que hay entre Torﬁ} y los limites directos.

Si (Ni, Wz) o es un sistema dirigido y M un A — médulo, entonces por
1,)€
(1.6.12) y (1.13) se tiene

M @, lim (N wg‘) > Tord (M, lim (N;))

1,7€1
lim (M ®a N;) = limTord (M, N;)

Por lo tanto Tord (M, lim (N;)) = limTord (M, N;).

2.14 Proposiciéon. Sea M = lim (Ma,wg) ses’ Entonces existen
— o,[Be

resoluciones P, de My que forman un sistema dirigido de cadenas sobre S
y P =1lim (P,) una resolucion proyectiva de M.
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Demostracién. Para cada a € S, sea P§' el A — mddulo libre con el
conjunto M, como base. Entonces para cada m € M, podemos tomar x,,
un elemento bédsico de Fg'. Definamos el epimorfismo

€a : Pyt — M,

Donde €, (z,,) = m para cada elemento bésico z,, de F§'. Para a <
definamos el morfismo
APy — P}
con N2 (z,) = B () Vm € M,.

Entonces (Pél, )\g) es un sistema dirigido de A — mddulos y

a,BES
(F5.32) = (M)

es un morfismo de sistemas dirigidos. Sea Py el A — mddulo libre generado
por M. Para cada o € S, definamos

Aot Py — By

con Ag (Tm) = Ty, (m)- Como m, (m) € M, entonces determina un inico
Ty, (m) elemento bdsico de Py, por lo tanto A, es un morfismo bien definido.

Por otro lado para cada m € M, y o < 8 en S se tiene: Ago )\g (Tm) =
_ _ _ B8 _
A3 <xwg(m)> = mm(nﬁ(m)) = Tr, (m) = Aa(Tm), entonces A\g o Ay = A,

. . , He
Ademsds si @ es otro A — mddulo con morfismos F§* —> Fp, tales que,

Ma:,%o)\g para o < 3.
Definamos a
p:Po—Q
mediante p (SUM (m)) = pio (), m € M. De la definicién de p se sigue que
este es un morfismo bien definido, ademds que p se extiende a un morfismo,
pues para cada m € M, 10 Ag (Tm) = f (Tro(m)) = Ha (Tm), entonces
1o Ay = p, para cualquier o € S. Entonces podemos decir que Py =
lz;n} (P A).
Sea
e:Php— M

el epimorfismo definido por € (2, (m)) = Ta (1), M € My. Sea Ko = ker ()
y K§ = ker (e,). Entonces (K§, )\g) es un sistema dirigido de A — médulos
y para cada a € S la sucesion

0 — K& - Pe ‘% M, — 0
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donde 7 denota a la inclusién, es una sucesién exacta corta. Entonces la
sucesién inducida

0 — lim(K§) —— lim(Pg) —— lim(Ma) — 0
es exacta por (1.6.11). Por otro lado, como
0 — Ko — P — M — 0
es una sucesién exacta y lz;n} (P =hy lzl?} (M) = M, entonces

lim (Kg) = K()

Anélogamente trabajando con K§ y Ko en lugar de M* y M, podemos
encontrar A — mddulos libres P{* para cada « , tales que, Py = lim {P{*} y

se obtengan sucesiones exactas
0O — Ky — P — K — 0
para cada « € S,
0O — K4 — P — Ky — 0
Por lo que podemos obtener sucesiones exactas
0O - K — P — F — M, — O
para cada o € S, y
O - KK - P - Fhb - M — 0

Continuando este proceso de manera inductiva se construyen resoluciones
proyectivas

P> .. - P} — P, — .. — P — P} — M, — 0
de M, para cada «, y
. .. - P, - P41 —» .. - PP - P — M — 0

de M, tal que, P = lim (P,). &
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2.15 Teorema. Sea (Ma, wﬁ) ses un sistema dirigido de A—mdédulos
«,[B€

y N un A —médulos. Entonces para cada n > 0
Tor’ (lim (M) ,N) = lim (Tor,ﬂ} (Mq, N))

Demostraciéon. El caso de n = 0 es inmediato. Supongamos que
n > 1. Para cada a € S, sea P, una resolucién proyectiva de M,, tal que,
(Pa, )\g) es un sistema dirigido de resoluciones proyectivas y lim (Pa, )\g) es
una resolucién proyectiva de lim (Ma,ﬂg). Entonces para o < fen Sy

n > 1 se tiene el diagrama

pr: o - pe Bope o opo A opa o g

| ! | ! ! !

P = PT’? —g PSA - ... = Plﬁ —B> P(’JB — Mg — 0
o 2

conmutativo y A od? = 650)\(%. Entonces (P, ®a N, Mo 1x) es un sistema
dirigido de cadenas. En particular para cualquier « < Sen Sy n > 1 se
tiene el diagrama conmutativo

9, @1 oe®1
P @ N HSY pegy N MEY pe @y N
lAEz@lN l>\g®1N l)\g@)lN
P’LoaN —  PloaN — P’ axN
00, @1y an@1N

A partir de dicho diagrama se induce un A — mor fismo
H, M ®1y): Tord (P*,N) — Tork (P% N)
definido por:
Hy (M @ 1y ) (ut im (0, © 1v)) = (M @ 1) (u) +im (8], @ 1x)
con u € ker (09 ® 1x), por las propiedades de /\g se sigue que la familia
(Torg (P*,N), H,, (Ag ®1 N))

es un sistema dirigido de Z — maodulos. Entonces

Torh (lz’_'n?,{Ma} : N) ~ g, (z@'_n; (Pa, \) @4 N)
H, (lz’_n? (Py®a N,A® 1N))

I
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Por lo que para cualquier a € S se tiene el siguiente diagrama conmutativo

o101 071181
Py @A N — PYr@pa N — PY @A N
lim (P2, ®p N) = lim (P> ®a N) - lim (P> @A N)
- n+1 — n —

donde i, son los morfismos dados en la definicién de limite directo y los
morfismos D,, estdn definidos por

Dn (Z) = Dn (/’La (u)) (8a+1 ® 1) ( )

con z = u,(u) € lim (PY @5 N). Entonces se induce un morfismo

0,:  Tor®(Ma,N) — H, <lz’m (P, @ N))
u+im (0%, ®1y) — g (u) +im (Dpgr)
para toda u € ker (¥, ® 1x). Paraa < B en Sy u € ker (2,; ® 1y)
050 H, (M © 1x) (u-+im (35, © 1))
= (A @ 1n) (u) +im (0%, ® 1n)
= K (()\g ® 1n) (w)) +im (Dpt1)
- o (1) + i (D)

Por lo tanto 63 o H, ()\g ® 1N) = f,. Sea GG es un grupo abeliano con

morfismos Torfy (Mq, N) Pa, G, tal que, ¢go H, (Ag@ In) = ¢, Si
z € lim(PY®a N) es tal que D, (2) = 0, entonces existe u € PY ®x N

para alguna o € S, tal que, z = p, (u), entonces 0 = D, (u, (u)) =
fig © (0%, ®1) (u). Porlo quesi (\J® 1y)o (9%, ® 1)(u) = 0, entonces
(05 @ 1n) o (M @ 1n)(u) =0, ie, (A @ 1n)(u) € ker(d ® 1y). Definamos

¢ (2 +im(Dny1)) = ¢g ()ﬁ@lN +zm<a +1®1N>)

= ¢goH, )\'6®1N) (U‘Hm(a +1®1N))
_ Oo (u+im (92, ® 1y))

Entonces H, (lz’m (Py ®n N)) — lim (Tor® (M, N)) es un morfismo bien
definidos, tal que, ¢pof, = ¢, para o € S. Entonces H, (lz’m (P, @A N)) =
(lzmTor (M,, N)) Por lo tanto

—

Tor’ (lzm(M),N) lim (Tor (Mo, N))
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De manera andloga se prueba el siguiente teorema.

2.16 Teorema. Sea <Na,7r§> ses un sistema dirigido de A—maédulos
«,[BE

y M un A —mdédulos. Entonces para cada n >0

Torh (M, lim (Na)> = lim (Tor} (M, Ny,)).

—

Para A un dominio entero denotemos por ) al campo de fracciones de
Ay K denota a @ \ A.

A continuacién enunciaremos una proposicién que utilizaremos para pro-
bar las siguientes proposiciones, aunque dicha proposicién se demostrara més
adelante.

2.17 Proposicién. Sea A un dominio entero con @ = Frac(A).
(1) Si M es un A—mddulo libre de torsion, entonces existe una sucesion
exacta
O — M —V — T — 0

donde V' es un espacio vectorial y T es un A — méddulo de torsion.
(ii) Si M es finitamente generado y libre de torsion, entonces M es
encajado en un A — mddulo libremente generado.

2.18 Proposicién. Para un dominio entero A.

(i) Si N es un A —médulo de torsion, entonces Torl (K,N) = N.

(ii) Para cualquier A —médulo N, Tor} (K, N) =0 para n > 2.

(iii) Si N es un A —médulo libre de torsion, entonces Tort (K, N) = 0.
Demostracién. (i) Consideremos la siguiente sucesién exacta

0 — A — @@ — K — 0
Como @ es plano al considerar la sucesién exacta
Tord (Q,N) — Tord (K,N) — A®yN — Q®xN

se tiene que Tor} (Q, N) = 0, pues @ es plano. Por otro lado por (I.5.3),
Q ®x N = 0. Entonces el morfismo Tor{ (K, N) — A ®y N = N es un
isomorfismo.

(79) Sin > 2, al considerar la sucesién

Tor} (Q,N) — Tord(K,N) — Tor} ,(K,N)
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se tiene que es exacta, ademds como A, Q son planos, entonces Tor> (Q, N) =
0=Tor} | (K,N). Por lo tanto Tor (K, N) = 0.
(7i7) Por el lema anterior existe una sucesién exacta corta

O — M — 'V — T — 0

con V un espacio vectorial sobre ) y T" de torsién. Como V es libre entonces
V =& Q, por otro lado como @ es plano se sigue que V' es plano. Entonces
al considerar la sucesién exacta

O — M — V — VM — 0
se induce la sucesién exacta
Tor} (K,V/N) — Torl (K,N) — Tor}(K,V)

Como Tord (K,V/N) =0y Torl (K,V) = 0. Porlo tanto Torl (K, N) = 0.
|

2.19 Teorema. Para cualquier A — mddulo N se tiene

N = Tord (K, N)
Demostraciéon. Consideremos la sucesién exacta

TN,

Tory (K,N/TN) — Torit (K,7N) =%
Tord (K,N) — Torl (K, N/7N)

donde iy, es el morfismo inducido por el morfismo de inclusién TN — N.
El primer y ltimo término son cero a consecuencia de la proposicién ante-
rior. Entonces el morfismo iy, es un isomorfismo, i.e TN = Tort (K, N).

Por otro lado, si N L, N” es un morfismo y TN T, 7 N" ¢l morfismo
f restringido a 7N, entonces se tiene el siguiente diagrama conmutativo.

TN,

Tord (K,7N) —% Tor}(K,N)
(rf), L),
Torf(K,TN”) Z—> Torf(K,N”)
NY

con iy, y i¢nv isomorfismos. W
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2.20 Corolario. Para un dominio entero A, y cualquier A — mddulo
N, existe una sucesion exacta

00— 7N — N —QRAN —KRQ)p N —0
Demostraciéon. Considerando la sucesion exacta
Tor{\(Q,N) HTOT{\(K,N) —ARNN - QRN —- Ky N —0

Como @ es plano, entonces Tor{ (Q, N) = 0. Por otro lado Tor (K, N) =
TN y A XA N=ZN. 1R

Ahora analicemos otras razones por que al funtor Torﬁ se le suele llamar
funtor torsién de grado n.

2.21 Proposicién. Si A es un dominio entero y N es un A — maddulo
de torsion. Entonces Tor (M, N) es de torsion para cualquier A —médulo
M yn2>0.

Demostracién. Verificaremos que Tor’ (M, N) es de torsién mediante
induccién.

Para n = 0, como Tor{)\ (M,N)= M ®p Ny N es de torsién, entonces
Tord (M, N) es de torsion.

Sin=1,sea L — P — M una presentacién proyectiva de M, entonces
a partir de la sucesién exacta

0=Torl (P,N) — Tor} (M,N) — M @ N

vemos que el morfismo Tor{ (M, N) — M ®, N es un monomorfismo, en-
tonces Tort* (M, N) es un submédulo de M ®4 N. Por lo tanto Tor{ (M, N)
es de torsion.

Supongamos que para n > 1 Tor (M, N) es de torsién para cualquier
A — médulo M. Considerando la sucesién exacta

0=Tork,, (P,N) — Torl,, (M,N) — Tor} (L,N) — Tor (P,N) =0
se sigue Torl, | (M,N) = Tor® (L,N). Como Tor2 (L,N) es de torsitn,

entonces Tor’, | (M, N) es de torsién.

2.22 Teorema. Si A es un dominio entero. Entonces Tory (M, N) es
de torsion para todo M, N A —mddulos y n > 1.

Demostracién. Sea n = 1, consideremos el caso de N un A — mdédulo
libre de torsién. Entonces existe una sucesién exacta corta

0O — N —V — T — 0
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donde V' es un espacio vectorial sobre Q y T' = V/N es de torsién. Entonces
considerando la sucesién exacta

Tory (M, T) — Tor{ (M, N) — Tor (M, V)

Como Toré\ (M,T) es de torsién y Tor{\ (M,V) =0, pues V es plano, en-
tonces Tor* (M, N) es cociente de un A — médulo de torsién. Por lo tanto
Tor) (M, N) es de torsion.

Sea N un A — mddulo arbitrario. Considerando la sucesién exacta

0O — 7N — N — N/TN — 0
se induce la sucesién exacta
Tor} (M,7N) — Tort (M,N) — Tort(M,N/TN)

Como 7N es de torsién y N/7N es libre de torsién, entonces Tort (M, 7N)
y Tor} (M, N/7N) son de torsién. Por lo tanto Tor{ (M, N) es de torsion.
Procediendo de manera inductiva se tiene Tor2 (M, N) es de torsion. B

Ahora para finalizar esta seccién daremos una caracterizacién de la suce-
sién de los funtores Tor (_, N).

2.23 Teorema (Axiomas para Tor). Sea
{T), :A» Mod —xMod (Ab)}nzo

una sucesion de funtores covariantes aditivos. Con las siguientes propiedades
(i) Para cualquier sucesion ezacta

0O — M — M — M' — 0

de A —mdédulos, existe una sucesion exacta con morfismos de conexion A,

—  Tpe1 (M) Antt
T, (M) — Ty (M) -
T, (M") 2% T, (M) —

T, (M) — ...

(73) To es naturalmente equivalente a _ @\ N para algin A — médulo
N.

(791) Ty (P) = 0 para todo A — médulo P proyectivo y n > 1.

Entonces T, es naturalmente equivalente a Tor (_, N) para n > 0.
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Demostracién. Por induccién sobre n. El caso n = 0 se cumple pues
es consecuencia de (7i). Probemos el caso n = 1. Sea M un A — mdédulo y
sea
0O — K — P — M — 0

una presentacién proyectiva de M. Entonces por (i) existe un diagrama
conmutativo con renglones exactos

Ay

T, (P) — T, (M) — Ty (K) — Ty (P)
lToK l‘roP
Tord (P,N) — Tort (M,N) 7 Tor) (K,N) — Tor} (P,N)
1

donde 7oK y 7oP son los isomorfismos inducidos por (i7). Como T (P) =0
y Tor{\ (P,N) = 0, pues P un médulo proyectivo, entonces los morfismos
A1 y §1 son inyecciones. Entonces existe un isomorfismo 71 M entre T (M)
y Tor{ (M, N), tal que, hace conmutar el diagrama.

Procediendo de manera inductiva supongamos que paran > 1 se cumple.
Mostremos que se cumple para n+ 1. Por (i) tenemos un diagrama conmu-
tativo con renglones exactos

A’!L
Thni1 (P) - Ty (M) = Ty (K) - T, (P)
lTnK
Tor®,, (P,N) — Torl, (M,N) 5—> Tor® (K,N) — Tork(P,N)
n+1

donde 7, K es el isomorfismo dado por la hipdtesis de induccién. Como
Tpi1 (P) = Tp(P) = 0y Tork,  (P,N) = Tor’} (P,N) = 0. Entonces
Tpi1 (M) 2T, (K)y Tord,, (M,N) = Tor’,, (K, N). Por lo tanto existe

Tn+1M

un isomorfismo Ty 41 (M) =" Tord,, (M,N). B

De la demostracién anterior cabe hacer resaltar la importancia radica en
la base de induccién en n =0y n = 1.

Notemos que nuestro teorema se puede generalizar con el siguiente coro-
lario.

2.24 Corolario. Sean
{Ty :a Mod —zMod (Ab)}, o v {T,, :» Mod —sMod (Ab)},>0

dos sucesiones de funtores aditivos covariantes. Si
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(i) Para cualquier sucesion ezacta de A — maddulos
O — M — M — M' — 0

existen sucesiones exactas inducidas

Ty (M7) 22T, (M) = T, (M) — T, (M7) 8%

T (M) T (M) = T (M) — T () 2

(17) To es naturalmente equivalente a T}.
(i5i) T, (P) =T, (P) =0 para todo A — médulo proyectivo y n > 1.
Entonces T,, es naturalmente equivalente a T, para toda n > 0. B

Obsérvese que este resultado no pide que las sucesiones {T,},~, ¥
{T},},>0 sean sucesiones de funtores derivados.

A continuacién veamos como nuestros resultados anteriores pueden ser
generalizados dentro de la teorfa de categorias abelianas y la teoria de fun-
tores derivados.

2.25 Definicién. Un objeto P en una categoria abeliana A, se dice que
es proyectivo en A, si para cualquier M I N epimorfismo y morfismo

P 25 N existe un morfismo P MM tal que el diagrama

P
h
Sl
O — M — N

f

conmuta.

2.26 Definicién. Si x es una clase de objetos de una categoria abeliana
A, diremos que A tiene bastantes x—objetos, si para cualquier objeto en
A es cociente de algiun objeto en X.

2.27 Definicién. Para una clase de objetos x en una categoria A dire-
mos que una sucesion de funtores aditivos {Ty, : A — B}, 5, es x—borrable,
st Ty, (P) =0 para cualquier P € x y n > 0.

Notese que la categoria nMod tiene bastantes A — mddulos proyectivos,
ademds que son borrables para la sucesién de funtores {Tor (_, N)}n>o.
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Por lo tanto nuestro teorema expuesto en (2.23) se puede generalizar a través
del siguiente resultado.

2.28 Corolario. Sean A y B dos categorias abelianas y {Tp}, ¢,
{T}}, > dos sucesiones de funtores covariantes aditivos de A en B. Si A
posee bastantes x — objetos y se cumple

(1) Si para cualquier sucesion eracta en A

O — M — M — M' — 0

se inducen sucesiones exactas

C o Ty (M) 228 T, (M) — T, (M) — T, (M”) 22

= Ty (M) T (M) = T () — T (M)

(i1) To y Tj) son naturalmente equivalentes.

(i11) {Tn},>0 ¥ {Th} >0 son x — borrables.
Entonces T, y T} son naturalmente equivalentes para toda n > 0. W

2.29 Definicién. Si A y B son dos categorias abelianas y T ={Ty}, <,
es una sucesion de funtores covariantes aditivos, diremos que T es un 0 —
funtor homoldgico, si para cualquier sucesion exacta

O — M — M — M' — 0

en A, existe una sucesion exacta

- Taa (M) 28T, () —
T, (M) — Tn(M”)
= —  To(M') — To(M) —
TO(MII)
tal que, si
0 — N — N — N' — 0

es una sucesion exacta en A, entonces existe un diagrama que conmuta para

toda n >0
T, (M") 2 T,y (M)

| l
T,(N") —  Ta(NV)

n
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2.30 Definicién. Si F: A — B es un funtor aditivo, entonces diremos
que un 0 — funtor homoldgico (T, : A — B)ogn es una extensién homoldg-
ica, si existe una equivalencia natural T : F — T.

Cabe mencionar que para una categoria abeliana A con bastantes objetos
proyectivos, las nociones de resolucién proyectiva, funtor derivado derecho
e izquierdo se pueden plantear de igual manera que para oMod y Ab (ver
[Rot. J] Cap. VI). Para terminar esta seccién probaremos un resultado que
nos caracterizara ain mas los funtores derivados.

2.31 Teorema. Sea una categoria abeliana A con bastantes objetos
proyectivos P . Entonces

(1) Si (Tn),~¢ ¥ (Hp),>o son O funtores homoldgicos de A en Ab
(zMod) con H,, (P) = 0 para todo P objeto proyectivo, n > 1, y existe Tq :
Ty — Hp una transformacion natural. Entonces existe un unico morfismo

7ot (Tn) — (Hp)

Mas ain, st To es una equivalencia natural, entonces T, es un isomorfismo
para n > 0.

(73) St F : A — Ab (zMod) es un funtor covariante aditivo exacto dere-
cho. Eziste una tinica extension homoldgica (Hy), ., con Hy, (P) =0, para
todo Pe Pa yn>0. -

Demostracién. (i) Sea M' — M — M" una sucesion exacta en A.
Construyamos a T, : T, — H, de manera inductiva.

Por hipétesis la existencia de 7g estd asegurada. Supongamos que n > 0
y que existen transformaciones naturales 7,,_1 : T,,-1 — H,_1. Como A
tiene bastantes Po — objetos existe una sucesién exacta

0O — L — P — M — 0
Entonces se induce el siguiente diagrama con renglones exactos

T, M) — Tp-1(L) — Ty_1(P)

J/Tnfl,L lTn717P
H,(P) — H,(M") — H,1(L) — H,_1(P)

Como H,, (P) = H,,_1 (P) = 0, pues P es proyectivo. Entonces H,, (M") =
H,_; (L), por lo que existe un tnico morfismo 7,, M" : T, (M") —
H,, (M") que hace el diagrama conmutar.
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Mostremos que 7y = (75, C': Ty (C) — Hy, (C)) |4 €5 una transfor-
macién natural, que estd bien definida (es decir que no depende de la pre-
sentacién proyectiva), y que conmuta con los morfismos de conexién de (T),)
y (H,). Para probar estas afirmaciones consideremos el diagrama

M//

Ly
0O — My — M — N' — 0

donde el renglén inferior es exacto, entonces existe un diagrama conmutativo

0

T, (") " vy L Tl (M)
Tn,M" l lTnfl,M(]
H, (M" H, (N” H, | (M

( ) Hn—(]:) ( ) 7 1( 0)

Como P es proyectivo, existe un diagrama conmutativo

0 — L — P — M'" — 0

gl ! s

0 — My — M — N' — 0

Considerando el diagrama

T, (M") 2 T,—1 (L)
T, M" Tn—1,L
N
H, (M") — Hp1(L)
T.(f) | ! ! brno1,L
Hn (N”) —_— Hn,1 (Mo)
Tn—1,Mo
/!
T, (N") 7 T, (M)

Por la construccién de 7,,, M" el trapezoide superior del diagrama conmuta
y como (H,) es un 0 — funtor el cuadrado de adentro conmuta, y final-
mente como 7,_1 es transformacion natural, entonces el trapezoide derecho
conmuta y como (T;,) es un 9 — funtor el cuadro exterior conmuta, por lo
tanto el diagrama es conmutativo.

Mostremos que 7, es natural. Sean X, X € |A| y sean

0O — L1 — P — X3 — 0

0 — Ly — P — X9 — 0
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las presentaciones proyectivas de X7, X5 respectivamente. Para X3 R Xo,
se define 7, X; : T, (X;) — H, (X;), para i = 1,2, como en la primera
parte de la demostracién. Entonces para el diagrama
X1
Ly
0 — Ly — P — X9 — 0
Se obtiene el diagrama con perimetro conmutativo

T,
T, (X)) =9 T, (x) 2 Ty (L)

Tn,X1 l »J/Tn,XQ l’rnfl,Lg
H, (X H, (X H,_ (L
(X1) T (X2) > 1 (L2)

Entonces el cuadrado de la derecha conmuta por la construccién de 7, Xo,
mientras que el morfismo de conexién 0 del renglén inferior es inyectivo
ya que H,,_1 (P2) = 0. Por lo tanto el cuadrado izquierdo conmuta, por

lo que 7, = (7, X) es natural. Para ver que 7,,X; no depende de la
presentacién proyectiva, basta aplicar el argumento anterior con X; = X
v f = lx,. Finalmente para ver que 7, conmuta con los morfismos de
conexién, tomemos una sucesién exacta M’ — M — M" y el diagrama
M//
by

0O — M — M — M' — 0

Entonces se induce el diagrama conmutativo

1 "
T, (M") Tﬂ ) T, (M") 9, T, 1 (L)
Tn,M" J, »L’Tn lTn_l,L
H, (M") 1. H, (M") I H, 1 (L)

Hp (M)

Por lo tanto 7,, conmuta con los morfismo de conexién.

(79) Cabe resaltar que por (3.12) generalizado a categorias abelianas con
bastantes objetos proyectivos, F es naturalmente equivalente a LoF, por
lo que tomando a H,, = L,F para n > 0, entonces por (i) se obtiene el
resultado deseado. M

Como consecuencia del teorema anterior obtenemos que (T'or(_, N))n>0
se puede definir como la extensién homolégica de @, N, al igual que
(Tor (M, _))n>0 queda definido como la extensién homolégica de M @, _ .
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6.3 El Funtor Ext}

Sean dos A — mddulos M, N, por (1.5) se puede definir a Ext} (M,N) a
partir de una resolucién proyectiva reducida Py; de M, a la que se le aplica
el funtor contravariante Hompa (_,N) y finalmente se toma su grupo de
cohomologia de grado n, es decir,

Eaxt? (M,N) = H" (Homy (Py, N))

Sean M L. M", N -4 N" A — mor fismos, y sean Py y Py dos
resoluciones proyectivas reducidas de M y M" respectivamente. Por (2.10)

existe un morfismo de cadenas, Py —— Py sobre f, entonces
Homa (f,g) = {Homy (fn,g) : Homp (P/,N) — Homp (P,, N")}
es un morfismo de cocadenas que induce un morfismo:
(Homa (f.g))" : H* (Homa (Py,N)) — H* (Homy (Pa, N"))

Es decir
(Homy (f,g))* : Exty (M",N) — Ext} (M,N)

Ademas dicho morfismo no depende de f, si no exclusivamente de n, f y g,
por lo que tiene sentido denotar a (HomA (f, g))* con Ezt} (f,g).

Este iltimo motiva el siguiente teorema.

3.1 Teorema. Ext} (_, ) esun bifuntor de la categoria o ModxaMod
en AMod (Ab). Ademdas dicho bifuntor es contravariante en la primera
entrada y contravariante en la sequnda. W

Para una sucesién exacta corta

!

0o — N L N L N — 0
de A — médulos y Py una resolucion proyectiva reducida de M. Entonces
0 — Homp (Py,N') — Homp (Py,N) — Homp (Py,N") — 0
es una sucesion exacta de cocadenas. Por (1.7) existe un morfismo

H"(Homy (P, N")) = H" ™ (Homy (Py, N'))
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tal que la siguiente sucesién es exacta

—  H"(Homyp (Py,N)) —
H"(Homy (Py,N")) =% H"Y(Homp (Py,N')) —

H™" " Y(Homp (Py, N')) —

De la observacién anterior y (3.1) se sigue el sigue el siguiente teorema.

3.2 Teorema. Para cualquier sucesion exacta corta N' — N — N" de
A — médulos, y un A — médulo M. FExiste una sucesion exacta larga

0— Ext% (M,N/) — E:Ut(/)\ (M,N) — -+ — Eaxt? (M,N”) o,
Exti ™ (M,N') — - -

Aplicando (1.9) a M’ — M — M" se tiene el siguiente teorema.

3.3 Teorema. Sea M' — M — M" una sucesién exacta de A—mdédulos
y N un A — mddulo. Entonces existe una sucesion exacta larga

0 — ExtQ (M",N) — -+ — Ext? (M',N) =% Bzt (M" ,N) —

Recordemos que por (3.5) para dos A — mddulos M, N, se definié a
Ezt} (M, N), a partir de Iy una resolucién inyectiva reducida de N, luego
se le aplico el funtor covariante Homp (M, ) y finalmente se toma su co-
homologia, i.e,

Ext} (M,N) = H" (Homp (M, Iy))

Por otro lado, cabe hacer notar que si P es una resolucién proyectiva de
M, entonces

H"(Homyp (Py,N)) = H"(Homp (P, N))

para cualquier n > 0. De igual manera, si I es una resolucién inyectiva de
N, entonces H" (Homy (M, In)) = H" (Homy (M, 1)) para n > 0.

3.4 Observacién. Por (1.15), para cualesquiera M, N A — mdédulos
se tiene:
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Extd (_,N) es naturalmente equivalente a Homp (_,N), y
ExtQ (M, _) es naturalmente equivalente a Homy (M, _).

Por lo tanto Extq (M, N) = ExtQ (M, N).

De la observacién anterior se motiva al siguiente teorema.

3.5 Teorema. Para cualesquiera M, N A — mddulos, se tiene
Exty (M,N) = Ext} (M, N)

Demostracion.

El caso n = 0 se obtiene de la observacién anterior.

Mostremos para n > 1. Sea (P, 0d,) una resolucién proyectiva de M y
(I,07) una resolucién inyectiva de N. Denotemos con K,_1 = im (0,) y
L1 = ker (07). Consideremos las sucesiones exactas

i €

(*)OHK()—)POHM—)O

30
(**)0—>N_>10ﬁj;0_>0

donde ¢ es el morfismo de inclusién y 87? es el morfismo inducido por 9.
Como el funtor Extd (_, N) es naturalmente equivalente a Homy (_, N)
y el funtor Ext (M, _) es naturalmente equivalente a Homa (M, _), si

0 — J — J — J — 0

es una sucesién exacta corta, entonces se inducen las siguientes sucesiones

exactas
(1) o — Homp (M, J') —
— Homp (M, J) — Homp (M, J")
—  EBxti (M,J") — Ext} (M, J)
(2) 0 — Homyp (J',N) —
Homp (J,N) — Homp (J',N) —

Eatl (J',N) —  Eatl (J,N)
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Considerando el siguiente diagrama

0 0 0 0
! ! ! !
0 — Homy(M,N) — Homp (P, N) 5 Homy (Ko, N) — Eati (M,N) — 0
! ! !
0 — Homa (M,I°) — Homy (P0,1% 5 Homy (Ko, 1% — 0
al ER Ly
0 — Homy (M,LO) —  Homy (PO,LO) 9, Homp (KO,LO) — Ea:t/l\(M,LO) — 0
| ! !
Extl (M, N) 0 Ext (KO, N)
! !
0 0

Del diagrama anterior la segunda columna es exacta, pues Homy (P, )
es exacto izquierdo y Fy es proyectivo, al igual que el segundo renglén es
exacto, pues Homy (_, I 0) es exacto izquierdo, y I es inyectivo. Por otro
lado el primer y tercer renglén son exactos, pues son las sucesiones corre-
spondientes a (2) aplicadas a (x), ademds como Py es proyectivo se tiene
Ext} (PyN) = Ext} (Py,Lo) = 0. La primera y tercera columna son las
sucesiones exactas de (1) aplicadas en (%), ademds como I° es inyectivo se
tiene Ext} (M, 1) = Ext} (Ko, %) = 0. También como

HomA (_, _) ‘A MOdXAMOd — Ab (AMOd)

es un bifuntor, se sigue que todos los cuadrados del diagrama conmutan.
Por lo tanto el diagrama anterior es un diagrama conmutativo de renglones
y columnas exactos. Como ¢, 5 son epimorfismos, se sigue

im (0) = im (B0) = im (y¢) = im (7)
Entonces
Ext} (M, LO) > coker (0) = coker (y) = W
Del diagrama anterior se induce el siguiente diagrama conmutativo

Homa (P, N) % Homy (Ko, N) — Eaxth (M,N) — 0
~ ~ | (3)

ker (B)

le

ker (vy) —  coker(a) — coker(f)
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con los isomorfismos inducidos de manera vertical y ¢ el morfismo inducido
por ¢. Como 3 es un epimorfismo, entonces coker (5) = 0. Por otro lado,
como coker (o) & Ext} (M, N), entonces se induce el diagrama conmutativo

Homy (Po,N) % Homy (Ko, N) — Eath (M,N) — 0
~ ] ~ |
ker (B) ker (7) — Exti (M,N) — 0

Por lo tanto

Lo

(4) Exti (M,N) = Ext} (M,N)

Siguiendo este proceso de manera inductiva para los isomorfismos obtenidos
en (3) cuando se lo aplicamos a las sucesiones exactas cortas

0 — K, - p,

K, — 0
0 — ot o Aogm

Por (3), (4) y (1.17)

Ext) (Kn_1,L™) = Exty (K1, ™) =
Ext} (K, L™) Ext) (K,, L™ 1)

1

Por lo tanto

Extytt (M, N) Exth (M, L"1)
Ext} (Kp—2, L°)

Bzt (M, N)

Ext} (K, 2, LV)
El’t/l\ (Kn—la N)

1111

R

3.6 Observacion. A partir de (1.11) y del teorema anterior se siguen
las siguientes afirmaciones.

(i) Si I es un A — mddulo inyectivo. Entonces Ext} (M,I) = 0 para
cualesquiera n > 1 y M A — méddulo.

(13) Si P es un A —médulo proyectivo. Entonces Ext} (P,N) =0 para
cualesquiera n > 1 y N A — méodulo.

3.7 Proposicién. Si G, H son grupos abelianos. Entonces para cualquier
n>2
Exty (G,H) =0
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Demostracién. Como G es un grupo abeliano, entonces existe una
sucesién exacta corta

0 — K % 1L ™ G — 0

donde L es un grupo abeliano libre, entonces como los submédulos de un
grupo abeliano libre son libres, entonces K es libre. Por lo tanto tomando
la cadena

rp. . - P, - P17 — .. - P — P — G — 0

con Pp=L, P =K , P, =0n > 1, se tiene una resolucién proyectiva de
G. Entonces Ext) (G,H) =0, paran > 2. B

3.8 Ejemplo. Para cualquier grupo abeliano H, si m > 2, entonces
Exty (Z,, H) = H/mH

Demostracion. Consideremos la sucesién exacta

0—>ZMZ—>Zm—>O

con f,,, la multiplicacién por m. Aplicando el funtor Ezty (_, H) a la suce-
sién anterior, se induce la sucesién exacta

Homy (Z,H) Wl Homa (Z,H) — Ext} (Zy,, H) — Ext} (Z, H)
Como Ext}, (Z, H) = 0, pues Z es proyectivo. Por otro lado Homa (Z, H) =
H.

Entonces al considerar el siguiente diagrama conmutativo con renglones

exactos
0 — H £, H —  H/mH  — 0
! !
0 — Homp(Z,H) (ﬁ) Homp (Z,H) — Eaxt} (Zm,H) — 0
Hom )«

se tiene Extl (Zy, H) = H/mH. R

3.9 Proposicién. Si {M}},x es una familia de A —mddulos. Entonces
para todon >0

Ewtﬁ(@ Mk,N> = H E:z:tx (Mk,N)
keK keK
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Demostracion. Si n = 0. Entonces
Ext} <@ Mk,N> >~ Homy ( D Mk,N>
keK keK

Por (1.5.13)
Homp (Brex Mi, N) = [Trex Homa (Mg, N) = [[c g Ext) (M, N)

Por lo tanto, Ext} (Brex Mk, N) = [1rex Ext] (M, N).
Para n =1, para cada k € K, sea

0 — L — P — M, — 0
una resolucién proyectiva Mj. Entonces la sucesion

0 — @keKLk - @keKPk - @keKMk — 0

es exacta.
Como Py es proyectivo para cada k € K, entonces @, Py es proyec-
tivo. Entonces podemos inducir el siguiente diagrama conmutativo

Homp (&P, N) — Homp (®Lg, N) — Eat) (Mg, N) — FEaxt) (&P, N)

wl 1/1l
MHomp (P, N) — THomp (Ly, N) — TEszt) (My,N) — TIEzt) (P, N)

donde ¢ y 9 son los isomorfismos definidos en (£.5.13). Como Py, y @.c - P
son proyectivos, entonces Ext) (Bycx Pe, N) =0y [[iex Exty (Pe, N) =
0. Por lo tanto Ext} (Byex Mi, N) = [1ex Exty (Mg, N).

Supongamos que hemos probado para n > 1. Entonces considerando el
diagrama conmutativo

Eaty (&P, N) — Eat} (8L, N) % BEati™ (&M, N) — Exti™ (&P, N)
S
IExt} (P, N) — HExzt? (L, N) & MOExti™ (My,N) — Ezti™ (P, N)

donde 7 es el isomorfismo definido en la hipétesis de induccién. Como

Ext} < D P, N) =0= Extht! ( D Pk,N>

keK keK

[1 Exty (Py,N)=0= [[ Exty™ (P, N)
keK keK
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Entonces 9, 0’ son isomorfismos. Por lo tanto

Exty ™ (k@K Mk,N> = kHK Exty™ (Mg, N)
S S

Ansdlogamente a la proposicién anterior se tiene la siguiente proposicion.

3.10 Proposicién. Si {Ny},cx es una familia de A — médulos. En-
tonces para todo n > 0

Fat} (M, I Nk,) =TT Batf (M, Ny)
keK keK

A continuacién consideremos el siguiente problema: Sean M’y M"” dos
A—médulos, {Cudles son los A—médulos M, tales que, M’ sea un submdédulo
de M,y M" sea su médulo cociente?, i.e, ;Cudles son los A — médulos M,
tales que,

o — M — M — M — 0

es una sucesion exacta corta? Encontrar o clasificar dichos A — mddulos M
constituye lo que se le conoce el problema de extension de A — mddulos.

3.11 Definicién. Una extension de M' por M" es una sucesién exacta
corta de A — médulos

e: 0 — M — M — M' — 0
Diremos que la extension se escinde, si dicha sucesién exacta se escinde.
Vemos que para cualesquiera M', M" A — médulos, la sucesién
;o im / n Pm "
O — M — MoM' — M' — 0

es una extensién de M’ por M”. Por lo tanto el conjunto de extensiones de
M' por M" no es el vacio.

3.12 Definicién. Sean ¢ : M’ — My - M" y &' : M' »— My — M
dos extensiones de M’ por M". Diremos que son equivalentes si existe un

A —mor fismo M, LR Ms, tal que, el siguiente diagrama conmuta.
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M/ — Ml — M//

1y ~L P l Lom l
M/ — M2 — MI/

Cabe hacer notar que el morfismo 1) de la definicién anterior es un isomor-
fismo debido a (1.3.12). Por otro lado si M’, M" A — médulos la relacién
definida anteriormente, induce una relacién de equivalencia sobre las ex-
tensiones de M’ por M”. A partir de este hecho podemos denotar con
Ext (M', M") al conjunto de clases de equivalencia de M’, M" y por [e] un
elemento. Ademds podemos observar que Fxt (M', M") # &, pues la clase
de equivalencia de la extension. M’ — M' @ M"” — M" es un elemento de
Ext (M, M").

3.13 Proposicién. Si Ezti (M”,M’') = 0. Entonces para cualquier
extensién de M’ por M" se escinde.
Demostracién. Sea

0 — M oM % om0

una extensién de M’ por M”. Entonces se induce la siguiente sucesién exacta

*

Homp (M", M) 2= Homp (M",M") — Ext} (M", M)

Como Ext} (M",M') = 0, entonces g* es un epimorfismo. Por lo tanto
existe ¢ € Homp (M", M), tal que, gop = 1. B

3.14 Corolario. (i) Un A — mddulo P es proyectivo si, y sélo si
Exth (P,N) = 0 para cualquier A — médulo N.

(1) Un A — médulo I es inyectivo si, y sélo si Ext} (M,I) = 0 para
cualquier A — méddulo M.

Demostracién.(i) (=) Por (3.6) Exzt} (P,N) = 0 paran > 1, en
particular para n = 1.

(<=) Si Exzt} (P,N) = 0, entonces cualquier sucesién exacta

O — N — M — P — 0

se escinde. Por lo tanto P es proyectivo.
(i1) (=) Por (3.6) se tiene Ext} (M, I) = 0.
(<=) Si Exzt} (M,I) =0, entonces cualquier sucesién exacta corta

0O — I — F — M — 0
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se escinde. Entonces [ es inyectivo. B

Sea
f

0o — M L M L M — 0
una extensién de M’ por M”. Sea

rp: .. - P, - P41 — .. - P — P — M — 0

una resolucién proyectiva de M". Entonces por el teorema de comparacién

existen morfismos P fo, M, P, — M’, tales que, el diagrama
B2 01 3 "
PQ — P1 I PO — M — 0
f1 J/ fo l llj\/lu

0o — M Lo L om0
conmuta Como fi 002 = 0, entonces f1 € ker(d3). Por otro lado, si
PO — M, PJ i M’ son morfismos, tales que, fo f{ = fpodi y go fj =c¢,
entonces por el teorema de comparacion existe un morfismo Py Ny VL , tal

8*
que, f1—f] = hody = 0f (h) (Homp (P1, M') — Hom (P2, M")), entonces
fi+im (07) = f1 +im (0}), y fr +im (97) € Exty (M", M").

Estos hechos motivan la siguiente asignacién

U: Ext(M,M") — Eat (M", M)
[e] —  fi+im (0]) = cls (f1)

3.15 Observacion. 1 estd bien definida.

Demostracién. Sean ¢ : M’ — M — M", &' : M' — My — M" dos
extensiones equivalentes.

Si P es una resolucién proyectiva de M” se induce el siguiente diagrama
conmutativo

p = P2 op S M — 0
! In Lo Ly

er 0 — M oM S om0
b1, / Ly L1

5':0—>M'L>M1L>M”—>O

Entonces ¥ [e] = f1 +im (0F), y Y [¢'] = f1 + im (IF), pues ¢ es un isomor-
fismo. Por lo tanto ¥ [¢] = ¥ [e ]
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3.16 Observacién. Si e : M' — M — M" es una extension que se
escinde, entonces W [e] = 0.
.. f g . -
Demostracién. Sea ¢ : M’ » M — M" una extensién escindible
)

. J .
entonces existe un morfismo M” —— M, tal que, g o j = 1, entonces se
induce el diagrama

N O

l iO leE l«ljwu
e 0 — M Lo L oM o

conmutativo, con P una resolucién proyectiva de M”. Por lo tanto ¥ [¢] =
0+im(0]) =0.

3.17 Observacion. ¥V es una funcion biyectiva.

Demostracién. Veamos que U es una funcién inyectiva. Sean [¢],
[€'] € Ext (M', M"), tales que, V¥ [¢] = W [¢'], i.e, f1+im (0F) = f{ +im (0F),
entonces existe un A — mor fismo Py LN M, tal que, fi — f] = ho 0. Sea
m € M, entonces existe x € Py, tal que, g(m) = e(x) = g(fo(x)) ¥
m = fo(z) + f (m'), para algin m’ € M’. Definiendo

¢ (m) = f'(h(z)) + fo () + ' (m)

Por otro lado, si tenemos y € Py, m € M’, tal que, m = fo (y) + f' (m),
entonces existe z € P, tal que, x —y =01 (2) y

fo(z—y) = f(m)— f (m')

ademads
fofi(z)=foodi(z)=f(m)— f(m)

Por lo tanto m —m’ = f1 (2), por otro lado

f () + fo (y) + f (m)
= f' (b (@) + fo () + " (m") = [/ (R (91 (2))) = f5 (01 (2))
= [ (h(@)+ fo(x) + £ (m) + [ (f1(2) = ' (f1(2) + F" (/1 (2)) = fo (1 (2))
= [ (h(@)) + fo (2) + [/ (m)

Por lo tanto, ¢ estd bien definida; ademds ¢ o f = f’, ¢’ o ¢ = g. Entonces

[e] = [€']-
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Veamos que ¥ es una funcién suprayectiva, i.e, mostremos que existe
una extensién de M’ por M". Sea f + im (07) € Ext} (M",M'), donde
f € Homp (P, M), tal que, 95 (f) = fods = 0. Consideremos el submédulo

L={(f(2),=01(2)): z € 1}

de M' @ Py. Definamos a M = M’ @& Py/L y el morfismo M’ % M, como
a(m')=(m',0)+ L, m" € M'. Tomando el morfismo

M/ @ PO L M//

dado por B (m’,z) = e(x), con m' € M’ y x € Py. A partir de la defini-
cién de ' se duce que ' es un A — epimor fismo. Entonces ' induce un

epimorfismo

ML m

con B((m/,z) + L) =¢(x) para (m/,z) + L € M.

Supongamos que « (m’) = 0, para alguna m’ € M'. Entonces (m/,0) =
(f (z),—01(z)), para alguna z € P;. Por lo tanto, si 01 (z) = 0, esto implica
que z = 0o (t) para alguna t € P». Entonces m’ = f(z) = fo 02 (t) = 0,
pues f o 02 (z) = 0. Entonces a es un monomorfismo.

Por las definiciones de o y [ se tiene im (o) C ker (8). Sea (a,x) €
M' & Py, tal que, 8 ((a,z) + L) = € (x) = 0. Entonces existe z € Py, tal que,
x=01(2)y (m,z)+L=(m,0(z)+L=(m 01(2)+(f(2),-01(2))+
L=m+f(2),0)+L =a(m+ f(z)). Por lo tanto ker (8) = im (),

entonces la siguiente sucesion es exacta

5:0—>M’L>ML>M”—>O

Definamos al morfismo Py ELN M como fy(z) = (0,2) + L. Ademas, si
z€ P,z e Py, aof(z)=(f(2),0)+L=(f(2),-01(2)+(0,01(2))+ L =
(0,01 (2))+ L = food (2),y B(fo(z )) B ((0,z = ¢ (z). Por lo tanto

el diagrama

P 2 op % op S M 0

‘l’f lfO llM//
es conmutativo y U [e] = f 4+ im (9]). Por lo tanto ¥ es suprayectiva. B

Recordemos que si X es un conjunto y G un grupo, y X N G una fun-
cién biyectiva, entonces existe una tinica estructura de grupo para X, tal que,
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1 es un isomorfismo de grupos. En particular Ext (M’, M") tiene una estruc-
tura de grupos, pues de hemos definido una biyeccién entre Ext (M', M")
y Exth (M”,M’). Lo que a continuacién haremos es describir la estructura
de grupo de Ext (M’', M") de manera explicita.

. f g )

3.18 Lema. Si ¢ : M' >~ M — M" es una extension de M’ por M" y
M' 25 M un morfismo. Entonces existe una extension & : M} — M. —
M" y un morfismo de cadenas T' = (@1, 3, 1pgm) : € — €, tal que, la pareja
(e,T) es dnica salvo equivalencias.

Demostracién. Sea M. = M \/ Mj del diagrama

]
M — M
ol
My

Entonces existen morfismos M A, M.y M{ — M_. Por otro lado, de

los morfismos M —~» M y M{ LN Ve y de la propiedad universal del

coproducto fibrado, existe un morfismo M, M ', tal que, el diagrama

er 0 — M oM L oM — 0
lgﬁ lﬁ lljw//
M — M, — M"
I! g

conmuta. A partir de la definicién de coproducto fibrado se tiene ¢’ o f' = 0.
Ahora mostremos que ker (¢') = im (f'). Como My = M' @ M/S con S =
{(e(m'),—f(m')) : m' € M}, ademds el morfismo f' (m') = (m/,0)+S y el
morfismo (3 estd definido por 8 (m) = (0, m)+S, mds aun ¢’ ((m/,m) + S) =
g (m). Entonces

ker (¢') = {(m/;m) + S : g(m) =0}
= {(m/;m)+ S:meker(g) =im(f)}
= {(m/,f(n)+S:m'eM Ane M}
= f (M)

Por lo tanto ker (¢') = im (f’). Como ker (') = {m' € M{: (m/,0) € S}, si
(m/,0) € S, entonces existe a € M’ con (m/,0) = (¢ (a),—f (a)), entonces
f(a) =0, como f es monomorfismo entonces a = 0y a(0) = 0. Por lo tanto
f' es monomorfismo. Entonces

g€:0— M — Mo — M"—0
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es una sucesion exacta.
Ademds, si €” es otra extension de M| por M”, con la propiedad men-

. . . 1" / /
cionada anteriormente, entonces definiendo el morfismo M* — M*% con
/ 1 . .
B (m") = (8" (m"),g" (m")) se tiene que €” es equivalente con ¢ W

f
3.19 Lema. Si c: M’ M % M" es una extension de M por M" y

! !
» . ., f 1 g
M{ — M" un morfismo. Entonces existe una extension & : M' — M*® =

M{" y un morfismo de cadenas I' = (1pp,8,9) : € — €’ tal que la pareja
(e/,T) es tnica salvo equivalencias.
Demostracién. Sea M¢ = M A\ M" del siguiente diagrama

My
Ly
M L M 0

/
. " g r B ( .
Entonces existen morfismos M¢ —— M{ y M® — M, mds aun a partir

0 . . !
de los morfismos M’ — M{ y M’ L M existe un tnico morfismo M’

M¢', tal que, gof =0y pof = f. Entonces el siguiente diagrama conmuta

!
/ e 9 "
M -— M — 1
1 4 lg Lo
er 0 — M oM L oM — 0
Del diagrama anterior se tiene que f’ es un monomorfismo. Siguiendo un
proceso dual al lema anterior se muestra que la sucesién obtenida es exacta.

Si ” es otra extensién de M’ por M{ definiendo el morfismo M®" LS YE
con ' (m”) = (8" (m”),g" (m")). Entonces se tiene que £” es equivalente
cone. W

. f f! !
Para dos extensiones ¢ : M’ s M % M ye M — M %, M". Sea

cad: 0 - MM ¥ vem Y mreM — 0

la suma directa de € y €, se tiene € @ €’ es una sucesién exacta. Defiendo
)

los morfismos
M/ @ M/ M M/

Ay

MI/ M M”@M”
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codiagonal y diagonal respectivamente, definidos por V (mf, mb) = m} +mj
y A (m”) = (m”,m"”). Entonces por los lemas anteriores existen sucesiones

e1: 0 — M — B — M'éM' — 0
eg: 0 — M — By — M' — 0

tales que el siguiente diagrama conmuta

0 — MM B uem L mremr — o

‘Lvl\i’ lﬁl llNIlIeaMlI
0 — M’ — Fq — M'éM' — 0
1 1 15, TAym

0 — M — FEy — M" — 0

A &5 se le suele llamar la suma de Baer de € y €', a la cual se le suele denotar
por V (E ) 6/) ANYUB

Sier : M — My - M", e/ M' — M] — M" son extensiones
equivalentes, al igual que ey : M’ — My — M" ey : M' — M} — M".
Entonces

M, P M, = M{@Mﬁ

por lo tanto V(g1 @ e2) Ay es equivalente a Vi (€] @ eh) Apyn.
Del hecho anterior para [¢], [¢'] € Fat (M', M") definimos
]+ [€'] = Var (e®€") A

De esta definicién podemos decir que + se puede ver como la composi-
cion:

([e], [€']) — (e@€) — (Vmr (e@€)) — (Var (e D E)) A

3.20 Proposicién. Si ¢’ es una extension de M’ por M" que se escinde,
entonces para cualquier extension € de M' a M", se tiene

. f g .
Demostraciéon. Sea ¢ : M’ »» M — M" una extensién de M’ por
M" y sea & una extensién escindible de M’ por M”, como &' se escinde,
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(]

g
entonces podemos tomar a &’ : M’ — M' @ M" — M". Entonces V (¢ @ £’)
es la extensiéon

0 — M Lowm L MM — 0
con My =M PMP (M HM")/S, donde

S = {(v(my,my),—(f,i) (m},m3),0) : my,my € M'}
= {(mll +ml2= —f (mll) ) _ml2v0) : mll?mIQ € M,}

y los morfismos f y g estdn dados por:
f'(a) = (a,0,0,0) + S,a € S
y
g ((a,b,e,d)+ S) = (g9,7) (b, (a,c)) = (9 (b),c) a,ce M',be M,ce M"

Por otro lado la extensién V (e @ ¢’) se puede ver como

0o — v LB Lo — o
B = (,0): ¢/ () = A ()}
= {((a,b,a1,¢) +5):(g(b),c) =(c,c)}
= {((a,b,a1,¢) +5) : g(b) = ¢}

y los morfismos f” y ¢” definidos por

f"(a) = (f"(a),0) = ((a,0,0,0) + S,0),m € M’

d" ((a,b,a1,¢c) + S,c) =c
Definiendo el morfismo M —2+ E , dado por
¢ (b) = ((0,6,0,9 (b)) + K, g (b)) ,be M
Entonces para cada o’ € M', b e M

p(f(a) = ((0, f (a),0,0) + K, 0)
= ((=a,f(a),0,0 +(a,)f(a),0,0)+5,0)
f/l a
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9" () = "((0,b,0,9(
= g

Por lo tanto el diagrama conmuta

0 — M L B AN Y A

IIVI' »J/ ) %2} »J/ »J/lM//
n — M! LN M’@M" 5 M — % 0

Por lo tanto V (¢ @ ¢’) equivalente a ¢. W

. f
3.21 Proposicién. Para una extension € : M’ =~ M 2 M de M a

. . ! =
M?", si tomamos la extension  : M’ »~ M > M", con fm)=—-f(m),

m’ € M'. Entonces la extension (Vap (e ")) Ay se escinde.
Demostracién. Como la extension

vess): 0 — M Lowm L MM — o
es tal que My = M’ @ M @ M/S, con
S = {(my+mb, —f (m1) , f (m3)) : my,my € M'}
y los morfismos ' y g’ estdn definidos por
f(m) = (m',0,0) + K,m' € M’
g ((m';m1,ma) + K) = (9 (m1) g (m2)), (m',m1,mz) € M' M PM

Entonces la extensién V (¢ @ €) A puede tomarse como

0o — M LB Lo o
con
E = {(¢/,m"ye M@ M":¢ ()=AL(m")}

= A{((m;m1,mg) + 8,m") : g (m1) = g (m2) = m"}
" (m') = ((m',0,0) + 5,0), m" € M’

g’ ((m', ml,mg) + S, m”) =m

Sim” € M" ym e M, tal que, m” = g (m). Entonces ((0, m,m)+ S,m”) €
E.
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Si my € M es otro elemento, tal que, m” = g (m1), entonces m; — m =
f (m') para algin m’ € M'. Entonces

(O>m17m1) + S = (07m>m) + (07 f (m/) 7f (ml)) + S
= (0,m,m)+ (—m' +m/, f(m'), f(m))+ S
= (0,m,m) + S

pues (—m/ +m/, f(m'), f(m')) € S. Por lo tanto ((0,m,m)+ S,m”) de-
termina un unico elemento en E. Definiendo v (m”) = ((0, m,m) + S, m”)
con m € M, tal que, g (m) = m”, determina un morfismo M" en E, tal que,
g oy=1. 1

A partir de las proposiciones anteriores vemos que la suma de Baer dota
a Ext (M', M") de una estructura de un grupo abeliano, donde el neutro
aditivo es la clase de la extensién escindible.

Recordemos que la funcién W es biyectiva, por lo que ahora nos falta es
ver que con la estructura de grupo abeliano con que se le dot6 a Ext (M', M"),
resulta que ¥ es un isomorfismo de grupos abelianos.

3.22 Proposicién (Formula I). U [c @] =V [e] @ U [€]]
Demostracién. Del diagrama conmutativo
0 — P®P — POP, — MM — 0
1@ ! ap®oy ! llMu@lMu
0o — MM — MM — M'éM' — 0
donde P, P’ son resoluciones proyectivas de M"”. Como

Ext(M' @ M',M" @ M")

es independiente de la eleccién de la resolucién proyectiva y P @D P’ es una
resolucién proyectiva de M” @ M", entonces ¥[e @ e'] = cls (a1 ® a1) =
cs(ar) ®cls(a) =V[e|avE]. B

3.23 Proposicién (Formula II). Si [¢] € Ext (M, M") y M’ LN
entonces ¥ [ho¢e] = hV [g].

Demostracién. Sea P una resolucién proyectiva de M”, entonces al
considerar el diagrama

Py — P — B — M — 0
Oql aol lljwll

e: 0 — M — M — M' — 0
hl l llM//

hoe: 0 — N — N — M' — 0
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donde h o € es la extensién obtenida a partir del morfismo M’ R N ,
por lo que P es una resolucién proyectiva de h o e. Entonces ¥ [hog]| =
cls(hoay) =h(cls(a1)) =h¥c]. R

3.24 Proposicién (Formula III). Si [¢] € Ext (M',M") y M" K,
N", entonces [ek] € Ext (M',N").

Demostracién. Sea ¥’ la biyeccién entre Ext (M', N")y Exty (N, M").
Si P’ es una resolucién proyectiva de N, entonces ¥ ([ek]) = cls (k}), donde
k) es la primera componente del morfismo Py» — ek sobre 1yn, entonces

V' ([ek]) = Vel by
En Ext (M’',N"). Considerando el diagrama

9

P, - P — P — N — 0
ol o 4 Lk

egk: 0 — M — E — M' — 0
ljwll \L \LlM//

ce: 0 — M — M — M' — 0

donde W' [¢k] = cls (1), por otro lado considerando el diagrama para W [¢] k],
se induce el siguiente diagrama

9 %

P, —- P — P — N' — 0
Lhy Lko Lk

p 2 p 2 p — M 0
loq i llMu

O — M — M — M' — 0

Entonces como a0k} y 7y, son la primera componente del morfismo Py» —
€, por el teorema de comparacion

cls (v1) = cls (a1 0 kY)

3.25 Corolario. La funcion

U: Ext(M',M") — Ext} (M", M)
[e] —  fi+im(0]) = cls (f1)

es un isomorfismo de grupos.
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Demostracién. Como V¥ es una biyeccién basta probar que es un home-
omorfismo.

Sean [¢], [¢'] € Fat (M', M"). Entonces

U(el+[E) = v(v(eae)D)
= (Y[Vv(ea®e)])A Fomula III
= V((ede))A  Formula Il
= V(U] V[])A Formulal
= Wle] + ¥ [¢]

Por lo tanto ¥ es un isomorfismo. W

Para finalizar esta seccién al igual que se hizo para Tor (M, ) demos
una caracterizacién para Ext} (M, ).

3.26 Teorema (Axiomas para Ext). Sea
(Fn:AMOd —>AMOd (Ab))ogn

una sucesion de funtores covariantes aditivos que cumple:
(1) Para cualquier sucesion exacta

0 — N — N — N' — 0

existe una sucesion exacta larga con morfismo de conexion

-l (N//) A:: Fn (N/) — F"(N) — F" (N”) L8 -t (N/) .
(ii) Existe un A — médulo M, tal que, FO (M) es naturalmente equiva-
lente a Homp (M, ).
(7i1) F™ (I) = 0 para todo A — médulo inyectivo I y n > 1.
Entonces F" es naturalmente equivalente a Ext} (M, ) para n > 0.
Demostracién. Por induccién sobre n. El caso n = 0 se tiene por (i).
Mostremos para n = 1. Como N es un A — mddulo existe una sucesiéon
exacta

0O — N — I — V — 0
con [ inyectivo. Entonces por (ii) se induce el diagrama

FO (1) — FO (V) — FL1(N) — FL(I)

lTO,I lTO,V !
Extd (M,I) — Ext} (M,V) — Exti (M,N) — Ext} (M,I)
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con reglones exactos, donde 7°, I y 79,V son los isomorfismos descritos
. . . N
en (ii), como F! (I) = 0 = Ext} (M, I), existe un isomorfismo F! () JEIEN

Ecct/l\ (M, N) que hace conmutar el diagrama. Asi procediendo de manera

. . . . n, N
inductiva, existen isomorfismos F" (N) ™5 Ext} (M, N) para cada n > 1.

|
Procediendo de manera dual a (2.25) se tiene la siguiente definicién.

3.27 Definicién. Un objeto I en una categoria abeliana A se dice
que es inyectivo, si para cualquier monomorfismo M’ 4, M y morfismo
M -2 1, existe un morfismo M LR I, tal que, g = ho f, es decir, el

diagrama conmuta
f

0o — M s
N

g
I

3.28 Definicién. Dados dos objetos M, N en una categoria abeliana
A, diremos que M se encaja en N, si existe una sucesion exacta

0—>ML>N—>N”—>O

3.29 Definicién. Si v es una clase de objetos en una categoria abeliana
A, diremos que tiene bastantes co — v — objetos, si para cualquier elemento
en A se puede encajar en algin objeto de .

3.30 Definicién. Para una sucesion (F™: A — B)o<,, de funtores adi-
tivos. Diremos que dicha sucesion ~ — coborrable, si F"(Y) = 0 para
cualquier n >0y Y € ~.

Notemos que las definiciones anteriores corresponden a una general-
izacion de los A —mddulos inyectivos planteado desde la teoria de categorias
abelianas y de los funtores derivados. Por lo que el teorema anterior se puede
rescribir de la siguiente manera.

3.31 Proposicién. Para dos sucesiones de funtores covariantes aditivos
(F": A — B)o<n, (F : A — B)o<n, si A tiene bastantes co— — objetos,
Yy
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(i) Para cualquier sucesion ezacta
O — N — N — N' — 0
de objetos en A, existen sucesiones exactas largas
— (N S R (V) s 2L (V)
n—1s Ans

., v (N") Aﬁ F (NI) . AL e (N/) .

(ii) FO es naturalmente equivalente a FY
(15i) (F™)o<n y (F™)o<n son v — coborrables.
Entonces F" es naturalmente equivalente a F™ para toda n > 0.

3.32 Definicién. Si A y B son dos categorias abelianas y
T=(T":A— B)nzo

una sucesion de funtores aditivos, diremos que T es un 0 — funtor coho-
moldégico, si para cualquier sucesidn exacta

O — N — N — N' — 0
en A existe una sucesion exacta
T (N7) 25 Tt (V) — Tt (V) — T (V) 25
que inicia en TO (N') — T (N) — T (N") tal que, si
0 — @ — Q@ — @ — 0

es una sucesion exacta en A, entonces existe un diagrama que conmuta para
toda n >0

T (N") 25 T ()
| !
T" (Q//) ? Tn+1 (Q/)

. e . n n
3.33 Definicién. Un morfismo 7: (H"),5q — (T"),,5q de 0— funtores
cohomoldgicos es una sucesion de transformaciones naturales

T=(r":H" - T"),5
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tal que se tiene el diagrama conmutativo

H"” (N//) i) Tn+1 (Nl)

N Lrnt1 N
T (N//) _ Tn+1 (N,)
6/

para toda n > 0 y toda sucesion exacta N' — N — N" en A.

3.34 Definicién. Si F: A — B es un funtor aditivo, entonces un 0 —
funtor cohomoldgico T = (T" : A — B), -, es una extensiéon cohomolégica

de F, si existe una equivalencia natural T : F — TP,

Cabe hacer notar que (Ewtﬁ (M, _)) es una extensiéon cohomolégica

de Homy (M, )

n>0

Como los conceptos de (3.27) a (3.29) corresponden a la generalizacion
del comportamiento de un A — mddulo inyectivo en una categoria abeliana,
que es el concepto dual presentado en (2.27). Por lo que de manera dual a
(2.31) se obtiene el siguiente teorema.

3.35 Teorema. Si A es una categoria con bastantes objetos inyectivos
(IA). Entonces

(¢) Si (H"),~q y (T"),~o son dos 0 — funtores cohomoldgicos, con
H™(I) = 0 para cualquier I € I y n > 1 y existe 7° : H'— T una
transformacion natural. Entonces existe una tnica transformacion natural
7 : H"— T™ para cualquier n > 0. Mds aun si 70 es una equivalencia
natural se tiene que " son equivalencias naturales.

(13) Si F :pAMod — Ab es un funtor covariante aditivo exacto izquierdo,
entonces existe una unica extension cohomoldgica (H™),~, de F tal que
H"(I) = 0 para cualquier I € I* y n >0

Demostracion. (i) Es dual de (2.33)

(ii) Tomando R"T = H", para n > 0, se obtiene el resultado deseado.
[ |

De esta manera podemos concluir que (Ext (M, _))n>0 se construye

A
n
como la extensién cohomolégica de Homp (M, )



Capitulo 7

La cubierta inyectiva.

En esta seccién mostraremos resultados importantes acerca de los A—mddulos
inyectivos

1.1 Definicién. Un subanillo J de A se llamard ideal izquierdo de A,
st para toda x € A y para toda a € J se tiene xa € J, es decir, AJ C J. Un
subanillo J de A se llamard ideal derecho de A, si para toda © € A y para
toda a € J se tiene que ax € J, es decir, JA C J. Un subanillo J de A se
llamard ideal de A, si es ideal izquierdo y derecho.

Si A es un anillo conmutativo, entonces un ideal derecho (izquierdo) de
A es un ideal izquierdo (derecho).

1.2 Teorema (Criterio de Baer). Un A — mddulo I es inyectivo

si, y solo si para cualquier A — mor fismo J 7, I, con J un ideal de A,
puede extenderse a A, es decir, existe un morfismo g, tal que, el diagrama
conmuta.

I
g
RN

0o — J — A

Demostracién. (=) Como J es un submddulo de A, entonces la
existencia de dicho morfismo se sigue de la definicién de mdédulo inyectivo.
(«<=) Supongamos que tenemos el diagrama

1

Al
0 — M — N
7

185
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donde M es un submédulo de N. Sin pérdida de la generalidad asumamos
que 7 es la inclusién. Definamos el conjunto X, formado por parejas orde-
nadas (M’ ¢/), donde M C M’ C N y M’ % T extiende a f, i.c ¢ [a= .
Notemos que X # &, pues (M, f) € X.

Diremos que

(M/, gl) S (MI/, g//)

si M' € M"” y ¢"” extiende a ¢’. A partir de esta definiciéon, X es un
conjunto parcialmente ordenado; mds ain podemos formar cadenas acotadas
superiormente. Entonces por el lema de Zorn existe (Np,go) un elemento
maximal en X. Es claro que si My = N, entonces hemos terminado, por lo
que ahora demostraremos My = N.

Supongamos que existe n € N, tal que, n ¢ My. Definamos el ideal

J={reA:rne My}

Sea

h: J — I
r — go(rn)

Entonces existe un A —mor fismo A LNy que extiende a h. Finalmente
definamos M; = My + (n) y

g1 M, — I
mo+1n — go(mg) +rh* (1)

Mostremos que g¢; estd bien definida. Supéngase mg + rn = m{ + r'n/,
entonces (r —r')n = my —mo € My, entonces r — 1’ € .J, por lo que

g0 (my —mo) = go ((r —r')n) = h(r —r') = (r =) h* (1)

Por lo tanto g (mg) 4+ rh* (1) = go (mg) +r'h* (1). Entonces g; extiende
go. Por lo que (My, go) < (Mi1,g1). Lo cual contradice la maximalidad de
(Mo, go). Por lo tanto My = N y go extiende a f. B

Ahora analicemos més propiedades de los médulos inyectivos.

1.3 Proposicién. Si A es un dominio entero, entonces cualquier A —
modulo inyectivo I es divisible.

Demostracién. Supongamos que I es inyectivo. Sea e € I y rg € A,
ro # 0. Mostraremos que existe un x € I, tal que, e = rgz. Definamos
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f:AT() — I

T —— Te

Observemos que f estd bien definida, pues si rrg = r'rg, entonces r = 1/,

pues A es dominio entero. Entonces existe un morfismo A Ny , tal que,
extiende a f. En particular

e = [ (ro) = h(ro) = roh (1)
con h (1) € I. Por lo tanto I es divisible. B

1.4 Proposicién. Sea un dominio entero y Q@ = Frac(A). Entonces
(1) Q es un A — médulo inyectivo.

(i) Cualquier espacio vectorial I sobre @ es un A —mddulo inyectivo.
Demostracién. (i) Por el criterio de Baer, es suficiente demostrar que

cualquier morfismo J 4, Q, con J ideal de A se extiende a A. NotEsI;nos q(u)e
: _ _ fla) _ f(b
sia,beJ,a,b#0,entonces af (b) = f (ab) = bf (a), por lo que =% = 152
en () para cualesquiera a, b # 0.
Sea ¢ € @) este valor comtin. Definamos

g: A — Q@

r — rc
Entonces para cualesquiera a € J, a # 0, se tiene

g(a) =ac=a™ = f(a)

a

Por lo tanto g extiende a f.

(ii) Sea J un ideal de A y J 4, I, entonces para cada a € I no cero,

como [ es divisible tenemos f (a) = ae,.

Probemos que e, = e, para a,b € J. Como f es un A — mor fismo
tenemos f (ab) = af (b) = a (bey), similarmente f (ba) = b (ae,). Como A es
conmutativo, entonces ab = ba y abe, = abey, por lo que ab (e, — ep) = 0.
Como I es un espacio vectorial y a,b # 0, entonces e, — e, = 0. Definamos

f: A — 1

r — rf(l)=re,
con a € I no cero. Entonces fextiende af. Nl

1.5 Observacién. Si A es un dominio entero con @ = Frac(A), de
la prueba del inciso (ii) de la proposicion anterior se muestra que cualquier
A — méodulo libre de torsion divisibles es inyectivo.
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1.6 Definicién. Un ideal I de un anillo A se llama ideal principal,
si I = (a), para algin a € I. Diremos que A es un dominio de ideales
principales, si cualquier ideal es principal.

1.7 Corolario. Para un dominio de ideales principales A, se cumple:
(7) Un A —méddulo I es inyectivo si, y solo si es divisible
“(13) Cualquier cociente de un A. — mdédulo inyectivo es inyectivo.

Demostracién. Sea J un ideal no cero y J Lo Twn A - mor fismo,
entonces Aa = J para alguna a € A, a # 0.
Como I es divisible, entonces existe e € I, f (a) = ae. Definiendo

h: A — I

s — S€

vemos que este es un A — mor fismo que extiende a f, pues si s = ra € I,
entonces h(s) = h(ra) = rae = r = rf(a) = f(ra). Por lo tanto I es
inyectivo.

(73) Como I es inyectivo, entonces es divisible. Si M C I es un submédulo
de I, entonces I/M es divisible. Por (i) E/M es inyectivo. B

Entenderemos que un A — mddulo M’ se encaja en un A — médulo M,
si existe un submdédulo M” de M, tal que, M"” = M’.

1.8 Corolario. Cualquier grupo abeliano G puede ser encajado en algin
grupo abeliano inyectivo.

Demostracién. Por (1.4.15) y (1.4.16) existe un grupo abeliano libre
L = @,Z, tal que, G = L/K, para algin K submédulo de L. Entonces
G =LK =@,Z/]K C @,Q/K, pues Z se encaja en Q. Como Q es
divisible, entonces €p,; Q es divisible, mas aun @, Q/K es divisible. Por la
proposicién anterior @, Q/K es inyectivo. l

1.9 Proposicién. Sean M’', M, M" A — mddulos. Entonces existe un
isomorfismo

T 2 Homy (M @y M, M") — Homp (M', Homa (M, M"))

donde para cada M' @ M 1, M',ym'e M'yme M

T (f) =7 (f)

con 7 (f) (m') (m) = f(m' ®@m)
Demostracién. Probemos que 7 = 7pp a7 €s un A — mor fismo.

Sean M’®AML>M”y M @x M -2 M", ym’ € M', m € M, entonces
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T(f+g)(m)(m) = (f +9) (m'@m)
fm' @m)+g(m @m)
= 7(f)(m) (m) +7(g) (M) (m)

Veamos que 7 es inyectivo. Si 7 (f)(m') = 0 para cualquier m' € M’,
entonces 0 = 7 (f) (m') (m) = f (m' ® m) paratodom € M ym’ € M'. Por
lo tanto f = 0.

Veamos que 7 es suprayectiva. Si M’ £, Homp (M, M") es un A —
mor fismo, definamos ¢ (m',m) = F (m') (m), para m’ € M' y m € M.
Consideremos el diagrama

M xM Lo M oyM
N /

® @
M"

Como ¢ es una funcién bilineal, existe un Z — mor fismo M' @5 M 2,
M" con p(m’ @ m) = (m/;m) =F (m') (m), paratodom’ € M'ym € M.
Entonces 7 (p) = F. Por lo tanto 7 es un isomorfismo. W

1.10 Corolario. Para M', M A—mdédulos (A" — médulos), los funtores

Homy (_,Homy (M',M)) : aMod — (Ab)
Homp (M’®A_,M) : AMod — (Ab)

son naturalmente equivalentes. M

1.11 Lema. Si D es un grupo abeliano divisible, entonces Homyz, (A, D)
es un A — mddulo inyectivo.

Demostracién. Paracada A~ D e Homgz (A, D)y a € A, definamos
(af) como

(af)(r)=f(ar) VreA

De esta definicién se sigue que Homy, (A, D) es un A —mdédulo. Para pro-
bar esto mostraremos que Homp(_, Homgz (A, D) es un funtor exacto. Por
la proposicién anterior dicho funtor es naturalmente equivalente Homz(A®p
_,D), como Homz (A®x ,D)=Homyz(_,D)o(A®y ). Por otro lado,
como D es Z — modulo inyectivo y A ®a _ es naturalmente equivalente a
1,Mod- Entonces Homp (_, Homgz (A, D)) es exacto. B
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1.12 Teorema. Cualquier A — mdédulo M se puede encajar en un A —
médulo inyectivo.

Demostracién. Sea M un A — médulo. Tomando a M como un grupo
abeliano definamos el Z — mor fismo

o: M — Homg (A, M)
m — Pm

donde ¢,, (r) = rm ¥r € A. Si ¢, = ¢, entonces rm = ¢, (r) =
O (1) = rm/ ¥Vr € A, en particular para r = 1 se tiene m = ¢,, (1) =
o (1) = m/. Por (1.8) existe un grupo abeliano inyectivo y un Z —
monomor fismo, M —— D. Por la exactitud izquierda de Homy tenemos
la inyeccién

isx : Homg (A, M) — Homgz (A, D)

Entonces i, o ¢ es una inyeccién. Por tltimo mostremos que i, es
un A — morfismo. Sean a € Ay m € M. Como i.p(am) = iy (am),
donde ip (am) (r) = r (am) ¥r € A, entonces a (i.p (m)) (1) = (ip,,) (ra) =
i(ra)m =ram ¥r € A. Por lo tanto i, (am) = a (ixp (m)). B

Cabe hacer notar que de este teorema podemos decir que para cualquier
A —médulo M tiene una resolucién inyectiva, pues existe un A — maédulo I°
en el que se encaja M, por lo que existe una sucesién exacta

0 — M o 0 o yo g

con VO = coker (n) y 7 la proyeccién natural, repitiendo lo mismo para
VO, existe un A — médulo I', tal que, Vp se encaja en I, lo que motiva a
considerar el diagrama

0 — M o, o o I
T
\ o AN
o M1
Vo Vi —0

donde 9y = 1y o mp. Asf procediendo de manera inductiva se obtiene dicha
sucesion.

Otro resultado que se sigue del teorema anterior es el de demostrar el
reciproco de la proposicién (1.7.10).
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1.13 Proposicién. Sea I un A — mddulo. FEntonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes.

(1) I es inyectivo.

(i1) Toda sucesion exacta corta

0O — I — M — M' — 0

se escinde.

(7i1) I es isomorfo a un sumando directo de un A — mddulo inyectivo.

Demostracién. (i) = (ii) Es la proposicién (1.7.10)

(7i) = (i7i) Del teorema anterior existe un A —mddulo M inyectivo, tal
que, existe un A — monomor fismo I oM. Sea K = f(I) y consideremos
el cociente M /K. Entonces se induce la sucesién

0o — I LM 2 MK — 0

exacta. Por (ii) esta sucesion se escinde, entonces K es sumando directo de
M. Como K =1, entonces I es sumando directo de M.
(7ii) = (i) Es la proposicién (1.7.8). B

1.14 Definicién. Para dos A — médulos M, N diremos que N es una

extension esencial de M, si existe un A — monomor fismo M AN N, tal
que, para cualquier N’ submddulo de N que cumpla con N' N f (M) = 0,
impliqgue N' = 0. Si f (M) estd contenido propiamente en N, diremos que
N es una extensién propia.

f

Noétese que un monomorfismo M —— N es una extensién esencial si, y
solo si para cualquier n € N, n # 0, existe r € A, tal que, rn #0y rn € M.

1.15 Proposicién. Sea M 4, N una extension esencial y M <27
un A — monomor fismo con J un A — mdédulo inyectivo. Entonces existe
un A — monomor fismo N LN J, tal que, ho f =g.

Demostracién. Como J es un A—mddulo inyectivo, existe un morfismo
h, tal que, el diagrama

N
f
/" n
O—>M7J
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conmuta. Sea K = ker (h), entonces K N f (M) =0, pues x € K N f (M),
existe m € M, tal que, f(m) = x, entonces h (z) = h(f (m)) =g(m) =0,
por lo tanto x = 0. Entonces como M es esencial en N, K =0. B

1.16 Proposicién. Un A —mddulo I es inyectivo si, y solo si no tiene
extensiones propias.

Demostracién. (=) Si L. J es una extension esencial de I. En-
tonces para cualquier S submédulo de J no cero, se tiene SN f(I) # 0.
Como I y f(I) son inyectivos, entonces f (/) es sumando directo de J, es
decir existe S C J con J = f(I)@ Sy SN f(I) = 0. Pero como f es
esencial, entonces S = 0, por lo que f (1) = J.

(«<=) Supongamos que I no tiene extensiones esenciales propias. Por
(1.12) hay un A — médulo inyectivo E y una inyeccién I —— F, si i es
una extensién esencial de I, entonces 7 es un isomorfismo. En otro caso
supongamos que existe un submédulo S C E no cero, tal que, SNi (M) = 0.
Aplicando el lema de Zorn, existe un submdédulo N de E, tal que S C
Ny Nni(M) = 0. Considerando la proyeccién I —— I/N, entonces
ker (m)Ni (M) = NNi (M) = {0}. Por lo tanto 7 [;(7)es un monomorfismo,
por lo que N = ker (1) = 0, lo que contradice a que S C N sea distinto de
0. Por lo tanto I es inyectivo. B

1.17 Teorema. Para cualquier A — médulo M hay una extension es-

encial M — I, con I inyectivo. Ademds, si M L con I inyectivo
es otra extension esencial. Entonces hay un isomorfismo I —— I', tal que,
aof=f.

Demostracién. Por (1.11) existe un A —mddulo Jy, con Jy inyectivo y
M un submddulo de Jy. Sea L el conjunto de submddulos S de Jy, con M
esencial en S. Si {S;} es un conjunto parcialmente ordenado por la inclusién,
la unién | S; € L.

Por otro lado por el lema de Zorn existe un elemento maximal I de L,
por (1.14) para cualquier extensién propia de I puede ser encajada en Jp,
por lo que I no es maximal. Por lo tanto I es inyectivo.

Sea M iR I dicha inyeccién. Si M il I’ es otra extension esencial
a un A — mdédulo inyectivo I'. Entonces por (1.14) hay un monomorfismo

I' 25 T con pof/ = f. Como p(I') es inyectivo es sumando directo de

I. Como M N, es esencial entonces p (I') = I. Por lo tanto p es un
isomorfismo. W

. . . - f
Nétese que del teorema anterior la extensiéon esencial, M — I, con 1
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inyectivo, es unica, por lo que el mdédulo I es tinico, salvo isomorfismos. A
dicho A — médulo se le suele llamar la cubierta inyectiva de M, denotada
muchas veces por Env (M).

Para finalizar esta seccién demostremos el siguiente resultado.

1.18 Lema. Sea A un dominio entero con @@ = Frac(A). Entonces
(1) Si M es un A—mddulo libre de torsion. Entonces existe una sucesion
exacta
O — M —V — T — 0

donde V' es un espacio vectorial sobre Q y T es de torsion.

(79) Si M es finitamente generado y libre de torsion. Entonces M puede
ser encajado en un A — mddulo libre de torsion.

Demostracién. (i) Sea V = Env (M) la cubierta inyectiva de M Si
v € V, entonces existe r € A con rv # 0y rv € M. Entonces si M es libre
de torsion, se tiene que V/M es de torsién y por (1.1.20), V' es un espacio
vectorial sobre ).

(ii) Sea M = (a1, ...,an). Por (i) M puede ser encajado en un espacio
vectorial V' sobre Q. Si X es base de V, entonces para cualquier a; es una
combinacién lineal de vectores bésicos de X. De esta manera M puede ser
encajado en un espacio vectorial B = (1, ..., Z,,) generado por los elementos
x € X, tal que, a; es combinacién lineal de B. Para cada a;, existen r;;, s;; €
A, con

ai = _; (rij) (sij) xj. S1S = [, ; sij, entonces STIB = {stwy, ..., s e}
es una base de V, ademads <S*IB> contiene a M. W
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Capitulo 8

Los funtores Tor) y Eztien la
Teoria de Mddulos.

En este ultimo capitulo veremos como los funtores derivados Tor y Euxt
se pueden utilizar para caracterizar a los mdédulos: proyectivos, inyectivos
y planos. Para finalizar este capitulo veremos una generalizacién de estos
modulos (proyectivos, inyectivos y planos) en términos de Tor y Ext.

Recordemos que de la proposicién (VII.1.9) para M', M, M" A —
modulos se tiene el siguiente isomorfismo

Homp (M', Homy (M, M")) = Homy (M’ @5 M, M")

Si ¢ € Homp (M', Homp (M, M")), entonces para cualquier m’ € M’
o (m') € Hompy (M, M"), por lo tanto ¢ (m') (m) € M" para cualesquiera
m’ € M' y m € M, entonces la asignacién

i Homp (M',Homp (M,M")) — Homyp (M, Homp (M', M"))
@ — @ (m') (m)

para cualesquiera ¢ € Homp (M', Homp (M, M")), m’ € M' y m € M,
define un A — isomor fismo.

A partir de estos hechos podemos hacer las siguientes observaciones.

195
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1.1 Observacién. Sea I un A —mddulo inyectivo y
0 — Homp(M",I) — Homp(M,I) — Homp(M',I) — 0

una sucesion exacta. Si F es un A — médulo plano, a partir del primer
isomorfismo, mencionado anteriormente, el funtor Homy (F, ) preserva
la ezxactitud de la sucesion anterior. Por lo tanto, el funtor Homp (_, 1)
para un modulo inyectivo I permite hacer a un mddulo plano lo que hace
un mddulo proyectivo En un resultado mds general, al aplicar los funtores
FQ, _ y Homp (_,I) a una sucesion exacta M' — M — M" esta con-
serve su exactitud.

1.2 Proposicién. La siguientes afirmaciones son equivalentes

(1) Homp (F, 1) es inyectivo.

(ii) Homp (F @A _, 1) es exacto.

Demostracién. Sea M’ — M > M" una sucesién exacta, entonces la
sucesiéon

0 — Homy (F®A M”,I) — Homp (F ®p M,I) — Homp (F@A M’,I) — 0

es exacta si, y sélo si la sucesion

0 — Hompy (M",Homy (F, 1)) —
Homy (M,Homy (F,I)) — Homp (M',Homy (F,I)) —
0

es exacta, pues

12

Homp (F ®p M", 1) Homy (M",Homy (F, 1))
Homp (F ®@pa M, 1T) Homp (M, Homy (F,I))
Homp (F @y M',I) = Homy (M',Homy (F, 1))

I

Por lo tanto, la sucesién anterior es exacta si, y solo si Homp (F,I) es
inyectivo. W

1.3. Proposicién. Si Homp (F,I) es un A — médulo inyectivo para
todo A — mdédulo inyectivo I, entonces F' es un A — mdédulo plano.

Demostracién. Por la proposicién anterior, si Homp (F,I) es un
A — médulo inyectivo para todo A — médulo inyectivo I, entonces el funtor
Homp (F Q) _,I) es exacto para todo A — mdédulo inyectivo 1.

Sea M un A — mdédulo arbitrario y consideremos la siguiente sucesion
exacta

0—K—L—M—70
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con L un A — mdédulo libre. A partir de dicha sucesién induce la sucesion
0— Tord (F,M) > FONK - F@\L—F®\M—0

exacta. Entonces para cualquier A — mddulo inyectivo I la sucesién

0 — Homp (F @y M,I) —
Homyp (F @p L, 1) — Homp (Fop K, I) —
Homy (Tord (F,M),I) — 0

es exacta, como Homp (F ®, _, I) es un funtor exacto para todo I inyectivo,
entonces Homp (T ort (F, M), I ) = 0, para cualquier inyectivo 1.

Por otro lado, como Tor{X (F, M) puede ser encajado en un A—mdédulo in-
yectivo I, entonces Homy (Tord (F, M), I') = 0. Por lo tanto Tor (F, M) =
0 para cualquier A — médulo M. B

1.4 Observaciéon. Si P,@Q son A — mddulos proyectivos, entonces
P @ Q es proyectivo, ya que el funtor Homp (P ®p @, ) es exacto, pues
este se puede ver como la composicién de de los funtores Homp (P, )y

Homp (Q, ).

A partir de la definicién de médulo proyectivo y lo estudiado en el capi-
tulo VI podemos establecer una caracterizacién de un médulo proyectivo a
través del siguiente teorema.

1.5 Teorema. Para un A — mddulo P las siguientes afirmaciones son
equivalentes.

(i) P es proyectivo.

(17) Ext} (P,N) =0 para cualquier A —médulo N y n > 1.

(iii) Extl (P,N) =0 para cualquier A —médulo N. B

De manera dual al teorema anterior podemos caracterizar a un médulo
inyectivo a través del siguiente teorema.

1.6 Teorema. Para un A — mdédulo I las siguientes afirmaciones son
equivalentes.

(i) I es inyectivo.

(i1) Extd (M,I) =0 para cualquier A —médulo M y n > 1.

(iii) Ext} (M, 1) =0 para cualquier A — médulo M. B

Recordemos que cualquier A — mddulo libre es proyectivo, es decir,
cualquier suma directa de A es un médulo proyectivo, por lo que la pregunta
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md&s natural que uno se plantea es: ;Cudndo existen mdédulos proyectivos
que sean suma directos de A7, para dar respuesta a la pregunta anterior
consideremos el siguiente resultado.

1.7 Proposicién. Existen A—mddulos proyectivos que son suma directa
de A si, y solo si A no contiene idempotentes no triviales.

Demostracién.(=) Supongamos que A puede escribirse como M @, N,
donde M, N son ideales de A. Entonces el 1 puede escribirse como una suma
dei+ (1—i),coni € Myl—iée N. Considerando el elemento ¢ (1 — 7),
vemos que estd en M y N, ademds que i (1 — i) = 0, por lo tanto 7 es un
idempotente en A. Sii =006 4% = 1, entonces M = A. Por lo tanto A no
contiene idempotentes triviales.

(«<=) Supongamos que existe j € A, tal que, j # 0,1. Considerando
los ideales (j) (1 — j), vemos que estos son distintos de cero, ademéds que
() + (1 —7) = A, por lo que basta demostrar que (j) N (1 —j) = 0. Si
jz = (1 —j)y, entonces y = j (x + y), entonces jr = (1 — j)j(x +y), pero
como (1 — j)j = 0, entonces jx = 0. Por lo tanto (j) N (1 —j)=0. B

Consideremos a M, N A — mddulos, y sean

0 — K — Fy — M — 0
0O — K' — Fy — N — 0

las presentaciones planas de M y N respectivamente, i.e, Fiy y Fus son
A — médulos planos. Considerando el diagrama conmutativo

0
!
Tord (N, M)
!
KoaK' — Fyoa K — M @p K’ — 0
! ! !
0 — KRrFy — Fy®pFN M@yFy  — 0
! ! !
K@y N — Fy®aN M&yN — 0
! ! !
0 0 0

por (1.3.14) se induce la sucesién exacta

0 — Tor} (N,M) — K @y N — Fiy @a N
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Por otro lado tenemos la sucesién exacta
0 — Tor) (M,N) — K @y N — Fryy @z N

Por lo tanto Tor (M,N) = Tort (N,M). De esta tltima observacién
podemos decir que un A — mddulo F es plano si, y sélo si Tor{\ (M,F)=0
para cualquier A — mddulo M. Ademads siguiendo un procedimiento induc-
tivo al anterior se muestra que Tor (M, N) = Tor2 (N, M). Por lo tanto
se tiene el siguiente teorema

1.8 Teorema. Para un A — mddulo F' las siguientes afirmaciones son
equivalentes.

(i) F es plano.

(i) Tor (M, F) =0, para cualquier A —médulo M y n > 1.

(iii) Tort (M, F) = 0, para cualquier A — médulo M. W

1.9 Proposicién. Sean P un A — médulo proyectivo y M, N A —
modulos. Entonces

Homy (P, Exty (M,N)) & Ext} (P ®x M, N)
Demostracién. Como N es un A — médulo existe una sucesiéon exacta
0—N—I—V—0
con I inyectivo. Entonces se induce la sucesién exacta
0 — Homp (M,N) — Homp (M,I) — Homp (M,V) — Ext (M,N) — 0

Como P es un A — mddulo proyectivo, entonces se tiene la siguiente
sucesion exacta

0 — Homy (P,Homp (M,N)) —
Homp (P,Homp (M,I)) — Homp (P,Homy (M,V)) —
Homy (P, Exty (M,N)) — 0

Por otro lado se obtiene la sucesién exacta
0 — Homp (P®y M,N) —

Homp (P@a M,I) — Homp (P®yM,V) —
Exty (P®x M,N) — 0
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Como los primeros tres términos de las dos sucesiones exactas anteriores son
isomorfos, entonces

Homy (P, Exty (M,N)) & Exty (P ®x M,N)

1.10 Proposicion. Para cualquier A — médulo inyectivo I se tiene el
stguiente isomorfismo:

Homyp (Tort (M, N),I) = Ext} (N, Homy (M, 1))

para cualesquiera M, N A — mdédulo, con M finitamente generado.
Demostracién. Sea

0—K—L—M
una presentacion libre de M, entonces se induce la siguiente sucesién exacta
0— Tor (M,N) = K@\ N - LRy N — M@y N —0

Como I es un A — médulo inyectivo, al aplicar el funtor Homp (_, ) se
conserva la exactitud de dicha sucesién.

0 — Homp (M ®5 N,I) —
Homp (L ®p N, I) — Homp (K®p N,I) —
Homy (Tord (M,N),I) — 0 (1)

Por otro lado, podemos considerar la sucesién exacta
0— Homp (M,I) — Homyp (L,I) - Homp (K,I) — 0
que induce la sucesién exacta

0 — Homyp (N,Homp (M,I)) —
Homp (N,Homyp (L,I)) — Homp (N,Homp (K,I)) —
Exty (N,Homy (M,I)) —  Exti (N,Homy (L,I))

Como M es finitamente generado, entonces L tiene una base finita, por
lo que Homy (L,I) 2 P;c; I con [J| =m € N. Entonces

Exty (N,Homy (L, 1)) =0
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por lo tanto, la sucesién obtenida anteriormente se reduce a

0 —  Homyp (N,Homp (M,I)) —
Homp (N,Homp (L,I)) — Hompa (N,Homp (K,I)) —
Ext} (N,Homp (M, 1)) — 0 . (2)

como los tres primeros términos de (1) y (2) son isomorfos. Entonces

Homy (Tor{ (M,N),I) = Ext} (N,Homy (M,I)). B

Al considerar la sucesién exacta
0— M — M-—M"—0

para un A — mddulo N se induce la sucesion exacta

— Tor®(M',N) — Tor®(M,N) —

— Tork (M",N) — Torl (M',N) —

Tord (M,N) — Tor} (M",N) — M ®@y\N —
M @p N — M”@AN — 0

podemos observar que si Torj/-\ (M, N) = 0 para todo A—mddulo M, entonces
Tor,/cX (M,N) =0 para k > j y cualquier A — médulo M.

De igual manera, si
0— N —N-—N'—0

es una sucesiéon exacta, entonces para un A —moddulo M se induce la sucesion
exacta

0 — Homp (M,N') — Homy (M,N) —
Homp (M,N") — Eaxti (M,N') — —
Ext} (M,N') — Eat? (M,N) — Ext} (M,N") —
Bzt (M,N') —

De la cual podemos ver que si Exti (M,N) = 0 para cualquier A —
modulo N, entonces E:L“tfx (M,N) = 0 para cualquier A — médulo N y
k>j.
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Del teorema (1.10) cabe resaltar que un A —mddulo F' es plano si, y sélo
si Torﬁl\ (M, N) =0 para cualquier n > 1y M un A — mdédulo, es decir para
la sucesién exacta

Tor (M', F) Tord (M,F) —

— —

— Tork (M",F) — Torlt (M',F) —
Tor{\ (M,F) — Tor{\ (M"F) — M @5 F —
M @z F — M"@AF — 0

inducida por la sucesién exacta
00— M — M — M —0
queda reducida a

0= MJQF —->MUPF - M, F —0

A continuacién estudiemos una generalizacién de esta definicion.

1.11 Definicién. Diremos que un A — mddulo F es k — plano, si
Torl{cX (M, F) =0 para cualquier A — médulo M.

Noétese que a partir de las observaciones anteriores se tiene la siguiente
equivalencia.

1.12 Teorema. Para un A —moédulo F' las siguientes afirmaciones son
equivalentes.

(i) F es k — plano.

(i7) Torj»X (M, F) =0 para cualquier A — médulo M y j > k.

(i43) Tor (M, F) =0 para cualqguier A —médulo M. W

A partir del teorema anterior podemos decir que un A — mdédulo F' es
2 — plano, entonces para cualquier sucesién exacta

0O—M —M-—M'—0
al obtener su sucesién exacta inducida por Tor} (_, F)
(

Torh

— TorM(M',F) — Am,F)y —

— Tory (M",F) — Tord (M F) —

Tord (M,F) — Tord (M",F) — M @pyF —
M @p F — M”@AF — 0
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esta se reduce a

0 — Tord (M', F) — Tord (M, F)
— Tor) (M",F) — M @) F —
M @p F — M" Qp F — 0

De igual manera para las equivalencias presentadas en (1.5) y (1.6)
podemos generalizarlas a través de las siguientes definiciones.

1.13 Definicién. Diremos que un A — médulo P es k — proyectivo, si
Exth (P,N) =0 para cualquier A — médulo N.

1.14 Definicién. Diremos que un A — modulo 1 es k — inyectivo, si
Ea?tﬁ (M, I) =0 para cualquier A —médulo M.

De igual manera que para la definicién de A — mdédulos k — planos se
tienen las siguientes equivalencias para k — proyectivos y k — inyectivos.

1.15 Teorema. Para un A —mdédulo P las siguientes afirmaciones son
equivalentes.

(i) P es k — proyectivo

(ii) Ext) (P,N) =0 para cualquier A — médulo N y j > k.

(iii) Exth (P,N) =0 para cualquier A — médulo N. B

1.16 Teorema. Para un A —mddulo I las siguientes afirmaciones son
equivalentes.

(i) I es k — inyectivo.

(it) Exth (M, I) =0 para cualquier A —médulo M y j > k.

(#31) Exth (M,I) =0 para cualquier A —médulo M. R

A continuacién analicemos algunos resultados para médulos k& — planos.

1.17 Observacién. Si F' es un A — moddulo k — plano, entonces
Toré\ (M, F) = 0 para cualquier A — médulo M y j > k, en particular
si j =k+1 se tiene T0r£+1 (M, F) =0 para cualquier A —médulo M. Por
lo tanto si F' es k — plano, entonces es k+ 1 plano. Mds ain vemos que si
F es k — plano, entonces es j — plano con j > k.

1.18 Observacién. De manera andloga a la observacion anterior. Si
P es un A — médulo k — proyectivo, entonces es k + 1 — proyectivo. De
igual manera si I es k — inyectivo, entonces es k 4+ 1 — inyectivo.
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1.19 Proposicién. Un A — médulo F' es k — plano si, sdlo si
Tord =
or,_1 (K, F)=0

para cualquier submddulo K de algin A — médulo libre.
Demostracién. Notemos que cualquier A —mddulo M existe una suce-
sién exacta

0—K—L—M-—70

con L un A —méddulo libre (plano). Entonces la sucesién exacta inducida
por el funtor Tor (_, F) es de la forma

- - 0

— TOT’,? (M,F) — Tor,?_l (K, F)
N 0 -

— K@) F — L®p F
— M @z F — 0

Entonces Tori (M, F) = 0 si, y solo si Torl | (K, F) = 0. Por lo tanto
F' es plano si, y solo si Torﬁ_l (K, F) = 0 para cualquier submédulo K de
un A — médulo libre L. R

1.20 Proposicién. Si F' es un A — mddulo finitamente generado. En-
tonces F' es 2 — plano si, y sélo si Homyp (F, 1) =0 es 2 — inyectivo para
cualquier A — mddulo inyectivo 1.

Demostracién. Supongamos que F' es 2 — plano. Como F' es un
A — médulo existe una sucesién exacta

0—K—L—F—0

Entonces para cualquier A — mddulo inyectivo I se induce la sucesién
exacta

0 — Homp (F,1) — Homp (L,I) — Homy (K,I) — 0
la que induce la sucesién exacta

Exti (E,Homp (K,I)) — Ext} (E,Homp (F,I1)) —
Ext3 (E,Homp (L,1)) — Ext3 (E,Homy (K,I))
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El primer y tltimo de la sucesién son cero pues Homp (K,I) es un
modulo inyectivo. Ademds como Homp (L, I) es isomorfo a una suma di-
recta finita de copias de I, entonces Homy (L, I) es inyectivo, por lo tanto
Ext3(E,Homy(F, 1)) = 0 para cualquier A — médulo E.

Ahora supongamos que Homy (F, I) es 2 —inyectivo para cualquier mé-
dulo inyectivo I. Sea

0—K—L—F—0

una presentacién libre de F', entonces para cualquier médulo inyectivo se
obtiene la sucesién exacta

0 — Homp (F,1) — Homp (L,I) — Homyp (K,I) — 0
Entonces para cualquier A — mddulo E se obtiene la sucesién exacta

Exti (E,Homp (L,I)) — Exti (E,Homy (K,I)) —
Ext3 (E,Homy (F, 1)) — Ext3 (E,Homy (K,I))

Donde el primer y el dltimo término son cero. Ademds como Homy (F, I)
es 2—inyectivo. Entonces Homp (K, I) es inyectivo, por lo tanto I es plano.
De la proposicién anterior F' es 2 — plano. B

De la observacién (1.17) se sigue que si un A — mddulo es plano, en-
tonces es 2 — plano, por lo que la pregunta natural que surge es ;Bajo qué
condiciones un médulo 2 — plano es plano? Para responder dicha pregunta
consideremos la siguiente proposicién.

1.21. Proposicién. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
(i) M es plano.
(ii) M es 2 —plano y Tor) (I, M) = 0 para cualquier mddulo inyectivo

Demostracién. (i) = (ii) Se sigue de (1.17).
(11) = (i) Supongamos que M es 2 — plano y sea N un A — mddulo.
Entonces existe una sucesién exacta

0—N—I—V —0
con I un A — médulo inyectivo y V = I/N. Entonces como M es plano

se induce la sucesién exacta

0 —  Tord (N,M) —
Tord (I, M) — Tor} (I/N,M) —
NoaM —
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Como I es un A — médulo inyectivo se tiene Tor{ (I, M) = 0, entonces
T 07“{x (N, M) = 0 para cualquier médulo N. Por lo tanto M es plano. B

1.22 Proposiciéon. Sea M un A — médulo. Si I es un ideal de A,
entonces el morfismo I @y M — M es un monomorfismo si, y sélo si
Tord (A/I, M) = 0.

Demostraciéon. Consideremos la sucesién exacta
0—I—A—A/I—0
Al considerar la sucesién exacta inducida por Tor2 (_, M), se obtiene
0— Tord (AJI,M) — T@x\ M — A®@y M =M

Entonces Tord (A/I, M) es el micleo de I @y M — M, por lo tanto
Tor (A/I,M) =0 si, y solo si I @ M — M es un monomorfismo. W

1.23 Lema. Un A — moddulo M es ciclico si, y sdlo si existe I C A
ideal, tal que, A/I = M.

Demostracién. Supongamos que M es ciclico, entonces existe x € M,
tal que, M = (z). Entonces la sucesién

0—>Ann(m)<$Ai>M—>0

donde i denota el morfismo de inclusién, y ¢ () = rz para cualquier r € A,
es exacta. Por lo tanto M = A/I.

Supongamos que existe I C A ideal, tal que, A/I = M. Entonces de la
sucesién exacta

0TS A T AT=M 0

donde ¢ y 7 denota los morfismos de inclusién y proyeccién, respectivamente.
Sir € A, es tal que r(1 4+ I) = 0, entonces r1 € I. Por lo tanto I =
Ann (14 1), entonces A (1 +1)= A/I = M. Por lo tanto M es ciclico. B

1.24 Proposiciéon. Un A — mdédulo F es plano si, y solo si para
cualquier ideal I de A se tiene Tord (A/I,F) = 0.

Demostracién. (=) Se sigue de la definicién de planaridad.

(<=) Observemos que tenemos para una inyecciéon M’ — M, si vy €
M' ®p F, entonces v = » ;' | fi ® m], por lo que existe un submédulo
finitamente generado M’ de M, tal que, v € M’ ®, F ademés al considerar
la imagen de  bajo el morfismo inducido vemos que existe un submédulo
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M de M, tal que, M@A F contiene a la imagen de . Por lo que basta con
demostrar que M’ — M es un monomorfismo de A — médulos finitamente
generados, el morfismo M’ @) F' — M ®, F es una inyeccion.

Si M’ »— M es un monomorfismo de A —mddulos finitamente generados,
entonces existe una finita de A — maédulos ciclicos, tal que,

M=MyCM C---CM,=M

Por otro lado M;1/M; = A/I, para algun ideal I de A. Por lo que para
cada i, al considera la sucesién exacta

Tor (Myy1/M;, F) — M; @y F — M1 @p F

se tiene Tord (M;y1/M;, F) = Tort (A/I,F) = 0, entonces M; @ F —
M; 11 ®p F es una inyeccién. Por lo tanto M’ @y F — M ®, F es una
inyeccion. W

Recordando los resultados vistos en el Capitulo I acerca de A — médulos
la pregunta natural es: ;Qué propiedades de los médulos planos se conservan
para moédulos k — planos?

1.25 Proposicién. Sea F = @, ; F; un A — médulo. Entonces F es
k — plano si, y solo si F; es k — plano.

Demostracién. Basta con demostrar el caso |I| = 2, ya que estd da pie
a la demostracién en el caso general. Por demostrar que Toris (M, Fy @ Fy) =
0 si, y solo si Torﬁ (M,F;) =0y Tor,? (M, F3) = 0 para cualquier A —
moédulo M. Nétese que el caso para k = 1 se sigue de (1.7.15).

Supongamos que es valido para k — 1. Sea M un A — mddulo con pre-
sentacion libre

0O—K—>L—M-—70
Entonces considerando al considerar las sucesiones exactas

0— Tord (M, i@ F) — Tor} | (K,i®F)—0
0 — Tor} (M, Fy) — Torl | (K,F1) — 0
0 — Tor (M, Fy) — Tord | (K, F) — 0

Vemos que Torl (M, F1 @ F) = 0 si, y sélo si Tork V(KPP F) =
0. Por hipétesis Tord | (K, Fy @ F») si, y solo si Tort | (K,F}) =0y
Tord | (K, F;) = 0, pero ademds por otro lado Tors (M, Fy) = 0y Tor (M, Fy).
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Por lo tanto Tord (M,Fi @ F>) = 0 si, y solo si Tord (M,F) = 0y
Tor (M, Fy). B

1.26 Proposicién. Si un A — médulo es k — proyectivo, entonces es

k — plano.
Demostracién. Por induccién sobre k. FEl caso k& = 1 se sigue de
(1.7.16).

Supongamos que es vilido para k—1. Sea P un A—mddulo k—proyectivo,
entonces Emtﬁ (P,N) = 0 para cualquier A — médulo N. Sea

0O—K—>L—P—0

una presentacién libre de P. Entonces Ext} (_,N) para cualquier A —
modulo N induce la sucesiéon exacta

0 — Eath™' (K,N) — Exth (P,N) — 0

por lo que Emtﬁ_l (K, N) = 0 para cualquier A — médulo N, entonces K es
k—1 proyectivo, por hipétesis de induccién obtenemos que K es k—1—plano.
Por otro lado el funtor T'or® (_, N) induce la sucesién exacta

0 — Tory (P,N) — Tors | (K,N) — 0

entonces Tor (P, N) = Tor’ | (K,N) = 0. Por lo tanto Tors (P,N) =0
para cualquier A — mddulo N. R
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