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INGENIERÍA ELÉCTRICA – CONTROL
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2.4. Teoŕıa de grafos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.5. Matriz de interconexión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.6. Sistemas Hamiltonianos Controlados por Puerto . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.7. Flujos de Potencia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

3. Modelado 30
3.1. Modelo dinámico de la red de interconexión . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
3.2. Modelo dinámico de los convertidores de Potencia . . . . . . . . . . . . . . . 35
3.3. Modelo dinámico de la carga . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

4. Análisis de la microred 41
4.1. Modelo dinámico de la microred . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

4.1.1. Modelo Hamiltoniano de la microred con carga resistiva . . . . . . . . 42
4.1.2. Modelo Hamiltoniano de la microred con carga RLC . . . . . . . . . 46

4.2. Diseño del control . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
4.2.1. Trayectorias deseadas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

v



5. Caso de estudio 57
5.1. Simulaciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

6. Conclusiones 68
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Motivación

Los sistemas eléctricos de potencia están evolucionando constantemente, lo que hace cada
vez más compleja su estructura, tanto del lado del consumo, como por el lado de la gene-
ración. Por el lado del consumo, las cargas tienden a ser no lineales por el avance de la
tecnoloǵıa. Mientras que, por el lado de la generación, las unidades de generación más uti-
lizadas en la actualidad son las conocidas fuentes verdes (eólica, geotérmica, hidroeléctrica,
mareomotriz, solar, etc.), dichas fuentes de generación son altamente heterogéneas, teniendo
como desventaja la generación de enerǵıa no uniforme, lo que complica el análisis del siste-
ma eléctrico de potencia. Lo anterior lleva a la necesidad de hacer compatibles las diferentes
fuentes de enerǵıa, para la transmisión, distribución y consumo energético.
Dicha evolución de los sistema eléctricos de potencia ha llevado a la concepción de un tipo
especial de redes, conocidas como microredes definidas en Guerrero (2013). Aunque en esen-
cia este tipo de sistemas comparten la misma estructura de las redes eléctricas de potencia
clásicas, esto es, están compuestas por fuentes de generación de enerǵıa interconectadas a
través de ĺıneas de transmisión con cargas, las microredes presentan caracteŕısticas particu-
lares que las hacen atractivas tanto desde el punto de vista de aplicación como desde una
perspectiva de sistemas dinámicos.
Aśı mismo, estas microredes ofrecen una solución atractiva para las fuentes de alimentación
de enerǵıa sustentables, ya que se basan en el uso de fuentes de enerǵıa renovables (fuentes
verdes), dando lugar a una red de generación distribuida semi-autónoma capaz de satisfacer
la demanda de potencia de comunidades relativamente pequeñas, también son capaces de
conectarse al sistema de distribución primario, o bien aislarse y funcionar de forma inde-
pendiente. Por otra parte, las caracteŕısticas antes mencionadas imponen retos teóricos tales
como el análisis de propiedades de estabilidad, diseño de protocolos para el reparto de enerǵıa
confiable, el logro de los estándares de calidad de enerǵıa, entre otros, como se menciona en
Guerrero (2013).
Desde un punto de vista estructural, la principal complicación para diseñar, analizar y con-
trolar una microred, se da por la naturaleza heterogénea de las fuentes de enerǵıa como
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se menciona en Hill (2006), por lo que resulta necesario incluir para cada una de ellas un
convertidor de potencia, cuyo objetivo es acondicionar la enerǵıa generada y hacerla compa-
tible con el resto del sistema eléctrico. Es a través de estos dispositivos que se deben tomar
medidas para asegurar la sincronización, seguridad, balance de potencia y distribución de
carga en la red como se menciona en Bullo (2013).
Esta situación impone un problema de control de dos niveles, en el primero se tiene que
diseñar un control para los convertidores de potencia de forma individual, para después re-
solver el problema de control de la red completa.
En los últimos años, el problema de control para microredes se ha convertido en un tema
de interés para la comunidad de control. Se han reportado varios trabajos para analizar las
propiedades de estabilidad de este tipo de redes, como Bullo (2013) y Schiffer (2014) por
citar algunos.
Como consecuencia, un amplio conocimiento acerca de las capacidades y limitaciones de
estas redes se encuentra disponible. Sin embargo, por lo general se han abordado bajo dos
condiciones principales que son: la dinámica de los convertidores de potencia se ha simplifica-
do drásticamente y se ha supuesto que el sistema ya ha alcanzado una operación sinusoidal.
De hecho, se considera que el modelo simplificado de los convertidores de potencia se puede
controlar de forma inmediata, mediante el uso de la conocida estrategia control-droop, como
se realiza en Bullo (2013) y Schiffer (2014).
No obstante la importancia de la operación sinusoidal en estado estacionario de la red no
puede ser refutada, está claro que teniendo en cuenta modelos simplificados para los con-
vertidores de potencia, se limita la posibilidad de incluir fenómenos importantes exhibidos
por las microredes, como lo relacionado con los problemas de calidad de enerǵıa y perturba-
ciones que pueden ocurrir durante el funcionamiento de los dispositivos. Por lo que en este
trabajo se aborda el problema mencionado incluyendo una dinámica más detallada para los
convertidores de potencia.

1.2. Antecedentes

En la literatura, se tienen bases sólidas que permiten el suministro de enerǵıa eléctrica
de manera eficiente, sustentable, económica y segura, a pesar de la estructura tan compleja
que presentan los sistemas eléctricos de potencia, como se menciona en Kundur (1994).
Desafortunadamente, los cambios recientes que se han presentado en su estructura y ope-
ración, hacen necesaria una revisión y actualización de la práctica y teoŕıa actual con el
objetivo de enfrentar este nuevo escenario. Los métodos para análisis y las metodoloǵıas de
diseño de controladores se deben ajustar para confrontar la estructura variante de las redes
y para tomar en cuenta los nuevos dispositivos que ahora son parte de la red.
En este nuevo contexto, es necesario considerar la evolución de la red eléctrica convencio-
nal hacia la llamada red inteligente (Smart grid). El concepto de red inteligente se refiere
a una red eléctrica que puede integrar las acciones de todos los usuarios conectados a ella
(generadores, cargas, o ambos) con la finalidad de entregar un suministro de enerǵıa eléctrica

2



de manera eficiente, sustentable, económica y segura. En la Tabla 1.2 se muestran algunas
caracteŕısticas de la red convencional en comparación con la red inteligente.

Red convencional Red inteligente
Unidireccional Bidireccional

Generación centralizada Generación distribuida
Pocos sensores Sensores en toda la red

Control limitado Control generalizado
Ciega Automonitoreada

El carácter inteligente lo da la tecnoloǵıa que provee la capa digital y que está super-
puesta a la red convencional, lo que permite la comunicación bidireccional entre la parte de
generación y la parte de consumo de enerǵıa eléctrica. La red inteligente se va conforman-
do mediante la interconexión de pequeñas redes aisladas denominadas microredes como se
menciona en Farhangi (2010). Aśı pues, una microred es una red eléctrica de media o baja
tensión1, altamente heterogénea compuesta de generación distribuida que puede ser operada
de modo normal (conectada a la red primaria) y en modo aislado (operación autónoma)
como se muestra en Bullo (2013). En la Figura 1.1 se muestra un esquema t́ıpico de una
microred.
Debido a la capa digital se tiene de cierta manera una tecnoloǵıa que permite tener mayor
información de la microred, lo que permite un gran número de aplicaciones novedosas, tanto
para el consumidor como para la empresa que suministra la enerǵıa, por ejemplo, se tie-
nen interfaces mejoradas, nuevas tecnoloǵıas de detección, medición, control y diagnóstico,
que tienen como objetivos, robustecer y automatizar la microred, mejorando su operación,
informar en tiempo real costos de la enerǵıa eléctrica, utilizar fuentes de enerǵıa verdes,
desarrollar esquemas de generación descentralizada, entre otros. La generación de enerǵıa
altamente heterogénea de una microred, se debe a la incorporación de fuentes de enerǵıa re-
novables de diferente naturaleza, como eólicas, geotérmicas, hidroeléctricas, mareomotrices,
solares, etc, ya que estás proporcionan tensiones en AC o DC según su naturaleza, por lo
que son acopladas a la red a través de convertidores de potencia, estos son dispositivos que
permiten acondicionar las señales de salida, proporcionando la posibilidad de hacer control
para asegurar sincronización, seguridad, balance de potencia y el reparto energético en la
red como se menciona en Bullo (2013).
Aśı, las cargas y las fuentes están interconectadas a través de la red, cuya topoloǵıa pue-
de cambiar en función de las necesidades y la operación que se requiera. La mayor parte
de la literatura se centra en microredes con topoloǵıas radiales, donde los convertidores de
potencia están conectados a un bus de alimentación principal, como en Pecas (2006) donde
se evalúan dos estrategias de control para convertidores de potencia (control de potencia
activa y reactiva por un lado y control de voltaje y frecuencia por el otro). En Guerrero
(2013) se estudia un esquema de control jerárquico que imita el comportamiento de una red

1Las redes de media tensión, manejan aproximadamente tensiones mayores a 1 [kV] y menores a 25 [kV]
y las de baja tensión manejan tensiones menores a 1 [kV]
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Figura 1.1: Esquema t́ıpico de una microred

convencional, aśı como en Pogaku (2007) donde se lleva a cabo un estudio de estabilidad de
señal pequeña.
En Chandorkar (1993) y Coelho (2002), se muestra únicamente el control de los converti-
dores de potencia conectados en paralelo alimentando a una carga en común, el primero
usando solamente retroalimentación de variables medidas localmente y el segundo llevando a
cabo un análisis de señal pequeña. Otro resultado importante es el presentado en Barklund
(2008) donde se modela un sistema administrador de enerǵıa que ajusta la salida de potencia
de los convertidores para minimizar el consumo de combustible utilizado por las fuentes de
generación. En este caso la red de estudio posee topoloǵıa radial de dos buses que alimentan
a las cargas.
Pocos son los trabajos sobre microredes con topoloǵıa malla por la complejidad del análisis
que implica. Recientemente en Bullo (2013) y Schiffer (2014) se estudian condiciones de es-
tabilidad para una microred con topoloǵıa malla. Sin embargo, en estos trabajos la dinámica
de los convertidores de potencia se considera muy simplificada, ya que se supone que cada
convertidor posee un control de la fase y del voltaje de manera desacoplada mediante el uso
de la conocida estrategia control-droop, además de la suposición usual, que es considerar que
el sistema ya ha alcanzado una operación sinusoidal.
De la misma forma, se ha incrementado el interés en las técnicas de modelado, análisis y di-
seño de controladores, basados en conceptos energéticos. Particularmente el uso de sistemas
Hamiltonianos controlados por puerto ha probado ser adecuado para múltiples aplicaciones
relacionadas con los sistemas eléctricos como se menciona en Ortega (2001), Van der Schaft
(2011), Jayawardhana (2007), Ortega (2002), entre otros. Esta perspectiva es útil en el es-
tudio de sistemas complejos, puesto que para su análisis, éstos pueden descomponerse en
sub-sistemas, los cuales, al interconectarse suman sus enerǵıas para determinar el compor-
tamiento total del sistema. Aśı, en la última década, se ha tenido éxito en reformular los
métodos de modelado de redes, como se muestra en Fiaz (2013) se provee un enfoque sis-
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temático de modelado, análisis y control, permitiendo entre otras cosas el análisis del sistema
a través de las propiedades de su estructura de interconexión y las relaciones constitutivas
de sus elementos.
Dentro de esta perspectiva energética, un trabajo que es especialmente interesante para esta
tesis es el reportado en Van der Schaft (2011), en el que los sistemas dinámicos son vistos
como sistemas Hamiltonianos sobre un grafo. La idea general es asociar a la matriz de in-
cidencia del grafo una estructura que relacione a las variables de flujo y de esfuerzo de los
bordes que sea capaz de capturar las leyes de conservación del sistema. De esta forma, la
estructura Hamiltoniana de una red dinámica está definida por la función Hamiltoniana, las
relaciones de disipación de enerǵıa y por la interconexión.
En el mismo contexto de sistemas dinámicos, actualmente el fenómeno de sincronización y
de consenso ha sido ampliamente estudiado y en este trabajo de tesis se pretende relacionarlo
con el problema de microredes, lo que hace necesario definirlo. La sincronización consiste en
el hecho de ajustar el comportamiento de ciertos procesos repetitivos por medio de interac-
ciones como se menciona en Olfati (2004). El consenso es un problema de sincronización que
surge cuando es necesario que un grupo de agentes dinámicos interconectados llegue a un
acuerdo respecto a ciertas cantidades de interés. Tradicionalmente, el estudio de este tipo de
fenómenos se realiza considerando la interconexión de agentes dinámicos, es decir, se consi-
dera una red formada por nodos (que exhiben cierta dinámica) interconectados por canales
de comunicación (usualmente) estáticos como se muestra en los trabajos de Olfati (2004),
Wei (2013), Arcak (2007). En este trabajo de tesis, el estudio de los circuitos eléctricos que
se realiza es representando su estructura como una red en donde los bordes son los elemen-
tos dinámicos mientras que los nodos son únicamente puntos de conexión que no exhiben
dinámica, mediante el uso de metodoloǵıas generales de redes como las reportadas en Wells-
tead (1979) donde se modela el sistema dinámico en un grafo y se establecen condiciones en
la topoloǵıa de la red, donde se asegure convergencia a un valor deseado de las variables de
estado asociadas a ciertos bordes.

1.3. Formulación del problema

En esta tesis se considera el caso de una microred de potencia con topoloǵıa malla equi-
pada con fuentes de enerǵıa las cuales son modeladas como fuentes de enerǵıa constantes,
conectadas a la red a través de convertidores de potencia DC/AC, que se encargan de sumi-
nistrar enerǵıa a diferentes cargas. El objetivo es obtener el modelo dinámico de esta microred
incluyendo las dinámicas de los convertidores y de las cargas, desde una perspectiva de sis-
temas hamiltonianos controlados por puerto. Aśı mismo, aprovechando las propiedades de
los sistemas Hamiltonianos, se propone una ley de control para los convertidores de potencia
que estabiliza asintóticamente a la microred en un punto de operación deseado. Finalmente,
para ilustrar el análisis se provee un estudio detallado considerando una topoloǵıa t́ıpica en
sistemas de potencia.
El enfoque particular empleado para resolver el problema de control es el de estabilización.
Para esto, se establecen condiciones de operación de potencias activa y reactiva en estado
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estacionario, lo que a su vez establece trayectorias deseadas en el modelo dinámico de la
microred, que son soluciones de las ecuaciones que representan a los flujos de potencia. Estas
trayectorias admisibles son utilizadas para resolver el problema de seguimiento en la micro-
red. Para ello, se explota en un nivel fundamental la estructura Hamiltoniana exhibida por
los convertidores de potencia, por los circuitos de carga y por la propia red. En este sentido,
todo el sistema se representa como la interconexión de sistemas Hamiltonianos controlados
por puerto, con lo que el diseño del controlador y el análisis de estabilidad se simplifican
notablemente.

1.4. Contribuciones

En este trabajo, se explotan las estructuras Hamiltonianas exhibidas por los converti-
dores de potencia y por la propia red. En este sentido, se propone un nuevo modelo que
representa a todo el sistema como la interconexión de sistemas Hamiltonianos controlados
por puerto, se desarrolla un esquema de control distribuido para una red con topoloǵıa malla
incluyendo la dinámica de los convertidores de potencia, sin asumir una operación en estado
estacionario. Este resultado de estabilización se logra garantizando tanto estabilidad en volta-
je como en frecuencia, mientras que el env́ıo de potencia activa y reactiva sean los adecuados.

1.5. Organización de la tesis

El contenido de este trabajo de tesis se divide en seis caṕıtulos, el Capitulo 1 presenta la
introducción de este trabajo, aśı como una motivación que plantea el problema a resolver.
En el Caṕıtulo 2 se presentan las herramientas necesarias que se estarán usando a lo largo
del trabajo, en el Caṕıtulo 3 se presenta el modelo matemático de los diferentes sistemas que
se utilizan a lo largo de la tesis y se mencionan algunas caracteŕısticas particulares de los
mismos. En el Caṕıtulo 4 se presenta el modelo matemático de la microred completa y se
hace la propuesta del controlador encargado de estabilizar a la planta aśı como pruebas for-
males del desempeño del sistema en lazo cerrado. En el Caṕıtulo 5 se presentan simulaciones
numéricas realizadas en Matlab/Simulink que permiten ver el desempeño de la microred y
para finalizar se presenta un Caṕıtulo 5 de conclusiones.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

Este caṕıtulo está dedicado a la revisión de ciertas herramientas necesarias para el análisis
de los elementos que conforman al sistema principal (microred). Aśı como una serie de
definiciones teóricas y herramientas matemáticas que son utilizadas a lo largo de este trabajo
de tesis, dicha información ha sido tomada de Wellstead (1979), Kundur (1994), Kothari
(2003) y Ortega (2002). También, se introduce la notación utilizada durante el resto de este
trabajo, aśı como antecedentes teóricos del enfoque de modelado que se utiliza.

2.1. Notaciones

B Matriz de incidencia
G Grafo dirigido
V Conjunto de nodos de un grafo
E Conjunto de bordes de un grafo
Bb Matriz de loopsets básica
H Submatriz de Incidencia

col{xi} Vector columna con entradas de x1 hasta xi, con i = 1, . . . , n
diag{xi} Matriz diagonal con entradas de x1 hasta xi, con i = 1, . . . , n

1 Vector con todas las entradas iguales a 1
∇ Operador gradiente

2.2. Enerǵıa y variables generalizadas del sistema

La idea fundamental del modelado, desde la perspectiva energética abordada en esta te-
sis, es notar que los componentes de cada sistema suministran, almacenan o disipan enerǵıa
y se interconectan para formar un sistema completo, la cuestión es determinar cómo esa
enerǵıa es transmitida de un componente a otro.
En dos sistemas que se encuentran conectados el intercambio de enerǵıa se realiza a través
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Figura 2.1: Mecanismo de transferencia de enerǵıa

(a) (b)

Figura 2.2: Variable de esfuerzo (a), y variable de flujo (b)

de un puerto, el cual conceptualmente está formado por dos terminales comunes a ambos
sistemas (véase la Figura 2.1) La enerǵıa es intercambiada entre estos sistemas a través
de dos variables generalizas que se identifican bajo los conceptos generales de esfuerzo (e)
y flujo (f). Estas variables, al ser generalizadas, están definidas en cualquier sistema in-
dependientemente de su naturaleza. Las variables generalizadas de esfuerzo y flujo pueden
ser distinguidas a partir de la manera en que son medidas. El esfuerzo (voltaje en sistemas
eléctricos) es medido utilizando un instrumento que se conecta entre ambas terminales del
puerto (en inglés se usa el término across para describir estas variables), estas variables se
miden entre dos puntos porque necesitan ser medidas respecto a un valor de referencia como
se muestra en la Figura 2.2(a). El flujo (corriente en sistemas eléctricos) es medido utilizando
un instrumento que se conecta a lo largo de una de las terminales del puerto (en inglés se
usa el término through para describir estas variables). En este caso no se necesita especificar
un valor de referencia sino que se mide la variable que fluye a través del sistema como se
muestra en la Figura 2.2(b), como se menciona en Wellstead (1979).
En este enfoque, en el cual los sistemas son considerados como procesadores de enerǵıa, el
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Figura 2.3: Sentidos definidos como positivos para las variables de esfuerzo y flujo

producto de las variables de esfuerzo y flujo es igual a la potencia instantánea (ω) intercam-
biada a través del puerto

ω = ef

En cada uno de los componentes del sistema es necesario definir una convención de signos
para las variables generalizadas de esfuerzo y de flujo como se muestra en la Figura 2.3.
De este modo, si la potencia ω tiene signo positivo para el componente i entonces este
componente recibe enerǵıa en ese instante. Si la potencia ω tiene signo negativo para el
elemento i entonces el componente entrega enerǵıa a los otros componentes del sistema en
ese instante.
La enerǵıa intercambiada (E) en el intervalo de tiempo [0, t] está dada como la integral de

la potencia instantánea

E =

∫ t

0

efdt (2.1)

Si la enerǵıa E es positiva para el componente i, entonces E representa la enerǵıa que este
componente ha recibido en el intervalo de tiempo [0, t], pero si E es negativa entonces E
representa la cantidad de enerǵıa que el componente ha entregado a los otros componentes
del sistema en el intervalo de tiempo [0, t].
En particular, para el caso de sistemas eléctricos, la potencia (ω) está dada como el producto
de la corriente eléctrica i a través del circuito y el voltaje v medido entre sus terminales,
mientras que la enerǵıa (E) intercambiada (puede ser recibida o entregada dependiendo del
signo de E) en el intervalo de tiempo [0, t] se calcula como la integral de la potencia

ω = iv, E =

∫ t

0

ivdt

Los componentes de un sistema pueden clasificarse de la siguiente manera, de acuerdo a la
acción que realizan sobre la enerǵıa E que intercambian:

Almacenadores de enerǵıa.

Disipadores de enerǵıa.

Fuentes de enerǵıa.

A continuación se estudian cada una de estas propiedades.
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2.3. Almacenadores de enerǵıa

Existen dos maneras de almacenar la enerǵıa, que son:

1. Mediante el almacenamiento de esfuerzo.

2. Mediante el almacenamiento de flujo.

Estas dos maneras de almacenar enerǵıa definen dos nuevas variables; el esfuerzo almacenado
(ea) y el flujo almacenado (fa) como se menciona en Wellstead (1979)

ea =

∫ t

0

edt, e =
dea
dt

(2.2)

fa =

∫ t

0

fdt, f =
dfa
dt

(2.3)

Nótese que a partir de estas expresiones también se pueden escribir:

edt = dea, fdt = dfa

lo cual, al ser sustituido en (2.1) se obtienen las siguientes expresiones para la enerǵıa alma-
cenada en términos del esfuerzo almacenado

E =

∫ t

0

fdea (2.4)

y para la enerǵıa almacenada en términos de la acumulación de flujo

E =

∫ t

0

edfa (2.5)

Para poder calcular la integral en (2.4) es necesario que el flujo f se pueda escribir como
función del esfuerzo almacenado ea, es decir

f = φ(ea)

Por otro lado, para poder calcular la integral en (2.5) es necesario que el esfuerzo e se pueda
escribir como función del flujo almacenado fa, es decir que se pueda escribir

e = ϕ(fa)

en cada caso, las funciones φ y ϕ se conocen como las funciones constitutivas del elemento
del sistema que realiza la acción de almacenamiento de esfuerzo o de flujo. A continuación
se estudian los elementos que almacenan esfuerzo o flujo en sistemas eléctricos, ya que son
el tipo de sistema que se utiliza a lo largo de este trabajo de tesis.
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Almacenadores de esfuerzo:

En la Figura 2.4 se muestra un inductor, que en circuitos eléctricos es el correspondiente
al almacenador de esfuerzo, a través del cual circula una corriente eléctrica i (variable de
flujo) bajo el efecto de un voltaje v12 (variable de esfuerzo) aplicado entre sus terminales. Se
supone que el inductor es ideal, es decir, el inductor no tiene resistencia eléctrica interna ni
existe capacitancia entre sus espiras.
Faraday fue el primero en darse cuenta de que un inductor tiene propiedades análogas a
las que tiene el momentum en sistemas mecánicos. Lo que Faraday llamó el momentum
electrodinámico, es más conocido actualmente como el flujo acumulado λ y es igual al flujo
magnético encerrado por el inductor. Este flujo acumulado es proporcional a la corriente i que
fluye a través del inductor y a una constante positiva L que depende de la forma geométrica
en que el conductor está enrrollado para formar el inductor. La constante L recibe el nombre
de inductancia. Por tanto, se puede escribir:

λ = Lf (2.6)

El flujo acumulado determina el voltaje que se produce en los extremos de un inductor
mediante la Ley de Faraday

e =
dλ

dt
= L

di

dt

de lo que se puede concluir que el flujo acumulado representa al esfuerzo almacenado (λ = ea)

λ =

∫ t

0

edt

por lo que, a partir de la expresión (2.6) se puede decir

f = φ(λ) = L−1λ, (f = φ(ea))

Además es posible encontrar la enerǵıa almacenada, considerando condiciones iniciales nulas,
y la consideración (2.2) tenemos

E =

∫ ea

0

fdea

Considerando que i = f , λ = ea e i = L−1λ la enerǵıa almacenada se puede escribir como:

E =

∫ λ

0

L−1λdλ =
1

2
L−1λ2

la cual constituye la expresión de la enerǵıa almacenada por un inductor.
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Figura 2.4: Un inductor como almacenador de esfuerzo

Almacenadores de flujo:

En la Figura (2.5) se muestra un capacitor, que en circuitos eléctricos es el correspondiente
al almacenador de flujo, a través del cual circula una corriente eléctrica i(variable de flujo)
bajo el efecto de un voltaje v12 (variable de esfuerzo) aplicado en sus terminales. Debido a
la diferencia de potencial que existe entre los conductores se producirá una acumulación de
carga eléctrica. Comúnmente se utiliza la letra q para representar dicha carga eléctrica. Con
la finalidad de cuantificar la cantidad de carga eléctrica que puede ser almacenada, se define
la capacitancia C (constante positiva) de la siguiente forma

q = Ce (2.7)

La corriente eléctrica se define a partir de la carga eléctrica del siguiente modo

i =
dq

dt

Por lo tanto, la carga eléctrica representa el flujo acumulado(q = fa)

q =

∫ t

0

fdt

a partir de la expresión (2.7) se concluye que

e = ϕ(q) = C−1q, e = ϕ(fa)

Además es posible encontrar la enerǵıa almacenada, considerando condiciones iniciales nulas,
y la consideración (2.3) tenemos

E =

∫ fa

0

edfa

Considerando v12 = e, q = fa y v12 = C−1q la enerǵıa almacenada se puede escribir

E =

∫ q

0

C−1qdq =
1

2
C−1q2

La cual constituye la expresión de la enerǵıa almacenada por un capacitor.
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Figura 2.5: Un capacitor como almacenador de flujo

Figura 2.6: Segmento de linea que puede representar a cualquier elemento del sistema.

2.4. Teoŕıa de grafos

Las restricciones de interconexión para las variables de un sistema pueden ser formali-
zadas de muchas formas, probablemente una de las técnicas mas generales es el análisis por
medio de redes, dicha técnica nos proporciona las herramientas para representar la interac-
ción entre los elementos o agentes en una red. Es por ello, que se presenta una recopilación
de varias definiciones, tomadas de Wellstead (1979), que son utilizadas frecuentemente a lo
largo de este trabajo.
Aśı pues, una gráfica lineal es un conjunto de ĺıneas conectadas. Las ĺıneas representan
simbólicamente a los elementos del sistema, por lo tanto la tarea principal en la construcción
de una gráfica es el seleccionar una convención adecuada para poder representar a los elemen-
tos del sistema como segmentos de linea. Además, estos segmentos se dicen estar orientados
si se indica la dirección de referencia de la variable de flujo o esfuerzo del elemento, un po-
sible convenio se muestra en la Figura 2.6.a y 2.6.b para un elemento generalizado, en este
ejemplo la Figura 2.6.b establece que el esfuerzo e es positivo cuando la terminal a tiene un
mayor esfuerzo que la terminal b. la variable de flujo f es positiva cuando esta en la dirección
que indica la flecha.
En la Figura 2.7 se muestran ejemplos de como es que se puede representar a un elemento

del sistema como un segmento de linea orientado.
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Figura 2.7: Elementos del sistema representados como segmentos de linea orientados.

Antes de encontrar las restricciones de interconexión para las redes, es necesario presen-
tar algunas definiciones. Primero, un grafo o gráfica lineal se define como un conjunto de
segmentos de linea interconectados. El término lienal se asocia a la representación de los
elementos del sistema por segmentos de linea, pero esto no implica relaciones constitutivas
lineales para los elementos que pertenecen al grafo. Si los segmentos de linea son orientados
(dirigidos) el grafo se conoce como grafo dirigido o gráfica lineal orientada. Los segmentos de
linea son conocidos como bordes y el final de un conjunto de bordes se conoce como nodo. En
general un grafo consiste en un conjunto de grafos conectados y un grafo conectado se define
como un grafo en el que se puede alcanzar cualquier nodo siguiendo una trayectoria sobre
los bordes. Si suponemos un grupo de elementos están interactuando entre śı por medio de
una red, y dicho grupo está formado por p elementos, entonces un grafo dirigido G(V , E)
de orden p es un par (V , E), donde V , {1, . . . , p} es un conjunto finito, no vaćıo de nodos,
mientras que E ⊆ V × V es un conjunto formado por pares ordenados llamados bordes. El
borde (i, j) en el conjunto E de un grafo dirigido denota que el j-ésimo elemento puede
obtener información del i-ésimo, pero no necesariamente viceversa; en este caso al nodo i se
le conoce como nodo padre y al j como nodo hijo. A lo largo del desarrollo de este trabajo
los auto-bordes (i, i) no son considerados. Además si un borde (i, j) ∈ E , entonces se dice
que el nodo i es vecino del nodo j. Al conjunto de vecinos de un nodo i se le denota como
Ni. Un subgrafo (Vs, Es) de (V , E), es un grafo tal que Vs ⊆ V y Es ⊆ E ⊆ E ∩ (Vs × Vs).
A continuación se presentan definiciones de elementos referentes a los grafos:

1. El grado de un nodo es el número de bordes conectados a tal nodo.

2. Un loopset es un conjunto de bordes y nodos de un grafo, tal que cada nodo tiene
grado 2. Note que los grafos de sistemas f́ısicos siempre tienen nodos de grado dos o
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Figura 2.8: Ejemplo de grado, loopset y loop

mayor, entonces un nodo de grado uno es equivalente a una terminal desconectada.

3. Un loop es una trayectoria cerrada definida por un loopset.

Las primeras tres definiciones se ilustran en la Figura 2.8 tomada de Wellstead (1979)en
la cual el nodo b tiene grado 3; el conjunto de bordes (1, 2, 3, 6, 5) y nodos (e, a, b, d, c)
forman un loopset y la linea punteada indica el correspondiente loop.

4. Un cutset es un conjunto de bordes de un grafo conectado tal que al dividirlos, estos
bordes separan al grafo en dos grafos conectados. Si cualquier borde de el cutset se
omite el grafo debeŕıa de permanecer conectado. Si los bordes en un cutset son todos
incidentes en un nodo, el nodo es llamado cutset de nodo

5. Un ámbito es una trayectoria cerrada que intersecta a todos los bordes de un cutset.
Estas definiciones se ilustran en la Figura 2.9 tomada de Wellstead (1979) en la cual
los bordes (1, 8, 6, 5) forman un cutset pero los bordes (2, 7, 8, 6, 5) no lo hacen. Los
bordes (2, 4, 3) forman un cutset de nodo.

6. Un árbol de un grafo es un sub-grafo conectado que contiene a todos los nodos del
grafo, pero no forma lazos cerrados. El complemento del árbol es llamado co-árbol, y
es la parte del grafo que se mantiene cuando se retira el árbol. Los bordes del árbol
son conocidos como ramas y los bordes del co-árbol se conocen como cuerdas.
Dos posibles árboles del grafo mostrado en la Figura 2.9 se muestran en la Figura 2.10,
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Figura 2.9: Ejemplo de cutset y ámbito

para el primer árbol el co-árbol tiene como cuerdas al conjunto de bordes (3, 5, 6, 7), y
el segundo árbol con cuerdas (1, 2, 4, 9).

7. Un cutset básico se define para un árbol en particular como un cutset que consta de
una rama del árbol y algunas o todas las cuerdas del co-árbol. Cada cutset básico
está orientado de tal manera que se asigne un signo positivo a sus ramas. Un ámbito
básico es el ámbito correspondiente a el cutset básico.
En la Figura 2.9 y con respecto al árbol mostrado en la Figura 2.10.a, los bordes (2, 5)
forman un cutset básico, al igual que los bordes (1, 7, 5) y (4, 3, 5). Note que un cutset
básico puede o no ser un cutset de nodo.

Figura 2.10: Ejemplo de árbol y co-árbol
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8. Un loopset básico se define para un árbol en particular como un loopset que consta
de una cuerda y alguna o todas las ramas del árbol. Un loop básico es el loop corres-
pondiente al loopset básico. Un loop básico por lo tanto, atraviesa una trayectoria que
incluye una cuerda y cualquier número de ramas.

2.5. Matriz de interconexión

Haciendo uso de las herramientas básicas mencionadas a lo largo de las secciones de este
caṕıtulo, se encuentra una matiz que es de vital importancia para el modelado de las redes
que se utilizan, dicha matiz contiene toda la información referente a la interconexión del
sistema, es conocida como matriz de incidencia y es fundamental para encontrar el modelo
dinámico de la red de interconexión y de la misma microred.
Se menciono todos los componentes del sistema son vistos como procesadores de enerǵıa
que interactúan con entradas y salidas por medio de puertos. El acoplamiento energético de
estos sub-sistemas puede representarse por un par de variables cuyo producto es la potencia
instantánea transmitida por el puerto, de esta forma, la entrega de enerǵıa está asociada
a una variable generalizada de flujo y otra de esfuerzo que representan el mecanismo de
transferencia de enerǵıa, como se menciona al inicio de este caṕıtulo. El modelado se logra
interconectando los sub-sistemas para formar uno completo. Por lo que bajo esta premisa,
un sistema es la interconexión de elementos ideales, vistos como almacenadores de flujo y
de esfuerzo, elementos disipadores y fuentes. Para el caso particular de circuitos eléctricos la
corriente y el voltaje son las variables de flujo y esfuerzo, respectivamente, con el inductor
el elemento almacenador de flujo y el capacitor el de esfuerzo. De manera que el sistema
queda definido al agregar relaciones constitutivas y añadir las restricciones impuestas por la
interconexión.
En general, la relación de almacenamiento de enerǵıa entre las variables de flujo f y las de
esfuerzo e, depende de la naturaleza del elemento (capacitor o inductor) como lo menciona
Van der Schaft (2011), y es de la forma

ḟa = f ; e =
∂V (fa)

∂fa
(2.8)

o de manera dual

ėa = e; f =
∂V (ea)

∂ea
(2.9)

donde fa y ea son vectores de flujo y esfuerzo almacenado de la misma dimensión de f y e,
mientras que V (·) es una función que representa la enerǵıa almacenada en el sistema.
Ya que un circuito eléctrico puede ser visto como un grafo dirigido G, que consiste en conjunto
finito de nodos V , con n elementos, y un conjunto finito de bordes E con b elementos, junto
con un mapeo de E a V , tal que a cada borde ε ∈ E le corresponde una pareja ordenada
(v, w) ∈ V × V , con v 6= w. El borde (v, w) denota que el elemento w puede acceder a la
información del elemento v, pero no necesariamente viceversa. Se dice que un grafo dirigido
está conectado si se tiene al menos un nodo con trayectorias dirigidas a todos los demás
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nodos. El mapeo del espacio de bordes al de nodos tiene como representación a la matriz de
incidencia B, que es de n× b, con (i, j)th elemento igual a 1 si el jth borde entra al nodo i,
-1 si sale del nodo y 0 de cualquier otra forma. En este sentido también puede construirse la
matriz B0 de loopset completa cuyo (i, j)th elemento igual a 1 si el jth borde está en el ith

lazo y ambos tienen la misma orientación, (i, j)th igual a -1 si el jth borde está en el ith lazo
y tienen orientación opuesta y 0 de cualquier otra forma.
En este sentido, un árbol, definido en Wellstead (1979), es un subgrafo conectado con todos
los nodos del grafo que no forma ninguna trayectoria cerrada, a sus bordes se les llama
ramas; al complemento del árbol se le llama co-árbol y sus bordes se conocen como cuerdas.
Aśı, pueden expresarse leyes de interconexión, o de conservación de enerǵıa, como la Ley de
corrientes y la Ley de voltajes de Kirchhoff

Bf = 0 (LCK)

B0e = 0 (LV K)

con f, e ∈ Rm un vector de flujos y de esfuerzos de borde, respectivamente. Es posible
demostrar que existen n − 1 restricciones de flujo linealmente independientes en un grafo
conectado con n nodos, por lo que el rango de su matriz d incidencia B es n − 1, lo que
permite obtener una matriz de incidencia reducida Cb ∈ Rn−1×b eliminando un renglón de
B, de manera que si f se ordena tal que el flujo de las ramas entra primero y el orden de los
renglones de Cb corresponde a las ramas en f , entonces la LCK es

Cbf =
[
I H

] [ ft
fc

]
= 0 ⇒ ft = −Hfc (2.10)

donde ft y fc son los flujos en el árbol y en el co-árbol, respectivamente, I es la matriz
identidad de orden n − 1 y H ∈ R(n−1)×(b−n+1) es la submatriz de incidencia. De igual
forma, la matriz de loopsets completa B0 tiene b−n+1 restricciones de esfuerzo linealmente
independientes, por lo que también es posible reducirla y obtener una matriz de loopsets
básica Bb, de tal forma que la LV K se puede reordenar como

Bbe =
[
−HT I

] [ et
ec

]
= 0 ⇒ ec = HT et (2.11)

con HT ∈ R(b−n+1)×(n−1), I la matriz identidad de orden b − n + 1, et son los vectores de
esfuerzo en los bordes del árbol y ec son los esfuerzos en los bordes del co-árbol. Siendo
entonces la matriz H ∈ R(n−1)×b−(n−1) la encargada de que capturar la topoloǵıa del circuito
conocida como submatriz de incidencia, ya que determinan cómo los flujos del árbol y los
esfuerzos del co-árbol se pueden generar como una combinación lineal de los flujos del co-
árbol y los esfuerzos del árbol, respectivamente, via las siguientes expresiones (2.10) y (2.11).
Note que estructuralmente, cada fila en la matriz H señala cuál de los elementos del co-árbol
son incidentes al mismo cutset básico de cada una de las ramas. Y en correspondencia, cada
columna muestra cuál de los elementos del árbol pertenece al mismo loopset básico de cada
una de las cuerdas.
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Por último, otra propiedad demostrada en Wellstead (1979) es la que (2.10) y (2.11) equivalen
a restricciones impuestas por las estructuras de Dirac y que son analizadas en Van der Schaft
(2011) como relaciones que preservan potencia. Aśı, mientras las ecuaciones (2.10) y (2.11)
definen la topoloǵıa de la interconexión, mientras que (2.8) y (2.9) establecen la dinámica,
una relación disipativa entre el vector de flujos y el de esfuerzos puede ser dada por cualquier
relación estática de la forma

R(f, e) = 0

Finalmente, el grafo asociado al sistema es el representa la interconexión de los elementos
que lo conforman.

2.6. Sistemas Hamiltonianos Controlados por Puerto

En este trabajo de tesis se sigue una técnica de control que involucra la estructura f́ısica
de los sistemas, lo que ha demostrado ser una alternativa altamente utilizada en sistemas
eléctricos como se menciona en Ortega (2002). Dicho método de diseño es conocido como
Control Basado en Pasividad por Asignación de Interconexión y Amortiguamiento, por sus
siglas en inglés IDA-PBC. Para poder aplicar la técnica IDA-PBC se requiere que el sistema
en lazo cerrado se pueda representar mediante una estructura Hamiltoniana, la cual consiste
en tener una matriz antisimétrica que representa la interconexión del sistema, una matriz
positiva definida correspondiente los elementos de amortiguamiento y una función escalar
que contenga la enerǵıa almacenada de todo el sistema.
Un sistema Hamiltoniano se entiende como un sistema dinámico posiblemente no lineal que
cumple con la estructura

ẋ = [J (x)− B(x)]
∂H(x)

∂x
+ g(x)u

y = g(x)T
∂H(x)

∂x

donde x ∈ Rn son las variables que almacenan enerǵıa, H(x) : (R)n → (R) es una función
escalar definida positiva que representa la enerǵıa total almacenada por el sistema, u, y ∈ Rm

son las variables de puerto de enerǵıa (entradas y salidas).
La matriz J (x) ∈ Rn×n es una matriz antisimétrica J (x) = −J (x)T que captura la interco-
nexión del sistema, mientras que B(x) ∈ Rn×n es una matriz simétrica positiva semidefinida
B(x) = B(x)T ≥ 0 que contiene a los elementos de disipación de la red y finalmente el vector
g(x) ∈ Rn×m se encarga de modelar los puertos del sistema.
Una caracteristica importante de los sistemas Hamiltonianos es que los puntos de equilibrio
del sistema al que representan, coinciden con los puntos cŕıticos de la función de enerǵıa del
sistema, esto es

E =

{
x? ∈ Rn|

[
∂H(x)

∂x

]
x=x?

= 0

}
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lo que permite hacer uso de teoŕıa, como estabilidad en el sentido de Lyapunov mencionada
en Khalil (2002), esto es, se define la función de almacenamiento de enerǵıa como función
candidata de Lyapunov, pidiendo que el argumento mı́nimo de la función sea igual al punto
de equilibrio que se desea estabilizar, se encuentra la derivada temporal a lo largo de las
trayectorias del sistema esto es

Ḣ =
∂H(x)

∂x

T

ẋ

=
∂H(x)

∂x

T [
J (x)− B(x)]

∂H(x)

∂x
+ g(x)u

]
=

∂H(x)

∂x

T

J (x)
∂H(x)

∂x
− ∂H(x)

∂x

T

B(x)
∂H(x)

∂x
+
∂H(x)

∂x

T

g(x)u

= −∂H(x)

∂x

T

B(x)
∂H(x)

∂x
+ uTy

con lo que haciendo uso del Teorema 4.1 de Khalil (2002), se puede asegurar que el punto
de equilibrio será al menos estable si x? = argminH(x) por que

Ḣ 6 0

Lo que es una gran ventaja al trabajar con esta clase de sistemas, ya que facilitan la prueba
de estabilidad.

2.7. Flujos de Potencia

Uno de los procedimientos usados comúnmente para el análisis de los sistemas de potencia
es el cálculo de los flujos de potencia. La operación y diseño de sistemas eléctricos de potencia
requiere de tal cálculo para analizar el rendimiento en estado estacionario del sistema de
potencia.
Lo que se logra hacer al solucionar los flujos de potencia es que dada una cantidad de potencia
consumida en todos los nodos1 de una configuración conocida y la potencia producida por
cada fuente, se requiere encontrar la potencia en cada una de las ĺıneas de la red, la magnitud
del voltaje y el ángulo de fase en cada nodo Kundur (1994).
El cálculo de los flujos de potencia determina el estado del sistema de potencia para una carga
dada y una distribución de generación, esto representa una condición en estado estacionario.
En la realidad, el voltaje en los nodos de la ĺınea cambia constantemente debido a que las
cargas cambian.
Existen muchos métodos iterativos que son capaces de solucionar las ecuaciones de flujos de
potencia, pero cabe mencionar que la mayoŕıa de los métodos son variaciones de la técnica

1Es la conexión de dos o mas dispositivos que pertenecen al sistema eléctrico de potencia, en la literatura
de sistemas eléctricos de potencia son conocidos como barras, note que cualquier barra puede ser vista como
un nodo, pero no necesariamente viceversa.

20



Figura 2.11: Impedancia conectada del nodo i al nodo j

de Newton-Raphson y que todas las técnicas reportadas en la literatura requieren de la
matriz de admitancias para poder solucionar las ecuaciones de flujos de potencia, por lo que
se dedicará una parte de esta sección del trabajo a describir cómo se calcula dicha matriz.
Además de requerir parámetros primordiales como la P potencia activa, Q potencia reactiva,
V Magnitud del voltaje y δ fase del voltaje, donde es necesario especificar dos de las cuatro
cantidades, en cada nodo.
En la literatura de sistemas eléctricos de potencia como Kundur (1994) y Kothari (2003)
se mencionan diferentes tipos de nodos, para la especificación de algunas de las cantidades
antes mencionadas, que son:

Nodo de Generación

Nodos de carga

Nodo tipo slack o nodo de referencia

Construcción de la matriz de admitancia:

El análisis nodal consiste en establecer ecuaciones de corriente para cada bus (para este
trabajo cada bus es visto como un nodo), considerando positivas las corrientes que llegan
al nodo y negativas las que salen. Suponga que el sistema tiene n nodos conectados entre
śı. Además, los nodos adyacentes entre śı se denotan por i y j, se interconectan por una
impedancia ŷij por donde fluye una corriente Iij, de el nodo i al nodo j como se muestra en
la Figura 2.11 por lo que la ecuación de corriente entre dichos nodos es

Iij =
Vi − Vj
ẑij

= ŷij(Vi − Vj) (2.12)

suponiendo un k-ésimo nodo genérico, como se muestra en la Figura 2.12 entonces

Ik0 = ŷk0Vk

Ik1 = ŷk1(Vk − V1)

Ik2 = ŷk2(Vk − V2)
...

Ikn = ŷkn(Vk − Vn)
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Figura 2.12: Bus o nodo genérico
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siendo las Ikn las corrientes que salen del nodo k hacia algún n-ésimo nodo.
Si suponemos que la corriente que entra al nodo k es Ik, entonces se puede encontrar la
siguiente ecuación en el nodo k

Ik = Ik0 + Ik1 + Ik2 + . . .+ Ikn

tomando en cuenta la ecuación (2.12) se puede escribir

Ik = ŷk0 + ŷk1(Vk − V1) + ŷk2(Vk − V2) + . . .+ ŷkn(Vk − Vn)

finalmente esta ecuación puede ser escrita de manera más compacta como

Ik = Vk

n∑
j=0

ŷkj −
n∑
j=1

ŷkjVj

Notese que los términos∑n
j=0 ŷkj = Ykk: Representa la sumatoria de todas las admitancias conectadas al nodo

k.

−ŷkj = Ykj: Representa la admitancia mutua entre los nodos k y j.

Por lo que, la ecuación de corriente en el nodo k es

Ik =
n∑
j=1

YkjVj

Para generalizar el estudio, para el sistema con n nodos, las ecuaciones se pueden ver como
Y11 Y12 Y13 . . . Y1N

Y21 Y22 Y23 . . . Y2N
...

. . .
...

YN1 YN2 YN3 . . . YNN



V1

V2
...
VN

 =


I1

I2
...
IN

 (2.13)

Esto es
I = Y V

donde

N es el número de nodos

Yii es la admitancia propia del i-ésimo nodo, o bien la suma de las admitancia conectadas
en el nodo i

Yij es la admitancia mutua entre los nodos i y j o bien el negativo de la suma de todas las
admitancias entre los nodos i y j
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Vi es el fasor del i-ésimo voltaje

Ii es el fasor de la i-ésima corriente

la matriz de admitancia de nodo Ybus cumple las siguientes propiedades

Es una matriz cuadrada de N ×N , con N igual al número de nodos

Es simétrica, es decir Yij = Yji

Los elementos de la diagonal principal son negativos, mientras que los elementos fuera
de la diagonal son positivos.

Además la admitancia Y = G+ jB donde la parte real (G) se conoce como la conductancia
y la parte imaginaria (B) es la susceptancia, mientras que la inversa de la admitancia se le
conoce como impedancia Z esto es

Y = Z−1

Ecuaciones de flujo de potencia:

Siguiendo el análisis echo en Kundur (1994) para plantear las ecuaciones de flujo de potencia
suponemos que la corriente en el nodo k puede ser escrita como

Ik =
n∑
j=1

YkjVj

y por tanto la potencia aparente inyectada al nodo es

S∗k = V ∗k Ik

lo que implica

S∗k = V ∗k

[
n∑
j=1

YkjVj

]
= Pk − jQk

donde la Pk representa a la potencia activa y Qk es la potencia reactiva, y pueden ser escritas
como

Pk = Re

{
V ∗k

n∑
j=1

YkjVj

}
; Qk = −Im

{
V ∗k

n∑
j=1

YkjVj

}
además los voltajes se pueden escribir como

Vk = |Vk|∠δk Vj = |Vj|∠δj
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y que la admitancia compleja es de la forma Yik = Gik + jBik ∈ C, donde Gik ∈ R es la
conductancia y Bik ∈ R es la suceptancia, cuando no existe conexión entre los nodos el
elemento Yik = 0, entonces los flujos de potencia entre cada pareja de nodos están dados por
las ecuaciones

Pik = GiiV
2
i − ViVk[Gik cos(δi − δk) +Bik sin(δi − δk)] (2.14)

Qik = BiiV
2
i − ViVk[Gik sin(δi − δk) +Bik cos(δi − δk)] (2.15)

que determinan las condiciones de operación en estado estable del sistema como se muestra
en Elgerd (1981).
Las potencias activas y reactivas para el i-ésimo nodo pueden ser escritas como

Pi = GiiV
2
i −

∑
k∈Ni

ViVk[Gik cos(δi − δk) +Bik sin(δi − δk)] (2.16)

Qi = −BiiV
2
i

∑
k∈Ni

ViVk[Gik sin(δi − δk)−Bikcos(δi − δk)] (2.17)

En las ecuaciones (2.16) el primer término corresponde a los elementos conectados única-
mente en el i-ésimo nodo, es decir Gii = Ĝii+

∑
k∈Ni

Gik y Bii = B̂ii+
∑

k∈Ni
Bik, el segundo

término está relacionado con la interconexión de los nodos vecinos, con Ni el conjunto de
todos los nodos vecinos al nodo en cuestión.

Solución a las ecuaciones de flujos de Potencia:

En la literatura existen muchos métodos numéricos que se pueden aplicar para la solución de
los flujos de potencia como se menciona en Kundur (1994), Milano (2010) por citar algunos
autores, un método muy conocido es el de Newton-Raphson, este método es una técnica
interativa para solucionar un conjunto de ecuaciones no lineales. Para esto, considera el
siguiente conjunto de n ecuaciones con n incógnitas

f1(x1, x2, · · · , xn) = b1

f2(x1, x2, · · · , xn) = b2 (2.18)
...

... =
...

fn(x1, x2, · · · , xn) = bn

Las iteraciones inician con un valor inicial estimado de x0
1, x

0
2, · · · , x0

n para las n incógnitas y
si ∆x1,∆x2, · · · ,∆xn son los términos de corrección necesarios para la estimación de modo
que las ecuaciones se satisfagan de manera exacta, tenemos

f1(x0
1 + ∆x1, x

0
2 + ∆x2, · · · , x0

n + ∆xn) = b1

f2(x0
1 + ∆x1, x

0
2 + ∆x2, · · · , x0

n + ∆xn) = b2 (2.19)
...

... =
...

fn(x0
1 + ∆x1, x

0
2 + ∆x2, · · · , x0

n + ∆xn) = bn
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Cada una de las ecuaciones anteriores puede ser expandida usando series de Taylor. La
expansión por series de Taylor para la i-ésima ecuación es

fi(x
0
1 + ∆x1, x

0
2 + ∆x2, · · · , x0

n + ∆xn) =

f1(x1, x2, · · · , xn) +
(
∂fi
∂x1

)
0

∆x1 +
(
∂fi
∂x2

)
0

∆x2 + · · ·+
(
∂fi
∂xn

)
0

∆xn + T.A.O = bi

los términos de alto orden (T.A.O) pueden ser despreciados, si la solución estimada inicial
tiende a le solución real, lo que resulta en un conjunto de ecuaciones diferenciales lineales,
que en forma matricial se pueden escribir como


b1 − f1(x1, x2, · · · , xn)
b2 − f2(x1, x2, · · · , xn)

...
bn − fn(x1, x2, · · · , xn)

 =



(
∂f1
∂x1

)
0

(
∂f1
∂x2

)
0
. . .

(
∂f1
∂xn

)
0(

∂f2
∂x1

)
0

(
∂f2
∂x2

)
0
. . .

(
∂f2
∂xn

)
0

...
...

. . .
...(

∂fn
∂x1

)
0

(
∂fn
∂x2

)
0
. . .

(
∂fn
∂xn

)
0




∆x1

∆x2
...

∆xn


o lo que es igual

∆f = J∆x (2.20)

donde J ∈ Rn×n se conoce como el Jacobiano. Si los estimados x0
1, · · · , x0

n son exactos,
entonces ∆f y δx tienden a cero. Sin embargo, como x0

1, · · · , x0
n son sólo valores estimados,

los errores ∆f son finitos. La ecuación (2.20) proporciona una relación lineal entre los errores
∆f y los términos de corrección ∆x a través del Jacobiano de las ecuaciones simultáneas.
Una solución para ∆x puede ser obtenida al aplicar cualquier método adecuado para la
solución de un conjunto de ecuaciones lineales. Los valores actualizados de x son calculados
de

x1
i = x0

i + ∆xi

El proceso es repetido hasta que los errores ∆fi lleguen a ser iguales a una tolerancia es-
pecificada. Las iteraciones tienen una convergencia cuadrática y el Jacobiano tiene que ser
recalculado en cada paso. Para aplicar el método de Newton-Raphson, cada ecuación com-
pleja representada por

Pk − jQk

Ṽ ∗k
=
∑
i=1

YkiṼi (2.21)

tiene que ser reescrita como dos ecuaciones sólo con parte real, en términos de dos variables
reales en lugar de una variable compleja. Esto por que la ecuación (2.21) no es una función
anaĺıtica de los voltajes complejos junto con el término conjugado Ṽ ∗k y como una conse-
cuencia las derivadas complejas no existen.
Para facilidad de la programación del método numérico, se pasan las ecuaciones de flujo de
potencia a coordenadas polares. Por lo que para cada k-ésimo nodo, tenemos

S̃k = Pk + jQk = ṼkĨ
∗
k

26



de la ecuación (2.13) tenemos

Ĩk =
n∑

m=1

ỸkmṼm

al combinar éstas dos últimas ecuaciones se puede escribir

Pk + jQk = Ṽk

n∑
m=1

(Gkm − jBkm)Ṽ ∗m

el producto de los fasores Ṽk y Ṽm puede ser expresado como

ṼkṼ
∗
m = (Vk expjθk)(Vm exp−jθm) = VkVm expj(δk−δm) = VkVm(cos δkm + j sin δkm)

donde δkm = δk − δm, como se menciono antes, las ecuaciones de flujo de potencia Pi y Qi

pueden ser escritas como

Pk =Vk

n∑
m=1

Vm(Gkm cos δkm +Bkm sin δkm)

Qk =Vk

n∑
m=1

Vm(Gkm sin δkm −Bkm cos δkm)

(2.22)

donde las conductancias y las suceptancias mutuas entre los nodos m y k son

Gkm = Gmk

Bkm = Bmk

siendo Gkk y Bkk las conductancias y suceptancias del k-ésimo nodo respectivamente.

Note que las ecuaciones (2.16) son exactamente las mismas ecuaciones que (2.22), sólo
que en estás últimas el voltaje Vk se encuentra factorizado. Entonces P y Q de cada uno de
los nodos (o buses) son funciones de la magnitud del voltaje V y el ángulo de fase δ de todos
los nodos.
Para solucionar los flujos a través de un método iterativo se requiere de las conocidas ecua-
ciones de ajuste, que se encargan de proporcionar una medición de la diferencia de potencias,
entre los valores de potencia calculados como funciones de voltajes y ángulos de fase y el
valor actual de las potencias inyectadas al k-ésimo nodo, dichas ecuaciones de ajuste son

0 = ∆Pk = P inj
k − Vk

n∑
m=1

Vm(Gkm cos δkm +Bkm sin δkm) (2.23)

0 = ∆Pk = Qinj
k − Vk

n∑
m=1

Vm(Gkm sin δkm −Bkm cos δkm) (2.24)
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El método de Newton-Raphson organiza las variables del sistema eléctrico por los ángulos
de fase, seguidos por las magnitudes de los voltajes de la siguiente manera

[
J1 J2

J3 J4

]



∆δ1

∆δ2

∆δ3
...

∆δNbus

∆V1

∆V2

∆V3
...

∆VNbus


= −



∆P1

∆P2

∆P3
...

∆PNbus

∆Q1

∆Q2

∆Q3
...

∆QNbus


donde

∆δi = δk+1
i − δki

∆Vi = V k+1
i − V k

i

Estás ecuaciones son resueltas utilizando factorización LU con sustitución forward/backward.
El Jacobiano t́ıpicamente se divide es cuatro submatrices, donde[

J1 J2

J3 J4

]
=

[
∂∆P
∆δ

∂∆P
∆V

∂∆Q
∆δ

∂∆Q
∆V

]
Cada submatriz representa las derivadas parciales de cada una de las ecuaciones de ajuste con
respecto de cada una de las incógnitas. Se tienen ocho tipos diferentes de derivadas parciales,
dos tipos de derivadas parciales por cada ecuación de ajuste, las derivadas se pueden resumir
como

∂Pk
∂δk

= Vk

n∑
m=1

VmYkm sin(δkm) + V 2
i Ykk

∂Pk
∂δm

= −VkVmYij sin(δkm)

∂Pk
∂Vk

= −Vk
n∑

m=1

VmYkm cos(δkm)− 2VkYkk

∂Pk
∂Vm

= −VkYkm cos(δkm)
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∂Qk

∂δk
= −Vk

n∑
m=1

VmYkm cos(δkm)− V 2
i Ykk

∂Pk
∂δm

= VkVmYij cos(δkm)

∂Pk
∂Vk

= Vk

n∑
m=1

VmYkm sin(δkm) + 2VkYkk

∂Pk
∂Vm

= VkYkm sin(δkm)
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Caṕıtulo 3

Modelado

En este caṕıtulo se muestra el modelado de cada uno de los sub-sistemas que conforman
a la microred por separado, aśı como, se muestra que cada uno de estos posee una estructura
Hamiltoniana, más adelante se utilizan todos estos elementos para interconectarlos y encon-
trar el modelo dinámico de la microred completa. Es importante notar que los sub-sistemas
presentados poseen puertos que en este contexto se conocen como puertos de interconexión,
se utilizan para interconectar todos los sub-sistemas y aśı conservar la estructura Hamilto-
niana exhibida por cada uno de los sub-sistemas por separado.

Para realizar los modelos matemáticos utilizados en este trabajo, se hace uso de las
técnicas y conceptos descritos en el caṕıtulo 2, bajo la premisa, un sistema es la interconexión
de elementos ideales, vistos como almacenadores de flujo y de esfuerzo, elementos disipadores
y fuentes.

3.1. Modelo dinámico de la red de interconexión

Bajo el principio presentado en el caṕıtulo 2 anterior, se encontrarán los modelos dinámi-
cos para diferentes circuitos eléctricos denominados redes a lo largo del trabajo, se asu-
mirá que la red es sin pérdidas o de manera equivalente, que las resistencias asociadas a los
inductores son despreciables, lo que se puede justificar ya que las ĺıneas de transmisión son
predominantemente inductivas y por ahora son las más utilizadas en este tipo de escenarios.

Aunque en este trabajo se considera un circuito con topoloǵıa malla, también es posible con-
siderar otro tipo de topoloǵıas como las estructuras radiales mencionadas en Kundur (1994).
Las caracteŕısticas de las redes con topoloǵıa malla son las siguientes:

F.1. Todas las fuentes están conectadas con todas las cargas.

F.2. Las cargas están conectadas en paralelo con un capacitor.

F.3. Cada ĺınea de transmisión se compone sólo por un inductor.
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Figura 3.1: Ejemplo de una red con topoloǵıa malla, que cuenta con dos fuentes y dos cargas.

F.4. Existen ĺıneas de transmisión que conectan a una fuente con otra fuente.

En la Figura 4.1 se muestra un ejemplo ilustrativo con dos fuentes y dos cargas que cumple
con tener una topoloǵıa malla, es importante notar que en los puertos correspondientes de
carga se colocó un resistor, pero también es posible interconectar cualquier tipo de carga
lineal, lo mismo por el lado de las fuentes, como se demostrará a lo largo de esta sección lo
importante es identificar los puertos de interconexión de la red, tanto por el lado de cargas
como por el lado de fuentes.
Estas caracteŕısticas serán consideradas en el procedimiento de modelado que se desarrolla
bajo un enfoque de teoŕıa de grafos (Brayton-Moser (1964) y Wellstead (1979)). De hecho,
los resultados presentados en esta sección siguen de cerca a lo presentado en Avila (2015).
Considere que la red está compuesta por n nodos y b bordes, entonces existen n − 1 res-
tricciones de corriente independientes y b − (n − 1) restricciones de voltaje independientes,
establecidas por la aplicación de las leyes de Kirchhoff como se menciona en Brayton-Moser
(1964). Por otra parte, para un árbol y su correspondiente co-árbol, estas limitaciones se

31



pueden obtener al considerar los cutsets y loopsets básicos de la gráfica, lo que nos lleva a
la expresión [

I H
] [ ft

fc

]
= 0 (3.1)

para las restricciones de corriente, mientras que las restricciones de voltaje se pueden escribir
como [

−HT I
] [ et

ec

]
= 0 (3.2)

donde ft ∈ Rn−1, et ∈ Rn−1, son las corrientes y voltajes, respectivamente, de las ramas
(bordes asociados con el árbol) y fc ∈ Rb−(n−1), ec ∈ Rb−(n−1) son las corrientes y los voltajes,
respectivamente, de las cuerdas (bordes asociados con el co-árbol). La matriz I ∈ Rn×n es
una matriz identidad, mientras que H ∈ R(n−1)×b−(n−1) es la submatriz de incidencia, de
manera que

ft = −Hfc
ec = HT et

(3.3)

Asúmase que la red está compuesta por n1 fuentes1. Entonces, considerando F.1, se tendrán
n1 capacitores, esto es el número de fuentes será igual al número de capacitores de la red y
debido a F.2, el número de cargas será el mismo que el número de capacitores. Resumiendo
el número de cargas, fuentes y capacitores será n1. El número de inductores se denota por
n2.
Por simplicidad se considera que las relaciones constitutivas para los elementos pasivos están
dadas por funciones lineales. Como una consecuencia, la enerǵıa almacenada total por la red
toma la forma

Ha(x3, x4) =
1

2
xT3C

−1
a x3 +

1

2
xT4L

−1
a x4 (3.4)

donde x3 = col{x3i} ∈ Rn1 , i = 1, . . . , n1, es el vector de cargas en los capacitores, x4 =
col{x4i} ∈ Rn2 , i = 1, . . . , n2, es el vector de flujos en los inductores, Ca = diag{Cai} ∈ Rn1×n1

es la matriz de capacitancias (constantes) y La = diag{Lai} ∈ Rn2×n2 es la matriz de
inductancias (constantes).
En las definiciones proporcionadas en el caṕıtulo 2, se define que las variables de puerto en
los capacitores e inductores pueden ser escritas como

ẋ3i = fCi; eCi =
∂Ha(x3, x4)

∂x3i

(3.5)

ẋ4i = eLi; fLi =
∂Ha(x3, x4)

∂x4i

(3.6)

donde fCi, eCi es la corriente y el voltaje de el i-ésimo capacitor, i = 1, . . . , n1, and fLi, eLi
corresponden a las variables de puerto de el i-ésimo inductor, i = 1, . . . , n2.

1Se mostrará a lo largo de este trabajo que las fuentes están dadas por los n1 convertidores de potencia
que se conecten a la red.
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En cuanto la relación constitutiva para las cargas quedará determinada según la carga que
se conecte, por lo tanto las variables de puerto correspondientes se dejarán sólo indicadas
por el momento como fRi, eRi.

Antes de proceder con la formulación del modelo de la red, se representan las variables
de los elementos pasivos en forma vectorial. Por lo tanto, todas las variables de la misma
naturaleza se apilan en un único vector para obtener que fC = col{fCi} = col{ẋ3i} = ẋ3 ∈
Rn1 , eC = col{eCi} ∈ Rn1 , fL = col{fLi} ∈ Rn2 y eL = col{eLi} = col{ẋ4i} = ẋ4 ∈ Rn2 .

Ya que la topoloǵıa de la red eléctrica está completamente caracterizada por la matriz de
sub-incidencia básica H y las restricciones (3.3). Para poder encontrar el modelo matemáti-
co es necesario sustituir las relaciones constitutivas de cada uno de los elementos, esto es:
fuentes dadas por los convertidores de potencia, almacenadores de enerǵıa (Capacitores e
inductores) y Disipadores (Resistencias).

Bajo la notación presentada, al modelar la red se hacen las suposiciones estándar y se
consideran elementos del árbol a todas las fuentes y todos los capacitores, mientras que en
el coárbol están todos los inductores y cargas, mientras que las resistencias de la linea se
deprecian ya que se consideran ĺıneas sin pérdidas. De tal manera que las relaciones en (3.3)
toman la forma para los flujos y esfuerzos del árbol:

ft =

[
f1

fC

]
, et =

[
e1

eC

]
,

mientras que para los flujos y esfuerzos del co-árbol son de la forma

fc =

[
fR
fL

]
, ec =

[
eR
eL

]
que nos lleva a particionar a la matriz H como

H =

[
H1R H1L

HCR HCL

]
(3.7)

La manera de particionar a la matriz de sub-incidencia resulta de recordar que dicha matriz
representa un mapeo lineal de las variables de co-árbol a las variables de árbol, por lo que
los renglones de la matriz se asocian con los elementos del árbol y las columnas con los
elementos del co-árbol, esto es, las columnas de la primer partición se asocian con cargas y
las de la segunda partición con inductores, que son lo elementos del co-árbol. Por otro lado,
los renglones de la primer partición se asocian con fuentes y los de la segunda partición con
capacitores, que corresponden a los elementos del co-árbol. Cada sub-matriz representa las
interconexiones entre los diferentes elementos del árbol y del co-árbol y los primeros sub́ındi-
ces representan a los elementos del árbol mientras que los segundos a los elementos co-árbol,
entonces
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H1R ∈ Rn1×n1 indica cuáles de las cargas (posiblemente resistores) del co-árbol inciden en
cada uno de los cutsets básicos de cada fuente del árbol.

H1L ∈ Rn1×n2 indica cuáles de los inductores del co-árbol inciden en cada uno de los cutsets
básicos de cada fuente del árbol.

HCR ∈ Rn1×n1 indica cuáles de las cargas (posiblemente resistores) del co-árbol inciden en
cada uno de los cutsets básicos de cada capacitor del árbol.

HCL ∈ Rn1×n2 indica cuáles de los inductores del co-árbol inciden en cada uno de los cutsets
básicos de cada capacitor del árbol.

Tomando en cuenta la matriz H junto con (3.3) es posible escribir[
f1

fC

]
= −

[
H1R H1L

HCR HCL

] [
fR
fL

]
[
eR
eL

]
=

[
HT

1R HT
CR

HT
1L HT

CL

]T [
e1

eC

]
donde note que fC = ẋ3, fL = L−1

a x4, eL = ẋ4 y finalmente eC = C−1
a x3 con lo que se puede

escribir [
f1

ẋ3

]
= −

[
H1R H1L

HCR HCL

] [
fR

L−1
a x4

]
(3.8)

[
eR
ẋ4

]
=

[
HT

1R HT
CR

HT
1L HT

CL

]T [
e1

C−1
a x3

]
(3.9)

de las ecuaciones (3.8) y (3.9), el modelo dinámico de la red se puede escribir como

ẋ3 =−HCRfR −HCLL
−1
a x4

ẋ4 =HT
1Le1 +HT

CLC
−1
a x3

f1 =−H1RfR −H1LL
−1
a x4

eR =HT
1Re1 +HT

CRC
−1
a x3

Tomando en cuenta que la topoloǵıa considerada es tipo malla se esta considerando una red
con topoloǵıa malla, y dado que cada ĺınea de transmisión se compone sólo por un inductor
se cumple que H1R = 0 mientras que bajo la premisa de que las cargas están conectadas en
paralelo con un capacitor se tiene que HCR = I como se demuestra en el apéndice A.
Bajo estas condiciones, el comportamiento de la dinámica de la red con topoloǵıa malla se
describe por el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales

ẋ3 =− IfR −HCLL
−1
a x4

ẋ4 =HT
1Le1 +HT

CLC
−1
a x3

eR =C−1
a x3

f1 =−H1LL
−1
a x4

(3.10)
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Considerando la función de almacenamiento de enerǵıa de la red (3.4) podemos escribir
al sistema (3.10), con una estructura que permita ver de forma más clara los puertos de
interconexión para cargas y fuentes de la red, esto es:

ẋ34 = J34∇x34Ha(x3, x4) +

[
−IfR
HT

1Le1

]
(3.11)

sujetas a las restricciones

eR =
∂Ha(x3, x4)

∂x3

f1 =−H1L
∂Ha(x3, x4)

∂x4

donde x34 =
[
x3 x4

]T ∈ Rn1+n2 mientras que

J34 =

[
0n1 −HCL

HT
CL 0n2

]
= −JT34 ∈ R(n1+n2)×(n1+n2)

∇x34Ha(x3, x4) =

 ∂Ha(x3,x4)
∂x3

∂Ha(x3,x4)
∂x4

 ∈ Rn1+n2

donde 0n1 ∈ Rn1×n1 y n1 × n1, 0n2 ∈ Rn2×n2 son matrices cuadradas con todas sus entradas
iguales a cero.

Es de vital importancia para este trabajo, identificar claramente cuales serán los puertos
de la red que servirán para interconectar fuentes y cargas, nótese que en el sistema (3.11), se
han dejado libres cuatro puertos de interconexión, dos de ellos correspondientes a las varia-
bles de puerto de las cargas (eR y fR) y los otros dos correspondientes a las fuentes (e1 y f1)
de manera ilustrativa esto se puede ver claramente con el ejemplo mostrado en la Figura 4.1.
Este resultado es muy importante ya que se habilita la posibilidad de interconectar cualquier
fuente con estructura compatible (estructura Hamiltoniana) a cualquier carga con la misma
estructura, lo que hace bastante general este resultado y permitirá el estudio de sistemas
eléctricos de potencia de manera sistemática como se muestra en los caṕıtulos posteriores.

3.2. Modelo dinámico de los convertidores de Potencia

El modelo presentado para los convertidores de potencia conocidos en la literatura relacio-
nada como modelo promedio, estos son modelos cuya base es la consideración de dispositivos
que conmutan a alta frecuencia, por ejemplo bajo una poĺıtica de modulación por ancho de
pulso. La estructura considerada para el convertidor de potencia es una de las más simples
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que cumple con tener una estructura Hamiltoniana. Sin embargo, se puede demostrar que
las topoloǵıas habituales implementadas en la práctica para este tipo de dispositivos pueden
ser escritas también en forma Hamiltoniana, sin importar la estructura del dispositivo de
conmutación y si los elementos pasivos son lineales o no lineales.
En la Figura 3.2 se presenta la topoloǵıa considerada para el i-ésimo convertidor de potencia.
Este se compone por una fuente de voltaje, con una tensión estrictamente positiva Vi > 0, un
dispositivo de conmutación, cuyo efecto es modular el voltaje Vi, y un filtro LC de segundo
orden.
Si, para cada convertidor, se denota la corriente en el inductor por ii ∈ R, el voltaje en el

Figura 3.2: Convertidor de potencia DC/AC

capacitor por Vci ∈ R, y la señal de modulación del dispositivo de conmutación por ui ∈ R,
aplicando las leyes Kirchhoff tenemos

Li
dii
dt

+ Vci = Viui

iLi + Ci
dVci
dt
− ii = 0

(3.12)

ahora, para poder ver de forma más clara la estructura Hamiltoniana exhibida por los con-
vertidores de potencia, se cambia la notación a flujos en los inductores y cargas en los
capacitores, recordando que la carga en los capacitores es igual a la capacitancia por el vol-
taje en el capacitor (qi = CiVci) y el flujo en los inductores es igual a la inductancia por la
corriente (λi = Liii), el flujo inductor se denota por x1i ∈ R y la carga del capacitor por
x2i ∈ R, con lo que el modelo (3.12) se puede escribir como

ẋ1i = −C−1
i x2i + Viui

ẋ2i = L−1
i x1i − iLi

(3.13)

donde se ha supuesto una relación constitutiva lineal tanto para los inductores como para
los capacitores, determinadas para cada convertidor por la inductancia Li y la capacitancia
Ci. Considerando la función de enerǵıa almacenada

Hci(x1i, x2i) =

n1∑
i=1

1

2
L−1
i x2

1i +

n1∑
i=1

1

2
C−1
i x2

2i (3.14)
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el modelo (3.13) se puede reescribir como un sistema Hamiltoniano controlado por puerto
de la siguiente forma

ẋ12i = J12i∇x12iHci(x1i, x2i) +G12iui −
[

0
iLi

]
(3.15)

donde x12i =
[
x1i x2i

]T ∈ R2 mientras que

J12i =

[
0 −1
1 0

]
= −JT12i ∈ R2×2; G12i =

[
Vi
0

]
∈ R2

∇x12iHci(x1i, x2i) =


∂Hci(x1i,x2i)

∂x1i

∂Hci(x1i,x2i)
∂x2i

 ∈ R2

Si se consideran n1 convertidores de potencia, cada uno tendrá un modelo dinámico como
(3.13), apilados en forma vectorial se pueden escribir como

ẋ1 = −C−1x2 + V u

ẋ2 = L−1x1 − iL
(3.16)

donde
x1 = col{x1i} ∈ Rn1 ; iL = col{iLi} ∈ Rn1

x2 = col{x2i} ∈ Rn1 ; V = diag{Vi}T ∈ Rn1×n1

C−1 = diag{C−1
i } ∈ Rn1×n1 ; u = col{ui} ∈ Rn1

L−1 = diag{L−1
i } ∈ Rn1×n1 ;

Entonces, la función de enerǵıa almacenada se puede escribir como

Hc(x1, x2) =
1

2
xT1L

−1x1 +
1

2
xT2C

−1x2 (3.17)

De la misma manera que para el i-ésimo inversor (3.13), el comportamiento dinámico (3.16)
de los convertidores de potencia se puede escribir en forma Hamiltoniana como

ẋ12 = J12∇x12Hc(x1, x2) +G12u−
[

0
iL

]

donde x12 =
[
x1 x2

]T ∈ R2n1 J12 = diag{J12i} = −JT12 y G12 = diag{G12i} mientras que

J12 =

[
0 −I
I 0

]
= −JT12 ∈ Rn1×n1 ; G12 =

[
V

0n1

]
∈ R2n1×n1

∇x12Hc(x1, x2) =

 ∂Hc(x1,x2)
∂x1

∂Hc(x1,x2)
∂x2

 ∈ R2n1
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donde 0n1 ∈ Rn1×n1 es una matriz cuadrada con todas sus entradas iguales a cero, que sirve
para hacer compatible el producto G12u.

Note que las variables de puerto para el modelo dinámico de los convertidores de potencia
están dadas por el voltaje en el capacitor C−1x2 ∈ R y por la salida de corriente iL ∈ R,
para cada convertidor de potencia; mas adelante se mostrará que estas variables de puerto
son las que se utilizan para interconectar a los convertidores de potencia con la red.

3.3. Modelo dinámico de la carga

Siguiendo el enfoque de modelado utilizado a lo largo de este trabajo y tomando de re-
ferencia el trabajo Jayawardhana (2007), se encuentra el modelo dinámico para las cargas
que se interconectarán con la red, para dichas cargas se consideran circuitos RLC que con-
sisten en la interconexión de elementos pasivos (nL inductores y nC capacitores) y elementos
estáticos (nR resistores, nvs fuentes de voltaje).
Si consideramos que vL, x5, iL ∈ RnL son el voltaje, flujo y corriente a través de los in-
ductores, respectivamente, mientras que, iC , x6, vC ∈ RnC son la corriente, la carga y el
voltaje en el capacitor, respectivamente. Además x5 = col{x5i} ∈ RnL con i = 1, . . . , nL y
x6 = col{x6j} ∈ RnC con j = 1, . . . , nC , entonces, para los circuitos que serán considerados
como carga, se puede definir una función de enerǵıa almacenada

Hl(x5, x6) =
1

2
xT5L

−1
R x5 +

1

2
xT6C

−1
R x6 (3.18)

donde LR = diag{LRi} ∈ RnL×nL y LC = diag{LCi} ∈ RnC×nC .
Se sabe de las ecuaciones (2.8) y (2.9) que las variables de puerto para los capacitores e
inductores están definidas por las relaciones constitutivas

ẋ5 = vL; iL =
∂Hl(x5, x6)

∂x5

ẋ6 = iC ; vC =
∂Hl(x5, x6)

∂x6

(3.19)

por lo tanto con base a los argumentos proporcionados en el caṕıtulo 2, podemos escribir el
modelo dinámico de la carga de la forma

ẋ5 = −ΓC−1
R x6 − VRL

+Bvvs

ẋ6 = −ΓTL−1
R x5 − iRC

(3.20)

Sin pérdida de generalidad como se menciona en Jayawardhana (2007), se puede considerar
que todas las resistencias controladas por corriente están en serie con los inductores y todas
las resistencias controladas por voltaje están en paralelo con los capacitores como se muestra
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en la Figura 3.3, entonces se puede escribir VRLi
= v̂RLi

(iLi) para los resistores controlados
por corriente y iRCi

= îRCi
(VCi) además, si se consideran resistencias lineales y considerando

las relaciones constitutivas 3.19, tenemos que

v̂RLi
(iLi) = RLi

∂Hl(x5, x6)

∂x5

= RLiL
−1
R x5

îRCi
(VCi) = R−1

Ci

∂Hl(x5, x6)

∂x6

= R−1
Ci
C−1
R x6

Bajo estas condiciones la dinámica del circuito correspondiente a la carga escrito de forma
Hamiltoniana es

ẋ56 = [J56 −R56]∇x56HR(x5, x6) + gvs (3.21)

con

J56 =

[
0 −Γ

ΓT 0

]
, g =

[
−B
0

]
,

donde el vector de estados es x56 =
[
x5 x6

]T ∈ RnL+nC con vs entradas de voltaje (que
se encuentran en serie con los inductores de la carga), B ∈ RnL×nvs la matriz de entradas
de rango completo con nL ≥ nvs y Γ ∈ RnL×nC , la matriz que determina la topoloǵıa del
circuito. La dinámica esta sujeta a la restricción

ivs = −BT ∂Hl(x5, x6)

∂x5

(3.22)

Note que para que este circuito sea válido es necesario que los inductores, capacitores y
resistores sean pasivos y tengan una función de enerǵıa continuamente diferenciable.
Es importante que se tenga en cuenta que ivs y vs son las variables de puerto que interco-
nectarán a la red con las cargas, de esta forma las nvs entradas a las cargas son los esfuerzos
y flujos proporcionados por la red (3.10). El modelo obtenido para los circuitos que se usan
como carga, son también redes y poseen una estructura muy parecida a las redes que se
utilizarán para transmisión presentadas en la Sección 3.1.
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Figura 3.3: Resistores controlados por corriente en serie con inuctores y resistores controlados
por voltaje en paralelo con capacitores
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Caṕıtulo 4

Análisis de la microred

En este caṕıtulo se muestra el modelo dinámico de la microred completa, que estará com-
puesta por tres partes, la red de interconexión, los inversores y las cargas que como se
mostró en el caṕıtulo 3 cada uno de estos posee una estructura Hamiltoniana, más adelante
se verá a detalle que toda la microred conserva la estructura, exhibida por cada uno de los
componentes de la misma. También se presenta el diseño de la ley de control a través de la
técnica IDA-PBC.
Como se menciono en el caṕıtulo 1 una microred es una red eléctrica de media o baja ten-
sión, altamente heterogénea compuesta de generación distribuida que puede ser operada de
modo normal (conectada a la red primaria) y en modo aislado (operación autónoma). Para
formar la microred se requiere de generación, distribución y consumo, como en una red con-
vencional, el caṕıtulo 3 se enfoca en proporcionar los elementos de la microred por separado.
La parte de generación se realiza mediante fuentes de enerǵıa no convencionales, renovables
y limpias, conocidas actualmente como fuentes verdes (paneles solares, turbinas de viento,
etc). Dichas fuentes se acoplan al sistema de distribución (ĺıneas de transmisión) a través de
dispositivos de electrónica de potencia conocidos como convertidores de potencia, y es con
estos dispositivos que se logra ajustar la potencia de generación para satisfacer la demanda
de potencia en la carga, donde se entenderá por carga a cualquier dispositivo conectado en
los puertos de salida del sistema de distribución que sea capaz de demandar potencia a las
fuentes. Como se mostró en el caṕıtulo 3 todos los elementos que se utilizan para formar a
la microred poseen una estructura Hamiltoniana, para la parte del sistema de distribución
se elige una red con topoloǵıa malla, ya que las redes t́ıpicas más utilizadas son las redes
con topoloǵıa radial1, anillo2 y malla3 como se menciona en Avila (2015). Dado que la red
malla es la más confiable por que es una combinación de la red radial y anillo, proporciona

1La red radial tiene como caracteŕıstica la existencia de una sola trayectoria desde la fuente hasta el
consumidor.

2La red anillo consiste en una configuración más confiable que la radial, ya que la carga tendrá dos
trayectorias de alimentación. Por lo que, si hay una falla en el alimentador primario, el otro alimentador
continuará con el suministro de enerǵıa.

3La red malla es la más complicada y confiable por que es una combinación entre la red radial y anillo. La
red se puede ver como una red radial con lazos cerrados entre las cargas, donde cada carga tiene un mı́nimo
de dos trayectorias a la fuente y la red es generalmente usada para altas densidades de cargas.
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razones suficientes que hacen atractivo el estudio de la misma para el desarrollo de nuevas
técnicas que se adapten a la reciente evolución de los sistemas eléctricos de potencia.
También es importante recordar que la red con topoloǵıa malla, tiene una estructura Hamil-
toniana que permite la interconexión con otros sistemas Hamiltonianos de manera natural
como se mostró en el caṕıtulo 3 las caracteŕısticas particulares que posee esta topoloǵıa son
las mencionadas en los incisos (F.1-F.4), siendo estas propiedades naturales de la topoloǵıa
de la red, ya que la red se puede ver como una red que cuenta con una sola trayectoria desde
la fuente hasta la carga además de formar lazos cerrados entre las cargas, donde cada carga
tiene un mı́nimo de dos trayectorias a la fuente.
Y finalmente para la parte de consumo se utilizan dos tipos de cargas primeramente se
presenta una microred con una carga puramente resistiva que facilita de visualización de los
resultados, para después pasar a un escenario más realista donde se utiliza cualquier circuito
RLC que actuará como carga.

4.1. Modelo dinámico de la microred

En esta sección se presenta el modelo de la microred, que es el resultado de interconectar
las tres partes de una red eléctrica clásica (generación, distribución y consumo), esto es, se
interconectan fuentes y cargas a través de la red con topoloǵıa malla (3.11), las fuentes se
acoplan a la red a través de los convertidores de potencia (3.16), en la Figura 4.1 se muestra
el ejemplo de una microred sin pérdidas compuesta por dos convertidores de potencia y por
consecuencia dos cargas, debido a la topoloǵıa utilizada, en la figura es claro que en sus
puertos correspondientes ya se han conectado los sistemas que serán considerados cargas
y fuentes acopladas a través de los convertidores de potencia. Es importante mencionar
que, como se verá a continuación, se puede recuperar una estructura Hamiltoniana para la
microred.

4.1.1. Modelo Hamiltoniano de la microred con carga resistiva

Por simplicidad de presentación de los resultados, primeramente se presenta el modelo de
la microred interconectada con cargas resistivas y se muestra que dicha microred conserva la
estructura Hamiltoniana. Para después llevar el modelo de la microred a un escenario más
realista al considerar como cargas circuitos RLC.
Dado el modelo dinámico (3.11) y considerando una carga lineal, con relación constitutiva

fRi = R−1
i eRi; i = 1, . . . , n1

con fRi, eRi corriente y voltaje de el i-ésimo resistor, respectivamente, y apilando cada uno en
vectores, tenemos fR = col{fRi} ∈ Rn1 , eR = col{eRi} ∈ Rn1 y con R = diag{Ri} ∈ Rn1×n1 ,
tenemos que la relación constitutiva para todas las cargas resistivas es

fR = R−1eR (4.1)
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Figura 4.1: Ejemplo de una red con topoloǵıa malla, que cuenta con dos fuentes y dos cargas.

Para encontrar el modelo dinámico de la microred, es necesario considerar todos los elementos
mostrados en el caṕıtulo 3 con excepción de la carga, ya que para este primer modelo de la
microred se considera una carga de la forma (4.1).
El modelo del convertidor como se menciono en el caṕıtulo 3 está dado por el siguiente
conjunto de ecuaciones diferenciales

ẋ1 = −C−1x2 + V u

ẋ2 = L−1x1 − iL
(4.2)

que se puede escribir con una estructura Hamiltoniana como en (3.15), esto es

ẋ12 = J12∇x12Hc(x1, x2) +G12u−
[

0
iL

]

con

J12 =

[
0 −I
I 0

]
= −JT12 ∈ Rn1×n1 ; G12 =

[
V

0n1

]
∈ R2n1×n1

El modelo de la red con topoloǵıa malla, como también se menciono en el caṕıtulo 3 se
representa por el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales

ẋ3 =− IfR −HCLL
−1
a x4

ẋ4 =HT
1Le1 +HT

CLC
−1
a x3

(4.3)
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sujetas a la restricción:

eR =C−1
a x3

f1 =−H1LL
−1
a x4

(4.4)

este sistema se puede escribir con una estructura Hamiltoniana como en (3.11), esto es

ẋ34 = J34∇x34Ha(x3, x4) +

[
−IfR
HT

1Le1

]
con

J34 =

[
0n1 −HCL

HT
CL 0n2

]
= −JT34 ∈ R(n1+n2)×(n1+n2)

Y finalmente la carga se describe por la siguiente relación lineal

fR = R−1eR (4.5)

Resulta evidente que los puertos de las cargas (fR y eR) se pueden interconectar con la red
tomando en cuenta la restricción algebraica de la carga resistiva (4.5), por lo que tenemos

fR = R−1C−1
a x3

el modelo dinámico de la red colocando una carga puramente resistiva en sus correspondientes
puertos de interconexión se puede escribir como

ẋ3 = −R−1C−1
a x3 −HCLL

−1
a x4

ẋ4 = HT
1Le1 +HT

CLC
−1
a x3

lo anterior se da el lado de las cargas, por el lado de las fuentes se considera el modelo
dinámico de los convertidores de potencia (3.16), donde los puertos de interconexión son
iL para el flujo (corriente de salida en el inversor) y C−1x2 para el esfuerzo (voltaje en el
capacitor del inversor), con lo que se puede escribir

e1 = C−1x2

iL = f1 = −H1LL
−1
a x4

(4.6)

con el conjunto de ecuaciones diferenciales que describen el comportamiento de los conver-
tidores (3.16), el comportamiento de la red (4.3) y con las restricciones algebraicas (4.6), se
obtiene como resultado el modelo dinámico para la microred con una carga resistiva que se
puede representar a través del siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales

ẋ1 = −C−1x2 + V u

ẋ2 = L−1x1 −H1LL
−1
a x4

ẋ3 = −R−1C−1
a x3 −HCLL

−1
a x4

ẋ4 = HT
1LC

−1x2 +HT
CLC

−1
a x3

(4.7)
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donde x1 = col{x1i} ∈ Rn1 , x2 = col{x2i} ∈ Rn1 , C−1 = diag{C−1
i } ∈ Rn1×n1 , L−1 =

diag{L−1
i } ∈ Rn1×n1 , iL = col{iLi} ∈ Rn1 , u = col{ui} ∈ Rn1 V = diag{Vi}T ∈ Rn1×n1 ,

R = diag{Ri} ∈ Rn1×n1 , x3 = col{x3i} ∈ Rn1 , x4 = col{x4i} ∈ Rn2 , Ca = diag{Cai} ∈ Rn1×n1

y finalmente La = diag{Lai} ∈ Rn2×n2 .
Evidentemente, las ecuaciones (4.7) pueden ser descritas en forma matricial para obtener

la estructura puerto Hamiltoniano

ẋ = [JT1 − RT1 ]∇xHT1(x) +GT1u (4.8)

donde los estados de la microred son

x =
[
xT1 xT2 xT3 xT4

]T ∈ R(3n1+n2)

donde x1 corresponde al flujo en los inductores de los inversores, x2 es la carga en los capa-
citores de los inversores, x3 la carga en los capacitores de la red y finalmente x4 es el flujo
en los inductores de la red. Las matrices del modelo (4.8) son,

JT1 =


0 −I 0 0
I 0 0 −H1L

0 0 0 −HCL

0 HT
1L HT

CL 0

 = −JTT1 ; GT1 =


V
0
0
0



RT1 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 R−1 0
0 0 0 0

 = RT
T1
≥ 0

Aprovechando la ventajas de los sistemas Hamiltonianos, se sabe que la función de almace-
namiento de enerǵıa total es la suma de las funciones de almacenamiento de enerǵıa de cada
uno de los subsistemas Hamiltonianos descritas por las funciones escalares (3.4) y (3.17),
entonces, la función de enerǵıa almacenada total para el sistema con carga resistiva es

HT1(x) = Hc(x1, x2) +Ha(x3, x4)

esto es

HT1(x) =
1

2
xT1L

−1x1 +
1

2
xT2C

−1x2 +
1

2
xT3C

−1
a x3 +

1

2
xT4L

−1
a x4

Una caracteŕıstica importante del modelo (4.8) es que su entrada está en función de la salida
de voltaje de los convertidores de potencia C−1x2, y la restricciónes (4.6), en términos de
la salida de corriente de los convertidores de potencia iL (puertos de interconexión por el
lado de los generadores), estas interconexiones son las que permiten representar todo el
comportamiento dinámico de la microred por medio de un sistema Hamiltoniano controlado
por puerto, por el lado de la generación, además, las cargas en este caso tienen puertos que
permiten interconexión y se dan por la restricción lienal (4.5).

45



4.1.2. Modelo Hamiltoniano de la microred con carga RLC

Ya que se mostró en la sección anterior que se puede obtener una dinámica con estruc-
tura Hamiltoniana que describe el comportamiento de una microred con carga puramente
resistiva, en esta sección se pretende mostrar que el modelo dinámico de la microred inter-
conectada con otro sistema dinámico como (3.20) que es considerado la carga del sistema,
también puede ser escrito de forma Hamiltoniana, lo que nos lleva a un resultado más gene-
ral.
Al igual que en el caso de la microred con carga resistiva, es necesario considerar todos lo
elementos mostrados en el caṕıtulo 3, esta vez incluyendo la dinámica de la carga descrita
por el conjunto de ecuaciones diferenciales con estructura Hamiltoniana (3.20).
Nuevamente se requiere de el modelo dinámico que describe el comportamiento de los con-
vertidores de potencia dado por el conjunto de ecuaciones diferenciales (4.2), y el conjunto de
ecuaciones diferenciales que describen el comportamiento dinámico de la red con topoloǵıa
malla (4.3), además de ahora necesitar el modelo dinámico de el circuito que será considerado
la carga de la microred, que como se mencionó en el caṕıtulo 3 está dado por el siguiente
conjunto de ecuaciones diferenciales

ẋ5 = −ΓC−1
R x6 −RLL

−1
R x5 +Bvvs

ẋ6 = −ΓTL−1
R x5 −R−1

C C−1
R x6

sujetas a la restricción
ivs = −BTL−1

R x5 (4.9)

se puede escribir con una estructura Hamiltoniana como en (4.10), esto es

ẋ56 = [J56 −R56]∇x56HR(x5, x6) + gvs (4.10)

donde

J56 =

[
0 −Γ

ΓT 0

]
, g =

[
−B
0

]
,

Para continuar con el modelado de la microred, de la misma manera que en el caso anterior
se identifican los puertos de interconexión por el lado de la generación

e1 = C−1x2

iL = f1 = −H1LL
−1
a x4

(4.11)

mientras que por el lado de las cargas, ya que están siendo alimentadas por medio del voltaje
de salida de la red, esto es, el voltaje C−1

a x3 entonces los puertos de interconexión para los
circuitos de carga son

vvs = eR = C−1
a x3

ivs = fR = −BTL−1
R x5

(4.12)
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con lo anterior, el comportamiento dinámico de la microred completa se describe por el
conjunto de ecuaciones diferenciales

ẋ1 = −C−1x2 + V u

ẋ2 = L−1x1 −H1LL
−1
a x4

ẋ3 = −BTL−1
R x5 −HCLL

−1
a x4

ẋ4 = HT
1LC

−1x2 +HT
CLC

−1
a x3

ẋ5 = −ΓC−1
R x6 −RLL

−1
R x5 +BC−1

a x3

ẋ6 = −ΓTL−1
R x5 −R−1

C C−1
R x6

(4.13)

donde x1 = col{x1i} ∈ Rn1 , x2 = col{x2i} ∈ Rn1 , C−1 = diag{C−1
i } ∈ Rn1×n1 , L−1 =

diag{L−1
i } ∈ Rn1×n1 , iL = col{iLi} ∈ Rn1 , u = col{ui} ∈ Rn1 V = diag{Vi}T ∈ Rn1×n1 ,

R = diag{Ri} ∈ Rn1×n1 , x3 = col{x3i} ∈ Rn1 , x4 = col{x4i} ∈ Rn2 , Ca = diag{Cai} ∈ Rn1×n1

y finalmente La = diag{Lai} ∈ Rn2×n2 , LR = diag{LRi} ∈ RnL×nL , x5 = col{x5i} ∈ RnL , y
x6 = col{x6j} ∈ RnC .
Las ecuaciones anteriores pueden reescribirse como el sistema Hamiltoniano

ẋ = [JT2 − RT2 ]∇xHT2(x) +GT2u (4.14)

donde los estados de la microred son

x =
[
xT1 xT2 xT3 xT4 xT5 xT6

]T ∈ R3n1+n2+nL+nC

donde donde x1 corresponde al flujo en los inductores de los inversores, x2 es la carga en los
capacitores de los inversores, x3 la carga en los capacitores de la red, x4 es el flujo en los
inductores de la red, x5 es el flujo en los inductores del circuito carga y finalmente x6 es la
carga en los capacitores del circuito carga.

Y nuevamente aprovechando las ventajas de los sistemas Hamiltonianos, sabemos que
la función de almacenamiento de enerǵıa total para la microred completa, es la suma de
las funciones escales de almacenamiento de enerǵıa de cada uno de los subsistemas que
conforman la microred (3.17), (3.18) y (3.4), entonces se puede escribir la función de enerǵıa
almacenada total

HT2(x) = Hc(x1, x2) +Ha(x3, x4) +Hl(x5, x6)

esto es

HT2(x) =
1

2
xT1L

−1x1 +
1

2
xT2C

−1x2 +
1

2
xT3C

−1
a x3 +

1

2
xT4L

−1
a x4 +

1

2
xT5L

−1
R x5 +

1

2
xT6C

−1
R x6

mientras que las matrices coorespondientes al sistema (4.14) que representa al sistema com-
pleto interconectado con una carga RLC cualquiera, son

JT2 =


0 −I 0 0 0 0
I 0 0 −H1L 0 0
0 0 0 −HCL BT 0
0 HT

1L HT
CL 0 0 0

0 0 B 0 0 −Γ
0 0 0 0 ΓT 0

 = −JTT2 ; GT =


V
0
0
0
0
0
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RT2 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 RL 0
0 0 0 0 0 R−1

C

 = RT
T ≥ 0

Al igual que en el caso anterior la entrada del sistema (4.14), esta en función de la salida
de los convertidores de potencia y las restricciones (4.11-4.12), en términos de la salida de
corriente de los convertidores de potencia, pero ahora también la salida de voltaje de la red
Ca−1x3 será la entrada al circuito que representa una carga RLC y de manera similar esta
sujeto a la restricción (3.22), que está en términos de la corriente que ingresa a la carga
RLC, lo que permite que el comportamiento dinámico de la microred completa se pueda
representar por medio de un sistema Hamiltoniano controlado por puerto.

4.2. Diseño del control

Como se menciono en la Sección 3.2, la forma de garantizar estabilidad de voltaje y de
frecuencia en la microred aśı como un adecuado reparto de potencia activa y reactiva, es
gracias a los convertidores de potencia, entonces los únicos canales en los que se tendrá con-
trol son los correspondientes a los estados de los convertidores, en esta Sección se diseña una
ley de control que es capaz de realizar seguimiento de un voltaje deseado en la salida de los
convertidores de potencia, la técnica que se utiliza para dicho diseño es IDA-PBC4. El diseño
se realiza usando el modelo completo de la microred con carga RLC descrito por la estruc-
tura Hamiltoniana (4.14), el diseño del controlador también podŕıa realizarse utilizando el
modelo con el circuito de carga resistiva (3.11).
Los canales en donde se tiene control son sólo los correspondientes a los estados de los in-
versores, lo que nos habilita la posibilidad de tener un grado de libertad en alguno de estos
(corriente o voltaje), para este trabajo se utiliza el voltaje C−1x2 de esta manera el usuario
podrá solicitar un valor deseado de voltaje y la demanda de corriente será ajustada según la
relación que tenga con el voltaje.
El sub́ındice que se utiliza para denotar a las matrices necesarias para el diseño del contro-
lador se simplifica con una T , entendiendo que se podŕıan utilizar las matrices de (3.11) o
bien las de (4.14) sin que esto represente algún cambio en el diseño del controlador.
Para el diseño del controlador, es necesario definir las trayectorias admisibles, que para el
sistema (4.14) que son las soluciones del sistema deseado, dado por

ẋ? = [JT − RT ]∇x?H
?
T +GTu

? (4.15)

para poder encontrar la dinámica del error, se define la variable de error como x̃ = x − x?,
y se encuentra la derivada con respecto al tiempo

˙̃x = ẋ− ẋ? (4.16)

4IDA-PBC se refiere a la técnica de Control Basado en Pasividad por Interconexión y Asignación de
Amortiguamiento
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Sustituyendo las dinámica del sistema (4.14) y la dinámica del sistema deseado (4.15) en la
dinámica del error (4.16) se obtiene

˙̃x = [JT − RT ]∇xHT (x) +GTu− ([JT − RT ]∇x?H
?
T +GTu

?)

dando como resultado la dinámica del error

˙̃x = [JT − RT ]∇x̃H̃T +GT ũ (4.17)

donde
H̃T = HT −H?

T , ũ = u− u?

En este caso, la función tipo enerǵıa toma la forma

H̃T (x̃) = H̃c(x̃1, x̃2) + H̃a(x̃3, x̃4) + H̃l(x̃5, x̃6) (4.18)

con

H̃l(x̃5, x̃6) =
1

2
x̃T5L

−1
R x̃5 +

1

2
x̃T6C

−1
R x̃6

H̃a(x̃3, x̃4) =
1

2
x̃T3C

−1
a x̃3 +

1

2
x̃T4L

−1
a x̃4

y

H̃c(x̃1, x̃2) =
1

2
x̃T1L

−1x̃1 +
1

2
x̃T2C

−1x̃2

siguiendo la metodoloǵıa IDA-PBC es posible definir

GT ũ = −KT∇x̃H̃T

con KT = diag{K1, K2,0, 0} ∈ R(3n1+n2)×(3n1+n2) de manera equivalente

GT ũ = GTu−GTu
? ⇒ −KT∇x̃H̃T = GTu−GTu

? ⇒ GTu = −KT∇x̃H̃T +GTu
?

al considerar la dinámica del sistema deseado (4.15) se puede escribir

GTu = −KT∇H̃T + ẋ? − [JT − RT ]∇xH̃
?
T (4.19)

Para facilitar la visualización de los canales en los que se tiene control, se escribe la ecuación
(4.19) sustituyendo las matrices correspondientes a cada caso, esto es

V u
0
0
0
0
0

 = −


K1 0 0 0 0 0
0 K2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0




L−1x̃1

C−1x̃2

C−1
a x̃3

L−1
a x̃4

L−1
R x̃5

C−1
R x̃6

+


ẋ?1
ẋ?2
ẋ?3
ẋ?4
ẋ?5
ẋ?6
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−


0 −I 0 0 0 0
I 0 0 −H1L 0 0
0 0 0 −HCL BT 0
0 HT

1L HT
CL 0 0 0

0 0 B 0 RL −Γ
0 0 0 0 ΓT R−1

C




L−1x?1
C−1x?2
C−1
a x?3

L−1
a x?4

L−1
R x?5

C−1
R x?6


Lo anterior hace posible formular el principal resultado de estabilización de este trabajo

de tesis, esto es, controladores distribuidos capaces de estabilizar a la microred completa.

Proposición:
Considere una microred de la forma (4.14), asuma que cada i-ésimo convertidor de potencia
DC/AC es de la forma (3.16) y considérese que

A.1 El estado x12i se puede medir.

A.2 Los parámetros Li y Ci son conocidos.

A.3 La corriente de salida iLi es medible.

A.4 Los parámetros La y Ca son conocidos.

Bajo estas condiciones, la ley de control es

u = V −1[ẋ?1 + C−1x?2 −K1L
−1x̃1] (4.20)

con K1 = diag{K1i} ∈ Rn1×n1 sujeta a la restricción

ẋ?2 − L−1x?1 +H1LL
−1
a x4 −K2C

−1x̃2 = 0 (4.21)

donde K2 = diag{K2i} ∈ Rn1×n1 , garantiza para el sistema con carga resistiva (3.11) que

ĺım
t→∞

 x̃1

x̃2

x̃3

 = 0

con x̃4 acotado.
Y para el sistema que describe a la microred (4.14) con cualquier circuito de carga RLC, con
la misma la ley de control (4.20) es posible garantizar que

ĺım
t→∞


x̃1

x̃2

x̃5

x̃6

 = 0

con x̃3 y x̃4 acotados.
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La importancia del resultado presentado se encuentra en el hecho de que el controlador
(4.20-4.21) garantiza que, para cualquier trayectoria admisible, el error entre el valor actual
de los voltajes en los capacitores que están en la salida de cada uno de los i-ésimos conver-
tidores tienden al valor deseado C−1x?2 lo que garantiza que cada uno tiende a una función
sinusoidal con una amplitud y frecuencia deseadas, mientras que para el caso en el que se
trabaja con una carga resistiva el voltaje de la carga será el mismo que el del capacitor que
tiene conectado en paralelo (C−1

a x?3) y dicho voltaje tiende a una función sinusoidal con una
amplitud que depende directamente de el mapeo que existe entre el voltaje que se encuentra
en la salida de los convertidores de potencia C−1x?2 y el voltaje de salida de la red C−1

a x?3.
En la próxima sección se darán los detalles referentes a este mapeo.
Mientras que para el caso en el que se considera una carga RLC cualquiera, se puede ga-
rantizar nuevamente que para cualquier trayectoria admisible el valor deseado C−1

R x?6 corres-
ponderá a una función prescrita anteriormente, con lo que se asegura que se lograra tanto
estabilidad en voltaje como en frecuencia. Note que esta afirmación tendrá coherencia ya que
para la dinámica de la carga RLC, el estado C−1

R x6 representa un voltaje, que será igual a
C−1x3, debido a la conexión en paralelo.

Prueba de estabilidad
Para el caso de la microred con carga resistiva. Las ecuaciones (4.20) y (4.21) pueden ser
escritas de manera equivalente como

GT ũ = −KT∇x̃H̃T

con KT = diag{K1, K2,0, 0} ∈ R(3n1+n2)×(3n1+n2). Utilizando esta expresión, el sistema en
lazo cerrado toma la forma

˙̃x = [JT − (RT + KT )]∇x̃H̃T (4.22)

Considerando que (4.18) se puede reescribir como H̃(x̃)T = 1
2
x̃TPx̃, y se considera como

función candidata de Lyapunov, entonces su derivada con respecto al tiempo a lo largo de
las trayectorias de (4.22) está dada por

˙̃HT (x̃) =
(
∇x̃H̃T

)T
˙̃x ⇒ ˙̃HT (x̃) =

(
∇x̃H̃T

)T
[JT − (RT + KT )]∇x̃H̃T

reescribiendo tenemos

˙̃HT (x̃) =
(
∇x̃H̃T

)T
JT∇x̃H̃T −

(
∇H̃T

)T
(RT + KT )∇x̃H̃T

como se sabe de las propiedades del sistema Hamiltoniano JT = −JTT lo que resulta en

˙̃HT (x̃) = −
(
∇x̃H̃T

)T
(RT + KT )∇x̃H̃T ≤ 0

con base en el Teorema 4.2 presentado en Khalil (2002) se puede asegurar estabilidad en el
sentido de Lyapunov para las trayectorias del sistema y que los estados están acotados.
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Nótese que, para el sistema (3.11) (sistema que se interconecta con una carga lineal) debido

a la estructura de (RT + KT ), el conjunto máximo invariante donde ˙̃H = 0 esta dado por
x̃1 = x̃2 = x̃3 = 0 y la solución de [

H1L

HCL

]
x̃4 = 0

Y ahora nótese que, para el sistema 4.14 (sistema que se interconecta con una carga cualquiera

RLC) debido a la estructura de (RT +KT ), el conjunto máximo invariante donde ˙̃H = 0 esta
dado por x̃1 = x̃2 = x̃5 = x̃6 = 0 y la solución de[

H1L

HCL

]
x̃4 = 0;

[
HT
CL

]
x̃3 = 0

∇∇∇

4.2.1. Trayectorias deseadas

En esta parte del trabajo de tesis se da la definición de trayectorias deseadas, y se define
la trayectoria deseada para el sistema con carga lineal (3.11) y la trayectoria deseada para
la microred con carga RLC representado por (4.14).
La etapa final en el procedimiento de estabilización de la microred (3.11) y (4.14) es determi-
nar el estado estacionario deseado dado por x? ∈ R3n1+n2+nL+nR . Esto implica los siguientes
requisitos fundamentales para el correcto funcionamiento del sistema: Se debe de garanti-
zar estabilidad en frecuencia y voltaje aśı como un despacho adecuado de potencia activa y
reactiva como se menciona en Kundur (1994).
Con la finalidad de satisfacer las condiciones mencionadas previamente, es importante re-
conocer que la estabilidad de voltaje y frecuencia están directamente relacionadas con el
comportamiento del voltaje de los capacitores que están conectados en paralelo con las car-
gas, ya sea la carga puramente resistiva o la carga RLC, esto es, el estado x3 ∈ Rn1 de los
modelos (3.11-4.14) que representa el voltaje de salida de la microred, encargado de alimentar
a la carga que se le interconecte. El propósito es lograr un comportamiento sinusoidal para
estas variables, de tal manera que sus amplitudes alcancen un valor deseado y sus frecuencias
lleguen a ser iguales (Schiffer (2014)-Bullo (2013)).
En el contexto del sistema abordado en este trabajo, el lograr alcanzar un voltaje y una fre-
cuencia deseada, depende de las soluciones del sistema deseado (4.15). En particular, debe
ser de interés el mapeo que existe entre los voltajes de los convertidores de potencia de salida
C−1x?2 y los voltajes de los capacitores conectados en paralelo con las cargas C−1

a x?3, dicho
mapeo esta caracterizado por las ecuaciones dinámicas de los estados x3 y x4 en los sistemas
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(4.8) o (4.14) y puede ser escrito como[
ẋ∗3
ẋ∗4

]
=

[
0 −HCL

HT
CL 0

] [
C−1
a x∗3

L−1
a x∗4

]
(4.23)

+

[
0
HT

1L

]
C−1x∗2

y =
[
I 0

] [ C−1
a x∗3

L−1
a x∗4

]
Note que este mapeo está dado por cargas en los capacitores y flujos en los inductores, para
facilitar el manejo de estas ecuaciones, se aplica el siguiente cambio de variables

C−1x?2 = v?1; C−1
a x?3 = v?c ; L−1

a x?4 = i?l

donde v?c ∈ Rn1 representa el voltaje en los capacitores que se encuentran en paralelo con la
carga (Cargas), v?1 ∈ Rn1 representa el voltaje en los capacitores de salida de los inversores
que alimentan a toda la microred (Fuentes), aśı como i?l ∈ Rn2 es la corriente que fluye por
los inductores de la microred (Ĺıneas de trasmisión).
Al aplicar el cambio de variables al mapeo, se obtiene[

v̇?c
˙̂
i
?

l

]
=

[
0 −C−1

a HCL

L−1
a HT

CL 0

] [
v?c
i?l

]
(4.24)

+

[
0

L−1
a HT

1L

]
v?1

y =
[
I 0

] [ v?c
i?l

]
ya que se tiene un sistema lineal MIMO5, se puede hacer uso de herramientas como la
transformada de Laplace para encontrar la función de trasferencia, de esta forma conocer la
respuesta del sistema o dicho de otra forma conocer el comportamiento de v?c considerando
como entrada v?1, por tanto la matriz de transferencia del sistema es

v?c (s) = −
[
s2I + C−1

a HCLL
−1
a HT

CL

]−1
C−1
a HCLL

−1
a HT

1Lv
?
1(s) (4.25)

Para ver de manera más clara el comportamiento de v?c se requiere utilizar las caracteŕısticas
exhibidas por la red, mencionadas en el caṕıtulo 3, que se relacionan con HCL y H1L.
La estructura de las maticesHCL yH1L nos lleva a dos propiedades muy interesantes descritas
en el Apéndice A, que son:

HCLH
T
CL = I ∈ Rn1×n1

con I una matriz identidad y

HCLH
T
1L = 11T ∈ Rn1×n1

5Por sus siglas en inglés Multiple Multiple Input Multiple Output
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donde 1 ∈ Rn1 es un vector con todas las entradas iguales a 1.
Con lo anterior muestra que se cumplen las siguientes afirmaciones

HCLL
−1
a HT

CL = diag{1Tr L−1
aj 1r} ∀j = 1, . . . , n2 (4.26)

HCLL
−1
a HT

1L = col{1Tr L−1
aj } ∀j = 1, . . . , n2 (4.27)

además, si las propiedades (A.1) y (4.27) se toman en cuenta, se obtiene que la relación
entrada salida entre v∗c y v∗1 esta dada por

v?c = −[s2I + diag{s2 + C−1
aj 1Tr L

−1
aj 1}]−1C−1

aj col{1Tr L−1
aj }v?1

que se puede reescribir como

v?c = −diag{s2 + C−1
aj 1Tr L

−1
aj 1}−1col{C−1

aj 1Tr L
−1
aj }v?1 (4.28)

donde col
{
C−1
aj 1Tr L

−1
aj

}
representa un vector columna de la forma

[
C−1
a1 1Tr L

−1
a1 , . . . , C

−1
an2

1Tr L
−1
an2

]T
dado como el resultado en estado estacionario, el comportamiento v∗c para cada entrada se
puede escribir como

v?c = −

[
1

s2 + C−1
aj

∑n1

i=1 L
−1
aj

]
C−1
aj

n1∑
i=1

L−1
ajiv

?
1i (4.29)

Bajo este escenario, es claro que el comportamiento del estado estacionario de v1 deter-
minará el comportamiento de vc y por lo tanto una elección adecuada para v1 está dado
por

v∗1i = Ai sin(ωst+ δi) (4.30)

entonces podemos garantizar que el comportamiento de v?c será el mismo que el comporta-
miento de v?1 con la diferencia que su amplitud y su fase se verán afectadas por el mapeo
lineal (4.29), donde ωs tomará el mismo valor para todos los convertidores, lo que garantiza
estabilidad en frecuencia, mientras que Ai y δi debe ser determinadas de manera adecuada
con el fin de satisfacer un despacho de enerǵıa deseado, la manera de elegirlas se explicará más
adelante.
Además con ayuda de identidades trigonométricas es fácil demostrar que

n1∑
i=1

Lajiv1i = Ai sin(ωt+ δi)

de tal manera que la suma de n1 señales senoidales dan como resultado otra señal senoidal
de la forma A sin(ωst+ δ) con amplitud

A =

√√√√( n1∑
i=1

L−1
ajiAicos(δi)

)2

+

(
n1∑
i=1

L−1
ajiAisin(δi)

)2

(4.31)
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y fase

δ = tan−1


n1∑
i=1

L−1
ajiAisin(δi)

n1∑
i=1

L−1
ajiAicos(δi)

 (4.32)

El último detalle en el estudio del comportamiento de estado estacionario se refiere a la
repartición de potencia. Sin embargo, esta restricción se satisface con las ecuaciones de flujo
de potencia

Pi =

ri∑
k=1

|Bik|AiAk sin(δi − δk) (4.33)

Qi = |Bii|A2
i −

ri∑
k=1

|Bik|AiAk cos(δi − δk) (4.34)

con Bii suceptancia correspondiente al i-ésimo nodo y Bik son las suceptancias de la ĺınea.

Lo anterior garantiza que las señales de voltaje a la salida de los convertidores de potencia
(C−1x2) llegan a un valor deseado en amplitud y frecuencia, pero no garantiza que los voltajes
a la salida de la microred (C−1

a x3) lleguen a un valor deseado. La relación entre estos voltajes
está dada por el mapeo lineal (4.28) y por las ecuaciones de flujo de potencia (4.33-4.34).
Al resolver las ecuaciones de flujo de potencia es posible calcular las amplitudes y fases de
los voltajes que se tienen que pedir a los convertidores de potencia para que la amplitud del
voltaje de salida de la red C−1x3 alcance a un valor deseado.
Lo anterior se logra a través de métodos numéricos como el que se mostro en el caṕıtulo 2.
Ya que las ecuaciones de flujo de potencia se pueden ver como un conjunto de ecuaciones
algebraicas no lineales, es posible encontrar una solución que las satisfaga al tener algunos
de los parámetros conocidos y aplicar métodos de solución tales como el método de Newton-
Raphson que se explica de manera detallada en el caṕıtulo 2.
Resulta necesario identificar los nodos en los que se tiene conectada una carga (nodos de
carga), de los nodos en los que se tendrán conectados los convertidores de potencia (nodos
de generación), esta diferencia nos lleva a separar a los nodos en dos conjuntos, sea VI ∈ R
el conjunto de nodos que conectan convertidores de potencia y VL ∈ R el conjunto de nodos
que conectan a las cargas.
Lo que se desea es que el voltaje de salida de los convertidores de potencia y el voltaje de
salida en la microred, sea de la forma (4.30), independientemente si es un nodo de carga o
un nodo de generación, cada uno los nodos tendrá involucradas las siguientes variables:

Potencia activa.

Potencia reactiva.

Amplitud de voltaje.

Fase del voltaje.
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Si se trabaja con un nodo de generación, la potencia activa relacionada a ese nodo será po-
sitiva y si se tiene un nodo de carga la potencia activa tiene que ser negativa, además, cada
nodo contribuye con dos ecuaciones de flujo de potencia, por lo que se tienen 4n1 ecuaciones
algebraicas no lineales para toda la microred, esto por que existen ni ∈ VI y nj ∈ VL por
lo tanto se tienen 2ni ecuaciones de flujo de potencia para los nodos de generación y 2nj
ecuaciones de flujo de potencia para los nodos de carga, pero ya que la red es de topoloǵıa
malla se tiene que el número de nodos de generación es igual al número de nodos de carga,
esto es nj = ni = n1 por lo tanto como se menciono se tienen 4n1 ecuaciones algebraicas no
lineales que describen los flujos de potencia.
En otras palabras con las ecuaciones de flujo de potencia se pretende encontrar la potencia
que tiene que enviar la fuente para satisfacer la demanda de la carga y por consecuencia
mantener la amplitud de voltaje en los puertos de la carga a un valor deseado. Para encon-
trar la solución a los flujos de potencia se consideran conocidas las amplitudes, potencias
activas y potencias reactivas de todos los nodos de carga y como incógnitas nos quedan la
potencia activa, la potencia reactiva y la amplitud de voltaje de los nodos de generación,
esto se da por que en los nodos de carga es donde se quiere llegar a una amplitud de voltaje
deseado, además, que se tiene que tomar un ángulo de fase como referencia en los nodos de
generación, lo que nos proporciona una variable conocida adicional, con esto es posible hacer
uso de métodos numéricos como los reportados en Kundur (1994) y encontrar las amplitudes,
potencias activas y potencias reactivas a las cuales tienen que tender las fuentes para que se
satisfaga la demanda de potencia en la red.
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Caṕıtulo 5

Caso de estudio

Los resultados de este trabajo son ejemplificados por una microred que cumple con las
caracteŕısticas mencionadas a lo largo del trabajo de tesis, esto con el fin de mostrar la
aplicación de la metodoloǵıa propuesta aśı como la validación de la ley de control por medio
de simulaciones numéricas.
Se muestra el funcionamiento de una microred trabajando de manera aislada de la red
principal de distribución, conectada a fuentes de generación ideales y constantes, acopladas
a la microred a través de los convertidores de potencia que satisface la demanda de potencia
activa y reactiva de las cargas.

5.1. Simulaciones

Para el caso de estudio se considera una microred como la que se muestra en la Figura 5.1
que cuenta con cuatro nodos o buses, de los cuales los buses 1 y 2 son buses de generación y
los buses 3 y 4 son buses de carga, esto por que tienen conectados fuentes y cargas respecti-
vamente; se tienen cinco ĺıneas de transmisión sin pérdidas modeladas mediante inductancias
lineales dadas por La1, La2, La3, La4, La5, dada la topoloǵıa de la red tipo malla se tienen
dos cargas representadas por las resistencias lineales R1 y R2 que se encuentran en paralelo
con capacitores cuya capacitancia está dada por Ca1 y Ca2 y de acuerdo con la sección 3.1
la condición de que todas las fuentes están conectadas con todas las cargas se satisface a
través de las inductancias La2, La3 que conectan la fuente uno con las cargas y La1, La4 que
conectan la fuente dos con las cargas. Además se tienes ĺıneas sin pérdidas por lo que las
resistencias de la ĺınea se desprecian y finalmente la última condición es que existen ĺıneas
de transmisión que conectan a una fuente con otra fuente lo que se satisface gracias a la
inductancia La3.
Como se menciona en el caṕıtulo 3 en el árbol se incluyen los capacitores (Ca1 y Ca2) aśı como
los voltajes de salida proporcionados por los convertidores de potencia (V1 y V2), y finalmente
los inductores (La1, La2, La3, La4, La5) y las cargas (R1 y R2) se colocan en el co-árbol.
De acuerdo con lo mencionado en el caṕıtulo 3 la matriz de sub-incidencia H ∈ Rn−1×b−n+1
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Figura 5.1: Ejemplo de microred para el caso de estudio

con n = 5 b = 11 (considerando la tierra como otro nodo de la gráfica) tenemos

H =


0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 −1 −1 0 1
1 0 −1 1 0 0 0
0 1 0 0 0 −1 −1

 ∈ R4×7

La matriz H puede ser particiona como se muestra en la ecuación (3.7), donde n1 = 2 y
n2 = 5, lo que nos lleva a las siguientes igualdades

H1R =

[
0 0
0 0

]
∈ R2×2; H1L =

[
1 0 1 1 0
0 −1 −1 0 1

]
∈ R2×5

HCR =

[
1 0
0 1

]
∈ R2×2; H1L =

[
−1 1 0 0 0
0 0 0 −1 −1

]
∈ R2×5

lo que comprueba que si cada ĺınea de transmisión se compone sólo por un inductor se cum-
ple H1R = 0 y como las cargas están conectadas en paralelo con un capacitor se cumple
HCR = I, el modelo dinámico de ésta microred esta dado por (4.7).
Se necesita que los voltajes a la salida de los convertidores de potencia tengan un comporta-
miento sinusoidal con la amplitud y fase adecuadas para que la demanda de potencia activa
y reactiva en las cargas se satisfaga, todo esto a una frecuencia de 60 [Hertz], entonces, los
voltajes deseados a la salida de los convertidores son

C−1
1 x?21 = A1 sin(60t+ δ1)

58



C−1
2 x?22 = A2 sin(60t+ δ2)

con lo anterior es evidente que las amplitudes A1, A2, δ1 y δ2 se pueden considerar incógnitas
del sistema de potencia, ya que las amplitudes para las cargas son las deseadas (por lo que
son conocidas), en este punto es donde se hace de vital importancia hacer uso de las ecuacio-
nes de flujo de potencia (4.33 - 4.34), para plantear un sistema de ecuaciones no lineales que
permita encontrar la solución que satisfaga la demanda de potencia activa y reactiva por el
lado de las cargas, al saber cuál amplitud es la que el controlador (4.20) debe de pedir a las
fuentes a través de los convertidores de potencia.
Entonces para efectos de la simulación los parámetros de la microred son

C1 = 900 [µF], La1 = 10 [mH],
C2 = 700 [µF], La2 = 20 [mH],
L1 = 500 [µH], La3 = 30 [mH],
L2 = 100 [µH], La4 = 40 [mH],
R1 = 50 [Ω], La5 = 50 [mH],
R2 = 16 [Ω]. V1 = 150 [V]
Ca1 = 100 [µF], V2 = 200 [V]
Ca2 = 600 [µF], ω = 60[Hertz]

las ganancias para el controlador (4.20) son K11 = 1000 K12 = 25, K21 = 1000 y K22 = 25,
para realizar el cálculo de las trayectorias admisibles del sistema se utilizan las ecuaciones de
flujo de potencia (4.33 - 4.34) descritas en el caṕıtulo 2, donde se usa el método de Newton-
Raphson descrito en el mismo caṕıtulo.
Para lo cual se requiere encontrar la matriz de admitancia Ybus, en esta matriz se encuentran
los valores de las conductancias (G) y de las suceptancias (B) de acuerdo con la siguien-
te relación Y = G + jB, las ĺıneas de transmisión se componen sólo por un inductor su
impedancia esta dada por la siguiente relación

Zij = jwLij

con lo que las impedancias correspondientes a la microred son

Z12 = j(60)0,03

Z13 = j(60)0,01

Z14 = j(60)0,04

Z23 = j(60)0,02

Z24 = j(60)0,05
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y sus correspondientes impedancias son

Y12 =
1

Z12

Y13 =
1

Z13

Y14 =
1

Z14

Y23 =
1

Z23

Y24 =
1

Z24

con lo que la matriz de impedancias Ybus es

Ybus =


0 + j2,6389 0− j0,5556 0− j1,6667 0− j0,4167
0− j0,5556 0 + j1,7222 0− j0,8333 0− j0,3333
0− j1,6667 0− j0,8333 0 + j2,4940 0 + j0
0− j0,4167 0− j0,3333 0 + j0 0 + j0,7140


note que G = real{Ybus} y B = img{Ybus} pero ya que se tiene una microred sin pérdidas
G = 0 como se ve claramente en la matriz Ybus.
Una vez calculada la matriz de admitancias de bus para la microred (5.1), continuamos con el
procedimiento para solucionar los flujos de potencia a través del método de Newton-Rapshon
para lo que se necesita

[
J1 J2

J3 J4

]


∆δ1

∆δ2

∆δ3

∆δ4

∆V1

∆V2

∆V3

∆V4


= −



∆P1

∆P2

∆P3

∆P4

∆Q1

∆Q2

∆Q3

∆Q4


donde las variables que conocidas son la potencia activa y reactiva en el nodo de generación
dos (P2,Q2), la potencia activa en el nodo de carga tres (P3), la potencia activa en el nodo
de carga cuatro (P4) y las incógnitas son: la amplitud del voltaje en el nodo de generación
dos V2 y las fases del nodo de generación dos y de los nodos de carga tres y cuatro (δ2, δ3,
δ4) y tomando al nodo uno como nodo de referencia las ecuaciones anteriores se reducen a

[
J1 J2

J3 J4

]
∆δ2

∆δ3

∆δ4

∆V2

 = −


∆P2

∆P3

∆P4

∆Q2
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de acuerdo con el Capitulo 2 la matriz Jacobiana (J ∈ R4×4) que se muestra subdividida por
cuatro matrices, para nuestro caso son

J1 =

 ∂∆P2

∂δ2

∂∆P2

∂δ3

∂∆P2

∂δ4
∂∆P3

∂δ2

∂∆P3

∂δ3

∂∆P3

∂δ4
∂∆P4

∂δ2

∂∆P4

∂δ3

∂∆P4

∂δ4

 ; J2 =

 ∂∆P2

∂V2
∂∆P3

∂V2
∂∆P4

∂V2


J3 =

[
∂∆Q2

∂δ2

∂∆Q2

∂δ3

∂∆Q2

∂δ4

]
; J4 =

[
∂∆Q2

∂V2

]
al analizar la microred (5.1) se hace evidente que las ecuaciones de flujo de potencia necesarias
para encontrar el Jacobiano están dadas por

P2 = −G22V
2

2 − [G23V2V3 cos(δ23) +G21V2V1 cos(δ21) +G24V2V4 cos(δ24) +B23V2V3 sin(δ23)

+B21V2V1 sin(δ21) +B24V2V4 sin(δ24)]

P3 = −G33V
2

3 − [G31V3V1 cos(δ31) +G32V3V2 cos(δ32) +B31V3V1 sin(δ31) +B32V3V2 sin(δ32)]

P4 = −G44V
2

4 − [G41V4V1 cos(δ41) +G42V4V2 cos(δ42) +B41V4V1 sin(δ41) +B42V4V2 sin(δ42)]

Q2 = B22V
2

2 − [B23V2V3 cos(δ23) +B21V2V1 cos(δ21) +B24V2V4 cos(δ24)−G23V2V3 sin(δ23)

−G21V2V1 sin(δ21)−G24V2V4 cos(δ24)]

donde recuérdese que δij = δi − δj y los cambios en las potencias (∆Pi y ∆Qi) están dados
por

∆P2 =P inj
2 − P2

∆P3 =P inj
3 − P3

∆P4 =P inj
4 − P4

∆Q2 =Qinj
2 −Q2

donde las potencias reactivas y activas inyectadas en en i-ésimo nodo (P inj
i y Qinj

i ) se con-
sideran constantes, las derivadas parciales correspondientes al Jacobiano se pueden escribir
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como

∂∆P2

∂δ2

= [−G23V2V3 sin(δ23)−G21V2V1 sin(δ21)−G24V2V4 sin(δ24)

B23V2V3 cos(δ23) +B21V2V1 cos(δ21) +B24V2V4 cos(δ24)]

∂∆P2

∂δ3

= G23V2V3 sin(δ23)−B23V2V3 cos(δ23)

∂∆P2

∂δ4

= G24V2V4 sin(δ24)−B24V2V4 cos(δ24)

∂∆P2

∂V2

= 2G22V2 +G23V3 cos(δ23) +G21V1 cos(δ21) +G24V4 cos(δ24)

B23V3 sin(δ23) +B21V1 sin(δ21) +B24V4 sin(δ24)

∂∆P3

∂δ2

= G23V2V3 sin(δ32)−B32V3V2 cos(δ32)

∂∆P3

∂δ3

= −G31V3V1 sin(δ31)−G32V3V2 sin(δ32) +B31V3V1 cos(δ31) +B32V3V2 cos(δ32)

∂∆P3

∂δ4

= 0

∂∆P3

∂V2

= G32V3 cos(δ32) +B32V3 sin(δ32)

∂∆P4

∂δ2

= G42V4V2 sin(δ42)−B42V4V2 cos(δ42)

∂∆P4

∂δ3

= 0

∂∆P4

∂δ4

= −G41V4V1 sin(δ41)−G42V4V2 sin(δ42)−B41V4V1 cos(δ41) +B42V4V2 cos(δ42)

∂∆P4

∂V2

= G42V4 cos(δ42) +B42V4 sin(δ42)

∂∆Q2

∂δ2

= −B23V2V3 sin(δ23)−B21V2V1 sin(δ21)−B24V2V4 sin(δ24)

−G23V2V3 cos(δ23)−G21V2V1 cos(δ21)−G24V2V4 cos(δ24)

∂∆Q2

∂δ3

= B23V2V3 sin(δ23) +G23V2V3 cos(δ23)

∂∆Q2

∂δ4

= B24V2V4 sin(δ24) +G24V2V4 cos(δ24)

∂∆Q2

∂V2

= −2B22V2 +B23V3 cos(δ23) +B21V1 cos(δ21) +B24V4 cos(δ24)

−G23V3 sin(δ23)−G21V1 sin(δ21)−G24V4 sin(δ24)

con todo lo anterior se pueden conocer los valores de las incógnitas V2, δ2, δ3 y δ4 al aplicar
el método de Newton-Rapshon, dado que este es un método iterativo se tendrán diferentes
aproximaciones de Jacobianos aśı como diferentes ∆P2, ∆P3, ∆P4 y ∆Q2, para lo cual se
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usa el algoritmo mostrado en el Apéndice B, al aplicar este algoritmo con una tolerancia de
0,0001, se obtienen los resultados mostrados en la tabla 5.1

N◦ de Bus V [pu] Ángulo [rad] P. Activa P. Reactiva
1 1.0000 0.0000 0.501 0.891
2 1.1166 0.5418 1.100 1.399
3 0.9500 -0.3348 -1.200 0.191
4 0.9800 -2.3195 -0.400 1.314

Tabla 5.1: Parámetros del modelo

NOTA: Todos los resultados se muestran en pu tomando como cantidades base Vbase = 127[V ]
y Sbase = 50[kV A].

Con los resultados anteriores ahora ya se sabe que valores de voltaje y fase se deben de
pedir a los convertidores de potencia que están conectados en los nodos de generación, para
que se satisfaga la demanda de potencia en las cargas y de esta manera comprobar el fun-
cionamiento adecuado de toda la microred. Para la simulación numérica de la microred se
utilizó Matlab/Simulink. En la Figura 5.2, se muestra que los valores de las amplitudes del
voltaje se aproximan mucho a los valores que se muestran en la Tabla 5.1, aśı como las fases
en cada uno de los nodos, es importante resaltar que los nodos en los que se tiene control,
esto es, los nodos de generación llegan exactamente a los valores deseados, en la Figura 5.3
se puede ver el comportamiento completo de las señales de voltaje a la salida de los conver-
tidores de potencia y la Figura 5.4 muestra el comportamiento completo de las señales de
voltaje en los puertos de interconexión de la carga, en donde se nota claramente que ambas
señales están a la misma frecuencia deseada (ω = 60 [Hertz]),

Para notar claramente que el controlador (4.20) diseñado a través de la técnica IDA-PBC,
consigue hacer el seguimiento de la señal de referencia se muestran las Figuras 5.5 y 5.6, y
todo esto se logra con la señal de control mostrada en la Figura 5.7.

Para mostrar que los flujos de potencia se satisfacen en la red, para las cargas dadas, se
muestran la Figura 5.8 para las potencias activas, donde note que en los buses de carga (4
y 3) tienen potencia activa negativa, y los buses de generación una potencia activa positiva,
ya que los primeros demandan potencia y los segundos la generan. Finalmente en la Figura
5.9 se muestra la potencia reactiva, donde ambas potencias se aproximan a los valores que
se encontraron a través de la solución de los flujos de potencia mostrados en la Tabla 5.1.

63



0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

Tiempo [seg]

F
a

s
e

 [
ra

d
]

 

 

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

Tiempo [seg]

A
m

p
lit

u
d

 d
e

 v
o

lt
a

je
 [

p
u

]

 

 

Bus 1

Bus 2

Bus 3

Bus 4

Figura 5.2: Amplitudes de voltajes y fases en los nodos de la microred
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Figura 5.3: Señales de voltaje en los buses de generación
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Figura 5.4: Señales de voltaje en los buses de carga
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Figura 5.5: Seguimiento de la señal de voltaje con el convertidor 1
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Figura 5.6: Seguimiento de la señal de voltaje con el convertidor 2
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Figura 5.8: Potencia activa en todos los buses
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Figura 5.9: Potencia activa en todos los buses
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

En este trabajo de tesis se plantea una nueva filosof́ıa de análisis para sistemas eléctricos
de potencia que permite interpretar resultados conocidos para circuitos eléctricos a partir
de las caracteŕısticas topológicas de la red, particularmente propiedades de la matriz de in-
terconexión, haciendo uso de caracteŕısticas de los sistemas Hamiltonianos que permiten el
diseño de una ley de control aśı como un análisis de estabilidad sitemático. Con lo que el pro-
blema de estabilización de una microred con topoloǵıa malla ha sido abordado incluyendo la
dinámica de los convertidores de potencia aśı como modelos dinámicos para circuitos de car-
ga, se logró demostrar que una ley de control distribuida, desarrollada para cada convertidor
de potencia conserva sus propiedades de estabilización a pesar de la interconexión, completa
del sistema al considerar una red con topoloǵıa malla. Logrando garantizar estabilidad en
voltaje y en frecuencia al mismo tiempo. Siempre que se satisfagan las ecuaciones de flujo
de potencia, que son las encargadas de proporcionar la amplitud de los voltajes y potencias
que se necesitan extraer de las fuentes para que se satisfaga la demanda de potencia activa
y reactiva por el lado de las cargas, además habilitan la posibilidad de tener información del
equilibrio energético de la microred.
Para llegar a los resultados presentados ha sido fundamental el uso de estructuras hamil-
tonianas exhibidas por los diferentes dispositivos que conforman la microred, como son,
convertidores de potencia, cargas y la misma red.
Un desaf́ıo que debe ser considerado para futuras investigaciones se relaciona con las fuentes
de voltaje constantes incluidas en el modelo del convertidor de potencia, en un escenario
más realista estas tensiones son las entregadas por las fuentes verdes y pueden asociarse a
otro sistema dinámico. La investigación actual se lleva a cabo con el objetivo de considerar
en un futuro estas fuentes como otros sistemas Hamiltonianos, para poder interconectarlos
con el sistema completo. Aśı como también se debe considerar que el análisis de los flujos de
potencia se hace fuera de ĺınea, por lo que, este trabajo deja abierto el tema de considerar
que los flujos de potencia se puedan satisfacer de manera automática, aśı como el echo de
poder considerar ĺıneas de transmisión con pérdidas, para lo cual se tiene la certeza que
el sistema completo también se podrá describir mediante una estructura Hamiltoniana he
incluso se podŕıa estabilizar con la misma ley de control.

68



Apéndice A

Propiedades de la red con topoloǵıa
malla

En esta sub-sección se presentan las propiedades importantes de la matriz de sub-incidencia
H que están dadas por la topoloǵıa de la red y son elementales para obtener el modelo dinámi-
co de la misma, estás propiedades son particulares de la topoloǵıa de la red con la que se
está trabajando, ya dependen del tipo de interconexión, como lo presentan en Avila (2015),
dichas propiedades son las que permiten la obtención del modelo Hamiltoniano para la red.
Para las redes con topoloǵıa malla se mencionan varias proposiciones particulares, esto es,
las cargas están conectadas en paralelo con un capacitor, lo que implica que el número de
capacitores sea igual al número de cargas. Note que las columnas de HCR corresponden a
los loopsets de resistor de co-árbol asociados con los capacitores. Esto implica que dada la
interconexión mencionada entre ambos elementos, en el loopset correspondiente aparecerá un
1 en cada columna de HCR mientras que los otros elementos elementos son cero, esto deja
claro que HCR = I.
Para que sea clara la demostración se dividen en tres grupos a los inductores:

1. r-indictores que conectan una fuente con un capacitor.

2. s-inductores que conectan una fuente con otra fuente.

3. p-inductores que conectan un capacitor con otro capacitor.

y sabiendo que cada capacitor puede compartir cutset con cada inductor, se tiene que

−HCL =


1Tr1 0 . . . 0 01×s N1

0 1Tr2 . . . 0 01×s N2
...

...
. . .

...
...

...
0 0 . . . 1Trn2

01×s Nn2

 (A.1)

con 1Tri ∈ R1×ri , un vector con todas las entradas igual a 1, Ni ∈ R1×p,
∑n1

i=1 ri = r tal que
r + s + p = n2; y cada columna en la matriz N = col (N1, ..., Nn1) tiene sólo un 1 y un -1,
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cumpliendo que 1TN = 0. La matriz HT
1L es de la forma

HT
1L =



Mr1

Mr2
...

Mrn1

Ms

0p×n1


; Mri ∈ Rri×n1 , Ms ∈ Rs×n1

con Mri matrices en las cuales en cada fila tiene sólo una entrada diferente de cero y ésta
entrada aparece en una columna diferente con respecto a las otras filas; y la matriz Ms

satisface Ms1n1 = 0. Y ya que cada capacitor puede compartir cutset con cada inductor
cada una de las n1 columnas de HT

1L tiene mi entradas diferentes de cero. Para caracterizar
a la matriz HCL se propone la siguiente división

HCL = [∆|N ] (A.2)

con ∆ ∈ Rn1×r, N ∈ Rn1×p. Note que todos los cutsets básicos son cutsets de nodo, para la
red con topoloǵıa malla el número de inductores conectados a la carga siempre será igual o
mayor a dos, entonces el número de capacitores que conectan una fuente con un capacitor
(r-inductores) será igual al número de capacitores que están en paralelo con la carga (n1) y
por lo tanto el número total de inductores (n2) se puede calcular como la suma del número
de capacitores mas el número de inductores que conectan un capacitor con otro capacitor
(p-inductores), esto es n2 = n1 + p. Entonces la estructura de HCL será

∆ = −Ir; N =


N1

N2
...

Nn2


n2×p

(A.3)

dondeN permanece con las mismas propiedades, y como sólo hay r-inductores que comparten
loopset con la fuente, por lo tanto H1L tiene la forma

H1L =
[
1T1×r 01×p

]
(A.4)
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Apéndice B

Programa para solucionar los flujos de
potencia

El siguiente programa ayuda a la solución de los flujos de potencia, fue desarrollado en
el laboratorio de control de la Facultad de Ingenieŕıa UNAM por la Maestra Sof́ıa Ávila-
Becerril

% Program fo r Newton−Raphson Load Flow Ana lys i s

nbus = 4 ;
x12 = 60∗0.03 i ;
x13 = 60∗0.01 i ;
x14 = 60∗0.04 i ;
x23 = 60∗0.02 i ;
x24 = 60∗0.05 i ;
x34 = 0 ;
r1 = 5 ;
r2 = 16 ;
ca1 =(0.0001) ;
ca2 =(0.0006) ;
yr1 = 1/ r1 ;
yr2 = 1/ r2 ;
y1c = (60 i ∗ ca1 ) ;
y2c = (60 i ∗ ca2 ) ;
b33 = y1c ;
b44 = y2c ;
y12 = 1/x12 ;
y13 = 1/x13 ;
y14 = 1/x14 ;
y23 = 1/x23 ;
y24 = 1/x24 ;
y34 = 0 ;
y11 = y12 + y13 + y14 ;
y22 = y12 + y23 + y24 ;
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y33 = y13 + y23 + y34 + b33 ;
y44 = y14 + y24 + y34 + b44 ;
Y =−[y11 −y12 −y13 −y14;−y12 y22 −y23 −y24;−y13 −y23 y33 −y34;−y14 −y24 −y34

y44 ] ;
busd = busdatasS ( nbus ) ; % Ca l l i n g busda tas .
bus = busd ( : , 1 ) ; % Bus Number .
V = busd ( : , 2 ) ; % Spe c i f i e d Vol tage .
de l = busd ( : , 3 ) ; % Voltage Angle .
Pg = busd ( : , 4 ) ; % PGi .
Qg = busd ( : , 5 ) ; %QGi .
Pl = busd ( : , 6 ) ; % PLi .
Ql = busd ( : , 7 ) ; % QLi .

P = Pg − Pl ; % Pi = PGi − PLi .
Q = Qg − Ql ; % Qi = QGi − QLi .
Psp = P; %P Spe c i f i e d .
Qsp = Q; %Q Spe c i f i e d .
G = real (Y) ; % Conductance matrix .
B = imag(Y) ; % Susceptance matrix .
Tol = 1 ;
I t e r = 1 ;
while ( Tol > 1e−3) % In i c i o de I t e r a c i on e s

nq = 1 ;
Q = zeros ( nbus , 1 ) ;
for i = 1 : nbus

for k = 1 : nbus
Q( i ) = Q( i ) − V( i ) ∗ V( k ) ∗(G( i , k ) ∗ sin ( de l ( i )−de l ( k ) ) − B( i , k ) ∗cos (

de l ( i )−de l ( k ) ) ) ;
end

end

d1 = de l (1 ) ;
d2 = de l (2 ) ;
d3 = de l (3 ) ;
d4 = de l (4 ) ;

x3 = V(1) ;
x6 = V(2) ;
x9 = V(3) ;
x12 = V(4) ;

%%Flujo de po t enc ia s
d12 = d1 − d2 ;
d13 = d1 − d3 ;
d14 = d1 − d4 ;
d21 = d2 − d1 ;
d23 = d2 − d3 ;
d24 = d2 − d4 ;
d31 = d3 − d1 ;
d32 = d3 − d2 ;
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d34 = d3 − d4 ;
d41 = d4 − d1 ;
d42 = d4 − d2 ;
d43 = d4 − d3 ;

P1 = −G(1 ,1 ) ∗x3ˆ2 − (G(1 , 2 ) ∗x3∗x6∗cos ( d12 ) + G(1 , 3 ) ∗x3∗x9∗cos ( d13 ) + G(1 , 4 ) ∗
x3∗x12∗cos ( d14 ) + B(1 , 2 ) ∗x3∗x6∗ sin ( d12 ) + B(1 , 3 ) ∗x3∗x9∗ sin ( d13 ) + B(1 , 4 )
∗x3∗x12∗ sin ( d14 ) ) ;

P2 = −G(2 ,2 ) ∗x6ˆ2 − (G(2 , 1 ) ∗x6∗x3∗cos ( d21 ) + G(2 , 3 ) ∗x6∗x9∗cos ( d23 ) + G(2 , 4 ) ∗
x6∗x12∗cos ( d24 ) + B(2 , 1 ) ∗x6∗x3∗ sin ( d21 ) + B(2 , 3 ) ∗x6∗x9∗ sin ( d23 ) + B(2 , 4 )
∗x6∗x12∗ sin ( d24 ) ) ;

P3 = −G(3 ,3 ) ∗x9ˆ2 − (G(3 , 1 ) ∗x9∗x3∗cos ( d31 ) + G(3 , 2 ) ∗x9∗x6∗cos ( d32 ) + G(3 , 4 ) ∗
x9∗x12∗cos ( d34 ) + B(3 , 1 ) ∗x9∗x3∗ sin ( d31 ) + B(3 , 2 ) ∗x9∗x6∗ sin ( d32 ) + B(3 , 4 )
∗x9∗x12∗ sin ( d34 ) ) ;

P4 = −G(4 ,4 ) ∗x12ˆ2 −(G(4 , 1 ) ∗x12∗x3∗cos ( d41 ) + G(4 , 2 ) ∗x12∗x6∗cos ( d42 ) + G
(4 , 3 ) ∗x12∗x9∗cos ( d43 ) + B(4 , 1 ) ∗x12∗x3∗ sin ( d41 ) + B(4 , 2 ) ∗x12∗x6∗ sin ( d42 )
+ B(4 ,3 ) ∗x12∗x9∗ sin ( d43 ) ) ;

P = [ P1 ; P2 ; P3 ; P4 ] ;

% Ca lcu l a t e change from s p e c i f i e d va lue
dPa = Psp−P;
dQa = Qsp−Q;
k = 1 ;
dQ = zeros (nq , 1 ) ;
for i = nq : nq

dQ(k , 1 ) = dQa( i ) ;
k = k+1;

end
dP = dPa ( 2 : nbus ) ;
M = [ dP ; dQa(2) ] ; % Mismatch Vector

% Jacobian
% J1 − Der i va t i v e o f Real Power I n j e c t i o n s wi th Angles . .

J1 = zeros ( nbus−1,nbus−1) ;
for i = 1 : ( nbus−1)

m = i +1;
for k = 1 : ( nbus−1)

n = k+1;
i f n == m

for n = 1 : nbus
J1 ( i , k ) = J1 ( i , k ) + V(m) ∗ V(n)∗(−G(m, n) ∗ sin ( de l (m)−de l (n) ) + B(m, n) ∗cos ( de l (m)
−de l (n) ) ) ;

end
J1 ( i , k ) = J1 ( i , k ) − V(m) ˆ2∗B(m,m) ;

else
J1 ( i , k ) = V(m) ∗ V(n) ∗(G(m, n) ∗ sin ( de l (m)−de l (n) ) − B(m, n) ∗cos ( de l (m)−de l (n) ) ) ;

end
end

end
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% J2 − Der i va t i v e o f Real Power I n j e c t i o n s wi th V. .
J2 = zeros ( nbus−1,nq ) ;
for i = 1 : ( nbus−1)

m = i +1;
for k = 1 : nq

n = k+2;
i f n == m

for n = 1 : nbus
J2 ( i , k ) = J2 ( i , k ) + V(n) ∗(G(m, n) ∗cos ( de l (m)−de l (n) ) + B(m, n) ∗ sin ( de l (m)−de l (n)

) ) ;
end

J2 ( i , k ) = J2 ( i , k ) + V(m) ∗G(m,m) ;
else

J2 ( i , k ) = V(m) ∗(G(m, n) ∗cos ( de l (m)−de l (n) ) + B(m, n) ∗ sin ( de l (m)−de l (n) ) ) ;
end

end
end

% J3 − Der i va t i v e o f React ive Power I n j e c t i o n s wi th Angles . .
J3 = zeros (nq , nbus−1) ;
for i = 1 : nq

m = i +2;
for k = 1 : ( nbus−1)

n = k+1;
i f n == m

for n = 1 : nbus
J3 ( i , k ) = J3 ( i , k ) + V(m) ∗ V(n) ∗(G(m, n) ∗cos ( de l (m)−de l (n) ) + B(m, n) ∗ sin ( de l (m)−

de l (n) ) ) ;
end

J3 ( i , k ) = J3 ( i , k ) − V(m) ˆ2∗G(m,m) ;
else

J3 ( i , k ) = V(m) ∗ V(n)∗(−G(m, n) ∗cos ( de l (m)−de l (n) ) − B(m, n) ∗ sin ( de l (m)−de l (n) ) ) ;
end

end
end

% J4 − Der i va t i v e o f React ive Power I n j e c t i o n s wi th V. .
J4 = zeros (nq , nq ) ;
for i = 1 : nq

m = i +2;
for k = 1 : nq

n = k+2;
i f n == m

for n = 1 : nbus
J4 ( i , k ) = J4 ( i , k ) + V(n) ∗(G(m, n) ∗ sin ( de l (m)−de l (n) ) − B(m, n) ∗cos ( de l (m)−de l (n)

) ) ;
end

J4 ( i , k ) = J4 ( i , k ) − V(m) ∗B(m,m) ;
else

J4 ( i , k ) = V(m) ∗(G(m, n) ∗ sin ( de l (m)−de l (n) ) − B(m, n) ∗cos ( de l (m)−de l (n) ) ) ;
end

74



end
end

J = [ J1 J2 ; J3 J4 ] % Jacobian Matrix . .
X = −inv ( J ) ∗M % Correct ion Vector ;
dTh = X( 1 : nbus−1) ; % Change in Vol tage Angle . .
dV = X( nbus : end) ; % Change in Vol tage Magnitude . .

% Updating St a te Vectors . .
de l ( 2 : nbus ) = dTh + de l ( 2 : nbus ) ; % Voltage Angle . .
k = 1 ;
for i = 2 :2

V( i ) = dV( k ) + V( i ) ; % Voltage Magnitude . .
k = k+1;

end

I t e r = I t e r + 1 ;
Tol = max(abs (M) ) ; % Tolerance . .

end
l oadf lowS ( nbus ,V, del ,P,Q) ; % Ca l l i n g Loadf low .m. .
function [ Pi Qi Pg Qg Pl Ql Pn Qn] = loadf lowS (nb ,V, del ,P,Q)

BMva=1;
Y = ybusppg (nb) ; % Ca l l i n g Ybus program .
l i n e d = l i n e d a t a s S (nb) ; % Get l i n e d a t s .
busd = busdatasS (nb) ; % Get busdatas .
Vm = p o l 2 r e c t (V, de l ) ; % Convert ing po la r to r e c t angu l a r .
Del = 180/pi∗ de l ; % Bus Vol tage Angles in Degree .
fb = l i n e d ( : , 1 ) ; %From bus number .
tb = l i n e d ( : , 2 ) ; %To bus number .
nl = length ( fb ) ; %No. o f Branches .
Pl = busd ( : , 6 ) ; % PLi .
Ql = busd ( : , 7 ) ; % QLi .

I i j = zeros (nb , nb) ;
S i j = zeros (nb , nb) ;
S i = zeros (nb , 1 ) ;

% Bus Current I n j e c t i o n s . .
I = Y∗Vm;
Im = abs ( I ) ;
Ia = angle ( I ) ;

Pn = P;
Qn = Q;

%Line Current Flows . .
for m = 1 : n l

p = fb (m) ; q = tb (m) ;
I i j (p , q ) = −(Vm(p) − Vm( q ) ) ∗Y(p , q ) ;
I i j (q , p ) = − I i j (p , q ) ;

end
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I i j = sparse ( I i j ) ;
I i jm = abs ( I i j ) ;
I i j a = angle ( I i j ) ;

% Line Power Flows . .
for m = 1 : nb

for n = 1 : nb
i f m ˜= n

S i j (m, n) = Vm(m) ∗conj ( I i j (m, n) ) ∗BMva;
end

end
end
S i j = sparse ( S i j ) ;
P i j = real ( S i j ) ;
Qi j = imag( S i j ) ;

% Line Losses . .
L i j = zeros ( nl , 1 ) ;
for m = 1 : n l

p = fb (m) ; q = tb (m) ;
L i j (m) = S i j (p , q ) + S i j (q , p ) ;

end
Lpi j = real ( L i j ) ;
Lq i j = imag( L i j ) ;

% Bus Power I n j e c t i o n s . .
for i = 1 : nb

for k = 1 : nb
Si ( i ) = Si ( i ) + conj (Vm( i ) ) ∗ Vm( k ) ∗Y( i , k ) ∗BMva;

end
end
Pi = real ( S i ) ;
Qi = −imag( S i ) ;
Pg = Pi+Pl ;
Qg = Qi+Ql ;
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