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Prefacio

Emmy Noether es una figura de gran importancia en la historia de las matematicas y su
prestigio ha ido creciendo con el paso del tiempo. El 23 de marzo de este afio (2015) el portal
de Google en internet mostraba el dibujo de una mujer, cuyas ropas y peinado recordaban
la moda de 1900, y al colocar el cursor sobre el dibujo aparecia una nota que decfa: “133
aniversario del nacimiento de Emmy Noether”. Este simple hecho muestra que Emmy ya no
s6lo es una figura famosa entre los matematicos, sino que ha pasado a formar parte de la
cultura de la humanidad.

Emmy Noether generé muchas ideas sumamente originales que revolucionaron las matemati-
cas de su tiempo, pero la mayor parte de sus trabajos sélo pueden ser comprendidos por
especialistas en algebra abstracta. Sin embargo, existe un trabajo de Emmy que no solamente
es conocido por los algebristas, sino por la mayoria de los matematicos y fisicos del mundo:
el Teorema de Noether. Este teorema ocupa un lugar muy importante en el estudio de un
tipo especial de ecuaciones diferenciales: aquéllas que pueden ser deducidas de lagrangianas
apropiadas mediante el principio de minima accién (conocido como principio de Hamilton
entre los fisicos). Cuando se tiene una ecuacién de este tipo, el Teorema de Noether dice que
hay una relacion entre las cantidades conservadas por la ecuacion diferencial y las simetrias
de la lagrangiana. Este resultado es obviamente importante en fisica, por lo cual el Teorema
de Noether ocupa un lugar central en la fisica tedrica.

Conviene enfatizar que el Teorema de Noether no solamente es aplicable a ecuaciones di-
ferenciales ordinarias (ODEs), sino también a ecuaciones diferenciales parciales (EDPs).
Ademss, no sélo se aplica a FDPs lineales, sino también a EDPs no lineales, lo cual hace
del Teorema de Noether una herramienta utilisima en el estudio de EDPs no lineales, que
no se pueden resolver mediante los métodos que se usan con las ecuaciones lineales.

El Teorema de Noether se colocé como uno de los teoremas mas importantes en la teoria
de ecuaciones diferenciales desde su formulacién en 1918 (cuando Emmy tenfa 36 afos) y
permanecié sin modificaciones fundamentales hasta principios del siglo XXI. Sin embargo,
al empezar el siglo XXI surgié una idea inquietante: ;seria posible generalizar el Teorema
de Noether de manera que fuera aplicable a ecuaciones diferenciales fraccionarias (EDFs)?,
es decir, a ecuaciones que ademds de contener derivadas “normales” (es decir, de érdenes
enteros), contuvieran también esas extrafias derivadas conocidas como “derivadas fracciona-
rias”. Esta idea estaba motivada por la aparicién de multiples EDF's en problemas recientes
de matemadticas aplicadas: en problemas de difusién, problemas de transporte, en la teoria
de solitones, en la teoria de control y procesamiento de senales, en economia e inclusive en
biotecnologia. La aparicién de EDFs en estos campos y el interés en contar con nuevas he-
rramientas tedricas para analizar el comportamiento de sus soluciones, condujeron de forma
natural a la idea de utilizar métodos variacionales para profundizar en la comprension de
las propiedades de estas ecuaciones y de sus soluciones. De esta forma, a finales del siglo
XX se descubrié que muchas de las nuevas EDFs surgidas en matematicas aplicadas podian
deducirse de lagrangianas fraccionarias via una generalizacién fraccionaria del principio de



minima accién. Una vez descubierto esto, era sélo cuestiéon de tiempo que se considerara la
posibilidad de extender el Teorema de Noether a estas nuevas lagrangianas fraccionarias. Y
asi, al inicio del siglo XXI empezaron a desarrollarse extensiones fraccionarias del Teorema
de Noether [1] [2] [3] [4]. Sin embargo, en algunas de estas extensiones sélo se consideraban
“coordenadas generalizadas” dependientes de una sola variable independiente, en otras (que
si consideraban varias variables independientes) las derivadas fraccionarias sélo actuaban
sobre la variable que actuaba como “variable de evolucién” y finalmente en otras exten-
siones del Teorema de Noether sélo se consideraban transformaciones infinitesimales que
dejaban a las variables independientes sin cambio. Sin embargo, existen FDFs interesantes
que dependen de funciones de varias variables independientes, en las cuales las derivadas
fraccionarias no actiian sobre la variable de evolucion, sino sobre “las otras” variables inde-
pendientes. En el 2010 aparecié un articulo en una revista china practicamente desconocida
en el cual se buscaba formular una versién fraccionaria aplicable a este tipo de ecuaciones [5].
No obstante, este articulo contiene un par de pequenos errores, ademas de presuponer que el
lector esta familiarizado con el calculo fraccionario, el célculo variacional fraccionario y con
el Teorema de Noether, de manera que para lectores sin esa preparacién previa el articulo
resulta dificil de seguir. Por lo tanto, el objetivo de esta tesis es presentar de manera orde-
nada todos los elementos necesarios (que dificilmente se estudian en los cursos regulares de
la licenciatura) para formular una versién fraccionaria del Teorema de Noether aplicables a
lagrangianas de la forma:

L(u(z,t), uyy g, O u, v(z,t), vz, vy, OfV) (0.1)

donde z y t son variables reales, u(z,t) y v(z,t) pueden ser funciones reales o complejas, u,,
Ugs, U, Vg indican a las derivadas parciales de u y v respecto a z y a tt respectivamente y
Ofu y 0;'v denotan derivadas de un orden fraccionario « en el intervalo 2 < o < 3. Conviene
observar aqui que en (0.1) se llama z a la variable de evolucidn, mientras que ¢ es “la otra
variable” la cual es llamada a veces “variable transversal”’, pues en algunos articulos de
investigacion esa “otra variable” no representa al tiempo, sino a una coordenada espacial
perpendicular a la coordenada z.

La versién fraccionaria del Teorema de Noether que se formulard en esta tesis serd una ver-
sién limitada, correspondiente tinicamente a transformaciones infinitesimales relativamente
sencillas. Sin embargo, el teorema que obtendremos serd suficiente para probar que las leyes
de conservacién bésicas (de lo que los fisicos llaman energfa, momento y la Hamiltoniana)
estdn asociadas a invariancias de la integral de accién (es decir, la integral de la lagrangia-
na) ante las transformaciones infinitesimales consideradas. La formulacién de un Teorema
de Noether Fraccionario més general, asociado a transformaciones infinitesimales totalmente
generales (como las consideradas por Emmy Noether) y aplicable a lagrangianas de la forma
(0.1), es un problema que, hasta donde se investigd en este trabajo, no ha sido resuelto y
constituye un reto para el futuro.

Este trabajo estd dividido en los ocho capitulos siguientes:
1. Ecuaciones de Euler-Lagrange.

2. Teorema de Noether.



Ecuacién no lineal de Schrodinger (NLS) y sus generalizaciones.
Derivadas fraccionarias.

Ecuacién NLS fraccionaria.

Ecuaciones de Euler-Lagrange fraccionarias.

Teorema de Noether Fraccionario.

e B T

La derivada de Riesz-Feller.

En el Capitulo 1 se empieza recordando cémo se obtiene la ecuacién de Euler-Lagrange (a
partir del principio de minima accién) en el caso mas sencillo en el cual se tiene una lagran-
giana que depende de una sola funcién (dependiente, a su vez, de una sola variable real).
Posteriormente se ve como se modifica esta deduccién cuando la lagrangiana depende de
varias funciones, las cuales, a su vez, dependen de varias variables independientes.

En el Capitulo 2 se estudia en qué consiste el Teorema de Noether (y cémo se demuestra)
en el caso de transformaciones infinitesimales sencillas.

En el Capitulo 3 se presenta al lector una EDP no lineal de gran interés e importancia: la
ecuacion NLS. Esta ecuacion puede deducirse de una lagrangiana, y la existencia de esta
lagrangiana ha permitido desarrollar métodos variacionales para calcular de manea aproxi-
mada el comportamiento de sus soluciones y la estabilidad de las mismas.

En el Capitulo 4 se explica qué es una derivada fraccionaria y se ve que hay varias definicio-
nes de “derivada fraccionaria” que no son necesariamente equivalentes: la de Caputo, la de
Riemann-Liouville y la de Griinwald-Letnikov. También se explica por qué existen derivadas
fraccionarias derechas e izquierdas.

En el Capitulo 5 se ve que la ecuacién NLS tiene una extensién fraccionaria interesante, que
tiene entre sus soluciones ondas solitarias, a las que aqui se llamarén solitones fraccionarios
(abusando un poco del término). Esta ecuacién NLS fraccionaria sirve como un ejemplo
para ver cémo se aplica el Teorema de Noether Fraccionario que se obtiene en esta tesis y
qué tipo de cantidades conservadas se obtienen.

En el Capitulo 6 se ve cédmo se obtienen las ecuaciones de Euler-Lagrange cuando se tiene
una lagrangiana que contiene derivadas normales (de orden entero) y derivadas fraccionarias
derechas e izquierdas.

En el Capitulo 7 se formula (y demuestra) una versién fraccionaria del Teorema de Noether
aplicable a lagrangianas de la forma (0.1).

En el Capitulo 8 se ve que también es posible formular un Teorema de Noether Fracciona-
rio aplicable a lagrangianas que contienen derivadas de Riesz-Feller, que son otro tipo de
derivadas fraccionarias que también aparecen con frecuencia en las aplicaciones del calculo
fraccionario.

Finalmente, se presentan las conclusiones.



Capitulo 1
Ecuaciones de Euler-Lagrange

Asi como en el calculo diferencial e integral elemental la atencién esté dirigida hacia funcio-
nes, esto es, reglas que asocian nimeros reales a niimeros reales:

fixeR— f(x)eR (1.1)

en el calculo variacional la atencién esta dirigida hacia funcionales, esto es, reglas que
asocian nimeros reales a funciones. Es decir, si S es una funcional y f(x) es una funcién
(dentro de cierto espacio de funciones §), entonces S[f] serd un niimero real:

S:feg—-S[fler (1.2)

Un ejemplo tipico de funcional es la longitud S de una curva y = f(z) entre los puntos

o SIf] = /x {1 4 (;Z)dem (1.3)

En vista, pues, de que el dominio de una funcional es un espacio de Banach de funciones,
conviene recordar con mas detalle qué son estos espacios: un espacio de funciones § sobre R
es un conjunto que cumple las siguientes propiedades:

1. Va,be§ a+beF
2. Va,beF a+b=b+a

Va,b,c (a+b)+c=a+ (b+c)

= W

307 €F| YVaeF a+0=0
Va#03—a| a+(—a)=0

Vae FAVreR raeg

Vre RAVa,beF r(a+b)=ra+rd

®© N o o

Vr,s e RAVa €F (rs)a=r(sa)

Una funcional || - || : § — R es una norma en § si satisface:
1. ||rall = Ir|lal]|, Va € F, reR
2. la+0|| < [lall + [ol], Ya, b € §
3. |lal]]=0=a=0



Asi, el espacio:
C®[x1,z2) := {a € § : [x1,22] — RN|a es infinitamente diferenciable, z1 < 9, 21,22 € R}

con la norma:
llalloo = maXecia, o,la(z)]
es un espacio de Banach de funciones. La norma induce una métrica en C*°[xy, z3] definida

por:
d(a,b) = ||a — b||oo; a,b € C[x1,x9]

Entonces, cuando se mencione que una funcién es cercana a otra, es en el sentido de la
métrica.

1.1. Ecuacién de Euler-Lagrange para una variable independiente

El problema central del célculo variacional es determinar la funcién y(t) tal que la integral [6]:
to
s= [ 2.0, (14)
ty

sea un extremal, es decir, un maximo o un minimo. Se tiene que la funcional S depende de
la funcién y(t), y los limites de integracién estdn fijos. Para hallar la extremal, la funcién
y(t) se varfa hasta encontrar la extremal de S. Esto es, si una funcién y = y(¢) da un valor
minimo a S, entonces cualquier funcién vecina, debe hacer crecer a S, no importa la cercania
de ésta a y. Considérese ahora a una familia de curvas cercanas a la funcién y(t). Una familia
de este tipo puede definirse asf [7]:

y(t, o) = y(t) + ady(t) (1.5)

donde dy(t) es una funcién que tiene derivadas continuas y ya que la funcién variada y(t, «)
toma los mismos valores que y(t) en los extremos de integracién, deberd anularse en t1 y to,
es decir, 0y(t1) = oy(t2) = 0.

Considerando a y(t, «), se puede escribir a la integral S en funcién del pardmetro a:

ta
S(@) = [ 2y(ta)tt.a), .. )t (16)
t1
La condicién de que S tiene un valor extremal es:
ds
= — 1.
dac|,_o 0 (L.7)

para todas las funciones dy(t). Esto es una condicién necesaria, pero no suficiente.
Asi, se calcula la derivada de (1.6):

s d [P _ 29 .

@ - % 0 g(y(t,a)7y(t, a)v .. )dt - . %g(y(tv a)a y(tv O[), <. )dt (1 8)
[z oz 0o ], |
Jy, L0y 0 0y O O0j Oa T



Derivando (1.5) respecto a a:

Oy(t, o) _
L.9) _ syt (1.9
Derivando (1.5) respecto a t:
oy(t, o . y
A80) — i) + atoyln) (1.10)
Asi, al derivar (1.10) respecto a a:
Wt a) _ -
L9 _ oyin) (111)

Aqui se debe recordar que 6y = %5y [7].
Se sigue este procedimiento para derivadas de 6rdenes mayores. Tomando en cuenta lo
anterior en (1.8):

as 0L 0L 0L
7o 7/t [ay dy +8—y(6 )+a—y(6y) .]dt (1.12)
Integrando por partes y usando que dy(t1) = dy(ty) = ... = dy(t2) = dy(t2) = ... = 0 (esto
debido a que es una condicién que se le pide a y(t)):
t2 &iﬂ d 892” 2 d 8$
2oy 3.32” d 0L
oy)dt = 5 - / oY) — ——dt 1.13
5 @ ) h(%a (113)
d 0% d> 0% d? 8$
=wop ", / g oy = /15 e oj

y asi para derivadas de 6rdenes mayores de dy, esto para escribir todos los términos de la
integral con dy.
Sustituyendo las integrales anteriores en (1.12):

/ {(5 0L d ('lf d2 8.,2” :|dt— /t2 |:(9$ d (9.2” d?> 0%
t1 ty

(1.14)

Como (dS/da)|a=0 debe ser cero en el valor extremo y dy(t) es una funcién arbitraria, la
suma dentro de los corchetes de la integral (1.14) debe ser cero cuando a = 0, por lo que se
llega a la ecuacién de Euler-Lagrange:

0¥ do¥ d* 0¥

Cuando .Z(y(t), y(t)), se tiene la expresién mds conocida de la ecuacién de Euler-Lagrange:

0% doZ
87y_&a7y_0 (1.16)



1.2. Ecuacién de Euler-Lagrange para dos variables independientes

Supdngase ahora que y es funcién de las variables independientes t y z, es decir, y(t, z), por
lo que se puede expresar a una funcién vecina en la forma:

y(t,z, ) = y(t, 2) + ady(t, z) (1.17)

La integral (1.6) resulta ser:

to Z2
a) = / / Lt 2 0) et 2, ), o (b, 2, 0), . )dzdt (1.18)
t1 z1

Al derivar S respecto a a:

da / / L(y(t, z, ), pu(t, 2,0),y:(t, 2, @), - )dzdt

/ / 8 y(t, z, @),y (t, 2z, ), y. (¢, z, ), .. .)dzdt (1.19)
t1 z1

/tQ / [az Oy 0L Oy 0L 0y 0L Oy | 0L 0y
ty

oy da ' By, da + Oy, Oa + Oyy Oa  Oy.. Oa - | dedt

Andlogamente al procedimiento seguido para obtener (1.11), se tienen las igualdades:

% = (5?/)15

0y _ (5y) (1.20)
80& - y z :
Oyt
Oo

= (0y)se
Tomando en cuenta las identidades anteriores en (1.19):

83 f 0 0¥ 0¥
) 0y)+—=—(6 4+ —(0y)..+... |dzdt (1.21
- [ (G S S G+ S it g it (1.21)

Dado que se puede cambiar el orden de las integrales fttf fzzf indistintamente por fzzf :12,
ademds dy(t1,z) = (00y/0t)|1=¢, = ... = 0y(ta,2) = (80y/0t)|t=t, = 0 y de igual forma
dy(t,z1) = (00y/0z2)|s=zy = ... = Sy(t, 22) = (00y/0z)| =, = ... = 0, entonces al integrar
por partes los miembros del lado derecho de (1.21):

/ / 5y )edzdt = 6$ 5y

to

(1.22)



z2 ta
/ / (0y).dzdt = 02
0Yz-

0 0%
oy, Y- KE / / %)= 5, ayzzd‘“
n g og| g 0.2
_ 9 1.2
/tl "2 by.. Zld’”/ / Vi ayzzdz‘“ (1.23)
_ /tz / 9 0¥
t1 z1

6 225 szzdt

Asi, al sustituir lo anterior en (1.21)

to z2
[ [ 2 a0
t1 z1 8y

y asi para derivadas de 6rdenes mayores de dy, esto para escribir todos los términos de la
integral con dy y poder factorizar

0 0% 0% 0% 0% 0%

Btaiyt — y&ayz +5yat28ytt+(5yaz28yzz+...:|dzdt
/t2/22 [&f 0 0% 33$+82 0% 0% 0%
6 Jo Oy Ot Oy 0z Oy,

0 0L | O 0L | \sydedt =
02 Oy | 020y }y zdt =0

(1.24)
Como (dS/da)|a=0 debe ser cero en el valor extremo y 0y(t) es una funcién arbitraria
entonces la suma de términos dentro de los corchetes debe ser igual a cero cuando o« = 0

0L _00% 90%
dy

por lo que se obtiene la ecuacién de Euler-Lagrange para dos variables independientes
0z 0y,

For | P oz
6t2 aytt

ﬁayzz+:0
1.3.

(1.25)
Ecuaciéon de Euler-Lagrange para el caso de lagrangianas que
dependen de dos funciones (y sus derivadas)
Supéngase ahora que £ depende de las funciones y; (t) y y2(¢), por lo que se tendrian dos
funciones vecinas:

y1(t, ) = y1(t) + adyy(t) (1.26a)
Ya2(t, ) = ya(t) + adya(t) (1.26b)
La integral (1.6) resulta
[ 2t nta) dalt.a). )i (1.27
t1
Derivando S respecto a « y usando la linealidad de la derivada
as 0L Oy 0L 0y 0L O / 0L dys 0L Oys 0L D2
do _/t [83/1 Oa 8y1 8a+8y1 Ja o i t ay2 Oa ay2 da Oijo 8a+ dt
(1.28)
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Cada uno de los sumandos anteriores corresponden al que se llegé en (1.8), por lo que
siguiendo un procedimiento andlogo que en la Seccién 1.1 se tiene una ecuacion de Euler-
Lagrange para cada variable dependiente:

0% do¥ & 0¥

Oy o Tarop T 129
0z _dor wovr |
8y2 dt 6y2 dt? 8y2 U
1.4. Ejemplos de ecuaciones con lagrangianas
Sea £ = L (u,uy, us, u*, ul,uy) con u(z,t) y u*(z,t). La expresion de .Z es:
L =i(utu, —uul) +u?(u*)? — wpuf (1.30)
Aplicando la ecuacién de Euler-Lagrange:
0% 00%¥ 00%
gz g9 C9< _ 1.31
ou* 0z O0u: OtOou; 0 (1.31)
Al derivar cuidadosamente:
0 0
. 2, %« Y 4 Y _
s+ 20" = (i) = o () (1.32)

2iu, + wy + 2uuu® =0

Considerando que u* es el complejo conjugado de u, se obtiene la ecuacién no lineal de
Schrodinger (NLS):

1
iy + o Utt + |ulPu =0 (1.33)
Otros ejemplos de ecuaciones con lagrangiana son:
1
iu, + §a(z)utt + ufPu=0 (1.34)
. 1 2

{iuz+§utt+(u|2+|v|2)u:0 (1.36)

1w, + %vtt + (v + Jul?)v =0

donde (1.34) describe un solitén con “manejo de la dispersién”, (1.35) un solitén que viaja
por una fibra éptica con condiciones inciales sobre un plano y (1.36) la interaccién de dos
solitones. Las lagrangianas correspondientes a cada ecuacion son:

L =i(uu* —uul) — a(2)uguf 4+ u?(u*)? (1.37)
L =i(uu” — uuy) — uguy — uyuy + u?(u*)? (1.38)

L =i(uu* —uul) — wpuf +u(u*)? +i(v0* —ovd) — v 0% (v dovtutu o (1.39)
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Capitulo 2
Teorema de Noether

Antes de dar una formulacién del Teorema de Noether Fraccionario, es conveniente comenzar
estudiando el Teorema de Noether. Asi, en el presente Capitulo se demuestra el Teorema de
Noether para un caso de transformaciones infinitesimales relativamente sencillas.

2.1. La invariancia de la accién

Considérese una transformacién infinitesimal asociada a un grupo continuo de transfor-
maciones dependientes de un pardmetro real. En particular, la siguiente transformacion
infinitesimal:

2N =246 (2.1a)
th =t +n& (2.1b)
ul = u 4 1oy (u) (2.1c)
vl = v+ nga(v) (2.1d)

donde &; y & son constantes reales, ¢1(u) y ¢2(v) son funciones complejas de u y v res-
pectivamente y 7 representa un pequeno incremento en el parametro del grupo de trans-
formaciones. Es de mencionar que estas transformaciones son mucho maés sencillas que las
transformaciones que consider6 Emmy Noether, en las cuales &1, &, ¢1 v ¢2 dependian de
u, v y sus derivadas. Sin embargo, para fines del trabajo, basta considerar transformaciones
de la forma (2.1a)-(2.1d).

Se dice que la accién es invariante ante las transformaciones (2.1a)-(2.1d) si cumple la igual-

dad:
//f w(z, t), Uy, ..., 0(2,8),0,,...)dtdz

(2.2)
//y PN NI G IR TI Fe a2
donde se supone que () es cualquier regién rectangular:
Q={(z,t)|z1 < 2 < 2z2,t1 <t < ta} (2.3)

y O es la imagen de € bajo las traslaciones (2.1a) y (2.1b):

Qf = {1t 2l = 214081 < 2f < zo4+n8 = 20,0 =t + 06 <tT <ty +n& =t} (2.4)
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Usando la informacién de las transformaciones (2.1a)-(2.1d), entonces las funciones uf y vf
estan dadas por:

ul (21, 7) = u(z" — n&r, 1T — n&2) + no (u(z" —n&y, th — n&2)) (2.5a)
ol (21 41) = w(z" =g, 1T — &) + nea(v(z" —nér, tF — néa)) (2.5b)
Como z' y tT son variables mudas, podemos quitar la etiqueta de f, para obtener:
ul(z,t) = u(z — né1, t — k) + ne1(u(z — nér,t — nés)) (2.6a)
(2, t) = v(z = nér,t — n€2) + nda(v(z — nér,t — nés)) (2.6b)

Se tiene que (2.2) no es una identidad, ya que en general  y Qf son distintas. Aunque en
el caso en que (2 sea todo el plano z-t se tiene 2 = QF, (2.2) sigue sin ser una identidad, ya
que las funciones u' y v’ son funciones distintas de u y v.

2.2. Enunciados del Teorema de Noether

A continuacién se muestran dos posibles formas de enunciar el Teorema de Noether. Las
dos formas son equivalentes, y la unica diferencia es que la segunda forma es més compacta
pues en ella se presupone que el lector sabe lo que es la variacién 0.% de la lagrangiana.

2.2.1. Enunciado 1 del Teorema de Noether

Si se tiene una densidad lagrangiana dependiente de dos funciones complejas u(z,t) y v(z, t),
y de sus derivadas:
L= LUy Uty Uy Ugty -+ o,V Vg, Uy Vg - - ) (2.7)

v la integral de accién dada por:
Slu, v] ://f(u,...,v,...)dtdz (2.8)
Q

Ccon:
Q= {(z,t)\zl <2< zo,t <t < tz}

es tal que satisface la condicién de invariancia:

//.,sf(u(z,t),uz, vz t), v, ) dtdz

Q
= //.ﬁf(uT(zT,tT),u;,...,vT(zT,tT),v;7...)dtszT
of

ante la transformacion infinitesimal:
=246
th=t+né&
ul = u+ ¢ (u)
ol = v+ s (v)
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entonces se cumple la siguiente ley de conservacidn [5]:

0Q1 | 0Q2
s + % = 0 (2.9)
donde: 1 8$ 162
10% 1 5‘ 102 0
Q=6L+ b o
n Ouy n\ ot o 7 Ouyt Ot (2.11)
vz 1 g s l0Z 0, |
n avt n ot 0 v n 8vtt at
=ul(z,t) — u(z,t) (2.12)
=vl(z,t) —v(z,1) (2.13)

Fin del teorema.
Integrando (2.9) sobre t, se sigue que:

" (01 09 d [ *
/tl (6‘2 e )dt &) @) <o (2.14)
Entonces, si:
Q2(2,t1) = Q2(2,12) =0 (2.15)
para toda z, (2.14) implica:
d ("
— = 2.1
2 / Qudt =0 (2.16)

por lo que la integral:
to
/ Q1 dt (2.17)
ty

tendra un valor constante a lo largo de z. Es por esto que se le llama a (2.9) ley de conser-
vacién.

Conviene observar que el teorema que se acaba de enunciar se refiere inicamente a transfor-
maciones infinitesimales de la forma (2.1a)-(2.1d). Estas transformaciones son mucho més
sencillas que las que consideré Emmy Noether, ya que en el trabajo de Emmy &1, &, ¢1 v ¢2
dependian de u, v y sus derivadas. Pareceria, por lo tanto, que el teorema que se acaba de
enunciar estd muy lejos del auténtico Teorema de Noether, pero no es asi. Un anélisis riguro-
so (y extremadamente complicado) muestra que si una ley de conservacién puede obtenerse
mediante una formulacién variacional, es innecesario considerar transformaciones infinitesi-
males en las cuales las cantidades &; no sean constantes [8]. Por lo tanto, al considerar que &;
y &2 son constantes, no se pierde realmente generalidad. Por otra parte, al considerar que ¢;
y ¢2 sélo dependen de u y v (respectivamente) si se estd restringiendo a un caso més sencillo
que el caso mds general considerado por Emmy Noether (en el cual ¢1 y ¢ dependian de
u, v y sus derivadas). Por lo tanto, el Teorema de Noether que se demostrard més adelante
es una versién simplificada del auténtico Teorema de Emmy Noether.
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2.2.2. Simplificaciéon de la condicién de invariancia

Debido a la simplicidad de las transformaciones (2.1a)-(2.1d), se puede simplificar més el
Enunciado 1 del Teorema de Noether. Tanto (2.1a) como (2.1b) expresan el cambio de
coordenadas que transforma Qf en Q. Entonces, se sustituye en el lado derecho de (2.2) 2T
y tT por z +n&; y t +né; respectivamente. El jacobiano de la transformacién es igual a uno,
ya que la transformacién es una simple traslacién, por lo que el miembro derecho de (2.2)
se transforma como:

//z (ot ul, (et o (F ), ol (2T, e, L af et

://.i”(uT(z+77§1,t—|—77§2),u;(z+77£1,t+77§2),..., (2.18)
Q

(Z+77€17t+77€2) Z’r (2+’7§17t+’7§2) )dtdZ

Aunque se realizé el cambio de variables zf = z +n&; v t = t + 7&,, se sigue escribiendo
u; y ’UL dentro de la lagrangiana, ya que lo que se tiene son las funciones:

ou't T7tT vt (zT. ¢t
0zt 2t =z +né1 ozt 2t =z+n&
th =t +néo th =t +née
De manera anéloga, dentro de la lagrangiana del miembro derecho de (2.18):
out (21 ¢t ovt(zt ¢t
8tT 2t =z +né1 8tT 2t =z +né1
th =t 4 ng, th =t + ne,
Después del cambio de variables, (2.2) resulta:
//f(u(z,t),uz, oo v(2,1),0,, .. )dEdz
o (2.21)
— [[ 20t ngat e n) a4 ), o e

Para simplificar la igualdad anterior, se toman las definiciones correctas de las funciones uf
y vt dadas por (2.6). Sustituyendo z y t por z + né&; y t + néy respectivamente:

ul (2 + €1, t + nk2) = ulz,t) + nou(u(z, 1)) (2.22a)
vz + g1t +n€2) = (1) + nda(v(2, 1)) (2.22b)
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Derivando (2.22) respecto a z' y ¢f:

ul (! =24t = 4 ) = s, 0) 4 a2, 1) (2.230)

8
Wl (2 = 2 = ) = () + n%utw (2.23D)

to(ot = t - 0

v (2T =24+ né,th =t +08) = v.(2,t) + n—vvz(z t) (2.23c)

0
ol (o = 2, B = 14 08) = (1) + (2, ) (2.23d)

Se sustituye (2.22) y (2.23) en el miembro derecho de (2.21):
/ LUty ... 0,0, ... )dtdz

(2.24)

= / g(u + 77¢1U, Uy + n¢1,uuzv s U 77([521}, vy + 77¢2,v11z, .- )dtdZ

Se expande en serie de Taylor la lagrangiana del lado derecho de (2.24):

f(u + 77¢1U7 Uy + n¢1,uuzv s U + 77¢27}u (P 77¢2,’UUZ7 .. )

: (2.25)
= L(u,Uzy ..., 0,0,,...)+ 0L+ O(n)

donde 0.Z es la parte de la expansién que es lineal en 1. A primer orden en 7, (2.24) toma
la forma:

//f(u,uz,...,v,vz,...)dtdz://f(u,uz,...,v,vz,...)dtdz—l—/ 0Zdtdz  (2.26)
Q Q Q

lo que implica que:

/ §.Ldtdz =0 (2.27)

Dado que esta ecuacién debe cumplirse para cualquier regién 2 (debido a la condicién de
invariancia), se debe tener que:

5% =0 (2.28)

Asi, la condicién de invariancia (2.2) se ha reducido a (2.28). Por lo tanto, se puede enunciar
el Teorema de Noether de una manera mas compacta, como se muestra a continuacion.

2.2.3. Enunciado 2 del Teorema de Noether

Si se tiene una densidad lagrangiana dependiente de dos funciones complejas u(z,t) y v(z, t),
y de sus derivadas:
L= L(UyUp, Uy Uppy o ooy U, Vg, Uy Vgt - )
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y se cumple la condicién de invariancia 6. = 0 para la transformacién infinitesimal:
2=z 406
th=t+n&
ul = u+ g (u)
ol = v+ s (v)
y ademds se cumple que Qz(z,t1) = Q2(z,t2) = 0, donde:
10~ 1(00%Z 10Z 0
ou— — ( >6u —9

Q2=62 40 5, 9t o )T o
1 6.,2” 0 0% 1 %é o
n 8’Uf 815 8vtt ’/] 3vtt ot
ou=ul(z, u(z
ov = ( ) v(z,t)
entonces: .
/ Qqdt (2.29)
ty
donde:
102 1 8.,2”

R TR

es una cantidad conservada (es decir, la integral (2.29) no depende de z).

2.3. La variacién de la lagrangiana

La variacién causada por las transformaciones (2.1a) - (2.1d) estd dada por:

0L 02y 0L 02 0L 0L 0L o)

2= 0z ot ou ou, Ouy O, ov

Comparando con la variacién de la lagrangiana que aparecia al obtener las ecuaciones de
FEuler-Lagrange, los dos primeros términos son nuevos, los cuales se agregan debido a que
las transformaciones (2.1a) - (2.1d) estdn alterando los valores de z y .

La variacién de u producida por las transformaciones (2.1a)-(2.1d) es

du=u'(z,t) —u(z,t) (2.31)
Al sustituir (2.6a) en lo anterior:

du = u(z —n&i,t —néa) + nod1(u(z — nér, t —né2)) — u(z,t) (2.32)
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El teorema de Taylor para funciones de dos variables independientes estd dado por [9]:

f(x+h,y+k) = f(xay) + {hfx(xﬂy) +kfy($»y)}

+ %{h2fxa¢(gja y) + Qhkf'cy(fp7 y) + kayy(;E, y)}
+ ...

) . (2.33)
+ n!{h”fzn (z,y) + <1>h”_1kf$n_1y(x,y) +...
+E fyn (2, y)} + R,
donde R,, denota el residuo:
R, = ﬁ{h”“fwl (x+0h,y +0k) + ...+ k" o (x4 Oh,y + 0k)}  (2.34)

donde 0 < 6 < 1.
Expandiendo en serie de Taylor los dos primeros términos del miembro derecho de (2.32):

du = [u(z,t) — uzn€1 — unéa] + o1 (u(z, 1)) + O(n*)] — ulz,t) (2.35)
A primer orden en 7:
du = n¢1(u(z,t)) — w1 — weSo] (2.36)
Andlogamente:
dv =1[¢2(v(z,1)) = v2&1 — v:&2] (2.37)

Cabe mencionar que aun cuando ¢1 y ¢o sean cero, los valores de du y dv pueden no ser
cero.
Las variaciones de las derivadas estan dadas por:

0 0 0 0
ou, = a&t, ouy = aéu, Oy, = ﬁéu, ov, = &507 . (2.38)

Asi, conociendo las variaciones (2.36) - (2.38), queda més claro el significado de la variacién
0.% dada en (2.30).

2.4. Demostracién del Teorema de Noether

Dada una lagrangiana de la forma (2.7), la evolucién de las funciones u y v estd dada por
las ecuaciones de Euler-Lagrange:

0% 00% 00 0 &

0 9:0u,  OLou,  Of duy,
0.0 0% 00Y 8 L

o 9200,  Olow O duy

+...=0 (2.39)

+...=0 (2.39b)

18



Sustituyendo ambos términos de (2.39) en (2.30), e igualando §.% = 0:

—90 ——0t

9z o ot
v0r 00r 2oz | \. 0zo, ozo, 0z,
0z Ou, Ot Oup Ot2 Ouy Ou, 0z Ouy Ot Ouyy Ot?

(oz a0z wor, ), or0, oz, erd, .
0z Ov, Ot Ovy,  Ot2 Ovy Ov, 0z Ovy Ot Ovy Ot2
(2.40)

Se introducen las identidades:

( 6u) _ 0 8,,2” 0L 0 su

Ou, 82 ou,, 8u2 0z

< 6u) _ 8 83 0L 9 9 50

Oouy 625 Ouy But ot (2.41)

82 0% B _00Z 5 0 0L\ 0 95 '
(8752 autt “) - K ot aut) “} * <8t 3utt) T

0x (BN _0[020,] (004)0,
8 Ut 8t2 815 8utt ot ot 8utt ot

e identidades similares con v en lugar de u. Asi, podemos escribir (2.40) como:

+6<8$5u> + = 0 (wéu) —&—6[(—883)5 ] + = 0 [63 aéu} +... (242)
0z \ Ou, ot \ Ouy ot Ot Ouyy Ot | Ouy Ot )
+8(6$§U)+0<8$6) a[(—aw)é}—i—a[agaév]—&- ..=0

0z \ Ov, ot \ du; ot Ot Ovy Ot | Ovy Ot

De (2.1a) y (2.1b), se tiene 6z = n&; y 6t = n&s, por lo que (2.42) resulta:

— ou
§1$+n3uz n Ov,

8[ 102 15:2” ]
+

102 (6 &Z) 102 0 (2.43)

e P+ 22 5u Z = = Zsu—
+77 ot |:€2 + a'U/t ot autt 8utt ot v

1

Loz, 100z 10z0. ]
n 8vt ot 8’l)tt n a"Utt ot
Considerando las definiciones de )1 y Q)2 dadas en (2.10) y (2.11), entonces (2.43) coincide
con (2.9), por lo que queda demostrado el Teorema de Noether.
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Capitulo 3

Ecuacién no lineal de Schrédinger (NLS) y sus
generalizaciones

En este Capitulo se presentan dos deducciones de una ecuacién diferencial parcial de gran

importancia e interés: ,
ou  10%u

i$+§ﬁ+|u|2u=0 (3.1)
donde wu(z,t) es una funcién compleja. Esta ecuacién es frecuentemente llamada “ecuacién
no lineal de Schrodinger” por su parecido a la famosa ecuacién de Schrodinger que estudian
los fisicos en sus cursos de mecdnica cudntica. La ecuacién (3.1) es util para describir el
comportamiento de cualquier medio dispersivo no lineal (donde el adjetivo “dispersivo”
implica que ondas de distinta frecuencia viajan con distinta velocidad). Sin embargo, la
aplicacién mas importante de la ecuacion NLS es la descripcion del comportamiento de los
pulsos de luz que viajan en las fibras 6pticas usadas en los sistemas de telecomunicaciones.
La ecuacién NLS tiene multiples propiedades interesantes, como el poderse deducir de una
lagrangiana, el poderse resolver de manera exacta mediante el método de dispersion inversa
(en inglés inverse scattering) y el tener soluciones tipo solitén (es decir, ondas no lineales
solitarias, que viajan sin deformarse). Conviene mencionar aqui que en rigor un solitén debe
ser una solucién estable, capaz de sobrevivir a colisiones con pulsos similares. Sin embargo, al
igual que en la mayoria de los trabajos sobre solitones 6pticos, en esta tesis se llama “solitén”
a cualquier solucién localizada (onda solitaria) de la ecuacién NLS, independientemente de
la estabilidad de la solucién.
Para deducir la ecuacién NLS, se tienen tres métodos bésicos:

1. Electromagnetismo (a partir de las ecuaciones de Maxwell).
2. Escalas multiples (a partir de la serie de Taylor).
3. Mecénica Cuéntica (a partir de la segunda cuantizacién).

A continuacién se muestra la deduccién de la ecuacién NLS a partir de las ecuaciones de
Maxwell y el nicleo de la idea que permite obtener esta ecuacién mediante el método de
escalas multiples. La deduccion a partir de la segunda cuantizaciéon se omite.
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3.1. Ecuacién NLS a partir del Electromagnetismo

Para la deduccién de la ecuacién NLS, se parte de las ecuaciones de Maxwell [10]:

«V-E=p=p,—V-P (3.2a
V-B=0 (3.2b)
]
E:—i .2
V x 5 (3.2¢)
= - 9P - OE
VXB:,UIO(JL_FE"_VXM)"‘,U/OGOE (32d)

donde E es el campo eléctrico, Bel campo magnético, Pla polarizacién, M la magnetizacion,

J1, la corriente debida a las cargas libres, py, la densidad de carga libre, ¢y la permitividad

del vacio y po la permeabilidad del vacio. En el caso que la carga libre sea cero (pp, = 0) y
)

lo mismo para la corriente libre (J_L = 0), las ecuaciones de Maxwell toman la forma:

V- (eE+P)=0 (3.3a)

V-B=0 (3.3b)
. 0B
E=-"—" .

V x 5 (3.3¢)
" opP OF

V xB= MOE + ,UOEOE (33(1)

Para deducir la ecuacién de onda a partir de las ecuaciones anteriores, se calcula el rotacional
de (3.3¢):

. 9B 9 _
E)y=-Vx ‘o =-2(VxB 4
V x (V x E) ant at(Vx ) (3.4)
Sustituyendo (3.3d) en (3.4):
= o, oP OF < .
Vx(VXE)= —a(uog + NOGOE) = —poPy — poco By (3.5)
A continuacion, se usard la identidad vectorial:
Vx(VxE)=V(V-E)-VE (3.6)
por lo que (3.5) resulta:
V(V-E)—V?E = —puoPy — pocoEw (3.7)

Posteriormente, se elige la orientacion de los ejes coordenados de tal manera que E solo
tenga componente en y, es decir, E(x,y, z;t) = (0, E(z,y, 2;t),0) = E(z,y, z;t)j. Asi, (3.7)
se desarrolla explicitamente:

V(V-E)—V%E = V(E,) — (0,V?E,0) = (Esy, Eyy, Ezy) — (0, By + Eyy + E.,0)

_ (3.8)
= —po Py — 110€0(0, Eyt, 0)
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Ahora, se supone la relacién més simple entre la polarizacion P y el campo eléctrico E:
P =exVE (3.9)
donde (M) es la susceptibilidad eléctrica del material. Entonces, (3.8) se puede escribir como:
(Ewy, Eyys Bay) — (0, Evy + Eyy + E.,0) = —110(0, e0xV Bz, 0) — p1o€o(0, Err,0)  (3.10)

Asi, se obtienen las siguientes ecuaciones para cada componente de E:

x: Epy=0 (3.11a)
Y: —Eup— E.. = —poeo(x'V + 1) Ey (3.11D)
z: E,, =0 (3.11¢)

Para satisfacer (3.11a) y (3.11c), basta pedir que E, = 0, es decir, la magnitud del campo
eléctrico no depende de y (E(x, 2)).
Al definir la constante dieléctrica €7, como ey, = e(14 x(1)), se puede escribir (3.11b) como:

Ezz + Ezz - /~LO€LEtt =0 (312)

Definiendo v = 1/,/ug€r, entonces:

1
Eza: + Ezz - 72Ett =0 (313)
v

que es la ecuacion de onda deseada. Se propone ahora una solucién tentativa de la ecuacién
(3.13) que no dependa de z, de la siguiente forma:

1 .
E(x,z;t) = iu(z,t)el(ﬁozf“’ot) +c.c (3.14)

donde c.c es el complejo conjugado del primer sumando y fj es la constante de propagacion,

que esté relacionado con el nimero de onda k de la siguiente manera: si se considera un haz

de luz viajando por una fibra éptica, By es la componente de k paralela a la fibra . Asi, en el

caso mas simple donde el haz viaja sin rebotar en la frontera de la fibra, ambos coinciden.

Sustituyendo el primer sumando de (3.14) en (3.13):
9% 1 92

) 1 .
@(5“(27 t)ez(ﬁoz—wot)) + @(iu@;’ t)ez(ﬁoz—wot)) _

1 0% 1 .
vfzﬁ(gu(zvt)e‘“”‘“““) =0 (3.15)

A continuacién se presenta a detalle el cdlculo de cada uno de los sumandos de (3.15):

9% 1

55z (Gu(z Heltformet) =0
X
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0? 10 , _
o gz, )T men) = 2 [y Aot yiei(Bom—eot))
2 + i Boe P02 =0l iy ) e Poz o] 5.16)
B (U D) — Do) )l
= —#[uttei(ﬁoz_“ot) + ut(—iwo)ei(ﬁoz_“")t)
+ up(—iwp ) e (PZ7w0h) - yy(—jug) et (Pozwot)]
Asi, al juntar las tres partes:
%[Uzzei(ﬁoszot) + 2uiBpe (P77 w0) — gy 33 ¢t (Fozwot)] (3.17)
- %[utte i(Boz—wot) _ 2utiwoei(ﬁ°2‘*“°t) — uwgei(’%z*“’ot)] =0 .
Eliminando el término e*(Poz—wot).
i[u,zz + 2iu, By — uﬂo] 11]2 [uer — 2iuwo — uwg] =0 18
Dten o ifious — 20— g + i, + “B ., g .
2 2 202 v2 2v 2t

De la ecuacién anterior, se desprecia el término u,,, ya que se supone que la variacién en z
de u es pequena comparada con los cambios en t.

Por otro lado, recordando la relacién entre la velocidad de la onda en el medio v, la velocidad
de la onda en el vacio ¢ y el indice de refraccién n, se supone que se puede escribir n como
un término ng funcién de la frecuencia més un término que depende de la intensidad de la
onda:

1 no(wo) + npul?

n
Bl 3.19
v ooc c ( )
Recordando las definiciones de wg y ¢
" 2m . A
0= 7 T
T T
w _2nT 21 . (3.20)
c T A

Posteriormente, se supone que el término nxp|u|? es pequefo (originalmente se agrega por-
que es una correccién), asi que al elevar al cuadrado (3.19) multiplicada por wg por ambos
lados, se desprecia el término (nxz|u|?)?, obteniéndose:

w w
(5212 = (222 (no + mivelu)? ~ K23 + 2none|ul?) (321)
Tomando en cuenta las consideraciones anteriores, (3.18) resulta:
1
iBous — ﬁou S5 Uit —|— ut + k:2(n0 + 2nonyr|ul?)u = 0 (3.22)
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Después, aproximando ng & ¢/v:

k ~ — — - —_ = .2
N T N T a1 (3:23)

Es importante mencionar que cuando un haz viaja en un medio y posteriormente cambia

a otro, la frecuencia wg no cambia pero la longitud de onda si. Asi, se define a A como la

longitud de onda en el vacio y A en el material. Entonces, la velocidad en el medio esta dada
por:

- 27 )\0 _ Wo

ST T B

Usando lo obtenido en (3.23), se cancelan dos términos en (3.22), por lo que resulta:

(3.24)

. 1 w
Zﬁouz — Wutt + Tgut + k2n0nNL|u\2u =0 (325)

Dividiendo por f§y y reagrupando los términos anteriores:

. w
Z(uz + BOSQ ut)

1 ‘4 1
_ it L
2028, " Bo

Usando (3.23) y (3.24), se llega a la expresion:

E*nonyp|ul*u =0 (3.26)

ﬁ02 g + ke |ul?u =0 (3.27)

i +1 )
(U + —up) — —=
T 2wj

Ahora, se define el siguiente tiempo retardado 7 = ¢t — %z Asi, se piensa a la funcién « como
u=u(z,7(z,t)). Entonces [11]:

(). (@).).= (7). 629

ou\ _ [(Ou ou or\ _ [Ou 1/0u
(3),-(5) +(3).(2),- (&) ().
= (&), (&)~ ()
0z/), w\ot/, 0z ) _
Considerando al tiempo retardado 7 en lugar de ¢, usando (3.28) y (3.29) en (3.27) se obtiene
la ecuacién NLS temporal:

(3.29)

, Bo
L +knnp|ul®u=0 (3.30)

0
La forma usual adimensional de la ecuacién NLS temporal es:

v sgnéﬂg)

Urr + |u)?u =0 (3.31)
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en donde signfBy =1 si B2 > 0, signfe = —1 si B < 0y signfs = 0 si G = 0. Para el vidrio
(SiO3) se tiene que B2 es funcién de A, siendo B3 > 0 cuando A < 1270 nm y B2 < 0 cuando
A > 1270 nm. Para A > 1270 nm, la ecuacién y la soluciéon fundamental son respectivamente:

T, + lutt + |u|2u =0
2 . (3.32)
u(z,t) = Asech(At)e s ?
A estas soluciones se les conoce como bright solitons, que son los solitones que se usan para
telecomunicaciones, ya que son pulsos de luz de corta duraciéon que viajan por la fibra y que
después de interaccionar con otros solitones, recuperan su forma y velocidades originales.
Por otro lado, para A < 1270 nm, la ecuacion y la solucién son respectivamente:

' = + ul*u =0
My — = ulfu =
2" (3.33)

u(z,t) = Btanh(Bt)eiBzz

A estas soluciones se les conoce como dark solitons, ya que corresponde a tener iluminada
toda la fibra excepto una zona oscura que avanza por la fibra.

Cabe mencionar que la atenuacién en un material también es funcién de la longitud de onda,
por lo que en las fibras épticas de SiO5 se tiene minima atenuacién para A = 1550nm, que
es la longitud de onda que se usa para telecomunicaciones.

Regresando a (3.14), si se hubiera propuesto en lugar de esa solucién la funcién:

1 .
E(x,z;t) = Eu(x, z)eilPoz—wol) 4 ¢ ¢ (3.34)
se hubiera obtenido la ecuacion NLS espacial:

. 1 2

iu, + o Uaz + |ulfu=0 (3.35)
Aunque la deduccién de la ecuacién anterior es més sencilla (no se necesita agregar al tiempo
retardado 7), con la ecuacién que se trabajara es la ecuacién NLS temporal, ya que fisi-
camente existen motivos para agregarle derivadas temporales de orden superior, mientras
que no existen razones fisicas para agregar derivadas espaciales de orden superior en x a la
ecuacion NLS espacial.

3.2. Ecuacién NLS usando escalas miultiples

En esta seccidn se presenta el niicleo de la idea que permite obtener la ecuacién NLS mediante
el método de escalas multiples [12].
Para cualquier onda periddica, se define el nimero de onda k y la frecuencia angular w por:

727r 727r

k=% w=7 (3.36)
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donde A es la longitud de onda y T el periodo de oscilacién. Asi, la velocidad v estd dada
por:

I (3.37)

Por definicion, un medio dispersivo es aquel donde la velocidad de la onda que viaja en dicho
medio depende de la frecuencia angular, por lo que el nimero de onda resulta:

(3.38)

Ahora, se define un medio dispersivo no lineal como aquel donde la velocidad, ademés de ser
funcién del nimero de onda, es funcién de la amplitud A de la onda, por lo que k esta dado

por:
1

k(w,|AP) = ———
(OJ,| | ) ’U(OJ, |A‘2)w
Por otro lado, usando (2.33), se expande (3.39) en serie de Taylor alrededor de w = wqg y

|A|> = 0 (la convergencia de esta seria de Taylor no se demuestra, es por esto que esta
deduccién no es rigurosa):

(3.39)

1
k= ko + kl(w — (.4)0) =+ k2|A|2 + —'[kn(w — (.L)Q)2 + 2k12\A|2(w - wo) + k22‘A|4}

1 (3.40)
3| —Tkin1(w — wo)® + ... + kooo| A|%] ..
donde
ok ok 0%k 0%k
Fo=kl v F1= 0l ®27 AR |wy” T Bw? | Pz = wd|A|? |wy’
0 0 0 0
0% LK Pk
22 — 8(|A|2)2 0607 111 — aw3 0607 222 — a(|A|2)3 %07"'
(3.41)
Después, se escribe la amplitud A(Z T') usando la transformada inversa de Fourier:
+oo
A(Z,T) =5 Ak, w // Ak, w)elltb=ko)Z=(w=wo) Tl g qy,, (3.42)
Derivando respecto a T'y Z (3.42):
0A . 1T
= —i(w — wo) Ak, w)] = —i(w — wo)§[A(k, w)]
orT
0A _ N (3.43)
= § ik — ko) Ak, w)] = i(k — ko)F~'[A(k, w)]

Estas ecuaciones muestran que si en el espacio (Z,T) se deriva a la funcién A(Z,T) respecto
a Z o respecto a T en el espacio (k,w) se debe multiplicar a la funcién A(k,w) por —i(w—wy)
o i(k — ko), respectivamente. Es decir, se tienen las relaciones:

(w—wp) <14

vy (k—ko) < — (3.44)

ar "0z
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Posteriormente, se definen las variables [7] t = €Iy z, = €"Z. As, las expresiones anteriores
resultan:

0
— i =ie—, 3.45
(w—wp) 57 zeat (3.45)
(k — k()) —27 i = —1 i € 9 (346)
= 07 8zn = Oz
Al sustituir en (3.40) los operadores diferenciales (3.45) y (3.46) se obtiene:
. - n a . a 2 1 2
—iy e 5o = iek1 5 + kol A” + j[ o T 2ickin| AP o+ koo  A[Y]
n=1 (3.47)
L 3k o koo A|°

+3|[ 1€ v + .o+ kAP +
Ahora, se aplican los operadores anteriores al campo A(zy, 2a,...,t) = eu(z1, 22,...,t). Es
decir, asi como se ha reemplazado el tiempo ¢ por un nuevo tiempo T que difiere en un
factor de escala ¢, ahora se estd reemplazando el campo A(z1,...,t) por un nuevo campo
u(z1,...,t) que también difiere por un factor e. Al agrupar los términos de ambos lados de

la igualdad con la misma potencia de e, se llega a una infinidad de ecuaciones, siendo las
tres primeras:

O(€®) : uzy + kyuy =0 (3.48)
1
O(€®) : iu,, — gknutt + koJulfu =0 (3.49)
1
O(e") : iz, — gikunu + uaful*u, = 0 (3.50)

El procedimiento anterior que permite obtener estas ecuaciones se llama método de escalas
multiples. Se observa que el valor de los coeficientes (3.41) son desconocidos. Los valores de
dichos coeficientes dependen del medio en el cual se propaga la onda.

A la ecuacién (3.48) se le conoce como ecuacién de transporte con coeficientes constantes,
(3.49) es la ecuacién NLS y (3.50) se conoce como ecuaciéon emKdV (complex modified
KdV) [13].

Para cada tamano A de la onda, se usa la ecuacién conveniente, es decir, para ¢ mas chicas
la ecuacion describe a una onda de menor longitud de onda.

La eleccién del campo A(z1, 22,...,t) = eu(z1, 22,...,t) y las variables t = €T, z, = €"Z
permite obtener la ecuacién NLS para €3, ecuacién con muchas aplicaciones en la ciencia.
Se pueden aplicar los operadores (3.47) a un campo diferente y con diferentes definiciones
de t y z, obteniéndose diferentes ecuaciones que quiza describan a otros sistemas.

Aunque la deduccién anterior es incompleta (ya que no se examina ni se demuestra la
convergencia de la serie de Taylor de la funcién k[w, |A|?]), ésta permite comprender por
qué la ecuacién NLS aparece en cualquier medio dispersivo no lineal, sin importar los detalles
particulares del medio en cuestién. Por eso se dice que la ecuaciéon NLS es una ecuacion
universal y aparece en la descripcién de olas en el mar, fibras 6pticas, condensados de Bose-
FEinstein, plasmas, propagacion de luz en peliculas delgadas, etc.

Una vez habiéndose obtenido la ecuacion NLS tanto por escalas multiples, como a partir
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de las ecuaciones de Maxwell, se quiere obtener una generalizacién de esta ecuacién usando
“derivadas fraccionarias”. Por lo tanto, en el siguiente Capitulo se verd qué es una “derivada
fraccionaria” y qué tipos de derivadas fraccionarias existen.
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Capitulo 4
Derivadas fraccionarias

Cuando se quiere conocer la derivada de una funcién f(¢) en el punto ¢, se debe calcular el

siguiente limite:

h—0 h (4.1)

Sin embargo, es posible dar definiciones mas generales de derivada de una funcién, que se
reducen a la definicién anterior cuando se consideran derivadas de orden entero. Pero antes
de dar dichas definiciones, se empieza con el concepto de integral fraccionaria.

4.1. La integral fraccionaria

Sea f(t) una funcién integrable. Se define:

O f)(0) / )y (4.2)

Volviendo a integrar la ecuacién anterior, se define:

e = [ t ([ st )ae (43)

y asi para la integral n-ésima:

L7 £1(8) // /y M7 tdmdys . dy. (4.4)

Se afirma que la expresion anterior se puede escribir en términos de una sola integral como:

T () = — | / (t— )" F(w)dy (4.5)

1)
(n—=1)"J,
Se presenta una demostracién por induccién de la afirmacién anterior.

l.n=1
Primero, se prueba (4.5) para n = 1:

D) = i Jot— ) Fy)dy = [y F(y)dy

2.n=k
Posteriormente se supone (4 5) vélido para n = k:

[J(k)ﬂ = = 1)1 fo k 1f( )
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3.n=k+1
Por dltimo, se prueba (4.5) para n =k + 1:

JED F(8) = (TP f](2)dz = I N [foz(x - y)k_lf(y)dy} dx

El drea de integracién corresponde a un tridngulo rectdngulo en el plano (z,y), cuyos
vértices son (0,0), (¢,0) y (¢,t). Cambiando el orden de las integrales, los limites
también cambian, obteniéndose:

010 = G / t [ / (oo y>“f<y>dx} dy

= Uf_ll)!/tf(y){/yt(x—y)kldx}dy

= G | -

(t— )" f(y)dy

(4.6)

_ 1
“w

Por lo que queda demostrado (4.5).

Usando la definicién de la funciéon gamma:

L(t) = /000 'l dx (4.7)

y recordando que cuando ¢ = n con n € N se cumple I'(n) = (n — 1)!, se define la integral
fraccionaria de orden 8 como:

LT () = ﬁ / (t— )" f(y)dy (48)

4.2. Derivada fraccionaria de Caputo

Una vez hallada la expresiéon de la integral fraccionaria de orden [, se busca definir la
derivada fraccionaria de orden « de f. Para ello, sea n el nimero natural tal que dado
a>0,n—1<a< n. La idea béasica para la derivada fraccionaria de orden « es derivar n
veces la funcién y el resultado integrarlo n — « veces. Asi, la derivada fraccionaria izquierda
de Caputo de orden « es [14]:

1

C na _
ath(t)*F(n_a)

/ (t—y)" ot (y)dy (4.9)

donde a es una constante real menor que ¢, y la derivada fraccionaria derecha de Caputo de
orden « es:
="

' —a=1 ¢(n)
F<n_a)/t (y—1t) 7 (y)dy (4.10)

donde b es otra constante real (mayor que t).

Dy f(t) =
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4.3. Derivada fraccionaria de Riemann-Liouville

Derivar n veces la funcion y el resultado integrarlo n — o veces no necesariamente es lo
mismo que integrar la funcién primero n — « veces y el resultado derivarlo n veces. Asi, la
derivada fraccionaria izquierda de Riemann-Liouville de orden « es [15]:

1 dar

LD f(t) = T(n—a)dt

t
[ e=urtsay (111)
mientras que la derivada fraccionaria derecha de Riemann-Liouville de orden « es:

1 ar

5LDlt)xf(t) = mdtn

b
/t (y—t)"" " f(y)dy (4.12)

4.4. Derivada fraccionaria de Griunwald-Letnikov

La derivada de orden n de una funcién f(¢) se puede aproximar usando diferencias finitas
adelantadas de la siguiente forma:

af 1L L (M
— ~ — -1 t—rh 4.13
= e U () (4.13)
Anslogamente, usando diferencias finitas atrasadas, se puede aproximar la derivada de f de

orden n como:
drf N (=)™ - n

r=0

Usando lo anterior, se define la derivada fraccionaria izquierda de Griinwald-Letnikov de
orden « como [16] [17]:

n

SLpef(t) = lim L Z(—l)T (f)f(t —rh), con nh:=t—a (4.15)

y la derivada fraccionaria derecha de Griinwald-Letnikov de orden « es:

GLpef(t) = Jim, hia Z%(fl)r (j‘)f(t +7h), con nh:=b—t (4.16)
Las derivadas fraccionarias de Caputo, Riemann-Liouville y Griinwald-Letnikov coinciden
sia = —00yb=o00[l8], pero si a # —0c0 y b # oo estas derivadas no necesariamente
coinciden [18].
Habiendo introducido el concepto de derivada fraccionaria, se puede obtener la ecuacién
NLS fraccionaria.
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Capitulo 5
Ecuacion NLS fraccionaria

En el Capitulo anterior se introdujo el concepto de derivada fraccionaria, por lo que es natural
preguntarse si existen ecuaciones diferenciales que describan sistemas fisicos y que contengan
derivadas fraccionarias. Cuando los solitones son muy intensos (del orden de 1 mW) y de
poca duracién (de menos de 1 ps), la ecuacién que los describe es una generalizacién de la
ecuacién NLS temporal [19]:

Ou Pu . u 0tu g 4
za—l—egﬁ—zegﬁ +64@+71|u| u—yalu/*u=0 (5.1)
una de cuyas soluciones es:
t— .
u(z,t) = Awech(alz) eilaztrit) (5.2)
wq

donde los coeficientes estan dados por:

6 \? 362\ [ 7 \?]?
A= — — (2 ] 5.3
() (22" o

wy = <24€4> € (5.3b)

Y2 A
o= (5.3¢)
t= 454 ’
a1 = 2e9r1 + 884?":1)) (53(1)
1
Y2 \? Y2
¢ = —eor? — 3eart + (23 + 6ear?) (2454) A7 4 2 (5.30)

5.1. Surgimiento de la derivada fraccionaria

Tomando y; = 72 = €3 = g4 = 1, €3 = 0 (lo cual es posible ya que se observa en (5.3) que
€3 no aparece en algin denominador) en (5.1):

My + Uy + Uge + |u|2u — |u|4u =0 (5.4)

Tomando y; = 72 = &3 = g4 = 1, &3 = 0 (lo cual es posible ya que se observa en (5.3) que
€2 1o aparece en algin denominador) en (5.1):

i, — duss 4 war + |uPu — |u|tu =0 (5.5)
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Analizando (5.4) y (5.5), se pueden generalizar, introduciendo la derivada fraccionaria D?,
a la siguiente ecuacion:

iu, + e(a) D% 4 ugr + |uPu — |u|*u =0 (5.6)

donde £(2) =1, €(3) = —i y D%u(z,t) se define como:
CLDfu(z,t) + (1) DS ulz,t) (5.7)

La presencia del factor (—1)® en (5.7) es producto de considerar la aproximacién en diferen-
cias adelantadas para la n-ésima derivada (4.14), en la cual aparece dicho factor. Se usan las
derivadas fraccionarias de Griinwald-Letnikov debido a que son las que restrigen menos a
la funcién y son mas faciles de calcular numéricamente. Se observa que se usa un promedio
de la derivada fraccionaria derecha e izquierda, esto para no favorecer ni el pasado ni el
presente de u(z,t). Asi, cuando simplemente se escriba _,D§ o ;D% , se hace referencia a
las derivadas fraccionarias de Grinwald-Letnikov izquierda o derecha respectivamente.

La ecuacion NLS fraccionaria que se estudia se construye simplemente como una generali-
zacién original (fraccionaria) que contiene a las ecuaciones (5.4) y (5.5) como casos particu-
lares. Esta ecuacién fraccionaria no se deduce de argumentos fisicos que hagan evidente la
necesidad de introducir derivadas fraccionarias. Sin embargo, como se vera mas adelante, el
término dispersivo fraccionario describe mejor la dispersién de los pulsos luminosos que una
simple combinacion lineal de derivadas temporales de segundo y tercer orden.

5.2. Eleccién de la funcién ¢(a)

Para poder resolver numéricamente (5.6), se necesita conocer la funcién e(a)) con 2 < o < 3.
Sabiendo que £(2) = 1 y £(3) = —i, se propoponen dos funciones que corresponden a los
arcos de un circulo unitario en el plano complejo, siendo la que lo recorre en sentido contrario

de las manecillas del reloj: ,

ep(a) = —e% (5.8)
y en el sentido de las manecillas del reloj:

e (a) = —et2 (5.9)
Para escoger alguna de las dos, se considera la parte lineal de (5.6):

.Ou o otu
5, +e(a) D% + i 0 (5.10)

Para resolver (5.10), se usa la técnica de la transformada de Fourier, donde se define:

Flu(z, )] =U(z,w) = /_OO u(z, t)e™ dt (5.11a)
FHU(z,w)] = u(z,t) = % /:’0 Uz, w)e” “'dw (5.11b)
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Dado que §[D%u(z,t)] = (—iw)*U(z,w), entonces la transformada de Fourier de (5.6) resul-
ta:

ou
5 ife(a)(—iw)® +wU =0 (5.12)
cuya solucién es:
. . Yo 4
Ulz,w) = U(0,w)elF@ (i) +uT]z (5.13)

Ahora bien, como se quiere investigar el efecto de la derivada fraccionaria sobre un pulso
similar a un solitén, se considera u(0,t) = Asech(¢/w) como condicién inicial. Considerando
dicha condicién inicial, se tiene lo siguiente:

TWwwW

U(0,w) = F[u(0,t)] = mwwAsech (5.14)
Asi, usando (5.11b), obtenemos la solucién a (5.6):
A [ . S
u(z,t) = %/ sech(ﬁzw)ez[s(a)(_“’) wwlz—wtl g, (5.15)

Tomando e(a) = eq (), (5.15) diverge para 2 < o < 3, por lo que se deshecha. Para
e(a) = e_(w), se parte (5.15) en dos integrales considerando las frecuencias negativas y
positivas, resultando:

A [ .
uy(z,t) = Z/ Sech<m>ef(z,a,w)ezg(z,t,a,w)dw (5.16a)
2/ 2
A o0 ; [e3
uz(z,t) = w—/ sech<m)ez(_z‘” et ot g, (5.16b)
2/ 2
donde:
f(z,a,w) = —sin(am) zw” (5.17a)
g(z,t,0,w) = — cos(am)zw® + whz — wt (5.17b)

Las ecuaciones (5.16) convergen para 2 < « < 3, entonces €_ parece ser una buena eleccién.
Considerando v = 2.75 con condicién inicial u(0,t) = Asech(t/w) con A = 2.2 y w = 1.5,
resolviendo numéricamente (5.10), se obtiene el comportamiento mostrado en la Fig. 1 [20]:

Fig. 1: Perfil |u|? de la solucién de (5.10), donde cada perfil corresponde a
2 =0, 10, 20, 30, 40.
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Si en lugar de considerar e D®u se usa una combinacion lineal de g v Ugss:

ou u . Bu M
— + Eo—%5 —1€3

Pu  u _ 1
5. T2 o5 T g Y (5.18)

i

con 3 —iez = e_(a = 2.75) y la misma condicién inicial que en la Fig. 1, se tiene un nuevo
perfil para |u|? mostrado en la Fig. 2:

5 t

Fig. 2: Perfil |u|? de la solucién de (5.18), donde cada perfil corresponde a
2 =0, 10, 20, 30, 40.

Se observa que el pulso se distorsiona considerablemente, por lo que el efecto del término
Eoly — 1€3Uyyy €8s mas destructivo (para una onda solitaria) que e_ () D%u.

Sin embargo, calculando la solucién numérica de (5.6), usando e(a) = e_(a) = €2 —iez y
como condicién inicial la solucién de (5.1) con 3 = v2 = &4 = 1, se obtiene la Fig. 3:

Fig. 3: (a) Valor mdximo del |u|? en funcién de z, con o = 2.7. (b) Perfil |u|? para z = 150.

Se observa que el pulso cae abruptamente y hay disipacién de energfa. Por lo anterior, (5.1)
no describe la propagacién de solitones, esto debido a que en (5.4) y (5.5) el efecto dispersivo
estd balanceado con los términos no lineales. Sin embargo, al agregar el término e(a)Du
en (5.6), se rompe dicho balance, por lo que se debe agregar un término no lineal tal que
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restaure el equilibrio. La parte no lineal de (5.1) sugiere agregar un término de la forma
(@) |u|F @y con 2 < a < 3. Para recuperar (5.4) y (5.5), 7() debe anularse en los valores
extremos de a (y(2) = v(3) = 0). Entonces, se propone la funcién vy(«a) = +sin(ar). Por
otro lado, F(a) debe coincidir con los exponentes de (5.4) y (5.5), es decir, E(2) = 2y
E(3) = 4, asf se propone la funcién F(a) = 2(a — 1). Por lo tanto, la ecuacién que podria
permitir la propagacién de solitones es:

% oty

iaz +e_(a)D% + T + |u|?u + sin(ar) [u]* @ Dy — Ju|*u =0 (5.19)

Tomando el signo positivo en el término sin(an) y resolviendo (5.19) para diferentes valores

de a y de la condicién inicial, la solucién de (5.1) con 1 =2 =e4 =1y e(a) =c_(a) =
€9 — €3, , tiene la forma mostrada en la Fig. 4 [20]:

Fig. 4: Valor pico de |u|? en funcién de z, para distintos valores de a.

Se observa que la altura del pulso cae abruptamente. Sin embargo, tomando el signo negativo
en el término sin(an):
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Fig. 5: Valor pico de |u|? en funcién de z, para distintos valores de a.

Asi, si 2.6 < a < 2.8, la altura del pulso presenta un comportamiento de amortiguamiento,
tendiendo a un valor aproximadamente constante. Por lo tanto, la siguiente ecuacién permite
la propagacién de solitones para 2.6 < o < 2.8, ecuacién que se referird como ecuacién NLS
fraccionaria:

z% +e(a) D% + @ + |u|?u — sin(am) |u* @ Dy — Ju|*u =0 (5.20)
0z ot* '
donde e(a) = —e~**3 . Dichos solitones se conocen como solitones fraccionarios.

5.3. Conservacion de la energia

Para demostrar que la energia se conserva en la ecuacién NLS fraccionaria (5.20), se hace
uso de la siguiente identidad:

+00 +oo
/ pt) o D2g(t)dt = / 4(6): D% p(t)dt (5.21)

—00 —00

La demostraciéon de la identidad anterior es sencilla. Recordando las definiciones de las
derivadas fraccionarias izquierda y derecha de Griunwald-Letnikov de orden «, con a = —o0
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y b = 0o respectivamente:

G- Dfu(t) = Jim - Ig(—uk (Z‘)u(t — kh) (5.22a)
GLpa wu(t) = lim, hia i(—l)k <z)u(t + kh) (5.22b)
k=0

Entonces, sustituyendo (5.22a) en el lado izquierdo de la igualdad (5.21):

/+Oop(t)ongQ(t)dt:/+oo hli%hli ( ) t_kh)}dt (5.23)

— 0o — 00
Dado que p(t) no depende de k, se puede meter a la suma, ademds se intercambia la integral
por la suma, obteniéndose:
oo

/;OO 0 Ll}i% = > (Z‘)w - kh)} dt = Jim ki_o(—nk (Z‘) /m p(t)(t — kh)dt

(5.24)
Realizando el siguiente cambio de variable 7 =t — kh = dr = dt:

lim hia i(w (Z) /+°° p(t)a(t — kh)dt = lim fT Z ( ) /%o p(r + kh)g(r)dr

— 00 oo
(5.25)
Dado que 7 es una variable muda, podemos regresar a la variable ¢. Reescribiendo los térmi-
nos anteriores:

tim S04 (5) [ e kmatonte = [ oo im LSS0 () - v a

k=0 e e k=0

+oo
- / g(£), D2 p(t)dt

— 0o

(5.26)

Una vez demostrada la identidad anterior, se demuestra a continuacién que al utilizar la
derivada fraccionaria (5.7) se conserva la energfa en (5.20). La conservacién de la energia
implica que se cumple:

d [,
— dt=0 5.27
2w (5.27)
Desarrollando el lado izquierdo de la igualdad anterior:
d > > 8 * o * *
%[m lu|?dt = [m o udt = Lm(u uy +uul)dt (5.28)

Despejando de (5.20) u, y usando la definicién (5.7):
u, = 56(0{)[,th u+ (—1)%DS%u] + 8 T

Yy i|ul?u — i sin(am) |[u|* @Dy — iul*u (5.29)
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Debido a la expresién de £(«), se cumple:
E(Oé)(—l)a _ _efiom'/2eia7r — _eiom/Q — ¥ (a) (530)

Por lo que (5.29) resulta:

. . 84
uy = %s(a),oon‘u + %5 (a)tDou+i— 57 + i|ul?u — i sin(am)|u2 @Yy — ijul*u (5.31)
Asi, se calcula la integral (5.28):
(e o) oo . . 4
/ (W uy +uul)dt = / [;s(a)u*othau + %E*( a)u* DS u + du %

+ i|u)?u*u — i sin(am)|u " Duru — ijulfu e
. - 64 *
- %5*(a)u_othau* - %E(Q)Uth‘ou* - iuTtL‘L*
5.32
— i|uPun® + i sin(am) ju2 @Dy +i|u|4uu*] dt (5:32)

o [, : o4
- [m [;e(a)u*_oon‘u—&— %6*(a)u*tDa u+iu* a—tr

. - 84 *
— %5*(a)u_oon‘u* - %6(a)uth‘ou* - zua;} dt

Considerando que u(z,t) es cero cuando t — 0o y t — —o0, se tiene el siguiente resultado

al integrar por partes:
o] [e%e] oo o]
/ w ugpdt — / wuydt = uus; + / uz, updt
—00 —00 —c0 —00
oo e’}
- / uftuttdt
oo —co

= —ufutt
(5.33)

o oo
- / useuy dt — uus,
—0c0 —00

o o]
+ / ug g, dt + uguy,
— 00

— 0o

oo o
= / g, dt — / uyupdt = 0
— 00 — 00

Por lo anterior, (5.32) resulta:

—/ lu|?dt = / Be(a)u*_oonu + ;6*(a)u*th‘ou] dt
—|—/ [— %6*(a)u_oon‘u* — ;s(a)uth‘ou*] dt

— 00

(5.34)

Dado que el lado derecho de la igualdad anterior es la suma de una integral y su complejo
conjugado, se tiene:

d > 2 > i * o i * * [
£/700 |u|*dt = QRe[/ {zs(a)u —eoDfu+ € ()u tDOOu}dt] (5.35)

— 00
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Ademas, Re(iz) = Re(i(x + iy)) = Re(ix — y) = —Im(z). Utilizando esta igualdad y escri-
biendo a las funciones u(z,t) = u, + iu, y e(a) = €, + ig; en términos de su parte real e
imaginaria:

—Im / {[(ETUT —giu;) —i(gjur + erwy) |t DS wr + ithoui)}dt]

— 00

oo
= _/ {(Erur + &) —oo D u; + (€5ur — £4u;) — 0o Dy

— 00
+ (erup — giu)e DS u; — (€5uy + srui)th‘our}dt
oo
= —/ {er(ur_oonui — uit DS uy) + e (ure Dogu; — ui_oon‘ur)}dt
00700
— / {6i(ui_oonui — uit D wi) + € (Ur — oo Dy — u,.th“our)}dt

— 00

(5.36)

Finalmente, usando la identidad (5.21), se eliminan término a término los sumandos ante-
riores, por lo que se conserva la energia.
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Capitulo 6
Ecuaciones de Euler-Lagrange fraccionarias

En el Capitulo 1 se presentd el desarrollo para obtener las ecuaciones de Euler-Lagrange
para lagrangianas que contienen derivadas enteras, asi que al tener sistemas fisicos que en
su descripcion contienen derivadas fraccionarias, seria de gran utilidad dar las ecuaciones de
Euler-Lagrange para lagrangianas que contengan derivadas tanto de orden entero como de
orden fraccionario.

6.1. Ecuacién de Euler-Lagrange fraccionaria para una variable in-
dependiente
Para obtener la ecuacion de Euler-Lagrange correspondiente a una lagrangiana que involucra

derivadas fraccionarias, se sigue un procedimiento similar al presentado en la Seccién 1.1.
Se define la siguiente funcional:

S = /m LY 9050 o DY), 0 DOy(8), .. )t (6.1)

donde esta vez la integral es sobre todo R y la lagrangiana depende de derivadas fraccionarias
tanto izquierdas como derechas de y(t). Se define ahora a una familia de curvas cercanas a

y(t):
y(t,y) = y(t) +~voy(t) (6.2)

con 0y definida como en la Seccién 1.1. Reescribiendo la integral (6.1) considerando a y(t,~),
se tiene a S en funcién de 7:

-/ T LA A DIYA) o Doyt ), )dE (6.3)

Derivando la ecuacién anterior respecto al parametro ~:

'y / Z(y JUE )y y—oo DEy(t,y), - -t DLyt ), .. )dE
/ )95 —oe DEY (L), - - DSy(t, ), .. )dt (6.4)
B / [6.,2” oy 0% 0y 0L Oy_at n 0L O0Yiat . gt
o LOY Oy 950y Byar Oy T Oyrar Oy '

donde y_qot ¥ Y+ae son las derivadas fraccionarias izquierda y derecha, respectivamente.
Por otro lado, tomando la derivada fraccionaria _.,Dy* de (6.2):

Y-at(t, @) = y—at(t) + 7(0y(t)) -t (6.5)
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Asi, al derivar (6.5) ahora respecto a 7:

8y70¢t _

PN = (6y(t))—at (6.6)
Anélogamente:

Y+a

5 = (0(0)) o (6.7)

Se sigue el procedimiento previo para derivadas de érdenes mayores. Entonces, sustituyendo
lo anterior en (6.4):

% = /OO [May+%§(6y)+w(5y)+...+;g_wD§5y+...+aa$ thjo(Ser...]dt

(6.8)
En la Seccién 1.1 se presenta la integracién por partes de los términos sin derivadas frac-
cionarias. Para el caso de las derivadas fraccionarias, usando la identidad (5.21) se tiene lo

siguiente:

ay Y—at Y+at

0%
o) ay—at

o 0L

—oo D oydt :/ oy DS dt (6.9)
') ay—at

Usando los resultados de la integracién por partes y de la identidad (5.21), (6.8) estd dada

por:

/oo[ 0% d o d? 0.
oy + ...

Ty Yaay T oy
0% 0%
+6ytD§o< )+...+5yooD§’< )+...}dt
OY—at OYtat
[z doz, oz
w Oy dt Oy  dt?2 O

0% 0%
+th;< )+...+OOD?<>+...]5ydt
OY—at Ytat

oo

(6.10)

+...

Recordando que la condicién para que S tenga un valor extremal es igualar la integral
anterior a cero, entonces dado que se requiere que sea valido Vdy, se llega a la ecuacion de
Euler-Lagrange fraccionaria:

0% dos oL L[ 0L o 0L
By i 5y iy DR () £t D (e )+ =0 64D

Cuando se tiene una lagrangiana Z(y(t),y(t), 4(t), —co Dy (t),: DL y(t)), que involucra de-
rivadas enteras de primer y segundo 6rdenes, y derivadas fraccionarias izquierda y derecha
de orden «, la ecuacién de Euler-Lagrange fraccionaria correspondiente es:

0.2 doY d*o% 0¥ 0¥
- _ = - D¢ _ D% = 12
oy dt oy Tae oy °°<8yat> T <8y+at> ’ (642
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6.2. Ejemplo de ecuaciones de Euler-Lagrange fraccionarias

Considérese la siguiente lagrangiana, con u = u(t, z) y z = z(t, 2):

1 1 1
L = Zi(vu, — uv,) + upvy + —u?v® — —udv + Zvy(a)uv®
2 2 3 o
h (6.13)
+ I {u[a*(a)oon‘v + e(a): DS v] + vle(a) oo D u 4+ 5*(a)th‘ou}}
donde se ha definido:
e(a) = —e7tom/2 y ~v(a) = —sin(amr) (6.14)

Siguiendo el procedimiento mostrado en las Secciones 1.2 y 1.3, se deducen facilmente las
expresiones de las ecuaciones de Euler-Lagrange fraccionarias para lagrangianas con dos va-
riables independientes y con dos funciones dependientes. Las ecuaciones de Euler-Lagrange
fraccionarias para la lagrangiana 2 (u, u,, Utt,—co Dty DO, 0, V5, Vtt,— 0o Dfv,e D) an-
terior son:

0% 00% 0%*0% 0L 0L
_9 D Do - 1
Ou 0z 0w, 0F duy | (aum) P (au_a) 0 (6-15a)
0% 00 0*0% 0% 0%
_ = - = oo DY D% = .15b
Dv 0200, T 02 ooy (aum) i m(av_a) 0 (6.15b)
donde se ha definido:
Ut = —coDfu(z,t), V_qt = —coDfv(z,t) (6.16)
Upar = DL u(z,t), Viat = DLv(z,t)

Entonces, al sustituir la lagrangiana (6.13) en la ecuacién de Euler-Larange fraccionaria
(6.15b)(se presentan los célculos de cada sumando explicitamente):

G — Gy — e 5 (@)™ + ¢ [ela)w D e (@)D
0% 1. 00% 1.
Do, = —giu - ~ 92 00, = Sl
0L 0% 0.%
th = Uty —> @% = U4t (6.17)
A 1 1 Do
OVt B Ze(a)u o <8v+at> 1 Di'u
8?)it = ia*( Yu =+ DS (a?)_a) is*(a)thou
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Considerando a v(z,t) como el complejo conjugado de u(z,t), entonces se dan las igualdades:

u?v — uv? = wuu® — wuutuu® = |ul?u — |Jul*u
7(a)uaua—1 _ V(a)uau*(a—l) = ~(a) (UZ:)(I% _ —sin(om)|u|2(°‘_1)u
_ le—iom/z_oopgu _ lemn/zthou _ le_m”/Q_oon“u B lem”/Qthou (6.18)
= e LDt (67) D] = — e o Dfut (~1)* D]
Por los célculos anteriores, finalmente se obtiene:
iy D % + [ulu = sin(am)[ul* "V — u['u =0 (6.19)

La ecuacién anterior es la ecuacién NLS fraccionaria (5.20).
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Capitulo 7
Teorema de Noether Fraccionario

En el Capitulo anterior se obtuvo la lagrangiana (6.13), que contiene derivadas de orden frac-
cionario, por lo que ahora se busca formular un Teorema de Noether aplicado a lagrangianas
que contienen derivadas de orden fraccionario.

7.1. Enunciados del Teorema de Noether Fraccionario

A continuacién se mencionan dos formas de enunciar el Teorema de Noether Fraccionario,
después de ir restringiendo el problema.

7.1.1. Enunciado 1 del Teorema de Noether Fraccionario

Si se tiene una densidad lagrangiana dependiente de dos funciones complejas u(z,t), v(z,t)
y de las derivadas:

L = g(% Uz, Uty W—aty Utat, Uy Vzy Uity V—at, U+at) (7~1)

y la integral de accién dada por:

S[U, U] =/ g(uvuzauttau—at7u+atvv7vz;Uttav—(xtvv—i-at)dtdz (7-2)
Q

con:
Q= {(z,t)\zl <2<zt <t < tz}

es tal que satisface la condicién de invariancia:

//g(uauzauthu—atau-l—atavavzavttav—atyv-l-at)dtdz
0

(7.3)
= // f(uh ui’r ’ UIHT ’ UT_atT ’ ulaﬂ ’ UTv UZT ’ UZTH ’ ’UT_atT ’ Ulaﬁ )dtTdZT
Ot

ante la transformacion infinitesimal:
ot =246
th=t+n&
ul = u+ gy (u)
ol =0+ nga(v)
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entonces se cumple la siguiente ley de conservacion:

8 8 u u o a U
n(;il + aQtz) + [ (Lo Do) — dur D2, 1] + [£5*) (2D 1) — du_oo DY £
+ 1" (co D) = S0 DL f1) + [f5" (:D%00) = 6v-o D 3] = 0
(7.4)
donde: Y 5.
u) _ v) _
fl - au—at, fl - 8v—at (75>
(u) 07 (v) 0%
f2 - au+at, 2 = av+at (76)
102 1 8,,?
Q1 =2+ o 25 u+ 5 8vz (7.7)
1/0 0% 102 0 0 0% 102 0
ou=ul(z,t) —u(zt), dv=0'(zt)—v(z1) (7.9)

Fin del teorema.
Integrando (7.4) sobre t, se tiene lo siguiente:

+o0
—oo:|

—+oo —+oo
+ / ) _ D su*dt — / su* D2 dt

—0o0 —0o0

d o0
n [d Qrdt + Q-
z — 00

+o0 +oo
+ / ) DXu*dt — / su* D2 i dt (7.10)

+
+ / W) D2év*dt — / sv*, D2 Fat

— 00

+o0 +oo
+/ (”)_wDaév*dt—/ sv*, D2 fVat = 0

— 00 — 00

Usando la identidad (5.21), se cancelan las ultimas ocho integrales de (7.10), obteniéndose:

d [T oo
s Q1dt + Q- =0 (7.11)
Entonces, si:
til'inoo Q2=0 (7.12)
para toda z, (7.11) implica:
d [T
= | Qldt =0 (7.13)
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por lo que la integral:
“+o0

Qqdt (7.14)

— 00
tendra un valor constante a lo largo de z. Es por esto que se le llama a (7.4) ley de conser-
vacién.
7.1.2. Simplificacion de la condicién de invariancia

Derivando (2.22), se obtiene:

,at(z* =240, " =t +n&) = u_a(2,t) + N D d1(u(z, 1)) (7.15a)
Lat(ZF =240, 17 =t +né) = v_ai(z,t) + N-cc DY $2(v(2, 1)) (7.15b)
u+at(Z* =2+ n&,t" =t +nk) = urai(z,t) + D b1 (u(z, 1)) (7.15¢)
Viai(2" =2+ 06, 1" =t +n&2) = via(z,t) + ;D d2(v(z,1)) (7.15d)

Se debe observar que en el caso general, en el cual ¢1(u) y ¢2(v) son funciones arbitrarias
de u y v, las derivadas fraccionarias:

—oo Difpr(u(z,1)),  —co D d2(v(2,1)), e Do¢1(u(z,1)), 1D da(v(z,1)) (7.16)

son complicadisimas, ya que para calcular la derivada fraccionaria de una composiciéon de
funciones no se usa simplemente la regla de la cadena. Es decir:

—oo D 1 (u(z,1)) %,meu(z,t) (7.17)

En el caso finito, la derivada fraccionaria de una composiciéon de funciones viene dada por
[18]:

(t—a)®
DYF(h(t)) =—=———F(h(t
D (h(1) =y oy Fh(D)
o0 k (7.18)
El(t —a)* 1 A\
F m) t il

3 (DR s oy SIS (M)
donde la suma Y se extiende sobre todas las combinaciones de enteros no negativos aq, as, . . ., a
tales que:

k k
ZTGT =k vy ZGT =m (7.19)
r=1 r=1

Sin embargo, para los dos casos particulares de valores de ¢1(u) y ¢2(v) que se consideran
en este trabajo, no hace falta calcular la derivada (7.18). En estos dos casos, la integral de
accion resulta invariante ante la transformacién infinitesimal correspondiente. Los valores
de ¢1(u) y ¢2(v) que se consideran son:

$1(u) =0y ¢2(v) =0 (7.20a)
Pr(u) =iu y ¢2(v) = —iv (7.20Db)
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En el primer caso, (7.15) se reducird a:

_at(z* =z+n&,t" =t +n&2) = u_a(z,t) (7.21a)
Lat(Z" =2+ 08, =t +nk) = v_ai(2,t) (7.21b)
U+at(2* =z4+ 0t =t +1&) = usai(2,1) (7.21c)
Viat(2" =24+ 081, 1" =t + 1) = via(z,1) (7.21d)
Ademds, este primer caso se partird a su vez en otros dos casos:
1. Una traslacién en el espacio.
2. Una traslacion en el tiempo.
Por otro lado, en el segundo caso se tendra:
—at(z* = z+ 081, 1" =t 4+ n&2) = u_ai(z,1) + niv_ai(z,1) (7.22a)
fot(FT =240, =t 4+ n&) = v_ar(z,t) — Niv_ae(z, 1) (7.22b)
u+at(z* =2+ 0, t" =t +n082) = ugat(z,t) + Nitgar(2, ) (7.22¢)
Viar(2" =24+ 081, 1" =t +18) = viar(z,1) = Niviar(2, 1) (7.22d)

Estos tres casos son los méas importantes pues nos permiten obtener la conservacion de la
energia, el momento y la Hamiltoniana. En cualquiera de los tres casos [(7.15), (7.21) o
(7.22)] se puede seguir el mismo procedimiento presentado en la Seccién 2.2.2, y llegar a que
la invariancia de la accién ante transformaciones de la forma (2.1), con ¢1(u) y ¢2(v) de las
formas mostradas en (7.16), conduce a:

52 =0 (7.23)

donde 0.Z es la parte de la expansién de la lagrangiana “variada” que es lineal en 7, como
se dijo al final de la Seccién 2.2.2.

Por lo tanto, la condicién de invariancia (2.2) se ha reducido a (7.23). Asi, se expresa el
Teorema de Noether Fraccionario en el Enunciado 2.

7.1.3. Enunciado 2 del Teorema de Noether Fraccionario

Si se tiene una densidad lagrangiana dependiente de dos funciones complejas u(z,t), v(z,t)
y de las derivadas:

L= LUy Uz, U, Uty Uty Vs Uz, Vit Vot Vi art) (7.24)
y se cumple la condicién de invariancia 6. = 0 para la transformacién infinitesimal:

M =z24n6
th=t+n&
ul = u+ gy (u)
vl = v+ nga(v)
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y ademas se cumple que

i Q=0 (7.25)
donde:
0 0% 10% 0 1/00% 10% 0
u+ ———(6u)— | ==— v+ ———=—(8 2
Q2 £2$ (6t 8utt> u n 8utt ot u <8t 6’Utt> v n 8Utt 6t( v (7 6)
du=ul(z,t) —u(z,t), dv=0(z1t)—v(z1) (7.27)
entonces:
“+o0
Qqdt (7.28)
donde: 102 102
Ql 513 + — 6’& + - (5’[) (729)
n Ou, n Qv
es una cantidad conservada (es decir, la integral (7.28) no depende de z).
7.2. Demostracion del Teorema de Noether Fraccionario
La variacién causada por las transformaciones (2.1a)-(2.1d) es
0L 0L
0 =—6z+—0dt
L=
+%5 +3$5 —|—8$6u + 02 —du + 02 —du
ou ou. Dy w5 . —at Diror tat (7.30)
0% 0L 0% 0L 0L
+ 75 + 0. — v, + Do — vy + Do ———0U_t + 5o ——— 0V
Ademas, se tienen las igualdades:
2 2
ou, = &(M, ov, = aév, Oup = ﬁdu, OV = ﬁév (7.31)

5u_at > Df‘((Su), 61}_@,5 —_> D?((SU), 5u+at =t D&(&u), 6U+at =t Dgo

(0v)

De (2.1a) y (2.1b), se tiene dz = n&; y dt = n&. Despejando 0.€/0u y 0L /0v de (6.15a) y
(6.15b) respectivamente, se sustituye lo anterior en (7.30) y reacomodando los términos se

llega a:

9 (0% 0 (0%
02 = 2 () + 8t(-fné‘z) 32(%5“)+&z<8m51}>

FOLN L 0X (0N (0N 0Z (0
3 utt 8utt 3t2 8t2 6’Utt 8’Utt 8t2

(2
(o
(=
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0L o o 0Z 0L o
t 8u+at>5 T Gugy PN W) ( PG, +at)§”+ Fu_gy P (V)
0L o 0% 0L
5y at)6u+ 8u+attD°°(5u) - < D°°8 at)(;v + 6v+attD°°(6v)
(7.32)



donde se usaron las identidades:

0 (0% 0L 8
0z (8uz ou ) - (8uz ) Ut s Ou, 82 (7.33a)
0 (0% 0L 3
g ( Lo ) ( > >5v + 2o (7.33b)
Posteriormente, usando las Slgmentes identidades:
0? 0% 8 0L 8 0L

9
? (7.34)
_ 372%5 _00Z\s 1. (20Z Q((g)
2 Dy © at Ot Ovgy ot dvg ) 0"

la expresion (7.32) se escribe como:

) ) 9 (0 o (0%
0¥ = a—(zngl) + —(zngz) e (Buz 6u) + &z(c’)vz 5v>
L9 092\ 50| + (292D (54 4+ 2Z s
ot |\~ ot g 9t Oy ) 0t T Bug \ 022"
8 0% 802\ 0 0.2 [
o K ot em)é ] (815(%“)(%(6”) * o (aﬁ‘s )

—se D} but OZ oo D§(0u) — | _ou DY 0L Vg4 92 —oo D (0v)
8U+at

OUu_qy ¢ 8U+at OV_at
o 02 0% o o 0Z 0% o
( DOoa _at)éu + 8u+attD°°(5u) ( Dg, 311—00:)6@ + av+attDoo(5U)
(7.35)
Usando las identidades:
0 0%\ 0 0% 2 00Z o
<8t 8utt) ot * un <at25“) o [8utt P )}
(7.36)
z [

002N 0 5y 92 (05 _
8t (%tt ot 8vtt 8t2 -

la expresién (7.35) se escribe como:

5 = ) + () + 5 (G

+
LOf(_002N ) 2020 1 _do0z\ 1 afoz 0
ot Ot Dty a 9, 0t 0| ot Dvgy Ot | Dvgs Ot

( e 2L )5 +a DO (5u) — ( e 02 >5v+ 02 Da(sv)
Ut

! Oyt ¢ OV at Ov_at
. 0Z X7 . 0% oL
< DOO8 at>5u —+ 8u+at tDoo((;u) — ( DOOa >5"U —+ 8 +attD (5’1))

(7.37)
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Reagrupando términos:

&z:ui[ gf gfa}
+ [aii_wpf(au) — 6wy D2 Bi"it] + [ai‘ittpgo(au) . ?aiit]
+ [ aii oD} (80) — 0 D a?i J + { aii (D5, (00) ~ v_oe D} a?;i t]

Considerando las definiciones @, (u) y f(v) con n = 1,2 dadas en (7.5)-(7.8), finalmente
se obtiene:

0Q1 0Q2
6.9 = L 4 Zx2
’7( 0- o )
(u) a o a p(u) (u) a _ a (U)
+ [f1 7 (coo D ou) — due D fy ] + [f 7 (1D50u) — du—so Dj ]
+mwmm%%wm;ﬂ+wmmm>wmmﬁ%

(7.39)

Entonces (7.39) coincide con (7.4), por lo que queda demostrado el Teorema de Noether
Fraccionario.

7.3. Cantidades conservadas

A continuacién se aplica el Teorema de Noether Fraccionario para comprobar que se con-
servan la energfa, el momento y la Hamiltoniana en la ecuacién NLS fraccionaria (5.20).
7.3.1. Conservaciéon de la energia

Considérese la transformacion infinitesimal:

2f = (7.40a)
th=t (7.40b)
ul = u 4+ inu (7.40c)
vl = v —inu (7.40d)

Retomando el grupo de transformaciones (2.1a) - (2.1d), entonces para obtener la transfor-
macién infinitesimal anterior, la eleccién de los parametros es:

& =86=0 (7.41)
¢1(u) (7.42)
¢2(v) = —iv (7.43)



Ahora, de (2.36) - (2.37) resulta:

du = inu (7.44)
dv = —inv (7.45)
Ademsds, de (2.1a) - (2.1b) se tiene:
5t =0 (7.46)
52=0 (7.47)
Se presenta a continuacién cada uno de los términos de 6.Z (7.30) a partir de la lagrangiana
(6.13):
0L
—0t=0
ot
0Z
—0z2=0
92~
0% 1. _ 1., .
méu = {— v +uv? — u?v® + y(a)u* o + 1{5 (@) —ooDfv + e(a)e DL U} (inu)
1 . .
= N5 U0s + niuv? — niudv® + niy(a)u®v® + n%a* () —oo Do + n%e(a)tho
0,,?6 1] (i) = 1
DL, Uy = 221}_ nuz) = —15us
0% , )
%&ltt = [Utt](mutt) = MU Vet
0Z [1 _ o iv o
méu_at = -41}6(04):| (iN—ooDffu) = nzs(a)_oth u
0% 1, , wo,
mémat = _Zve (a)} (ineDSu) = U ()D& u
0Z 1 1
Eév = [2iuz +u?v — udv? + y(a)uv* Tt + Z{E(a),oon‘u + e (o) DS ut| (—inv)
1 . )
= N5Usv — niu?v? 4+ niudv® — niy(a)u®v® — n%s(a)_oonu — n%s*(a)th‘ou
0L 1 1
—0 z= | 3 ) —1 z) — —NFUU;
Do, v [ 2zu]( inv,) 15U
0% . ;
3T§Utt = [Utt](—mvtt) = —NU Vet
it
0L 1, ; o i, o
Wﬂ:&}_“ = Llua (a)} (—in—coDi'v) = e (&) —ooDfv
0L 1 S, iu o
m(SM_M = [4u5(a)} (—in: DL v) = —nzs(a)tDoov

Asi, al sumar los términos anteriores se obtiene 6. = 0.

Observando la expresién (7.8) para ()2, se necesitan calcular los siguientes términos a partir
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de la densidad lagrangiana (6.13):

0L 0L
= Uit th = Ut (7.48)

3utt

Derivando (7.44) y (7.45) respecto a t:

%(511, = inug (7.49)
%51} = —inuy (7.50)

Asi, (7.8) resulta:
QQ = *Z.’LLUttt + ivttut + ivum - ’Z:Utt’l}t (751)

Considerando el Enunciado 2 del Teorema de Noether Fraccionario, dado que la densidad
lagrangiana es de la forma (7.1) y 6.2 = 0, basta tener que (7.51) tienda a cero cuando
t — 4oo para que se cumpla la condicién (7.25) del Teorema de Noether Fraccionario.
Existen diferentes soluciones para u y v que satisfacen lo anterior (es decir, tales que Qs
tiende a cero cuando ¢t — +00), en particular cualquier solucién localizada de (5.20) con
extremos decayentes que tienden a cero cuando t — 00, por lo que el Teorema de Noether
Fraccionario asegura que la integral (7.28) es una cantidad conservada.
Retomando la expresién de la lagrangiana (6.13), se sigue:

0L i 0L i

ou, 2" ov, o (7.52)

Dado que para la transformacién infinitesimal considerada se tiene & = 0, entonces al
considerar (7.44), (7.45) y (7.52) en (7.7):

Q1= —w = —|uf (7.53)

Pero la energia es la integral de |u|? sobre el tiempo, por lo que:

E:/ lu|?dt (7.54)

— 00

es una cantidad que se conserva.

7.3.2. Conservacion del momento

Considérese la transformacion infinitesimal:

2=z (7.55a)
th=t+n (7.55b)
ul =u (7.55¢)
vl = (7.55d)
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Retomando el grupo de transformaciones (2.1a) - (2.1d), entonces para obtener la transfor-
macién infinitesimal anterior, la eleccién de los parametros es:

& =0 (7.56)
&=1 (7.57)
¢1(u) = ¢2(v) =0 (7.58)
Ahora, de (2.36) - (2.37) resulta:

du = —nuy (7.59)
v = —nuy (7.60)

Ademsds, de (2.1a) - (2.1b) se tiene:
ot=mn (7.61)
d0z=0 (7.62)

Se presenta a continuacién cada uno de los términos en (7.30) para §.Z a partir de la
lagrangiana (6.13):
07

Wét 77§Utuz + nivutz - niutvz - U§thz + MUz + Nupvze + nuuv? + nuiv,

— nuuv® — nudv?o; + ny(a)u® tuw® + ny(a

Ju®
)

Ut * a Ut «a 8 « a o
e (@) o DF v+ 1) DL+ 15 (@) 0D n'he(a) O D
(%7 o V¢ 0 o 0 o
+ne(@) e Dfu -t 1 (@) D%+ noz(0) & _oDpu e (0) & D
88352—0
0L

—du=mn= ! upv, — nuugw? + nutue® — ny(e)u® tuw® — nﬁs*(a)_WD?v - nﬁe(a)tDa v

ou 2 4 4 &
aﬁéu = — iu v
auz z — 772 tz
0%
875%1: = —NU3tVt
U
0% v
I OU_qt = —7715(01)—001)?%:
A v, o
méu_;'_at = *7’]15 (oz)tDoout
OF 5u = v — v, o, — (@ v, 0 (o) e Dfu 0 et (@), D
azév iuv
avz z — 772 tz
0%
p) vV = —NUg V3
Utt
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0% u

o0Vt = e (@) D
0% u

av+at 5U+o¢t = —nzs(a)th‘o’ut

Asi, dado que para cada derivada fraccionaria se cumple ;D% uy = 0/0t(:D%u), al sumar
los términos anteriores se obtiene 6. = 0.
Derivando (7.59) y (7.60) respecto a t:

0
géu = —NUy (7.63)
0
aév = —NVy (7.64)
Asi, (7.8) resulta:
Q2 = L — 2up Vg + Velgrr + UpVsss (7.65)

Considerando el Enunciado 2 del Teorema de Noether Fraccionario, dado que la densidad
lagrangiana es de la forma (7.1) y §.¢ = 0, para aquellas funciones tales que (7.65) tienda
a cero cuando t — +o00, el Teorema de Noether Fraccionario asegura que la integral (7.28)
es una cantidad conservada.

Dado que para la transformacién infinitesimal considerada se tiene & = 0, entonces al
considerar (7.52), (7.59) y (7.60) en (7.7):

i
Q1 = i(uvt — vuy) (7.66)
Pero el momento es la integral de i(uv; — vuy) sobre el tiempo, por lo que:
oo
M= / i(uvy — vuy)dt (7.67)
es una cantidad que se conserva.

7.3.3. Conservacién de la Hamiltoniana

Considérese la transformacion infinitesimal:

d=z4n (7.68a)
th=t (7.68b)
ul = u (7.68c¢)
vl = (7.68d)

Retomando el grupo de transformaciones (2.1a) - (2.1d), entonces para obtener la transfor-
macion infinitesimal anterior, la elecciéon de los parametros es:

& =1 (7.69)
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§2 = ¢1(u) = d2(v) =0 (7.70)
De (2.36) - (2.37) resulta:

ou = —nu, (7.71)
ov = —nu, (7.72)
Ademsds, de (2.1a) - (2.1b) se tiene:
5t=0 (7.73)
0z =mn (7.74)

Se presenta a continuacién cada uno de los términos en (7.30) para §.¢ a partir de la
lagrangiana (6.13):

07

0Z ] i 1

7
2 2
0z = NSVUz + NSVUzz = NZUVz — T Z5UV,, + Utz Vit + NUtVttz + nuuzv + Nu"vv,

0z 2 2 2 2
— nuuv® — nutv?o, +py(e)u® uo® + py(a)u®et o,
Uy * « Uz «a « u 8 @
£ (0) e D 0 (@)D 'S @) o D n'be() 2 D
P 2 0 0
+n%€(a)fooD§‘U+nvzf( a):Du+n7e(@) 5o Dfun + 2" () 5 Diu
0z ) 2 2. .3 a-1, o Uz _x a, _ Uz a
3 5u-17 UyUy — NUULVT + Nuuv” — ny(@)u® w0 — 1 1 ° () —ooDfv —1 45(a)tDOOv
U
8$5u — Eu v
ou, - 5tz
0L
p) OUgy = —MUgez Vet
Utt
0L v o
méu_at = 77]15(0[)_()th Uy
0% v
Uyt = —n—c* D% u,
Dr o Utat e (a)e DS u
A ; 2
88751):—77%%112 nu?vv, + nudviv, — py(a)u® v ! Z—n%s( o) oo Diu — %5*(a)tD§O
%5"0 = Euv
v, 2 T U=
0%
875%& = —NU Ut
Vit
0L u o
méﬂfat = —7]26 (a),oth Vy
0% U
0 at — — 1)~ Dy, z
EI Vtat 7745(04% U
(7.75)
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Asi, dado que para cada derivada fraccionaria se cumple ;D% u, = 9/0z(;D% u), al sumar
los términos anteriores se obtiene §.Z = 0.
Derivando (7.71) y (7.72) respecto a t:

0
afgu = —NUy (7.76)
0
aév = —NUx (7.77)
Asi, (7.8) resulta:
Q2 = VaUppt + UsVptt — UptVat — VgtUzt (7.78)

Dado que la densidad lagrangiana es de la forma (7.1) y 6. = 0, para aquellas funciones
tales que (7.78) tienda a cero cuando t — %00, el Teorema de Noether Fraccionario asegura
que la integral (7.28) es una cantidad conservada.

Ahora bien, como para la transformacién infinitesimal considerada se tiene £; = 1, entonces
al considerar (7.71) y (7.72) en (7.7) se sigue:

0L 0L

Q) = 8725“2 T a—vzévz % (7.79)

Por otro lado, en mecéanica clasica la funcién Hamiltoniana . asociada a una lagrangiana

Z(q,q) es
H = Z . qz (7.80)

Debido a que en el caso de la ecuacién NLS fraccionaria (5.20) la variable de evolucién
no es t, sino z, y ademds se tiene u, y v, en lugar de ¢;, entonces (7.79) es la densidad
Hamiltoniana J# asociada a la densidad lagrangiana .. Asi, a partir de (6.13):

0¥ 1, 0L 1

= = = 7.81
ou,, 2w Ov, 22u (7.81)

por lo que la expresién (7.79) resulta:
=-Q, = (vuz wy) — % (7.82)

Sustituyendo la densidad lagrangiana .Z dada por (6.13) en (7.82):

1 1
= —Q1 = —uyvy — §u2v2 + §u3v3
1

- {u[s* () —oo Do + (@) DL V] + v[e(@) —0o Dfu + 5*(a)thou]}

- év(a)u v
(7.83)

4
Asi, a partir de (7.78), se tiene que para soluciones localizadas con colas que tienden a cero

cuando t — +oo, la Hamiltoniana H:

—+o00 “+oo 1
H= Hdt = / {2i(vuz —uv,) — .,54 dt (7.84)

—0oQ — 00

es una cantidad que se conserva.
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Capitulo 8
La derivada de Riesz-Feller

En las aplicaciones en que las funciones utilizadas sean reales, y aparezca una derivada
fraccionaria de un orden « cercano a 2, es frecuente introducir otra derivada fraccionaria: la
derivada de Riesz-Feller. La derivada de Riesz-Feller se define como [21]:

d*u 1

— —oo D} Dz, 8.1
d|t|« 2 cos(am/2) AR (8.1)

Es interesante investigar si se puede usar esta derivada fraccionaria en (5.20), en lugar de la
derivada fraccionaria (5.7), que es la que se ha usado hasta ahora. Pero antes de investigar
esto, conviene entender por qué se introduce el factor —1/cos(an/2) en la definicién (8.1).
Para entender esto, se calcula la transformada de Fourier de _.,Df'u 4+ DS v y, como se
verd a continuacion, calcular la derivada de esta suma de derivadas fraccionarias es un poco
largo.

En el Capitulo 4 se definié la derivada fraccionaria derecha de Griinwald-Letnikov de orden
o

n

1 o
GL na 1 _1\" — 17 () — b
£ Dpu(t) = }lllr% ha E (-1) <T)u(t +rh) = %IH%) uy, (1), con nh:=b—t (8.2)

r=0

Se tiene la siguiente identidad para los coeficientes binomiales:

« a—1 a—1
— 8.3
(0)-()=C2) ®9
Entonces, considerando la identidad anterior:

n

;-g/\
L
—
~
=
|

_ hia (_1)r<04 - 1>u(t +rh) 4 hia T_l(_1)r<fj: 11>u(t +rh)

(_1)1"(0‘ R 1>u(t +rh) + hia S (-1 (0‘; 1) u(t + [ + 1]h)

r’'=0

= (_hi)n <O‘ - 1) u(t + nh) + hia nz_:(—m (0‘; 1) {—u(t + [r + 1]h) + u(t + rh)}
)

) n_l(—1)r (O‘ - 1) Au(t +rh)
- (8.4)



donde u(t +nh) = u(b) y Au(t +rh) = u(t + [r + 1Jh) — u(t + rh). Ahora, considérese (8.3)

en la forma: (a ; 1) _ (a ; 2> N (j: f) (8.5)

por lo que (8.4) resulta:

u ey = C (0 1) u(p) + £ ;)(—1)7"(0‘ - 2) Au(t +h)

(1) gy (@2

+ 53 ;(—1) (T_1>Au(t+rh)
(—=1)" fa—1 (-1) = a—2

== u(b) + === > (=) Au(t +rh)
h n ) h v ( r ) (8.6)
(=1 N~ gy (@2

+ 53 ;(—1)*( . )Au(t+[r+1]h)

=G (0 oo+ G (22 ) awo

Gk ni:(—w (O‘ - 2) {Au(t + [r + 1]h) — Au(t + rh)}

T
r=0

Analogamente, se define A2u(t +rh) = Au(t + [r + 1]h) — Au(t + rh). Generalizando:

u (1) = (-1)" > <O‘ —k ; 1) K= AFu(b — kh)

i L
(_1)m+1 n—m—1 o—m—1 - (87)
+ 2::0 (1) ( . )A u(t +rh)
Analizando el k-ésimo término de la primera suma:
a—k-—1
S = (—1)”( . )h—aMu(b — kh)
B wfa—k—=1\, _ .. A"u(b— kh)
=(-1) < ok )h o (8.8)
L afa—k—1 wonf o N AFu(b — kh)
(L e () o -
Considerando que:
a—k—1\ nep(—a+k+1D)(—a+k+2)...(—a+mn)
( n—k >_( 2 (n—k)! (89)
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entonces:
(_1)n<a —k— 1) _ (1)t (—a+k+ 1)(—(0:1—1—12;!— 2)...(—a+mn)
(—a+k+1)(—a+k+2)...(—a+mn)
(n—k)!

(8.10)

=
Ademas, de (8.2) se tiene que nh = b —t, por lo que:

S, = (b—t)““rk(—l)‘k(

—a+k+1)(—a+k+2)...(—a+n)( n )a_kAku(b—k;h)

(n—k)! n—k h¥
(8.11)
Por otro lado, se tienen los limites:
lim (—a+k+1)(~a+k+2)...(~a+n) 1
n—00 (n—k)! S T(—a+k+1)
n a—k
lim ( ) =1 (8.12)
n—oo \n — k
AFu(b — kh)
m — 2\ MY (k)
A W (0)
Asi, el limite cuando n — oo y h — 0 de la primera suma es:
S, = zm:(b — t)_“+k'(_—1)ku(k)(b) (8.13)
! T(—a+k+1) ' '

k=0

Considerando ahora la segunda suma de (8.7), entonces al tomar el limite cuando n — co y
h — 0 se obtiene:

_ (71)m+1 ’ m—ao, (m+1
S ey ), 0O o

Al integrar por partes:

b

__ O™ [ pymeagen| — [ = e — =1 (1) dr
5= fatmrr | ) [ m=ayr-o ]
_ (_1)m+1(b B t)m—au(’m) (b) (_1)m+1(m B Oé) b m—a—1, (m
= M(—a+m+1) T T(m-a+1) /t(T—t) u™ (1)dr
Yy €cOmo:
z 1
T+1)  T() (8.16)
entonces:
m(__ _1\m+1 b
Sy = (b—t)m—@mum(b) — é(nll);) /t (r — )"t (r)dr  (8.17)
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Por lo que al sumar S7 + Sa:

ot = S (5 py-orh (D (D™ [ ety
(D)= 3 6= 07 0 + | =i s

(8.18)
con m — 1 < a < m. Tomando b = oo y suponiendo que u*)(c0) = 0, (8.18) resulta:

D) = p L [T gt i

L'(m—a)
(71)m(71)m7a71 /oo I ( )
= t—7)" "\ (1)dT 8.19
o [ -7 (") (819)
-1 —o! > m—a— m
= 5-_‘('”3_0[)/; (t — 7') 1U( )(T)dT
Definiendo: I
d—r) = (t_rz)Ta) sitT>t ,esdecir,t—7<0 (8.20)
sitT<t ,esdecir,t—7>0 .
Entonces (8.19) es:
o0
1Doou(t) = (—1)_a_1/ g(t =)™l (r)dr = (1) g(t) xuM () (8.21)

donde * denota la convolucién. Por otro lado, se considera la integral:

0 m—a—1 0 m—a—1 0o
t — 1
/ estdt — _/ ( T) e 5Tdr = ) / (_T)mfozflefs'rdT
0

o I'(m — ) o I'(m—a) I'm— «
-1 m—a—1 o] -1 m—a—1
— (G / rmoeTleTsT s = Gy L(m —a)s~ (M=)
Tim—a) Jo I'(m — )
— (_l)mfaflsozfm
(8.22)
De (8.20), se obtiene:
Tl i<
t)={ Tm=a) % 8.23
9() {0 sit>0 ( )
por lo que (8.22) se puede escribir como:
/ g(t)estdt = (—1)m o tgamm (8.24)
Realizando el cambio de variable s = iw:
| ottt = (<1 i) = gg(0) (8.25)
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De (8.21) y (8.25) se llega a:

JeD%u] = (1)~ Flg(t) x ul™ ()] = (=1) 7 g (0)F[u™ (1))
(=17 (=) (iw) T (i) " Flu(t)] = (—1)7" (—1) 72 (iw) *Flu(?)]
(iw)*lu(t)] = (iw)*U(w)

(8.26)
Siguiendo un procedimiento andlogo al desarrollado para obtener (8.26):
§l-coDiu] = (—iw)*U(w) (8.27)
Entonces:
FlocoDiu + ¢ Dou] = [(—0)* + i%wU (w) (8.28)
pero:

(—i)® 4 0% = e717/2 L ¢197/2 — cog(am /2) — isin(ar/2) + cos(am/2) + isin(ar/2)

= 2cos(am/2)
(8.29)
asi:
FlocoDifu + ¢ Do u] = 2 cos(am/2)w U (w) (8.30)
Si comparamos esta ecuacién con el resultado usual:
5|5 | = (it (8:31)

se vera que hay un cierto parecido, pero hay 2 diferencias importantes:

(a) en el miembro derecho de (8.30) aparece w®, mientras que en el miembro derecho de
(8.31) aparece (—iw)™,

(b) en el miembro derecho de (8.30) aparece el factor: 2cos(am/2), mientras que ningin
factor similar aparece en el miembro derecho de (8.31).

La diferencia (a) es debida a que en la definicién (8.1) de la derivada de Riesz no se ha
incluido el factor (—1)* enfrente de la derivada derecha.
Por otro lado, la diferencia (b) sugiere que en vez de considerar la suma _oo Dfu+ D% u se

considere el operador:
1

2 cos(am/2)

pues la transformada de este operador ya es mds similar a la ecuacién (8.31).
Finalmente, conviene poner un factor (—1) enfrente de (8.32), pues asi la ecuacidn:

5| - sesm (Dbt D) | = —wU) (5.33)

toma una forma similar a la expresién (8.31) cuando a = 2.

(coDfu + : DY) (8.32)
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8.1. Conservacién de la energia

Al utilizar la derivada fraccionaria (8.1), en general no se conserva la energfa en (5.20), pero
cuando el coeficiente (@) que se ha puesto enfrente de la derivada fraccionaria en (5.20) es
simplemente una constante real, la energia si se conserva, como se muestra a continuacion.
Usando la derivada fraccionaria de Riesz (8.1), el término u, dado por (5.29) es:

0*u

{a(a)_otho‘qu e(@)e DL u| +ie— +ilu|?u—isin(am)|u|> @ Vu —iju)*u

ot4
(8.34)
Realizando un andlisis similar al mostrado en la Seccién 5.3, la integral (5.28) resulta:

d o0
di/ |u\2dt
2 J—c0

— —/_Oo 2COS(O¢T(/2){[€(Q)U*][OOD?U+ th‘ou] _ [E*(CY)’LL]LOOD?’LL* +thou*]}dt

i

U= 7 cos(am/2)

> 1 ) . ) )
= _ / N QCC)S(OMT/Q){(ET +igi) (Ur — ;) (oo Df Uy + i— oo D u; + 1 Doty + 1. DS ;)

— (&r —igy) (up + i) (oo DUy — i— o D uy + 1D uy — ith‘Oui)}dt
(8.35)

donde las funciones u(z,t) = u, + iu, y e(a) = &, + ig; se escriben en términos de su parte
real e imaginaria. Se presenta el desarrollo del producto de los términos entre llaves:

(er +igi) (Uyr — iU ) (—oo Dty + i — 0o Diu; + ¢ Doty + 1 D u;) =
Erlly — oo DUy + i€r Uy oo D i + Epttpy Doty + i€rur e DS
—9Ep Ui — oo DY Uy + €rU;i — oo DUy — Uit DS Uy + i DS,
FiEiUr — 0o Dty — €iUp — 0o D i + 1€5Ur s DUy — €U Doty
—|—Eiui_oth°‘u,« + ieiui_oon‘ui + aiuith‘our + ieiuith‘oui

(er —igi) (ur + 1 ) (oo Dty — i — 0o Dfu; + ¢ Doty — 14 DS w;) =
Erlly —co DiUy — 180 Up — oo DU + €ty Dty — i€ ure DS Uy

Fieri— oo DUy + €01 — oo D u; + i€ ui Do uy + epui e DS

(8.36)

- « « - « (e}
—1€iUr —co Di Uy — €Ur 0o DUy — 1€Ur Dog Uy — €5Ure Do U4

(e} - « @ . @
FEiUi — 0o Dy Uy — 161U — 0o D Ui 4 €Ut Doty — iU Do U4

Cancelando términos:

d [,
— dt
dz /,Oo [ul

[e.¢]

2 i ) ) .

= —/ W(—z%rquDfui — 12, up DU + 12600 — 0o Dty + 126005 D 1y
— 00

— i25iur_oon‘uT — iQEiUTthour — i2€iui_oon‘ui — iQEiUithoui)dt
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*° 1
@ « « «
= 7(757’“7"—0th U; — 5rurtDooU1' + E'rui—oth Uy + EruitDoour
oo COs(am/2)

— iy —oo Dty — €1Ur Do tly — €5U — oo Dy — €ui e DS ui)dt (8.37)

o0 261' o «
= s costamy) \ Mo Pt i D 8
&S]

Asi, la integral anterior no es 0 en general. Por lo tanto, la energia no se conserva en (5.20)
al considerar la derivada fraccionaria de Riesz. Cuando el factor € es una constante real, se
observa que €; = 0, por lo que se obtiene de (8.37) que la energfa se conserva.

8.2. Lagrangiana usando la derivada fraccionaria de Riesz-Feller

A continuacién se mostrara que existe lagrangiana para una ecuacién similar a (5.20), pero
usando la derivada de Riesz-Feller en lugar de la derivada fraccionaria D%u que se usé en
(5.20) y cuando el coeficiente €(«) que aparece enfrente de la derivada fraccionaria en (5.20)
es simplemente una constante real. Considérese la siguiente lagrangiana, con u = u(t,2) y
v=u(t, 2):

1 1 1 1
L = —i(vu, — uv,) + ugvy + —u?v? — udvd + Zvy(a)uv®
2 2 3 «
c (8.38)
[ D%+, D% oD%+, D2
+4COS(O&7T/2) {u[ t Ut oov} +U[ ¢ Ut oou}}
con ¢ una constante y donde se ha definido:
~v(a) = —sin(am) (8.39)

Para la lagrangiana £ (u, u,, Utt,— oo Df e D w, v, 0,, Ui, — 0o D,y DS v) anterior, las ecua-
ciones de Euler-Lagrange fraccionarias estdn dadas por (6.15a) y (6.15b). Entonces, al susti-
tuir la lagrangiana (8.38) en la ecuacién de Euler-Larange fraccionaria (6.15b)(se presentan
los célculos de cada sumando explicitamente):

0L

o 2, 3,2 a, a—1 € a a
5y = 5z +uv — uwv® + y(a)uv* " + Teos(an/2) [Oth w4 DL u
02 _ —liu == —2% = 1zu
v, 2 0z v, 2 °°
0L 0? 0%
a’l}tt = Y = @avtt U (840)
07 € 07 €
= _ DOé = — Da
OVt 4cos(a7r/2)u = oot (3v+at> 4cos(am/2) >t “
0L € 0L €
- DY = D,
OV_ ot 4cos(a7r/2)u 7t <8U—at) 4cos(ar/2)" oot
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Considerando a v(z,t) como el complejo conjugado de u(z,t), entonces se dan las igualdades:

u?v — udv? = wuu® — wuutuu® = |ul?u — |ul*u
*\

St = Afa)umu @ = 5() L a2

ut o u

€ € € €
- Dy ——  D°y———— D%y — —o D"
4 cos(am/2) ¢ 4cos(am/2)" oot 4 cos(am/2) ¢ 4cos(am/2)" oot
€
— —ooDa D¢
2cos(a7r/2)[ rut Dl

(8.41)
Por los céalculos anteriores, finalmente se obtiene:

de 4
i% + Sdltll‘i * ?973 + [ul?u — sin(am)u** Dy — ju*u = 0 (8.42)

lo cual demuestra que esta ecuacion es deducible de una lagrangiana.

8.3. Teorema de Noether Fraccionario (con derivada de Riesz-Feller)

En el Capitulo 7 se estudi6 el Teorema de Noether Fraccionario para densidades lagrangia-
nas de la forma (7.1), aplicdndolo a la lagrangiana (6.13) correspondiente a la ecuacién NLS
fraccionaria (5.20) y obteniendo la conservacién de la energfa, momento y la Hamiltoniana.
En la Seccién 8.3 se obtuvo la lagrangiana (8.38) correspondiente a la ecuacién NLS fraccio-
naria (8.42) cuando se considera la derivada de Riesz-Feller. Asi, como la lagrangiana (8.38)
es de la forma (7.1), se puede aplicar el Teorema de Noether Fraccionario. Observando el
desarrollo efectuado en el Capitulo 7 para obtener la conservacién de la energia, momento y
la Hamiltoniana, se obtienen los mismos resultados de conservacion de energia y momento
para la lagrangiana (8.38). Para la conservacién de la Hamiltoniana, como (7.84) es funcién
de la lagrangiana, simplemente se considera la lagrangiana (8.38) en (7.84), obteniéndose
asi la conservacion de la Hamiltoniana.
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Conclusiones

En este trabajo se demostré que el Teorema de Noether puede ser generalizado de manera
que sea aplicable a ecuaciones diferenciales parciales fraccionarias (EDPFs) que pueden ser
deducidas de lagrangianas fraccionarias de la forma:

L =L (u(z,t), Uz, Utt, —co D5ty 1 Doty 0(2,1), Vs, Vtty — 0o D v, 1 Do w) (9.1)

donde u(z,t) y v(z,t) pueden ser funciones reales o complejas, z y ¢ son variables reales
(donde z juega el papel de variable de evolucién y t es la variable “transversal”), _..D{u
YV —ooDfw son derivadas fraccionarias izquierdas, ;D% u y + D% v son derivadas fraccionarias
derechas.

La version fraccionaria del Teorema de Noether que se demostré en esta tesis establece la
relacién entre cantidades conservadas e invariancias de la integral de accién ante transforma-
ciones infinitesimales relativamente senciallas, de la forma (2.1a)-(2.1d). No se ha intentado
aqui formular un Teorema de Noether Fraccionario asociado a transformaciones infinitesi-
males de tipo general, tales como las que consider6 Emmy Noether en su trabajo. Hasta
donde yo sé, tal cosa no se ha hecho hasta este momento.

Ademas, se buscé escribir un trabajo que sea de utilidad para todo aquél que tenga la for-
macion de una licenciatura en matematicas y que desee comprender con todo detalle cémo
obtener las cantidades conservadas en una EDPF deducible de una lagrangiana de la forma
(9.1) mediante una generalizacién fraccionaria del Teorema de Noether. Para ello se ha pro-
curado poner en esta tesis todo el material necesario para entender cémo se formula, cémo
se demuestra y cémo se usa este Teorema de Noether Fraccionario; material que aunque no
se ve en los cursos obligatorios de la licenciatura en matematicas, debe ser perfectamente
comprensible para alguien que sale de esta licenciatura. Esto implica que en esta tesis se ha
procurado explicar con claridad las siguientes cosas:

a) Coémo se obtienen las ecuaciones de Euler-Lagrange “tradicionales” (es decir, cuando no
entra en juego ninguna derivada fraccionaria) en el caso en que la lagrangiana involucre
varias funciones, que dependen de varias variables independientes y en la lagrangiana hay
derivadas de érdenes superiores (es decir, no sélo de primer orden).

b) En qué consiste el Teorema de Noether “tradicional”, es decir, aplicable a ecuaciones
diferenciales parciales que sélo contienen derivadas “normales” (es decir, no fraccionarias).

o

Cémo surge el concepto de integral fraccionaria.

[oW
—_ = D =

Qué son las derivadas fraccionarias (DFs).

@

Por qué existen DFs izquierdas y derechas.

En qué difieren las definiciones de DFs propuestas por Riemann y Liouville, Caputo,
Griinwlad-Letnikov y Riesz-Feller.
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g) Cémo se obtienen las ecuaciones de Euler-Lagrange cuando la lagrangiana contiene DF's
izquierdas y derechas.

h) Cémo se demuestra que la variacién de la lagrangiana es cero (0.2 = 0) cuando se tienen
lagrangianas de la forma (9.1).

i) Cuél es la ecuacién no lineal de Schrodinger (NLS), qué describe y de dénde surge.
j) Cémo se generaliza la ecuacién NLS tradicional introduciendo derivadas fraccionarias.

Se introdujo la ecuacién NLS en este trabajo, ya que existe una generalizacion fraccionaria
de esta ecuacion, que puede deducirse de una Lagrangian de la forma (9.1). Esta ecuacién
NLS fraccionaria es, pues, un buen ejemplo para aplicar el Teorema de Noether Fraccionario
estudiado en esta tesis. Sobre las derivadas fraccionarias que aparecen en esta ecuacién se
han considerado dos opciones: en primer lugar se consideran las derivadas de Griinwald-
Letnikov, ya que son las derivadas fraccionarias que mas facilitan los cdlculos numéricos.
Posteriormente se consideré qué pasa si en la ecuacién NLS fraccionaria se usa la deriva-
da de Riesz-Feller, la cual se usa frecuentemente cuando se quiere reemplazar una segunda
derivada por una derivada fraccionaria de un orden cercano a 2. Se encontré que si en la
ecuacién NLS fraccionaria (5.20) se reemplaza la derivada fraccionaria por una derivada de
Riesz-Feller la energia no se conserva, por lo que la derivada de Riesz-Feller no parece ser
“tan buena” como la derivada (5.7). Sin embargo, también se demostré que si se reemplaza
la derivada (5.7) por la derivada de Riesz-Feller (8.1) y ademds se cambia la funcién que
aparece enfrente de la derivada fraccionaria por una constante, entonces si se conserva la
energia, ademds la ecuacién es deducible de una lagrangiana del tipo mostrado en (9.1) y
las leyes de conservacién de la energia, el momento y la Hamiltoniana se pueden deducir
mediante el Teorema de Noether Fraccionario desarrollado en este trabajo.

Se espera que este trabajo ponga al Teorema de Noether (Fraccionario y no Fraccionario)
al alcance de muchos matemadticos y fisicos que no habian encontrado un texto en el que se
explicara este teorema de manera sencilla en un niimero reducido de paginas. Hay textos
excelentes (como el de Bluman y Kumei: Symmetries and Differential Equations, Springer-
Verlag, 1989) que presentan el Teorema de Noether en su forma mds general, de manera
muy cuidadosa y clara, jpero hay que leer 250 paginas antes de poder entender el enunciado
del teorema! Ademads, aqui no sélo se explica de manera sencilla la idea béasica del teore-
ma original (no fraccionario), sino que se explica cémo extender este teorema al caso nada
trivial en el cual se tiene una lagrangiana que contiene derivadas fraccionarias izquierdas y
derechas, del tipo mostrado en (9.1).

Por tltimo, se espera que este trabajo contribuya, aunque sea de manera pequena, a desper-
tar el interés en el Teorema de Emmy Noether y en sus nuevas generalizaciones fraccionarias.
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