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Introduccion

El manejo de riesgos es uno de los problemas més antiguos en el mundo de las
finanzas. Podemos rastrear sus origenes al ano 1974, afio en que se crea el primer
comité de supervisién bancaria en Basilea, Suiza. El comité estaba formado por
los gobernadores de los bancos centrales de Alemania, Bélgica, Canada, Espana,
EE. UU., Francia, Italia, Japén, Luxemburgo, Holanda, el Reino Unido, Suecia y
Suiza. Afios més tarde, en 1988, surge Basilea I. En este acuerdo se establece una
definicién de capital regulatorio, con el cual las instituciones financieras pudieran
hacer frente a los riesgos de crédito, mercado y tipo de cambio.

A principios de 1990 aparece por primera vez el concepto de valor en riesgo
(VaR por sus siglas en inglés value at risk). En ese momento, el VaR es utilizado
por unas pocas instituciones bancarias para estimar la pérdida esperada del valor
de los activos que componian sus portafolios de inversién. Con el paso de los afios
esta medida se estandariza en el mercado, a consecuencia de esto, el Comité de
Basilea decide incluirla en sus recomendaciones para calcular el riesgo.

Consciente de las limitaciones del Basilea I el Comité de supervision bancaria
de Basilea emite en 2004 el acuerdo Basilea II. Este consiste en un nuevo conjunto
de recomendaciones las cuales se basan en tres pilares:

= Célculo de los requisitos minimos de capital.
s El proceso de supervisién de la gestién de los fondos propios.
s La disciplina de mercado.

Basilea II constituye una mejora significativa en lo que a capital regulatorio
se refiere, sin embargo, con la finalidad de fortalecer el mercado tras la crisis de
2008 son publicados, el 31 de diciembre de 2010, los acuerdos Basilea III .

En general, los acuerdos de Basilea tienen la finalidad de reducir al maxi-
mo el endeudamiento de las instituciones financieras y garantizar su capacidad de
respuesta ante los diversos riesgos financieros a los cuales se encuentran expuestas.

Otra cuestion de suma importancia para las entidades financieras es maximi-
zar la utilidad esperada de sus portafolios de inversién. A lo largo de los afios
diversos autores han abordado este tema. En julio de 1993, Grossman y Zhou
publican Optimal investment strategies for control drawdowns [5], articulo en que
se analiza la estrategia de inversion éptima para el inversionista que pretende no
perder mas de un cierto porcentaje fijo del valor maximo de su portafolio. En
1999, Bielecki, Hernandez y Pliska publican en su articulo Risk sensitive control
of finite state Markov Chains in discrete time, with portfolio management [1] un



modelo que permite optimizar la utilidad esperada a largo plazo de un portafolio
de inversion sensible al riesgo.

Como alternativa al problema de maximizar la utilidad podemos analizar el
rendimiento del portafolio con respecto a cierta meta, la cual se entiende como
el rendimiento minimo esperado. Este problema ha sido abordado desde distintos
puntos de vista por Pham en [12] y Hata, Nagai y Sheu en [6]. Ambos articulos
se desarrollan en un mercado financiero a tiempo continuo.

En este trabajo abordaremos el manejo del riesgo de un portafolio al tratar de
acotar la probabilidad de que la tasa de crecimiento del portafolio se encuentre
por encima de cierta tasa objetivo y posteriormente encontrar la estrategia de
inversién que maximice esta cota. Para lograrlo estableceremos una relacién de
dualidad entre este problema y el de maximizar la utilidad esperada de un porta-
folio sensible al riesgo.

En otras palabras, el objetivo que se persigue es encontrar la estrategia optima
para el inversionista que busca maximizar la cota superior de la probabilidad de
mantener la tasa de crecimiento de su portafolio por encima de cierta tasa obje-
tivo k; a su vez, esta serd la estrategia éptima para el inversionista que busque
maximizar la utilidad esperada de su portafolio y cuyo parametro de riesgo es
O € (0, 1).

Si consideramos k como la tasa minima de crecimiento necesaria para no incu-
rrir en pérdidas, entonces el encontrar la estrategia que maximiza la cota superior
de la probabilidad de que el portafolio este por encima de esta tasa implica que
el inversionista podra minimizar el riesgo de incurrir en pérdidas al aplicar esta
estrategia. Cabe mencionar que este andlisis esta hecho en un horizonte de tiempo
a largo plazo y en un mercado financiero a tiempo discreto.

Para el problema de maximizar la utilidad esperada del portafolio utilizaremos
como marco de referencia la metodologia desarrollada en [1]. Por otro lado, para
establecer la relacién de dualidad que nos permita encontrar la estrategia que
maximice la cota superior de la probabilidad de mantener la tasa de crecimiento
del portafolio por encima de cierta tasa k utilizaremos elementos de la teoria de
grandes desviaciones asi como algunos teoremas de dualidad extraidos de [2] y
[14] respectivamente.

El trabajo se divide en tres capitulos. El primero contiene informacién general
sobre mercados financieros, portafolios de inversion, VaR y fondos de pensiones.
Esta informacién, tomada de [4], [16], [3], [11], [8] y [9], nos permitira familiari-
zarnos con los aspectos a estudiar en los siguientes capitulos. En el Capitulo 2 se
presenta el modelo que nos permitira encontrar la estrategia 6éptima para poder
maximizar la utilidad del portafolio y un par de ejemplos que nos mostraran como
se implementa; las fuentes consultadas en su desarrollo fueron [1] y [5]. En el dlti-
mo capitulo se desarrolla la metodologia que nos permite acotar la probabilidad
de mantener la tasa de crecimiento de nuestro portafolio por encima de cierta tasa
k v posteriormente encontrar la estrategia de inversion que la maximiza. Final-
mente se presentan algunas aplicaciones de estos resultados en el calculo del VaR
y fondos de pensiones.



Capitulo 1

Mercados financieros en
tiempo discreto

Los Mercados Financieros son escenarios fisicos o virtuales que, regulados por
un conjunto de reglas, permiten la negociaciéon de diversos activos financieros; a
través de estas negociaciones los participantes, entre los cuales encontramos in-
versionistas, emisores e intermediarios, pueden realizar operaciones de inversién,
financiamiento y cobertura.

Aunque la existencia de un mercado financiero no es una condicién necesa-
ria para la creaciéon y negociacién de un activo financiero, en la mayoria de las
economias los activos se crean y posteriormente se comercian en algin tipo de
mercado.

En las siguientes paginas trabajaremos con mercados financieros en los cuales
las operaciones se realizan en tiempo discreto, es decir, al inicio (o final) de cierto
periodo, el cual puede ser de una hora, un dia, un mes, etc.

1.1. Activos financieros

Un activo, en términos generales, es un bien tangible que posee una perso-
na fisica o moral y que tiene valor en un intercambio. Los activos tangibles son
aquellos cuyo valor depende de sus atributos fisicos, como por ejemplo terrenos,
edificios, articulos electrénicos, etc. Por el contrario, los activos intangibles no
dependen de sus caracteristicas fisicas ya que son obligaciones contractuales sobre
beneficios futuros.

Los activos financieros son activos intangibles para los cuales el valor o benefi-
cio es una obligacion de dinero a futuro. La entidad que se compromete a realizar
los pagos futuros se llama emisor del activo financiero. Por otro lado, el poseedor
del activo es denominado inversionista.

1.1.1. Precio y riesgo de un activo financiero

Un principio econémico bésico es que el precio de cualquier activo financiero
es igual al valor presente de su flujo de pagos de efectivo a lo largo del tiempo. Es
por esta razon que la tasa de retorno esperada estd directamente relacionada con
el precio del activo. Dado el precio de un activo y su flujo de efectivo esperado



es posible estimar la tasa de retorno esperada. El grado de certeza de un flujo de
efectivo dependera del tipo de activo financiero y las caracteristicas de su emisor.

Los activos financieros estan expuestos a diversos tipos de riesgo, entre los
cuales podemos resaltar los siguientes:

= Riesgo de poder de compra o riesgo de inflacién. Es el riesgo asociado
al poder de compra potencial del flujo de efectivo esperado.

= Riesgo crédito o riesgo de incumplimiento. Es el riesgo derivado del
posible incumplimiento de sus obligaciones contractuales por parte del emi-
SOT.

= Riesgo de tipo de cambio extranjero. Es el riesgo asociado a que el
tipo de cambio varie de forma adversa. Este riesgo ha cobrado relevancia en
los ultimos anos a raiz de la globalizacién de los mercados.

Basados en el nivel de riesgo que poseen los activos financieros podemos cla-
sificarlos de la siguiente manera:

» Activos libres de riesgo. Son aquellos activos en los cuales el riesgo de
incumplimiento es practicamente cero. Por lo general su rentabilidad no
suele ser muy grande. En este rubro podemos colocar a la deuda publica
emitida por ciertos gobiernos y también a las cuentas de ahorro bancarias.

= Activos con riesgo. En este caso el riesgo de insolvencia por parte del
emisor existe, es por esta razén que la rentabilidad del activo no esta asegu-
rada y varia a lo largo del tiempo. Dentro de esta clase de activos podemos
encontrar acciones, bonos y fondos de inversion.

1.1.2. Tipos de activos financieros
Los activos financieros mas comunmente utilizados son los siguientes:

s Certificados de depésito a término. Titulo libremente negociable con el
cual una persona, fisica o moral, podra depositar cierta cantidad de efectivo
y retirarlo después de un tiempo determinado. El tinico beneficio obtenido
es el rendimiento de su inversion.

= Bonos. Son titulos de deuda emitidos por una entidad financiera. Se colocan
generalmente con un descuento sobre el valor del titulo. A su vencimiento se
redimen por su valor facial y en algunos casos existen cupones. Los cupones
consisten en el pago de intereses cada cierto tiempo entre la fecha de emisién
y el vencimiento.

= Acciones. Son titulos de propiedad fraccionada de una entidad. El inver-
sionista recibe el pago de dividendos por la posesion de las acciones y, de-
pendiendo de su naturaleza, tendra ciertos privilegios en la distribucién de
utilidades.

= Fondos de inversion. Son titulos constituidos mediante portafolios de in-
versién creados con un objetivo definido segiin el perfil de cada inversionista.

= Papeles comerciales. Titulo mediante el cual el emisor se compromete a
pagar cierta cantidad al inversionista en la fecha del vencimiento.



s Depésitos bancarios. Depodsitos realizados en una institucién bancaria,
los cuales pueden ser retirados en cualquier momento.

= Papel moneda. Documento emitido por el gobierno para ser utilizado como
dinero de curso legal.

1.1.3. Funcién de los activos financieros

Los activos financieros cuentan con dos funciones principales:

s Transferencia de fondos de aquellos que tienen excedentes para invertir ha-
cia aquellos que necesitan de estos fondos para transformarlos en activos
tangibles.

s Transferir fondos de tal manera que quede distribuido el riesgo asociado al
flujo de efectivo.

Sin embargo, las obligaciones contraidas por los poseedores finales de la riqueza
son, por lo general, diferentes de las obligaciones emitidas por los demandantes de
los activos. Este es el resultado de la actividad de los intermediarios financieros,
los cuales buscan transformar las obligaciones finales en activos financieros que el
publico prefiere.

1.1.4. Propiedades de los activos financieros

Los activos financieros tienen ciertas propiedades que los hacen atractivos
hacia los diversos tipos de emisores e inversionistas. Algunas propiedades impor-
tantes de los activos financieros son las siguientes:

1. Monetizacion. Esta propiedad la poseen los activos que son empleados
como medio de cambio o en el establecimiento de transacciones. Estos activos
son llamados dinero. Otros activos, a pesar de no ser dinero, estan muy
cercanos al mismo, ya que pueden ser transformados en dinero con gran
facilidad. Esta clase de activos también poseen esta propiedad.

2. Divisibilidad y denominacién. Esta se relaciona con el tamano minimo
al cual el activo puede ser liquidado y convertido en dinero. Entre menor es
el tamano, mas divisible es el activo financiero.

3. Reversibilidad. La reversibilidad se refiere al costo derivado de invertir
en un activo financiero y posteriormente volver a convertirlo en efectivo.
También se le conoce como costo de respuesta o costo de viaje redondo.

4. Flujo y retorno de efectivo. El rendimiento que un inversionista ob-
tendrd al poseer un activo financiero depende de todas las distribuciones
de efectivo que el activo pagard. En un mundo con inflacién es importan-
te distinguir entre el rendimiento nominal esperado y rendimiento real neto
esperado. El rendimiento que hemos descrito es el rendimiento nominal espe-
rado. El rendimiento real neto esperado es el rendimiento nominal esperado
después de ser ajustado por la pérdida de poder de adquisicién del activo
financiero a consecuencia de la inflacién.



10.

11.

1.2.

Periodo de vencimiento. Es el tiempo transcurrido hasta que llega la
fecha en la que se hard el ultimo pago o en la cual el propietario del ac-
tivo ha convenido pedir su liquidacién. El periodo de vencimiento es una
caracteristica importante en activos financieros como los bonos.

Convertibilidad. Una propiedad importante de los activos es que pueden
ser convertidos en otros activos. En algunos casos los activos son convertidos
dentro de la misma clase de activos, sin embargo, la conversién puede abarcar
diversas clases de activos.

Divisas. La mayor parte de los activos financieros estan nominados en al-
guna divisa. Ya que cada dia los mercados estdn més globalizados esta ca-
racteristica ha cobrado relevancia al momento de escoger un activo.

Liquidez. Representa la cualidad de los activos para ser convertidos en
efectivo de forma inmediata sin pérdida significativa de su valor. Cuanto
mas facil es convertir un activo en dinero se dice que es mas liquido.

Nivel de riesgo. Esta es una propiedad basica de los activos financieros y
es determinante en su valor, ya que mientras mayor sea el riesgo que posee
un activo mayor sera el rendimiento esperado.

Complejidad. Algunos activos financieros son complejos en el sentido de
que son combinaciones de dos o més activos simples.

Estatus fiscal. Es una caracteristica importante de cualquier activo, sin
embargo, debemos considerar que las reglamentaciones gubernamentales pa-
ra gravar los activos financieros varian ampliamente de pais en pais.

Portafolios de inversion

Un portafolio o cartera de inversién es una combinacién de inversiones reali-
zadas sobre diversos activos financieros. Esta caracteristica permite que los por-
tafolios sean un instrumento financiero mediante el cual es posible diversificar la
inversién y, en consecuencia, reducir el riesgo.

Para introducir los conceptos fundamentales necesarios para el desarrollo de
este trabajo utilizaremos un modelo de mercado multiperiodo. Las caracteristicas
de este modelo son:

Tienen fecha inicial 0 y fecha de término ¢ con t = 1,2, 3, .... Las ope-
raciones solo pueden realizarse en estas fechas.

Cuentan con un espacio muestral finito {2 con k < oo elementos
Q = {wi, w2, ws, ...,wi}

donde el valor de cada w; € €2 es desconocido para el inversionista a tiempo
t(0) y se conocera en un tiempo futuro t(n).

Existe una medida de probabilidad P en , tal que, P(w) > 0 para toda
w € Q.
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» Una cuenta bancaria B := {B, : t =0,1,2,3,..} con By =1y By > 1
una variable aleatoria. Adicionalmente definimos r(t) =r con t = 1,2,3, ...
como la tasa de interés.

» Es posible asociarle un proceso de precios S := {S(t) : t = 0,1,2,3, ...}
donde el vector

S(t) == (S1(t), Sa(t), S3(), .., S (1))

con m < oo representa el precio de los m activos con riesgo a tiempo t. S(0)
es un vector de escalares positivos mientras que los precios a tiempo t son
variables aleatorias no negativas.

Ahora que conocemos las caracteristicas del modelo podemos definir algunos
conceptos de interés.

» Las estrategias o politicas de inversion
m(t) = (m1(t), ma(t), w3(t), ..., T (1))

describen el nimero de unidades de cada uno de los activos con riesgo que
se han podido adquirir durante el periodo [t,t + 1) con el capital inicial a
tiempo t. En particular 7(0) representa la cantidad invertida en la cuenta
bancaria. Los valores de 7;(t) pueden ser positivos o negativos. Los valores
negativos hacen referencia a ventas en corto de los activos.

= El proceso de valor del portafolio describe el valor total del portafolio
a tiempo t, esto es

V= n(0)Be+ > mil(t)Se() (1.1)
k=1
cont=0,1,2,3,.... Cabe resaltar que V; es una variable aleatoria que de-

pende de la estrategia .

= La ganancia del portafolio es la variable aleatoria que describe las pérdi-
das o ganancias obtenidas a tiempo t. Es decir

m

Gy i=m(0)r + Y mr(t) ASk(t) (1.2)
k=1

donde ASy(t) := Sk(t) — Sk(t — 1). Podemos reescribir la ecuacién anterior
de la siguiente manera:

Gi=V, = Vi1

Esto significa que cualquier cambio en el valor del portafolio se vera reflejado
como pérdidas o ganancias.

El numerario es un proceso I = {I;} estrictamente positivo que cumple Iy = 1.
Es ademads una entidad econdémica negociable de cuyo precio depende el pre-
cio descontado de los demés bienes de intercambio comercial. El uso de un nu-
merario facilita las comparaciones de valor cuando solo los precios descontados
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son relevantes. En este caso consideraremos la cuenta bancaria como el nume-
rario, esto con la finalidad de definir el proceso de precios descontados como
S*:={S*(t):t=0,1,2,3,...}, donde el vector

S*(t) = (S1(t), 53(2), S3(t), ... Sy ()
se define de la siguiente manera:

Si(t)

51 =5

cont=1,2,..myt=0,1,2,3,....

Definimos el proceso de valor descontado como

m

Vi = m(0) + > mi(t)Si(t)

k=1

parat =0,1,2,3,.... Finalmente, definimos la ganancia descontada a tiempo t de
la siguiente manera:

7; = Z ﬂ—k(t)AS;ck7
k=1

donde AS; := 5(t) — S;(t — 1).

1.2.1. Tipos de portafolios

La mayor ventaja que ofrecen los portafolios de inversién es que permiten
diversificar el capital en una amplia gama de activos de distinta naturaleza lo que
permite disminuir el impacto de los distintos riesgos financieros a los cuales se
encuentran expuestos los activos que lo componen. Partiendo de esto podemos
clasificar lo portafolios de inversion de la siguiente manera:

= De renta fija: Son integrados solamente por activos de renta fija.

= De renta variable: Se integran por instrumentos de inversion de renta
variable.

= Corporativo: Es integrado tinicamente por acciones.

= Patrimonial: Se integra por valores de renta fija y variable asi como accio-
nes. Es decir, es una combinacion de los tres anteriores.

= De instrumentos financieros derivados: Como su nombre lo dice, est4 in-
tegrado por instrumentos como swaps, opciones y futuros.

s Mixtos: Es el mas general de todos, se incluyen activos de cualquier tipo.

1.2.2. Arbitraje y otras consideraciones econémicas

Todo mercado financiero puede ser clasificado, segin sus caracteristicas econémi-
cas, dentro de alguna de las siguientes categorias
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1. No se rige bajo la ley de un solo precio: Se dice que un mercado
financiero se rige bajo la ley de un solo precio si NO existen dos estrategias
T y 7 tal que V;™ (w) = V" (w) para toda w € Q y ¢ > 0 pero Vi (w) >
VOTF* (w). En caso de existir las estrategias 7* y 7* diremos que el mercado
no se rige bajo la ley de un solo precio.

2. Hay estrategias dominantes pero se mantiene la ley de un solo
precio: Se dice que una estrategia 7™ es dominante si existe otra estrategia
7* tal que VJ (w) = VOW* (W) y Vi (w) > V7™ (w) para todaw € Qy ¢ > 0.
En este tipo de mercados existen esta clase de estrategias y al mismo tiempo
se mantiene la ley de un solo precio.

3. Hay oportunidades de arbitraje pero no hay estrategias dominan-
tes: Se dice que existen oportunidades de arbitraje si existe una estrategia
7 tal que:
[ ] ‘/Oﬂ- = O
n tﬂ- >0
. Eﬂ'(Vt) >0
donde E™ (V%) es el valor esperado del portafolio a tiempo t con ¢ > 0 bajo

la estrategia . Este tipo de estrategias se encuentran en estos mercados,
sin embargo, no existen estrategias dominantes.

4. No hay oportunidades de arbitraje: Solo esta categoria es razonable
desde el punto de vista econémico.

1.2.3. Modelo binomial de valuacion de activos

A manera de ejemplo presentaremos el modelo binomial de valuacién de acti-
vos. Supongamos que se tiene un portafolio de inversiéon con m + 1 activos:

= un activo sin riesgo con precio By a tiempo 0 y un precio determinado
B, a tiempo t con ¢t = 1,2,3,.... Definimos el precio del activo a tiempo t
como
B, := Bye"

donde r es la tasa de interés libre de riesgo.

» m activos con riesgo cuyo vector de precios aleatorios a tiempo t serd S(t) =
{(S1(t), Sa(t), S3(t), ..., Sm(t))} donde S;(t) representa el precio aleatorio del
i-ésimo activo a tiempo t con t =0,1,2,3,....

Supongamos que el precio del i-ésimo activo con riesgo aumenta con probabilidad
p; o bien disminuye con probabilidad 1 — p;. Esto es, a tiempo ¢ = 1 el precio
aleatorio del i-ésimo activo con riesgo S;(1) seria:

» 1;5;(0) con probabilidad p;
» d;5;(0) con probabilidad (1 — p;),

13



con u; > d; para todo ¢ = 1,2, 3,...,m. En general, el precio del i-ésimo activo con
riesgo a tiempo t lo podemos escribir de la siguiente manera:

;de?fxf _ Si(O)eXi”ln(ui)—Xi"ln(di)—i—nln(di)

Si (t) = SZ(O)U

donde X" es la variable aleatoria que representa el niimero de veces que el precio
del i-ésimo activo con riesgo aumenta. Es claro que X es una variable aleatoria
con distribucién binomial y parametros n y p;.

Si el inversionista dispone de una fortuna inicial de ¢ unidades monetarias
y sigue la estrategia de inversién (mw(0),n(¢)) donde m(0) representa la cantidad
invertida en el activo sin riesgo y 7 (t) = (mw1(t), w2 (t), m3(t), ..., mm(t)) el nimero de
unidades que posee de cada uno de los m activos con riesgo a tiempo t. Entonces
su fortuna a tiempo t estd definida de la siguiente manera:

m

Vii=m(0)e™ + ) mi(t)Sk(t). (1.3)
k=1

De igual manera, definimos la ganancia a tiempo t como:

Gt == mor + Z 7 (t) ASk, (1.4)
k=1

donde ASj := Si(t) — Sg(t — 1). Las ecuaciones (1.3) y (1.4) se pueden contrastar
con (1.1) y (1.2) respectivamente.

Concluiremos esta seccion presentando un par de escenarios en los cuales es
posible encontrar oportunidades de arbitraje.

= Supongamos que el inversionista sabe de antemano que, atin en el peor de
los casos, invertir en los activos con riesgo es mejor que invertir en el activo
sin riesgo, es decir, si supiese que et < d; < u; para todo i = 1,2,3,...m,
entonces €l podria conseguir un crédito a tiempo 0 y con este comprar los
activos, vender los activos a tiempo ¢t > 0, pagar el crédito y asi obtener una
ganancia sin tener que invertir una sola unidad de su propio capital.

= Si por el contrario tuviese la certeza de que, atin en el mejor de los casos,
es mas conveniente invertir en el activo sin riesgo, es decir, si supiera de
antemano que d; < u; < e’ para todo i = 1,2,3,...m, entonces podria
realizar una venta en corto de los activos con riesgo a tiempo 0 e invertir el
dinero obtenido de esta transaccion en el activo sin riesgo, a tiempo ¢t > 0
utilizaria el dinero invertido en el activo sin riesgo y las ganancias que este le
genero para comprar los activos con riesgo que debe entregar como resultado
de la venta en corto y de esta manera obtendria una ganancia sin invertir
una sola unidad de su capital.

1.3. Valor en Riesgo (VaR)

El 19 de Octubre de 1987 es conocido en el mundo de las finanzas como el
lunes negro; fue este dia cuando se desplomaron los mercados de valores de todo
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el mundo, en un lapso de tiempo muy breve. Esta caida ha sido el mayor derrum-
be porcentual, sucedido en un mismo dia, en la historia de los mercados de valores.

La leccion aprendida de este catastréfico evento es que miles de millones de
dolares pueden perderse como consecuencia de una pobre supervisién en cuestién
de administracién de riesgos financieros.

Es a partir de este suceso que es desarrollado el calculo del valor en riesgo
(VaR por sus siglas en inglés Value at Risk) como un método para poder cuanti-
ficar el riesgo de mercado.

El VaR es una medida estadistica de riesgo de mercado que estima la pérdida
méaxima que podria registrar un portafolio en un intervalo de tiempo, con cierta
probabilidad o nivel de confianza. Es importante mencionar que la definicion de
VaR es valida inicamente en condiciones normales de mercado, ya que en mo-
mentos de crisis y turbulencia la pérdida se estima mediante pruebas de estrés o
valores extremos.

Para el calculo del VaR son necesarios dos parametros: el nivel de confianza «
al cual se quiere estimar la pérdida y un horizonte de tiempo. Matematicamente
se define de la siguiente manera.

Valor en Riesgo (VaR). Dado cierto nivel de confianza a € (0,1) y con un
horizonte de tiempo de un dia, el valor en riesgo (VaR) es el valor minimo [ tal
que la probabilidad de que la variable aleatoria de las perdidas diarias L exceda
el valor [ no supera (1 — «), esto es

VaRy :=inf{le R: P(L>1)<1—a}=inf{leR: Fr(l) > a}. (1.5)

De la ecuacién (1.5) podemos notar que el VaR, es un cuantil de la funcién
de distribucion de pérdidas diarias.

Lo que hace el VaR es crear un umbral de pérdidas el cual no se superara con
probabilidad «. Es evidente que mientras maés alto sea el nivel de confianza « el
VaR, reflejard un umbral mas grande.

1.3.1. Metodologias para el calculo del VaR
El valor en riesgo se puede calcular mediante dos métodos:

= Métodos paramétricos: Se caracterizan por el supuesto de que la fun-
cién de pérdidas y ganancias del activo en cuestién se distribuye de acuerdo
a una curva de densidad de probabilidad normal. Sin embargo, se ha ob-
servado que la gran mayoria de los activos no siguen un comportamiento
estrictamente normal, més bien, son aproximados a la curva de una normal,
por lo tanto, los resultados que se obtienen a partir de estos métodos son
solo aproximaciones.

= Métodos no paramétricos: Consisten en utilizar una serie de datos histori-
cos sobre los precios de los activos y construir con estos una serie de tiempo
de precios y/o rendimientos simulados.
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Para que esta metodologia arroje resultados satisfactorios es necesario iden-
tificar los componentes de los activos del portafolio y reunir los datos de los
precios histéricos por un periodo que oscile entre 250 y 500 datos. A par-
tir de estos datos se calcula el cuantil correspondiente al nivel de confianza
deseado.

Existen tres tipos de simulacién histérica:

e Crecimientos absolutos
e Crecimientos logaritmicos

e Crecimientos relativos

1.3.2. Aplicaciones del VaR

En general, El VaR es utilizado por cualquier institucion expuesta a riesgos
financieros. Podemos clasificar las aplicaciones de los métodos para calcular el
VaR de la siguiente manera:

= Pasiva: analisis de riesgo. La aplicacién temprana de métodos para cuan-
tificar el VaR es utilizada como una medida para el anélisis del riesgo al cual
esta expuesta la institucién. Ademads, el VaR puede ser utilizado para co-
nocer los riesgos que se corren en las diversas operaciones comerciales y de
inversion en las que se incurre. También sirve para comunicar a los inver-
sionistas de una corporacion el riesgo financiero de esta uiltima en términos
no técnicos y de facil comprensién.

= Defensiva: control de riesgo. El siguiente paso es utilizar el VaR para
colocar activos en el mercado. Su ventaja es que sirve como comin denomi-
nador para poder comparar activos con riesgo en los diversos mercados.

= Activa: gestion de riesgo. El VaR puede ayudar a los gestores de porta-
folios de inversion en la toma de decisiones, ya que ofrece una vision global
del impacto del riesgo de mercado en el portafolio.

Las instituciones que pasan por el proceso de calcular su propio VaR se ven
obligadas a enfrentarse a su estado de exposicién al riesgo financiero y a la crea-
ciéon de estrategias para el manejo de este. Lo anterior vuelve al proceso mas
importante que el valor en si.

Como se puede observar el VaR no otorga certidumbre con respecto a las pérdi-
das en las que puede incurrir una inversién, sino una expectativa de resultados a
partir de los supuestos en los modelos y parametros empleados para su calculo.

Es importante senalar que la mayor ventaja que presenta el VaR probable-

mente radica en el hecho de que impuso una metodologia estructurada para una
critica objetiva acerca del manejo del riesgo.

1.4. Fondos de pensiones

Un fondo de pensiones es un patrimonio creado para cumplir con el plan de
pensiones y cuya gestion, custodia y control se realizan de acuerdo a la legislacién
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vigente.

Entre los diversos riesgos financieros a los que se encuentra expuesto un fondo
de pensiones podemos resaltar los siguientes:

= Riesgo de Mercado: Es el riesgo de que el valor de un portafolio disminuya
debido a movimientos adversos en los factores de riesgo que determinan su
precio.

= Riesgo de Crédito: Es el riesgo relativo a la posible pérdida que asume
una entidad econémica a consecuencia del incumplimiento de obligaciones
contractuales en el que puede incurrir la contraparte con la cual se relaciona.

= Riesgo de Liquidez: Este se traduce como la incapacidad de una entidad
econémica de disponer de los fondos necesarios para poder hacer frente a
sus obligaciones.

En esta seccién abordaremos los fundamentos matematicos que hay detras
de las pensiones. La clave en el andlisis matematico de las pensiones estd en
la proyeccién del salario futuro. Es por esta razén que serd el primer tema que
abordemos.

1.4.1. Funcién de escala de salario

Para modelar el crecimiento del salario utilizaremos una escala de salario de-
terminista {s; }. Este supuesto es poco realista, sin embargo, es el més utilizado en
la préctica. Al considerar que un individuo no comienza a trabajar hasta una cier-
ta edad, la escala normalmente comienza en alguna edad inicial zg mayor que 0.
La funcién de escala de salario nos sirve para proyectar el salario de un individuo
cuya edad actual es x. La definimos de la siguiente manera:

Sy . Oyy+l
N b
Sy Ozxx+1

donde 0; ;41 representa el salario anual recibido en el ano correspondiente a la
edad i a i+1.

Tasa de salario

Con frecuencia se trabaja con la tasa de salario en un solo punto en lugar de
utilizar el salario en un mes en particular. La definicién matemaética de tasa de
cambio nos permite definir la tasa de salario como

., Ott+h
lfm —tn
h—0 h

De la definicién anterior podemos concluir que la tasa de salario es un con-
cepto ambiguo, esto ya que a pesar de estar definida en tiempo continuo el salario
normalmente de percibe de manera discreta. Por otra parte, el limite cuando h
tiende a 0 por la derecha y el limite cuando h tiende a 0 por la izquierda bien
pueden ser diferentes si t es un punto en el tiempo en el cual se ajusta el salario.
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En la préctica, cuando se debe estimar una tasa de salario se determina un
pequeno intervalo (t — 0.5h,t + 0.5h) de longitud h y se aproxima la tasa de

salario usando
O¢—0.5h,t+0.5h

h
En general se utiliza h = 1 para aproximar la tasa de salario, por lo tanto

Tasa de salario a edad = ~ s;_g.5

1.4.2. Planes de pensiones

En cualquier plan de pensiones existe una fase de acumulacién durante la cual
se realizan las contribuciones. Estas contribuciones se acumularan en una cuenta
la cual debera estar disponible en el momento en que el titular del plan decida
retirarse. Con el dinero acumulado en esta cuenta él podra comprar una anualidad
vitalicia la cual le servird para cubrir sus necesidades después del retiro. Algunos
planes de pensiones contemplan la posibilidad de entregar al titular una parte o
incluso la totalidad del dinero acumulado en la cuenta.

Podemos clasificar los planes de pensiones de la siguiente manera:

s Plan de beneficio definido: En este tipo de plan el titular de la cuenta
define el monto que espera recibir al momento de retirarse. Es definido en el
sentido de que la férmula es determinada de antemano. Cuando la férmula
esta calculada con el salario cercano al retiro el plan de de beneficio definido
se denomina plan de salario final. Cuando se calcula con el salario promedio
se denomina plan de salario de carrera promedio. En este plan es necesario
hacer contribuciones regularmente para asi poder cubrir el costo del plan de
retiro.

= Plan de contribucién definida: Como su nombre lo indica en este tipo
de plan se especifica el monto de contribucién, usualmente como porcentaje
del salario (este porcentaje es llamado tasa de contribucion) topado a cierto
limite (por ejemplo el 0.10 del salario mensual hasta un maximo de 15 sala-
rios minimos). En el plan de contribucién definida el beneficio al momento
del retiro depende del valor acumulado en la cuenta hasta ese momento, por
lo tanto, no es un valor fijo.

La tasa de reemplazo de un plan de pensiones se define como:
R:= Monto anual de la pensién recibida / Ultimo salario anual.

Esta tasa representa el porcentaje de la pensién recibida con respecto al ulti-
mo salario percibido. Una tasa de reemplazo de alrededor del 0.7 es por lo general
una tasa adecuada para que una persona pueda mantener el estilo de vida que
tenia al momento de retirarse.

En ambos planes existe el riesgo de que el valor acumulado en la cuenta no
sea suficiente para cubrir el costo del plan de retiro. Este riesgo generalmente esta
relacionado con el hecho de que los rendimientos generados por la cuenta estén
por debajo de lo esperado.

18



Es importante mencionar que el dinero que se va acumulando en la cuenta es
invertido con el fin de generar un mayor rendimiento, sin embargo, al ser inverti-
do queda expuesto al riesgo de mercado. Lo anterior implica que de presentarse
movimientos adversos en los factores de riesgo que influyen en los precios de los
activos en los cuales esta invertido el dinero del plan, este podria generar pérdidas
considerables en lugar de ganancias. Esto explica por que los rendimientos pueden
estar por debajo de lo esperado.

Es por esta razén que resulta de suma importancia tomar medidas que nos
permitan maximizar la tasa de rendimiento del portafolio en el cual se invierten
los fondos para el retiro.

Cabe mencionar que no todas las personas se retiran a una edad especifica,
mientras que algunos lo hacen antes de la edad establecida (por diversas razones
como por ejemplo: discapacidad, muerte, retiro temprano, etc.) otros contintian
trabajando anos después de haber alcanzado la edad establecida por la ley para
poder retirarse. Es por esta razén que, en la practica, los cdlculos se realizan uti-
lizando un modelo de decrementos multiples el cual nos permite contemplar estas
posibilidades.

Para concluir esta seccién presentaremos un pequeiio ejemplo.

Ejemplo 1.1: Juan contrata un plan de pension de contribucion definida.
La tasa de contribucion es fijada bajo los siguientes supuestos:

1. Las contribuciones mensuales son fijadas como un porcentaje de la tasa de
crecimiento salarial.

2. Las contribuciones son invertidas y ganan una tasa de interés del 0.10 efec-
tiva anual.

3. La escala de crecimiento del salario esta definida por s, = 1.045 y el salario
crece de manera continua.

4. Juan decide que al momento del retiro contratara una anualidad vitalicia
vencida y pagadera anualmente. Se fija el precio de la anualidad en 14.43657.

Al dia de hoy Juan tiene 25 afios y tres meses, calcula la minima tasa de
contribucién requerida para obtener una tasa de reemplazo del 0.7 si Juan planea
retirarse dentro de 34 anos y 6 meses.

Solucion: Ya que las contribuciones son proporcionales a la tasa de crecimiento
salarial lo primero que tenemos que hacer es proyectar estas. La tasa (anual) de
crecimiento salarial dentro de k meses seré:

g 525.25+k/12—0.5

= S(1.045)k/12
§25.25—0.5
Ya que Juan se retirard dentro de 36 afios y seis meses (414 meses), entonces

k=1,2,...,414.
Ahora que conocemos esto es necesario modelar el valor acumulado de las

contribuciones. Sea c la tasa de contribucion, entonces, el valor acumulado de las
contribuciones sera:
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414 — k

2 S(1.045)k/12

(1.1) 12
i 12
414
(1.045)k/12
34.5 _
12 1 1) § ST = 432, 4425¢S.

El beneficio anual pactado de la pensién sera de 0.75(1.045)3* por lo tanto
el valor presente de la anualidad vitalicia es igual a 45.1353S.

Ahora solo nos queda igualar este valor con el valor acumulado de las contri-
buciones y asi poder obtener el valor de c.

432 .4425¢S = 45.13535.

Por lo tanto la tasa minima de contribucién ¢ = 0.1044.

Ahora supongamos que la tasa de interés que ganan las contribuciones al ser
invertidas es 0.08. En ese caso el valor acumulado de las contribuciones serd igual
a

414 — k

414

S(1.045)k/12
2 . 12
c?lj 5 (1.08)

414

(1.045)k/12
34.5 _
1 08) § g = 292.8653¢S.

45.1353
Por lo tanto, la t inima d tribucié fac=——— =0.1541
or lo tanto, la tasa minima de contribucién serfa ¢ = oo—orrn que

es casi 0.5 mayor que la tasa original. Este ejemplo nos muestra que un pequeno
cambio en las tasas de interés tiene un gran impacto en los fondos de pensiones.

Al llegar a este punto ya estamos familiarizados con los conceptos y herra-
mientas bdsicas necesarias para la optimizacién de portafolios de inversién y el
manejo de rendimientos. En los siguientes capitulos se buscard construir un mo-
delo que nos permita maximizar la utilidad esperada de un portafolio de inversién
y a partir de esto poder obtener la estrategia de inversién éptima (o cercana a la
6ptima) que permita maximizar la cota superior de la probabilidad de que la tasa
de rendimiento de un portafolio se encuentre por encima de cierta tasa objetivo.
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Capitulo 2

Optimizacién de portafolios de
inversion

El objetivo de este capitulo es presentar un modelo que nos permita calcular
la estrategia de inversién 6ptima para el inversionista que busca maximizar la
utilidad esperada del valor de un portafolio de inversién sensible al riesgo en un
horizonte de tiempo a largo plazo.

Para poder lograr nuestro objetivo necesitaremos algunos resultados sobre
procesos de Markov controlados, es por esta razén que este serd el tema que se
presenta en la primera seccién de este capitulo.

2.1. Procesos de Markov controlados
Consideremos un proceso de Markov controlado a tiempo discreto
N, A {A(z) : x € X}, P, ¢),
con:

» Un espacio de estados finito X = {1,2,3,..., N}, dotado de la topologia
discreta.

= A un espacio de Borel llamado espacio de controles. Recordemos que un
espacio de Borel es un par (A,A), que consiste en un conjunto A y una
o-dlgebra A de subconjuntos de A.

» Para cada z € N, suponemos que existe un conjunto no vacio A(x) C A que
representa el conjunto de controles admisibles cuando el sistema se encuentra
en el estado .

» Sea K :={(z,a) : x € R,a € A} el conjunto de parejas admisibles, el cual
se supone que es un subespacio de Borel.

= Sea X un proceso estocdastico que describe la evolucién de una clase de facto-
res econdmicos, el cual se modela como una cadena de Markov estacionaria
a tiempo discreto.

» La regla de transicién P, ,(a) es un kernel estocéstico en ® dado K.
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s ¢: K — R es una funcién continua y acotada, no necesariamente no nega-
tiva, la cual representa el costo en un periodo.

Hipodtesis H.1
1. Para todo z,y € X la funcién a — P, y(a) con a € A(x) es continua.

2. Para todo x € R, A(x) es un subconjunto compacto de A.

Denotaremos por g al conjunto de politicas (o estrategias) y diremos que una
politica m € p es una politica de Markov si existe una sucesion de funciones
{m} donde m; : X — P(A) con P(A) el conjunto de medidas de probabilidad en
A, tal que m(z)(A(z)) = 1. Denotaremos al conjunto de politicas de Markov como
©M, Y 9Dy serdn el conjunto de politicas de Markov deterministas, es decir,
aquellas politicas 7 = {m;} € pur para las cuales m;(z) es una medida de Dirac
concentrada en algin punto de A(z). Recordemos que la medida de Dirac es la
medida ¢, definida para algin z € Ry todo A C X como 0, := 14(x).

Definimos Hy := Xy Hyyq := Hy x {x1 € X | Py 5, (a) > 0,2 € Hy, (z,a) € K}
para t= 0,1,2,3,.... Diremos m = {m;} es una estrategia de control si es una

sucesién de kernels estocdsticos en A dado H; que satisface m(A(z) | hy) = 1
Vhy € Hy,t > 0.

En particular, denotaremos por F al conjunto de funciones f: X — A tal que
flz) € A(x) para todo z € R. Diremos que una politica m € ppys es estacionaria si
existe f € F tal que m(flzy) | he) =1 Vhy € Hy,t > 0; denotaremos esta politica
como fe F.

Si el estado inicial x € N y la estrategia m € p estan dados, existe una tnica
medida de probabilidad P} en (€,S) donde 2 := (R x A)>® y & es su o-algebra
correspondiente. Denotamos por E7 a la esperanza con respecto a Py .

Hipétesis H.2

1. Al aplicarse cualquier politica m € ppas el espacio de estados es irreducible,
es decir, dados z,y € Ry m € ppu, existe m = m(z,y,7) < N tal que
Pz, =y] > 0.

2. Paratodozx € Ny a € A(x), P, > 0.

Criterio de optimizacion ajustado al riesgo. Dado x € N, el costo promedio
ajustado al riesgo bajo la estrategia m € p es definido como
T-1

11
L(m,y) := h'Tni)ioréf T In E7 exp {’y c(zy, at)],
t=0

donde v > 0 es el pardmetro que refleja la aversién al riesgo. El problema de
control éptimo consiste en encontrar la estrategia 7* tal que

L(y) = L(z*,) = fof L(m,7). (2.1)

Teorema 2.1: Si existen un nimero A y una funcién W : X — R tal que
MW() — { ve(w,a) W) p } 9.9
e Join e yEZN e w,y(@) s (2.2)
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1
entonces L(z) = —\ y la estrategia éptima f* € F es tal que
Y

e'YC(le7f* (CC)) Z ew(y) P‘%y(f*(l‘)) — min) {e’Yc(Iva) Z CW(y)P:B,y (a)}

A
yEeN a€A( yeR

La demostracién de este teorema de puede consultar en [7].

Cabe resaltar que el teorema anterior implica que la estrategia Sptima
serd unica, determinista y estacionaria.

Dada g € RY, definimos el operador T : RY — R¥ como sigue

Ty(x) = aeﬂjfx) {’yc(m, a)+ lnyezN eg(y)nyy(a)} (2.3)

y, para cada k > 1 la funcién g € R estd definida por

gr(r) = Tgp—1(z) (2.4)
go=g-

Si consideramos la definiciéon de g y usamos la propiedad de Markov obtene-
mos lo siguiente

k-1

9u(@) = inf In EZeap{ 3~ ve(X1 ) +9(X1) }. (2.5)
t=0

Existe ademés 79 = {n}} € ppu tal que

k—1
g(@) = Y eap{ 3" 1e(Xp ar) + g(Xp) }.
t=0

Dada n9 = {n{} € ppn definimos, para t = 0,1,...,k — 1, la matriz Qf ,(¢)
de dimensiéon N x N de la siguiente manera :

Q4 ,(t) = @@ P, (79 ().

Entonces,
k—1
BT cap{ > velwr ar) + glag) b = Q(0), ., Q7(k — 1)ef () = T{e?(a),
t=0
donde

) i= Q9(0), ..., Q9(k — 1).

Observemos que de la Hipétesis H.1 podemos concluir que I'y, > 0 para k > N.

Recordemos que el Teorema 2.1 nos dice que existe una funcién W (z) y una
constante \ tal que, para todo x € N,

A+ W(z)=TW(x). (2.6)

23



Iteracién de valores. Dada cierta g € RY arbitraria, definimos recursiva-
mente, para x € N

Me() = gr(z) — gr—1(2).

Teorema 2.2: Sean Ay W como en (2.6). Entonces, para cada x € N, A\g(x) —
A cuando k£ — oo. Por otra parte

A
sup | L(z, 7%,v) — —| = 0
z Y

cuando k — oo, con 7 € F tal que

L(r*,v) = inf L(m, ).
TEP

La demostracion de este teorema se encuentra en [1].

En las siguientes secciones utilizaremos los resultados obtenidos hasta ahora
con la finalidad de caracterizar y calcular la estrategia optima de inversién para
un portafolio sensible al riesgo.

2.2. Formulacion del modelo

Sea X un proceso estocastico que describe la evolucion de una clase de factores
econémicos, el cual se modela como una cadena de Markov estacionaria a tiempo
discreto con matriz de probabilidad de transicién @ = (Qz,y) y espacio de estados
finito . Como se mencioné anteriormente, en el mercado existen m activos con
riesgo a los cuales podemos asociar un vector aleatorio Z, de dimension m, el
cual representa el vector de precios relativos durante un periodo de tiempo.
Definimos la distribucién de probabilidad condicional v(z,y,dz), esto es, dado que
X =z y Xi41 = y la probabilidad de que durante el periodo (t,t+1) el vector de
precios relativos sea Zy11 es v(z,y,dz). Finalmente incluiremos una cuenta ban-
caria la cual supondremos que genera una tasa de interés continuo r constante
por periodo, es decir, si se invierte el dia de hoy un peso en esta cuenta dentro de
t periodos se tendrd un total de e!” pesos.

Nota 2.1: Los conceptos descritos a continuacién han sido introducidos pre-
viamente en la seccién 2.1

Sea A, un subconjunto compacto de R™, cuyos elementos a representan los
vectores de acciones admisibles para los activos con riesgo, es decir, el namero
de unidades de cada uno de los activos con riesgo que se han podido adquirir du-
rante el periodo [t, ¢+ 1) con el capital inicial a tiempo t. De lo anterior tenemos
que para cada z € X existe A(z) C A, no vacio, el cual representa el conjunto de
acciones admisibles cuando X se encuentra en el estado z.

Definimos K := {(z,a) : z € X, a € A} como el conjunto de pares admisibles,
Hip1 = Hy x {z1 € X | Ppy (a) > 0,z € Hy,(z,a) € K} para t= 0,1,2,3,....
Diremos m = {m} es una estrategia de control si es una sucesién de kernels
estocasticos en A dado H; que satisface m (A(z) | he) =1 Vhy € Hyyt > 0.
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Denotaremos por g al conjunto de estrategias (o politicas) y diremos que una
estrategia m € p es una estrategia de Markov si existe una sucesion de funcio-
nes {m;} donde 7y : X — P(A) con P(A) el conjunto de medidas de probabilidad
en A, tal que m(z)(A(z)) = 1. Denotaremos al conjunto de estrategias de Markov
como @y, Y 9pm seran el conjunto de estrategias de Markov deterministas,
es decir, aquellas politicas m = {m;} € ps para las cuales m(z) es una medida de
Dirac concentrada en algin punto de A(z). En particular, denotaremos por F al
conjunto de funciones f: X — A tal que f(z) € A(z) para todo = € N. Diremos
que una politica ™ € ppas es estacionaria si existe f€ F tal que m(f(az) | he) =1
Vhy € Hy, t > 0; denotaremos esta politica como f € F.

Definimos V;, el valor del portafolio a tiempo t bajo cierta estrategia 7 y
con estado inicial Xy = x, como:

Vigr = Vi{e" +m 0 (Zi11 —€"1)}. (2.7)

Aqui e representa el producto interno de vectores y 1 hace referencia a un vector
de 1s de dimensién m.

2.3. Planteamiento del problema

Sea 0 € (—o0, 1) el pardmetro que representa la actitud del inversionista con
respecto al riesgo, esto es, mientras mas pequeno sea el valor de € mayor serd la
aversién del inversionista a correr riesgos.

Para cada 6 < 1, con 6 # 0, definimos la funcién de utilidad del valor del
portafolio a tiempo T como
Vi

0
Maximizar el valor esperado de la utilidad de un portafolio se traduce en resolver
el siguiente problema

U(Vr) = (2.8)

sup{ 710V} (2.9)

donde E7 hace referencia a la esperanza condicional dada la estrategia 7y Xo = z.

Ya que 0 toma valores positivos y negativos es posible reescribir la ecuacion
(2.9) de la siguiente manera:

a) para 6 > 0
sup{ E7 [V7]} (2.10)
TEP

b) para 6 <0
inf { ET[VY]}. (2.11)
TEP

Este planteamiento corresponderia a un horizonte de tiempo finito, sin em-
bargo, los criterios de optimizacion en un horizonte de tiempo finito a menudo
conducen a estrategias éptimas en funcion del tiempo, en cuyo caso las dificul-
tades para su calculo pueden ser grandes. La alternativa es utilizar criterios de
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optimizacion en un horizonte infinito, ya que estos ofrecen la posibilidad de con-
ducirnos a estrategias éptimas estacionarias y por lo tanto con menos dificultades
para su calculo. Ademaés, un horizonte de tiempo infinito es con frecuencia muy
apropiado para los problemas practicos de inversién, como por ejemplo, la gestién
de un fondo de inversién. Es por esta razén que nuestro analisis se basard en un
horizonte infinito y en consecuencia el problema a resolver seria el siguiente:

Para 6 > 0
. 1 w0
J(0) = sup lim sup T In E7[Vy] (2.12)
TEp T—o0
mientras que para 6 < 0
. s 1 7y /0
J(0) = ;relgahTHigéf T In ET[V7]. (2.13)

Aqui J(0) representa la tasa de crecimiento ajustada al riesgo de la utilidad es-
perada.

2.4. Optimizacion de portafolios sensibles al riesgo

Para poder calcular la estrategia de inversion que maximice la utilidad espe-
rada del valor del portafolio buscaremos reescribir las ecuaciones (2.12) y (2.13)
de tal manera que podamos hacer uso de los resultados obtenidos en la Seccién
2.1. Comenzaremos definiendo el valor esperado condicional 1f de la siguiente

manera:
0 (3,0) = B2 F0n(ZmT ) (2.14)

Con la intencién de darle sentido a la ecuacién (2.14) y a los resultados que
se presentan a continuaciéon introduciremos la siguiente hipotesis:
Hipétesis H.3:

1. El conjunto de estrategias A esta definido de tal forma que, para cada a € A,
e"+ae(Z—e"l) >0 casi seguramente.

2. Para cada 2,y € R y a € A la esperanza condicional pu(z,y,a) existe y es
finita.

3. Vo =1.
También definiremos la probabilidad de transicién

Q%y:ue(xiy’ CL)
ZseN QI,S”H(:E;& CL)

A
P%y =

(2.15)

y el costo en un periodo

A, a) = éln (Z Quytt (2,5, a)). (2.16)

sEN

1
Sea J*(0) = EJ(G). Recordemos que J(#) depende de la naturaleza positiva

o negativa de 6, por lo tanto J*(0) se puede escribir de la siguiente manera:
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a) para 6 > 0

1 11
J*(0) = = sup limsup — ln E™[VE] = suplimsup - — In ET[V{] (2.17)
0 TEP T—o0 T mep T—oo 0T
b) para 6 < 0
« 1 T 11 /0
J*(0) = i ;Ielgthi}lOIéf —InET[VY] = 71TI€1£)11T111>1OI<1)f T In E7[V7]. (2.18)

Tras algunos calculos que implican esperanzas condicionales podemos expresar
nuestra tasa J*(0) de la siguiente manera:

a) para 6 > 0
11 -
J*(0) = sup lim sup 9T In E7[ef i Ce(Xt’“t)], (2.19)
TEpP T—oo
b) para § < 0
* - w0 T (Xyme)
J*(0) = ;relg)hTrgloréﬂ ‘TlnE e’ &t=0 1, (2.20)

donde los cambios de notacién a Eg"’ y (X3, m;) se hacen con la finalidad de
mantener la informacién ordenada.

Observemos que (2.20)y (2.1) implican que:

J*(0) = —L(6). (2.21)

Ahora que hemos logrado expresar nuestro problema en términos de lo esta-
blecido en la Seccién 2.1, es necesario hacer algunas hipédtesis adicionales con la
finalidad de que J* cumpla con lo establecido en H.1 y H.2.

Hipétesis H.4:

1. Para todo z,y € X, la esperanza condicional u(z,y,a) es estrictamente
positiva.

2. La matriz Q es irreducible.
3. Para cada z€ N, Qz 4 > 0.
Ahora que J* cumple con H.1 y H.2 podemos hacer uso de los Teoremas 2.1

y 2.2 los cuales establecen lo siguiente:

Para 0 < 0, existe un niimero A y una funcién W : X — R tal que

- i { e )

e)\JrW(:E)

1
Ademas, J*(0) = 5)\ con f* € F la estrategia 6ptima de inversién para J*(6),

es decir:

W@ =N " Qu il (2, y, £7(x))eV W),

yEeN
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Hasta ahora hemos logrado caracterizar la solucién a la ecuacién (2.20). Para
(2.19) explotaremos la teorfa desarrollada para matrices no negativas y asi busca-
remos una solucién directa, al menos en el caso donde las estrategias admisibles
son de Markov y deterministas.

Definimos para toda f€ F la funciéon matriz cuadrada
B'(f) := {Quyr’ (z,9.f(x))}. (2.22)

con z,y € N.

Lema 2.1:Dada la estrategia © = (fo, f1, fa,..) € ppum, entonces, ET[VE] =
ET[e? (V1)) es igual a la suma de los elementos en el renglén = de la matriz

BY(fo)B?0(f1).-B®(fr-1).

Demostracion. Basta con demostrar, por medio de induccién, que para cada
m = (fo, f1, f2,...) € ppar se cumple lo siguiente

B[00V Xy = i, Xp = j]P(Xo =i, X7 = j) = B)}"

para todo ¢, j € Ny para todo tiempo T, donde ij’T denota el elemento en el
renglén i y la columna j de la matriz B?(fo)B%0(f1)...B?(fr_1).

Para T=1 ocurre

Em !Xy =i, X| = j]P(Xo =i, X1 = §)

= B[ )| Xy =4, X1 = j]Qi;

= Qi [P Vu(i, 5, df) = p0(i, 5, f(0)Qij = BY;.

Por el paso de induccién suponemos que se cumple para T-1. Entonces
ET[eM(V1)| X = i, X7 = j]

= Er[efn(Vr-1)

x ef e +Hfr1(Xr-1)(Zr—1—e"D)| X = Xp = j]

= E7[E7[ef n(Vr-1)

x e (e fr1(Xr-0)(Zr=e"))| Xy = i, Xp_1, X7 = j]| X0 = i, X7 = j]
= ET[E™[?(VT-1) | Xo = i, Xp_1]

<p¥(Xr-1,j, fr-1(X7-1))| Xo = i, X1 = j]

= S BT X = i, Xr oy = K]

xpu(Xr_1,4, fr—1 = k)P(X7_1 = k| Xo = i, X7 = j)]
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pero

P(X7_1 =k, Xo=1,X7 = j)

_ P(Xo=1i,X71=Fk)Qx;j
P(Xo=1i,Xr =7j)

y por el supuesto sabemos que se cumple lo siguiente
Em[ef(Vr-1)| X = i, Xp_y = K|P(Xo =i, X7 = k) = B!
Sustituyendo nos queda de la siguiente manera:

BY 0k, g, fr—1 (k) Qu;
ET O0ln(Vp_1) X0 =i X = i] = Zk ik S J
e | Xo =i, X7 = j] P(Xo =i, X1 = j)

0,7—1
_ >k Bik ng
P(Xo=1,X7=j)

g

Para facilitar la demostracion de la siguiente proposicién es necesario recordar
que, en vista de que la matriz By(f) es no-negativa, irreducible y no periédica,
sabemos que existe un radio espectral positivo, el cual denotaremos como ¢y; a
este corresponde un eigenvector estrictamente positivo. Ademas, si ¥ es cualquier
otro eigenvalor, ocurre que ¢ > ||, y su correspondiente eigenvector no serd es-
trictamente positivo.

Proposicion 2.1: Supongamos que existe un numero ¢ estrictamente po-
sitivo, un vector columna v estrictamente positivo, y alguna f* € F tal que:
ov = BY(f*)v > BY(f)v para toda f € F. Entonces J(0) = Ing y la estrategia
f* es optima.

Demostracion. De los supuestos tenemos que:

pv=B’(fy)v > B(fu)v, (2.23)
paran =0,1,2,....

En particular, si tomamos n=1 obtenemos

v > BY(fi)v.

Ahora, si multiplicamos ambos lados de la desigualdad anterior por BY(fy) y
después aplicamos la desigualdad (2.23) con n=0 tenemos que

¢*v > BY(fo) B’ (f1)v-

Se vuelve evidente que a través de la induccién es facil demostrar que
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" > BY(fo)B?(f1)BO(f2)...B?(fo) B (fu)v, n=0,1,2, ...

Por el Lema 2.1,

pTu(x) > Ef[e’™V]u(z)

Ting + Inv(z) > In EX[/VD)] 4+ Inv(z).

Por lo tanto, de la ecuacién (2.12), concluimos que
J(m,0) <lnep.

Ya que 7 fue escogida arbitrariamente, esta desigualdad funciona para todas
las estrategias de Markov deterministas.

Atn nos falta demostrar que la igualdad se cumple cuando © = f*. Para esto
definimos C' := ga_lBe( f*), una matriz con radio espectral 1. Sabemos que CT
la T-ésima potencia de C, converge a una matriz estrictamente positiva cuando
T — oo. Este resultado se puede consultar en [15]. Esto nos dice que In(CT1(x))

1
también converge Vz € XN, en tal caso, T In(CT1(z)) converge a cero. Entonces,

por el Lema 2.1
In B [e?00)] = In[BO(£*)]T1(x)
= In[eC)T 1(z) = Ting + In CT1(x).
Esto implica que
J(f*,0) =limsupp_,o %(Tlmp +InCT1(x))

11
= Iny + limsupy_, aT In CTl(l‘)) = .

Proposiciéon 2.2:
© = sup py.
fer

Demostracion. Escogemos arbitrariamente f € F, sea w el eigenvector co-
rrespondiente al radio espectral ¢r; definimos ¢, v y f* tal como se hizo en la
proposicién 2.1. Ya que sabemos que w y v son estrictamente positivos entonces
podemos asumir, sin perdida de generalidad, que v > w. Entonces, por (2.23)
tenemos

pyw = B%(f)w < B’(f)v < B’(f*)v = pv.

Tras aplicar un sencillo argumento de induccién obtenemos la siguiente de-
sigualdad
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Prw < v vn.

Ya que f fue elegida arbitrariamente, podemos afirmar que esta desigualdad
se cumple Vf € F. Por lo tanto

© = sup ;.
fer
g

Sea A = In . Por lo tanto, si para 6 > 0, f* € F es la estrategia de inversién
6ptima, entonces A = J(6). Con esto concluimos la discusién sobre la optimalidad
de nuestra solucién.

Definamos ahora el valor de iteracién y el operador T? para nuestro portafolio
de la siguiente manera:

a) para 6 > 0

T%¢%(2) := supIn Z Quyt®(,y, a)egg(m)
a€A yer

b) para 6 < 0

’ 0 xT
T°9%(x) = fnf In Y " Quypt’(z,y, a)e” ).
yeN

Usaremos el superindice 0 para enfatizar la dependencia de la solu-
cién con respecto a este parametro.

De manera vectorial, podemos reescribir esta ecuacién como:

a) para 6 > 0

T%g := supIn Ba(f)ege
fer

b) para 6 < 0
Teg = inf In B?(f ed’.
}EF ( )

Como ya se explicd en la Seccién 2.1, dado gg : N — R arbitrario, el valor de
iteracién esta definido recursivamente por:

a) para 6 > 0

gr =T%g = supIn B(f)edk—1
fer

b) para § < 0
=T% = if In B(f)e 1.
gk g = fnfln (f)e

La sucesién definida por A\g(z) := gg(z) —gr—1(x) converge a A cuando k — oo.
Para cada x € Ny z € N arbitrario y fijo ocurre que g, — W(z) — W(z) cuando
k — oo.

Este algoritmo nos permite calcular la estrategia 6ptima f* € F. En la siguien-

te seccién se presentan un par de ejemplos numéricos que nos permitiran ilustrar
la manera en que funciona.
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2.5. Ejemplos numéricos

Ejemplo 1: Consideremos un portafolio con las siguientes caracteristicas:
» XN =(1,2).

= Hay un activo con riesgo.

= r=0.

» §=-3.

= La matriz de probabilidad de transiciones es
( 0.8 0.2 )
Q= ( 0.3 0.7/°

= La distribucién de probabilidad condicional asociada al precio de los activos
es:
v(1,1,1.1)=1 »(1,2,0.7)=1
v(2,1,0.6) =1 v(2,2,1.2)=1

Esto es, si el precio inicial es S, entonces después de un periodo el precio
puede ser 1.15,0.75,0.65, 6 1.25.

Calcular la estrategia de inversién éptima para este portafolio.

Solucion: Empecemos definiendo el conjunto A, de la hipétesis H.3 inciso 1
tenemos que
e"+ae(Z—-¢€"1)>0

para todo a € A y para los cuatro posibles valores de Z. Por lo tanto:
—-5<a<2.5

Ya que A debe ser un conjunto compacto podemos asumir que A=[—4,2].

Las ecuaciones explicitas de la esperanza condicional p?(z,y,a) son

Me(l’ 1, a) — ¢—3In(1+0.1a) M&(L 2, a) — ¢—3In(1-0.3a)
M9(27 1, CL) — ¢—3In(1-0.4a) ’u9(27 2, a) — ¢—3In(1+0.2a)

Por lo tanto, la matriz BY(f) es de la forma:

0 0.8 3(1+0.1f(1)) (), 2e—3In(1-0.3f(1))
BY(f)= 0.3e3m(1-04f(2)) (y, 7¢-3Wn(140.2f(2)) / *

Para encontrar la estrategia éptima implementaremos el algoritmo de itera-
cién descrito en la seccién anterior empezando con gg = 1 y utilizando la funcién
solver de la hoja de cdlculo Excel.

Tras siete iteraciones, las proporciones éptimas obtenidas para el activo con

riesgo convergen a 0.1766 y 0.0638 para los estados 1 y 2, respectivamente.
El valor de A(—3) converge a —0.00546563, por lo tanto, la tasa de crecimiento
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esperada J(—3) = 0.00546563.

Ejemplo 2: Para este ejemplo consideremos el portafolio descrito en el ejem-
plo anterior con 8 = 0.9.

Calcular la estrategia de inversién éptima para este portafolio.

Solucion: Definamos el conjunto A: de la hipétesis H.3 inciso 1 tenemos que
e€"+ae(Z—¢€"1)>0
VYa € A y para los cuatro posibles valores de Z. Por lo tanto:
—-5H<a<2.5

Ya que A debe ser un conjunto compacto podemos asumir que A=[—4, 2].

Observemos que el conjunto resultante es el mismo que en el ejemplo anterior,
esto se debe a que el conjunto A no depende del parametro de riesgo.
Las ecuaciones explicitas de la esperanza condicional pf(z,y,a) son

,ue(l, 1,0) = £0:91n(1+0.1a) MH(L 2,a) = £0-91n(1-0.3a)
MG(Q, 1, a) — ¢0-91In(1-0.4a) N0(27 2, CL) — ¢0-91In(1+0.2a)

Por lo tanto, la matriz B(f) es de la forma:

, 0. 8e0-9IM(1+0.1f(1)) (), 90:9In(1-0:37(1))
B%(f)= 0.3e09M(1-0:4f(2)) () 7,09In(1+0.2/(2)) ) *

Al igual que en el ejemplo 1 implementaremos el algoritmo de iteracién des-
crito en la seccién anterior empezando con gy = 1 y utilizando la funcién solver
de la hoja de cédlculo Excel para encontrar la estrategia 6ptima.

Tras siete iteraciones, las proporciones 6ptimas obtenidas para el activo con
riesgo convergen a 2 y 1.7749 para los estados 1 y 2, respectivamente. El valor
de A(0.9) converge a 0.02988145, por lo tanto, la tasa de crecimiento esperada
J(0.9) =0.02988145.

Observemos que para el mismo portafolio J(0.9) > J(—3), esto nos dice que
el parametro de riesgo influye sensiblemente en la tasa esperada de crecimiento.
Por lo tanto podemos concluir que la tasa esperada de crecimiento es proporcional
al nivel de riesgo que el inversionista este dispuesto a correr.
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Capitulo 3

Manejo 6ptimo de
rendimientos

A lo largo de este capitulo buscaremos establecer una relaciéon de dualidad
entre el problema de maximizar la utilidad esperada del valor de un portafolio y
el de maximizar la probabilidad de que la tasa de crecimiento de un portafolio se
encuentre por encima de cierto umbral k. Esta relacién nos permitira, utilizando
los resultados obtenidos en el Capitulo 2, acotar superiormente la probabilidad
mencionada y asi encontrar la estrategia de inversién que la maximice.

3.1. Especificaciones del modelo

A continuacién se presentan las caracteristicas principales del modelo con el
cual vamos a trabajar a lo largo de este capitulo, asi como un resumen de los
elementos introducidos en el Capitulo 2.

= Sea X un proceso estocastico que describe la evolucién de una clase de
factores econémicos, el cual se modela como una cadena de Markov estacio-
naria a tiempo discreto con matriz de probabilidad de transicién @ = Q4
y espacio de estados finito N.

s Trabajaremos con m activos con riesgo a los cuales asociamos un vector Z,
de dimension m, el cual representa el vector de precios relativos durante
un periodo. Aunado a este vector tenemos la distribucién de probabilidad
condicional v(z,y,dz).

s Incluiremos también una cuenta bancaria la cual gana una tasa de interés
r constante por periodo.

= Sea A un subconjunto compacto de R™ cuyos elementos representan los
vectores de acciones admisibles para los activos con riesgo. Para cada
x € N existe A(z) € A, no vacio, el cual representa el conjunto de acciones
admisibles cuando el proceso de factores econémicos X se encuentra en el
estado z.

» Definimos K := {(z,a) : 2 € X, a € A} como el conjunto de pares admisibles,
Hy =Ny Hypq = H x {x1 € X | Pyg(a) > 0,2 € Hy, (x,a) € K} para
t=0,1,2,3, ...
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Diremos que m = {m;} es una estrategia de control si es una sucesién de
kernels estocasticos en A dado H; que satisface

T (A(we)|he) =1

para toda hy € Hy cont =0,1,2,3, ...

= Denotaremos por g al conjunto de politicas o estrategias de inversién. Di-
remos que 7 € p pertenece al conjunto de estrategias de Markov (o)
si existe una sucesién de funciones {m;} donde 7 : X — P(A), con P(A) el
conjunto de medidas de probabilidad en A, tal que, m(a)(A(x)) = 1. Deno-
taremos por ppys al conjunto de estrategias de Markov deterministas.
Sea F el conjunto de funciones f : X — A tal que f(x) € A(x) para todo
x € N. Diremos que una estrategia m € ppys es estacionaria si existe f € F
tal que my(f(xy)|hy) = 1 Vhy € Hy con t = 0,1,2,3,... Denotaremos esta
estrategia como f € F.

= Definimos el valor del portafolio a tiempo t, bajo la estrategia 7 y con
estado inicial Xy = z, de la siguiente manera:

V;H*l = V}/{er + T @ (Zt+1 — €T1)}
donde e representa el producto interno de vectores y 1 denota un vector de
1s de dimension m.

» Sea f € (—o0, 1) nuestro pardmetro de riesgo, el cual representa la actitud
del inversionista con respecto al riesgo.

Ahora que conocemos las caracteristicas méas importantes del modelo, defini-
remos el problema que nos interesa resolver.

3.2. Planteamiento del problema

El problema de minimizar las pérdidas de un portafolio de inversién, para un
horizonte de tiempo finito T, consiste en
min PV} < k], (3.1)
TEP
donde k representa un objetivo fijado por el inversionista. En vista de que nuestro

proposito es trabajar con un horizonte de tiempo T grande, la variable de nuestro
estudio serd la tasa de crecimiento del portafolio, la cual definimos como:

In V7
b T
= —. 3.2
e (32)
Una vez definida L7, podemos escribir (3.1) de la siguiente manera:
inf liminf P[L7T < k. (3.3)

TEP T—o0

Ademads, nos interesa estudiar (3.3) para valores de k tales que P[L}. < k] es
pequena, es decir, estamos tratando con un evento de rara ocurrencia. Desde el
punto de vista del inversionista la ocurrencia de este tipo de eventos no le es favo-
rable, ya que implica pérdidas significativas. La teoria para grandes desviaciones
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es la encargada de estudiar este tipo de eventos. Cuando se considera un evento

. . 1 -
de rara ocurrencia nos referimos a eventos para los cuales TZnP[A] es de tamano

moderado cuando T" — oo.
Considerando lo anterior, podemos expresar (3.3) de la siguiente manera:

1
inf liminf — In P[L7 < k. 4
fnf timinf 7 In PILT < &] (34)

Por otra parte, sabemos que
P[Lf < k] = 1 - P[L} > K,

por lo tanto

inf P[LT < k| (3.5)
TEP

es equivalente a
sup P[LT > k. (3.6)
TEP

De lo anterior podemos concluir que:

1
inf liminf — In P[LT < k]
TEP T—o00

es equivalente a:

sup lim sup 1 In P[LT > k. (3.7)
TEp T—oo
En las siguientes paginas de este capitulo desarrollaremos una metodologia
que nos permitird acotar la probabilidad expresada en (3.7) y posteriormente en-
contrar la estrategia de inversién que nos permita maximizar el valor de esta cota.
Para esto estableceremos una relacién dual entre (3.7) y el problema de maximizar
la utilidad del valor esperado de un portafolio de inversion sensible al riesgo, es
decir, probaremos que para cada k > 0 existe 0 < 6 < 1 tal que la estrategia que
maximiza la esperanza de la utilidad a largo plazo con parametro de riesgo 8 = 6y,
es la estrategia que nos permite maximizar la cota superior de (3.7).

Lo anterior es equivalente a afirmar que la estrategia que debe seguir un in-
versionista que quiera maximizar la cota superior de la probabilidad de que la
tasa que genere su portafolio esté por encima de cierta tasa k es la misma estra-
tegia que debe seguir un inversionista, cuyo parametro de riesgo es 6y, al buscar
maximizar la utilidad esperada de su portafolio.

3.3. Resultados Principales

En el capitulo anterior se presenté un modelo que permite maximizar la uti-
lidad esperada del valor de un portafolio de inversién. Este modelo nos permite
resolver, a través de algoritmos de programacién dinamica, el siguiente problema:

1 ”
A(6) = suplimsup — In ET[e? 12 V7]. (3.8)
TEpP T—o0 T

Los resultados presentados a continuaciéon nos permitiran relacionar el pro-
blema de maximizar la utilidad esperada de un portafolio de inversiéon cuando el
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pardmetro de riesgo estd en el intervalo (0,1) con el problema de maximizar la
cota superior de (3.7). Con esto se pretende encontrar una estrategia éptima (o
cercana a la 6ptima) para este tltimo, partiendo de los resultados obtenidos en el
Capitulo 2.

Nota 3.1: Para facilitar las demostraciones que se presentan a continuacién
es necesario tener en cuenta lo siguiente:

1. Algunas propiedades aritméticas de los limites que se presentan en [10] son:

limsup(f(z) + g(z)) < limsup(f(x)) + limsup(g(z))

lminf(f(z) +g(x)) = lim inf(f(z)) + lim inf(g(x))
limsup(—f(z)) = — Uminf(f(z)).

2. Algunas propiedades aritméticas de infimos y supremos que se presentan

en [10] son:
sup(f(z) + g(x)) < sup(f(z)) + sup(g(z))
zeX zeX zeX
sup(—f(z)) = — mf (f(2)).
reX z€

3. Sea (X,<, 1) un espacio de medida y seap > 1, g < oocon 1/p+1/q=1.
Entonces, para toda funcién medible de valores reales o complejos f y g sobre
X, la desigualdad de Holder establece que:

1fglle < 1 1pllglly:

4. Sea X una variable aleatoria, entonces, para toda ¢ € R la desigualdad de
Chebyshev establece que

P[X >¢] < e E[e'X] con t > 0.
Lema 3.1: La funcién A definida en (3.8) es convexa en 6 € (0,1).

Demostracion. Para m € p fija, probaremos que para cualesquiera «, 5 € (0,1)
y para todo € € (0,1) se cumple que

Aea+ (1 —¢)B,m) <eAla,m) + (1 —e)A(B, 7).

1 1
Sean f = [V/]5®, g = [V7|0=98 p=Zyq= 1o entonces, la desigualdad
€ —€
de Holder nos dice que:

EZ[(V)et 8] < {EF (V) B BRIV 1),
Aplicando el logaritmo natural en ambos lados de la desigualdad tenemos que
In B (V) U2%] < el EF[(V7)®] + (1 — &) n EZ[(V;7)"],

y dividiendo entre T,

1 s T\EQ —& 1 s mT\X 1 ™ s
S BTV 099 < e BI(VF)*] + (1 — &) BI[(V7)?).
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Tomando ahora el limsupy_,, en ambos lados de la desigualdad obtenemos

1 1 1
limsup - In E7[(V;7)*+077] < lim sup {Teln (V) ]+ 7 (1=2) In Ej;[(vt”)ﬁ]}.

T—o0 T—o0

Recordemos que:

lim sup {%eln ET[(V)] + %(1 —¢)In E;[(Vtﬁ)ﬁ]}

T—oo

1 1
< limsup —eIn ET[(V;)] + limsup — (1 — €) In ET[(V;")?],
T—o00 T T—00 T

por lo tanto
lim sup 1 In ET[(V7)=* =98] < lim sup %sln EZ (V)] + lim sup %(1 —e)In ET[(V[)?).

T 00 T T— o0 T— o0
(3.9)

Observemos que

1 ™ 1
A(ea+(1—€)B,m) = lim sup T In BT [eleet(=2)BImVE] — jim sup T In ET[(VF)eet(=2)8],

T—o0 T—o00

1 ™ 1
Ao, 7) = limsup T In E;[eaanT} = lim sup T In ET[(VF)],
T—o00 T—o0

1 ~ 1
A(B, ) = limsup T In E7[e? 10 V7] = lim sup T In ET[(VE)P].

T—o0 T—o00

Por lo tanto podemos escribir (3.9) de la siguiente manera
Aea+ (1 —¢)8,7m) <eAla,m) + (1 —e)A(B, 7). (3.10)

Ya que 7 fue escogida arbitrariamente podemos afirmar que este resultado se
cumple para toda 7 € p.

0

Transformada de Fenchel-Legendre. Dada 7 € p fija, la transformada de
Fenchel-Legendre [14] de A : (0,1) — R esta definida, para toda k& > 0, por

AN (k,m):= sup {0k —A(0,7)}. (3.11)
0e(0,1)

Corolario 3.1: A* es una funcién convexa.

Demostracion. Sabemos de [14] que si A es una funcién convexa, entonces, la
transformada de Fenchel-Legendre de A, A*, es una funcién convexa. Del Teorema
(3.1) tenemos que A es una funcién convexa, por lo tanto, A* es convexa.

0

Con la intencién de darle sentido a los resultados presentados a continuacién
introduciremos la siguiente hipotesis:

Hipétesis H.5
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1. Suponemos que existe 6, tal que

Ok — A0, ") = sup {0k — A(0,7%)}
0e(0,1)

donde 7* es la estrategia de inversiéon éptima para A(6y).

El siguiente teorema nos permite relacionar el problema de maximizar la uti-
lidad esperada de un portafolio de inversion sensible al riesgo con el problema de
maximizar la cota superior de la probabilidad expresada en (3.7). A través de esta
relacion es posible calcular la estrategia de inversién que maximiza esta cota.

Teorema 3.1: Dada k > 0 fija

1
suplimsup — In P[LT > k] < —A*(k,7"). (3.12)
TEp T—o0 T

Demostracion. Para k € (0,1) y m € p fijas, tenemos que
P[LE > k] = P[T'InV} > k] = P[InVF > Tk).
Por otro lado, desigualdad de Chebyshev establece que
P[X > ¢] < e E[e!X], con t > 0.
Aplicando este resultado a LT, cont = 0T y € = k, obtenemos la siguiente relacién
PILE > k] < e TR ET[?™mVT] con 6 € (0,1).

Al aplicar el logaritmo natural en ambos lados de la desigualdad tenemos que,
con € (0,1)
In P[LY > k] < —0Tk + In ET[e/2V7) (3.13)

y dividiendo entre T,
flnP[LZ} > k| < -0k + flnEg[e "Y1 ], con 6 € (0,1).
Tomando ahora el limsupr_,., en ambos lados de la desigualdad obtenemos

1 1 i
h'msupf]nP[ 7{1 > ]{] < ]fmsup ( — 0k + fIIIEJ';T[eelrl‘/T])’

T—00 T—o00

con 6 € (0,1). Note que 0k no depende de T, entonces podemos reescribir la
desigualdad de la siguiente manera:

1 1 ~
lim sup TlnP[L% > k] < —0k + lim sup (TlnE;f[emnVT]).

T—o00 T—o0

Sabemos que ambas ecuaciones estan bien definidas para toda w € p, por lo
tanto podemos maximizar sobre 7

1 1 ~
sup limsup — In P[LT > k] < sup ( — 0k + lim sup (—lnEg[eeanT])).
TEP T—oo T TEP T—00 T

Como 0k no depende de 7, la desigualdad anterior se puede escribir como
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1 1 ~
suplimsup — In P[LT > k] < —0k + sup limsup (— In E;f[emnVT]).
Tep T—o0 TEP T—o0 T

1 n .
Ya que la ecuacién —0k +sup, ¢, limsupy_, (f In ET [0 V7 ]) estd bien de-

finida para 6 € (0,1), podemos minimizar esta expresién con respecto a . Ob-
servemos que el lado izquierdo de la desigualdad es independiente de 6, por lo
cual

1 1 ™
suplimsup — In P[LT > k] < inf (—Qk—i—suplimsup (—lnE;r[emnVTD).
mep T—soo 1 0€(0,1) T€p Tooo T

La ecuacion anterior es equivalente a

1 1 7r
suplimsup — In P[LT > k] < — sup («9k — sup lim sup (— In EﬂeeanTD).
mEp T—o0 0€(0,1) m€p T—oo 1

Observemos que
. . 1 71 0l VE
A(0, ) = sup lim sup (T InE7[e T]),
wep T—oo
por lo tanto

1
suplimsup — In P[LT > k] < — sup (0k — A(0, 7)),
T€P T—oo T 0€(0,1)

y usando H.5,

1
suplimsup — In P[LT > k] < —A*(k,7").
Tep T—o0 T

g

Ahora que conocemos estos resultados, estudiaremos sus aplicaciones précti-
cas, en los casos especificos del VaR y los Fondos de Pensiones.

3.4. Aplicaciones al VaR

Definamos la funcién de pérdida de la siguiente manera:

InVE
LY = T
T T

Considerando un horizonte de tiempo a largo plazo y dado cierto nivel de
confianza « € (0,1) fijo nuestro objetivo consiste en encontrar [ tal que

1
inf lim inf — In P[L7 In(1 — o).
sl g PG = < Inl =)

Empecemos considerando lo siguiente:
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De la ecuacién (3.13) tenemos que, con 6 € (0,1):
In P[LY > k] < —0Tk + In ET[e/2V7]

Tomando ahora el liminfr_,,, en ambos lados de la desigualdad obtenemos

1 1 ,
liminf — In P[LF > [] < liminf ( — 0l + TlnEﬂeGanTo,

T—o00 T—o0

con # € (0,1). Note que 6l no depende de T, entonces podemos reescribir la
desigualdad de la siguiente manera:

s 1 T P 1 T nV7x
hmlnfflnP[ 7> 1] < =0l + lim inf (TlnEgc[e‘s'1 VT]).

T—00 T—o0

Sabemos que ambas ecuaciones estan bien definidas para toda m € p, por lo
tanto podemos minimizar sobre 7

RPN ) e nV
%Ielfpl%lo%fflnp[ T > S;ré};)(—el—i—l%gf (flnE;r[eel VT])>7

notando que Ak no depende de 7, la desigualdad anterior se puede escribir como

p .. 1 T . s 1 T Gan’T)
— < — — .
;Iég liminf — In P[L} > [ 0l + 71rr€15f0 lim inf ( In E7[e” VT

1 T .

Ya que la ecuacién —61 + inf ¢, liminf7_, (f In E7 [69 In V7 ]) estd bien defi-
nida para 6 € (0,1) entonces podemos minimizar esta expresién con respecto a 6.
Observemos que el lado izquierdo de la desigualdad es independiente de 6, por lo
tanto

; s 1 T ’ ’ /. 1 Oln V.
_ < _ _ s n .
;relfphmlnf 7 In P[LT > ] ee%f,l) ( 0l —I—;Iéfphmlnf (T InE7[e T]))

Ahora que logramos construir una metodologia que nos permite calcular el
VaR en un horizonte de tiempo a largo plazo presentaremos un ejemplo numérico
que nos permita aplicarlo.

Consideremos el portafolio de inversién presentado en el Capitulo 2, el cual
cuenta con las siguientes caracteristicas:

» X =(1,2).
= Hay un activo con riesgo.
= 1=0.

= La matriz de probabilidad de transiciones es

o-( 0802,
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s La distribucion de probabilidad condicional asociada al precio de los activos
es:

(

o(1,1,1.1) =1 v(1,2,0.7) =1
v(2,1 1 . 1

1,1,1.
2,1,0.6) =
Esto es, si el precio inicial es S, entonces después de un periodo el precio

puede ser 1.15,0.75,0.65, 6 1.28S.

Haciendo uso de la metodologia desarrollada en el Capitulo 2 y de la funcién
solver de la hoja de célculo Excel se calculé el VaR, para distintos valores de a.
Los resultados obtenidos se presenta a continuacién.

Caso 1: «=0.99
= 0; =0.999987585 es tal que

; s 1 71,0 InV7E )i| _
71rr€1£) [lﬁgf (T In E7[e T | 6;l =1n(0.01).

= Las proporciones 6ptimas obtenidas para el activo con riesgo convergen a
0.3465 y 0.1268 para los estados 1 y 2, respectivamente. Estas conforman
la estrategia de inversién 6ptima (o cercana a la éptima) 7*.

s VaRyg9 = 4.608823678.
Caso 2: «=0.95

s 0; =0.999984251 es tal que

fnf [Hmmf (%lnEg[eal ln‘/%’])} — 6,1 = 1n(0. 05).

TEP L T—o0

s Las proporciones 6ptimas obtenidas para el activo con riesgo convergen a
0.3465 y 0.1268 para los estados 1 y 2, respectivamente. Estas conforman
la estrategia de inversién 6ptima (o cercana a la éptima) 7*.

s VaRpg95 = 2.999375568.
Caso 3: o =0.90

s 0, =0.999984251 es tal que

inf [Hmmf (%mEj;[e@l ln"f]ﬂ — )l =1n(0.1).

wep L T—oo

= Las proporciones 6ptimas obtenidas para el activo con riesgo convergen a
0.3465 y 0.1268 para los estados 1 y 2, respectivamente. Estas conforman
la estrategia de inversién 6ptima (o cercana a la éptima) 7*.

L VCLR()_QO = 2.306217744.
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3.5. Aplicaciones a fondos de pensiones

Retomemos el Ejemplo 1.1:

Juan contrata un plan de pensiéon de contribuciéon definida. La tasa de
contribucién es fijada bajo los siguientes supuestos:

1. Las contribuciones mensuales son fijadas como un porcentaje de la tasa de
crecimiento salarial.

2. Las contribuciones son invertidas y ganan una tasa de interés del 0.10 efec-
tiva anual.

3. La escala de crecimiento del salario esta definida por s, = 1.045% y el salario
crece de manera continua.

4. Juan decide que al momento del retiro contratara una anualidad vitalicia
vencida y pagadera anualmente. Se fija el precio de la anualidad en 14.43657.

Al dia de hoy Juan tiene 25 anos y tres meses, calculamos la minima tasa de
contribucién requerida para obtener una tasa de reemplazo del 0.7 tomando en
cuenta que Juan planea retirarse dentro de 34 afnios y 6 meses.

Tras realizar algunos calculos concluimos que la tasa minima de contribucién
ascendia a 0.1044.

También se calculo la tasa minima de contribucién en caso de que la tasa de
interés que ganaran las contribuciones al ser invertidas fuera de 0,08. En este caso
la tasa minima de contribucién resulto ser igual a 0.1541.

Este ejemplo nos muestra lo sensible que es la tasa de contribucién a los cam-
bios en la tasa de interés que ganan las contribuciones al ser invertidas.

Ahora supongamos que invertimos las contribuciones en el portafolio descrito
en los ejemplo del Capitulo 2, el cual presenta las siguientes caracteristicas:

» XN =(1,2).
= Hay un activo con riesgo.
s r=0.

s La matriz de probabilidad de transiciones es
( 0.8 0.2 )
Q—( 0.3 0.7/

s La distribucion de probabilidad condicional asociada al precio de los activos
es:

(1,
(2,
Esto es, si el precio inicial es S, entonces después de un periodo el precio
puede ser 1.15,0.75,0.65, 6 1.25.

L,1.1)=1 v(1,2,0.7) =1
1 1 1

v 1
v(2,1,0.6) =
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Calculemos ahora la estrategia de inversién éptima (o cercana a la éptima)
que permita maximizar la probabilidad de que la tasa de rendimiento del porta-
folio este por encima del 0.1. Recordemos que las cotizaciones de un fondo de
pensiones estan invertidas a largo plazo, por lo tanto, podemos hacer uso de los
resultados obtenidos en este capitulo.

Sea
x  ImVp
T
la tasa de crecimiento de nuestro portafolio, calculemos entonces

1

suplimsup — In P[LT > 0.1] < —A*(0.1)
TEP T—o0 T

donde

A*(0.1) = sup [0.10 — A(6)]
0e(0,1)

1 T
A(6) = sup lim sup 7 In E7[e? I VF).
Tep T—oo
Utilizando la funcién solver de la hoja de célculo Excel obtenemos los siguien-
tes resultados:

s 6.1 = 0.900901872 es tal que

sup [0 160 — A(G)] =0. 100_1 — A(ggl)
0e(0,1)

= Las proporciones 6ptimas obtenidas para el activo con riesgo convergen a
2 y 1.7840 para los estados 1 y 2, respectivamente. Estas conforman la

estrategia de inversién 6ptima (o cercana a la éptima) 7*.

« 0.16; — A(6) = 0.060128581 por lo tanto

1 «
lim sup T InP[LT >0.1] < —0.060128581.

T—o0
Ya que la ecuaciéon anterior expresa el logaritmo natural de la probabi-

lidad podemos concluir que probabilidad estd acotada superiormente por
0.941643448.

i, Cémo cambiaria la estrategia de inversién si el rendimiento esperado del
portafolio en el cual invertimos las contribuciones fuera 0.08 ?

Para saber esto es necesario resolver la siguiente ecuacién

1

sup limsup — In P[LT. > 0.08] < —A*(0.08)
TEP T—o0 T

donde

A*(0.08) = sup [0.080 — A(0)]
0e(0,1)

1
A(0) = sup lim sup 7 In BT [/ V7],
Tep T—oo

Utilizando la funcién solver de la hoja de célculo Excel obtenemos los siguien-
tes resultados:
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m Go.0s = 0.862861676 es tal que

sup [0.10 — A(6)] = 0.08600.08 — A(6o.08)-
0e(0,1)

= Las proporciones 6ptimas obtenidas para el activo con riesgo convergen a
2 y 1.4517 para los estados 1 y 2, respectivamente. Estas conforman la
estrategia de inversién éptima (o cercana a la éptima) 7.

» 0.16; — A(6) = 0.042381114 por lo tanto

1 x
lim sup T In P[LT >0.1] < —0.042381114.

T—o0

Ya que la ecuacién anterior expresa el logaritmo natural de la probabilidad
podemos concluir que nuestra probabilidad esta acotada superiormente por
0.958504412.

Observemos que el parametro de riesgo 0p.1 > 6o.08, esto nos dice que mientras
mayor sea la tasa de crecimiento minima esperada, mayor serd el nivel de riesgo
que el inversionista deberd estar dispuesto a correr. Por otro lado, mientras mas
grande sea la tasa minima esperada, mas pequena sera la probabilidad de que la
tasa de crecimiento del portafolio se encuentre por arriba de esta.
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Conclusiones

A lo largo de este trabajo profundizamos en los conceptos y herramientas
bésicas para la comprension de los mercados financieros, portafolios de inversién
asi como algunos aspectos relacionados con el manejo de riesgos. Posteriormente
presentamos una metodologia para calcular la estrategia de inversién que permite
maximizar la utilidad del valor de un portafolio. Finalmente, partiendo de la me-
todologia anterior, pudimos calcular la estrategia que maximiza la cota superior
de la probabilidad de mantener la tasa de crecimiento de un portafolio por arriba
de cierta tasa fija k.

Las siguientes conclusiones son resultado del anélisis detallado de cada uno de
los temas presentados en los capitulos anteriores:

1. Partiendo de un proceso de Markov controlado podemos desarrollar una
metodologia que nos permita calcular la estrategia de inversion que maxi-
mice la esperanza del valor de un portafolio. Debido a las complicaciones
derivadas de los criterios de optimizacion para tiempo finito y del hecho de
que un horizonte de tiempo infinito es muy apropiado para los problemas
préacticos de inversién esta metodologia fue desarrollada para horizontes de
tiempo grandes. Es importante mencionar que esta metodologia consiste en
un algoritmo de programacién dinamica.

2. La tasa esperada de crecimiento del portafolio depende del nivel de riesgo
que el inversionista estd dispuesto a asumir.

3. Existe una relaciéon dual entre el problema de maximizar la esperanza del
valor de un portafolio y el de maximizar la cota superior de la probabili-
dad de que la tasa de crecimiento del portafolio se encuentre por arriba de
cierto umbral. Esta relacién establece que la estrategia que debe seguir un
inversionista que busca maximizar la cota superior de la probabilidad de
que la tasa de crecimiento de su portafolio sea mayor que cierta tasa fija
k > 0 es a su vez la estrategia que seguira el inversionista que busca maxi-
mizar la esperanza del valor de su portafolio y cuyo parametro de riesgo es
0 € (0,1). Se considera que la probabilidad de que la tasa de crecimiento
del portafolio este por debajo de k es un evento de rara ocurrencia, por lo
que estos resultados estan basados en la teoria para grandes desviaciones.

4. La metodologia que nos permite calcular la estrategia de inversion que ma-
ximiza la cota superior de la probabilidad de que la tasa de crecimiento de
un portafolio rebase cierto umbral tiene aplicaciones précticas en lo relativo
al manejo de riesgos. Por un lado nos permite calcular el VaR con cierto
grado de confianza « y en horizontes de tiempo grandes. Ademéas podemos
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hacer uso de ella para acotar con cierta probabilidad los rendimientos de un
fondo de pensiones.

5. La tasa de crecimiento ajustada al riesgo de la utilidad esperada es una
funcién convexa con respecto al pardmetro de riesgo 6 € (0,1).
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