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Introduccion

El concepto de dominacion en teoria de graficas, tiene su origen en los
anos setenta. Desde entonces, hasta nuestros dias, este tema ha tomado gran
importancia y ha sido estudiado ampliamente, como podemos ver en los
innumerables articulos que continuamente aparecen. Un excelente libro para
introducirse en el tema es el de Haynes, Hedetniemi y Slater: Fundamentals
of Domination in Graphs [14] de finales de los noventa.

La teoria de dominacién clasica ha sido modificada con nuevas hipdtesis o
condiciones a los conjuntos dominantes, lo que ha enriquecido este concepto
vy ha dado lugar a diferentes versiones en la teoria.

En este trabajo, nosotros nos enfocaremos en el estudio de los conjuntos
dominantes convexos. El concepto de dominacién convexa fue definido, en
comunicacion privada, por el Profesor Jerzy Topp, de Gdansk, Polonia. La
primera publicacion que existe sobre este tema, es realizada por Magdalena
Lemanska, (también de Gdarisk, Polonia), en su trabajo Weakly convex and
convexr domination numbers, publicado en 2004 [9].

El presente trabajo esta dividido en cuatro capitulos. En el primer capitu-
lo se da una introduccién a los conceptos bésicos, definiciones y notacién que
se utilizaran en el resto del texto. Al final de este capitulo se hace un estudio
de las gréaficas cubicas que serd fundamental para el desarrollo del capitulo
cuatro.

El segundo capitulo muestra algunas variaciones al concepto de domina-
cion clésica, se definen la dominacion conexa, débilmente convexa y convexa
de una gréfica y se presentan algunos resultados que comparan estos concep-
tos para graficas clasicas como ciclos, trayectorias y graficas bipartitas (sec.
2.3).
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En el capitulo tres presentamos algunos resultados sobre la conjetura de
Vizing y se demuestra que para conjuntos dominantes convexos, la conjetura
de Vizing se satisface para todo caso. Este resultado fue dado originalmente
por Lemanska.

La parte mas importante de este trabajo es el capitulo cuatro. En este
capitulo se corrigen errores encontrados en los Teoremas 4 y 5 del trabajo
original [9] de Lemariska, dando lugar a los Teoremas 4.1, 4.2, 4.3 y 4.4. Los
errores del trabajo original se basaron en el hecho de no haber realizado un
estudio previo de propiedades de las graficas ciibicas, mismo que nosotros
realizamos al final del capitulo uno.

Terminamos este trabajo con el Teorema 4.6 que nos da condiciones para
que el numero de dominacién de graficas cibicas coincida con el nimero de
dominacién convexa.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo definimos los conceptos bésicos de Teoria de Graficas y
presentamos algunos resultados que utilizaremos a lo largo del trabajo.

Definicién 1.1. Una grafica GG consiste de un conjunto finito no vacio de
objetos o elementos llamados vértices o puntos, que denotamos con V', junto
con un conjunto de pares no ordenados de elementos distintos de V', que
llamamos arcos o aristas; al conjunto de aristas lo indicamos con FE. Asi,
denotamos a una grafica como G = (V, E).

Observemos que en nuestra definicion no existe la posibilidad de que
una arista esté dada por vv para v € V. Tampoco podemos tener aristas
distintas que corresponden al mismo par no ordenado de vértices. Es decir,
nos concentraremos en graficas simples, sin lazos ni aristas multiples.

Se llama orden de la grafica a la cardinalidad del conjunto V(G), y ge-
neralmente se denota como |V| = n. A la cardinalidad del conjunto E(G) se
le llama el tamano de la gréfica, y lo denotaremos como |E| = ¢. Sie € E
y e = uw, entonces u, v son vértices adyacentes en GG. Una arista e incide en
un vértice v, si el vértices es uno de los extremo de la arista e. Por otro lado,
en este trabajo denotamos solo con V' al conjunto de vértices de la grafica,
cuando se es claro de qué gréfica se trata. Y utilizamos E para denotar al
conjunto de aristas de la gréfica de la cual se esta hablando.
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X1 Xyq

5

Figura 1.1: La grafica simple G = (V, E), donde V = {z1,xq, 23, 24,25} ¥
E = {x125, 22T5, T3T5, T4T5, ToT3, T3Ty, T4T1 )

Definicién 1.2. El grado de un vértice v € V, escrito d(v), es el nimero de
aristas que inciden o son adyacentes a v en la grafica G.

Si G es una gréfica simple de orden n, entonces 0 < d(v) < n — 1 para
todo v € V. Un vértice con grado cero es llamado un vértice aislado, un
vértice con grado n — 1 es llamado un vértice universal. El grado méximo de
los vértices de un gréfica se denota por A(G) y es el niimero mayor de aristas
que inciden en un vértice, mientras que el grado minimo se denota por 6(G)
y es el nimero minimo de aristas que inciden en un vértices. En la Figura 1.1
tenemos que x5 es un vértice universal, d(x5) = 4, ademds d(x;) = d(z3) = 2
y d(z3) = d(z4) = 3.

Recordemos que para toda grafica G se cumple el Lema del saludo que
nos dice que la suma de los grados de los vértices de G es dos veces el niimero
de aristas, es decir > " | d(v;) = 2q.

Definicién 1.3. En una gréfica G, un camino C' = (xg,z1...,x,) es una
sucesion de vértices, tal que si 0 < ¢ < n — 1 existe una arista x;z;41.
Decimos en este caso que C' empieza en xg y termina en x,, y le llamamos un
ToX,-camino.



Ty D)
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Figura 1.2: zyx5-camino; C' = (x1, zg, T7, T1, T2, T3, Ta, Ty, Ts)

Definicién 1.4. Un paseo es un camino que no repite aristas.

En la Figura 1.2 tenemos al paseo P = (x1, zg, T7, 1, T2, T3, T4, Ts).
Definicién 1.5. Una trayectoria es un camino que no repite vértices.

En la Figura 1.2 tenemos a T = (1, Tg, T7, T4), que es una xjr4-trayectoria.

Definicién 1.6. Un ciclo es una xgz,,1-trayectoria con n > 1, tal que solo
se repite el primer y el ultimo vértice.

Definicién 1.7. La longitud de un camino C, escrito ¢(C), es el nimero
de aristas que recorre el camino.

Observacién 1.8. Asi la longitud de una trayectoria, un paseo, etc. es el
numero de aristas que contiene.

En la Figura 1.2 tenemos:
M= ($1,$67$7;$1) y
Yo = (@1, %6, T7, T4, T2, T1)

son ciclos de tres y cinco vértices, donde su longitud es:

) =3yy)=>5

A las trayectorias de n vértices las denotamos con FP,, similarmente, a
los ciclos de n vértices los denotamos con C),. Observemos que la longitud o
tamano de P, es n — 1. El tamano de C), es n con n > 3.

En la Figura 1.2 la xyx4-trayectoria es un P; con longitud ¢(P;) = 3. A los
ciclos de n vértices suele llamarseles n-ciclos.



6 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Definicién 1.9. Una grafica se dice conexa si para cualesquiera dos vértices
u,v € V existe una uv—trayectoria.

El concepto de conexidad nos permite dar la siguiente definicion.

Definicién 1.10. Sea G una grafica conexa. Para dos vértices u,v de G,
se define la distancia de u a v, escrita dg(u,v), como la longitud de una
uv—trayectoria minima en G. Es decir,

dg(u,v) = min{l(T) | T es una uv-trayectoria}

Cuando se es claro de la gréfica que se estda hablando, escribiremos sim-
plemente d(u,v).

1.1. Subgraficas

Definiciéon 1.11. Una grafica H es una subgrafica de una gréfica G si
V(H)CV(G)y E(H) C E(G).

Definicién 1.12. Si V(H) = V(G), entonces H es una subgrafica gene-
radora de G.

Dentro de las subgraficas son de gran importancia las subgraficas induci-
das.

Definicién 1.13. Sea H C V(G), la subgrafica inducida por H, denotada
G(H) se define como V(G(H)) = H y una arista e € E(G(H)) si y sélo si
e € E(G).

Definicién 1.14. Dados G una grarica y S un subconjunto de vértices de
V', G— S es la subgrafica inducida por V —{S}. Es decir, G{(V —S) es G— S.

Notemos que la grafica G — {v} es la subgrifica inducida por V — {v}
con v € V y la denotamos con G —v. A lo largo de este trabajo utilizaremos
dicha grafica.

Definicién 1.15. Dados G una grafica y sea A C E(G), la subgrafica
G — A es aquella que V(G—A)=V(G) v E(G—-A)=EG)—-{A}.

Entonces ésta es una subgrafica generadora de G.

Denotaremos por G — e a la subgrafica G — {e}, de lo anterior podemos
decir que la subgrafica cumple que V(G—e) = V(G) y E(G—e) = E(G)—{e}
con e € E(G).
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1.2. Ejemplos de graficas

En esta seccion haremos una recorrido por las graficas mas conocidas y
estudiadas.

Definicién 1.16. Una gréfica G es completa, si para todo par de vértices
u,v € V, u y v son adyacentes.

Figura 1.3: La grafica Ky

Observacién 1.17. La grafica completa de orden p, denotada por K, cumple
que d(v) = p—1 para todo v € V(G), es decir, en una gréfica completa todo
vértice es universal.

Una grafica de p vértices que no tiene aristas es llamada grafica nula o
discreta y se denota N,,.

Definicién 1.18. Una grafica GG es r-regular, si para todo v € V se tiene
que d(v) =r.

Es facil ver que una grafica O-regular es una grdfica nula, una
grafica 1-regular es un conjunto de aristas no adyacentes y una grafica
2-regular es un conjunto de ciclo ajenos. A las graficas 3-regulares
se le llama grdficas cubicas.

Definicién 1.19. Una hoja o vértice final de una grafica GG es un vértice
con grado uno. Si v € G es adyacente al menos a una hoja decimos que v es
un vértice soporte.

Denotemos al conjunto de vértices de soporte de la gafica G como:

sup G ={u € V | u es vértice soporte}
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Definicién 1.20. Sea u € sup Gy S(u) el conjunto de hojas adyacentes a
w:

1. Si|S(u)| = 1, entonces se dice que u es un soporte débil.

2. Si |S(u)| > 1, entonces se dice que u es un soporte fuerte.

Definicién 1.21. Un arbol es un grafica conexa y sin ciclos.

Todo arbol no trivial, tiene al menos dos hojas y cumple que cualesquiera
dos vértices tienen una tnica trayectoria que los une. Podemos ver un ejemplo
en la Figura 1.4.

Figura 1.4: La estrella K

Definicién 1.22. Una corona es una grafica donde todo vértice es una hoja
o un soporte débil. En este caso, el conjunto de vértices soporte sup(G) se
conoce como la base de la corona.

Observemos que dada una grafica conexa H podemos construir su corona
G, colgando una arista de cada vértice v € H de tal manera que H = sup(G).

Definicién 1.23. Una grafica G es bipartita, si existe una particién del
conjunto de vértices V = X UY, tal que para toda arista e = uv € E(G),u €
X yv €Y. La gréifica G se denota como G[X,Y].

En una grafica bipartita G[X,Y], los conjuntos de vértices X y Y son
independientes, es decir las subgréficas inducidas, G(X) y G(Y') son gréficas
nulas.
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Definicién 1.24. Si G es una grafica bipartita G = G[X, Y], tal que para
toda u € X, y v € Y existe la arista uv € F(G), decimos que G es una
grafica bipartita completa.

Sin=|X|y m= Y| denotamos a la grafica bipartita completa G como
Kym.

Las graficas bipartitas completas de la forma K ,, con m > 1 son llama-
das estrellas. El centro de la estrella es un vértice soporte y universal. Como
ejemplo, la Figura 1.4 muestra la estrella K o.

Un arbol es una grafica bipartita, pero no toda gréafica bipartita es un
arbol. Por ejemplo, consideremos cualquier ciclo de longitud par.

1.3. Operaciones de graficas

Hay muchas formas de obtener una nueva grafica a partir de otras. En
esta seccion veremos dos operaciones muy bien conocidas y que usaremos
posteriormente.

Definicién 1.25. Definimos la suma de dos graficas G y Ga, que cumplen
V(G1) NV (G3) =0, denotada por G1 + G5 como:

V(G +Gy) = V(G1)UV(Gy)
E(G1+Gy) = E(G)UE(Gy)U{ab|aeV(Gy), be V(Gy)}

Definicién 1.26. El producto cartesiano de dos graficas disjuntas G; y G,
denotado por GG; x (G5, se define como:

V(G x Gg) = V(Gy) x V(Gy)
E(G1 xGy) = {(a,z)(byy) |la=by axy€ E(Gs)ox =y y ab € E(Gy)}
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(a) Py+ Py (b) Py x Py

Figura 1.5: Operaciones de Graficas

En algunos textos el producto cartesiano de dos graficas G y H es deno-
tado por GLIH. En este trabajo lo escribiremos con una cruz.

En la Figura 1.5, podemos ver la diferencia de sumar o multiplicar la
trayectoria Py con ella misma.

Observaciéon 1.27. Por definicién del producto cartesiano tenemos que para
todo v € V(G;) podemos identificar a {v} x V(G2) que es una copia de Gs.
Del mis modo, para todo u € V(G3) se tiene que V(G;) x {u} es una copia
de G; en el producto cartesiano.

Por otro lado, observemos que pasa con las distancias en el producto
cartesiano. Ver Figura 1.6. Si (v,u), (v/,u') € V(G x G3), entonces:

dG1 (U7 U/) + dGz (ua u/> < dG1><G2 ((Ua u)v (U/’ ul))

Veamos ahora que la distancia en el producto cartesiano es menor igual
a la suma de las distancias en cada proyeccién. Sea T la proyeccién de
dayxa, ((v,u), (V') en Gy, donde T = vv'-trayectoria. Si ((T) # dg, (v,v'),
entonces dg, (v,v') 4+ de, (u,w') < U(T) +dg,(u,v') < dayxa, ((v,u), (V, ) y
por la primera desigualdad, vista en el parrafo anterior, resulta una contra-
diccién. Por lo tanto

dG1 xGa ((va u)7 (Ula u/)) = dGl (U’ UI) + dGz (u’ U/)
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V(G")
u' 4 v, u)
d(u,u’)
u h 4 (v7u)
¢ > V(G)
v d(v,v") v

Figura 1.6: Distancia dg, xa, (v, u), (v, )

1.4. Isomorfismo y homomorfismo

En esta seccion estudiamos uno de los conceptos méas importantes en
cualquier coleccién de objetos o estructuras matemaéticas, nos referimos al
concepto de isomorfismo.

Definicién 1.28. Dos graficas G y H son isomorfas (tienen la misma es-
tructura) si existe una funcién biyectiva ¢ : V(G) — V(H) tal que dos
vértices u y v son adyacentes en G siy sélo si p(u) v ¢(v) son adyacentes en
H. A la funcién ¢ se le denomina un isomorfismo. Si G y H son isomorfas,
escribimos G = H.
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Uy U U1
Uus b
(%)) V3
Uy
4 5
7
5 6 6 7
(a) G (b) H
S1 Sa 21 to ts
S3 S4 Sy t5 t6
17}
S6 S7 S8 t7 12
(c) F1 (d) F2

Figura 1.7: Graficas isomorfas y no isomorfas

Las graficas G y H de la Figura 1.7 son isomorfas ya que la funcién
biyectiva ¢ : V(G) — V(H) dada por: p(u1) = v4, @(ug) = v, p(us) = ve,
o(ug) = v1, p(us) = vs, e(ug) = v3, p(uy) = vy y su inversa, preservan
adyacencias.

Las graficas F y F5 de la Figura 1.7 no son isomorfas, porque los cuatro
vértices sy, S5, S7, Sg inducen una subgrafica completa en F; y F5 no tiene
subgraficas completas de cuatro vértices. Por lo tanto no hay una funcién ¢
que sea un isomorfismo de F; en F5.

A continuacion definimos el concepto de homomorfismo de graficas, que
es mas débil que el de isomorfismo, ya que lo tinico que se le pide es que
preserve adyacencias.

Definiciéon 1.29. Un homomorfismo de una grafica G a G’ es una
funciéon ¢ : V(G) — V(G') tal que si wv € E(G), entonces ¢(u)p(v) €
E(GH.

En este trabajo llamaremos a los homomorfismos de graficas, morfismos.

! Los morfismos de gréaficas preservan adyacencias, mientras los morfismos en digrafi-
cas preservan la direccion en las flechas. Asi, los morfismos en digraficas son también
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Observacién 1.30. Si ¢ es un morfismo de G a G’ y u,v € V(G) son vértices
no adyacentes, entonces puede suceder cualquiera de las siguiente situaciones:

a) ¢(u) no es adyacente a ¢(v)

b) ¢(u) es adyacente a ¢(v)

Sean ¢ : V(G) — V(G’) un morfismo y H una subgrafica de G. Entonces
¢(H) es la subgréfica de G, tal que v’ € V(¢(H)) siy solo si ¢p(u) = 'y
u € V(H), cuyo conjunto de aristas consiste de todos los u'v" € E(G’), tales
que wv € E(H) con ¢(u) = v y ¢(v) = ¢'. Es natural llamar a ¢(H) la
imagen de H bajo el morfismo ¢.

Figura 1.8: La imagen de 4 morfimos de la grafica P,

En la Figura 1.8 se muestra la imagen de cuatro morfismos de la grafica
Py. Si bien, los isomorfismos son importantes en el sentido que preservan la
estructura, los morfismos nos ayudan a preservar la propiedad de adyacencia
de las graficas, lo cual generaliza dicha propiedad y nos permite observar qué
sucede bajo esta funcion.

Veamos los siguientes ejemplos. Sea G = Py y G’ la grafica que se
encuentra a la derecha de la Figura 1.9, definimos los morfimos de la siguiente
manera:

¢ V(G) = V(G)

morfismos en graficas tomando la funcién entre sus vértices y las adyacencias, pero no
inversamente. Es importante notar que para graficas (en general, para digréficas irrefle-
xivas) ¢(u)é(v) € E(G’) implica que ¢(u) # ¢(v), entonces toda arista de G’ consiste de
dos vértices distintos.
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U1

Uy Uz U3 Ug Us Ug 01
o—9o 9o o o o SR V2
3 4

Figura 1.9: ¢1(G)

Sea ¢1 : V(G) = V(G') con ¢1(ur) = ¢1(ug) = v, é1(u2) = ¢1(us) =
ve, ¢1(uz) = v3, ¢1(ug) = vy. En la Figura 1.9 muestra la grafica G' que
es la imagen de ¢, que mapea a los vértices que no son adyacentes uy, ug y
U, Us a un solo punto vy y vy en G’ correspondientemente, y dicha funcién
conserva las adyacencias de Py

Uy Uz U3 Ug Us Ug ¢2 V1 Uy Vs
*—o —0 0o o o

Figura 1.10: ¢5(G) = Ps

La Figura 1.10 muestra la grdfica G’ tal que existe un morfismo

¢o + V(G) — V(G') con ¢o(ur) = da(ug) = vi,  da(u2) = do(us) =
Ve, ¢o(usz) = ¢Pa(uy) = vs, es decir, indica la imagen del morfismo la cual
G' = P;.

(%1

U1 Uy U3 Ug Uz Ug O3
oo 0o+ o —

Figura 1.11: ¢3(G) = Kj;

La Figura 1.11 muestra la gréfica G’ tal que existe ¢3 : V(G) — V(G')

con ¢z(ur) = ¢3(ug) = P3(uz) = v1, ¢P3(us) = v, @3(us) = vs, es decir,
indica la imagen del morfismo la cual G’ = K3.
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1.5. Vecindad abierta, cerrada y vecinos pri-
vados

Definicién 1.31. La vecindad abierta de un vértice v € V' es el conjunto:
Ng(v)={w eV |wv € E}
La vecindad cerrada de v € V se define como:

Nglv] = Ne(v) U{v}

Definicién 1.32. Sea X C V y u € X, un vértice v € V es un vecino
privado de u, con respecto a X, si Nglv] N X = {u}.

Definicién 1.33. La vecindad abierta de X C V, es el conjunto defini-
do como Ng(X) = Uyex Na(v). La vecindad cerrada de X C V| es el
conjunto definido como Ng[X] = |, Na[v].

La vecindad privada de uw € X con respecto a X CV, es el
conjunto PN[u, X] = {v | Ng[v] N X = {u}}, equivalentemente veamos
que PNlu, X] = Ng[u] — Ng[X — {u}]. Sea v € PN[u,X] siy sélo si
Nelv] N X = {u}, entonces v € Ng[u| y supongamos que v € Ng[X — {u}].
De este modo, existe © € Ng[v] N X y = # u lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto v ¢ Ng[X — {u}]. Si v € Nglu] — Ng[X — {u}], entonces
u € Nglv]NX. Siz € NegvJn X y = # u, entonces x € X — {u} y
xv € E. Asi, v € Ng[X — {u}] lo cual es una contradiccién. Por lo tanto
Ng[U] NnNX = {u}

Observacién 1.34. PN[u, X|NX # &, siy sélo si u € PN[u,X| y u es
aislado en X; se dice que u es su propio vecino privado. Si v € PNu, X] y
v eV — X, sele llama vecino privado externo de u.
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X7 Is L9

Zo Zy 2 3 Ze

Z10 x11

Figura 1.12: S = {I17I2,$3,1}4,I‘5} y S = {xl,xg,a:5,x10}.

En la Figura 1.12 tenemos a los conjuntos S = {x1,xs,23,24,25} y
S" = {xy,x3, x5, 710}. Los vecinos privados de los elementos del conjunto con
respecto a S son:

PN[JZl,S] = {lL‘O,ZE7}, PN[ZE27S] = {1'10},
PN[Ig,S] = {l’g,l’n}, PN[JI4,S] = @, PN[JI5,S] = @

Los vecinos privados de los elementos del conjunto con respecto a S’ son:

PN[%,S/} = {$07$1,$77I8}7PN[$37S/] = {$37$9,l’11};
PN[Q}{,,S/] = {.]75} Yy PN[CL'lo, S/] = {.1’10}.

1.6. Graficas cubicas

Para este trabajo es de nuestro interés estudiar las graficas cubicas y
observar algunas propiedades de las mismas. Por ejemplo, la grafica ciibica
de orden menor es la completa K, y dicha grafica contiene ciclos de longitud
tres y de longitud 4. La siguiente proposicién nos muestra que cualquier
grafica con grado minimo mayor igual que dos, en particular las graficas
cibicas, siempre contiene un ciclo el cual es de la longitud al menos §(G) + 1.

Proposicién 1.35. Sea G una grifica tal que §(G) > 2, entonces G' contiene
un ciclo v de longitud al menos 6(G) + 1.

Demostracion. Sea T = (zy,...,z;) una trayectoria de longitud méxima en
G. Entonces Ng(z;) C V(T), de lo contrario existiria a una trayectoria de
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longitud mayor a 7', de donde i > d(x;) > 6(G), si j < i es el indice menor

en V(T') con z;z; € E, entonces existe el v ciclo (zj,...,z;,z;) de longitud
al menos 0(G) + 1, ya que todo vecino de x; es parte de este ciclo, por lo cual
la longitud de v es al menos §(x;) + 1. O

Como todo vértice de una grafica cibica tiene grado mayor a 2, entonces
las gréaficas cibicas siempre contienen al menos un ciclo de longitud mayor o
igua a 4.

Lema 1.36. Si G = (V, E) es una grdfica cibica, entonces su orden es par.

Demostracion. Para toda grafica G de orden n y tamano ¢, se cumple que
¥ ,d(v;) = 2¢g. Como G es una grafica ctibica se tiene que ¢ = 2. Por lo
tanto n = 2m, con m € N. O

Sé6lo hay una grafica cibica con n = 4, ya que esta grafica sélo tiene
6 aristas y cada vértice tiene 3 vecinos, entonces G = Ky. En esta seccién
demostraremos que, salvo isomorfismos, hay unicamente dos gréaficas cibicas
de orden 6, ver la Figura 1.13.

(a) K373 (b) G*

Figura 1.13: Las 2 gréficas cibicas de orden 6

Teorema 1.37. Si G es una grdfica cibica con n = 6, entonces es isomorfa
a G* (Figura 1.13) 0 G = K3 3.

Demostracion. Sea G es una grafica ciibica con n = 6, entonces se tiene al
menos un ciclo v en G de longitud minima, tal que ¢(vy) > 3.
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Caso 1.- /() = 3. Sea V(v) = {x1, 22,23}, como |[V(G) — V(y)| < 3 se
tiene que |Ng(V (7))| < 3. Si [Ng(V(7))| < 3, entonces existe y € V,
tal que Ng(y) NV (y) = 0. Por lo tanto |Ng(y)| < 3, pero esto es una
contradiccién ya que G es cibica. Es decir, |[Ng(V (7)) = |V(G) =V (v)]
y la subgrafica inducida G — V() forman un ciclo, de este modo se
observa que G = G*, ver la Figura 1.13.

Observemos que por el Teorema 1.35, GG contiene un ciclo v de longitud
al menos 4. Si G contiene un ciclo v de longitud minima ¢(vy) = 5,
entonces existe un vértice y € G-V (7), tal que |[Ng(y)NV (y)| = 3. Por
lo tanto existe u,v € V(v) y Ng(u) N Ng(v) # 0, tal que la subgréfica
inducida G({{u,v,y, Ng(u)}) forma un ciclo de longitud menor a 5, lo
cual es una contradiccion.

Caso 2.- /() = 4. Sea G una gréfica 3-regular con n = 6 y sin ciclos de
longitud impar, es decir, G = Kj 3.

Figura 1.14: Las 6 gréfias cuibicas con n = 8

Similarmente, puede demostrarse que para n = 8 existen unicamente 6
graficas cubicas, salvo isomorfismos. Ver la Figura 1.14. Ejemplos de graficas
cubicas con 2n vértices, para n > 5, son las graficas G = C), x K.

Terminamos esta seccién con dos graficas cubicas de orden 10.
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(a) Petersen (b) Grafica cubica

Figura 1.15: Gréficas cubicas de orden 10

Observemos la Figura 1.15. Una gréfica cibica, que es muy utilizada
de ejemplo o contra-ejemplo por tener ciertas propiedades, es la grafica de
Petersen. La grafica de Petersen se muestra en la Figura 1.15a, esta grafica es
de orden 10 y no contiene triangulos ni ciclos de longitud 4 pero si contiene
ciclos de longitud 5. La grafica de la Figura 1.15b es ctibica y contiene ciclos
de longitud 3, 4 y 5.






Capitulo 2

Conjuntos dominantes en
graficas

2.1. Dominacién en graficas

En 1968, Claude Berge [3] incluye en su libro The theory of graphs and
its applicatons el tema de dominacion en graficas, él define por primera vez
el concepto coefficient of external stability, mejor conocido como niimero de
dominacién. En 1962, Oystein Ore [17] publican por primera vez en su libro
de Theory of Graphs el concepto de conjunto dominante y el ntimero de
dominacién, tal y como se usa ahora. En 1977, Cockayne y Hedetniemi [§]
publican algunos resultados sobre conjuntos dominantes en graficas y son
ellos quienes introducen la notacién de v(G) para el nimero de dominacién.
En este trabajo se usa dicha notacién y presentamos algunos resultados del
tema.

Definicién 2.1. Sea D C V, si Ng[D] = V(G) entonces D es un
conjunto dominante de G. Es decir, para todo v € V — D, existe u € D
tal que uv € E. En este caso decimos que u domina v y se denota con u > v.

Definicién 2.2. El nimero de dominacion de G es la minima cardinali-
dad de un conjunto dominante de G, y se denota como v(G).

G tiene nimero de dominacién v(G) =1, si y solo si G tiene un
vértice universal. Como toda estrella, K, tiene un vértice universal,
entonces su numero de dominacién es y(Ki,,) = 1.

21
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Sea G = K, ,, la grafica bipartita completa con particién de su conjunto
de vértices V(K,,,) = X UY, entonces su nimero de dominacion es
Y(Kym) = 2; ya que para cualesquiera v € X y v €Y, tal que si
D = {u,v}, entonces Ng[D] =V (K, n).

Sea G'=[X,Y] una grafica bipartita con particion de sus vértices
X ={z,29,23} v Y ={w4, 25,26}, cuyo conjunto de aristas estd dado
por E(G) = {124, 1125, ToT5, Tog, 3Ty, T3Xs5, T3Xe}, ver Figura 2.1. Si
D = {z3,25} entonces Ng[D] = V(G), por lo tanto el nidmero de
dominacién de la grafica es 7(G) = 2. Por otro lado, observemos que
la grafica C5 no es una grafica bipartita y tiene nimero de dominacion
igual a 7(Cs) = 2.

En general, todavia no se puede decir mucho acerca del problema de
dar una caracterizaciéon de las graficas con nimero de dominacion igual
a dos. Sin embargo, podemos decir que las graficas bipartitas completas
estan bien caracterizadas en cuanto a dar su numero de dominacion,
pero no podemos decir lo mismo para las gréaficas bipartitas. Por
ejemplo, Py es una grafica bipartita, con ntimero de dominacién igual
a v(Ps) = 3y la gréfica bipartita 2.1 tiene nimero de dominacién y(G) = 2.
Solo se tienen caracterizadas a las graficas con nimero de dominacién
igual a 1.

T i) T3

Te Ts Ty

Figura 2.1: Sea G = [X,Y] con 7(G) = 2

Proposicion 2.3. El nimero de dominacion de las trayectorias P, y los

ciclos Cp, conn > 2, estd dado por v(P,) = v(Cn) = [F].

Demostracion. Demostraremos que existe un conjunto D C V(FP,), tal
que es un conjunto dominante en G, y que dicho conjunto D es de
menor cardinalidad para todo conjunto dominante de G.
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1. Sea P, la trayectoria con n = 0 mod 3, es decir n = 3m. Sea D C V(FP,),
tal que D = {v; | it =2+ 3j con 0 < j < m — 1}. Entonces D es un
conjunto dominante en G' con |D| =m = [Z].

U1 V2 U3 Uy Us Vg U7 Ug Vg

U?’L—l /Un
o —0—0 —0 —0 —0 — 00— 00—
D
2. Sea P, la trayectoria con n = 1 mod 3, es decir n = 3m + 1. Sea

DCV(P,),talque D ={v; |i=2+3jcon0<j<m-—1}U{v,}.
Entonces D es un conjunto dominante en G con |[D| =m +1 = [%].
1 (%) U3 V4

Us Vg U7 Vg Un—1 Up

N e

3. Sea P, la trayectoria con n = 2 mod 3, es decir n = 3m + 2. Sea

D CV(P,), tal que D = {v; | i =24 3j con 0 < j <m}. Entonces D
es un conjunto dominante en G con |D| =m +1 = [Z].

U1 U2 v3 U4 Us Vg Ur Ug Un—1 Up

*——o

D

Ahora veamos que D es un conjunto dominante de menor

cardinalidad. Supongamos que existe D’ C V(P,) un conjunto dominante,
tal que |D'| < |D|. Para cada v € D’ se tiene que el nimero de vértices

que a lo méas puede dominar es 3, es decir |[Ng[v]| < 3. Asi, se tienen los
siguientes dos casos:
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1. Sin =0 mod 3, entonces |Ng[D'|| = |U,ep Na[v]| < 3|D'| < 3m, por
lo cual |D'| < |V(P,)| y esto resulta una contradiccion.

2. Sin=1mod 3 o0n=2mod3. Como |D'| <m, entonces |Ng[D']| =
3|D’| < 3m, por lo cual |D'| < |V(P,)| y esto resulta una contradiccién.

Por lo tanto v(P,) = [§].

Veamos ahora que ~v(C,) = [3]. Como P, C C,, y V(P,) = V(C,),
entonces todo conjunto dominante de P, es un conjunto dominante de C,,
es decir, 7(C,) < v(P,) = [5]. Ahora demostraremos que el ciclo C;, no
tiene un conjunto dominante D C V(C,,) de menor cardinalidad que [%].
Supongamos que existe D’ C V(C,,) un conjunto dominante, tal que |D’| <
|D|. Para cada v € D', el numero de vértices que domina es tres, es

decir |Ng[v]| = 3. Asi, se tienen los siguientes dos casos:

1. Sin =0 mod 3, entonces |Ng[D'|| = |U,ep Na([v]| < 3|D'| < 3m, por
lo cual |D'| < |V(P,)| y esto resulta una contradiccion.

2. Sin=1mod 3 o0n=2mod 3, entonces |Ng[D']| = 3|D'| < 3m, por
lo cual |D'| < |V(P,)] v esto resulta una contradiccion.

Por lo tanto v(P,) = [§].

]

2.2. Distintos tipos de dominacién en graficas

En esta seccion definimos los distintos tipos de dominacién. Sin embargo,
nuestro estudio esta centrado en la dominacién convexa.

Definicién 2.4. Un conjunto D C V es un conjunto dominante conexo,
si D es dominante y la subgrafica inducida por D es conexa.

Definicién 2.5. El niimero de dominacién conexa es la minima cardi-
nalidad de un conjunto dominante conexo de G, y se denota como 7.(G).

Definicién 2.6. Una uv-geodésica es una uv-trayectoria de longitud d(u, v).

Definicién 2.7. El diametro de una gréafica conexa G es:

max{dg(u,v) | u,v € V}
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Definicién 2.8. Se dice que un conjunto D C V es débilmente convexo
o isométrico en G, si para todo u,v € D existe al menos una uv-geodésica
que pertenece a D.

Definicién 2.9. Un conjunto D es convexo en (G, si para todo u,v € D
todos los vértices de cualquier uv-geodésica pertenecen a D.

Para dar una caracterizacion de los conjuntos convexos en el producto car-
tesiano, definimos la siguiente notacién. Para todo C' C V(G x G’) convexo,
denotamos a:

Ce ={u| (u,v) € C para alginv € V(G)} y

Co =A{v | (u,v) € C para algin u € V(G)}

Teorema 2.10. Sean G y G’ dos grdficas conexas y C C V(G xG"). C es un
conjunto convexo en G X G' si solo st C' = Cg x Cqr con Cq y Cor conjuntos
CONVET0S.

Demostracion. Por demostrar que si C' es convexo, entonces C' = Cg X Ce
y Cqg, Ce son conjuntos convexos. Sean u,u € Cg, y x un vértice en uu’'-
geodésica en G. Entonces existen v, v’ € V(G') tales que (u,v) y (v, v") estan
en el conjunto C'. Por la Observacion 1.27 se tiene que:

de(u, z) 4+ dg(z,u') + de(v,0') = daxe ((w, v), (W, 0))

y como C' es un conjunto convexo en G X G', entonces los vértices (z,v) y
(v, v) ambos estan en C. Asi, x € Cg y Cg es un conjunto convexo en G.
Del mismo modo se demuestra que el conjunto Cg es un conjunto convexo
en G'.

Por definicién de los conjuntos C¢ v Cer, se tiene que:

C CCqxCq

Sélo falta demostrar la otra contencini. Sea (u,v) € Cg X Cgr. Entonces existe
r e V(G)yuny e V(G), tal que (u,y) y (z,v) estdn en el conjunto C'. Dado
que:

dG’(ya U) = dexer ((u7 1)), (ua y)) y
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dg(u, ) = daxer ((u, v), (z, v)) se tiene que

de(u,z) + der (y,v) = daxa (v, y), (z,0))

y como C' es convexo y (u,v) estd en la (u,y)(z,v)-geodésica, entonces
(u,v) € C. Se tiene que, Cg x Ce C C. Por lo tanto, C' = Cg X Cer.

Por demostrar que si C'=Cqg X Cq v Cg, Co son conjuntos convexos,
entonces C' es un conjunto convexo en G x G'. Sean (u,v),(u',v") € C
y (z,y) en la (u,v)(v,v")-geodésica de G x G'. Por la Observacién 1.27 se
tiene que:

da(u, ) + dg(z,u') + de (v, y) + der (y,v') = de(u, v') + der (v, V')
= dGXG' ((U, U)7 (ula UI))

Ademds Cg y Cg son convexos, entonces (z,y) € Cqg X Cer = C. Por lo
tanto C' es convexo. O

El concepto de convexidad en gréficas es discutido e introducido en el li-
bro de Buckley y Harary [5]. Este mismo concepto es estudiado por Harary y
Nieminen en [12], para graficas conexas que no son triviales. Después, Char-
trand, Wall y Zang en su articulo [7], definen el nimero de convexidad de
una gréfica, denotado por ¢(G), que es la cardinalidad del conjunto convexo
propio mas grande en vértices de la gréafica. El concepto de dominacion con-
vexa fue propuesto, de manera verbal, por Jerzy Topp y aparece por primera
vez en el articulo de su estudiante de doctorado Magdalena Lemariska [9].

Definicién 2.11. Un conjunto D C V' es un conjunto dominante débil-
mente convexo, si D es débilmente convexo y dominante.

Definicién 2.12. Un conjunto D C V es un conjunto dominante conve-
X0, si D es convexo y dominante.

Definicién 2.13. El nimero de dominacién débilmente convexa es la
minima cardinalidad de un conjunto dominante débilmente convexo de G, y
se denota con Yyeon(G).

Definicién 2.14. El nimero de dominacion convexa es la minima car-
dinalidad de un conjunto dominante convexo de G, y se denota con e, (G).
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2.3. Relacién entre ~(G), 7.(G)Yweon(G) ¥ Yeon(G).

Veamos como son 7(G), 7(G)Yueon(G) ¥ Yeon(G) para algunas gréficas
y la relacién que hay entre estos ntimeros.

Kn Pn Cn Kn,m Kl,n G*

n>"7 min{n,m}>1 1.13b
NG HERE 2 >

7(G) n—2 n—2
/chon(G)

Yeon(G)

n—2 n—2

e e
DN DO DO
—_ = =

2
2
n—2n 2

Para los ciclos C), con n < 6 se tiene lo siguiente:

1. Para n = 3, el ciclo ('3 tiene nimero de dominaciéon y numero de
dominacién convexa igual a v(C3) = 1 = 7.0,(C3), dado que tiene un
vértice universal.

2. Para 4 < n <6 el nimero de dominacién es v(C,,) = 2.

= El ciclo C; tiene numero de dominacién conexa igual a
7.(Cy) = 3, que es igual a su nimero de dominacién débilmente
convexa, es decir Yueon (C4) = 3. Sunimero de dominacién convexa
es Yeon(C4) = 4, debido a que el conjunto debe contener todas sus
geodésicas.

s El ciclo C5 tiene nimero de dominacién conexa, débilmente con-
vexa y convexa igual a:

76(05) =3= ’chon(CS) = 70071(05)-

» Kl ciclo Cy tiene niimero de dominacién conexa y niimero de domi-
nacién débilmente convexa igual a 7.(Cs) = 4 = Yyeon(Cs), pero
tiene nimero de dominacién convexa igual a Yeon(Cs) = 6.

Los ejemplos anteriores nos muestran la relacion que hay entre los dis-
tintos tipos de dominacién, para éstas graficas en particular, en general para
cualquier grafica G se tiene la siguiente desigualdad.
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Lema 2.15. Sea G una grdfica conexa, entonces se tiene que

Y(G) < 7(G) £ Yaweon(G) < Yeon(G)

Demostracion. Observemos que un conjunto dominante convexo minimo de
G es un conjunto dominante débilmente convexo. Un conjunto dominante
débilmente convexo minimo es un conjunto dominante conexo de la gréfica.
Ademas, un conjunto dominante conexo minimo es un conjunto dominante.
Por lo tanto

YG) £7e(G) < Yuweon(G) < Yeon(G) O

Lema 2.16. Sea G una grdfica y D C V(G) un conjunto dominante conexo
minimo de G. Si v(G) = 7.(G), entonces A((D)) < A(G).

Demostracion. Supongamos A((D)) = A(G). Seau € V(D) tal que dpy(u) =
A(G). Entonces D — {u} es un conjunto dominante de menor cardinalidad
que D, ya que si v € V(G) — V(D) este vértice debe ser adyacente a algin
vértice del conjunto dominante; y no puede ser adyacente a v ya que el grado

de dicho vértice en G serfa méas grande que A(G). Lo cual es una contradic-
cién. Por lo tanto A((D)) < A(G). O

En el siguiente ejemplo se muestra que la diferencia entre v.,, — Ve v
Yeon — Yweon €S tan grande como se quiera.

Ejemplo 2.17. Para cada k,r € N con r > 3, existe una grafica G tal que
IVC(G) = /ywcon(G) =Ty Vcon(G) - IVC(G) = Vcon(G) — Ywcon = k.

Sear =3y k € N. Sea H una grafica bipartita completa isomorfa a
Kit12, y seax € V(H), tal que 6(x) = 6(H). Sea y, 2z € Ny(x). Construya-
mos la gréfica G de la siguiente manera:

» Sea H= Ky0y V(H) ={u1,...,up11} U{y, 2}
n Sea Py y V(Fs) ={z1,..., 26}

G se construye a partir de identificar los vértices y, z con los soportes
de la trayectoria Py, es decir o9 = y y x5 = z. La grafica G se muestra
en la Figura 2.2.
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y z

W77

E+1

Figura 2.2: 76(G) = Yucon (G) = 3

Es fécil ver que el conjunto {z,y,z} es un conjunto dominante
conexo de GGy también es un conjunto dominante débilmente convexo de G,
entonces Y.(G) = Yuweon(G) = 3. Observemos que en G, el conjunto V(H) es
un conjunto dominante convexo minimo, asi v.,,(G) = k + 3. Por lo tanto

IYCon(G) - P)/C(G) = ’Ycon(G) - ’chon(G) =k.
Sear >4y k € N. Sea H la grafica bipartita completa isomorfa a Kj o

y sea u € V(H), tal que 6(u) = §(H). Sea z,w € Ny(u). Construyamos la
grafica G de la siguiente manera:

Figura 2.3: 7.(G) = Yuweon(G) =1

m Sea H= Koy V(H) ={uy,...,ux} U{z,w}

= Sea C, 0 Ky, y sea z,y € V(C, o K7) tal que x,y son soportes de la
grafica y cumplen que d(z,y) = 2.
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GG se construye a partir de identificar los vértices z, w con los soportes
x,y de la corona C, o Ky, es decir z = v y w = y. La grafica G se
muestra en la Figura 2.3

Observemos que 7(G) = r, y por el Lema 2.15 se tiene que r < ~.(G),
entonces el conjunto dominante conexo tiene cardinalidad de al menos 7.
Los r vértices de soporte de GG son un conjunto dominante conexo, entonces
Y.(G) = r. Méas atin, como dicho conjunto contiene al menos una geodésica
para cualquier par de vértices del ciclo C, y es el més pequeno, entonces
Yweon(G) = 7. Del mismo modo, por el Lema 2.15 se tiene que r < Yeon(G).
Es féacil observar que todos los vértices de (G, que no son finales, forman un
conjunto dominante convexo, entonces Yeon, < |V (G)|—r y como este conjunto
es minimo, ya que todas las geodésicas de x a y deben de contener al menos
los k vértices de la bipartita, mas los r vértices de soporte de la corona,
entonces Yeon(G) = k + 7. Por lo tanto Yeen (G) — Ye(G) = Yeon — Yweon = k-

Figura 2.4: v.on(G) =k + ¢

Ejemplo 2.18. Para todo entero positivo k£ y ¢ con k > 3, existe una grafica
G para la cual 7.(G) = k ¥ Yeon(G) = k + ¢. Ver Figura 2.4

Sea k,¢ € N, con k > 3. Sea la corona C} o Ky, GG se obtiene de remplazar
dos vértices de soporte de la corona, digamos u, v con uv € E(Cy o K;), por
¢ (u,v)-trayectorias ajenas de longitud dos.
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Es fécil ver que el nimero de dominacién conexa es 7.(G) = k, pues se
necesitan todos los vértices de soporte de la corona para dominar conexa-
mente a la grafica; entonces k < 7., (G). Asi, para dominar convexamente a
la grafica se necesitan de los k vértices de soporte de la corona y todas las
geodésicas de u a v, observemos que dicho conjunto es minimo. Por lo tanto,
el nimero de dominacién convexa es igual a Yeon(G) = k + £.

2.4. Dominacién y morfismos

Teorema 2.19. Sea ¢ : V(G) — V(G') un morfismo de las grificas G y G'.
Si D C V(G) es un conjunto dominante, entonces ¢(D) es dominante en

¢(G).

Demostracion. Sea v € V(¢(G)) — V(¢(D)), entonces existe u € V(G) tal
que ¢(u) = v. Por lo tanto existe un z € D tal que zu € E(G), entonces
#(z) € ¢(D) y ademds ¢(u) # &(z). Ya que ¢ es un morfismo se tiene
&(2)p(u) € E(G). Por lo tanto ¢(D) es dominante en ¢(G). O

Corolario 2.20. Sea ¢ : V(G) — V(G') un morfismo suprayectivo. Si Dg C
V(G) es dominante, entonces ¢(D¢) es dominante en G'.

Demostracion. Por el Teorema 2.19 tenemos que la imagen del morfismo
®(Dg) es un conjunto dominante en ¢(G) C G’, como ¢ es suprayectivo
por vértices, es decir, p(V(G)) = V(G'). Entonces ¢(Dg) es un conjunto
dominante en G'. O

Observacién 2.21. La proyeccién © : V(H x H') — H es un morfismo
de gréficas. Ya que, para toda uwv € E(H x H') si u = (a,2) y v = (b,y),
por definicién de producto se tiene que x = y € V(H') y ab € E(H) o
a=beV(H)yuzye E(H).

Corolario 2.22. Sea D C V(G x G') un conjunto dominante, entonces
D¢ CV(G) es dominante.

Demostracion. Se sigue del Teorema 2.19, del Corolario 2.20 y de la Obser-
vacion 2.21. [






Capitulo 3

Vizing y la dominacién convexa

En 1963 Vizing [19] conjeturd que el nimero de dominacion del producto
cartesiano de dos graficas G 'y GG/, es al menos tan grande como el producto de
los nimeros de dominacién de cada una de las gréficas. Es decir v(G)y(G’) <
v(G x G'). Para gréficas donde el nimero de dominacién es y(G) = 1 o
v(G) = 2, se cumple la Conjetura de Vizing [13]. BreSar [4] demostré la
Conjetura de Vizing para gréficas donde v(G) = 3 = v(G’). Un problema
abierto es ver cuando se cumple la conjetura de Vizing para cualquier grafica
G’y con y(G) = 3. En el articulo de Liang Sun [18] se demuestra que si
7(G) = 3 existe una grafica G', para la cual se cumple v(G)y(G') < v(GxG).

3.1. La conjetura de Vizing para la domina-
cién convexa

Teorema 3.1. Para dos graficas conexas G y G', se tiene la desigualdad

Vcon(G)fYcon<G,) < ’Yc(m(G X G,)

Demostracion. Sea D C V(G x G’) un conjunto dominante convexo minimo
de G x G' donde D = Dg X D¢r. Por el Teorema 2.10 y el Corolario 2.22 se
tiene que los conjuntos D¢ y D¢ son conjuntos dominantes y convexos en G
y G’ respectivamente. Entonces Yeon(G) < [Da| ¥ Yeon(G') < |Der|. Ademas,
|D| = |Dg| x |Dgr|. De este modo:

Vcon(G)chon<G,) S ’DGHDG" - |D| = ryCOTL<G X G/)

33
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Para las grédficas en donde, Y(G) = Yeon(G) ¥ Y(G') = Yeon(G'), es
natural preguntarse si es cierta la conjetura de Vizing, sin embargo no se
puede asegurar nada con esta informacién, lo que si podemos asegurar es
que si se tiene lo anterior y ademds cumple que v(G X G') = Yeon (G x G'),
entonces 7(G)Y(G') < (G x G'). Es decir, la conjetura de Vizing es cierta
para la dominacién convexa de graficas. Veamos el siguiente corolario.

3.2. Un dominante en el producto cartesiano

Corolario 3.2. Para grdficas G y G' en las cuales se cumple que
YG) = Yeon(G) ¥ Y(G") = Yeor(G") y Y (G X G') = Yeon (G x G') , entonces

la conjetura de Vizing es wdlida.

~Y

Por ejemplo, si G = G* (ver Figura 1.13b) y G’ = K, ya se sabe que
NGE) = Yeon(G) = 25 Y(G) = Yeon(G) = 1y (G X G') = 5e0n(G X G') = 4,
entonces se cumple la conjetura de Vizing. La siguiente figura nos muestra
el producto cartesiano de G* x K.

Figura 3.1: G* x K

En la Figura 3.1 se muestra, encerrado en un rectangulo, el conjunto
dominante D de la grafica G* x K5 , es claro que el conjunto dominante
D¢+ = mg+(D) (donde mg«(D) es la proyeccion de D en G*) 'y el conjunto
dominante Dk, = 7k, (D) (donde mg, (D) es la proyeccién de D en K3) no
es un conjunto dominante de la grafica G* x K,. Sin embargo, el conjunto
D = D¢+ x V(K3) es un conjunto dominante de dicha grafica.
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Figura 3.2: Py X P,

Con la misma idea que en el parrafo anterior, en la Figura 3.2 se muestra
el conjunto dominante D encerrado en un rectangulo. Observemos que el
producto de dominantes de las graficas P, es mas pequeno que el conjunto
dominante de la grafica producto cartesiano. Lo tnico que podemos intuir
de los dos ejemplos anteriores, es que el producto cartesiano de conjunto
dominante por los vértices de la otra gréafica, es un conjunto dominante de
la gréfica producto.

Teorema 3.3. Sean G y G' dos grificas, tal que Dg y Dg son conjuntos
dominantes de G y G' respectivamente, entonces Dg x V(G') y V(G) X D¢
son conjuntos dominantes en G x G'.

Demostracion. Sea (a,z) € V(G x G') — (Dg x V(G')), por definicién de
producto cartesiano (a,x) € V(G) x {z}, entonces existe (b, z) € Dg x V(G")
tal que (a,z) es adyacente a (b, x), ya que D¢ es dominante en G. De la
misma manera se demuestra que Dg X V(G') es un conjunto dominante en

G x G, 0

Es natural preguntarse como se comporta en general la dominaciéon con-
vexa bajo el producto cartesiano y bajo qué condiciones ésta se conserva.
Sabemos que la convexidad bajo el producto se conserva y sabemos que un
conjunto dominante D¢ por los vértices de la otra grafica es un dominante.
Entonces, podemos decir que:

Corolario 3.4. Sean G y G’ dos grdficas, tal que Dg y Dg son conjuntos
dominantes y convexos de Gy G’ respectivamente, entonces Dg x V(G') y
V(G) x D¢ son conjuntos dominantes convexos en G x G'.

Demostracion. Por el Teorema 2.10 se tiene que Dg X D¢ es un conjunto
convexo, asi Dg X V(G') es convexo en G X G'. 'Y por el Teorema 3.3 se tiene
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que D¢ x V(G') es dominante en el producto, entonces Dg X V(G') es un
conjunto dominante convexo en G x G'. m



Capitulo 4

Dominacién convexa en graficas
cubicas

Este capitulo es el més importante del trabajo, en él, hacemos correcciones
a los errores encontrados en el trabajo [9] de Lemanska y demostramos los
nuevos resultados obtenidos en consecuencia.

4.1. Estrella como dominante convexo en grafi-
cas cubicas

Teorema 4.1. Si G es una grdfica cubica y existe un conjunto D C V
dominante conexo minimo, tal que (D)= Ky, para n € N, entonces

70<G) = /Ycon(G)‘

Demostracion. Sea G una grafica cubica y sea D el conjunto dominante co-
nexo minimo.

1. Si (D) = Ky, entonces G = Ky y 7(G) = Yeon(G).

2. Si (D) = Ky 1, entonces G = K33 0 G = G"y 7(G) = Yeon(G) (ver
Figura 1.13).

3. Si (D) = K}, entonces |V(G)| > 8. Supongamos que 7.(G) < Yeon(G).
Sea D = {vy,v9,u3} y V — D = {vy, vs5,06,...,0,}. Como el conjunto
D no es un conjunto dominante convexo, entonces existe un vértice en
V — D que esta en una geodésica que une a dos vértices de D. Sin
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pérdida de generalidad podemos suponer que es vy, y éste es vecino de
U1y Us.

Uy

1
|
|
|

f % % & %

Figura 4.1: (D) = K 5

Los vértices vs, vg, v7, Vg, . . ., v, deben tener un vecino en D y como G
es cubica observemos que esto sélo puede ocurrir si |V (G)| < 7, lo cual
es una contradiccién. Por lo tanto, D es un conjunto convexo minimo
en G, es decir 7.(G) = Yeon(G).

La Figura 4.1 nos muestra una grafica G de orden 8 donde D es una
estrella y con V((D)) = {v1,ve,v3}, tal que si 7. < Yeon dicha gréfica
no puede ser cibical.

4. Si (D) = K 3, entonces |V(G)| > 8. Consideremos dos casos:
Sea D = {vy,v9,v3,v4}, tal que d(vy) = 3 en (D).

4.1 Si |V(G)| = 8. Sea V. — D = {vs,vs,v7,v8}. Supongamos que
Ye(G) < Yeon(G), es decir D es un conjunto dominante conexo
pero no convexo. Entonces existe un vértice en V' — D, sin pérdida
de generalidad podemos suponer que es vs, que debe tener como
vecinos a dos elementos en D, digamos vy y v3. Si existiera otro
vértice en V — D, tal que es vecino de dos vértices en D, entonces
D — {vy} o D — {v3} serfan conjuntos dominantes conexos mas
pequenos que D, lo cual no puede suceder. Asi, en V' — D sélo hay
un vértice que tiene dos vecinos en el conjunto D y este vértice es
vs. Si dicho vértice tuviera tres vecinos en D, entonces vo, U3 v U4

La Figura 4.1 muestra un argumento que se utilizard mas adelante en el texto
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4.2

sélo podridan dominar a un vértice en V — D, por lo cual (vg, v7, v3)
induce una subgrafica K3 en G.

Figura 4.2: (D;) conjunto dominante convexo minimo.

Por lo anterior, existe v; € D, tal que Ng(v7) N D = {v;} para
alguna ¢ = 2, 3,4. Es decir, el vértice v; es vecino privado de v,
con respecto a D en G, entonces el conjunto Dy = {v;, vg, v7, vg}
forma un conjunto dominante convexo de la grafica con cardina-
lidad igual a |D|, pero lo anterior es una contradiccién. Entonces
el vértice vs tiene solamente dos vecinos en el conjunto D. Asi,
observemos que los vértices vg,v7 y vg estan dominados por un
solo vértice en D, y hasta ahora Ng(vs) = {v1,v;} para algin
J € {6,7,8}, es decir, d(vs) < 3. Si d(vg) = 3 entonces existe un
vértice en V' — D que es vecino del vértice vy. Si dicho vértice fuera
vs resultaria tener tres vecinos en D, y por lo visto anteriormente
es imposible. Ahora bien, si un vértice en V' — D distinto a v; es
vecino de vy, da como resultado que dicho vértice tiene dos ve-
cinos en D, pero habiamos visto que esto no es posible. De este
modo, lo anterior es una contradiccién. Entonces D es un conjunto
dominante convexo minimo de G.

Si |V(D)| > 8, entonces por Lema 1.36 |V (G)| > 10. Denotemos
aV —D = {vs,vs,...,v,}. Supongamos que D no es un conjunto
dominante convexo. Entonces existe un vértice en V — D que
tiene dos vecinos en D. Como G es una gréafica cibica y por
el argumento utilizado en la Figura 1.14, en el punto anterior,
entonces |V(G)| <9 lo cual es una contradiccién. O
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4.2. Dominantes perfectos y graficas cubicas

Teorema 4.2. Si G es una grdfica cibica de ordenn > 8 ysi D CV es
un conjunto dominante conexo minimo en G, tal que (D) = C,, entonces D
es un conjunto dominante perfecto y para todo v,w € V. — D, Nglv] N D #
NG [U)] NnD.

Demostracion. Supongamos que D no es un conjunto dominante perfecto,
entonces existe un vértice v € V — D tal que |[Ng(v)ND| > 1, es decir v tiene
al menos dos vecinos en D, denotemos a dichos vértices por u; y us. Entonces
el conjunto D — {u;} o el conjunto D — {us} son dominantes conexos mas
pequenos que D, lo cual es una contradiccion. Ahora, si existiera un vértice
u € D, tal que para v, w € V — D se tiene que Ng[v|ND = {u} = Ng[w]ND,
es decir v, w son vecinos privados de u con respecto a D, entonces d(u) > 3,
y lo anterior no puede suceder ya que la grafica G es cubica. [

Corolario 4.3. Si G es una grdfica cubica de ordenn > 8 y si D CV es
un conjunto dominante conexo minimo en G, tal que (D) = C,, entonces
n = 2p.

Demostracion. Por el Teorema 4.2 se tiene que todo vértice en V' — D tiene
solo un vecino en D, entonces

n=|V —D[+|D|=|D|+|D| = 2[D] = 2p

Corolario 4.4. Si G es una grafica cubica de ordenn > 8 y si D CV es
un congunto dominante conexo minimo en G, tal que (D) = C, con p > 3,
entonces Ye(G) = Yeon(G).

Demostracion. Por el Corolario 4.3 se tiene que p < v (G), si D es un con-
junto dominante conexo minimo pero no convexo, entonces existe un vértice
v € V — D que tiene dos vecinos en D lo cual (por el Teorema 4.2) es una
contradiccién. Por lo tanto, 7.(G) = Yeon(G). O
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4.3. Dominante convexo con diametro 2 en
graficas cubicas

Teorema 4.5. Si G es una grdfica cibica y si D C V es un conjunto
dominante conexo minimo en G, tal que diam((D)) < 2, entonces

Ye(G) = Yeon(G).

Demostracion. Si D C V es un conjunto dominante conexo minimo en G,
tal que diam((D)) < 1, entonces sucede lo siguiente:

1. Si (D) = K3, entonces G = Kj.
2. Si (D) = K, entonces G = K33 0 G = G*.

Observemos que no existen graficas cibicas, tales que (D) = (5. Ahora bien,
supongamos que diam((D)) = 2, es facil ver que |V ((D))| > 3 y sucede lo
siguiente:

1. Si |[V((D))| = 3, entonces:
a) (D) = K, 5y por el Teorema 4.1 se tiene que 7.(G) = Yeon(G).
2. Si |V((D))| = 4, entonces:

a) (D) = K, 3y por el Teorema 4.1 se tiene que 7.(G) = Yeon(G).
b) (D) = Cy y por el Teorema 4.4 se tiene que V.(G) = Yeon(G).

¢) (D) = K1+ (K1UK>), entonces |V —D| = 4, de lo contrario G seria
de orden 6 y dicha grafica tiene un dominante conexo (D) = K.
Observemos que D es perfecto ya que para todo v € V — D se
tiene |Ng(v) N D| = 1, es decir (D) es un conjunto dominante
convexo minimo. Por lo tanto 7.(G) = Yon(G). Ver Figura 4.3
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(%1

D

2 U3 U4
Us v (%A Vs

Figura 4.3: Sea G ctbica con (D) = {vy,ve,v3,v4} = K; + (K7 U K3)

d) (D) = C4U {e}, donde e € E es una diagonal de ciclo, entonces
|V — D| < 2, lo cual es imposible porque da como resultado que
n < 6 y las graficas cibicas de orden menor a 6 estan totalmente
caracterizadas.

3. Si |[V((D))| =5, entonces:

Figura 4.4: G cubica con (D;) = {vq, v4, v5, 6}

a) (D) = Cs y por el Teorema 4.4 se tiene que v.(G) = Yeon(G).

b) (D) = Cs U{e}, donde e € E es una diagonal del ciclo, entonces
|V — D| < 3, asi podemos encontrar D; un conjunto dominante
conexo, tal que |D;| < |D|, ver Figura 4.4.

c) (D) = C5 U {ey, e}, donde e1,e5 € E son diagonales del ciclo
que no tienen vértices en comun, entonces |V — D| = 1, lo cual
es imposible ya que sabemos quienes son las graficas cibicas de
orden menor igual a 6, estas estan totalmente caracterizadas.
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4. Si |V((D))| = 6, entonces para todo v € V(D) el grado del vértice es
igual d(v) = 3. Asi, |[V((D))| = 6 = |[V(G)| y se conocen a todas las
graficas cibicas de orden 6. Ver Figura 1.13.

5. Si |[V((D)| > 8, entonces el didmetro del conjunto dominante no es
igual a 2, de lo contrario, si existiera un conjunto dominante conexo
con dichas caracteristicas la gréfica no seria ctibica, ya que D = G. Ver
Figura 4.5.

Figura 4.5: [V ((D)| > 8 y diam((D)) = 2
]

4.4. Relacion entre el nimero de dominacién
y el nimero de dominacién conexa

Teorema 4.6. Si G es una grifica cubica y v(G) = 7.(G), entonces
'VC<G) - ’Ycan(G>-

Demostracion. Sea D C V un conjunto dominante conexo minimo de GG, por
el Lema 2.16 se tiene que A(D) < 3. Entonces (D) es una trayectoria o es
un ciclo en G. Supongamos que es un ciclo, sea D = {uy,ug,...,up,u1} y
sea v; € V — D, por el Teorema 4.2 es claro que hay un solo u; € D tal
que u;v; € E, es decir u;v;, ¢ E para todo i # j. Asi, v; tiene dos vecinos
en V — D, digamos v; y vg. Entonces D — {u;,u;} U {v;} es un conjunto
dominante de cardinalidad v(G) — 1, lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto (D) es una trayectoria.

Ahora veamos que 7.(G) < 3. Si 7.(G) = 4, scan D = {uy,ug,...up} y
(D) =2 P,. Sea V. — D = {wy,v1,0s,...,0,,wy} donde vu; € E para todo
i=1,2,...,ny con wiuy, wyu, € E (ver Figura 4.6) . Por el Teorema 4.2
es claro que vju; ¢ V para todo i # j. Sean Sy = {wy,v1}, So = {wa, v} y
Ss = {v9, V3, ...,V 1}
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Figura 4.6: Auxiliar para la prueba del Teorema 3.6

Si dos vértices en S3 son adyacentes, digamos v; y wv;, entonces
D —{u;,u;}U{v;} es un conjunto dominante de cardinalidad v(G)—1, lo cual
es una contradiccién. Asi, S3 es un conjunto independiente. Veamos ahora
que dos vértices de S3 no puede ser adyacente a un mismo vértice de S; U .Ss.
Supongamos que v,v;, v11v; € E, entonces D — {u;, u;} U{v;} es un conjunto
dominante de cardinalidad «(G) — 1, lo cual es una contradiccién. Por lo
anterior y recordando que G es ctbica, el conjunto S; tiene a lo més dos
elementos, asi 7.(G) = n = 4. Asi, observemos los siguientes casos:

1. vy es adyacente a dos vértices de S;. Entonces, como dos vértices de S3
no pueden ser adyacentes al mismo vértice, se tiene que vs es adyacente
a dos vértices de S5. Y se tiene lo siguiente:

S Uy Us U3 Uy

a) wyv1, wavy € E. Entonces {v17u3,u4} es un conjunto dominante
de cardinalidad menor. Lo cual es una contradiccién.

b) wyivy, wovy € E. Entonces {wq,wsy, ug} es un conjunto dominante
de cardinalidad menor. Lo cual es una contradiccion.

c) wiws, vy € E. Entonces {wy, vy, us} es un conjunto dominante
de cardinalidad menor.

2. vy es adyacente a dos vértices de Sy. Entonces {vg, us, u; } s un conjunto
dominante de cardinalidad menor. Lo cual es una contradiccion.
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3. vy es adyacente a un vértice de S; y a un vértice de S,. Entonces v, es
adyacente a vy y vg. Asi, v3 es adyacente a wy y we. Entonces {uy, v3, v4}
es un conjunto dominante de cardinalidad menor.

Por lo tanto 7.(G) < 3. Y por el Teorema 4.5 se tiene que V.(G) = Yeon(G).
[
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