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MATEMÁTICO
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Introducción

La intención de esta tesis es desarrollar a profundidad el art́ıculo de “Categoŕıas de co-
nexión”de Graciela Salicrup junto con “Fibraciones y correflexiones”de la misma autora,
finalizando con algunos resultados de los k-espacios de R. M. Vogt.

La tesis se divide en 5 caṕıtulos. El primero trata sobre los elementos básicos de topoloǵıa
y categoŕıas, definiendo espacio topológico y todos los conceptos que se utilizarán a lo largo
de la tesis. En el segundo se definen los espacios conexos y se ven algunos resultados que
permitirán extender la noción de conexidad a categoŕıas particulares. Además, al final de
dicho caṕıtulo, se tratarán los conceptos de reflexividad y correflexividad desde un ámbito
particular y se les relacionará con lo visto respecto de los espacios conexos. Posteriormente, en
el tercer caṕıtulo, se extenderán las nociones conceptuales de reflexividad y correflexividad a
categoŕıas. Uno de los resultados más importantes en dicho caṕıtulo será la caracterización de
las categoŕıas correflexivas en Top. En el cuarto caṕıtulo, haciendo pleno uso de lo anterior, se
extiende la noción de conexidad en la categoŕıa Top de espacios topológicos, desarrollando el
art́ıculo principal; Categoŕıas de conexión. Por último, en el quinto caṕıtulo, se desarrollarán
algunos resultados de R. M. Vogt y N. E. Steenrod sobre k-espacios y espacios compactamente
generados, permitiendo ver algunas razones de por qué es práctico trabajar en las categoŕıas
K− Top y CG.
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4. Subcategoŕıas de conexión en Top 48
4.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo atenderemos las nociones básicas que necesitaremos en lo siguiente. Em-
pezaremos con la definición de espacio métrico, espacio topológico y algunos teoremas sin
demostración sobre topoloǵıa y categoŕıas.1 No obstante, algunas definiciones básicas serán
vistas cuando las necesitemos en el correspondiente caṕıtulo.

1.1. Topoloǵıa

1.1.1 Definición. Un espacio métrico consta de un conjunto X y una función d : X ×X →
R+ ∪ {0}, llamada métrica, que satisface los siguientes axiomas:

(1) Dados x, y ∈ X, se cumple d(x, y) = 0 si y sólo si x = y

(2) Para todo x, y ∈ X, d(x, y) = d(y, x)

(3) Para todo x, y, z ∈ X, d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)

Este último inciso se conoce como la desigualdad del triángulo.

1.1.2 Definición. Sean (X, d) y (Y, d′) espacios métricos. Se dice que una función f : X → Y
es continua en un punto x de X si dada ε > 0 existe δ > 0, tal que si d(x, y) < δ entonces
d′(f(x), f(y)) < ε. Se dice que f es continua si es continua en todo punto x de X.

1.1.3 Observación. Sean (X, d) un espacio métrico y Y ⊆ X. Entonces la restricción d|Y×Y :
Y × Y → R es una métrica en Y . Al espacio Y con esta métrica se le conoce como subespacio
métrico de X.2

1.1.4 Definición. Sea X un conjunto. Una topoloǵıa en X es una familia τ de subconjuntos
en X, llamados abiertos, tal que cumple lo siguiente

(1) Si {Ui}i∈J es una familia de elementos en τ , con J un conjunto arbitrario, entonces
∪i∈JUi es un elemento en τ .

(2) Si {Ui}i∈J es una familia de elementos en τ , con J un conjunto finito, entonces ∩i∈JUi
es un elemento en τ .

1Se recomienda revisar [2] para mayor detalle en lo relacionado a topoloǵıa.
2Formalmente, la restricción f |Y en un subconjunto de X se define como la composición f ◦ i donde i es el

mapeo inclusión i : Y → X dado por i(y) = y.
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En particular, X, que por definición es la intersección de una familia vaćıa, y ∅, que por
definición es la unión de una familia vaćıa, están en τ . A la pareja (X, τ) se le denomina
espacio topológico, el cual denotaremos sólo por X cuando no haya confusión con respecto
a la estructura topológica dada por sus abiertos. Al conjunto X lo llamaremos el conjunto
subyacente del espacio topológico.

Para mayor detalle respecto al tema de espacios métricos y su relación con los espacios
topológicos (equivalencia de métricas, topoloǵıa inducida por una métrica, etc.), aśı como
funciones continuas, véase [3].

1.1.5 Ejemplos. Los siguientes son espacios topológicos.

(1) Un conjunto X con τ el conjunto de todos los subconjuntos de X. A esta topoloǵıa se
le denomina topoloǵıa discreta en X. Al espacio topológico correspondiente se le llama
espacio discreto.

(2) Un conjunto X con τ el conjunto que consta de X y ∅. A esta topoloǵıa se le denomina
topoloǵıa indiscreta en X. Al espacio topológico correspondiente se le llama espacio
indiscreto.

(3) Un conjunto X con τ el conjunto que contiene al conjunto vaćıo y a todos los subconjun-
tos de X cuyo complemento es finito. A esta topoloǵıa se le denomina topoloǵıa cofinita
en X. Notemos que si X es finito, entonces τ es la topoloǵıa discreta.

(4) Un conjunto X con τ el conjunto que contiene al conjunto vaćıo y a todos los subcon-
juntos de X cuyo complemento es a lo más numerable. A esta topoloǵıa se le denomina
topoloǵıa conumerable en X. Notemos que si X es a lo más numerable, entonces τ es la
topoloǵıa discreta.

(5) Un espacio métrico X con τ el conjunto {U ⊆ X : para toda x ∈ U existe ε >
0 con Bε(x) ⊆ U} de subconjuntos U de X abiertos, es decir, subconjuntos tales que
para todo punto x en U existe una bola de radio mayor a cero que contiene a x y
está contenida en U .

1.1.6 Definición. Sean X y Y espacios topológicos. Se dice que una función f : X → Y es
continua si para todo abierto V ⊆ Y se cumple que f−1(V ) es un abierto de X.

1.1.7 Definición. Sea X un espacio topológico. A cualquier subconjunto de X, digamos Y ,
con la topoloǵıa σ = {U∩Y : U es abierto en X} a la que se le conoce como topoloǵıa inducida
o topoloǵıa relativa, lo llamaremos subespacio topológico de X.

1.1.8 Teorema. Sean X un espacio topológico y Y un subespacio de X. Y está caracterizado
por la siguiente propiedad universal. La función inclusión i : Y → X es continua y toda
función f : Z → Y con Z un espacio topológico es continua si y sólo si i ◦ f : Z → X es
continua.

En un diagrama

Y
i // X

Z

f

OO

i◦f

>>

f es continua si y sólo si i ◦ f es continua.

1.1.9 Definición. Sean X un espacio topológico y x ∈ X. Definimos una vecindad de x como
un conjunto V ⊆ X para el que existe un abierto U en X, tal que x ∈ U ⊆ V .
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1.1.10 Proposición. Sea X un espacio topológico. Entonces U ⊆ X es abierto si y sólo si U
es vecindad de todos sus puntos.

1.1.11 Definición. Denotaremos al conjunto de vecindades, de un punto x en un espacio
topológico X, como NX

x y, cuando no haya riesgo de confusión, simplemente como Nx. Al
conjunto N = {Nx : x ∈ X} le llamaremos sistema de vecindades de la topoloǵıa de X.

1.1.12 Proposición. El sistema de vecindades N de la topoloǵıa de X satisface las siguientes
condiciones.

(1) Dados U ∈ Nx y U ⊆ V , se tiene que V ∈ Nx.

(2) Dados Ui ∈ Nx con i ∈ I, I finito, se tiene que ∩i∈IUi ∈ Nx.

(3) Si U ∈ Nx, entonces x ∈ U .

(4) Si U ∈ Nx, entonces existe V ∈ Nx, tal que U ∈ Ny para toda y ∈ V .

1.1.13 Definición. Sea X un conjunto. Para cada x ∈ X, denotaremos por Nx a una familia
que satisface (1), (2), (3) y (4) de la proposición anterior. Al conjunto N = {Nx : x ∈ X} le
llamaremos sistema de vecindades en X.

1.1.14 Teorema. Sean X un conjunto y N un sistema de vecindades en X. Entonces, existe
una única topoloǵıa en X que tiene precisamente a N como el sistema de vecindades de ella.

1.1.15 Definición. Sean X un espacio topológico y x ∈ X.

(1) Decimos que x es un punto de contacto de un conjunto A ⊆ X si para toda vecindad V
de x, la intersección de V con A es no vaćıa. Al conjunto

A = {x ∈ X : x es un punto de contacto de A}

se le llama la cerradura de A.

(2) Un subconjunto A de X se dice que es cerrado si A = A . Aśı, A es cerrado si y sólo si
X \A es abierto.

1.1.16 Teorema. Sea X un espacio topológico. Entonces, la familia C de los conjuntos ce-
rrados de X satisface lo siguiente.

(1) Si {Ci}i∈I es una familia de elementos en C, con I un conjunto arbitrario, entonces
∩i∈IUi es un elemento en C.

(2) Si {Ci}i∈I es una familia de elementos en C, con I un conjunto finito, entonces ∪i∈IUi
es un elemento en C.

1.1.17 Teorema. Sean X un conjunto y C una familia de subconjuntos de X que satisface
(1) y (2) del teorema anterior. Entonces, existe una única topoloǵıa en X para la cual C es
exactamente la familia de los subconjuntos cerrados.

1.1.18 Teorema. Sean X y Y espacios topológicos y f : X → Y una función. Entonces, la
función f es continua si y sólo si la imagen inversa de subconjuntos cerrados de Y bajo f es
cerrada.

1.1.19 Definición. Sea X un espacio topológico. Una familia β de conjuntos abiertos en X
se denomina base de (la topoloǵıa de) X, si todo abierto en X se puede expresar como unión
de elementos de β. A los elementos de β se les llama abiertos básicos.
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1.1.20 Observación. Para un espacio topológico X, las siguientes condiciones son equiva-
lentes.

(1) β es base de la topoloǵıa de X

(2) Para todo abierto U en X y para todo x ∈ U , existe B ∈ β tal que x ∈ B ⊆ U .

1.1.21 Proposición. Sea β una base del espacio topológico Y . Entonces, la función f : X →
Y es continua si y sólo si f−1(B) es abierto para todo B ∈ β.

1.1.22 Ejemplos. (1) R con la topoloǵıa usual3 tiene como base a la familia de intervalos
abiertos (a, b) con a, b ∈ R.

(2) En Rn la familia {B 1
n

(q) : n ∈ N y q ∈ Qn} es una base (numerable) para la topoloǵıa

usual.

1.1.23 Definición. Sean X un espacio topológico y γ una familia de subconjuntos de X. Deci-
mos que γ es una subbase de la topoloǵıa de X si la familia B = {∩i∈FUi : Ui ∈ γ y F es finito}
es una base para dicha topoloǵıa.

1.1.24 Ejemplos. En el espacio R con la topoloǵıa usual, la familia γ = {(−∞, a) : a ∈
R} ∪ {(a,+∞) : a ∈ R} donde (−∞, a) = {x ∈ R : x < a} y (a,+∞) = {x ∈ R : a < x}, es
una subbase para la topoloǵıa usual.

1.1.25 Definición. Sea X un espacio topológico. Una familia βx, de vecindades de x ∈ X, se
denomina base de vecindades de x si, dada cualquier vecindad U de x, existe V ∈ βx tal que
x ∈ V ⊆ U . A los elementos de βx se les conoce como vecindades básicas de x.

1.1.26 Ejemplos. Sean X un espacio topológico y x ∈ X. Entonces las siguientes son bases
de vecindades para x.

(1) βx = {V : V es vecindad de x en X}.

(2) βx = {U : x ∈ U y U es abierto en X}.

(3) βx = {Bε(x) : ε > 0}, si X es un espacio métrico y Bε(x) = {z ∈ X : d(z, x) < ε}.
Incluso, la familia β′x = {B 1

n
(x) : n ∈ N} es una base de vecindades de X.

1.1.27 Definición. Sean X, Y espacios topológicos y f : X → Y una función. Se dice que
X es continua en un punto x de X, si para cada vecindad V de f(x), se tiene que f−1(V ) es
una vecindad de x.

1.1.28 Definición. Una función f es continua si y sólo f es continua para todo x ∈ X.

De aqúı en adelante, si no se especifica lo contrario, la palabra aplicación se referirá a
una función continua.

1.1.29 Observación. Para espacios topológicos metrizables4 ambas definiciones de continui-
dad son equivalentes.

3La topoloǵıa usual de R es la topoloǵıa generada por las bolas abiertas en R, esto es, intervalos abiertos de
la forma (a, b) con a, b ∈ R.

4Un espacios topológico (X, τ) es metrizable si existe una métrica d para X tal que el conjunto formado por
las bolas abiertas en X es una base para la topoloǵıa τ .
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1.1.30 Teorema. Sean X, Y , Z espacios topológicos, f : X → Y una función continua en
x y g : Y → Z continua en f(x). Entonces, la composición g ◦ f : X → Z es continua en x.
Consecuentemente, si f y g son continuas, entonces también lo es g ◦ f .

1.1.31 Teorema. Sean X, Y espacios topológicos y f : X → Y una función. Entonces las
siguientes condiciones son equivalentes

(1) f es continua.

(2) Para todo abierto U en Y , f−1(U) es abierto en X.

(3) Para todo subconjunto A de X, se cumple f(A) ⊆ f(A).

(4) Para todo cerrado B en Y , f−1(B) es cerrado en X.

1.1.32 Teorema. Sean X un espacio topológico y γ una subbase de su topoloǵıa. Entonces
f : Y → X es continua si y sólo si f−1(U) es abierto para todo U ∈ γ.

1.1.33 Definición. Sean X, Y espacios topológicos y f : X → Y una función. Decimos que
f es un homeomorfismo si es continua, biyectiva y su inversa, f−1 : Y → X, también es
continua. Si existe un tal homeomorfismo, se dice que los espacios X y Y son homeomorfos.

1.1.34 Teorema. Sean X, Y espacios topológicos y f : X → Y una función. Entonces las
siguientes condiciones son equivalentes.

(1) f es un homeomorfismo.

(2) f es biyectiva y f(U) es abierto en Y si y sólo si U es abierto en X.

(3) f es biyectiva y f(C) es cerrado en Y si y sólo si C es cerrado en X.

El inciso (2) anterior afirma que f establece una biyección entre los elementos de X y de
Y y también entre los abiertos de uno y del otro. Es por ello que un homeomorfismo establece
una equivalencia entre las estructuras de dos espacios topológicos.

1.1.35 Ejemplos. (1) La función identidad de un espacio topológico X en śı mismo, 1X :
X → X, es un homeomorfismo.

(2) Toda translación f : Rn → Rn, digamos f(x) = x0 + x con x0 ∈ Rn, es un homeomorfis-
mo.

1.1.36 Definición. Sean X un espacio topológico y A ⊆ X. Decimos que A es denso en X si
A = X. A un espacio X se le llama separable si contiene algún subconjunto denso numerable.

1.1.37 Ejemplo. El conjunto R de los números reales es un espacio separable.

Los siguientes dos teoremas son importantes, ya que es frecuente tener funciones definidas
por pedazos, es decir, que están dadas por fórmulas distintas en distintas porciones del dominio.
Estos resultados, dan criterios para ver cuándo estas funciones resultan ser continuas.

1.1.38 Teorema. Sean A1, . . . , An subconjuntos cerrados de X tales que X = ∪ni=1Ai. En-
tonces, una función f : X → Y es continua si y sólo si fi = f |Ai es continua para toda
i = 1, . . . , n.

1.1.39 Teorema. Sea {Aj : j ∈ J} una familia de subconjuntos abiertos de X tales que
X = ∪j∈JAj. Entonces, una función f : X → Y es continua si y sólo si fj = f |Aj es continua
para toda j ∈ J .
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1.1.40 Definición. Sean X un espacio topológico, Y un conjunto y f : X → Y una función
(suprayectiva)5. La topoloǵıa para Y dada de la siguiente manera: U es abierto en Y si y sólo
si f−1(U) es abierto en X, recibe el nombre de topoloǵıa de identificación inducida por f . A
f se le llama identificación.

La terminoloǵıa se justifica pensando que la aplicación f “identifica” en un solo punto a
todos aquellos puntos que tienen la misma imagen.

1.1.41 Teorema. Sean X, Y , Z espacios topológicos y f : X → Y , g : Y → Z funciones
suprayectivas. Supongamos que f es una identificación. Entonces

(1) g es continua si y sólo si g ◦ f es continua.

(2) Si g es una identificación entonces g ◦ f es una identificación.

1.1.42 Definición. Sean X un espacio topológico y ∼ una relación de equivalencia en X. A
X ′ := X/ ∼ con la topoloǵıa de identificación, dada por la función canónica p : X → X/ ∼ se
le llama espacio cociente de X bajo la relación ∼. También se dice que X ′ tiene la topoloǵıa
cociente.

1.1.43 Teorema. Sea f : X → X ′ una identificación. Si se define una relación de equivalencia
en X, tal que x ∼ x′ si y sólo si f(x) = f(x′), entonces f determina un homeomorfismo
f : X/ ∼→ X ′.

1.1.44 Ejemplos. (1) Sean X = I el intervalo [0, 1] y Y = S1. Si f : X → Y es la función
exponencial f(t) = e2πis, entonces f es una identificación que identifica 0 con 1 en I.6

(2) Sean X = R y Y = S1. Si f : X → Y es la función exponencial f(t) = e2πis, entonces f
es una identificación, tal que f(s) = f(t) si y sólo si t− s ∈ Z.

1.1.45 Teorema. Sea p : X → X ′ una aplicación. Entonces, p es una identificación si y
sólo si cada vez que se tenga una aplicación f : X → Y , tal que si p(x) = p(z) entonces
f(x) = f(z) con x, z ∈ X, existe una única aplicación f̄ : X ′ → Y , tal que f̄ ◦ p = f . Esto es,
el siguiente diagrama conmuta

X
f //

p
��

Y

X ′
f̄

>> (1.1)

1.1.46 Definición. Sea f : X → Y una función. Se dice que f es abierta si para todo U ⊆ X
abierto, se tiene que f(U) es abierto en Y . Análogamente, se dice que f es cerrada si manda
conjuntos cerrados de X en conjuntos cerrados en Y .

1.1.47 Teorema. Si f : X → Y es continua, suprayectiva y abierta (o cerrada), entonces f
es una identificación.

Las siguientes definiciones constituyen la parte de productos y coproductos topológicos.
Dichas definiciones serán utilizadas a lo largo de los tres caṕıtulos siguientes, por lo que
será de gran importancia conocer las proposiciones y teoremas siguientes. Para mayor detalle,
se recomienda revisar [1].

5Si y /∈ f(X), entonces f−1{y} = ∅. Es decir, Y \ f(X) es discreto, por lo tanto conviene pedir que f sea
suprayectiva.

6El conjunto S1 está definido como S1 := {z ∈ C : |z| = 1}.
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1.1.48 Definición. Una fuente de funciones es una clase de funciones con dominio común
(fi : X → Yi)i∈I , donde I no es necesariamente un conjunto.

1.1.49 Proposición. Si {fi : (X, τ)→ (Yi, σi)}i∈I es una fuente de funciones entre espacios
topológicos, entonces son equivalentes:

(1) τ es inicial respecto a (fi, σi)i∈I , es decir, τ = inf{α|α es topoloǵıa en X y fi es
continua para toda i ∈ I}7.

(2) S = {f−1
i (U) : i ∈ I y U es abierto de Yi} es una subbase de X.

(3) Si para toda i ∈ I, γi es una subbase de Yi, entonces
⋃
i∈I f

−1
i (γi) es una subbase de X.

(4) Para toda i ∈ I, fi es continua y si g : Z → X es una función tal que fi ◦ g es continua
para toda i, entonces g es continua.

(5) Para toda i ∈ I, fi es continua y si el siguiente diagrama conmuta:

X
fi //

h ��

Yi

Z

gi

??

es decir, gi ◦ h = fi para todo i, con h biyectiva y continua y gi continua, entonces h es
un homeomorfismo.

Prueba. (1)⇒ (2) Probemos el siguiente

1.1.50 Lema. Si X es un conjunto y γ es una familia de subconjuntos de X, entonces γ es
subbase de τ0, donde τ0 = ı́nf{τ : τ es topoloǵıa en X y γ ⊆ τ}. En tal caso, τ0 recibe el
nombre de topoloǵıa generada por γ.

Prueba. Sea γ = {Gi}i∈I . Veamos que el conjunto B = {
⋂
J Gj : J ⊆ I es finito } es una

base para una topoloǵıa σ. Primero, notemos que si J = ∅ entonces ∩JGj es el conjunto X y
por lo tanto todo elemento de X está contenido en al menos uno de B. Ahora, si x ∈ A ∩ A′
con A,A′ ∈ B, digamos A :=

⋂
J ′ Gj y A′ :=

⋂
J ′′ Gk, podemos reetiquetar cada Gj y Gk tal

que A ∩A′ =
⋂
J(Gt) y por lo tanto, A ∩A′ seŕıa un elemento de B, lo cual implica que B es

base para una topoloǵıa σ.
Veamos que τ0 = σ. Dado que γ ⊆ σ, se tiene que τ0 ⊆ σ por ser τ0 el ı́nfimo. Por otro

lado, como τ0 es topoloǵıa y contiene a γ, se tiene la contención B ⊆ τ0, pero todo abierto de
σ es una unión arbitraria de elementos de B, por lo tanto σ ⊆ τ0. Concluyendo que τ0 = σ.

Ahora, dado que

τ = ı́nf{α : α es topoloǵıa en X y fi : (X, τ)→ (Yi, σi) es continua para toda i ∈ I}

es igual a

τ = ı́nf{α : α es topoloǵıa en X y
⋃
f−1
i (σi) ⊆ α}

por el lema anterior, se tiene que S es subbase.

(2)⇒ (3) Dado que cualquier elemento de σ se puede escribir como uniones arbitrarias de
intersecciones finitas de elementos de γi, se tiene que

⋃
i∈I f

−1
i (γi) es subbase de τ .

7Nótese que una forma de ver al ı́nfimo de una familia de topoloǵıas {τi}i∈I , es mediante la intersección
∩i∈Iτi. Claramente ∩i∈Iτi es una topoloǵıa.
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(3) ⇒ (4) Basta ver que g es continua para un subbásico de X. Sea A ∈
⋃
i∈I f

−1
i (γi).

Entonces A = f−1
j (U) con U ∈ γj y por lo tanto g−1(A) = g−1(f−1

j (U)) que es un abierto en
Z por hipótesis.

(4)⇒ (5) Tomemos el siguiente diagrama conmutativo

Z
gi //

h−1 ��

Yi

X
fi

>>

es decir, gi = fi ◦ h−1. Por hipótesis gi es continua. Entonces fi ◦ h−1 es continua para toda
i ∈ I y, por (4), se tiene que h−1 es continua. Por lo tanto h es un homeomorfismo.

(5)⇒ (1) Sea τ ′ la topoloǵıa inicial en X respecto de (fi, σi)i∈I . Entonces τ ′ está contenida

en τ , es decir, (X, τ)
1X−−→ (X, τ ′) es continua. Además, conmuta el siguiente diagrama

X
fi //

1X   

Yi

X
fi

>>

y dado que 1X es biyectiva y continua, concluimos que es un homeomorfismo. �

1.1.51 Ejemplos. (1) Si (Yi, σi)i∈I es una clase espacios topológicos y (fi : X → Yi)i∈I
una fuente tal que fi es constante para toda i ∈ I, entonces la topoloǵıa inicial de X
respecto a (fi, σi)i∈I es la indiscreta.

(2) Sea S el espacio de Sierpinski, esto es, el conjunto {0, 1} con la topoloǵıa σ := {{0, 1}, {0},∅}.
Sea X un conjunto y, para toda x ∈ X, una función fx : X → S tal que fx(y) = 1 si
x = y, fx(y) = 0 si x 6= y. Entonces, la topoloǵıa inicial de X respecto a (fx, σ)x∈X es
la topoloǵıa cofinita.

1.1.52 Definición. Sea (Xk)k∈K una familia de conjuntos. El conjunto∏
k∈K

Xk := {x : K → ∪k∈KXk : x(k) ∈ Xk para toda k ∈ K}

se llama producto cartesiano de (Xk)k∈K . El elemento x(k) recibe el nombre de k-ésima coor-
denada de x y se denota por xk. Para toda k ∈ K, la función pk :

∏
k∈K Xk → Xk tal que

pk(x) = xk para toda x ∈
∏
k∈K Xk, recibe el nombre de k-ésima proyección del producto.

1.1.53 Definición. Sea F = {(Xk, τk)}k∈K una familia de espacios topológicos. Conside-
remos la fuente de funciones {pk :

∏
k∈K Xk → (Xk, τk)}k∈K y sea τ la topoloǵıa inicial

de
∏
k∈K Xk respecto a (pk, τk)k∈K . Definiremos al espacio topológico (

∏
k∈K Xk, τ) como el

producto topológico de F .

1.1.54 Teorema. El producto topológico
∏
k∈K Xk, junto con sus proyecciones pk :

∏
k∈K Xk →

Xk, está caracterizado por la siguiente propiedad universal :
Para toda familia {fk : Y → Xk}k∈K de aplicaciones, existe una única aplicación f : Y →∏

k∈K Xk tal que pk ◦ f = fk para toda k ∈ K. Esto es, el siguiente diagrama conmuta

Y
f

zz
fk
��∏

k∈K Xk pk
// Xk
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De forma dual, a lo visto para el caso de producto, tenemos las siguientes definiciones para
el caso del coproducto.

1.1.55 Definición. Un pozo de funciones es una clase de funciones con contradominio común
(fi : Yi → X)i∈I , donde I no es necesariamente un conjunto.

El siguiente resultado es dual al que acabamos de probar, aśı que omitiremos su prueba.

1.1.56 Proposición. Si {fi : (Yi, σi) → (X, τ)}i∈I es un pozo de funciones entre espacios
topológicos, con I un conjunto, entonces son equivalentes:

(1) τ es final respecto a (σi, fi)i∈I , es decir, τ = sup{α : α es topoloǵıa en X y fi es
continua para toda i ∈ I} 8 .

(2) W ⊂ X es abierto si y sólo si f−1
i (W ) es abierto en Yi para toda i ∈ I

(3) C ⊆ X es cerrado en X si y sólo si f−1
i (C) es cerrado en Yi para toda i ∈ I.

(4) Para toda i ∈ I, fi es continua y si g : (X, τ)→ (Z, τ ′) es una función tal que g ◦ fi es
continua para toda i, entonces g es continua.

(5) Para toda i ∈ I, fi es continua y si el siguiente diagrama conmuta:

(Yi, σi)
fi //

gi $$

(X, τ)

(Z, τ ′)

h

::

con h biyectiva y continua y gi continua, entonces h es un homeomorfismo. �

1.1.57 Ejemplos. Si (fi : (Yi, σi) → X)i∈I es un pozo de funciones constantes, entonces la
topoloǵıa final de X respecto a (σi, fi)i∈I es la discreta.

1.1.58 Observación. (1) Sea {fi : X → Yi}i∈I una fuente de funciones. Entonces las
siguientes condiciones son equivalentes:

(a) {fi : X → Yi}i∈I separa puntos, es decir, si x 6= y ∈ X entonces existe i ∈ I tal que
fi(x) 6= fi(y).

(b) {fi : X → Yi}i∈I es monofuente, es decir, para cualesquiera dos funciones g, h :
Z → X tales que fi ◦ g = fi ◦ h para toda i ∈ I entonces g = h.

(2) Sea {gi : Yi → X}i∈I un pozo de funciones. Entonces son equivalentes:

(a) {gi : Yi → X}i∈I cubre puntos, es decir, si x ∈ X entonces existen i ∈ I y y ∈ Yi
tal que fi(y) = x.

(b) {gi : Yi → X}i∈I es epipozo, es decir, para cualesquiera dos funciones g, h : X → Z
tales que g ◦ fi = h ◦ fi para toda i ∈ I entonces g = h.

8Nótese que una forma de ver al supremo de una familia de topoloǵıas {τi}i∈I , es mediante la intersección
∩k∈Kσk donde σk es una topoloǵıa que contiene a la unión de las topoloǵıas {τi}i∈I . Claramente ∩k∈Kσk es
una topoloǵıa.
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1.1.59 Definición. (1) Dada una familia de espacios topológicos {Xk}k∈K , definimos el
coproducto o suma topológica como el conjunto

∐
k∈K Xk :=

⋃
k∈K Xk × {k} con la

topoloǵıa final con respecto a las inclusiones ij : Xj →
⋃
k∈K Xj×{k} dadas por ik(x) =

(x, k), es decir, A ⊆
∐
k∈K Xk es abierto si y sólo si i−1

k (A) es abierto para todo Xk

con k ∈ J . Notemos que a partir de lo anterior, el espacio Xk es abierto y cerrado en∐
k∈K Xk.

(2) Dada una familia de espacio topológicos punteados9 (Xk, xk) con k ∈ K, definimos su
cuña como el espacio cociente

∨
k∈K

Xk =

(∐
k∈K

Xk)

)
/P,

donde P es el subespacio del coproducto formado por todos los puntos base {(xk, k)}k∈K
(esta definición será utilizada hasta el caṕıtulo 3).

Notemos que
∨
k∈K Xk tiene la topoloǵıa final con respecto a las inclusiones i′k = q ◦ ik :

Xk →
∨
k∈K Xk, donde q es la aplicación cociente del coproducto a la cuña. Además, el

coproducto ik : Xk →
∐
k∈J Xk y la cuña i′k : Xk →

∨
k∈J Xk son epipozos (cubren puntos).

1.1.60 Teorema. El coproducto topológico
∐
k∈K Xk, junto con sus inclusiones ik : Xk →∐

k∈K Xk, está caracterizado por la siguiente propiedad universal.
Para toda familia {fk : Xk → Y }k∈K , de aplicaciones, existe una única aplicación f :∐

k∈K Xk → Y tal que fk = f ◦ ik para toda k ∈ K. Esto es, el siguiente diagrama conmuta

Y

∐
k∈K Xk

f

::

Xkik
oo

fk

OO

1.1.61 Teorema. Sea X un espacio topológico, tal que X = ∪k∈KXk con Xi ∩Xj = ∅ para
i 6= j. Entonces X es el coproducto de las Xk si y sólo si Xk es abierto en X (si Xk es cerrado,
también se cumple el teorema).

Prueba. Dado que la unión ∪k∈KXk es una ajena, para probar que X es el coproducto de
las Xk, suponiendo que Xk es abierto, basta probar que X tiene la topoloǵıa del coproducto.
Si U ⊆ X es abierto, entonces U ∩Xk es abierto para toda k ∈ K. Además, si U ⊆ X cumple
que U ∩Xk es abierto para toda k. Como U = ∪k∈K(U ∩Xk), se tiene que U es abierto.

Ahora, si X es el coproducto de las Xk, entonces U es abierto en X si y sólo si U ∩Xk es
abierto en Xk para toda k. Como Xi ∩Xj = ∅ si i 6= j y Xi ∩Xj = Xi si i = j, se tiene que
Xk es abierto y cerrado en X para toda k ∈ K. �

A continuación veremos las definiciones de espacio compacto, localmente compacto y com-
pactamente generado. Dichas definiciones serán utilizadas, principalmente, en el caṕıtulo 4.
De nuevo, se recomienda al lector revisar [2].

1.1.62 Definición. Sean X un espacio topológico y A ⊆ X. Se dice que C = {Uj ⊆ X : j ∈ J}
es una cubierta de A en X si A ⊆ ∪j∈JUj . Definimos la cubierta C como abierta (o cerrada)
si Uj es abierto (o cerrado) para todo j ∈ J . Si C ′ ⊆ C y C ′ también es una cubierta, entonces
decimos que C ′ es una subcubierta de C.

9Un espacio punteado es una pareja (X,x0) donde X es un espacio topológico y x0 es un elemento de X
llamado punto básico.
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1.1.63 Definición. Sea X un espacio topológico tal que toda cubierta abierta de X contiene
una subcubierta finita (subcubierta con un número finito de elementos). Entonces decimos
que X es un espacio compacto.

La siguiente proposición asegura que la propiedad de ser compacto, como subespacio de
cualquier espacio topológico X, no depende de cómo yace dicho subespacio dentro de X.

1.1.64 Proposición. Sean X un espacio topológico y A ⊆ X. Entonces A con la topoloǵıa
relativa es un espacio compacto si y sólo si toda cubierta abierta {Uj}i∈J de A en X contiene
una subcubierta finita.

1.1.65 Teorema. Sean X un espacio compacto y A ⊆ X. Si A es cerrado, entonces A es
compacto.

1.1.66 Teorema. Sean X un espacio de Hausdorff10 y A ⊆ X. Si A es compacto, entonces
es cerrado.

1.1.67 Teorema. Sean X un espacio compacto y f : X → Y una función continua, entonces
f(X) es compacto.

1.1.68 Teorema. Sean X, Y espacios topológicos y f : X → Y una aplicación. Si X es
compacto y Y de Hausdorff, entonces f es cerrada. Más aún, si f es además suprayectiva,
entonces f es una identificación.

1.1.69 Teorema. Sean X un espacio de Hausdorff y F y G subconjuntos compactos ajenos
de X. Entonces existen conjuntos abiertos ajenos U y V tal que F ⊆ U y G ⊆ V

El siguiente teorema es conocido como Teorema de Heine-Borel-Lebesgue

1.1.70 Teorema. Un subconjunto A ⊆ Rn es compacto si y sólo si es cerrado y acotado.

1.1.71 Definición. Un espacio topológico X es localmente compacto si para todo x ∈ X
existe U ∈ Nx, tal que U es compacto.

La siguiente definición será utilizada a lo largo del caṕıtulo 3 y principalmente en el caṕıtulo
4, en donde veremos algunas de las razones de por qué es importante estudiar a los espacios
compactamente generados.

1.1.72 Definición. Un espacio topológico X es llamado compactamente generado si para
todo A ⊆ X, A es cerrado si y sólo si para todo compacto C ⊆ X, A ∩ C es cerrado en C.

1.1.73 Definición. (1) Sean X y Y espacios topológicos. Definimos a Top(X,Y ) = {f :
f es una función continua de X en Y } el conjunto de todas la aplicaciones de X en Y .

(2) Sean H ⊆ Top(X,Y ), K ⊆ X compacto y Q ⊆ Y abierto. Definimos QK := {f ∈ H :
f(K) ⊆ Q}. A la topoloǵıa en H que tiene como subbase a la colección

{QK : K ⊆ X es compacto y Q ⊆ Y es abierto }

se le llama topoloǵıa compacto-abierta en H.

1.1.74 Definición. Sean X y Y espacios topológicos. Definimos la función evaluación e :
Top(X,Y )×X → Y como e(f, x) = f(x).

10Un espacio es de Hausdorff si cualesquiera dos puntos se pueden separar por abiertos ajenos. Véase 1.1.76.
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1.1.75 Teorema. La topoloǵıa compacto-abierta es la topoloǵıa más gruesa que hace continua
a la función evaluación.11

Las últimas definiciones que veremos, con respecto de los prelimares de topoloǵıa, serán los
llamados axiomas de separación. Aunque, en la mayoŕıa de los casos, no hablaremos de manera
particular o expĺıcita de ellos, serán utilizados a lo largo de cada caṕıtulo. Se recomienda al
lector revisar [2] o [3] para mayor detalle.

1.1.76 Definición. Sea X un espacio topológico. Entonces X es

(1) T0 si, dados x, x′ ∈ X con x 6= x′, existe un abierto U en X tal que x ∈ U y x′ /∈ U .

(2) T1 si, dados x, x′ ∈ X con x 6= x′, existen conjuntos abiertos U y V en X tales que
x ∈ U , x′ /∈ U , x′ ∈ V y x /∈ V .

(3) T2 o de Hausdorff si, dados x, x′ ∈ X con x 6= x′, existen conjuntos abiertos y ajenos U
y V en X tales que x ∈ U y x′ ∈ V .

(4) T3 si, dados un conjunto cerrado C ⊆ X y un punto x ∈ X\C, existen conjuntos abiertos
y ajenos U y V en X tales que x ∈ U y C ⊆ V .

(5) T3 1
2

si, dados un conjunto cerrado C ⊆ X y un punto x ∈ X \ C, existe una aplicación

f : X → I tal que f(x) = 1 y f(C) = {0}.

Nótese que de la definición, se tiene la siguiente cadena de contenciones

T2 ⊂ T1 ⊂ T0

1.1.77 Ejemplos. (1) El espacio de Sierpinski es T0 pero no T1.

(2) Un conjunto infinito X con la topoloǵıa cofinita es T1 pero no T2.

(3) R con la topoloǵıa σ generada por la siguiente base

β = {U = V \ C : V es abierto en R con la topoloǵıa usual y C es numerable}

es T2, pues un abierto de la topoloǵıa usual U se pueden escribir como U = U \ ∅ y
cualquiera dos puntos distintos x, x′ ∈ R se pueden separar por dos intervalos abiertos

ajenos mediante (x− |x−x
′|

2 , x+ |x−x′|
2 ) y (x′− |x−x

′|
2 , x′+ |x−x′|

2 ). Sin embargo, (R, σ) no
es T3. Es claro que R \Q es abierto y, por lo tanto, Q cerrado en (R, σ). Sea x ∈ R \Q
y supongamos que existen A,B ∈ σ tales que x ∈ A y Q ⊆ B. Como A ∈ σ, existe un
abierto V de la topoloǵıa usual de R y un conjunto numerable C tal que x ∈ V \C ⊆ A,
pues β es base. Por estar en la topoloǵıa usual de R, existe q ∈ Q tal que q ∈ V . Sea
V ′ \ C ′ un elemento de β tal que q ∈ V ′ \ C ′ ⊆ B. Entonces q ∈ V ∩ V ′ y como el
conjunto {(a, b) : a, b ∈ R} forma una base para la topoloǵıa usual de R, se tiene que
existe a, b ∈ R tal que q ∈ (a, b) ⊆ V ∩ V ′. Dado que (a, b) es no numerable, existe una
cantidad no numerable en el conjunto (V \C)∩ V ′ \C ′ el cual está contenido en A∩B.
Por lo tanto A y B no pueden ser ajenos, esto es, el espacio (R, σ) no es T3.

(4) Sea X un conjunto con la topoloǵıa indiscreta. Entonces X es T3 1
2

y T3. Si X tiene más

de un punto, no es T0.

11Una topoloǵıa τ es más gruesa con respecto a τ ′ si τ ⊆ τ ′.
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Existen ejemplos de espacios T3 que no son T3 1
2

. Además, si pedimos que un espacio T3 1
2

o T3 también sea T1, entonces se tiene la siguiente cadena de implicaciones

T3 1
2

⇒ T3 ⇒ T2 ⇒ T1 ⇒ T0

esto es, un espacio T3 1
2

y T1 es T3 y un espacio T3 y T1 es T2.

1.2. Categoŕıas

En esta sección definiremos los conceptos de categoŕıa, funtor, transformación natural y
funtores adjuntos, junto con algunos ejemplos que permitirán relacionar los conceptos con
distintos temas en el campo de las matemáticas. Las definiciones dadas a continuación serán
utilizadas hasta el caṕıtulo 3. Para mayor detalle se recomienda revisar los libros [4] y [5].

1.2.1 Definición. Una categoŕıa C consta de:

(1) una clase C0 cuyos miembros son llamados C–objetos;

(2) un conjunto C(A,B) para cada par de C–objetos A,B, cuyos elementos se llaman

C–morfismos de A a B y que denotaremos como flechas A
f−→ B. La clase C( , ) cumple

que si (A,B) 6= (C,D) entonces C(A,B) ∩ C(C,D) = ∅;

(3) para cada C–objeto A un morfismo 1A ∈ C(A,A) llamado identidad en A;

(4) una ley de composición asociada a cada par de C–morfismos f ∈ C(A,B) y g ∈ C(B,C)

denotada con A
g◦f−−→ C en C(A,C), que se representa con la conmutatividad del siguiente

diagrama

A
g◦f //

f ��

C

B

g

>>

y debe cumplir las siguientes condiciones:

(a) la composición es asociativa, esto es, dados C–morfismos A
f−→ B, B

g−→ C y C
h−→ D,

el siguiente diagrama conmuta

A
g◦f //

f
��

C

h
��

B
h◦g
// D,

es decir, (h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f);

(b) las identidades satisfacen que, dado f ∈ C(A,B), se tiene que f◦1A = f y 1B◦f = f ,
es decir, el diagrama

B
1B

  
A

f //

f
??

1A ��

B

A
f

>>

conmuta;
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1.2.2 Definición. (1) Una categoŕıa A se dice que es una subcategoŕıa de B si cumple las
siguientes condiciones:

(a) Los A–objetos son también B–objetos.

(b) Si A y A′ son A–objetos, entonces A(A,A′) ⊆ B(A,A′).

(c) Para cada A–objeto A, la B–identidad en A es la A–identidad en A.

(d) La ley de composición en A es la restricción de la ley de composición en B a los
morfismos de A.

(2) A es llamada una subcategoŕıa plena de B si cumple (1) y además, para cualesquiera dos
A–objetos A y A′, se tiene que A(A,A′) = B(A,A′).

1.2.3 Ejemplos. (1) La categoŕıa cero, con C0 = ∅.

(2) Un monoide es una categoŕıa con un solo objeto. Cada monoide está determinado por
el conjunto de todas sus flechas; por la identidad y la regla de composición. Como
cualesquiera dos de ellas tienen una composición, un monoide puede ser descrito como
un conjunto M con una operación binaria M ×M →M la cual es asociativa y tiene un
elemento identidad. Entonces, para cualquier categoŕıa C y cualquier objeto A en C, el
conjunto C(A,A) es un monoide.

(3) Set es la categoŕıa cuyos objetos son todos los conjuntos y cuyas flechas (o morfismos)
todas las funciones entre ellos.

(4) V ecK es la categoŕıa cuyos objetos son espacios vectoriales sobre un campo fijo K y
cuyos morfismos son funciones K-lineales.

(4) Top es la categoŕıa cuyos objetos son todos los espacios topológicos y morfismos todas
las aplicaciones (funciones continuas) entre ellos.

(5) Rel es la categoŕıa cuyos objetos son parejas (X, ρ) donde X es un conjunto y ρ es una
relación binaria en X. Los morfismos son funciones que preservan la relación, es decir,
f : X → Y tal que si xρx′ entonces f(x)σf(x′), donde σ es la relación en Y . Como
subcategoŕıa plena de Rel se tiene a Sym cuyos objetos son conjuntos con una relación
simétrica.

(6) Grp es la categoŕıa cuyos objetos son todos los grupos y cuyos morfismos son los homo-
morfismos entre ellos. Como subcategoŕıa plena, se tiene a Ab cuyos objetos son grupos
abelianos.

(7) Metu es la categoŕıa cuyos objetos son espacios métricos y cuyos morfismos son las
funciones uniformemente continuas. Una subcategoŕıa plena de ésta es aquélla cuyos
objetos son los espacios métricos completos. A esta categoŕıa la denotaremos Metc.

(8) X3 1
2

o Tych es la subcategoŕıa plena de Top cuyos objetos son los espacios topológicos

completamente regulares y T1. Notemos que si denotamos por Xi a las subcategoŕıas
plenas de Top cuyos objetos son espacios topológicos Ti con i ∈ {0, 1, 2} y X3 aquélla
cuyos espacios sean T3 y T1, se tiene X3 1

2

⊆ X3 ⊆ X2 ⊆ X1 ⊆ X0.

1.2.4 Definición. Para cualquier categoŕıa C la categoŕıa opuesta (o dual) de C es la categoŕıa
Cop cuyos objetos y morfismos identidad son los mismos que en C, pero Cop(A,B) = C(B,A)
y f ◦op g = g ◦ f , es decir, C y Cop tienen los mismos objetos, pero las clases de morfismos
cambian en dirección.
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1.2.5 Ejemplos. Si M = (m, •, e) es un monoide, considerado como una categoŕıa, entonces
Mop = (m, •̂, e) donde a•̂b = b • a.

1.2.6 Observación. Dado que la categoŕıa dual está definida, cualquier enunciado que co-
rresponda a un objeto X en la categoŕıa A puede ser transladado a un enunciado lógicamente
equivalente que corresponda al objeto X en la categoŕıa Aop. Como ejemplos veremos en las
siguientes secciones las reflexiones y correflexiones de una categoŕıa dada.

Como consecuencia de lo anterior, tenemos el principio de dualidad, enunciado de la si-
guiente manera:

Para cualquier propiedad P que se cumple en todas las categoŕıas, la propiedad P op también
se cumple para todas las categoŕıas.

1.2.7 Definición. Dada una categoŕıa C, un C–objeto A es:

(1) inicial si para cualquier C–objeto B, C(A,B) tiene un único elemento;

(2) final si para cualquier C–objeto B, C(B,A) tiene un único elemento (dual de inicial en
Cop);

(3) un objeto cero si es inicial y final.

1.2.8 Ejemplos. La categoŕıa Set tiene como objeto inicial ∅ y como objeto final cualquier
conjunto con un solo elemento {x}.

1.2.9 Definición. Dado un morfismo f ∈ C(A,B) se tiene que

(1) f es un monomorfismo si dados h, g ∈ C(C,A) tales que f ◦ g = f ◦ h entonces g = h.

(2) f es un epimorfismo si dados h, g ∈ C(A,C) tales que g ◦ f = h ◦ f entonces g = h.

(3) f es un isomorfismo si existe g ∈ C(B,A) tal que g ◦ f = 1A y f ◦ g = 1B.

1.2.10 Observación. Dos objetos iniciales (finales) de una categoŕıa C son isomorfos.
Si A y A′ son iniciales en C, existen morfismos únicos f y g tales que

A
f //

1A

==A′ g
//

1A′

""
A

f // A′

por la unicidad de la definición g ◦ f = 1A y f ◦ g = 1A′ , es decir, A y A′ son isomorfos (un
razonamiento dual permite concluir lo anterior para objetos finales).

Siguiendo con el ejemplo en Set, podemos concluir que dicha categoŕıa no tiene objetos ce-
ros ya que si existiese uno, digamos O, como los isomorfismos aqúı son las funciones biyectivas,
entonces ∅ seŕıa biyectable con O y O seŕıa biyectable con {x} lo cual es imposible.

1.2.11 Definición. Dadas dos categoŕıas C y D, un funtor F de C a D consta de:

(1) una asignación C0
F−→ D0 que manda a un C–objeto A en un D–objeto F (A);

(2) y para cada par de C–objetos A y B, una función (que también denotaremos por F )

C(A,B)
F−→ D(F (A), F (B)) que manda C–morfismosA

f−→ B en D–morfismos F (A)
F (f)−−−→

F (B) tal que
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(a) F (1A) = 1F (A),

(b) F (f ◦ g) = F (f) ◦ F (g).

1.2.12 Ejemplos. (1) Dada una categoŕıa C, podemos definir el funtor identidad

C(A
f−→ B) = A

f−→ B.

(2) Dada una categoŕıa D, cuyos objetos son conjuntos con alguna estructura (grupos, ani-
llos, módulos, espacio topológicos, etc.), definimos el funtor que olvida dicha estructura.
Por ejemplo, de la categoŕıa de grupos a Set, el funtor que olvida U : Grp→ Set

(G, ∗, e) U //

f

��

G

f

��
(H,+, 0)

U
// H

que manda cada objeto en Gpr a su conjunto subyacente (conjunto sin la estructura) y
cada homomorfismo en la función subyacente.

(3) Dada una categoŕıa C y cualquier C–objeto A, el hom–funtor covariante C(A, ) : C→ Set
está definido como

B
C(A, ) //

f

��

C(A,B)

C(A,f)

��
C

C(A, ) // C(A,C),

donde C(A, f)(g) = f ◦ g que es un morfismo de A en C.

1.2.13 Definición. Un funtor F : C→ D es:

(1) contravariante si F asigna a cada C-objeto C un D-objeto F (D) y a cada flecha C
f−→ C ′

una flecha F (C ′)
F (f)−−−→ F (C) en D. Aśı, F (1C) = 1F (C) y F (f ◦g) = F (g)◦F (f) (siempre

y cuando la composición f ◦ g esté definida en C)

(2) fiel si para cada pareja de C –objetos A y B, se tiene que C(A,B)
F−→ C(F (A), F (B)) es

inyectiva.

(3) pleno si para cada pareja de C –objetos A y B, se tiene que C(A,B)
F−→ C(F (A), F (B))

es suprayectiva.

1.2.14 Definición. (1) Una transformación natural τ : F
.−→ G entre dos funtores F,G :

C → D, consta de una asignación que a cada C–objeto C lo manda a un D–morfismo

F (C)
τC :=τ(C)−−−−−−→ G(C) de D de tal manera que para todo C–morfismo C

f−→ C ′ el siguiente
diagrama conmuta:

C

f
��

F (C)
τC //

F (f)
��

G(C)

G(f)
��

C ′ F (C ′)
τC′ // G(C ′)

Cuando esto ocurre diremos que τC : F (C)→ G(C) es natural en C.
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(2) Una transformación natural τ : F
.−→ G, cuyas componentes τC son isomorfismos, es

llamada una equivalencia natural (o isomorfismo natural) de F a G. Decimos que F y
G se dice que son naturalmente isomorfos si existe un isomorfismo natural entre ellos.

1.2.15 Ejemplos. (1) La transformación identidad es un isomorfismo natural entre un fun-
tor y él mismo, idF : F

.−→ F , donde F es un funtor de C en D, tal que a cada C–objeto

A es mandado a F (A)
1F (A)−−−→ F (A). Claramente el diagrama correspondiente conmuta.

(2) Sea K un campo, podemos construir un funtor F : Set → V ecK , tal que cualquier
otro funtor construido de forma análoga de Set a V ecK es naturalmente isomorfo a F .
Primero veamos que todo conjunto X es base de un K-espacio vectorial C(X):

Prueba.

(a) Para un conjunto X definimos

C(X) = {X f−→ K : f−1(K \ {0}) es finito }

es decir, C(X) consiste en todas las funciones de X en el campo K que son cero
salvo en un número finito de puntos.

C(X) tiene como estructura de K-espacio vectorial la siguiente: si f, g ∈ K entonces
(f + g)(x) = f(x) + g(x) y si α ∈ K entonces (αf)(x) = αf(x).

(b) Sea x ∈ X. Definimos la función δx ∈ C(X) como δx(t) = 0 si t 6= x y δx(t) = 1 si
t = x, donde 1 es el neutro multiplicativo de K. Claramente el conjunto {δa : a ∈ X}
es linealmente independiente y genera a C(X) ya que cualquier función f ∈ C(X) se
puede escribir como f =

∑n
i=1 f(yi)δyi donde y1, . . . yn son los elementos distintos

de X que no se anulan bajo f . Por lo tanto {δa : a ∈ X} forma una K-base para
C(X).

Si definimos ψ : X → C(X) como ψ(x) = δx, tenemos una biyección entre X y
{δa : a ∈ X}, es decir, podemos pensar a X como una base para C(X).

Por otro lado, si g : X → V es una función K-lineal de X en el K-espacio vectorial
V , entonces existe una única extensión ϕ : C(X)→ V dada por la función K-lineal
generada por ϕ(δx) = ϕ(x) (que es única porque dada cualquier extensión η, se
cumple que ϕ y η coinciden en la base).

Ahora, definimos el funtor F : Set→ V ecK que asigna a cada conjunto X un K-espacio

vectorial F (X) con base X y a cada función X
f−→ Y la única función entre K-espacios

vectoriales F (X)
F−→ (Y ) que extiende f al definirse sobre la base X. Dado que existen

muchos K-espacios vectoriales con las mismas bases, pareceŕıa no estar bien definido
dicho funtor, pero tomando un espacio vectorial espećıfico (por ejemplo C(X)) con base
X se obtiene un funtor F : Set → V ecK . Además, cualesquiera dos funtores obtenidos
de ésta manera son naturalmente isomorfos:

Sean F : Set → V ecK y G : Set → V ecK funtores obtenidos como arriba. Definimos la
transformación natural τ : F

.−→ G como sigue

X

f
��

F (X)
τX //

F (f)
��

G(X)

G(f)
��

X ′ F (X ′)
τX′ // G(X ′)
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donde τX está dada por la función lineal generada a partir de la identificación de sus
correspondientes bases (que son el conjunto X). Entonces dicha función lineal manda
una base del dominio en una base del contradominio, es decir, es un isomorfismo de
K-espacios vectoriales. Por lo tanto τ es un isomorfismo natural.

1.2.16 Definición. Un diagrama en una categoŕıa C es un funtor D : I → C, donde I es
una categoŕıa pequeña, esto es, I0 es un conjunto. El dominio I es llamado el esquema del
diagrama.

1.2.17 Ejemplos. Un diagrama en C, con esquema • ⇒ •, es esencialmente un par de
C–morfismos con dominio y codominio común.

1.2.18 Definición. Sea D : I → C un diagrama.

(1) Una C–fuente (C
fi−→ Di)i∈I0 se dice que es natural para D si para cada I–morfismo

i
f−→ j, el siguiente diagrama conmuta

C
fi

~~

fj

  
Di

D(f)
// Dj .

(2) Un ĺımite de D es una fuente natural (L
li−→ Di)i∈I0 para D con la siguiente propiedad

universal: dada una fuente (A
fi−→ Di)i∈I0 natural para D, existe un único morfismo

f : A→ L tal que fi = li ◦ f para todo i objeto de I.

Como veremos a continuación, la noción de coĺımite es dual a la de ĺımite.

1.2.19 Definición. Sea D : I → C un diagrama.

(1) Un C–pozo (Di
fi−→ C)i∈I0 se dice que es natural para D si para cada I–morfismo i

f−→ j,
el siguiente diagrama conmuta

Di
D(f) //

fi   

Dj

fj~~
C.

(2) Un coĺımite de D es un pozo natural (Di
li−→ K)i∈I0 para D con la siguiente propiedad

universal: dado un pozo (Di
fi−→ B)i∈I0 natural para D, existe un único morfismo f :

K → B tal que fi = f ◦ li para todo i objeto de I.

Veremos ejemplos de coĺımites en la sección de correflexiones.

1.2.20 Definición. Una adjunción es una tripleta (F,G, τ) tal que F : C→ D y G : D→ C
son funtores y τ : C( , G )

.−→ D(F , ) es un isomorfismo natural.

La condición de naturalidad de τ se traduce como sigue: para cada B1
g−→ B2 morfismo en

D y A2
f−→ A1 morfismo en C, el siguiente diagrama conmuta

A2

f

��

B1

g

��

C(A1, G(B1))
τA1,B1 //

C(f,G(g))

��

D(F (A1), B1)

D(F (f),g)

��
A1 B2 C(A2, G(B2)) τA2,B2

// D(F (A2), B2).
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Dado h ∈ C(A1, G(B1)), la función [C(f,G(g))](h) está dada por la siguiente composición

A2
f−→ A1

h−→ G(B1)
G(g)−−−→ GB2.

Análogamente se tiene una composición similar para D(F (f), g).
Notemos que, por definición, τ es un isomorfismo natural si las componentes τA1,B1 son

isomorfismos en Set, es decir, si

C(A1, G(B1))
τA1,B1−−−−→ D(F (A1), B1)

es una biyección que es natural en ambas variables.

1.2.21 Teorema. Cada adjunción (F,G, τ) está completamente determinada por cualquiera
de los siguientes enunciados:

(1) Funtores F : C→ D y G : D→ C, y una transformación natural η : 1C
.−→ G ◦ F tal que

sus componentes C
ηC−−→ G(F (C)) son universales para G de C. Es decir, las componentes

tienen la siguiente propiedad universal :

Dado un C–objeto C, un D–objeto D y un C–morfismo C
f−→ G(D), existe un único

D–morfismo F (C)
g−→ D tal que f = G(g) ◦ ηC , es decir, el diagrama siguiente conmuta:

C
ηC //

f ##

G(F (C))

G(g)

��

∈ C F (C)

g

��

∈ D

G(D) D

(2) Un funtor G : D → C, una asignación tal que para cada C se tiene un objeto F (C) en

D y una flecha universal C
ηC−−→ G(F (C)) de C a G. Entonces el funtor F está definido

por las flechas C
h−→ C ′ por medio de G(F (h)) ◦ ηC = ηC′ ◦ h.

(3) Funtores F : C → D y G : D → C, y una transformación natural ε : F ◦ G .−→ 1D
tal que sus componentes F (G(D))

ηD−−→ C son universales para F de D. Es decir, las
componentes tienen la siguiente propiedad universal :

Dado un C–objeto C, un D–objeto D y un D–morfismo F (C)
g−→ D, existe un único

D–morfismo C
f−→ G(D) tal que g = εD◦F (f)C , es decir, el diagrama siguiente conmuta:

F (C)
g //

F (f) %%

D ∈ D C

f

��

∈ C

F (G(D))

εD

OO

G(D)

(4) Un funtor F : C→ D, una asignación tal que a cada D se tiene un objeto G(D) en C y

una flecha universal F (G(D))
εD−−→ D de F a D.

(5) Funtores F y G, y transformaciones naturales η : 1C
.−→ G ◦ F y ε : F ◦ G .−→ 1D tales

que las composiciones

G(D)
η◦G−−→ (G ◦ F ◦G)(D)

G◦ε−−→ G(D) y F (C)
F◦η−−→ (F ◦G ◦ F )(C)

ε◦f−−→ F (C)

son las transformaciones identidad.

A F se le llama adjunto izquierdo de G (G es el adjunto derecho de F ), denotado por
F a G. A η se le llama la unidad de la adjunción y a ε la counidad de la adjunción.



Caṕıtulo 2

Conexidad

En este caṕıtulo se verán las definiciones de espacio topológico conexo, localmente conexo,
conectable por trayectorias y localmente conectable por trayectorias, entre otras. Probaremos
algunos resultados que nos permitan generalizar la noción de conexidad a categoŕıas topológi-
cas.

Además, daremos las definiciones de propiedad reflexiva y correflexiva, junto con algunos
ejemplos que las relacionan con los espacios totalmente inconexos, totalmente inconexos por
trayectorias (tipt), localmente conexos y localmente conectables por trayectorias. Las nociones
de reflexividad y correflexividad serán extendidas a categoŕıas y, en los caṕıtulos siguientes,
mostraremos la importancia que tienen éstas.

2.1. Espacios conexos

2.1.1 Definición. (1) Si (X, τ) es un espacio topológico, una separación U |V de (X, τ) es
una pareja de abiertos ajenos U , V de (X, τ) tales que X = U ∪ V .

(2) Si U |V es una separación de (X, τ) y U = ∅ o V = ∅, se dice que U |V es una separación
trivial.

(3) Un espacio topológico (X, τ) es conexo si toda separación de (X, τ) es trivial.

2.1.2 Proposición. Sea X un espacio topológico. Entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

(1) X es conexo.

(2) Cualesquiera dos puntos de X están conectados, es decir, si x y x′ son puntos de X tales
que x 6= x′, entonces existe un subespacio conexo de X que los contiene.

(3) Los únicos subconjuntos abiertos y cerrados de X son X y ∅.

(4) Si {0, 1} denota al conjunto {0, 1} con la topoloǵıa discreta y f : X → {0, 1} es continua,
entonces f es constante.

(5) Si Y es discreto con más de un punto y f : X → Y es continua, entonces f es constante.

Prueba. (1)⇒ (2): Es claro, pues X es conexo y contiene a cualesquiera dos puntos.
Las siguientes implicaciones se harán por contrapuesta:
(2) ⇒ (3): Sea E ⊂ X propio, no vaćıo, abierto y cerrado en X. Entonces X \ E 6= ∅ y

X \E es abierto y cerrado. Sean a ∈ E y b ∈ X \E, si F es un subconjunto conexo de X que

23
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contiene a {a, b}, entonces (E ∩ F )|((X \ E) ∩ F ) es una separación no trivial de F y por lo
tanto F no es conexo, es decir, a y b no están conectados en X.

(3)⇒ (4): Sea f : X → {0, 1} continua no constante. Entonces f es suprayectiva y por lo
tanto ∅ 6= f−1(0) 6= X y ∅ 6= f−1(1) 6= X son abiertos y cerrados en X.

(4)⇒ (5): Sea f : X → Y continua no constante con Y espacio discreto. Entonces existen
y, y′ ∈ f(X) con y 6= y′. Definimos g : Y → {0, 1} como

g(z) =

{
0 si z = y,

1 si z 6= y.

Como Y tiene la topoloǵıa discreta, g es continua y g◦f : X → {0, 1} es continua no constante.
(5) ⇒ (1): Sean U |V una separación no trivial de X y f : X → {0, 1} definida como

f(U) = {0} y f(V ) = {1}. Entonces f es continua y no constante. �

2.1.3 Ejemplos. (1) El espacio de Sierpinski S = ({0, 1}, {{0, 1}, {0}∅}) es conexo.

(2) Todo espacio indiscreto es conexo.

(3) Si (X, τ) es un espacio con una infinidad de elementos y τ es la topoloǵıa cofinita,
entonces (X, τ) es conexo.

(4) Los espacios singulares son conexos (espacios con un solo elemento).

2.1.4 Proposición. El intervalo cerrado I = [0, 1], con la topoloǵıa usual, es conexo.

Prueba. Si I no fuera conexo, existiŕıan A y B cerrados ajenos distintos del vaćıo tales que
A ∪ B = I. Sea d la métrica usual de I. Como A y B son cerrados y acotados, por 1.1.70,
son compactos y, por lo tanto, existen a0 ∈ A y b0 ∈ B tales que d(a0, b0) = d(A,B).1 Por ser
A y B ajenos, a0 6= b0 y por lo tanto d(a0, b0) = r > 0. Sin perdida de generalidad podemos
suponer que a0 < b0. Sea x = a0 + r

2 ∈ I. Como d(a0, x) = d(b0, x) = r
2 < r, tenemos que

x /∈ A y x /∈ B lo cual es una contradicción pues A∪B = I. Por lo tanto A = ∅ o bien B = ∅,
esto es, I es conexo. �

Las siguientes dos proposiciones son de suma importancia para poder extender la idea de
conexidad, como se verá también, con los espacios conectables por trayectorias.

2.1.5 Proposición. La imagen continua de un conexo es conexa.

Prueba. Sea f : X → Y continua con X conexo. Supongamos que f(X) no es conexo.
Entonces existe g : f(X)→ {0, 1} continua y suprayectiva por (4) de la proposición 2.1.2. Por
lo tanto g ◦ f : X → {0, 1} es continua y suprayectiva, es decir, X no es conexo. �

2.1.6 Proposición. Si X es un espacio topológico y {Xj}j∈J es una familia de subespacios
conexos de X tales que

⋂
j∈J Xj 6= ∅, entonces

⋃
j∈J Xj es conexo.

Prueba. Sean x ∈
⋂
j∈J Xj , Y =

⋃
j∈J Xj el subespacio de X con la topoloǵıa relativa a X

y f : Y → {0, 1} una función continua, como f |Xj es constante para toda j ∈ J , si f(x) = 0
entonces f(Xj) = {0} para toda j ∈ J y por lo tanto f es constante, es decir, Y es conexo. �

1d(A,B) = ı́nf{d(a, b)|a ∈ A y b ∈ B} = ı́nf{d(a,B)|a ∈ A} aśı, por la continuidad de la función distancia
d, el conjunto ı́nf{d(a,B)|a ∈ A} alcanza su máximo y su mı́nimo en un conjunto compacto, y por lo tanto
existen los puntos a0 ∈ A y b0 ∈ B tales que d(A,B) = d(a0, b0).



CAPÍTULO 2. CONEXIDAD 25

2.1.7 Proposición. Sea C un subespacio conexo de X y supongamos que C ⊆ E ⊆ C̄ donde
C̄ denota la cerradura de C. Entonces E es conexo. En particular, la cerradura de un conexo
es conexa.

Prueba. Primero veamos que si C es un espacio denso y conexo de X, entonces X es
conexo. Sea f : X → {0, 1} una función continua. Luego, la restricción f |C es constante,
digamos f(C) = {0}. Entonces f−1(0) es un cerrado que contiene a C y por lo tanto a su
cerradura, es decir, X = C ⊆ f−1(0), por lo tanto X es conexo.

Ahora, como E ⊆ C, entonces E = C ∩ E, es decir, C es denso y conexo en E, y por lo
anterior E es conexo. �

2.1.8 Definición. Sean X un espacio topológico y x es uno de sus elementos. Definimos
la componente conexa de x en X, que denotaremos por C(x), como la unión de todos los
subespacios conexos de X que contienen a x. Claramente C(x) es conexo para todo x en
X(ver 2.1.6).

2.1.9 Observación. (1) Como C(x) es conexo, por definición y por 2.1.7, C(x) = C(x), es
decir, las componentes conexas son cerradas.

(2) Si x, y ∈ X y C(x)∩C(y) 6= ∅, entonces C(x)∪C(y) es un conjunto conexo que contiene
a x y y. Por definición, tenemos que se debe cumplir C(x) ∪ C(y) ⊆ C(x), C(y), por lo
tanto C(x) = C(y).

2.1.10 Proposición. Si Xj es un espacio topológico conexo para toda j ∈ J , entonces∏
j∈J Xj con la topoloǵıa producto es conexo.

Prueba. Primero probemos el caso para J = {1, 2}. Sean (x1, x2) y (x′1, x
′
2) en X1 × X2.

Entonces {(x1, x2), (x′1, x
′
2)} ⊆ (X1 × {x′2}) ∪ ({x1} × X2), el cual es un espacio conexo del

producto ya que {(x1, x
′
2)} ⊆ (X1 × {x′2}) ∩ ({x1} × X2) y cada uno de los elementos de la

unión es conexo. Por lo tanto, cualesquiera dos puntos están conectados.
Por inducción, se prueba el caso para un producto finito. Ahora, para cualquier conjunto de

ı́ndices J , sea x ∈
∏
j∈J Xj , digamos x = (xj)j∈J . Probaremos que C(x) es denso en

∏
j∈J Xj

y por 2.1.7, el producto será conexo. Tomemos un elemento básico de la topoloǵıa producto
B =

⋂n
i=1 p

−1
ji

(Uji) con {j1, . . . , jn} ⊆ J . Sean y ∈ B, digamos y = (yj)j∈J y z ∈
∏
j∈J Xj

tales que

zji =

{
yji si j ∈ {j1, . . . , jn},
xj si i /∈ {j1, . . . , jn}.

Definimos X ′j = Xj si j ∈ {j1, . . . , jn} y X ′j = {xj} si j /∈ {j1, . . . , jn}. Entonces {x, z} ⊆∏
j∈J X

′
j . Y dado que

∏
j∈J X

′
j es homeomorfo a Xj1 × . . . × Xjn , el cual es conexo por el

argumento de arriba, concluyendo que x y z están conectados. Esto es, z ∈ C(x)∩B y por lo
tanto C(x) es denso. �

2.1.11 Definición. Un espacio topológico X es totalmente inconexo si C(x) = {x} para toda
x en X.

Por ejemplo, todo espacio discreto es totalmente inconexo.

2.1.12 Observación. (1) Todo espacio X totalmente inconexo es T1 (C(x) = {x} es cerra-
do).

(2) Para todo espacio X, las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) X es totalmente inconexo.
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(b) Si f : Y → X es continua y Y es conexo, entonces f es constante.

(a)⇒ (b) Sea X totalmente inconexo. Dado que f(Y ) es conexo, se tiene que f(Y )
es un solo punto.

(b) ⇒ (a) Sean Y = C(x) para alguna x ∈ X y f = i la inclusión. Entonces f es
constante y por lo tanto C(x) = {x}.

2.2. Conexidad por trayectorias

2.2.1 Definición. (1) Una trayectoria en un espacio topológico X es una aplicación σ :
I → X donde I es el intervalo [0, 1] . Si σ es una trayectoria en X, se dice que σ empieza
en σ(0) y termina en σ(1).

(2) Un espacio X es conectable por trayectorias (cpt) si, dados x, x′ ∈ X, existe una trayec-
toria en X que empieza en x y termina en x′.

2.2.2 Observación. (1) Todo espacio X cpt es conexo. Si x, x′ ∈ X, existe una trayectoria
σ : I → X tal que σ(0) = x y σ(1) = x′. Entonces {x, x′} ⊆ σ(I) ⊆ X y dado que σ(I)
es conexo por 2.1.4 y 2.1.5, se tiene que x y x′ están conectados en X.

(2) Todo intervalo E de R es conectable por trayectorias. Sean a, b ∈ E, la función σ : I → E
definida como σ(t) = a(1− t) + bt es continua y tal que σ(0) = a y σ(1) = b.

2.2.3 Ejemplos. (1) Todo espacio indiscreto es cpt.

(2) El espacio de Sierpinski es cpt.

En el siguiente ejemplo se hará uso del corolario 2.3.7, el cual afirma que coproductos y
cocientes de espacios localmente conexos (ver 2.3.3)son localmente conexos. La prueba de
dicho resultado se hará en la siguiente sección, cuando se defina reflexión y correflexión.

(3) E = {(0, 0)} ∪ f(0, 1
π ] ⊆ R2, donde f : R → R2 es tal que f(t) = (t, sen1

t ), es conexo
pero no cpt.

Supongamos que existe σ : I → E tal que σ(0) = (0, 0) y σ(1) = ( 1
π , 0). Si px es

la proyección sobre el eje x, px ◦ σ es una trayectoria en R tal que px(σ(0)) = 0 y
px(σ(1)) = 1

π . Entonces [0, 1
π ] = px(σ(I)); pues si existiese algún punto a ∈ [0, 1

π ] tal
que a /∈ px(σ(I)) entonces se tendŕıa una desconexión en px(σ(I)), lo cual es imposible.
Ahora, notemos que px|E : E → [0, 1

π ] es biyectiva, por lo tanto σ(I) = E. Por otra
parte, I es compacto y E es T2, entonces σ es cerrada, es decir, σ es una identificación
y por lo tanto un homeomorfismo. Puesto que I es localmente conexo tenemos que
E es localmente conexo (corolario 2.3.7), lo cual el falso, ya que podemos tomar una
vecindad suficientemente pequeña en (0, 0) tal que todo abierto que contenga al punto y
esté contenido en la vecindad sea inconexo. Por lo tanto no existe trayectoria en E que
una a (0, 0) con ( 1

π , 0).

La siguiente observación y proposición muestran una relación de suma importancia con las
proposiciones de espacios conexos, mencionadas anteriormente. Dichos resultados nos permi-
tirán extender la noción de conexidad a subcategoŕıas de Top2

2.2.4 Observación. (1) De lo anterior, puesto que f(0, 1
π ] es cpt y (0, 0) está en la cerradura

de f(0, 1
π ], concluimos que, contrario a los espacios conexos, la cerradura de un espacio

cpt no necesariamente es cpt.

2Véase 1.2.3 del Caṕıtulo 2
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(2) La imagen continua de un espacio cpt es cpt.

2.2.5 Proposición. Si X es un espacio topológico y {Xj}j∈J es una familia de subespacios
cpt tal que

⋂
j∈J Xj 6= ∅ entonces

⋃
j∈J Xj es cpt.

Prueba. Sean x ∈
⋂
j∈J Xj y a, b ∈

⋃
j∈J Xj , entonces existen i, i′ ∈ J tales que a ∈ Xi y

b ∈ Xi′ . Por hipótesis existen w : I → Xi y w′ : I → Xi′ tales que w(0) = a, w(1) = x = w′(0)
y w′(1) = b. Definimos W : I →

⋃
j∈J Xj como:

W (t) =

{
w(2t) si 0 ≤ t ≤ 1

2 ,

w′(2t− 1) si 1
2 ≤ t ≤ 1.

Nótese que la función W es continua porque en cada intervalo lo es (al ser composición de
continuas) y en la intersección W (1

2) = x está bien definida. Por lo tanto W es una trayectoria
de a en b en

⋃
j∈J Xj . �

2.2.6 Proposición. Si {Xj}j∈J es una familia de espacios cpt entonces el producto topológico
(
∏
j∈J Xj , τ) es cpt.

Prueba. Sean x, x′ ∈
∏
j∈J Xj . Para cada j ∈ J sea wj : I → Xj una trayectoria tal que

wj(0) = xj = pj(x) y wj(1) = x′j = pj(x
′). Sea w : I →

∏
j∈J Xj la única función continua tal

que, para toda j ∈ J , el siguiente diagrama conmuta3:

I
wj //

w

��

Xj

∏
j∈J Xj .

pj

::

Entonces w(0) = x y w(1) = x′ y por lo tanto
∏
j∈J Xj es cpt.

2.2.7 Definición. Si X es un espacio topológico, definimos la componente por trayectorias de
x en X, que denotaremos por c(x), a la unión de todos los subespacios cpt de X que contienen
a x.

2.2.8 Observación. (1) Para toda x ∈ X, c(x) es cpt.

(2) Si c(x) ∩ c(y) 6= ∅ entonces c(x) = c(y).

2.2.9 Definición. Un espacio topológico X es totalmente inconexo por trayectorias (tipt) si,
para toda x ∈ X, c(x) = {x}.

2.2.10 Observación. Si X es un espacio topológico, las siguientes condiciones son equiva-
lentes.

(1) X es tipt.

(2) Si w : I → X es continua, entonces w es constante.

Prueba. Por contrapuesta:
(1) ⇒ (2) Si existe w : I → X continua no constante, entonces podemos tomar t ∈ I tal

que w(t) 6= w(0). Si x := w(0), se tiene que w(I) ⊆ c(x) porque w(I) es cpt ((2) de 1.2.4), por
lo tanto c(x) 6= {x}.

(2)⇒ (1) Si X no es tipt, entonces existe una aplicación w : I → X no constante.

3Hemos hecho uso de la propiedad universal del producto topológico.
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2.2.11 Ejemplos. (1) Todo espacio discreto es tipt.

(2) Si X es un espacio numerable infinito, con la topoloǵıa cofinita, entonces X es conexo,
localmente conexo y tipt (en el caṕıtulo 4 volveremos a este ejemplo).

2.2.12 Proposición. Sea {fj : X → Xj}j∈J una monofuente de funciones continuas tal que
para toda j ∈ J Xj es tipt. Entonces X también es tipt.

Prueba. Por contrapuesta. Si X no es tipt entonces existe w : I → X continua no constante
por la observación anterior. Por lo tanto, existe t ∈ I tal que x = w(0) 6= w(t) = x′. Por ser
{fj}j∈J monofuente, existe j0 ∈ J tal que fj0(x) 6= fj0(x′), por lo tanto fj0 ◦ w : I → Xj0 es
una trayectoria no constante, es decir, Xj0 no es tipt. �

2.2.13 Proposición. Los productos y subespacios de espacios tipt son tipt.

Prueba. Si {Xj}j∈J es una familia de espacios tipt y
∏
j∈J Xj es su producto, entonces la

familia de proyecciones pj :
∏
j∈J Xj → Xj es monofuente. Además, si Y es un subespacio

de X entonces la inclusión i : Y → X es monofuente. Por lo tanto, utilizando la proposición
anterior, se concluye que productos y subespacio de tipt son tipt. �

2.3. Reflexiones y correflexiones

2.3.1 Definición. Sea ε una clase de funciones continuas. Se dice que una propiedad topológi-
ca P es ε–reflexiva si, dado un espacio topológico X, existe e : X → X ′ en ε tal que X ′ tiene
la propiedad P y, si Y tiene la propiedad P y g : X → Y es continua, entonces existe una
única función g′ : X ′ → Y continua que hace conmutar el diagrama:

X
e //

g

��

X ′

∃!g′~~
Y

A la función e se le llama reflexión.

2.3.2 Proposición. La propiedad de ser totalmente inconexo es cociente reflexiva, es decir,
si X es un espacio topológico y p : X → Y es el cociente que identifica cada una de las
componentes de X en un punto, entonces p es una reflexión de X en los espacios totalmente
inconexos.

Prueba. Primero veamos que Y es un espacio totalmente inconexo. Sea y ∈ Y y supongamos

que C(y) tiene más de un punto. Por ser C(y) cerrado, la restricción q := p|C(y)
p−1(C(y))

es una

identificación. Por definición de p, p−1(C(y)) es la unión de dos o más componentes de X,
por lo tanto p−1(C(y)) es disconexo. Entonces existe una función continua y suprayectiva
f : p−1(C(y)) → {0, 1}, pero dado que q es una identificación, si y′ ∈ C(y), se tiene que
q−1(y′) es una componente de X, es decir, es un subconjunto conexo de p−1(C(y)). Luego
f(q−1(y′)) es conexo, lo que significa que consiste de un sólo punto. Por lo tanto, existe una
única función continua h que hace conmutar el siguiente diagrama:

p−1(C(y))
f //

q

��

{0, 1}

C(Y )

h

99
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y dado que f es suprayectiva, se tiene que h es suprayectiva, es decir, C(y) no es conexo, lo
cual es una contradicción. Por lo tanto Y es totalmente inconexo.

Ahora, sea f : X → Z una función continua con Z un espacio totalmente inconexo. Si
y ∈ Y , se tiene que p−1(y) es una componente de X, por lo tanto la restricción f |p−1(y) es
constante al mandar dicho conjunto a un conexo en Z. Como p es una identificación, existe
una única función continua h tal que el diagrama siguiente conmuta:

X
p //

f
��

Y

h~~
Z

Por lo tanto p es una reflexión de X en los espacios totalmente inconexos. �

2.3.3 Definición. (1) Un espacio topológico X es localmente conexo en x ∈ X si x posee
una base de vecindades conexas.

(2) X es localmente conexo si lo es en cada uno de sus puntos.

2.3.4 Proposición. Si X es un espacio topológico, entonces las siguientes condiciones son
equivalentes.

(1) X es localmente conexo.

(2) Si U ⊆ X es abierto, entonces las componentes conexas de U son abiertas.

(3) Si U ⊆ X es abierto y p : U → U ′ es la reflexión de U en los totalmente inconexos,
entonces U ′ es discreto.

Prueba.
(1)⇔ (2) Sean U abierto de X y x ∈ U . Por hipótesis existe una vecindad conexa B de x

tal que x ∈ B ⊆ U y además x ∈ B ⊆ CU (x), por lo tanto CU (x) es abierta.
Rećıprocamente, si las componentes conexas de los abiertos son abiertas, sea x ∈ X,

definimos Bx = {B ⊆ X : B es componente conexa de algún abierto que contiene a x}. Por
lo tanto, si x ∈ U con U abierto y B es la componente conexa en U que contiene a x, se tiene
que tal que B está en Bx.

(2) ⇔ (3) Dado que la reflexión 2.3.2 es una identificación de las componentes conexas a
un punto y por hipótesis éstas son abiertas en U , entonces los puntos en U ′ son abiertos.

Rećıprocamente, si U ′ es discreto, entonces la imagen inversa bajo p de los puntos (que
son las componentes conexas) son abiertas en U . �

2.3.5 Lema. Si {fi : Yi → Y }i∈I es un pozo final y, para cada i ∈ I, Yi es localmente conexo,
entonces la reflexión dada por 2.3.2, digamos r : Y → Y ′, tiene como contradominio Y ′ un
espacio discreto.

Prueba. Sean {ri : Yi → Y ′i }i∈I y r : Y → Y ′ reflexiones en los totalmente inconexos.
Entonces, para toda i ∈ I, existe una única función continua f ′i tal que el siguiente diagrama
conmuta

Yi
ri //

fi
��

Y ′i

f ′i
��

Y
r // Y ′
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Puesto que (fi)i∈I es final y r es identificación, (r ◦ fi)i∈I es un pozo final ya que dado
cualquier U ⊆ Y ′ tal que f−1

i (r−1(U)) es abierto en Yi para toda i, se tiene que r−1(U)
es abierto en Y y por lo tanto U es abierto en Y ′. En consecuencia, dado que ri es una
identificación, se tiene que para todo U ⊆ Y ′ tal que r−1

i ((f ′i)
−1(U)) es abierto, por un lado

(f ′i)
−1(U) es abierto en Y ′i y por otro U es abierto en Y ′ (conmutatividad del diagrama). Por

la proposición anterior, Y ′i es discreto y, por lo tanto, cualquier subconjunto de Y ′ es abierto,
es decir, Y ′ es discreto. �

2.3.6 Proposición. Sea {fi : Xi → X}i∈I un pozo final y, para cada i ∈ I, Xi un espacio
localmente conexo. Entonces X es localmente conexo.

Prueba. Todo conjunto abierto U de X cumple que {fi|Uf−1
i (U)

}i∈I es un pozo final, ya que

dado W ⊆ U tal que f−1
i |f−1

i (U)(W ) es abierto para toda i, por la continuidad de fi, tenemos

que W es abierto en f−1
i (U) y por ser {fi}i∈I final, concluimos que W es abierto de U . Por lo

tanto, haciendo uso del lema anterior, la reflexión de U en los totalmente inconexos es discreta,
es decir, X es localmente conexo ((3) de 2.3.4).

2.3.7 Corolario. Los coproductos y cocientes de espacios localmente conexos son localmente
conexos.

Prueba. Si
∐
j∈J Xj es el coproducto de los espacios topológicos Xj con j ∈ J , entonces la

familia de inyecciones mj : Xj →
∐
j∈J Xj es un pozo final.

Si p : X → Y es identificación entonces la topoloǵıa de Y es final respecto a p y X. �

2.3.8 Proposición. La propiedad de ser tipt es cociente reflexiva.

Prueba. La propiedad es claramente topológica.
Sean (X, τ) un espacio topológico y {fj : X → Xj}j∈J la fuente de todas las funciones

continuas con dominio X y codominio un espacio tipt. Definimos en X la relación ∼ como;
x ∼ x′ ⇔ fj(x) = fj(x

′) para toda j ∈ J . Claramente ∼ es una relación de equivalencia.
Consideremos el cociente y la proyección p : X → X/ ∼. Entonces tenemos que para toda
j ∈ J existe una única aplicación mj : X/ ∼→ Xj tal que el siguiente diagrama conmuta:

X
fj //

p

��

Xj

X/ ∼
mj

<<

Ahora, por como está definida ∼ tenemos que {mj}j∈J separa puntos, es decir, es monofuente
y por 2.2.12 concluimos que X/ ∼ es tipt. Por lo tanto p : X → X/ ∼ es una reflexión de X
en los tipt. �

2.3.9 Observación. A diferencia de lo que pasa con los espacios totalmente inconexos, en
general no se puede afirmar que la reflexión de un espacio topológico en los tipt sea la identi-
ficación de las componentes por trayectorias del espacio en un punto. En efecto, consideramos
las componentes por trayectorias del conjunto E = {(0, 0)} ∪ f(0, 1

π ] ⊆ R2 con f como en (3)
de 1.2.3, dadas por {(0, 0)} y f(0, 1

π ). Al identificar cada una de ellas con un punto obtenemos
el espacio de Sierpinski que es cpt.

2.3.10 Definición. Una propiedad topológica P ′ es correflexiva si, dado un espacio topológico
X con topoloǵıa τ , existe una topoloǵıa τ ′ en X tal que:

(1) τ ⊆ τ ′.
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(2) (X, τ ′) tiene la propiedad P ′.

(3) Si f : (Y, σ) → (X, τ) es continua y (Y, σ) tiene la propiedad P ′, entonces f : (Y, σ) →
(X, τ ′) es continua.

2.3.11 Proposición. La propiedad de ser localmente conexo es correflexiva.

Prueba. La propiedad es claramente topológica.
Sean (X, τ) un espacio topológico y {fi : (Xi, τi)→ (X, τ)}i∈I el pozo de todas las funciones

continuas con dominio un espacio topológico localmente conexo y codominio (X, τ). Sea τ ′ la
topoloǵıa final de X respecto a (fi, τi)i∈I . Entonces 1X : (X, τ ′) → (X, τ) y fi : (Xi, τi) →
(X, τ ′) para toda i ∈ I son continuas. Si f : (Y, σ)→ (X, τ) es continua y (Y, σ) es localmente
conexo, entonces existe i0 ∈ I tal que f = fi0 y por lo tanto fi0 = f : (Y, σ) = (Xi0 , τi0) →
(X, τ ′) es continua. �

2.3.12 Definición. Se dice que un espacio topológico X es localmente conectable por trayec-
torias si cada x ∈ X tiene una base local de vecindades en X cuyos elementos son cpt.

2.3.13 Lema. Si f : X → Y es continua y y ∈ f(X), entonces f−1(c(y)) es unión de
componentes conexas por trayectorias de X.

Prueba. Puesto que y ∈ f(X), f−1(c(y)) 6= ∅. Si x ∈ f−1(c(y)), f(c(x)) ∩ c(y) 6= ∅, pero
f(c(x)) es cpt, por lo tanto f(c(x)) ∪ c(y) es cpt y dado que c(y) es la unión de todos los
conjuntos cpt que tienen a y, concluimos que f(c(x)) ⊆ c(y), es decir, f−1(c(y)) =

⋃
{c(x)|x ∈

f−1(c(y))}. �

2.3.14 Proposición. La propiedad de ser localmente cpt es una propiedad correflexiva. Si
X es un espacio topológico y X ′ es el espacio cuyo conjunto subyacente es el mismo que el
de X y cuya topoloǵıa tiene como base las componentes por trayectorias de los abiertos de X
entonces 1X : X ′ → X es una correflexión de X en los localmente cpt.

Prueba. Sean f : Y → X continua, Y localmente cpt y B un básico de la topoloǵıa de X ′.
Entonces B es una componente por trayectorias de un abierto A de X. Por ser f continua,
se tiene f−1(A) es un abierto en Y . Además, las componentes por trayectorias de f−1(A) son
abiertos en Y (por 2.3.15). Por 2.3.13, f−1(B) es la unión de componentes por trayectorias de
f−1(A), y por lo tanto f−1(B) es abierto, es decir, f : Y → X ′ es continua.

Para ver que X ′ es localmente cpt, tomemos un básico de la topoloǵıa de X ′, digamos
B. Si x, x′ ∈ B entonces, por ser B componente por trayectorias de un abierto de X, existe
w : I → X continua tal que w(0) = x, w(1) = x′ y w(I) ⊆ B. Pero I es localmente cpt, por lo
tanto w : I → X ′ es continua, es decir, B con la topoloǵıa heredada de X ′ es cpt. Por lo que
1X : X ′ → X es una correflexión de X en los localmente cpt. �

2.3.15 Proposición. Si X es un espacio topológico, las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(1) X es localmente cpt.

(2) Para todo A abierto de X, las componentes por trayectorias de A son abiertas.

(3) X posee una base para su topoloǵıa cuyos elementos son cpt.

(4) Para todo A abierto de X. Si p : A → A′ es la identificación de las componentes por
trayectorias de A en un punto, entonces A′ es discreto y es la reflexión de A en los tipt.



CAPÍTULO 2. CONEXIDAD 32

Prueba.
(1) ⇒ (2) Sean A ⊆ X abierto y a ∈ A. Veamos que la componente por trayectorias en

A de a es abierta en A. Por hipótesis existe una vecindad N ⊆ X cpt tal que a ∈ N ⊆ A,
entonces N es un abierto relativo a A tal que a ∈ N ⊆ cA(a), es decir, cA(a) es abierto.

(2)⇒ (3) Sea β la familia de componentes por trayectorias de abiertos de X. Por hipótesis,
cualquier abierto A de X tiene componentes por trayectorias abiertas, por lo que si a ∈ A,
a ∈ cA(a) ⊆ A y cA(a) es un abierto conexo contenido en A. Por lo tanto β es base de X.

(3)⇒ (1) Sea β una base de X cuyos elementos son cpt. Para x ∈ X, definimos βx = {B ∈
β : x ∈ B}. Entonces βx es una base local en x de elementos cpt.

(2) ⇒ (4) Sean A abierto de X y p : A → A′ la identificación de cada una de las compo-
nentes por trayectorias de A en un punto. Entonces, si a′ ∈ A′, p−1(a′) es una componente
por trayectorias de A, es decir, p−1(a′) es un abierto y por lo tanto {a′} es un abierto en A′,
esto es, la topoloǵıa de A′ es discreta, lo cual significa que A′ es tipt.

Si f : A → Y es continua con Y tipt, entonces dado a′ ∈ A′, puesto que p−1(a′) es
componente por trayectorias de A, se tiene que f(p−1(a′)) es un punto, por lo tanto existe
una función continua h : A′ → Y que hace conmutar el siguiente diagrama:

A

p
��

f // Y

A′
h

>>

Es decir, p es una reflexión de A en los tipt.

(4) ⇒ (2) Si A es un abierto de X y p : (A, τA) → (A′, τ ′) es la identificación de cada
componente por trayectorias de A en un punto, entonces se tiene por hipótesis que τ ′ es
discreta. Por lo tanto, si a ∈ A, se tiene que p−1(p(a)) = cA(a) es abierto. �



Caṕıtulo 3

Reflexiones y correflexiones en
categoŕıas

3.1. Reflexiones

3.1.1 Definición. Sean B una categoŕıa, A una subcategoŕıa de B y B un B–objeto.

(1) Una A–reflexión para B es un B–morfismo B
r−→ A donde A es un A–objeto, con la

siguiente propiedad universal: para cualquier B–morfismo B
f−→ A′ con A′ un A–objeto,

existe un único A–morfismo A
f̄−→ A′ tal que el diagrama siguiente conmuta

B
r //

f   

A

f̄
��
A′

(2) A es una categoŕıa reflexiva si todo B–objeto tiene una A–reflexión.

3.1.2 Ejemplos. (1) Formando cocientes:

(a) Sea B = Grp y A = Ab la subcategoŕıa plena de grupos abelianos. Sea G un grupo y
G′ su subgrupo conmutador 1. Notemos que G/G′ es abeliano; si x, y ∈ G, entonces
y−1x−1yx ∈ G′, es decir y−1x−1yxG′ = G′ y aśı

G′ = (xy)(y−1x−1yx)G′ = yxG′.

Afirmación: G
p−→ G/G′ es una A–reflexión de G. Sea G

f−→ H un B–morfismo con H
abeliano, definimos f̄ : G/G′ → H como f̄(gG′) = f(g), veamos que f̄ está bien de-
finida; si gG′ = g′G′, entonces gg′−1 ∈ G′ ⇒ gg′−1 = a1b1a

−1
1 b−1

1 ·. . .·anbna−1
n b−1

n ⇒
f(gg′−1) = f(a1)f(b1)f(a1)−1f(b1)−1 · . . . · f(an)f(bn)f(an)−1f(bn)−1 = 1H , es de-
cir, 1H = f(gg′−1) = f(g)f(g′−1) y dado que el inverso es único, concluimos que
f(g) = f(g′). Es claro que f̄ ◦ p = f y es única porque p es suprayectiva, esto es,
cancelable por la derecha.

(b) Sea B = Ab y A = TFAb la subcategoŕıa plena de grupos abelianos libres de

torsión2. Sea G un grupo abeliano y TG su subgrupo de torsión, entonces G
p−→

1El subgrupo conmutador está generado por los elementos [x, y] = xyx−1y−1 con x, y ∈ G.
2El subgrupo de torsión H de un grupo abeliano G es aquél cuyos elementos son aquellos que tienen orden

finito, es decir, x ∈ H si y sólo si existe n ∈ N tal que n anula a x.

33
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G/TG es una A–reflexión de G. Notemos que G/TG es libre de torsión, pues si
existiese g ∈ G/TG de orden finito, entonces existiŕıa n ∈ N tal que ng + TG =
n(g + TG) = TG, esto es, g ∈ TG.

Sea G
h−→ H un morfismo en Ab. Definimos G/TG

h̄−→ H como h̄(g + TG) = h(g).
Note que h̄ está bien definida ya que si g + TG = g′ + TG ⇒ g − g′ ∈ TG ⇒
∃n ∈ N tal que n(g − g′) = 0H ⇒ n(h̄(g + TG) − h̄(g′ + TG)) = h(n(g − g′)) =
h̄(n(g − g′) + TG), pero h(n(g − g′)) = 0H , entonces h̄(0̄G) = 0H y por lo tanto
h̄(g + TG) − h̄(g′ + TG) = 0H porque H es libre de torsión. En consecuencia,
h̄(g + TG) = h̄(g′ + TG). Claramente h̄ ◦ p = h y h̄ es única.

(2) Modificación de una estructura. Sean B = Rel y A = Sym la subcategoŕıa plena de

relaciones simétricas. Entonces, la función (X, ρ)
1X−−→ (X, ρ ∪ ρ−1), con ρ−1 la relación

inversa definida como ρ−1 = {(y, x)|(x, y) ∈ ρ}, claramente preserva la relación ρ y es
una A–reflexión para (X, ρ).

Sea (X, ρ)
f−→ (Y, σ) un B–morfismo con σ simétrica. Definimos f̄ : (X, ρ∪ρ−1)→ (Y, σ)

como f̄(x) = f(x) (la función subyacente). Veamos que dicha función es un A–morfismo.
Si (x, x′) ∈ ρ entonces (f(x), f(x′)) ∈ σ, pues f es un morfismo. Ahora, como σ es
simétrica, se tiene que (f(x′), f(x)) ∈ σ. Por lo tanto, preserva la relación de ρ−1, es
decir, f̄ es un A–morfismo que claramente hace conmutar el diagrama

(X, ρ)
1X //

f &&

(X, ρ ∪ ρ−1)

f̄
��

(Y, σ)

Además, f̄ es única porque la identidad es suprayectiva y se cancela por la derecha.

(3) Completaciones. Veamos primero que todo espacio métrico tiene una completación.

(a) Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces, existe un espacio métrico completo (X∗, d∗)
y una isometŕıa ϕ : X → X∗ tal que ϕ(X) es denso en X∗. A la pareja (ϕ, (X∗, d∗))
se le llama completación del espacio métrico (X, d).

Prueba. Denotemos por S al conjunto de todas las sucesiones de Cauchy en X.
Definimos sobre S la siguiente relación: (xn) ∼ (yn) si y sólo si ĺım

n→∞
(d(xn, yn)) = 0

con n ∈ N. Claramente∼ es de equivalencia. DefinimosX∗ = S/ ∼ y d∗ : X∗×X∗ →
R+∪{0} como d∗((xn), (yn)) = ĺım

n→∞
(d(xn, yn)) y afirmamos que d∗ es métrica. Para

ver que está bien definida, basta notar que si (xn) y (yn) son sucesiones de Cauchy
entonces (d(xn, yn)) es de nuevo una sucesión de Cauchy (por lo tanto converge
en R), y es métrica porque d lo es. Cada elemento x ∈ X lo identificamos en X∗

con la sucesión constante (x). Aśı, la función ϕ : (X, d) → (X∗, d∗) definida como
ϕ(x) = (x) es una isometŕıa.

Para verificar que ϕ(X) es denso enX∗, consideremos (xn) ∈ S tal que (xn) /∈ ϕ(X).
Dado ε > 0, sea xi = (xi, xi, . . .) para cada i ∈ N (que pertenece a ϕ(X)), como
(xn) es de Cauchy, existe un entero N ∈ N tal que d(xi, xj) < ε para toda i, j > N .
Luego, tenemos

d∗((xn), (xN+1)) = ĺım
n→∞

(d(xn, xN+1)) < ε

lo cual significa que (xn) es un punto de acumulación de f(X), por lo tanto ϕ(X)
es denso en X∗.
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Por último, X∗ es completo. Sea (sn) sucesión de Cauchy en X∗, es decir, sn =
(xn1 , x

n
2 , x

n
3 , . . .). Podemos suponer que el diámetro del conjunto {xni |i ∈ N} es menor

que 1
n , ya que para algún K ∈ N; d(xni , x

n
j ) < 1

n para i, j > K y aśı (xn1 , x
n
2 , x

n
3 , . . .)

es equivalente a (xnK+1, x
n
K+2, x

n
K+3, . . .), es decir, la primera puede ser representada

por ésta última.

Ahora veamos que x = (x1
1, x

2
2, x

3
3, . . .) es de Cauchy. Dado ε > 0 existe N ∈ N tal

que d∗(sn, sm) = ĺım
k→∞

(d(xnk , x
m
k )) < ε

3 para n,m > N , ya que (sn) es de Cauchy.

Escogemos t > N fijo tal que el diámetro del conjunto {xti : i ∈ N} sea menor a ε
3 ,

es decir, d(xtn, x
t
m) < ε

3 con n,m > N , entonces

d∗(xmm, x
n
n) ≤ d(xmm, x

t
m) + d(xtm, x

t
n) + d(xtn, x

n
n) <

3ε

3
= ε

Y por lo tanto, x es de Cauchy. Y dado que d∗(sn, x) = ĺım
t→∞

(d(xnt , x
t
t)) <

ε
3 para

n > N , entonces (sn)→ x, es decir, X∗ es completo.

(b) Sea B = Metu y A la subcategoŕıa plena de espacios métricos completos. Entonces,
la completación de un espacio métrico (X, d) a (X∗, d∗) es una A–reflexión para
(X, d).

Tenemos el siguiente diagrama

(X, d)
ϕ //

f %%

(X∗, d∗)

f̄
��

(Y, d′)

con ϕ y f funciones uniformemente continuas (ϕ es isometŕıa) y f̄ definida de la
siguiente manera: dado x = (x1, x2, x3, . . .) ∈ X∗ y ε > 0, existe δ > 0 tal que
d′(f(xi), f(xj)) < ε si d(xi, xj) < δ (continuidad uniforme de f), y d(xi, xj) < δ
se cumple por ser (xn) de Cauchy, es decir, existe una N ∈ N tal que si i, j > N
entonces d(xi, xj) < δ. Por lo tanto (f(xn)) converge en (Y, d′), digamos a x′.
Definimos f̄(x) = x′.

f̄ está bien definida ya que dado otro representante de x, digamos (yn), entonces

d(yn, x
′) ≤ d(yn, xm) + d(xm, x

′) <
2ε

2
= ε,

para n y m suficientemente grandes. Por lo tanto (yn) converge a x′.

Claramente f̄ ◦ ϕ = f y es única porque cualquier otra función g tal que f̄ ◦ ϕ =
f = g ◦ ϕ, se tiene que g|X = f̄ |X y como X es denso en X∗, entonces g = f̄ .

3.1.3 Proposición. Las reflexiones son únicas salvo isomorfismo, es decir :

(1) Si B
r−→ A y B

r̄−→ Ā son A–reflexiones para B, entonces existe un A–isomorfismo
k : A→ Ā tal que el siguiente diagrama conmuta

B
r //

r̄ ��

A

k̄
��
Ā
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(2) Si B
r−→ A es una A–reflexión para B y k : A → Ā es un A–isomorfismo, entonces

B
k◦r−−→ Ā es una A–reflexión para B.

Prueba.

(1) La existencia de k tal que r̄ = k ◦ r se sigue de la definición de A–reflexión para A. De la
misma manera, existe un morfismo k̄ tal que r = k̄ ◦ r̄. Entonces (k̄ ◦ k) ◦ r = r = 1A ◦ r,
como se muestra en el siguiente diagrama:

B
r //

r̄

&&r

��

A

k
��

1A

��

Ā

k̄
��
A

Por la unicidad, de la definición de reflexión, se tiene que k̄ ◦ k = 1A; y por un razona-
miento similar k ◦ k̄ = 1Ā, esto es, k es un isomorfismo.

(2) Dado que k es un isomorfismo, existe k̄ : Ā → A tal que k̄ ◦ k = 1A. Ahora, si B
f−→ A′

es un B–morfismo con A′ en A, entonces el diagrama izquierdo conmuta

B
r //

f   

A

∃!f̄
��

k // Ā

¯̄f~~
A′.

Por lo tanto, existe A
f̄−→ A′ tal que f̄ ◦ r = f . Definimos ¯̄f = f̄ ◦ k̄ : Ā → A′ que

cumple ¯̄f ◦ k ◦ r = (f̄ ◦ k̄) ◦ k ◦ r = f̄ ◦ r = f , y es única ya que si existe g tal que
g ◦ k ◦ r = f entonces g ◦ k = f̄ por la unicidad en diagrama derecho y por lo tanto
¯̄f = f̄ ◦ k̄ = g ◦ k ◦ k̄ = g. �

3.1.4 Proposición. Sea A una subcategoŕıa reflexiva de B. Entonces, los siguientes enun-
ciados son equivalentes.

(1) A es una subcategoŕıa plena de B.

(2) Para cada A–objeto A, A
1A−→ A es una A–reflexión.

(3) Para cada A–objeto A, las flechas A–reflexivas en A son A–isomorfismos en A.

(4) Para cada A–objeto A, las flechas A–reflexivas en A son A–morfismos.

Prueba. (1) ⇒ (2): Dado cualquier B–morfismo A
f−→ B con B en A, se tiene que f es

un A–morfismo, pues A es una subcategoŕıa plena y, además, f es único con respecto a la
propiedad de reflexividad ya que dado g tal que f = g ◦ 1A entonces g = f .

(2)⇒ (3): Se sigue de (1) en 3.1.3 y del diagrama

A
1A //

r   

A

∃!k
��
A′
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donde r es una reflexión y k es un A–isomorfismo.

(3)⇒ (4): Inmediato.

(4) ⇒ (1): Sea A un A–objeto con A–reflexión A
rA−→ A′ y A

f−→ B un B–morfismo con B
en A. Entonces existe un único A–morfismo f̄ tal que f = f̄ ◦ rA, por lo tanto A es plena. �

3.1.5 Proposición. Sean A una subcategoŕıa reflexiva de B y, para cada B–objeto, B
rB−→ AB

una A–reflexión. Entonces, existe un funtor R : B → A tal que las siguientes condiciones se
cumplen:

(1) R(B) = AB para cada B–objeto B.

(2) Para cada B–morfismo B
f−→ B′, el diagrama

B
rB //

f
��

R(B)

R(f)
��

B′ rB′
// R(B′)

conmuta (es decir, existe una transformación natural r : IB
.−→ U ◦ R donde IB es el

funtor identidad en B y U es el funtor inclusión de A en B).

Prueba. R existe porque dado f como en el diagrama, se tiene el siguiente morfismo

B
rB′◦f−−−→ R(B′) = AB′ y como rB es una reflexión, existe un único R(f) que hace conmu-

tar el diagrama.
R es funtor. Conserva identidades por la unicidad de la reflexión en

B
rB //

1B
��

R(B)

R(f)
��

1A
}}

B rB
// R(B)

y conserva composiciones por la unicidad de la reflexión en el diagrama exterior y la conmu-
tatividad de los cuadrados:

B
rB //

f

��

R(B)

R(f)
��

R(g◦f)

��

B
rB //

g

��

R(B)

R(g)

��
B′

r

B′′
// R(B)

�

3.1.6 Definición. Un funtor R : B → A construido como en la proposición anterior es
llamado un reflector para A.

3.1.7 Proposición. Sea A es una subcategoŕıa reflexiva de B. Entonces cualesquiera dos
reflectores son naturalmente isomorfos.
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Prueba. Sean R y S reflectores para A con reflexiones asociadas B
rB−→ R(B) y B

sB−→ S(B),
entonces existen A–morfismos fB y gB que hacen conmutar los diagramas

B
rB //

sB !!

R(B)

fB
��

y B
sB //

rB !!

S(B)

gB
��

S(B) R(B)

La unicidad en la definición de reflexión implica, como en 3.1.3, que gB ◦ fB = 1R(B) y
fB ◦ gB = 1S(B), por lo tanto fB es un A–isomorfismo para todo B en B,

Que sea una transformación natural (y por lo tanto un isomorfismo natural), se sigue de
la conmutatividad del diagrama izquierdo, el exterior y la propiedad de unicidad para rB:

B
rB //

f
��

R(B)
fB //

R(f)
��

S(B)

s(f)
��

B′ rB′
// R(B′)

fB′
// S(B′)

�

3.1.8 Proposición. Dada A subcategoŕıa de B, son equivalentes:

(1) A es una subcategoŕıa reflexiva de B.

(2) El funtor inclusión U : A→ B tiene adjunto izquierdo.

Prueba. Sea A una subcategoŕıa reflexiva de B. Entonces el funtor inclusión U : A→ B
tiene adjunto izquierdo R : B → A dado en 3.1.5. Veamos que R cumple la propiedad

universal (1) del teorema 1.2.21. Sean B un B–objeto, A un A–objeto y B
f−→ U(A) = A

un B–morfismo, entonces existe un único A–morfismo R(B)
f̄−→ A, porque A es subca-

tegoŕıa reflexiva de B, tal que f = U(f̄) ◦ rB = f̄ ◦ rB, es decir, el diagrama siguiente
conmuta

B
rB//

f ##

U(R(B))

U(f̄)
��

∈ B R(B)

f̄

��

∈ A

U(A) A

Por lo tanto U tiene adjunto izquierdo R.

Ahora supongamos que U : A → B tiene adjunto izquierdo Q : B → A. Sea B un
B-objeto, definimos una reflexión en B como el B–morfismo B

rB−→ U(Q(B)) dado por
(1) de teorema 1.2.21 que claramente cumple la propiedad universal de las reflexiones.
Por lo tanto A es una subcategoŕıa reflexiva de B. Notemos que Q es un reflector y por
3.1.7, R y Q son naturalmente isomorfos.

Para el caso de correflexiones se tiene un enunciado dual.

3.2. Correflexiones

El concepto dual de subcategoŕıa reflexiva es el de subcategoŕıa correflexiva, esto es, A es
una subcategoŕıa correflexiva de B si y sólo si Aop es reflexiva en Bop.



CAPÍTULO 3. REFLEXIONES Y CORREFLEXIONES EN CATEGORÍAS 39

3.2.1 Definición. Sea A una subcategoŕıa de B y B un B–objeto

(1) una A–correflexión para B es un B–morfismo A
c−→ B donde A es un A–objeto, con la

siguiente propiedad universal: para cualquier B–morfismo B
f−→ A′ con A′ un A–objeto,

existe un único A–morfismo A
f ′−→ A′ tal que el diagrama siguiente conmuta

A′

f̄
��

f

  
A c

// B

(2) A es una subcategoŕıa correflexiva de B si todo B–objeto tiene una A–coreflexión.

3.2.2 Ejemplos. (1) Sea B = Ab y A la subcategoŕıa plena de grupos abelianos de torsión.
Si G es un grupo abeliano y TG es su subgrupo de torsión, el monomorfismo canónico

TG
i−→ G es una A–correflexión de G.

Sea H
f−→ G un homomorfismo en B con H en A, definimos f̄ : H → TG como la función

subyacente, notemos que está bien definida ya que al ser H de torsión , dado h ∈ H\{0h}
existe n ∈ N tal que nh = 0H , entonces 0G = f(0H) = f(nh) = nf(h) = nf̄(h). Además
f̄ es homomorfismo porque f lo es. La unicidad se sigue de la inyectividad de la inclusión,
esto es, porque se cancela por la izquierda.

(2) Modificación de una estructura. Sea B = Rel y A = Sym, entonces (X, ρ ∩ ρ−1)
1X−−→

(X, ρ) que claramente preserva la relación, es una A–correflexión para (X, ρ).

Sea (Y, σ)
f−→ (X, ρ) un B–morfismo con σ simétrica, definimos f̄ : (Y, σ)→ (X, ρ∩ ρ−1)

como f̄(y) = f(y) (la función subyacente), veamos que dicha función es un A–morfismo.
Si (y, y′) ∈ σ entonces (f(y), f(y′)), (f(y′), f(y)) ∈ ρ pues f es morfimo, por lo tanto f̄
es un A–morfismo que claramente hace conmutar el diagrama

(Y, σ)

f̄
��

f

&&
(X, ρ ∩ ρ−1)

1X
// (X, ρ)

Además f̄ es única porque la identidad es inyectiva.

3.2.3 Ejemplos. Sea A una subcategoŕıa plena y no vaćıa de Top. Para cualquier espacio
topológico X, sea A|X la categoŕıa coma cuyos objetos son las aplicaciones f : Bf → X en
Top donde Bf es un A–objeto, y cuyos morfismos de f a g son todos los mapeos h : Bf → Bg
tal que g ◦ h = f , es decir, el siguiente diagrama conmuta

Bf
h //

f   

Bg

g
~~

X

Notemos que dado lo anterior, tenemos un diagrama en Top y, con él, un pozo natural.
Definimos k(X) = lim−→D(X), es decir, como el codominio del coĺımite.
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3.2.4 Observación. Por ser un coĺımite, k(X) se caracteriza por la siguiente propiedad
universal:

Dado cualquier pozo natural (hf : Bf → Z) que es compatible con los morfismos h : Bf →
Bg que hacen conmutar el siguiente diagrama:

Bf
h //

hf   

Bg

hg~~
Z

existe una única aplicación k(X)
p−→ Z tal que el siguiente diagrama conmuta

Bf
h //

f ′

""
hf

��

Bg
g′

||
hg

��

k(X)

p

��
Z

es decir, p ◦ f ′ = hf y p ◦ g′ = hg para cualesquiera f ′ y g′.

3.2.5 Proposición. Para cualquier espacio X en Top existe una forma canónica de elegir
a k(X) sobre la subcategoŕıa plena y no vaćıa A de Top tal que X y k(X) tienen el mismo
conjunto subyacente.

Prueba. Dividiremos la prueba en tres pasos. El primero será definir un espacio topológico

X ′ que hace continua a la función identidad entre los conjuntos subyacentes X ′
1−→ X y que

factoriza a través de X ′ a todos los elementos de A|X, el segundo será probar que dicho
espacio topológico es compatible con las funciones h : Bf → Bg y el tercero ver que X ′ posee
la propiedad universal de la observación anterior. De esta manera queda uńıvocamente definido
el coĺımite bajo homeomorfismo a partir de la propiedad universal.

(1) Sea X ′ el espacio topológico dado por el conjunto subyacente de X y cuya topoloǵıa
está definida como sigue:

U ⊆ X ′ es abierto si y sólo si f−1(U) es abierto en Bf para todo A|X–objeto f .

Afirmación: X ′
1−→ X es continua y cada A|X–objeto f se factoriza como en el siguiente

diagrama
Bf

f ′

~~

f

  
X ′

1X′ // X

(3.1)

con f ′ la función subyacente de f . Para cualquier abierto V de X se cumple que f−1(V )
es abierto en Bf para todo A|X–objeto f , entonces se sigue de la definición que f−1(V )
es abierto de X ′. Además, si f ′ es la función subyacente de f , se tiene que la imagen
inversa bajo f ′ de un abierto V de X ′ es, como conjunto, f−1(V ) y éste es abierto por
definición, esto es, f ′ es continua en X ′. Aśı, claramente conmuta el diagrama 2.1.
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(2) Las funciones h : Bf → Bg son compatibles con X ′. Dado el siguiente diagrama

Bf

f ′

��

h // Bg

g′{{
g

��
(X ′, τ)

1X′
// X

tenemos que probar, para x ∈ Bf , que se cumple la igualdad f ′(x) = g′(h(x)). Por
la factorización dada en (2.1) tenemos que 1X′(f

′(x)) = f(x) y 1X′(g
′(y)) = g(y),

como h hace conmutar el triángulo con codominio X, se tiene que g(h(x)) = f(x). Aśı,
sustituyendo las igualdades anteriores, se tiene 1X′(g

′(h(x))) = 1X′(f
′(x)) y dado que la

identidad es inyectiva, concluimos que g′(h(x)) = f ′(x).

(3) Dado cualquier pozo natural (hf : Bf → Z), sabemos que conmuta el siguiente diagrama

Bf
h //

hf   

Bg

hg~~
Z

para cualquier morfismo h del diagrama D(X). Probaremos que existe un único morfismo
en Top; p : X ′ → Z tal que el diagrama

Bf
h //

f ′

  
hf

��

Bg
g′

~~
hg

��

X ′

p

��
Z

(3.2)

conmuta, es decir, p ◦ f ′ = hf y p ◦ g′ = hg para cualesquiera f ′ y g′.

Definimos p : (X ′, τ) → Z de la siguiente manera: dado w ∈ X ′ existen Bf y x ∈ Bf
tales que f ′(x) = w, definimos p(w) = hf (x). 3

Veamos que p está bien definida. Supongamos que existe z ∈ Bg tal que g′(z) = w.
Entonces existen un Br y morfismos u : Br → Bf , v : Br → Bg tales que u(Br) = x y
v(Br) = z, 4 por lo tanto hf (x) = hf (u(Br)) = hr(Br) = hg(v(Br)) = hg(z), esto es,
p(w) = hf (x) = hg(z) que era lo que se queŕıa probar.

Además h es continua porque dado W ⊆ Z abierto se tiene que f ′−1(p−1(W )) = h−1
f (W )

(que es abierto para toda f), entonces p−1(W ) es abierto en X ′. Por último, p es única
ya que dada otra función q que haga conmutar el diagrama (3.2), si y ∈ X ′ existe

By
qy−→ X ′ tal que qy(By) = y, entonces p(y) = p(qy(k)) = hqy(k) = q(qy(k)) = q(y) para

todo k ∈ By, y como y fue arbitrario, concluimos que p = q.

Por lo tanto X ′ es la elección canónica buscada. Definimos k(X) := X ′. �

3.2.6 Proposición. (1) La función identidad de k(X)
1−→ X es continua.

3La función f ′ existe porque funciones constantes también son elementos de A|X y se pueden definir en A
por ser no vaćıo.

4Nótese que u y v son morfismos en A|X si r : Br → X ′ es constante.
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(2) k(X) tiene la topoloǵıa más fina5 tal que para cualquier mapeo de cualquiera A–objeto
B a X, el mapeo se factoriza a través de la función identidad de k(X) a X.

(3) Si B es un A–objeto, entonces existe una correspondencia uno a uno entre los mapeos

B
f−→ X y B

f ′−→ k(X).

(4) k(B) = B para todo A–objeto B, de hecho, k(k(X)) = k(X) para todo X en Top.

(5) Si las composiciones h ◦ f , como en el siguiente diagrama

B
f //

h◦f ""

k(X)

h
��
Y

son continuas para todas las aplicaciones B
f−→ k(X) con B en A, entonces h es continua.

(6) Para cualquier aplicación X
h−→ Y en Top, la función k(h) : k(X)→ k(Y ), definida igual

a h sobre los conjuntos k(X) y k(Y ), es continua. Por lo tanto, k define un funtor de
Top en la categoŕıa plena cuyos objetos son todos los espacios k(X) con X un espacio
topológico, y morfismos k(h) con h un morfismo de Top. Dicha categoŕıa la denotaremos
por H.

Prueba. (1) y (2) se siguen de la elección canónica (topoloǵıa final).

(3) se sigue de (2) al factorizar cada mapeo a través de la función identidad.

(4) se sigue porque B
1B−−→ B es un A|B–morfismo, y por lo tanto todo abierto U de k(B)

es tal que 1−1
B (U) es un abierto de B. Además, por (1) todo abierto de B es abierto de k(B),

es decir, k(B) = B. Aśı, k(k(X)) = k(X) es inmediato.

(5) se da porque al tomar U abierto de Y , se tiene que (h ◦ f)−1(U) es abierto de B, pero
esto ocurre para toda f en A|X, y dado que (h ◦ f)−1(U) = f−1(h−1(U)) se tiene que h−1(U)
es un abierto de k(X). Por lo tanto, h es continua.

(6) se da porque el siguiente diagrama conmuta:

X
h // Y

Bf

f

77

f ′ ''
k(X)

1X

OO

h
// k(Y )

1Y

OO

ya que la composición h ◦ f es continua, entonces tenemos, por (3), que existe una correspon-
dencia a Bf → k(X)→ k(Y ) por h ◦ f ′ (h vista como la función subyacente). Entonces h ◦ f ′
es continua para toda f y por (5) k(h) = h es continua.

5Dadas las topoloǵıas τ1 y τ2 de Z, diremos que τ2 es más fina que τ1 si τ1 ⊆ τ2.
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3.2.7 Observación. Notemos que por (6) existe una transformación natural del funtor k en
el funtor identidad de Top dada por

k(X)
1 //

k(f)

��

X

f

��
k(Y )

1
// Y

3.2.8 Proposición. H (del inciso (6) en la proposición anterior) es una subcategoŕıa corre-
flexiva de Top.

Prueba. Sea X un espacio topológico. Entonces, la función identidad k(X)
1−→ X es continua

por (1) de 3.2.6. Sea Y un objeto en H y Y
f−→ X una aplicación en Top. Entonces Y = k(Y )

por (4), por (6) k(f) es continua y el siguiente diagrama conmuta

k(Y ) = Y

k(f)
��

f

$$
k(X)

1
// X

La unicidad de k(f) se sigue de la inyectividad de 1. Por lo tanto k(X)
1−→ X es una correflexión.

�

Nótese que en la construcción anterior podemos cambiar Top por Haus y todo se sigue
cumpliendo. El siguiente ejemplo hace uso de dicho cambio.

3.2.9 Ejemplos. Sean X un espacio de Hausdorff y A la subcategoŕıa de espacios compactos
de X. Si tomamos a A|X su categoŕıa coma determinada, entonces el espacio canónico k(X)
es un espacio compactamente generado.

Recordemos que un espacio X es compactamente generado (c.g.) si para todo A ⊆ X, A
es cerrado si y sólo si pata todo K ⊆ X compacto se tiene que A∩K es cerrado en K. Ahora
veamos que X con la topoloǵıa de los c.g. es equivalente a la de k(X). Sea A ⊆ X cerrado con
en la topoloǵıa c.g. Entonces, tomando f : C → X en A|X, f(C) es compacto y por lo tanto
f(C) ∩ A es cerrado en f(C). Tomando f−1(A) = f−1(f(C) ∩ A) = f−1(A) ∩ f−1(f(C)) =
f−1(A) ∩ C obtenemos que f−1(A) es cerrado en C para todo f en A|X y para todo C, por
lo tanto A es cerrado en k(X). Por otro lado, sea B cerrado en k(X). Entonces, en particular,
para las inclusiones i : C → X con C compacto en X, se tiene que i−1(A) = A∩C es cerrado
en C, por lo tanto, A es cerrado en c.g. Lo que concluye que k(X) es compactamente generado.
�

Para hacer una distinción cuando hablemos de los espacios compactamente generados
por medio de la construcción 3.2.3, se denotará por K(X) al espacio obtenido bajo dicha
construcción con A los espacios compactos de X, con X espacio de Hausdorff.

3.2.10 Proposición. (1) La función identidad K(X)
1−→ X es continua.

(2) K(X) es un espacio Hausdorff.

(3) K(X) y X tienen los mismos conjuntos compactos.

(4) K(X) es un espacio compactamente generado.
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(5) Si X es un espacio compactamente generado entonces K(X) = X, de hecho, K(K(X)) =
K(X).

(6) Si la función f : X → Y es continua en conjuntos compactos entonces la función
K(f) : K(X)→ K(Y ), definida igual que f sobre K(X) y K(Y ), es continua.

Prueba.

(1) Es inmediato de 3.2.6.

(2) Es claro, pues X es Hausdorff y de (1) se tiene que todo abierto de X es abierto de
K(X).

(3) Sea A ⊆ K(X) compacto, entonces su imagen bajo la identidad es compacta por (1).

Ahora, sea C ⊆ X compacto y C ′ = 1−1(C), veamos que 1|C′ : C ′ → C es un homeo-
morfismo. Nótese que basta probar que 1C′ es cerrada. Sea (B ∩ C ′) ⊆ K(X) con B un
cerrado en K(X), por definición B interseca a cada compacto de X en un cerrado, esto
es, B ∩C (que es igual B ∩C ′ como conjunto) es un cerrado en X, por lo tanto B ∩C ′
es un cerrado en C ′, concluyendo aśı que 1|C′ es un homeomorfismo.

(4) Si A ⊆ X interseca a cada compacto de K(X) en un cerrado, por (3) interseca a cada
compacto de X en un cerrado de X, esto es, A es cerrado en K(X).

(5) Inmediato de 3.2.6

(6) Primero veamos que si f : X → Y es continua en compactos de X, con X compactamente
generado y Y Hausdorff, entonces f es continua. Sea A cerrado en Y y sea C compacto
en X, dado que f |C es continua, f(C) es compacto y por lo tanto cerrado, lo cual implica
que A ∩ f(C) es cerrado en Y , entonces (f |C)−1(A ∩ f(C)) = f−1(A) ∩C es cerrado en
C. Como X es compactamente generado se tiene que f−1(A) es cerrado en X, es decir,
f es continua.

3.2.11 Definición. Se denotará por CG a la subcategoŕıa de Haus de los espacios compac-
tamente generados de Hausdorff. Nótese que por (6) de la proposición anterior, K define un
funtor de Haus en CG.

3.2.12 Proposición. CG es una subcategoŕıa correflexiva de Haus.

�

La siguiente proposición es dual a la proposición 3.1.5 para correflectores.

3.2.13 Proposición. Sea A una subcategoŕıa correflexiva de B, para cada B–objeto B sea
AB

cB−→ B una A–correflexión. Entonces existe un funtor C : B → A tal que las siguientes
condiciones se satisfacen:

(1) C(B) = AB para cada B–objeto B.

(2) Para cada B–morfismo B′
f−→ B, el diagrama

C(B)
cB //

C(f)
��

B

f
��

C(B′) cB′
// B′

conmuta. �



CAPÍTULO 3. REFLEXIONES Y CORREFLEXIONES EN CATEGORÍAS 45

Los siguientes resultados nos permitirán caracterizar las categoŕıas correflexivas en Top
y, bajo dicha caracterización, obtener la categoŕıa correflexiva generada por una categoŕıa
cualquiera A.

A partir de ahora trabajaremos con subcategoŕıas de Top plenas y repletas (cerradas bajo
isomosfirmos).

3.2.14 Proposición. Si A es cualquier subcategoŕıa correflexiva de Top cuya clase de objetos
tiene elementos no vaćıos, entonces toda A–correflexión es biyectiva.

Prueba. Dados X un espacio en Top, A
c−→ X una A–correflexión y B un A–objeto, tenemos

el siguiente diagrama conmutativo para un morfismo f en Top de B en X:

B

f̄
��

f

  
A c

// X

Sean x ∈ X y f tales que f(b) = x para toda b ∈ B. Entonces f es continua y existe un
único morfismo f̄ tal que c ◦ f̄ = f . Además, para toda b ∈ B se cumple c(f̄(b)) = f(b) = x,
por lo tanto c es suprayectiva. Ahora, si a1, a2 ∈ A son tales que c(a1) = c(a2), entonces
definimos f como f(b) = c(a1) para toda b ∈ B. Como f es continua, existe una única f̄ tal

que c(f̄(b)) = f(b) = c(a1) = c(a2). Dado que la función B
f̄i−→ A definida como f̄i(b) = ai

para toda b ∈ B, es continua para i ∈ {1, 2} y cumple c(f̄i(b)) = f(b), por la unicidad en la
definición de correflexión se tiene que f̄1 = f̄2 y por lo tanto a1 = a2, es decir, c es inyectiva.
�

3.2.15 Definición. Por la proposición anterior, una subcategoŕıa correflexiva de Top con
elementos no vaćıos recibe el nombre de subcategoŕıa bicorreflexiva.

El siguiente teorema, aunque importante, no será demostrado en su totalidad. Para mayor
detalle se recomienda revisar el libro [11] o los art́ıculos [12] y [13].

3.2.16 Teorema. Sea A una subcategoŕıa de Top con elementos no vaćıos, son equivalentes:

(1) A es bicorreflexiva.

(2) A es cerrada bajo la formación de cocientes y coproductos arbitrarios.

Prueba. (1)⇒ (2) Veamos que A es cerrada bajo cocientes. Sea A′
g−→ X cualquier cociente

con A′ un A–objeto. Si A
c−→ X es una A–correflexión, entonces existe A′

ḡ−→ A continua tal
que el siguiente diagrama conmuta

A′

ḡ
��

g

  
A c

// X

es decir, c ◦ ḡ = g. Por la proposición anterior existe la función inversa de c, denotada c−1,
la cual es continua ya que dado U ⊆ A abierto, (c−1)−1(U) = c(U) es abierto si y sólo si
g−1(c(U)) lo es, pero g es un cociente, y puesto que el diagrama conmuta, se tiene c ◦ ḡ = g,
y por lo tanto g−1(c(U)) = ḡ−1(c−1(c(U))) = ḡ−1(U) es abierto. En consecuencia, c es un
homeomorfismo, lo que implica que X es un objeto de A.

Ahora veamos que es cerrada bajo coproductos. Sean X el coproducto de la familia {Ai}i∈I
de A–objetos y ηi : Ai → X las inclusiones. Si A

c−→ X una A–correflexión de X, entonces para
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toda i ∈ I, existe Ai
fi−→ A continua tal que c ◦ fi = ηi. Por lo tanto, de la propiedad universal

del coproducto, existe una función continua g : X → A tal que g ◦ ηi = fi para toda i ∈ I.
Estas igualdades implican la conmutatividad de los siguientes diagramas

Ai

fi
��

ηi

  

Ai

ηi
��

ηi

''
A c

// X
goo y X g

//

1X

88A c
// X

Por lo tanto, tenemos que c ◦ g : X → X es una función continua tal que c ◦ g ◦ ηi = c ◦ fi =
ηi = 1X ◦ ηi pero, por la propiedad universal del coproducto 1X es la única función continua
que hace conmutar el diagrama derecho, por lo tanto c ◦ g = 1X . Por otra parte, dado que c
es inyectiva y c ◦ g ◦ c = c ◦ 1A, se tiene que g ◦ c = 1A, esto es, c es un homeomorfismo.

(2)⇒ (1) Véanse referencias.

3.2.17 Lema. Sean (Xi
ui−→ X)i∈I y (Zi

vi−→ Z)i∈I coproductos topológicos arbitrarios. Si
para cada i ∈ I existe una aplicación cociente ci : Xi → Zi, entonces la única función continua
c : X → Z, que para toda i ∈ I, hace conmutar el diagrama

Xi

ui
��

ci // Zi

vi
��

X c
// Z

también es una aplicación cociente.

Prueba. c existe por la propiedad universal del coproducto topológico aplicado a la familia
(ui)i∈I . Por otra parte, puesto que las inclusiones (vi)i∈I forman un epipozo (1.1.59), dado
cualquier x ∈ X, existe i ∈ I y xi ∈ Xi tal que vi(xi) = x y, puesto que ci es suprayectiva,
también existe ai ∈ Ai tal que ci(ai) = xi. De lo anterior y de la conmutatividad del diagrama,
tenemos que ui(ai) es un punto de A que es preimagen de x bajo c, es decir, c es suprayectiva.

Supongamos que g : X → Y es una función tal que la composición g ◦ c : A → Y es
continua, entonces también será continua g ◦c◦ui = g ◦vi ◦ci y puesto que ci es una aplicación
cociente, entonces g ◦ vi es continua ((4) de la proposición 1.1.56), y puesto que (Xi

vi−→ X)i∈I
es un epipozo final, entonces g es continua (por la misma proposición) y por lo tanto c es una
aplicación cociente.

3.2.18 Teorema. Sea A una subcategoŕıa de Top, entonces

Ã = {X : X es espacio cociente de un coproducto de elementos de A}

es la subcategoŕıa correflexiva generada por A (la mı́nima con respecto a la contención).

Prueba.

(1) Veamos que Ã es una subcategoŕıa de Top. Sea Y un espacio en Top que es homeomorfo a
un X en Ã. Sea h : X → Y un homeomorfismo, puesto que para X existe una aplicación
cociente c : A→ X con A un coproducto de elementos de A, se tiene que h ◦ c : A→ Y
es una aplicación cociente de un coproducto de elementos de A y por lo tanto Y está en
Ã.
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(2) Veamos que Ã es cerrado bajo cocientes. Sea X en Ã y q : X → Y una aplicación
cociente. Puesto que existe c : A → X aplicación cociente con A un coproducto de
elementos de A, q ◦ c : A→ Y es una aplicación cociente y por lo tanto Y está en Ã.

Ahora veamos que es cerrada bajo coproductos y por 3.2.16 Ã será una subcategoŕıa
bicorreflexiva. Si (Xi)i∈I es una familia de elementos de Ã y X es su coproducto bajo

inclusiones Xi
vi−→ X, entonces se tiene, para toda i en I, una aplicación cociente ci :

Ai → Xi, en la que cada Ai es el coproducto para una familia (Aij)j∈Ji de elementos

de Ã. Para cada i en I consideremos las inclusiones Aij
uij−−→ Ai del coproducto Ai

correspondiente. Sea

A =
∐

i∈I, j∈Ji

Aij

entonces A es un coproducto de elementos de A. Supongamos que las inclusiones de este

coproducto son (Aij
wij−−→ A)Ji, I . Si de estas inclusiones se consideran solamente aquellas

wij con i fija y con j ∈ J , obtendremos aplicando la propiedad universal del coproducto
(para esta i fija) que existe una única función continua ui : Ai → A que hace conmutar
el siguiente diagrama

Aij

uij   

wij // A

Ai

ui

??

Observemos que A es un coproducto para Ai
ui−→ A, pues dada cualquier familia de

funciones continuas (gi : Ai → B)i∈I puede considerarse la familia de composiciones
(gi ◦ uij : Aij → B)Ji, I y asegurar que existe una función continua f : A → B tal que
f ◦ wij = gi ◦ uij , pero entonces se tiene que f ◦ ui ◦ uij = gi ◦ uij (conmutatividad del
diagrama) y puesto que (uij)Ji es un epipozo, f ◦ui = gi y por lo tanto, la familia (ui)i∈I
satisface la propiedad universal del coproducto topológico. De esta manera, se tienen las
condiciones del lema anterior y por lo tanto la única función continua c : A → X que
hace conmutar el diagrama

Ai

ui
��

ci // Xi

vi
��

A c
// X

es una aplicación cociente, por lo tanto X está en Ã.

(3) Es la mı́nima respecto a la contención porque si B es una subcategoŕıa correflexiva de
Top tal que cada objeto de A es objeto de B (A ⊆ B), por 3.2.16 B es cerrada bajo
cocientes y coproductos de elementos de A, por lo tanto, todo elemento de Ã es elemento
de B.



Caṕıtulo 4

Subcategoŕıas de conexión en Top

4.1. Introducción

En este caṕıtulo haremos uso de las nociones vistas en los caṕıtulos anteriores para po-
der definir el concepto de subcategoŕıa de conexión en Top. Veremos algunos resultados para
dichas subcategoŕıas y definiremos el concepto de subcategoŕıa normal, h-subcategoŕıa, ca-
tegoŕıa constante a la izquierda, entre otras, a las que, bajo la contención, les hallaremos
ciertas subcategoŕıas llamadas mı́nimas. Desarrollaremos, por fin, los art́ıculos “Fibraciones y
correflexiones” y “Categoŕıas de conexión”de Graciela Salicrup.

En lo siguiente trabajemos con subcategoŕıas de Top plenas, repletas (cerradas bajo iso-
morfismos) y que contienen un espacio distinto del vaćıo.

La siguiente definición, engloba lo visto en el caṕıtulo 1 sobre conexidad, haciendo refe-
rencia a las proposiciones 2.1.5, 2.1.6, 2.2.4 y 2.2.5.

4.1.1 Definición. Sea A una subcategoŕıa plena de Top con algún objeto distinto del vaćıo.

(1) Se dice que A es invariante bajo aplicaciones (funciones continuas) o invariante ba-
jo mapeos continuos si dado un A–objeto X, todas las imágenes continuas de él son

A–objetos, es decir, si X
f−→ Y es una aplicación entonces f(X) es un A–objeto (con la

topoloǵıa relativa a la topoloǵıa de Y ).

(2) Se dice que A es una categoŕıa de componentes si dado un A–objeto X y una familia
de subespacios {Ai}i∈I de X, con I un conjunto de ı́ndices tal que

⋂
i∈I

Ai 6= ∅ entonces⋃
i∈I

Ai es un A–objeto (con la topoloǵıa relativa a la topoloǵıa de X).

4.1.2 Definición. Decimos que A es una subcategoŕıa de conexión de Top si tiene algún
objeto distinto del vaćıo, es invariante bajo aplicaciones y es de componentes.

4.1.3 Definición. Sean A una subcategoŕıa de conexión de Top y X un espacio topológico.
Decimos que un A ⊆ X es una A-componente en X si A pertenece a A y para cualquier
A-objeto A′ se cumple lo siguiente: si A ⊆ A′ entonces A = A′.

Por ejemplo, para A la subcategoŕıa de los espacios conexos las A componentes son las
componentes conexas.

4.1.4 Observación. Si A y A′ son subcategoŕıas de conexión y A ⊆ A′, entonces las subcate-
goŕıas correflexivas generadas porA yA′ (3.2.18), denotadas por Ã y Ã′ respectivamente, cum-

plen Ã 6= Ã′ si y sólo si existe un A′–objeto X que no es un coproducto de sus A–componentes.

48
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Esto sucede ya que las A–componentes y los coproductos de A son elementos de Ã, y dado
que A ⊂ A′, si Ã 6= Ã′ entonces existe X que cumple lo buscado (el rećıcproco es inmediato).

4.1.5 Ejemplos. Top, la subcategoŕıa de espacios conexos AC (proposiciones 2.1.5 y 2.1.6) y
la subcategoŕıa de espacios conectables por trayectorias AP (observación 2.2.4 y proposición
2.2.5) son subcategoŕıas de conexión.

4.1.6 Proposición. (1) La intersección no vaćıa de una clase arbitraria de subcategoŕıas
de componentes es una categoŕıa de componentes.

(2) La intersección no vaćıa de una clase arbitraria de subcategoŕıas que son invariantes
bajo mapeos continuos es una categoŕıa invariante bajo aplicaciones.

Prueba.

(1) Si {Ai}i∈I son categoŕıas de componentes, dada {Aj}j∈J familia de espacios en A :=⋂
i∈I
Ai tal que

⋂
j∈J

Aj 6= ∅ entonces
⋃
j∈J

Aj es un objeto de Ai para todo i ∈ I, y aśı la

unión de los Ai’s es un objeto de la intesección de {Ai}i∈I .

(2) Es análogo al caso anterior. �

4.1.7 Corolario. La intersección no vaćıa de una clase arbitraria de subcategoŕıas de cone-
xión es una subcategoŕıa de conexión.

�

4.1.8 Definición. Definimos la subcategoŕıa de componentes generada por una familia F ,
como la intesección de todas las subcategoŕıas de componentes que contienen a la familia F
(análogamente se define la subcategoŕıa invariante bajo aplicaciones generada por una familia
F).

4.1.9 Definición. Definimos la subcategoŕıa de conexión generada por una familia F , como
la intersección de todas las subcategoŕıas de conexión que contienen a F . Dado que Top es una
subcategoŕıa de componentes, invariante bajo mapeos continuos y por lo tanto de conexión,
por el corolario 4.1.7, la subcategoŕıa de conexión generada está bien definida.

La siguiente definición es de suma importancia porque con ella podremos caracterizar a
las subcategoŕıas de conexión en Top.

4.1.10 Definición. Sea F una clase de espacios topológicos distinta del vaćıo, denotaremos
K(F) a la subcategoŕıa plena de Top cuyos objetos están definidos como sigue:

X es un K(F)–objeto si para cada par de puntos x, y ∈ X existen F en F y una aplicación

F
f−→ X, cuya imagen contiene al subconjunto {x, y} de X.

4.1.11 Teorema. Sea F una clase de espacios topológicos distina del vaćıo. Entonces K(F)
es la subcategoŕıa invariante bajo aplicaciones generada por F y, si K(F) es una categoŕıa de
componentes, entonces es también la categoŕıa de conexión generada por F .

Prueba. Que K(F) es la subcategoŕıa invariante bajo aplicaciones generada por F se sigue
de la definición, ya que si damos una aplicación de un K(F)–objeto X a Y , la imagen de X
será un elemento de K(F). Si además K(F) es de componentes, entonces es una categoŕıa
de conexión. Veamos que cualquier otra la contiene. Sean X un K(F)–objeto, x0 ∈ X y
A una subcategoŕıa de conexión que contiene a F . Por definición, para cada punto x ∈ X
existe una aplicación fx de un elemento Fx de F en X cuya imagen contiene al subconjunto
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{x0, x}, entonces fx(Fx) es un A–objeto y aśı, A contiene una familia de subespacios fx(Fx)
(que contiene al conjunto {x0, x}) cuya intersección es distinta del vaćıo, y dado que X =⋃
x∈X

fx(Fx), concluimos que X es un objeto de A. �

En el caṕıtulo 1 se dio la definición de cuña (1.1.59) tomando una suma topológica de
espacios y haciendo cociente sobre sus puntos básicos. En el siguiente resultado haremos uso
de dicha definición.

4.1.12 Proposición. Si F es una clase de espacios topológicos no vaćıa, la cual es cerrada
bajo la formación de cuñas, entonces K(F) es una subcategoŕıa de conexión.

Prueba. Por el teorema anterior, basta probar que K(F) es de componentes. Sea {Aj}j∈J
una familia de subespacios de X, con X un K(F)–objeto, tal que

⋂
j∈J Aj 6= ∅. Sean x, y ∈⋃

j∈J Aj y a ∈
⋂
j∈J Aj . Entonces existen ı́ndices i, i′ ∈ J tales que x, a ∈ Ai y y, a ∈ Ai′ .

Puesto que Ai y Ai′ son objetos de K(F), existen funciones f : F → Ai y f ′ : F ′ → Ai′ con F
y F ′ en F tales que {a, x} ⊆ f(F ) y {a, y} ⊆ f ′(F ′).

Si p ∈ F y q ∈ F ′ son tales que f(p) = a y f ′(q) = a, entonces definimos para B :=
Ai
∐
Ai′/{p, q}, la función g : B →

⋃
j∈J Aj como

g(z) =

{
fi(z) si z ∈ Ai
fi′(z) si z ∈ Ai′

Notemos que f está bien definida porque Ai y Ai′ son espacios cerrados en el coproducto
y ajenos salvo por los puntos del cociente (que tienen la misma imagen). Es continua porque
f y f ′ lo son en Ai y Ai′ respectivamente. Además {x, y} ⊆ g(B). Como F es cerrada bajo
cuñas tenemos, por lo tanto, que

⋃
j∈J Aj es un K(F)–objeto. Aśı, por el teorema anterior,

K(F) es una categoŕıa de conexión. �

4.1.13 Corolario. Cualquier subcategoŕıa de conexión es de la forma K(F) para alguna clase
de espacios F .

Prueba. Notemos que si A es una subcategoŕıa de conexión, entonces A0 (la clase de todos
los objetos de A) es cerrada bajo la formación de cuñas, ya que si {(Xj , τj)}j∈J es una familia
de objetos de A, entonces

∨
j∈J Xj × {j} es tal que bajo la inclusión ij : Xi →

∨
j∈J Xj se

obtienen subespacios de
∨
j∈J Xj que se intersecan en el cociente y por lo tanto su unión, que

es
∨
j∈J Xj , es un objeto de A. Aśı, usando 4.1.12 y 4.1.11, se tiene que K(A0) es la mı́nima

subcategoŕıa de conexión que contiene a A0, es decir, K(A0) = A. �

Como es de esperarse, una subcategoŕıa de conexión debeŕıa estar completamente relacio-
nada con los espacios conexos. El siguiente corolario muestra, esencialmente, dicha relación.

4.1.14 Corolario. Si A es una subcategoŕıa de conexión diferente de Top, entonces A ⊆ AC .

Prueba. Probaremos la contrapuesta. Sean A una subcategoŕıa de conexión y X un objeto
suyo con separación no trivial U , V , esto es U, V 6= ∅, U ∩ V = ∅ y X = U ∪ V . Si Y es

un espacio topológico y {a, b} ∈ Y , entonces el mapeo X
f−→ Y definido como f(U) = a y

f(V ) = b es continuo y, por el corolario anterior, Y es un A–objeto. Esto es, A = Top. �

Nótese que como consecuencia inmediata se tiene lo siguiente: La única subcategoŕıa de
conexión que contiene a los espacios discretos es Top.
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4.1.15 Definición. Sea A una subcategoŕıa de conexión, denotaremos por AL a la subca-
tegoŕıa correflexiva de Top cuyos objetos X satisfacen la siguiente condición: para cualquier
x ∈ X existe una base de vecindades cuyos elementos pertenecen a A.1

4.1.16 Corolario. Si A y A′ son dos subcategoŕıas de conexión diferentes de Top y A ⊆ A′,
entonces AL ∩ A′ = AL ∩ A.

Prueba. Es claro que AL∩A′ ⊇ AL∩A. Ahora, si X es un objeto de AL∩A′ entonces, por
el corolario anterior, X es conexo. Además, X está conformado de una sola A–componente,
ya que si no fuese el caso, tomando en cada punto x ∈ X la unión de los elementos de A
que conforman una base de vecindades de x, obtenemos A–componentes por cada punto. Si
existiesen al menos dos ajenas entonces X tendŕıa una separación no trivial, lo cual es una
contradicción al corolario anterior. Concluyendo que X es una A–componente y por lo tanto
AL ∩ A′ ⊆ AL ∩ A. �

4.1.17 Proposición. La subcategoŕıa cuyos objetos son espacios con un solo elemento (sin-
gulares) y la subcategoŕıa cuyos objetos son espacios indiscretos son subcategoŕıas de conexión.

Prueba. Claramente la subcategoŕıa cuyos espacios son singulares satisface la definición de
subcategoŕıa de conexión trivialmente. Ahora, si A tiene como objetos los espacios indiscre-
tos, sabemos que las funciones continuas sólo pueden ir de un indiscreto X a un subespacio
indiscreto en la imagen, pues la continuidad obliga a que la imagen inversa de los abiertos del
contradominio sea el conjunto subyacente de X o el vaćıo. Además, si una familia de subes-
pacios indiscretos {Ai}i∈I de un espacio X cumple

⋂
i∈I

Ai 6= ∅, entonces
⋃
i∈I

Ai debe ser un

espacio indiscreto, pues dado un abierto U 6= ∅ de
⋃
i∈I

Ai, existe i ∈ I tal que Ai ∩ U 6= ∅,

entonces Ai ⊆ U y también
⋂
i∈I

Ai ⊆ U , pero dado que todos los subespacios Aj son indiscretos

para toda j, se tiene U =
⋃
i∈I

Ai.

4.1.18 Definición. La subcategoŕıa de espacios singulares y la subcategoŕıa de espacios in-
discretos, las cuales denotaremos por A0 y AS respectivamente, las llamaremos categoŕıas de
conexión triviales. Claramente A0 ⊂ AS .

4.1.19 Proposición. Cualquier categoŕıa de conexión no trivial A contiene a A0 y AS .

Prueba. De la definición, es inmediato que A contiene a A0. Ahora, si Y es un espacio
indiscreto y X un objeto de A tal que X y Y tienen más de un elemento, entonces dado

y0 ∈ Y y x0 ∈ X, definimos X
fy−→ Y como:

fy(x) =

{
y0 si x = x0

y si x 6= x0

donde y ∈ Y \ {y0}. Entonces fy es continua (Y es indiscreto) y, por ser A subcategoŕıa de
conexión, se tiene que fy(X) son elementos de A tales que

⋂
y∈Y

fy(X) = {y0}. Por lo tanto,⋃
y∈Y

fy(X)(= Y ) es un objeto de A. �

4.1.20 Proposición. K(S) con S el espacio de Sierpinski, es la mı́nima subcategoŕıa de
conexión no trivial.

1Para detalles sobre la correflexividad de AL véase [11].
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Prueba. Primero notemos que como la familia {S} es cerrada bajo la formación de cuñas,
se tiene que K(S) es una subcategoŕıa de conexión.

Claramente el espacio S no es indiscreto. Por lo tanto, haciendo uso de la proposición
anterior, AS ⊂ K(S). Ahora, si A es cualquier categoŕıa de conexión no trivial, entonces
existe un espacio Y de A que no es singular ni indiscreto y por lo tanto, existen x, y ∈ Y y
U ⊂ Y abierto, tales que x ∈ U y y /∈ U . Entonces X

g−→ S definida como g(z) = 0 para toda
z ∈ U y g(z) = 1 para toda z ∈ Y \ U es continua y por lo tanto S es objeto de A. De esta
manera, todo elemento de K(S) es elemento de A por 4.1.13. �

Hemos probado las siguientes contenciones

A0 ⊂ AS ⊂ K(S). (4.1)

4.2. Subcategoŕıas de conexión normales y h–categoŕıas de co-
nexión

En esta sección veremos algunas propiedades de las subcategoŕıas de conexión normales y
h-categoŕıas, aunque nuestro objetivo principal será probar, para una subcategoŕıa de conexión
A, que es necesario y suficiente tener al espacio [0, 1] = I como un elemento, para que ésta
sea una h–categoŕıa.

Recuérdese que dos aplicaciones (funciones continuas) f, g : X → Y son homotópicas
(denotado por f ' g), si existe una homotoṕıa entre ellas, es decir, una aplicación H :
X × I → Y tal que H(x, 0) = f(x) y H(x, 1) = g(x) para toda x ∈ X. Aśı, dos espacios X
y Y tienen el mismo tipo de homotoṕıa si existen aplicaciones φ : X → Y y ψ : Y → X tales
que ψ ◦ φ ' 1X y φ ◦ ψ ' 1Y .

4.2.1 Definición. (1) Una subcategoŕıa A de Top es una h–categoŕıa si para cada A–objeto
X, todos los espacios que tienen el mismo tipo de homotoṕıa de X son A–objetos.

(2) Una subcategoŕıa de conexión A es normal si para todo A–objeto X, todos los espacios
que contienen a X como subespacio denso son A–objetos.

4.2.2 Observación. Notemos que la intersección de h–categoŕıas es una h–categoŕıa aśı como
la intersección de subcategoŕıas normales es una subcategoŕıa normal.

Si X es un objeto de la intersección de una familia de h–categoŕıas, entonces cualquier
espacio Y con el mismo tipo de homotoṕıa se encuentra en todos los intersectandos, al ser estos
h–categoŕıas, concluimos que Y es un objeto de la intersección de la familia (para subcategoŕıas
normales el razonamiento es análogo).

4.2.1. Subcategoŕıas de conexión normales

4.2.3 Proposición. Una subcategoŕıa de conexión A es normal si y sólo si las A–componentes
de cualquier espacio X son cerradas.

Prueba. Sea A es una subcategoŕıa de conexión normal. Si A es una A–componente, enton-
ces es densa en Ā, por lo tanto Ā pertenece a A y dado que las A–componentes son máximas
respecto a la contención en X, concluimos que Ā ⊆ A ⊆ X y por lo tanto A = Ā.

Rećıprocamente, si A es un A–objeto y A es denso en X, tomamos una A–componente
A′ de X que contiene a A, como A′ es cerrada, se tiene Ā ⊆ Ā′ = A′ ⊆ X = Ā por lo tanto
X = A′, esto es, X es un objeto de A. �
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En el caṕıtulo 1 vimos que el producto arbitrario de espacios conexos es conexo y el
producto arbitrario de espacios conectables por trayectorias también es conectable por trayec-
torias. Sin embargo, el siguiente resultado muestra que, en general, lo anterior no ocurre para
cualquier subcategoŕıa de conexión.

4.2.4 Teorema. Si A es una subcategoŕıa de conexión entonces A0 es cerrada bajo la for-
mación de productos finitos, y si A es normal, A0 es cerrada bajo la formación de productos
arbitrarios.

Prueba.

(1) Primero veamos que A es cerrada bajo la formación de productos finitos.

Sean X y Y A–objetos distintos del vaćıo, veremos que X×Y pertenece aA. Sean (a, b) ∈
X×Y y (c, d) ∈ X×Y y consideremos el punto (a, d) ∈ X×Y . Entonces X

f−→ X×{d}
donde f(x) = (x, d) y Y

g−→ {a} × Y donde g(y) = (a, y) son homeomorfismos tales que
sus imágenes se intersecan en (a, d). Por lo tanto, X×{d}∪{a}×Y es un elemento de A.
Ahora, por 4.1.13 A = K(F) para alguna clase F (que en la prueba fueron los espacios
de A) y como acabamos de probar que cualquiera dos puntos en X×Y están contenidos
en la imagen continua (inclusión) de un elemento de F , concluimos que X × Y está en
A. Por inducción se obtiene el resultado para cualquier número finito.

(2) Ahora, supongamos que A es normal. Sean F := {Ai}i∈I una familia arbitraria de
A–objetos, X =

∏
i∈I Ai y p ∈ X. Consideremos la A–componente Cp de p en X (que

siempre existe porque los A′is son encajables en X). Sea B abierto básico de la topoloǵıa
producto X. Entonces existen i1, . . . , in ∈ I y abiertos Uk ⊆ Aik con k ∈ {1, . . . , n} tales
que B = ∩nk=1Uk, es decir, B consta de los puntos x ∈ X que satisfacen xik ∈ Uk para
cada k ∈ {1, . . . n}, donde xik es la coordenada ik de x.

Tomamos para cada Uk un punto fijo ak. Sea q el punto de X definido como:

qi =

{
ak si i = ik para algún k

pi si i 6= ik para todo k

entonces q ∈ B por lo anterior.

Consideremos el subconjunto K de X que consiste de todos los puntos x ∈ X tales que
xi = pi para todo i ∈ I \ {i1, . . . , in}. Entonces K es homeomorfo a Xi1 × . . . ×Xin y,
por lo visto en (1), es un A–objeto.

Puesto que K contiene a p y q por definición, se tiene que q está en la A–componente
Cp y por lo tanto B ∩Cp 6= ∅. Como B es un abierto básico arbitrario, tenemos que Cp
es denso en X. Y como tenemos por hipótesis que A es normal, concluimos que X es un
A–objeto (nótese la semejanza de la prueba con 2.1.10 ). �

4.2.2. H–categoŕıas

4.2.5 Definición. Un cuadrado conmutativo

X
f ′ //

g

��

A

f
��

B
g′
// Y
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es llamado pullback o cuadrado cartesiano si cumple lo siguiente: para cualquier cuadrado
conmutativo de la forma

X̃
f̃ //

g̃
��

A

f
��

B
g′
// Y

existe un único morfismo X̃
k−→ X que hace conmutar el siguiente diagrama

X̃

g̃

((

f̃

��

k

��
X

g

��

f ′ // A

f
��

B
g′
// Y

es decir, f ′ ◦ k = f̃ y g ◦ k = g̃.

4.2.6 Definición. (1) Una clase de aplicaciones suprayectivas M es llamada una 0–clase.

(2) Una 0–clase es una 1–clase si para todo cuadrado cartesiano (pullback) en Top

X //

g

��

X1

f
��

X2
// Y

se tiene que si f está en M , entonces g pertenece también a M .

4.2.7 Definición. A toda 0–clase M le podemos asociar la subcategoŕıa plena A(M) de Top
cuyos objetos son espacios A con la propiedad siguiente:

Cada función X
f−→ A que pertenece a M es una identificación.

4.2.8 Ejemplos. (1) Si M es la clase de todos los homeomorfismos entonces es una 0-clase,
1-clase y A(M) es Top.

(a) Claramente M es una 0–clase. Por otra parte, si el siguiente diagrama es un pullback

Y ′
h̄ //

g
��

Y

f
��

X ′
h
// X

con f en M , entonces podemos tomar el siguiente diagrama

X ′
f−1◦h //

1X′
��

Y

f
��

X ′
h
// X
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que claramente conmuta, entonces por definición de pullback existe X ′
ḡ−→ Y ′ tal

que 1X′ = g ◦ ḡ y f−1 ◦ h = h̄ ◦ ḡ. Por otro lado, si tomamos el diagrama siguiente

Y ′

g

''

h̄

��

g

  
X ′

ḡ

!!
Y ′

g
��

h̄ // Y

f
��

X ′
h
// X

tenemos que g ◦ ḡ ◦ g = 1X′ ◦ g = g y h̄ ◦ ḡ ◦ g = f−1 ◦ h ◦ g = f−1 ◦ f ◦ h̄ = h̄,
es decir, todos los diagramas interiores conmutan. Ahora, al ser el cuadrado un
pullback, existe una única aplicación de Y ′ en Y ′ y dado que la función identidad
1Y ′ también hace conmutar el diagrama, concluimos que ḡ ◦ g = 1Y ′ . Por lo tanto
g es una aplicación suprayectiva tal que ḡ ◦ g = 1Y ′ y g ◦ ḡ = 1X′ , esto es, g es un
homeomorfismo.

(b) A(M) es Top ya que cualquier función continua, suprayectiva y abierta (o cerra-
da) es una identificación y dado que los homeomorfismos son funciones continuas,
biyectivas y abiertas (o cerradas), se tiene que todo elemento de Top cumple la
condición para ser elemento de A(M).

(2) Si M es la clase de todas las retracciones, entonces M es una 0-clase que no es una
1-clase y A(M) es Top.

Una retracción X
r−→ A, donde A ⊆ X, es una aplicación tal que r|A = IdA.

(a) Claramente M es una 0-clase. Por otra parte, notemos que en Top siempre existe el

pullback para morfismos A
f−→ Y y B

g−→ Y . Sea X = {(a, b) ∈ A×B : f(a) = g(b)}
con la topoloǵıa inicial2 respecto a las proyecciones A × B pA−→ A y A × B pB−−→ B
dadas por pA(a, b) = a y pB(a, b) = b. Si existe un espacio X ′ tal que el diagrama
siguiente conmuta

Z
f ′ //

g′

��

A

f
��

B g
// Y

definimos Z
h−→ X como h(x) = (f ′(z), g′(z)). Notemos que h(z) ∈ A × B y dado

que el diagrama conmuta, f(f ′(z)) = g(g′(z)), esto es h(z) ∈ X. Además, hace

2La topolgóıa inicial τ respecto a las aplicaciones C
h1−→ D y C

h2−→ E tiene como subbase a {h−1
i (U) : i =

1, 2 y U es abierto de D o E}.
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conmutar el siguiente diagrama trivialmente

Z

g′

((

f ′

��

h

  
X

pB
��

pA // A

f
��

B g
// Y

h es continua porque dado U ⊆ X subbásico, por definición, existe V ⊆ A abierto
(o V ′ ⊆ B abierto) tal que U = p−1

A (V ), como h−1(U) = h−1(p−1
A (V )) = (f ′)−1(V ),

se tiene que h−1(U) es abierto. Por último, h es única ya que claramente las pro-
yecciones pA y pB separan puntos (1.1.58).

(b) Notemos que toda retracción X
r−→ A es una identificación. Si r−1(U) es abierto en

X con U ⊆ A, entonces r−1(U) ∩A es un abierto en A, pero r−1(U) ∩A = U . Por
lo tanto r es una identificación.

(3) SeaA una subcategoŕıa correflexiva de Top. SiM es la clase de todas lasA-correflexiones,
entonces A(M) = A.

Por doble contención. Si Y es un elemento de A(M), entonces dada X
f−→ Y en M , se

tiene que f es una identificación, pero dado que las correflexiones en Top son biyectivas,
concluimos que f es un homeomorfismo y por lo tanto Y está en A.

Ahora, sea Y en A y X
f−→ Y una A-correflexione en M . Por definición, dado el siguiente

diagrama
Y

1Y

  
f̄
��
X

f
// Y

existe una única f̄ tal que f ◦ f̄ = 1Y . Por otro lado, dado el siguiente diagrama

X

f

��

f
��
Y

f̄
��
X

f
// Y

existe una única función que hace conmutar el diagrama, pero dado que f ◦ f̄ ◦ f =
1Y ◦ f = f = f ◦ 1X , se tiene que f̄ ◦ f = 1X , esto es, f es un homeomorfismo y por lo
tanto una identificación.

(4) Si M = ∅, entonces A(M) es Top

4.2.9 Proposición. Si M es una 1–clase entonces A(M) es una subcategoŕıa correflexiva de
Top.

Prueba. Si A(M) = ∅ o A(M) contiene solamente el espacio vaćıo, la afirmación es cierta.
Supongamos que tiene objetos no vaćıos.
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(1) Sea {Aj}j∈J una familia arbitraria de A(M)–objetos distintos del vaćıo. Si X
f−→
∐
j∈J Aj

es una función continua en M , definimos fj como la restricción f |f−1(Aj) : f−1(Aj)→ Aj ,

entonces X =
∐
j∈J f

−1(Aj) por 1.1.61.

Notemos que el diagrama siguiente es un pullback

f−1(Aj)

fj

��

� � i // X

f

��
Aj
� �

i′
//
∐
j∈J Aj

donde los morfismos horizontales son inclusiones. Si el diagrama

Z

gj

��

g // X

f
��

Aj
i′
//
∐
j∈J Aj

es conmutativo para una j ∈ J particular, definimos ḡ : Z → f−1(Aj) como ḡ(z) =
i−1(g(z)). Está bien definida porque i es inyectiva y f(g(z)) = i′(gj(z)), esto es, f(g(z)) ∈
Aj y por lo tanto g(z) ∈ f−1(Aj). Además, hace conmutar el siguiente diagrama

Z

gj

((

g

��

ḡ

##
f−1(Aj)

fj

��

i // X

f

��
Aj

i′
//
∐
j∈J Aj

ya que i(ḡ(z)) = i(i−1(g(z))) = g(z) y como fj(ḡ(z)) = fj(i
−1(g(z))) entonces

i′(fj(i
−1(g(z)))) = f(g(z)) = i′(gj(z))

por la conmutatividad del cuadrado, y dado que i′ es inyectiva, se tiene que fj(i
−1(g(z))) =

gj(z). La unicidad es inmediata de la inyectividad de i. Por lo tanto el primer diagrama
es un pullback y como M es una 1–clase, fj está en M para toda j. Además dado que
cada Aj está en A(M), podemos concluir que fj es una identificación para toda j ∈ J .

Ahora, si f−1(U) es abierto en X, entonces el conjunto f−1(U)∩f−1(Aj) = f−1(U ∩Aj)
es abierto en f−1(Aj) y, como fj es identificación, U ∩ Aj es un abierto de Aj . Por lo
tanto U =

⋃
j∈J(U ∩ Aj) es abierto en

∐
j∈J Aj , lo cual implica que f es identificación,

es decir,
∐
j∈J Aj es un objeto de A(M).

(2) Sea p : A→ X una identificación con A un A(M)–objeto. Supongamos que f : Y → X
pertenece a M y consideremos el siguiente cuadrado cartesiano

Z

f̄
��

g // Y

f
��

A p
// X
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Como M es una 1–clase tenemos que f̄ está en M , es decir, es una identificación y por
lo tanto p ◦ f̄ también lo es. Ahora, si f−1(U) es abierto en Y con U ⊆ X, entonces
g−1(f−1(U)) es abierto en Z por la continuidad de las funciones, pero por la conmuta-
tividad del diagrama g−1(f−1(U)) = f̄−1(p−1(U)), y dado que p ◦ f̄ es identificación,
conclúımos que U es un abierto de X. Por consiguiente f es una identificación y, por lo
tanto, X está en A(M).

Por (1) y (2) tenemos que A(M) es cerrada bajo coproductos e identificaciones y por
2.3.18, A(M) es una subcategoŕıa correflexiva de Top.

4.2.10 Definición. Sea A una subcategoŕıa plena de Top invariante respecto a funciones con-
tinuas. Sea M ′ una 1–clase cuyos elementos son funciones inyectivas (y por lo tanto biyectivas).
Podemos obtener de A y M ′ una subclase M de M ′ con la condición siguiente:

Un elemento f : X → Y de M ′ está en M si y sólo si para todo A–objeto A ⊆ Y , la
función f |f−1(A) : f−1(A)→ A es un homeomorfismo.

4.2.11 Proposición. La clase M de la definición anterior es una 1–clase y Ã ⊆ A(M).

Prueba. Veamos que M es una 1–clase. Supongamos que tenemos el siguiente cuadrado
cartesiano

X ′

f ′

��

// X

f
��

Y ′ g
// Y

con f en M y aśı f ′ en M ′. Sea A′ ⊆ Y ′ un objeto de A. Entonces A := g(A′) está en A. Sean
f1 = f |f−1(A) y f ′1 = f ′|f ′−1(A′), entonces resulta un nuevo cuadrado cartesiano

f ′−1(A′)

f ′1
��

// f−1(A)

f1
��

A′
g|A′

// A

ya que dado un diagrama como el siguiente

Z

g′1

))

g1

��

ḡ

##
f ′−1(A′)

f ′1
��

h // f−1(A)

f1
��

A′
g|A′

// A

podemos definir ḡ como f ′−1
1 ◦ g′1 que hace conmutar trivialmente el diagrama izquierdo

y, por la conmutatividad de cuadrado, conmutar al diagrama superior, es decir, si z ∈ Z
entonces f1(h(f−1

1 (g′1(y)))) = g(g′1(y)) = f1(g1(y)). Además, como f1 es homeomorfismo, en
particular es una identificación y como M ′ es una 1–clase, entonces f ′1 está en M ′, es decir,
es una identificación inyectiva y por lo tanto un homeomorfismo, por lo tanto f ′ está en M .

Ahora veamos que Ã ⊆ A(M). Si A es un objeto de A y X
f−→ A pertenece a M , por

definición de M , f es un homeomorfismo y, en particular, una identificación. Por lo tanto
A pertenece a A(M) y como A(M) es una categoŕıa correflexiva, es decir, es cerrada bajo
coproductos e identificaciones. �
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4.2.12 Definición. Se dice que una función continua g : X → Y tiene la propiedad de levan-
tamiento (único) de homotoṕıas respecto a un espacio topológico Z si, para todo diagrama
conmutativo

Z

i0
��

f // X

g

��
Z × I

H′
// Y

con g continua e i0(z) = (z, 0) con z ∈ Z, existe H : X × I → Y tal que el siguiente diagrama
conmuta

Z

i0
��

f // X

g

��
Z × I

H′
//

H

;;

Y

En tal caso H recibe el nombre de levantamiento de H ′ que empieza con f .

4.2.13 Definición. (1) Sea E una clase no vaćıa de espacios topológicos y f ∈ Top(X,Y ).
f es una E–fibración si tiene la propiedad de levantamiento de homotoṕıas respecto de
cualquier espacio en E.

(2) Cuando E consta de todos los espacios topológicos, f es llamada fibración de Hurewicz.

4.2.14 Definición. Sea X un espacio topológico y A ⊆ X.

(1) Decimos que A es un retracto de X (o que hay una retracción de X sobre A) si existe
r : X → A continua tal que r|A = 1A.

(2) Decimos que A es un retracto por deformación de X, si existe una homotoṕıa H :
X × I → X tal que

H(x, 0) = x si x ∈ X
H(x, 1) ∈ A si x ∈ X
H(a, 1) = a si a ∈ A

En particular, la aplicación rH : X → A tal que rH(x) = (x, 1), es una retracción de X
en A, es decir, A es un retracto de X.

(3) Si además de las condiciones en (2), pedimos que H(a, t) = a para todo a ∈ A y t ∈ I,
entonces se dice que A es un retracto fuerte por deformación de X.

(4) Decimos que A es un retracto débil de X si existe r : X → A continua tal que r ◦ i ' 1A,
donde i : A→ X es la inclusión. En particular, todo retracto es un retracto débil.

(5) Decimos que A es un retracto débil por deformación de X si la inclusión i : A→ X es una
equivalencia homotópica. En particular, todo retracto por deformación es un retracto
débil por deformación.

4.2.15 Definición. (1) Sea j : X → Y una función continua y W un espacio topológico.
Decimos que j tiene la propiedad de extensión de homotoṕıa (P.E.H.) respecto a W si
cada vez que tenemos las funciones continuas g : Y → W y H : X × I → W tales que
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H ◦ i0 = g ◦ j, existe H̃ : Y × I → W continua (no necesariamente única) tal que el
siguiente diagrama

X

j
��

i0 // X × I
j×1I
�� H

��

Y
i0
//

g 22

Y × I
H̃

##
W

conmuta, es decir, H̃ ◦ (j × 1I) = H y H̃ ◦ i0 = g.

(2) Una función continua j : X → Y se dice que es una cofibración si tiene la P.E.H. respecto
a todo espacio topológico W .

4.2.16 Observación. Sea f : X → Y continua y Zf el espacio obtenido al identificar el
coproducto de X × I y Y , utilizando la siguiente identificación: (x, 1) ∈ X × I con f(x) ∈ Y .
Zf es llamado cilindro de aplicación de f . Dada la definición anterior, utilizaremos la siguiente
notación: [x, t] denota al punto de Zf que le corresponde a (x, t) ∈ X× I bajo la identificación
y [y] a los puntos y ∈ Y (aśı [x, 1] = [f(x)] con x ∈ X).

Notemos que existe un encaje i : X → Zf con i(x) = [x, 0] y un encaje j : Y → Zf con
j(y) = [y], y por ello consideraremos a X y Y como subespacios de Zf . Además, existe una
retracción r : Zf → Y definida como r[x, t] = [f(x)] para x ∈ X, t ∈ I y r[y] = y para y ∈ Y .

4.2.17 Lema. Sea X
f−→ Y una función continua. Entonces, existe un diagrama conmutativo

X

f ��

i // Zf

r
~~

Y

j
>>

con i, j y r como en la observación anterior, tal que

(1) 1Zf
' j ◦r (rel Y), es decir, existe una homotoṕıa F de 1Zf

a j ◦r tal que F ([y], t) = [y]
para todo y ∈ Y y t ∈ I.

(2) i es una cofibración.

Prueba.

(1) Definimos F : Zf × I → Zf como{
F ([x, t], t′) = [x, (1− t′)t+ t′] si x ∈ X, t, t′ ∈ I
F ([y], t′) = [y] si y ∈ Y , t′ ∈ I

F está bien definida por que F ([x, 1], t′) = [x, (1 − t′) + t′] = [x, 1] = [f(x)], es decir,
los puntos de la intersección concuerdan en su imagen, es continua porque lo es en cada
parte de la función y cumple

F ([x, t], 0) = [x, t]

F ([y], 0) = [y] es decir F ( , 0) = 1Zf
( )

F ([x, t], 1) = [x, 1] = [f(x)] = j(r[f(x)])

F ([y], 1) = [y] es decir F ( , 1) = j ◦ r( )
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Además notemos que dada la definición de F , los puntos y ∈ Y quedan fijos.

(2) Sea g : Zf → W y H : X × I → W continuas tal que g([x, t]) = H(x, 0) (es decir, el

diagrama exterior en la definición de P.E.H. conmuta). Definimos H̃ : Zf ×I →W como
H̃([y], t′) = g([y]) si y ∈ Y , t′ ∈ I

H̃([x, t], t′) =

{
g([x, 2t−t′

2−t′ ]) si 0 ≤ t′ ≤ 2t ≤ 2, x ∈ X
H(x, t

′−2t
1−t ) si 0 ≤ 2t ≤ t′ ≤ 1, x ∈ X

H̃ está bien definida ya que H̃([x, 1], t′) = g([x, 2−t′
2−t′ ]) = g([f(x)]), es continua porque

lo es en cada parte de la definición y los puntos de intersección concuerdan con su
imagen en cada caso. Además cumple (H̃ ◦ i × 1I)(x, t

′) = H̃([x, 0], t′) = H(x, t′) y
(H̃ ◦ i0)([x, t]) = H̃([x, t], 0) = g([x, t]), (H̃ ◦ i0)([y]) = H̃([y], 0) = g([y]). Por lo tanto i
tiene la P.E.H. para todo espacio topológico W . �

4.2.18 Lema. Si i : A→ X tiene la P.E.H. Entonces, A es un retracto débil de X si y sólo
si A es un retracto de X.

Prueba. Dado (4) de 4.2.14, basta probar que toda retracción débil r : X → A es homotópi-
ca a una retracción.

Por hipótesis r ◦ i ' 1A, sea H : A × I → A la homotoṕıa, entonces H(a, 0) = r(a) para
toda a ∈ A. Como i tiene la P.E.H. existe una homotoṕıa H̃ : X × I → A, la cual extiende a
H y empieza en r

A

i
��

i0 // A× I
i×1I
�� H

��

X
i0
//

r
33

X × I
H̃

##
A

es decir, H̃(x, 0) = r(x) para toda x ∈ X. Si r′ : X → A está definida por r′(x) = H̃(x, 1),
entonces r′ es una retracción de X en A, y por lo tanto H̃ es una homotoṕıa de r en r′. �

Hasta aqúı, todos los resultados acerca de retracciones, propiedades de levantamiento de
homotoṕıas y extensión de homotoṕıas, serán utilizados para demostrar el teorema principal de
esta sección. Sin embargo, los lemas y teoremas siguientes muestran que se puede extender aún
más la relación entre cofibraciones y retracciones en el cilindro de aplicación.3 Concluyendo lo
anterior en el teorema 4.2.30.

4.2.19 Definición. Sea Y un espacio topológico y X ⊆ Y . Decimos que una homotoṕıa
F : X × I → Y es una deformación si F (x, 0) = x para toda x ∈ X. Si, además, F (X × {1})
está contenido en un subespacio A de Y , se dice que F es una deformación de X a A o que
X es deformable a A.

4.2.20 Lema. Un espacio X es deformable a un subespacio A si y sólo si la inclusión i : A→
X tiene un inverso derecho homotópico.

Prueba. Supongamos que X es deformable a A. Sea F : X × I → X una deformación tal
que F (x× {1}) es subconjunto de A. Definimos f : X → A por la ecuación i(f(x)) = F (x, 1)

3Dichos resultados pueden ser omitidos para los fines de la sección.
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para toda x ∈ X, entonces F es una homotoṕıa de 1X en i◦f , es decir, i tiene inverso derecho
homotópico.

Ahora, si i tiene inverso derecho homotópico f : X → A, entonces existe una homotoṕıa
F : X × I → X tal que i ◦ f ' 1X , es decir, F (x, 0) = x y F (X × 1) = i(f(X)) ⊆ A Por lo
tanto X es deformable dentro de A. �

4.2.21 Lema. A es un retracto débil por deformación de X si y sólo si A es un retracto débil
de X y X es deformable a A.

Prueba. A es un retracto débil por deformación si y sólo si la inclusión es una equivalencia
homotópica, es decir, existe r : X → A tal que r ◦ i ' 1A (retracto débil) e i ◦ r ' 1X (la
inclusión tiene inverso homotópico derecho). Por lo tanto, aplicando el lema anterior, X es
deformable a A.

Para obtener el inverso del enunciado, probaremos que si la inclusión i tiene inverso ho-
motópico izquierdo y derecho, entonces éstos son homotópicos. Por hipótesis A es un retracto
débil de X y X es deformable a A, es decir, i tiene inverso homotópico izquierdo; g ◦ i ' 1A
y derecho i ◦ f ' 1X respectivamente, entonces f = 1A ◦ f ' g ◦ i ◦ f ' g ◦ 1X = g, es decir,
f ' g. �

4.2.22 Lema. Sea A un retracto de X. Si X es deformable a A, entonces A es un retracto
por deformación de X .

Prueba. Sea r : X → A una retracción, entonces 1A ' r ◦ i, es decir, r es inverso izquierdo
homotópico. Dado que X es deformable a A, i tiene inverso homotópico derecho y por la
observación del lema anterior, r cumple 1X ' i ◦ r y por lo tanto A es un retracto por
deformación de X. �

4.2.23 Corolario. Si i : A → X tiene la P.E.H. entonces A es un retracto débil por defor-
mación de X si y sólo si A es un retracto por deformación de X.

Prueba. A es un retracto débil por deformación si y sólo si la inclusión es una equivalencia
homotópica, entonces la inclusión tiene inverso homotópico izquierdo. Por el lema 4.2.18, lo
anterior ocurre si y sólo si A es retracto de X. Además, dado que la inclusión tiene inverso
homotópico derecho si y sólo si X es deformable a A, se tiene por el lema 4.2.22 que lo anterior
es cierto si y sólo si A es un retracto por deformación de X. �

4.2.24 Teorema. Si i : (X × 0) ∪ (A× I) ∪ (X × 1)→ X × I tiene la P.E.H. entonces A es
un retracto por deformación de X si y sólo si A es un retracto fuerte por deformación de X.

Prueba. Si A es un retracto por deformación de X, sea F : X× I → X la homotoṕıa de 1X
a i ◦ r, donde X

r−→ A es una retracción e i la inclusión de A en X. Definimos una homotoṕıa
G : [(X × 0) ∪ (A× I) ∪ (X × 1)]× I → X dada por las siguientes ecuaciones:

G((x, 0), t′) = x con x ∈ X, t′ ∈ I
G((x, t), t′) = F (x, (1− t′)t) con x ∈ A; t, t′ ∈ I
G((x, 1), t′) = F (r(x), 1− t′) con x ∈ X, t′ ∈ I

G está bien definida porque dada x ∈ A

G((x, 0), t′) = x = F (x, 0)

y además
G((x, 1), t′) = F (x, 1− t′) = F (r(x), 1− t′)
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por ser r retracción. G es continua porque su restricción a cada conjunto cerrado (X × 0)× I,
(A × I) × I y (X × 1) × I es continua. Notemos que si (x, t) ∈ (X × 0) ∪ (A × I) ∪ (X × 1),
entonces G((x, t), 0) = F (x, t) ya que G((x, 0), 0) = x = F (x, 0) y G((x, 1), 0) = F (r(x), 1) =
i(r(r(x))) = r(x) = F (x, 1). Por lo tanto tenemos que G restringida a [(X × 0) ∪ (A × I) ∪
(X × 1)] × 0 puede extenderse a (X × I) × 0, y haciendo uso de la P.E.H. G restringida a
[(X × 0) ∪ (A× I) ∪ (X × 1)]× 1 puede extenderse a (X × I)× 1. Sea G′ : (X × I)× 1→ X
dicha extención, definimos H : X × I → X como H(x, t) = G′((x, t), 1). Notemos que dada la
definición anterior, se cumplen las ecuaciones

H(x, 0) = G′((x, 0), 1) = G((x, 0), 1) = x con x ∈ X
H(x, 1) = G((x, 1), 1) = F (r(x), 0) = r(x) con x ∈ X
H(x, t) = G((x, t), 1) = F (x, 0) = x con x ∈ A, t ∈ I

Por lo tanto H es una homotoṕıa relativa a A de 1X a i ◦ r, esto es, A es un retracto fuerte
por deformación de X. �

4.2.25 Definición. Dado un espacio topológico X y A ⊆ X subespacio:

(1) Decimos que (X,A) es una pareja de espacios. Una aplicación de parejas, denotada por
f : (X,A)→ (Y,B), es una función f : X → Y tal que f(A) ⊆ B.

(2) Dadas (X1, A1) y (X2, A2) parejas de espacios, definimos el producto de parejas (X1, A1)×
(X2, A2) como (X1 ×X2, (A1 ×X2) ∪ (X1 ×A2)).

(3) Una homotoṕıa de parejas es una homotoṕıa sobre una aplicación de parejas H : (X ×
A) × I = (X × I, A × I) → (Y,B), es decir, H : X × I → Y cumple H(a, t) ∈ B para
toda a ∈ A, t ∈ I.

(4) Un homeomorfismo de parejas φ : (X,A)→ (Y,B) es un homeomorfismo φ : X → Y tal
que φ(A) = B.

4.2.26 Observación. Si f1 : (X1, A1)→ (Y1, B1) y f2 : (X2, A2)→ (Y2, B2) son aplicaciones
de parejas, entonces f1 × f2 : (X1, A1) × (X2, A2) → (Y1, B1) × (Y2, B2) es una aplicación de
parejas.

4.2.27 Lema. Existe un homeomorfismo de parejas α : (I×I, ({0}×I)∪(I×{1})∪({1}×I))→
(I × I, {1} × I).

Prueba. Definimos α como

α(s, t) =


(1− 3s, t3) si 0 ≤ s ≤ 1−t

3

(t, 3s−2st+2t−1
2t+1 ) si 1−t

3 ≤ s ≤
2+t

3

(3s− 2, 3−t
3 ) si 2+t

3 ≤ s ≤ 1

notemos que está bien definida, ya que

α

(
1− t

3
, t

)
=

{
(t, t3) para el primer caso,

(t, t(2t+1)
3(2t+1)) para el segundo,

y

α

(
2 + t

3
, t

)
=

{
(t, (3−t)(2t+1)

3(2t+1) ) para el primer caso,

(t, 3−t
3 ) para el segundo.
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α es continua porque lo es en cada uno de los tres pedazos cerrados, es inyectiva y suprayectiva,
y α es cerrada porque va de un compacto a un T2, por lo tanto α : I × I → I × I es un
homeomorfismo.

Notemos además, que α(0, t) = (1, t3),

α(s, 1) =


(1, 1

3) si 0 ≤ s ≤ 0

(1, s+1
3 ) si 0 ≤ s ≤ 1

(1, 2
3) si 1 ≤ s ≤ 1

y α(1, t) = (1, 3−t
3 ), es decir α({0} × I) ∪ (I × {1}) ∪ ({1} × I)) ⊆ {1} × I, pero como es

suprayectiva, para que un elemento (1, z) ∈ {1} × I provenga de uno del dominio, digamos
(s, t), es necesario que s = 0, 1 o t = 1. Por lo tanto se da la igualdad entre los conjuntos
anteriores y por lo tanto α es un homeomorfismo de parejas. �

4.2.28 Lema. Si (Z,X) es una pareja de espacios y W = (Z×{0})∪(X×I)∪(Z×{1}) ⊆ Z×I,
entonces existe un homeomorfismo de parejas

ϕ : (Z × I × I, (Z × I × {1}) ∪ (W × I))→ (Z × I × I, (Z × {1} × I) ∪ (X × I × I))

Prueba. Primero notemos que el dominio de la función buscada es igual a la pareja (Z,X)×
(I × I, ({0} × I) ∪ (I × {1}) ∪ ({1} × I)) y el codominio (Z × I, (Z × {1}) ∪ (X × I)) × I;
es igual a (Z,X) × (I × I, {1} × I). Por lo tanto, definimos ϕ como 1Z × α, donde α es el
homeomorfismo del lema anterior.

Claramente 1Z × α : Z × I × I → Z × I × I es un homeomorfismo, además, por el lema
anterior α({0} × I) ∪ (I × {1}) ∪ ({1} × I)) = {1} × I, entonces se cumple

ϕ((Z×I×{1})∪(Z×{0}×I)∪(Z×{1}×I)∪(X×I×I)) = (Z×{1}×I)∪(X×I×I) (4.2)

y por lo tanto ϕ es un homeomorfismo de parejas. �

4.2.29 Lema. Si existe una retracción σ : Z×I → (Z×{1})∪(X×I), entonces también existe
una retracción ρ : Z×I×I → (Z×I×{1})∪(W×I), donde W = (Z×{0})∪(X×I)∪(Z×{1}) ⊆
Z × I.

Prueba. Supongamos que existe σ y definamos ρ como ρ(z, s, t) = ϕ−1 ◦ (σ×1I)◦ϕ(z, s, t).
Notemos que ρ tiene el dominio y codominio buscado

Z × I × I ϕ−→ Z × I × I σ×1I−−−→ (Z × {1} × I) ∪ (X × I × I)
ϕ−1

−−→ (Z × I × {1}) ∪ (W × I)

ya que la última composición se cumple por (3.1) del lema anterior. Además ρ es continua por
ser composición de continuas y cumple lo siguiente:

ρ(z, s, 1) = ϕ−1(σ×1I((z, α(s, 1)))) =


ϕ−1(σ × 1I((z, 1,

1
3))) = ϕ−1(z, α(s, 1)) = (z, s, 1)

ϕ−1(σ × 1I((z, 1,
s+1

3 ))) = ϕ−1(z, α(s, 1)) = (z, s, 1)

ϕ−1(σ × 1I((z, 1,
2
3))) = ϕ−1(z, α(s, 1)) = (z, s, 1)

para (z, s, 1) ∈ Z × I × {1}, ya que la tercera igualdad se obtiene porque σ es una retracción,
es decir, σ|Z×{1} = 1Z×{1} y por lo tanto ρ(z, s, 1) = ϕ−1(ϕ((z, s, 1))) = (z, s, 1). Además, si
(z, 0, t), (z, 1, t) están en Z×{0}×I, Z×{1}×I respectivamente, por (3.1) del lema anterior se
tiene que ϕ(z, 0, t), ϕ(z, 1, t) ∈ Z×{1}×I , aśı que aplicando un razonamiento análogo podemos
concluir que ρ(z, 0, t) = (z, 0, t) y ρ(z, 1, t) = (z, 1, t). Y por último, si (z, s, t) ∈ X × I × I,
como σ|X×I = 1X×I , entonces ρ(x, s, t) = (x, s, t). Por lo tanto ρ es la retracción buscada. �
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4.2.30 Teorema. Sea X un espacio Hausdorff y supongamos que A es cerrado en X. Enton-
ces, i : A→ X es una cofibración si y sólo si hay una retracción r : X×I → (X×{0})∪(A×I).

Prueba. Supongamos que i es una cofibración y consideremos el diagrama siguiente

A

i
��

i0 // A× I
i×1I
��

j

��

X
i0
//

i′
..

X × I
r

((
(X × {0}) ∪ (A× I)

donde i′ : X → (X × {0}) ∪ (A × I) es el encaje dado por i′(x) = (x, 0) y j : A × I →
(X × {0}) ∪ (A × I) la inclusión, entonces existe r : X × I → (X × {0}) ∪ (A × I) que hace
conmutar el diagrama, es decir, r(x, 0) = r(i0(x)) = i′(x) = (x, 0) y r(a, t) = j(a, t) = (a, t),
por lo tanto r es una retracción.

Inversamente, si existe g : X →W y H : A× I →W como en la definición de cofibración,
definimos H̃ : X × I → W como H̃(x, t) = ((g,H) ◦ r)(x, t), donde (g,H)(x, 0) = g(x) si
(x, 0) ∈ X × {0} y (g,H)(a, t) = H(a, t) si (a, t) ∈ A × I. H̃ está bien definida porque
H̃(a, 0) = H(a, 0) = g(a), es continua porque es composición de continuas y hace conmutar el
diagrama siguiente por definición

A

i
��

i0 // A× I
i×1I
�� H

��

X
i0
//

g 22

X × I
H̃

##
W

�

Gracias a lo que hemos demostrado en el tema de retracciones, podremos probar, dada una
subcategoŕıa correflexiva A de Top, que si toda correflexión de A es una fibración de Hurewicz
entonces A es una h–categoŕıa. Esto será de suma importancia para probar el teorema principal
ya mencionado con anterioridad 4.2.35.

4.2.31 Lema. Supongamos que p : E → B es una fibración de Hurewicz y que A ⊆ X es un
retracto fuerte por deformación. Si el cuadrado

A� _

i
��

g // E

p

��
X

f
//

h

>>

B

conmuta, entonces existe h : X → E tal que p ◦ h = f y h|A ' g.

Prueba. Supongamos que H : X×I → X es una deformación de X en A tal que H(a, t) = a
y r : X → A la retracción dada por r(x) = H(x, 1). Definimos F : X×I → B como F = f ◦H,
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y g′ : X → E como g′ = g ◦ r. Notemos que p ◦ g′ = p ◦ g ◦ r = f |A ◦ r = f ◦ r y que
F (x, 1) = f(H(x, 1)) = f(r(x)), es decir, el diagrama siguiente conmuta

X

j1
��

g′ // E

p

��
X × I

F
//

F̃

;;

B

donde j1(x) = (x, 1). Puesto que p tiene la propiedad de levantamiento de homotoṕıas con
respecto a cualquier espacio, existe F̃ : X × I → E tal que p ◦ F̃ = F y F̃ (x, 1) = g′(x).
Definimos h : X → E como h(x) = F̃ (x, 0), de esta manera; p(h(x)) = p(F̃ (x, 0)) = F (x, 0) =
f(H(x, 0)) = f(x), y además, si a ∈ A; F̃ (a, 0) = h(a) y F̃ (a, 1) = g′(a) = g(r(a)) = g(a). �

Nótese que en la prueba anterior sólo se utilizó que: p sea una C–fibración (p tiene la
propiedad de levantamiento de homotoṕıas para la clase C de espacios topológicos), que A,X ∈
C y A sea un retracto fuerte por deformación de X, esto es, podemos generalizar el resultado
para dichas hipótesis.

4.2.32 Corolario. Supongamos que toda A–correflexión es una fibración de Hurewicz. Si X
es un retracto fuerte por deformación de Y y X pertenece a A, entonces Y pertenece a A.

Prueba. Sea X
i−→ Y la inclusión y Y ′

c−→ Y una A–correflexión de Y . Entonces existe
ī : X → Y que hace conmutar el siguiente diagrama

X

i
��

ī // Y ′

c
��

Y
1Y
// Y

Por hipótesis c es una fibración de Hurewicz. Por lo tanto, aplicando el lema anterior,
existe s : Y → Y ′ continua que hace conmutar el nuevo diagrama

X

i
��

ī // Y ′

c
��

Y
1Y
//

s

>>

Y

es decir, s ◦ i ' ī y c ◦ s = 1X . Como s es inyectiva, c es una retracción, y por ser correflexión
en Top, es una retracción inyectiva, es decir, un homeomorfismo,esto es, Y es un A–objeto. �

4.2.33 Teorema. Sea A una subcategoŕıa correflexiva de Top. Si toda A–correflexión es una
fibración de Hurewicz entonces A es una h–categoŕıa correflexiva de Top.

Prueba.

(1) Sea g : Y → X una equivalencia homotópica con X en A. Por el lema 4.2.17 tenemos la
factorización siguiente

Y

g ��

i // Zg

r
~~

X
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donde Zg es el cilindro de aplicación de g, r es un retracto fuerte por deformación e i es
una cofibración que es equivalencia homotópica por serlo g, por lo tanto Y es un retracto
débil por deformación de Zg ((5) de 4.2.14). Ahora, como i es cofibración, tenemos por
el lema 4.2.18 que Y es retracto de Zg.

(2) Sea r la retracción de Zg en Y . Si A
f−→ Y es una A–correflexión, entonces existe Zg

h−→ A
que hace conmutar el siguiente diagrama

Zg

h
��

r

  
A

f
// Y

es decir, f ◦ h = r. Por lo tanto, al componer dichas funciones con la inclusión de Y en
Zg, se tiene f ◦ h ◦ i = r ◦ i = 1Y . Por otro lado, f ◦ h ◦ i ◦ f = 1Y ◦ f = f , es decir, el
siguiente diagrama conmuta

A

i◦f
��

f

��

Zg

h
��
A

f
// Y

pero 1A también hace conmutar el diagrama. Por lo tanto, como f es correflexión, h ◦
i ◦ f = 1A, lo cual implica que f es un homeomorfismo, esto es, Y está en A. �

4.2.34 Teorema. Sea A un subcategoŕıa de conexión de Top. Para que la categoŕıa correfle-
xiva generada por A (Ã) sea una h–categoŕıa correflexiva de Top es suficiente que el espacio
[0, 1] = I pertenezca a A.

Prueba. Supongamos que I es un A–objeto. Sea M ′ la clase de todas las fibraciones de
Hurewicz biyectivas y M la clase derivada de A y M ′ dada la definición 4.2.10.

(1) Para cualquier espacio topológico X, sea {Xj}j∈J la familia de sus A–componentes,
denotemos por ηj la inclusión de Xj en X. Aśı, ηj : Xj → X es una fibración de
Hurewicz inyectiva ya que dado un diagrama conmutativo

Z

i0
��

f // Xj

ηj

��
Z × I

H′
//

H

<<

X

con Z cualquier espacio topológico y H ′ una homotoṕıa, se tiene que H ′(z, 0) ∈ ηj(Xj) y
H ′(z, ) : I → X es una trayectoria de H ′(z, 0) a H ′(z, 1), pero por hipótesis I está en A
y Xj es una A–componente, entonces H ′(z, I) ⊆ Xj y por lo tanto existe H que levanta
H ′ en Xj y que hace conmutar los diagramas interiores del cuadrado.

Sea η :
∐
j∈J Xj → X la función definida por la familia {ηj}j∈J . Entonces η es una

fibración de Hurewicz biyectiva (ya que cada homotoṕıa se define como arriba).
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(2) Sea c : X ′ → X una Ã–correflexión de X. Entonces existe una función continua η̄ tal
que el siguiente diagrama conmuta∐

j∈J Xj

η̄

��

η

##
X ′ c

// X

Notemos que η̄ es una fibración de Hurewicz biyectiva ya que dado el siguiente diagrama:

Z

i0
��

f //
∐
j∈J Xj

η̄

��

η

##
Z × I

H′
//

H

99

X ′ c
// X

existe H tal que H ◦ i0 = f y η ◦H = c ◦H ′ por ser η una fibración de Hurewicz, pero
η = c ◦ η̄ entonces c ◦H ′ = c ◦ η̄ ◦H y como c es inyectiva H ′ = η̄ ◦H.

(3) Veamos que η̄ es elemento de M . Sea A′ ⊆ X ′ un A–objeto, entonces existe j ∈ J tal
que A = c(A′) ⊆ Xj . Por lo tanto tenemos el siguiente diagrama

A = c(A′) ⊆
∐
Xj

η̄

uu

η

((
A′ = η̄(c(A′)) c

// A = c(A′)

y las siguientes igualdades c(η̄(A)) = A = 1A(A) y η̄(c(A′)) = A′ = 1A′(A
′), es decir, η̄

manda homeomorfamente A sobre A′, concluyendo que η̄ está en M .

(4) Por la proposición 4.2.11; Ã ⊆ A(M) y dado que c es una Ã–correflexión, tenemos que
η̄ es una identificación biyectiva, es decir, un homeomorfismo. Por lo tanto c es una
fibración de Hurewicz.

En resumen, hemos probado que toda correflexión de Ã es una fibración de Hurewicz y,
por el teorema anterior, Ã es una h–categoŕıa. �

El trabajo de esta sección hasta aqúı expuesto, concluye en el siguiente:

4.2.35 Teorema. Una categoŕıa de conexión es una h–categoŕıa si y sólo si el intervalo
[0, 1] = I pertenece a A.

Prueba. Si A es una h–categoŕıa entonces I, que tiene el mismo tipo de homotoṕıa que un
punto, pertence a A.

Por otra parte, si I es un A–objeto y A = Top entonces A es una h–categoŕıa. Si A 6= Top,
entonces A está contenida en AC por el corolario 4.1.14. Por el teorema anterior, Ã y AC son
h–categoŕıas, entonces basta probar que Ã ∩AC ⊆ A para concluir que A es una h–categoŕıa.

Sea X en Ã ∩ AC , entonces X es la unión ajena de elementos de A, es decir, X es unión
ajena de conexos, pero X es conexo, entonces no puede darse el caso que existan dos elementos
de la unión ajenos entre śı, ya que las componentes son cerradas 2.1.9. Por lo tanto X mismo
es una A–componente, lo cual implica Ã ∩ AC ⊆ A. �
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4.2.36 Corolario. Una categoŕıa de conexión es una h–categoŕıa si y sólo si AP ⊆ A.

Prueba. Por el teorema anterior, si A es una h–categoŕıa entonces I pretenece a A, lo
cual significa que todas las imágenes continuas de I pertenecen a A y por 2.2.5 se tiene que
cualquier espacio conectable por trayectorias pertenece a A.

Claramente, si AP ⊆ A entonces I pertenece a A y por lo tanto A es una h–categoŕıa. �

4.2.37 Corolario. AP es la mı́nima h–categoŕıa de conexión.
�

4.2.38 Ejemplos. Las siguientes son h–categoŕıas de conexión diferentes de Top:

(1) K(I) = AP .

(2) K(C) = Ac, donde C denota la clase de los espacios conexos.

(3) K(mC), generada por los espacios espacios métricos conexos.

(4) K(KC), generada por los espacios espacios compactos conexos.

(5) K(HC), generada por los espacios espacios Hausdorff conexos.

4.3. Categoŕıa constante a la izquierda y espacios A–inconexos

4.3.1 Definición. Sea F una clase de espacios topológicos. Definimos la categoŕıa constante
a la izquierda N (F) como la subcategoŕıa plena de Top cuyos objetos X satisfacen la siguiente
condición:

Si X
f−→ Y es una función continua con Y un objeto de F , entonces f es constante.

4.3.2 Proposición. N (F) es una categoŕıa de conexión para cualquier clase de espacios
topológicos F .

Prueba.

(1) N (F) es invariante bajo mapeos continuos. Si X
f−→ Y es continua con X en N (F), dada

una función g de f(X) a un objeto F de F , la composición

X
f
// Y g

// F

g(f(X)) debe ser constante, esto es, g aplicada a f(X) es un punto. Por lo tanto f(X)
está en N (F).

(2) N (F) es de componentes. Si tenemos {Ai}i∈I una familia de subespacios de X con Ai en

N (F) tales que su intersección es distinta del vaćıo, para cualquier función
⋃
i∈I

Ai
f−→ F

con F en F , se cumple f(Ai) = {ci} para toda i ∈ I, pero dado que
⋂
i∈I

Ai 6= ∅, se tiene

que existe una c tal que f(Ai) = {c}∀i ∈ I. Por lo tanto f es constante en
⋃
i∈I

Ai.

4.3.3 Ejemplos. (1) A0 = N (F), donde F contiene algún espacio que no es T0.

Sea Y un espacio que no es T0. Entonces existen dos elementos y, y′ ∈ Y tales que para
cualquier abierto U de Y , se tiene que y, y′ ∈ U . Si X es un espacio que contiene más

de un elemento, podemos definir una función X
f−→ Y como:

f(x) =

{
y si x = x0

y′ si x 6= x0
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donde x0 ∈ X. Por lo tanto f es continua y no constante, es decir, X no está en N (F).
Sin embargo, todos los espacios unipuntuales son elementos de N (F).

(2) AS = N ({S}), donde S denota al espacio de Sierpinski (notemos que dicha igualdad
justifica la notación AS).

Claramente todo espacio indiscreto X está en N ({S}), ya que si existiese más de un

elemento en X y una función X
f−→ S continua no constante, se cumpliŕıa que f−1(0) es

un abierto de X distinto del total, pero esto seŕıa una contradicción pues X es indiscreto.

Ahora, si X no es indiscreto, entonces existe U abierto de X distinto del total. Definimos

X
f−→ S como:

f(x) =

{
0 si x ∈ U
1 si x /∈ U

la cual es continua y no constante, por lo tanto X no está en N ({S}).

(3) Top = N (A0). Las únicas funciones a los espacios singulares son las constantes y éstas
son continuas.

(4) AC = N ({0, 1}).

De forma análoga a las definiciones vistas en el caṕıtulo de conexidad sobre espacios to-
talmente inconexos y tipt, tenemos la siguiente

4.3.4 Definición. Si A es una categoŕıa de conexión, diremos que un espacio es totalmente
A–inconexo si sus A–componentes son puntos. Denotaremos por I(A) a la clase de todos los
espacios totalmente A–inconexos.

4.3.5 Proposición. Si A es una categoŕıa de conexión, entonces A ⊆ N (F) si y sólo si
F ⊆ I(A).

Prueba. Un espacio X de F no es elemento de I(A) si y sólo si la inclusión en X de sus
A–componentes son no constantes. �

4.3.6 Corolario. Si A es una categoŕıa de conexión y A ⊆ N (F), entonces N (I(A)) ⊆ N (F).

Prueba. Observación: Si A y B son familias de espacios tales que A ⊆ B entonces N (B) ⊂
N (A). Si X

f−→ Y es una función continua con Y ∈ B, entonces X está en N (B) si y sólo si f
es constante para todo espacio de B, en particular para todos los espacios en A.

Ahora, por la proposición anteriorA ⊆ N (F) si y sólo si F ⊆ I(A). Por lo tantoN (I(A)) ⊆
N (F). �

4.3.7 Proposición. (1) N (F) = N (I(N (F))) (2) I(A) = I(N (I(A)))

(1) Por 4.3.5: N (F) ⊆ N (F) si y sólo si F ⊂ I(N (F)), entonces N (I(N (F))) ⊆ N (F).

Por otro lado, si X es un espacio de N (F) y X
f−→ Y es una función continua con Y en

I(N (F)), entonces f(X) está contenida en unaN (F)–componente, pero Y es totalmente
N (F)–inconexo, por lo tanto f(X) es un punto, es decir, X es elemento de N (I(N (F))).

(2) Por 4.3.5; I(A) ⊆ I(A) si y sólo si A ⊆ N (I(A)). Por lo tanto, si las N (I(A)) –com-
ponentes de un espacio X son puntos, en particular las A–componentes lo son, es decir,

I(N (I(A))) ⊆ I(A). Por otro lado, sea X en I(A) y Y
f−→ X una función continua con

Y en N (I(A)). Entonces f debe ser constante por definición. En particular, esto ocurre
si Y es una N (I(A))–componente de X y f es la inclusión. �
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4.3.8 Proposición. Si A es una categoŕıa de conexión no trivial, entonces todos los espacios
en I(A) son T1.

Prueba. Si X es un espacio indiscreto no singular, por 4.1.18, X está en A y por lo tanto
X no pertenece a I(A). Ahora, si X no es indiscreto ni T1, existen dos puntos x, x′ ∈ X tales
que si U y V son cualesquiera abiertos distintos tales que x ∈ U y x′ ∈ V con alguno distinto
del total, entonces {x, x′} ⊆ U o {x, x′} ⊆ V por no ser T1, es decir, {x, x′} es homeomorfo
a S. Ahora, dado que X tiene una A–componente distinta a un punto, podemos concluir que
X no pertenece a I(A) y por lo tanto, cualquier espacio que no sea T1 no es elemento suyo. �

4.3.9 Proposición. Una categoŕıa de conexión A es una h–categoŕıa si y sólo si A no
está contenida en N (I).

Prueba. Si A es una h–categoŕıa, por 4.2.35 I es un A–objeto y por lo tanto I
1I−→ I es una

función continua no constante de un objeto de A en I, esto es, A no está contenida en N (I).
Ahora, si A no está contenida en N (I) y A 6= Top, entonces existe un espacio X de A y

una función continua no constante X
f−→ I. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que

existen x, y ∈ X tal que f(x) = 0 y f(x) = 1, y como X es conexo 4.1.14, se tiene f(X) = I.
Por lo tanto I está en A. �

4.3.10 Definición. Sea a un cardinal mayor o igual a 2 y b un cardinal infinito, diremos
que un espacio X tiene la topoloǵıa de los b–complementos si los conjuntos abiertos de X son
subconjuntos cuyo complemento tiene cardinalidad ≤ b. Se denotará por Xb

a a un espacio de
cardinalidad a con la topoloǵıa de los b–complementos, y denotaremos por Xa al espacio de
cardinalidad a con la topoloǵıa cofinita.

Claramente, si a ≤ b, el espacio Xb
a es discreto, ya que el complemento de todo conjunto

será menor o igual a b.

4.3.11 Proposición. Los objetos de la subcategoŕıa N (Xa) son aquellos espacios X tal que si
X es igual a

⋃
j∈J Xj donde los elementos de la familia {Xj} son conjuntos cerrados disjuntos

de X, entonces card(J) > a si a es infinito y card(J) ≥ ℵ0 si a es finito.

Prueba.

(1) Primero notemos que si a es finito entoncesN (Xa) = AC . Supongamos que X =
⋃
j∈J Xj

es una unión de cerrados ajenos con card(J) < ℵ0, es decir, J un conjunto finito. Como
Xi ∩ Xj = ∅ para i 6= j, se tiene que X \ Xk =

⋃
j∈J\{k}Xj , pero X \ Xk es abierto

para toda k ∈ J , por lo tanto
⋂
j∈J\{i}X \Xj = Xi es un abierto de X, pero esto es una

contradicción, pues dado i ∈ J ; los conjuntos Xi y
⋃
j∈J\{i}Xj formaŕıan una separación

no trivial de X. Por lo tanto card(J) ≥ ℵ0

(2) Ahora veremos que si a es infinito y X no pertenece a N (Xa), entonces X =
⋃
j∈J Xj

con 1 < card(J) ≤ a, y si X es la unión disjunta de una familia de subconjuntos cerrados
{Xj}j∈J y card(J) ≤ a entonces existe una función continua de X en Xa no constante:

Si a es infinito y X no pertenece a N (Xa), existe una función X
f−→ Xa continua no

constante y por lo tanto, X es igual a f−1(Xa) :=
⋃
j∈J Xj donde cada Xj es la imagen

inversa de algún punto de Xa y, dado que los puntos son cerrados en Xa, Xj es cerrado
para toda j ∈ J . Claramente Xj ∩Xi = ∅ para toda j 6= i y 1 < card(J) ≤ a.

Ahora, si X es la unión disjunta de una familia de subconjuntos cerrados {Xj}j∈J y

card(J) ≤ a, definimos X
f−→ Xa como f(x) = aj si x ∈ Xj , donde aj ∈ Xa para toda
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j ∈ J y aj 6= ai si j 6= i. f es continua ya que si tomamos un abierto U de Xa, entonces
U = Xa \ {xt1 , ..., xtn}, con n ∈ N, y por lo tanto f−1(U) es igual a X \ (Xj1 ∪ ...∪Xjm)
con m ∈ N, que es un abierto porque Xj1∪ ...∪Xjm es cerrado. Por lo tanto f es continua
no constante, es decir, X no está en N (Xa). �

4.3.12 Lema. Si a, a′ y b son cardinales infinitos y a > a′ ≥ b, entonces N (Xb
a ) y N (Xa)

están propiamente contenidos en N (Xb
a′) y N (Xa′) respectivamente.

Prueba. Dado que existe un encaje i : Xb
a′ → Xb

a , podemos ver a Xb
a′ como subespacio de

Xb
a . Por lo tanto (observación de 4.3.6) N (Xb

a ) está contenido en N (Xb
a′).

Ahora probaremos que el espacio Xb
a es un objeto de N (Xb

a′), y como dicho espacio no
es objeto de N (Xb

a ) podemos concluir que la contención es propia. Si existiese una función

continua no constante Xb
a

f−→ Xb
a′ , tendŕıamos que Xb

a es igual a
⋃
j∈J Xj donde Xj es la

preimagen de algún punto de Xb
a′ . Como f no es constante 1 < card(J) ≤ a′, pero a > a′ ≥ b

entonces existe i ∈ J tal que card(Xi) = a lo cual es una contradicción, ya que X \Xi seŕıa
un abierto cuyo complemento tiene un cardinal estrictamente mayor a b. Por lo tanto f es
constante (para la contención propia de N (Xa) con respecto a N (Xa′) se procede de manera
análoga). �

4.3.13 Corolario. Si a, a′ y b son cardinales infinitos y a > a′ ≥ b, entonces la categoŕıa
correflexiva Ñ (Xb

a ) está propiamente contenida en Ñ (Xb
a′). �

4.3.14 Lema. N (Xℵ0) es una h–categoŕıa, además si b ≥ ℵ0, entonces N (Xb
a ) es una

h–categoŕıa para todo cardinal a ≥ 2.

Prueba.

(1) N (Xℵ0) es una h–categoŕıa porque dada cualquier función continua I
f−→ Xℵ0 , se tiene

que I =
⋃
j∈J f

−1(xj) con xj ∈ f(I), es decir, como los puntos son cerrados en Xℵ0 , se
tiene que I es la unión, a lo más numerable (por definición Xℵ0 tiene cardinal ℵ0), de
subconjuntos cerrados disjuntos, pero esto sólo puede suceder si card(f(I)) = 1 y por
lo tanto, sólo si f es constante. Por lo tanto N (Xℵ0) es una categoŕıa de conexión que
contiene a I, es decir, es una h–categoŕıa.

(2) Supongamos que a es finito. Entonces tenemos que Xb
a es un espacio discreto y por lo

tanto N (Xb
a ) = AC .

Ahora supongamos que a es infinito y notemos que los únicos subconjuntos compactos
en Xb

a son los finitos. Dado B ⊆ Xb
a infinito, sabemos existe una familia numerable A :=

{ai}i∈N contenida en B, definimos la familia {Ui}i∈N como sigue: Ui := (Xb
a \{A})∪{ai}

y notemos que {Ui}i∈N es una cubierta abierta de B que no tiene subcubiertas finitas.

Por lo tanto, dada una función continua I
f−→ Xb

a , se tiene que f(I) es un conjunto
compacto y en consecuencia finito, pero la única forma de tener a f(I) como unión finita
de cerrados (unión de puntos) ajenos es que card(f(I)) = 1, esto es, que f sea constante.
�

4.3.15 Lema. Si a ≥ c, donde c es la cardinalidad del continuo, entonces N (Xa) no es una
h–categoŕıa.

Prueba. Dado que a ≥ c, podemos definir para cualquiera dos puntos y, y′ ∈ Xa una función

inyectiva I
f−→ Xa tal que f(0) = y y f(1) = y′. Nótese que cualquier función definida como la

anterior es continua, ya que dado U ⊆ Xa abierto cumple card(Xa \ U) < ℵ0 y por lo tanto
car(I \ f−1(U)) < ℵ0 por la inyectividad de f , y por lo tanto f−1(U) es un abierto en I. Dado
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lo anterior, podemos concluir que Xa es conectable por trayectorias, en consecuencia N (Xa)
no puede ser una h–categoŕıa. �

4.3.16 Teorema. Cada una de las siguientes clases tiene al menos tantos elementos como la
clase de los números cadinales:

(1) La clase de las categoŕıas constante a la izquierda la cuales no son h–categoŕıas (3.3.15).

(2) La clase de las h–categoŕıas constante a la izquierda(3.3.14).

(3) La clase de las categoŕıas correflexivas de Top las cuales no son h–categoŕıas (3.3.15).

(4) La clase de las h–categoŕıas correflexivas de Top (3.3.13 y 3.3.14).

4.3.17 Lema. Si T1 denota a la clase de todos los espacios topológicos que son T1, y T ′ a la
clase de todos los espacios con la topoloǵıa cofinita, entonces los objetos de N (T1) son aquellos
espacios que no pueden ser expresados como la unión disjunta de dos o más conjuntos cerrados
distintos del vaćıo. Además N (T1) = N (T ′).

Prueba. Sea X un espacio que se puede escribir como la unión de dos o más conjuntos
cerrados disjuntos distintos del vaćıo, digamos X =

⋃
j∈J Xj , y sea Y un espacio con la

topoloǵıa cofinita tal que el cardinalidad del conjunto subyacente de Y sea igual a card(J).
Tomamos la identificación f que manda cada Xj a un elemento de Y y notemos que es
continua: dado U abierto en Y , se tiene que su complemento Y/U es finito y por lo tanto
f−1(U) = X \ {Xj1 , ..., Xjm} que es un abierto de X. Dado que Y está en N (T1), se tiene que
X no pertenece a N (T1).

Ahora, como T ′ ⊆ T1, se tiene que N (T1) ⊆ N (T ′). Por otro lado, sea X cualquier espacio
en T1. Si X ′ es el espacio en T ′ que tiene como conjunto subyacente al conjunto subyacente

de X, entonces la función identidad X
1X−−→ X ′ es continua porque los puntos son cerrados en

X. Por lo tanto, si Z está en N (T ′) y la función Z
f−→ X es continua, entonces tenemos el

siguiente diagrama conmutativo:

Z
f //

1x◦f=cte
��

X

1X~~
X ′

lo que nos permite concluir que f es constante, esto es, Z está en N (T1), y por lo tanto
N (T ′) ⊆ N (T1). �

4.3.18 Teorema. La subcategoŕıa N (T1) es la mı́nima subcategoŕıa normal.

Prueba. Sea A una subcategoŕıa normal. Si tomamos un espacio Z en N (T1), entonces
sus A–componentes son cerradas y, por el lema anterior, Z no se puede escribir como unión
disjunta de cerrados distintos del vaćıo, entonces Z mismo es una A–componente y por lo
tanto es un elemento de A. �



Caṕıtulo 5

k-espacios de Vogt

En este caṕıtulo veremos algunas propiedades de los espacios vistos en la sección de corre-
flexiones: los k-espacios (3.2.3) y los espacios compactamente generados (3.2.9). Mostrando,
por ejemplo, que el producto de identificaciones es identificación y que existe un homeomor-
fismo entre ciertos espacios de funciones en las categoŕıas K− top y CG. Concluiremos dicho
caṕıtulo con algunas proposiciones que relacionan los objetos de dichas categoŕıas con los
conceptos de conexidad.

5.1. Espacios compactamente generados

Si tomamos espacios compactamente generados X y Y , su producto topológico no necesa-
riamente cae en CG (véase [14], ejemplo 2 de la sección 2.2). Sin embargo, usando el funtor K
definido en el ejemplo 3.2.9 se puede definir un producto en la categoŕıa CG.

5.1.1 Definición. Si X y Y están en CG, su producto X×KY (en CG) se define por K(X×Y ),
donde X × Y es el producto topológico usual y K es el funtor de 3.2.9.

5.1.2 Teorema. El producto X ×K Y , con X y Y compactamente generados, tiene las pro-
piedades de producto en la categoŕıa CG.

Prueba. Primero veamos que las proyecciones X ×K Y
PX−−→ X y X ×K Y

PY−−→ Y son

morfismos en CG. Al aplicar el funtorK a dichos morfismos, tenemos queX×KY
K(PX)−−−−→ K(X)

y X ×K Y
K(PY )−−−−→ K(Y ) son morfismos en CG, pero X = K(X) y Y = K(Y ) por 3.2.9, por lo

que PX y PY son morfismos en CG.
Ahora, veamos que X ×K Y tiene la propiedad universal del producto en la categoŕıa CG.

Sean W en CG y f : W → X y g : W → Y morfismos en CG. Buscamos un único morfismo h′

que haga conmutar el siguiente diagrama

W
f

zz

g

$$
h′

��
X X ×K Y

p′X

oo
p′Y

// Y

Por la propiedad universal del producto en Top, existe W
h−→ X × Y tal que pX ◦ h = f y

pY ◦ h = g. Aśı, aplicando el funtor K (y dado que K(W ) = W ), obtenemos el morfismo
buscado. �

74
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5.1.3 Lema. Si X y Y son espacios de Hausdorff entonces las topoloǵıas en K(X)×K K(Y )
y en K(X × Y ) coinciden.

Prueba. Dado que la función identidad en K(X)→ X y K(Y )→ Y es continua, tenemos
que la identidad K(X)×K(Y )→ X ×Y también lo es. Haciendo uso de la correflexividad en

X ×K Y
X−→ ×Y , existe una único morfismo, denotado por 1, que hace conmutar el siguiente

diagrama

K(X)×K K(Y )

��

1 // X ×K Y

��
K(X)×K(Y ) // X × Y

Ahora, aplicando el funtor K en el siguiente diagrama

X
pX←−− X × Y pY−−→ Y

obtenemos

K(X)
K(pX)←−−−− X ×K Y

K(pY )−−−−→ K(Y )

por lo tanto, aplicando la propiedad universal para productos en Top, conseguimos un morfismo

X×K Y → K(X)×K(Y ). Aśı, usando la correflexividad en K(X)×KK(Y )
1−→ K(X)×K(Y ),

obtenemos un único morfismo de K(X × Y ) en K(X) ×K K(Y ). Y dado que los morfismos
obtenidos son identidades, se tiene que K(X)×K K(Y ) y X ×K Y son homeomorfos. �

5.1.4 Teorema. Si X es un espacio localmente compacto y Y es un objeto de CG entonces
X ×K Y = X × Y .

Prueba. Sean A un subconjunto de X×Y tal que interseca a cada compacto en un cerrado
y (x, y) un elemento del complemento de A. Probaremos que A es cerrado y por lo tanto las
topoloǵıas de X ×K Y y X × Y coinciden.

Como X es localmente compacto, x tiene una vecindad N cuya cerradura N es compacta y,
puesto que N×{y} es compacto, A∩(N×{y}) es cerrado. Sea pX(A∩(N×{y})) la proyección
de A ∩ (N × {y}) en X, como dicha proyección en cerrada, se tiene que su complemento V
es un abierto y tiene a x como elemento, por lo tanto, haciendo uso de la compacidad local,
obtenemos una vecindad U de x tal que su cerradura es compacta y se queda contenida en V .
En consecuencia, U × {y} no interseca a A.

Sea B la proyección en Y de A ∩ (U × Y ). Si C es un conjunto compacto en Y entonces
A∩ (U ×C) es cerrado y es un subconjunto de U ×C, es decir, es compacto en X×Y y por lo
tanto B ∩C es cerrado. Puesto que C es arbitrario y Y está en CG, se sigue que B es cerrado,
además y /∈ B, entonces U × (Y \B) es un abierto de (x, y) que no interseca a A. Por lo tanto
A es cerrado. �

5.1.5 Teorema. Sean E y B espacios de Hausdorff y p : E → B una Haus –fibración,
entonces K(p) : K(E)→ K(B) es una CG–fibración.

Prueba. Sea X en CG tal que el siguiente diagrama conmuta

X
f //

i0
��

K(E)

p

��
X × I

H
// K(B)
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Dado que las identidades K(E)
1E−−→ E, K(B)

1B−−→ B son continuas y K es funtor, tenemos que

X
f //

i0
��

K(E)

K(p)

��

1E // E

p

��
X × I

H
// K(B)

1B
// B

conmuta. Como p es una Haus–fibración, existe X × I
F−→ E tal que F ◦ i0 = 1E ◦ f y

p ◦ F = 1B ◦H. �

5.1.6 Definición. Denotamos con C(X,Y ) al conjunto Top(X,Y ) con la topoloǵıa compacto-
abierta, y definimos Y X como K(C(X,Y )).

5.1.7 Lema. El mapeo evaluación C(X,Y )×X e−→ Y definido por e(f, x) = f(x) es continuo
en conjuntos compactos. Además, si X y Y están en CG, entonces e es continuo como un
mapeo Y X ×K X → Y (observación 3.2.10).

Prueba. Veamos que el mapeo evaluación es continuo en conjuntos compactos. Puesto que
cualquier conjunto compacto del producto está contenido en el producto de sus proyecciones,
basta con probar que e es continuo en cualquier conjunto de la forma F × A, donde F es
compacto en C(X,Y ) y A es compacto en X. Sean (f0, x0) ∈ F × A y U ⊆ Y abierto tal
que f0(x0) ∈ U , puesto que f0 es continua se tiene que f−1

0 (U) es abierto en X. Definiendo
N := f−1(U)∩A, obtenemos una vecindad N en A de x0 tal que su cerradura es compacta y
satisface f0(N) ⊆ U . Por lo tanto, (W (N,U)∩F )×N , donde W (N̄ , U) es un subbásico de la
topoloǵıa compacto-abierta, es un abierto en F × A que contiene a (f0, x0) y está contenido
en U bajo e, es decir, (f0, x0) ∈ (W (N,U)∩F )×N ⊆ e−1(U). Por lo tanto hemos encontrado
un abierto entre (f0, x0) y e−1(U).

Ahora, si aplicamos el funtor K a C(X,Y )×X e−→ Y obtenemos un mapeo continuo, dado
por

K(C(X,Y )×X e−→ Y )

pero cuando X está en CG obtenemos por el lema 5.1.3

K(C(X,Y )×X) = K(C(X,Y ))×K K(X) =: Y X ×K X

y cuando Y está en CG, K(Y ) = Y . Por lo tanto e es continuo de Y X ×K X en Y . �

5.1.8 Lema. Si X está en CG y Y está en Haus, entonces C(X,K(Y )) y C(X,Y ) son iguales
como conjuntos y sus correspondientes topoloǵıas tienen los mismos conjuntos compactos. Por
lo tanto K(C(X,K(Y ))) = K(C(X,Y )) como espacios en CG (observación 3.2.10).

Prueba. Primero veamos que son iguales como conjuntos. SiX
f−→ K(Y ) está en C(X,K(Y )),

entonces la composición X
f−→ K(Y )

1−→ Y es continua y y por lo tanto f ∈ xC(X,Y ). Por

otro lado, si X
f−→ K(Y ) está en C(X,Y ), podemos aplicarle el funtor K y por lo tanto

X
K(f)−−−→ K(Y ) está en C(X,K(Y )), nótese que como funciones; f y K(f) son iguales. Por lo

tanto los conjuntos C(X,K(Y )) y C(X,Y ) son iguales.

Puesto que la función identidad K(Y )
1−→ Y es continua, tenemos que el mapeo identidad

de C(X,K(Y )) a C(X,Y ) es continuo, lo cual implica que cada conjunto compacto del primer
conjunto es también compacto del segundo.

Ahora, sea F ⊆ C(X,Y ) compacto con respecto a la topoloǵıa relativa a C(X,Y ) y sea F ′

el mismo conjunto, pero con la topoloǵıa relativa a C(X,K(Y )). Queremos probar que F ′ es
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compacto. Basta mostrar que cada conjunto abierto W de C(X,K(Y )) interseca al conjunto
F ′ en un abierto de F , ya que esto implicaŕıa que la correspondencia F → F ′ es continua y por
lo tanto F ′ compacto. Haremos dicho razonamiento para un subbásico W de la forma W (C,U)
donde C es compacto en X y U es abierto en K(Y ). Supongamos que f0 ∈W (C,U)∩F , como
F × C es compacto podemos aplicar el lema anterior y en consecuencia el mapeo evaluación
F×C e−→ Y es continuo y, por el mismo lema, también es continuo como mapeo F×X → K(Y ),
por lo tanto, e−1(U) es abierto en F ×C. Como C es compacto y {f0}×C es mandado bajo el
mapeo evaluación dentro de U , podemos tomar la proyección de e−1(U) en F y obtener una
vecindad de f0 en F , digamos V , tal que, V ×C ⊆ e−1(U). En consecuencia f0 ∈ V ⊆W (C,U)
y por lo tanto W (C,U) es abierto en F , esto es, F ′ es compacto. �

5.1.9 Teorema. Si X, Y y Z están en CG, entonces ZY×X = (ZY )X , esto es, CG(Y ×X,Z) =
CG(X, CG(Y,Z)).

Prueba. Veamos que existe un homeomorfismo C(Y × X,Z)
µ−→ C(X,C(Y, Z)). Sea f ∈

C(Y × X,Z), definimos µf : X → C(Y, Z) como la función tal que al evaluarla en x es
f( , x) : Y → Z, es decir, (µf(x))(y) = f(y, x).

(1) (µf)(x) es continua de Y en Z. Sea U abierto de Z y y0 ∈ Y tal que f(y0, x) ∈ U , por
la continuidad de f ; la proyección de la imagen inversa de U bajo f es un subconjunto
abierto de Y , digamos V , tal que y0 ∈ V y f(V × {x}) ⊆ U , por lo tanto y0 ∈ V ⊆
µf(x)−1(U), lo que implica que (µf)(x) es continua de Y en Z.

(2) µf : X → C(Y,Z) es continua. Sea W (B,U) un subbásico de C(Y,Z), y supongamos
que µf(x0) ∈W (B,U) con x0 ∈ X, entonces f(B × {x0}) es subconjunto de U y por lo
tanto B × {x0} está contenido en el abierto f−1(U). Como B es compacto, existe una
vecindad N de x0 tal que B × N ⊆ f−1(U), esto es, f(B,n) = (µf(n))(B) ⊆ U para
toda n ∈ N , lo cual implica que x0 ∈ N ⊆ (µf)−1(W (B,U)).

(3) µ es continua. Por 5.1.7, el mapeo evaluación es continuo en CG. Si aplicamos lo anterior
en C(Y×X,Z)×(Y×X)

e−→ Z y hacemos uso de la continuidad del inciso (2) sustituyendo
X por X × C(Y ×X,Z) obtenemos que

µe : X × C(Y ×X,Z)→ C(Y,Z)

es continua y, aplicando de nuevo el inciso (2) sustituyendo X por C(Y ×X,Z), Y por
X y Z por C(Y,Z), obtenemos que

µ(µe) : C(Y ×X,Z)→ C(X,C(Y,Z))

es continua. Veamos que µ(µe) = µ. Sea g ∈ C(Y × X,Z), por un lado sabemos que
(µg)(x) = g( , x), por otro lado, como el dominio de µe es X×C(Y ×X,Z); (µ(µe))(g) =
µe( , g) por definición, y dado que el dominio de e es (Y×X)×C(Y×X,Z); (µ(µe))g(x) =
µe(x, g) = e( , x, g) = g( , x). Por lo tanto dichas funciones son iguales.

(4) µ tiene un mapeo inverso continuo. Sean

e : X × C(X,C(Y,Z))→ C(Y, Z) y e′ : Y × C(Y,Z)→ Z

mapeos evaluación. Tenemos la composición

e′(1Y × e) : Y ×X × C(X,C(Y, Z))→ Z
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es continua en CG por el lema anterior. Aplicando el inciso (2) sustituyendo X por
C(X,C(Y,Z)) y Y por Y ×X, obtenemos

µe′(1Y × e) : C(X,C(Y, Z))→ C(Y ×X,Z)

que está bien definida como función y es continua. Veamos que µe′(1Y × e) es el inverso
de µ. Sea f ∈ C(X,C(Y,Z)), como abuso de notación escribiremos ( X) para denotar
la evalución correspondiente al espacio X. Como el dominio de e es X ×C(X,C(Y, Z)),
µ(e′(1Y × e)))(f) = e′(1Y × e(( X , f))) = e′( Y , f( X)) y dado que el dominio de e′ es
Y × C(Y,Z), µ(e′(1Y × e)))(f) = f( X)( Y ) y por lo tanto µ(µ(e′(1Y × e))))(f) es la
función tal que al evaluarla en x da f(x)( Y ), esto es, la misma función f con la que
empezamos (la composición contraria es análoga).

Por lo tanto, µ es un homeomorfismo entre los conjuntos C(Y ×X,Z) y C(X,C(Y,Z)) y en
consecuencia al aplicar el funtor K obtenemos

ZY×X = K(C(Y ×X,Z)) = K(C(X,C(Y, Z))) = C(K(X),K(C(Y,Z))) = (ZY )X

donde la tercera igualdad se da por el lema anterior. �

5.1.10 Corolario. Sean X y Y espacios en CG, entonces

Y X×I := CG(X × I, Y ) y (Y I)X := CG(X, CG(I, Y ))

son homeomorfos �

5.1.11 Teorema. Supongamos que X y Z están en CG y que X
p−→ Y es una identificación

(y por lo tanto Y también está en CG), entonces Z ×X 1Z×p−−−→ Z ×X es una identificación.

Prueba. Como p es suprayectiva, tenemos que 1Z × p es suprayectiva. Supongamos que
Z × Y g−→ W es una función tal que g ◦ (1Z × p) es continua, para probar que 1Z × p es una
identificación, basta con probar que g es continua (1.1.56).

Consideremos la biyección dada en el teorema anterior

µ : C(Z ×X,W )→ C(X,C(Z,W ))

y
µ′ : C(Z × Y,W )→ C(Y,C(Z,W ))

Puesto que g◦(1Z×p), que va de Z×X en W , es continua, entonces también lo es µ(g◦(1Z×p))
que va de X en C(Z,W ). Recordemos que dicha función está dada por µ(g ◦ (1Z ×p))(x)(z) =
g(1Z × p)(x, z) = g(p(x), z), por lo tanto tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

X
µ(g◦(1Z×p)) //

p
��

C(Z,W )

Y
µ′(g)

::

y en consecuencia la continuidad de µ′(g) ◦ p, pero p es una identificación, entonces µ′(g) es
continua.

Ahora, dado que µ′ es una biyección, tenemos, por lo tanto, que g = µ′−1(µ′(g)) es continua.
�

5.1.12 Corolario. Supongamos que X, Y , W y Z están en CG y que X
p−→ Y y W

q−→ Z son

identificaciones, entonces X ×W p×q−−→ Y × Z es identificación.

Prueba. Por el teorema anterior 1Y × q y p× 1W son identificaciones, y dado que p× q =
1Y × q ◦ p× 1W , se tiene que p× q es una identificación. �
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5.2. k-espacios

En la sección de categoŕıas, del caṕıtulo de preliminares, vimos el ejemplo 3.2.3, en el
cual definimos, a partir de una categoŕıa A, un espacio k(X) por medio de un coĺımite en la
categoŕıa coma A|X. Vimos que hab́ıa una elección canónica de dicho espacio y le llamamos
k(X). En esta sección trabajaremos con una categoŕıa A determinada; la categoŕıa de espacios
compactos de Hausdorff. Aśı, tenemos la siguiente

5.2.1 Definición. Sea X un espacio topológico. Definimos k(X) como el espacio que tiene
como conjunto subyacente el mismo que X y cuya topoloǵıa está dada como sigue

A ⊆ X es cerrado en k(X) si y sólo si f−1(A) ⊆ Q es cerrado para cualquier aplicación
Q

α−→ X donde Q es un espacio compacto de Hausdorff.

en tal caso, decimos que k(X) es un k-espacio o que k(X) tiene la k-topoloǵıa.

5.2.2 Definición. Denotamos por K− Top a la subcategoŕıa de Top cuyos objetos son k-
espacios y morfismos funciones continuas.

Por el ejemplo 3.2.3, las siguientes son afirmaciones que se cumplen para k-espacios

5.2.3 Proposición. (1) La función identidad de k(X)
1−→ X es continua.

(2) k(X) tiene la topoloǵıa más fina tal que cualquier mapeo del A–objeto B a X se factoriza
a través de la función identidad de k(X) a X.

(3) Si B es un A–objeto, entonces existe una correspondencia uno a uno entre los mapeos

B
f−→ X y B

f ′−→ k(X).

(4) k(B) = B para todo A–objeto B, de hecho, k(k(X)) = k(X) para todo X en Top.

(5) Si las composiciones h ◦ f , como en el siguiente diagrama

B
f //

h◦f ""

k(X)

h
��
Y

son continuas para todas las aplicaciones B
f−→ k(X) con B en A, entonces h es continua.

(6) Para cualquier aplicación X
h−→ Y en Top, la función k(h) : k(X)→ k(Y ), definida igual

a h sobre los conjuntos k(X) y k(Y ), es continua.
�

5.2.4 Proposición. La asignación que manda X en k(X) determina un funtor de Top en
K− Top.

El siguiente corolario fue probado para el caso general en 3.2.8.

5.2.5 Corolario. El funtor inclusión i : K− Top → Top es el adjunto izquierdo del funtor
k : Top→ K− Top.

Prueba. Véase 3.1.8. �

5.2.6 Ejemplos. Los siguientes son ejemplos de k-espacios
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(1) Espacios compactos de Hausdorff. Sean C un espacio compacto de Hausdorff y A ⊆ C
tal que para toda aplicación Q

α−→ C la imagen inversa α−1(A) es cerrada. Entonces para

la función identidad C
1−→ C(la cual es continua) se cumple A = 1−1(A) es cerrado en C,

esto es, los cerrados de C son los mismos que los cerrados en k(C).

(2) Espacios localmente compactos de Hausdorff. Sean X un espacio localmente compacto y
de Hausdorff y B un subconjunto de X no cerrado. Entonces existe x ∈ B tal que x /∈ B.
Por definición de espacio localmente compacto (1.1.71), existe una vecindad compacta
Q de x tal que x /∈ B ∩Q, aunque claramente x ∈ B ∩Q. Aśı, si tomamos la inclusión

Q
i−→ X, que es continua, tendremos que i−1(B) es igual a B ∩ Q el cual no es cerrado

en Q. Por lo tanto B no es cerrado en la k-topoloǵıa.

(3) Espacios compactamente generados. Sean X un espacio compactamente generado y A ⊆
X tal que para cada aplicación Q

α−→ X con Q compacto de Hausdorff, la imagen inversa
α−1(A) es cerrada. Entonces en particular, si C ⊆ X es compacto, entonces se tiene
A ∩ C = i−1(A) donde i es la inclusión, es cerrada para todo C. Por lo tanto, A es
cerrado en X.

5.2.7 Teorema. Sea X un k-espacio y supongamos que X
q−→ Y es una identificación. Enton-

ces Y es un k-espacio. En consecuencia, la categoŕıa K− Top es cerrada bajo identificaciones.

Prueba. Supongamos que B ⊆ Y cumple que su imagen inversa bajo cualquier aplicación

Q
β−→ Y es cerrada con Q un espacio compacto de Hausdorff. Para probar que B es cerrado

en Y , debemos probar que q−1(B) es cerrado en X. Para probar lo anterior, basta con ver
que α−1(q−1(B)) es cerrado para toda aplicación Q

α−→ X con Q un espacio compacto de

Hausdorff. Como α−1(q−1(B)) = (q ◦α)−1(B) = β−1(B) con Q
β−→ Y , se sigue que es cerrado.

�

5.2.8 Definición. Sean X y Y son k-espacios. Definimos el k-producto como k(X×Y ), donde
X × Y es el producto topológico usual y k es el funtor visto en 5.2.4. Tal como hicimos en la
sección anterior, escribiremos X ×k Y para denotar k(X × Y ).

5.2.9 Teorema. El producto X×kY , con X y Y k-espacios, tiene las propiedades de producto
en la categoŕıa K− Top.

Prueba. Primero veamos que las proyecciones X×kY
PX−−→ X y X×kY

PY−−→ Y son morfismos

en K− Top. Si aplicamos el funtor k a las proyecciones en Top, se tiene que X ×K Y
K(PX)−−−−→

K(X) y X ×K Y
K(PY )−−−−→ K(Y ) son morfismos en K− Top, pero X = k(X) y Y = k(Y ).

Ahora veamos queX×kY tiene la propiedad universal del producto en la categoŕıa K− Top.
Sean W en K− Top y f : W → X y g : W → Y morfismos en K− Top. Buscamos un único
morfismo h′ en K− Top que haga conmutar el siguiente diagrama

W
f

zz

g

$$
h′

��
X X ×K Y

p′X

oo
p′Y

// Y

Por la propiedad universal del producto en Top, existe W
h−→ X × Y tal que pX ◦ h = f

y pY ◦ h = g. Aśı, aplicando el funtor k (y dado que k(W ) = W ), obtenemos el morfismo
buscado. �
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5.2.10 Teorema. Si C es un espacio compacto y Y es un objeto de K− Top entonces C×kY =
C × Y .

Prueba. Sean B un subconjunto de C ×Y k-cerrado, es decir, tal que para toda aplicación
Q

α−→ C × Y con Q un espacio compacto de Hausdorff, la imagen inversa α−1(B) es cerrado.
Debemos mostrar que B es un cerrado en C × Y .

Sea (x, y) ∈ (C×Y )\B. Como la inclusión de C×k {y} en C×Y es continua con C×k {y}
compacto, entonces B ∩ (C ×k {y}) es cerrado (y por lo tanto compacto). Aśı, al tomar la
proyección en C, se tiene un conjunto compacto que no contiene a x. Por lo tanto, haciendo uso
de 1.1.69, existe una vecindad U de x en C tal que (U ×k {y})∩B = ∅.1 Sea A la proyección

en Y de (U × Y ) ∩ B y sea Q
β−→ Y una aplicación de un espacio compacto y Hausdorff. La

función i× β : U ×Q→ C × Y , donde i es la inclusión, es continua con un dominio compacto
y Hausdorff. Por lo tanto, haciendo uso de la hipótesis, (i× β)−1(B) ⊆ U ×Q es cerrado. En
consecuencia, β−1(A) ⊆ Q es cerrado. Por lo tanto, A es k-cerrado en Y , esto es, es cerrado
en Y , y puesto que y /∈ A, tenemos que U × (Y \ A) es una vecindad de (x, y) en C × Y tal
que (U × (Y \A)) ∩B = ∅. Por lo que concluimos que B ⊆ C × Y es cerrado. �

De forma análoga a la sección anterior, probaremos los resultados relativos a espacios de
funciones e identificaciones en K− Top, reafirmando, aśı, la utilidad de dichas categoŕıas.

5.2.11 Definición. Sean X y Y k-espacios. Denotamos con K− Top(X,Y ) al conjunto de
aplicaciones en K− Top de X a Y y denotamos con M(X,Y ) al espacio k(C(X,Y )), donde
C(X,Y ) es el espacio de aplicaciones de X en Y con la topoloǵıa compacto-abierta.

5.2.12 Lema. Si Q es un espacio compacto de Hausdorff y Y es cualquier espacio topológico,
entonces el mapeo evaluación C(X,Y )×X e−→ Y definido por e(f, x) = f(x) es continuo.

Prueba. Es un caso particular de 5.1.7 �

5.2.13 Lema. Sea X ×k Y
f−→ Z una aplicación, donde X y Y son k-espacios. Entonces la

función f̄ : X →M(Y,Z) dada por f̄(x) = f(x, y) es continua.

Prueba. Puesto queX es un k-espacio, basta probar que la composiciónQ
α−→ X

f̄−→M(Y, Z)
es continua donde Q es un espacio compacto de Hausdorff y α es continua. Claramente el
siguiente diagrama conmuta

Q×k Y

��

α×1Y // X ×k Y

1
��

f // Z

Q× Y α×1Y // X × Y
f

;;

por 5.2.3 y 5.2.10 (para obtener la igualdad Q ×k Y = Q × Y ). Por lo tanto, la composición

Q × Y
f◦(α×1Y )−−−−−−→ Z es continua y por el teorema 5.1.9, tiene un adjunto continuo en Top,

digamos f ◦ (α× 1Y ) que va de Q en Top(Y,Z). Aśı, tenemos que f ◦ (α× 1Y )(q) = f(α(q), )
y en consecuencia el siguiente diagrama conmuta

Q

α

��

f◦(α×1Y ) // Top(Y,Z)

X
f̄

//M(Y,Z)

1

OO

1Notemos que si U y V son abiertos ajenos, entonces U ∩ V = ∅ ya que de lo contrario existiŕıa un punto
x ∈ U ∩ V que tiene como vecindad a V , pero esto significaŕıa que U ∩ V 6= ∅.
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Por lo tanto, la composición f̄ ◦ α es continua. �

5.2.14 Lema. Si Y es un k-espacio, entonces la función evaluación M(Y,Z) × Y e−→ Z es
continua.

Prueba. Procederemos de forma análoga al lema anterior. Sea Q
α−→ M(Y,Z) × Y una

aplicación con Q espacio compacto de Hausdorff. Sea α = (α1, α2) y consideremos el siguiente
diagrama conmutativo

Q

δ
��

α //M(Y,Z)×k Y
e // Z

Q×k Q α1×1Q
//M(Y, Z)×Q

1×α2

OO

α′2×k1Q

//M(Q,Z)×k Q 1
// Top(Y,Z)× Y

e′

OO

donde δ(q) = (q, q), α′2(q) = f(α2(q)) y e′ es el mapeo evaluación en Top (el cual es continuo
porque el espacio de funciones tiene la topoloǵıa compacto-abierta). Puesto que la composición
e′ ◦ 1 ◦ (α′2 × 1Q) ◦ (α1 × 1Q) ◦ δ es continua, concluimos que e ◦ α es continua. Por lo tanto e
es continua.

5.2.15 Teorema. La función que manda una aplicación f a f̄ , donde f̄(x) = f(x, ), da como
resultado una biyección

θ : K− Top(X × Y, Z)→ K− Top(X,M(Y, Z))

Prueba. Sea f en K− Top(X×Y, Z). Entonces θ(f) = f̄ es una aplicación de X en M(Y, Z)
por 5.2.13. Además, si f̄ es continua, entonces

X × Y f̄×1Y−−−→M(Y,Z)× Y e−→ Z

es continua por el lema anterior. Por lo tanto, tomando f como dicha composición, ésta queda
uńıvocamente determinada, lo cual concluye el resultado. �

5.2.16 Teorema. Sean X y Z k-espacios y X
p−→ Y una identificación (por lo tanto Y también

es un k-espacio). Entonces X × Z p×1Z−−−→ Y × Z es una identificación.

Prueba. Como p es suprayectiva, tenemos que p × 1Z también lo es. Supongamos que
Y × Z g−→ W es una función tal que g ◦ (p × 1Z) es continua. Para probar que 1Z × p es una
identificación, basta con probar que g es continua (1.1.56).

Consideremos la biyección dada en el teorema anterior

θ : K− Top(X × Z,W )→ K− Top(X,M(Z,W ))

y
θ′ : K− Top(Y × Z,W )→ K− Top(Y,M(Z,W ))

Puesto que g◦(1Z×p), que va de X×Z en W , es continua, entonces también lo es θ(g◦(p×1Z))
que va de X en M(Z,W ). Recordemos que dicha función está dada por θ(g ◦ (p×1Z))(x)(z) =
g(1Z × p)(x, z) = g(p(x), z), por lo tanto tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

X
θ(g◦(p×1Z)) //

p
��

M(Z,W )

Y
θ′(g)

::
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y en consecuencia, tenemos la continuidad de θ′(g) ◦ p, pero p es una identificación, en-
tonces θ′(g) es continua. Ahora, dado que θ′ es una biyección, tenemos, por lo tanto, que
g = θ′−1(θ′(g)) es continua. �

5.2.17 Corolario. Supongamos que X, Y , W y Z están en K− Top y que X
p−→ Y y W

q−→ Z

son identificaciones, entonces X ×W p×q−−→ Y × Z es una identificación.

Prueba. Por el teorema anterior 1Y × q y p× 1W son identificaciones, y dado que p× q =
1Y × q ◦ p× 1W , se tiene que p× q es una identificación. �

El mapeo evaluación tiene la siguiente propiedad universal.2

5.2.18 Proposición. Si el mapeo evaluación Top(Y,Z) × Y e−→ Z es continuo y el siguiente
diagrama conmuta

X × Y

f̄×1Y ''

f // Z

Top(Y,Z)× Y
e

88

Entonces f es continua si y sólo si f̄ es continua.

Puesto que el mapeo evaluación M(Y, Z) × Y e−→ Z es continuo en K− Top si Y y Z son
k-espacios, por la proposición anterior, podemos obtener una propiedad universal del mapeo
evaluación para la categoŕıa K− Top.

5.2.19 Proposición. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

X ×k Y

f̄×1Y ''

f // Z

M(Y,Z)×k Y
e

88

Entonces f es continua si y sólo si f̄ es continua.
�

5.2.20 Teorema. Sean X y Y k-espacios. Entonces

θ : M(X,M(Y,Z))→M(X × Y,Z)

es un homeomorfismo en la categoŕıa K− Top.

Prueba. Consideremos el siguiente diagrama

M(X,M(Y, Z))×X × Y

θ×1X×1Y
��

e1×1Y //M(Y, Z)× Y

e2

��
M(X × Y, Z)×X × Y

ē×1Y
33

e3
// Z

donde M(X,M(Y,Z))×X e1−→M(Y,Z), M(Y, Z)× Y e2−→ Z y M(X × Y, Z)×X × Y e3−→ Z.
Como θ hace conmutar al diagrama, por la propiedad universal del mapeo evaluación de e3, se
tiene que θ es continuo. El triángulo superior conmuta por la definición de ē3 y la biyectividad

2Para detalles de la prueba véase [2].
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de θ. Aśı, por la propiedad universal en e2, tenemos que ē3 ◦ (θ × 1X) es continua si y sólo
si e1 es continua (donde ambas tienen la misma regla de correspondencia), por lo tanto, son
iguales. Ahora, por la propiedad universal en e1, aplicada al diagrama siguiente

M(X ×k Y, Z)×X

θ−1×1X **

ē3×1X //M(Y,Z)

M(X,M(Y,Z))×k X
e1

55

existe una única función

ψ : M(X × Y,Z)→M(X,M(Y,Z))

tal que e1 ◦ (ψ × 1X) = ē3. Por otro lado,

e3 ◦ ((θ ◦ ψ)× 1X × 1Y ) = e2 ◦ (e1 × 1Y ) ◦ (ψ ◦ 1X ◦ 1Y ) = e2 ◦ (ē3 × 1Y ) = e3

y
e1 ◦ ((ψ ◦ θ)× 1Y ) = ē3 ◦ (θ × 1X) = e1

Por lo tanto, por la propiedad universal de e3 y e1, se tiene que θ ◦ ψ = 1 y ψ ◦ θ = 1. En
consecuencia, los espacio son homeomorfos. �

Por último, tenemos las siguientes tres proposiciones que relacionan a los espacios conexos,
localmente conexos y conectables por trayectorias con su correspondiente k-espacio.

5.2.21 Proposición. Sea X un espacio localmente compacto. Entonces X es conexo si y sólo
si k(X) es conexo.

Prueba. Supongamos que X es conexo. Por el ejemplo (2) de 5.2.6, sabemos que X = k(X),
entonces k(X) es conexo. Ahora, si k(X) es conexo, entonces X es conexo por ser la imagen
continua de k(X) bajo la identidad. �

5.2.22 Proposición. Sea X un espacio localmente compacto. Entonces X es localmente co-
nexo si y sólo si k(X) localmente conexo.

Prueba. Es inmediato que k(X) es localmente conexo si X lo es (por la compacidad local).
Ahora, supongamos que k(X) es localmente conexo. Sea x ∈ X y U ⊆ X una vecindad de
x, como x ∈ k(X) y U es una vecindad en la k-topoloǵıa, existe un conjunto conexo V de x

en k(X) tal que x ∈ V ⊆ U . Haciendo uso de la continuidad de k(X)
1−→ X, se concluye que

1(V ) ⊆ X es un conexo en X tal que x ∈ 1(V ) ⊆ U . �

5.2.23 Proposición. Sea X un espacio topológico. Entonces X es conectable por trayectorias
(cpt) si y sólo si k(X) es conectable por trayectorias.

Prueba. Por ser X imagen continua de k(X) bajo la identidad, se sigue que si k(X) es cpt
entonces X también lo es. Ahora, supongamos que X es conectable por trayectorias. Sean x
y x′ en k(X), veamos que existe una trayectoria que inicia en x y termina en x′. Como X es

cpt, se tiene que existe una aplicación I
f−→ X del intervalo I tal que f(0) = x y f(1) = x′.

Como I es compacto, se sigue que k(I) = I, entonces I es un k-espacio. Por lo tanto, haciendo
uso de la correflexividad vista en 3.2.6, se tiene que existe un único morfismo f̄ en K− Top
que hace conmutar el siguiente diagrama

I

f̄
��

f

""
k(X)

1
// X
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esto es, I
f̄−→ k(X) es tal que f̄(0) = x y f̄(1) = x′. Por lo tanto k(X) es cpt.
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