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Introduccion

La intencién de esta tesis es desarrollar a profundidad el articulo de “Categorias de co-
nexion”de Graciela Salicrup junto con “Fibraciones y correfleriones”de la misma autora,
finalizando con algunos resultados de los k-espacios de R. M. Vogt.

La tesis se divide en 5 capitulos. El primero trata sobre los elementos basicos de topologia
y categorias, definiendo espacio topolégico y todos los conceptos que se utilizaran a lo largo
de la tesis. En el segundo se definen los espacios conexos y se ven algunos resultados que
permitiran extender la nociéon de conexidad a categorias particulares. Ademads, al final de
dicho capitulo, se tratardn los conceptos de reflexividad y correflexividad desde un ambito
particular y se les relacionara con lo visto respecto de los espacios conexos. Posteriormente, en
el tercer capitulo, se extenderan las nociones conceptuales de reflexividad y correflexividad a
categorias. Uno de los resultados més importantes en dicho capitulo sera la caracterizacién de
las categorias correflexivas en Top. En el cuarto capitulo, haciendo pleno uso de lo anterior, se
extiende la nocién de conexidad en la categoria Top de espacios topoldgicos, desarrollando el
articulo principal; Categorias de conexion. Por iltimo, en el quinto capitulo, se desarrollardn
algunos resultados de R. M. Vogt y N. E. Steenrod sobre k-espacios y espacios compactamente
generados, permitiendo ver algunas razones de por qué es practico trabajar en las categorias
R—%op y CG.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo atenderemos las nociones bésicas que necesitaremos en lo siguiente. Em-
pezaremos con la definicién de espacio métrico, espacio topoldgico y algunos teoremas sin
demostracién sobre topologia y categorfas.! No obstante, algunas definiciones bésicas seran
vistas cuando las necesitemos en el correspondiente capitulo.

1.1. Topologia

1.1.1 Definicién. Un espacio métrico consta de un conjunto X y una funcién d : X x X —
R* U {0}, llamada métrica, que satisface los siguientes axiomas:

(1) Dados x,y € X, se cumple d(x,y) =0 siy sblosiz =y
(2) Para todo x,y € X, d(x,y) = d(y,x)
(3) Para todo z,y,z € X, d(z,y) < d(z,z) +d(z,y)

Este dltimo inciso se conoce como la desigualdad del tridngulo.

1.1.2 Definicién. Sean (X,d) y (Y,d') espacios métricos. Se dice que una funcién f: X —Y
es continua en un punto x de X si dada € > 0 existe 0 > 0, tal que si d(z,y) < J entonces
d'(f(x), f(y)) < e. Se dice que f es continua si es continua en todo punto x de X.

1.1.3 Observacion. Sean (X, d) un espacio métricoy Y C X. Entonces la restriccién d|y «y :
Y xY — R es una métrica en Y. Al espacio Y con esta métrica se le conoce como subespacio
métrico de X .2

1.1.4 Definicién. Sea X un conjunto. Una topologia en X es una familia 7 de subconjuntos
en X, llamados abiertos, tal que cumple lo siguiente

(1) Si {Ui}ics es una familia de elementos en 7, con J un conjunto arbitrario, entonces
U;esU; es un elemento en 7.

(2) Si{Ui}ies es una familia de elementos en 7, con J un conjunto finito, entonces N;c U;
es un elemento en 7.

!Se recomienda revisar [2] para mayor detalle en lo relacionado a topologfa.
2Formalmente, la restriccién f|y en un subconjunto de X se define como la composicién f o4 donde i es el
mapeo inclusién i : Y — X dado por i(y) = y.
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En particular, X, que por definicién es la interseccién de una familia vacia, y @, que por
definicién es la unién de una familia vacia, estdn en 7. A la pareja (X, 7) se le denomina
espacio topoldgico, el cual denotaremos sélo por X cuando no haya confusién con respecto
a la estructura topoldgica dada por sus abiertos. Al conjunto X lo llamaremos el conjunto
subyacente del espacio topoldgico.

Para mayor detalle respecto al tema de espacios métricos y su relacién con los espacios
topoldgicos (equivalencia de métricas, topologia inducida por una métrica, etc.), asi como
funciones continuas, véase [3].

1.1.5 Ejemplos. Los siguientes son espacios topolégicos.

(1) Un conjunto X con 7 el conjunto de todos los subconjuntos de X. A esta topologia se
le denomina topologia discreta en X. Al espacio topolégico correspondiente se le llama
espacto discreto.

(2) Un conjunto X con 7 el conjunto que consta de X y &. A esta topologia se le denomina
topologia indiscreta en X. Al espacio topoldgico correspondiente se le llama espacio
indiscreto.

(3) Un conjunto X con 7 el conjunto que contiene al conjunto vacio y a todos los subconjun-
tos de X cuyo complemento es finito. A esta topologia se le denomina topologia cofinita
en X. Notemos que si X es finito, entonces 7 es la topologia discreta.

(4) Un conjunto X con 7 el conjunto que contiene al conjunto vacio y a todos los subcon-
juntos de X cuyo complemento es a lo més numerable. A esta topologia se le denomina
topologia conumerable en X. Notemos que si X es a lo méas numerable, entonces 7 es la
topologia discreta.

(5) Un espacio métrico X con 7 el conjunto {U C X : paratodax € U existee >
0 con B:(z) C U} de subconjuntos U de X abiertos, es decir, subconjuntos tales que
para todo punto x en U existe una bola de radio mayor a cero que contiene a = y
esta contenida en U.

1.1.6 Definiciéon. Sean X y Y espacios topoldgicos. Se dice que una funcién f: X — Y es
continua si para todo abierto V C Y se cumple que f~!(V) es un abierto de X.

1.1.7 Definicién. Sea X un espacio topoldgico. A cualquier subconjunto de X, digamos Y,
con la topologia o = {UNY : U es abierto en X} a la que se le conoce como topologia inducida
o topologia relativa, lo llamaremos subespacio topoldgico de X.

1.1.8 Teorema. Sean X un espacio topolégico yY un subespacio de X.Y estd caracterizado
por la siguiente propiedad universal. La funcion inclusion i : Y — X es continua y toda
funcion f 1 Z =Y con Z un espacio topoldgico es continua si y sélo siio f : Z — X es
continua.

En un diagrama

y s X
! iof
Z

f es continua si y sélo si i o f es continua.

1.1.9 Definicion. Sean X un espacio topoldgico y x € X. Definimos una vecindad de x como
un conjunto V C X para el que existe un abierto U en X, tal que x € U C V.
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1.1.10 Proposicién. Sea X un espacio topoldgico. Entonces U C X es abierto si y sélo si U
es vecindad de todos sus puntos.

1.1.11 Definicién. Denotaremos al conjunto de vecindades, de un punto x en un espacio
topolégico X, como N;X y, cuando no haya riesgo de confusién, simplemente como N,. Al
conjunto N = {N, : z € X} le llamaremos sistema de vecindades de la topologia de X.

1.1.12 Proposicion. Fl sistema de vecindades N de la topologia de X satisface las siguientes
condiciones.

(1) Dados U € Ny y U CV, se tiene que V € Ny.
(2) Dados U; € N, coni € I, I finito, se tiene que NierU; € Ny.
(3) SiU € Ny, entonces x € U.

(4) SiU € N, entonces existe V € Ny, tal que U € Ny para today € V.

1.1.13 Definicién. Sea X un conjunto. Para cada = € X, denotaremos por N, a una familia
que satisface (1), (2), (3) y (4) de la proposicién anterior. Al conjunto N = {N, : z € X} le
llamaremos sistema de vecindades en X.

1.1.14 Teorema. Sean X un conjunto y N un sistema de vecindades en X. Entonces, existe
una unica topologia en X que tiene precisamente a N como el sistema de vecindades de ella.

1.1.15 Definicién. Sean X un espacio topolégico y x € X.

(1) Decimos que x es un punto de contacto de un conjunto A C X si para toda vecindad V'
de z, la interseccién de V con A es no vacia. Al conjunto

A ={x € X :x es un punto de contacto de A}
se le llama la cerradura de A.

(2) Un subconjunto A de X se dice que es cerrado si A= A . Asf, A es cerrado si y sélo si
X \ A es abierto.

1.1.16 Teorema. Sea X un espacio topoldgico. Entonces, la familia C de los conjuntos ce-
rrados de X satisface lo siguiente.

(1) Si {Ci}ier es una familia de elementos en C, con I un conjunto arbitrario, entonces
NicrU; es un elemento en C.

(2) Si{Ci}icr es una familia de elementos en C, con I un conjunto finito, entonces U;crU;
es un elemento en C.

1.1.17 Teorema. Sean X un conjunto y C una familia de subconjuntos de X que satisface
(1) y (2) del teorema anterior. Entonces, existe una unica topologia en X para la cual C es
exactamente la familia de los subconjuntos cerrados.

1.1.18 Teorema. Sean X y Y espacios topoldgicos y f : X — Y wuna funcion. Entonces, la
funcion f es continua si y sélo si la imagen inversa de subconjuntos cerrados de Y bajo f es
cerrada.

1.1.19 Definicién. Sea X un espacio topolégico. Una familia 3 de conjuntos abiertos en X
se denomina base de (la topologia de) X, si todo abierto en X se puede expresar como unién
de elementos de B. A los elementos de (8 se les llama abiertos bdsicos.
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1.1.20 Observacion. Para un espacio topolégico X, las siguientes condiciones son equiva-
lentes.

(1) B es base de la topologia de X
(2) Para todo abierto U en X y para todo x € U, existe B € 3 tal que x € B C U.

1.1.21 Proposicién. Sea 8 una base del espacio topoldgico Y . Entonces, la funcion f: X —
Y es continua si y sélo si f~1(B) es abierto para todo B € B.

1.1.22 Ejemplos. (1) R con la topologia usual® tiene como base a la familia de intervalos
abiertos (a,b) con a,b € R.

(2) En R” la familia {B1(q) : n € Ny g € Q"} es una base (numerable) para la topologia
usual. !

1.1.23 Definicién. Sean X un espacio topoldgico y v una familia de subconjuntos de X. Deci-
mos que 7 es una subbase de la topologia de X si la familia B = {N;epU; : U; € v y F es finito}
es una base para dicha topologia.

1.1.24 Ejemplos. En el espacio R con la topologia usual, la familia v = {(—oc,a) : a €
R} U{(a,+o0) : a € R} donde (—o0,a) ={zx e R:z < a}y (a,+0) = {x € R:a <z}, es
una subbase para la topologia usual.

1.1.25 Definicién. Sea X un espacio topolégico. Una familia 3., de vecindades de z € X, se
denomina base de vecindades de x si, dada cualquier vecindad U de z, existe V € (3, tal que
x eV CU. A los elementos de (3, se les conoce como vecindades bdsicas de x.

1.1.26 Ejemplos. Sean X un espacio topolégico y € X. Entonces las siguientes son bases
de vecindades para x.

(1) Bz ={V : V es vecindad de x en X}.
(2) Bz ={U :2 €U yU es abierto en X}.

(3) By = {B:(z) : € > 0}, si X es un espacio métrico y B.(z) = {z € X : d(z,2) < €}.
Incluso, la familia 8, = {B1(z) : n € N} es una base de vecindades de X.

1.1.27 Definicién. Sean X, Y espacios topoldgicos y f : X — Y una funcién. Se dice que
X es continua en un punto x de X, si para cada vecindad V de f(z), se tiene que f~1(V) es
una vecindad de .

1.1.28 Definicién. Una funcién f es continua si y sélo f es continua para todo = € X.

De aqui en adelante, si no se especifica lo contrario, la palabra aplicacion se referird a
una funcién continua.

1.1.29 Observacién. Para espacios topolégicos metrizables® ambas definiciones de continui-
dad son equivalentes.

3La topologia usual de R es la topologfa generada por las bolas abiertas en R, esto es, intervalos abiertos de
la forma (a,b) con a,b € R.

4Un espacios topolégico (X, 7) es metrizable si existe una métrica d para X tal que el conjunto formado por
las bolas abiertas en X es una base para la topologia 7.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 8

1.1.30 Teorema. Sean X, Y, Z espacios topoldgicos, f : X — Y wuna funcion continua en
xyg:Y — Z continua en f(x). Entonces, la composicion go f : X — Z es continua en x.
Consecuentemente, si f y g son continuas, entonces también lo es g o f.

1.1.31 Teorema. Sean X, Y espacios topoldgicos y f : X — Y wuna funcién. Entonces las
siguientes condiciones son equivalentes

(1
(2) Para todo abierto U en'Y, f~1(U) es abierto en X.

f es continua.

)

)

(3) Para todo subconjunto A de X, se cumple f(A) C f(A).
(4) Para todo cerrado B en'Y, f~Y(B) es cerrado en X.

1.1.32 Teorema. Sean X un espacio topolégico y v una subbase de su topologia. Entonces
f:Y — X es continua si y sélo si f~H(U) es abierto para todo U € .

1.1.33 Definicion. Sean X, Y espacios topolégicos y f: X — Y una funcién. Decimos que
f es un homeomorfismo si es continua, biyectiva y su inversa, f~! : Y — X, también es
continua. Si existe un tal homeomorfismo, se dice que los espacios X y Y son homeomorfos.

1.1.34 Teorema. Sean X, Y espacios topologicos y f : X — Y una funcion. Entonces las
stguientes condiciones son equivalentes.

(1) f es un homeomorfismo.
(2) f es biyectiva y f(U) es abierto en'Y si y solo si U es abierto en X.
(3) f es biyectiva y f(C) es cerrado en'Y si y solo si C es cerrado en X.

El inciso (2) anterior afirma que f establece una biyeccién entre los elementos de X y de
Y y también entre los abiertos de uno y del otro. Es por ello que un homeomorfismo establece
una equivalencia entre las estructuras de dos espacios topoldgicos.

1.1.35 Ejemplos. (1) La funcién identidad de un espacio topolégico X en si mismo, 1x :
X — X, es un homeomorfismo.

(2) Toda translacién f : R™ — R", digamos f(z) = z¢ + = con g € R", es un homeomorfis-
mo.

1.1.36 Definicién. Sean X un espacio topolégico y A C X. Decimos que A es denso en X si
A= X. A un espacio X se le llama separable si contiene algin subconjunto denso numerable.

1.1.37 Ejemplo. El conjunto R de los niimeros reales es un espacio separable.

Los siguientes dos teoremas son importantes, ya que es frecuente tener funciones definidas
por pedazos, es decir, que estdn dadas por formulas distintas en distintas porciones del dominio.
Estos resultados, dan criterios para ver cuando estas funciones resultan ser continuas.

1.1.38 Teorema. Sean Ai,..., A, subconjuntos cerrados de X tales que X = U, A;. En-
tonces, una funcion f : X — Y es continua si y sdlo si fi = fla, es continua para toda
1=1,...,n.

1.1.39 Teorema. Sea {A; : j € J} una familia de subconjuntos abiertos de X tales que
X = UjesAj. Entonces, una funcion f : X —Y es continua si y sélo si f; = f|a, es continua
para toda j € J.
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1.1.40 Definiciéon. Sean X un espacio topoldgico, Y un conjunto y f : X — Y una funcién
(suprayectiva)®. La topologia para Y dada de la siguiente manera: U es abierto en Y si y sélo
si f~1(U) es abierto en X, recibe el nombre de topologia de identificacion inducida por f. A
f se le llama identificacion.

La terminologia se justifica pensando que la aplicaciéon f “identifica” en un solo punto a
todos aquellos puntos que tienen la misma imagen.

1.1.41 Teorema. Sean X, Y, Z espacios topologicos y f : X =Y, g:Y — Z funciones
suprayectivas. Supongamos que f es una identificacion. Entonces

(1) g es continua si y sdlo si go f es continua.

(2) Sig es una identificacion entonces go f es una identificacion.

1.1.42 Definicién. Sean X un espacio topoldgico y ~ una relacién de equivalencia en X. A
X' := X/ ~ con la topologfa de identificacién, dada por la funcién candnica p : X — X/ ~ se
le llama espacio cociente de X bajo la relaciéon ~. También se dice que X' tiene la topologia
cociente.

1.1.43 Teorema. Sea f : X — X' una identificacion. Si se define una relacién de equivalencia
en X, tal que x ~ ' si y sdlo si f(x) = f(2'), entonces f determina un homeomorfismo

f:X/~— X

1.1.44 Ejemplos. (1) Sean X = I el intervalo [0,1] y Y =S'. Si f: X — Y es la funcién
exponencial f(t) = e2™*, entonces f es una identificacion que identifica 0 con 1 en I.°

(2) Sean X =Ry Y =S Si f: X - Y es la funcién exponencial f(t) = ¢*™* entonces f
es una identificacién, tal que f(s) = f(t) si y sélo si t — s € Z.

1.1.45 Teorema. Sea p : X — X' una aplicacién. Entonces, p es una identificacion si y
sdlo si cada vez que se tenga una aplicacion f : X — Y, tal que si p(x) = p(z) entonces
f(x) = f(2) con z,z € X, existe una tnica aplicacion f : X' =Y, tal que fop = f. Esto es,
el siguiente diagrama conmuta

x—l.oy (1.1)

pJ, T
S

X'
1.1.46 Definicién. Sea f: X — Y una funcién. Se dice que f es abierta si para todo U C X

abierto, se tiene que f(U) es abierto en Y. Anédlogamente, se dice que f es cerrada si manda
conjuntos cerrados de X en conjuntos cerrados en Y.

1.1.47 Teorema. Si f : X — Y es continua, suprayectiva y abierta (o cerrada), entonces f
es una identificacion.

Las siguientes definiciones constituyen la parte de productos y coproductos topoldgicos.
Dichas definiciones seran utilizadas a lo largo de los tres capitulos siguientes, por lo que
serd de gran importancia conocer las proposiciones y teoremas siguientes. Para mayor detalle,
se recomienda revisar [1].

°Siy ¢ f(X), entonces f~'{y} = @. Es decir, Y\ f(X) es discreto, por lo tanto conviene pedir que f sea
suprayectiva.
SEl conjunto S* estd definido como S' := {z € C: |z| = 1}.
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1.1.48 Definiciéon. Una fuente de funciones es una clase de funciones con dominio comtn
(fi : X = Y))ier, donde I no es necesariamente un conjunto.

1.1.49 Proposicién. Si {f;: (X,7) — (Y;,0:) }icr es una fuente de funciones entre espacios
topoldgicos, entonces son equivalentes:

(1) 7 es inicial respecto a (fi,04)icr, es decir, 7 = inf{a|a es topologia en X y f; es
continua para toda i € 1}7.

(2) S={f ' (U):i€IyU es abierto de Y;} es una subbase de X.
3) Sipara todai € I, v; es una subbase de Y;, entonces | J, f._1 i) es una subbase de X.
( v el Ji gt

(4) Para todai € 1, f; es continua y si g : Z — X es una funcion tal que f; o g es continua
para toda i, entonces g es continua.

(5) Para toda i € I, f; es continua y si el siguiente diagrama conmuta:
fi

N A

Z

X

Y;

es decir, g; o h = f; para todo ¢, con h biyectiva y continua y ¢; continua, entonces h es
un homeomorfismo.

Prueba. (1) = (2) Probemos el siguiente

1.1.50 Lema. Si X es un conjunto y v es una familia de subconjuntos de X, entonces vy es
subbase de T, donde 19 = Inf{T : 7 es topologia en X y ~ C 7}. En tal caso, 1y recibe el
nombre de topologia generada por .

Prueba. Sea v = {G;}ier. Veamos que el conjunto B = {(;G; : J C I es finito } es una
base para una topologia o. Primero, notemos que si J = @ entonces N ;G es el conjunto X y
por lo tanto todo elemento de X est4 contenido en al menos uno de B. Ahora, siz € AN A’
con A, A" € B, digamos A :=(,, Gj y A" :=(,» Gk, podemos reetiquetar cada G; y G, tal
que ANA"=;(Gt) y por lo tanto, AN A’ serfa un elemento de B, lo cual implica que B es
base para una topologia o.

Veamos que 79 = 0. Dado que v C o, se tiene que 79 C o por ser 79 el infimo. Por otro
lado, como 7y es topologia y contiene a -y, se tiene la contencion B C 7y, pero todo abierto de
o es una unién arbitraria de elementos de B, por lo tanto o C 7y. Concluyendo que 75 = o.

Ahora, dado que
7 = inf{a: « es topologia en X y f; : (X,7) — (Y;,0;) es continua para toda i € I}

es igual a
7 = inf{a : « es topologia en X y U £ o) Ca}
por el lema anterior, se tiene que S es subbase.

(2) = (3) Dado que cualquier elemento de o se puede escribir como uniones arbitrarias de
intersecciones finitas de elementos de +;, se tiene que (J;¢; f[l(%) es subbase de 7.

"Nétese que una forma de ver al infimo de una familia de topologias {7; }icr, es mediante la interseccién
Nier7i. Claramente N;cr7; es una topologia.
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(3) = (4) Basta ver que g es continua para un subbdsico de X. Sea A € U;c; f; (%)
Entonces A = f;l(U) con U € v; y por lo tanto g71(A4) = g_l(ffl(U)) que es un abierto en
Z por hipétesis.

(4) = (5) Tomemos el siguiente diagrama conmutativo
VA

gi }/;
N

-1
X

es decir, g; = f; o h~!. Por hipétesis g; es continua. Entonces f; o h~! es continua para toda
i €Iy, por (4), se tiene que h™! es continua. Por lo tanto h es un homeomorfismo.

(5) = (1) Sea 7’ la topologia inicial en X respecto de (f;, 0;)icr. Entonces 7/ esta contenida

. 1x : . - .
en 7, es decir, (X,7) — (X, 7') es continua. Ademéds, conmuta el siguiente diagrama

y dado que 1x es biyectiva y continua, concluimos que es un homeomorfismo. O

1.1.51 Ejemplos. (1) Si (Yi, 04)icr es una clase espacios topolégicos v (f; : X — Yi)ier
una fuente tal que f; es constante para toda ¢ € I, entonces la topologia inicial de X
respecto a (fi, 0i)ier es la indiscreta.

(2) Sea S el espacio de Sierpinski, esto es, el conjunto {0, 1} con la topologia o := {{0,1}, {0}, &}.
Sea X un conjunto y, para toda x € X, una funcién f, : X — S tal que f(y) = 1 si
x =1y, fz(y) =0 sl z # y. Entonces, la topologia inicial de X respecto a (f;,0).cx €s
la topologia cofinita.

1.1.52 Definicién. Sea (Xj)rex una familia de conjuntos. El conjunto

H Xk ={v: K = Ugex Xy, : (k) € X}, para toda k € K}
keK

se llama producto cartesiano de (Xy)kex. El elemento (k) recibe el nombre de k-ésima coor-
denada de x y se denota por . Para toda k € K, la funcién py : [[cx Xk — Xp tal que
pr(x) =z, para toda = € [[; o Xk, recibe el nombre de k-ésima proyeccion del producto.

1.1.53 Definicién. Sea F' = {(Xk, k) }rex una familia de espacios topolégicos. Conside-
remos la fuente de funciones {py : [[icx Xx — (Xi,7k)}rerx y sea 7 la topologia inicial
de [[,cx X respecto a (pk, Tk )kek - Definiremos al espacio topoldgico ([];cx Xk, 7) como el
producto topoldgico de F'.

1.1.54 Teorema. El producto topoldgico [ ],cx Xk, junto con sus proyecciones py, : [ [ e Xr —
Xy, estd caracterizado por la siguiente propiedad universal:

Para toda familia {f, 1 Y — Xi}rex de aplicaciones, existe una unica aplicacion f Y —
[lrcx Xk tal que py o f = fix para toda k € K. Esto es, el siguiente diagrama conmuta

Y

.
[kex X —5= Xk
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De forma dual, a lo visto para el caso de producto, tenemos las siguientes definiciones para
el caso del coproducto.

1.1.55 Definicion. Un pozo de funciones es una clase de funciones con contradominio comin
(fi :Y; = X);er, donde I no es necesariamente un conjunto.

El siguiente resultado es dual al que acabamos de probar, asi que omitiremos su prueba.

1.1.56 Proposicién. Si {f; : (Yi,0i) — (X,7)}ier es un pozo de funciones entre espacios
topoldgicos, con I un conjunto, entonces son equivalentes:

(1) 7 es final respecto a (0y, fi)icr, es decir, T = sup{a : « es topologia en X y f; es
continua para toda i € I} 8 .

(2) W C X es abierto si y sdlo si f; *(W) es abierto en'Y; para toda i € T
(3) C C X es cerrado en X siy solo si f; 1(C) es cerrado enY; para toda i € 1.

(4) Para todai € I, f; es continua y si g : (X,7) = (Z,7') es una funcidn tal que go f; es
continua para toda i, entonces g es continua.

(5) Para toda i € I, f; es continua y si el siguiente diagrama conmuta:

(Yi, 04) (X,7)

con h biyectiva y continua y g; continua, entonces h es un homeomorfismo. O

1.1.57 Ejemplos. Si (f; : (Y;,04) = X);er es un pozo de funciones constantes, entonces la
topologia final de X respecto a (o, f;)icr es la discreta.

1.1.58 Observacién. (1) Sea {f; : X — Yi}iesr una fuente de funciones. Entonces las
siguientes condiciones son equivalentes:

(a) {fi: X — Yitier separa puntos, es decir, si x # y € X entonces existe ¢ € I tal que
fi(z) # fi(y).

(b) {fi + X — Yi}icr es monofuente, es decir, para cualesquiera dos funciones g, h :
Z — X tales que f; 0o g = f; o h para toda 7 € I entonces g = h.

(2) Sea {g;:Y; = X}icr un pozo de funciones. Entonces son equivalentes:

(a) {gi : Yi = X}ier cubre puntos, es decir, si z € X entonces existen i € I y y € Y;
tal que fi(y) = x.

(b) {gi:Y: — X}icr es epipozo, es decir, para cualesquiera dos funciones g,h : X — Z
tales que g o f; = h o f; para toda 7 € I entonces g = h.

8Nétese que una forma de ver al supremo de una familia de topologfas {7;}icr, es mediante la interseccién
Nkekx ok, donde oy es una topologia que contiene a la unién de las topologias {7;}icr. Claramente Nipex ok €s
una topologia.
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1.1.59 Definicién. (1) Dada una familia de espacios topolégicos {X}rerk, definimos el
coproducto o suma topoldgica como el conjunto [[, x Xi := Upex Xx x {k} con la
topologia final con respecto a las inclusiones i; : X; — U Xj X {k} dadas por ix(z) =
(2, k), es decir, A C J[, i Xi es abierto si y sélo si i, " (A) es abierto para todo X
con k € J. Notemos que a partir de lo anterior, el espacio X}, es abierto y cerrado en

erK Xk

(2) Dada una familia de espacio topoldgicos punteados? (X, xx) con k € K, definimos su
cuna como el espacio cociente

V X = (H Xk>) P

keK keK

donde P es el subespacio del coproducto formado por todos los puntos base {(zg, k) } ke
(esta definicién sera utilizada hasta el capitulo 3).

Notemos que \/;,c; X tiene la topologia final con respecto a las inclusiones i, = qoi :
Xi — Viex Xk, donde ¢ es la aplicacién cociente del coproducto a la cufia. Ademas, el
coproducto iy : X — [, Xi v la cufia i), : X — \/,.c; X son epipozos (cubren puntos).

1. eorema. coproducto topoldogico &, junto con sus inclusiones iy @ X —
1.1.60 T El ducto topologi rek Xk, Junt inclusi ik 0 X
[icx Xk, estd caracterizado por la siguiente propiedad universal.
ara toda familia {fr : Xx — Y trex, de aplicaciones, existe una unica aplicacion f :
P toda familia {fr : X Yiker, d licact st ing licacio
Hicx X = Y tal que fi, = f oy para toda k € K. Esto es, el siguiente diagrama conmuta

Y
;o 7

erK Xk T Xk

1.1.61 Teorema. Sea X un espacio topoldgico, tal que X = Upcg Xy, con X; N X; = & para
i # j. Entonces X es el coproducto de las Xy, si y solo si Xy es abierto en X (si Xy es cerrado,
también se cumple el teorema).

Prueba. Dado que la unién Ugc g X es una ajena, para probar que X es el coproducto de
las X}, suponiendo que X es abierto, basta probar que X tiene la topologia del coproducto.
Si U C X es abierto, entonces U N X, es abierto para toda k € K. Ademds, si U C X cumple
que U N X}, es abierto para toda k. Como U = Ugeg (U N X}), se tiene que U es abierto.

Ahora, si X es el coproducto de las X}, entonces U es abierto en X si y s6lo si U N Xj, es
abierto en X}, para toda k. Como X; N X; =@ sii# jy X;NX; =X, sii=j, se tiene que
X}, es abierto y cerrado en X para toda k € K. O

A continuacion veremos las definiciones de espacio compacto, localmente compacto y com-
pactamente generado. Dichas definiciones seran utilizadas, principalmente, en el capitulo 4.
De nuevo, se recomienda al lector revisar [2].

1.1.62 Definicién. Sean X un espacio topolégicoy A C X. Sediceque C ={U; C X : j € J}
es una cubierta de A en X si A C Ujc U;. Definimos la cubierta C' como abierta (o cerrada)
si U; es abierto (o cerrado) para todo j € J. Si ' C C'y C’ también es una cubierta, entonces
decimos que C’ es una subcubierta de C.

9Un espacio punteado es una pareja (X, o) donde X es un espacio topoldgico y xo es un elemento de X
llamado punto bésico.
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1.1.63 Definicién. Sea X un espacio topoldgico tal que toda cubierta abierta de X contiene
una subcubierta finita (subcubierta con un nimero finito de elementos). Entonces decimos
que X es un espacio compacto.

La siguiente proposicion asegura que la propiedad de ser compacto, como subespacio de
cualquier espacio topoldgico X, no depende de cémo yace dicho subespacio dentro de X.

1.1.64 Proposicién. Sean X un espacio topolégico y A C X. Entonces A con la topologia
relativa es un espacio compacto si y solo si toda cubierta abierta {U;}icy de A en X contiene
una subcubierta finita.

1.1.65 Teorema. Sean X un espacio compacto y A C X. Si A es cerrado, entonces A es
compacto.

1.1.66 Teorema. Sean X un espacio de Hausdorff'® y A C X. Si A es compacto, entonces
es cerrado.

1.1.67 Teorema. Sean X un espacio compacto y f : X — 'Y una funcion continua, entonces
f(X) es compacto.

1.1.68 Teorema. Sean X, Y espacios topologicos y f : X — Y wuna aplicacion. Si X es
compacto y Y de Hausdorff, entonces f es cerrada. Mds aiun, si f es ademds suprayectiva,
entonces f es una identificacion.

1.1.69 Teorema. Sean X un espacio de Hausdorff y F' y G subconjuntos compactos ajenos
de X. Entonces existen conjuntos abiertos ajenos U y V talque F CU y G CV

El siguiente teorema es conocido como Teorema de Heine-Borel-Lebesgue
1.1.70 Teorema. Un subconjunto A CR"™ es compacto si y sdlo si es cerrado y acotado.

1.1.71 Definiciéon. Un espacio topolégico X es localmente compacto si para todo x € X
existe U € N,, tal que U es compacto.

La siguiente definicion sera utilizada a lo largo del capitulo 3 y principalmente en el capitulo
4, en donde veremos algunas de las razones de por qué es importante estudiar a los espacios
compactamente generados.

1.1.72 Definicion. Un espacio topolégico X es llamado compactamente generado si para
todo A C X, A es cerrado si y sélo si para todo compacto C' C X, AN C es cerrado en C.

1.1.73 Definicién. (1) Sean X y Y espacios topolégicos. Definimos a Top(X,Y) = {f :
f es una funcién continua de X en Y'} el conjunto de todas la aplicaciones de X en Y.

(2) Sean H C Top(X,Y), K C X compacto y Q@ C Y abierto. Definimos Q¥ := {f € H :
f(K) C Q}. A la topologia en H que tiene como subbase a la coleccién

{QK : K C X es compacto y @ C Y es abierto }

se le llama topologia compacto-abierta en H.

1.1.74 Definicién. Sean X y Y espacios topoldgicos. Definimos la funcién evaluacion e :
Top(X,Y) x X =Y como e(f,z) = f(z).

10Un espacio es de Hausdorff si cualesquiera dos puntos se pueden separar por abiertos ajenos. Véase 1.1.76.
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1.1.75 Teorema. La topologia compacto-abierta es la topologia mds gruesa que hace continua

a la funcion evaluacion.

11

Las 1ltimas definiciones que veremos, con respecto de los prelimares de topologia, seran los
llamados axiomas de separacion. Aunque, en la mayoria de los casos, no hablaremos de manera
particular o explicita de ellos, serdn utilizados a lo largo de cada capitulo. Se recomienda al
lector revisar [2] o [3] para mayor detalle.

1.1.76 Definicién. Sea X un espacio topolégico. Entonces X es

Ty si, dados z, 2" € X con x # 2/, existe un abierto U en X tal que x € U y 2’ ¢ U.

T, si, dados z,2" € X con x # 2/, existen conjuntos abiertos U y V en X tales que
xelU, 2’ ¢U, 2’ eVyaxegV.

Ty o de Hausdorff si, dados z,2’ € X con z # ', existen conjuntos abiertos y ajenos U
yVenX talesquex e Uya' e€V.

T3 si, dados un conjunto cerrado C' C X y un punto x € X\ C, existen conjuntos abiertos
yajenos Uy Ven X talesquex e Uy CCV.

T3, si, dados un conjunto cerrado C' C X y un punto z € X \ C, existe una aplicacién
2
f:X —1Ital que f(z) =1y f(C)={0}.

Notese que de la definicién, se tiene la siguiente cadena de contenciones

TQCTlCTO

1.1.77 Ejemplos. (1) El espacio de Sierpinski es Ty pero no 7.

(2)
3)

(4)

Un conjunto infinito X con la topologia cofinita es T1 pero no 7T5.

R con la topologia ¢ generada por la siguiente base
B ={U=V\C:V es abierto en R con la topologia usual y C' es numerable}

es Ty, pues un abierto de la topologia usual U se pueden escribir como U = U \ & y
cualquiera dos puntos distintos z, 2z’ € R se pueden separar por dos intervalos abiertos
ajenos mediante (x — |x_2m/|,x+ ‘x_;/') y (' — |$_2$/‘,$’+ |x_2x,|). Sin embargo, (R, o) no
es T3. Es claro que R \ Q es abierto y, por lo tanto, Q cerrado en (R, o). Sea x € R\ Q
y supongamos que existen A, B € o tales que x € Ay Q C B. Como A € o, existe un
abierto V' de la topologia usual de R y un conjunto numerable C tal que x € V'\ C C A,
pues 3 es base. Por estar en la topologia usual de R, existe ¢ € Q tal que ¢ € V. Sea
V/\ C" un elemento de 8 tal que ¢ € V' \ ' C B. Entonces ¢ € VNV’ y como el
conjunto {(a,b) : a,b € R} forma una base para la topologia usual de R, se tiene que
existe a,b € R tal que ¢ € (a,b) CV NV’. Dado que (a,b) es no numerable, existe una
cantidad no numerable en el conjunto (V' \ C)NV’'\ C’ el cual estd contenido en AN B.
Por lo tanto A y B no pueden ser ajenos, esto es, el espacio (R, o) no es T5.

Sea X un conjunto con la topologia indiscreta. Entonces X es T3, y 73. Si X tiene mas
2

de un punto, no es Ty.

1Una topologia T es més gruesa con respecto a 7’ si 7 C 7.
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Existen ejemplos de espacios T3 que no son T31 Ademas, si pedimos que un espacio T31

o T3 también sea 77, entonces se tiene la siguiente Cadena de implicaciones
Tgl =T33 =Ty =T =1
2

esto es, un espacio T3, y 11 es T3 y un espacio 13 y 11 es T5.
2

1.2. Categorias

En esta seccién definiremos los conceptos de categoria, funtor, transformacion natural y
funtores adjuntos, junto con algunos ejemplos que permitirdn relacionar los conceptos con
distintos temas en el campo de las matematicas. Las definiciones dadas a continuacién seran
utilizadas hasta el capitulo 3. Para mayor detalle se recomienda revisar los libros [4] y [5].

1.2.1 Definicién. Una categoria € consta de:
(1) una clase €y cuyos miembros son llamados €-objetos;

(2) un conjunto €(A,B) para cada par de €—objetos A, B, cuyos elementos se llaman

¢-morfismos de A a B y que denotaremos como flechas A i> B. La clase €(_,_) cumple
que si (A, B) # (C, D) entonces €(A, B)NE€(C,D) =&

(3) para cada €—objeto A un morfismo 14 € €(A, A) llamado identidad en A;

(4) una ley de composicion asociada a cada par de €—morfismos f € €(A,B) y g € €(B,C)

denotada con A ﬂ) Cen €(A, C), que se representa con la conmutatividad del siguiente
diagrama

y debe cumplir las siguientes condiciones:
(a) la composicion es asociativa, esto es, dados €—morfismos A i> B, B ENYG; y C LN D,
el siguiente diagrama conmuta

ALJLC

1
B——D
hog

)

es decir, (hog)o f=ho(go f);
(b) lasidentidades satisfacen que, dado f € €(A, B), se tiene que foly = fy lgof = f,

es decir, el diagrama
B
VN
A1 op
N

A

conmuta;
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1.2.2 Definicién. (1) Una categoria 2 se dice que es una subcategoria de B si cumple las

(2)

siguientes condiciones:

(a) Los 2-objetos son también B-objetos.

(b) Si Ay A’ son 2-objetos, entonces 2A(A, A’) C B(A, A').

(c) Para cada A-objeto A, la B-identidad en A es la 2A-identidad en A.

(d) La ley de composicién en 2 es la restriccién de la ley de composicién en 9B a los

morfismos de .

2 es llamada una subcategoria plena de B si cumple (1) y ademds, para cualesquiera dos
2-objetos A y A’, se tiene que A(A, A") = B(A4, A').

1.2.3 Ejemplos. (1) La categoria cero, con €y = @.

(2)

Un monoide es una categoria con un solo objeto. Cada monoide estd determinado por
el conjunto de todas sus flechas; por la identidad y la regla de composicién. Como
cualesquiera dos de ellas tienen una composicion, un monoide puede ser descrito como
un conjunto M con una operacién binaria M x M — M la cual es asociativa y tiene un
elemento identidad. Entonces, para cualquier categoria € y cualquier objeto A en C, el
conjunto €(A, A) es un monoide.

Set es la categoria cuyos objetos son todos los conjuntos y cuyas flechas (o morfismos)
todas las funciones entre ellos.

Veck es la categoria cuyos objetos son espacios vectoriales sobre un campo fijo K y
cuyos morfismos son funciones K-lineales.

Top es la categoria cuyos objetos son todos los espacios topoldgicos y morfismos todas
las aplicaciones (funciones continuas) entre ellos.

Rel es la categoria cuyos objetos son parejas (X, p) donde X es un conjunto y p es una
relacion binaria en X. Los morfismos son funciones que preservan la relacion, es decir,
f: X — Y tal que si zpz’ entonces f(z)of(x'), donde o es la relacién en Y. Como
subcategoria plena de Rel se tiene a Sym cuyos objetos son conjuntos con una relaciéon
simétrica.

Grp es la categoria cuyos objetos son todos los grupos y cuyos morfismos son los homo-
morfismos entre ellos. Como subcategoria plena, se tiene a Ab cuyos objetos son grupos
abelianos.

Met, es la categoria cuyos objetos son espacios métricos y cuyos morfismos son las
funciones uniformemente continuas. Una subcategoria plena de ésta es aquélla cuyos
objetos son los espacios métricos completos. A esta categoria la denotaremos Met,.

X3, o Tych es la subcategoria plena de Top cuyos objetos son los espacios topoldgicos
2
completamente regulares y T7. Notemos que si denotamos por A; a las subcategorias
plenas de Top cuyos objetos son espacios topolégicos T; con i € {0,1,2} y X3 aquélla
cuyos espacios sean 13 y 171, se tiene A3, C X3 C Xy C A7 C Ap.
2

1.2.4 Definicién. Para cualquier categoria € la categoria opuesta (o dual) de € es la categoria
¢ cuyos objetos y morfismos identidad son los mismos que en €, pero €°P(A, B) = €(B, A)
y fog=go f, es decir, € y €% tienen los mismos objetos, pero las clases de morfismos
cambian en direccién.
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1.2.5 Ejemplos. Si M = (m, e, ¢e) es un monoide, considerado como una categoria, entonces
M = (m,e,e) donde aeb = b e a.

1.2.6 Observacién. Dado que la categoria dual esta definida, cualquier enunciado que co-
rresponda a un objeto X en la categoria 2 puede ser transladado a un enunciado légicamente
equivalente que corresponda al objeto X en la categoria 2(°P. Como ejemplos veremos en las
siguientes secciones las reflexiones y correflexiones de una categoria dada.

Como consecuencia de lo anterior, tenemos el principio de dualidad, enunciado de la si-
guiente manera:

Para cualquier propiedad P que se cumple en todas las categorias, la propiedad P°P también
se cumple para todas las categorias.

1.2.7 Definiciéon. Dada una categoria €, un €—objeto A es:
(1) i4nicial si para cualquier €-objeto B, €(A, B) tiene un tnico elemento;

(2) final si para cualquier €-objeto B, €(B, A) tiene un unico elemento (dual de inicial en
&)

(3) un objeto cero si es inicial y final.

1.2.8 Ejemplos. La categoria Set tiene como objeto inicial @ y como objeto final cualquier
conjunto con un solo elemento {x}.

1.2.9 Definicién. Dado un morfismo f € €(A, B) se tiene que
(1) f es un monomorfismo si dados h, g € €(C, A) tales que fog= foh entonces g = h.
(2) f es un epimorfismo si dados h, g € €(A,C) tales que go f = ho f entonces g = h.
(3) f es un isomorfismo si existe g € €(B,A) talque gof =14y fog=1p.

1.2.10 Observacién. Dos objetos iniciales (finales) de una categoria € son isomorfos.
Si Ay A’ son iniciales en €, existen morfismos tinicos f y g tales que

por la unicidad de la definicién go f =14y fog = las, es decir, A y A’ son isomorfos (un
razonamiento dual permite concluir lo anterior para objetos finales).

Siguiendo con el ejemplo en Set, podemos concluir que dicha categoria no tiene objetos ce-
ros ya que si existiese uno, digamos O, como los isomorfismos aqui son las funciones biyectivas,
entonces @ seria biyectable con O y O seria biyectable con {z} lo cual es imposible.

1.2.11 Definiciéon. Dadas dos categorias € y ©, un funtor F de € a ® consta de:

(1) una asignacién &g SN que manda a un €-objeto A en un ®-objeto F'(A);

(2) y para cada par de €-objetos A y B, una funcién (que también denotaremos por F')

¢(A,B) EiN D(F(A), F(B)) que manda ¢-morfismos A 1y B en ®-morfismos F(A) £,
F(B) tal que
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(a) F(1a) = 1pa),
(b) F(fog)=F(f)oF(g)

1.2.12 Ejemplos. (1) Dada una categoria €, podemos definir el funtor identidad

(2) Dada una categoria ©, cuyos objetos son conjuntos con alguna estructura (grupos, ani-
llos, médulos, espacio topoldgicos, etc.), definimos el funtor que olvida dicha estructura.
Por ejemplo, de la categoria de grupos a Set, el funtor que olvida U : Grp — Set

(G, x,e) —L> G

/| if

(H, +, 0) ? H
que manda cada objeto en Gpr a su conjunto subyacente (conjunto sin la estructura) y
cada homomorfismo en la funciéon subyacente.

(3) Dada una categoria € y cualquier €-objeto A, el hom—funtor covariante €(A,_) : € — Set
estd definido como

B—1) g4, B)
fl le(A,f)
o) e, 0),

donde €(A, f)(g) = f o g que es un morfismo de A en C.
1.2.13 Definicién. Un funtor F': € — D es:

(1) contravariante si F' asigna a cada €-objeto C' un ®-objeto F(D) y a cada flecha C ENYoL

una flecha F(C") £, F(C)en®. Asi, F(1¢) = 1pcyy F(fog) = F(g)oF(f) (siempre

y cuando la composicién f o g esté definida en C)

(2) fiel si para cada pareja de € —objetos A y B, se tiene que €(A, B) EN C(F(A),F(B)) es
inyectiva.

(3) pleno si para cada pareja de € —objetos A y B, se tiene que €(A, B) EN ¢(F(A),F(B))
es suprayectiva.

1.2.14 Definicién. (1) Una transformacion natural 7 : F' — G entre dos funtores F,G :
¢ — 9, consta de una asignaciéon que a cada €—objeto C lo manda a un ®-morfismo

F(C) 7o =1(0), G(C) de © de tal manera que para todo €-morfismo C' ENIGAS! siguiente
diagrama conmuta:

c F(C) == G(C)

f i F (f)i iG(f)

c’ F(C") - G(c)

Cuando esto ocurre diremos que 7¢ : F(C') — G(C) es natural en C.
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(2) Una transformacién natural 7 : F' = G, cuyas componentes 7¢ son isomorfismos, es
llamada una equivalencia natural (o isomorfismo natural) de F' a G. Decimos que F'y
G se dice que son naturalmente isomorfos si existe un isomorfismo natural entre ellos.

1.2.15 Ejemplos. (1) La transformacién identidad es un isomorfismo natural entre un fun-
tor y él mismo, idp : ' = F', donde F' es un funtor de € en ®, tal que a cada €—objeto

1
A es mandado a F'(A) N3 (A). Claramente el diagrama correspondiente conmuta.

(2) Sea K un campo, podemos construir un funtor F' : Set — Veck, tal que cualquier
otro funtor construido de forma analoga de Set a Veck es naturalmente isomorfo a F'.
Primero veamos que todo conjunto X es base de un K-espacio vectorial C'(X):

Prueba.

(a)

Para un conjunto X definimos
O(X) = {X L K: fL(K\ {0}) es finito }

es decir, C(X) consiste en todas las funciones de X en el campo K que son cero
salvo en un nimero finito de puntos.

C(X) tiene como estructura de K-espacio vectorial la siguiente: si f, g € K entonces
(f+9)(x) = f(z) +g(x) y si @ € K entonces (af)(x) = af(zx).

Sea x € X. Definimos la funcién §, € C(X) como §,(t) =0sit # xy 05(t) =1 si
t = z, donde 1 es el neutro multiplicativo de K. Claramente el conjunto {0, : a € X'}
es linealmente independiente y genera a C'(X) ya que cualquier funcién f € C(X) se
puede escribir como f = >"", f(y;)d,, donde y1,. ..y, son los elementos distintos
de X que no se anulan bajo f. Por lo tanto {0, : @ € X} forma una K-base para
C(X).

Si definimos ¢ : X — C(X) como ¢(z) = d;, tenemos una biyeccién entre X y
{04 : @ € X}, es decir, podemos pensar a X como una base para C(X).

Por otro lado, si g : X — V es una funcién K-lineal de X en el K-espacio vectorial
V', entonces existe una unica extensién ¢ : C(X) — V dada por la funcién K-lineal
generada por ®(d;) = ¢(x) (que es tnica porque dada cualquier extensién 7, se
cumple que @ y 1 coinciden en la base).

Ahora, definimos el funtor F': Set — Veck que asigna a cada conjunto X un K-espacio

vectorial F'(X) con base X y a cada funcién X 45 ¥ la tinica funcién entre K -espacios

vectoriales F'(X) EiR (Y') que extiende f al definirse sobre la base X. Dado que existen
muchos K-espacios vectoriales con las mismas bases, pareceria no estar bien definido
dicho funtor, pero tomando un espacio vectorial especifico (por ejemplo C'(X)) con base
X se obtiene un funtor F : Set — Vecgk. Ademads, cualesquiera dos funtores obtenidos
de ésta manera son naturalmente isomorfos:

Sean F' : Set — Veckg y G : Set — Vecg funtores obtenidos como arriba. Definimos la
transformacién natural 7 : F' = G como sigue

fJ/ F(f)i lG(f)
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donde 7x estd dada por la funcién lineal generada a partir de la identificacién de sus
correspondientes bases (que son el conjunto X). Entonces dicha funcién lineal manda
una base del dominio en una base del contradominio, es decir, es un isomorfismo de
K-espacios vectoriales. Por lo tanto 7 es un isomorfismo natural.

1.2.16 Definicién. Un diagrama en una categoria € es un funtor D : Z — €, donde Z es
una categoria pequena, esto es, Zg es un conjunto. El dominio Z es llamado el esquema del
diagrama.

1.2.17 Ejemplos. Un diagrama en &, con esquema e — e, es esencialmente un par de
¢-morfismos con dominio y codominio comun.

1.2.18 Definicién. Sea D : 7 — € un diagrama.

(1) Una €—fuente (C ER D;)iez, se dice que es natural para D si para cada Z-morfismo

i i) 7, el siguiente diagrama conmuta

C
- <D

D; .
D(f) J

(2) Un limite de D es una fuente natural (L LN D;)icz, para D con la siguiente propiedad

universal: dada una fuente (A iz—> D;)iez, natural para D, existe un dnico morfismo
f:+A— Ltal que f; =1; o f para todo 7 objeto de 7.

Como veremos a continuacién, la nocién de colimite es dual a la de limite.

1.2.19 Definicién. Sea D : 7 — € un diagrama.

(1) Un €—pozo (D; EiN C)ie1, se dice que es natural para D si para cada Z-morfismo ¢ EN 7,
el siguiente diagrama conmuta

D(f) Dj
N
C.

(2) Un colimite de D es un pozo natural (D; NS )iez, para D con la siguiente propiedad

D;

universal: dado un pozo (D; iz—> B);ez, natural para D, existe un tnico morfismo f :
K — B tal que f; = f ol; para todo i objeto de Z.

Veremos ejemplos de colimites en la seccion de correflexiones.

1.2.20 Definicién. Una adjuncién es una tripleta (F,G,7) talque F : € - Dy G: D — €
son funtores y 7 : €(_,G_) = ®D(F_,_) es un isomorfismo natural.

La condicién de naturalidad de 7 se traduce como sigue: para cada B 9y B, morfismo en
Dy As ER A1 morfismo en €, el siguiente diagrama conmuta

TA1,By

Ay B, (A1, G(B1)) ——=D(F(A1), B1)
fl lg C(ﬁG(g))l J{D(F(f),g)
Ay B ¢(A2,G(B2)) mD(F(Ag), By).
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Dado h € €(A1,G(B1)), la funcién [€(f, G(g))](h) estd dada por la siguiente composicién

Ay LA s o)) Y o,

Anélogamente se tiene una composicién similar para ©(F(f),g).
Notemos que, por definicién, 7 es un isomorfismo natural si las componentes 74, B, son
isomorfismos en Set, es decir, si

TAy,By

¢(A1,G(Br)) D(F(Ay), Br)

es una biyeccién que es natural en ambas variables.

1.2.21 Teorema. Cada adjuncion (F,G,T) estd completamente determinada por cualquiera
de los siguientes enunciados:
(1) Funtores F: € - ® y G : D — €, y una transformacion natural n : 1¢ = G o F' tal que

sus componentes C % G(F(C)) son universales para G de C. Es decir, las componentes
tienen la siguiente propiedad universal:

Dado un €-objeto C, un ®-objeto D y un €-morfismo C i> G(D), eziste un unico
D -morfismo F(C) % D tal que f = G(g) one, es decir, el diagrama siguiente conmuta:

C % G(F(0)) ec¢ F(O) )
x vG(g) lg
G(D) D

(2) Un funtor G : ® — €, una asignacion tal que para cada C se tiene un objeto F(C') en
D y una flecha universal C 2% G(F(C)) de C a G. Entonces el funtor F estd definido

por las flechas C b e por medio de G(F(h)) onc = ner o h.

(3) Funtores F : € - © y G : © — €, y una transformacion natural € : F o G = lg
tal que sus componentes F(G(D)) 22 C son universales para F de D. Es decir, las
componentes tienen la siguiente propiedad universal:

Dado un €-objeto C, un D—-objeto D y un D-morfismo F(C) 9y D, existe un tnico
D -morfismo C EN G (D) tal que g = epoF(f)c, es decir, el diagrama siguiente conmuta:

F(C). ' oD €D C ec¢
F(f) ‘ ,;D lf
F(G(D)) G(D)

(4) Un funtor F : € = D, una asignacion tal que a cada D se tiene un objeto G(D) en € y
una flecha universal F(G(D)) <2 D de F a D.

(5) Funtores F' y G, y transformaciones naturales ) : l¢ = GoF ye: FoG = lg tales
que las composiciones

G(D) % (Go F o)D) %% a(D) y F(C) £ (FoGo F)C) =L F(O)

son las transformaciones identidad.

A F se le llama adjunto izquierdo de G (G es el adjunto derecho de F'), denotado por
FA4G. A nselellama la unidad de la adjuncion y a € la counidad de la adjuncion.



Capitulo 2

Conexidad

En este capitulo se veran las definiciones de espacio topolégico conexo, localmente conexo,
conectable por trayectorias y localmente conectable por trayectorias, entre otras. Probaremos
algunos resultados que nos permitan generalizar la nocién de conexidad a categorias topoldgi-
cas.

Ademsds, daremos las definiciones de propiedad reflexiva y correflexiva, junto con algunos
ejemplos que las relacionan con los espacios totalmente inconexos, totalmente inconexos por
trayectorias (tipt), localmente conexos y localmente conectables por trayectorias. Las nociones
de reflexividad y correflexividad seran extendidas a categorias y, en los capitulos siguientes,
mostraremos la importancia que tienen éstas.

2.1. Espacios conexos

2.1.1 Definicién. (1) Si (X, 7) es un espacio topolégico, una separacién U|V de (X, T) es
una pareja de abiertos ajenos U, V de (X, 7) tales que X =U U V.

(2) SiU|V es una separaciéon de (X,7) y U = @ oV = &, se dice que U|V es una separacion
trivial.

(3) Un espacio topoldgico (X, T) es conezo si toda separacion de (X, 7) es trivial.

2.1.2 Proposicion. Sea X un espacio topologico. Entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

(1) X es conexo.

(2) Cualesquiera dos puntos de X estdn conectados, es decir, si x y x' son puntos de X tales
que x # 7', entonces existe un subespacio conexo de X que los contiene.

(3) Los tunicos subconjuntos abiertos y cerrados de X son X y @.

(4) Si{0,1} denota al conjunto {0,1} con la topologia discreta y f : X — {0,1} es continua,
entonces f es constante.

(5) SiY es discreto con mds de un punto y f : X — Y es continua, entonces f es constante.

Prueba. (1) = (2): Es claro, pues X es conexo y contiene a cualesquiera dos puntos.

Las siguientes implicaciones se haran por contrapuesta:

(2) = (3): Sea E C X propio, no vacio, abierto y cerrado en X. Entonces X \ £ # & y
X \ E es abierto y cerrado. Sean a € E 'y b€ X \ E, si F' es un subconjunto conexo de X que

23
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contiene a {a,b}, entonces (E N F)|((X \ E) N F) es una separacién no trivial de F' y por lo
tanto F' no es conexo, es decir, a y b no estan conectados en X.

(3) = (4): Sea f : X — {0,1} continua no constante. Entonces f es suprayectiva y por lo
tanto @ # f71(0) # X y @ # f~1(1) # X son abiertos y cerrados en X.

(4) = (5): Sea f: X — Y continua no constante con Y espacio discreto. Entonces existen
v,y € f(X) con y # y'. Definimos g : Y — {0,1} como

0 siz=y,
9(z) = .
1 siz#y.

Como Y tiene la topologia discreta, g es continua 'y gof : X — {0, 1} es continua no constante.
(5) = (1): Sean U]V una separacién no trivial de X y f : X — {0,1} definida como
fU)={0} y f(V) ={1}. Entonces f es continua y no constante. O

2.1.3 Ejemplos. (1) El espacio de Sierpinski S = ({0, 1}, {{0,1},{0}@}) es conexo.
(2) Todo espacio indiscreto es conexo.

(3) Si (X,7) es un espacio con una infinidad de elementos y 7 es la topologia cofinita,
entonces (X, 7) es conexo.

(4) Los espacios singulares son conexos (espacios con un solo elemento).

2.1.4 Proposicién. El intervalo cerrado I = [0, 1], con la topologia usual, es conezo.

Prueba. Si I no fuera conexo, existirian A y B cerrados ajenos distintos del vacio tales que
AUB = 1. Sea d la métrica usual de I. Como A y B son cerrados y acotados, por 1.1.70,
son compactos y, por lo tanto, existen ag € A y by € B tales que d(ag, by) = d(A, B).! Por ser
Ay B ajenos, ag # by y por lo tanto d(ag,bg) = r > 0. Sin perdida de generalidad podemos
suponer que ag < by. Sea x = ag + 5 € I. Como d(ag,z) = d(bp,x) = § < r, tenemos que
x ¢ Ay x ¢ Blo cual es una contradiccién pues AUB = I. Por lo tanto A = & o bien B = &,
esto es, I es conexo. O

Las siguientes dos proposiciones son de suma importancia para poder extender la idea de
conexidad, como se vera también, con los espacios conectables por trayectorias.

2.1.5 Proposicion. La imagen continua de un conexo es conexa.

Prueba. Sea f : X — Y continua con X conexo. Supongamos que f(X) no es conexo.
Entonces existe g : f(X) — {0, 1} continua y suprayectiva por (4) de la proposicién 2.1.2. Por
lo tanto go f : X — {0, 1} es continua y suprayectiva, es decir, X no es conexo. O

2.1.6 Proposicién. Si X es un espacio topologico y {X;}jes es una familia de subespacios
conexos de X tales que ﬂjeJ X, # @, entonces UjeJ X es conexo.

Prueba. Sean x € ﬂjeJ X;,Y = UjeJ X el subespacio de X con la topologia relativa a X
y f:Y — {0,1} una funcién continua, como f|x, es constante para toda j € J, si f(z) =0

entonces f(X;) = {0} para toda j € J y por lo tanto f es constante, es decir, Y es conexo. [

'd(A, B) = inf{d(a,b)la € Ay b € B} = inf{d(a, B)|a € A} asi, por la continuidad de la funcién distancia
d, el conjunto inf{d(a, B)la € A} alcanza su mdximo y su minimo en un conjunto compacto, y por lo tanto
existen los puntos ag € Ay by € B tales que d(A4, B) = d(ao, bo).
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2.1.7 Proposicién. Sea C un subespacio conexo de X y supongamos que C C E C C donde
C denota la cerradura de C. Entonces E es conexo. En particular, la cerradura de un conexo
€s conexa.

Prueba. Primero veamos que si C' es un espacio denso y conexo de X, entonces X es
conexo. Sea f : X — {0,1} una funcién continua. Luego, la restriccién f|c es constante,
digamos f(C) = {0}. Entonces f~1(0) es un cerrado que contiene a C' y por lo tanto a su
cerradura, es decir, X = C C f~1(0), por lo tanto X es conexo.

Ahora, como E C C, entonces E = C N E, es decir, C' es denso y conexo en E, y por lo
anterior E es conexo. g

2.1.8 Definiciéon. Sean X un espacio topoldgico y x es uno de sus elementos. Definimos
la componente conera de x en X, que denotaremos por C(x), como la unién de todos los
subespacios conexos de X que contienen a x. Claramente C(z) es conexo para todo z en
X (ver 2.1.6).

2.1.9 Observacién. (1) Como C(x) es conexo, por definicién y por 2.1.7, C(z) = C(z), es
decir, las componentes conexas son cerradas.

(2) Siz,y e Xy C(x)NC(y) # @, entonces C(x) UC(y) es un conjunto conexo que contiene
a x y y. Por definicién, tenemos que se debe cumplir C(z) U C(y) C C(z),C(y), por lo
tanto C(z) = C(y).

2.1.10 Proposiciéon. Si X; es un espacio topoldgico conexo para toda j € J, entonces
HjeJ X con la topologia producto es conexo.

Prueba. Primero probemos el caso para J = {1,2}. Sean (z1,x2) y (2}, z}) en X7 x Xo.
Entonces {(z1,x2), (z},25)} C (X1 x {z4}) U ({x1} x X2), el cual es un espacio conexo del
producto ya que {(z1,z5)} C (X1 x {zh}) N ({x1} x X2) y cada uno de los elementos de la
union es conexo. Por lo tanto, cualesquiera dos puntos estan conectados.

Por induccién, se prueba el caso para un producto finito. Ahora, para cualquier conjunto de
indices J, sea x € [[;c; X, digamos x = (z;)jes. Probaremos que C(z) es denso en [[;; X;
y por 2.1.7, el producto serd conexo. Tomemos un elemento béasico de la topologia producto

-1 . . .
B = Lyp;, (Uj) con {ji,...,jn} € J. Sean y € B, digamos y = (y;)jes ¥ z € [[;e;X;
tales que
i = y‘h Slje{jlaajn}a
i = . : .
xzj sii € {ji,...,jn}

Definimos X} = X; si j € {j1,...,ju} vy Xj = {z;} si j & {j1,...,jn}. Entonces {z,z} C

[[c; X;. Y dado que [[,c; X} es homeomorfo a Xj, x ... x Xj , el cual es conexo por el
argumento de arriba, concluyendo que = y z estan conectados. Esto es, z € C'(x) N By por lo
tanto C(z) es denso. O

2.1.11 Definicién. Un espacio topoldgico X es totalmente inconexo si C(x) = {x} para toda
rzen X.
Por ejemplo, todo espacio discreto es totalmente inconexo.

2.1.12 Observacién. (1) Todo espacio X totalmente inconexo es 71 (C'(z) = {x} es cerra-
do).

(2) Para todo espacio X, las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) X es totalmente inconexo.
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(b) Si f:Y — X es continua y Y es conexo, entonces f es constante.
(a) = (b) Sea X totalmente inconexo. Dado que f(Y') es conexo, se tiene que f(Y)
es un solo punto.
(b) = (a) Sean Y = C(z) para alguna z € X y f =i la inclusién. Entonces f es
constante y por lo tanto C'(z) = {x}.

2.2. Conexidad por trayectorias

2.2.1 Definicién. (1) Una trayectoria en un espacio topolégico X es una aplicacién o :
I — X donde I es el intervalo [0, 1] . Si o es una trayectoria en X, se dice que o empieza
en 0(0) y termina en o(1).

(2) Un espacio X es conectable por trayectorias (cpt) si, dados x, 2’ € X, existe una trayec-
toria en X que empieza en x y termina en z’.

2.2.2 Observacién. (1) Todo espacio X cpt es conexo. Si x, 2’ € X, existe una trayectoria
o:I— X tal que 0(0) =2 y 0(1) = 2/. Entonces {z,2'} C o(I) C X y dado que o(I)
es conexo por 2.1.4 y 2.1.5, se tiene que x y 2’ estdn conectados en X.

(2) Todo intervalo E de R es conectable por trayectorias. Sean a,b € E, la funcién o : I — FE
definida como o(t) = a(1 —t) + bt es continua y tal que o(0) =a y o(1) =b.

2.2.3 Ejemplos. (1) Todo espacio indiscreto es cpt.

(2) El espacio de Sierpinski es cpt.

En el siguiente ejemplo se hard uso del corolario 2.3.7, el cual afirma que coproductos y
cocientes de espacios localmente conexos (ver 2.3.3)son localmente conexos. La prueba de
dicho resultado se hara en la siguiente seccién, cuando se defina reflexion y correflexion.

(3) E = {(0,0)} U f(0,1] C R? donde f : R — R? es tal que f(t) = (¢,sent), es conexo
pero no cpt.

Supongamos que existe o : I — E tal que ¢(0) = (0,0) y o(1) = (2,0). Si p, es
la proyeccién sobre el eje z, p, o o es una trayectoria en R tal que p,(c(0)) = 0y
px(o(1)) = L. Entonces [0, 1] = p,(o(I)); pues si existiese algiin punto a € [0, 1] tal
que a ¢ p;(o(I)) entonces se tendria una desconexién en p,(o(I)), lo cual es imposible.
Ahora, notemos que pg|p : E — [0,2] es biyectiva, por lo tanto o(I) = E. Por otra
parte, I es compacto y E es 15, entonces o es cerrada, es decir, ¢ es una identificacion
y por lo tanto un homeomorfismo. Puesto que I es localmente conexo tenemos que
E es localmente conexo (corolario 2.3.7), lo cual el falso, ya que podemos tomar una
vecindad suficientemente pequena en (0,0) tal que todo abierto que contenga al punto y
esté contenido en la vecindad sea inconexo. Por lo tanto no existe trayectoria en E que
una a (0,0) con (£,0).

T

La siguiente observacién y proposicion muestran una relacion de suma importancia con las
proposiciones de espacios conexos, mencionadas anteriormente. Dichos resultados nos permi-
tirdn extender la nocién de conexidad a subcategorias de Top?

2.2.4 Observacién. (1) De lo anterior, puesto que f(0, %] es cpt y (0,0) estd en la cerradura
de £(0, %], concluimos que, contrario a los espacios conexos, la cerradura de un espacio
cpt no necesariamente es cpt.

2Véase 1.2.3 del Capitulo 2



CAPITULO 2. CONEXIDAD 27

(2) La imagen continua de un espacio cpt es cpt.

2.2.5 Proposicién. Si X es un espacio topologico y {X;}jes es una familia de subespacios
cpt tal que mjeJ X; # @ entonces UjeJ X; es cpt.

Prueba. Sean = € ﬂjeJ Xjyabe UjeJ X, entonces existen ¢,7’ € J tales que a € X; y
b € X. Por hipétesis existen w : I — X; y w’': I — X tales que w(0) = a, w(1) = z = w'(0)

y w'(1) = b. Definimos W : I — J;c; X como:
w(2t) sio<t<i,
w2t —1) sid<t<1.

Nétese que la funcién W es continua porque en cada intervalo lo es (al ser composicién de
continuas) y en la interseccién W(%) = x estd bien definida. Por lo tanto W es una trayectoria
deaenben J;c; X O

2.2.6 Proposicién. Si{X,}jcs es una familia de espacios cpt entonces el producto topolégico
(ITjes X5, 7) es cpt.

Prueba. Sean z,2’ € [[..; X;. Para cada j € J sea w; : I — X; una trayectoria tal que
w;(0) = x; = pj(x) y w;(1) = 2} = p;j(2'). Sea w : I — [[;c; X, la tinica funcién continua tal
que, para toda j € J, el siguiente diagrama conmuta?:

HjeJ Xj-
Entonces w(0) = z y w(1) = 2’ y por lo tanto [[,.; X; es cpt.

2.2.7 Definicién. Si X es un espacio topoldgico, definimos la componente por trayectorias de
x en X, que denotaremos por ¢(x), a la unién de todos los subespacios cpt de X que contienen
a x.

2.2.8 Observacién. (1) Para toda z € X, ¢(x) es cpt.
(2) Sic(x)Ne(y) # @ entonces c(z) = c(y).

2.2.9 Definicién. Un espacio topolégico X es totalmente inconexo por trayectorias (tipt) si
para toda z € X, ¢(x) = {z}.

2.2.10 Observacion. Si X es un espacio topoldgico, las siguientes condiciones son equiva-
lentes.

(1) X es tipt.
(2) Siw:I — X es continua, entonces w es constante.
Prueba. Por contrapuesta:
(1) = (2) Si existe w : I — X continua no constante, entonces podemos tomar t € I tal

que w(t) # w(0). Si z := w(0), se tiene que w(I) C ¢(z) porque w(I) es cpt ((2) de 1.2.4), por
lo tanto c(x) # {x}.

(2) = (1) Si X no es tipt, entonces existe una aplicacién w : I — X no constante.

3Hemos hecho uso de la propiedad universal del producto topoldgico.
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2.2.11 Ejemplos. (1) Todo espacio discreto es tipt.

(2) Si X es un espacio numerable infinito, con la topologia cofinita, entonces X es conexo,
localmente conexo y tipt (en el capitulo 4 volveremos a este ejemplo).

2.2.12 Proposicién. Sea {fj : X — X;}jec; una monofuente de funciones continuas tal que
para toda j € J X; es tipt. Entonces X también es tipt.

Prueba. Por contrapuesta. Si X no es tipt entonces existe w : I — X continua no constante
por la observacién anterior. Por lo tanto, existe t € I tal que z = w(0) # w(t) = 2’. Por ser
{f;j}jes monofuente, existe jo € J tal que fj,(z) # fj,(«'), por lo tanto fj, cw : I — X}, es
una trayectoria no constante, es decir, X, no es tipt. O

2.2.13 Proposicion. Los productos y subespacios de espacios tipt son tipt.

Prueba. Si {X;},cs es una familia de espacios tipt y [] jed X es su producto, entonces la
familia de proyecciones p; : Hje 7 X; — X; es monofuente. Ademds, si Y es un subespacio
de X entonces la inclusién ¢ : Y — X es monofuente. Por lo tanto, utilizando la proposicion
anterior, se concluye que productos y subespacio de tipt son tipt. O

2.3. Reflexiones y correflexiones

2.3.1 Definicién. Sea ¢ una clase de funciones continuas. Se dice que una propiedad topolégi-
ca P es e—reflexiva si, dado un espacio topolégico X, existe e : X — X’ en ¢ tal que X’ tiene
la propiedad P y, si Y tiene la propiedad Py g : X — Y es continua, entonces existe una
Unica funcién ¢’ : X’ — Y continua que hace conmutar el diagrama:

X=X
gl
Y

A la funcidn e se le llama reflexion.

2.3.2 Proposicion. La propiedad de ser totalmente inconexo es cociente reflexiva, es decir,
si X es un espacio topoldgico y p : X — Y es el cociente que identifica cada una de las
componentes de X en un punto, entonces p es una reflexion de X en los espacios totalmente
1MCONETOSs.

Prueba. Primero veamos que Y es un espacio totalmente inconexo. Sea iy € Y y supongamos
que C(y) tiene més de un punto. Por ser C(y) cerrado, la restriccién ¢ := p]g_(zfzc(y)) es una

identificacién. Por definicién de p, p~*(C(y)) es la unién de dos o mas componentes de X,
por lo tanto p~1(C(y)) es disconexo. Entonces existe una funcién continua y suprayectiva
f:p Y C(y)) — {0,1}, pero dado que g es una identificacién, si ¥/ € C(y), se tiene que
¢ 1(y') es una componente de X, es decir, es un subconjunto conexo de p~(C(y)). Luego
f(g71(y")) es conexo, lo que significa que consiste de un sélo punto. Por lo tanto, existe una
Unica funcién continua h que hace conmutar el siguiente diagrama:

P (C(y)) # {0,1}

C(Y)
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y dado que f es suprayectiva, se tiene que h es suprayectiva, es decir, C(y) no es conexo, lo
cual es una contradiccion. Por lo tanto Y es totalmente inconexo.

Ahora, sea f : X — Z una funcién continua con Z un espacio totalmente inconexo. Si
y €Y, se tiene que p~!(y) es una componente de X, por lo tanto la restriccion flp-1(y) s
constante al mandar dicho conjunto a un conexo en Z. Como p es una identificacién, existe
una unica funcién continua h tal que el diagrama siguiente conmuta:

Xty

s h

Z
Por lo tanto p es una reflexion de X en los espacios totalmente inconexos. O

2.3.3 Definicién. (1) Un espacio topolégico X es localmente conezo en x € X si x posee
una base de vecindades conexas.

(2) X es localmente conexo si lo es en cada uno de sus puntos.

2.3.4 Proposicién. Si X es un espacio topoldgico, entonces las siguientes condiciones son
equivalentes.

(1) X es localmente conezo.
(2) SiU C X es abierto, entonces las componentes conezxas de U son abiertas.

(3) SiU C X es abierto yp: U — U’ es la reflexion de U en los totalmente inconexos,
entonces U’ es discreto.

Prueba.

(1) & (2) Sean U abierto de X y x € U. Por hipétesis existe una vecindad conexa B de x
tal que x € B C U y ademés = € B C Cy(x), por lo tanto Cy(x) es abierta.

Reciprocamente, si las componentes conexas de los abiertos son abiertas, sea r € X,
definimos B, = {B C X : B es componente conexa de algin abierto que contiene a x}. Por
lo tanto, si € U con U abierto y B es la componente conexa en U que contiene a z, se tiene
que tal que B esta en B,.

(2) & (3) Dado que la reflexién 2.3.2 es una identificacién de las componentes conexas a
un punto y por hipdtesis éstas son abiertas en U, entonces los puntos en U’ son abiertos.

Reciprocamente, si U’ es discreto, entonces la imagen inversa bajo p de los puntos (que
son las componentes conexas) son abiertas en U. 4

2.3.5 Lema. Si {f; : Y; — Y}icr es un pozo final y, para cada i € I,Y; es localmente conezo,
entonces la reflexion dada por 2.3.2, digamos v :' Y — Y', tiene como contradominio Y' un
espacio discreto.

Prueba. Sean {r; : Y; — Yzi’ bier yr Y — Y/ reflexiones en los totalmente inconexos.
Entonces, para toda i € I, existe una tnica funcién continua f; tal que el siguiente diagrama
conmuta

.
Y, ey

|

y >y
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Puesto que (f;)ier es final y r es identificacién, (r o f;);er es un pozo final ya que dado
cualquier U C Y tal que f; '(r~}(U)) es abierto en Y; para toda i, se tiene que r~1(U)
es abierto en Y y por lo tanto U es abierto en Y’. En consecuencia, dado que r; es una
identificacién, se tiene que para todo U C Y” tal que r; ' ((f{)~}(U)) es abierto, por un lado
(f))"Y(U) es abierto en Y y por otro U es abierto en Y’ (conmutatividad del diagrama). Por
la proposicién anterior, Y/ es discreto y, por lo tanto, cualquier subconjunto de Y’ es abierto,
es decir, Y/ es discreto. O

2.3.6 Proposicién. Sea {f; : X; — X}ier un pozo final y, para cada i € I, X; un espacio
localmente conexo. Entonces X es localmente conexo.

Prueba. Todo conjunto abierto U de X cumple que {fi|][{_,1(U)}Z-€1 es un pozo final, ya que

dado W C U tal que fl-_l\ f_—l(U)(W) es abierto para toda 4, por la continuidad de f;, tenemos

que W es abierto en fi_l(U ) v por ser { fi}ier final, concluimos que W es abierto de U. Por lo
tanto, haciendo uso del lema anterior, la reflexién de U en los totalmente inconexos es discreta,
es decir, X es localmente conexo ((3) de 2.3.4).

2.3.7 Corolario. Los coproductos y cocientes de espacios localmente conexos son localmente
COMETOS.

Prueba. Si [] jeg Xjes el coproducto de los espacios topoldgicos X; con j € J, entonces la
familia de inyecciones m; : X; — [[,;c; X es un pozo final.
Sip: X — Y esidentificacién entonces la topologia de Y es final respecto a p y X. O

2.3.8 Proposicién. La propiedad de ser tipt es cociente reflexiva.

Prueba. La propiedad es claramente topolégica.

Sean (X, 7) un espacio topolégico y {f; : X — Xj},cs la fuente de todas las funciones
continuas con dominio X y codominio un espacio tipt. Definimos en X la relacion ~ como;
z ~ 2’ & fi(xr) = fj(2)) para toda j € J. Claramente ~ es una relacién de equivalencia.
Consideremos el cociente y la proyeccién p : X — X/ ~. Entonces tenemos que para toda
Jj € J existe una tnica aplicaciéon m; : X/ ~— X tal que el siguiente diagrama conmuta:

| A

X/ ~

Ahora, por como esta definida ~ tenemos que {m;};c.; separa puntos, es decir, es monofuente
y por 2.2.12 concluimos que X/ ~ es tipt. Por lo tanto p : X — X/ ~ es una reflexién de X
en los tipt. O

2.3.9 Observacion. A diferencia de lo que pasa con los espacios totalmente inconexos, en
general no se puede afirmar que la reflexiéon de un espacio topolégico en los tipt sea la identi-
ficacién de las componentes por trayectorias del espacio en un punto. En efecto, consideramos
las componentes por trayectorias del conjunto E = {(0,0)} U £(0, 2] € R? con f como en (3)
de 1.2.3, dadas por {(0,0)} y f(0,1). Al identificar cada una de ellas con un punto obtenemos
el espacio de Sierpinski que es cpt.

2.3.10 Definicién. Una propiedad topolégica P’ es correfleriva si, dado un espacio topolégico
X con topologia 7, existe una topologia 7 en X tal que:

(1) TC 7.
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(2) (X,7’) tiene la propiedad P’.

(3) Si f:(Y,0) = (X,7) es continua y (Y, o) tiene la propiedad P’, entonces f : (Y,0) —
(X, 7') es continua.

2.3.11 Proposiciéon. La propiedad de ser localmente conexo es correflexiva.

Prueba. La propiedad es claramente topoldgica.

Sean (X, 7) un espacio topolégicoy {f; : (X;, ;) — (X, 7) }ier el pozo de todas las funciones
continuas con dominio un espacio topoldgico localmente conexo y codominio (X, 7). Sea 7’ la
topologia final de X respecto a (fi,7;)ics. Entonces 1x : (X, 7)) = (X,7) y fi : (Xi,7) —
(X, 7') para toda i € I son continuas. Si f : (Y,0) — (X, 7) es continua y (Y, o) es localmente
conexo, entonces existe ig € I tal que f = f;, y por lo tanto f;, = f : (Y,0) = (Xiy,Tiy) —
(X,7') es continua. O

2.3.12 Definicién. Se dice que un espacio topolégico X es localmente conectable por trayec-
torias si cada x € X tiene una base local de vecindades en X cuyos elementos son cpt.

2.3.13 Lema. Si f : X — Y es continua y y € f(X), entonces f~(c(y)) es union de
componentes conexas por trayectorias de X.

Prueba. Puesto que y € f(X), f~1(c(y)) # @. Siz € f~1(c(y)), flc(z)) Nely) # D, pero
f(e(x)) es cpt, por lo tanto f(c(x)) U c(y) es cpt y dado que c(y) es la unién de todos los

conjuntos cpt que tienen a y, concluimos que f(c(x)) C ¢(y), es decir, f~(c(y)) = U{c(z)|x €

FHe()}- 0

2.3.14 Proposicion. La propiedad de ser localmente cpt es una propiedad correfleriva. Si
X es un espacio topoldgico y X' es el espacio cuyo conjunto subyacente es el mismo que el
de X y cuya topologia tiene como base las componentes por trayectorias de los abiertos de X
entonces 1x : X' — X es una correflexién de X en los localmente cpt.

Prueba. Sean f : Y — X continua, Y localmente cpt y B un bésico de la topologia de X”.
Entonces B es una componente por trayectorias de un abierto A de X. Por ser f continua,
se tiene f~1(A) es un abierto en Y. Ademas, las componentes por trayectorias de f~!(A) son
abiertos en Y (por 2.3.15). Por 2.3.13, f~1(B) es la unién de componentes por trayectorias de
f71(A), y por lo tanto f~1(B) es abierto, es decir, f : Y — X’ es continua.

Para ver que X’ es localmente cpt, tomemos un bésico de la topologia de X', digamos
B. Si z,2’ € B entonces, por ser B componente por trayectorias de un abierto de X, existe
w: I — X continua tal que w(0) = z, w(l) = 2’ y w(I) C B. Pero I es localmente cpt, por lo
tanto w : I — X’ es continua, es decir, B con la topologia heredada de X’ es cpt. Por lo que
1x : X’ — X es una correflexién de X en los localmente cpt. O

2.3.15 Proposicion. Si X es un espacio topoldgico, las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

1

X es localmente cpt.

2) Para todo A abierto de X, las componentes por trayectorias de A son abiertas.

3) X posee una base para su topologia cuyos elementos son cpt.

(
(
(
(4

)
)
)
) Para todo A abierto de X. Sip: A — A’ es la identificacion de las componentes por
trayectorias de A en un punto, entonces A’ es discreto y es la reflexidn de A en los tipt.
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Prueba.

(1) = (2) Sean A C X abierto y a € A. Veamos que la componente por trayectorias en
A de a es abierta en A. Por hipétesis existe una vecindad N C X cpt tal que a € N C A,
entonces N es un abierto relativo a A tal que a € N C c4(a), es decir, ca(a) es abierto.

(2) = (3) Sea (3 la familia de componentes por trayectorias de abiertos de X . Por hipdtesis,
cualquier abierto A de X tiene componentes por trayectorias abiertas, por lo que si a € A,
a € ca(a) C Ay ca(a) es un abierto conexo contenido en A. Por lo tanto 5 es base de X.

(3) = (1) Sea § una base de X cuyos elementos son cpt. Para z € X, definimos 5, = {B €
B :xz € B}. Entonces 3, es una base local en = de elementos cpt.

(2) = (4) Sean A abierto de X y p: A — A’ la identificacién de cada una de las compo-
nentes por trayectorias de A en un punto. Entonces, si a’ € A’, p~!(a’) es una componente
por trayectorias de A, es decir, p~1(a’) es un abierto y por lo tanto {a’} es un abierto en A’,
esto es, la topologia de A’ es discreta, lo cual significa que A’ es tipt.

Si f: A — Y es continua con Y tipt, entonces dado a’ € A’, puesto que p~'(a’) es
componente por trayectorias de A, se tiene que f(p~'(a’)) es un punto, por lo tanto existe
una funcién continua h : A’ — Y que hace conmutar el siguiente diagrama:

Aty
pl /
h
A/
Es decir, p es una reflexiéon de A en los tipt.

(4) = (2) Si A es un abierto de X y p : (A,74) — (4',7') es la identificacién de cada
componente por trayectorias de A en un punto, entonces se tiene por hipdtesis que 7’ es
discreta. Por lo tanto, si a € A, se tiene que p~!(p(a)) = ca(a) es abierto. O



Capitulo 3

Reflexiones y correflexiones en
categorias

3.1. Reflexiones

3.1.1 Definicién. Sean 28 una categoria, 2l una subcategoria de 28 y B un B-objeto.

(1) Una A-reflexion para B es un B-morfismo B % A donde A es un A-objeto, con la

siguiente propiedad universal: para cualquier %B-morfismo B i) A’ con A" un 20-objeto,

existe un tnico JA—morfismo A Iy A tal que el diagrama siguiente conmuta

B—l>A

f\~xvf

A/

(2) A es una categoria reflexiva si todo B-objeto tiene una A-reflexion.

3.1.2 Ejemplos. (1) Formando cocientes:

(a)

(b)

Sea B = Grpy A = Ab la subcategoria plena de grupos abelianos. Sea G un grupo y
G su subgrupo conmutador . Notemos que G/G’ es abeliano; si z,y € G, entonces
y " lyx € G', es decir y o lyxG' = G’ y asi

G = (zy)(y "o y2) G = yad'.

Afirmacién: G & G /G’ es una 2A-reflexién de G. Sea G Iy H un B-morfismo con H
abeliano, definimos f : G/G’ — H como f(gG') = f(g), veamos que f est4 bien de-
finida; si gG' = g'G’, entonces gg' ' € G’ = gg'~* = arbra; byt anbpa b, =
flgg™") = fla) f(br) f(a) 7" f(b1) " - flan) f(bn) f(an) ™ f(bn) ! = 1a, es de-
cir, 1y = f(g9'™') = f(9)f(¢""!) y dado que el inverso es tinico, concluimos que
f(g9) = f(¢"). Es claro que fop = f y es tnica porque p es suprayectiva, esto es,
cancelable por la derecha.

Sea B = Ab y A = TFADb la subcategoria plena de grupos abelianos libres de
torsién?. Sea G un grupo abeliano y T'G su subgrupo de torsién, entonces G 2,

1

'El subgrupo conmutador estd generado por los elementos [x,y] = xyz~'y™' con x,y € G.
2El subgrupo de torsién H de un grupo abeliano G es aquél cuyos elementos son aquellos que tienen orden
finito, es decir, x € H si y sélo si existe n € N tal que n anula a x.

33
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G/TG es una A-reflexién de G. Notemos que G/T'G es libre de torsién, pues si
existiese g € G/T'G de orden finito, entonces existiria n € N tal que ng + TG =
n(g+TG)=TG, esto es, g € TG.

Sea G 2 H un morfismo en Ab. Definimos G/TG A H como h(g+ TG) = h(g).
Note que h estd bien definida ya que si g + TG = ¢ +TG = g—¢ € TG =

In € N tal que n(g — ¢') = 0g = n(h(g +TG) — h(g' —i—_TG)) = hin(g —¢')) =

l}(n(g —¢') + TG), pero h(n(g — g')) = O, entonces h(0g) = O y por lo tanto

@(g + TG) —7h(g’ +TG) = Oy porque H es libre de torsion. En consecuencia,
h(g +TG) = h(¢' + TG). Claramente hop = h y h es tnica.

(2) Modificacién de una estructura. Sean B = Rel y A = Sym la subcategoria plena de

relaciones simétricas. Entonces, la funcién (X, p) 1x, (X,pUp~ 1), con p~! la relacién
inversa definida como p~! = {(y,)|(x,y) € p}, claramente preserva la relacién p y es
una A-reflexién para (X, p).

Sea (X, p) ERN (Y, o) un B-morfismo con ¢ simétrica. Definimos f : (X, pUp~t) — (Y, 0)
como f(z) = f(x) (la funcién subyacente). Veamos que dicha funcién es un 2l-morfismo.
Si (z,2') € p entonces (f(x), f(2')) € o, pues f es un morfismo. Ahora, como o es
simétrica, se tiene que (f(z'), f(x)) € o. Por lo tanto, preserva la relacién de p~—!, es

decir, f es un 2A—morfismo que claramente hace conmutar el diagrama

| .
(X, p) —= (X, pup)

Ademds, f es tnica porque la identidad es suprayectiva y se cancela por la derecha.
(3) Completaciones. Veamos primero que todo espacio métrico tiene una completacion.

(a) Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces, existe un espacio métrico completo (X*, d*)
y una isometria ¢ : X — X* tal que ¢(X) es denso en X*. A la pareja (¢, (X*,d*))
se le llama completacion del espacio métrico (X, d).

Prueba. Denotemos por S al conjunto de todas las sucesiones de Cauchy en X.
Definimos sobre S la siguiente relacién: (x,) ~ (y,) si y sélo si lim (d(zn,yn)) =0
n—oo

conn € N. Claramente ~ es de equivalencia. Definimos X* = S/ ~y d* : X*x X* —
RTU{0} como d*((zn), (yn)) = lm (d(xp,yn)) y afirmamos que d* es métrica. Para
n—oo

ver que estd bien definida, basta notar que si (x,) y (y,) son sucesiones de Cauchy
entonces (d(xn,yn)) es de nuevo una sucesion de Cauchy (por lo tanto converge
en R), y es métrica porque d lo es. Cada elemento z € X lo identificamos en X*
con la sucesién constante (z). Asi, la funcién ¢ : (X,d) — (X*,d*) definida como

o(z) = (x) es una isometria.

Para verificar que ¢(X) es denso en X*, consideremos (z,,) € S tal que (z,,) & o(X).
Dado ¢ > 0, sea T; = (x;,x;,...) para cada i € N (que pertenece a ¢(X)), como
(2r,) es de Cauchy, existe un entero N € N tal que d(x;,z;) < € para toda i,j > N.

Luego, tenemos

(). (7551) = Jim (A o) < &

lo cual significa que (z,,) es un punto de acumulacién de f(X), por lo tanto ¢(X)
es denso en X*.
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Por tltimo, X* es completo. Sea (s;) sucesiéon de Cauchy en X*, es decir, s, =
(xf, 2%, 2%, ...). Podemos suponer que el didmetro del conjunto {z}'|¢ € N} es menor
que %, ya que para algin K € N; d(x?,x}l) < % parai,j > K y asi (2,25, 2%, ...)
es equivalente a (7% 1, % 5, T 3, - - .), €s decir, la primera puede ser representada
por ésta ultima.

Ahora veamos que r = (:U%,:U%,ajg, ...) es de Cauchy. Dado € > 0 existe N € N tal

que d*(sp, Sm) = ka (d(zy,z}')) < § paran,m > N, ya que (s,) es de Cauchy.
—00
Escogemos t > N fijo tal que el didmetro del conjunto {z! : i € N} sea menor a 5

es decir, d(z%,zt)) < § con n,m > N, entonces

3e
d* (2™, ™) < d(z™, 2t )+ d(al,, b)) +d(xh, ™) < 5= €

Y por lo tanto, x es de Cauchy. Y dado que d*(sp,T) = th’m (d(z},x})) < § para
— 00
n > N, entonces (s,) — Z, es decir, X* es completo.

(b) Sea B = Met, y 2 la subcategoria plena de espacios métricos completos. Entonces,
la completacién de un espacio métrico (X, d) a (X*,d*) es una A-reflexién para
(X,d).

Tenemos el siguiente diagrama

(X7d) i> (X*ad*)

con ¢ y f funciones uniformemente continuas (¢ es isometria) y f definida de la
siguiente manera: dado T = (z1,22,23,...) € X* y ¢ > 0, existe § > 0 tal que
d'(f(z:), f(xj)) < e sid(x;,zj) < 0 (continuidad uniforme de f), y d(z;, z;) < ¢
se cumple por ser (x,) de Cauchy, es decir, existe una N € N tal que si 4,5 > N
entonces d(z;,x;) < 0. Por lo tanto (f(z,)) converge en (Y,d’), digamos a 2.
Definimos f(z) = 2.

f esta bien definida ya que dado otro representante de Z, digamos (y,), entonces

2e

d(y’nnx/) S d(yTwmm) + d(xmvx/) < ? - 87

para n y m suficientemente grandes. Por lo tanto (y,) converge a x’.
Claramente f oy = f y es Unica porque cualquier otra funcién ¢ tal que fo ¢ =
f=go,setiene que g|x = f|x y como X es denso en X*, entonces g = f.

3.1.3 Proposicion. Las reflexiones son unicas salvo isomorfismo, es decir:

(1) SiBL AyB I A son A-reflexiones para B, entonces existe un A—isomorfismo
k:A— A tal que el siguiente diagrama conmuta

B—sA

\ k
T Y

A
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(2) Si B 5 A es una A-reflexion para B y k : A — A es un A-isomorfismo, entonces
B A es una A-reflexion para B.

Prueba.

(1) La existencia de k tal que 7 = kor se sigue de la definicién de 2-reflexién para A. De la
misma manera, existe un morfismo k tal que r = ko 7. Entonces (kok)or =r=140r,
como se muestra en el siguiente diagrama:

B r A
\k
A

" A 1a
k
Y
A

Por la unicidad, de la definicién de reflexién, se tiene que ko k = 14; y por un razona-
miento similar ko k = 14, esto es, k es un isomorfismo.

(2) Dado que k es un isomorfismo, existe k : A — A tal que ko k = 14. Ahora, si B ENYY
es un B-morfismo con A’ en 2, entonces el diagrama izquierdo conmuta

B*T>A*k>_f_l

Ell ’_
X 7 /Jj f

Al

Por lo tanto, existe A Iy A tal que for = f. Definimos f = fok : A = A que
cumple fokor = (fok)okor = for = f, y es tinica ya que si existe g tal que
gokor = f entonces go k = f por la unicidad en diagrama derecho y por lo tanto
f=fok=gokok=g. 4

3.1.4 Proposicion. Sea 2l una subcategoria reflexiva de 9B. Entonces, los siguientes enun-
citados son equivalentes.

(1) 2A es una subcategoria plena de B.
(2) Para cada 2A-objeto A, A 145 A es una A-reflexion.
(3) Para cada A-objeto A, las flechas A-reflexivas en A son A—isomorfismos en A.
(4) Para cada A-objeto A, las flechas A-reflexivas en A son A—morfismos.
Prueba. (1) = (2): Dado cualquier B-morfismo A L B con B en 2, se tiene que f es

un 2A-morfismo, pues 2 es una subcategoria plena y, ademds, f es tinico con respecto a la
propiedad de reflexividad ya que dado ¢ tal que f = go 14 entonces g = f.

(2) = (3): Se sigue de (1) en 3.1.3 y del diagrama
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donde r es una reflexién y k£ es un 2-isomorfismo.
(3) = (4): Inmediato.

(4) = (1): Sea A un A-objeto con A-reflexion A I, Ay A 4, B un B-morfismo con B
en 2[. Entonces existe un tdnico A-morfismo f tal que f = f ory, por lo tanto 2 es plena. [J

3.1.5 Proposicién. Sean 2 una subcategoria reflexiva de B y, para cada B-objeto, B ~2» Ap
una A-reflexion. Entonces, existe un funtor R : B — A tal que las siguientes condiciones se
cumplen:

(1) R(B) = Ap para cada B-objeto B.
(2) Para cada B-morfismo B EN B, el diagrama

B—"" R(B)

fl iR(f)

!/ /
B —— R(B)

conmuta (es decir, existe una transformacion natural v : Iy = U o R donde Iz es el
funtor identidad en B y U es el funtor inclusion de A en B ).

Prueba. R existe porque dado f como en el diagrama, se tiene el siguiente morfismo

rgrof ., . , .
B £ R(B') = Ap/ y como rp es una reflexién, existe un tinico R(f) que hace conmu-

tar el diagrama.
R es funtor. Conserva identidades por la unicidad de la reflexion en

B—"% R(B)

o ]

B — = R(B)

y conserva composiciones por la unicidad de la reflexién en el diagrama exterior y la conmu-
tatividad de los cuadrados:
B—"2% R(B)

fl Ruw
B—"2% R(B) | R(gof)
gi R(g)i
B'—'= R(B)
O

3.1.6 Definicién. Un funtor R : B — 2 construido como en la proposicién anterior es
llamado un reflector para 2.

3.1.7 Proposicién. Sea 2 es una subcategoria reflexiva de B. Entonces cualesquiera dos
reflectores son naturalmente isomorfos.
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Prueba. Sean Ry S reflectores para 2 con reflexiones asociadas B 2 R(B)y B 22 S(B),
entonces existen 2-morfismos fp y gp que hacen conmutar los diagramas

B—% R(B) y B —% S(B)
A /5 k 9B

N N
5(B) R(B)

La unicidad en la definicién de reflexién implica, como en 3.1.3, que gg o fp = 1gB) ¥
/B ogp = 1g(p), por lo tanto fp es un A-isomorfismo para todo B en ‘B,

Que sea una transformacién natural (y por lo tanto un isomorfismo natural), se sigue de
la conmutatividad del diagrama izquierdo, el exterior y la propiedad de unicidad para rp:

B—"% R(B) -~ 5(B)

|

/ / /
B — = R(B')——>S(B)

3.1.8 Proposicion. Dada 2 subcategoria de B, son equivalentes:
(1) A es una subcategoria reflexiva de B.

(2) El funtor inclusion U : 2 — B tiene adjunto izquierdo.

Prueba. Sea 2 una subcategoria reflexiva de 9. Entonces el funtor inclusiéon U : A — B
tiene adjunto izquierdo R : 8 — 2 dado en 3.1.5. Veamos que R cumple la propiedad

universal (1) del teorema 1.2.21. Sean B un B-objeto, A un A-objeto y B ER UA)=A

un B-morfismo, entonces existe un tnico A-morfismo R(B) i> A, porque 2 es subca-
tegoria reflexiva de B, tal que f = U(f) orp = f orp, es decir, el diagrama siguiente

conmuta
B—"2U(R(B)) € B R(B) e
N l
U(A) A

Por lo tanto U tiene adjunto izquierdo R.

Ahora supongamos que U : 2 — B tiene adjunto izquierdo @ : B — 2. Sea B un
%B-objeto, definimos una reflexién en B como el B-morfismo B -2 U(Q(B)) dado por
(1) de teorema 1.2.21 que claramente cumple la propiedad universal de las reflexiones.
Por lo tanto 2 es una subcategoria reflexiva de 2. Notemos que @ es un reflector y por
3.1.7, R y @ son naturalmente isomorfos.

Para el caso de correflexiones se tiene un enunciado dual.

3.2. Correflexiones

El concepto dual de subcategoria reflexiva es el de subcategoria correfleriva, esto es, 2 es
una subcategoria correflexiva de 8B si y sélo si AP es reflexiva en B°P.
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3.2.1 Definicion. Sea 2l una subcategoria de 8 y B un 2B-objeto

(1)

(2)

una A-correflexion para B es un B-morfismo A = B donde A es un 2A-objeto, con la
siguiente propiedad universal: para cualquier 8—morfismo B i> A’ con A" un 20-objeto,

!
existe un tnico JA-morfismo A Iy 4 tal que el diagrama siguiente conmuta

2 es una subcategoria correflexiva de 8B si todo B—objeto tiene una 2A—coreflexién.

3.2.2 Ejemplos. (1) Sea B = Aby 2 la subcategoria plena de grupos abelianos de torsién.

Si G es un grupo abeliano y T'G es su subgrupo de torsién, el monomorfismo canénico
TG % G es una A—correflexién de G.

Sea H EN G un homomorfismo en B con H en A, definimos f : H — T'G como la funcién
subyacente, notemos que esta bien definida ya que al ser H de torsién , dado h € H\ {0}
existe n € N tal que nh = 0g, entonces 0g = f(0y) = f(nh) = nf(h) = nf(h). Ademés
f es homomorfismo porque f lo es. La unicidad se sigue de la inyectividad de la inclusién,
esto es, porque se cancela por la izquierda.

1x

Modificacién de una estructura. Sea B = Rel y 2 = Sym, entonces (X,pNp~ 1) =
(X, p) que claramente preserva la relacién, es una 2-—correflexién para (X, p).

Sea (Y,0) EN (X, p) un B-morfismo con o simétrica, definimos f : (Y,0) — (X, pNp~1)
como f(y) = f(y) (la funcién subyacente), veamos que dicha funcién es un 2(-morfismo.

Si (y,4') € o entonces (f(y), f(¥)), (f(¥/), f(y)) € p pues f es morfimo, por lo tanto f
es un A-morfismo que claramente hace conmutar el diagrama

(Y,0)
NS
(X, pNp™) —= (X, p)

1x

Ademsés f es tnica porque la identidad es inyectiva.

3.2.3 Ejemplos. Sea 2l una subcategoria plena y no vacia de Top. Para cualquier espacio
topolégico X, sea A|X la categorfa coma cuyos objetos son las aplicaciones f : By — X en
%op donde By es un A-objeto, y cuyos morfismos de f a g son todos los mapeos h : By — By
tal que go h = f, es decir, el siguiente diagrama conmuta

By

h Bg
X

Notemos que dado lo anterior, tenemos un diagrama en Top y, con él, un pozo natural.
Definimos k(X) = ligD(X ), es decir, como el codominio del colimite.
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3.2.4 Observacion. Por ser un colimite, k(X) se caracteriza por la siguiente propiedad
universal:

Dado cualquier pozo natural (hy : By — Z) que es compatible con los morfismos h : By —
B, que hacen conmutar el siguiente diagrama:

es decir, po f' = hy y po g’ = hy para cualesquiera "y ¢'.

3.2.5 Proposicion. Para cualquier espacio X en Top existe una forma candnica de elegir
a k(X)) sobre la subcategoria plena y no vacia 2A de Top tal que X y k(X) tienen el mismo
conjunto subyacente.

Prueba. Dividiremos la prueba en tres pasos. El primero sera definir un espacio topolégico
X’ que hace continua a la funcién identidad entre los conjuntos subyacentes X’ L x y que
factoriza a través de X’ a todos los elementos de 2A|X, el segundo serd probar que dicho
espacio topoldgico es compatible con las funciones h : By — By y el tercero ver que X' posee
la propiedad universal de la observacién anterior. De esta manera queda univocamente definido
el colimite bajo homeomorfismo a partir de la propiedad universal.

(1) Sea X' el espacio topoldgico dado por el conjunto subyacente de X y cuya topologia
estd definida como sigue:

U C X' es abierto si y sélo si f~}(U) es abierto en By para todo 2|X-objeto f.

Afirmacién: X’ & X es continua y cada 2| X—objeto f se factoriza como en el siguiente
By (3.1)

diagrama
VN

con f’ la funcién subyacente de f. Para cualquier abierto V' de X se cumple que f~(V)
es abierto en By para todo | X-objeto f, entonces se sigue de la definicién que f “L(v)
es abierto de X’'. Ademsds, si f’ es la funcién subyacente de f, se tiene que la imagen
inversa bajo f’ de un abierto V de X’ es, como conjunto, f~1 (V) y éste es abierto por
definicién, esto es, f’ es continua en X’. Asi, claramente conmuta el diagrama 2.1.

1y

X' X
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(2) Las funciones h : By — By son compatibles con X’. Dado el siguiente diagrama

Bf Bg

|

(XlaT) —X
1y

tenemos que probar, para x € By, que se cumple la igualdad f'(z) = ¢'(h(z)). Por
la factorizacién dada en (2.1) tenemos que lx/(f'(z)) = f(z) y 1x/(d'(y)) = g(v),
como h hace conmutar el tridngulo con codominio X, se tiene que g(h(x)) = f(x). Asi,
sustituyendo las igualdades anteriores, se tiene 1x/(¢'(h(x))) = 1x/(f'(z)) y dado que la
identidad es inyectiva, concluimos que ¢'(h(x)) = f'(x).

(3) Dado cualquier pozo natural (hy : By — Z), sabemos que conmuta el siguiente diagrama

para cualquier morfismo h del diagrama D(X). Probaremos que existe un inico morfismo
en Top; p: X' — Z tal que el diagrama

(3.2)

conmuta, es decir, po f' = hy y po g’ = hy para cualesquiera f’ y ¢

Definimos p : (X’,7) — Z de la siguiente manera: dado w € X' existen By y « € By
tales que f'(z) = w, definimos p(w) = hy(z). 3

Veamos que p estd bien definida. Supongamos que existe z € By tal que ¢'(z) = w.
Entonces existen un B, y morfismos u : B, — By, v : B, — B, tales que u(By) =xy
v(B;) = z, 4 por lo tanto hy(x) = he(u(B;)) = he(By) = he(v(B;)) = hg(2), esto es,
p(w) = h¢(x) = hy(2) que era lo que se queria probar.

Ademsés h es continua porque dado W C Z abierto se tiene que f/~1(p~1(W)) = h;l(W)
(que es abierto para toda f), entonces p~ (W) es abierto en X'. Por tltimo, p es tnica
ya que dada otra funcién g que haga conmutar el diagrama (3.2), si y € X' existe

By = X' tal que qy(By) =y, entonces p(y) = p(qy(k)) = hq, (k) = q(qy(k)) = q(y) para
todo k € By, y como y fue arbitrario, concluimos que p = q.

Por lo tanto X es la eleccién candnica buscada. Definimos k(X) := X'. O

3.2.6 Proposicion. (1) La funcion identidad de k(X) L X es continua.

3La funcién f’ existe porque funciones constantes también son elementos de 2| X y se pueden definir en A
por ser no vacio.
4Nétese que u y v son morfismos en A|X sir: B, - X’ es constante.
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(2) k(X) tiene la topologia mds fina® tal que para cualquier mapeo de cualquiera A—objeto
B a X, el mapeo se factoriza a través de la funcion identidad de k(X) a X.

(3) Si B es un A-objeto, entonces existe una correspondencia uno a uno entre los mapeos

BL x yB L k(X).
(4) k(B) = B para todo 2A-objeto B, de hecho, k(k(X)) = k(X) para todo X en Top.

(5) Si las composiciones ho f, como en el siguiente diagrama

B—Lk(x)
hof \Lh

son continuas para todas las aplicaciones B i) kE(X) con B en®, entonces h es continua.

(6) Para cualquier aplicacion X "y en Top, la funcion k(h) : k(X) — k(Y), definida igual
a h sobre los conjuntos k(X) y k(Y), es continua. Por lo tanto, k define un funtor de
Top en la categoria plena cuyos objetos son todos los espacios k(X) con X un espacio
topoldgico, y morfismos k(h) con h un morfismo de Top. Dicha categoria la denotaremos
por H.

Prueba. (1) y (2) se siguen de la eleccién candnica (topologia final).

(3) se sigue de (2) al factorizar cada mapeo a través de la funcién identidad.

(4) se sigue porque B 12, B es un 2(| B-morfismo, y por lo tanto todo abierto U de k(B)
es tal que 15'(U) es un abierto de B. Ademds, por (1) todo abierto de B es abierto de k(B),
es decir, k(B) = B. Asi, k(k(X)) = k(X) es inmediato.

(5) se da porque al tomar U abierto de Y, se tiene que (ho f)~1(U) es abierto de B, pero
esto ocurre para toda f en | X, y dado que (ho f)"1(U) = f~1(h~1(U)) se tiene que h~1(U)
es un abierto de k(X). Por lo tanto, h es continua.

(6) se da porque el siguiente diagrama conmuta:

X h Y
/
Bf 1x ly
x\
k(X) - k(Y)

ya que la composicién ho f es continua, entonces tenemos, por (3), que existe una correspon-
dencia a By — k(X) — k(Y) por ho f' (h vista como la funcién subyacente). Entonces ho f’
es continua para toda f y por (5) k(h) = h es continua.

®Dadas las topologias 71 y 72 de Z, diremos que 72 es més fina que 71 si 71 C 7o.
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3.2.7 Observacion. Notemos que por (6) existe una transformacién natural del funtor k en
el funtor identidad de Top dada por

3.2.8 Proposicién. H (del inciso (6) en la proposicion anterior) es una subcategoria corre-
flexiva de Top.

Prueba. Sea X un espacio topoldgico. Entonces, la funcién identidad k(X)) L X es continua

por (1) de 3.2.6. Sea Y un objetoen Hy Y Iy X una aplicacién en Top. Entonces Y = k(Y')
por (4), por (6) k(f) es continua y el siguiente diagrama conmuta

EY)=Y
k() \
Y
K(X)—X

La unicidad de k(f) se sigue de la inyectividad de 1. Por lo tanto k(X) 1 X esuna correflexién.
Il

Notese que en la construcciéon anterior podemos cambiar Top por Haus y todo se sigue
cumpliendo. El siguiente ejemplo hace uso de dicho cambio.

3.2.9 Ejemplos. Sean X un espacio de Hausdorff y 2 la subcategoria de espacios compactos
de X. Si tomamos a 2| X su categoria coma determinada, entonces el espacio candnico k(X)
es un espacio compactamente generado.

Recordemos que un espacio X es compactamente generado (c.g.) si para todo A C X, A
es cerrado si y sélo si pata todo K C X compacto se tiene que AN K es cerrado en K. Ahora
veamos que X con la topologia de los c.g. es equivalente a la de k(X). Sea A C X cerrado con
en la topologia c.g. Entonces, tomando f: C'— X en | X, f(C) es compacto y por lo tanto
f(C)N A es cerrado en f(C). Tomando f~1(A) = f~1(f(C)N A) = f~H(A) N fLHf(O)) =
F~1(A) N C obtenemos que f~!(A) es cerrado en C para todo f en A|X y para todo C, por
lo tanto A es cerrado en k(X). Por otro lado, sea B cerrado en k(X). Entonces, en particular,
para las inclusiones i : C' — X con C compacto en X, se tiene que i ~1(A4) = ANC es cerrado
en C, por lo tanto, A es cerrado en c.g. Lo que concluye que k(X) es compactamente generado.
O

Para hacer una distincién cuando hablemos de los espacios compactamente generados
por medio de la construccién 3.2.3, se denotard por K(X) al espacio obtenido bajo dicha
construccién con 2 los espacios compactos de X, con X espacio de Hausdorff.

3.2.10 Proposicién. (1) La funcidn identidad K(X) L X es continua.
(2) K(X) es un espacio Hausdorff.
(3) K(X) y X tienen los mismos conjuntos compactos.

(4) K(X) es un espacio compactamente generado.
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(5) Si X esun espacio compactamente generado entonces K(X) = X, de hecho, K(K (X)) =
K(X).

(6) Si la funcion f : X — Y es continua en conjuntos compactos entonces la funcion
K(f): K(X)— K(Y), definida igual que f sobre K(X) y K(Y), es continua.
Prueba.

(1) Es inmediato de 3.2.6.

(2) Es claro, pues X es Hausdorff y de (1) se tiene que todo abierto de X es abierto de
K(X).

(3) Sea A C K(X) compacto, entonces su imagen bajo la identidad es compacta por (1).
Ahora, sea C C X compacto y C' = 171(C), veamos que 1|¢r : ¢/ — C es un homeo-
morfismo. Nétese que basta probar que 1¢ es cerrada. Sea (BN C’) C K(X) con B un
cerrado en K (X)), por definicién B interseca a cada compacto de X en un cerrado, esto

es, BN C (que es igual BN C’ como conjunto) es un cerrado en X, por lo tanto B N C’
es un cerrado en C’, concluyendo asi que 1|¢s es un homeomorfismo.

(4) Si A C X interseca a cada compacto de K (X) en un cerrado, por (3) interseca a cada
compacto de X en un cerrado de X, esto es, A es cerrado en K(X).

(5) Inmediato de 3.2.6

(6) Primero veamos quesi f : X — Y es continua en compactos de X, con X compactamente
generado y Y Hausdorff, entonces f es continua. Sea A cerrado en Y y sea C compacto
en X, dado que f|¢ es continua, f(C') es compacto y por lo tanto cerrado, lo cual implica
que AN f(C) es cerrado en Y, entonces (f|c) (AN f(C)) = f~1(A) N C es cerrado en
C. Como X es compactamente generado se tiene que f~1(A) es cerrado en X, es decir,
f es continua.

3.2.11 Definicién. Se denotara por CG a la subcategoria de Haus de los espacios compac-
tamente generados de Hausdorff. Nétese que por (6) de la proposicién anterior, K define un
funtor de Haus en CG.

3.2.12 Proposicién. CG es una subcategoria correfleriva de Haus.

La siguiente proposicién es dual a la proposicion 3.1.5 para correflectores.

3.2.13 Proposicion. Sea 2 una subcategoria correflexiva de B, para cada B—objeto B sea
Ap 2 B una 2-correflexién. Entonces existe un funtor C' : B — 2 tal que las siguientes
condiciones se satisfacen:

(1) C(B) = Ap para cada B—objeto B.
(2) Para cada B-morfismo B’ EN B, el diagrama

C(B)-2~B

C(f)l lf

C(B)——= B

cpr

conmuta. O
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Los siguientes resultados nos permitirdn caracterizar las categorias correflexivas en Top
y, bajo dicha caracterizacion, obtener la categoria correflexiva generada por una categoria
cualquiera 2.

A partir de ahora trabajaremos con subcategorias de Top plenas y repletas (cerradas bajo
isomosfirmos).

3.2.14 Proposicion. Si 2 es cualquier subcategoria correflexiva de Top cuya clase de objetos
tiene elementos no vacios, entonces toda A—correflexion es biyectiva.

Prueba. Dados X un espacio en Top, A = X una 2-correflexién y B un 2-objeto, tenemos
el siguiente diagrama conmutativo para un morfismo f en Top de B en X:

i \’1
Y

Sean x € X y f tales que f(b) = = para toda b € B. Entonces f es continua y existe un
tinico morfismo f tal que co f = f . Ademés, para toda b € B se cumple ¢(f(b)) = f(b) = =,
por lo tanto ¢ es suprayectiva. Ahora, si aj,a2 € A son tales que c¢(a;) = c(ag), entonces
definimos f como f(b) = c(a;) para toda b € B. Como f es continua, existe una tnica f tal

que c(f(b)) = f(b) = c(a1) = c(az). Dado que la funcién B Jiy A definida como fi(b) = a;
para toda b € B, es continua para i € {1,2} y cumple c(f;(b)) = f(b), por la unicidad en la
definicién de correflexion se tiene que f; = fo y por lo tanto a; = ao, es decir, ¢ es inyectiva.
U

3.2.15 Definicién. Por la proposicion anterior, una subcategoria correflexiva de Top con
elementos no vacios recibe el nombre de subcategoria bicorrefiexiva.

El siguiente teorema, aunque importante, no serd demostrado en su totalidad. Para mayor
detalle se recomienda revisar el libro [11] o los articulos [12] y [13].

3.2.16 Teorema. Sea A una subcategoria de Top con elementos no vacios, son equivalentes:
(1) A es bicorreflexiva.

(2) A es cerrada bajo la formacion de cocientes y coproductos arbitrarios.

Prueba. (1) = (2) Veamos que 2 es cerrada bajo cocientes. Sea A’ % X cualquier cociente

con A’ un A-objeto. Si A % X es una A—correflexion, entonces existe A’ % A continua tal
que el siguiente diagrama conmuta

A/
_ \g\\
g
v
es decir, co g = ¢. Por la proposicién anterior existe la funcién inversa de ¢, denotada ¢!,
la cual es continua ya que dado U C A abierto, (¢~1)71(U) = ¢(U) es abierto si y sélo si
g 1(c(U)) lo es, pero g es un cociente, y puesto que el diagrama conmuta, se tiene co g = g,
y por lo tanto g~ 1(c(U)) = g1 (¢ (c(U))) = g 1(U) es abierto. En consecuencia, ¢ es un
homeomorfismo, lo que implica que X es un objeto de 2.
Ahora veamos que es cerrada bajo coproductos. Sean X el coproducto de la familia { A; }ier
de A-objetos y n; : A; — X las inclusiones. Si A = X una 2-correflexién de X, entonces para
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toda i € I, existe A; £> A continua tal que co f; = ;. Por lo tanto, de la propiedad universal
del coproducto, existe una funcién continua g : X — A tal que gon; = f; para toda i € I.
Estas igualdades implican la conmutatividad de los siguientes diagramas

AN o TN
Aem Xy XA X

Por lo tanto, tenemos que co g : X — X es una funcién continua tal que cogon; =co f; =
1n; = 1x on; pero, por la propiedad universal del coproducto 1x es la tinica funcién continua
que hace conmutar el diagrama derecho, por lo tanto co g = 1x. Por otra parte, dado que ¢
es inyectiva y cogoc = coly, se tiene que g oc = 14, esto es, ¢ es un homeomorfismo.

(2) = (1) Véanse referencias.

3.2.17 Lema. Sean (X; - X)ier v (Z; =% Z)ier coproductos topolégicos arbitrarios. Si
para cada i € I existe una aplicacién cociente ¢; : X; — Z;, entonces la tinica funcién continua
c: X — Z, que para toda ¢ € I, hace conmutar el diagrama

Xi—= 7

también es una aplicacion cociente.

Prueba. ¢ existe por la propiedad universal del coproducto topoldgico aplicado a la familia
(u;j)ier. Por otra parte, puesto que las inclusiones (v;);e; forman un epipozo (1.1.59), dado
cualquier z € X, existe i € I y x; € X; tal que v;(x;) = x y, puesto que ¢; es suprayectiva,
también existe a; € A; tal que ¢;(a;) = x;. De lo anterior y de la conmutatividad del diagrama,
tenemos que u;(a;) es un punto de A que es preimagen de x bajo ¢, es decir, ¢ es suprayectiva.

Supongamos que ¢ : X — Y es una funcién tal que la composicién goc : A — Y es
continua, entonces también serd continua gocou; = gow;o¢; y puesto que ¢; es una aplicacion
cociente, entonces g ov; es continua ((4) de la proposicién 1.1.56), y puesto que (X; — X)icr
es un epipozo final, entonces g es continua (por la misma proposicién) y por lo tanto ¢ es una
aplicacién cociente.

3.2.18 Teorema. Sea 2l una subcategoria de Top, entonces
A= {X : X es espacio cociente de un coproducto de elementos de 2}

es la subcategoria correflexiva generada por 2 (la minima con respecto a la contencién).

Prueba.

(1) Veamos que 2 es una subcategoria de Top. Sea Y un espacio en Top que es homeomorfo a
un X en 2. Sea h : X — Y un homeomorfismo, puesto que para X existe una aplicacion
cociente ¢ : A — X con A un coproducto de elementos de 2, se tiene que hoc: A —Y

es una aplicacion cociente de un coproducto de elementos de 2l y por lo tanto Y estd en
2.
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(2)

Veamos que 2A es cerrado bajo cocientes. Sea X en 2A v q : X — Y una aplicacién
cociente. Puesto que existe ¢ : A — X aplicacién cociente con A un coproducto de
elementos de 2, goc: A — Y es una aplicacién cociente y por lo tanto Y esta en .

Ahora veamos que es cerrada bajo coproductos y por 3.2.16 2 serd una subcategoria
bicorreflexiva. Si (X;);es es una familia de elementos de 20 y X es su coproducto bajo
inclusiones X; —s X, entonces se tiene, para toda i en I, una aplicacién cociente ¢; :
A; — X, en la que cada A; es el coproducto para una familia (A;;);cs, de elementos

de 21. Para cada i en I consideremos las inclusiones Aij RN A; del coproducto A;
correspondiente. Sea
I A

i€l, jeJ;
entonces A es un coproducto de elementos de 2. Supongamos que las inclusiones de este
coproducto son (A;; IR A)j,, 1. Si de estas inclusiones se consideran solamente aquellas

wj; con ¢ fijay con j € J, obtendremos aplicando la propiedad universal del coproducto
(para esta ¢ fija) que existe una unica funcién continua u; : A; — A que hace conmutar

el siguiente diagrama
A — A
A

Observemos que A es un coproducto para 4; — A, pues dada cualquier familia de
funciones continuas (g; : A; — B);cs puede considerarse la familia de composiciones
(gi ouj + Ajj — B)y, 1y asegurar que existe una funcién continua f : A — B tal que
f owi; = g; ou;j, pero entonces se tiene que f ou; o u;; = g; o u;; (conmutatividad del
diagrama) y puesto que (u;;), es un epipozo, fou; = g; y por lo tanto, la familia (u;);cr
satisface la propiedad universal del coproducto topolégico. De esta manera, se tienen las
condiciones del lema anterior y por lo tanto la tnica funcién continua ¢ : A — X que
hace conmutar el diagrama

i

es una aplicacién cociente, por lo tanto X estd en 2.

> Ag

X

>X

.

Es la minima respecto a la contencién porque si 8 es una subcategoria correflexiva de
Top tal que cada objeto de 2 es objeto de B (A C B), por 3.2.16 B es cerrada bajo
cocientes y coproductos de elementos de 2, por lo tanto, todo elemento de 2 es elemento
de 8.



Capitulo 4

Subcategorias de conexién en Top

4.1. Introduccion

En este capitulo haremos uso de las nociones vistas en los capitulos anteriores para po-
der definir el concepto de subcategoria de conexion en Top. Veremos algunos resultados para
dichas subcategorias y definiremos el concepto de subcategoria normal, h-subcategoria, ca-
tegoria constante a la izquierda, entre otras, a las que, bajo la contencién, les hallaremos
ciertas subcategorias llamadas minimas. Desarrollaremos, por fin, los articulos “Fibraciones y
correflexiones” y “Categorias de conexién”de Graciela Salicrup.

En lo siguiente trabajemos con subcategorias de Top plenas, repletas (cerradas bajo iso-
morfismos) y que contienen un espacio distinto del vacio.

La siguiente definicién, engloba lo visto en el capitulo 1 sobre conexidad, haciendo refe-
rencia a las proposiciones 2.1.5, 2.1.6, 2.2.4 y 2.2.5.

4.1.1 Definicién. Sea A una subcategoria plena de Top con algin objeto distinto del vacio.

(1) Se dice que A es invariante bajo aplicaciones (funciones continuas) o invariante ba-
jo mapeos continuos si dado un A-objeto X, todas las imédgenes continuas de él son

A-objetos, es decir, si X Iy ¥ es una aplicacién entonces f(X) es un A-objeto (con la
topologia relativa a la topologia de Y').

(2) Se dice que A es una categoria de componentes si dado un A-objeto X y una familia
de subespacios {A;}ier de X, con I un conjunto de indices tal que [ A; # & entonces
i€l
J A; es un A-objeto (con la topologia relativa a la topologia de X).
i€l
4.1.2 Definicién. Decimos que A es una subcategoria de conexion de Top si tiene algin
objeto distinto del vacio, es invariante bajo aplicaciones y es de componentes.

4.1.3 Definicién. Sean A una subcategoria de conexién de Top y X un espacio topoldgico.
Decimos que un A C X es una A-componente en X si A pertenece a A y para cualquier
A-objeto A’ se cumple lo siguiente: si A C A’ entonces A = A’.

Por ejemplo, para A la subcategoria de los espacios conexos las A componentes son las
componentes conexas.

4.1.4 Observacién. Si Ay A’ son subcategorias de conexién y AC “A’, entonces las subcate-
gorfas correflexivas generadas por Ay A’ (3.2.18), denotadas por A y A’ respectivamente, cum-
plen A # A’ siy sélo si existe un A'—objeto X que no es un coproducto de sus A-componentes.

48
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Esto sucede ya que las A-componentes y los coproductos de A son elementos de .Z, y dado
que A C A’ si A # A entonces existe X que cumple lo buscado (el recicproco es inmediato).

4.1.5 Ejemplos. Top, la subcategoria de espacios conexos AC (proposiciones 2.1.5 y 2.1.6) y
la subcategoria de espacios conectables por trayectorias A" (observacién 2.2.4 y proposicién
2.2.5) son subcategorias de conexién.

4.1.6 Proposicién. (1) La interseccion no vacia de una clase arbitraria de subcategorias
de componentes es una categoria de componentes.

(2) La interseccion no vacia de una clase arbitraria de subcategorias que son invariantes
bajo mapeos continuos es una categoria invariante bajo aplicaciones.

Prueba.

(1) Si {A;}icr son categorias de componentes, dada {A;},c; familia de espacios en A :=
(N A tal que () A; # @ entonces |J A; es un objeto de A; para todo i € I, y asi la
iel jeJ jeJ
unién de los A;’s es un objeto de la inteseccién de {A4; }ier.

(2) Es analogo al caso anterior. O

4.1.7 Corolario. La interseccion no vacia de una clase arbitraria de subcategorias de cone-
zTiom es una subcategoria de comexion.

0

4.1.8 Definicién. Definimos la subcategoria de componentes generada por una familia F,
como la inteseccion de todas las subcategorias de componentes que contienen a la familia F
(anédlogamente se define la subcategoria invariante bajo aplicaciones generada por una familia

F).

4.1.9 Definicion. Definimos la subcategoria de conezrion generada por una familia F, como
la interseccién de todas las subcategorias de conexién que contienen a F. Dado que Top es una
subcategoria de componentes, invariante bajo mapeos continuos y por lo tanto de conexion,
por el corolario 4.1.7, la subcategoria de conexién generada esta bien definida.

La siguiente definicién es de suma importancia porque con ella podremos caracterizar a
las subcategorias de conexién en Top.

4.1.10 Definicién. Sea F una clase de espacios topoldgicos distinta del vacio, denotaremos
K(F) a la subcategoria plena de Top cuyos objetos estan definidos como sigue:
X es un K(F)—-objeto si para cada par de puntos =,y € X existen F' en F y una aplicacién

F i) X, cuya imagen contiene al subconjunto {z,y} de X.

4.1.11 Teorema. Sea F una clase de espacios topoldgicos distina del vacio. Entonces K(F)
es la subcategoria invariante bajo aplicaciones generada por F vy, si KK(F) es una categoria de
componentes, entonces es también la categoria de conexion generada por F.

Prueba. Que KC(F) es la subcategoria invariante bajo aplicaciones generada por F se sigue
de la definicién, ya que si damos una aplicacién de un K(F)-objeto X a Y, la imagen de X
serd un elemento de K(F). Si ademdas K(F) es de componentes, entonces es una categoria
de conexién. Veamos que cualquier otra la contiene. Sean X un K(F)-objeto, zyp € X y
A una subcategoria de conexién que contiene a F. Por definicién, para cada punto z € X
existe una aplicacion f, de un elemento F; de F en X cuya imagen contiene al subconjunto
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{zo,x}, entonces f,(F;) es un A-objeto y asi, A contiene una familia de subespacios f,(F})
(que contiene al conjunto {zg,z}) cuya interseccién es distinta del vacio, y dado que X

U fz(F%), concluimos que X es un objeto de A. O
rzeX

En el capitulo 1 se dio la definicién de cuna (1.1.59) tomando una suma topolégica de
espacios y haciendo cociente sobre sus puntos bésicos. En el siguiente resultado haremos uso
de dicha definicién.

4.1.12 Proposicion. Si F es una clase de espacios topologicos no vacia, la cual es cerrada
bajo la formacion de curnas, entonces K(F) es una subcategoria de conexion.

Prueba. Por el teorema anterior, basta probar que K(F) es de componentes. Sea {4;};cs
una familia de subespacios de X, con X un K(F)-objeto, tal que ﬂjeJ Aj # @. Sean z,y €
UjeJ Ajyac ﬂjeJ Aj;. Entonces existen indices ¢,i' € J tales que z,a € A; y y,a € Ay.
Puesto que A; y A; son objetos de K(F), existen funciones f: F — A; y f': F/ — Ay con F
y F' en F tales que {a,z} C f(F) vy {a,y} C f'(F').

Sip e Fyqe¢€ F son tales que f(p) = ay f'(¢g) = a, entonces definimos para B :=
A; [T Av /{p,q}, la funcién g : B — J;c; A; como

9(=) = fi(z) size Ay

{f,(z) sizeA;

Notemos que f estd bien definida porque A; y A;» son espacios cerrados en el coproducto
y ajenos salvo por los puntos del cociente (que tienen la misma imagen). Es continua porque
fy f'losonen A; y Ay respectivamente. Ademés {z,y} C g(B). Como F es cerrada bajo
cuilas tenemos, por lo tanto, que |J;c; A; es un K(F)-objeto. Asi, por el teorema anterior,
IC(F) es una categoria de conexién. 0

4.1.13 Corolario. Cualquier subcategoria de conexion es de la forma IC(F) para alguna clase
de espacios F.

Prueba. Notemos que si A es una subcategoria de conexién, entonces Ay (la clase de todos
los objetos de A) es cerrada bajo la formacién de cufias, ya que si {(Xj;, 7;)} e es una familia
de objetos de A, entonces \/;.; X; x {j} es tal que bajo la inclusién i; : X; — V,;c; X; se
obtienen subespacios de \/ jed X, que se intersecan en el cociente y por lo tanto su unién, que
es \/jeJ X, es un objeto de A. Asi, usando 4.1.12 y 4.1.11, se tiene que K(Ap) es la minima
subcategoria de conexién que contiene a Ay, es decir, K(Ay) = A. O

Como es de esperarse, una subcategoria de conexién deberia estar completamente relacio-
nada con los espacios conexos. El siguiente corolario muestra, esencialmente, dicha relacion.

4.1.14 Corolario. Si A es una subcategoria de conexion diferente de Top, entonces A C AC.

Prueba. Probaremos la contrapuesta. Sean A una subcategoria de conexiéon y X un objeto
suyo con separacién no trivial U, V,estoes UV # g, UNV =2y X =UUV.Si Y es
un espacio topolégico y {a,b} € Y, entonces el mapeo X 4y ¥ definido como flU)=ay
f(V) = b es continuo y, por el corolario anterior, Y es un A-objeto. Esto es, A = Top. O

Notese que como consecuencia inmediata se tiene lo siguiente: La wnica subcategoria de
conexion que contiene a los espacios discretos es Top.
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4.1.15 Definicién. Sea A una subcategoria de conexién, denotaremos por Aj; a la subca-
tegoria correflexiva de Top cuyos objetos X satisfacen la siguiente condicién: para cualquier
x € X existe una base de vecindades cuyos elementos pertenecen a A.!

4.1.16 Corolario. Si A y A’ son dos subcategorias de conexién diferentes de Top y A C A,
entonces Ap N A" = Ap N A.

Prueba. Es claro que AN A" D Ar,NA. Ahora, si X es un objeto de Ay, N.A’ entonces, por
el corolario anterior, X es conexo. Ademds, X estd conformado de una sola A-componente,
ya que si no fuese el caso, tomando en cada punto x € X la unién de los elementos de A
que conforman una base de vecindades de x, obtenemos A-componentes por cada punto. Si
existiesen al menos dos ajenas entonces X tendria una separacién no trivial, lo cual es una
contradiccién al corolario anterior. Concluyendo que X es una .A—componente y por lo tanto

ALQ.A/QALQA. ]

4.1.17 Proposicién. La subcategoria cuyos objetos son espacios con un solo elemento (sin-
gulares) y la subcategoria cuyos objetos son espacios indiscretos son subcategorias de conezion.

Prueba. Claramente la subcategoria cuyos espacios son singulares satisface la definicién de
subcategoria de conexién trivialmente. Ahora, si A tiene como objetos los espacios indiscre-
tos, sabemos que las funciones continuas sélo pueden ir de un indiscreto X a un subespacio
indiscreto en la imagen, pues la continuidad obliga a que la imagen inversa de los abiertos del
contradominio sea el conjunto subyacente de X o el vacio. Ademas, si una familia de subes-

pacios indiscretos {A;}icr de un espacio X cumple (| A; # &, entonces |J A; debe ser un
iel il

espacio indiscreto, pues dado un abierto U # & de |J A;, existe i € I tal que A, NU # &,
el

entonces A; C U y también (| A; C U, pero dado que todos los subespacios A; son indiscretos

el
para toda j, se tiene U = | J A;.
el
4.1.18 Definicién. La subcategoria de espacios singulares y la subcategoria de espacios in-
discretos, las cuales denotaremos por A° y AS respectivamente, las llamaremos categorfas de

conexién triviales. Claramente A° c AS.

4.1.19 Proposicién. Cualquier categoria de conexién no trivial A contiene a A° y AS.

Prueba. De la definicién, es inmediato que A contiene a A°. Ahora, si Y es un espacio
indiscreto y X un objeto de A tal que X y Y tienen mas de un elemento, entonces dado

Yo €Y y xg € X, definimos X f—”) Y como:

Yo Sl x =g
fy(@) = { :
Yy six# xg

donde y € Y \ {yo}. Entonces f, es continua (Y es indiscreto) y, por ser A subcategoria de

conexion, se tiene que f,(X) son elementos de A tales que [\ fy(X) = {yo}. Por lo tanto,
yey

U fy(X)(=Y) es un objeto de A. O

yey

4.1.20 Proposicién. K(S) con S el espacio de Sierpinski, es la minima subcategoria de
conexion no trivial.

'Para detalles sobre la correflexividad de Ay, véase [11].
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Prueba. Primero notemos que como la familia {S} es cerrada bajo la formacién de cunas,
se tiene que K(S) es una subcategoria de conexién.

Claramente el espacio S no es indiscreto. Por lo tanto, haciendo uso de la proposicion
anterior, A% C K(S). Ahora, si A es cualquier categorfa de conexién no trivial, entonces
existe un espacio Y de A que no es singular ni indiscreto y por lo tanto, existen z,y € Y y
U C Y abierto, tales que z € U y y ¢ U. Entonces X 7, 8 definida como g(z) = 0 para toda
z€Uyg(z) =1 paratoda z € Y\ U es continua y por lo tanto S es objeto de A. De esta
manera, todo elemento de K(S) es elemento de A por 4.1.13. O

Hemos probado las siguientes contenciones

AY c AS C K(S). (4.1)

4.2. Subcategorias de conexién normales y h—categorias de co-
nexion

En esta seccién veremos algunas propiedades de las subcategorias de conexién normales y
h-categorias, aunque nuestro objetivo principal sera probar, para una subcategoria de conexion
A, que es necesario y suficiente tener al espacio [0,1] = I como un elemento, para que ésta
sea una h—categoria.

Recuérdese que dos aplicaciones (funciones continuas) f,g : X — Y son homotdpicas
(denotado por f =~ g), si existe una homotopia entre ellas, es decir, una aplicacién H :
X xI =Y tal que H(z,0) = f(x) y H(z,1) = g(x) para toda = € X. Asi, dos espacios X
v Y tienen el mismo tipo de homotopia si existen aplicaciones ¢ : X — Y y ¢ : Y — X tales
que Ypop~1xyporp~ly.

4.2.1 Definicién. (1) Una subcategoria A de Top es una h—categoria si para cada .A-objeto
X, todos los espacios que tienen el mismo tipo de homotopia de X son A-objetos.

(2) Una subcategoria de conexién A es normal si para todo A-objeto X, todos los espacios
que contienen a X como subespacio denso son A-objetos.

4.2.2 Observacién. Notemos que la interseccién de h—categorias es una h—categoria asi como
la interseccién de subcategorias normales es una subcategoria normal.

Si X es un objeto de la interseccién de una familia de h—categorias, entonces cualquier
espacio Y con el mismo tipo de homotopia se encuentra en todos los intersectandos, al ser estos
h—categorias, concluimos que Y es un objeto de la interseccién de la familia (para subcategorias
normales el razonamiento es anélogo).

4.2.1. Subcategorias de conexion normales

4.2.3 Proposicién. Una subcategoria de conezxion A es normal si y sélo si las A—componentes
de cualquier espacio X son cerradas.

Prueba. Sea A es una subcategoria de conexién normal. Si A es una A-componente, enton-
ces es densa en A, por lo tanto A pertenece a A y dado que las A-componentes son maximas
respecto a la contencién en X, concluimos que A C A C X y por lo tanto A = A.

Reciprocamente, si A es un A-objeto y A es denso en X, tomamos una A-componente
A’ de X que contiene a A, como A’ es cerrada, se tiene A C A’ = A’ C X = A por lo tanto
X = A, esto es, X es un objeto de A. O
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En el capitulo 1 vimos que el producto arbitrario de espacios conexos es conexo y el
producto arbitrario de espacios conectables por trayectorias también es conectable por trayec-
torias. Sin embargo, el siguiente resultado muestra que, en general, lo anterior no ocurre para
cualquier subcategoria de conexion.

4.2.4 Teorema. Si A es una subcategoria de conexion entonces Ag es cerrada bajo la for-
macion de productos finitos, y si A es normal, Ay es cerrada bajo la formacion de productos
arbitrarios.

Prueba.

(1)

Primero veamos que A es cerrada bajo la formacién de productos finitos.
Sean X y Y A-objetos distintos del vacio, veremos que X xY pertenece a A. Sean (a,b) €

X xY y(c,d) € X xY y consideremos el punto (a,d) € X x Y. Entonces X Iy X x {d}
donde f(z) = (z,d) y Y % {a} x Y donde g(y) = (a,y) son homeomorfismos tales que
sus imégenes se intersecan en (a, d). Por lo tanto, X x {d} U{a} xY es un elemento de A.
Ahora, por 4.1.13 A = K(F) para alguna clase F (que en la prueba fueron los espacios
de A) y como acabamos de probar que cualquiera dos puntos en X x Y estan contenidos
en la imagen continua (inclusién) de un elemento de F, concluimos que X x Y esta en
A. Por induccién se obtiene el resultado para cualquier nimero finito.

Ahora, supongamos que A es normal. Sean F' := {A;};,c; una familia arbitraria de
A-objetos, X = [[;c; Ai y p € X. Consideremos la A-componente C;, de p en X (que
siempre existe porque los A’s son encajables en X ). Sea B abierto bésico de la topologia
producto X. Entonces existen iy, ...,i, € I y abiertos Uy C A;, con k € {1,...,n} tales
que B = Ni_, Uy, es decir, B consta de los puntos x € X que satisfacen x;, € U, para
cada k € {1,...n}, donde z;, es la coordenada i) de .

Tomamos para cada Uy un punto fijo ax. Sea ¢ el punto de X definido como:

ap sl i =iy para algin k
4 = L
' p; sii# 1 para todo k

entonces ¢ € B por lo anterior.

Consideremos el subconjunto K de X que consiste de todos los puntos x € X tales que
x; = p; para todo i € I\ {i1,...,iy}. Entonces K es homeomorfo a X;, x ... x X; v,
por lo visto en (1), es un A-objeto.

Puesto que K contiene a p y ¢ por definicién, se tiene que g estd en la A—componente
C, y por lo tanto BN C), # @. Como B es un abierto bésico arbitrario, tenemos que C,,
es denso en X. Y como tenemos por hipétesis que A es normal, concluimos que X es un
A-objeto (ndtese la semejanza de la prueba con 2.1.10 ). O

4.2.2. H-—categorias

4.2.5 Definicion. Un cuadrado conmutativo

XL>A

f

s}

B /

g
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es llamado pullback o cuadrado cartesiano si cumple lo siguiente: para cualquier cuadrado
conmutativo de la forma

Xx-t.o4

|
B——

!

g

s}

. s >k I .
existe un unico morfismo X — X que hace conmutar el siguiente diagrama

es decir, f'ok=fy gok=4.
4.2.6 Definicién. (1) Una clase de aplicaciones suprayectivas M es llamada una 0-clase.

(2) Una O-clase es una 1-clase si para todo cuadrado cartesiano (pullback) en Top

X—X;
|
Xo——Y
se tiene que si f estd en M, entonces g pertenece también a M.

4.2.7 Definicién. A toda 0—clase M le podemos asociar la subcategoria plena A(M) de Top
cuyos objetos son espacios A con la propiedad siguiente:

Cada funcién X i> A que pertenece a M es una identificacién.

4.2.8 Ejemplos. (1) Si M es la clase de todos los homeomorfismos entonces es una 0-clase,
1-clase y A(M) es Top.

(a) Claramente M es una O—clase. Por otra parte, si el siguiente diagrama es un pullback

y oy

s

X ==X
con f en M, entonces podemos tomar el siguiente diagrama

x iy

o

X —=X
h
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que claramente conmuta, entonces por definicién de pullback existe X’ 9, ¥ tal
que lxy =gogy f ' oh=hog. Por otro lado, si tomamos el diagrama siguiente

X —=X
h

tenemos que gogo g = 1X/og:gyﬁo§og:f_1ohog:f_lofoﬁzﬁ,
es decir, todos los diagramas interiores conmutan. Ahora, al ser el cuadrado un
pullback, existe una tnica aplicacién de Y’ en Y’ y dado que la funcién identidad
lys también hace conmutar el diagrama, concluimos que g o g = 1y+. Por lo tanto
g es una aplicacién suprayectiva tal que gog =1y y go g = 1x/, esto es, g es un
homeomorfismo.

A(M) es Top ya que cualquier funcién continua, suprayectiva y abierta (o cerra-
da) es una identificacién y dado que los homeomorfismos son funciones continuas,
biyectivas y abiertas (o cerradas), se tiene que todo elemento de Top cumple la
condicién para ser elemento de A(M).

(2) Si M es la clase de todas las retracciones, entonces M es una 0-clase que no es una
1-clase y A(M) es Top.

Una retraccién X — A, donde A C X, es una aplicacién tal que rla = Ida.

(a)

Claramente M es una 0-clase. Por otra parte, notemos que en Top siempre existe el

pullback para morfismos A Ly y B2 Y. Sea X = {(a,b) 6 A xB: f(a)=g(b)}
con la topologia inicial? respecto a las proyecciones A x B4 A yAx B P5, B
dadas por pa(a,b) = a y pg(a,b) = b. Si existe un espacio X’ tal que el diagrama
siguiente conmuta

Y

A

f

LQ\
N

oy

— =Y
g

definimos Z % X como h(z) = (f'(2), ¢'(2)). Notemos que h(z) € A x B y dado
que el diagrama conmuta, f(f'(z)) = g(¢'(2)), esto es h(z) € X. Ademés, hace

2La topolgofa inicial T respecto a las aplicaciones C M p y C %2, I tiene como subbase a {h;l(U) 1=
1,2 y U es abierto de D o E}.
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conmutar el siguiente diagrama trivialmente

pa A

X
g pPB \L f
B

— =Y

g

h es continua porque dado U C X subbdsico, por definicién, existe V' C A abierto
(o V' C B abierto) tal que U = p,* (V), como h =1 (U) = h =1 (p,* (V) = (f)~L(V),
se tiene que h~1(U) es abierto. Por tltimo, h es tinica ya que claramente las pro-
yecciones p4 y pp separan puntos (1.1.58).

(b) Notemos que toda retraccién X — A es una identificacién. Si r~(U) es abierto en
X con U C A, entonces 7~ 1(U) N A es un abierto en A, pero r1(U)N A =U. Por
lo tanto r es una identificacion.

(3) Sea A una subcategoria correflexiva de Top. Si M es la clase de todas las A-correflexiones,
entonces A(M) = A.

Por doble contencién. Si Y es un elemento de A(M), entonces dada X Joyen M , se
tiene que f es una identificacién, pero dado que las correflexiones en Top son biyectivas,
concluimos que f es un homeomorfismo y por lo tanto Y estd en A.

Ahora,seaY en Ay X i) Y una A-correflexione en M. Por definicién, dado el siguiente
diagrama
7 \11
\
X—=Y
f

existe una tnica f tal que f o f = 1y. Por otro lado, dado el siguiente diagrama

X

|

Y f

d

X ——Y

existe una tnica funcién que hace conmutar el diagrama, pero dado que fo fo f =
lyof =f= folyx, se tiene que fo f = 1x, esto es, f es un homeomorfismo y por lo
tanto una identificacion.

(4) Si M = @, entonces A(M) es Top

4.2.9 Proposicion. Si M es una 1-clase entonces A(M) es una subcategoria correflexiva de
Top.

Prueba. Si A(M) = @ o A(M) contiene solamente el espacio vacio, la afirmacién es cierta.
Supongamos que tiene objetos no vacios.
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(1)

Sea {A;};jcs una familia arbitraria de A(M)-objetos distintos del vacio. Si X ER e Aj
es una funcién continua en M, definimos f; como la restriccion f|y—1( Ay “1(4)) = Aj,
entonces X = [[,¢; f71(4;) por 1.1.61.

Notemos que el diagrama siguiente es un pullback

S ——X

.

Aj > jes 4

donde los morfismos horizontales son inclusiones. Si el diagrama

es conmutativo para una j € J particular, definimos g : Z — f~1(4;) como g(z) =
i~1(g(2)). Estd bien definida porque i es inyectiva y f(g(z)) = '(gj(2)), esto es, f(g(z)) €
Aj y por lo tanto g(2) € f71(4;). Ademds, hace conmutar el siguiente diagrama

1(Ay

i

J

lf

jes 4

va que i(g(z)) = i(i"'(9(2))) = g(2) y como f; (§( )) = fi(i"*(g(2))) entonces
7' (fi(i7H(9(2)))) = fl9(2)) = '(9;(2))

por la conmutatividad del cuadrado, y dado que i’ es inyectiva, se tiene que f;(i~!(g(z)))
gj(2). La unicidad es inmediata de la inyectividad de i. Por lo tanto el primer diagrama
es un pullback y como M es una 1-clase, f; estd en M para toda j. Ademds dado que
cada A; estd en A(M), podemos concluir que f; es una identificacién para toda j € J.
Ahora, si ffl(U) es abierto en X, entonces el conjunto f~H(U)N f~H(A;) = f~H(UNA;)
es abierto en f71(4;) y, como f; es identificacién, U N A; es un abierto de A4;. Por lo

tanto U = (J;¢;(U N A;) es abierto en [[,c; 4;, lo cual implica que f es identificacién,
es decir, [[;c; Aj es un objeto de A(M).

jeJ

Sea p: A — X una identificacién con A un A(M )-objeto. Supongamos que f:Y — X
pertenece a M y consideremos el siguiente cuadrado cartesiano

AL Y

"

A——X
p
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Como M es una 1-clase tenemos que f estd en M, es decir, es una identificacién y por
lo tanto p o f también lo es. Ahora, si f~'(U) es abierto en Y con U C X, entonces
g Y(f~Y(U)) es abierto en Z por la continuidad de las funciones, pero por la conmuta-
tividad del diagrama g~ '(f~1(U)) = f~Y(p~*(U)), y dado que po f es identificacién,
concluimos que U es un abierto de X. Por consiguiente f es una identificacién y, por lo
tanto, X estd en A(M).

Por (1) y (2) tenemos que A(M) es cerrada bajo coproductos e identificaciones y por
2.3.18, A(M) es una subcategoria correflexiva de Top.

4.2.10 Definicién. Sea A una subcategoria plena de Top invariante respecto a funciones con-
tinuas. Sea M’ una 1-clase cuyos elementos son funciones inyectivas (y por lo tanto biyectivas).
Podemos obtener de A y M’ una subclase M de M’ con la condicién siguiente:

Un elemento f : X — Y de M’ estd en M si y sélo si para todo A-objeto A CY, la
funcion fly-1(4) f~Y(A) — A es un homeomorfismo.

4.2.11 Proposicion. La clase M de la definicidn anterior es una 1-clase y AcC A(M).

Prueba. Veamos que M es una 1-clase. Supongamos que tenemos el siguiente cuadrado
cartesiano
X —=X

P

Y —=Y
g

con fen M y asi f' en M'. Sea A’ C Y’ un objeto de A. Entonces A := g(A’) estd en A. Sean
f1 =1l F1A) Y f1=1r fr=1(any, entonces resulta un nuevo cuadrado cartesiano

fA) —=f71(4)

f{l ifl

A A

gl ar

ya que dado un diagrama como el siguiente

|

A

9glar

podemos definir § como f’ fl o ¢'; que hace conmutar trivialmente el diagrama izquierdo
y, por la conmutatividad de cuadrado, conmutar al diagrama superior, es decir, si z € Z
entonces f1(h(f;  (d'1(%)))) = 9(¢'1(¥)) = f1(91(y)). Ademds, como f; es homeomorfismo, en
particular es una identificacién y como M’ es una 1-clase, entonces f’; estd en M’ es decir,
es una identificacién inyectiva y por lo tanto un homeomorfismo, por lo tanto f’ estd en M.
Ahora veamos que AC A(M). Si A es un objeto de Ay X EN) pertenece a M, por
definicién de M, f es un homeomorfismo y, en particular, una identificacién. Por lo tanto
A pertenece a A(M) y como A(M) es una categoria correflexiva, es decir, es cerrada bajo
coproductos e identificaciones. O
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4.2.12 Definicién. Se dice que una funcién continua g : X — Y tiene la propiedad de levan-
tamiento (inico) de homotopias respecto a un espacio topolégico Z si, para todo diagrama
conmutativo

ZxI——Y
H/

con g continua e ig(z) = (2,0) con z € Z, existe H : X x I — Y tal que el siguiente diagrama
conmuta

71 . x

T
i - g

ZxI——=Y
Hl

En tal caso H recibe el nombre de levantamiento de H' que empieza con f.

4.2.13 Definicién. (1) Sea E una clase no vacia de espacios topoldgicos y f € Top(X,Y).
f es una E—fibracidn si tiene la propiedad de levantamiento de homotopias respecto de
cualquier espacio en F.

(2) Cuando E consta de todos los espacios topoldgicos, f es llamada fibracion de Hurewicz.
4.2.14 Definicién. Sea X un espacio topolégico y A C X.

(1) Decimos que A es un retracto de X (o que hay una retraccién de X sobre A) si existe
r: X — A continua tal que r|A = 14.

ecimos que A es un retracto por deformacion de X, si existe una homotopia :
2) Deci A tract d ion de X, si exist h topia H
X x I — X tal que

H(z,0)=zsize X
H(z,1) e Asize X
H(a,1)=asia€ A

En particular, la aplicacién rg : X — A tal que rg(x) = (z, 1), es una retraccién de X
en A, es decir, A es un retracto de X.

(3) Si ademads de las condiciones en (2), pedimos que H(a,t) = a para todoa € Ayt eI,
entonces se dice que A es un retracto fuerte por deformacién de X.

(4) Decimos que A es un retracto débil de X si existe r : X — A continua tal que roi ~ 14,
donde 7 : A — X es la inclusién. En particular, todo retracto es un retracto débil.

(5) Decimos que A es un retracto débil por deformacion de X silainclusién i : A — X es una
equivalencia homotépica. En particular, todo retracto por deformacién es un retracto
débil por deformacién.

4.2.15 Definicién. (1) Sea j : X — Y una funcién continua y W un espacio topolégico.
Decimos que j tiene la propiedad de extension de homotopia (P.E.H.) respecto a W si
cada vez que tenemos las funciones continuas g : Y — Wy H : X x I — W tales que
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H o4y = goj, existe H:Y x I — W continua (no necesariamente tnica) tal que el
siguiente diagrama

X x g

conmuta, es decir, Ho (jx1y)=Hy ﬁoio =g.

(2) Una funcién continua j : X — Y se dice que es una cofibracidn si tiene la P.E.H. respecto
a todo espacio topoldgico W.

4.2.16 Observaciéon. Sea f : X — Y continua y Z; el espacio obtenido al identificar el
coproducto de X x I y Y, utilizando la siguiente identificacién: (z,1) € X x I con f(z) € Y.
Zy es llamado cilindro de aplicacion de f. Dada la definicién anterior, utilizaremos la siguiente
notacién: [z,t] denota al punto de Z; que le corresponde a (z,t) € X x I bajo la identificacién
y [y] a los puntos y € Y (asi [z,1] = [f(x)] con = € X).

Notemos que existe un encaje i : X — Z; con i(x) = [z,0] y un encaje j : Y — Zy con
J(y) = [y], y por ello consideraremos a X y Y como subespacios de Z;. Ademas, existe una
retraccién r : Zy — Y definida como r[z,t| = [f(x)] paraxz € X, t € [ yrly] =y paray € Y.

4.2.17 Lema. Sea X i) Y wuna funcion continua. Entonces, existe un diagrama conmutativo

X : Zy
Yy,
f /
Y
con i, J yr como en la observacion anterior, tal que

(1) 1z, =jor (rel Y), es decir, existe una homotopia F' de 1z, a jor tal que F([y],t) = [y]
para todoy €Y ytel.

(2) i es una cofibracion.
Prueba.
(1) Definimos F': Zy x I — Z§ como
F([z,t],t")=[z, 1=t +t] sizeX,t,t' el
F([yl, ") = [y] siyeY, t' el

F estd bien definida por que F([z,1],t') = [z,(1 —t') + '] = [z,1] = [f(x)], es decir,
los puntos de la interseccién concuerdan en su imagen, es continua porque lo es en cada
parte de la funcién y cumple

F([z,t],0) = [z, 1]

F([y],0) = [y] es decir F'(-,0) = 1z,(-)
Fl,1],1) = [2,1] = [f(@)] = j(r[f(2)])

F(lyl,1) = [yl es decir F(_,1) = jor()
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Ademsds notemos que dada la definicién de F', los puntos y € Y quedan fijos.

(2) Seag:Zy - Wy H:X xI— W continuas tal que g([z,t]) = H(x,0) (es decir, el
diagrama exterior en la definicién de P.E.H. conmuta). Definimos H:Z ¢ x 1 — W como

H(yl,t")=g(ly) siyeY,t' el

N

fl([:p {,t) = 9([=, 2;:5/,]) Si0<t <2<2, zeX
s U]y H(:c,@) 810§2t§t/§1,$€X

H estd bien definida ya que H([z,1],#) = g([z ,g_g}) = g([f(2)]), es continua porque
lo es en cada parte de la definicién y los puntos de interseccién concuerdan con su
imagen en cada caso. Ademas cumple (H oi x 1f)(z,t') = H([z,0),t) = H(x,t) y
(H o io) ([, 1)) = H([x,],0) = g([w, 1)), (H o i0)([y]) = H([y},0) = g([y]). Por lo tanto i

tiene la P.E.H. para todo espacio topolégico W. O

4.2.18 Lema. Sii: A — X tiene la P.E.H. Entonces, A es un retracto débil de X si y sdlo
si A es un retracto de X.

Prueba. Dado (4) de 4.2.14, basta probar que toda retraccién débil r : X — A es homot6pi-
ca a una retraccién.

Por hipétesis 7 oi >~ 14, sea H : A x I — A la homotopfa, entonces H(a,0) = r(a) para
toda a € A. Como i tiene la P.E.H. existe una homotopia H : X x I — A, la cual extiende a
H y empieza en r

A——=AxT

es decir, H(z,0) = r(z) para toda z € X. Si+/ : X — A esta definida por 7'(z) = H(z,1),
entonces 7’ es una retraccién de X en A, y por lo tanto H es una homotopia de r en /. [

Hasta aqui, todos los resultados acerca de retracciones, propiedades de levantamiento de
homotopias y extensiéon de homotopias, seran utilizados para demostrar el teorema principal de
esta seccién. Sin embargo, los lemas y teoremas siguientes muestran que se puede extender atin
més la relacién entre cofibraciones y retracciones en el cilindro de aplicacién.? Concluyendo lo
anterior en el teorema 4.2.30.

4.2.19 Definicion. Sea Y un espacio topoldgico y X C Y. Decimos que una homotopia
F: X x1I—Y esuna deformacion si F(z,0) = = para toda x € X. Si, ademds, F(X x {1})
estd contenido en un subespacio A de Y, se dice que F' es una deformacion de X a A o que
X es deformable a A.

4.2.20 Lema. Un espacio X es deformable a un subespacio A si y sélo si la inclusion i : A —
X tiene un tnverso derecho homotopico.

Prueba. Supongamos que X es deformable a A. Sea F': X x I — X una deformacion tal
que F(x x {1}) es subconjunto de A. Definimos f : X — A por la ecuacion i(f(z)) = F(x,1)

3Dichos resultados pueden ser omitidos para los fines de la seccién.
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para toda z € X, entonces F' es una homotopia de 1x en io f, es decir, ¢ tiene inverso derecho
homotopico.

Ahora, si i tiene inverso derecho homotoépico f : X — A, entonces existe una homotopia
F:XxI— Xtalqueiof~l1x, esdecir, F(z,0) =z y F(X x1) =i(f(X)) € A Por lo
tanto X es deformable dentro de A. O

4.2.21 Lema. A es un retracto débil por deformacion de X si y sélo si A es un retracto débil
de X y X es deformable a A.

Prueba. A es un retracto débil por deformacién si y sélo si la inclusién es una equivalencia
homotdpica, es decir, existe r : X — A tal que r o7 ~ 14 (retracto débil) e ior ~ 1x (la
inclusién tiene inverso homotdpico derecho). Por lo tanto, aplicando el lema anterior, X es
deformable a A.

Para obtener el inverso del enunciado, probaremos que si la inclusion ¢ tiene inverso ho-
motdpico izquierdo y derecho, entonces éstos son homotépicos. Por hipdtesis A es un retracto
débil de X y X es deformable a A, es decir, i tiene inverso homotodpico izquierdo; go i >~ 14
y derecho 7 o f ~ 1x respectivamente, entonces f =140 f ~goio f~golx = g, es decir,
f~g. U

4.2.22 Lema. Sea A un retracto de X. Si X es deformable a A, entonces A es un retracto
por deformacion de X .

Prueba. Sea r : X — A una retraccion, entonces 14 ~ r o4, es decir, r es inverso izquierdo
homotépico. Dado que X es deformable a A, ¢ tiene inverso homotdpico derecho y por la
observacién del lema anterior, r cumple 1x ~ i or y por lo tanto A es un retracto por
deformacién de X. O

4.2.23 Corolario. Sii: A — X tiene la P.E.H. entonces A es un retracto débil por defor-
macion de X si y sélo si A es un retracto por deformacion de X.

Prueba. A es un retracto débil por deformacién si y sélo si la inclusién es una equivalencia
homotépica, entonces la inclusion tiene inverso homotdpico izquierdo. Por el lema 4.2.18, lo
anterior ocurre si y sélo si A es retracto de X. Ademads, dado que la inclusién tiene inverso
homotépico derecho si y sélo si X es deformable a A, se tiene por el lema 4.2.22 que lo anterior
es cierto si y s6lo si A es un retracto por deformacién de X. O

4.2.24 Teorema. Sii: (X x0)U(AXxI)U(X x1) — X x I tiene la P.E.H. entonces A es
un retracto por deformacion de X si y solo si A es un retracto fuerte por deformacion de X.

Prueba. Si A es un retracto por deformacién de X, sea F' : X x I — X la homotopia de 1x
aior, donde X - A es una retraccién e ¢ la inclusién de A en X. Definimos una homotopia
G:[(Xx0)U(AxI)U(X x1)] x I - X dada por las siguientes ecuaciones:

G((z,0),tY =z conxe X, t' eI
x,t),t")=F(z,(1—t)t) conz € A; t,t' € I

Q

G esta bien definida porque dada x € A
G((z,0),t') =2 = F(,0)

y ademas
G((z,1),t") = F(z,1 —t') = F(r(z),1 - t')
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por ser r retraccién. G es continua porque su restriccién a cada conjunto cerrado (X x 0) x I,
(AxI)x Ty (X x1)xI es continua. Notemos que si (z,t) € (X x 0)U(Ax T)U (X x 1),
entonces G((z,t),0) = F(z,t) ya que G((z,0),0) =z = F(x,0) y G((z,1),0) = F(r(z),1) =
i(r(r(x))) = r(z) = F(x,1). Por lo tanto tenemos que G restringida a [(X x 0) U (A x I) U
(X x 1)] x 0 puede extenderse a (X x I) x 0, y haciendo uso de la P.E.H. G restringida a
[(X x0)U(AXTI)U(X x1)] x 1 puede extenderse a (X x I) x 1. Sea G': (X xI) x1— X
dicha extencidn, definimos H : X x I — X como H(z,t) = G'((z,t),1). Notemos que dada la
definicién anterior, se cumplen las ecuaciones

H(z,0) = G'((x,0),1) = G((2,0),1) =2 con z € X
)

F(r(x),0) =r(z) conz € X
H(z,t)=G((x,t),1) = F(z,0) =xconz € A, t €1

JH
—_
!
oy
}2
—_
=
!

Por lo tanto H es una homotopia relativa a A de 1x a ior, esto es, A es un retracto fuerte
por deformacién de X. O

4.2.25 Definicién. Dado un espacio topolégico X y A C X subespacio:

(1) Decimos que (X, A) es una pareja de espacios. Una aplicacion de parejas, denotada por
f:(X,A) — (Y,B), es una funcién f: X — Y tal que f(A4) C B.

(2) Dadas (X1, A1) y (X2, A2) parejas de espacios, definimos el producto de parejas (X7, A1) %
(XQ,AQ) Ccomo (Xl X XQ, (Al X XQ) U (Xl X Ag))

(3) Una homotopia de parejas es una homotopia sobre una aplicacién de parejas H : (X x
A)x I = (X xI,AxI)— (Y,B), es decir, H: X x I — Y cumple H(a,t) € B para
todaae A, tel.

(4) Un homeomorfismo de parejas ¢ : (X, A) — (Y, B) es un homeomorfismo ¢ : X — Y tal
que ¢(A) = B.

4.2.26 Observacion. Si fi: (X1, A41) — (Y1,B1) y fo: (X2, A2) — (Y2, B2) son aplicaciones
de parejas, entonces fi x fo: (X1, A1) x (X2, A42) — (Y1, B1) x (Ya, B2) es una aplicacién de
parejas.

4.2.27 Lema. FEziste un homeomorfismo de parejas o : (IxI, ({0} xDU(Ix{1}HU({1}xI)) —
(I xI,{1} xI).

Prueba. Definimos « como

(1-3s,4)si0<s< 1zt
1

afs,t) = | (1, =550 si 5t < s < 3
(Bs—2,3)si 2L <s<1

notemos que estd bien definida, ya que

<1 —t > {(t, L) para el primer caso,
@ = t

(t 3((31111))) para el segundo,

(2 +1t t) (t, %) para el primer caso,
al —,t)| =
3 (t, %) para el segundo.
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« es continua porque lo es en cada uno de los tres pedazos cerrados, es inyectiva y suprayectiva,
y « es cerrada porque va de un compacto a un 15, por lo tanto a : I x I — I X I es un
homeomorfismo.

Notemos ademds, que «(0,¢) = (1, %),

(1,2)si0<s<0
a(s,1) = ¢ (1, s+)310§s§1
(1,23)si1<s<1

w\»—‘

w \

y a(L,t) = (1,25%), es decir a({0} x I) U (I x {1}) U ({1} x I)) € {1} x I, pero como es
suprayectiva, para que un elemento (1,z) € {1} x I provenga de uno del dominio, digamos
(s,t), es necesario que s = 0,1 o t = 1. Por lo tanto se da la igualdad entre los conjuntos

anteriores y por lo tanto a es un homeomorfismo de parejas. O

4.2.28 Lema. Si (Z,X) es una pareja de espacios y W = (Zx{0})U(X xI)U(Zx{1}) C ZxI,
entonces existe un homeomorfismo de parejas

0: (ZxIxXI,(ZxIx{1H))UW x1I)) = (ZxIxI,(Zx{1} xI)U(X x1Ix1I))

Prueba. Primero notemos que el dominio de la funcién buscada es igual a la pareja (Z, X)) x
(I xI,({0} x I)U (I x {1}) U ({1} x I)) y el codominio (Z x I,(Z x {1}) U (X x I)) x I;
es igual a (Z,X) x (I x I,{1} x I). Por lo tanto, definimos ¢ como 1z x «, donde « es el
homeomorfismo del lema anterior.

Claramente 1z x oo : Z x I x I — Z x I x I es un homeomorfismo, ademds, por el lema
anterior a({0} x I) U (I x {1})U ({1} x I)) = {1} x I, entonces se cumple

C((ZxIx{1}NU(Zx{0}xTU(Zx{1}x HU(X XxIXI))=(Zx{1}xHU(X xIxI) (4.2)
y por lo tanto ¢ es un homeomorfismo de parejas. O

4.2.29 Lema. Si existe una retraccion o : ZxI — (Zx{1})U(X xI), entonces también existe
una retraccion p : ZxIxI — (ZxIx{1})U(W xI), donde W = (Zx{0})U(X xI)U(Zx{1}) C
Z x 1.

Prueba. Supongamos que existe o y definamos p como p(z,s,t) = ¢ Lo (o x 1) op(z, s,1).

Notemos que p tiene el dominio y codominio buscado

ZxIxIﬂZxIxILlﬂ(Zx{l}xI) UX xIxI)Z— (Zx[x{l}) (W x I)

ya que la iltima composicién se cumple por (3.1) del lema anterior. Ademds p es continua por
ser composiciéon de continuas y cumple lo siguiente:

¥ 1(0 X 11(('27 17% )) = ( (57 1)) (Z,S, 1)
p(z,8,1) = ox11((2,a(s,1))) = 9o x 1i((2, 1, 51))) = o7z, a(s, 1)) = (2,5,1)
e o x11((21,3) = ¢ H(za(s,1) = (2,5,1)

para (z,s,1) € Z x I x {1}, ya que la tercera igualdad se obtiene porque o es una retraccién,
es decir, o] zx (1} = 1zxq1y ¥ por lo tanto p(z,s,1) = o~ H(¢((2,5,1))) = (2,5,1). Ademés, si
(2,0,1), (z,1,t) estan en Z x {0} x I, Z x {1} x I respectivamente, por (3.1) del lema anterior se
tiene que ¢(z,0,t), p(z,1,t) € Zx{1}x1I , asi que aplicando un razonamiento andlogo podemos
concluir que p(z,0,t) = (2,0,t) y p(z,1,t) = (2,1,t). Y por ultimo, si (z,s,t) € X x I x I,
como o|xxr = lxxr, entonces p(z, s,t) = (z,s,t). Por lo tanto p es la retraccién buscada. [
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4.2.30 Teorema. Sea X un espacio Hausdorff y supongamos que A es cerrado en X. Enton-
ces, i : A — X es una cofibracion si y sdlo si hay una retraccionr : X xI — (X x{0})U(AxI).

Prueba. Supongamos que ¢ es una cofibracion y consideremos el diagrama siguiente

A*i(&AxI

(X (0)) U (A x T)

donde 7' : X — (X x {0}) U (A x I) es el encaje dado por i'(z) = (2,0) y j : Ax I —
(X x {0}) U (A x I) la inclusién, entonces existe r : X x I — (X x {0}) U (A x I) que hace
conmutar el diagrama, es decir, r(z,0) = r(ig(x)) = i'(z) = (z,0) y r(a,t) = j(a,t) = (a,t),
por lo tanto r es una retraccién.

Inversamente, si existe g : X — Wy H : A x I — W como en la definicién de cofibracién,
definimos H : X x I — W como H(xz,t) = ((g,H) or)(z,t), donde (g, H)(x,0) = g(x) si
(,0) € X x {0} y (9,H)(a,t) = H(a,t) si (a,t) € A x L. H estd bien definida porque
H(a,0) = H(a,0) = g(a), es continua porque es composicién de continuas y hace conmutar el
diagrama siguiente por definicién

A—" AxT

| e

X—XxI
0

O

Gracias a lo que hemos demostrado en el tema de retracciones, podremos probar, dada una
subcategoria correflexiva 2 de Top, que si toda correflexion de 2 es una fibraciéon de Hurewicz
entonces 2 es una h—categoria. Esto serd de suma importancia para probar el teorema principal
ya mencionado con anterioridad 4.2.35.

4.2.31 Lema. Supongamos que p : E — B es una fibracion de Hurewicz y que A C X es un
retracto fuerte por deformacion. Si el cuadrado

YR

A

z£ S
T h

X

— B

f

conmuta, entonces existe h: X — E tal quepoh = f yhla~g

Prueba. Supongamos que H : X xI — X es una deformacién de X en A tal que H(a,t) = a
y r: X — Alaretraccién dada por r(z) = H(x,1). Definimos F' : X xI — B como F = foH,
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yg : X = FE como g = gor. Notemos que pog = pogor = flgor = fory que
F(z,1) = f(H(z,1)) = f(r(x)), es decir, el diagrama siguiente conmuta

/

X FE
7
j1J/ p
F
XXIH—B

F

donde ji(x) = (x,1). Puesto que p tiene la propiedad de levantamiento de homotopias con
respecto a cualquier espacio, existe F:XxI— E tal que p o F=F 'y F(x 1) = ¢ (x).
Definimos h : X — E como h(z) = F(m,g), de esta manera; p(h(z)) = p(F(z,0)) = F(z,0) =

f(H(z,0)) = f(z), y ademas, si a € A; F(a,0) = h(a)y ﬁ(a, 1) =¢'(a) = g(r(a)) =g(a). O

Nétese que en la prueba anterior sélo se utilizé que: p sea una C—fibracién (p tiene la
propiedad de levantamiento de homotopias para la clase C de espacios topoldgicos), que A, X €
C y A sea un retracto fuerte por deformacién de X, esto es, podemos generalizar el resultado
para dichas hipétesis.

4.2.32 Corolario. Supongamos que toda A-correflexion es una fibracion de Hurewicz. Si X
es un retracto fuerte por deformacion de Y y X pertenece a A, entonces Y pertenece a A.

Prueba. Sea X - Y la inclusién y Y 5 Y una A-correflexién de Y. Entonces existe
i: X — Y que hace conmutar el siguiente diagrama
ey

-

Por hipétesis ¢ es una fibracién de Hurewicz. Por lo tanto, aplicando el lema anterior,
existe s : Y — Y’ continua que hace conmutar el nuevo diagrama
Y/

I

es decir, soi ~ iy cos = 1x. Como s es inyectiva, ¢ es una retraccion, y por ser correflexién
en Top, es una retraccién inyectiva, es decir, un homeomorfismo,esto es, Y es un A-objeto. [

/

_—
ly

.

4

- -
1y

4.2.33 Teorema. Sea 2 una subcategoria correflexiva de Top. Si toda A—correflerion es una
fibracion de Hurewicz entonces 2 es una h—categoria correflexiva de Top.

Prueba.

(1) Sea g : Y — X una equivalencia homotépica con X en 2. Por el lema 4.2.17 tenemos la
factorizacién siguiente
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donde Z, es el cilindro de aplicacién de g, r es un retracto fuerte por deformacién e i es
una cofibracién que es equivalencia homotdpica por serlo g, por lo tanto Y es un retracto
débil por deformacién de Z, ((5) de 4.2.14). Ahora, como i es cofibracién, tenemos por
el lema 4.2.18 que Y es retracto de Z,.

. . . . h
Sea 1 la retraccién de Z; en Y. Si A Iy v es una 2l—correflexién, entonces existe Z, — A
que hace conmutar el siguiente diagrama

es decir, f o h = r. Por lo tanto, al componer dichas funciones con la inclusién de Y en
Zyg, se tiene fohoi=roi=1ly. Por otro lado, fohoio f =1y o f = f, es decir, el
siguiente diagrama conmuta

Zg

A
d
A——Y

f

pero 14 también hace conmutar el diagrama. Por lo tanto, como f es correflexién, h o
1o f =14, lo cual implica que f es un homeomorfismo, esto es, Y esta en 2. O

4.2.34 Teorema. Sea A un subcategoria de conexion de Top. Para que la calegoria correfle-
ziva generada por A (A) sea una h—categoria correflexiva de Top es suficiente que el espacio
[0,1] = I pertenezca a A.

Prueba. Supongamos que I es un A-objeto. Sea M’ la clase de todas las fibraciones de
Hurewicz biyectivas y M la clase derivada de A y M’ dada la definicién 4.2.10.

(1)

Para cualquier espacio topoldgico X, sea {X;};ecs la familia de sus A-componentes,
denotemos por 7; la inclusién de X; en X. Asi, 7; : X; — X es una fibracién de
Hurewicz inyectiva ya que dado un diagrama conmutativo

10 H lﬁj

Zx]——X
Hl

con Z cualquier espacio topoldgico y H' una homotopia, se tiene que H'(z,0) € ;(X;) y
H'(z,.) : I — X es una trayectoria de H'(z,0) a H'(z,1), pero por hipdtesis I estd en A
y X; es una A-componente, entonces H'(z,1) C X; y por lo tanto existe H que levanta
H’ en X; y que hace conmutar los diagramas interiores del cuadrado.

Sea n : [[;c;X; — X la funcién definida por la familia {n;};c;. Entonces 7 es una
fibracién de Hurewicz biyectiva (ya que cada homotopia se define como arriba).
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(2) Sea c¢: X' — X una A-correflexién de X. Entonces existe una funcién continua 7 tal
que el siguiente diagrama conmuta

X' X

[

Notemos que 7 es una fibracién de Hurewicz biyectiva ya que dado el siguiente diagrama:

!
Z HjeJ Xj
A 7 _ n
Z x 1 X’ X
Hl C

existe H tal que Hoig = f ynoH = co H' por ser n una fibracién de Hurewicz, pero
n = co entonces co H = cofo H y como c es inyectiva H = 7o H.

(3) Veamos que 7] es elemento de M. Sea A’ C X' un A-objeto, entonces existe j € J tal
que A = ¢(A’) C Xj. Por lo tanto tenemos el siguiente diagrama

A=c(A) CITX;

A = ie(A))) A= c(A)

C

y las siguientes igualdades ¢((A)) = A = 14(A) y 7(c(A")) = A" = 14/(A’), es decir, 7
manda homeomorfamente A sobre A’, concluyendo que 7 estd en M.

(4) Por la proposicién 4.2.11; Ac A(M) y dado que ¢ es una A-correflexién, tenemos que
7 es una identificacién biyectiva, es decir, un homeomorfismo. Por lo tanto ¢ es una
fibracién de Hurewicz.

En resumen, hemos probado que toda correflexién de A es una fibracién de Hurewicz y,
por el teorema anterior, A es una h—categoria. O

El trabajo de esta seccién hasta aqui expuesto, concluye en el siguiente:

4.2.35 Teorema. Una categoria de conexion es una h—categoria si y solo si el intervalo
[0,1] = I pertenece a A.

Prueba. Si A es una h—categoria entonces I, que tiene el mismo tipo de homotopia que un
punto, pertence a A.

Por otra parte, si I es un A-objeto y A = Top entonces A es una h—categoria. Si A # Top,
entonces A estd contenida en A® por el corolario 4.1.14. Por el teorema anterior, A y A® son
h—categorias, entonces basta probar que ANAC C A para concluir que A es una h—categoria.

Sea X en AN AC. entonces X es la unién ajena de elementos de A, es decir, X es unién
ajena de conexos, pero X es conexo, entonces no puede darse el caso que existan dos elementos
de la unién ajenos entre si, ya que las componentes son cerradas 2.1.9. Por lo tanto X mismo
es una A-—componente, lo cual implica AN AC C A O
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4.2.36 Corolario. Una categoria de conexion es una h-categoria si y sdlo si A¥ C A.

Prueba. Por el teorema anterior, si A es una h—categoria entonces I pretenece a A, lo
cual significa que todas las imagenes continuas de I pertenecen a A y por 2.2.5 se tiene que
cualquier espacio conectable por trayectorias pertenece a A.

Claramente, si A7 C A entonces I pertenece a A y por lo tanto A es una h-categoria. [

4.2.37 Corolario. A7 es la minima h-categoria de conexion.

U
4.2.38 Ejemplos. Las siguientes son h—categorias de conexion diferentes de Top:
(1) K(T) = A
(2) K(C) = A¢ donde C denota la clase de los espacios conexos.
(3) K(m®), generada por los espacios espacios métricos conexos.
(4) K(KC), generada por los espacios espacios compactos conexos.
(5) K(HC), generada por los espacios espacios Hausdorff conexos.

4.3. Categoria constante a la izquierda y espacios A—inconexos

4.3.1 Definicién. Sea F una clase de espacios topolégicos. Definimos la categoria constante
a la izquierda N'(F) como la subcategoria plena de Top cuyos objetos X satisfacen la siguiente
condicién:

Si X = Y es una funcién continua con Y un objeto de F, entonces f es constante.

4.3.2 Proposicién. N (F) es una categoria de conexién para cualquier clase de espacios
topolégicos F.

Prueba.

(1) N(F) es invariante bajo mapeos continuos. Si X 1, ¥ es continua con X en N (F), dada
una funcién g de f(X) a un objeto F' de F, la composicién

g(f(X)) debe ser constante, esto es, g aplicada a f(X) es un punto. Por lo tanto f(X)
esta en NV(F).

(2) N(F) es de componentes. Si tenemos { 4; };e; una familia de subespacios de X con 4; en

N (F) tales que su interseccién es distinta del vacio, para cualquier funcién | J A; ENyY
el

con F en F, se cumple f(A;) = {¢;} para toda i € I, pero dado que [ 4; # &, se tiene
el
que existe una c tal que f(A;) = {c}Vi € I. Por lo tanto f es constante en |J A;.
el

4.3.3 Ejemplos. (1) A° = N(F), donde F contiene algtin espacio que no es Tp.

Sea Y un espacio que no es Ty. Entonces existen dos elementos ¥,y € Y tales que para
cualquier abierto U de Y, se tiene que y,7y’ € U. Si X es un espacio que contiene mds

de un elemento, podemos definir una funcién X i) Y como:

ﬂmz{% =

Yy six #xo
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donde zp € X. Por lo tanto f es continua y no constante, es decir, X no estd en N (F).
Sin embargo, todos los espacios unipuntuales son elementos de N (F).

(2) A% = N({S}), donde S denota al espacio de Sierpinski (notemos que dicha igualdad
justifica la notacién AS).
Claramente todo espacio indiscreto X estd en N ({S}), ya que si existiese més de un

elemento en X y una funcién X I, S continua no constante, se cumpliria que f~1(0) es
un abierto de X distinto del total, pero esto seria una contradiccién pues X es indiscreto.

Ahora, si X no es indiscreto, entonces existe U abierto de X distinto del total. Definimos

X i> S como:

fz) =

0 sizelU
1 siz¢U

la cual es continua y no constante, por lo tanto X no estd en N'({S}).

(3) Top = N(A®). Las tinicas funciones a los espacios singulares son las constantes y éstas
son continuas.

(4) A° = N({0,1}).

De forma andloga a las definiciones vistas en el capitulo de conexidad sobre espacios to-
talmente inconeros y tipt, tenemos la siguiente

4.3.4 Definicién. Si A es una categoria de conexién, diremos que un espacio es totalmente
A-—inconezxo si sus A-componentes son puntos. Denotaremos por I(A) a la clase de todos los
espacios totalmente .4—inconexos.

4.3.5 Proposicién. Si A es una categoria de conexion, entonces A C N(F) si y sdlo si
F CI(A).
Prueba. Un espacio X de F no es elemento de I(A) siy sélo si la inclusién en X de sus

A-componentes son no constantes. O

4.3.6 Corolario. Si A es una categoria de conexién y A C N (F), entonces N (I(A)) C N(F).

Prueba. Observacion: Si A y B son familias de espacios tales que A C B entonces N'(B) C

N(A4).Si X I, ¥ es una funcién continua con Y € B, entonces X estd en N (B) siy sélo si f
es constante para todo espacio de B, en particular para todos los espacios en A.

Ahora, por la proposicién anterior A C N(F) siy sélosi F C I(A). Por lo tanto N (1(.A))
N(F).

4.3.7 Proposicién. (1) N(F)=N{IWN(F))) (2) I(A) =IN(I(A)))
(1) Por 4.3.5: N(F) C N(F) si y s6lo si F C I(N(F)), entonces N (I(N(F))) C N(F).
Por otro lado, si X es un espacio de N'(F) y X 1, ¥ es una funcién continua con Y en

I(N(F)), entonces f(X) estd contenida en una N (F)-componente, pero Y es totalmente
N (F)—inconexo, por lo tanto f(X) es un punto, es decir, X es elemento de N'(I(N(F))).

(2) Por 4.3.5; I(A) C I(A) siy sélo si A C N(I(A)). Por lo tanto, si las N (I(A)) —com-
ponentes de un espacio X son puntos, en particular las A-componentes lo son, es decir,
I(N(I(A))) C I(A). Por otro lado, sea X en I(A) y Y Iy X una funcién continua con
Y en N (I(A)). Entonces f debe ser constante por definicién. En particular, esto ocurre
si Y es una N (I(A))—componente de X y f es la inclusién. O

o
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4.3.8 Proposicion. Si A es una categoria de conexion no trivial, entonces todos los espacios
en I(A) son Ti.

Prueba. Si X es un espacio indiscreto no singular, por 4.1.18, X estd en A y por lo tanto
X no pertenece a I(A). Ahora, si X no es indiscreto ni 77, existen dos puntos x, 2’ € X tales
que si U y V son cualesquiera abiertos distintos tales que x € U y 2’ € V con alguno distinto
del total, entonces {z,2'} C U o {x,2'} C V por no ser Ty, es decir, {x,2'} es homeomorfo
a §. Ahora, dado que X tiene una A—componente distinta a un punto, podemos concluir que
X no pertenece a I(A) y por lo tanto, cualquier espacio que no sea T} no es elemento suyo. [J

4.3.9 Proposiciéon. Una categoria de conexion A es una h—categoria si y sélo si A no
estd contenida en N (I).

Prueba. Si A es una h—categoria, por 4.2.35 I es un A-objeto y por lo tanto I 1y [ es una
funcién continua no constante de un objeto de A en I, esto es, A no estd contenida en N (I).
Ahora, si A no esté contenida en N (I) y A # Top, entonces existe un espacio X de Ay

una funcién continua no constante X i> 1. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que
existen z,y € X tal que f(z) =0y f(z) =1, y como X es conexo 4.1.14, se tiene f(X) = I.
Por lo tanto I estd en A. O

4.3.10 Definicién. Sea a un cardinal mayor o igual a 2 y b un cardinal infinito, diremos
que un espacio X tiene la topologia de los b—complementos si los conjuntos abiertos de X son
subconjuntos cuyo complemento tiene cardinalidad < b. Se denotara por X a un espacio de
cardinalidad a con la topologia de los b—complementos, y denotaremos por X, al espacio de
cardinalidad a con la topologia cofinita.

Claramente, si a < b, el espacio X! es discreto, ya que el complemento de todo conjunto
serd menor o igual a b.

4.3.11 Proposicioén. Los objetos de la subcategoria N'(X,) son aquellos espacios X tal que si
X esigual a UjeJXj donde los elementos de la familia {X;} son conjuntos cerrados disjuntos
de X, entonces card(J) > a si a es infinito y card(J) > RXg st a es finito.

Prueba.

(1) Primero notemos que si a es finito entonces N'(X,) = A“. Supongamos que X = |J s Xj
es una unién de cerrados ajenos con card(J) < g, es decir, J un conjunto finito. Como
XiNX; = @ para i # j, se tiene que X \ Xy = ;e 3 Xj, pero X \ Xj es abierto
para toda k € J, por lo tanto ﬂjej\{i} X\ X; = X es un abierto de X, pero esto es una
contradiccién, pues dado i € J; los conjuntos X; y |J e} X formarfan una separacién
no trivial de X. Por lo tanto card(J) > N

2) Ahora veremos que si a es infinito y X no pertenece a N (X,), entonces X = |J..; X;
jeJ I

con 1 < card(J) < a,ysi X eslaunién disjunta de una familia de subconjuntos cerrados
{X;}jes y card(J) < a entonces existe una funcién continua de X en X, no constante:

Si a es infinito y X no pertenece a N(X,), existe una funcién X ER X4 continua no
constante y por lo tanto, X es igual a f~1(X,) := UjeJ X; donde cada X es la imagen
inversa de algtin punto de X y, dado que los puntos son cerrados en X,, X; es cerrado
para toda j € J. Claramente X; N X; = @ para toda j # iy 1 < card(J) < a.

Ahora, si X es la unién disjunta de una familia de subconjuntos cerrados {X;}jes v

card(J) < a, definimos X ER Xq como f(x) = a; si x € Xj, donde a; € X, para toda
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jeJyaj#a;sij#i. fescontinua ya que si tomamos un abierto U de X, entonces
U= Xo\ {24, 21, }, con n € N, y por lo tanto f~1(U) es igual a X \ (X;, U...UXj, )
con m € N, que es un abierto porque X;, U...UX}  es cerrado. Por lo tanto f es continua
no constante, es decir, X no estd en N(Xj). O

4.3.12 Lema. Sia, o’ y b son cardinales infinitos y a > o > b, entonces N'(X!) y N (X,)
estdn propiamente contenidos en N'(X5) y N (Xy) respectivamente.

Prueba. Dado que existe un encaje i : X é’, — X podemos ver a X g, como subespacio de
X% Por lo tanto (observacién de 4.3.6) N'(X?) estd contenido en N(X5).

Ahora probaremos que el espacio X! es un objeto de N(X ;’,), y como dicho espacio no
es objeto de N (Xg) podemos concluir que la contencién es propia. Si existiese una funcién

é’,, jeJXj donde X; es la
preimagen de algiin punto de X ;’,. Como f no es constante 1 < card(J) < a’, peroa>a’ > b
entonces existe ¢ € J tal que card(X;) = a lo cual es una contradiccion, ya que X \ X; seria
un abierto cuyo complemento tiene un cardinal estrictamente mayor a b. Por lo tanto f es
constante (para la contencién propia de N'(X,) con respecto a N (Xy) se procede de manera

andloga). O

continua no constante X I, XY, tendriamos que X! es igual a |J

4.3.13 Corolario. Si a, a’ y b son cardinales infinitos y a > a’ > b, entonces la categoria
correfleziva N (X?) estd propiamente contenida en N'(X5). O

4.3.14 Lema. N (Xy,) es una h-categoria, ademds si b > N, entonces N(XY) es una
h—categoria para todo cardinal a > 2.

Prueba.

(1) N(Xy,) es una h—categoria porque dada cualquier funcién continua I i> Xy,, se tiene
que I = e, f~Y(x;) con zj € f(I), es decir, como los puntos son cerrados en Xy,, se
tiene que [ es la unién, a lo mds numerable (por definicién Xy, tiene cardinal Rp), de
subconjuntos cerrados disjuntos, pero esto sélo puede suceder si card(f(I)) = 1y por
lo tanto, sélo si f es constante. Por lo tanto N (Xy,) es una categoria de conexién que
contiene a I, es decir, es una h—categoria.

(2) Supongamos que a es finito. Entonces tenemos que Xfl’ es un espacio discreto y por lo
tanto N (X?) = AC.
Ahora supongamos que a es infinito y notemos que los tinicos subconjuntos compactos
en X! son los finitos. Dado B C X! infinito, sabemos existe una familia numerable A :=
{a;}ien contenida en B, definimos la familia {U; };en como sigue: U; := (X2\ {A})U{a;}
y notemos que {U;};cn es una cubierta abierta de B que no tiene subcubiertas finitas.
Por lo tanto, dada una funcién continua [ i) XCE’ , se tiene que f(I) es un conjunto
compacto y en consecuencia finito, pero la tnica forma de tener a f(I) como unién finita

de cerrados (unién de puntos) ajenos es que card(f(I)) = 1, esto es, que f sea constante.
O

4.3.15 Lema. Si a > ¢, donde ¢ es la cardinalidad del continuo, entonces N'(X,) no es una
h—categoria.

Prueba. Dado que a > ¢, podemos definir para cualquiera dos puntos y,y’ € X, una funcién

inyectiva [ EN X, tal que f(0) =y y f(1) = y'. Nétese que cualquier funcién definida como la
anterior es continua, ya que dado U C X, abierto cumple card(X, \ U) < Xy y por lo tanto
car(I'\ f=X(U)) < X por la inyectividad de f, y por lo tanto f~1(U) es un abierto en I. Dado
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lo anterior, podemos concluir que X, es conectable por trayectorias, en consecuencia N (X,)
no puede ser una h—categoria. O

4.3.16 Teorema. Cada una de las siguientes clases tiene al menos tantos elementos como la
clase de los numeros cadinales:

(1) La clase de las categorias constante a la izquierda la cuales no son h—categorias (3.3.15).
(2) La clase de las h—categorias constante a la izquierda(3.3.14).

(3) La clase de las categorias correflexivas de Top las cuales no son h—categorias (3.3.15).
(4) La clase de las h—categorias correflexivas de Top (3.5.13 y 3.5.14).

4.3.17 Lema. Si T denota a la clase de todos los espacios topolégicos que son Ty, y T a la
clase de todos los espacios con la topologia cofinita, entonces los objetos de N'(T1) son aquellos
espacios que no pueden ser expresados como la union disjunta de dos o mds conjuntos cerrados
distintos del vacio. Ademds N (Ty) = N(T").

Prueba. Sea X un espacio que se puede escribir como la uniéon de dos o mas conjuntos
cerrados disjuntos distintos del vacio, digamos X = Uje 7 Xj, y sea Y un espacio con la
topologia cofinita tal que el cardinalidad del conjunto subyacente de Y sea igual a card(J).
Tomamos la identificacién f que manda cada X; a un elemento de Y y notemos que es
continua: dado U abierto en Y, se tiene que su complemento Y/U es finito y por lo tanto
f1U) = X\ {X},,..., X;,.} que es un abierto de X. Dado que Y estd en N (1), se tiene que
X no pertenece a N (T1).

Ahora, como T" C T, se tiene que N (T1) € N(T"). Por otro lado, sea X cualquier espacio
en T;. Si X’ es el espacio en T" que tiene como conjunto subyacente al conjunto subyacente

S . 1 i
de X, entonces la funcién identidad X — X’ es continua porque los puntos son cerrados en

X. Por lo tanto, si Z estd en N(T") y la funcién Z Iy X es continua, entonces tenemos el
siguiente diagrama conmutativo:

71 x

1zof:ctei A

X/
lo que nos permite concluir que f es constante, esto es, Z estd en N(T}), y por lo tanto
N(T') CN(Th). d
4.3.18 Teorema. La subcategoria N(T1) es la minima subcategoria normal.

Prueba. Sea A una subcategorfa normal. Si tomamos un espacio Z en N(T}), entonces
sus A-componentes son cerradas y, por el lema anterior, Z no se puede escribir como unién
disjunta de cerrados distintos del vacio, entonces Z mismo es una A-componente y por lo
tanto es un elemento de A. O



Capitulo 5

k-espacios de Vogt

En este capitulo veremos algunas propiedades de los espacios vistos en la seccién de corre-
flexiones: los k-espacios (3.2.3) y los espacios compactamente generados (3.2.9). Mostrando,
por ejemplo, que el producto de identificaciones es identificacién y que existe un homeomor-
fismo entre ciertos espacios de funciones en las categorias K — top y CG. Concluiremos dicho
capitulo con algunas proposiciones que relacionan los objetos de dichas categorias con los
conceptos de conexidad.

5.1. Espacios compactamente generados

Si tomamos espacios compactamente generados X y Y, su producto topoldgico no necesa-
riamente cae en CG (véase [14], ejemplo 2 de la seccién 2.2). Sin embargo, usando el funtor K
definido en el ejemplo 3.2.9 se puede definir un producto en la categoria CG.

5.1.1 Definicién. Si X y Y estan en CG, su producto X XY (en CG) se define por K (X xY),
donde X X Y es el producto topoldgico usual y K es el funtor de 3.2.9.

5.1.2 Teorema. El producto X xg Y, con X y Y compactamente generados, tiene las pro-
piedades de producto en la categoria CG.

Prueba. Primero veamos que las proyecciones X Xg Y P—X> Xy X xgY P—Y> Y son

K(P
morfismos en CG. Al aplicar el funtor K a dichos morfismos, tenemos que X x Y’ SEINy e (X)
K(P

y X xgY KBy, K (Y) son morfismos en CG, pero X = K(X)y Y = K(Y) por 3.2.9, por lo
que Px y Py son morfismos en CG.

Ahora, veamos que X X g Y tiene la propiedad universal del producto en la categoria CG.

Sean WenCGy f:W — Xyg: W — Y morfismos en CG. Buscamos un tinico morfismo h’/
que haga conmutar el siguiente diagrama

hl
'
X~—XxgY——Y

Py o

Por la propiedad universal del producto en Top, existe W "X x Y tal que pxoh = fy
py o h = g. Asi, aplicando el funtor K (y dado que K(W) = W), obtenemos el morfismo
buscado. O

74
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5.1.3 Lema. Si X y Y son espacios de Hausdorff entonces las topologias en K(X) x g K(Y)
y en K(X xY) coinciden.

Prueba. Dado que la funcién identidad en K(X) — X y K(Y) — Y es continua, tenemos
que la identidad K (X) x K(Y) — X x Y también lo es. Haciendo uso de la correflexividad en

X : . .
X xXg Y — XY, existe una tnico morfismo, denotado por 1, que hace conmutar el siguiente
diagrama

KX)xg KY) s X xg Y

X xY

K(X)x K(Y)
Ahora, aplicando el funtor K en el siguiente diagrama

XE xxy 2y

obtenemos

K(px) K(py)

K(X) X xgY K(Y)

por lo tanto, aplicando la propiedad universal para productos en Top, conseguimos un morfismo
XxgY — K(X)x K(Y). Asi, usando la correflexividad en K (X) x g K(Y) EN K(X)xK(Y),
obtenemos un tnico morfismo de K (X x Y) en K(X) xg K(Y). Y dado que los morfismos
obtenidos son identidades, se tiene que K(X) xx K(Y) y X Xx Y son homeomorfos. O

5.1.4 Teorema. Si X es un espacio localmente compacto y Y es un objeto de CG entonces
XxgY=XxY.

Prueba. Sean A un subconjunto de X x Y tal que interseca a cada compacto en un cerrado
y (z,y) un elemento del complemento de A. Probaremos que A es cerrado y por lo tanto las
topologias de X XY y X XY coinciden.

Como X es localmente compacto,  tiene una vecindad N cuya cerradura N es compacta v,
puesto que N x {y} es compacto, AN(N x {y}) es cerrado. Sea px (AN (N x{y})) la proyeccién
de AN (N x {y}) en X, como dicha proyeccién en cerrada, se tiene que su complemento V'
es un abierto y tiene a x como elemento, por lo tanto, haciendo uso de la compacidad local,
obtenemos una vecindad U de x tal que su cerradura es compacta y se queda contenida en V.
En consecuencia, U x {y} no interseca a A.

Sea B la proyeccién en Y de AN (U x Y). Si C es un conjunto compacto en Y entonces
AN (U x C) es cerrado y es un subconjunto de U x C, es decir, es compacto en X x Y y por lo
tanto BN C es cerrado. Puesto que C' es arbitrario y Y estd en CG, se sigue que B es cerrado,
ademds y ¢ B, entonces U x (Y \ B) es un abierto de (z,y) que no interseca a A. Por lo tanto
A es cerrado. O

5.1.5 Teorema. Sean E y B espacios de Hausdorff y p : E — B una Haus —fibracidn,
entonces K(p) : K(E) — K(B) es una CG—fibracidn.

Prueba. Sea X en CG tal que el siguiente diagrama conmuta

)

L)

X x I —> K(B)
H
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Dado que las identidades K (E) ELEN E, K(B) 15, B son continuas y K es funtor, tenemos que

L k(B

1 e |

XXI?K(B)HB

1B

conmuta. Como p es una Haus—fibracion, existe X x [ B tal que Foigy =1go fy
poF =1poH. U

5.1.6 Definicién. Denotamos con C(X,Y") al conjunto Top(X,Y") con la topologia compacto-
abierta, y definimos Y como K (C(X,Y)).

5.1.7 Lema. El mapeo evaluacion C(X,Y) x X SY definido por e(f,z) = f(z) es continuo
en conjuntos compactos. Ademds, si X y Y estdn en CG, entonces e es continuo como un
mapeo YX x g X — Y (observacién 3.2.10).

Prueba. Veamos que el mapeo evaluacién es continuo en conjuntos compactos. Puesto que
cualquier conjunto compacto del producto esta contenido en el producto de sus proyecciones,
basta con probar que e es continuo en cualquier conjunto de la forma F' x A, donde F es
compacto en C(X,Y) y A es compacto en X. Sean (fyg,x9) € F x Ay U C Y abierto tal
que fo(zo) € U, puesto que fp es continua se tiene que f 1(U) es abierto en X. Definiendo
N := f~Y(U)N A, obtenemos una vecindad N en A de z( tal que su cerradura es compacta y
satisface fo(N) C U. Por lo tanto, (W(N,U)NF) x N, donde W(N,U) es un subbdsico de la
topologia compacto-abierta, es un abierto en F' x A que contiene a (fg,z) y estd contenido
en U bajo e, es decir, (fo,z0) € (W(N,U)NF)x N C e }(U). Por lo tanto hemos encontrado
un abierto entre (fo, 7o) y e H(U).

Ahora, si aplicamos el funtor K a C(X,Y) x X Y obtenemos un mapeo continuo, dado
por

KCX,Y)xX 5Y)

pero cuando X estd en CG obtenemos por el lema 5.1.3
K(C(X,Y)x X)=K(C(X,Y)) xg K(X) = Y* xx X
y cuando Y estd en CG, K(Y) =Y. Por lo tanto e es continuo de YX x5 X en Y. O

5.1.8 Lema. Si X estd enCG y Y estd en Haus, entonces C(X, K(Y)) y C(X,Y) son iguales
como conjuntos y sus correspondientes topologias tienen los mismos conjuntos compactos. Por
lo tanto K(C(X,K(Y))) = K(C(X,Y)) como espacios en CG (observacién 3.2.10).

Prueba. Primero veamos que son iguales como conjuntos. Si X ENY e (Y)estden C(X,K(Y)),
entonces la composiciéon X EN K(Y) L Y es continua y vy por lo tanto f € zC(X,Y). Por

otro lado, si X EN K(Y) estd en C(X,Y), podemos aplicarle el funtor K y por lo tanto

X —>K(f) K(Y) estd en C(X, K(Y)), nétese que como funciones; f y K(f) son iguales. Por lo

tanto los conjuntos C(X, K(Y)) y C(X,Y) son iguales.

Puesto que la funcién identidad K (Y") LYoes continua, tenemos que el mapeo identidad
de C(X,K(Y)) aC(X,Y) es continuo, lo cual implica que cada conjunto compacto del primer
conjunto es también compacto del segundo.

Ahora, sea FF C C(X,Y) compacto con respecto a la topologia relativa a C'(X,Y) y sea F’
el mismo conjunto, pero con la topologia relativa a C(X, K(Y')). Queremos probar que F’ es
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compacto. Basta mostrar que cada conjunto abierto W de C(X, K(Y)) interseca al conjunto
F’ en un abierto de F, ya que esto implicaria que la correspondencia F' — F’ es continua y por
lo tanto F’ compacto. Haremos dicho razonamiento para un subbdsico W de la forma W (C, U)
donde C' es compacto en X y U es abierto en K(Y'). Supongamos que fy € W(C,U)NF, como
F x C es compacto podemos aplicar el lema anterior y en consecuencia el mapeo evaluacion
FxC Y es continuo y, por el mismo lema, también es continuo como mapeo Fx X — K (Y),
por lo tanto, e 1 (U) es abierto en F' x C. Como C es compacto y {fo} x C es mandado bajo el
mapeo evaluaciéon dentro de U, podemos tomar la proyeccién de e~!(U) en F y obtener una
vecindad de fo en F, digamos V, tal que, V x C C e~!(U). En consecuencia fo € V C W(C,U)
y por lo tanto W(C,U) es abierto en F', esto es, F’ es compacto. O

5.1.9 Teorema. Si X,Y y Z estin en CG, entonces ZY *X = (Z¥)X, esto es, CG(Y x X, Z) =
CG(X,CO(Y. Z)).

Prueba. Veamos que existe un homeomorfismo C(Y x X, Z) & C(X,C(Y, Z)). Sea f €
C(Y x X, Z), definimos pf : X — C(Y,Z) como la funcién tal que al evaluarla en z es

f(*’ x) 1Y — Z, es decir, (Mf($))(y) = f(ya x)

(1) (uf)(x) es continua de Y en Z. Sea U abierto de Z y yo € Y tal que f(yo,x) € U, por
la continuidad de f; la proyeccién de la imagen inversa de U bajo f es un subconjunto
abierto de Y, digamos V, tal que yo € V y f(V x {z}) C U, por lo tanto yp € V C
wf(x)~H(U), lo que implica que (uf)(z) es continua de Y en Z.

(2) uf : X — C(Y,Z) es continua. Sea W(B,U) un subbasico de C(Y, Z), y supongamos
que pf(zg) € W(B,U) con xg € X, entonces f(B x {zp}) es subconjunto de U y por lo
tanto B x {zo} estd contenido en el abierto f~1(U). Como B es compacto, existe una
vecindad N de zg tal que B x N C f~}(U), esto es, f(B,n) = (uf(n))(B) C U para
toda n € N, lo cual implica que zg € N C (uf)"Y(W(B,U)).

(3) w es continua. Por 5.1.7, el mapeo evaluacién es continuo en CG. Si aplicamos lo anterior
en C(Y xX, Z)x (Y xX) 5 Z y hacemos uso de la continuidad del inciso (2) sustituyendo
X por X x C(Y x X, Z) obtenemos que

pe: X x C(Y x X, Z) = C(Y, 2)

es continua y, aplicando de nuevo el inciso (2) sustituyendo X por C(Y x X, Z), Y por
X y Z por C(Y, Z), obtenemos que

upe) : C(Y x X, Z) — C(X,C(Y, Z))

es continua. Veamos que p(pe) = u. Sea g € C(Y x X, Z), por un lado sabemos que
(1g)(x) = g(-, x), por otro lado, como el dominio de pe es X xC(Y x X, Z); (u(ue))(g) =
pe(_, g) por definicién, y dado que el dominio de e es (Y x X)xC(Y x X, Z); (u(pe))g(x) =
pe(x,g) =e(.,z,9) = g(-,z). Por lo tanto dichas funciones son iguales.

(4) p tiene un mapeo inverso continuo. Sean
e: X xO(X,0(Y,2)) = C(Y,Z) y e : Y x (Y, Z) = Z
mapeos evaluacién. Tenemos la composicion

d(ly xe): Y x X xC(X,C(Y,2)) = Z
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es continua en CG por el lema anterior. Aplicando el inciso (2) sustituyendo X por
C(X,C(Y,Z)) y Y por Y x X, obtenemos

pe'(ly xe): C(X,C(Y,Z)) = C(Y x X, Z)

que estd bien definida como funcién y es continua. Veamos que pe’(ly x e) es el inverso
de p. Sea f € C(X,C(Y,Z)), como abuso de notacién escribiremos (__x) para denotar
la evalucién correspondiente al espacio X. Como el dominio de e es X x C(X,C(Y, 2)),
u(e(ly x ))(f) = ¢(ly x e((—x, £))) = ¢(_y f(x)) y dado que el dominio de ¢’ es

Y x OV, Z), (e (ly x e))(F) = F(x)(y) ¥ por lo tanto u(u(e'(ly x €))(f) es la
funcién tal que al evaluarla en x da f(z)(__y), esto es, la misma funcién f con la que

empezamos (la composicién contraria es anédloga).

Por lo tanto, p es un homeomorfismo entre los conjuntos C(Y x X, Z) y C(X,C(Y,Z)) y en
consecuencia al aplicar el funtor K obtenemos

27 = K(C(Y x X, 2)) = K(C(X,C(Y, 2))) = C(K(X), K(C(Y, 2))) = (2")*
donde la tercera igualdad se da por el lema anterior. O

5.1.10 Corolario. Sean X y Y espacios en CG, entonces
yX¥.—cg(X x 1Y) y (YDX := CG(X,CG(I,Y))
son homeomorfos O

5.1.11 Teorema. Supongamos que X y Z estan en CG y que X LY es una identificacion

Ny . 1
(y por lo tanto Y también estd en CG), entonces Z x X 2P 7 % X es una identificacion.

Prueba. Como p es suprayectiva, tenemos que 1z X p es suprayectiva. Supongamos que
ZxY 24 W es una funcién tal que g o (1z X p) es continua, para probar que 1z X p es una
identificacién, basta con probar que g es continua (1.1.56).

Consideremos la biyeccién dada en el teorema anterior

1 COZ x X, W) = C(X,C(Z,W))
y
W O(Z x Y, W) = C(Y,C(Z,W))

Puesto que go(1z xp), que va de Zx X en W, es continua, entonces también lo es p(go(1z xp))
que va de X en C(Z, W). Recordemos que dicha funcién estd dada por p(go (1z x p))(z)(z) =
9(1z x p)(z, z) = g(p(x), 2), por lo tanto tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

(90 1zxp))
W)

\/

y en consecuencia la continuidad de p'(g) o p, pero p es una identificacién, entonces 1/(g) es
continua.

Ahora, dado que g es una biyeccién, tenemos, por lo tanto, que g = 1/~ (1/(g)) es continua.
O

5.1.12 Corolario. Supongamos que X, Y, W y Z estin en CG y que X Y y W % Z son
identificaciones, entonces X x W — P% Y x Z es identificacion.

Prueba. Por el teorema anterior 1y X ¢ y p X 1y son identificaciones, y dado que p x ¢ =
ly X gop X 1y, se tiene que p X g es una identificacién. 0
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5.2. k-espacios

En la seccién de categorias, del capitulo de preliminares, vimos el ejemplo 3.2.3, en el
cual definimos, a partir de una categoria 2, un espacio k(X) por medio de un colimite en la
categoria coma 24| X. Vimos que habia una eleccién candnica de dicho espacio y le llamamos
k(X). En esta seccién trabajaremos con una categoria 2 determinada; la categoria de espacios
compactos de Hausdorff. Asi, tenemos la siguiente

5.2.1 Definicién. Sea X un espacio topoldgico. Definimos k(X) como el espacio que tiene
como conjunto subyacente el mismo que X y cuya topologia estd dada como sigue

A C X es cerrado en k(X) si y sélo si f71(A) C Q es cerrado para cualquier aplicaciéon
Q 2 X donde Q es un espacio compacto de Hausdorff.

en tal caso, decimos que k(X ) es un k-espacio o que k(X) tiene la k-topologia.

5.2.2 Definicion. Denotamos por K& — Top a la subcategoria de Top cuyos objetos son k-
espacios y morfismos funciones continuas.

Por el ejemplo 3.2.3, las siguientes son afirmaciones que se cumplen para k-espacios
5.2.3 Proposicién. (1) La funcién identidad de k(X) L X es continua.

(2) k(X) tiene la topologia mds fina tal que cualquier mapeo del A-objeto B a X se factoriza
a través de la funcion identidad de k(X) a X.

(3) Si B es un 2A-objeto, entonces existe una correspondencia uno a uno entre los mapeos
BL x yB LX)
(4) k(B) = B para todo 2A-objeto B, de hecho, k(k(X)) = k(X) para todo X en Top.

(5) Si las composiciones ho f, como en el siguiente diagrama

B—Lk(x)
w
hof

son continuas para todas las aplicaciones B i> k(X) con B en A, entonces h es continua.

(6) Para cualquier aplicacion X b Y en Top, la funcion k(h) : k(X) — k(Y), definida igual
a h sobre los conjuntos k(X) y k(Y), es continua.
g

5.2.4 Proposicién. La asignacion que manda X en k(X) determina un funtor de Top en
R — Top.

El siguiente corolario fue probado para el caso general en 3.2.8.

5.2.5 Corolario. El funtor inclusion i : 8 — Top — Top es el adjunto izquierdo del funtor
k:%Top — K — Top.

Prueba. Véase 3.1.8. O

5.2.6 Ejemplos. Los siguientes son ejemplos de k-espacios
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(1) Espacios compactos de Hausdorff. Sean C' un espacio compacto de Hausdorff y A C C
tal que para toda aplicacién Q — C' la imagen inversa a~!(A) es cerrada. Entonces para

la funcién identidad C' = C (la cual es continua) se cumple A = 171(A) es cerrado en C,
esto es, los cerrados de C son los mismos que los cerrados en k(C).

(2) Espacios localmente compactos de Hausdorff. Sean X un espacio localmente compacto y
de Hausdorff y B un subconjunto de X no cerrado. Entonces existe x € B tal que = ¢ B.
Por definicién de espacio localmente compacto (1.1.71), existe una vecindad compacta
Q de z tal que x ¢ BN Q, aunque claramente x € BN Q. Asi, si tomamos la inclusién

Q 5 X, que es continua, tendremos que i~Y(B) es igual a BN Q el cual no es cerrado
en (). Por lo tanto B no es cerrado en la k-topologia.

(3) Espacios compactamente generados. Sean X un espacio compactamente generado y A C
X tal que para cada aplicacién Q < X con Q compacto de Hausdorff, la imagen inversa
a~1(A) es cerrada. Entonces en particular, si C C X es compacto, entonces se tiene
ANC =i Y(A) donde i es la inclusién, es cerrada para todo C. Por lo tanto, A es
cerrado en X.

5.2.7 Teorema. Sea X un k-espacio y supongamos que X LY es una identificacion. Enton-
ces Y es un k-espacio. En consecuencia, la categoria & — Top es cerrada bajo identificaciones.

Prueba. Supongamos que B C Y cumple que su imagen inversa bajo cualquier aplicacién

Q ﬁ) Y es cerrada con ) un espacio compacto de Hausdorff. Para probar que B es cerrado
en Y, debemos probar que ¢~ !(B) es cerrado en X. Para probar lo anterior, basta con ver
que o~ '(¢g7'(B)) es cerrado para toda aplicacién Q@ % X con @Q un espacio compacto de
Hausdorff. Como a~!(¢71(B)) = (goa)™1(B) = ~(B) con Q LN Y, se sigue que es cerrado.
O

5.2.8 Definicién. Sean X y Y son k-espacios. Definimos el k-producto como k(X xY'), donde
X x Y es el producto topoldgico usual y k es el funtor visto en 5.2.4. Tal como hicimos en la
seccién anterior, escribiremos X X Y para denotar k(X x Y).

5.2.9 Teorema. El producto X XY, con X yY k-espacios, tiene las propiedades de producto
en la categoria K — Top.

. . P P
Prueba. Primero veamos que las proyecciones X x,Y =% X y X x;, Y = Y son morfismos

K(P
en K — Top. Si aplicamos el funtor k£ a las proyecciones en Top, se tiene que X xXg Y ﬂ

K(X)y X xgY LIS ON K(Y') son morfismos en 8 — Top, pero X = k(X) y Y = k(Y).

Ahora veamos que X XY tiene la propiedad universal del producto en la categoria & — Top.
Sean Wen R—Fopy f: W = Xyg:W =Y morfismos en 8 — Top. Buscamos un tinico
morfismo h’' en & — Top que haga conmutar el siguiente diagrama

w
/ g
h/
Y
Px Py

Por la propiedad universal del producto en Top, existe W b X % Y tal que px oh = f
y py o h = g. Asi, aplicando el funtor k (y dado que k(W) = W), obtenemos el morfismo
buscado. O
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5.2.10 Teorema. Si C es un espacio compacto yY es un objeto de R — Top entonces Cx Y =
CxY.

Prueba. Sean B un subconjunto de C' x Y k-cerrado, es decir, tal que para toda aplicacién
Q% C x Y con @ un espacio compacto de Hausdorff, la imagen inversa a~'(B) es cerrado.
Debemos mostrar que B es un cerrado en C' x Y.

Sea (z,y) € (CxY)\ B. Como la inclusién de C x; {y} en C x Y es continua con C X {y}
compacto, entonces B N (C' xi {y}) es cerrado (y por lo tanto compacto). Asi, al tomar la
proyeccién en C| se tiene un conjunto compacto que no contiene a x. Por lo tanto, haciendo uso
de 1.1.69, existe una vecindad U de z en C tal que (U x; {y}) N B = @.! Sea A la proyeccién

enY de (U xY)N B yseaQ ﬁ) Y una aplicacion de un espacio compacto y Hausdorff. La
funcién i x f: U x Q — C x Y, donde i es la inclusién, es continua con un dominio compacto
y Hausdorff. Por lo tanto, haciendo uso de la hipétesis, (i x 3)~}(B) C U x Q es cerrado. En
consecuencia, 3~1(A) C @ es cerrado. Por lo tanto, A es k-cerrado en Y, esto es, es cerrado
en Y,y puesto que y ¢ A, tenemos que U x (Y \ A) es una vecindad de (z,y) en C' x Y tal
que (U x (Y\ 4)) N B = @. Por lo que concluimos que B C C' x Y es cerrado. O

De forma andloga a la seccién anterior, probaremos los resultados relativos a espacios de
funciones e identificaciones en R — Top, reafirmando, asi, la utilidad de dichas categorias.

5.2.11 Definicién. Sean X y Y k-espacios. Denotamos con K — Top(X,Y’) al conjunto de
aplicaciones en K — Top de X a Y y denotamos con M(X,Y) al espacio k(C(X,Y)), donde
C(X,Y) es el espacio de aplicaciones de X en Y con la topologia compacto-abierta.

5.2.12 Lema. Si Q es un espacio compacto de Hausdorff yY es cualquier espacio topoldgico,
entonces el mapeo evaluacion C(X,Y) x X 5 'Y definido por e(f,z) = f(z) es continuo.

Prueba. Es un caso particular de 5.1.7 0

5.2.13 Lema. Sea X X} Y i> Z una aplicacion, donde X yY son k-espacios. Entonces la
funcion f: X — M(Y,Z) dada por f(x) = f(x,y) es continua.

Prueba. Puesto que X es un k-espacio, basta probar que la composicién Q = X ENS Y (Y, 2)
es continua donde @) es un espacio compacto de Hausdorff y o es continua. Claramente el
siguiente diagrama conmuta

axly

0x, Y x vl .z

| A

OxY 2 X xy

por 5.2.3 y 5.2.10 (para obtener la igualdad @ x; Y = @ x Y). Por lo tanto, la composicién

o 1
QxY M Z es continua y por el teorema 5.1.9, tiene un adjunto continuo en Top,
digamos f o (a x 1ly) que vade @ en Top(Y, Z). Asi, tenemos que f o (a x 1y)(q) = f(a(q), -)
y en consecuencia el siguiente diagrama conmuta

folaxly)
_—

Q Top(Y, Z)
l Tl
X M(Y, Z)

'Notemos que si U y V son abiertos ajenos, entonces U NV = & ya que de lo contrario existirfa un punto
x € UNYV que tiene como vecindad a V', pero esto significaria que U NV # &.
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Por lo tanto, la composicién f o « es continua. O

5.2.14 Lema. Si Y es un k-espacio, entonces la funcion evaluacion M(Y,Z) xY 5 Z es
continua.

Prueba. Procederemos de forma analoga al lema anterior. Sea Q@ < M(Y,Z) x Y una
aplicacién con @ espacio compacto de Hausdorff. Sea o = (a1, ) y consideremos el siguiente
diagrama conmutativo

Q—2 > M(Y,Z) x, Y ¢ Z

6i Tlxaz e

QxpQ—= MY, Z) x Q —>M(Q,Z) x Q —=Fop(Y, Z) x Y
a1><1Q QIQXkIQ 1

donde 0(q) = (g,q), a(q) = f(aa(q)) v € es el mapeo evaluacién en Top (el cual es continuo
porque el espacio de funciones tiene la topologia compacto-abierta). Puesto que la composicién
e olo(ahyx1g)o(ag x1g)od es continua, concluimos que e o « es continua. Por lo tanto e
es continua.

5.2.15 Teorema. La funcion que manda una aplicacion f a f, donde f(x) = f(z,_.), da como
resultado una biyeccion

0:R—Fop(X xY,Z) - R—Top(X,M(Y, Z2))

Prueba. Sea f en & — Top(X xY, Z). Entonces 0(f) = f es una aplicacién de X en M (Y, Z)
por 5.2.13. Ademas, si f es continua, entonces

XxY Y My, 2y <Y S 2

es continua por el lema anterior. Por lo tanto, tomando f como dicha composicién, ésta queda
univocamente determinada, lo cual concluye el resultado. O
5.2.16 Teorema. Sean X y Z k-espacios y X LY una identificacion (por lo tanto Y también
. 1 . . .
es un k-espacio). Entonces X x Z PX2, Y % Z es una identificacion.
Prueba. Como p es suprayectiva, tenemos que p X 1z también lo es. Supongamos que
Y x Z % W es una funcién tal que go (p X 1z) es continua. Para probar que 1z X p es una

identificacién, basta con probar que g es continua (1.1.56).
Consideremos la biyeccion dada en el teorema anterior

0:R—Top(X x Z,W) = & — Top(X, M(Z,W))

0 :R—Top(Y x Z,W) = &—Top(Y,M(Z,W))
Puesto que go(1zxp), que vade X x Z en W, es continua, entonces también lo es (go(px 1))
que va de X en M (Z,W). Recordemos que dicha funcién estd dada por 8(go (px1z))(z)(z) =
9(1z x p)(z, z) = g(p(x), 2), por lo tanto tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

XMM(Z,W)

x%

Y
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y en consecuencia, tenemos la continuidad de 6'(g) o p, pero p es una identificacién, en-
tonces 0'(g) es continua. Ahora, dado que 6 es una biyeccién, tenemos, por lo tanto, que
g=0""10'(g)) es continua. O

5.2.17 Corolario. Supongamos que X, Y, W y Z estdn en 8 — Top y que X Ly y W RNy
son identificaciones, entonces X x W PX% Y % 7 es una identificacion.

Prueba. Por el teorema anterior 1y X ¢ y p x 1y son identificaciones, y dado que p x g =
ly X gop x 1y, se tiene que p X ¢ es una identificacién. O

El mapeo evaluacién tiene la siguiente propiedad universal.?

5.2.18 Proposicién. Si el mapeo evaluacion Top(Y,Z) x Y S Z es continuo y el siguiente
diagrama conmuta

XxY !

Top(Y,Z) x Y

Z

Entonces f es continua si y sélo si f es continua.

Puesto que el mapeo evaluacién M(Y,Z) x Y % Z es continuo en 8 — Top si Y y Z son
k-espacios, por la proposicién anterior, podemos obtener una propiedad universal del mapeo
evaluacion para la categoria & — Top.

5.2.19 Proposicion. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

X x, Y ! 7z

MY, Z) %z Y

Entonces f es continua si y solo si f es continua.

5.2.20 Teorema. Sean X y Y k-espacios. Entonces
0: M(X,M(Y,Z)) - M(X xY,Z)
es un homeomorfismo en la categoria K — Top.
Prueba. Consideremos el siguiente diagrama

e X1y

M(X,M(Y,Z)) x X xY

exl
GXlxxly\L / \LEQ

M(XxY,Z)yx X xY Z

€3

donde M(X,M(Y,2)) x X 5 M(Y,Z), M(Y,Z)xY & Zy M(X xY,Z) x X xY & Z.
Como 6 hace conmutar al diagrama, por la propiedad universal del mapeo evaluacién de es, se
tiene que 6 es continuo. El tridngulo superior conmuta por la definicién de e3 y la biyectividad

*Para detalles de la prueba véase [2].
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de 6. Asi, por la propiedad universal en ey, tenemos que €3 o ( x 1x) es continua si y sélo
si e; es continua (donde ambas tienen la misma regla de correspondencia), por lo tanto, son
iguales. Ahora, por la propiedad universal en e, aplicada al diagrama siguiente

es3x1lx

M(X x, Y, Z) x X

M/

M(X,M(Y, Z)) x, X

M(Y, Z)

existe una Unica funcion
v M(X xY,Z)— M(X,M(Y,Z2))
tal que e; o (¢ x 1x) = e3. Por otro lado,

630((901[))><1Xx1y):€20(61le)o(wolxoly)ZEQO(Fj—gle)zeg

610((1!}09) X 1y) 26_30(9 X 1)() = €1
Por lo tanto, por la propiedad universal de ez y €1, se tiene que 6oy =1y pof = 1. En
consecuencia, los espacio son homeomorfos. O

Por tdltimo, tenemos las siguientes tres proposiciones que relacionan a los espacios conexos,
localmente conexos y conectables por trayectorias con su correspondiente k-espacio.

5.2.21 Proposicién. Sea X un espacio localmente compacto. Entonces X es conexo siy solo
st k(X) es conexo.

Prueba. Supongamos que X es conexo. Por el ejemplo (2) de 5.2.6, sabemos que X = k(X),
entonces k(X) es conexo. Ahora, si k(X) es conexo, entonces X es conexo por ser la imagen
continua de k(X) bajo la identidad. O

5.2.22 Proposicién. Sea X un espacio localmente compacto. Entonces X es localmente co-
nexo si y solo si k(X) localmente conexo.

Prueba. Es inmediato que k(X) es localmente conexo si X lo es (por la compacidad local).
Ahora, supongamos que k(X) es localmente conexo. Sea z € X y U C X una vecindad de
x, como x € k(X) y U es una vecindad en la k-topologia, existe un conjunto conexo V' de x

en k(X) tal que z € V C U. Haciendo uso de la continuidad de k(X) L X, se concluye que
1(V) € X es un conexo en X tal que z € 1(V) C U. O

5.2.23 Proposicién. Sea X un espacio topoldgico. Entonces X es conectable por trayectorias
(cpt) siy solo si k(X) es conectable por trayectorias.

Prueba. Por ser X imagen continua de k(X)) bajo la identidad, se sigue que si k(X) es cpt
entonces X también lo es. Ahora, supongamos que X es conectable por trayectorias. Sean x
y ' en k(X), veamos que existe una trayectoria que inicia en z y termina en z’. Como X es

cpt, se tiene que existe una aplicacion Iy X del intervalo I tal que f(0) =z y f(1) = 2.
Como [ es compacto, se sigue que k(I) = I, entonces I es un k-espacio. Por lo tanto, haciendo
uso de la correflexividad vista en 3.2.6, se tiene que existe un tnico morfismo f en & — Top
que hace conmutar el siguiente diagrama
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esto es, I EN k(X) es tal que f(0) =z y f(1) = '. Por lo tanto k(X) es cpt.
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