UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

Extensiones Ciclicas de Campos

T E S I S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:

Matematico

Benjamin Ivan Juarez Santos

DIRECTOR DE TESIS:
Dra. Eugenia O’Reilly Regueiro

2015

Ciudad Universitaria, D. F.

This document was created by an application that isn't licensed to use novaPDF.
Purchase a license to generate PDF files without this notice.


http://www.novapdf.com/
Lourdes
Texto escrito a máquina
Ciudad Universitaria, D. F.


e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



iNDICE

CAPITULO 1. GrUPOS.uuueeeieviueeeeeeeirveeeeessveeeeens 4

1.1 Grupos y Subgrupos......ccccevevruieniecinreninnenes 3
1.2 Clases laterales y subgrupos normales............... 6
1.3 HomomorfisSmos.....c.ccceeuveniuiinieiiniininnennnnes 11

CAPITULO 2. AnNilIOS.uuuuueeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeenans 19

2.1 AnilloS...ciciieiiiiiiiiiniiiiiiiiiiieienininns 19
2.2 Homomorfismos y anillos cociente................... 26
2.3 Extensiones de campoS......ccceeveveeurerninenenenns 33

CAPITULO 3. Polinomios.....ccceeeeuveeeeeeereeeeeenenne 36

3.1 Dominios euclidianos......c.ccceeeveieiienneinnnnnns 36

3.2 Factorizacion Gnica.......c.ccceeeveivevecnnnnnnnns 37

3.3 Anillos de polinomios.....ccceeveieieierninnnnnnns 39

3.4 Polinomios irreducibles.....c.cccccoevviiiiinannes 44

3.5 Extensiones de campos y raices de polinomios....... 47

CAPITULO 4. El grupo de Galois.....ccceeuvuiuenenenes 56

4.1 Definiciones basicas....ccccceeveieenrneinrnennnns 56

4.2 Extensiones normales......cccceeeeievineenennnnnnns 65
4.3 La correspondencia de Galois.........cccceaueen.n.. 67
4.4 El teorema fundamental..........ccccceeenenannen... 70

CAPITULO 5. Ecuaciones Y Grupos....cceceeeuverninenens 73

5.1 Polinomios ciclotOmicoS...c.ceeveeeiereneinnnnnnn. 73
5.2 Extensiones cicliCas....ccveeveevieviniiieeinnnnnnnns 76

APENDICE .ceettteeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeseenns 83



INTRODUCCION

El algebra es una de las ramas méas importantes en el estudio de las matematicas, pues es la base sobre la
que se apoyan éstas ultimas. No hay ramas de las matematicas, o son muy pocas, en las que no intervenga.

Es por ello que este trabajo estd dedicado a su estudio. Sin embargo, no es un estudio general de
algebra, sino, mas bien, un estudio de lo que se conoce como algebra abstracta y, mas en particular, de
la teoria de grupos y de la teoria de anillos.

Hemos tratado de ser lo mas claros posible, sobre todo al principio, en las demostraciones de los
teoremas, incluyendo ejemplos tanto de calculos como de demostracién, de manera que facilitemos a los
lectores su comprensidn.

Algunos de los resultados presentados, conforme se va avanzando, dependen de otros anteriores, como
se podra apreciar en la prueba del teorema fundamental de la teoria de Galois, justificando el por qué de
esta eleccién.

En el capitulo 1, se desarrolla, brevemente, la teoria de grupos, ya que es el fundamento para el estudio
de los anillos, en particular, de la teoria de Galois. Se presentan conceptos y resultados bésicos. En la
parte de homomorfismo sélo se ha incluido el primer teorema de isomorfismos, porque consideramos que
es el de mayor uso.

En el capitulo 2, se estudian estructuras con dos operaciones, llamadas anillos. Se definen conceptos
y se dan resultados, basicos ambos. Conforme avancemos, podremos observar que dichos resultados son
andlogos a los de grupos, sobre todo la parte de homomorfismos, ideales y anillos cociente. Ya que el
estudio de las extensiones de campos, también incluido en este capitulo, usa nociones de algebra lineal,
hemos mencionado el concepto de espacio vectorial, aunque no se han demostrado ciertos resultados que
usaremos. Sin embargo, puede referirse el lector a la bibliografia.

En el capitulo 3, aparecen los polinomios, importantes para el desarrollo del capitulo 4. Muchos resul-
tados de estos objetos, polinomios, son similares a los de los niimeros enteros, que también constituyen
un anillo. De esta manera, resulta que ya desde hace muchos anos hemos trabajado con estructuras abs-
tractas, jjsin darnos cuenta!! Se estudian los campos, que serén el camino hacia la Teoria de Galois, y su
relacién con los polinomios, en la tltima seccion.

El capitulo 4 resulta de relacionar la teoria de grupos y la teoria de campos: la teoria de Galois. Desde
luego, aqui no puede faltar el clasico teorema fundamental de la teoria de Galois.

Finalmente, en el capitulo 5, el objeto de este trabajo, nos interesaremos en extensiones cuyos grupos
de Galois son “manejables”. Mostraremos que, en condiciones adecuadas, las extensiones ciclicas son ex-
tensiones radicales. Terminaremos con un resultado debido a Abel, el cual nos dice bajo qué condiciones
el polinomio 2™ — a es irreducible sobre Q(w), donde w es raiz de dicho polinomio en alguna extensién
de campo.



CAPITULO 1

GRUPOS

1.1 Grupos y Subgrupos.

En este capitulo desarrollamos brevemente la teoria de grupos. Existen muchos temas interesantes acerca
de ellos, sin embargo, nos limitaremos a incluir sélo lo necesario para el desarrollo de este trabajo, pues la
relacion fundamental de los grupos es con la teoria de Galois, de manera que también estamos interesados
sélo en los grupos finitos.

En la primera seccion damos los conceptos de grupos y subgrupos e incluimos algunos ejemplos y
propiedades elementales.

DEFINICION 1.1 Sea G un conjunto, G # @. Una operacion binaria x , sobre G, es una fun-
cién:

x:GXGE—G
Si g, h € G, entonces denotamos por g * h a la imagen de (g, h) bajo *.

EJEMPLO 1.2 En Z, tenemos las operaciones binarias de + (suma) y - (producto):

1 LXT T
(n,m)—n+m

(n,m)—n-m

EJEMPLO 1.3 Sean A = {a,b,c}, S3 = {f : A — A|f es biyectiva}. Tenemos la operacién de
composicion:

OISgXSg—>Sg

Hay seis biyecciones en el conjunto A:

I:A— A p:A— A Yv:A—A ~v:A— A oc:A—A E:A—A

a—a a—b a—b arc a—c a—a
b—b b—a b—c b—a b—b b—c
cHc cc c—a c—b c—a c—b

Las funciones biyectivas sobre A se llaman permutaciones, y frecuentemente las denotamos por:

f= (f(aa) s f(CC)>



De este modo:

a b c a b c a b ¢ a b c a b c a b c
53_{1_ (a b c)’w_ (b a c)’w_ <b c a)’,y_ <c a b)’a_ (c b a)’f_ (a c b)}
Aclaramos que la composicién se toma como es usual: de derecha a izquierda. Por ejemplo, en v o ¢ se
aplica primero ¢ y luego ¢. (Ver ejemplo 1.17.)

DEFINICION 1.4 Decimos que la operacién binaria x : G x G — G, es asociativa si:

(Txy)xz=zx(yx2), Vo,y,2 € G

En este caso a la pareja (G, %) se le llama semigrupo.

EJEMPLO 1.5 Son semigrupos (N, +), (Z, ).

DEFINICION 1.6 Una terna (M, *,e) es un monoide si (M,*) es un semigrupo y e es un neutro
para *, es decir:

exa=axe=a, Va € M

EJEMPLO 1.7 Son monoides (N, +,0), (Z,-,1).

DEFINICION 1.8 Un grupo es un monoide (M, x,¢e) en el que cada elemento tiene inverso. Esto
es:

YmeM, IneM > mxn=e=nxm.
EJEMPLO 1.9 (Z,+,0) es un grupo.

EJEMPLO 1.10 (S3,0,1) es un grupo.

Observacion 1.11 En un grupo G hay un tnico elemento e € G tal que e xa = a*xe = a, Va € G.
Demostraciéon. Supongamos que existe f € G tal que:
fxa=axf=a, VaeG
entonces, en particular para a = e, tenemos:
e=exf=f N
Observacion 1.12 En un grupo G cada elemento tiene un tnico inverso.
Demostracion. Sea g € G y supongamos que existen h, k € G con la propiedad de que:

gxh=hxg=e y gxk=kxg=e



entonces:
h=exh=(kxg)xh=kx(gxh)=kxe=k

DEFINICION 1.13 Al elemento e de G se le llama elemento identidad o meutro de G; vy, si

b*a=e = axb, entonces b se llama inverso de a y se denota por a~ 1.

DEFINICION 1.14 El orden de un grupo G, denotado por o(G) 6 |G, es la cardinalidad del conjunto
G. Si o(G) es finito, entonces G se llama grupo finito.

DEFINICION 1.15 Si la operacién de un grupo G cumple con:

gxh=hxg, Vg,h e G
entonces llamamos a G un grupo conmutativo o abeliano.

EJEMPLO 1.16 (Z,+,0) y (Z5\{0},,1) son grupos abelianos.

EJEMPLO 1.17 (S3,0,1) no es un grupo abeliano. Por ejemplo, témense ¢ y ¢, entonces:
bop= a b c o (@ b ¢\ [(a b ¢\ _
Y=\ a ¢ b c a) \e b a)” 7
a b ¢ a b a b c
goow—(b c a)o(b a >_<a c b>_£'

Sporh Fpop.

por otro lado:

Qo

DEFINICION 1.18 Sea G un grupo. Un subconjunto H # @ de G es un subgrupo, de G, si H, con
la operacién de G, es en si mismo un grupo. Escribimos H < G para indicar que H es un subgrupo de
G,y H £ G sino lo es.

Observacién 1.19 Para cualquier grupo G, el conjunto G y el subconjunto {e}, de G, son subgru-
pos de G, los cuales se llaman subgrupos triviales.

EJEMPLO 1.20 (2Z = {2n|n € Z},+,0) < (Z, +,0).

EJEMPLO 1.21 ({I,¢},0,1) < (Ss,0,1).

a b ¢
c a b

EJEMPLO 1.22 H = ({I,9},0,1) £ (S3,0,1), ya que ¢p~ ! = ( > =~v¢ H.

Cuando sea claro quién es el neutro simplemente usaremos parejas, en vez de ternas, tanto para gru-
pos como para subgrupos. A veces simplemente ponemos G, H, etc., para denotar grupos y subgrupos,
sin poner la operacién ni el neutro.



PROPOSICION 1.23 Sea H #+ @, H C G. Entonces H < G siy sélo si a,b € H implica a b~ € H.

Demostracién. =—>) Si H es un subgrupo de G, entonces H es en s{ mismo un grupo. De aqui, que:
axbe H y b e H, Va,be H

de donde:
axb"' e H.

<) Supongamos que a * b~ € H, Va,b € H.
H # @, por hipétesis, asi existe una h € H. Entonces:
e=hxh"'€H.

Pero, entonces:
hl=exh 'eH, VheH.

Y, por lo tanto:
ax(h"Y'=axhecH, Ya,h € H

Finalmente, la asociatividad de x en H se sigue de la asociativiad en G.
SLH<G. 1
Observacién 1.24 Si G es un grupo, entonces (h~1)~1 = h, Vh € G.
Demostracion. Es facil, ya que:
h=1 % h = e implica que (A=}~ =h. B

Ahora que hemos definido a los subgrupos construimos una clase especial de ellos, los llamados sub-
grupos normales, que seran importantes para definir a los grupos cociente.

1.2 Clases Laterales y Subgrupos Normales.

DEFINICION 1.25 Para H y K subconjuntos no vacios de un grupo G, definimos el conjunto HK
como:

HK ={hxklh€ H,k € K}.
DEFINICION 1.26 Sea G un grupo. Si g € G y H es un subgrupo de G, llamamos al conjunto:

gH ={gx«hlh € H}
una clase lateral izquierda de G con respecto a H, y al conjunto:
Hg={hxglhe H}

una clase lateral derecha de G con respecto a H. En cualquier caso, al elemento g se le llama
representante de la clase.



EJEMPLO 1.27 Sean G = (S3,0), H ={I, ¢} y g = 1. Entonces:
Hg:sz{IOT%QDOw}: {waa}

¥
gH =¢H ={¢o L,y op} ={y,{}

Nétese que, en este ejemplo, Hg # gH.

PROPOSICION 1.28 Sean H < G y g,k € G. Entonces Hg = Hk si y sélo si gk—! € H.

Demostracién. =) Supongamos que Hg = Hk, entonces, si x € Hg = Hk, tenemos que:
x=hg=hk, h,hy € H :>hgk71 =Mh

— gk '=h"lhyeH
o gkl e H.

<=) Supongamos ahora que gk~—! € H, entonces gk~! = h, para alguna h € H, entonces g = hk, y
k= h~'g. Veamos que Hg = Hk.

C) Sea = € Hyg, entonces:
z=hig=hhke Hk, hj,he H = Hg C Hk
D) Sea y € Hk, entonces:

y=hmk=hhtge Hg, h € H = HkC Hyg

. Hk=Hg. 1

De la misma manera, tenemos que:

PROPOSICION 1.29 Bajo las mismas condiciones que en 1.28, tenemos que gH = kH si y sélo
S
sig- ke H.

Demostracién. =) Supongamos que gH = kH y sea x € gH, entonces:
r=gh=Fkhy, h,hy € H
— gh=khy = h=g 'khy = hh]' =g 'k, pero hhi' € H
g 'keH
<) Si g 'k € H, entonces g 'k =h, h € H.
C) Sea x € gH, entonces x = ghy, hy € H, pero g = kh™!, asf:

r=kh ‘hy € kH



c.gH CkH
D) Sea y € kH, entonces y = khy, hy € H, pero k = gh, luego:
y = ghh, € gH = kH C gH
S kH=gH. 1

TEOREMA 1.30 Si H < G, entonces la cardinalidad del conjunto de clases laterales derechas de H en
G es igual a la cardinalidad del conjunto de clases laterales izquierdas de H en G.

Demostracién. Sean D = {Hglg € G} e I = {gH|g € G}. Queremos ver que existe una funcién
biyectiva:
fiD—1

Definimos f : D — I mediante f(Hg) = g~ 'H.
i) Supongamos que f(Hg) = f(Hg¢1), Hg,Hgy € D.
=g 'H=g'H

L7 = ggy* € H, por la Proposicién 1.29.

= (97")"
—> Hg = Hg, por la Proposicién 1.28.
. [ es inyectiva.
ii) Sea gH € I y veamos que 3d € D tal que f(d) = gH. Sea d = Hg™ !, entonces:
fld)=f(Hg ) =(¢g")'H=gH
.. f es suprayectiva.
.. f es biyectiva.
. D e I tienen la misma cardinalidad. B

DEFINICION 1.31 Sea H < G. El éndice de H en @, denotado por [G : H], es la cardinalidad del
conjunto de clases laterales derechas (o izquierdas) de H en G.

DEFINICION 1.32 Sea H < G. Decimos que H es normal en G si g l'Hg=H,VgeG, ylo
denotamos por H <G.

Observacion 1.33 Todo subgrupo de un grupo abeliano es un subgrupo normal.
Demostracion. Sea H < G, G abeliano. Entonces para toda g € G, h € H, tenemos que:
g thg=g 'gh=eh=nh.1

TEOREMA 1.34 H IGsiysdlosi Hg=gH, Vg € G.




Demostracién. =) Supongamos que H <G g € G, entonces:

g 'Hg={g 'hglhe H} = H

Es decir:
Vke H, k=g 'hg, he H.
Entonces:
gk =hg € Hg
pero:
gk € gH,
entonces:

gH C Hg y, andlogamente, Hg C gH
. Hg=gH.
<) Supongamos ahora que:
Hg={hglh€ H} = {ghi|h, € H} = gH, g€ G
Veamos que g 'Hg = H.
C) Sea x € g~ ' Hg, entonces:
xr = g_lhgg, ho € H
= gr=hege Hg=gH
= gr =ghy, hy € H
:>x:gflgh1:h1€H
S tHg C H.

D) Supongamos ahora que h € H, tenemos que:

h=g 'ghg™'g
= gh=ghg'g

pero sabemos que Hg = gH, y asi:
gh =hig, h e H

—> ghg~'g =g
=g 'ghg'g=h=g 'mgecg 'Hyg
.. HCyg 'Hg
 H=g 'Hg
L H<4G.



EJEMPLO 1.35 Sea G = (S3,0), H = {I,,1?}, entonces:
HI = {I,¢,¢?%}
Hp ={p,§ 0}
IH = {I,¢,¢?%}

oH = {p,&, 0}

No es dificil verficar que HyY = ¢H = Hy =~vH = HI y también que Ho = cH = HE =&(H = pH, y
entonces tenemos que Hg = gH,Vg € G. De donde H < G.

TEOREMA 1.36 Sea H < G. Entonces el conjunto:

G/H ={Hglg € G}

es decir, el conjunto de todas las clases laterales derechas (o izquierdas) de H en G, forma un grupo, con
la operacion de G.

Demostracién. Como:
He={helhec H} ={hlhe H} =H € G/H

entonces G/H # @.

Ahora definimos:
x:G/HxG/H— G/H

mediante: (Hgy) * (Hg2) = H(g192)-
i) x es binaria, por definicién.

i1) Sean g1, g2, g3 € G, entonces:

((Hg1)x(Hg2))*(Hgs) = (H(g192))xHgs = H(9192)935 = Hg1(9293) = Hg1%(Hg2g3) = Hg1*((Hgz)*(Hgs))
', * es asociativa.

iii) Si g € G, entonces:
(Hg) * (He) = H(ge) = Hg

¥y
(He) x (Hg) = H(eg) = Hg

. He = H es el neutro.

iv) Finalmente:
(Hg)* (Hg™') = H(gg™") = He

y7
(Hg™ ') (Hg) = H(g 'g) = He

10



. Hg™ ' es el inverso de Hy.
.. G/H es un grupo
Observacion 1.37 Nétese que si G es abeliano, entonces:
HaHb= Hab = Hba = HbHa, Ya,b € G

de donde, G/H resulta ser abeliano.

DEFINICION 1.38 Al grupo G/H se le llama el grupo cociente o grupo factor de G entre H,
y su cardinalidad es [G : H].

En esta ultima seccién trabajamos el concepto, esencial para las estructuras que estudiaremos poste-
riormente, de homomorfismos de grupos, los cuales estan estrechamente relacionados con los grupos
cociente. Se trata de identificar a dos grupos como “el mismo”, en cuyo caso decimos que son isomorfos,
en el sentido de que poseen la misma estructura y propiedades. Terminamos con el primer teorema de
isomorfismo, hay otros tres, pero éste es el que més aplicaciones tiene.

1.3 Homomorfismos.
DEFINICION 1.39 Sean (G,*) y (G',+") grupos. Una funcién f : G — G’ tal que:

flg=h) = f(g)* f(h) Vg,h € G

se llama homomorfismo de grupos.

Observacién 1.40 Observemos que gxh € Gy f(g) ' f(h) € G'.

EJEMPLO 1.41 Sean G; = (R, +), Go = (R\ {0},-) v f : G1 — G4 dada por f(a) = 2°. Entonces:

f(a+b) =200 =90 .9b

por otro lado:
fla)- f(b) =2%-2°

de esta manera, vemos que f es un homomorfismo.

EJEMPLO 1.42 Sean f : G — G1 y h : G — G2 homomorfismos de grupos. Entonces h o f :
G — (2 también es un homomorfismo de grupos.

Prueba. Sean g1, g2 € G, entonces:

(ho f)(g1%g2) = h(f(g1 * g2))
(91) !
f(g1) ¥> h(f(g2)), h es homomorfismo

)(91) ¥ (ho £)(g2).

~

*

f(g2)), pues f es homomorfismo

(
(
(

= (h

[©]
~

11



.. ho f es un homomorfismo de grupos. B

Nota. *, !, 2 denotan la operacién en G,G; y Go, respectivamente.

DEFINICION 1.43 Sea f un homomorfismo de grupos. Si f es inyectiva, como funcién, la llama-
remos monomorfismo de grupos; si es suprayectiva, la llamaremos epimorfismo; y, si es biyectiva,
entonces la llamaremos isomorfismo.

DEFINICION 1.44 Si f : G — G’ es un isomorfismo de grupos, entonces decimos que G y G’
son zsomorfos y lo denotamos por G = G’. De esta definicién, tenemos que para todo grupo G, G = G
con Id : G — G, la funcién identidad.

EJEMPLO 1.45 Si uno de dos grupos isomorfos es abeliano, entonces el otro también lo es.

Prueba. Sea f : G — G’ un isomorfismo, y supongamos que G es abeliano. Sabemos que, por ser f
un homomorfismo, f(xy) = f(x)f(y).

Sean 2/, 3y’ € G'. Como [ es suprayectiva, existen z, y € G tales que f(z) = ',y f(y) = y'. Pero,
entonces:

flzy) = f(x)f(y) =2y,

flyx) = f)f(x) =y'a".
Como G es abeliano, tenemos que xy = yx. Entonces:
flay) =2y’ = flyz) = o/,
= 2y =y'a.
G’ es abeliano. B

EJEMPLO 1.46 Si G, H son grupos y |G| # |H|, entonces G no puede ser isomorfo a H.

Prueba. Supongamos que f : G — H es un isomorfismo. Entonces dicho isomorfismo es, en particu-
lar, una funcién biyectiva, y asi ambos conjuntos tienen la misma cardinalidad. Luego G y H no pueden
ser isomorfos. W

DEFINICION 1.47 Un homomorfismo f G — G se llama endomorfismo de G;y, un isomorfismo
f: G — G se llama automorfismo de G.

DEFINICION 1.48 Sea G un grupo y sea a € G, definimos a® =e, a' =a;ysin>1, a” =a" ! xa;
y, también =" = (a=1)", para n > 1.

PROPOSICION 1.49 Sea f : G — H un homomorfismo y sea a € G. Entonces:

f(@") = f(a)® ¥ne€Z.

En particular, si n = 0, entonces f(a’) = f(eg) = en, y si n = —1, entonces f(a=!) = (f(a))~ .

12



Demostracion. Por induccién sobre n.

CASO 1) n > 0. Si n =0, veamos que f(a’) = f(eq) = (f(a))? = ex. Pero:
f(a%) = flea) = flea xeq) = flea) * f(eq).

Por otro lado:
fleg) = fleg) xen.
Ast:
fleq) xen = fleq) = f(eq)
= (flea)) ™" * (flea) xem) = (f(ec)) ™" * (f(ec)  f(ec))
= ((flec)) ™" * flea)) xen = ((f(e)) ™ * f(eq)) * f(ec)
= egxeyg =epg* f(eq).
. en = f(eg).

Supongamos ahora que:

Entonces:

CASO 2) n <0.Sin=—1, veamos que f(a~!) = f(a)~!. Ya que f(a=! *a) = f(eg) = en.

Pero:
fla™txa) = fla™") * f(a)
= fla™")* f(a) =en
= (f(a™)* f(a)) * f(a) " =em * f(a)™"
= fla™") = (f(a) * f(a)™) = f(a)™*
= fla™ ) xem = fla)™!
L fah) = fla)7h

Supongamos que:

Entonces:



DEFINICION 1.50 Sean G y G’ grupos y f: G — G’ un homomorfismo. Definimos el nicleo de f

como:
Niic(f)= {g € G|f(9) = €'},
donde €’ es la identidad de G’. Y la iémagen de f como:
Imf = {¢' € G'lg' = f(9), g € G}.
EJEMPLO 1.51 Sea f: G; — G5 el homomorfismo del ejemplo 1.41. Tenemos que:
Nic(f) ={g € G1lf(g9) = e2} = {g € R|f(9) = 1} = {g € R[27 = 1} = {0}.

Antes de probar que el niicleo de un homomorfismo es un subgrupo normal del dominio, veamos el
siguiente resultado que nos permitird mostrar de manera un poco mas rapida cuando un subgrupo es
normal.

LEMA 1.52 Un subgrupo H de G es normal si y sélo si g ' Hg C H, para cada g € G.

Demostracién. =) Si H <G, entonces g~ Hg = H, para cada g € G, en particular, g"'Hg C H,
para cada g € G.

<) Si g 'Hg C H, veamos que H C g~'Hg. Pero:
H=(99"")H(99™") = g(g 'Hg)g~" C g 'Hyg,
la contencién se da por el hecho de que g~'Hg C H.
— HcCg 'Hg.

g 'Hg=H,y HJG. &

TEOREMA 1.53 Si f : G — H es un homomorfismo de grupos, entonces Nic(f)<G.

Demostracién. Notemos primero que Nuc(f) # @&, pues por la proposicién 1.49, tenemos que
flec) = em, y asi eq €Ntc(f).
i) Veamos ahora que Niic(f)< G. Sean a,b €Ntc(f) y mostremos que a * b~! €eNuc(f).
Como a,b eNtc(f), entonces: f(a) = ey = f(b). Ast:
flaxb™h) = fa) = f(b71)
= fla)« f(b)~"
=eq * 6;11
=€y *xeqy
= €H.

La segunda igualdad se da por la proposicién 1.49.

ax b=t eNtic(f).
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i) Veamos ahora que Nic(f)<G, es decir, de acuerdo con el Lema 1.52, que g~ Ntic(f)g CNic(f) Vg € G.
Sea entonces # €Ntc(f), y mostremos que g~ lzg €Ntic(f). Pero:

flog™ eg) = fFlg™ ") f()f(9)

|
~

= €H,
= g lzg eNtc(f).
~ Nice(f)<G. &

TEOREMA 1.54 Sea N < G. Entonces la funcién 7 : G — G/N definida por n(a) = Na, es un
epimorfismo con nucleo N.

Demostracién. Sean a,b € G, entonces:
m(ab) = Nab = NaNb = w(a)w(b),
7 es un homomorfismo.

Sea x = Na € G/N, se tiene que Na = mw(a), a € Gy asi 7 es un epimorfismo. Finalmente:

Nic(m) = {g € G|r(g9) = eq/n}
= {g € GIn(g9) = N}
={g9€GINg =N}
={g€Glge N}
=N®

DEFINICION 1.55 El epimorfismo 7, del teorema anterior, se llama epimorfismo candénico 6 pro-
yeccion.

COROLARIO 1.56 Si f : G — H es un homomorfismo de grupos, entonces f es un monomorfis-
mo si y sélo si Nic(f) = {ec}.

Demostracién. —>) Supongamos que f es inyectiva, es decir, un monomorfismo. Si a €Nuc(f),
entonces: f(a) = ey. Debemos mostrar que a = eg.
Como f es un homomorfismo, entonces, por la Proposicién 1.49:

flec) =en.

Luego:
fla) = f(ec).
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= a = eqg, pues [ es monomorfismo.
Nic(f) = {ec}
<=) Supongamos ahora que Nic(f) = {eg}, y sean a,b € G tales que f(a) = f(b). Entonces:
f@)f®)™ =en.
= f(a)f(b™") = en,
= flab™') =en,
= axb ' e Nic(f) = {ec},
= aqxbl= eq,
= a=b.
f es un monomorfismo. Wl

El Teorema siguiente es uno de los més importantes acerca de isomorfismos y es conocido como el
Primer Teorema de Isomorfismos.

TEOREMA 1.57 Sea f : G — H un homomorfismo con nicleo N. Entonces N <G y G/N = Imf.

Demostracién. Para que tenga sentido hablar de G/N, N debe ser normal en G, pero lo es, debido
al teorema 1.53. Demostremos primero que Imf = {h € H|h = f(g), g € G} < H.

Como ey = f(eq), entonces ey € Imf. Asi Imf # &.
Sean x,y € Imf, es decir x = f(¢1), ¥y = f(92), 91,92 € G. Entonces:

Flg) = flg2)™" = flor % g2 ").
Como g * 951 € (G, entonces:
flgr%g5") € Imf.
Imf <H.

A continuacién, definimos: f : G/N — Imf, por f(Ng) = f(g).
Si Na = Nb, entonces a x b~ € N, es decir, f(a*b~!) = ey. Entonces:

Sean Na, Nb € G/N. Entonces:



f es un homomorfismo.

Si se tiene: f(Na) = f(Nb), entonces:

fla)=f(b) = f(a)* f(b)"" =en
— flaxb ™ =ey
— axbleN
= Na = Nb

7 es un monomorfismo.

Finalmente, sea f(a) € Imf, entonces existe Na € G/N, tal que f(Na) = f(a), con lo que f es un
epimorfismo y, en consecuencia es un isomorfismo, lo que completa la demostracién. B

Supongamos que queremos encontrar todos los grupos que son imagenes homomorfas de un grupo dado
G. Es decir, los grupos H tales que existe un epimorfismo f : G — H.

Supongamos que H es una imagen homomorfa de G, entonces existe f : G — H suprayectivo, y, por
el Primer Teorema de Isomorfismo, sabemos que G/Ntic(f) = H = Imf. Es decir, tenemos que encontrar
los subgrupos normales de G

EJEMPLO 1.58 Sea G = (S3,0). Tenemos que:

{I} < Sg,

{Iv 1/)7 1/)2} < S37
53 < 53

(Cuantas imagenes homomorfas de S3 hay?

Si H es una imagen homomorfa, entonces existe f : S3 — H, suprayectivo; entonces por el Primer
Teorema: S3/Nic(f) = H, y, ademds, Nic(f) < Ss.

De esta manera: Ntc(f) = {I}, 6 Nic(f) = {I,v,%?}, 6 Nic(f) = Ss.

i) Si Ntc(f) = {I}, entonces Sz = S3/{I} = H.

ii) Si Nc(f) = {I,v,?}, entonces Cy = S3/{I,¥,v*} = H,

en este caso, a Cs se le llama grupo ciclico de orden 2.

ii1) Si Nde(f) = Ss, entonces {e} = S3/5; = H.
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CAPITULO 2

ANILLOS

2.1 Anillos.

Ahora que hemos estudiado a los grupos, que son estructuras con una operaciéon binaria, emprende-
mos nuestro estudio de conjuntos que tienen dos operaciones, los anillos, y, de los cuales, parte de su
estructura resulta ser un grupo abeliano (aditivo.)

Ya desde la primaria trabajamos con los niimeros enteros y sabemos cémo operar con ellos y también
que hay tanto positivos como negativos.

Nos ensefian, ademds, a dividirlos (es decir que existe un algoritmo de la divisién en ellos), y que
no siempre dado un entero existe otro tal que al multiplicarlos nos dé como resultado 1 (a estas alturas
sabemos que dicho 1 se llama neutro multiplicativo; como veremos mas adelante, no todos los anillos
poseen dicho elemento).

iQué sorprendente puede parecernos hoy que en realidad hemos trabajado con un anillo desde en-
tonces! Asi pues, gracias a los enteros, algunos conceptos de anillos en general no resultaran dificiles de
entender.

Empezamos este capitulo, al igual que con los grupos, con definiciones y propiedades basicas de anillos
y subanillos, dando siempre ejemplos de dichos conceptos.

DEFINICION 2.1 Un anillo es un conjunto no vacio equipado con dos operaciones binarias, suma
(+) y producto (-), tales que:

i) (R,+,0) es un grupo abeliano;
i1) (R,-) es un semigrupo;
ii1) Se cumplen las leyes distributivas: para toda a,b,c en R:

a-(b+c)=a-b+a-c,
(a+b)-c=a-c+b-c.

Escribiremos ab en lugar de a - b.

DEFINICION 2.2 Si en un anillo R se cumple que:

ab=ba, VYa,be R,

entonces decimos que R es un anillo conmutativo.

DEFINICION 2.3 Si en un anillo R existe un elemento 1 € R, tal que:

la=a=al, VYa€R,



entonces llamamos a R anillo con unitario. Al elemento 1 de R lo denotamos por 1g.

PROPOSICION 2.4 Sea R un anillo, entonces, para toda a,b,c € R:

i) 0a =0 = a0;
ii) a(—b) = (~a)b = —(ab);
iti) (—a)(=b) = (ab);

si, ademds R tiene unitario, entonces:

i) (—1)a = —(la) = —a, Ya € R; y
v) (=1)(-1) =1.

Demostracién. Ver ([1]).H

~—

Observemos que si R es un anillo con unitario 1 y no es el anillo trivial , entonces los elementos 0 y
1 son distintos, pues como R # {0}, existe un elemento a € R, a # 0. Si 1 fuera igual a 0, entonces:

a =1a=0a =0,y a=0, una contradiccién. Bl

Asi pues, si R es un anillo con unitario 1, supondremos que 1 # 0, es decir no consideraremos el anillo
trivial.

En lo que sigue, todos los anillos considerados seran conmutativos y con unitario.

EJEMPLO 2.5 (Z,+,-), (R,+,), (Q,+,-), (C,+,"), son anillos conmutativos con unitario. Aqui + y
- denotan a la suma y producto usuales en los cuatro conjuntos.

EJEMPLO 2.6 El conjunto M, «,(R) de matrices de n x n con coeficientes en R, con la adicién y
multiplicacién usuales, es un anillo con unitario que no es conmutativo.

EJEMPLO 2.7 El anillo trivial es el anillo que solamente tiene un elemento: {0}, y 0+ 0 = 0,
0-0=0

DEFINICION 2.8 Sea R un anillo conmutativo con unitario. Si para toda a,b,c en R, con ¢ # 0,
se tiene que:

ac=bc = a =0,

entonces, decimos que R es un dominio entero.

EJEMPLO 2.9 (Z,+,-) es un dominio entero.

DEFINICION 2.10 Si en un anillo R conmutativo con unitario se tiene que para toda a # 0 exis-
te un elemento a~! € R, tal que:

aat =1,

entonces, decimos que R es un campo. Al elemento a~! se le llama inverso multiplicativo de a.
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EJEMPLO 2.11 (C,+,), (R,+,), (Q,+,-) son campos.

DEFINICION 2.12 Dado un anillo conmutativo con unitario R, a los elementos de R que tienen
un inverso multiplicativo se les llama unidades.

PROPOSICION 2.13 Sea R un anillo conmutativo con unitario. El conjunto:

U={a€cR3be Rab=1)}

de todas las unidades de R, forma un grupo abeliano bajo la multiplicaciéon en R. A tal conjunto le
llamaremos el grupo de unidades de R.

Demostracién. Como R tiene unitario y 1-1 =1, entonces 1 € U, y asi U # @.
Ahora, sean a,b € U, entonces existen u,v € R tales que:

au=1ybv=1,
de donde, como R es conmutativo:
1 = (ab)(uv) = a(bu)v = a(ub)v = (au)(bv)

. abeU.

La asociatividad en U se sigue de la asociatividad en R. El neutro de U es el 1; y, como U consta de
unidades, entonces cada elemento de U tiene un inverso multiplicativo.

Que U es abeliano también se sigue de R, ya que la operacién de U es el producto de Ry R es
conmutativo.

.. U es un grupo abeliano. B

DEFINICION 2.14 Sea R un anillo y sean a,b € R con a,b # 0. Si:

ab =0,

entonces decimos que a y b son divisores de cero. En este caso, a es un divisor izquierdo de cero y
b es un divisor derecho de cero.

EJEMPLO 2.15 En Zg tenemos que 2, 3 y 4 son divisores de cero, ya que:
2)3) =@)(2) = @)B) = (3)4) =0.

Observacion 2.16 En un anillo R, ab = ac o ba = ca, a # 0, implican que b = ¢ si y s6lo si R no tiene
divisores de cero.

Demostraciéon. =) Sea R un anillo en el cual:
ab=ac = b=c VYa,b,ce R, a#0.
y supongamos que ab = 0 para algunas a,b € Ry a # 0. Entonces:

ab=0=a0 = b=0.
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Anélogamente, b £ 0 implica a = 0, lo que significa que R no tiene divisores de cero.
De igual forma, al suponer que ba = ca implica b = ¢ llegaremos a que R no tiene divisores de cero.

<) Supongamos ahora que ab = 0 implica a =0 0 b = 0. Sea a # 0, asi:
ab=ac — ab—ac=0
= a(b—c)=0
= b—c=0puesa#0
= b=c
De la misma forma ba = ca implica que b = c.

De aqui que en R se cumplen las leyes de cancelacién. B

Observacion 2.17 Notemos que un divisor de cero nunca puede ser una unidad. Pues, supongamos,
por ejemplo, que a € R es una unidad, y que ab = 0 para alguna b € R, b # 0. Entonces va = 1 para
alguna v € R, y asi:

b=1b = (va)b = v(ab) = v0 =0,

lo cual es una contradiccién. Similarmente, si ba = 0 para alguna b # 0. De esta manera, a no puede ser
una unidad.
Esto muestra, en particular, que los campos no tienen divisores de cero.

TEOREMA 2.18 Si K es un campo, entonces K es un dominio entero.

Demostracion. Sea K un campo y veamos que K no admite divisores de cero; es decir, veamos que
ab =0 implica a = 0 0o b = 0, para algunas a,b € K.
Supongamos entonces que ab = 0 con a # 0. Entonces:

at(ab)=a"1-0=0
= (ata)b=0
= 1b=0
= b=0
.. K no admite divisores de cero, y como es campo entonces es conmutativo y tiene unitario.

. K es un dominio entero. B

TEOREMA 2.19 Cualquier dominio entero finito es un campo.

Demostracién. Ver ([2]). B

PROPOSICION 2.20 Sea R un anillo. Entonces, para todas a,b € R y para todos m,n € Z, tenemos
que:

(na)b = n(ab) = a(nb),
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(na)(mb) = (nm)(ab),
donde na significa a +a + - - - + a, n veces.
Demostracién. Tenemos que:

(na)b=(a4+a+---+a)b=ab+ab+---+ ab=n(ab)

n n

Por otro lado, tenemos que:

a(nb) =a(b+b+---+b)=ab+ab+---+ ab=n(ab)

n n

. (na)b = n(ab) = a(nb).

De la misma manera:

(na)(mb) =(a+a+---+a)(b+b+---+b)

n m

=(ata+---+abp+(@a+ta+---+ab+---+(@a+a+-:

-+ a)b

m

=(ab+---+ab)+(ab+---+ab)+---+(ab+---+ ab)
~——_— ——

n n n

= n(ab) + n(ab) + - - - + n(ad)

m

= (nm)(ab).

*. (na)(mb) = (nm)(ab). B

DEFINICION 2.21 Sea K un campo. La caracteristica de K, carK, se define como el menor entero
positivo n tal que nlx = 0, si existe tal n; si no existe, entonces la caracteristica se define como 0.

TEOREMA 2.22 Sea K un campo, entonces:

carK =0,

o carK = p, p primo.

Demostracién. Supongamos que carK # 0. Entonces car K = n. Supongamos que n = rs, donde
1 <r<mn, 1< s <n. Porla propiedad de n, tenemos que rlx # 0, slx # 0. Por otro lado, por el

teorema 2.20 tenemos que:
(rig)(slk) = (rs)lx =nlx =0,

lo cual no puede ser posible, pues K no tiene divisores de cero. B

EJEMPLO 2.23 7Z,Q, R, C tienen caracteristica cero.
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EJEMPLO 2.24 (Zs,+,-) es un campo de caracteristica 5:

1+1+1+1+1=5=0.

EJEMPLO 2.25 Si K es un campo de caracteristica p, entonces tenemos que para toda =,y € K:

(x+y)P =aP +y

ya que, por el teorema del binomio:

(1) )
- (0)

r=
Parar=1,...,p — 1, el coeficiente binomial:

<p> _pp—1) - (p—r+1)

T r!

es un entero, y as{ r! divide a p(p—1)--- (p—r+1). Como p es primo y r < p, ningtin factor de r! puede
ser divisible por p. De donde r! dividea (p—1)---(p —r+ 1) y asi <£) es un entero divisible por p.

Entonces, parar=1,...,p — 1:

(f) 2P7"y" =0 (modp)

y, por lo tanto, en (1), s6lo el primer y el dltimo términos sobreviven, lo que da el resultado.

DEFINICION 2.26 Un subconjunto S # & de un anillo R es un subanillo de R si S con las opera-

ciones de R es, en si mismo, un anillo.

PROPOSICION 2.27 Un subconjunto S # @& de un anillo R es un subanillo de R si y sélo si Va,b € S
se tiene que a —b € Sy abe S.

Demostracién.—) Supongamos que S es un subanillo de R. Entonces S es un anillo y asf
abe S, VYa,beS.

Como S es también un grupo abeliano bajo la adicién, tenemos entonces que todo elemento b € S tiene
un inverso aditivo —b € S'y S es cerrado bajo la adicién, asi a+b € S, Va,b € S, luego, a+(—b) = a—b € S.

<=) Supongamos ahora que Va,b € S se tiene que a —b € Sy ab € S.

Entonces, por la Proposicion 1.23, en notacién aditiva, se tiene que S es un grupo abeliano bajo la
adicién.

Por otro lado, como S C R, entonces su asociatividad y las leyes distributivas las hereda de R. Por lo

tanto S es un subanillo de R. &

Observacién 2.28 Para cualquier anillo R # {0}, Ry {0} son subanillos de R, los subanillos triviales.
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EJEMPLO 2.29 (2Z,+,-) es un subanillo de (Z,+, ).

EJEMPLO 2.30 Sea R un anillo, el conjunto:

Z(R) = {a € Rlar =ra, ¥Yr € R}
es un subanillo de R. A este conjunto se le conoce como el centro de R.

Demostracién. Notemos primero que Z(R) # & pues 0 € Z(R).
Ahora, sean a,b € Z(R) y r € R, entonces:

r(a—b)=ra—rb=ar—br=(a—0b)r.

. a—be Z(R).

Y también:
r(ab) = (ra)b = (ar)b = a(rb) = a(br) = (ab)r.

. abe€ Z(R)
. Z(R) es un subanillo de R, por la Proposicién 2.27. R

2.2 Homomorfismos y Anillos cociente.

DEFINICION 2.31 Sean R y S anillos. Un homomorfismo de anillos es una funciéon f: R — S
tal que:

i) fla+b) = f(a) + f(b), Ya,b € R,
i1) f(ab) = f(a)f(b),Va,b € R.

DEFINICION 2.32 Sea f+ R — S un homomorfismo. Entonces el nicleo de f es el conjunto:

K = {r € R|f(r) = 0s}.

DEFINICION 2.33 Un homomorfismo biyectivo se llama isomorfismo. Decimos que R y S son iso-
morfos y escribimos R = S.

EJEMPLO 2.34 La funcién f : Z — Z/27Z, definida al enviar un entero par a 0 y un entero im-
par a 1 es un homomorfismo de anillos. La funcién es aditiva, ya que la suma de dos enteros pares o
impares es par, y la suma de un entero par y un impar es impar. La funcién es multiplicativa, pues el
producto de dos enteros impares es impar y el producto de un entero par con cualquier entero es par. El
nucleo de f es el conjunto de enteros pares.

PROPOSICION 2.35 Sean R y S anillos y sea f : R — S un homomorfismo. Entonces:

i) f(Or) = Os;
i) f(=r)=—=f(r), Vr e R;
i41) La imagen de f es un subanillo de S; vy,
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iv) El nicleo, K, de f es un subanillo de R. Ademas, si a € K, entonces ra, ar € K, Vr € R; es decir, K
es cerrado bajo la multiplicacién con elementos de R.

Demostracién. i) Como:
f(r)+ f(Or) = f(r +0r) = f(r),
tenemos que:
f(Or) =05 + f(0r) = = f(r) + f(r) + f(Or) = —f(r) + f(r) = Os,
de donde:
f(OR) = 0g.

i1) Para toda r in R se tiene:

fr)+ f(=r) = f(r+(=7)) = f(Or) = 05 = f(r) + (= f(r)),

| F=r) = =),
ii1) De:
f(ri—r2) = f(r1) + f(=r2) = f(r1) — f(r2) € Imf,
y’

f(rirg) = f(r1)f(r2) € Imf,

concluimos que la imagen de f es un subanillo de S.

iv) Sean «, 8 € K. Entonces:

fla) = f(B) = 0.
= fla—=p)=0,y f(aB) =0.
K es un subanillo de R.

Similarmente, para cualquier r € R:
flra) = f(r)f(e) = f(r)0 =0,
flar) = f(a)f(r) =0f(r)=0.
ra,ar € K. I

De la misma manera que se hizo en grupos, los homomorfismos que son inyectivos y suprayectivos
reciben nombres especificos.

DEFINICION 2.36 Sea f : R — S un homomorfismo. Si f es inyectivo, lo llamaremos mono-
morfismo; si f es suprayectivo, lo llamaremos epimorfismo; y, si f : R — R es un isomorfismo,
entonces se llamara automorfismo.

DEFINICION 2.37 Un subanillo J de un anillo R se llama ideal bilateral, o simplemente ideal,

S1:
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i) Og € J, donde Og denota el neutro aditivo de R;

1) a,b € J implicaa—b e J;y

i) r € R, j € Jimplicarje Jy jrel

EJEMPLO 2.38 Sea R un anillo conmutativo y sea a un elemento fijo de R. Entonces el conjunto:

I, = {z € Rlax =0r}

es un ideal de R.
Demostracion. i) Como a0r = O, entonces Og € I,.

i1) Supongamos que z,y € I,. Queremos ver que z — y € I,. Tenemos que:
alr—y)=ar—ay=0pr—0gr=0r = z—y€l,.

ii1) Finalmente, sea 1 € Ry « € I,, y veamos que rz y zr pertenecen a I,. Como R es un anillo
conmutativo, es suficiente mostrar que rx € I,. Tenemos que:

a(rz) = (ar)z = (ra)x = r(az) =r0g =0 = rz € I,.
o I, esun ideal de R. W

Recordemos que en un anillo R, (R, +) es un grupo abeliano, asi, de acuerdo con la observacién 1.33,
todo subgrupo de él es normal. Por lo tanto, si I << R podemos entonces construir el grupo R/I. Quisiéra-
mos que R/I no sélo tuviera estructura de grupo sino, ademads, de anillo, lo cual haremos a continuacién.

TEOREMA 2.39 Sea I un ideal de un anillo R. Entonces R/I resulta un anillo al definir la suma
por (a+ 1)+ (b+1)=(a+0b)+ I,y producto dado por (a+ I)(b+1)=ab+I.

Demostraciéon. Como I es un ideal de R, entonces (I, +) es un subgrupo de (R, +). Asi, tenemos
un grupo cociente bien definido R/I, donde los elementos son las clases de I en R, esto es:

R/I ={r+I|r € R},

y la operacién binaria de adicién es dada por (a+ 1)+ (b+ 1) = (a+b) + 1, Va,b € R. Veamos ahora
que el producto estd bien definido, es decir, sia+1=a'+1,yb+1 =¥ +1, entonces ab+ I = a’b’' + 1.
Sia+I=ad + I, entonces:

a+I={a+ilicl}={d +iliel}=d +1,
y, andlogamente para b+ I. De estas igualdades surgen las contenciones:
o +ICa+I,yb+ICb+1,
lo cual significa que existen z,y € I tales que @’ = a+ x, y b/ = b+ y. De donde:
a't = (a+2)(b+y) =ab+ ay + xb+ xy.
Como I es un ideal, entonces:
a'b —ab=ay+ab+aycl,

= ad't/ —abel.
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a't/ + I = ab+ I, por Proposicién 1.29, en notacién aditiva.
.. la multiplicacién en R/I estd bien definida.

Para ver que R/I es un anillo, sélo hay que verificar los axiomas restantes de anillo, lo cual se puede
consultar en ([3]).

Observacion 2.40 Si R es conmutativo, entonces:
(a+Db+1)=ab+T=ba+1=b+1(a+1),
y asi, R/I es conmutativo.
Observacion 2.41 Si R tiene unitario, entonces:
(a+DH(1+I)=a-1+I=a+1,
luego, R/I tiene unitario, también: 1 + I. Notemos que si 1 € I, entonces I = R.

DEFINICION 2.42 El anillo R/I se llama anillo cociente de R relativo a 1.

TEOREMA 2.43 PRIMER TEOREMA DE ISOMORFISMO PARA ANILLOS. Sea f: R —
S un homomorfismo de anillos, entonces:

i) El ntcleo K de f es un ideal de R;
i1) la imagen de f es un subanillo de S; vy,
iii) R/K = Imf.

Demostracion i) y ii) son iv) y iii) de la Proposicién 2.35.

iii) Definimos f : R/K — S por f(r + K) = f(r). f es funcién, pues, si r + K = r’ + K, entonces
r—r ek,

Por el Primer Teorema de Isomorfismo para grupos, f es homomorfismo de grupos. Ahora, sean
r+ K, + K € R/K. Entonces:

Fllr + K)(' + K)) =

. f es homomorfismo de anillos.
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Ahora, si s € I'mf, entonces existe r € R tal que f(r) = s. Esto significa que f(r+K) =s,y, de esta
manera, f es suprayectiva. Finalmente, si f(r + K) = f(r' + K), entonces:

fr)=f0),
= flr=r)=0,
= r—1r' €K,
— r+K=1+K,
. f es inyectiva y, en consecuencia, es biyectiva.
S R/K=Imf R

TEOREMA 2.44 Si I es cualquier ideal de R, entonces la funcién f : R — R/I definida por r — r+1
es un epimorfismo con nucleo 1.

Demostracidn. Si I es cualquier ideal, entonces R/ es un anillo (en particular, es un grupo abeliano)
y la funcién f : r — r + I es un homomorfismo de grupos de niucleo I. S6lo hay que ver que f es un
homomorfismo de anillos, pero como:

flrs) = (rs) + 1 =(r+1)(s+1)=f(r)f(s),

entonces, hemos terminado. l

DEFINICION 2.45 El epimorfismo del teorema anterior se llama proyeccion natural de R so-
bre R/I.

EJEMPLO 2.46 a) Sea R un anillo con unitario 1z, veamos que si I es un ideal de R que posee
una unidad a de R, entonces I = R.

Pues sea entonces a una unidad de R y supongamos que a € I. Como I es cerrado bajo multiplica-
cién por elementos de R, tenemos que:
lr=a"tacl,

y asi, para cualquier r € R :
r=r-lgpel,

lo cual muestra que R C I; y, como I C R, entonces I = R, como queriamos.
b) Ahora, usando lo anterior probemos que un campo no contiene ideales propios.

Prueba. Sea I un ideal de un campo R, I # {0g}. Sea a € I, a # Og. Como R es un campo, a es
una unidad de Ry, por a), I = R. De donde los tnicos posibles ideales son {0} y R, y no existen ideales

propios.

c) Finalmente, usando lo anterior y el primer teorema de isomorfismo para anillos, mostremos que si
f es un homomorfismo de un campo F' a un anillo R, entonces la imagen de f o es isomorfa a F' o es
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{Or}.

Demostracién. Por el teorema 2.43, la imagen f(F) es isomorfa al anillo cocienteF/I, donde I es
un ideal de F'. Por b), los tnicos ideales de F son {0} y F. Si I = {0}, entonces F/I = {a + {0}|a € F'},
y asi f(F) es isomorfo a F. Si I = F, entonces F' es el nicleo de f,y f(F)={0g}. K

DEFINICION 2.47 Un ideal M en un anillo arbitrario S se llama ideal mdzimo si M # Sy los
unicos ideales que contienen a M son M y S. En otras palabras, para cada ideal N tal que M C N C S,
se tiene que 6 N =M, 6 N = S.

EJEMPLO 2.48 El ideal 3Z es méximo en Z, pero el ideal 4Z no lo es, pues 4Z & 27 G 7.

Sea J un ideal de un anillo conmutativo con unitario R, y sea a € R. Consideremos el conjunto:
I={ra+tlreR,te J}
. Qué propiedades tiene este conjunto? En primer lugar, notemos que como:
Or=0a-0p+0r €,
entonces I # &. Ahora, si ria + t1,r0a + to € I, entonces:
(ria+t1) — (raa+t2) = (r1 —rma)a+ (t1 —t2) € 1.
Ademss, siry € R, ra+t € I, se tiene que:
ri(ra+t) = (rr)a+ (1t € I),

y como R es conmutativo, también (ra+t)r; € I. Todo esto significa que el subanillo I es un ideal de R.
Con esto, estamos ahora en disposicién de probar nuestro siguiente resultado.

TEOREMA 2.49 Sea R un anillo conmutativo con unitario y J un ideal de R. Entonces R/J es
campo si y s6lo si J es un ideal maximo.

Demostracién. =) Supongamos que R/J es campo y que J C I, I ideal de R. Consideremos la
proyeccién natural f : R — R/J. Como f es un epimorfismo, sucede que f(I) es ideal de R/J, y como
este tltimo es campo, entonces sus dnicos ideales son R/J y {J}, es decir f(I) = R/J é f(I) = J. Pero
entonces I = R 6 I = J. Asi I es maximo.

<) Supongamos que J es méximo, y sea a + J € R/J, a ¢ J. Sea:

I={ra+tlreR,te J},
que, como ya hemos visto, es un ideal de R. Por otro lado:
a=1-a+ 0 implica que a € I,
y, para cada t € J se tiene que:

t = Oa 4t implica ¢ € I, que a su vez implica que J & I.
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Como J es maximo, entonces I = R, y,conesto 1 € I. Asi 1 se puede escribir como 1 = ra+t, r € R,t € J.
Pero entonces:

1+J=ra+t+J
=ra+J
=(r+J)(a+J)

la segunda igualdad se da porque t € J. En consecuencia (r 4+ J) es inverso de a + J. Por lo tanto R/.J
es campo. I

PROPOSICION 2.50 Sea A = {t1, ..., tp } un subconjunto finito de un anillo conmutativo R. Entonces
el conjunto:

Rty + Rtg + -+ - + Rtp, = {z1t1 + x2to + - - - + Tptyl|T1, ... on € R}

es el ideal mds pequenio de R que contiene a A.

Demostracion. Sean x4, ..., x,, 91, ..., Yn € R, entonces:

(1t + - A @atn) = (Yits - F Yntn) = Tts + - - F Tntn + (—yits) -+ (< Yntn)
=21t + (_yltl) + -+t + (_yntn)
:(1’1 7y1)t1+"'+(xn7yn)tn GRt1+"'+Rtn

y, si r € R, entonces:

r(zity 4+ -+ xpty) = r(aity) + - -+ r(zaty)
= (re)ti +- -+ (rey)t, € Rty +-- - + Rty

de igual forma:

(z1t1 + -+ Tptn)r = (T18)7 + - - + (Tptn)T
= (re1)t1 + -+ (rep)t, € Rty + - -+ Rty
o Rty + -+ + Rty es un ideal de R.

Sea J un ideal tal que A C J. Entonces:
Tit1, ..., Tpty € J,

y, por ser J subanillo:
it + - -+ xpty € J,
asf Rty +---+ Rt,, C J

o Rt;1 4+ -+ Rt, es el ideal més pequeno que contiene a A. l

DEFINICION 2.51 Al ideal Rt1 + - - - + Rt, se le llama ideal generado por ti,....t,, y se denota
por (t1,...,tn). Si este ideal es generado por un solo elemento ¢ € R, entonces decimos que Rt = (t) es un
ideal principal.
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DEFINICION 2.52 Un ideal generado por un conjunto finito se llama ideal finitamente generado.

DEFINICION 2.53 Un anillo de ideales principales es un anillo en el cual cada ideal es prin-
cipal. Si en un dominio entero cada ideal es principal, entonces lo llamaremos dominio de ideales
principales.

2.3 Extensiones de Campos.

DEFINICION 2.54 Un espacio vectorial es una quinteta ordenada (V,+,0, F,-) tal que:

i) (V,4,0) es un grupo abeliano;

i1) F' es un campo;

i7i) - es una funcién - : F x V. — V, llamada multiplicacion escalar, que cumple con lo siguiente,
para toda v,w en V y para toda a, 5 en F:

S

) lv =

) (aB)o = (B

) (a+ Blv = av + Su;
d) a(v+w) = av + aw.

b

)

A los elementos de V los llamaremos vectores y a los de F' escalares.

DEFINICION 2.55 Un subcampo E de un campo K es un subanillo, el cual es un campo. Si E C K
entonces decimos que F es un subcampo propio de K.

EJEMPLO 2.56 Todo campo es un espacio vectorial sobre cualquiera de sus subcampos, incluido él
mismo.

DEFINICION 2.57 Si K es un campo que contiene al campo F', entonces decimos que K es una
extension de F y lo denotaremos por K/F.

Asi pues, K es una extension de F' si F' es un subcampo de K.

EJEMPLO 2.58 Como R C C y ambos son campos, entonces C es una extensién de R.

Si K/F es cualquier extensién de campos, entonces la multiplicacién definida en K hace de K un
espacio vectorial sobre F'.

DEFINICION 2.59 El grado 6 indice de una extensién de campos K/F, denotado por [K : F],
es la dimensién de K como espacio vectorial sobre F. Decimos que la extension es finita si [K : F] lo es,
e infinita en caso contrario.

TEOREMA 2.60 Sea K/F una extensién de campos. Entonces K = F siy s6lo si [K : F] = 1.

Demostracién. =) Supongamos que K = F. Debemos encontrar una base para K sobre F que
tenga un sélo elemento. Pero como 1 € K y cada elemento x € K se puede expresar como xl con x € F,
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entonces {1} es un conjunto generador para K sobre F. Ademds si a-1 = 0, para a € F, se tiene que
a =0, de donde {1} es linealmente independiente, y, por lo tanto es una base para K sobre F.

L [K:F]=1.

<) Supongamos ahora que [K : F| = 1, y sea {z} una base para K sobre F. Entonces, en particular,
existe a € F' tal que:
1l=ax

x=alterF

Ahora, para cada y € K, existe b € F tal que:
y =bx =ba '
Asiy € F'y, por lo tanto K = F. B

TEOREMA 2.61 Sean L/K y M/L extensiones de campos. Entonces:

[M: L][L:K]=[M:K].

Demostracién. Sean {«y, ..., .}, {1, ..., Bs} bases de L sobre K y de M sobre L, respectivamente.
Consideremos el conjunto:

{aili=1,...,mj=1,..,s},

y veamos que los sr vectores forman una base para M sobre K.
Sea v € M cualquiera. Entonces:

Y= Zj’:l bjﬁj, con bj e L.
Como las «; forman base para L sobre K, tenemos que:
T
bj = Zaijai, ai; € K.
i=1

Entonces:
S

o Z(Z a;jo;) B = Zaij(aiﬁj)

=1 2

<

o AaiBili=1,...,1m;5 =1,..., s} genera a M sobre K.

Mostremos ahora que el conjunto es independiente sobre K. Supongamos que:

Zcij(aiﬂj) = O, Cij € K.

%,
Entonces:

Z;=1(Z§:1 ciji)B; =0, ¥ 31 cijai € L.
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Como las 3; son independientes sobre L, entonces:

r
E Cij Oy = 0,
=1

para toda j. Pero las a; son independientes sobre K y asi la ecuacién anterior implica que ¢;; = 0, para
todas las ¢, j. De este modo {o;8;]i = 1,...,r;j =1, ..., s} es independiente sobre K y, por lo tanto, forma
una base para M sobre K.

Si [L : K] es infinito, entonces existe una cantidad infinita de elementos de L (por consiguiente de M)
que son linealmente independientes sobre K, y as{ [M : K| también es infinito. Similarmente, si [M : L]
es infinito.

Ahora, si [M : L] y [L : K] son finitos, entonces la prueba muestra que [M : K] es finito, de donde
[M : K] infinito implica que al menos uno de [M : L] 6 [L : K] es infinito, con lo que la prueba queda
completa. H

EJEMPLO 2.62 Sea L/K una extensién tal que [L : K] es un nimero primo. Probemos que no existe
subcampo F de L tal que K C E C L.

En efecto, como:
[L:K]=|[L:E|[F:K],

entonces:
[L:E]=16[F:K]=1,
— F=Lo6E=K. 1

EJEMPLO 2.63 Si L es una extensién de K y M es una extensién de L con [M : K] finita, y si
[M : K] =[L: K], entonces por teorema 2.61, sabemos que:

[M:K]=[M:L]L:K].
= 1=[M: L], y, por teorema 2.60, M = L.
Andlogamente si [M : L] = [M : K], entonces L = K.
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CAPITULO 3

POLINOMIOS

3.1 Dominios Euclidianos.

DEFINICION 3.1 Sea R un dominio entero. Cualquier funcién N : R —s Z+ U {0}, con N(0) =0, se
llama una funcion euclidiana sobre R.

DEFINICION 3.2 El dominio entero R se dice que es un dominio euclidiano (o que posee un
algoritmo de la division) si existe una funcién euclidiana N sobre R tal que para cualesquiera dos
elementos a,b € R con b # 0 existen elementos ¢, € R con:

i)a=gb+rconr=006N(r)<N(@D).
i1) Para todo a,b € R, a,b ambos distintos de cero, se tiene que N(a) < N(ab).

Al elemento ¢ se le llama cociente y a r residuo de la divisién.
EJEMPLO 3.3 Los enteros Z son un dominio euclidiano con funcién euclidiana dada por N(a) =

la|, a # 0, el valor absoluto usual.
La propiedad i) se cumple por el algoritmo de la divisién en Z y la propiedad i7) es obvia.

TEOREMA 3.4 Todo dominio euclidiano R es un dominio de ideales principales.

Demostracién. Si I # 0 es un ideal de R, sea a € I tal que N(a) es el menor entero en el conjunto
de enteros no negativos:
{N(x)|x #0, z €I}

Si b € I, entonces:
b=qa+r,conr=06r#0y N(r) < N(a).

Como b € Iy ga € I, entonces se sigue que r € I, ya que I es un ideal, y como N(r) < N(a) esto
darfa una contradiccién a la eleccién de a. Luego r = 0 y as{ b = ga € (a). Entonces:

I C (a) C Iy, en consecuencia I = Ra = {a).
La segunda contencion se da porque a € I. Por lo tanto R es un dominio de ideales principales. B
DEFINICION 3.5 Sea R un anillo conmutativo y sean a,b € R con b # 0. Decimos que a es un

maltiplo de b si existe un elemento z € R con a = bx. En este caso decimos que b divide a a 6 que es
un divisor de a, y escribimos b|a.

DEFINICION 3.6 Un mdzimo comin divisor de a y b es un elemento d # 0 tal que:




i) dlay dlb; y,
i1) si d'|a y d'|b, entonces d’|d.

Denotaremos a un méximo comin divisor de a y b por MCD(a,b).

Observacién 3.7 bla en R siy sélo si a € (b) siy sélo si (a) C (b). En particular, si d es cualquier
divisor tanto de a como de b, entonces (d) debe contener tanto a a como a b y asi debe contener al ideal
generado por a y b.

Podemos asi trasladar la definicién 3.6 a ideales de la siguiente manera:

PROPOSICION 3.8 Si I es el ideal de R generado por a y b, entonces d es un mdximo comun
divisor de a y b si:

i) IS (d),y
i) si (d’) es cualquier ideal principal con I C (d') entonces (d) C (d’).

Demostracién. Supongamos que las condiciones i), i) se cumplen y veamos que d satisface las con-
diciones de la definicén 3.6. Si (a,b) C (d), entonces ax + by = de, ¢ € R. Como a,b € I, entonces, en
particular a = de y b = df para algunas e, f € R. De donde d|a y d|b.

Por otro lado, por i) y por la observacién 3.7, se sigue que d’|d.l

DEFINICION 3.9 Sea R un anillo conmutativo con unitario, con grupo de unidades U. Si a,b € R son
tales que a = ub para alguna u € U decimos que a y b son asociados.

PROPOSICION 3.10 Sea D un dominio entero con grupo de unidades U, y sean a,b € D\ {0}.
Entonces (a) = (b) si y sélo si a y b son asociados.

Demostracién. =) Supongamos que (a) = (b). Entonces existen u, v € D tales que a = ub, b = va.
De donde:
(uv)a = u(va) = ub = a = la,

y asi, por cancelacién, uv = 1. Luego u,v € U, y entonces a, b son asociados.
<=) Si a es asociado de b, entonces existe u € U tal que a = ub, de esta manera b = u~*a. Como
consecuencia bla y alb. Por la observacién 3.7 tenemos (a) = (b). W

3.2 Factorizacién Unica.
Sea R un dominio entero.
DEFINICION 3.11 Supongamos que r € R es distinto de cero y no es una unidad. Entonces r se

llama #rreducible en R si siempre que r = ab con a,b € R al menos uno de a é b debe ser una unidad
en R. De lo contrario, llamamos a r reducible.

DEFINICION 3.12 Un elemento p € R distinto de cero, se llama primo si no es una unidad y
siempre que plab para cualquier a,b € R, entonces 6 pla 6 plb.
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TEOREMA 3.13 Sea p un elemento de un dominio de ideales principales D. Entonces son equiva-
lentes:

i) p es irreducible;
i1) (p) es un ideal méaximo de D; y;
iii) D/(p) es un campo.

Demostracién. i) = ii). Supongamos que p es irreducible en D. Entonces si (p) C (a), a € D, se
tiene p = ab, para alguna b € D. Si a es unidad, entonces:

(a) =(1) =D.
Si a no es unidad, entonces b debe ser unidad, asi existe u € D tal que bu = 1. Luego:
pu = abu = a,

con lo que (a) € (p). (a) = (p)
. a) = (p).

Luego (p) C (a) implica (a) = D é (a) = (p) y {p) = D é p seria unidad. Por lo tanto (p) es maximo.
i1) = 4i1) Esto es una consecuencia de que (p) es maximo.

i4i) = i) Supongamos que D/(p) es un campo. Entonces (p) es méximo en D, que es un DIP. Su-
pongamos que p = ab en D. Entonces, es claro que (p) C (a).

Si (p) = (a) se tiene que a y p serian asociados y asi b debe ser una unidad.

Si (p) # (a), entonces debemos tener (a) = (1) = D ya que (p) es maximo. Pero entonces a y 1 son
asociados, de donde a es unidad.

Luego p = ab implica que alguno de a 6 b es unidad y, por lo tanto, p es irreducible en D. B

DEFINICION 3.14 Un dominio de factorizacién tnica (DFU) es un dominio entero R en el
cual cada elemento no cero r € R que no es una unidad, tiene las siguientes propiedades:

i) r puede escribirse como un producto finito de elementos irreducibles p de R (no necesariamente dis-
tintos):

T =DPp1P2 " Pn;
i) la descomposicién en i) es “Unica salvo asociados”: a saber, si r = q1q2 - - - ¢ €8 otra factorizacién de
r en irreducibles, entonces m = n y hay alguna reordenacién de los factores para que p; sea un asociado
de ¢;, parai=1,2,...,n.

EJEMPLO 3.15 Un campo F es un DFU pues cada elemento distinto de cero es una unidad, lue-
go, no hay elementos para los cuales las propiedades i) y i) se deban verificar.
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TEOREMA 3.16 Cada DIP es un DFU. En particular, cada dominio euclidiano es un DFU.

Demostracién. Ver [4]. B
3.3 Anillos de Polinomios.
Sea R un anillo conmutativo con unitario.

DEFINICION 3.17 Un polinomio f con coeficientes a; € R, Vi > 0, es una sucesion:

(ao, ap, ),
donde sélo una cantidad finita de {ag, a1, ...} son distintos de cero.
DEFINICION 3.18 Si existe un dltimo elemento a,, # 0 en la sucesién anterior decimos que f tie-

ne grado n, gdo(f),y a, sellama el coeficiente principal de f. Si a,, = 1, decimos que el polinomio
es monzico.

En caso de que todos los coeficientes sean 0, convenimos en que el grado del polinomio (0,0,0,...) es
—00, v también que, para cadan € Z :

—00 < n, —00+ (—00) = —00, —00+n =—00.

A los polinomios (a, 0,0, ...) de grado cero 6 —oo les llamaremos constantes.
La adicién de polinomios se define de la siguiente manera:

(ag,ai,...) + (bo, b1, ...) = (ag + bo, a1 + by, ...)

Y la multiplicacién como:
(ao,al, ...)(bo,bl, ) = (C(),Cl7 ),

C = Z aibj.

{G.D)li+i=k}

donde, para k =0,1,2, ...

De esta manera:
co = agpbg, c1 = apby + aibg, ca = apbs + a1b1 + asbo, ...

Con respecto a estas dos operaciones, el conjunto P de todos los polinomios con coeficientes en R
resulta un anillo conmutativo con unitario.
Existe un monomorfismo 6 : R — P dado por:

0(a) = (a,0,0,...), a € R.

Identificamos al polinomio constante 6(a) = (a,0,0,...) con el elemento a de R.
Sea z el polinomio (0,1,0,0,...). Por la definicién de multiplicacién tenemos:

2 =(0,0,1,0,...),

3 =(0,0,0,1,0,...)
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y, en general:
n
2" = (ap, a1, ...),

donde o, es 1 si m =n y es 0 en otro caso. Entonces un polinomio:
(ag, a1, ..., an,0,0,...)
de grado n se puede escribir como:
O(ao) + 0(ar)z + O(az)x® 4 - - + 0(a, )z,

o bien, como:
2
ap + a1x + agx® + - - + apa™,

si identificamos 6(a;) con a;.

Esta ultima expresién es la conocida definicién de polinomio, en la cual z se considera como una
“indeterminada”. Algunas veces escribimos f = f(z) y se dice que es un polinomio sobre R en la
indeterminada x. El anillo P de todos estos polinomios se escribe como R[z].

EJEMPLO 3.19 Los anillos de polinomios con coeficientes enteros y racionales son los familiares: Z[x]
y Qlz], respectivamente.

EJEMPLO 3.20 El anillo de polinomios (Z/3Z)[z], en = con coeficientes en Z/3Z, consiste de po-
tencias no negativas de x con coeficientes 0, 1,2, operando sobre los coeficientes tomados médulo 3.

Por ejemplo, si p(z) = 2% +2x + 1y q(x) = 23 + x + 2, entonces:
p(z) +q(x) = 2> + 22,

N
p(z) - q(x) = 2° 4 22 + 223 + 22 + 22 4 2.

OBSERVACION 3.21 Sea R un dominio entero y sean p(x) = apx"™ +an,_ 12"+ +a1z+ag, q(x) =
b ™ + by _12™ L + -+ -+ by + by € R[x], entonces p(x) = q(x) si y sélo si a; = b;, Vi > 0.

PROPOSICION 3.22 Sea R un dominio entero y sean p(z), ¢(z) € R[z]. Entonces:

i) R[x] es un dominio entero;

i1) gdo(p(x) 4 ¢(x)) <méx(gdo(p(z)),gdo(q(z))), donde gdo(p(x)) denota el grado de p(x), etc.;
iii) gdo(p(z)q(z)) =gdo(p(x))+gdo(g(z));

iv) las unidades de R[x] son exactamente las unidades de R.

Demostracion. i) Sean p(x),q(z) € R[x] y veamos que no existen divisores de cero. Supongamos que
p(x),q(x) # 0 con términos principales ay,, by, respectivamente. Entonces p(x)q(z) tiene término principal
anbpm. Como D no tiene divisores de cero, entonces a,by, # 0y asi p(x)q(z) # 0.

i1) Sean p(x), q(x) # 0,y sean gdo(p(x)) = ny gdo(g(x)) = m. Supongamos sin pérdida de generalidad

que n > m.
Si n > m, entonces es claro que el término principal de p(z) + g(x) = a,a™ y asi:
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gdo(p(x) + ¢(x)) =max{gdo(p(z)),gdo(q(x))}

Si n = m, entonces podemos tener:
anp+b, =0

y asi, todo lo que podemos decir es que:
gdo(p(z) + ¢(z)) <mdx{gdo(p(z)),gdo(q(x))}.

ii1). Por 1), si p(x), q(x) # 0, entonces gdo(p(x)q(x)) = n + m =gdo(p(x))+gdo(q(z)).

Si alguno de p(z) 6 g(z) es cero, entonces el resultado se cumple por las convenciones hechas después
de la definicién 3.18.

iv) Sean p(z), q(x) € R[] y supongamos que:
p(z)g(z) = 1.
Entonces, de iii):
gdo(p(x)) =gdo(q(x)) =0
= p(2),q(z) € R,y p(x)q(x) =1,

de aqui que ambos son de grado 0 y, por lo tanto son constantes distintas de cero en R que, ademas,
multiplicadas dan 1, con lo que son unidades. B

De acuerdo con la definicién 3.2, podemos definir en F[z] una norma para que sea un dominio eucli-
diano:

EJEMPLO 3.23 Si F es un campo, entonces el anillo de polinomios F[z] es un dominio euclidiano
con norma dada por:

N(p(z)) =gdo(p()).

El algoritmo de la divisiéon para polinomios es simplemente la divisién larga de polinomios, la cual puede
ser familiar para polinomios con coeficientes reales. La prueba es muy similar a la de Z y la daremos a
continuacion.

TEOREMA 3.24 Sea F un campo. El anillo de polinomios F|[z] es un dominio euclidiano; es decir,
si a(z) y b(z) son dos polinomios en F|x] con b(x) # 0, entonces existen polinomios tnicos g(x) y r(x)
en F[z] tales que:

a(x) = q(x)b(x) + r(z) con r(z) =0 6 gdo(r(x)) <gdo(b(x)).

b(
Demostracidn. Si a(x) es el polinomio cero entonces tomamos g(x) = r(x) = 0, y listo.
Supongamos entonces que a(x) # 0 y probemos la existencia de g(z) y r(x) por induccién sobre
n =gdo(a(x)). Sea m =gdo(b(z)).
i) Sin < m tomamos g(z) =0y r(z) = a(x).
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i1) Si n > m, escribimos:

—1
a(r) = apa™ + ap_12" "+ +a1x + ag,

b(x) = byx™ + by 1™ 4 - bz + by

Entonces el polinomio:
a1(x) = a(z) — Z—nx"_mb(x)

es de grado menor que n. Notemos que este polinomio estd bien definido, pues los coeficientes se toman
de un campo y b, # 0. Entonces, por induccidn, existen polinomios ¢;(z) y r(z) con:

a1 (z) = q(x)b(z) + r(z) y r(z) =0 6 gdo(r(x)) <gdo(b(x)).
Entonces poniendo:

an n—m
q(z) = qu(2) + 3 =2,
m

tenemos:
a(z) = q(z)b(z) + r(z), con r(x) = 0 6 gdo(r(x)) <gdo(b(z)),

con lo cual se completa el paso inductivo.
Ahora para la unicidad, supongamos que g2(x) y 71 (x) también satisfacen las condiciones del teorema.
Entonces los polinomios:

a(z) — q(2)b(z), a(z) — g2(z)b(z),
son de grado menor que m =gdo(b(z)). La diferencia de estos dos polinomios, es decir:

b(x)(q(x) — ga(x))

también es de grado menor que m. Pero el grado del producto de dos polinomios distintos de cero, es la
suma de sus grados (ya que F' es un dominio entero), de donde:

q(z) — g2(z) =0,

esto es:
q(z) = g2().

Esto implica que r(z) = r1(x), completando la demostracién. B

Observacién. Dada o € F existe una tnica funcién Ev(a) : F[z] — F, a la que llamaremos eva-
luacion en a, tal que:

i)Ev(a)(r) =r, Vr € F.
ii)Ev(a))(x) = a.

ii1) Fv(a) respeta la suma, el producto y el uno.

De esta manera, si el polinomio p(z) € F[z] y si:

p(x) =ag+ a1z + -+ apa”,
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entonces, si a € F, por p(a) entenderemos el elemento:
ag +ara+ -+ aa”

de F. Decimos que p(a) es el valor del polinomio p(x) obtenido al sustituir la z por la «.

COROLARIO 3.25 (TEOREMA DEL RESIDUO.) Sea R un anillo con unitario y sea:

n
= Z a;z* € R[z]
i=0
Para cualquier ¢ € R existe un tnico ¢(z) € R[z] tal que:

f(@) = q(2)(x =) + f(c).

Demostracién. Si f(z) = 0, simplemente ponemos ¢(x) = 0 y ya. Supongamos entonces que f(z) #
0. Por el teorema anterior, existen unicos ¢(z),r(z) € R[x] tales que:

f(x) =q(x)(x — ¢) + r(z) con gdo(r(x)) <gdo((xz — ¢)) = 1.

Entonces r(z) = r es un polinomio constante, posiblemente cero. Si:

n—1
— o
= E bz,
j=0
entonces:

de donde:
fley=qle)c—c)+r=0+r=rM

DEFINICION 3.26 Sean f(z),g(z) € Rlz], diremos que f(x) divide a g(x), (f(z)|g(z)) si existe
h(z) € R[z] tal que f(z)h(z) = g(x).

DEFINICION 3.27 h(z) € R[z] es el mdzimo comiin divisor de f(x)y g(x) si
‘) h(zx

k(
m) h

)| f(x), h(z)|g(x). (Es decir, h(z) es un divisor comtn).
x)|f(x), k(z)|g(x) implican k(z)|h(z). (Cualquier otro divisor comun divide a h(x)).
() es ménico. (Es decir, que el coeficiente principal de h(z) es 1).

DEFINICION 3.28 Un polinomio p(z) € F[x] se dice que es irreducible sobre F si siempre que
p(x) = a(x)b(x) € F[z], entonces 6 a(z) 6 b(x) tiene grado cero, es decir, es una constante.

Como una consecuencia de los teoremas 3.4, 3.16 y 3.24 podemos resumir las propiedades importantes
de F[z] de la siguiente manera:
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TEOREMA 3.29 Sea F' un campo. Entonces:

i) cada pareja (f(z),g(x)) de polinomios en F[x] tiene un méximo comin divisor d(x), el cual se puede
expresar como a(z)f(x) + b(x)g(z), con a(zx),b(x) € Flx];

i1) F[z] es un dominio de ideales principales;

i14) F[x] es un dominio de factorizacién tinica;

iv) si f(z) € Flx], entonces Flz]/(f(z)) es un campo si y sélo si f(z) es irreducible. B

EJEMPLO 3.30 En Z[x] consideremos el ideal:

I'=(2,z) ={2f(x) + zg(2)|f(2), g(z) € Z[z]},

que consiste en todos los polinomios cuyo término constante es par. Supongamos que I = (p(zx)) para
algtin polinomio p(x). Entonces:

p(x)|2, y p(z)|z de donde p(z) es un asociado de 1.

Pero entonces:
(p(z)) = Zlz] # I,

lo cual muestra que Z[z] no es un dominio de ideales principales.
3.4 Polinomios Irreducibles.

PROPOSICION 3.31 Sea F un campo y sea p(x) € Flz]. Entonces p(z) tiene un factor de grado
uno si y sélo si p(z) tiene una raiz en F, es decir, existe a € F' con p(a) = 0.

Demostracién. =) Si p(z) tiene un factor de grado uno, entonces, como F' es un campo, podemos
suponer que el factor es mdnico, esto es, que es de la forma (z — «) para alguna « € F. Pero entonces:

pla) =a—a=0.
<) Supongamos que p(«) = 0. Por el algoritmo de la divisién en F[z] podemos escribir:
p(x) = a(@)(x — @) + r(2),
donde r(x) es una constante. Como p(a) = 0, r(x) debe ser 0, luego p(x) tiene a (x — a) como factor. B

PROPOSICION 3.32 Un polinomio de grado 2 6 3 sobre un campo F' es reducible si y sélo si tiene
una raiz en F.

Demostracion. Esto es una consecuencia del resultado previo, ya que un polinomio de grado 2 6 3
es reducible si y sélo si tiene al menos un factor lineal. B

TEOREMA 3.33 Sea g(x) = 22 + a1x + ag un polinomio con coeficientes en Q. Entonces:

i) si g(x) es irreducible sobre R, también lo es sobre Q;
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i1) si g(x) = (x — B1)(x — B2), con 1, B2 € R, entonces g(z) es irreducible sobre Q] si y s6lo si 51 y B2
son irracionales.

Demostracion. i) Sea g(x) irreducible sobre R. Si:

9(7) = (z — q1)(z — q2)

fuera una factorizacién en Q[z], también serfa una factorizacién en R[z], y tendriamos una contradiccién.
i1) Si 1, B2 fueran racionales tendriamos una factorizacién en Q[z], y g(z) no serfa irreducible.
Si 31, B2 son irracionales, entonces:

(z = B1)(z — Ba)

es la dnica factorizacién en R[z], y asi no es posible una factorizacién en Q[z] en factores lineales. B

Podemos, desde luego, determinar cuando un polinomio cuadrético ax? + bz + ¢ en R[z] es irreducible:
es irreducible si y sélo si el discriminante b? — 4ac < 0.

EJEMPLO 3.34. Examinemos la irreducibilidad de los siguientes polinomios en R[z] y en Q[x]:

224+a+1, 22 4+2-1, 22 +2—2.

Solucién. El primer polinomio es irreducible sobre R, pues el discriminante es —3. Se sigue que es
irreducible sobre Q.
El segundo polinomio se factoriza sobre R como (z — 81)(xz — f2), donde:

Br= 15 gy = =12V5,

Es irreducible sobre Q.
El tercer polinomio se factoriza sobre Q como (z — 1)(z + 2) y entonces no es irreducible.

TEOREMA 3.35 (LEMA DE GAUSS). Sea f(z) un polinomio en Z[z], irreducible sobre Z. En-
tonces f(z), considerado como un polinomio en Q[z], es irreducible sobre Q.

Demostracién. Supongamos, por contradiccién, que f(xz) = g(z)h(x), con g(x),h(z) € Qz] y
gdo(g(x)),gdo(h(x)) <gdo(f(x)). Entonces existe un entero positivo n tal que:

nf(z) = gi(x)hi(2),
donde g1 (), h1(x) € Z[z]. Supongamos que n es el menor entero positivo con esta propiedad y sean:
g(z)=ap+ax+---+ apzh,

hi(xz) =by+ byz+--- + bt

Sin = 1, entonces g1(x) = g(x), hi1(z) = h(x), y tenemos una contradicciéon. Caso contrario, sea p
un factor primo de n.

Veamos que, entonces, 6 p divide a todos los coeficientes de g1 (), é p divide a todos los coeficientes
de hy(z).
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Supongamos que p no divide a todos los coeficientes de g1 (), y que p no divide a todos los coeficientes
de hi(x). Supongamos también que p divide a ao, ..., a;—1, pero no a a;, y que p divide a by, ..., b;_1, pero
no a b;. El coeficiente de 217 en nf(z) es:

aobivj + - +ab; + -+ aijbo.

En esta suma, todos los términos antes de a;b; son divisibles por p, ya que p divide a ao, ..., a;—1; y
todos los términos siguientes son divisibles por p, pues p divide a by, ...,b;_1. De donde sélo el término
a;b; no es divisible por p y entonces el coeficiente de 77 en nf(x) no es divisible por p, lo cual es una
contradiccién, debido a que los coeficientes de f(z) son enteros, y asi ciertamente todos los coeficientes
de nf(zx) son divisibles por p.

Volviendo al teorema. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que:

g91(x) = pga(x),
donde gz(x) € Z[z]. Se sigue que:
(n/p)f(x) = g2(x)h1 (),
y esto contradice la elecciéon de n como el menor entero positivo con esta propiedad. Esto significa que

no es posible una factorizaciéon en Q, y como consecuencia, f(z) es irreducible sobre Q. B

TEOREMA 3.36 (CRITERIO DE EISENSTEIN.) Sea f(z) = ap + a1z + - - - + a,2™ un poli-
nomio en Z[z|. Supongamos que existe un nimero primo p tal que:

7’) p+ana
it) pla;, i =0,..,n — 1,
iti) p* 1 ao.

Entonces f(z) es irreducible sobre Q.

Demostracién. Por el lema de Gauss, es suficiente probar que f(z) es irreducible sobre Z. Supon-
gamos, por contradiccién, que f(z) = g(x)h(z), donde:

g(x) =by +bix+---+ba”,
h(x) =co+ 1z + - -+ csx®,
conr,s <nyr+s=mn. Como ay = byco, se sigue de ii) que:
plbo 6 pleo.

Como p? { ag, los coeficientes by y ¢y no pueden ser ambos divisibles por p, y podemos suponer, sin
pérdida de generalidad, que:

(2)

p‘bOa p 1/ Co-

Supongamos inductivamente que p divide a by, by, ...,bx—1 donde 1 < k < r. Entonces:

ar = bock +bicg—1 + -+ bg_1¢1 + bico.
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Como p divide a cada uno de ag,bock, bicg—1,...,br—1c1, se sigue que p divide a bicg, y de aqui, de (2),
|-

Concluimos que p|b,, y entonces, como a,, = b.cs, tenemos que pla,, contradiccién, por 7). De esta
manera f(x) es irreducible. B

3.5 Extensiones de Campos y Raices de Polinomios.

Sea F' un campo y sea K una extensién de F'.

DEFINICION 3.37 El elemento a € K se dice que es algebraico sobre F si o es una raiz de algin
polinomio no cero f(x) € F[z]. Si a no es algebraico sobre F (es decir, no es la raiz de todo polinomio

distinto de cero con coeficientes en F'), entonces « se llama trascendental sobre F. La extensién K/F
se dice que es algebraica si cada elemento de K es algebraico sobre F'.

DEFINICION 3.38 Sea K una extensién del campo F' y sean «,[3,... una colecciéon de elementos
de K. Entonces el subcampo maés pequeno de K que contiene tanto a F' como a los elementos «, 3, ...,
denotado F(a, 3, ...), se llama el campo generado por «,(,... sobre F.

DEFINICION 3.39 Si el campo K se genera por un sélo elemento o sobre K, K = F(a), enton-
ces K se llama una extension simple de F' y a « se le llama un elemento primitivo para la extension.

Consideremos todos los elementos de K que pueden expresarse en la forma ag + aja + - - - + a,.a" donde
las a; pueden tomar valores cualesquiera sobre F' y r puede ser cualquier entero no negativo. Como esta
suma estd en K, entonces podemos dividir dicho elemento por otro distinto de cero. F'(«) es precisamente
el conjunto de todos estos cocientes, y es un subcampo de K que contiene tanto a F' como a «. Asi F(«)
contiene a los inversos multiplicativos de dichos elementos.

PROPOSICION 3.40 Sea K una extensién de F y sea a € K algebraico sobre F. Entonces exis-
te un tnico polinomio ménico irreducible m(z) € Flx] el cual tiene a a como una rafz. Un polinomio
f(z) € F[z] tiene a a como raiz si y s6lo si m(z) divide a f(x) en F[z]. Ademds [F(«) : F] =gdo(m(x)).

Demostracion. Sea g(x) € F[z] un polinomio de grado minimo que tiene a o como una raiz. Mul-
tiplicando a g(x) por una constante, podemos suponer que g(z) es ménico. Suponiendo que g(z) fuera
reducible en F'[z], digamos:

9(x) = a(z)b(z),
con a(x),b(z) € F[z] ambos de grado menor que el grado de g(x). Entonces:
g9(@) = a(a)b(a) =0
en F', y como F' es un campo:
a(a) =06 b(a) =0,
contradiciendo la minimalidad del grado de g(z).

*. g(z) es un polinomio moénico irreducible que tiene a o como una raiz.
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Supongamos ahora que f(z) € F[z] es cualquier polinomio que tiene a « como una raiz. Por el

Algoritmo de la Divisién en F'[z] existen polinomios ¢(z),r(x) € F[z] tales que:
f(@) = q(x)g(x) + r(z), con gdo(r(x)) <gdo(g(x)),
de donde:
fl@) = g(@)g(a) +r(a)

en F, y como « es una raiz tanto de f(z) como de g(x), obtenemos r(a) = 0, lo cual contradice la
minimalidad de g(x) a menos de que r(z) = 0. Se concluye que g(x) divide a cualquier polinomio f(x) en
F[z] que tiene a o como una raiz y, en particular, dividirfa a cualquier otro polinomio ménico irreducible
en F[z] que tiene a a como una raiz. Esto prueba que m(z) = g(x) es tnico.

Finalmente, supongamos que gdo(m(z)) = n, y sea f(«) € Fla], donde f(z) es un polinomio. Enton-
ces:

fla) = q(la)m(a) + r(a), donde gdo(r(x)) <gdo(m(x))=n.
= fla) =r(a),

y asi existen cg, ¢, ..., cn—1, (los coeficientes de r(x), algunos de los cuales pueden ser cero) en F tales
que:
fla)=co+ca+--+cp1a"

{1,a,...,a" 1}

es un conjunto generador para F[a]. Ademds, el conjunto {1,q,...,a" 1} es linealmente independiente
sobre F', pues si los elementos ag, aq, ..., a,_1 de F' son tales que:

aop + aj« + -+ an—lan_l = Oa

entonces:
aO:CLl:"':an—1:07
pues de lo contrario, tendriamos un polinomio distinto de cero:

f(x) =ag+ar+--- +an_1xn—1

de grado a lo mas n — 1 tal que f(a) = 0.
= {l,q,..,a"'}

es una base de F'(a) sobre F, y asi:
[Fla): F]=n. N

DEFINICION 3.41 El polinomio m(z) de la proposicién anterior se llama polinomio minimo para
a sobre F. El grado de m(z) se llama grado de .

TEOREMA 3.42 Cada extensién finita es algebraica.

Demostracion. Sea L una extensién finita de K, y supongamos, por contradiccién, que L contiene
un elemento a que es trascendental sobre K. Entonces los elementos:

1,a,07, ...
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son linealmente independientes sobre K, y asi [L : K| no puede ser finita. B

TEOREMA 3.43 Sean L/K y M/L extensiones de campos, y sea o € M. Si « es algebraico sobre
K, entonces también es algebraico sobre L.

Demostracién. Como « es algebraico sobre K, entonces existe un polinomio distinto de cero f(z) €
K|[x] tal que:
f(a) =o.

Como f(z) € L[z], entonces « es algebraico sobre L. B

TEOREMA 3.44 Sea K un campo y sea g(z) un polinomio irreducible en K[z]. Entonces K|[z]/{g(x))
es un campo que contiene a K salvo isomorfismo.

Demostracién. Sabemos del teorema 3.28 que K[z|/{g(x)) es un campo. La funcién ¢ : K —
K[z]/{g(x)) dada por:
pla) = a+(g(z)), ac K

es un homomorfismo: Si a,b € K, entonces:

Por otra parte, como:
a+(g(z)) = b+ (9(z))
implica:
a—be(g(x)),
entonces a = b. Asi ¢ es un monomorfismo. l

Sea K un campo, y sea m(x) € K|[z] irreducible y ménico. Sea L = KJz]|/{(m(z)). Entonces L es un
campo. Por el teorema anterior, la funcién:

a— a+ (m(x))

es un monomorfismo de K en L. Asi L es una extensién de K.
Sea o = x + (m(x)). Entonces, para cada polinomio:

f(z) = ag + a1z + axx® + - - - + a,z" € K|z,
tenemos:
f(@) =ap +aja+ asa® + - - - + a,a”
=ag + ai1(xz + (m(2))) + az(z + (m(z)
= ag 4 a1(z + (m(x))) + as(z? + (m(z
= (ap + a1z + asx® + -+ anz™) + (m(z))
= f(x) + (m(x)),
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= fla) =0+ (m(z)) < m(z)|f(z)

Por lo tanto, m(x) es el polinomio minimo de . De esta manera:

TEOREMA 3.45 Sea K un campo y sea m(z) un polinomio ménico irreducible con coeficientes en
K. Entonces L = K[z]/{m(z)) es una extensién algebraica simple K(a) de K, y o = z + (m(x)) tiene
polinomio minimo m(z) sobre K. B

El campo L en el teorema es, de hecho, tnico:

TEOREMA 3.46 Sean K, K’ campos y ¢ : K — K’ un isomorfismo con extensién candnica (de-
finicién B.2) @ : K[z] — K'[z]. Sea f(x) = an2™ + ap—12" "' + - -+ + ap un polinomio irreducible de
grado n con coeficientes en K, y sea f1(z) = @(f(x)) = p(an)r™ + @(an_1)a" "t +- -+ p(ag). Sea L una
extension de K que contiene una raiz o de f, y sea L' una extensién de K’ que contiene una raiz o de
f1. Entonces existe un isomorfismo ¢ de K () sobre K'(«a), una extensién de .

Demostracién. El campo K(«) consiste de expresiones de la forma by + by + - - - + bh_10™" !, con
la adicién usual, y donde la multiplicacion se efectiia usando la ecuacion:

1
a" = ——(ap_1a" + - +ag).
n

La funcién 1 se define por:
P(bo +bra+ -+ by 1) = @(bo) + p(br)ar + - -+ @(bp—1) (1)

Dicho de otra manera, tenemos que, para cada polinomio u(z) € K[z] con gdo(u(z)) < n :

P(u()) = (@(w)(ar).

Es claro que % es inyectiva, sobreyectiva y extiende al isomorfismo ¢ : K — K.
Sean u(x),v(z) € K[xz], donde gdo(u(z)),gdo(v(z)) < n — 1. Entonces claramente:

P(u(a) +v(a) = P(u(a)) + ¢ (v(a)).

La igualdad correspondiente para la multiplicacién es menos clara. Multiplicamos u(a) y v(a) y usamos
el polinomio minimo para reducir el resultado a w(«), digamos, donde gdo(w(z)) < n — 1. Precisamente,
usando el algoritmo de la divisién para escribir:

u(z)v(x) = q(z)m(z) + w(z), donde gdo(w(x)) < n.

De aqui:

P(u(a)o(@)) = P(w(a))

= (P(w)(e) 3)

El isomorfismo  nos asegura que el algoritmo de la divisién en K'[z] da:

)

(w)@(v) = (a)@(m) + p(w) (4)
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Y entonces:

P(u(a))p(v(a)) = (@(w)(ar)(@(v))(e)
= (P(w)@(v))(ar)
(#(g)p(m) + p(w)) (), (de 4)
= (#(g))(a1)(@(m))(ar) + (P(w)) ()
= (P(w))(ar) (pues (¢(m))(en) = 0)

Comparando esto con (3) obtenemos el resultado requerido. B

COROLARIO 3.47 Sea K un campo, y sea f(z) un polinomio irreducible con coeficientes en K.
Si L, L' son extensiones de K que contienen raices o,y de f(z), respectivamente, entonces existe un
isomorfismo de K («a) sobre K(aq) el cual fija a cada elemento de K. B

Como la idea ocurrird muy a menudo, aplicaremos el término K-isomorfismo a un isomorfismo «
de L sobre L’ con la propiedad de que «(x) = z para cada elemento de K.

EJEMPLO 3.48 Si K = Ry m(z) = 22 + 1, el campo L = KJz]/(z? + 1) contiene un elemento
§ = x4+ (x?+1) tal que 62 = —1. El polinomio x? + 1, irreducible sobre R, se factoriza como (z +8)(z — &)
en el campo L. Cada elemento de L se escribe de forma tinica como a + bd, con a, b reales, y asi L resulta
ser el campo C de nimeros complejos.

DEFINICION 3.49 La extensién de campo K de F' se llama un campo de descomposicion pa-
ra el polinomio f(z) € Flx] si f(x) se factoriza completamente en factores lineales en K[z] y f(x) no se
factoriza completamente en factores lineales sobre cualquier subcampo propio de K que contiene a F'.

DEFINICION 3.50 Si K es una extensién algebraica de F' la cual es el campo de descomposicién
sobre I para una coleccién de polinomios {f;(x)}icr € F[z], entonces K se llama una extension nor-

mal de F.
Generalmente usaremos el término “campo de descomposicién”, en lugar de “extensién normal”.

EJEMPLO 3.51 El campo de descomposicién para 22 — 2 sobre Q es justo Q(v/2), pues las dos raices
son +v/2 € Q(v/2), y no estdn en Q

EJEMPLO 3.52 El polinomio 2* + 4 se factoriza sobre Q como:

ot 44 =2 + 422 + 4 — 422
= (2% +2)? — 42?
= (2% + 22 +2)(2? — 22+ 2)
donde estos dos factores son irreducibles (Eisenstein). Resolviendo para las raices de los dos factores por

la férmula cuadratica, encontramos las 4 raices +1 414, asi el campo de descomposicion de este polinomio
es precisamente el campo Q(4), una extensién de grado 2 de Q.

En general, si f(z) € F[z] es un polinomio de grado n, entonces adjuntando una raiz de f(z) a F se
genera una extensién F, de grado a lo més n (e igual a n si y sélo si f(x) es irreducible).
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Sobre F}, el polinomio f(z) ahora tiene al menos un factor lineal, asi que cualquier otra raiz de f(z)
satisface una ecuacién de grado a lo mas n — 1 sobre F;. Adjuntando una tal raiz a F}, obtenemos por lo
tanto una extensién de grado a lo méas n — 1 de Fy, etcétera. Esto prueba:

PROPOSICION 3.53 Un campo de descomposicién de un polinomio de grado n sobre F' es de grado
a lo mas n! sobre F' .

TEOREMA 3.54 Sean K y K’ campos, y sea ¢ : K — K’, un isomorfismo que se extiende a un
isomorfismo ¢ : K[z] — K'[z]. Sea f(x) € Klx] y sean L, L’, respectivamente, campos de descompo-
sicién de f(z) sobre K y de @(f(x)) sobre K’. Entonces existe un isomorfismo ¢* : L — L’ tal que
extiende a .

Demostracién. Supongamos que gdo(f(x)) =n y que en L[x] tenemos la factorizacién:
f@)=alz—a)(xz—a2) - (z—ay)

donde «, el coeficiente principal de f(z), estd en K, y ai,as,...,a, € L. Podemos suponer que, para
alguna m € {0,1,...,n}, las raices a1, s, ..., ay, 00 estdn en K, y que upi1, ..., &, € K. Probaremos el
teorema por induccién sobre m.

Si m = 0, entonces todas las raices estdan en K, y asi K es en si mismo un campo de descomposicion
para f(z). De donde, en K'[z], tenemos:

Pf (@) = p()(z = p(a1))(z — p(az)) - - - (z = p(an));

Por lo tanto, K’ es un campo de descomposicién para @(f(x)) y ¢* = .

Supongamos ahora que m > 0. Hacemos la hipotesis inductiva de que, para cada campo F y cada
polinomio g(z) € E[z] que tiene menos que m raices fuera de F en un campo de descomposicién L de
g(z), cada isomorfismo de E se puede extender a un isomorfismo de L.

Nuestra hipdtesis de que m > 0 implica que los factores irreducibles de f(z) en K[x] no son todos
lineales. Sea fi(z) un factor irreducible no lineal de f(x).

= @(f1(z)) es un factor irreducible de ¢(f(z)) en K'.

Las raices de f1(z) en el campo de descomposicién L estan incluidas entre las raices:
A1, A2y .eny Qi

y podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que a; es una raiz de fi(x). Similarmente, la lista de
raices de @(f(x)):
@(a1)7 50(0‘2)7 () @(an)

incluyen una raiz 8; = ¢(a;) de @(f1(x)).(No podemos suponer que ¢ = 1.) Por el teorema 3.46, existe
un isomorfismo:
¢ K(ar) — K'(B1)

que extiende a .

Como f(x) tiene ahora menos que m raices fuera de K(ay), podemos usar la hipétesis de induccién
para asegurar la existencia de un isomorfismo ¢* : L — L’ que extiende a ¢’ : K(ay) — K'($1), y de
donde extiende a ¢ : K — K'.

a0



EJEMPLO 3.55 Mostrar que si o es una raiz de 2> — 3z +1 = 0, entonces o2 — 2y 2 — a — o?
son las otras raices.

Sea f(x) = x3 — 3z + 1. Demostrar que Q(a) es un campo de descomposicién para f(r) sobre Q y
encontrar [Q(«) : Q).

Demostracién. Primero notemos que, como « es un cero de f(z), tenemos a® = 3o — 1. Ahora:

(z—a)(z—a?+2(x+a’+a—-2)=@*+ (-’ —a+2)z+a®—2a)(z+a®+a—2)
=@+ (—a®—a+2z+a-D(r+a®+a—-2)
w3+( o —a+2+a+a—2)2%+

—«

+ (= —a+2)(a®*+a—-2)+a—-1z+ (a—1)(a®+a—2)
pero claramente, el coeficiente de x2 es 0, mientras que el de z es:
—a*—a*+ 2% —a® —a?+2a+20* +2a -4 +a—1=—a3a—1)
—2Ba—1)+3a* +5a—5=-3
y el término constante es:
A +a?—2a—-a®—a+2=1.

Como:
fl@) = (z —a)(z —a® +2)(z +® + a - 2),

vemos que Q(«) es un campo de descomposicién para f sobre Q y que:
{1,0,0%}
es una base.
© Q) : Q=31

Sea F un campo y sea f(x) € F[z] un polinomio. Sobre un campo de descomposicién para f(zx)
tenemos la factorizacion:

f@)=(z—a)"(x —az)™ - (z—ap)™,
donde aq, as, ..., ag son elementos distintos del campo de descomposicién y n; > 1 para i =1,2,..., k.

DEFINICION 3.56 o; se llama raiz maltiple si n; > 1 y se llama raiz simple si n; = 1. El entero
n; se llama la multiplicidad de la raiz «;.

DEFINICION 3.57 Un polinomio sobre F' se llama separable si no tiene raices miltiples (es de-
cir, todas sus raices son distintas). Un polinomio que no es separable, se llama inseparable.

EJEMPLO 3.58 El polinomio 22 — 2 es separable sobre Q pues sus dos raices +v/2 son distintas.
El polinomio (22 — 2)™ para cualquier n > 2 es inseparable, pues tiene a las raices miltiples £+/2, cada
una de multiplicidad n.
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DEFINICION 3.59 La derivada del polinomio:

f(x) = apz™ + ap_12" ' 4+ -+ a1z + ag € Flz]
se define como el polinomio:
D, f(x) =na,z" ' +(n—Da, 12" %+ -+ + 29z + a; € Flz].

Esta férmula no es otra més que la usual de cédlculo. Las reglas familiares de derivacion, de cédlculo,
también se cumplen para derivadas en esta situacién.

EJEMPLO 3.60 Sean f(z),g(z) polinomios sobre un campo K, con gdo(f(x)) = m, gdo(g(z)) = n.
Entonces:

i) Do(f(2) + g(x)) = Do f(x) + Dag(z).
i) Dy (f(2)g(x)) = f(2)Dag(x) + (Do f(x))g().

Demostracion. Por induccién sobre m + n.
Es fécil verificar la identidad para valores pequefios de m + n. Supongamos que:

Do (f(2)g(x)) = (Daf(2))g(x) + f(2)(D2g(x))
para todos los polinomios tales que gdo(f(z))+gdo(g(z)) < k. Sean:
flz)=ao+arx+---+apz™,

donde m > 1, y:
g(x) =by +brx + -+ bya™,

y sea m + n = k. Escribimos:

f(x) = fi(z) + f2(2), donde fo(z) = ama™

Entonces:

D, (f(z)g(z)) = Da(fi(z)g(z) + f2(x)g(x))
= D, (fi(z)g(z)) + Do(fo(z)g(z))
Ahora:
D (fi(z)g(z)) = (Dz fi(x))g(x) + fi(z)Dag(z),

por hipétesis de inducciéon. También:

Dx(fQ(x)g(x)) Dac(ambO-Tm + amblxm+1 4+ a7rzbnxm+n)
= Ay (Mboz™ 1 4 (m + Dbyz™ + (m + 2)box™ ™ - 4 (m + n)ba™ 1)
= mamszl(bg + b+ A bp™) + apmar™(by + 2box + - -+ nbyz™ )

(D2 f2(x))g(x) + f2(x) Drg(x)
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Entonces:

Dy (f(2)g(2)) = Da(fi(2)g(2)) + Da(fa(x)g(x))
= (D2 (f1(2)))g(x) + f1(2)(Dag(2)) + (Do (f2(2)))g(x) + fa(2)(Dz(9(2)))
= (D (f1(2) + fo(2))g(x) + (f1(2) + fo())(Dzg(2))
= (Do f(2))g(x) + f(2)(Deg(x)) W

Existe un criterio simple para determinar cuando un polinomio tiene raices muiltiples:

PROPOSICION 3.61 Un polinomio f(z) tiene una raiz multiple o si y s6lo si a es también una
raiz de D, f(z), es decir, f(z) y D, f(x) son ambos divisibles por el polinomio minimo para «. En parti-
cular, f(x) es separable si y sélo si es primo relativo a su derivada.

Demostracién. =) Supongamos que « es una raiz multiple de f(z). Entonces:
f(@) = (x —a)"g(),
para algin entero n > 2 y algtn polinomio g(z). Tomando derivadas, obtenemos:
Dy f(z) = n(z — a)""lg(x) + (z — a)" Dyg(x),

lo cual muestra que (n > 2), D, f(z) tiene a o como una raiz.

<) Supongamos que « es una raiz tanto de f(z) como de D, f(x). Entonces escribimos:
f(z) = (z — a)h(x),
para algin polinomio h(z), y tomamos la derivada:
D, f(z) = h(z) + (x — a)Dyh(z).
Como D, f(«) = 0 por hipétesis, sustituyendo « en la ecuacién anterior tenemos que 0 = h(a) y asi:
h(z) = (z — a)hi(2),

para algin polinomio hj(x) y:
f@) = (z = ) (),

con lo que « es una raiz multiple de f(x).

La equivalencia con divisibilidad por el polinomio minimo para « se sigue de la proposiciéon 3.38. El
dltimo enunciado es entonces claro: Sea « cualquier raiz de un factor comin de f(x) y D, f(z). B

EJEMPLO 3.62 Sea F un campo de caracteristica p. El polinomio 2?" — z sobre F tiene derivada:

praP Tt —1=—-1.

Como en este caso la derivada no tiene raices, pues es una constante, se sigue que el polinomio no tiene
raices multiples, de donde, es separable.
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COROLARIQO 3.63 Cada polinomio irreducible sobre un campo de caracteristica 0 es separable. Un
polinomio sobre un tal campo es separable si y s6lo si es el producto de polinomios irreducibles distintos.

Demostracién. Supongamos que F' es un campo de caracteristica 0 y p(z) € F[z] es irreducible
de grado n. Entonces la derivada D,p(z) es un polinomio de grado n — 1. Salvo factores constantes, los
tnicos factores de p(z) en F[z] son 1y p(z), asi Dp(x) debe ser primo relativo a p(z). Esto muestra que
cualquier polinomio irreducible sobre un campo de caracteristica 0 es separable. El segundo enunciado es
facil ya que distintos irreducibles nunca tienen ceros en comun. (Proposicién 3.38). B

DEFINICION 3.64 Un campo K se llama perfecto si cada polinomio en K|z] es separable sobre
K.

Asi, de lo anterior, tenemos de inmediato:

COROLARIO 3.65 Cada campo de caracteristica 0 es perfecto. B

DEFINICION 3.66 El campo K se dice que es separable sobre F si cada elemento de K, que es
algebraico sobre F', es la rafz de un polinomio separable sobre F. (Equivalentemente, el polinomio mini-
mo sobre F' de cada elemento de K es separable). Un campo que no es separable se llama inseparable.
Por ejemplo Q(7) es inseparable sobre @, pues 7 no es algebraico sobre Q. Sin embargo, 7 es algebraico

sobre Q(m).

o4



CAPITULO 4

EL GRUPO DE GALOIS

4.1 Definiciones Basicas.
Sea K un campo.

DEFINICION 4.1 Un isomorfismo a de K consigo mismo se llama un automorfismo de K. La
coleccién de automorfismos de K se denotard por Aut(K).

DEFINICION 4.2 Un automorfismo a € Aut(K) se dice que fija a un elemento = € K si a(z) = z. Si
F es un subconjunto de K (por ejemplo, un subcampo), entonces un automorfismo « se dice que fija a
F si fija a todos los elementos de F, es decir, a(z) = z, Va € F.

Notemos que cualquier campo tiene al menos un automorfismo, la funcién identidad, denotado por ¢
y algunas veces llamado el automorfismo trivial.

DEFINICION 4.3 Sea K/F una extensién de campos. Aut(K/F) denotaré la coleccién de automor-
fismos de K que fijan a F. Si a € Aut(K/F) entonces « se llama F-automorfismo.

PROPOSICION 4.4 Aut(K) es un grupo bajo la composicién de funciones, y Aut(K/F) es un sub-
grupo de Aut(K).

Demostracién. La composicién de funciones siempre es asociativa, pues para toda x € K y todo
a, B,v € Aut(K) tenemos:

[(a o B)on(x) = (acB)y(@)] = a(B(y(x))),

y;
[a o (Boy)l(z) =a([fon](x)) = a(B(y(z))).

Existe un automorfismo identidad ¢ € Aut(K), definido por ¢(z) = = para toda z € K, y claramente:
toa=aoL=a, Ya € Aut(K).

Finalmente, para cada automorfismo o € Aut(K), existe una funcién inversa, a~! definida por la propie-
dad de que a~!(z) es el tnico z € K tal que a(z) = z. Esta funcién también es un automorfismo, pues
siz,y € K, a t(z) =2, a”l(y) =t, entonces a(z) = x, a(t) =y, y asf a(z +t) = x + y. De donde:
a la)+a N (y) =z +1
— o Y(a(z +1))
=a Yz +y),



y similarmente, podemos ver que:

Asi, a=! € Aut(K), y tiene la propiedad de que coa ' =a"toa =1.

. Aut(K) es un grupo.

Ahora veamos que Aut(K/F) es un subgrupo. Ciertamente ¢ € Aut(K/F). Sean «, 8 € Aut(K/F).
Entonces para toda x € F':

x =7 (B(x) = 87 (2),
y asi:
a(f7Hz)) = a(z) = 2.
Luego a3~! € Aut(K/F) y, por el criterio de subgrupo, Aut(K/F) es un subgrupo de Aut(K). R
Nos referiremos a Aut(K) como el grupo de automorfismos de Ky Aut(K/F) como el grupo de

Galois de K sobre F, y serd denotado por Gal(K/F). El grupo de Galois, Gal(f(z)), de un poli-
nomio f(x) en F[z] se define como Gal(K/F), donde K es un campo de descomposicién de f(x) sobre F.

PROPOSICION 4.5 Sea K/F una extensiéon de campos y sea z € K algebraico sobre F. Entonces
para cualquier « € Gal(K/F), «(z) es una raiz del polinomio minimo para z sobre F, es decir, Gal(K/F)
permuta las raices de polinomios irreducibles. Equivalentemente, cualquier polinomio con coeficientes en
F que tiene a z como una rafz también tiene a a(z) como una rafz.

Demostracién. Sea:
fl@)=ap+arz+ -+ aza”

el polinomio minimo para z, donde ag, a1, ...,a, € F, y supongamos que f(z) = 0. Entonces:

fla(z)) = ap + ara(z) + - - -+ an(a(z))"
= a(ao) + ala)a(z) + - - -+ afan)a(2")
=alag+arz+---+anz")
=a(0)=0.1

Ahora introducimos una idea importante que conecta a los subcampos E de K que contienen a F'y los
subgrupos H de Gal(K/F'). Para cada E definimos:

I'(E) ={a € Aut(K)|a(z) = z, Vz € E}, (1)
y, para cada H definimos:
O(H) ={x € K|a(z) =2x,Va € H}. (2)

Notemos que I' es la funcién que asocia al subcampo E, el subgrupo Gal(K/E), y ® es la funcién que
asocia al subgrupo H el conjunto ®(H), a veces denotado Ky, el cual recibe el nombre de campo fijo.
(®(H) es de hecho un subcampo de K como lo muestra el teorema siguiente.) La esencia de la teorfa de
Galois estad contenida en estas dos funciones, y el objetivo principal de esta seccién es encontrar condi-
ciones bajo las cuales éstas son mutuamente inversas.
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TEOREMA 4.6 Sea K/F una extension.

i) Para cada subcampo F de K que contiene a F, el conjunto I'(E') es un subgrupo de Gal(K/F).
i1) Para cada subgrupo H de Gal(K/F'), el conjunto ®(H) es un subcampo de K que contiene a F.

Demostracion. i) I'(E) # &, pues ¢ € T'(FE), (el automorfismo identidad).
Ahora, como cada automorfismo que fija a todos los elementos de E' autométicamente fija a todos los

elementos de F', tenemos:
I'(E) C Gal(K/F).

. T(E) < Gal(K/F).
)

Notemos, ademds que I'(E) = Gal(K/E), pues si a € I'(E), entonces para toda z € E se tiene
a(z) =z y asl @ € Gal(K/E). Andlogamente Gal(K/E) C T'(E).

1) Como cada automorfismo en Gal(K/F) fija a los elementos de F, entonces F' C ®(H). Sean
z,y € ®(H). Entonces, para toda a € H :

a(r —y) = a(z) —aly) =z -y,
yasi x —y € ®(H). Si y # 0, entonces, para toda o € H :

alzy™!) = a(z)a(y™")

De donde zy~! € ®(H). Por lo tanto ®(H) es un subcampo de K. B

TEOREMA 4.7 Sea K/F una extension.

i) Si Eq, E5 son subcampos de K que contienen a F', entonces:

B, CE, = I(E)2I(E).
i1) Si Hy, Hy son subgrupos de Gal(K/F), entonces:

Hy CHy, = ®(H;) 2 ®(Hy).

Demostracién. i) Supongamos que E; C Fs, v sea o € I'(Es). Entonces « fija a cada elemento de
E5 y asi fija a cada elemento de Fj.
o€ F(El)

i1) Supongamos que Hy C Ho, y sea z € ®(H). Entonces:

a(z) = z, para cada a € Ha,
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en particular, para cada o € H;
z€ ®(Hy). N

EJEMPLO 4.8 Describir el grupo Gal(C/R).

Solucién. Si a € Gal(C/R), entonces o(z) = z, Vo € R. Sea a(i) = j. Entonces:

y asi j = #¢. Si j = ¢ entonces, para todo x + yi € C, con z,y € R, tenemos:
a(z +yi) = a(z) + a(y)a(i) = z + yi.
. a =, el automorfismo identidad.

Si j = —i, entonces:
alz + yi) = x — yi.

Claramente esta funcion fija a los elementos de R. Para verificar que es un automorfismo, notemos que:

a((z +yi) + (u+vi)) = a((z +u) + (y + v)i)
(@ +u) = (y+v)i
= (z —yi) + (u —vi)
= a(z + yi) + a(u + vi),

a((z +yi)(u+vi)) = a((zu — yv) + (2v + yu)i)
= (zu — yv) — (zv + yu)i

(x — yi)(u — vi)

= a(z + yi)a(u + vi).

. Gal(C/R) es el grupo {¢,x} de orden 2,

donde k es la funcién conjugacion compleja que manda x + yi a x — yi.
Como [C : R] = 2, un nimero primo, no puede haber subcampos entre C y R. Tenemos:

o({})=C, 2({,,k})=R. 1

TEOREMA 4.9 Sean K/F una extensién, E un subcampo de K que contiene a F, y H < Gal(K/F).
Entonces:

ECol(E)), HCT(®(H)).

Demostracidn. Sea z € E. El grupo I'(E) es el conjunto de todos los automorfismos que fijan a cada
elemento de E, y asi z queda fijo por todos los automorfismos en I'(E). Esto es, z € ®(I'(E)).

. E C ®(I(E)).
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Sea o € H. Entonces el campo ®(H) es el conjunto de elementos de K que quedan fijos por cada
elemento de H, y asf « fija a cada elemento de ®(H). Es decir o € T'(®(H)).

o HCT(®(H)). ®

EJEMPLO 4.10 Demostrar que I'®T' =T, y I'® = .

Demostracién. Sea E un subcampo de K que contiene a F'y sea H un subgrupo de Gal(K/F'). Del
teorema 4.9 sabemos que:
EC o(I'(E)),

y, por la propiedad de revertir orden, tenemos:
[(E) 2 (TT)(E).

Por otro lado, sabemos que
H C T(®(H)),

y asi, sustituyendo I'(E) por H:
I'(E) C (1) (E).

. TOT =T.
Similarmente, de H C T'(®(H)) tenemos, por la propiedad de revertir el orden, que:
O(H) D (#I'P)(H).
Por otra parte, sustituyendo ®(H) por E en E C ®(T'(E)), tenemos:
B(H) C (STB)(H).
S eTe=9. 1
Asi, por ejemplo si a € Gal(Q(u)/Q), donde u = /2, entonces:
(a(u)® = a(u’) = a(2) = 2,

luego, siendo real, a(u) debe ser igual a u. Se sigue que Gal(Q(u)/Q) = {¢}, el grupo trivial.
Ahora, dos funciones pueden ser mutuamente inversas solo si son biyecciones, y aqui tenemos:

I'(Q(u) = T(Q) = {4}

También:
o(I'(Q) =2({}) =Q(u).

Sea K un campo, y sea S un conjunto no vacio. Sea M el conjunto de funciones de S'en K. Si 0, € M,
entonces, 6 + ¢, definida por:
(0 +@)(s) = 0(s) + ¢(s), Vse€S 3)

es una funcién de S en K, y asi 6 + ¢ € M. Similarmente, si 6 € M y a € K, entonces af, definida por :

(af)(s) = ab(s), Vse€ S (4)
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pertenece a M. Es facil verificar que M es un espacio vectorial con respecto a estas dos operaciones. El
vector cero en M es la funciéon ¢ dada por:

C(s)=0, ses. (5)

Normalmente la denotamos simplemente por 0, pues el contexto usualmente haréd claro cuando entende-
remos el elemento cero de K o la funcién (.

DEFINICION 4.11 Un conjunto {61,02,...,0,} de elementos de M es linealmente independien-
te si, para ai,asg,...,a, en K:

a161(s) + az02(s) + - - - + anbp(s) =0,

para toda s € S siy sélo si a3 = ag = -+ = a, = 0. En otras palabras, podemos escribir la condicién
como:
a1 +asbs+---+anb,=0 < a1 =ay=---=a, =0.

TEOREMA 4.12 Sean K y L campos, y sean 61,6, ..., 0, monomorfismos distintos de K en L. En-
tonces {601,602, ...,0,} es un conjunto linealmente independiente en el espacio vectorial M de todas las
funciones de K en L.

Demostracion. Por induccién sobre n.

Sin = 1, el enunciado es verdadero, ya que 6, siendo un monomorfismo, manda a 1x a 17, y entonces
no es la funcién cero definida por (5).

Supongamos ahora que se ha establecido que cada conjunto de menos de n distintos monomorfismos
de K en L es linealmente independiente. Y supongamos, por contradicciéon, que existen ay, as, ..., a, en
L, no todos cero, tales que:

a101 + azbs + - - - + a6, =0. (6)

De hecho, podemos suponer que todos los a; son distintos de cero: si, por ejemplo, a,, = 0, entonces:

{01,029, ....,0,_1}

es linealmente independiente, en contradiccién con la hipétesis de induccién. Dividiendo (6) con ay,
obtenemos:
b191 +---+ bnflenfl + 9n = 07 (7)

donde b; = a;/an, i =1,2,...,n— 1.
Los monomorfismos, 6 y 6, son distintos por hipétesis, luego existe u € K tal que:

01(u) # 0, (u);
ciertamente, el elemento u no es cero, asi como tampoco 61 (u) y 6, (u). Para cada z € K:
b161(uz) + - -+ bp10n_1(uz) + 0 (uz) =0, (8)
y como 61,05, ...,60, son monomorfismos tenemos que:

blﬁl(u)ﬁl(z) R bn_197l_1(u)0n_1(2’) + Gn(u)ﬁn(z) =0. (9)
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Dividiendo esto con 6,,(u), tenemos que, para toda z € K:

91 (u) Hn_l(u)

b, 2 g g b, W 0,(z) =0, 1

1o 1(2) +- -+ bua oo () 1(2) +0n(2) =0 (10)
la cual podemos reescribir como:
91 (u) anl(u)

[ ANl S = 1

donde el 0 de la derecha sabemos que significa la funcién cero definida por (5). Restando (11) de (7) :

91 (U) Gn,l(u) -

bl(l— Hn(u)>01+'”+b"*1(1_ W)en,l =0. (12)

La eleccién de u como un elemento tal que 61 (u) # 6, (u) significa que el coeficiente de 6, es distinto de
0. Asf (12) implica que el conjunto {61,0s, ...,0,_1} es linealmente dependiente, en contradiccién con la
hipétesis de induccion. l

Sean V' y W espacios vectoriales de dimensién finita sobre un campo K, con dimensiones m,n, res-
pectivamente, y sea T : V — W una transformacion lineal. La imagen de T es el conjunto:

imT = {T(v)jv e V},

la cual es un subespacio de W, y su dimensién, dim(imT), se llama rango de T, p(T). El nicleo de
T es el conjunto:

NucT = {v € V|T(v) = 0},

y es un subespacio de V| y su dimensién, dim(NuacT), se llama la nulidad de T, v(T). Un resulatdo
estandar en algebra lineal enuncia que:

p(T) + v(T) = dimV =m. (13)

Si n < m, entonces ciertamente, p(T) <n < m, y as{ v(T) > 0. Por lo tanto existe un vector distinto de
cero v en V tal que T'(v) = 0.

En términos més concretos, si tenemos una matriz de n x m, A = [a;j]nxm con entradas en K, y
un vector columna de m x 1, v, la funcién v — Av es una funcion lineal del espacio vectorial K™ en el
espacio vectorial K™. Del enunciado final del dltimo parrafo, deducimos que , si n < m, entonces existe
un vector v # 0 tal que Av = 0. Esto es, existen vy, vg, ..., vy € K, no todos cero, tales que:

a;j1V1 + Gj2V2 + - - -+ AjmUm = 0, 7=1,2,...,n. (14)

TEOREMA 4.13 Sea K una extensién finita de un campo F, y sea G un subgrupo finito de Gal(K/F).
Entonces:

K : 9(Q)] = [d].

Demostracién. Sean |G| =m y [K : ®(G)] = n.
Supongamos que m > n, y escribimos:

G={a1=t,09,..,am},
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donde ¢ es la funcién identidad, y supongamos que {z1,22,...,2,} es una base para K sobre ®(G).
Consideremos la matriz de n x m :

a(z1)  as(z) am(21)
ay(z2)  as(z2) am(22)
oy (zn) o9 (zn) e Oémtzn)

De (14) deducimos que existen vy, va, ..., v, € K, no todos cero, tales que:
a1 (zj)v1 + a(zj)ve + -+ am(Z)vm =0, 1=1,2,..,n (15)
Sea b € K. Como {z1, 22, ..., 2, } es una base para K sobre ®(G), existen by, ba, ..., b, en &(G) con:
b="biz1 +bazg + -+ b,zn. (16)
Multiplicando las n ecuaciones (15) con by, ba, ..., by, respectivamente, vemos que:
bjai(zj)vr + bjas(zj)va + -+ + b (25)vm =0, j =0,1,...,n. (17)
Pero todas las b; estdn en ®(G) y todas las a; estdn en G, luego:
b; = a;(bj) para toda 1, j.
Asi, podemos reescribir las ecuaciones (17) como:
ay(bjzj)vr + ao(bjzj)va + - - - + o (bjzj)vm =0, j=1,2,...,n. (18)
Sumando estas n ecuaciones y usando (16), obtenemos:
viag(b) + vaas(b) + - - - + vmam (b) = 0.

Esto se cumple para toda b € K, y asi, los automorfismos a1, as, ..., a,;, son linealmente dependientes.
Por el teorema 4.12; esto es imposible. En consecuencia n > m.

Ahora supongamos que n = [K : ®(G)] > m. Esta vez, tenemos el subconjunto {z1, za, ..., Zmy1} de
K, el cual es linealmente independiente sobre ®(G), y consideremos la matriz de m x (m + 1):

041(2’1) Oé1(2’2) te Oél(Zm+1)
042(2’1) 012(22) te Oéz(Zm+1)
am.(zl) ozm.(za) o am(Zmy)

Por (14), existen uy, usa, ..., um+1 € K, no todos cero, tales que:
aj(z1)ur + aj(22)uz + -+ @ (Zmt1)umer =0, j=1,2,...,m.

Supongamos que los elementos ui,us, ..., um+1 se eligen de tal forma que el nimero de elementos no
) PR} +

nulos sea minimo. Podemos, entonces, reetiquetarlos de modo que uy,us, ..., u, son distintos de cero y

Upq1 = -+ = Um+1 = 0. Entonces tenemos:

aj(zl)ul + OZj(ZQ)UQ +-F Oéj(ZT)UT = 07 .7 = 17 27 “eey M0 (19)
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Dividiendo (19) con u,:
aj(zl)ull +oot aj(zr—l)u:’—l + Oéj(zf”) =0,7=12,..m, (20)

donde u = u;/u,, i=1,2,...,7 — 1. Como a3 = (, en G, la primera de estas ecuaciones es:

! I
ziuy + -+ Zpoqul_q + 2 = 0. (21)
Si todos los elementos uf,...,ul_; pertenecieran a ®(G), entonces {z1, 22, ..., z } serfa linealmente de-
pendiente sobre ®((G), y sabemos que no es asi. De aqui que al menos una de las uf,...,u._; no estd en

®(G) : sin pérdida de generalidad, podemos suponer que u} ¢ ®(G). Esto es, existe un automorfismo en
G, que podemos tomar como as tal que:

az(uy) # Uy (22)
Aplicamos s a las ecuaciones de (20) para j =1,2,..,m:

(e205) (z1) e (uy) + - -+ + (@205) (zr-1) a2 (uy ) + (@205) (2) = 0. (23)

Como G es un grupo, el conjunto {asaq, asas, ..., asamy} es el mismo que {aq, ag, ..., }i s6lo el orden
de los elementos es diferente. De aqui que podemos cambiar el orden de las ecuaciones enlistadas en (23)
y obtener:

aj(z)az(uy) + -+ aj(zr1)ao(up_y) + aj(z) =0, j =1,2,..,m. (24)

Restando (24) de (20) tenemos, para j = 1,2,..,m:
aj(z1)(uy — aa(uy)) + -+ aj(zr—1) (upy — o2(uyy)) = 0. (25)
Sean v; = u} — as(u}) parai=1,2,..,r—1yv; =0 parai=r,r+1,...m+ 1. Entonces (25) se vuelve:
aj(zi)vr + -+ oi(z)va + -+ @ (Zmg1)Ume1 =0, 5 =1,2,...,m.

De (22) sabemos que no todas las v; son cero, y también hemos supuesto que no méas de r — 1 de las
v; son no cero. Esto es una contradiccién a la propiedad enunciada de los elementos ui,ug, ..., Umt1, ¥
asi concluimos que no es posible tener [K : ®(G)] > m.

LK R(GE)]=m. B
4.2 Extensiones Normales.

TEOREMA 4.14 Sea K una extensién normal de grado finito sobre un campo F', y sea E un subcampo
de K que contiene a F'. Entonces cada F'—automorfismo de F se puede extender a un F'—automorfismo
de K.

Demostracién. Sea ¢ un F—automorfismo de E. Como K es normal, existe un polinomio f(z) tal
que K es un campo de descomposicién para f(x) sobre F'. También es un campo de descomposicién para
f(z) sobre E y sobre ¢(E). Por el teorema 3.54 (con L' = K'), deducimos que existe un F'—automorfismo
p* de K que extiende a . B

TEOREMA 4.15 Sea K una extensién normal de grado finito sobre un campo F. Si z; y z2 son
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raices en K de un polinomio irreducible en F[z], entonces existe un F—automorfismo 6 de K tal que
0(z1) = 2o.

Demostracién. Por el corolario 3.47, existe un F'—automorfismo de F'(z1) sobre F(zz2). Por el teore-
ma 4.14, éste se puede extender a un F'—automorfismo 6 de K. B

EJEMPLO 4.16 Sea K una extension normal de un campo F', y sea F un subcampo de K que contiene
a F. Entonces K es un campo de descomposicién para algin polinomio f(z) € F[z]. Como f(z) € Elx],
entonces K es una extensién normal de F.

DEFINICION 4.17 Sea K una extensién finita de un campo F. Un campo N que contiene a K
se llama una cerradura normal de K sobre F si:

i) es una extensién normal de F; vy,
i1) si F es un subcampo propio de N que contiene a K, entonces F no es una extensiéon normal de F.

TEOREMA 4.18 Sea K una extensién normal finita de un campo F, y sea E un subcampo de K
que contiene a F'. Entonces, E es una extensién normal de F si y sélo si cada FF—monomorfismo de F en
K es un F'—automorfismo de F.

Demostracién. =) Supongamos primero que F es una extensiéon normal, entonces E es su propia
cerradura normal. Sea ¢ un F'—monomorfismo de E en K, y sea z € E. Sea:

m(x) =z" + 12"V 4+ 4 a1z + ag
el polinomio minimo de z sobre F'. Entonces:
Va2V Mt az+ag =0,
y asi, aplicando ¢ a esta igualdad, obtenemos:
()" + an-1(p(2))" " + - + arp(2) + ag = 0.

Y, por lo tanto, ¢(z) también es una raiz de m(x) en K.

Pero z, un elemento de FE, es una raiz del polinomio irreducible m(x), luego, como E es normal,
m(x) se descompone completamente sobre E. De esta manera ¢(z) € E. De donde, ¢(F) es un campo
contenido en E. Se sigue del ejemplo 2.63 que:

[p(E) : Fl = [p(E) : p(F)] = [E: F] = [E: o(E)][¢(E) : F].
= @(E)=F
. @ es un F'—automorfismo de F.

<) Supongamos ahora que cada F—monomorfismo de F en K es un F'—automorfismo de E. Sea
f(z) un polinomio irreducible en F'[z] que tiene una raiz z € E. Para establecer que E es una extensién
normal de F, necesitamos mostrar que f(x) se descompone completamente sobre E. Como K es normal,
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ciertamente f(z) se descompone completamente sobre sobre K. Sea z’ otra rafz de f(z) en K. Entonces,
por el teorma 4.14, existe un F'—automorfismo v de K tal que:

P(z) = 2.

Sea ¥* la restriccion de ¥ a E. Entonces ¥* es un F—monomorfismo de F en K, y asi, por hipétesis, es
un F—automorfismo de E.
= 2 =y(2) =¢7(x) € E.

.. E es normal. B
4.3 La Correspondencia de Galois.

DEFINICION 4.19 Un clemento algebraico en una extensién K de F' se llama separable sobre F si
su polinomio minimo es separable sobre F.

TEOREMA 4.20 Sea K una extensién separable finita de un campo F', y sea F un subcampo de
K que contiene a F'. Entonces K es una extensién separable de E.

Demostracién. Sea a € K, y sean mp(z), mg(x) los polinomios minimos de a sobre F' y E, res-
pectivamente. Supongamos que mpg(z) es separable. Dentro de E[x] podemos usar el algoritmo de la
division:

mp(x) = gmg(x) + r(z), gdo(r(z)) <gdo(mg(x))
y, entonces:
r(a) =mp(a) —q(a)mg(a) =0—-0=0.
Este hecho contradice la minimalidad de m g, a menos de que r(x) = 0.
. mp(z) = ¢gmp(z) en el anillo E[x].

Si mg(x) no es separable, entonces existe un polinomio no constante g(z) que divide a mg(x) y
D,mg(z). Como:

Dymp(z) = ¢Dymp(r) + me(z)Dag,
entonces:
g9(@)|mp(z), y g(x)|Damp(z).

Esto solamente puede suceder si mpg(x) tiene al menos una raiz repetida en un campo de descomposicién
)
y tenemos una contradiccién. De esta manera, mg(z) es separable. B

DEFICION 4.21 Una extension finita de un campo K que es tanto normal como separable se lla-
ma extension de Galois.

TEOREMA 4.22 Sea K una extension de F' separable de grado finito n. Entonces existen precisa-
mente n diferentes F-monomorfismos de K en una cerradura normal N de K sobre F.

Demostracion. Se hard por induccién sobre [K : F].
Si [K: F] =1, entonces K = F = N y el tinico F-monomorfismo de F en N es la funcién identidad ¢.
Supongamos ahora que el resultado se cumple para todan < k—1, y supongamos que [K : F] =k > 1.
Sea z1 € K\ F, y sea m(x) (con gdo(m(z)) =r > 2) el polinomio minimo de z; sobre F. Entonces:
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FCF(xn)CKyl[F(z):Fl=r.

Asi, como m(x) es irreducible y tiene una raiz z; en la extensién normal N, se descompone completamente
sobre N. Como K es separable, las raices de m(x) son todas distintas. Supongamos que las raices son
21,29, .0y 2p. Sea [K : F(z1)] = s; entonces 1 <s < kyrs=k.

El campo N es una cerradura normal de K sobre F(z1), y asi, por hip6tesis de induccién podemos
suponer que el nimero de F(z;)—monomorfismos de K en N es precisamente s: 1, fi2, ..., ts. Por el
teorema 4.15, hay r distintos F—automorfismos A1, Ag,..., A, de N, donde X\;(z1) = 2, i = 1,2,...,7.
Definimos las funciones ¢;; : K — N por:

wij(x) =Ni(u;(x)), e K, i=1,2,..,r; j=1,2,..,s. (26)

Las definiciones hacen claro que las funciones son todas F'—monomorfismos.
Veamos que todas son distintas. En primer lugar, notemos que:

De donde, si p;; = ¢pq, s€ sigue que ¢ = p. Supongamos ahora que ¢;; = ;4. Entonces, para toda z € L :

i () = Ni(pg()).

Como A; es uno a uno, entonces p;(z) = pq(x), para toda z € L, y asi j = g. Por lo tanto las funciones
©i; son todas distintas, y de (26) deducimos que hay al menos rs = k F—monomorfismos distintos de
K en N.

Para mostrar que no hay mas de k, debemos mostrar que cada F—monomorfismo ¢ de K en N
coincide con una de las funciones ¢;;. La funcién ¢ debe mandar z; a otra raiz z; de m(z) en N. Sea
X : K — N definida por:

x(@) = A7 ().

Claramente, ésta es un F'—monomorfismo; de hecho, como:
x(z1) = A1 (W(21)) = A7 (z) = 21, w € L,

es un F(z;)—monomorfismo, y entonces debe coincidir con alguna de pq, o, ..., tts, digamos con p;.
Entonces:
pi(x) = N7 (@(2)), Vo € K

K3
y ast, (z) = Ai(p; ().
Y(z) = pij(z). B
Si en el enunciado del teorema suponemos que K es tanto normal como separable, entonces K es su
propia cerradura normal, y obtenemos el siguiente corolario importante:

COROLARIO 4.23 Sea K una extension de Galois de F', y sea G el grupo de Galois de K sobre
F'. Entonces:

G| =[K:F.m

TEOREMA 4.24 Sea K una extensién finita de F. Entonces ®(Gal(K/F)) = F si y sblo si K es una
extensiéon normal y separable de F.
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Demostracién. Supongamos que K es una extension normal y separable de F', y sea [K : F] = n. Por
el corolario 4.23, |Gal(K/F)| = n. Denotemos ®(Gal(K/F)) por F’; entonces, del teorema 4.9, sabemos
que F' C F'. Por el teorema 4.13, tenemos que [K : F'] = n. De donde, como FF C F'y [K : F| = [K : F'],
se sigue del ejemplo 2.63 que F' = F”.

Ahora supongamos que F' = F’. Sea:

Gal(K/F) ={¢1 = t,02, ., on}

Sea f(x) € Flx] irreducible con una rafz z € K. Para probar que K es normal, necesitamos establecer
que f(x) se descompone completamente sobre K.

Las imégenes de z bajo los F—automorfismos ¢, 2, ..., ¢, no necesitan ser todas distintas: sabe-
mos que ¢1(z) = z, y podemos renombrar los elementos de Gal(K/F') para que p2(2), ..., p.(z) sean las
distintas imagenes renombradas de z bajo los automorfismos en Gal(K/F'). Por simplicidad, escribimos
wi(z) =z;, i=1,2,...,r. Notemos que z; = z.

LEMA 4.25 Para cada ¢;(z) en Gal(K/F), tenemos:

{Zla 22y +ee ZT} = {Qﬁj(zl)7 @j(z2)7 ) @j(zT)}

Demostracién. Notemos que:
0i(zi) = (pivi)(2) = 2,

para alguna k, pues p;¢; € Gal(K/F). Como ¢; es uno a uno, podemos concluir que permuta a los
elementos z1, 29, ..., z.. B

Ahora sea g(x) el polinomio:
(z—2)(z—2) (x—2)=2"—ex" 1+ +(=1)e,, (28)
donde los coeficientes eq, e, ..., €, son las funciones:
I
€1 = Zzi, €9 = ZZiZj7 ceey Ep = 2129200 Zp.
i=1 i#]

Ninguna permutacién de z1, 29, ..., 2, modifica a estos coeficientes, y, por el lema 4.25, ninguna de las ¢,
en Gal(K/F) los modifica. Asi g(x) es un polinomio con coeficientes en ®(Gal(K/F)), el cual, estamos
suponiendo, coincide con F'.

Recordemos ahora que z se definié como una raiz en K del polinomio irreducible f(z) € F[z].

LEMA 4.26 El polinomio g(z) definido por (28) es el polinomio minimo de z sobre F.

Demostracién. Debemos mostrar que cada polinomio en F'[z] que tiene a z como una raiz es divisible
por g(z). Supongamos pues que:

h(z) =ap+ a1z + -+ apz™,

con coeficientes en F, es tal que:
ap+arz+ - +anz™ =0.
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Podemos, entonces, aplicar cada una de las ¢;(z) a esta relacién: como ¢;(z) deja fijos a los coeficientes
a;, obtenemos:
aptaizj+ - +apzi' =0, j=1,2,..,7,

y se sigue que h(x) es divisible por cada uno de x — 21, — 23, ..., x — z,.. Por lo tanto g(z) divide a h(z). B

Ahora, entre los polinomios en F[z] que tienen una raiz z € K estd el polinomio f(x) con el que
empezamos. Por el lema 4.26, g(x)|f(z), vy asi, como f(z) es irreducible, es un miltiplo de g(z). Como
g(z) se descompone completamente sobre K, también f(z). Ademds, todas sus raices son distintas, y en
consecuencia es, como queriamos, una extension normal y separable de F' .

TEOREMA 4.27 Sea K una extensién de Galois de un campo F, y sea E un subcampo de K que
contiene a F. Si § €Gal(K/F), entonces I'(§(E)) = T(E)d L.

Demostracién. Escribimos §(E) = E', T'(E) = H y ['(E’) = H’'. Debemos mostrar que H' = §H§ 1.
Entonces, sea 0 € H; mostraremos que 605~ € H'. Sea 2z’ € E' y sea z el tinico elemento de E tal que
4(z) = 2'. Entonces, como 6 fija a todos los elementos de F, tenemos que:

(505~)(') = (80518)(z) = 3(8(2)) = 6(2) = </

y asi 606~ € H', con lo cual HS~! C H'.
Para mostrar la otra inclusidn, sea ¢’ un elemento arbitrario de H', y sea z € E. Entonces 6(z) € E’,
y se tiene 0'(6(z)) = 0(2). De donde:

(6710'0)(2) = (67 10)(2) = 2,

= 0 '05eT(E)=H.
= 0 'H'§ CH.
H' CéHs'. 1H
4.4 E]l Teorema Fundamental.

TEOREMA 4.28(El Teorema Fundamental de la Teoria de Galois.)

Sea K una extension normal y separable de un campo F', con grado finito n.

i) Para todos los subcampos E de K que contienen a F, y para todos los subgrupos H de Gal(K/F):
o(I'(E)) = E, I(®(H))=H.

También:
IT(E)| = [K : E], |Gal(K/F)|/II(E)|=[E:F].

i7) Un subcampo E es una extensién normal de F' si y sélo si I'(E) es un subgrupo normal de Gal(K/F).
Si E es una extensién normal, entonces Gal(E/F) es isomorfo al grupo cociente Gal(K/F)/T'(E).
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Demostracién. i) Sea F un subcampo de K que contiene a F. Del ejemplo 4.16 sabemos que K es
una extensién normal de E. También, por el teorema 4.20, K es una extension separable de E. De donde,
segun el corolario 4.23, |T'(E)| = [K : E]. Del teorema 2.61 y del corolario 4.23 se sigue que:

[E: F] = [K: F|/[K : E] = |Gal(K/F)|/[T(E)].
Como I'(E) =Gal(K/E), por el teorema 4.24, tenemos que:
o(I'(E)) =E.
Ahora sea H cualquier subgrupo del grupo finito Gal(K/F). Del teorema 4.9 sabemos que:
HCT(®(H)). (29)

Denotemos I'(®(H)) por H'. Entonces, por el ejemplo 4.10 se sigue que:

Del teorema 4.13:
|H| = [K: ®(H)| =K : (H")] = |H|.

Esto, junto con (29) y la finitud de Gal(K/F'), nos dice que H' = H. Es decir:
I'(®(H)) = H.

i1) Supongamos ahora que E es una extension normal. Sea ¢ €Gal(K/F) y sea ¢’ la restriccién de §
a F. Entonces ¢’ es un monomorfismo de E en K y asi, por el teorema 4.18, es un F'—automorfismo de
E. Como §(F) = §'(E) = E, por el teorema 4.27:

I'(E) =T(0(E)) = 6T(E)s .

I'(E) <9 Gal(K/F).

Para la otra implicacién, supongamos que I'(E)<Gal(K/F). Sea §; un F—monomorfismo de F en K.
Por el corolario 4.14, éste se extiende a un F'—automorfismo § de K. La normalidad de I'(E) dentro de
Gal(K/F) significa que 6T'(E)d~! = T'(E), y de aqui, por el teorema 4.27:

Como T es uno a uno, entonces §(F) = 01(FE) = E. Asi §; es un F—automorfismo de E. Con esto, hemos
mostrado que cada F'—monomorfismo de F en K es un F'—automorfismo de E. Del teorema 4.18 se tiene
que E es una extension normal de F.

Falta mostrar que, si E es una extensién normal, entonces Gal(E/F) =Gal(K/F)/T'(E). Entonces,
supongamos que F es normal y, como arriba, sea ¢’ la restricciéon a E del F—automorfismo § de K. Ya
vimos que ¢’ €Gal(E/F). Sea © :Gal(K/F) —Gal(E/F) dada por:

0(5) =0,
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Entonces © es un homomorfismo de grupos: para toda d1,d2 €Gal(K/F'), con ©(d1) = 81, vy O(d2) = 05,
y, para toda z € F :

([6(61)1[0(82)])(2) = (8195)(2)

= 01(02(2))

= 61(02(2)
= (6162)(2)

= (0(3162))(2).

= [6(61)][0(d2)] = ©(0152).

El niicleo de este homomorfismo es el conjunto de toda § en Gal(K/F) tal que § es la funcién identidad
sobre E, y no es otro mas que I'(F). Ahora el resultado se sigue del teorema de isomorfismo para grupos.
|
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CAPITULO 5

ECUACIONES Y GRUPOS

5.1 Polinomios Ciclotémicos.

Los campos en este capitulo seran de caracteristica cero.

DEFINICION 5.1 Sea K un campo. Un campo L que contiene a K se llama una extensiéon por
radicales, o una extension radical, si existe una sucesion:

K =1Ly, Ly, Ly = L,

con la propiedad de que, para j =0,1,....,m —1, L1 = L;j(«;), donde «; es una raiz de un polinomio
irreducible en L;[z] de la forma ™ — ¢;.

DEFINICION 5.2 Un polinomio f(z) € K[z] es soluble por radicales si existe un campo de des-
composicién para f(z) contenido en una extensién radical de K.

Una solucién por radicales involucra polinomios del tipo ™ — a, asi que empezaremos con polinomios
f(z) = 2™ —1. Como trabajaremos con campos K de caracteristica cero, podemos asegurar que el campo
de descomposicién L de f(z) sobre K es tanto normal como separable. Se puede verificar que el conjunto
R consistente de las raices en L de 2™ — 1 es un subgrupo multiplicativo (abeliano) en L.

LEMA 5.3 (R,-) es un grupo ciclico.

Demostracion. Sea e(R) el exponente de R (ver Apéndice A), entonces:
o™ =, VaeR.

¢(R) 1 tiene a lo més e(R) raices, debemos tener:

Como z
IR| < e(R).
Sin embargo, el exponente de un grupo nunca puede exceder al orden del grupo, y asi e(R) < |R|.
e(R) = |R| = m,
y por lo tanto, por Corolario A.6, R es ciclico. B
Sea w una raiz m-ésima primitiva de la unidad, es decir, un generador del grupo ciclico R. Entonces:

R={l,w,w? ..., w™ 1},

y w’ es una raiz m-ésima primitiva de la unidad si y sélo si j y m son primos relativos. Sea P,, el conjunto
de raices m-ésimas primitivas de la unidad.



DEFINICION 5.4 El polinomio ciclotémico, ®,,,(z), se define por:

Cp(z)= [[ (@—e) (5.1)

ecPp,

EJEMPLO 5.5 Sea K un campo de caracteristica cero, y sea L. C C el campo de descomposicién para
2P — 1, donde p es primo. Entonces, con la excepcion de la raiz 1, todas las raices de P — 1 son primitivas
y asi:

O (z)=aP +aP L+ 1
EJEMPLO 5.6 Como el polinomio z'® — 1 tiene factores:

(I)l(x) =& — 17

Ps(x) =2’ +x+1,
Os(z) =2 + 23 + 2% + 2+ 1,

tenemos:
2P 1= (-1 +2+1)(* + 2%+ 22 + 2+ 1)®y5(2).

Notemos también que:
3315 —1= (x5)3 —1
= (2° = 1)z 4+2° +1)
=(z-D)E*+23+22+ 2+ 1) (2 +2°4+1)
Igualando estas dos factorizaciones, deducimos que:
210 4 45 41
24+ r+1

LEMA 5.7 Sean K, L campos, con K C L. Sean f(x),g(x) € L[z] tales que f(z), (fg)(x) € K. Entonces
g(z) € K.

Di5(x) = =2 T+ -2t -1 M

Demostraciéon. Sean:
f(x) =ao+ a1z 4+ apa™,

g(x) = by + brx + - + byz™,
donde ag,ay,...,am € K, by, b1,...,b, € L, a,, #0, b, # 0. Supongamos que:

(fg)(x) = co + 17 + Cpmyna™ " € K|z
Entonces b,, = ¢mn/am € K. Supongamos inductivamente que b; € K para toda j > r. Entonces:
Crmtr = by + @m—1br41 + -+ + Qp—ntrbn,
donde a; = 0 si 7 < 0. De donde:

b, = (am—i-'r - am—lbr+1 - a'm—7z+7'bn)/a'm € K.
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Se sigue que b; € K para toda j, y asi g(z) € K[z]. B

OBSERVACION 5.8 Sea K un campo con caracteristca cero. Entonces los elementos nly,n € Z,
donde nly = 15 + 1 + - - - + 1, n sumandos, son todos distintos, y forman un subanillo de K isomorfo
a Z. De hecho, el conjunto:

P(K) = {mlg/nlglm,n € Z, n # 0}

es un subcampo de K isomorfo a Q. Cualquier subcampo de K debe contener a 1 y a 0 y, por lo tanto,
debe contener a P(K), el cual recibe el nombre de subcampo primo de K.

TEOREMA 5.9 Sea K un campo de caracteristica cero, que contiene a las raices m-ésimas de la
unidad para cada m, y sea Ky(= Q) el subcampo primo de K. Entonces, para cada divisor d de m
(incluyendo m mismo), el polinomio ciclotémico ®4(x) estd en Kolz].

Demostracién. Claramente ®;(x) = z — 1 € Ky[z]. Sea d # 1 un divisor de m, y supongamos por
induccién que ®,.(x) € Kylz| para todo divisor propio r de d. Entonces, si Ay es el conjunto de todos los
divisores de d, tenemos:

d _
vi—1=( [ @ (@)Pa(x).

reAq\{d}
Se sigue del lema 5.7 que &4 € Kylx]. B
TEOREMA 5.10 Sea K un campo de caracteristica cero, y sea L un campo de descomposicién so-

bre K del polinomio 2™ — 1. Entonces Gal(L/K) es isomorfo a R,,, el grupo multiplicativo de clases de
residuos 7 (méd m) tal que (r,m) = 1.

Demostracién. Sea w una raiz m-ésima primitiva de la unidad en L, y sea o €Gal(L/K). Entonces
L = K(w). Sabemos que o(w) también debe ser una raiz m-ésima primitiva de la unidad, y asf:

o€ Gal(L/K) <= o(w)=w", (5.2)

donde (ry,m) = 1. Como w” = w?® siy sélo si r = s (mdéd m), tenemos una funcién inyectiva de Gal(L/K)
sobre R,,, el grupo multiplicativo de clases de residuos ¥ médm tal que (r,m) = 1.
Sean 0,7 €Gal(L/K). Entonces:

(07)(w) = o(w')
— (OJTT)T"
— (wra)rT

= (10)(w) (5.3)

y asf Gal(L/K) es abeliano. La otra consecuencia de (5.3) es que la funcién ¢ — 7, es un homomorfismo,
pues o7 va a dar a T,7,. Es claro que la funcién es inyectiva, y de (5.2) deducimos que también es
sobreyectiva. l
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5.2 Extensiones Ciclicas.
Sea K un campo de caracteristica cero, y sea L/K una extensién.

DEFINICION 5.11 Decimos que L es una extension ciclica de K si es una extensién normal (y
separable) y si Gal(L/K) es un grupo ciclico.

Sea L una extensién, de grado finito n, de un campo K, con caracteristica cero, y sea IN una cerradura
normal de L. Por teorema 4.22, hay exactamente n distintos K —monomorfismos 71,72, ..., 7, de L en N.
Para cada elemento = de L, definimos la norma, N k(x), y la traza, Try,/k(z), por:

n

Nk (z HT’L ), TTL/K(x):ZTz‘(fE)~ (5.4)

i=1

TEOREMA 5.12 La funcién Ny x es un homomorfismo de grupos de (L \ {0},-) en (K \ {0},-). La
funcién T'ry,k es un homomorfismo distinto de cero de grupos de (L, +) en (K, +).

Demostracién. Es claro que, para toda z,y € L\ {0}:

Nr K (zy) HTz (zy) HTz'(ff)T (y)
i=1
~ (L[

= Nk (2)Np/k (),

y similarmente:
TT‘L/K(.T + y) = TTL/K(!E) + T?"L/K(y);

de este modo, Ny /i y T'r1,/x son monomorfismos en (L\{0},-) y (L, +), respectivamente. Ahora probemos
que las imagenes estdn contenidas en K.
Sea 7 un K —automorfismo de L. Entonces:

TTL, TT2, ey TThs (5.5)

son n K —monomorfismos distintos de L en N, y, por lo tanto la lista (5.5) es simplemente la lista
T1,T2, ..., Tn, €0 un orden distinto. De aqui que , para toda = en L y todo 7 en Gal(L/K) :

(N (x)) =7 HTz —H (ri(z))

n
H (pues la multiplicacién es conmutativa)
N

/K (),
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y, del mismo modo:
T(Trpk(x)) =Tri k(o).

Luego, por teorema 4.28, tanto Ny, /x (x) como Ty, /i () estdn en ®(Gal(L/K)) = K.
Ya solo falta ver que Ty, no es el homomorfismo cero. Supongamos, por contradiccién, que para
toda = en L:
Trix(x) =71(x) + 72(x) + - + Tp(2) = 0.

Se sigue, entonces, que el conjunto {71, 2, ..., 7} es linealmente dependiente sobre L, y esto contradice
el teorema 4.12. B

TEOREMA 5.13(Hilbert) Sea L una extensién ciclica de un campo K, y sea 7 un generador del grupo
Gal(L/K). Si z € L, entonces N /k(x) = 1 si y slo si existe un elemento y € L tal que z = y/7(y), v
Try i (xz) = 0siy sblo si existe un elemento z € L tal que z = z — 7(z).

Demostracién. <) Sea [L : K| = n; entonces 7" = ¢, el automorfismo identidad. Supongamos
primero que x = y/7(y); entonces:

Np/k(z) = v(z)r(z) -7

_ oy Ty )
T(y) T2 y) Ay) T ()
=) Supongamos que Ny, k(v) = 1. Entonces:
e =1(x)r ()T (2). (5.7)

Por el teorema 4.12, el conjunto {¢, 7,72, ..., 7"~} es linealmente independiente sobre L, y asf:
v+t +or(x)t? - Far(2)r(x) T ()T
es distinto de cero; digamos que dicho elemento es, para alguna ¢t € L:
y=t+ar(t)+or(x)r?(t) + - +ar(x)T?(x) -T2 (@) (t)
y es distinto de cero. Aplicando el automorfismo 7 obtenemos:
7(y) = 7(t) + 7(2)72(t) + 7(2) T3 (2) T3 (t) + - - - + 7(x)T3 (@) T3 (2) - TV (2) T (8). (5.8)
Notemos también que:

sy =27 () + ()T () + T(2) T2 (2) TP () + - -
(@) ()" (@) ()
=7(t) + 7(2)72(t) + ()2 ()3 (t) + - - + ()T (2) -T2 (@) TN F 2T () (5.9)

Comparando (5.8) y (5.9) y usando (5.7) obtenemos 7(y) = 21y, y asf z = y/7(y), como querfamos.
De la misma manera se prueba para T'ry,/r . B

EJEMPLO 5.14 Sea L una extensién ciclica de un campo K, y sea 7 un generador del grupo Gal(L/K).
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i) Demostrar que, para cada = € L, TrL/K(m) = 0 si y sélo si existe un elemento z € L tal que
x=2z—"7(2).
i1) Demostrar que z — 7(2) = 2/ — 7(2’) siy sélosi z — 2/ € K.

Demostracion. i) <=) Si z = z — 7(z), entonces:
Trojw(e) = (2 = 7(2) + (1(2) = 7%(2)) + - -
+ (T”fl(z) —1"(2))=2z—-71"(2) =0.
=) Supongamos que Ty, k() = 0. Entonces:
—z=7(x) +73x) + -+ 7" (z).
Como en la prueba del teorema 5.13, existe t € K tal que:
u=a7(t) + (x + 7(x))T2(t) + - -
+ (@t 7(@) + (@) 4 T @) ()
es distinto de cero. De aqui que:
7(u) = 7(2)7*(t) + (7(2) +7%(2)) 7 (t) + - -
+(r(@) + 7%(@) + (@) + - T (@) ()
— (@) (0) + (r(0) + )T + o+ (),

u—71(u) = 2t +x7(t) + (x + 7(x))72(t) + (x + 7(x) + 7%(2)) 73 (t)+
ot (@ () £ (@) e+ T ()T ()
—7(x)r?(t) = (1(2) + (@) T (t) — - -
— (r(@) + (@) + (@) -+ T (@) T ()
=z(t+7@t)+ 72+ +77H2) = xTrp K (t).
Como T'ry, i (t) € K, por el teorema 5.12, se queda fija por 7. Sea 2z = u/T'ry, /i (t); entonces z — 7(z) =
(u— T(u))/TrL/K(t) = 2.

i)z—1(2)=2—-7(7¢) & 1(z-2)=2-7 < z—2Z e KN

Sea K un campo de caracteristica cero y sea ™ —a € K[z], a # 0. Sea L un campo de descomposicién
para f(x) = 2™ — a sobre K. Entonces, por el teorema B.1, f(x) tiene raices distintas aq, as, ...., ayy, en
L, y de esta manera, L contiene las raices distintas:

—1 -1 -1
Q1Q] T, 00 ., QO] (5.10)

del polinomio z™ — 1. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que agafl = w es una raiz m-ésima
primitiva de la unidad. Entonces, en algtin orden, los elementos enlistados en (5.10) son los elementos
1,w,...,w™ ! y asi podemos reetiquetar las raices de 2™ — a en L como:

A1, WA, ey W aj. (5.11)
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Asi que, sobre L:

m m—1

" —a=(z—w)(z—war) - (r—w™ ay).

Tenemos que K C K(w) C L, y el campo intermedio K (w) contiene todas las raices de la unidad.
Hemos establecido parte del siguiente teorema:

TEOREMA 5.15 Sea f(z) = 2™ —a € K[z], donde K es un campo de caracteristica cero, y sea
L un campo de descomposicién de f(x) sobre K. Entonces L contiene un elemento w, una rafz m-ésima
primitiva de la unidad. El grupo Gal(L/K (w)) es ciclico, con orden d divisor de m. El orden es igual a
m siy sélo si f(x) es irreducible sobre K (w).

Demostracién. Hemos visto que, si « es una raiz de f(z), entonces, sobre L:
f@) = (z —a)(z —wa)-- (z - ™ la),

donde w es una raiz m-ésima primitiva de la unidad. Asi L = K(w, ), y un automorfismo o €Gal(L/K (w))
estd determinado por su accién sobre «. La imagen debe ser una raiz de f(z), y, por lo tanto:

ola) =w"a
para algin 7, en {0,1,..,m — 1}. Si 7 es otro elemento en Gal(L/K(w)), entonces:

(o7)(a) = o(w'a) =w" w7 a=w"""aq,
y asi o — T, es un homomorfismo sobre el grupo aditivo Z,, de enteros médulo m. Ademas 7, = 0 si y
s6lo si m divide a 7, esto es, siy s6lo si o(a) = «. El nticleo del homomorfismo o — 7, es la identidad en
Gal(L/K (w)), y entonces Gal(L/K (w)) es isomorfo a un subgrupo del grupo aditivo Z,,. De los ejemplos
A.7y A.8, deducimos que el grupo es ciclico.

Supongamos ahora que f(x) = 2™ — a es irreducible sobre K(w). Entonces, por Corolario 4.23 y
Teorema 3.38:

|Gal(L/K(w))| = [L : K(w)] =gdo(f(x)) = m,
y asi Gal(L/K(w)) & Z,,. Por otro lado, si f(z) no es irreducible sobre K(w), entonces tiene un factor
propio moénico irreducible g(z) tal que gdo(g(x)) < m. Si p es una raiz de g(z) en L, entonces:

m m—1

2™ —a= (o= p)(z —wp) - (- " p),
y con esto L = K (w, p) es un campo de descomposicién para f(z) sobre K(w). Luego:
Gal(L/K(@))| = [L: K(w)] =gdo(g(x)) < m,
. Gal(L/K(w)) es isomorfo a un subgrupo propio de Z,,. B

TEOREMA 5.16 Sea K un campo de caracteristica cero, sea m un entero positivo, y supongamos que
2™ — 1 se descompone completamente sobre K. Sea L una extensién ciclica de K tal que [L : K] = m.
Entonces existe a € K tal que 2" — a es irreduclible sobre K y L es un campo de descomposicién para
™ — a. Ademads, L se genera sobre K por una sola raiz de = — a.
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Demostracién. Aqui (en la notacién del teorema 5.15) K(w) = K. Sea 7 un generador del grupo
G =Gal(L/K). Ciertamente, cada raiz m-ésima de la unidad queda fija por todo automorfismo de G. De
donde Ny, /i (w) = w™ = 1. Del teorema 5.13 deducimos que existe un elemento z en L tal que w = z/7(2).
Entonces:

7(z) =w 'z, (5.12)
y se sigue facilmente que:
) =w e #£2, k=1,2,...,m—1. (5.13)
Asf:
LK (2)] = {t},

y, entonces, como L es una extension ciclica, (y, en consecuencia, por definicién, normal) podemos aplicar
el Teorema Fundamental (teorema 4.28) para obtener:

K(2) = ®(T[K(2)]) = ®({1}) = L.

De (5.12) concluimos que

y se sigue que:
k(zm) = 2™ para k =0,1,...,m — 1.

Luego z™ € ®(G) = K. Denotemos por a a 2. Entonces z es una raiz del polinomio 2™ — a en K|z|, y
en consecuencia el polinomio minimo g(z) de z sobre K es un factor de 2 — a. Como:

[K(z): K] =[L:K]=m,

el polinomio minimo g(x) debe ser ™ — a. De este modo ™ — a es irreducible sobre K. M4s aun, las
raices de ™ — a son los elementos:

wkz k=0,1,...,m—1,
todas pertenecientes a L, de aqui que L es un campo de descomposiciéon para ™ — a sobre K. B

TEOREMA 5.17 (Abel) Sea K un campo de caracteristica cero, sea p primo, y sea a € K. Si 2P — a
es reducible sobre K, entonces tiene un factor lineal  — ¢ en K[z].

Demostracién. Supongamos que f(x) = 2P — a es reducible sobre K, y sea g(x)(€ K|z]) un factor
monico irreducible de f(z) de grado d. Si d = 1, no tenemos nada que probar; supongamos, pues, que
1 < d < p. Sea L un campo de descomposicién para f(x) sobre K, y sea 8 una raiz de f(z) en L. Entonces
g(x) se factoriza en L[z] como:

9(x) = (z —w" B)(x —w™B) - (x —w"f), (5.14)

donde w es una raiz p-ésima primitiva de la unidad y 0 < n; < ng < ...,ng < p.
Supongamos que:
g(z) = 2% — by 1297+ (=1)%y; (5.15)

entonces, comparando (5.14) y (5.15), vemos que:
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by = writnettnagd — ngd (digamos)

De donde, como 8P = a :
bg — wnpﬁdp _ ﬁdp _ ad.

Como p es primo, d y p tienen maximo comun divisor 1, y asi existen, entonces, s y t tales que:
sd+tp=1.

Luego:
a=a*%a’? = bFa’? = (bja')?.

x — ¢ es un factor lineal de f(z),

donde ¢ = bja’ € K.1

EJEMPLO 5.18 Sea w una raiz sexta primitiva de la unidad. Mostrar que 2% — 3 no es irreducible
sobre Q(w). Describir el grupo de Galois de 25 — 3 sobre Q.

Solucidn. Las raices sextas de la unidad son:
1,—1,e5™/3 = 1/2(1 £ iv/3), /3 = 1/2(-1 + iV/3),
y asi, escribiendo €™/3 como w, deducimos que:
Qw) = Q(iV3).

Las raices primitivas de la ecuacién son w y w® = @. Es claro que, sobre Q(iv/3), el polinomio 2¢ + 3 se
descompone completamente como:
(2 +ivV3)(x® — iV3).

Pero supongamos que x° —i+/3 no es irreducible sobre Q(iv/3). Entonces tiene un factor lineal, y asf existe
a+ biv/3, con a,b € Q, tal que:

iV3 = (a+biv3)? = a® + 3a%biV3 — 9ab® — 3b%iV/3.

= a®—9ab?> =0, 3a%b—3b>=1.

Si a = 0, entonces —3b% = 1, lo cual no es posible para un racional b. De lo contrario, a®> — 96> = 0, y

asi a = £3b. Entonces:
27b% — 3b? =1,

y de nuevo esto no es posible para un racional b.

Las raices de 23 — iv/3 son:

rrw?, rwt.

El grupo de Galois consiste en los elementos o, 4, donde s € {0,2,4} y t € {1, —1}, definidos por:

s (1) = rw®, og4(w) = wt.
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Entonces:

Ost0uw(r) = asyt(rw‘l)

— ,rwswtu — rws—i—tu’

Us,tau,v(w) = Us,t(wv) = wtvy

y asi, médulo 6:
Os5,t0u,v = Osttu,tv-

Notemos que:
(021)> =041, (021)° =1, (09-1)° =1

Notemos también que:
02,100,-1 = 02,-1, 00,-102,1 = 04,-1 = 04,100,—1-

Escribiendo 03,7 como 3y 0g,—1 como «, obtenemos:
a?=p2=1, af=p%a=p""ta
El grupo asi obtenido tiene 6 elementos, y suele representarse como:

(afla? =B =aBa'p=1).1
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APENDICE

A. Grupos.

DEFINICION A.1 Un grupo G se llama ciclico si existe un elemento a € G tal que:

G ={d"n € Z}.

Si las potencias a™ son todas distintas, G es el grupo ciclico infinito. Si no, entonces existe el menor
m > 0 tal que a™ = e.

Observacién A.2 En el ultimo caso, el algoritmo de la divisién (para enteros) implica entonces que,
para toda n € Z, existen enteros g, r tales que:

a" =at"mt" = (a™)"a=a", 0<r<m-—1.

Es decir, G consta de las potencias de a : e, a,a?, ...,a™ !, el grupo ciclico de orden m. Tanto el grupo
ciclico infinito como el grupo ciclico de orden m son abelianos.

Observacién A.3 Dado G un grupo, para cada elemento a € G, el conjunto:
{a"|n € Z}
es un subgrupo, llamado el subgrupo ciclico generado por a,y denotado por {(a).
Sea G un grupo finito:

DEFINICION A .4 El exponente de G es el menor entero positivo, e(G), con la propiedad de que:

a®l@ =,

la identidad en GG, para toda a € G. El exponente siempre existe en un grupo finito: es el minimo comin
multiplo de los 6rdenes de los elementos de G. Como o(a)||G| para cada a, podemos deducir que e(G)||G|.

TEOREMA A.5 Sea G un grupo abeliano finito con exponente e(G). Entonces existe un elemento
a € G tal que o(a) = e(G).

Demostracién. Supongamos que:
e(G) =pi'py® - pi"s

donde p1,pa, ..., pr son primos distintos y ag, as, ..., > 1. Como e(G) es el minimo comin multiplo de
los érdenes de los elementos de G, debe existir un elemento h; cuyo orden es divisible por p{*, asi:

o(h1) = pi"q1, donde q1|p3? - - - pp*.



Sea g1 = hi'. Entonces, para toda m > 1, tenemos:
gi' = h",
y esto es igual a e si y s6lo si pJ* q1|mg1, esto es, siy sdlo si:
Py m.
o(g1) = pi"-
Similarmente, para i = 2, .., k, podemos encontrar un elemento g; de orden p;*. Sea :
a= 9192 -Gk,

y sea n = o(a). Entonces:
a" =g1gy gk =1,
(aqui es donde estamos usando la propiedad abeliana) y, por lo tanto:
g=9" 9"

Sea r = p5? - - - pp*. Entonces, como g; "" =1 para i = 2, ..., k, se sigue que g" = 1. Luego:

Pyt o,
y de aqui que, como p; y r son primos relativos:

Py In.

Del mismo modo, pi'*|n para i = 2, .., k, y deducimos que e(G)|n. Como, de la definicién de exponente,
también tenemos nle(G), concluimos que:

COROLARIO A.6 Si G es un grupo abeliano finito tal que e(G) = |G|, entonces G es ciclico. B

EJEMPLO A.7 Como el grupo (Z,,,+) consiste de los elementos 1,1+ 1,1+ 1+ 1,..., entonces, para
cada n > 2, es ciclico, generado por 1.

EJEMPLO A.8 Cualquier subgrupo de un grupo ciclico es ciclico.

Pues si G = (a) y H cualquier subgrupo propio de G, entonces a ¢ H, y existe el entero positivo més
pequeno m con la propiedad de que a™ € H. Si a™ € H, entonces m|n, pero n se puede escribir como:

gn+r, 0<r<m-—1,

a"=a"(a™)"9€ H,

asi, como m es minimo, se sigue que r = 0.
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H es ciclico, generado por a. B

B. Campos.

TEOREMA B.1 Sea f(x) un polinomio irreducible con coeficientes en un campo K.

i) Si K tiene caracterisitica cero, entonces f(z) es separable sobre K.
i1) Si K tiene caracteristica finita p, entonces f(x) es separable en caso de que sea de la forma:

bo + bia? + box® + - 4 by, z™P.

Demostracion. Sea:
f(@) =ao+arz+ - +aza”,

con gdo(f(z)) =n > 1, y supongamos que f(x) no es separable. Entonces f(x) y D, f(z) tienen un factor
comun d de grado al menos 1. Como f(x) es irreducible, el factor d debe ser un multiplo constante (un
asociado) de f(x) y éste sélo puede dividir a D, f(z) cuando:

D, f(z) =a1 + 2a2x + -+ nanpz™ !

es el polinomio cero. De donde:
a1 :2@2:...:71@”:0.

Si K tiene caracteristica cero, esto implica que f(z) es el polinomio constante ag y tenemos una contra-
diccién.

f(z) debe ser separable.
Supongamos ahora que la caracteristica de K es p. Entonces:
ra, =0
implica que a, = 0 si y s6lo si ptr. De donde los tinicos términos no cero en f(x) son de la forma:
app*?,

para k = 0,1,2, ... Escribiendo ay, como b, obtenemos la conclusién. Bl

DEFINICION B.2 Sean D, D’ dominios enteros, y sea ¢ : D — D’ un isomorfismo. La extension
candnica de ¢ es el isomorfismo @ : D[x] — D’[z] definido por:

Plao + a1z + -+ anz"™) = plao) + p(ar)z + - + p(an)z".
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