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Introduccion

Un ejemplo excepcional del razonamiento matematico tiene lugar en las pruebasF_-] matematicas.
La formalizacién de este tipo de razonamiento ha motivado el uso de las computadoras para mode-
larlo y automatizarlo en la medida de lo posible. Sin embargo, esta tarea requiere de la descripcion
explicita y precisa de los procedimientos involucrados en el razonamiento matematico. Esto es, todos
los pasos y reglas empleadas en los procedimientos deben ser explicitos y absolutamente especifi-
cados, sin que quede oculto o sobreentendido ningin elemento. En principio, todos los enunciados
matematicos pueden ser escritos en algun sistema formal, y la comprobacién de la validez de sus
demostraciones si bien deberia ser una verificacién sintactica simple, puede resultar tediosa. Es por
esto que la formalizacién de las matematicas se ha apoyado en la computacién, intentando dejar esa
labor de verificacién a sistemas computacionales, que sabemos son adecuados para ejecutar de forma
rapida rutinas sencillas, mondtonas y fastidiosas. En este momento es donde entran en juego tanto los
sistemas de demostracién automatica como los asistentes de pruebas, que si bien todos ellos persiguen
el mismo objetivo de la demostracion de teoremas y la construccion de sus pruebas matemadticas, los
mecanismos de funcionamiento para cada uno de ellos son distintos.

Por un lado, los demostradores automaticos de teoremas tienen como objetivo construir pruebas
de enunciados de forma automadtica y auténoma, y proporcionan un método rapido y fiable para la
verificacion de la validez de un argumento. Sin embargo, lo que sigue siendo dificil es convertir los
argumentos escritos en papel al lenguaje formal que emplea el demostrador, ademas de que la tarea
de decidir si el argumento es valido puede variar de ser un trabajo trivial a uno imposible.

Por otro lado, los asistentes de pruebas son herramientas disenadas para desarrollar demostra-
ciones formales a través de la colaboracion entre usuario y el programa. Estos asistentes de pruebas
contienen un verificador automatico en el nticleo de su implementacion, el resto del software da soporte
al desarrollo interactivo de pruebas formales, administrando los enunciados que deben ser demostra-
dos y las hipdtesis disponibles para ello; también proporcionan herramientas para resolver de forma
automadtica o simplificar ciertas metas. Algunos ejemplos de formalizacién y construccién de demostra-
ciones matematicas utilizando asistentes de pruebas, incluyen la verificacién del teorema de la curva de
Jordan y la demostracién de la conjetura de Kepler por Thomas Hales, la formalizaciéon del Teorema
fundamental del Algebra por Geuvers, Pollack, Wiedijk y Zwanenburg, la formalizacién constructiva
del Teorema fundamental del Calculo por Cruz-Filipe, y la demostracién del Teorema de los cuatro
colores por George Gonthier.

Esta tesis se sitia en el campo de la légica computacional y en este sentido su objetivo es rea-
lizar una aportaciéon a la formalizaciéon de las matematicas -en particular en la Légica- ofreciendo
una formalizacién de un sistema de deduccién natural para la l6gica modal intuicionista, asi como la
demostracién de diversas propiedades que éste cumple, todo esto utilizando precisamente un asistente
de pruebas. La decisién de abordar la légica modal intuicionista estd motivada por su interpretacion

'En esta tesis se emplea la palabra prueba como traduccién de la palabra en inglés proof.
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VI INTRODUCCION

computacional y sus aplicaciones (que mencionaré en breve). El objetivo de los siguientes parrafos es
ofrecer un breve panorama tanto del asistente de pruebas que utilizo en esta investigacién, como del
sistema 16gico del que me ocupo.

El asistente de pruebas empleado en esta investigacién es CoqQ [29]. Este sistema pertenece a
una gran familia de herramientas computacionales cuyo propdsito es proporcionar asistencia en la
demostracién de teoremas. COQ es un asistente de pruebas en el cual se pueden expresar especifica-
ciones y desarrollar programas que las satisfagan; también es un sistema en el que se pueden construir
demostraciones matematicas sobre una légica de orden superior. Estas pruebas se construyen de forma
interactiva con la ayuda de herramientas de busqueda automaética cuando es posible. Ademas, COQ
puede ser utilizado como un marco légico EL en el que se definen axiomas y reglas de inferencia de
nuevas logicas para desarrollar pruebas de teoremas sobre éstas.

Antes de entrar en la descripcién del sistema 16gico con el que trabajo, dedico unas lineas al intui-
cionismo, una de las tres principales corrientes identificadas en la filosofia de las matemadticas y que es
considerado como una forma de implementar el constructivismo en matematicas. El constructivismo
es el enfoque que toma la postura segin la cual todo objeto matematico es una construccién mental,
por lo que debe existir una forma o método para construirlo. Es por esto que el intuicionismo es
mas restrictivo que el razonamiento cldsico, por ejemplo, probar que la no existencia de un objeto
deriva un absurdo (¢ A =) , no equivale a probar la existencia del mismo; también rechaza la ley
del tercero excluido (¢ V —¢), pues ésta garantiza que alguna de las féormulas ¢ o —p es verdadera,
aun cuando no sea posible verificar cual de las dos férmulas se puede construir. Por lo tanto, en la
l6gica intuicionista mas alla de afirmar que un objeto existe, se estd obligado a construirlo o al menos
mostrar una prueba directa de él. Estas pruebas pueden ser formalizadas en algin sistema axiomaético
de deduccién formal o en algtn sistema de deduccion natural. En contraste con los sistemas deductivos
en estilo Hilbert, caracterizados por un conjunto de axiomas y pocas reglas de inferencia, los sistemas
de deduccién natural consisten en un tnico axioma y varias reglas de inferencia (también llamadas
reglas de derivacién); en esta tesis trabajaremos con este ultimo tipo de sistema deductivo.

La Deduccién Natural fue introducida por Gerhard Gentzen (para ahondar en la historia de la
Deduccién Natural se puede consultar [22]), con la motivacién de capturar formalmente la estructura
légica que tienen las argumentaciones deductivas que se llevan a cabo en el razonamiento humano, en
particular, en las demostraciones matematicas. La esencia de este enfoque consiste en considerar cada
conectivo légico por separado, proporcionandole un signiﬁcadolﬂ intrinseco.

A continuacién, describo brevemente la l6gica modal intuicionista (LMI). Inicio con unas palabras
sobre la nocién de modalidad. Una expresiéon u operador modal (por ejemplo: “Es posible que llueva
esta noche”, “Necesariamente, o el café esta frio o no lo estd”, “Ellas se reencontraran en el futuro” y
“El investigador sabe quién cometié el crimen”) se utiliza para caracterizar la verdad de un juicio o
una actitud proposicional (“Yo creo que hoy es Viernes”). En general, el término ldgica modal se utiliza
para referirse a cada uno de los miembros de una familia de l6gicas que comparten reglas de inferencia
(como la regla de Necesitacién y el Modus ponens) y que capturan el comportamiento de algin grupo
de operadores modales. Ejemplo de estas 1égicas, cada una abordando diferentes operadores modales
son: la légica dedntica que cubre las modalidades concernientes a los conceptos de obligacién y per-

2Es importante aclarar que cuando se habla de marco 16gico, hacemos referencia a lo que en inglés se conoce como
logical framework. El concepto de marco 16gico que se emplea en este trabajo no debe confundirse con marcos de Kripke
3Intuitivamente cada conectivo % esta definido de la siguiente forma: por la manera en que se prueba que una férmula
es verdadera si su conectivo principal es x (informacién que se refleja y corresponde a las reglas de introduccién), y por los
elementos o informacién que se obtienen al descomponer dicha férmula (lo cual corresponde a las reglas de eliminacién).
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miso, la logica temporal que representa y razona sobre proposiciones calificadas en términos de tiempo,
y la logica epistémica que da un tratamiento formal a las nociones de conocimiento y creencia. La
l6gica modal estrictamente hablando, es el estudio del comportamiento deductivo de las expresiones
“es necesario que” y “es posible que”. Esta tesis trata exclusivamente sobre este sistema en donde los
simbolos O y < representan los operadores modales de necesidad y posibilidad.

La légica modal intuicionista (LMI) es entonces una extensién de la légica intuicionista (construc-
tiva) que estudia el comportamiento de alguna interpretacién de los operadores modales. Las 1égicas
modales constructivas junto con las teorias de tipos se han vuelto relevantes para las ciencias de la
computacion, tanto en sus fundamentos tedricos como en sus aplicaciones.

Algunos ejemplos de aplicaciones de la légica modal intuicionista en ciencias de la computacién
se encuentran en los siguientes trabajos: el desarrollo de la captura de una nocién de bisimilitud de
procesos divergentes por Stirling en [26], el empleo de una légica modal intuicionista para razonar
sobre el comportamiento de circuitos légicos por Fairtlough y Mendler en [I1], y el uso de una versién
intuicionista de la l6gica modal S4 para definir un lenguaje de programacién con constructores de
tiempo ligados por Davies y Pfenning en [23].

Como es sabido, existen diferentes concepciones formales de la l6gica [I] por ejemplo: la sintéctica,
la semantica y la estructural. La primera de ellas es la que constituye hoy en dia lo que conocemos
como Teoria de la demostracion, la segunda conforma la teoria de modelos y la tercera es un enfoque
que pretende caracterizar un sistema formal por medio de las reglas estructurales que cumple. Este
ultimo enfoque estd inspirado en los trabajos de consecuencia logica de Tarski y aquellos sobre deduc-
cién natural de Gentzen.

Existe una estrecha relacién entre la formalizacién de las matematicas, las pruebas constructivas
y la teoria de la demostracién, esta ultima vista como el estudio de los sistemas deductivos y sus
propiedades. Una rama de la teoria de la demostracién, conectada estrechamente con la tercera con-
cepcion de la logica citada en el parrafo anterior, la llamada teoria de la prueba estructural, se encarga
del estudio de propiedades estructurales de sistemas deductivos; esto es relevante en areas de la com-
putacién como la deduccién automatica. Es también bajo este enfoque de la teoria de la demostracién,
en que se desarrolla esta tesis, por lo que el planteamiento y tratamiento de los conceptos son de
naturaleza sintéctica.

La presente investigacién se sitiia por lo tanto, en el centro de la teoria de la prueba estructural
y desde esta perspectiva aborda una légica modal intuicionista a través de un sistema de deduccién
natural, su formulacién mediante secuentes y la demostracién de sus propiedades. En particular se
trata de una légica minimal en la que, como se observard, el operador de negacién no es necesario. En
el articulo de Pfenning y Davies [24] se hace un andlisis de los fundamentos de la 16gica modal intui-
cionista, empleando la metodologia de Martin-Lof, que consiste en hacer una distincién entre juicios
y proposiciones. Esto da pie a un sistema de deduccién natural para la 16gica modal intuicionista (al
que he nombrado DLMI) y el cual es la base de este trabajo.

El objetivo principal de esta tesis es ofrecer una formalizaciéon y demostracion de propiedades
del sistema DLMI en el asistente de pruebas coQ. Cabe mencionar que tanto la formalizacién co-
mo la demostraciéon de propiedades no son un trabajo trivial. En primer lugar se debe proponer una
representacion de la légica modal intuicionista en el lenguaje del asistente de pruebas. En segundo
lugar hay que construir la demostracién de propiedades del sistema de deduccién. En particular, de-
mostrar propiedades estructurales como contraccion, debilitamiento e intercambio, conlleva a verificar
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propiedades bésicas que se dan por entendidas en las demostraciones en papel, pero que en la for-
malizacién en el asistente de pruebas deben ser enunciadas y formalizadas. Ejemplo de éstas son las
propiedades de equivalencia de contextos, propiedades de conjuntos e igualdad de elementos.

En [24], Pfenning y Davies no especifican cudl es la légica subyacente al sistema de deduccién con
el que se trabaja. Asi uno de los retos de este trabajo es identificar a través de la demostracién de
diversas propiedades y axiomas, de qué logica se trata.

Esta tesis estd organizada de la siguiente forma: en el primer capitulo expongo dos temas que per-
miten apreciar la dificultad de formalizar de forma directa, la 16gica modal (en nuestro caso particular,
intuicionista) sobre un marco légico (CoQ). Presento un breve panorama de los marcos 16gicos, en
donde se aclara que éstos son adecuados para la codificaciéon de formalismos de deduccién natural,
por lo que resulta complicado implementar de forma directa, una légica como la modal intuicionista.
Después abordo el tema de la légica modal y el teorema de la deduccién, indico que hablar de la
invalidez de este teorema en légica modal es incorrecto, pues los argumentos a favor de la invalidez
estan basados en una interpretacion incorrecta de este teorema.

En el segundo capitulo desarrollo el sistema de deducciéon natural para la 1égica modal intuicionista.
Se inicia con la formulacién de los fundamentos de la LMI, utilizando la metodologia de Martin-Lof;
se presentan los conceptos de juicio hipotético, juicio categorico, derivacion o prueba y la definicion
de las modalidades de necesidad y posibilidad. Se presenta el sistema de deduccién y se demuestra que
cumple las propiedades estructurales usuales de contraccién, debilitamiento e intercambio, asi como
un teorema de sustitucién.

En el capitulo cuatro, se encuentra el desarrollo de la formalizacién de la logica de la que se ha
hablado, en el asistente de pruebas C0Q. Primero se presentan los aspectos generales de los asistentes
de prueba para después hacer una breve introduccién a COQ y sus caracteristicas. Se contintda con
el analisis de la formalizacion del sistema de deduccién, presentando fragmentos de codigo de la im-
plementacién, con los cuales se va explicando la forma en que trabaja el asistente de pruebas; por
supuesto, se abordan propiedades que cumple el sistema y presento sus demostraciones.

Para finalizar esta investigacién, presento una seccién de conclusiones y trabajo a futuro. En este
capitulo se encuentran de forma resumida los resultados obtenidos, en particular, se responde a la
pregunta de a qué légica corresponde el sistema de deduccién con el que se ha trabajado. También se
pone sobre la mesa la semantica de la 16gica que subyace al sistema de deduccién. Dicha seméantica
causoO interés durante el desarrollo de esta tesis, y se plantea como una de las posibles lineas de
investigacion sobre trabajo futuro.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presentan, antes de entrar de lleno al sistema de deduccién natural y su for-
malizacién, dos temas importantes: Marcos logicos y el Teorema de la Deduccién en logica modal.
En el capitulo anterior se ha dicho que el objetivo de este trabajo es desarrollar una formalizacién de
un sistema de deduccion natural para la légica modal intuicionista en CoQ; lo que significa que se
empleara este asistente de pruebas como un marco légico, en el que se codificard la especificacion del
sistema deductivo para asi poder construir pruebas de teoremas y propiedades del mismo.

A través de las siguientes secciones, se busca exponer los motivos por los cuales la 16gica modal se
considera dificil de formalizar de forma directa en un marco légico.

1.1. Marcos légicos

Un marco légiCOEI se define como un metalenguaje para la especificacion y verificacion de sistemas
deductivos. Los sistemas deductivos son sistemas formales dados a través de axiomas y reglas de infe-
rencia que definen juicios derivables. Son herramientas comunes en légica matematica y ciencias de la
computacion y se utilizan para especificar, desde diferentes logicas, teorias légicas, hasta aspectos de
lenguajes de programacién como los sistemas de tipos, la semantica operacional, maquinas abstractas
o compilacién. Los marcos 1égicos estan sujetos a los mismos principios de diseno que los lengua-
jes de programacién. Deben ser simples y uniformes, proporcionando medios concisos para expresar
los conceptos. También deben poder estructurar grandes especificaciones, verificando que sus compo-
nentes sean concordantes. Finalmente deben detectar de forma estdtica, expresiones que no estan en
el lenguaje y carecen de sentido. Pero también hay aspectos que se deben garantizar y que los carac-
terizan como marcos légicos, dos de los mas importantes son: en primer lugar, una implementacién
debe ser capaz de verificar deducciones de validez respecto a la especificacién de un sistema deductivo;
en segundo lugar, debe ser posible demostrar que las representaciones de los sistemas deductivos en el
marco légico, son suficientes y adecuadas, de tal forma que se pueda garantizar que las derivaciones
formales son correctas.

Histéricamente, la primera implementacién de un marco légico fue Automath [20] y sus diversos
lenguajes, que se desarrollaron a finales de los anos sesenta y principios de los setenta. El objetivo del
proyecto era proporcionar una herramienta para la formalizacién y automatizacién de las matematicas
que fuera lo més general posible, es decir, que estuviera ligada lo menos posible a cualquier conjunto
de reglas para la légica o fundamentos de las matematicas. También se buscaba que la forma en la que

'Es importante aclarar que cuando se habla de marco ldgico, hacemos referencia a lo que en inglés se conoce como
logical framework. El concepto de marco légico que se emplea en este trabajo no debe confundirse con marcos de Kripke.
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el material matematico fuera presentado en el sistema, correspondiera a la forma usual en la que se
escriben las matematicas. Durante el progreso de este proyecto, se observo que la légica que subyace
a un desarrollo matematico particular es parte integral de su formalizacién.

Muchas de las ideas de los lenguajes desarrollados para Automath se pueden ver plasmadas en
los sistemas modernos. A principios de los afios ochenta, la importancia de las teorias constructivas
de tipos para las ciencias de la computacién fue reconocida a través del trabajo del pionero Martin
Lof [19]. Por un lado, esto condujo a una serie de sistemas para las matemdticas constructivas y la
extraccion de programas funcionales a partir de las demostraciones constructivas; por otro lado, in-
fluy6 fuertemente el diseno del marco légico Edinburgh, que se desarrollaba a la par de marcos 16gicos
(en forma de demostradores de teoremas) basados en légica de orden superior y resolucién binaria,
asi como lenguajes de programacién logicos. Més tarde los enfoques de programacion légica y teoria
de tipos se combinarian en un nuevo lenguaje para ELF (Edinburgh logical framework).

A mediados de los anos noventa, surgieron implementaciones de marcos logicos basadas en defini-
ciones inductivas, definiciones inductivas parciales, l6gica de reescritura y sistemas deductivos etique-
tados. Desde entonces un nimero considerable de marcos légicos se han propuesto e implementado
para diferentes propésitos; ejemplo de ello sonE]: MAUDE, TWELF, P1, ISABELLE, COQ, LEGO, ELAN,
etc.

Los marcos légicos son adecuados para la codificacion de formalismos de deduccién natural. En
particular, la légica modal se considera dificil de implementar de una forma directa. Encontramos en
la literatura implementaciones de la légica modal en marcos como ELF e Isabelle. Sin embargo, o bien
siguen el estilo Hilbert [I8] o son muy especializadas [4] y su correccion es sutil.

1.2. Légica modal y el Teorema de la Deduccién

A continuacién presentamos una breve discusién (basada en lo expuesto en [16]) de la razén por la
cual es complicado abordar la légica modal mediante un sistema de deduccién natural: la validez del
teorema de la deduccion. Se empleard la notacion de secuentes, los cuales son expresiones de la forma
I' F A y se interpretan como: la férmula A se deriva a partir del conjunto de férmulas I'.

El teorema de la deduccién es un metateorema en légica matemaética que establece que si una
féormula B puede ser derivada a partir del conjunto de férmulas I"' U { A}, entonces A — B se puede
derivar a partir de I'. Lo anterior se representa en términos de secuentes como:

SiI';) A- B entoncesI' - A — B

Los sistemas de Hilbert estandar para la légica modal, por lo general se componen, ademés de
los esquemas axiomaéticos, de dos reglas de inferencia: modus ponens y la regla de necesitacién. Se
afirma en distintas fuentes [25], [12], [8], que el teorema de la deduccién, en la forma en la que se
formula usualmente, no es valido en légicas modales que contienen la regla de necesitacién: a partir de
A se infiere OA. Al analizar los argumentos que afirman la invalidez del teorema de la deduccién en
légicas modales, todo indica que el problema surge al interpretar de forma inadecuada la derivabilidad
a partir de un conjunto de férmulas, en un sistema axiomdatico. Los siguientes parrafos exponen dos
de estas interpretaciones inadecuadas.

2En [28], el lector puede encontrar una lista extensa de marcos lgicos, desde los precursores como AUTOMATH hasta
los contemporaneos como COQ e ISABELLE.
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La primera interpretacion errénea afirma que la regla de necesitacién

A
——  admite la derivacion A FOA.
OA
Sin embargo, A — OA no es un teorema, invalidando asi el teorema de la deduccién. Este razona-
miento resulta sospechoso pues las presentaciones de la regla de necesitacién que encontramos en los
libros de texto [9], enfatizan que el significado de esta regla es: - OA siempre que + A, o lo que es lo
mismo, si A es un teorema entonces OA también lo es.

Otra interpretacion errénea consiste en entender la derivabilidad a partir de un conjunto de férmu-

las en un sistema axiomatico, como la adicion de éstas al conjunto de axiomas. Supdngase que se
quiere demostrar que A — OA en algin sistema axioméatico modal, en el que se cumple el teorema de
la deduccion, a partir del secuente A - OA. Si se agrega A a la lista de axiomas, entonces se puede
aplicar la regla de necesitacién y concluir OA a partir de A, es decir A — OA. Sin embargo, esto es
incorrecto.
En los sistemas de Hilbert tradicionales, no hay nocién de supuestos (suposiciones) que no sean un
axioma, y en las reglas de inferencia siempre se tienen axiomas o teoremas como premisas, lo cual
garantiza la correccién de la regla de necesitacion. De aqui que, si se consideran las hipdtesis como
axiomas y se emplea la regla de necesitacién sin restricciones, se puede inferir OA a partir de A, y la
formulacion del teorema de la deduccion, falla.

Melvin Fitting en [I3] propone hacer una modificacién a la nocién de derivabilidad de tal forma
que se realice una distincién entre dos tipos de premisas, de tal forma que la regla de necesitacién se
aplique so6lo a uno de estos tipos. Se distingue entre premisas globales y premisas locales: las primeras
son los esquemas axiomaticos o bien verdades tautolégicas obtenidas a partir de los axiomas; las se-
gundas se refieren a verdades contingentes. La regla de necesitacion debe ser aplicada tnicamente a
premisas globales, no locales.

La idea anterior se refleja en la siguiente definicién de derivabilidad expuesta en [I3] pero expresada
con la notacién de secuentes que se utiliza a la largo de esta tesis:

Definicion 1. Sea L un conjunto de esquemas de axiomas para una légica modal, S y U conjuntos
de formulas (donde los elementos de U no son aziomas), y F una formula que no es un axioma.
La férmula F es derivable (en L) a partir del conjunto S de premisas globales y del conjunto U de
premisas locales, si hay una secuencia de secuentes -resultado de aplicaciones de reglas de derivacion-
que termina en F.

En la parte global cada formula es una instancia de un miembro de L, un miembro de S o se obtiene a
partir de formulas de estos conjuntos por modus ponens o necesitacion. En la parte local cada formula
es una instancia de un miembro de L, un miembro de U, o se obtiene a partir de formulas de estos
conguntos por modus ponens (la regla de necesitacion no estd permitida en esta parte).

Si F es derivable a partir de los conjuntos S y U se representa como S; U F.

Con esta definicion, de acuerdo al planteamiento de Fitting, se rescata el teorema de la deduccién.

Dado que en la l6gica modal intuicionista con la que se trabajara es necesario que se valga la regla
de necesitacién, es importante tener cuidado en su formalizacién. Una de las motivaciones para utilizar
un sistema de deduccién con contextos (hipétesis localizadas) y no un sistema etiquetado, es que los
contextos permitiran un manejo sencillo de los conjuntos de premisas globales y locales.
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Ademsds en la seccién se ha mencionado que los marcos 16gicos son adecuados para la codifi-
cacién de formalismos de deduccién natural, aquellos cuya metateoria no se aleja de la metateoria del
marco légico, una razén mds para emplear un sistema con contextos pues como ya se ha indicado, el
marco logico a utilizar es CoQ. En el siguiente capitulo se muestra un sistema de deduccién natural
con contextos para la légica modal intuicionista, que satisface el teorema de la deduccion, entre otras
propiedades.



Capitulo 2

Deduccién Natural para la Logica
Modal

En este capitulo se presenta y discute el sistema de Deduccién Natural para la légica modal intui-
cionista, propuesto por Frank Pfenning y Rowan Davies en [24]. La idea central es seguir la metodologia
de Martin-Lof, la cual propone hacer una distincién entre juicios y proposiciones. A partir de ésta se
formula el significado constructivo para las modalidades de necesidad y posibilidad, el cual da pauta
a un sistema de deduccién natural.

2.1. Juicios y proposiciones

Martin-Lof proporciona fundamentos para la légica basados en una distinciéon entre juicios y
proposiciones. Establece que juzgar es conocer y un juicio evidente es un objeto de conocimiento,
de tal forma que una prueba o demostracién es lo que hace a un juicio evidente.

Se trabaja principalmente con juicios de la forma A es una proposicion o A es verdadera, para éste
ultimo suponiendo que A es una proposicién. Bajo esta idea, se interpreta que el hecho de saber que
A es una proposicion, significa que se conoce aquello que verifica a A. Por otro lado, saber que A es
verdadera significa que se sabe cémo verificar A.

En la caracterizacién de la légica por medio de juicios, se utilizan dos reglas por cada conectivo u
operador; estas reglas son conocidas como de introduccién y de eliminacién en los sistemas de Deduc-
cién Natural introducidos por Getzen en 1935. El significado de una proposicién estd dado por aquello
que cuenta como una verificacién de la misma, es decir, se obtiene de los objetos que son utilizados
para demostrarla, lo cual se refleja en las reglas de introduccién que permiten concluir cudndo una
proposicion es verdadera; estas reglas de introduccion se complementan con las reglas de eliminacién
que proporcionan una forma de obtener informacién al descomponer una proposicion.

Hasta ahora hemos mencionado los juicios de la forma A es una proposicion y A es verdadera, sin
embargo, éstos no son suficientes para demostrar el esquema correspondiente a la implicacién, puesto
que nos gustaria afirmar que A — B es verdadera si siempre que A es verdadera B también lo es.
Para esto se introducen a continuacion, los juicios y pruebas hipotéticas. El esquema general de un
juicio hipotético es

P A |

el cual expresa que se deriva J asumiendo verdaderas cada una de las hipétesis del conjunto{.J1, ..., J,},
es decir tenemos J a partir de las hipotesis J; hasta J,. En una prueba hipotética del juicio anterior,
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podemos utilizar cada una de las hipétesis J; dandolas por hecho; en consecuencia podemos sustituir
una derivacién arbitraria de J; para obtener un juicio que no depende de J;. La forma particular del
juicio hipotético que necesitamos es

Aqjverdadera, ..., A, verdadera - A verdadera

El principio de sustitucién para esta forma de juicios con hipétesis se formula como sigue:

Principio de sustitucion sobre hipétesis verdaderas
Si T, AverdaderatJ y TI' Awerdadera entonces Tk J

En el desarrollo del presente trabajo nos interesaremos particularmente en los casos donde el juicio
J es de la forma C verdadera, por lo que en un secuente que deriva el juicio J escribiremos C en vez
de C verdadera. Asimismo, cuando se hace explicita una férmula de la lista de hipdtesis, escribiremos
A en vez de A verdadera.

Existen juicios que no dependen de hipotesis que afirman la verdad de proposiciones, es decir,
juicios que son ciertos independientemente de cualquier conjunto de hipdtesis verdaderas, a éstos les
llamaremos juicios categéricos. A continuacion se introduce el juicio de que A es vélida, que se denota
por A wvdlida, presuponiendo que A es una proposicién. La evidencia para la validez de A es la evidencia
incondicional de A, lo cual se refleja en la siguiente definicién:

Definicion de validez:

1) Si-F A entonces A vdlida
2) Si A wvdlida entonces I' = A

es decir, A es vélida si es derivable a partir de un conjunto vacio de hipédtesis, ademaés si A es vélida
entonces es verdadera bajo cualquier contexto. El siguiente paso es incorporar hipétesis de la forma
A wvdlida en los juicios hipotéticos, dado que el orden es irrelevante, se separan hipotesis verdaderas de
vélidas, obteniendo el siguiente esquema

B wvdlida, . .., By, vdlida | Aj verdadera, ..., A, verdadera = A verdadera

En lo que resta de este trabajo emplearemos A para representar un conjunto de suposiciones vali-
das y I un conjunto de suposiciones verdaderas, por lo que cuando se trata de hipdtesis, escribiremos
unicamente la proposicién que se supone es verdadera o valida. En cuanto al consecuente del juicio,
se hace la restriccién de probar elementos de la forma A werdadera; esto es posible pues A wvalida
esta definido directamente en términos de verdad.

El significado de los juicios categodricos recae en el principio de sustitucion general:
Si A, B+FJ y AFB entonces A FJ

Como ya se ha dicho, se concluirdn unicamente juicios de verdad, por lo que reescribiendo la
primera parte y agregando hipétesis verdaderas, obtenemos la siguiente version del principio de
sustitucién sobre hipdtesis validas, utilizada en el resto de esta tesis:

Si A/B|T'+FJ y A | -FB entonces A | I'FJ

Obsérvese que el principio de sustitucion no es visto como una regla de inferencia, sino que define
una propiedad sobre los juicios hipotéticos que se utiliza en el disefio del sistema formal.
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2.2. Sistema de Deduccién Natural
Debido a que diversas aplicaciones de la légica modal inicamente requieren del concepto de necesi-
dad, el sistema que se presenta a continuacién, incluye reglas de introduccién y eliminacién para el

conectivo de implicacién y el operador de necesidad.

La primera regla que se presenta, es la regla general para el uso de hipétesis:

AT ATFa4 (Hop)

La regla tHyp afirma que de suponer A verdadera, se deriva que A es verdadera. En lo que a
las hipdtesis validas se refiere, también se tiene una regla del uso de éstas, expresada en términos de
verdad y cuya forma se justifica a partir de la definiciéon de validez. La idea detras de la regla vHyp
es la siguiente: si B pertenece a un conjunto de hipétesis validas, entonces a partir de este conjunto
se deriva la validez de B, por definicién, sabemos que si B es vélida entonces se deriva B verdadera
a partir de cualquier conjunto de hipétesis verdaderas pero del mismo conjunto de hipdtesis validas,
a partir de las cuales se derivé B valid. Como las reglas de inferencia tienen la restriccién de derivar
Unicamente juicios de verdad, la regla del uso de hipétesis validas queda como sigue:

H
AB,AN |TFB (vHyp)

Ahora se explica el significado de la implicacién, el cual estda dado por aquello que cuenta como una
verificacion de ésta. Decimos que A — B es verdadera, si suponiendo que A es verdadera B también
lo es:

A|T,AFB D)
A|THA—B

Por otro lado, si se sabe que A — B es verdadera, es decir que B es verdadera bajo la hipdtesis
A (por el significado de la regla de introduccién de la implicacién), y también se tiene una evidencia
de la verdad de A, se puede utilizar ésta evidencia para descargar la hipdtesis y obtener asi evidencia
para la verdad de B:

A|TFA>B A|THA
A|TFB

(= E)

FEl siguiente paso es incorporar los juicios categoricos asi como la definicién de validez, de tal forma
que se logre expresar la regla de necesitacion de forma correcta. Se puede considerar que las hipotesis
Ajverdadera, ..., A, verdadera , describen el conocimiento de un mundo dado. También se puede
interpretar que el juicio A vdlida , expresa que A es verdadera en un mundo del que no sabemos na-
da. En otras palabras, A es necesariamente verdadera. Obsérvese que al verificar la verdad de A sin
presuponer conocimiento alguno, se puede hablar de verdad necesaria.

Escribiremos [JA para representar la proposicion que expresa que A es valida. La regla de intro-
duccién permite concluir la verdad de (JA a partir de la validez de A:
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Al FA

Arrroa Y

Por otro lado, la regla de eliminacién correspondiente no es tan sencilla de construir; la regla pro-
puesta sigue el esquema de las reglas usuales para la eliminacién de la disyuncién o la cuantificacién
existencial: el conocimiento de que [JA es verdadera nos permite asumir que A es vélida, de aqui que

la regla se formula como sigue:

A | THOA AA|TFC
A|[TFC (OE)

El sistema de deduccién natural (al que nombraremos DLMIy) queda definido como sigue:

Proposicion A i=wvarP | A—- A | OA

Variable proposicional ~— varP =Py | P | ... | Py,
Hipdtesis verdaderas = -|T,A
Hipdtesis vdlidas Az= | AJA

Se adoptara la convencién usual de que la implicacién se asocia a la derecha, de tal forma que
A — B — C se entiende como A — (B — C).
Los conjuntos de hipotesis verdaderas y validas se combinan en el juicio hipotético de la forma
A|TFHA

sujeto a las siguientes reglas de inferencia:

(tHyp)

A[T,AT'FA

AJTFASB AITEA o

A|T,AFB >
A|TFASB A|TFB
AB,N |TFB (vHyp)
Al-FA A|THDOA AA|TFC
(O A|TFC (DE)

A | TFOA
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Observe el lector, que el operador de negacién en este sistema de deduccion, no existe, por lo que
en realidad trabajamos con una légica minimal, atin cuando se podria definir la negacién intuicionista
de la manera usual, es decir como -4 = A — 1. Sin embargo, dado que las modalidades de necesidad
y (mas adelante) posibilidad se definen independientemente una de la otra, es decir no se consideran
duales y el razonamiento requerido por el asistente de pruebas COQ es estrictamente constructivo, la
negacion resulta irrelevante.

Se introduce a continuacién la nocién de derivacion de un juicio.

Definicién 2. Una prueba o derivacién II de un juicio J =gy A | I' = A es una secuencia finita
de juicios 11 = (J1, ..., Jg) tal que J, = J y para cada 1 < i < k se cumple alguna de las siguientes
condiciones:

» J; es una instancia de la regla (tHyp).
» J; es una instancia de la regla (VHyp).

= J; es la conclusion de una instancia de alguna de las reglas de inferencia cuyas premisas son
Jiyy ooy i, conly, .. 0, <1

Decimos que un juicio J es derivable (demostrable) si existe una derivacion de J.

Ejemplo 1. El juicio - | - F OA — A es derivable. (Azioma T)
1. - | ODAFOA (tHyp)
2. A |OAFA (vHyp)
3. - |OAFRA OF 1,2

-_R

| - FOA— A

Donde la secuencia de juicios enumerados del 1 al 4, son una prueba o derivacion del juicio
| - FOA— A, porlo que se afirma que es derivable.

Ejemplo 2. El juicio - | - - 0A — OOA es derivable. (Azioma /)
1. A|-FHA (vHyp)
2. A |- -FOA (OI 1)
3. A | OA+DODA (oI 2)
4. | OA FOA (tHyp)
5. | OA F0OOA (OF 4,3)
6. | - -0A— 0OOA (— I b5)
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Donde la secuencia de juicios enumerados del 1 al 6, son una prueba o derivacion del juicto
| - FOA — OO0A, de aqui que el juicio es derivable.

Ejemplo 3. El juicio - | - FO(A— B) —

~

AA-B | -FA

A/ A-B | -FA—B

A A—-B | -+B

A, A— B | O(A— B),0A +0OB
A | O(A— B),0A +F0O(A— B)

)
A | O(A— B),0A 0B
| O(A— B),0A FDOA
)

| O(A — B),0A OB

© % RS o

| O(A— B) FOA — OB

~
S

| - +FO(A— B)— (0DA— OB)

(0A — OB) es derivable. (Azioma K)

(vHyp)
(vHyp)
(— E 2,1)
(01 3)

(tHyp)

(OFE 5,4)
(tHyp)

(OE 7,6)
(— I 8)
(

—19)

Donde la secuencia de juicios enumerados del 1 al 10, son una prueba o derivacion del juicio
| - =0(A— B) = (BA — OB), por lo que es derivable.

De los ejemplos 1, 2 y 3, se observa que los axiomas de la l6gica modal conocidos como axioma T, 4
y K, que corresponden al sistema modal S4, se pueden demostrar dentro de este sistema de deduccién

natural.

Proposicién 1. FEl sistema de inferencia DLM Iy satisface la ley de intercambio:

Si A|T,A, B, T"+C entonces A |T,B, A, T"FC

Demostracion. Por induccién sobre la estructura de la derivacién del juicio A | T, A, B, I+ C' .

» (tHyp) Dado que el juicio A | T, A, B, I+ C se obtuvo como instancia de la regla tHyp, se

tienen dos casos:

1. A=C o B=C

De aqui que, por la regla de tHyp se tiene que A | T, B, A, "+ C .

2. Si no ocurre el punto anterior entonces 3I'1,I's tal que I' =T'1,C, ' 0 bien IV =T'1,C,T's,
al aplicar la regla tHyp se concluye A | T, B, A, I+ C .

» (vHyp) Como el juicio A | T, A, B, I" F C se obtuvo como instancia de la regla vHyp, se

tiene que JA1, Ag tal que A = A1, C, As.

Empleando la regla vHyp concluimos que A | T, B, A, "+ C.
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(— I) Puestoque A | T, A, B, I"F C esla conclusién de la instancia de la regla de introduc-
ci6n de la implicacién, establecemos C' = C; — C5. Se sabe entonces que A | I', A, B, IV ,C +
C5 , por hipétesis de induccién se tiene que A | T, B, A, TV, Cy F Cs , que al aplicar la regla
de (= I)setiene A | T, B, A, I"FCy = Cy,estoes A | T, B, A, T"+C .

(— E) Dado que el juicio A | T, A, B, I'+ C se obtuvo como instancia de la regla (— E), se
sabe que existe D talque A | T, A, B, I"-D —-C yA |T, A, B, I+ D, por la hipdtesis
de induccién se tiene que A | T, B, A, I+ D —-C yA | T, B, A, I"+ D . Aplicando la
regla de (— E), se concluye que A | T, B, A, "+ C

(OI) Alser A | T, A, B, I+ C la conclusién de la instancia de la regla (O7), establecemos
C = 0OC). Se sabe entonces que A | -+ Cy , aplicando la regla (O ) se deduce
A|T,B,A, I"tOC) ,esdecir A | T, B, A, T"+C.

(OFE) Dado que el juicio A | T, A, B, I+ C se obtuvo como instancia de la regla (O E), se
sabe que existe D talque A | T, A, B, I'+0D yA,D | T, A, B, '+ C , por la hipdtesis
de induccién se tiene que A | T, B, A, I"'+0D yA;D | T, B, A, I+ C . Aplicando la
regla de (OF), se concluye que A | T, B, A, T"+C .

O
Proposicion 2. FEl sistema de inferencia DLM I satisface la ley de contraccion:
Si A|T,A, A, T'"+C entonces A | T, A, T'+C
Demostracion. La demostracién se construye por induccién ( similar a la demostracion de la
Proposicién 1) sobre la estructura de la derivacién del juicio A | T, A, A, TV F C' . ]

Proposiciéon 3. FEl sistema de inferencia DLM I satisface la ley de debilitamiento :

Si A| T, TVFC entonces A | T, B, T"+C

Demostracion. Por induccién sobre la estructura de la derivacién del juicio A | I, TV C .

(tHyp) Puesto que el juicio A | T', T" F C' se obtuvo como instancia de la regla (tHyp), sucede
que dI't,T's tal que I' =T'1,C, Ty o0 bien IV =T'1,C, T's.

Cumpliéndose cualquiera de ambos casos, considerando el conjunto de hipdtesis verdaderas
I, B, I y al aplicar la regla (tHyp) se concluye A | T, B, "+ C'.

(vHyp) Como el juicio A | T, TV F C' se obtuvo como instancia de la regla (vHyp), se tiene que
JA1, Ay tal que A = Aq, C, Ag, empleando la regla de (vTyp) concluimos que A | T, B, I+
C.

(— I) Puesto que A | T', IV C es la conclusién de la instancia de la regla de introduccién
de la implicacidn, establecemos C' = C7 — Cy. Se sabe entonces que A | T, TV, C; = Cs , por
hipétesis de induccion se tiene que A | T, B, I, C; F Cy , que al aplicar la regla de (— I) se
tiene A | T, B, I"FCy = Cy ,estoes A | T, B, " C'.

(— E) Dado que el juicio A | T, T+ C se obtuvo como instancia de la regla (— F), se sabe
que existe D talque A | T, T+ D = C y A | T, T'+ D , por la hipdtesis de induccién se tiene
que A | T, B, I'F-D—=C yA | T, B, It D . Aplicando la regla de (— FE), se concluye que
A|D,B,T'FC.
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» (OI) Alser A | T, TV + C la conclusién de la instancia de la regla (O7), establecemos C = O C.
Se sabe entonces que A | -+ Cy , aplicando la regla (O7) se deduce A | T', B, IV OC , es
decir A | T, B, T"+C .

» (OF) Dado que el juicio A | I', I = C' se obtuvo como instancia de la regla (O E), se sabe que
existe D tal que A | I, T+ 0OD y A,D | I, TV + C , por la hip6tesis de induccién se tiene
que A | T, B, I"+0D yA,D;| T, B, I+ C . Aplicando la regla de (OF), se concluye que
A|T,B,T'FC .

O]

Proposicion 4. FEl sistema DLM Iy también satisface las leyes estructurales andlogas, sobre los
contextos de formulas vdlidas:

s Intercambio

Si AyA, B, A" | THC entonces A, B, A, A" |T+C

= Contraccion

Si AyAJ A, A THC entonces A, A, A" |THC

= Debilitamiento:
Si A, A" | THC entonces A, B, A" |T+C

Demostracion. Estas propiedades se demuestran por induccién estructural, de manera andloga a las
demostraciones de las proposiciones 1, 2 y 3.
O

Teorema 1. Sustitucién: FEl sistema de inferencia para la l6gica modal DLM Iy satisface el si-
guiente principio de sustitucion:

Si A|THFA y A|T,A, T"FC entonces A |T,T'+C
Demostracion. Por induccién sobre la estructura de la derivacién del juicio A | T, A, TV C' .

» (tHyp) Dado que el secuente A | ', A, T” - C se obtuvo como instancia de la regla tHyp,
tenemos dos casos:

1. A=C
Por hipétesis sabemos que A | T'H A | por lo que A | T;T"F A dado que A = C sucede
AT, FC.

2. Si A # C entonces sucede que dI't, 'y tal que I; TV =T, C, Ty .
Por la regla de (tHyp) se sigue que A | I',T"+ C'.

» (vHyp) Como el secuente A | T, A, TV F C se obtuvo como instancia de la regla (vHyp),
se tiene que JAj, Ay tal que A = Ay, C, Ay, empleando la regla de (vHyp) concluimos que
A, CoAy | T TVEC.

s (— I)Puestoque A | T', A, T"F C es la conclusién de la instancia de la regla de introduccién
de la implicacion, establecemos C' = Cy — C . Se sabe entonces que
AT, A, TV, CL F Cy , por hipétesis de induccién se tiene que A | T'; IV, Cy F Cy , secuente
que al aplicarle la regla (— I) se concluye A |[T'; IV FC) — Cy ,estoes A | T3 TVEHC .
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» (— E) Dado que el secuente A | T'; A,T" + C se obtuvo como instancia de la regla (— E),
sabemos que existe C7 tal que A [T, A, I+ C; - C y A|T, A, I Cy , por la hip6tesis de
induccién se tiene que A | T',T" + C; — C verdadera y A | T,T' + Cy . Aplicando la regla de
(— E), se concluye que A | I') T+ C .

» (OI) Alser A | T, A,I” - C la conclusién de la instancia de la regla (OI), establecemos que
C = 0O . Se sabe entonces que A | -+ Cy , aplicando la regla (O 1) se deduce A | T';T” +
O0C) ,esdecir A | T;TVEC .

» (OFE) Como el secuente A | ', A, T+ C se obtuvo como instancia de la regla (O E), se sabe
que existe una proposicién Cy tal que A | T, A,IV - 0OC; y ACy | T, A, T+ C |, por la
hipétesis de induccién afirmamos que A | T TV - OC, y A,Cy | T;TV F C . Aplicando la
regla de (OF), se concluye que A | I TV - C .

La formulacién del principio de sustitucién para hipétesis véalidas también se satisface en el sistema
DLMIy y es el que se enuncia a continuacion:

Teorema 2. Sustitucién: FEl sistema de inferencia para la l6gica modal DLM I satisface el sigui-
ente principio de sustitucion para hipdtesis vdlidas:

Si A,B,AN|THC y A|-FB entonces A, A" |[T+C

Es importante notar que el principio de sustitucién no debe ser considerado como una regla de
inferencia, sino como una propiedad acerca de los juicios que se emplean en el sistema de deduccién.

2.3. Posibilidad

El concepto dual de verdad necesaria es el de verdad posible. Se dice que A es posiblemente verdadera
si existe un mundo E| en el cual A es verdadera. A diferencia de la logica cldsica, en nuestro caso no hay
razén para esperar que la verdad posible se pueda definir en términos de la verdad necesaria; el analisis
de este concepto desde el enfoque de juicios parece dificil si no se hace referencia a la existencia de mun-
dos particulares, sin embargo, se logra empleando una combinacién de juicios hipotéticos y categdricos.

La pregunta central es: ;como emplear el conocimiento de que A es posiblemente verdadera?. Saber
que A es posiblemente verdadera, significa que hay un mundo en el cual A es verdadera, pero sobre el
cual no sabemos nada mas. Por lo tanto, si al suponer que A es verdadera (y nada mas) se concluye que
C es posible, entonces debe suceder que C' es posible. Utilizando la notacién A posible que representa
el juicio de que A es posible, se tiene:

Si A posible y Averdadera = C posible entonces C' posible

Es importante notar que sélo se pueden obtener conclusiones con respecto a la posibilidad de C,
pero no su verdad; de hecho, la inica manera que podemos establecer que A es posible es mostrar que
A es verdadera:

Si A verdadera entonces A posible.

1En términos de marcos de Kripke: A es posiblemente verdadera si existe un mundo accesible, en el cual A es verdadera.



14 CAPITULO 2. DEDUCCION NATURAL PARA LA LOGICA MODAL

Por supuesto, este razonamiento puede incluir y hacer uso de hipétesis, de tal forma que en la
definicién formal éstas se hardn explicitas.

Definicion de posibilidad:

1) SiI' - A verdadera entonces I' F A posible
2) SiT'+ A posible y A verdadera = C posible entonces I' - C posible

es decir, si la verdad de A es derivable a partir de un conjunto de hipétesis I', entonces se puede
derivar la posibilidad de A a partir de ese mismo conjunto I'; ademas, si se tiene una derivaciéon de la
posibilidad de A a partir de un conjunto de hipétesis Gy de suponer la verdad de A (pues del inciso
anterior, A posible si A verdadera) se sigue C' posible para alguna proposicién C, entonces se concluye
que C posible se deriva del conjunto G.

En el sistema de deduccién que se construye, se desea considerar necesidad y posibilidad simultanea-
mente, pues ambos interactian al preguntar por la verdad relativa a los mundos. Estableciendo la
convencion de que ambas, necesidad y posibilidad, deben referirse a los mismos mundos, entonces la
definicién de posiblemente verdadero se extiende permitiendo suposiciones sobre la validez, como sigue:

Definicion de posibilidad con necesidad:

1) Si A |T'+ A verdadera entonces A | T' - A posible
2) Si A|T'F A posible y A | AE C posible entonces A | T+ C posible

Obsérvese que en 2), las hipétsis vélidas A estan disponibles para derivar el juicio C' posible a
partir de A verdadera. Esto porque la hipétesis en A son verdaderas en todos los mundos posibles y
por lo tanto, en particular, en aquellos en los que se asumen que A es verdadera. Nétese que el segundo
inciso tiene la forma del principio de sustitucién y serd utilizado como tal.

Al considerar validez en el sistema se introdujo una nueva forma de hipétesis, los juicios A wvalida
pero no un nuevo juicio para derivarlos. Contrario a esto, para considerar posibilidad, no se requiere
introducir una nueva forma de antecedente (hipdtesis), en vez de ello se necesita una regla para derivar
A posible.

El inciso 1) de la definicién, nos permite concluir A posible a partir de Averdadera, lo cual se
refleja en la regla:

A | T+ Averdadera
A | T'F Aposible

(nd-tp)

El siguiente paso es representar el concepto de posibilidad con el operador <, generando las reglas
de introduccién y eliminacién para este operador y siguiendo las ideas descritas anteriormente en la
definicién de posibilidad, se obtiene lo siguiente:

A | T+ Aposible A | T+ OAverdadera A | AF Cposible

O
A | T'F CAverdadera (1) A | T Cposible (CE)
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El principio de sustitucién para validez, empleando el nuevo juicio C posible como consecuente,
justifica una nueva variante de la regla de eliminacién para el operador O (necesidad):

A | T'F OAverdadera A A|TF Cposible
: (OEp)
A | T+ Cposible

El sistema de Deduccién Natural con necesidad y posibilidad (al que nombraremos DLM Iyp)

queda definido como sigue:

A z=varP | A—-A | OA | CA

Variable proposicional — varP = Py | Pi | ...| P,
r:= .| T,4

Hipotesis verdaderas
Hipdtesis vdlidas Az= | AJA

Proposicion

Los juicios béasicos Awverdadera, Awvdlida y A posible se combinan en dos esquemas de juicios

hipotéticos:
A | T+ Averdadera

A | T F Aposible

sujetos a las siguientes reglas de inferencia:

Hyp)

tH
A|T,A, I"+ Averdadera (tHyp) A,B ,A" | T+ Bverdadera (v

A|T+HA — Buverdadera A |TF Averdadera (= E)
A | T+ B verdadera

A | T, A+ Bverdadera L)
A | T+ A — Bverdadera

A |-+ Averdadera @ A | T+ OA verdadera
A | T+ OA verdadera A I' = C verdadera

A | T+ Aposible o) A ; T'+ OAverdadera A,A ; T'+ Cposible (OE,)
A | T+ OAverdadera A | T F C posible P

A | T+ Averdadera (nd_tp) A | T+ OAverdadera A | AF C posible (OR)
A | T F A posible na-tp A | T+ C posible

AJA|THF
VA | C verdadera (OE)
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Es importante mencionar que el sistema de deduccién que se presenta en el articulo [24], en el cual
se basa este trabajo, no incorpora la regla (nd_tp) como tal, en vez de ello, es algo que se da por hecho
debido a que se trata justamente de la definicién de posibilidad.

La inclusién de la regla (nd_tp) es motivada por nuestro objetivo principal: desarrollar una imple-
mentacion del sistema de deduccién; asi, la forma en la que en la implementacién se tiene nocién de
que si A | T'F A verdadera entonces A | I' = A posible , es a través de la insercién de esta regla.

A continuacién se muestran algunos ejemplos de derivacién de férmulas que involucran el operador
de posibilidad.

Ejemplo 4. El juicio -|-F A — OAwverdadera es derivable. (Azioma < T)
1. | At Averdadera (tHyp)
2. | AF Aposible (nd_tp)
3. | A OAverdadera (o1 2)
4. |- FA—= CAverdadera (— I 3)

La secuencia de juicios enumerados del 1 al 4, son una prueba o derivacion del juicio
-5 - FA—> OAverdadera .

Ejemplo 5. El juicio - |-+ OOCA — OAverdadera es derivable. (Azioma < 4)
1. | A+ Averdadera (tHyp)
2. | A Aposible (nd_tp)
3. | OA F OAverdadera (tHyp)
4. | OA F A posible (O FE 3,2)
5. | OCA F OO A verdadera (tHyp)
6. -|OOCA - A posible (CE 5,4)
7. | OCA F OAverdadera (O I7)
8 |- FOOA = CAverdadera (— I 8)

La secuencia de juicios enumerados del 1 al 8, son una prueba o derivacion del juicio
| EOOCA = CAverdadera .

Ejemplo 6. El juicio -|-F O(A — B) — (CA — OB) verdadera es derivable. (Azioma & K)

1. A— B|AF A— Buverdadera (vHyp)
2. A— B| At Averdadera (tHyp)
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3. A— B| At Buverdadera (— E 1,2)

4. A— B|AF B posible (nd_tp 3)

5. A— B|O(A— B),0A F CAverdadera (tHyp)

6. A— B|O(A— B),CA | B posible (CE 5)

7. A— B|O(A— B),0A F OB verdadera (1 6)

8. -|0(A— B),0A FO(A — B) verdadera (tHyp)

9. -|0(A— B),0A F OB verdadera (ODFE 7,8)
10. -|0(A — B) A — OB verdadera (— 19)
11. |- +FO(A— B) = (CA — OB) verdadera (— I 10)

La secuencia de juicios enumerados del 1 al 11, son una prueba o derivacion del juicio
|- FO(A— B) = (CA — OB) verdadera por lo que es derivable.

Las leyes estructurales que satisface este nuevo sistema DLM I p, se enlistan a continuacion.

Proposicion 5. Fl sistema de inferencia DLM Inp satisface la ley de intercambio:
Si AT, A, B, T"+C entonces A|T,B, A, T'+C
Demostracion. Por induccién sobre la estructura de la derivacién del juicio A | T, A, B, I+ C' .

En la seccion proposicion 1, se desarrolld la demostracién correspondiente al caso en que el
juicio A |T, A, B, I"+ C se obtuvo como derivacién a través de las reglas : tHyp , vHyp , — I,
— E , 01 y O FE ; por lo anterior, en esta demostracion, inicamente se desarrollan los casos para
las reglas de derivacién del sistema DLM Ixp que no estan en DLM Iyp.

» (O I) Si sucede que el juicio A | T, A, B, I+ C se obtuvo como instancia de la regla de
introduccién del ©, es decir A | T, A, B, '+ OF para alguna F tal que C' = OF, sabemos
que A | T, A, B, I" b F posible, por hipétesis de induccién tenemos que A | T, B, A, T
F posible . Aplicando la regla de (¢ I) concluimos que A | T, B, A, TV F & F | es decir
A|T,B,A, T'+-C.

= (O E) Supéngase que A [T, A, B, I" C se obtuvo como instancia de la regla de eliminacién
del O, por lo que este juicio tiene la estructura A | T, A, B, IV - F posible donde C = F posible
entonces se sabe que A | T, A, B, I'+ OE y A | E + F posible. Por hipdtesis de induccién
se cumple que A |T', B, A, I'+ OF y A | E + F posible, aplicando la regla (O E) a estas
hipdtesis, se concluye que A |T', B, A, I' + F posible de aqui que A |T, B, A, I"+ C.

» (nd_tp) Dado que A | T, A, B, I F C se obtuvo a través de la regla (nd_tp), se tiene que
A|T, A, B, I"F F posible para alguna F tal que C' = F posible y ademés
A|T,A, B, T+ F verdadera . El juicio A | T, B, A, I" b F verdadera es valido por
hipétesis de induccién. Aplicando la regla (nd_tp) se concluye que A | T, B, A, IV I F posible
porloque A|T, B, A, T"FC .
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» (O Ep)Supéngase que A |T', A, B, I' = C se obtuvo como instancia de la regla O E,, por lo
que este juicio tiene la estructura A | T, A, B, I - F posible donde C = F posible entonces se
sabeque A [T, A, B, I"FOE yA, E|T, A, B, I" F posible . Por hipédtesis de induccién se
cumple que A [T, B, A, I"FOE y A, E|T, B, A, Ik F posible, aplicando la regla (O E,)
a estas hipdtesis, se concluye que A |T', B, A, "+ F posible de aqui que A |T', B, A, T"+ C.

0

Proposicién 6. FEl sistema de inferencia DLM Inp satisface la ley de contraccion:
Si AT, A, A, '+ C entonces A|T, A, T"FC.

Demostracion. La demostracion se construye por induccién sobre la estructura de la derivacién del
juicio A |T, A, A, T+ C, de forma similar a la demostracién de la proposicién anterior.

O]

Proposicion 7. FEl sistema de inferencia DLM Inp satisface la ley de debilitamiento :
Si A|T, T+ C entonces A|T, B, T"FC.

Demostracion. Por induccién sobre la estructura de la derivacién del juicio A | T, IV = C' . Como se
ha planteado en la demostracién de la ley de intercambio para el sistema DLMIyp, se desarrollaran
los caso de las reglas de derivacién del sistema DLMIxp que no son parte del sistema DLM .

(O I) Puesto que A | I, IV = C es la conclusién de la instancia de la regla de introduccién
del <, establecemos C = <Cy. Se sabe entonces que A | T, T" + C] posible, por hipdtesis
de induccién se tiene que A | T, B, I”  C} posible, que al aplicar la regla (O I) se obtiene
A|T,B, T"EOC) ;estoes A | T, B, T"FC .

= (¢ E) Dado que el juicio A | T, IV = C se obtuvo como instancia de la regla (& E), se sabe
que existe D tal que A [T, TV <D y A | D F C posible, por la hip6tesis de induccién se tiene
que A|T, B, "D y A| DF Cposible. Aplicando la regla de (OF), se concluye que
A|T,B,T'FC.

» (ndtp) Al ser A | T, I" F C la conclusién de la instancia de la regla (nd_tp), establecemos
C = C1 posible. Se sabe entonces que A | T', I - Cy verdadera, por la hipdtesis de induccién
tenemos A | I, B, IV  C; verdadera aplicando la regla (nd_tp) se deduce A | T, B, IV +
Cy posible, es decir A |T, B, T"+ C' .

» (OEp) Dado que el juicio A | T, TV = C' se obtuvo como instancia de la regla (O E,), se sabe
que existe D tal que A [T, IV+OD y A, D |, I"F C, por la hipétesis de induccién se tiene
que A |T, B, I"+-0D yA,D |T, B, T+ C . Aplicando la regla de (JE,), se concluye que
A|T,B,I'FC .

O]
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Proposicion 8. FEl sistema DLMInp también satisface las leyes estructurales andlogas, sobre los
contextos de formulas vdlidas:

s Intercambio

Si AyA, B, A" | T'FC entonces A, B, A, A'|THC

» Contraccion

Si Ay A, A, AT EC entonces A, A, A'|THC

= Debilitamiento:
Si A, A"|THC entonces A, B, A"|T'+C

Demostracion. De forma andloga a las demostraciones de estas leyes estructurales para el sistema
DLM Iy, la demostracién se desarrolla por induccion estructural.

O
El teorema de sustitucién se enuncia como sigue, de acuerdo con [24]:

Teorema 3. Sustitucién: FEl sistema de inferencia para la l6gica modal con implicacion, necesidad
y posibilidad satisface:

a) Si A| T, A, I"+ Cverdadera y A | T'+ Averdadera entonces A |T',T" + C verdadera.
b) Si A| T, A, I"F C posible y A | T'+ Awverdadera entonces A |T',I"F C posible.
¢) Si A,B,A" | T' - Cuverdadera y A | -+ Bwverdadera entonces A, A’ | T'+ C verdadera.
d) Si A,B,A" | T I C posible y A | -+ Bverdadera entonces A, A’ | T'F C posible.

e) Si A | AFCposible y A | T'F A posible entonces A | T'+ C posible.

Debido a la incorporacién de la regla (nd_tp) en el sistema DLM Iy p, en el proceso de demostracién
del teorema anterior, se observé que para concluir la demostracion del inciso b) se necesitaba dar por
hecho el inciso a) y viceversa. De la misma forma, se presenta interdependencia entre los incisos c)
y d). Este conflicto también se presenta, desde luego, al realizar la implementacién en CoQ. Por lo
anterior, en este trabajo utilizaremos la siguiente versién del teorema de sustitucién:

Teorema 4. Sustitucion en DLMIyp : FEl sistema de inferencia para la l6gica modal DLM Iy p
satisface:

ab) Si A | T'F Averdadera y A| T, A, I"+J entonces A |T,I"FJ
cd) Si A | -+ Bwverdadera y A,B,A" | T'+J entonces AA" | THJ
e) St A | Ak C posible y A | T'+ A posible entonces A | T'F C posible

Donde J es un juicio, es decir, J = C verdadera o bien J = C posible.

Para la demostraciéon de este teorema haremos uso de las siguientes propiedades conocidas como
de debilitamiento:
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1. Si A|T+ J entonces A | ;T I J para cualquier contexto de férmulas verdaderas I”.

2. Si A|TF J entonces A; A’ | T'F J para cualquier contexto de férmulas vélidas A’

Demostracion del inciso ab). Por induccion sobre la estructura de la derivacién del segundo se-
cuente.

P.D.Si A | '+ Averdadera y A| T, A, T'+J entonces A |T',T'FJ

» (tHyp) Dado que el secuente A | I', A, IV = J se obtuvo como instancia de la regla (tHyp),
establecemos J = C verdadera para alguna C' y tenemos dos casos:

1. A=C
Por hipdtesis sabemos que A | I' = A verdadera, por la propiedad 1 se afirma que
A | T;TV B A verdadera, dado que A = C sucede A | I;TV = C verdadera, es decir
AT T FJ.

2. Si A # C entonces sucede que dI'y, ' tal que I TV =T, C, Ty .
Por la regla de (tHyp) se sigue que A | T', T+ C verdadera, es decir A | T, TV J .

(vHyp) Como el secuente A | T';, A, IV F J se obtuvo como instancia de la regla (vHyp), se tiene
que J = C verdadera para alguna C' proposicion y 3A1, As tal que A = Ay, C, Ao, empleando
la regla de (vHyp) concluimos que Ay, C, A |T'; TV C verdadera, es decir A |T'; TV F J.

» (— I) Puesto que A | T, A, T  J es la conclusién de la instancia de la regla de in-
troduccion de la implicaciéon, establecemos J = C; — (3 wverdadera. Se sabe entonces que
A|T,A, TV,C, - Cy verdadera , por hipétesis de induccién se tiene que A | I'; IV, Cy
Cy verdadera , que al aplicar la regla de (— I) se tiene A | T'; IV = C1 — Cy verdadera , esto
esA|;TVEJ.

» (— E) Dado que el secuente A | I, A,IV - J se obtuvo como instancia de la regla (— E),
se tiene que J = C wverdadera para alguna proposicion C' y ademds sabemos que existe Cy
tal que A | T, A, TVFHC; - C y A;T, A, TV F €y, por la hipdtesis de induccién se tiene
que A | )TV - Cy — C y AT, TV = C; . Aplicando la regla de (— FE), se concluye que
A;T T+ C verdadera, es decir A | T, TV - J .

» (OI) Alser A | T, A, T"  J la conclusién de la instancia de la regla (OI), establecemos que
J = 0OC wverdadera. Se sabe entonces que A | - = C verdadera, aplicando la regla (O 1) se
deduce A |T; T + OC verdadera, es decir A | T; TV F J .

» (OFE) Como el secuente A | T'; A, IV F J se obtuvo como instancia de la regla (O E), se sabe
que existe una proposicién C tal que J = C verdadera y ademds existe Cy tal que A | T, A, TV -
OC, verdadera y A,Cy | T, A, T + C verdadera, por la hipétesis de induccién afirmamos
que A | ;T F OCy verdadera y A,Cy | T; T F C verdadera . Aplicando la regla de (OF), se
concluye que A | T; TV + C verdadera o lo que es lo mismo A | T; TV - J.

» (O I) Puesto que A | T, AT J es la conclusion de la instancia de la regla de introduccién
del ©, establecemos J = O C verdadera. Se sabe entonces que A | T, A, T” + C posible , por
hipétesis de induccién se tiene que A | T'; T F C posible , que al aplicar la regla de (<& I) se tiene
A |T;T'F OC verdadera, esto es A | T TV = J .
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» (& E) Dado que el secuente A | T, A,T” I J se obtuvo como instancia de la regla (¢ E),
se sabe que existe una proposicién C' tal que J = C posible y demés existe Cy tal que A |
I, AT+ OCy verdadera y A | Cp F C posible, por la hipétesis de induccién se tiene que
A | T;T F O Cyverdadera y A | Cy F C posible . Aplicando la regla de (& E), se concluye que
A |T;T F C posible, es decir A | T; T F J.

» (OEp) Si el secuente A | T', A,I” = J se obtuvo como instancia de la regla (O E,), se sabe
que existe una proposicién C' tal que J = C posible y demds existe C7 tal que A | T, A, TV -
OC, verdadera y A,Cy | T, A,T" b C posible, por la hipétesis de induccién se tiene que
A | ;T + OC) verdadera y A,Cy | T;TY = C posible. Aplicando la regla de (O E,), se
concluye que A | T; TV F C posible, es decir A | T; TV F J.

= (nd_tp) Alser A |T, A, TV J la conclusién de la instancia de la regla (nd_tp), establecemos
J = C posible para alguna proposicién C. Se sabe entonces que A | T, A, T + C verdadera , por
la hipétesis de induccién tenemos A | T'; TV F C verdadera aplicando la regla (nd_tp) se deduce
A |T;T F C posible, es decir A | T; T+ J .

Demostracion del inciso cd). Andloga a la prueba anterior.

Demostracion del inciso e) Por induccién sobre la estructura de la derivacién del segundo
secuente.

PD.Si A | A C posible y A | T'F A posible entonces A | T'+ C posible

Obsérvese que el secuente A | T'F A posible s6lo se puede obtener a través de las reglas de
derivacién (O E), (O E,) y (nd-tp). Por lo que la prueba se desarrolla como sigue:

s (O E) En el caso de que el secuente A | T' = A posible se obtuvo como instancia de la regla
(& E), se sabe que existe una proposicién B tal que A |T'F & B verdadera y A | B A posible,
por la hipétesis de induccién se tiene que A | B = C posible. Aplicando la regla de (¢ E) con
A |T+ <O Buoerdadera y A| BE C posible, se concluye que A | T' - C posible.

» (OEp) Siel secuente A | I' = A posible se obtuvo como instancia de la regla (O E),), se sabe que
existe una proposicién B tal que A | I' = O B verdadera y A,B | I' = A posible. La hip6tesis
de induccién para este ultimo secuente se formula como:

HI Si A,B | AFCposible y A;B | T'F A posible entonces A, B | T+ C posible.

Para hacer uso de la hipdtesis de induccién, se requiere mostrar que A, B | A + C posible,
secuente que se obtiene al aplicar la propiedad 2 a A | A + C posible. Aplicando la H.I a
A,B | AFCposible y A;B | T'F A posible se tiene que A, B | I' = C posible . Aplicando
la regla de (O E,) a los secuentes A | I' = O B verdadera y A, B |T' F C posible , se concluye
que A | T'+ C posible .

» (nd_tp) Al ser A | T+ A posible la conclusién de la instancia de la regla (nd_tp), se sabe que
A |T+ Averdadera.De A | A+ C posible y por la propiedad 1 tenemos A | I', A + C posible
aplicando el teorema de sustitucién ab) se deduce A | '+ C posible .
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En este capitulo se ha expuesto y analizado el sistema de Deducciéon Natural DLM Iyp para la
l6gica modal intuicionista. Se han demostrado propiedades estructurales sobre este sistema, asi como
un teorema de sustitucién tanto para los contextos de férmulas validas como verdaderas. En el siguiente
capitulo se desarrolla la formalizacién de este sistema en el asistente de pruebas CoQ. Para ello, se
iniciard con una breve introduccion a este asistente de pruebas para después, mostrar las caracteristicas
de la codificacién.



Capitulo 3

Formalizacion

En este capitulo se presenta el desarrollo de la formalizacién del sistema de deduccion DLM Iyp,
en el asistente de pruebas CoQ. En la primera seccion se presentan los aspectos generales de los
asistentes de prueba para después, en la segunda seccién hacer una breve introduccion al asistente
de pruebas, CoOQ y sus caracteristicas. Se contintia con el andlisis de la formalizaciéon del sistema de
deduccién, presentando fragmentos de cédigo de la implementacién (tanto de la representacion de la
légica como de las demostraciones de sus propiedades) con los cuales se va explicando simultdneamente
la forma en que trabaja el asistente de pruebas. El cédigo en cOQ de la formalizacién del sistema de
deduccién asi como la demostracion de sus propiedades, se encuentran en el script Archivol.v adjunto
a la publicacién de esta tesis que se puede consultar en http://dgb.unam.mx/|

3.1. Asistentes de Prueba

Un asistente de prueba es un sistema computacional que permite al usuario generar pruebas de
manera, interactiva, de tal forma que el usuario es quien tiene el control del proceso de derivacién,
contrario a los demostradores automdaticos de teoremas (de los que se hablard mas adelante), en los que
no existe interaccién con el usuario. Con respecto a las matematicas, los asistentes de prueba juegan un
papel primordial en el aspecto de definicion y demostracién, més que en el computo en si, de tal forma
que el usuario puede establecer una teoria matematica, definir propiedades y realizar razonamientos
l6gicos con ellos. Aunque algunos asistentes también permiten definir funciones, el objetivo principal
es construir demostraciones de forma interactiva.

Si se estd completamente convencido de que se cumple cierta propiedad o un teorema, probable-
mente su formalizacién y verificaciéon con la ayuda de un asistente de prueba no resulte de mayor
interés. Sin embargo hay situaciones en las que se pone en tela de juicio cierta prueba, ya sea porque
es grande y compleja, como la prueba del teorema de los cuatro colores de Gonthier (donde lo ade-
cuado es emplear recursos computacionales para verificarla), o en el 4mbito de las ciencias de la
computacion, porque la prueba involucra razonamiento sobre software complejo, por ejemplo la prue-
ba de una propiedad de un compilador, la cual involucra la sintaxis de un lenguaje de programacion
con un gran numero de instrucciones; éstas, entre otras situaciones, dan pie a que una prueba en papel
no sea aceptada del todo.

Es importante no confundir un asistente de pruebas con un demostrador automdtico de teoremas.
Este dltimo es un sistema que consiste de en conjunto de procedimientos de decisién, que permiten
demostrar automaticamente féormulas en un formato restringido; un ejemplo de demostradores au-
tométicos es Vampire [31], ganador de la copa mundial de demostradores de teoremas en 11 ocasiones.
Si bien es cierto que los demostradores autométicos son poderosos, cuentan con una expresividad
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limitada, lo cual no permite establecer correctamente una teoria matematica sobre ellos.

El lenguaje que se emplea en las demostraciones en un asistente de pruebas se basa en una légica
de orden superior. El asistente hace uso de tdcticas seleccionadas por el usuario, para generar una
prueba formal que corresponda a una prueba matemadtica estandar.

Los asistentes de prueba auxilian al usuario principalmente en los siguientes aspectos:
= Formalizacion de teorias o especificaciones: definiciones, axiomas, etc.

= Verificacion y generacién de pruebas en un lenguaje 16gico como es de la deducciéon natural,
mediante la automatizacién de heuristicas (técticas) de prueba.

= Administracién de los resultados, proporcionando herramientas como editores, bibliotecas, do-
cumentacién, entre otros; y extraccién de programas.

Algunos ejemplos de asistentes de pruebas son: ACL2 (A Computational Logic for Applicative
Common Lisp) desarrollado por Matt Kaufmann y Strother Moore, CoQ por INRIA, la familia de
asistentes de prueba HOL (Higher Order Logic), LEGO disenado y desarrollado por Randy Pollack,
que implementa sistemas como el calculo de construcciones, el cdlculo de construcciones generalizado y
la teorfa unificada de tipos dependientes; NuPRL por Joseph Bates y Robert Constable, ISABELLE que
es un sucesor de HOL y fue desarrolado por Larry Paulson (Cambridge), Tobias Nipkow (Miinchen)
y Makarius Wenzel (Paris-Sud). Por tltimo mencionamos TWELF el cual es una implementacién del
Edinburgh Logical Framework, desarrollado por Frank Pfenning y Carsten Schiirmann. [2§]

3.2. Coq

CoQ es un asistente de pruebas basado en la correspondencia de Curry-Howard. Relaciona térmi-

nos de un calculo lambda tipado con arboles de prueba de un sistema légico en forma de deduccién
natural. COQ implementa una légica de orden superior: el calculo de las construcciones inductivas[27],
una extension del calculo de las construcciones [10].
Desde un enfoque practico, COQ puede ser visto como un lenguaje de programacion funcional —pareci-
do a HASKELL u OCAML—pero que cuenta con un sistema de tipos que permite expresar propiedades
logicas; de hecho, la forma usual de trabajar con este asistente de prueba es la siguiente: se desarrolla
un programa en CoQ (o bien la implementacién de una teoria matemética) y las propiedades sobre el
programa (o la teorfa) se demuestran en CoQ.

CoQ se usa principalmente para:
= Desarrollar en general pruebas formalmente correctas de manera interactiva.

= Desarrollar pruebas matemaéticas: el caso de la formalizacién del teorema de los cuatro colores
de Gonthier [15], es una prueba de este teorema que consiste en la reduccién del problema a 633
casos posibles. Gonthier formalizé todo esto en CoQ, la reduccién a 633 casos, la definicion de
los algoritmos que los verifican y las pruebas de correccién correspondientes.

» Desarrollar software certificado, es decir, extraer un programa certiﬁcad(ﬂ a partir de la prueba
constructiva de su especificacién formal. Ejemplo de esto es el compilador Compcert [30]; un
compilador para el lenguaje C, implementado y certificado utilizando Co0Q.

'El concepto de certificacién empleado en lenguajes de programacién y métodos formales, se refiere a la emisién de
un certificado: una prueba matemaética formal que garantiza que un programa cumple su especificacién.
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CoqQ implementa un lenguaje matematico de alto nivel para la especificacién de programas llamado
GALLINA, el cual estda basado en el Calculo de Construcciones Inductivas. De esta forma GALLINA
combina una légica de orden superior con un lenguaje de programacién funcional ricamente tipado.

A través de un lenguaje de comandos llamado Vernacular, COQ permite:

= Definir funciones o predicados para ser evaluados de manera eficiente.

= Establecer teoremas matemaéticos y especificaciones de software.

= Desarrollar de forma interactiva pruebas formales de los teoremas.

= Extraer programas certificados en lenguajes como OBJETIVE CAML, HASKELL O SCHEME.

Al ser CoOQ un sistema de desarrollo de pruebas, ofrece métodos de prueba interactivos, algoritmos
de decision, semi-decisién y un lenguaje de tdcticas que permiten al usuario generar sus propias pruebas.

A continuacién se explica el concepto de tdctica en COQ. Una regla de derivacién es un vincu-
lo entre alguna (y sélo una) férmula, que llamamos la conclusion y algunas férmulas que llamamos
premisas. Una regla de derivacion se puede interpretar de dos maneras. La primera de ellas es: “Si se
asumen Premisal, Premisa2, ..., PremisaN, entonces se deduce Conclusion”. Por ejemplo, si se tiene
una prueba de A y una prueba de B, entonces por la regla de derivacién (A I) se tiene una prueba de
A A B. Esto se conoce como razonamiento hacia adelanteE| partiendo de las premisas y llegando a la
conclusién. La segunda forma de interpretacion es : “para probar Conclusion, antes hay que probar
Premisal, Premisa2, ... , PremisaN ”. Por ejemplo, para probar A A B, hay que demostrar A y de-
mostrar B, segun la regla de (A I). Este es el razonamiento hacia atrds: para mostrar la conclusién
hay que demostrar las premisas. En este sentido diremos que la conclusion es el objetivo a probar y
las premisas son los sub-objetivos.

A diferencia de las reglas de derivacién de un sistema deductivo, las tacticas en CoOQ implementan
el razonamiento hacia atras. Para los efectos de este documento, establecemos que una meta consta de
dos partes, un contexto —que se refiere a las hipdtesis—y un objetivo. Cuando las tacticas son aplicadas
a una meta, reemplazan ésta con las sub-metas que genera. Decimos entonces que una téactica reduce
una meta a sus sub-metas. Esto se ve reflejado en el concepto de prueba dirigida por metas, que es la
metodologia que emplea COQ y diversos asistentes de pruebas para construir las demostraciones. El
mecanismo de operacién en este metodologia es el siguiente:

1. El usuario introduce un enunciado (que representa la férmula) que desea probar.

2. El sistema despliega el enunciado como una féormula que tiene que se busca demostrar. También
se da un contexto de hechos locales (hipétesis) que pueden ser utilizados para la construccién
de la prueba.

3. El usuario indica un comando , correspondiente a una tactica, para descomponer la meta en
otras mas simples.

4. FEl sistema reemplaza la féormula original por las férmulas que corresponden a los sub-objetivos
que ahora deben ser probados.

5. Cuando no hay més metas por demostrar, la prueba ha sido finalizada.

2Forward reasoning,.
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En CoQ, cada objetivo (conclusién de la meta) tiene asociado un nimero. A la conclusién de la
meta actual le corresponde el nimero 1. De forma predeterminada, cuando el usuario introduce una
tactica, ésta se aplica a la meta actual, pero se puede abordar un objetivo concreto de una la lista de
metas, escribiendo n:tac que significa, aplicar la tactica tac a la meta numero n.

Es importante senalar que en el razonamiento hacia atrds no se puede aplicar cualquier regla
de inferencia a una conclusion dada. Se tiene que verificar que la conclusiéon dada tenga la misma
estructura que la conclusion de la regla de inferencia. Es por ello que no todas las tacticas se pueden
utilizar para reducir cualquier meta. En otras palabras, antes de aplicar una tactica a un objetivo
dado, el sistema verificara que algunas condiciones previas se cumplan. Si no es el caso, el sistema
envia un mensaje de error, de tal forma que no se puede continuar con la construccién de la prueba
hasta que se utilice la tactica adecuada.

3.3. Formalizacién del sistema DLMIyp

La implementacién en COQ de una especificacion que da solucién a un problema consiste en la

descripcién y desarrollo de ciertos componentes esenciales: los datos, las operaciones y las propiedades
asi como las pruebas de estas propiedades.
Con el fin de discutir la formalizacién del sistema de deduccién natural que se expuso en el capitulo
y realizar una breve y rapida introduccién a las principales caracteristicas de C0Q, se presentaran
ordenadamente los cuatro componentes que se acaban de mencionar, a través de ejemplos extraidos
de la formalizacién E] que se ha construido. Es importante aclarar que este capitulo no pretende ser un
manual de referencia o un texto de documentacién sobre CoqQ. El objetivo de las siguientes secciones es
proporcionar una sencilla y rapida introduccion al sistema, a través de la descripcion de los elementos
empleados en la formalizacién del sistema DLMIynp. Si el lector desea ahondar en ciertos temas
relacionados con el uso y funcionamiento de CoQ, se recomienda consultar [6].

3.3.1. Datos

Antes de entrar de lleno en la formalizacién del sistema, tomaremos un momento para hablar de
la notacion que emplea C0Q.

La notacién A : B se utiliza para dos propédsitos: el primero es indicar que el tipo de la expresién A
es la expresién B y el segundo propésito es expresar que A es una prueba de B. Ambas interpretaciones
son equivalentes de acuerdo con la correspondencia de Curry-Howard. En el célculo de las construc-
ciones inductivas, todos los elementos deben tener un tipo asociado. En particular, el tipo de un tipo
es llamado clase El Todos los elementos y expresiones en CoOQ estan clasificados en tres categorias:
las clases Prop, Type y Set. La primera es la clase para proposiciones, es decir, las proposiciones bien
formadas son del tipo Prop; la segunda clase contempla los tipos de datos y estructuras matematicas,
es decir, los tipos y estructuras matematicas bien formados son del tipo Type. Por tltimo un miembro
de la clase Set es una especificacion.

Como en cualquier lenguaje de programacion, se requiere definir nuevos tipos o estructuras de
datos para expresar por ejemplo, que un elemento (dato) encaja en cierta coleccién de casos, donde
cada caso contiene un niimero de campos. Los tipos o estructuras de datos se definen inductivamente.
En el sistema de deducciéon DLM Iy p, tenemos las siguientes definiciones:

3El cédigo en coqQ de esta formalizacién se encuentra en el archivo adjunto DLMInp.v
4En inglés sort.
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Proposicion A z=varP | A—-A | OA | CA
Variable proposicional — varP = Py| Pi | ...| P,

Esta informacién corresponde a las siguientes lineas de cédigo de la fomalizacion en CoOQ.

Inductive Proposition : Type :=
| Varp : N -> Proposition
| Impl : Proposition -> Proposition -> Proposition
| Box : Proposition -> Proposition
| Dia : Proposition -> Proposition.

Esto define un nuevo tipo Proposition y expresa que los elementos de este tipo se obtienen de
cuatro formas diferentes. En el primer caso hay un campo que espera recibir un Natural (N es un
elemento primitivo en C0Q), de tal forma que si n € Nﬂ el nuevo elemento se denota como Varp n
y es de tipo Proposition. Para el segundo caso, hay dos campos que esperan recibir sendos datos
de tipo Proposition, digamos t1, t2, entonces el nuevo elemento se representa como Impl t1 t2.
Los dos elementos restantes construyen elementos de la forma Box t y Dia t, donde t es un dato
de tipo Proposition. En busca de una representacion de facil manejo y comprensible, se empleara la
siguiente notacién:

Notation "x ==> y" := (Impl x y) (at level 55, right associativity).
Notation "# x" := (Box x) (at level 54, right associativity).
Notation "<> x" := (Dia x) (at level 53, right associativity).

En las lineas anteriores, los comandos de la derecha que se encuentran dentro de paréntesis, indican
la precedencia y asociatividad de los operadores que se definen. Para manejar la ambigiiedad en las
expresiones, COQ hace uso de niveles de precedencia en un rango de 0 a 100 y reglas de asociatividad:
a la derecha, a la izquierda o sin asociatividad. En la seccién Cog.Init. Notations de [29] se en listan
notaciones cuyo nivel y asociatividad estan fijos, esta lista sirve como guia para establecer los valores
de estos atributos en nuestras definiciones.

El tipo de dato que representa un juicio, se construye de la siguiente forma:

Inductive Judgm :=
| JTrue : Proposition -> Judgm
| JPoss : Proposition -> Judgm.

Esta definicién indica que hay dos tipos de juicios. En el primer caso se generan los que afirman
la verdad de una proposicién y el segundo caso genera los juicios que afirman la posibilidad de una
proposicién.

El comando Check proporciona un mecanismo para verificar cudndo una expresion estd bien for-
mada, indicando el tipo de la expresion que se quiere verificar. Por ejemplo:

Check Varp 20.
Varp 20 : Proposition.

5N representa los ntimeros naturales.
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Check Impl (Box (Varp 3)) (Dia (Dia (Varp 6))).
#Varp 3 ==> <> <> Varp 6 : Proposition

Check JTrue (Varp 5).
JTrue (Varp 5) : Judgm

Check JPoss (Dia 5).
Error: The term "5" has type "Z" while 1t ts expected to have type '"Proposition'.

En el bloque de definiciéon de datos, se incluye también una estructura que representa contextos
(una lista de proposiciones). Hay dos formas de generar un contexto: con el constructor empty, que
representa un contexto vacio; o bien con el constructor snoc que toma un contexto y una proposicion,
produciendo un nuevo elemento de tipo ctx, al agregar la proposicion al final del contexto que recibié.
Como ya se habra notado y se reflejara en las siguientes secciones, los constructores y las funciones en
CoqQ estan generalmente en forma currificada. E]

Inductive ctx : Type :=
| empty : ctx
| snoc : ctx -> Proposition -> ctx.

Se empleara la siguiente notacién sobre contextos.

Notation "G,p" := (snoc G p) (at level 20, t at next level).

Como se puede observar en la definicién formal, los contextos de hipotesis verdaderas y de hipdtesis
vélidas se construyen exactamente de la misma forma, por lo que en la implementacién, ambos resul-
tan un alias del tipo ctx.

Definition TrueHyps : Set := ctx.
Definition ValHyps : Set := ctx.

Por tdltimo, se tiene una definicién plasmada en la formalizacién del sistema que refleja la construc-
cién de un secuente A | I' - J de manera inductiva, a través de las reglas de derivacién. Se analiza a
continuacién la formalizacién de una de las reglas en particular, de tal forma que sea mas comprensible
el codigo posterior.

Considérese la regla de la eliminacion de la implicacién:

A|T'F A — Buverdadera A |T'F Awverdadera

E
A | T+ B verdadera (= E)

Si bien no se expresa explicitamente en la regla, se sobreentiende que ésta se aplica para cua-
lesquiera A y I', listas de hipétesis validas y verdaderas, respectivamente, asi como para cualesquiera
proposiciones A y B. La regla de eliminacién de la implicacién se puede representar como sigue:

SLa currificacidn es una correspondencia entre las funciones que reciben una tupla con multiples argumentos y las
funciones que reciben estos mismos argumentos pero de forma yuxtapuesta. La versién currificada de una funcién que
recibe una tupla de argumentos, es una funcién que recibe un tnico argumento y devuelve una funcién intermedia que
completa las operaciones.
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Sean A, I contextos de hipotesis validas y verdaderas, respectivamente, y sean A, B proposiciones,
VAT, A, B (Si A|T'HFA — Buverdadera y A |I'F Awverdadera entonces A |I'+ B verdadera )

El secuente A | I' - J se formaliza mediante el término ND_Proof D G J. Como ya se ha
mencionado, los constructores y las funciones en Coq, estan currificadas, por lo que la formalizacion
del enunciado anterior, que es un caso dentro de la definicién inductiva de derivacién, se codifica como

sigue:

forall (D : ValHyps) (G : TrueHyps) (A B : Proposition),
ND_Proof D G (JTrue (A ==> B)) -> ND_Proof D G (JTrue A)

->ND_Proof D G (JTrue B)

| nd_apply :

Para continuar, recuérdese que las reglas de derivacién del sistema DLM Ixp son las siguientes:

Hyp)

tH
A|T,A, I+ Averdadera (tHyp) A,B A" |T'+ B verdadera (v

A|T'HA — Buverdadera A |TF Averdadera
(= E)

A |T, A+ Buverdadera L)
A | T+ B verdadera

A |T'+H A — Bverdadera

A |-+ Awverdadera A | T+ 0OA verdadera A A | T F C verdadera

Or1 OF
A |T'F OA verdadera @1 A |T F C verdadera (DE)

N A | T+ OAwverdadera A A |T'F Cposible (OE,)
A | T F C posible P

A | T+ Aposible o
A | T+ OAverdadera

A | T+ CAverdadera A| A C posible
d-t OF
(nd-tp) A | T+ C posible (CE)

A | T F Awverdadera
A | T+ A posible

La construcciéon de una derivacién de un secuente, sujeta a estas reglas descritas, queda represen-

tado en CoQ de la siguiente forma:



30 CAPITULO 3. FORMALIZACION

Inductive ND_Proof : ValHyps -> TrueHyps -> Judgm -> Prop :=

| nd_thyp : forall (D : ValHyps) (G G’ : TrueHyps) (A : Proposition),
ND_Proof D ((G,A) ; G’) (JTrue A)

| nd_vhyp : forall (D D’: ValHyps) (G : TrueHyps) (B : Proposition),
ND_Proof (D,B ; D’) G (JTrue B)

| nd_intro : forall (D : ValHyps) (G : TrueHyps) (A B : Proposition),
ND_Proof D (G,A) (JTrue B) -> ND_Proof D G (JTrue (A ==> B))

| nd_apply : forall (D : ValHyps) (G : TrueHyps) (A B : Proposition),
ND_Proof D G (JTrue (A ==> B)) -> ND_Proof D G (JTrue A)
->ND_Proof D G (JTrue B)

| nd_boxI : forall (D : ValHyps) (G : TrueHyps) (A: Proposition),
ND_Proof D empty (JTrue A)-> ND_Proof D G (JTrue (Box A))

| nd_boxE : forall (D : ValHyps) (G : TrueHyps) (A C : Proposition),
ND_Proof D G (JTrue (Box A)) -> ND_Proof (D,A) G (JTrue C)
-> ND_Proof D G (JTrue C)

| nd_boxEp : forall (D : ValHyps) (G : TrueHyps) (A C : Proposition),
ND_Proof D G (JTrue (Box A)) -> ND_Proof (D,A) G (JPoss C)
-> ND_Proof D G (JPoss C)

| nd_dial : forall (D : ValHyps) (G : TrueHyps) (A: Proposition),
ND_Proof D G (JPoss A) -> ND_Proof D G (JTrue (Dia A))

| nd_diaE : forall (D : ValHyps) (G : TrueHyps) (A C: Proposition),
ND_Proof D G (JTrue (Dia A)) -> ND_Proof D (empty,A) (JPoss C)
-> ND_Proof D G (JPoss C)

| nd_tp: forall (D : ValHyps) (G : TrueHyps) (A: Proposition),
ND_Proof D G (JTrue A) -> ND_Proof D G (JPoss A).

A lo largo de este trabajo, en algunas ocasiones se ha empleado el secuente D | G - J, en
donde J puede ser un juicio de verdad o de posibilidad, indistintamente. En otras circunstancias, se
requiere hacer explicito cuando el secuente deriva un juicio de verdad o posibilidad y entonces escribi-
mos D | G+ Awverdadera obien D | G+ A posible . Estas ideas se expresan en la siguiente notacién:

Notation "D | G |--j J" := (ND_Proof D G J) (at level 30).
Notation "D | G |-- A" := (ND_Proof D G (JTrue A)) (at level 30).

Notation "D | G |--p A" := (ND_Proof D G (JPoss A)) (at level 30).
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3.3.2. Operaciones

En esta seccién se presentan las operaciones definidas sobre los tipos de datos presentados en la
seccién anterior. Las operaciones se especifican a través de funciones, posiblemente recursivas, sobre
cualquiera de los tipos de datos que se han definido. Para indicar que se trata de una funcién recursiva,
se emplea la palabra reservada Fixpoint; la especificacién de la funcién debe respetar la definicion
recursiva del tipo de dato sobre el que ésta trabaja. A esto se le conoce como definicién dirigida por
la sintaxis. Las llamadas recursivas de la funcién sélo se pueden hacer sobre variables y estas variables
se obtienen a partir del parametro recibido inicialmente a través del casamiento de patrones ﬂ Estos
conceptos se ven reflejados y se explican en los siguientes ejemplos:

Fixpoint conc (G G’ : ctx) : ctx :=
match G’ with
| empty => G
| snoc G1 p => snoc (conc G G1) p
end.
Notation "G ; G’" := (conc G G’) (at level 20).

El cédigo anterior representa la operacion concatenacion de dos contextos. El casamiento de pa-
trones se aplica al segundo contexto recibido G’ y la llamada recursiva se realiza estrictamente sobre un
subtérmino de G’. En el caso de que la llamada recursiva no se haga sobre un subtérmino de alguno de
los argumentos, COQ simplemente rechazara la funcién recursiva (pues probablemente no terminard de
computarse). De esta manera, el mecanismo recursivo aceptado por COQ es la recursién estructural.
Sin embargo, si en realidad la funcién termina, se pueden emplear mecanismos mas complejos para
redefinir la funci(’)nﬂ Otras de las operaciones definidas sobre contextos son elem y nb_occ; la primera
indica si una proposicién es elemento de un contexto y la segunda calcula el nimero de ocurrencias
de una proposicién en un contexto dado.

Fixpoint elem (a:Proposition) (G:ctx) : Prop :=
match G with
| empty => False
| G°,b=>b=a elema G’
end.

Para la operacion que calcula el nimero de ocurrencias de una proposicién A en un contexto G,
escrito como nb_occ G A, el casamiento de patrones se realiza sobre la estructura del contexto G. De
acuerdo con la definicién estructural, para el calculo del nimero de ocurrencias, hay que analizar dos
posibilidades:

= G =empty
En este caso, el nimero de ocurrencias de la proposicion A en el contexto empty, es 0.

» G =G, p, para algtin contexto G’ y p una proposicion.
Aqui se derivan nuevamente dos casos:

e A = p, entonces se calcula el nimero de ocurrencias de A en G’ y se le suma 1.

e A £ p, entonces resta calcular inicamente el nimero de ocurrencias de A en G’.

"En inglés pattern matching.
8El desarrollo de este trabajo requiere tinicamente de definiciones recursivas estructurales, sin embargo, existen otros
mecanismos que permiten definir funciones recursivas no estructurales, en C0OQ, como Function
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Intuitivamente la codificacién de la idea anterior resulta como sigue:

Fixpoint nb_occ (G:ctx) (A:Proposition) : nat :=
match G with
| empty => O%nat
| snoc G’ p => if p = A then S (nb_occ G’ A) else nb_occ G’ A
end.

Sin embargo, bajo esta formalizaciéon, Coq responde lo siguiente:
Error: The term "p = A" has type "Prop" which is not a (co-)inductive type.

Como se puede observar, el término p = A no es un elemento de tipo booleano que nos indique la
igualdad entre dos proposiciones, sino que pertenece al tipo Prop, por lo que no puede emplearse en
la definicién como una guardia (en contraste con la expresién a = b en la definicién de elem). Es im-
portante aclarar que Prop es el conjunto de todas las expresiones demostrables (es decir, de las cuales
se puede construir una prueba), mientras que Bool se refiere a las expresiones que se pueden evaluar
a verdadero o falso. El hecho de que expresiones del tipo p = A sean del tipo Prop, indican que debe
proporcionarse una prueba de ellas, por lo que la igualdad, en este caso igualdad entre proposiciones,
debe ser decidible.

Para resolver este problema se utiliza el tipo sumbool, que como se describe en la biblioteca
Coq.Init. Epecif, es un tipo booleano equipado con la justificacién de su valor, veamos a continuacion
cémo es que se emplea en la solucion de nuestro problema.

El tipo sumbool se define inductivamente como sigue:

Inductive sumbool (A B : Prop) : Set :=
left : A -> sumbool A B | right : B -> sumbool A B.

CoQ proporciona una convencién sintactica para este tipo, donde sumbool A B se escribe como
{A} + {B}. Este tipo inductivo se adapta bien para describir funciones de andlisis que deben devolver
valores booleanos en lenguajes de programacién usuales. En la mayoria de estos lenguajes, es posible
verificar si dos valores de un mismo tipo son iguales (bajo ciertas restricciones cuando se trata de
valores que tienen un tipo funcional). COoQ garantiza esta propiedad de decibilidad a través de la
siguiente especificacién:

Definition eq_dec (A:Type) :=V xy A, {x=y} + {z# y}

Esta definicién expresa que para cualesquiera dos elementos de tipo A, sucede que o son iguales o son
diferentes pero nunca ambos. La convencién en las especificaciones en COQ es nombrar con el sufijo
“_dec”, a aquellas funciones que se utilizan para decidir la igualdad entre dos elementos.

En nuestro caso, se han desarrollado las siguientes propiedades de decidibilidad entre dos proposi-
ciones y entre dos juicios:

Proposition eq.p.-dec (A B:Proposition): {A = B} + {A <> B}.

Proposition eq_j.dec (A B:Judgm): {A = B} + {A <> B}.
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Entonces la definicién del niimero de ocurrencias es la siguiente:

Fixpoint nb_occ (G:ctx) (A:Proposition) : nat :=
match G with
| empty => O%nat
| snoc D p => match eq_p_dec p A with
| left _ => S (nb_occ D A)
| right _ => nb_occ D A
end
end.

Lo anterior se interpreta como sigue: si el contexto G es vacio, el nimero de presencias de la
proposicion A en G es cero. Si el contexto no es vacio se puede escribir como G = snoc D p; puesto que
eq_p_dec estd descrita como una disyuncién exclusiva, si ocurre el lado izquierdo, es decir left _,
sucede que p=A , es decir, el nimero de presencias de A en G es el nimero de presencias de A en D,
mé&s una unidad, pues p = A. Por el contrario, si se tiene el lado derecho de la suma booleana, es
decir right _, significa que p # A por lo que de acuerdo a la definicién que dimos en un principio, el
numero de presencias de A en G es igual al niimero de presencias de A en D.

En la siguiente seccion se presentan las propiedades 1égicas que cumple el sistema DLM Inp con
sus respectivas pruebas.

3.3.3. Propiedades del sistema DLMIyp y sus pruebas

Con base en las definiciones de la seccién y las operaciones definidas en ahora se
busca construir pruebas de propiedades que cumple el sistema. Como predmbulo, se expone la nocién
del principio de induccién que genera COQ para cada estructura de datos definida inductivamente.
También se enlistan y explican algunas de las tacticas con las que se trabaja en la construccién de
pruebas.

Principio de induccién

Al definirse estructuras de datos de forma inductiva, tales como Proposition, ctx y ND_Proof,
el asistente de pruebas define automéaticamente un principio de induccién asociado. Este princi-
pio se enuncia en un teorema que se aplica automdticamente cuando se utiliza la tactica induc-
tion al escribir una prueba que se construye por induccidon estructural. Para los tipos definidos
Proposition, ctx y ND_proof, el principio de induccién asociado se enuncia en Proposition_ind,
ctx_ind y ND_proof_ind respectivamente. En las siguientes lineas, se presentan y explican breve-
mente los principios de induccién para los primeros dos tipos. Por su cuenta, el lector puede revisar y
analizar ND_proof_ind con el comando Check ND_Proof_ind.

ctx_ind
: forall P : ctx -> Prop,
P empty ->
(forall ¢ : ctx, P ¢ -> forall p : Proposition, P (smoc c p)) ->
forall ¢ : ctx, P c

Las lineas de cddigo del principio de induccién para contextos expresan: Sea P una propiedadﬂ
sobre contextos, si se muestra que el contexto vacio cumple P y ademds, si a partir de la suposicion

9En CoQ una propiedad es una funcién con contradominio en Prop
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de que cualquier contexto ¢ cumple P, entonces se muestra que la construccién snoc ¢ p también
cumple P para cualquier proposicién p. Este principio de induccién nos permite concluir que cualquier
contexto cumple la propiedad P.

La idea en el principio de inducciéon para Proposition es similar. Sea P una propiedad sobre el-
ementos de tipo Proposition, para concluir que cualquier proposicién cumple la propiedad P, basta
mostrar que todo elemento de la forma Varp n (generado por la regla base de la definicién recursiva)
cumple la propiedad; después es necesario mostrar que los elementos construidos a través de las reglas
recursivas es decir, pl ==> p2, # pl y <>p1, también cumplen la propiedad, teniendo como hipédtesis
de induccién que pl y p2 cumplen P.

El principio de induccién es el siguiente:

Proposition_ind
: forall P : Proposition —> Prop,
(forall n : N, P (Varp n)) ->
(forall p : Proposition,
P p -> forall pO : Proposition, P p0 -> P (p ==> p0)) ->
(forall p : Proposition, P p -> P (#p)) —->
(forall p : Proposition, P p -> P (<> p)) ->
forall p : Proposition, P p

TAacticas y el razonamiento hacia atras

Hay una gran colecciéon de tacticas en el sistema de CoQ, cada una de las cuales es adecuada
para metas con determinada estructura. Cada meta consta de dos partes, un contexto y un objetivo.
Los elementos del contexto usualmente tienen la forma a:type o H:formula y les llamamos hipdtesis;
todos estos elementos representan hechos que se asumen ciertos temporalmente y que se utilizan para
demostrar el objetivo. En la siguiente tabla (tomada de [7]) se enlistan algunas tacticas basicas. Es im-
portante recordar que cada conectivo puede aparecer en el contexto de hipétesis (y entonces se asume
que esta hipétesis se ha nombrado H) o bien en el objetivo de la meta; de aqui que la tactica que se
utilizara no sea la misma en ambos de los casos. Se deben identificar la tactica a utilizar dependiendo
de si existe presencia del conectivo en las hipétesis o en el objetivo de la meta.

— N A
elim H
Hipotesis apply H apply H case H
destruct H as [H1 H2]
Objetivo intro/intro H | intro/intro H split
= 3 V
elim H elim H elim H
Hipotesis case H case H case H
destruct H as [x H1] | destruct H as [H1 H2]
Objetivo intro/intro H | exists v left o right
= False
Hip6tesis rewrite H elim H
rewrite < — H | case H
Objetivo reflexivity
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En esta tabla en el primer bloque, al colocarse en el renglén de las hipdtesis y en la tltima colum-
na (que tiene el simbolo de conjuncién), se puede leer por ejemplo, que si para probar un objetivo
se desea utilizar una hipdtesis H cuyo conectivo principal es una conjuncion, se pueden aplicar las
tacticas elim H , case H o destruct H as [H1 H2]. Por otro lado si el objetivo de la meta que se
quiere probar tiene como conectivo principal una conjuncién (posicionédndose en el renglén de objetivo,
columna correspondiente a la conjuncion), entonces se debe aplicar la téctica split.

Los siguientes parrafos explican brevemente cémo funcionan algunas de estas tacticas. Sean HS
una lista de hipétesis y A, B proposiciones. Emplearemos la siguiente notacién: [HS || A] representa
la meta con la lista de hipdtesis HS y objetivo A.

» intro : Para probar la meta [HS || A — B], basta probar [HS, A || B].

» apply H: Para probar [HS,H : A — B || B], basta probar la meta [HS || A].

» split : Para probar [HS || A A B], basta probar [HS || A] y [HS || B].

» elim H : Para probar [HS,H : AA B || C], basta probar que [HS | A — B — C].

» left : Para probar [HS || AV B], basta probar [HS | A].

» elim H : Para probar [HS,H : AV B || C], basta probar [HS | A— C|y [HS | B — C].

» destruct H as [H1 H2]: Para probar [HS,H : AA B || C], basta probar
[HS,H1: A,H2: B | C].

Hay ademads, otras tacticas de importancia que si bien no corresponden a la introduccién o elimi-
nacién de conectivos logicos, también son parte de la construccion de las pruebas. Ejemplos de estas
tacticas son:

» exact H: La prueba de [HS, H : A || A], esta finalizada.

= reflexivity: El razonamiento sobre proposiciones que contienen simbolo de igualdad recae en
esta tactica que se emplea cuando se busca probar que dos expresiones son iguales.

» trivial: La prueba de la meta [HS, A || 4], ha finalizado, no hay nada mds que hacer.

» rewrite H: Para probar [HS,H : A = B || C], basta probar [HS,H : A = B || C[A := B]],
donde C[A := B] significa, reemplazar en C todas las presencias de A por B.

El ejemplo a continuacién, muestra la prueba de la siguiente propiedad:
Proposicién : (pANq—1) —p—q—>T.

Es importante notar que las reglas de derivacién que se utilizan a continuacion son las reglas de
Deduccion natural usuales para la l6gica proposicional; se busca en este ejemplo reflejar el uso de las
tacticas, obsérvese que p,q y r son variables proposicionales cualesquiera, que en Coq son declaradas
de tipo Prop y que son completamente ajenas a los elementos que se construyen dentro del sistema
DLMIyp . La siguiente es una muestra de una prueba con deduccion natural usual, que corresponde
al razonamiento hacia adelante.
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Proposicién: = (pANq—1) —=p—q—r.

1 (pAg—=71),p,qkFDp
2 (pANg—r),p,qkq
3(Ag—r),p,qFpAg

5 (pANg—r

Y
Y
I
I
)
Y

)
)
)
4 (pAg—r)
)
6 (pAg—)

)

p,qEpAg—T

p,qbr

pEq—r

7T (pANgq—oT)FD—=qg—T

8F(pAg—T)—=p—=q—T

Con el enfoque del razonamiento hacia atrds, se presenta una tabla que muestra la relacién entre
hipétesis, conclusién de la meta y tactica aplicada en cada paso de la construcciéon de la prueba para

la misma, proposicion.

hyp

hyp

(AT 1,2)
hyp

(— E 4,3)
(—15)
(=1 6)
(=17

Hipdtesis Objetivos Tactica
(pANgq—71)—=>Dp—=>q—T

H:pAg—1r p—q—r intro
HpAg—r1r q—r intro
HO: p
H:pAg—r
HO: p T intro
H1:q
HpAg—r
HO: p pAq apply H.
H1:q
HpAqg—r
HO:p p split
H1:q q
HpAqg—r
HO:p q trivial
H1:q

O trivial
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La tabla se interpreta de la siguiente manera:

En el primer renglén la meta consiste en construir una prueba de (p Aq — 1) = p — g — r , con un
conjunto vacio de hipétesis. En el segundo renglén, al aplicar la tactica intro al objetivo del primer
renglén, la nueva meta consiste en dar una prueba para p — ¢ — r, apoyandose de la hipétesis H
que asume que p A ¢ — r es verdadera. Para el tercer paso, se aplica nuevamente la tactica intro
al objetivo del renglén anterior, de esta manera el nuevo objetivo es probar ¢ — r, utilizando las
hipétesis H : pAgq— 1y HO: p.

Saltando al quinto renglén de la tabla, se puede leer que para probar el objetivo (del renglén 4) r,

se utilizara la tactica apply sobre la hipdtesis H : p A g — r. Esta tactica establece que para probar el
consecuente de una implicacién, basta probar el antecedente de la misma, por ello el nuevo objetivo
se convierte en p A ¢, que es precisamente el antecedente de la hipotesis H.
El siguiente paso emplea la tactica split, la cual indica que para probar una conjuncién, basta cons-
truirlas pruebas del rango izquierdo y el rango derecho de la conjuncién, bajo las mismas hipdtesis. En
el dltimo renglén se observa que para probar el objetivo g, se hace uso de la tactica trivial, puesto
que el objetivo se encuentra en el conjunto de hipdtesis. De esta forma, no quedan mas objetivos por
procesar y la prueba ha sido finalizada.

En matematicas una prueba es absoluta. Basicamente, la correccion de una prueba puede ser de-
terminada por cualquiera que conozca del tema. Una prueba matematica puede ser expresada como
una serie de pequefios y muy simples pasos, cada uno de los cuales se puede verificar de forma sencilla
que son irrefutables. Estos pasos son tan pequenios y simples que en las pruebas que hacemos en papel
0 que se encuentran en libros y articulos, ni siquiera es necesario mencionarlos, aunque podrian ser
explicados a detalle sin mayor problema.

Se expone esta idea para respaldar la afirmacién de que, entre los que desarrollan una prueba y los
que leen la misma, hay un acuerdo implicito sobre la validez de estos pasos basicos y los métodos de
combinacién de éstos para crear pruebas mas complejas. Todo esto se refleja y genera un problema,
al intentar mecanizar la verificacion de una prueba matematica, pues la validez de todos estos pasos
bésicos que se dan por hecho en las pruebas en papel, tiene que demostrarse en la formalizacién dentro
del asistente de pruebas, ya que éste no puede hacer uso de los pasos basicos si no se ha demostrado
su validez. Lo anterior representa una brecha considerable, a nivel de detalle, entre las pruebas que se
escriben en los libros y articulos, y las pruebas que se construyen en un asistente de pruebas.

Un concepto importante en el desarrollo de la formalizacién y demostracién de propiedades del
sistema de deduccidn, es la equivalencia de contextos. En la definicion formal que se ha expuesto, un
contexto se considera un conjunto de proposiciones, sin embargo, para su formalizacién se representa
con listas, lo cual obliga a demostrar las propiedades que cumplen los contextos siendo conjuntos, en
su representacion con listas. Para ello se utiliza la siguiente definiciéon de equivalencia de contextos,
basada en la definicién del nimero de ocurrencias de una proposicién en un contexto y que establece
que dos contextos Gy G’ son equivalentes si el niimero de ocurrencias de cualquier proposicién es el
mismo en ambos contextos.

Definition equiv (G G’ : ctx) :=
forall (z : Proposition), (nb_occ G z) = (nb_occ G’ z)

Antes de exponer las pruebas de las propiedades mas importantes del sistema de deduccién, se
enlistan algunas propiedades basicas, que en las demostraciones formales se dan por sentadas pero que
en la formalizacién se han tenido que verificar.
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Propiedades sobre contextos

El objetivo de esta seccién es enlistar propiedades sobre contextos, aquellas que han sido im-
prescindibles en las pruebas de propiedades acerca del sistema DLM Ixp. En busca de continuar con
la comprensién de los elementos de CoQ que se han descrito hasta el momento, se ha seleccionado al
azar una de las propiedades sobre contextos, expondremos su demostracion matematica y haremos un
andlisis de su formalizacién y la prueba su Coq.

Proposicién 9. Para cualquier contexto G, (empty;G) = G, es decir, la concatenacion del contexto
vacto con cualquier otro contexto, resulta ese mismo contexto.

Demostracion. La demostracién se realiza por induccién sobre el contexto G.

s G = empty.
P.D. empty; empty = empty . Aplicando la definicién de conc en el lado izquierdo de la igualdad
obtenemos

empty = empty, lo cual es cierto por reflexividad.
» Hipdtesis de induccion: (empty;G’) = G’, para cualquier contexto G’,

« G=Gp
P.D. empty; (G',p) = G', p, Aplicando la definicién de conc en el lado izquierdo tenemos

(empty; G'),p = G’, p, utilizando la hipdtesis de induccién se concluye

G',p=G’,p, lo cual es cierto por reflexividad.

La formalizacién y prueba de esta propiedad en CoQ es la siguiente:

Proposition E_conc : forall (G : ctx) , (empty;G) = G.
Proof.

intros.
induction G.
simpl.
reflexivity.
rewrite <- IHG.
simpl.

rewrite IHG.
rewrite IHG.
reflexivity.
Qed.

La tactica simpl realiza una manipulacién algebraica del término buscando obtener una expresién
mas simple. La relacién entre metas y tacticas que se genera y aplica en el desarrollo de la prueba se
puede observar en la siguiente tabla:
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Hipdtesis Objetivos Téactica

forall G : ctz, (empty ;G) = G

G :ctx empty ;G =G intro

G :ctx empty ; empty = empty induction G
empty; (G,p) = G,p

G :ctx empty = empty simpl
empty; (G,p) =G,p

G:ctr

IHG : empty;G =G empty ; (G,p) = G,p reflexivity

G:ctr

IHG : empty; G = G (empty; G),p=G,p simpl

G :ctx

IHG : empty; G = G G,p=G,p rewrite IHG

a reflexivity

Se recomienda al lector ejecutar y analizar algunas de las pruebas de las propiedades que se enlistan
a continuacién.

= eqg_snoc: forall (G G’:ctx) (A:Proposition),G = G’ -> G,A = G’,A.
= conc_E : forall (G : ctx) (A : Proposition),(G,A) = ((G,A) ; empty).

= perm0: forall (G G’ : TrueHyps) (A B: Proposition),
(((G,A);G”),B) = ((G,A);(G’,B))

Las siguientes son propiedades que involucran a la funcién elem, que revisa si una proposicién es
elemento de un contexto.

= elem_empty : forall (a:Proposition), ~ elem a empty.

En este enunciado el simbolo ~, corresponde a la negacién por lo que el enunciado significa que
ninguna proposicién es elemento del conjunto vacio.

elem_head : forall (a:Proposition) (G:ctx), elem a (G,a).

elem_cons : forall (a b:Proposition) (G:ctx), elem b G -> elem b (G,a).

elem_1: forall (A : Proposition) (G G’ : ctx), elem A ((G,A);G’).

= elem_inv : forall (A B:Proposition) (G:ctx), elem B (G,A) -> (A = B) elem B G.
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= elem_split : forall (A : Proposition) (G : ctx) ,
elem A G -> exists G1, exists G2, G=(G1,A);G2 .
= nocc_elR: forall (G:ctx) (A:Proposition), elem A G -> nb_occ G A <> O¥%nat
= nocc_el : forall (G:ctx) (A:Proposition), nb_occ G A <> O%nat -> elem A G.

» elem_union_split : forall (A:Proposition) (G G’:ctx),
elem A (G;G’) —> elem A G elem A G’.

= elem_union_L: forall (A:Proposition) (G:ctx),
elem A G -> forall (G’:ctx), elem A (G;G’).

= elem_union R: forall (A:Proposition) (G G’:ctx), elem A G’ -> elem A (G;G’).

= elemSplit: forall (G: ctx) (A B: Proposition), B <> A -> elem B G ->
forall (GO GO’: ctx), G “= (GO,A);GO’ -> elem B (GO;GO’).

Por dltimo se enlistan las propiedades que involucran el concepto de contextos equivalentes.
Obsérvese que, en particular, las primeras tres propiedades establecen que la equivalencia de con-
textos es una relacion de equivalencia.

= equiv_refl: forall (G : ctx), equiv G G.
» equiv_sym: forall (G G’: ctx), equiv G G’ -> equiv G’ G.
= equiv_trans: forall (G Gl G2: ctx), equiv G Gl -> equiv Gl G2 -> equiv G G2.

= equiv_snoc : forall (A : Proposition) (G G’: ctx),
equiv G G’ -> equiv (G , A) (G’, A).

= equiv_conc: forall (G G’ Gl : ctx), equiv G G’ -> equiv (G;G1) (G’;G1).

= equiv_perm: forall (A B : Proposition) (G G’: ctx),
equiv G G’ -> equiv ((G,A),B) ((G’,B),A).

= equiv_perml: forall (A : Proposition) (G G’ : ctx),
equiv ((G ; G’) , A) ((G, A) ; G*).

= equiv_commutative: forall (G G’ : ctx), equiv (G;G’) (G’;Q).

= equiv_perm3: forall (A : Proposition) (G G’ : ctx),
equiv ((G , A) ; G’) (G’ , A) ; @

= equiv_4: forall (G Gl G2: ctx), equiv G1 G2 -> equiv (G1; G) (G2; G)
= eqg_nempty: forall (G:ctx) (p:Proposition), ~ equiv (G,p) empty.
= eqg_empty: forall (G:ctx), equiv G empty -> G = empty.

= eqg_elem : forall (A : Proposition) (G G’:ctx),
equiv G G’ -> elem A G -> elem A G’.

= eq_elsplit: forall (A : Proposition) (G G’: ctx),
equiv G G° -> elem A G -> exists G1, exists G2, G’ = (G1,A);G2.
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Propiedades del sistema DLMIyp

A lo largo del capitulo 2, se presentaron las propiedades estructurales que satisface el sistema
DLMIyp, como el intercambio, debilitamiento y contraccion, tanto para contextos de hipétesis ver-
daderas como de hipdtesis validas, ademas se han demostrado formalmente. También se ha enunciado
el principio de sustitucién para este sistema de inferencia con implicacién, necesidad y posibilidad.
Este principio se ha formulado en tres partes, una que corresponde a hipdtesis verdaderas, la segunda
corresponde a hipétesis validas, la tercera y tdltima considera tinicamente juicios que derivan posi-
bilidad (expresiones de la forma A posible). Las propiedades estructurales, asi como el principio de
induccién que se han formalizado se enlistan a continuacion y sus respectivas demostraciones en COQ
se pueden consultar en el material complementario [[V] :

Las propiedades de

= Intercambio

Si A|T,A, B, T"+C entonces A|T, B, A, T"FC

n Debilitamiento
Si A|T,TV+ C entonces A |T,B,T'+C

n Contraccion

Si A|T,A, A, T"FC entonces A |T, A, T+ C
corresponden a las siguientes formalizaciones:

Proposition nd_exchange:
forall (D: ValHyps) (G G’: TrueHyps) (A B: Proposition) (C:Judgm),
ND_Proof D ( (G,A),B ; G’ ) C -> ND_Proof D ((G,B),A ; G’) C.

Proposition nd_weakening :
forall (D: ValHyps) (G G’ : TrueHyps) (A : Judgm),
ND_Proof D (G ; G’) A -> forall (B : Proposition), ND_Proof D (G, B ; G’) A.

Proposition nd_contraction:
forall (D: ValHyps) (G G’: TrueHyps) (A: Proposition) (C:Judgm),
ND_Proof D ( (G,A),A ; G’ ) C -> ND_Proof D (G,A ; G’) C.

Como se explicé en la seccién la incorporacién de la regla nd_tp al sistema no permitia la
construccién de la prueba para el teorema de sustitucién tal y como se enuncia en [24]. Se genera
una interdependencia en la cual la demostracién del inciso a) requerfa la demostracién del inciso b)
y viceversa; lo mismo con los incisos ¢) y d). Para resolverlo, se planted la siguiente formulacién del
teorema de sustitucién, presentada en el Teorema 4 de dicha seccién y que, para facilitar su consulta,
reproducimos a continuacion:

Sustitucion en DLMIyp : El sistema de inferencia para la 1légica modal DLM I p satisface:
ab) Si A | ' Averdadera y A| T, A, I"FJ entonces A |I',T'F.J
cd) Si A | -+ Buwverdadera y A,B,A’ | T' - J entonces A/A" | T+ J

10Fste material complementario se refiere al script Archivol.v que se adjunta a la publicacién de esta tesis.
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e) Si A | At Cposible y A | T'F Aposible entonces A | T't C posible

Donde J es un juicio, es decir, J = C verdadera o bien J = C posible.

Su formalizacién, usando la notacién introducida al final de la seccion [3.3.1] es la siguiente:

Theorem substitutionT: forall (D: ValHyps) (G: TrueHyps) (A : Proposition),
DI GIl--4a -
forall (G’:TrueHyps) (J:Judgm),
@ | (G,0);6) |--7 I
-> D | G;6) |--7 D.

Theorem substitutionJV: forall (D : ValHyps) (B : Proposition),
(D | empty |-- B) ->
forall (D’:ValHyps) (G:TrueHyps) (J:Judgm),
(C(D,B);D’) | G [--7 )
-> ((M;D’) | G |--j D).

Theorem substitutionT5: forall (D: ValHyps) (A C: Proposition),
(D | (empty,A) |--p C) —>
forall (G:TrueHyps),
DI G Il--p L
> D1 GIl--pO0).

Para la construccién de las pruebas de estas proposiciones y teoremas se han empleado propiedades
bésicas, que se obvian en las demostraciones matematicas pero que ha sido imprescindible construir
su prueba en la formalizacién del sistema. Se enlistan a continuacion:

Proposition equiv_Proof: forall (A : Judgm) (D : ValHyps) ,
forall (G:TrueHyps), ND_Proof D G A ->
forall (G’:TrueHyps), equiv G G’ -> ND_Proof D G’ A.

Proposition equiv_ProofV: forall (A : Judgm) (G : TrueHyps) (D:ValHyps),
ND_Proof D G A ->
forall (D’:ValHyps), equiv D D’ -> ND_Proof D’ G A.

Proposition nd_permil:
forall (D: ValHyps) (G G’ : TrueHyps) (A :Judgm) (B: Proposition),
ND_Proof D ((G;G’),B) A —> ND_Proof D ((G,B);G’) A.

Proposition nd_permlV:
forall (D D’: ValHyps) (G: TrueHyps) (A :Judgm) (B: Proposition),
ND_Proof ((D;D’),B) G A -> ND_Proof ((D,B);D’) G A.

Proposition nd_perm0O: forall (D: ValHyps) (G G’ : TrueHyps) (A B: Proposition),
ND_Proof D ((G,A);(G’,B)) (JTrue A) —>
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ND_Proof D (((G,A);G’),B) (JTrue A).

Proposition nd_permOV: forall (D D’: ValHyps) (G : TrueHyps) (A B: Proposition),
ND_Proof ((D,A);(D’,B)) G (JTrue A) —>
ND_Proof (((D,A);D’),B) G (JTrue A).

Proposition nd_weak_last : forall (D: ValHyps) (G: TrueHyps) (A : Judgm),
ND_Proof D G A -> forall (B : Proposition), ND_Proof D (G, B) A.

Proposition nd_weak_lastV : forall (D: ValHyps) (G: TrueHyps) (A : Judgm),
ND_Proof D G A -> forall (B : Proposition), ND_Proof (D, B) G A.

Proposition weakCtx: forall (D: ValHyps) (G : TrueHyps) (A: Judgm),
ND_Proof D G A -> forall (G’: TrueHyps), ND_Proof D (G;G’) A.

Proposition weakCtxV: forall (D: ValHyps) (G : TrueHyps) (A: Judgm),
ND_Proof D G A -> forall (D’: ValHyps), ND_Proof (D;D’) G A.

Proposition ndphyp: forall (D: ValHyps) (G : TrueHyps) (A: Proposition),
elem A G -> ND_Proof D G (JTrue A).

Proposition nd_vhypE: forall (D: ValHyps) (G : TrueHyps) (A: Proposition),
elem A D -> ND_Proof D G (JTrue A).

Como habra notado el lector, esta formalizacion verifica la relacién de derivabilidad de un juicio
a partir de un contexto de férmulas y aborda propiedades de esta relacion; no debe considerarse co-
mo un verificador al que se le puede proporcionar una féormula para decidir si ésta es verdadera o vélida.

Con lo anterior concluye el capitulo de formalizacién. Se presenté un panorama de los asistentes
de prueba y una breve introduccién a Coq. Se expuso la formalizacion del sistema de Deduccion
Natural para la légica modal intuicionista, y a través de ejemplos de cédigo se fueron explicando
las caracteristicas del asistente de pruebas. El siguiente y ultimo capitulo de esta tesis, exhibe las
conclusiones de lo desarrollado hasta el momento, asi como algunos puntos considerados trabajo a
futuro que se han detectado en el desarrollo de esta formalizacion.
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Conclusiones y Trabajo futuro

3.4. Conclusiones

La meta principal y producto final de este trabajo es ofrecer una formalizacién de un sistema de
deduccién natural para la légica modal intuicionista, sobre un asistente de pruebas, es este caso C0Q.
En la primera parte se dio una breve introduccién a los marcos légicos y se presentaron los argumentos
que sostienen la invalidez del teorema de la deduccién en la légica modal, sugiriendo que el problema
radica en una interpretacién errénea de la regla de necesitacion.

Es importante mencionar que el sistema DLM Iy p satisface trivialmente el Teorema de la Deduc-
cién, debido a la inclusion de la regla de introduccién de la implicacién.

En el segundo capitulo, se presenté y analizé el sistema de deduccién natural para la 1égica modal
intuicionista, propuesto por Pfenning y Davies en [24]. A lo largo del capitulo se replantean los fun-
damentos de la 16gica modal, siguiendo la metodologia de Martin-Lof, la cual permite definir juicios
hipotéticos y categoricos con los cuales se representa la relacién de derivabilidad de una férmula de la
l6gica modal intuicionista a partir de un conjunto de féormulas verdaderas y un conjunto de férmulas
validas. Del analisis sobre el significado de los operadores modales de necesidad y posibilidad se ob-
tuvieron las reglas respectivas de introduccién y eliminaciéon de tales operadores 1égicos en el sistema
DLMInp.

Debido a que en el sistema discutido no se incluye la negacién, no se puede afirmar que los oper-
adores de necesidad y posibilidad sean duales. Por esta razon surge la pregunta acerca de qué légica
es la que se ha discutido. A continuacién se hace un breve andlisis para responderla.

Basado en el trabajo de Vigané (1997), Kobayashi (1997) y Alechina (1998), Pfenning afirma que
el concepto de necesidad puede ser caracterizado axiomaticamente a través de la regla de necesitacién

F A verdadera
F OA verdadera

junto con los siguientes tres axiomas:

(nec)

+O(A— B) — (0DA — OB) verdadera
FOA — A verdadera
FOA — OOA wverdadera

que son conocidos como los axiomas K, T y 4 respectivamente. Las derivaciones de estos axiomas
en el sistema DLMIy se pueden consultar en la seccién en los ejemplos 1,2 y 3. También se
puede encontrar la construccién en CoQ de las pruebas para cada uno de los axiomas en el material
complementario Archivol.v, enunciados como:

45
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Theorem Box_K: forall (A B:Proposition),
empty | empty |-- ((#(A ==> B)) ==> ((#A) ==> (#B))).

Theorem Box_T: forall (A:Proposition),
empty |empty |-- ((#A) ==> A).

Theorem Box_4: forall (A:Proposition), empty | empty |-— #A ==> ##A.

Por otro lado, en lo que respecta a la modalidad de posibilidad, se afirma que puede ser caracteri-
zada axiomadticamente por los siguientes elementos :

FO(A — B) — (¢CA — OB) verdadera
FA— OCA verdadera
FOOCA — OA verdadera

cuyas derivaciones se han desarrollado en los ejemplos 4,5 y 6 de la seccién ; estos axiomas

son conocidos como CK,OT y &4, para cada uno de ellos se ha construido una prueba que en la
formalizacién en Coq se pueden encontrar enunciados como sigue:

Theorem Dia_K: forall (A B:Proposition),

empty | empty |-- #(A ==> B) ==> (<>A ==> <>B).
Theorem Dia_T: forall (A:Proposition), empty | empty |-- (A ==> <> A).
Theorem Dia_4: forall (A:Proposition), empty | empty |-- (<> <> A ==> <> A).

Pues bien, son precisamente los axiomas K, T, 4, OK, T y $4, junto con la regla de necesitacién,
los que caracterizan el sistema modal S4 constructivo (CS4), el cual es una versién del sistema S4
intuicionista, introducido por Prawitz en 1965; CS4 se obtiene extendiendo la légica proposicional
intuicionista con los operadores modales O y < y los seis axiomas que hemos mencionado. De aqui que
la l6gica que subyace en el sistema DLM Ip es la logica CS4.

Hay diversas variantes de la légica constructiva S4 en la literatura. Sin embargo la 1égica CS4
de la que hablamos, es minimal en el sentido de que demuestra un menor nimero de teoremas que
la mayoria de las otras variantes. En particular, no asume que posiblemente falso (<L) y falso son
equiprobables, es decir, &1 — 1 no es un teorema en este sistema. Como se indica en [2], CS4 es
adecuada para probar sobre ella una versién del Isomorfismo Curry-Howard, lo cual se considera una
aplicacién computacional importante.

El tercer capitulo de este trabajo, se enfocé en la presentaciéon y andlisis de la formalizacién del
sistema DLMInp en el asistente de pruebas CoQ. Se presentd un breve panorama de los asistentes
de prueba y una corta introduccién a Coq. La exposicién de las principales caracteristicas de este
asistente de pruebas se realizé a través de ejemplos extraidos de la formalizacién que se construyd,
explicando el significado y funcionamiento de diferentes lineas de codigo.
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3.5. Trabajo a futuro

En esta tdltima seccién, se abordard uno de los temas que resultaron de gran interés durante el
desarrollo de esta tesis, sobre el que se inicié una investigacién y que en un futuro se pretende profun-
dizar: la seméantica.

La mayoria del trabajo sobre semantica emplea marcos de Kripke para tratar con la légica modal
constructiva. Debido a que estamos trabajando con un sistema de deduccién natural y no con sistema
de Hilbert, resulta necesario extender o modificar alguna de las semdanticas que se han propuesto, de
tal forma que se pueda expresar el concepto de consecuencia légica a partir de un conjunto de férmulas
verdaderas y uno de férmulas vélidas.

Atn cuando la gran mayoria de los autores concluyen que un modelo de Kripke de la Légica modal
constructiva debe consistir de un conjunto de mundos W y dos relaciones de accesibilidad, una intu-
icionista <y otra modal R, no existe un concenso acerca de como deberian interactuar estas relaciones
y cémo deben ser utilizadas para interpretar necesidad y posibilidad.

Para el breve estudio que se realizé sobre la seméntica, se tomaron como base los modelos de
Kripke propuestos por Alechina en [2].

Definicion 3. Un modelo de Kripke para la l6gica constructiva S4 es una estructura M de la forma
(W, <,R, =), donde W es un conjunto no vacio y < y R son relaciones binarias reflexivas y transitivas
sobre W, tal que:

» < es hereditaria con respecto a las variables proposicionales, es decir para cada variable p y
mundos w,w', si w < w' y M,w = p, entonces M,w' = p.

» R y < se relacionan como sigue: si w < w' y w'Rv entonces existe v’ tal que wRv' y v’ < wv.
» La relacion = cumple las siguientes propiedades:
cewkET
e wEA—B siysdlosi Ywaw<uw = (wEA=wEB)
e wiE=OA siysdlosi Vw'.w<uw =VYuwRu=uEA
e wiE=CA siysdlo sis V' .w<w = JuwRuAulE A
Notese que no se considera el caso w ¥ L, lo que permitiria mundos inconsistentes, en vez de
eso se tiene:
e SiwkE L yw<w, entonces w' = L

e Siw = L, entonces para cada variable proposicional p, se tiene que w |= p, (asegurdndose
de que L — A continia siendo valida).

Como es usual, una férmula A es verdadera en un modelo M si para cada w € W, M,w = A. Una
formula A es valida (= A) si es verdadera en todos los modelos; una férmula es satisfacible si existe
un modelo y un mundo donde se satisface. La parte crucial, consiste en definir cudndo una férmula A
es consecuencia légica de un conjunto de férmulas verdaderas I" y un conjunto de férmulas vélidas A.
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Se trabajé con las siguientes propuestas, donde A | T' = A significa que la férmula A es consecuen-
cia logica de los conjuntos de férmulas verdaderas I' y de férmulas vélidas A:

Definicién 1: A | T' | A si y sélo si para todo M,w, si M\,w =T y VB € A, [ B, entonces
M, w = A.

Definicién 2: A |T' = A siy sélo si para todo M, w, si M,w =T y VB € A, w |= OB, entonces
M, w = A.

Sin embargo, ninguna de las definiciones anteriores permitié demostrar el teorema de correccién
que se formula como sigue:

Teorema 5 (Correccion del sistema DLMIyp). Sea I'y A un conjunto de férmulas verdaderas y
validas, respectivamente, y A una formula:

A|TFA = A|TEA

Las anomalias se presentaron en los casos en los cuales la derivacion del secuente se obtiene por
las reglas de introduccién y eliminacién del operador de necesidad O/ y OFE, y cuando para la
demostracién se requeria de la regla nd_tp. El andlisis de la falla es estos intentos de demostracion
del teorema de correccion, asi como la propuesta de una definicién adecuada para la relaciéon de
consecuencia légica o bien el uso de una semantica distinta, como la semantica categorica, se considera
trabajo a futuro.



Bibliografia

ALCHOURRON CARLOS. Introduccién: Concepciones de la [6gica. En Enciclopedia Iberoamericana
de Filosoffa. Vol. 7. (pp. 11-47) Editorial Trotta.

ALECHINA, N; MENDLER, M; DE PAIVA, V; RITTER, E. Categorical and Kripke Semantics for
constructive S4 modallLogic. Computer Science Logic, 2001; 2001 September 10-13; Paris France.

AVRON, A.; HONSEL, F.; MAsoN, I. Using Typed Lambda Calculus to implement formal systems
on a machine. In Proceedings of the workshop on programming logic. Report 37 ed. P. Dybjer,
B. Nordstrom, K. Petersson, and J. Smith. University of Géteborg. 1987.

BASIN, D., SEAN MATTHEWS, L. VIGANO A modular Presentation of modal logics in a logical

framework. In The Thilisi Symposium on Language, Logica and Computation: Selected Papers,
CSLI Publications. 1998

BasIN, D., SEAN MATTHEWS, L. VIGANO Natural deduction for mon-classical logics. Studia
Logica 60: pp 119-160. (1998).

BERTOT, Y.; CASTERAN, P. Interactive Theorem Proving and Program Development. Texts in
Theoretical Computer Science. Springer Verlag 2004.

BERTOT YVES Coq in a Hurry. Types Summer School, also used at the University of Nice
Goteborg, Nice. 2006.

CHAGROV A.; ZAKHARYASCHEV, M. Modal logic. Clarendon Press. 1997.
CHELLAS, B. Modal Logic: An introduction. Cambridge University Press. 1980.
CoQuanD, T.; HUET, G. The calculus of constructions. Information and Computation, 76. 1988.

FAIRTLOUGH, M.; MENDLER, M. An intuitionistic modal logic with applications to the formal
verification of hardware. En Proceedings of Conference on Computer Science Logic, volume 933
of Lecture Notes in Computer Science, 1995.

FAGIN R.; HALPERN, J.; MOSES, Y.; VARDI, M. Reasoning about knowledge. MIT Press; !st
MIT Press Paperback Ed edition.

FrrTing, M.C. Modal Proof Theory In Blackburn, P., van Benthem, J., Wolter, F. (eds.) Hand-
book of Modal Logic, pp. 85—138. Elsevier, Amsterdam (2007).

GEUVERS, J.H. Proof assistants: History, ideas and future. Sadhana Journal, Academy Pro-

ceedings in Engineering Science, Indian Academy of Sciences. 34(1), Special Issue on Interactive
Theorem Proving and Proof Checking, pp. 3-25. 2009.

GONTHIER GEORGE. A computer-checked proof of the Four Colour Theorem. Available at http:
//www.research.microsoft.com/~gonthier/4colproof.pdf, 2005.

49


http://www.research.microsoft.com/~gonthier/4colproof.pdf 
http://www.research.microsoft.com/~gonthier/4colproof.pdf 

BIBLIOGRAFIA
Haxir R.; NEGRI, S. Does the deduction theorem fail for modal logic?. Synthese vol. 187, issue
3, pp. 849-867. 2011.

KRIPKE, A. SAUL A completeness Theorem in Modal Logic. J. Symbolic Logic 24 (1959), no. 1,
pp 1-14.

LESCANNE PIERRE Mechanizing Common Knowledge Logic using COQ). In Annals of Mathemat-
ics and Artificial Intelligence. Volume 48, Issue 1-2, pp 15-43. (2006)

MARTIN-LOF Constructive Mathematics and Computer Programming. In Logic, Methodology and
Philosophy of Science. VI. pp 153-175, North Holland.

NEDERPELT, R. P; GEUVERS,J. H.; DE VRIJER, R. C. Selected Papers on Automath Vol. 133
of Studies in Logic and the Foundations of Mathematics. Elsevier, Amsterdam. 1994.

PAULIN-MOHRING CHRISTINE Définitions Inductives en Théorie des Types d’Ordre Supérieur.
Habilitation a diriger les recherches, Université Claude Bernard Lyon. 1996.

PELLETIER, F.J A brief history of natural deduction. History and Philosophy of Logic. 1-31.1999.

PFENNING, F.; DAVIES, R. A modal analysis of staged computation. In Proceedings of Symposium
on Principles of Programming Languages, pg. 258-270, 1996.

PrENNING, F.; DaviEs, R. A judgmental Reconstruction of Modal Logic. Department of Com-
puter Science, Carnegie Mellon University, Pittsburgh. 2000.

SMORYNSKI, C. Modal logic and self-reference. In Handbook of Philosophical Logic, vol. II pp.
441-495, Reidel. 1984.

STIRLING, C.P. Modal logics for communicating systems. Technical Report CSR-193-85 Dept.
Computer Science, Univ. Edinburgh. 1985.

Calculus of Inductive Constructions: https://coq.inria.fr/doc/Reference-Manual006.html

Specific Logical Frameworks and Implementations: http://www.cs.cmu.edu/~fp/lfs-impl.
html

The Coq Proof Assistant: https://coq.inria.fr
The Compcert C compiler: http://compcert.inria.fr/compcert-C.html

Theorem Proving and Vampire: http://www.voronkov.com/vampire.cgi


https://coq.inria.fr/doc/Reference-Manual006.html
http://www.cs.cmu.edu/~fp/lfs-impl.html
http://www.cs.cmu.edu/~fp/lfs-impl.html
 https://coq.inria.fr
 http://compcert.inria.fr/compcert-C.html
http://www.voronkov.com/vampire.cgi

	Portada

	Índice General
	Introducción
	Capítulo 1. Preliminares
	Capítulo 2. Deducción Natural para la Lógica Modal
	Capítulo 3. Formalización
	Conclusiones y Trabajo Futuro

