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Resumen

En esta tesis se plantea el problema de estimacion paramétrica en tiempo finito y esti-
macion exacta de un parametro variante en el tiempo. Durante el estudio de este problema
se desarrollaron dos algoritmos, el primero es un algoritmo capaz de estimar una pardmetro
variante en el tiempo de forma exacta, y el segundo es una algoritmo que estima multiples
parametros constantes en tiempo finito. La idea para generar estos nuevos algoritmos parte
de la teoria clasica de control adaptable y se complementa con no linealidades obtenidas de
algoritmos por modos deslizantes, estos ultimos aportan robustez, que permite la estimacion
de un parametro variante en el tiempo de forma exacta, y la convergencia en tiempo finito.

Para el primer caso, se provee una analisis similar al método Lyapunov para mostrar
convergencia, usando multiples funciones de Lyapunov en lugar de una. Se muestra que si el
coeficiente de la sefial a ser estimada cumple con la condicion de Excitacion Persistente y su
namero de cambios de signo es acotado en cualquier intervalo acotado de tiempo, entonces
el observador convergera globalmente y uniformemente en tiempo finito al valor real. Para el
algoritmo estimador de multiples parametros se toma como base el andlisis de un estimador
lineal recursivo, y se complementa con técnicas usadas en el analisis para modos deslizantes,
en especial aquellas generadas a partir del algoritmo Super-Twisting.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentesy motivacion

Dentro de la teoria de control, la estimacion paramétrica es un campo ampliamente estu-
diado, ya que en muchas ocasiones el conocimiento completo de un sistema no es posible,
debido a variaciones desconocidas o no medibles de los parametros. La estimacion paramétri-
ca es el proceso de usar sefiales conocidas (medibles) de un sistema dinamico, para determi-
nar un conjunto de parametros finito, los cuales sirven para desarrollar modelos matematicos
que representen adecuadamente las caracteristicas del sistema (Raol et~al., 2004). Cuando
los parametros del sistema no cambian con el tiempo, la estimacion se puede hacer fuera
de linea a través de la medicion de la salida y la inyeccién de entrada conocidas, como se
hace en el control clasico. El interés por sistemas con parametros no fijos nace en los 50’s,
cuando se comenzaron a estudiar los sistemas de pilotos automaticos en aeronaves, donde los
parametros cambian dependiendo de las altitudes y rangos de velocidad, pero que pueden ser
representados por medio de sistemas lineales para un punto operativo dado (loannou y Sun,
1996; loannou y Fidan, 2006). A partir de entonces el control adaptable de sistemas se ha de-
sarrollado en diversas direcciones ademas del control, como observacion adaptable (Narendra
y Annaswamy, 1989; Sastry y Bodson, 1989; loannou y Sun, 1996; Marino y Tomei, 1995;
Besancon, 2000; loannou y Fidan, 2006; Besancon, 2007), que a su vez se ha aplicado en
campos variados como deteccion de fallas y aislamiento (Besancon, 2007), o monitoreo de
procesos (Dochain, 2003; Krevaris et~al., 2013), en esta Ultima area se menciona que uno
de los principales problemas en adaptacion es la incertidumbre paramétrica que se genera
cuando los parametros no han convergido al valor real, por lo que es importante disefar algo-
ritmos para disminuir dichos tiempos de convergencia. Durante el desarrollo de las técnicas
de estimacidn se usaron varios métodos para el disefio de leyes de estimadores paramétricos,
uno de ellos que tuvo gran desarrollo durante los 70’s es el de disefio de Lyapunov. Dentro
de este enfoque destacan los trabajos de Morgan y Narendra (1977a,b), que caracterizan el
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2 Capitulo 1. Introduccion

comportamiento de las trayectorias solucion de Sistemas Lineales y Variantes en el Tiempo
(SLVT), que aparecen frecuentemente en control adaptable clasico. En especial la ecuacion
mostrada en el trabajo de Morgan y Narendra (1977a), la cual ha sido usada en esquemas de
Control Adaptable por Modelo de Referencia (CAMR), y Observadores Adaptable Lineales

y No lineales (Narendra y Annaswamy, 1989; Sastry y Bodson, 1989; Marino y Tomei, 1995;
loannou y Sun, 1996; loannou y Fidan, 2006; Besancon, 2007). Aunque el mencionado algo-
ritmo ha sido usado extensivamente por 4 décadas (ver el libro de Besancon (2007)), se sigue
usando en observadores de sistemas no lineales Lipschitz (Ekramian et~al., 2013), y sistemas
con parametros que entran en forma no lineal al sistema (Tyukin et~al., 2013).

Por otro lado se tiene el Algoritmo Genérico de Segundo Orden (AGSO), con una estruc-
tura similar a la ya citada ecuacion estudiada por Morgan y Narendra (1977a). El AGSO fue
introducido por Moreno (2011), y tiene como casos especiales al Algoritmo Super-Twisting
Generalizado (ASTG) (Moreno, 2009, 2011), y al Algoritmo Super-Twisting (AST), este
altimo un algoritmo de segundo orden por modos deslizantes propuesto originalmente por
Levant (1993). El AST tiene propiedades de convergencia y robustez sorprendentes, ya que
converge en tiempo finito y es insensible a perturbaciones no desvanecientes. Este algorit-
mo ha encontrado numerosas aplicaciones como diferenciador exacto (Levant, 1998, 2003),
controladores por retroalimentacion de salida (Levant, 2003), y observadores (Davila et~al.,
2005, 2006). ElI AST también se ha usado para estimar parametros de sistemas mecanicos
(Davila et~al., 2006; M’Sirdi et~al., 2008), sin embargo la sefial de salida equivalente lin-
ealmente filtrada del AST se usa para obtener el regresor para luego usarlo en un algoritmo
recursivo lineal que identifica los pardmetros asintéticamente.

En este trabajo se pretende tomar ventaja de las estructuras del SLVT analizado por Mor-
gany Narendra (1977a); Narendra y Annaswamy (1989), y complementarlo con la estructura
del AGSO para generar un algoritmo cuyas trayectorias solucion converjan al origen en tiem-
po finito, ademas de presentar cierta robustez ante variaciones temporales de los parametros,
las cuales en este caso se consideraran perturbaciones.

En cuanto estimacion paramétrica en tiempo finito destaca el trabajo de Adetola y Guay
(2008); Hartman et~al. (2010), el problema con el algoritmo presentado en este trabajo es
gue se necesita evaluar en linea la invertibilidad de la matriz regresor, para calcular la matriz
inversa en el momento apropiado, y a partir de ella calcular los parametros de forma exacta.

Entonces la principal motivacién es tener un algoritmo con las ventajas de un algoritmo
recursivo; la estimacion paramétrica se obtiene mientras evoluciona el sistema, y la esti-
macion en linea contiene toda la informacion provista por datos pasados; y las ventajas del
AGSO; convergencia en tiempo finito y dependiendo de ciertos parametros, robustez ante
cierto tipo de perturbaciones.
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1.2. Obijetivos

Como se mencioné en la introduccion, en este trabajo, se pretende tomar ventaja de
las estructuras del SLVT Morgan y Narendra (1977a), complementarlo con no linealidades
tomadas del AGSO para generar algoritmos cuyas trayectorias solucidon convergen a cero
en tiempo finito, en algunos casos sean robustos ante ciertas perturbaciones, y que puedan
ser usados en el campo de estimacion paramétrica. Con esta idea se definen el objetivos del
presente trabajo de tesis:

1.2.1. Objetivos principales.

= Disefar un algoritmo capaz de estimar un parametro variante en el tiempo en tiempo
finito.

= Disefar un algoritmo capaz de estimar multiples pardmetros constantes en tiempo fini-
to.

= Establecer las condiciones de convergencia de los algoritmos propuestos.

1.2.2. Objetivos particulares.
Para el algoritmo estimador de un parametro variante en el tiempo.

= Establecer convergencia en tiempo finito del nuevo algoritmo a través de funciones de
Lyapunov multiples.

= Establecer la convergencia en tiempo finito, cuando el nuevo algoritmo es afectado por
un cierto tipo de perturbaciones.

= Describir el uso del nuevo algoritmo en la estimacion paramétrica considerando las
variaciones temporales de dicho parametro como perturbacioén.

Para el algoritmo estimador de multiples parametros constantes.

= Retomar la teoria clasica para establecer la estabilidad del nuevo algoritmo no lineal
propuesto, a través de una funcion de Lyapunov.

= Establecer las condiciones de convergencia en tiempo finito a través de la funcién de
Lyapunov negativa semidefinida, y varias herramientas clasicas.

= Aplicar el algoritmo a la estimacion paramétrica.

= Utilizar el algoritmo propuesto en el problema clasico de Control Adaptable por Mod-
elo de Referencia (CAMR).
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1.3. Formulacion del problema

Considere la clase sistemas descritos por la ecuacion diferencial

X1 = g1(X1,u) + B(t) X2
X2 = g2 (X1, X2,t) + (1) , (1.1)
y=X,

dondex; € R, x» € R!, son los estadosi € R™ es una entrada conocidayye R es la sali-

da medidag; es una funcién continua conocidagy corresponde a una funcién conocida
posiblemente discontinua o multivaluada, por ultithoepresenta términos inciertos. Las
variables medibles san, y la entrada conocida B(t) es una matriz de funciones conocidas

y acotadas, con la cota no necesariamente conocida. El problema se centra en proponer un
algoritmo capaz de estimar el estadaa partir del estado mediblg, cuando el coeficiente
variante en el tiemp@(t) es conocido. A partir del la clase de sistemas propuesto (ecuacion
(1.1)), y el algoritmo estimador se genera una dinamica de error, en esta Ultima es donde se
centran los andlisis de convergencia.

Para el caso lineal, el problema anterior ha sido ampliamente estudiado y utilizado como
herramienta en observacion y control adaptable (Morgany Narendra, 1977a; Sastry y Bodson,
1989; Narendra y Annaswamy, 1989; loannou y Fidan, 2006), un sistema lineal no autbnomo
con coeficientes variantes en el tiempo, que representa una dinamica de error, queda descrito
por la siguientes ecuaciones,

2= A)zz+B(t)

= C(t)z, (1.2)

dondez e R4, i =1,2,A(t), B(t) y C(t) son matrices de funciones continuas a tramos. Como
se menciono arriba el problema se centra en estimar la trayeztari@artir del estado cono-
cido z; y las matricedA(t), B(t) C(t). Normalmente el sistema (1.2) representa una dinamica
de error donde; es el error del estado medidayes el error entre los parametros medidos
y los estimados. El problema se centra en este caso en establecer las condiciones bajo las
cuales las trayectorias solucion del sistema (1.2), convergen a cero. En este caso, las condi-
ciones indican como deben ser elegidas las matA¢gsB(t) y C(t).

Un problema parecido al anterior plantea el mencionado AGSO (Moreno, 2011), que esta
dado por el siguiente sistema no lineal,

71 = —kip1(z1) + 22+ 61(t,2)

2 = —kag2(z1) + 52(t, 2) (1.3)

dondez, i = 1,2 son variables de estado escalalgsj = 1, 2 son ganancias positivas a
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diseiarg;i(t,2), i = 1,2 son perturbaciones variantes en el tiempo, y las no linealida@as
Y ¢2(z2) son

¢1(z1) =p1lza|Psigndz1) + polzo|9signdza), pa, o > 0, (1.4a)
d2(z1) =13121/*Psignd(zy) + papo(p+ Q)lze P4 L signd(zy) +
+p5lz1l* tsigndzy), (1.4b)

conuy, 2 > 0 constantes no negativasgy> 1 > p > 3 nimeros reales. Cuango= 3 la

funcién ¢, tiene una discontinuidad acotadazn= 0, entonces las soluciones del sistema
(1.3) son trayectorias en el sentido de Filippov (Filippov, 1988). En la siguiente seccion se
presentaran las caracteristicas y condiciones de convergencia del AGSO, las cuales dependen
principalmente de los escalarpy g. Por el momento lo interesante es que la formulacion

de este problema, planteado a través del sistema (1.3), se puede plantear en los términos
manejados arriba: se estima el estado no medib&epartir de la variable;, funcioness1(z;)

Y ¢2(z1) conocidas, y determinados valores de las ganaRe(8s ko(t), 11, u2, 1o anterior a

pesar de las perturbaciongét, z), i = 1,2. Como caso particular el AGSO tiene el AST, éste

Se recupera cop = % y B(t) = 1 (Levant, 1993; Davila et~al., 2005, 2006; Moreno, 2009;
Gonzalez et~al., 2012). Este algoritmo se puede ver como una dinamica de error generada a
partir de una cierta planta (similar a la forma (1.1)) y un observador, dandpresenta el

error del estado conocidozy el error entre un estado no conocido y uno estimado. Se puede
ver gue el problema es parecido al planteado por la ecuacién (1.2).

Con base en la estructura de los algoritmos (1.2) y (1.3), se desarrollaron algoritmos
estimadores de parametros en tiempo finito y robustos ante ciertas perturbaciones. Lo que
resta de la seccidn se centrard en mostrar las dinamicas de error generadas a partir de los
nuevos algoritmos. Por otro lado, en cada uno de los capitulos se describe la clase de sistemas
para los cuales se puede disefar el respectivo estimador.

El primer sistema propuesto se puede ver como un AST con coeficientes variables,

71 = —kab(t)l¢1(z1) + b(t) 2 (1.5a)
22 == kab(t)p2(z1) +6(t) (1.5b)

dondez; € R, z> € R son los estado$(t) es una funcién escalar dependiente del tiemkpo,

ko son ganancias constantes a ser disef@fdsepresenta una perturbacion variante en el
tiempo, y¢i(z1), i = 1, 2 estan dadas como en (1.4). Para este algoritmo el problema se centro
en estimarw, a partir dez;, b(t) conocidos, y a pesar de estar presentes cierto tipo de pertur-
bacionesi(t). COmo se vera mas adelante el principal uso de este algoritmo es la estimacién
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paramétrica. Aunque sélo se realizo el analisis para la estimacion de un parametro, la parte

interesante es que debido a la robustez del algoritmo este parametro puede ser variante en
el tiempo. El proposito perseguido es demostrar que la convergencia del algoritmo a cero es

en tiempo finito, a pesar de la variaciones temporales del parametro a estimar. El caso para
multiples parametros requiere un estudio mas exhaustivo, ya que al parecer la no linealidad

definida por la funciom,(z1) combate la excitacion persistente que satisface la furxin

para que los parametros converjan, se podria decir que las propiedades de robustez y ex-
citacion se combaten. Durante el proyecto de tesis no se lograron establecer la condiciones
para garantizar la convergencia del algoritmo (1.5) zacomo vector.

La segunda dindmica planteada surge al utilizar los términos de bajo orden del AGSO
(aquellos donde la potencia a la que estan elevados inclpyena(1.4)), y cambiar el coe-
ficiente 1 que multiplica al estad® en la ecuacién (1.3), por un coeficiente variante en el
tiempoB(t), con el proposito de generar un sistema parecido al mostrado en (1.2) (una ganan-
cia, multiplicada por un término de inyeccidén conocida, sumado con una funcion vectorial de
términos conocidos, multiplicando a la diferencia de términos a estimar, la segunda ecuacion
es un término de inyeccion conocido multiplicado por una funcién vectorial de términos tam-
bién conocidos), que pueda ser usado en estimacién paramétrica. La mencionada dindmica
esta descrita por las siguientes ecuaciones,

71 =—ka|z1|Psigndz) + BT ()2 (1.6a)
2, = —kolza|*P~tsignd(z1) B(t) (1.6b)

dondez; € R, z € R" son variables de estadks, ko son ganancias positivas a ser dis-
eﬁadas% < p<1esunnuamero real, B(t) es una matriz de funciones continuas y acotadas

de dimensiones % ny. Note que el sistema (1.6) es continuo para casi todos los valores de

p, exceptuand = % En este trabajo se restringe%a; p<1,yaque parg = % las condi-

ciones de convergencia se presumen diferentes, principalmente porque el lado derecho de la
ecuacion (1.6b) es discontinuo. Por otro lado se tiene queypadase recupera un algoritmo
clasico (ver ecuacion (1.2) caqft) constante) comunmente usado como estimador paramétri-

co (Narendra y Annaswamy, 1989; Sastry y Bodson, 1989; loannou y Sun, 1996). Entonces
el problema se centra demostrar que el sistema (1.6) converge a cero en tiempo finito y las
condiciones bajo las cuales sucede esto, tomando en cuenta las condiciones ya mencionadas;
Z» no conocidaz; conocida, yB(t) un vector de funciones continuas a tramos y acotadas.
Como se ha venido diciendo la principal aplicacion es la estimacion paramétrica, dentro del
presente trabajo, primero se establecera la convergencia del algoritmo, y posteriormente se
mostrara su aplicacion.
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1.4. Contribuciones

Las contribuciones que se presentan en el trabajo de tesis, se listan a continuacion:

= Se proponen dos algoritmos estimadores; uno capaz de estimar parametros constan-
tes y otro capaz de estimar un parametro variante en el tiempo, la novedad en ambos
algoritmos es que convergen a los valores reales en tiempo finito.

= Elalgoritmo estimador de parametros constantes es facil de implementar y entender, ya
que tiene la misma estructura que el algoritmo clasico estudiado por Morgan y Naren-
dra (1977a) (Narendra y Annaswamy, 1989; loannou y Fidan, 2006). Se podria decir
gue al algoritmo clasico sélo se le agregaron algunas no linealidades, con las que se
logra tener una mayor velocidad de convergencia de las trayectorias solucion, esto de-
bido a la propiedad de convergencia en tiempo finito que afiaden las mencionadas no
linealidades.

= El estimador de un parametro variante en el tiempo, se puede ver como una exten-
sion de Algoritmo Super-Twisting Clasico (ASTC), es decir un ASTC con coeficientes
variantes en el tiempo, con lo cual se extiende la aplicacion de dicho algoritmo.

= Parala demostracién de convergencia de ambos algoritmos se hace uso de herramientas
matematicas clasicas y nuevas dentro de la teoria de control, dando como resultado téc-
nicas novedosas para el analisis de convergencia de algoritmos no lineales, y variantes
en el tiempo.

= Al basarse en un estimador clasico, los nuevos algoritmos propuestos pueden ser inclu-
idos facilmente en la teoria de control, observacion, y las diferentes aplicaciones que
han encontrado estas dos herramientas.

1.5. Descripcion de capitulos

El trabajo de tesis esta dividido en 5 capitulos. En el capitulo 2 se repasan varios concep-
tos que se utilizan como herramientas de andlisis a lo largo del trabajo; se repasara el concepto
de observabilidad de manera muy breve, la propiedad de excitacion persistente en algoritmos
clasicos, el AGSO como lo presenta Moreno (2011), el Control Adaptable por Modelo de
Referencia (CAMR) clasico, y por ultimo el tema de Elipsoides contenidas, que servird para
relacionar las funciones de Lyapunov multiples usadas en el capitulo 3. En el capitulo 3 se
presenta el estimador de parametro variante en el tiempo; se comienza mostrando la clase de
sistemas para los cuales se puede disefiar dicho estimador, para después generar una dinamica
de error, posteriormente se demuestra que las trayectorias de las dinAmica de error convergen
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a cero en tiempo finito, diferenciando dos casos, con perturbaciones, y sin perturbaciones, se
finaliza mostrando algunos ejemplos con simulaciones del nuevo algoritmo. En el capitulo 4
se presenta el algoritmo estimador de parametros constantes, primero se hace un analisis de
estabilidad de las trayectorias solucion, y se establece la convergencia asintética de una de
ellas, siguiendo los pasos del analisis para el caso lineal (Morgan y Narendra, 1977a; Naren-
dra y Annaswamy, 1989), después se establece convergencia de las trayectorias en tiempo
finito bajo la condicion de excitacion persistente, se finaliza el capitulo con algunos ejem-
plos con simulaciones, donde se muestra la aplicacion del nuevo algoritmo como estimador
parameétrico.



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Observabilidad

En esta seccion se recuerda brevemente la definiciobn se observabilidad y se repasa un
método de andlisis para determinar si un sistema es observable.

La nocién de observabilidad parte del concepto de indistinguibilidad (Nijmeijer y van~der
Schaft, 1990; Vargas~Casillas, 2002), dicho concepto indica que dos estados iniciales son
indistinguibles si generan la misma salida para cualquier entrada que se pueda poner en el
sistema. Es decir la salida no se diferencia a pesar de que las condiciones iniciales sean
diferentes. Antes de mostrar la definicion formal, consideremos el sistema no lineal forzado
de una salida

x=f(x,u), x(0)=xo (2.1a)
y =h(X) (2.1b)

dondexe R" es el vector de estadpe IR es la salida y es la entrada exdgena del sistema. La

siguiente definicién de indistiguibilidad fue tomada del libro de Nijmeijer y van~der Schaft,
1990.

Definicidn 2.1. Dos estados X, € M se dicen indistinguibles (denotad@Zxy) para(2.1)
si para cada funcion de entrada admisible u la funcion de saliday(t, 0, x1, u) del sistema
para el estado inicial §0) = x1, y la funcion de salida#> y(t, 0, xo, u), t > 0, del sistema para
el estado inicial ¥0) = X2, son idénticas en su dominio comun de definicion.

A partir de la definicion de indistinguibilidad 2.1, se puede definir la observabilidad como
sigue,

Definicion 2.2. Un sistema se denomina observabledix implica X = xo.

9
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La definicion 2.2 concluye que el sistema (2.1) es observable si la Gnica forma en que dos
salidas sean iguales es que no haya diferencia entre los estados iniciales. En otras palabras, no
importa que entrada se utilize para el sistema, si tenemos dos estados iniciales diferentes,
las salidas también seran diferentes, es decir distinguibles.

Una vez establecida la definicion, el siguiente paso es poder decir si un sistema es ob-
servable o no. El andlisis de observabilidad se hace normalmente por medio del mapa de
r-observabilidad (Inouye, 1977; Zeitz, 1984; Vargas~Casillas, 2002), el cual relaciona el es-
tadox, y la saliday del sistema (2.1) y — 1 de sus derivadas temporales. Se define de la
siguiente manera:

Ry =Nl
O(xv) = [L9h, Lth, ..., L h| :[y v 57 2.2)
T
dondev=|, ¢ ],L']fh(conwsuficientementegrande) son formas dependientes de

la entrada de las derivadas de Liehj@efinidas poL(]?h(x) = h(X)

oL th gLk 1h

LXh(x) = (;X f e afu %, k>1 (2.3)
u aparece explicitamente hasta ta-{w)-ésima derivada de Lie, mientras que la salida y
sus primerak derivadas temporales cdn< r —w pueden ser expresadas como funciones
Unicamente del estado La propiedad mas importante de este mapa es la inyectividad. Un
mapa es globalmente inyectivo si cada punto en la imagen corresponde a un Unico punto en
el dominio. La inyectividad global implica la existencia de una inversa que mapea puntos
en la imagen a puntos en el dominio. Una condicion suficiente para la observabilidad para
toda entrada es la inyectividad global para todiel mapa de-observabilidad para alguna
r>n.

Aunque generalmente, un sistema de una salida de ordEme una un mapa de
observabilidad inyectivo (Vargas et~al., 2002), acof 2n+ 1, en este trabajo se hara un
breve analisis de identificabilidad de un parametro asumienda gue, es decir con el
conocimiento de la saliday— 1 de sus derivadas, lo cual se hace en muchos métodos de
disefio (Vargas et~al., 2002).

2.2. [Excitacion persistente

En el caso presentado en esta tesis, es de especial importancia la condicién de excitacion
persistente, la cual es necesaria para asegurar estabilidad uniforme y asintética de ciertos
sistemas lineales.

Una primera ecuacion diferencial encontrada con frecuencia dentro del estudio de sis-
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temas adaptables se presenta a continuacion,
x(t) = —U@®UT (©)x(t) (2.4)
dondeU(t) : R — R™™M es una funcion continua a tramos y acotada. Si

Q1) =U®U (t) (2.5)

entonce)(t) es una matriz positiva semidefinida. Derivando temporalmente la candidata a
funcion de LyapunoV = x' x/2 a lo largo de las trayectorias de (2.4) s6lo se puede demostrar
gue el puntox = 0 es uniformemente estable, pero como muestra el siguiente teorema existen
condiciones suficientes y necesarias para que el sistema (2.4) sea uniforme y asintéticamente
estable.

Teorema 2.1.Las siguientes condiciones (1)-(4) son equivalentes y aseguran la estabilidad
uniforme y asintotica del punto de equilibric=0 de la ecuacion diferencial (2.4)

1. Existen constantes positivas Tg y ;1 tal que para todo vector unitario wR",
t+To
f wWu@UT@wdr > & Vit (2.6)
t
2. Existen constantes positivas To y £ tal que para todo vector unitario wR",
t+To
f [U@UT@W|dr 2e2  Vixto (2.7)
t

3. Existen constantes positivas Tp Yy €3 tal que para todo vector unitario wR",

1 t+To

) [UT()w]| dr >e5 V1o (2.8)

4. Existen constantes positivasTo Y €4 tal que

+To
Ai [f U@U' (r)dr

dondenj[A] denota el i-ésimo autovalor de la matriz A. A

>e i=12,...n  Vixto (2.9)

Para la demostracion del Teorema 2.1 se debe referir a los trabajos de Morgan y Narendra
(1977b); Narendra y Annaswamy (1989).
Pasemos al segundo caso, el cual es parte de la motivacién del presente trabajo,
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2(t) = Az (1) + UT ()22(1)
2(t) = -U)z(t)
dondez; : [0,0) —» R™, z,: [0,00) — R", A(t) y U(t) son matrices de funciones acotadas y
continuas a tramos de dimensiomesn y nx mrespectivamente, £(t) + A' (t) es uniforme-
mente negativa definida, es deait) + AT (t) < —Q < 0. Como en la primera ecuacion (2.4)
la atencion se centra en analizar las condiciones necesarias y suficientes para las cuales el
sistema (2.10) es uniforme y asintéticamente estable. El siguiente Teorema establece dichas
condiciones (Morgan y Narendra, 1977a; Narendra y Annaswamy, 1989),

(2.10)

Teorema 2.2.El punto x= 0 de la ecuacion (2.10) es uniforme y asintéticamente estable si,
y solo si, existen constantes positivas do Y € con b € [t,t + Tp] tal que para cualquier
vector unitario we R",

1 to+d0
f UT(wdr]| >eg  Vi>1o (2.11)

TO to

A

Cuando||U(t)|| es uniformemente acotado, la condicion (2.11) puede ser relajada como
se muestra en el siguiente corolario.

Corolario 2.1. Si U(t) es suavelJ(t) es uniformemente acotada, \t)satisface la siguiente
condicion
1 t+To
To Js

para fy € R*, y constantes positivag ¥y €, y todos los vectores unitariosaR", entonces
la solucion x= 0 de la ecuacion (2.10) es uniforme y asintéticamente estable.

||UT(T)W|| dr > g9 vVt >to (2.12)

A

Narendray Annaswamy (1989) mencionan que bajo las condiciones dadas en el Corolario
2.1 paraJ(t) la desigualdad (2.12) es equivalente a la siguiente desigualdad,

t+To
f U@UT(@)dr>al  Vixt (2.13)
t

para constantes positivas To y a. Esta condicién denominad@xcitacion persistenteim-

plica que la integral de la matriz(t)U ' (t) sobre un intervalo finitdo es una matriz positiva
definida. Otra interpretacion implica que la matdg)U (t), la cual tiene rango unidad en
cada instante, al ser integrada sobre un intervalo y cumplir con la condicion dada en (2.13)
adquiere rango completo.
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Un caso especial de (2.10), donde la ma&ino es variante en el tiempo es mostrado
por Marino y Tomei (1995), este sistema es de importancia dentro de la tesis, ya que para
esta forma se puede garantizar convergencia uniforme y exponencial como se enuncia en el
siguiente Lema,

Lema 2.1. (Sastry y Bodson, 1989; Narendra y Annaswamy, 1989) Considere el sistema
lineal variante en el tiempo

X = Ax+Q'(t)z xeR" (2.14)
-AQ(t)Px, zeRP (2.15)

N
I

en el cual A es una matriz dexm Hurwitz, P es una matriz de>an, simétrica y positiva
definida tal que se satisface la igualdaliR+ PA= —Q, con Q simétrica y positiva definida,
y A es una matriz de p p, simétrica y positiva definida. g(t)|l, [|(t)|| son uniformemente
acotadas yQ(t) satisface la condicion de excitacion persistente, entofges = 0 es un
punto de equilibrio global y exponencialmente estable. A

Por otro lado para que las condiciones de convergencia de (2.4) y (2.10) sean equiva-
lentes,u tiene que ser restringida, esto nos conducira a la revision de propiedades para la
convergencia del algoritmo propuesta en este trabajo. El primer paso, propuesto en Narendra
y Annaswamy (1989), es definir una clase de funciones a las cuales peitenece

Definicion 2.3. Sea G un conjunto en0, ) para el cual existe una > 0 tal que para
todo 4, tp € Cs, tg # to implica [ty —to| > 6. Entonces?p ) esta definido como la clase de
funciones reales valuadas §i o) tal que para cada Lt | ), corresponde algus y Cs
tal que

1. U(t) y U(t) son continuas y acotadas fh c)/Cs y

2. paratodoi € Cg, u(t) y u(t) se tienen limites finitos cuandg ty y t | t1 A

Cuando no se pueda asegurar (&) es acotada, se tiene que pedir que la planta sea
estable. Lo anterior para poder aplicar todos los conceptos explicados dentro del trabajo. Un
vectoru se dice que pertenecep ., Si cada componente depertenece &’ ). Con
esta condicion sobre se pueden usar indistintamente las ecuaciones (2.11) y (2.12). Una
vez definida la condicion de excitacion persistente es de importancia para este trabajo sefalar
una propiedad adicional. Para poder citarla a través de un lema es necesario la definicion del
siguiente conjunto (Narendra y Annaswamy, 1989).
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Definicion 2.4. El conjunto de todas las funcionesB* — R" con ue g ) que satisface
la condicion en la desigualdad (2.13) sobre un perioggara todo t> ty es denotado por

Q(n’tO’TO) " A

Los subindice®, to, y To en la Definicion 2.4 se refieren a la dimensién del espacio,
el tiempo inicial, y el intervalo sobre el cual la funciéres persistentemente excitada. En
muchos casos el tiempo inicial puede ser omitido, por lo que el conjunto se denotara como

Q(n,Tp)-
Lema 2.2.

1. Siu:R* — R"y cualquier componente détyi— a 0 cuando t— co, 6 pertenece &1,
0 pertenece a2, entonces & Q(n,1) para cualquier T.

2. SiueQnt,T), W:R* > R"y p — 0cuando t— oo, entonces th Uz € Qny, T) para
algln 4 > to. El mismo resultado se mantiene sia1£ o £2.

3. Siu, ux € QnT), ENtONCES L+ €Uy € Q1) Para algune € R suficientemente pequefio.
A

El Lema 2.2 indica que una sefal de excitacion persistente lo sigue siendo aunque se le
sumen sefiales en algun sentido pequefas.

2.3. Algoritmo Genérico de Segundo Orden

Uno de los algoritmos que ayudaran a la construccién de algoritmos estimadores de pa-
rametros en tiempo finito es el denominado Algoritmo Genérico de Segundo Orden (AGSO)
(Moreno, 2011), el cual esta descrito por

21 =-ki¢1(z1) + 22+ 51(t, X) (2.16a)
2y = —kogo(z1) + s2(t, X) (2.16b)

dondez; y 2, son las variables de estado escalakes; ko son ganancias positivas a ser
disefladas;1(t, X) Y s2(t, X) son perturbaciones variantes en el tiemfmno lineales, y las no
linealidade®p1(z1) y ¢2(z1) son,

$1(z1) =palz1lPsign(za) + polzal¥sign(zs),  pa,p2 (2.17a)
¢2(z1) =12 plza|*P Lsign(zy) + papa(p+ A)1ze P sign(z) + podlza | sign(ze),  (2.17b)
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conus, uz > 0 constantes no negativag|y 1> p > % son numeros reales. Se debe notar que
cuandop = 3 la funciéng(x1) tiene una discontinuidad (acotada)zr= 0. Dado queb,(z1)

no es necesariamente una funcion continua, en general la ecuacion diferencial (2.16) no tiene
soluciones clasicas, de tal forma que las soluciones de (2.16) son todas trayectorias en el
sentido de Filippov (Filippov, 1988). Para diferentes valores de los parameatres p, q

algunos casos en particular son recobrados:

= Un algoritmo lineal se recobra cuandg u2, p,g =1, 0, 1, 1, de tal forma que(z1) =
21, ¢2(z1) = 2.

= El Algoritmo Super-Twisting Clasico (STC), originalmente propuesto por Levant (1993),
se obtiene para, s, p, d = 1, 0, 3, g, de tal forma que (x1) = Ix12 sign(xy), ¢2(x1) =
%sigr(xl). En este cas@»(x;) es una funcion discontinua.

= Un algoritmo homogéneo (Baccioti y Rosier, 2001a; Levant, 2005) se obtiene cuando
_ 1
u2=0yp=s.

= Parap = % y g =1 se obtiene el Algoritmo Super-Twisting Generalizado (ASTG)
(Moreno, 2009).

Para los algoritmos citados en arriba, las ganangids son constantes, pero estas tam-
bién pueden ser variables como muestran Davila et~al. (2010) y Gonzalez et~al. (2012).

Por otro lado una caracteristica interesante del AGSO es que sus propiedades de conver-
gencia dependen de los valoresgigg.

Definicion 2.5. El origen x= 0 del sistemd2.16)es (localmente) globalmente

» Estable en Tiempo-Finito, si todas las trayectorias que empiezan en (una vecindad de
z=0) R? convergen a z 0 en tiempo finito.

= Exponencialmente estable, si todas las trayectorias que empiezan en (una vecindad de
z=0) R? convergen a z 0 exponencialmente.

= Asintéticamente estable, si todas la trayectorias que empiezan en (una vecindad de
z=0) R? convergen a z 0 asintticamente.

» Uniformemente estable, si todas las trayectorias que empiez&A eonvergen a una
vecindad de z 0 en tiempo finito, y la convergencia temporal es uniformemente aco-
tada (superiormente) con respecto a la condicién inicial.

= Robustamente estable, si todas las trayectorias que empiezan en (una vecindad de
z=0) R? convergen a z 0 para una familia de perturbaciones desvanecientes en
el origen.



16

Capitulo 2. Preliminares

Cuadro 2.1: Propiedades de convergencia del AGSO

Término de Término de Tipo de estabilidad

bajo ordenp alto ordenq

p=1 g=1 Robusta, exponencial| No uniforme, practica
% <p<l g=1 Robusto, Tiempo finitg No uniforme, practica
p= % g=1 Tiempo finito, exacto | No uniforme, practica
p=1 g>1 Exponencial, robusto | Uniforme, practica

% <p<l g>1 Robusto, Tiempo finitg Uniforme, practica
p= % g>1 Robusto, Tiempo finitg Uniforme préactica

= Exactamente estable, si para todas las trayectorias que empiezan en (una vecindad de
z=0) R? convergen a z 0 en tiempo finito, para una familia de perturbaciones que
son no desvanecientes en el origen.

= Practicamente estable, si todas las trayectorias que empiezan en (una vecindad de
z = 0) R? convergen a un vecindario de=z0 en tiempo finito, para una familia de
perturbaciones no desvanecientes en el origen.

Con estas definiciones Moreno (2011) presenta una tabla (ver tabla 2.1) donde se presen-
tan las propiedades de convergencia dependiendo de los valqugsgle

A patrtir de la tabla 2.1 (Moreno, 2011) se explica que el tipo de convergencia recae
en el término de bajo ordep, mientras que el término de alto orden es responsable de la
uniformidad de la convergencia con respecto a la condicién inicial. Por otro lado se aprecia
que parap = % la robustez de la estabilidad es exacta con respecto a las perturbaciones.
Esta robustez es consecuencia de la discontinuidad, lo cual distingue a los algoritmos STC y
ASTG.

2.3.1. Convergencia en tiempo finito de AGSO

Cuando el exponente del término de bajo orden se encuentra entre los %ad_opes 1
las trayectorias del AGSO con ganancias constdftds convergen al origen robustamente
y en tiempo finito. Y pargp = % esta convergencia se logra a pesar de las perturbaciones.
Para demostrar este tipo de convergencia, Moreno (2011) utiliza la siguiente funcion de
Lyapunov (robusta) cuadratica,

Vo(2 ={PL,

donde/T = ®T(2) = [¢1(z1),22], y P = PT > 0 es la Gnica matriz solucion positiva definida
de la Ecuacion Algebraica de Lyapunov (EAA) P+ PA= —Q, conA una matriz Hurwitz

(2.18)
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y una matriz arbitraria positiva definida y simétri@a= Q" > 0. Y hace notar qué(z) es un
homeomorfismo global para cada ), con% <p<1,yparap=1este es un difeomorfismo.

Moreno (2011) también hace una importante observacion sobre la naturaleza de la fun-
cion de Lyapunowq (2.18), la cual es clave para hacer el andlisis de convergengias
continua pero no localmente Lipschitz, entonces las versiones usuales del Teorema de Lya-
punov (Filippov, 1988; Baccioti y Rosier, 2001a; Orlov, 2005) no pueden ser usadas con
esta funcion de Lyapunov, pero menciona que es posible mostrav(y€t, Xo)) es una
funcién absolutamente continua (AC) del tiempo a lo largo de las trayectdtias) de la
ecuacion diferencial (2.16). Esto implica que es diferenciable casi en todas partes. Entonces,
si la derivadaVQ es negativa definida casi en cualquier parte, entoWegszo) es mono-
tonamente decreciente y converge a cero, la cual es la condicién requerida en el Teorema de
Zubov (Poznyak, 2008, Teorema 20.2, p. 568).

El siguiente teorema es el resultado obtenido del analisis de convergencia sin perturba-
ciones,

Teorema 2.3.Considere el sistem@.16)conus > 0, y ganancias constantes, lk,. Entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. El origen z= 0 de(2.16)es asintoticamente estable.
2. Lamatriz A de la EAL es Hurwitz, i.e. todos sus autovalores tienen parte real negativa.

3. Las ganancias constantes son positivas, i.ex @ ko > 0.

N

. Para cada matriz positiva definida y simétrica=@" > 0, la EAL mencionada arriba
tiene una Gnica solucion positiva definida y simétrica PT > 0.

En este caso la funciog2.18) es una funcion de Lyapunov fuerte y global para el sis-
tema(2.16) La derivada tempora‘i/Q de la funcion de Lyapunov, tomada a lo largo de las
trayectorias del sistema, satisface las ecuacion diferencial

3p-1

Vo < —¥(Q.u)Vo" @-1(Qu2)xal™Vo(2), (2.19)

p
Zp{

QI = {P : .
dondey1(Q,u1) = u1 p{(ﬁ%x{'”m}, v2(Q, u2) = ﬂz%' son escalares dependientes de la se-

leccidn de la matriz Q yi1, uo. A

Lo mas importante de este Teorema es que a pesar de los elementos no lineales, dependi-
endo de los exponentes pueden ser discontinuos, la estabilidad del punto de equ#iBrio
de la ecuacion 2.16 es completamente determinada por la estabilidad de |laématriz

Por otro lado el tiempo de convergencia se puede calcular de la ecuacion (2.19) y queda
descrita es la siguiente proposicion (Moreno, 2011).
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Proposicion 2.1.Suponga queik> 0, k> > 0, y 2 > 0. Entonces una trayectoria del AGSO
(2.16) empezando ez R? converge al origen en tiempo fini%)s p<1(uy>0),y ésta
alcanza dicho punto en un tiempo menor a
2p %
5 S
Tonem Ve () Sipz=009>1,

1-p
2p v2(Qu2)\ s 20 : _
Ty " (1+ Vo (20)) siup>0yq=1

donde \(2), y1(Q.x1) Y ¥2(Q,u2) son dadas en el Teorema 2.3. Cuande b (u1 > 0) la
convergencia es exponencial. A

T(20) = (2.20)

También se caracteriza la robustez del AGSO cuando presenta perturbaciones variantes
en el tiempo yo no lineales,

71 = -kig1(z1) +z2+61(t. 2
2 = —kopa(z1) + 52(t, 2).
Usando el vectof (2.18) es posible escribir (2.21) como

(2.21)

—kip1(z1) + X2 ;f&z()t, Z)] = () (AL +3). (2.22)

£ =¢1(z0) [ ~kos2(21) + 57

. si1(t,2)
cong{(t,{) = 1 ‘
pulzalP-+qualxg |91 s2(t.2) z=0"1()
La clase de de perturbaciones que puede combatir el sistema queda definida por la trans-
formaciongTt, ), la cual satisface las condiciones de sector (ver Moreno (2011)).

Y el analisis de convergencia del sistema (2.21) queda definido en el siguiente teorema

Teorema 2.4.Suponga que existe una matrizMPT > 0 simétrica y positiva definida, cons-
tantes positivags, 62 > 0y € > 0 tal que la desigualdad matricial (DM)

0, (2.23)

ATP+PA+eP+R PB y
B'P -0|~

0 equivalentemente, la Desigualdad Algebraica de Riccati (DAR)

ATP+PA+eP+R+PBOIBTP <O, (2.24)
1 1

son satisfechas, donde 0 ,B=]|,B= 0 :
0 1 0 1

dependiendo de sji(t,2) y ¢2(t,2), sélogi(t,2), 0 sOloga(t,2) estan presentes, respectiva-
mente. En este caso el origen es global y robustamente estable, de tal forma que las trayec-
torias el sistemd2.21)convergen al origen para todas las perturbaciones que satisfacen las
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condiciones (ver (Moreno, 2011, 4.4.1 Clases de perturbacion)),

ls1(t, 2)| < Qa(ualza P+ p2lza|9), cong >0

8 . . (2.25)
I52(t,2)| < Ga(pud|ze|?P~1 + (p+ Quapalza P4 + qui|zg*TY),  cong >0,

y la forma cuadratica ¥ = (TP¢ es una funcion de Lyapunov fuerte y robusta para el sistema

(2.21) Paral>p> % y u1 > 0 cada trayectoria alcanza el origen en un tiempo finito menor
a

p
ﬁv&p(zo) siup=00 g>1
A-Peu) 1,20 (P)

T(20) = : (2.26)
2p Qu . _
—(1_p)qeﬂzln 1+—l %E_p ] siup>0yq=1
p'u:lf)/lmin {P}
A

2.4. Control Adaptable por Modelo de Referencia

La estructura basica del Control Adaptable por Modelo de Referencia (CAMR) se mues-
tra en la Fig. 2.1. Como se menciond, el modelo de referencia se elige para generar la trayec-
toria deseadam, que la salida de la planyg tiene que seguir. El contr@l(6) en el CAMR di-
recto tiene una estructura que depende de los parametros constantes desconocidos, los cuales
son actualizados por una ley de adaptacion. Este tipo de disefio permite manipular el con-
trol C(0) tal que el analisis de estabilidad de la dinamica de error puede ser hecho a través
del enfoque EPR-Lyapunov (de las siglas Estrictamente Positivo Real), para poder generar la
mencionada ley de adaptacion.

Modelo de Y
Referencia
- 3
2
L Cont 1{1 Iy U Cﬁ
. ontrolador ) P
C ) Planta
p //;1 )
lp Mecanismo W
de Ajuste -

Figura 2.1: Estructura general del CAMR (loannouy Sun, 1996).

Para el CAMR directo clasico (Narendra y Annaswamy, 1989; loannou y Sun, 1996), se
considera la planta de Una Entrada y Una Salida (UEUS) y Lineal e Invariante en el Tiempo
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(LIT)

(2.27)
Yp=ChXp

dondexp € R yp, up € Ry A, By, Cp tienen las dimensiones apropiadas, que pueden ser
descritas en la forma de entrgskdida

Yp = Gp(S)up (2.28)
con la funcion de transferendizy(s) expresada en la forma

Zp(9)
n(9)
dondeZp, Ry son polinomios monicos kg, es una constante referida como “ganancia de alta
frecuencia’. Se asume que la planta tiene grado relativol. El cason* > 2 no es consid-
erado, ya que para aplicar el nuevo algoritmo presentado en este trabajo, se requiere que la
salida de referencia aparezca en la primera derivada de la salida. Un modelo de referencia, se-
leccionado por el disefiador para especificar las caracteristicas del lazo cerrado, esta descrito

por

Xm = AmXm+ B, Xm(0) = Xmo

(2.30)
Ym = C%Xm

dondexm € RPm para algiin enterpm; Ym, r € R y r es la entrada de referencia, la cual se
asume como una funcion del tiempo, continua a tramos y uniformemente acotada. La funcion
de transferencia del modelo de referencia esta dada por

Ym = Win(s)r (2.31)
gue se expresa en la misma forma que (2.29),

Zn(9)

Rm(s)

dondeZn(s), Rm(S) son polinomios monicos K, es constante.
Cuando los parametros de la planta son conocidos, el problema de Control por Modelo

de Referencia (CMR) consiste en determinar la entrada de la pigdtatal forma que todas

las sefiales son acotadas y la salida de la pgnsague la salida del modelo de referencia

Ym para cualquier entrada de referencia da@dpade la clase definida arriba. Para alcanzar el

objetivo del CMR se asume q@},(s) y Win(s) satisfacen las siguientes suposiciones:

Wm(s) =Km

(2.32)

Al Una cota superion de gradmy de Rp(s) es conocida.
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A2 El grado relativan* = np—mp deGp(s) es uno, i.en* = 1.
A3 Zy(s) es un polinomio monico y Hurwitz de grada, = np—1.
A4 El signode la ganancia de alta frecuenkjpes conocido.

Bl Zn(S), Rn(S) con polinomios ménicos y Hurwitz de gradg, pm, respectivamente, donde
Pm < n. El grado relativany, = pm—m de W, es el mismo que el d8p(s), i.e.,ny, =
n*=1.

Bajo estas condiciones, si los parametros de la planta (2.27) son conocidos, el problema
de CMR puede ser resuelto por la ley de control dada por Narendra y Annaswamy (1989);
loannou y Sun (1996)

Wy = Fwy +gup, w1(0)=0 (2.33a)
Wy = FW2 + gYyp, w2(0)=0 (2.33b)
up=6"Tw (2.33c)
dondews,w, € R 1,

_ T T T o* = «T «T «T * T 2.34
W= [wl W, Yp r] ,0" = [91 0, 6 Co] (2.34)

[ —An-2 —An-3 —An4 -+ —Ao ] [ 1]

1 0 o - 0 0

F= 0 1 O - 0 |,g=|0], (2.35)

0 0 1 0 | | O

Aj son los coeficientes de
A(S) = ST+ An o824+ 215+ A = det(s| - F)

que es un polinomio arbitrario moénico y Hurwitz de gradel que contiene &n,(S) como
un factor, i.e. A (S) = Ag(S) Zm(S), siendoAg(s) monico, Hurwitz y de gradag = n—1—Qm.
6* es un vector de valores nominales de los coeficientes del controlador, que en general no
son unicos, y pueden ser elegidos de tal forma que la funcion de transferencia en lazo cerrado
formado de ayp es igual aWm(s).

Cuando los parametros de la planta son desconocidos, el objetivo del Control Adaptable
por Modelo de Referencia (CAMR) es disefiar la variable de coopdle tal forma que se
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consiga el mismo objetivo que le CMR. Es bien sabido (Sastry y Bodson, 1989; Narendra
y Annaswamy, 1989; loannou y Sun, 1996) que el objetivo es logrado si la ley de control
(2.33c) se remplaza por

Up=6" (t)w (2.36)

donded(t) es el estimado d& en el tiempd generado por la ley de adaptacion

6(t) = —-Teywsigno(p*) , (2.37)
donde K
€1 = Yp—Ym, Signo(p”) :sign(ap),l“:l‘T > 0. (2.38)

Este es un resultado clasico en Control Adaptable (Narendra y Annaswamy, 1989; loan-
nou y Sun, 1996)

Teorema 2.5.Bajo las condiciones establecidas (asumiendo qug3dVes Estrictamente
Positiva Real (EPR)) el esquema de CAMR dado por (2.36-2.38) garantiza que:

1. Todas las sefiales en lazo cerrado son acotadas y el error de seguimiertoverge
a cero asintéticamente con el tiempo para cualquier sefial de refererciay.

2. Sir es suficientemente rica de ord&mr € L., y Zp(S), Rp(S) son relativamente copri-
mas, entonces el error paramétrii = |0 — 6% y el error de seguimiento,eonverge
a cero exponencialmente rapido.

2.5. Funciones de Lyapunov multiples

En esta seccién se hace un breve repaso de una técnica usada en en sistemas hibridos
Liberzon (2003), que sera utilizada en el capitulo 3.

Considere dos sistemas="f1(X) y x = fo(X) asintéticamente (globalmente) estables, y
permita queV/y y Vo sean sus respectivas funciones de Lyapunov (radialmente no acotadas).
La parte de interés en este caso es establecer estabilidad del sistema conmutado (switched)
usando ambas funciones de Lyapuiaw V». Para definir un sistema conmutado (switched)
se necesita la nocion de sefal cambiante (switching signal). Esta es una funcion constante a
tramosw : [0,00) — D. Dicha conmutaciénro tiene una numero finito de discontinuidades
(las cuales se llamardiempos de conmutacidswitching times)) en cada intervalo acotado
y toma un valor constante en cada intervalo entre dos tiempos de cambio consecutivos. El
papel dew es especificar, en cada instante de tiempa indicew(t) € D del subsistema
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activo, es decir, el sistema de la familfa ¢ f2) que esta siendo seguido. Entonces un sistema
conmutado con tiempo de conmutacidon dependiente puede describirse por la ecuacion,

() = fo(X). (2.39)

En ausencia de una funcion de Lyapunov comun, las propiedades de estabilidad del
sistema conmutado (2.39) en general dependen de la sefial cambiaR&mita que;,
i=1,2, ...sean los tiempos de conmutacion. Si sucede que los valokésydé, coinciden
con cada tiempo de cambio, i.¥4_,)(ti) = Vo(y)(ti) para todd, entonces/,; es una fun-
cion de Lyapunov continua para el sistema cambiante, y se concluye estabilidad asintotica.
En general la funcidW, es discontinua. Mientras cad¥g decrece cuando el subsistedia
€simo es activo, ésta puede crecer cuando el subsisk&siano es inactivo. A continuacion
se describe la idea para establecer estabilidad asintética; considere los valgyes idécio
de cada intervalo en el cual = d. Para que el sistema cambiante sea asintéticamente estable,
los valores mencionados deben formar una secuencia decreciente patakstdees la idea
a seguir para demostrar convergencia a cero del algoritmo propuesto en el capitulo 3.

2.6. Elipsoides contenidas

La informacion presentada en esta seccidn es una consecuencia del Procedimiento-S usa-
do en el analisis de DML Boyd y Vandenberghe (2004). La técnica mostrada a continuacién
se usara en el capitulo 3.

Una elipsoideS € R" con interior no vacio puede representarse como el conjunto de nivel
de una funcién cuadratica,

E={Xx"Fx+29"x+h <0}, (2.40)
dondeF es una matriz simétrica, positiva definiday ¥ g" F~1g < 0. Suponga qué es otra
elipsoide con una representacion similar,

E={XX"Fx+2g"x+h <0}, (2.41)

conF una matriz simétrica positiva definida; g’ F_‘1§< 0. Por el Procedimiento-S, se sabe
que& C € siy solo si existe und > 0 tal que

F g F
R P (2.42)
g' h g h
Entonces si la desigualdad (2.42) se cumple se tiene que la eli@s@sk contenida
dentro de la elipsoidg, lo cual se usara en el capitulo 3.



Capitulo 3

Estimador de un parametro variante en
el tiempo

3.1. Tipo de sistema en estudio y estimador

El nuevo algoritmo presentado en este capitulo puede ser considerado un observador.Se
plantea de esta forma debido a que incluye varios algoritmos utilizados en la literatura como
observadores, tales como el de Alta Ganancia (AG), Super-Twisting Clasico (STC), Algo-
ritmo Super-Twisting Generalizado (ASTG), ademas del Diferenciador Uniforme (DU) y
un estimador paramétrico clasico, pero la principal aportacién se encuentra en el campo de
la identificacion. El nuevo algoritmo tiene la capacidad de estimar Parametros constantes y
Variantes en el Tiempo, lo cual logra debido a que dentro de su estructura considera no linea-
lidades como las del Algoritmo Super-Twisting Clasico (ASTC). Las no linealidades usadas
en los algoritmos del tipo STC, conceden propiedades como convergencia en tiempo finito y
robustez ante cierto tipo de perturbaciones, o como se menciona en la comunidad de modos
deslizantes “insensibilidad” ante perturbaciones acotadas. El anlisis mostrado en el capitulo
tiene el proposito de evidenciar que la propiedad de robustez permite hacer estimacion exacta
de Parametros Variantes en el Tiempo (PVT), mientras que la propiedad de convergencia en
tiempo finito genera una mayor velocidad de convergencia comparada con uno de los esti-
madores lineales clasicos estudiado por Morgan y Narendra (1977a), Narendra y Annaswamy
(1989), Sastry y Bodson (1989) entre otros.

Para comenzar, considere el sistema de segundo orden dado por las ecuaciones diferen-
ciales,

25
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X1 = f1 (X, W)+ b(t, u,y) X2,
X2 = fa(Xq, X2, U) +6 (1) , (3.1)

y=X1

dondex; € R, X € R son los estados) € R™ es una entrada conocidayyc R es la sali-

da medida.f; es una funcién continua conocidafy corresponde a una funcién conocida
multivaluada o posiblemente discontindaepresenta términos desconocidos. Las variables
medidas sorx; Yy la entrada conocida. b(t,u,y) es una funcion conocida con cota inferior y
superior, es decir,

—bwm < b(t,u,y) < by. (3.2)

Cabe notar qué(:) puede cambiar de signo (no es de signo definido) y puede volverse
cero en algunos intervalos. Se asume que el sistema (3.1) tiene soluciones en el sentido de
Filippov (Filippov, 1988).

Primero se hara un pequefio analisis de identificabilidad del algoritmo (3.1), para ello se
usara el siguiente mapa el mapa de observabilidad,

y ] - [ X (3.3)
y

O 9 = b
(U, w) f1.(x0, U) +b(t, U, ) Xo

el cual es claramente global e invertible para cada entrada conocida y descanpéi@a
algun instante de tiempo, bit, u, y) # 0. Si durante algun intervaloe [t1, to] sucede que
b(t, u,y) = 0, entonces es imposible estimar el valoxgé) for t € [ty, t2].

El objetivo principal dentro del capitulo es estimar el estado no medjbigilizando
el estado medible;, cuando el coeficiente variante en el tiemgd u, y) es conocido. Se
puede inferir del mapa de observabilidad, que el estad®ra exactamente estimable solo
si,

1. b(t, u,y) # 0 para todo tiempo, i.e. su signo no cambia,

2. 0 b(t,u,y) cambia de signo perg no cambia durante periodos de tiempo cuando
b(t,u,y)=0.

La primera situacién, esta dada por el Super-Twisting Clasico (STC), cuando es usado
como diferenciador, originalmente propuesto por Levant (1993) (ver también los trabajos
de Levant (1998, 2005); Fridman y Levant (2002)). En este caso el coefitiintey) es
constante (e igual a uno). Un observador basado en el AST es presentado por Davila et~al.
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(2005), y un punto de vista basado en la funcion de Lyapunov es propuesta por Moreno y Oso-
rio (2008); Moreno (2011); Moreno y Osorio (2012); Gonzalez et~al. (2012); Moreno (2013),
donde se ha mostrado que una funcion de Lyapunov cuadratica con Phabistantger-

mite asegurar la convergencia del observador en tiempo finito, a pesar de las perturbaciones,
usando ganancias constantes o variantes en el tiempo.

El segundo caso es motivado por la situacion en la gpalk un parametro (constante)

a ser identificado, #(t, u, y) es el regresor, el cual puede cambiar de signo. Si el parametro es
constante es posible (de acuerdo con la ecuacion (3.3) acerca de la obseryatghtifidabilidad

del parametro) estimarlo exactamente para un coeficiente variante en el ti€mpoy)

siempre y cuando este no sea permanentemente cero. Un resultado clasico en este caso es
provisto por un algoritmo lineal capaz de identificar el parametro consxanen caso de
queb(t, u, y) es de Excitacion Persistente (EP) (ver la condicién (3.14) abajo) (Morgan y
Narendra, 1977a; Narendra y Annaswamy, 1989; Sastry y Bodson, 1989; Marino y Tomei,
1995). La condicién de EP implica (informalmente hablando)lmiteu, y) sea diferente de

cero de vez en vez, asi el parametro puede ser estimado independientemente de la condicion
inicial. Note que los estimadores paramétricos lineales (Morgan y Narendra, 1977a; Narendra
y Annaswamy, 1989; Sastry y Bodson, 1989; Marino y Tomei, 1995) son incapaces de esti-
mar exactamente (y después de un tiempo finito) el valor del parametro. Aun mas, si el valor
de x» cambia durante los intervalos de tiempo cuabdou, y) es diferente de cero, estos
algoritmos lineales son so6lo capaces de seguir el valor real con un error acotado, aunque es
tedricamente posible reducir dicho error de acuerdo con el analisis de observabilidad. En este
capitulo se mostrara gracias a los términos no lineales y discontinuos (como las presentes en
los Observadores ST presentados por Levant (1993); Davila et~al. (2005); Moreno (2013)),
que el estimador propuesto permite la estimacion exacta y en tiempo finito del parametro
X2 cuando el regresds(t, u,y) es de EP y si no hay demasiados cambios de signo en una
ventana de tiempo fija, pero movil. Si la variablg no es constante durante los tiempos
cuandob(t, u, y) es diferente de cero, entonces el observador propuesto es capaz de estimar
su valor de forma exacta y en tiempo finito. Durante los tiempos culftda, y) es cero,
entonces el observador no sera capaz de estimar los valores correctamente debido a la falta
de identificabilidad.

Ademas del estimador de pardmetros clasico mencionado arriba, en la literatura hay al-
gunos casos donde es deseable saber el comportamiento de PVT desconocidos, como la efi-
ciencia volumétrica en un motor diésel engine (Dovifaaz et~al., 2002), el rango de rotacion
variante en el tiempo de un giroscopio dinamico (Dong y Leland, 2005), o el coeficiente de
potencia de un modelo de turbina de tiempo (Villanueva y Alvarez-Icaza, 2009).

En un trabajo reciente (Battista et~al., 2011), el AST fue usado para estimar un PVT
(tasa especifica de crecimiento). Una suposicion importante es que se considera el regresor
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b(-) > 0 (en ese caso la concentracién de biomasa). En el algoritmo mostrado en este capitu-
lo, se considera qug(t) puede cambiar de signo y bajo algunas condiciones puede ser cero,
ademas el andlisis de convergencia mostrado en este trabajo es mas sencillo cuando el regre-
sor b(t) no cambia de signo, porque puede hacerse con funciones de Lyapunov parecidas a
las cuadréticas (cf. con el trabajo de Moreno (2009)).

Otra contribucion es que en la demostracion se deja en claro que la robustez, heredada
de las no linealidades del AST, es la propiedad que hace al nuevo algoritmo capaz de estimar
PVT. Esta propiedad distingue al Observador Super-Twisting (OST) de estimadores tales
como el Observador de Alta Ganancia (AG) Gauthier et~al. (1992); Khalil (2002); Besangon
(2007), el cual no es capaz de converger con la presencia de perturbaciones no desvanecientes.

Las pruebas de los resultado mencionados son hechas en un marco de Lyapunov. Cuando
b(t, u, y) es variante en el tiempo pero no cambia de signo, se usa una funcién de Lyapunov
(variante en el tiempo) para mostrar que el observador converge exactamente y en tiempo
finito al verdadero valor del estado, a pesar de las variaciones en el tiempo, siempre y
cuando éstas sean acotadas y las ganancias del observador apropiadamente seleccionadas.
Cuandab(t, u, y) no cambia su signo se usa una funcion de Lyapunov multiple para mostrar
la convergencia al origen. Este ultimo procedimiento es novedoso incluso para el caso lineal.

Para la planta dada en la forma (3.1), el Observador ST propuesto tiene la siguiente forma,

R = ki [b(t, U, ) ¢1 (€1) + f1(Re, U) +b(t, u, ) R,
%2 = —ka b (t, u, y) g2 (er) + f2(Xa, R, U),

dondee; = X1 — X1, Y € = X — X2 son los errores de estimacion de estddq; ko son ganan-

cias constantes del observador, seleccionadas para asegurar la convergencia al origen del

observador. Las no linealidades inyectagay ¢, tienen la forma parg = % (compare con
(2.17))

(3.4)

¢1(€1) = 1 lex|? sign(er) +pzleadsign(ey) , pa . 42 >0, (3.5)
2

T 1 1 o
¢z(e1)=718|9n(e1)+u1uz(q+ §)|el|q %5|9n(el)+ﬂ%|el|2q lsigner),  (3.6)

dondeu1 y uo son constantes no negativas, mayores a ceje; % € R. Note quep1 Yy ¢» es-

tan relacionadas, debido a g#te(e1) = ¢7 (€1) ¢1(€1), ambas son funciones mondtonamente
crecientes dep, y ¢1 €s continua, mientrag, es discontinua ee; = 0. La soluciones del
observador (3.4) se entienden en el sentido de Filippov (Filippov, 1988). Los errores de es-
timacion de estado (i.e. el vector de error de estimaeiériier, e5]T) satisface la ecuacion
diferencial
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e =—-kib(t, u,y)l¢1(e1) +b(t, u, y) e +p1(t, €

3.7
& = —kab(t, u,y)¢2(e1) +p2(t, €), 3.7)
donde
p1(t, er) = f1(xy+ep, u) - f1(xg, u) (3.8)
p2(t,€) = fa(Xe+er, Xo+ep, u) — fa(xg, X2, U) =5 (t) . (3.9)

Cada término de la perturbacipny p» tiene dos componentes

w p1f = fr(Xg+eg, u)— fi(Xq, U), p2r = fa(Xy + €1, X2 + €2, U) — f2 (X1, X2, U) son debido a
los términos dinamicos. Note que (en ausencia de ruido) los térprpesf; (x1 + €1, u)—
f1(x1, u) pueden ser eliminados si se Usdy, u) en lugar def; (X1, U) en el observador
(3.4).

= pos = —6 debido al término de incetidumbperturbaciors.

Cada término tiene una influencia diferente en el comportamiento del observador, y esta sera
discutida abajo.

Para lograr una perfecta estimacion se imponen las siguientes condiciones de crecimiento
para los términos de perturbacion:

Suposicion 3.1.Se asume que existen dos funciones no negati@s>0, gz (t) > 0, tales
1
que

lo1 (t,€)l < g1 (1) [b(t, u, y)llp1 ()l (3.10a)
lo2(t,€)l < g2 (1) [b(t, u, y)ll¢2(e1)l (3.10b)

para cada x R"yt>0.

Resalta la dependencia té, u, y) en la cota de la perturbacién (3.10b), la cual puede
parecer extrafia a primera vista. Sin embargo, cabe notar de la dinamica de la planta (3.1), que
en el casi(t, u, y) = 0 para un intervalo de tiempe [t1, t2], un cambio en el estado variable
X2 N0 causa hingun efecto en el valor de la variable mexidiae. x> no es observable desde
X1. Por lo tanto es imposible estimas durante este intervalo de tiempo. Entonces es claro
gue estimar el estado sin error para todos los tiempos, es hecesario que durante los tiempos
cuanddo(t, u,y) = 0, la perturbaciom, (t, X) también se tiene que desvanecer. Por otro lado,
la dependencia de la cota de la perturbacion (3.10a) del téimiing y) recae en el término
de correcciork; |b(t, u, y)|, ya que se debe notar de (3.5)-(3.6) guét, €) se desvanece en

191() y 92(-) pueden depender de sefiales conocidas, por ejemple; o X.
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el origen, i.ep1(t, 0) = 0, mientrasoz (t, €) es no desvaneciente en el origen cuangoe 0
debido a los términos discontinuos én(er). Esto Ultimo permite converger al algoritmo

a pesar de la perturbacign (t, €) actuando persistentemente. Esto es una de la principales
caracteristicas del OST.

3.2. Convergenciadel estimador con regresor con signo definido

Primero considere el caso donde el coeficidr(teu, y) no cambia de signo, i.e. puede
ser no negativd(t, u,y) > 0 0 no positivob(t, u,y) < 0 para todo tiempo. En particular,
cuandab(t, u, y) es una constante positiva 0 negativa, es comuan usar una funcion (no suave)
de Lyapunov cuadratica, como en Moreno y Osorio (2008); Moreno (2011); Moreno y Osorio
(2012); Moreno (2012, 2013), para probar convergencia al origen en tiempo finito y robustez
(insensibilidad) contra perturbaciones.

Se demostrara para el caso de signo defihiftou, y), que una funcién de Lyapunov
fuerte, cuadratica (no suave), invariante en el tiempo, con una apropiada seleccion de ganan-
cias, y considerando las variaciones de las perturbaciones y el coefig{gntg), lleva a
concluir que el origen es un punto de equilibrio global, y robustamente estable en tiempo
finito, bajo ciertas condiciones pabudt, u,y). Mas aln egxactamentestable.

Teorema 3.1.Considere el OST3.4), y suponga que las perturbaciones satisfa(@i0)
para algunas funciones conocidas(d > 0, g2 (t) > 0. Asuma que {i, u,y) es acotada como
en (3.2), y que es de signo definido, i.e. puede ser no negatftiaiby) > 0 0 no positiva
b(t, u, y) < 0 para todo tiempo. Elija las ganancias como

ki > ag, ko > a2, (3.11)
dondea; y a2 se toman de las igualdades

Pl (t’ X) =] (t’ X) |b(t’ u, y)l b1 (el) (312)
p2(t,X) =a2(t, X) Ib(t, u, y)I$2(e1) (3.13)

Asuma que el coeficiente variante en el tiemgip lp y) satisface la siguiente condicion
de excitacion persistente (PE):
Existen constantes positivas- 0y T > O tales que

t+T
f Ib(7)|dr > &, Vt > tp. (3.14)
t

Entonces e- 0 es un punto de equilibrio global, uniforme (del tiempo inicial) asintotica
y robustamente estable, asi todas las trayectorias del sistg@mpconvergen al origen para
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todas la perturbaciones. g > 00 Siu> >0y % < g< 1entonces la convergencia al origen
es en tiempo finito, y $i > 0y q= 1 la convergencia es al menos exponencial. La forma
cuadratica \, (e) para el caso no negativo (Me) para el no positivo)

Vi(@) = TP (V-(8) = £TPY). (3.15)

donde
{F=0"(e=|¢1(e) . e, (3.16)

y P, (P_) es una matriz constante positiva, P P > 0, estan dadas por

-1 1 +k:
P, = P1 ,|P_= P1 , p1>0, pzz—pl 1,p1p2>1, (3.17)
-1 p +1 p2 ko
es unafuncion de Lyapunov fuerte y robusta A

Demostracién.En este apartado se desarrollara sélo la prueba para el caso no negativo
b(t, u,y) >0, el caso no positivo es idéntico. Considere como una candidata a funcion de Lya-
punov la forma cuadratica (3.15) con constateV, (e) (3.15) es Absolutamente Continua
y continuamente diferenciable donde sea excepto en el conﬂmt{tﬁel,ez) eR?|g = O}.

Note que debido a (3.10) podemos escrihift, X) = a1 (t,X) [b(t, u, y)|d1(€1), Y p2(t, X) =
az(t, %)
Ib(t, u, y)|#2(e1) para algunas funciones (t,X)| < g1 (t) y la2(t,X)| < g2(t). Usando estas
funciones y notando qug, (e1) = ¢/ (€1) #1(€1), dondeg; (1) = %,U1|el|_% + puzle|tt, se
puede mostrar que

—(k—a1(t.¥), 1], /
(o—ap(tx) . 0 |¢TPEUNI )AL

£ =Ib(t,u.y)|¢ (el)[
para cada punto €k?\S, donde esta derivada existe. La matfit, X) esta dada por

A, X) =

—R]_(t,X), 1
“kt,x), 0]’

dondek; (t, X) = k1 — a1 (t, X), ka (t, X) = ko — a2 (t, X). De forma similar se puede calcular la
derivada dé/, (e) en el mismo conjunto como

Vi =Ib(t, u, )¢y (en) " (AT (4 X) Py +PLA X)) = —Ib(t, u,y)l¢7 (e1) T Qs (1.3,
(3.18)
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donde . . . .
| ZatX)pi-2ke(tx)  ka(t,X) p2—ki(t,X) - p1
Q+ (t’ X) Y [y >

k2(t’x) p2_k1(t,x)_pl 5 2

Entonces se tiene que demostrar

2kip1—2ky  —p1—ki+k
[ 1IO~1 K2 P1—Ky+ zpzlzo (3.19)
—p1—ki +kap2 2
conk; > 0y k» > 0. Se tienen las siguientes desigualdades,
~ - ko
2kip1—2k; >0 = 0 < p1 and (3.20)
1
(4kip1 — ko) - (—p1 — k1 + kop2)® 2 0 (3.21)

Para que la desigualdad (3.21) se cumpla, se puede procectozrﬂ?ﬁ»;ﬁ, y eslo mismo
paraQ_. Con esta seleccion g®, Q. se tiene la siguiente ecuacion,

21 =2k 0} >0, (3.22)

Q+:[ 0 2

de tal formalgmax= 2R1p1 — 2k, Y domin = 2, esto es porque el valor g > 0. Se puede

elegir p; lo suficientemente grande para asegurar convergencia. Asi, la condicién que debe
ser garantizada es qué sea Hurwitz,

A+ Rl Rz

det(1 - A) = det . = 2+ kA +ko. (3.23)

Por lo tanto, se debe cumplir que los autovalores sean negativos

—Rli R2—4R2
v (3.24)

A12= >
porqueks, ko > 0 se debe mantener que
k2 — 4k, >0 (3.25)
k2 >4ko (3.26)

La desigualdad (3.26) es el analogo del andlisis presentado por Moreno (2009, 2011). Y
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también se debe mantener que,

—k + \Jk2 -4k, <0, (3.27)

k2 <k2+ 4k, 20 <ko. (3.28)

Note que par®., > 0 se requiere qupip2 > 1.

Se puede mostrar qu@; (-) es positiva definida, i.€, (t,x) > vI para alguna constante
v >0, siP, se selecciona como en (3.17) y las ganancias son como en (3.11). Recordando la
desigualdad estandar para formas cuadraticas

Amin{PiHIZB < £TPLL < Amax( P35
donde
1
1113 = ¢2 (e1) + €3 = 12 |ea| + 2uapz 1|2+ + 113 €1/ + €5
es la norma euclidiang y notando que la desigualdad
Vi (e)
1 1 1 e
le12 < —|pa(er)l < —|Illo < f— (3.29)
H MU a2 (P

se satisface para cada> 0, y por lo tanto

1 1 _1
—led 2 < =2 APV 7 (X) .

min
También la desigualdad

1q
i q
V2 (9) }
1
/12/lr2n'|n{ P}

1-q 1-q
1 q 1 q
e < (— |¢1(e1)|) T o (— ||§||2) < (3.30)
12 12

se satisface que para ca%la g<1lyu2 >0,y porlotanto

g-1
1 q
Vi (e)
-1
—leg[ s—[—; ] .
p2AZ (Py)

Note quedmin{Q.} = v+. ESto muestra que par%as q<1 (se usa la identidad (e1) =
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1
Sulenl”2 + quoler T

—[b(t, u, VI (€1) ¢ Qs (1, X) ¢ < —v b (L, u, )¢y (e1) ¢ T¢

< -vylb(t, u, y)l( plenl +qupler® )é ¢

3q-1

< -y1lb(t, u, y)|v2(e) valb(t, u, V)V, ™ (e),

donde g
PLANT N 1gA 8 (P} vy
2 min min
_— =y, —. 3.31
My B 2T T R (3:31)

Paral = 3gq1 > 1 se usa solamente el primer término en el lado derecho de la desigualdad. Es-
to muestra qu¥, (¢ (t,ep)) €s no creciente, y el origen es uniformemente estable. La solucién
de la ecuacion diferencial

V(t) = —y )V (1), v(tg) = vo > O, (3.32)

cony(t) = y1lb(t,u,y)| (0 ¥(t) = y2|b(t,u,y)l, if £> 1), puede ser facilmente obtenida por sep-
aracion de variables, y esta dada por

<t<1, (3.33)

I\)IH

vi- f(t) max{ Vi f(to) a- f)fy(r)dr O}
V()= e by p=1,

Enelcasodeque; >00u> >0y % < ¢ < 1, por el principio de comparacién Khalil
(2002), se sigue que bajo la condicion (3. M)(t) es monotonamente decreciente y alcanza
el cero en tiempo finito. Mas aun, esto pasa uniformemente de la condicidn ipidiito
implica que el origen es global y uniformness estable en tiempo finito2ar®, u> >0y
g =1 la convergencia es exponencial. O

3.3. Convergencia del estimador con regresor con signo in-
definido

Ahora se considerara el caso cuando el coeficie(ttel, y) puede cambiar de signo, i.e.
es no negativo(t, u, y) > 0 para algunos intervalos de tiempo y no posibvg u, y) < 0 para
algunos intervalos de tiempo. Para un sefal dgtlal, y) se asocia la secuencia creciente de
tiemposS = {to, t1, to, --- , tn, -+ }, tal quetg <ty <tr < --- <ty < -+, de acuerdo a la sigu-



3.3. Convergencia del estimador con regresor con signo indefinido 35

iente reglab(t, u, y) > 0 durante el intervalbe (i, tyi 1) Y b(t, u, y) < 0 durante el intervalo
t € (tz11, tris2) parai =0, 1, 2,---. Note que se ha asumido inicialmente dug u, y) > 0,
pero si este no es el caso se puede proppnret;. La secuencid puede ser finita o infini-
ta. Los intervalos positivog™ (S) = Ujez, [tzj, t2j+]_] corresponden a la unién de intervalos
dondeb(t, u, y) > 0 (un conjunto de medida cero), y su correspondiente para los intervalos
negativos? ~ (S) = Ujez, [t21-+1, t2j+2]. Es importante mencionar que los intervalos pueden
cambiar porque la funciob(t, u, y) puede depender de la trayectoria de estaf, y dicha
trayectoria cambia su comportamiento dependiendo de las condiciones iniciales del sistema
3.1.

Hasta este punto se ha mostrado §ueV_) es no creciente durante los intervalos de
tiempob(t, u,y) >0 (b(t, u, y) <0) y decrece db(t, u, y) > 0 (b(t, u, y) < 0). Sin embargoy,
(V-) puede crecer durante los intervalos de tiempo ddxfdes, y) < 0 (b(t, u,y) > 0). Enlo
subsecuente se usaran estas dos funciones de Lyapunov (pardiakey);, para encontrar
condiciones sobrb(t, u, y) de tal forma que se pruebe que el error de estimacion converge al
origen (ver Branicky (1998)). En el mencionado andlisis se consideraran dos subcasos: uno
con perturbaciones y otro sin ellas.

3.3.1. Caso sin perturbacionesp1(t, €) = p2(t,e) =0

Este caso aparece, por ejemplo, cuando en (& Ipresenta un parametro constante,
i.e. X2 = 0, que se desea identificau(t, u, y) corresponde al regresor, y por lo tanto ambos
fo(X1, X2, u) =0y (t) =0.
En este caso se considera una funcion de Lyapunov adicional para el error de estimacion
(3.7):
Vo(e) = ¢{"Po? (3.34)

donde/ esta dada por (3.16) Bo es una matrix constante, positiva definigig= Pg > 0,
dada por

Po= [ P1 , P1> 0, p1 = p2ka, (3.35)

0 p

donde

Vo (€) = 2p1¢p1 (e1) ¢ (€1) (=ka Ib(t, U, Y)I$1 (1) + b (L, U, y) €2) — 2pokab(t, U, ) 2 (e1) €2
= —2pska [b(t, U, y)|¢; (1) 1 (e2)l* < 0.

Debido aVy (€) < 0 para cada valor da(t, u, y), se sigue que el origan= 0 es un punto de
equilibrio uniformemente estable. Ahora la tarea se centra en probar convergencia asintoética
en tiempo finito.
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Para mostrar convergencia a cero, se revisaran las dos fundo(te¢y V_ (t), definidas
en el Teorema 3.1, a lo largo de las trayectorias del sistema de error (3.7). Ya que dichas
funciones no son Lipschitz continuas, su derivada en algunos puntos tiende a infinito (hay
una division entrgx;|, como se puede ver en (3.18)), y por lo tanto no se puede usar la
desigualdad d¥, (V_) durante los tiempos cuandba| = O para calcular su crecimiento, ya
que dicha desigualdad no esta acotada.

Considere por ejemplo el comportamielMtodurante un intervalo negativo. En este caso

0 }{ =b(t, u, y)l¢7(e1) AL,

: —k
7 =1b(tu, y)|¢’1(e1)[ ) !
2

y la derivada dé&/, (e) es igual a

V. =Ib(t, u.y)l¢ (er) T (ATP. +PLA) L = —[o(t, u, ) ¢) (€1) T QuL,
donde

2(piki+k2)  pr—ki-— pzkzl

Q. =
[pl—kl_ p2kz -2

Q. no tiene signo definido, porqi& puede crecer durante un intervalo negativo, y lo mismo
ocurre conV_ durante intervalos positivos.

Para librar este problema, se usa la siguiente idea, al final del intervalo pdsitivo
(t2i, tri+1) la funcidonV, ha alcanzado algunos valorés(ty,1). Se tiene que establecer un
valor inicial par la funciériV_ en los tiemposi, 1, i.e.V_(tyi.1). Se asignan comd_ (tyi,1)
la energia del conjunto de nivel de la funci¥n con energia/, (tyi.1). Se procede de la
misma forma (sélo cambiando roles) al final de los intervalos negatiuc($2i+1, tz(i+1)).
De esta forma se puede calcular el decrecimientd.d@/_) durante los intervalos positivo
(negativo) * (S) (I~ (8)). Si V4 (t) o V_(t) converge a cero, entoncef) lo hara también.

Debido a que los conjuntos de niwél (V_) son elipsoides (en las coordenadasen-
tonces se puede obtener una expresion explicita\pdta +1) como una funcion d¥, (ti;1)

(o V, (tz) como una funcion d¥_ (ty;)). Esto se hace en le siguiente Lema.

Lema 3.1. Considere las elipsoides definidas @ = {xe R? | X" P, x<«} y &; = {xe R?
| XTP_x < g}, donde R y P_ estan dados e(8.17) Entonces5; c & y las fronteras son
tangentes si y solo si

c=ax,at VPip2+1
T yPip2-1

Tambiéng_ C & y las fronteras son tangentes si y sola si as. A

(3.36)
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Demostracién.Usando el procedimiento-S (S-procedure, S-p) (Boyd y Vandenberghe, 2004,
p. 655, Example B.1) se sigue qég C &, siy solo sid 1 > 0 tal que

P~ 0 P, O
<A :
0 -¢ 0 -«
(A-Dp1  (2+1)
(1+1) @@-Dp
sigualdadi > 1, porque com = 1 la matriz no es positiva semidefinida. La ultima desigual-
dad es por lo tanto equivalentéa—1)° p1p2 > (1+ 1)°. Esto es equivalente IP1p2 > j%i
: VP1p2+1
y finalmente al > et . | ‘ |
Para que las fronteras sean tangentes se tiene que elegir el valor minimo posible para
A, en este casa = VBl | segundo cas6_ c &; nos lleva exactamente a las mismas

VP1p2-1
desigualdades. O

Esto es equivalente @> Ak y > 0. Note que en la dltima de-

Para probar convergencia del observador se requiere que la fumgiany) cumpla,
ademas de la condicion usual de excitacion persistente (3.14), una condicion en la “densi-
dad” de cambios de signo, que estos sean el menor numero posible respecto a la tasa de
convergencia. Se define la “densidad” de cambios designo para un®@efiay), si existe,
como sigue,

Definicion 3.1. Una sefial lft, u, y), con una secuencia de tiempos asoci&da(to, t1, to, ...,
tn, -+ -}, se dice que tiene una densidad de cambios de signo finita si existe una constante pos-
itiva o > 0 tal que el nimero de cambios de signo en un inter{faldg +t], dado por

S = cardinalidad(S N [to, to +1]} ,

satisface para todo tg
S<o(t-tp).

Ahora se puede establecer el resultado principal.

Teorema 3.2.Considere el OST3.4), y suponga que no hay perturbaciones, i.e. se satisface
(3.10) con g(t) = g2(t) = 0. Asuma aun mas quethu,y) es acotada como €f8.2), y que
ésta cambia de signo de acuerdo con la secueScigto, t1, to, ..., tn, -+ }.

Escoja las gananciasik- 0, ko > 0, p1 >0,y p1p2 > 1.

Asuma que el coeficiente variante en el tiemfp o y) satisface la condicion de ex-
citacion persistente (PHB.14) y que [t, u, y) tiene una densidad de cambios de signo
(ver Definicion 3.1).



38 Capitulo 3. Estimador de un parametro variante en el tiempo

Entonces cuandp, # 0y £ = 1 el origen e= 0 para el sistemg3.7) es un punto de
equilibrio global y exponencialmente establerses un numero finito, es decir, si satisface

€
7S Yn@T
dondeo se presenta en la Definicion 3.4y T son tomadas de la condicién de excitacién
persistentg3.14) a se define en la ecuacidB.36) y y» es definida erf3.31) Siu; #00
u2 # 0y g< 1entonces es local y uniformemente estable en tiempo finitq.:50, uz # 0
y ¢ = 1 entonces el origen € 0 es un punto de equilibrio global y uniformemente estable en
tiempo finito, sb- es un numero finito, i.e. satisfa(@37) A

(3.37)

Note que la condicion (3.37) impone un limite superior para la densidad de cambios. Este
limite superior es mas grande entre mas pequeoEes evidente que comn— 1* entonces
W — oo, aunque el rol de» no es completamente claro. La siguiente proposicion muestra
que para cualquier valor positivo de las ganankiak,, es posible seleccionan y po tal
quea pueda ser seleccionada arbitrariamente cerca de 1, también es posible notaesjue
mas pequefia confornm se hace mas grande y por lo tanto la desigualdad (3.37) puede ser

satisfecha para cualquier sefial de EP con densidad de cambios de signo definida.

Proposicion 3.1.Suponga queik> 0y k» > 0 son dadas, entonces es posible seleccionar
p1> 0, p2 > 0tal que pp2 > 1 (y por lo tanto las matrices Py P_ definidas en(3.17)
son positivas definidas) y Q €8.49) es positiva definida y tal que el productap es
arbitrariamente grande, por lo tanto para cualquier 0 el valor dea en(3.36)esa = 1+¢,
yy2 — 0como g — co. A

Demostracion.Se define; = p1p2. Usando (3.11) se obtiene

2
4kipr—ka) > (kork = (ki+p1))” -

0 equivalentemente

(ke + p1—2y/(kapr—k2) & <7 < (ka+ pr+2(kipi-ko)) -

Asi, por ejemplo, seleccionangaomo

n=(ki+p1) E—zl, this meang, = klkL;"l ,

se satisfaran las desigualdades. Se ve inmediatamente de las Ultima ecuacién, que para las
ganancias dadds, ky, sin es arbitrariamente grande, entonces es posible selecciomar un
positivo tal que las desigualdades son satisfechas, porque la funcion en el lado derecho de la
desigualdad crece sin cota cuardo hace. Dado que en (3.36) esx=(n+1)/(7—1) es

posible seleccionar arbitrariamente cerca de (y mayor que) 1.
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Dadas las matrices simétricas, positivas definilag P_

P+:

Pr -1 andP_:[pl 1], (3.38)
-1 p 1 p

sus autovalores son dados por las raices del siguiente polinomio en ambos casos,

= (p1+p2) +p1p2-1=0 (3.39)

Las raices son,

_Pitpa+t V(p1+ p2)2 —4(p1+ p2-1)

& - (3.40)
_ 2_ D0 —
P x/(p1+p22) 4(p1* p2-1) (3.41)

Esto puede ser deducido dg = Anin{P+} (0 &2 = Amin{P-}) ¥ {1 = AmaxdP+} (0 {1 =
AmaxP-}), entonces tenemos

APy (pr+ p2— (po+ )2~ 4(py+ p2- D) (3.42)
AmadP=)  py+ pat V(prt Pa)—a(prs p2=1) |

cont = 12;qq (ver ec. (3.31)), la ecuacion dentro de la raiz cuadrada puede ser escrita como

V(p1—p2)2+4, asi (3.42) es
APt (Pt o= V(PL- P22+ )

— (3.43)
AmadPsl pr+ pa+ /(pr—p2)?+4
Escogiend@, = p%kl, se tiene
— 1y, k 1y k ¢
e (P D)+ -8 -7+ 9)
/lm'r;{P } - - > (3.44)
el g d) i+ (P - ) - )2+ 4
parap; > 0 se tiene
¢
Arint P} N _1 _ (3.45)
Amax{P+} pi_€21‘fkg
r
Por lo tanto, escogienda, = plk—zkl andp; > 0, el cociente/%”inx{;,i}} ~ pff’zllf? -. Asi, se
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tiene

12l Py
—amn = - 4
Y2 E (3.46)
1
q Qv+
Ry (3.47)
pi le-fkg
Por lo tanto la constante,
1-o1-01,6
e PP (3.48)

o< ~
In(a)T i
yaln(a) gy, In(@)T
Es claro que la cota de cambios de signo es independiente de las ganandalo
depende d&, pero dicha cota puede ser tan grande como se desee, debido a que el valor de
p1 puede ser elegido arbitrariamente. La Unica condicion para los cambios de signo es que
deben ser finitos en un intervalo, porquepnipuede ser infinito Nin(a) puede ser cero. O

Observacion 3.1.La condicion de excitacion persister{14)y la densidad del cambio de
signo (Definicidén 3.1) requeridas para convergencia de las trayectorias al origen del presente
algoritmo, son el analogo de la condicion de excitacion persistente necesaria para probar
estabilidad asintética del algoritmo lineal que se presenta en Morgan y Narendra (1977a),
Narendra y Annaswamy (1989). En los mencionados articulos, la condicion de excitacién
persistente requerida es satisfecha por una funcién suave, continua a tramos, con derivada
acotada y numero finito de conmutaciones donde la funcién es discontinua. Tal condicion de
excitacion persistente es suficiente y necesaria para concluir estabilidad uniforme y asintoti-
ca del del algoritmo lineal presentado en dichos documentos, y las caracteristicas de la sefial
son ilustradas por un ejemplo que usa una funcion que incrementa el numero de cambios de
signo conforme el tiempo crece (comparar con un ejemplo similar en Anderson (1977)). En
este sentido se considera que la condicién de densidad de cambio de signo es suficiente y
necesaria.

Demostracion.(Teorema 3.2) Se usan las mismas variables que en la prueba anterior (Teo-
rema 3.1), la derivada dé, (€) durante los intervalos positivds' (S) es igual a la derivada
deV_(e) durante los intervalos negativads (S), y estan dadas por

V. ==[b(t, u, )4} (€1)¢ QL.

donde
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3.49
lo—-p1, 2 (3.49)

Durante los intervalos respectivos se satisfacen la desigualdades diferenciales

:[ 27 lh-p1

30-1

V. < —yb(t u V.2 (6,

dondey = y; definidoen (3.31)enelcaggq#00y=y2en(3.31)enelcaso =0,u2 #0y
% <g<1,yAmin{Q} = v,. Note quey1, y2 y v4 son iguales pard, y V_ porque hay una sola
matriz Q, y los autovalores dB, y P_ son iguales. Note que no se usan las desigualdades
diferenciales d&/, (V_) durante el intervalo negativo (positivé) (S) (Z*(S)). Porque de
la funcion de LyapunoV¥ se sabe que el origen= 0 es uniformemente estable. Por lo que
ahora es necesario probar convergencia.

Se consideraquye, >0o0queur >0y % <g< 1. Para calcular una cota superior del valor
de las funciones de Lyapun® y V_ se usa el principio de comparacién Khalil (2002) con
la ayuda de la ecuacion diferencial (3.32), con la solucion dada (3.33). Durante los intervalos
positivosZ* la funciéonV, se decrementa como

t
Vi < max{vi—" (ta) - (1-0) f y(t)dt, 0} i St <toiyg (3.50)
tyi
mientras en los intervalos negativbs la funcionV_ se decrementa como

t

VL) < méX{Vf"f (tziy1) - (1-0) y(t)dt, 0} i1 <t <ti41), (3.51)

toit1
dondey (t) = y12/b(t, u, Y)I.

Para cada intervalo las condiciones iniciales se establecen como sigue: Para el tiempo
inicial V. (tp) dado. Al final del intervalo positivo, en el instariie la funcion ha alcanzado
el valorV, (t1), que puede ser calculado usando (3.50). Se sabe que el eststdaen el con-
junto de nivel d&/, con energia de nival, (t1). Este conjunto de nivel dé¢, esta contenido,
de acuerdo al Lema 3.1, en el conjunto de nivel de la fun¢idoon energiaV, (t1), donde
a es dado por (3.36). Asi, se puede establecer con certeza el valor inidalide para el
intervalo negativo com¥_ (t1) = aV, (t1). Se calculav_ (t2) usando (3.51), W, (t2) se es-
tablece comd/, (t2) = aV_ (t2), debido a que este conjunto de nivkl contiene el conjunto
nivel V_ con energi&/_ (t2). Y se procede en esta forma sucesivamente.

Considere la ecuacion diferencial
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V(t) = -y )V (V). v(to) = vo. v(t") = av(t ). (3.52)

dondey (t) = y12|b(t, u, y)|, y la cual es actualizada en cada instante de tiempo el la secuen-
cia de tiemposS.

Por el principio de comparacion se sabe qué&/s{ey) < v(tg) entoncesV, (t) < v(t)
durante los intervalos positivas" (S) y V_(t) < v(t). Y por lo tanto siv(t) — 0 entonces
V; (t) » 0 0 V_(t) - 0 (0 ambas) si el nUmero de conmutaciones en la secuSnuidaiene
puntos de acumulacioén, esto es, si el nUmero de conmutaciones en la seSueeicieo de
cualquier intervalo compacto de tiempo es finito. En este caso se sabe tambgft) g€,
y por lo tantoe = 0 es un punto de equilibrio asintéticamente estable para el punto (3.7). La
solucion de (3.52) esta dada por

t
viE(t) :vl_f(tr)—(l—ﬁ)f v(r)dr, 1 <{<1,
i 2
t
vit)=e k Y(T)dTv(ti* ) =1,

para cada intervalp <t < tj.1 (siempre que(t) > 0. Cuando/(t) alcanza el cero, permanece

en cero). Haciendo una composicion de soluciones con la actualizacion de las condiciones
iniciales, se obtiene una expresion para la solucion en el indtante< tj,1 en términos de

la condicion inicialv(tp)

. i-1 L. ti+1
VL (1) =o' TV (1) — (1- ) Z o(=1-0) f y(r)dr+
j=0 tj
{

-(1-0) ) y(r)dr, %skl, (3.53)

C — Yy@)dr
vit) = d'e "%y ) p=1. (3.54)

Se mostrara que si(t) satisface (3.14) y si su densidadde cambios de signo es sufi-
cientemente pequefia, entongés — 0 comot — oo en el casd = 1 0 que existe un tiempo
® > O tal quev(t) = 0 parat > tp+©® en el casc% <t<1.

Se comienza considerando el césol. Es facil ver que (ver también Morgan y Narendra
(1977a)) que la condicidn (3.14) es equivalente a la existencia de una cowedtdae

t €
fy(‘r)drz ?(t—to)+c.

to

Més aun, porque > 1 existe ungs > 0 tal quea = €°. Ya que en (3.53) < o (t —tg) se
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puede escribir

v(t)=d'e ko YO (1) < STt g Ft-to)+ey () |

= eXp{—(% —,30) (t—to) + C}V(to) ,
y de esta ecuacién se sigue qf® — 0 comot — oo para cada/(tg) sio < ﬁiT = WEW
Porque en este casdt) = y»|b(t, u, y)| esto es equivalente a que se satisfaga (3.37).
Ahora, para el casg < ¢ < 1, y porquex > 1,

i-1 tis1 t t
ZaO—J)(H)f y(r)dﬂfy(f)drzfy(f)dfz%(t—to)+c,\ftzto,
j=0 b t to

y se puede escribir la siguiente ecuacion, considerando (3.53),

VL (1) < 0O (tg) - (1—0) (% (t—to) + c) < expiBo(t—to) WV (to)— (1—0) (% (t—to) + c)

la cual converge a cero en un tiempo findasi

Vil (tg) < (1—0) (%@ ; c) exp(—Bo®) = (1-0) (%@ ; c)a—‘f@) . (3.55)

Esto significa que dado cualquierT, o, a, ¢ existe un tiempo finito de convergenda
para condiciones iniciales lo suficientemente peque(tas

Ya queb(-) satisface (3.14) y tiene una densidad finita de cambios de sigantonces
cuandouz # 0 y =1 el origene = 0 es un punto de equilibrio global y exponencialmente
estable, so- es pequeiia, i.e. satisface (3.37)uSi 0 oux # 0y g =1 entonces el origen
e= 0 es un punto de equilibrio global, y uniformemente estable en tiempo finito esi
pequenia, i.e. satisface (3.37). |

3.3.2. Caso perturbadoy1(t, €) # p2(t,€) 0

Esto es un caso importante, el cual aparece, por ejemplo, cuando erx{3€lpresenta
un parametro variante en el tiempo, ixg.# 0, a ser identificado, (t, u, y) corresponde al
regresor. Para ser identificable el paramegroo puede cambiar cuando el regreb() es
cero. En este caso la funcién (3.34) no es de Lyapunov porque su derivada no esta definida.
Asi, se tiene que relacionar la funcién de Lyapunov multiple para mostrar convergencia del
observador,
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Teorema 3.3.Considere el OST3.4), y suponga que las perturbaciones satisfacen (3.10).
Asuma que [t,u,y) es acotada con e(B.2), y que cambia de signo de acuerdo con la se-
cuenciasS = {to, t1, to, - - -, tn, - - - }. Elija las ganancias com(B.11)con p > 0, p1p2 > 1.

Asuma que el coeficiente variante en el tiemgp Uy y) satisface la condicion de ex-
citacion persistente (ER)8.14) y que tiene un densidad de cambios de sigrfnita. En-
tonces cuanday # 0y q= 1 el origen e= 0 para el sistemg3.7) es un punto de equilibrio
global y exponencialmente estabtees pequenio, i.e. si satisfa(@®37) Siuy #00ou2 #0y
g < 1 entonces es local, uniformemente convergente en tiempo finito para cualquier pertur-
bacion. Ifu; # 0, u2 # 0y q= 1 entonces el origene 0 es un punto de equilibrio global, uni-
formemente convergente en tiempo finite sis pequeia, i.e. satisfa(®37) para cualquier
perturbacion. A

El resultado anterior asegura la convergencia exacta del error de estimacion a cero, a pesar
de las perturbaciones, cuando las ganancias son disefiadas apropiadamente. Sin embargo, se
requiere que las perturbaciones, en particpdt, €), se desvanezca cuando el coeficiente
b(t,u,y) se desvanece. Como se comenta al principio del capitulo esto es inamovible, dado
que la condicidn es equivalente a una condicion de observabilidad (identificabilidad). Si la
perturbaciom; (t, €) no se desvanece cuanilft, u, y) es cero, entonces el error de estimacion
se incrementa (deja de ser cero si el observador ya habia convergido) durante el tiempo que
b(t,u,y) esta cerca de cero. Una vez dug, u,y) se vuelve diferente de cero el observador
converge una vez mas. Esto puede ser probado usando argumentos parecidos a los Lyapunov
de los teoremas anteriores y conceptos de acotamiento final y uniforme como en el Teorema
4.3 presentado por Moreno (2011). EI comportamiento mencionado se ilustra mas abajo con
algunos ejemplos en simulacion.

Demostracion.La idea de la prueba es muy similar a la hecha para los Teoremas 3.1y 3.2.
La derivada dé/, (e) durante los intervalos positivds" (S) es igual a la derivada dé_ (e)
durante los intervalos negativés (S) y estan dados por

Vi =—Ib(t, u,y)l¢y(e1) " QL.
donde . . . .
Qi) = ~ ~
k2 (t? X) p2 - kl (t’ X) - pl 2
con Rl = k1 — aa(t, X), Rz = ko — a2(t,X) como en el Teorema 3.1. Durante los respectivos in-
tervalos se satisfacen las desigualdades diferenciales

-

30-1

Ve < —ylo(t, u Y)IV. (6) ,
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dondey = y; definidaen (3.31)enelcagg # 00y =y2en (3.31) enel caso =0, u2 # 0

y % <g<1,yAmin{Q} = v+. Note quey1, y2 y v+ son el mismo par¥, y V_ debido a que
hay una sola matri@ y los autovalores dé, y P_ son el mismo. El resto de la prueba es la
misma que la del Teorema 3.2.

3.4. Ejemplos en simulacion.

3.4.1. Regresor con cambio de signo y perturbacion

Como se menciond la principal motivacion para el desarrollo del trabajo es cuando
(considerando la planta (3.1)) corresponde a una constante o0 a un parametro variante en el
tiempo a ser estimado (Morgan y Narendra, 1977a; Narendra y Annaswamy, 1989; Sastry y
Bodson, 1989; Marino y Tomei, 1995).

El ejemplo tiene dos propositos; mostrar que en los intervalos donde se hace la suposicion
3.1 no es satisfecha, el algoritmo no es capaz de seguir el valor real del parametro, y que a
pesar de esta desventaja el intervalo donde el algoritmo presentado no puede alcanzar el valor
deseado es mas pequefio cuando se incrementan las gakagdias

Considere el sistema descrito por la ecuacion diferencial

x1 = f1(Xg,u) + b(t, u,y) Xo(t) (3.56a)
y =X1 (3.56b)

dondey € R es una sefial mediblb(t,u,y) : R — R es una funcién conocida acotada y con-
tinua a tramos, ¥o(t) : R — R es un parametro continuo desconocido variante en el tiempo
a ser identificado. El nuevo algoritmo se restringe al caso dgedaina variable escalar. El
objetivo es estimax, en tiempo finito siempre qugt) y b(t,u,y) sean conocidos, ly(t, u,y)

es EP (3.14). El nuevo algoritmo (3.4) conduce a un estimador paramétrico en tiempo finito
de la siguiente forma

§ = —kalb(t,u,y)I¢1 (er) + b(t,u,y) Ka(t) + fi(xa, )
%o = —kag2(e1) b(t.u,y)
dondeg (e1), ¢2(e1) son como en las ecuaciones (3.5), (3.6hyE=V-y=X1—X; €s la
salida del error de estimaciok; > 0 y ko > 0 son constantes positivas escalares \es
el parametro estimado. Defina el error de estimacion paramétrica epmdo(t) — xo(t),
entonces la dindmica de estimacion de error puede ser escrita como

(3.57)
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e = —kilb(t,u,y)l¢1(e1) +b(t,u,y) e (3.58a)
& = —kopo (1) b(t,u,y) - %2, (3.58b)

dondex, corresponde a una perturbacién generada por la dinamica de error debida a la
variacion en tiempo del parametxg. Se debe notar que cuanxidt) es constante, la derivada

no aparece en la ecuacion (3.58b) y el sistema no tiene la perturbacion. Ahora, comparando
con la ecuacion (3.10b) en la suposicion 3.1, se tiengg(ige) puede ser escrita como

X2

[b(t, u, y)l¢2(e1)
comparado con (3.10b), tenemos que el algoritmo converge cusifj®) es acotada por
la funciéng(t) como esta establecido en la prueba del Teorema 3.1, el problema es cuando
Ib(t,u,y)| = 0, porqueas(t,X) = co. Con el sistema en estas condiciones, se tiene que pedir
que la funcionb(t,u,y) no permanezca en cero por mucho tiempo. En el ejemplo esta claro
que el estimador no puede alcanzar la trayectoria del parametro real en el intervalo cerca de
b(t,u,y) = 0, pero después de este lapso de tiempo la convergencia es recobrada. Es claro que
el algoritmo no converge en el intervalo donde la suposicién 3.1 no se cumple, y el intervalo
es mas pequefio entre mas grandkes

Considere la dinamica de un péndulo simple con friccidon y un soporte movible, como en
el caso de un péndulo unido a un carro movible (ver e.g. Astrom y Furuta (2000))

Ib(t, u,y)p2(e1), (3.59)

lo2(t, )l =

21 =X1 (360)

X = — l—lcos(zl)go(t) - lgsin(zl) - %xl (3.61)

dondez; es el angulo entre la linea vertical y el péndwgges la velocidad angular.es la
barra sin masgj es la aceleracion de la gravedades la masa de la punta de la baka&s
el coeficiente de ficcion viscosa en el pivotey () representa la aceleracion del pivote. Se
asume que el movimiento del pivote es conocido, y se considera la aceleségicéomo un
parametro desconocido y posiblemente variante en el tiempo. Se asume que ambos estados
Z1 Y X1 son medibles.

El estimador propuesto es,
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1.5 ——@ No Lineal
-~ 0 Lineal
-~ -0 Real

1

0.5
0

Estimadores No lineal y lineal

0 2 4 6 8 10
Tiempo (s)

Figura 3.1: Parametro variante en el tiempo y sus estimados con algoritmos no lineal y lineal.

k1 = —kalb(zigaen) + b(zn) %o(0) - Tsinzn) + o (362)
X2 = —kag2(e1)b(21) (3.63)

dondee; = X1 — X1 es el error de estadb(z;) = Tlcos(zl) es el regresor,(t) es el parametro
a estimarg1 (-) y ¢2(-) estan dados como en (3.5,3.6), apa 1.

Para los resultados de la simulacién se supone que el desplazamiento del pivote esta dado
por una sefiatAsin(wt), donde la amplitud se varia para ejemplificar diferentes compor-
tamientos del péndulo, y la frecuenciaves- 1%. Los otros parametros conocidos estan
dado porg = 9.81?, [ =1m,m=1kg, k = O@, el parametro variante en el tiempo es
o(t) = w?sin(wt) y el regresor esta dado pofz;) = ,lcos(zl). El comportamiento del algorit-
mo clésico lineal (Morgan y Narendra, 1977a; Narendra y Annaswamy, 1989);co0,
u2 =1,k; =4, ko = 10, es comparado con el comportamiento del algoritmo convergente en
tiempo finito, obtenido con los siguiente valogas= 1, u» = 0,k; = 4, ky = 10.

La Figura 3.1 muestra la convergencia de ambos estimadores el lineal y no lineal. Aparente-
mente el algoritmo no lineal es capaz de estimar el parametro variante en el tiempo exacta-
mente y en tiempo finito, mientras el estimador paramétrico es incapaz de seguir el valor real
del pardmetro. Se nota que esta simulacion el regresor (ver Fig. 3.2) no cambia su signo.

Modificando la aceleracion del pivote el regresor cambia su signo, como se muestra en la
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Figura 3.2: Regresor

figura 3.3, donde también se muestra se muestra el comportamiento del estimador no lineal,
para gananciak; = 4, ko = 10 (figura superior), 1 = 6 y ko = 30 en la figura inferior. El
algoritmo lineal no es presentado, ya que este siempre tiene un error de seguimiento. Es claro
que el estimador converge inicialmente en tiempo finito, pero cuando el regresor esta muy
cerca de cero el error de estimacion crece una vez mas, y regresa a cero después de que el
valor del regresor se ha incrementado. También se ve que durante los cruces por cero el error
se reduce al incrementar las ganancias del observador.

En lafigura 3.4 se puede ver la estimacién lineal del mismo parametro que en la figura 3.3.
El estimador lineal es generado con el nuevo algoritmo presentado en este capitulo, generado
al escoger la gananciéig =, ko = 30,u1 = 0, u2 = 2. Se puede ver que el algoritmo lineal es
incapaz de generar la estimacion exacta, se genera una estimacién, se genera una estimacion
con error acotado.

3.4.2. Cambio de signo y perturbacion

En el ejemplo previo, las condiciones requeridas en el Teorema 3.3 no son completamente
satisfechas, porque la perturbacién, dada por la derivada del PVT a estimar, no cumple con la
condicion (3.10b) en algunos pequefios intervalos. En el ejemplo mostrado en esta seccion,
todas las suposiciones del Teorema 3.3 se cumplen. El propdésito del ejemplo es mostrar que
las ganancias del estimador no lineal son escogidas para compensar la perturbacion, y que la
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Figura 3.3: Parametro variante en el tiempo, su estimado y el regresor.
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Figura 3.4: Parametro variante en el tiempo, y su estimado con algoritmo lineal

densidad de cambio es una suposicion técnica suficiente. Entonces, considere el sistema,

X1 = —2X1 + UX(t) (3.64)

dondexa(t) es un parametro conocido a ser estimado, dadagftr= usin(u). Un estimador
para el sistema (3.64) es
(3.65a)

%1 = — kalulgpa(er) — 2x1 + uSa(t)
(3.65b)

o = — kopa(e1)U

dondek; y ko son escogidas por el disefiader= X1 — X1, € = X2 — X2, #1(-) Y #2(-) estan
dadas como en (3.5,3.6), cor= 1. El error dindmico entre las ecuaciones (3.64) y (3.65)

esta dado por la siguientes ecuaciones
(3.66a)

e =—kilulpi(er) + ue
(3.66b)

& = —kopo(er)u—xo(t)
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Figura 3.5: ax(t,X) y su cota superior.

donde las variables son a las mencionadas arriba. Para las simulaciosext), k1 =2y
ko = 2.63, la perturbacién es analizada en la siguiente ecuacion

p2(t,€) = —Xo(t) = a2lb(t, X, y)Ip2(e1) (3.67)

dondeas(t, X) = —2u‘2”5|‘g|(s‘%+r€e”5°‘“). El proposito de la ganancia es compensar la pertur-

bacionaa(t, X). En la parte superior de la figura 3.5 (y acercamiento parte inferior), se puede
notar que el valor maximo de(t, X) es aproximadamente63, asik, > 2.63. Con esta cota

se puede revisar la desigualdatliga(er) > po(t, €) graficamente en Fig. 3.6. Por dltimo, la
convergencia del valor estimado al valor real de la funcidén puede verse en la figura 3.7. Las
gananciak; Yy ko fueron elegidas de forma exacta porque en este ejemplo se conoce la cota
superior minima de la perturbacion, y dicha perturbacion cumple la ecuacién (3.10b) de la
suposiciéon 3.1.
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Figura 3.6: Perturbacion y su cota superior.
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Figura 3.7: Parametro variante en el tiempo, su estimado y el regresor.
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Figura 3.8: Convergencia del estimador no lineal con regresor con periodo de 10s

3.4.3. Numero de cambios de signo

En la proposicion 3.1 se afirma que no importa como se elijan las gan&acjaky,
siempre existe un nimeroy su correspondiente cota superior tal que la desigualdad (3.37)
se mantiene. En (3.37) se puede notar que entre mas grange reas grande es la cota
superior deo- (ver la prueba de la proposicion 3.1),¥ es mas pequeiia (cf. ecuaciones
(3.31) y (3.48)), lo cual reduce la velocidad de convergencia. El siguiente ejemplo muestra
que cuando el numero de cambios de signo incrementa, el tiempo de convergencia también
incrementa. Consider el sistema

X1 = —2X1 + Uxp(t), (3.68)

dondex; se mide xo(t) = sin(t) es una sefal desconocidaj gs un pulso cuya amplitud varia
entre—1y 1, tiene un ciclo de trabajo del 50%. Un estimador para el sistema (3.68) es

1 = — kalulga(er) — 2x1 + Uz (3.69)
R = — koUgo(€1) (3.70)

cong1(-) Y ¢2(-) como en (3.5), (3.6). El periodo de la sefian el sistema (3.68), se varia

para apreciar como la velocidad de convergencia decrece, debido al incremento del cambio
de signo (ver figuras 3.8, 3.9). Al comparar las figuras 3.8 y 3.9, se puede notar que entre
mayor es la frecuencia, el tiempo de convergencia es mas grande.
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Convergencia

1 2 4 6 8 10
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Figura 3.9: Convergencia del estimador no lineal con regresor con periodo de 0.01s

El estimador presentado en este capitulo es capaz de estimar un parametro variante en el
tiempo. Dicha propiedad se logré gracias a los términos no lineales parecidos al ST y al AG-
SO. Estos términos hacen que el algoritmo propuesto sea robusto ante ciertas perturbaciones,
gue en este caso se generan en el algoritmo debido a las variaciones temporales del parametro
a estimar. Se analizaron las perturbaciones analiticamente, y se presentaron algunas simula-
ciones que mostraron como solo es posible estimar el parametro cuando el regresor (en este
caso la funciérb(t)) es diferente de cero. El nuevo algoritmo agrega una ventaja a las téc-
nicas recursivas; la estimaciéon de pardmetros variantes no lentos. El nuevo sistema también
se puede considerar como una generalizacion de varios observadores de segundo orden pre-
sentes en la literatura, como el de Alta Ganancia, Super-Twisting, Diferenciador Uniforme y
el Super-Twisting Generalizado.



Capitulo 4

Estimador de multiples parametros
constantes en tiempo finito

4.1. Tipo de sistema en estudio y estimador

En esta seccidn se presenta un algoritmo recursivo para la estimacion de parametros cons-
tantes convergente en tiempo finito. El nuevo algoritmo se basa en el un algoritmo de esti-
macion clasico (Morgan y Narendra, 1977a; Narendray Annaswamy, 1989; Sastry y Bodson,
1989; Marino y Tomei, 1995; loannou y Sun, 1996) y en los términos de bajo orden tomados
del Algoritmo Genérico de Segundo Orden (AGSO) (Moreno, 2009, 2011).

Como se mencion6 al inicio del trabajo, en los afios setenta se presentan dos trabajos
(Morgan y Narendra, 1977a,b) que describen el comportamiento de las trayectorias solucion
de un Sistema Lineal Variante en el Tiempo (SLVT) que aparecen constantemente en el con-
trol adaptable cldsico. En particular el siguiente sistema lineal, no autbnomo con coeficientes
variantes en el tiempo (Morgan y Narendra, 1977a)

x1= A{)xy+B(t)x

o= C(t)xq, 41

dondex; € R%, y X, € R®2, son las variables de estadd(t), B(t) y C(t) son matrices de
funciones acotadas y continuas a tramos. Normalmente cuando (4.1) se aplica a la estimacion
paramétricax; representa la dinamica de error entre el estado estimado y el estado conocido
y X2 representa el error en entre los parametros constantes estimados y los y los conocidos.
Los objetivos perseguidos en este capitulo son utilizar el sistema (4.1) en la estimacién de
multiples parametros constantes y darle una mayor velocidad de convergencia, al otorgarle la
propiedad de tiempo finito, por medio de términos no lineales de bajo orden presentes en le
AGSO introducido en Moreno (2011), y restringiendlo= 1 para el espacio de la variable
de estadok;. Dicho algoritmo es una extension del Algoritmo Super-Twisting Generaliza-

55
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do (ASTG) (Moreno, 2009, 2011), y el Algoritmo Super-Twisting (AST), un algoritmo por
modos deslizantes de segundo orden propuesto originalmente por Levant (1993). Como se
menciono, las propiedades de convergencia y robustez del AST son notables, puesto que
converge en tiempo finito y es insensible a perturbaciones no desvanecientes.

La principal aportacion que presenta este apartado es la prueba de convergencia de un
algoritmo que puede ser usado como estimador paramétrico. La prueba se logra con técnicas
clasicas mostradas por Narendra y Annaswamy (1989) y argumentos como los presentados
por Moreno y Osorio (2012). La idea principal es mostrar que el algoritmo lineal puede adop-
tar las propiedades de convergencia del AGSO con sélo afiadir algunos términos no lineales.
Es importante mencionar que para algunos algoritmos se puede concluir convergencia de las
trayectorias solucion usando técnicas de homogeneidad Levant (2005, 2007); Orlov (2005,
2009); Baccioti y Rosier (2001b), pero en este caso el algoritmo estudiado no es homogéneo,
debido a la dependencia directa del tiempo. La estimacion en tiempo finito fue lograda por
el algoritmo por minimos cuadrados presentado por Adetola y Guay (2008) y Hartman et~al.
(2010), pero el punto de vista presentado aqui puede ser visto como una extensiéon no lineal
de un algoritmo clasico, donde la inyeccion no lineal mejora la convergencia haciéndola en
tiempo finito.

Considere el siguiente sistema, el cual es una combinacion de los términos de bajo orden
del AGSO (Moreno, 2011), y el algoritmo lineal clasico analizado en Morgan y Narendra
(1977a); Narendra y Annaswamy (1989),

X1 (t) = —kalxa|Psign(x1) + BT (t) xa(t) (4.2a)
Xo(t) = —Koplxa /P~ sign(xq) B(t) (4.2b)

dondex; € R, x» € R™ son las variables de estad@; ko son ganancias positivas a disefiar;
% < p<1esunnumero real, B(t) es una matriz de funciones acotadas y continuas a tramos
deng x nz. Note que el sistema (4.2) es continuos, excepto cuan:dé. En este trabajo se
restringe% < p < 1 para el analisis, porque cuangda: % las condiciones de convergencia
son diferentes, ya que el lado derecho de (4.2b) es discontinuo. Ademé%sindB(t) =1
se recupera el AST. Por otra partepst 1, tenemos el algoritmo clasico lineal cominmente
usado como estimador en la literatura (Morgan y Narendra, 1977a; Narendra y Annaswamy,
1989). Las técnicas de homogeneidad para establecer la existencia de una funcién de Lya-
punov no pueden ser usadas, (Baccioti y Rosier, 2001b; Levant, 2005; Orlov, 2005; Levant,
2007; Orlov, 2009), a causa del vector funcBi(t).

El resultado principal de este capitulo es la siguiente afirmacion acerca del sistema (4.2)

Teorema 4.1.Considere el sistema (4.2) c<%n< p<1l,n=1n>1 ki k >0,y que Kt)
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sea un vector de funciones acotadas y continuas a tramos,

1. Entonces la trayectoria solucion xlel sistema (4.2) tiende a cero cuando t tiende a
infinito.

2. Si hay constantes positivag, kg Yy 6o, Y una p € [t,t + To] tal que un vector unitario

weR"
1 to+d0
2 f B(r)wdkr| > co. (4.3)
TO to
entonces cada trayectoria de (4.2) converge al origen®en tiempo finito. O

4.2. Estabilidad y Analisis de Convergencia

En esta seccion, siguiendo las ideas exhibidas en Narendra y Annaswamy (1989), se
presenta la prueba del Teorema 4.1, en tres partes; la primera parte trata sobre la estabilidad
del punto de equilibrio del sistema (4.2) y la convergencia asintética de la trayegioyia
cero; la segunda parte es acerca del comportamiento de la trayeg{byida cual es usada
como una herramienta en la tercera parte; en la ultima parte se prueba que las trayectorias
solucion del sistema (4.2) convergen a cero en tiempo finito.

Para comenzar, note que el sistema (4.2) es continuo, pero no es Lipsckitz&h
entonces no tiene soluciones clasicas, de tal forma que las soluciones de (4.2) son trayectorias
en el sentido de Filippov.

4.2.1. Convergencia asintotica de(t)

Para establecer que el punto equilibrio del sistema (4.2) es estable, se propone la siguiente
candidata a funcién de Lyapunov,

V(X) = LT L= x?P+ kzxg X2 (4.4)
2

conLT = [Ll LZ]T = [|x1|Psigr(x1) \/ik_zxz , Y la derivada en el tiempo,
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V(X) =2p|x1 2P Lsign(xq) % + kix} X2 (4.5a)
2
=2p|x1|*P~1sign(x)(—|x1|Psign(x1) + B(t) xo)+

2 : T
X (—kaplxa/*PLsign(x1)BT (1)) X2
2

= — 2pkq[x1]3P~ + 2pIx1 [*P~Lsign(x;) B(t) xo+
— 2pIxq [P Lsign(x1) B(t) x
= — 2pkyxg [Pt (4.5b)

Debido a qué/(x) < 0, el punto de equilibrio del sistema (4.2) es global y uniformemente
estable.

Se demostrara qug — 0 comot — oo, usando el siguiente lema tomado de loannou y
Sun (1996) (caso especial del Teorema de Barbalat donde se pidesgaeuniformemente
continua, también véase Slotine y Li (1991)).

Lema 4.1.Si f,f € 8,y f € ¢, para algin pe [1, ), entonces (t) — 0 como t— co. O

Inicialmente, note que las ecuaciones (4.4) y (4.5b) implicanv{ues acotada y por
lo tanto x; y X2 son acotadas, consecuentemente £.,. Considerando qu&; y X son
acotadas, es claro de la ecuacion (4.2a),)ques acotada, entonces < £.,. Considerando
quex; Yy X2 son acotadas, es claro de la ecuacion (4.2a) xgsen acotadas, entoncese
L. Finalmente, se puede deducir de (4.5b) gue £,. De lo previo se infiere cuando se
toma en cuenta que la derivada de la funcién de Lyapunov (4.5b) puede ser reescrita como

V(X) = —2pk1W|x1|2; considerando que3p+3>0sip<1l;y —|Xl|,13p+3 < —V%ig( ),
X0

dondexg es el vector de estado valuado en el tierfypo
Todas la condiciones del Lema 4.1 son satisfechas, auxyma® comot — .

Observacion 4.1.Debido a que xt) — 0 cuando t— o, entonces existe un tiempg &l
que
xal < IxalP < Pxa?PL, (4.6)

La ultima desigualdad es valida pap—-1< p, (p< 1), en una region cerca de; x 0. Lo
anterior es claro cuanto la primera parte de la ecuacion es analizada,
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Xl < [xq/P
X _
1

debido a que ambos lados son positivos,
L 1
(Ixa*7P) TP < 175

x| <1 (4.8)

La desigualdad es valida para pequefios valores, especificamxgntel. Lo mismo puede
ser hecho para la segunda parte de la desigualdad

xalP < [xa P
|Xq[P

— |yxq|1-P
|X1|2p—1 = |X1] <1

la cual es igual a la desigualdad (4.7). Con=fl la desigualdad (4.6) es trivial. A

4.2.2. Analisis de la trayectoriaxy(t)

En este apartado se analiza el comportamiento de la trayegi@tjaPrimero se notara
que la desigualdagk| < [x1|P < [x1|?P~1 (con p < 1) siempre se cumple pata> Ty (ver
secciones previas), dado gee— 0 cuanda — . Por otro lado, de la ecuacion (4.2a) se
tiene que six; = 0y BT (t)xo(t) = 0, entonces; permanece en cero hasta gE(t)xo(t) #

0. Entonces primero se demostrara qge: O periodicamente, aun mas, sera probado que
cuandaBT (t) cumple la condicion de excitacion persistente (&3adquiere grandes valores

en un instante de tiempo, dentro del intervalo{ To]. Asi, aunquex; permanece en cero por
algun tiempo, la accion de la excitacion persistente previene que la trayectoria permanezca
ahi para todo tiempo futuro.

La prueba es hecha por contradiccion, primero se asume que la hip&iedist <
LGOI = +/IX1|2P + k—lzx;xz es verdaderait > Ty y ce (0,1), entonces usando algunas des-
igualdades se deduce que existe un instante de tiéngpfdo,to + To] Y un numero positivo
8o, tal quelxy(tz +60)[2P~1 > ¢ L(x, t2+ 60)|l. En consecuencia, con la Gltima desigualdad y de
acuerdo con la expresifx | < [x1|P < |x1/2P~1, se puede escribjix; (t> +60)| > ¢l| L(X, t2 +0)ll,
lo cual dice que en un instante de tienpe &, |X1| €s mas grande que alguna fraccion de la
magnitud del vectofL(x,t)||, de tal forma que la magnitud sdlo puede ser cero en el origen,
en consecuencia mientras # 0, |x1| no puede ser cero durante el intervalgth + To]. Lo
anterior puede ser hecho para cada interviata-[Tg], Yt > Ty, en presencia de la condicién
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de excitacién persistente (4.3) cuando no hay excitacion persisteatd) ast — oo, y Xo
permanece acotada.
Ahora, considere la condicion de excitacion persistente,

1 to+d0
| f B(r)wdr

TO to

to+d0
f B(r)wdr
t

2

> €, 0 (4.9)

>elo (4. 10)

_ (b i
conw = 2y Otra desigualdad es

to+00
SBmaxf [IX2(t2) — Xo(7)lldT

t2

to+00
f B(r)(Wlixe(2)ll - Xe(r))dr

t2

<Bmado Sup [Ixa(t2) — xo(7)l|

T€[tr,tr+60]

to+00
<Braxdo f Ia(0)dle

t2

to+d0
“Bnadio [ (-lePxa(0)P” sigrix ()BT (0)dr

t2

<Bladake  sup |xq(r)PPP? (4.11)

T€[t2,t2+60]

to+00
ft B(r)(Wilx2(7)ll — x2(7))dr

2

Reescribiendo la desigualdad anterior

to+d0
f B(r)wdr
t

2

[IX2(t2)ll

<

to+d0
f B(7)x2(7)dr
t

2

2 2 2p-1
<Bhadgke sup |x(7)P
TE[tg,t2+50]

y reordenando,

>[[x2(t2)]] +

to+00
f B(t)x2(r)dr

t2

to+00
f B(r)wdr

t2

~ B2 05k sup [xqPt (4.12)

T€[t2,t2+60]

Por otro lado, tomando la ecuacion (4.2a) e integrando sobre el intetyada-[o¢],
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xa(t) = —ka|xa (1) Psign(x1) + B(t)x2(t)

to+d0 to+d0
ft y()dr = f (—kelxa (7Y Psigixa () + B(r)xa(r)) dr

2 t2

to+00
X1 (t2 +60) = t (—kalx1(7)IPsign(x1 (7)) + B(r)x2(7)) d7 + X1 (t2)
to+d0
palta+00) = [ (-laba(nPsign6a(r) + Blr)a(e) dr+ ()
2t2+50 to+d0
> f B(7)xo(7)dr|| - X1(t2)+f —ka|X1(7)|Psign(xq(r))dr|| (4.13)
to t2

Usando las desigualdades (4.12)a/+ b|| < ||lal| +||bl| o equivalentemente|ja+ b|| >

—||al| - ||bl], tenemos

to+00
[IXa(t2 + So)ll =lIXa(t2)l] f B(r)wdf“—B?napSkz sup [ (7)I2P 1+
t

2 T€[tp,t2+60]

— X ()l

to+00
ft kel (n) Psign(xa(r)dr

2

Usando la desigualdad (4.10)

>eoTolXo(t2)| — B2adzke  sup  [xa(r)PP~1+
T€[t,t2+60]

—kido sup X (7)IP - [xi(t2)l (4.14)

T€[t2,tr+00]

Usando la funcion de Lyapunov (4.4) y sabiendo guasume grandes valores en algunos
instantes de tiempo, puede ser demostrado\ue decrece periddicamente cada intervalo
de tiempo {,t+ Tg], y alcanza el cero en tiempo finito. Se sabe por el analisis de estabilidad

y por la hipétesis inicial que

X1 ()] < X ()P < [xa[?P~L < ¢l L(x(1))I| entonces

sup ()< sup a@IP< sup [xafPPt<c sup  [ILX@)I,
T€[to,t2+60] T€[to,t2+60] T€[tr,t+80)] T€[t2,t2+60] (415)
y porquel| L(x(1))|| es decreciente, se puede escribir

¢ sup [IL(x@)I < cll L)

T€[tr,tr+80]

También,
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LGOI =a(0P+ - ol
2

Ix2(t)I1* =kal LX) — Kalxa (t)|*P
with the hypothesisx (t)|P < ¢|| L(x(1))]]
IX2(8)[1 >kall LI = koGl LX)
X2(O)] > Ve — ko2l L(X(D)I

Entonces, se puede escribir la desigualdad (4.14) como,

IX1(tz + 60)| ZeoTolX2(t2)| — B2 aydakoCll L(X(t2)) I+
~ kaSoCll LOX(@2)I - cll LX)

|X1(t2 + 60) Z[eoTo Vko —koC2+

- o(BR a8k + kado + 1) I LX) (4.16)

c? puede ser elegido tal que el coeficiente del lado derecho es positivo, y usando el hecho
IL(X(t2 + 60))Il < [|L(X(t2))]| (debido a la funcion de Lyapunov (4.4) es decreciente). Con
262 e
2= __f2lo% y b= BZ,05k +kido+ 1, se puede escribir (4.16),

koT3e5+(1+h)?
[IX1(t2 + So)ll > cllL(X(t2 + o))l (4.17)

Ya quelxy (£)12P~1 > [x1 ()P > [x1(t)] YVt > Ty, se puede escribir,

|X1(t2 + 60)IP > cl| L(X(t2 + o))l (4.18)

lo cual contradice la hipétesis inicial, y en consecuencia existe un instante de tiempo
to + 6o, cada intervalo de tiempa,f + Tg], dondex; es grande.

4.2.3. Analisis de Convergencia en Tiempo Finito

Ahora utilizando la derivada en el tiempo de la funcion de Lyapunov (4.5b) y el resultado
de la seccion anterior, se mostrara §{(®,t) decrece cada intervate [t,t + Tg]. Considere
la derivada

V(x.t) = —2pkg|xq 371
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Integrando sobre el interval[t; + T] € [to, to + To], Se tiene,

t1+T
V(ty +T) - V(t) < —2pky f xa(2)%1dlr

t

t1+T 1 2p
= —-2pk f ————[Xq(7)|
A e

Usando el heche —— < ——1 se puede escribir,
[Xq|*~P V_ﬁp
(t1)
1 t1+T
V(t1+T)-V(t1) < -2pki— f Ix1(7)|2Pdr (4.19)
1

V2 (tg)

Ahora, integrando la ecuacién (4.2a) sobre el interviald][

t {
xa(t) - xa(t2) = ft Kalxa(7)Psign(xa)dr + ft B(r)xe(r)dr

t
X (t)] > xa(t) —’ ft kalxo (1) Psign(x)dr+

+ jt; t B(r)xo(r)dr

>|X1(t2)| = (t=ty)ke sup [|L(X(7))II+

7€[ty,t]

— (t—t1)Bmax sup [IL(x())Il

e[ty 1]

si el intervalo es restringido &[t; + T], se tiene{-t1) < T y porque]|L(x(t))|| es decreciente,
se cumplg|l LX)l < IL(x(t))|| para todd € [t1,t1 + T], entonces

IXa| =[x (ta)l = Tkall LX) = T Bmaxd L(X(t2))l (4.20)
paratodd € [t1,t1 + T]

Usando la desigualdasi| < |x1|P y (4.20),
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X1|P > [xa(to) - TdIlLx(to)Il,

withd =Kk +Bmax t1=1t2+0d0
x1|P > cll.Lx(to)ll - TdIlLLx(to)Il

— (c= Td)VZ(ty), is positive if T <

olo

Entonces se puede escribir

1%1%P > (= T d)?V(ty) (4.21)

Ahora substituyendo (4.21) en (4.19),

1-p

V7 (1) Yl
T(c-Td)?V(t)

1 t1+T
V(t1+T)-V(t1) <-2pks f (C—Td)ZV(t]_)dT

=—2pky

1-p

V2 (1)
— _2pkT(C=TA 5 (1) (4.22)

AsiT < g, y de ft1,t1 + T] C [to,to+ To] Se sigue qud < to+ To—t1. De lo anterior, se
puede escribir (4.22), pafia= min(c/d,to+ To—t1) Y ¥ = 2pki T(c— T d)?, como sigue,
3p-1
V(t1+T) <V(t1) —yV 2r (t1). (4.23)
Considerando la desigualdad (4.23), y quU¢) es decreciente y una funcién positiva
definida, entonces se puede escribir,
3p-1
V(to+To) < V(tz+T) < V(t) =YV % (ta) < V(to). (4.24)

es evidente que para el intervatat | Tg], la funcidonV(t) es cada vez mas pequenia.
Arreglando la ecuacion (4.23),

V(to+ To) < V(t1)

1
1-y— ]
V2 (t1)

notando qué/(t) < V(tg) = — 1;% <- 1;%
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V(to+ To) < V(to)(l—yl;—},)
LY 2P (to)

V(to+To) < V(to) -V 5 (to)

Ahora, se puede demostrar que la funcidn de Lyapudyvconverge a cero en tiempo
finito. Primero note qu¥ (t) decrece cada intervalty[to+ To] (ver Fig. 4.1), entonces puede
ser escritatg + nTp indicando el principio de cada intervalo de decrecimiento, wen.
Tomando en cuenta la expresion (4.25), se puede generar una desigualdad diferencial,

V(t+nh) < V(t)-yV1), (4.25)

conq= SSpl,teR y h=To.

V(t) a
V(to)
Vi{ty + )| i \
V(to + 2h)wr ; ' : \
to tll t1<|I>T t(]#l»h tlih 7‘,14I>2T tUﬁLQh tl‘l\‘Qh - t

Figura 4.1: Decremento de la funcidvi(t).

Ahora, vamos a establecer, graficamente, algunos hechos acerca del lado derecho de la
desigualdad (4.25). Definiendo dos ejes rectangul&@shorizontalmente W(t + nh) ver-
ticalmente (ver Fig. 4.2). La linea punteada repres¥(ita nh) V(t) Ahora, se analiza el

lado derecho de (4.25) como una funcion\dep(V) =V —yV 20" & y omitiendo por un ins-
3p-1
tante que x V —yvg_r’. Permita qué/ sea pequefia, por otro lado obteniendo la derivada
-1
de ¢(V) con respecto &, ¢’ (V) =1- y(3p'1)VpZ_P asi la ecuaciéw(V) tiene un minimo

0 un maximo en un valoy, que satisfac&/ 2 2p = y(Sp 1) Obteniendo la segunda deriva-

da g’ (V) = —y(3p4—gp*1)v % el término® 4‘;“1 es negativo parg < p <1y V(t) es

siempre positivo, asi el pund es un minimo. Por otro lado, cuantfoes grande, el térmi-

no dominante e¥, entoncesy(:) es positivo. Dep(V), se sabe que existe un valrque
1-p _ _

satisfaceV ? =y, entonces/ es valor dondex(V) = 0. También es importante notar que

V(t) > ¢(V(t)) donde sea, excepto cuand@) = 0. Usando esta informacién se puede cons-
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truir la graficap(V(t)) como en la Fig. 4.2. Tomando en cuenta g(¥(t)) es mas grande que
cero y decreciente, cuanditft) = V, V(t+ h) = 0 y permanece ahi para todo tiempo futuro.

V(t+h)
A

» V(1)

v i
! e V(it+h) V()
V(t + nh)

Figura 4.2: Funcion decrecienté(t).

La desigualdad (4.25) también puede ser analizada de forma clasica (Levy y Lessman,
1961). Sea/(tg) = V(t+0h) = V(t) el valor inicial deV(t), entoncesy; es el valor erV(t +
h). Se dibuja el segmenip, V1 para intersecar la rec¥(t + h) = V(t) enV,, trazando una
perpendicular con el e)(t) deV; hasta encontrar la curyg y los ejes eV/(t+h). Trazando
una linea horizontal de; hasta encontrar la rech(t + h) = V(t) en V,, una vez mas se
genera una perpendicular desde eNgjg hasta encontrar la curya y el ejeV(t+2h), y asi
sucesivamente. Siguiendo este procedimiento hay un inteéle (n— 1)h), V(t + nh)] tal
gue la linea perpendicular con el &) lo cruza, lo cual significa que durante ese intervalo
la curvaV(t) alcanza el cero. Por lo tanto la funcidfft) alcanza el cero en tiempo finito,
consecuentemente el estadalcanza el origen en tiempo finito.

4.3. Aplicacion al problema de Identificacion Parameétrica

Varios problemas en control adaptable pueden ser convertidos a uno de la forma clasi-
ca presentado por Narendra y Annaswamy (1989). Se considerara dentro de este trabajo la
formulacién del problema de identificacion paramétrica. Considere el sistema descrito por la
siguiente ecuacion diferencial,

y=BT(t)6 (4.26)

dondey es una sefial medibIB/ (t) es un vector conocido de funciones acotadas y continuas
a tramos, \ es un vector desconocido de parametros constantes a ser definidos. El trabajo
desarrollado durante este capitulo se restringira al caso doesl@ina variable escalar. El
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objetivo es estimag en tiempo finito sabiendo qugt) y BT (t) son conocidos, BT (t)
cumple con la condicion de EP (4.3). Debido a la estructura de (4.2) se tiene un estimador
parametrico en tiempo finito con la siguiente estructura

y = —kilgPsign(e,) + B ()&

6 = —kole,|2P1pB(t) #.27)

dondeg, = y-y es una estimacion del error de salig> 0 y ko > 0 son escalares positivos
constantes a ser disefiado® s el vector paramétrico estimado. Definiendo el error de
estimacion come, = -6, la dindmica de error puede ser escrita como

& = —kilg/P+BT () ey (4.28)
& = —kopley PP 1B () , (4.29)

lo anterior tiene la misma estructura que (4.2). El teorema 4.1 implica que para cualesquiera
valores dek; > 0 y ko > 0, y si B(t) cumple la condicion de EP, entonces ambpy &
convergen a cero en tiempo finito.

4.4. Ejemplos de simulacion

Como ilustracion de la aplicacion y el desarrollo del algoritmo propuesto en este capitulo,
se presentan dos ejemplos.

4.4.1. Estimacion de parametros en péndulo simple

Considere la dindmica del péndulo simple

X1 = X2 (4.30)

X2 = 01X2 + 62Sin(Xy) + 63U (4.31)

dondex; es el angulo con la linea verticat; es la velocidad angulag; = -k/m < 0,

6> = —g/l <0, #3 = 1/mP > 0 son constantes. Asuma que ambos estados son medibles y
qued = [91 , 62, 93] es el vector de parametros desconocidos. El estimador de parametros
propuesto es
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r
.\"I ‘Qh.

o} [2d \..~’l \\,'l‘

S -

i il

E A

= — 0 No lineal
- - =9 Lineal |
"""" 6 Real

10 20 30 40

Tiempo (s)

Figura 4.3: Estimacion del parametda = —0.2 con el algoritmo lineal y el AGSO (no lineal).

= —kilex|Psign(ex) + BT (x,u) (4.32)
—kolexl?PLsign(ex)B(x, u) (4.33)

Xo
0

whereey, = X0 — X2 is the state erroB(x, u) = [xz , sin(xy) , u] es el regresof es el vector
de parametros estimados.

Para la simulacion los parametros han sido elegidos aameo-0.2, 6, = —10.9, 03 =
1.12. El comportamiento del algoritmo (clasico) lineal qoa 1, k; = 50,k = 100, es com-
parado con el comportamiento del AGSO (no lineal) (4.2), p@n%, ki =50,k =100. La
sefal de entrada ha sido seleccionada com@sint) + 3sin(1Q), que asegura la condicién
de excitacion persistente.

La Fig. 4.3 muestra la convergencia de ambos algoritmos al parametré real0.2.
De forma similar, las figuras 4.4 y 4.5 muestran la convergencia de los parametros a los
valores reales correspondientesy #3. Es claro que los términos no lineales en el AGSO
incrementan la velocidad de convergencia, asi los parametros estimados alcanzan el valor
original en tiempo finito.

4.4.2. Estimacion del estado y parametros constantes

En el ejemplo anterior fue necesario medir ambos estados, la posicion aagularve-
locidad angulax, del péndulo, para identificar los parametros desconocidos. Sin embargo, en
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Figura 4.4: Estimacion del parameté = —10.9 con el algoritmo lineal y el AGSO (no lineal).
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Figura 4.5: Estimacion del parametd = 1.12 con el algoritmo lineal y el AGSO (no lineal).

muchos casos los estados no directamente medible. En esta caso se considerara la velocidad
como el estado no medibles, por lo tanto se debera hacer uso de un observador para obtener
un valor estimado de la velocidad, y después el estimado de los parametros del planta.

Moreno (2009) propone que el ASTG dado por
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(4.34)

5. >:A<1 = —Kkip1 (&x1) + Kos
Xos = —Kogp2 (Ex1) + BT (.Y, U, Ros) 6

con

1 .
¢1(ex1) = p1lexal? sign(exe) + poexa ,
2

My 3 1.
$2(eq) = 71 sign(exy) + SH1H2 |exal2 sign(ex) + 158

y u1 >0, u2 > 0 con constantes no negativas arbitrarias, es posibles estimatiempo finito
cuando so6lo es mediblg, y a pesar de la incertidumbre paramétrica del sistema. Usando el
valor estimados de xo y el estimador de parametros previamente disefiado se tiene,

5, { xZ = —kslexalPsign(exz) + BT (t.y, U, %2s) 0 (4.35)

0 = —kaplexal?PLsign(ex)B(t, Y, U, Kos)

es posible estimar, en tiempo finito, la velocidad angxgay los parametros del péndulo.

En (4.34-4.35)0 = %1 - X1 , €@ = Xop— Kos » BT (,Y,U, %) = [)?25, sin(xy) , u] es el
regresor con el valor estimadegs de xo.

Para la simulacion se considera que la velocidad es estimada [(6134), conuy = 1,
u2 =1,k =2, ks =5. Como estimador paramétriéd (4.35) se considera otra vez el esti-
mador no lineal coliz = 50,k4 = 100. Las figuras 4.6, 4.7 y 4.8 muestran el comportamiento
de las trayectorias generadas por los algoritmos para los pararégtiosand 63, respec-
tivamente. Las figuras muestran que los pardmetros son estimados en tiempo finito por el
algoritmo no lineal, y que se tiene un resultado similar al mostrado cuando ambos estados
son medidos.

En este capitulo se present6 un estimador capaz de estimar multiples parametros en tiem-
po finito. La convergencia en tiempo finito se logré gracias a las no linealidades parecidas al
AGSO. Debido a la estructura parecida de la dinamica de error no lineal, al algoritmo clasi-
co (4.1), el nuevo algoritmo se puede usar en observadores y controladores clasicos (como
se presenta en el siguiente capitulo). También, a causa de esta estructura fue posible utilizar
en esencia el método clasico de convergencia, el cual se complemento algunas técnicas para
poder concluir convergencia de las trayectorias solucion de la dinamica de error a cero en
tiempo finito.
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Figura 4.6: Estimacion del parametfig = —0.2 con el algoritmolineal y el AGSO (no lineal), con s6lo medicion
de la posicion.
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Figura 4.7: Estimacién del parametréy = —10.9 con el algoritmo lineal y el AGSO (no lineal), con sélo
medicion de la posicién.
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®
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Figura 4.8: Estimacion del parametsa = 1.12 con el algoritmo lineal y el AGSO (no lineal), con s6lo medicion
de la posicion.



Capitulo 5

Aplicacion al Control Adaptable por
Modelo de Referencia (CAMR)

En este capitulo se presenta una aplicacion del algoritmo estimador de parametros cons-
tantes. Con el objetivo de mejorar el tiempo de convergencia y darle cierta robustez al Control
Adaptable por Modelo de Referencia (CAMR) clasico, se afiaden algunas no linealidades a
la ley de control, las cuales se recuperan del AGSO (Moreno, 2011; Moreno y Osorio, 2012).
En general se trata de obtener mejores propiedades de convergencia del algoritmo clasico por
medio de las técnicas presentadas en el capitulo 4.

Uno de los propdsitos de desarrollar el estimador paramétrico presentado en el capitulo
anterior es heredar la propiedad de convergencia en tiempo finito a todos los algoritmos que
utilizan el algoritmo de estimacion clasico (Narendra y Annaswamy, 1989; Sastry y Bodson,
1989; loannou y Sun, 1996). Al igual que en el capitulo anterior, se cambia el error del estado
conocido por algunas no linealidades tomadas del AGSO.

En el presente capitulo se muestra una aplicacion del algoritmo estimador de multiples
parametros (capitulo 4) al problema de CAMR (seccion 2.4), aunque no se presentan las
demostraciones de convergencia, por medio de simulaciones se muestra que al hacer la retro-
alimentacion no lineal, el tiempo de convergencia a los valores deseados se ve disminuido en
comparacion con el algoritmo clasico.

5.1. Simulacion con Modelo de Referencia sin ceros

El controlador y la ley de adaptacion para el CAMR, mostrado en la seccion 2.4, se
modifican de la siguiente forma,

73
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Up =6" (Y)w— ki1 (er) sign(p*) (5.1a)
0(t) = -T2 (er) wsign(p®) (5.1b)

dondee; =yp—Ym, y p* = % (ver seccion 2.4)

g1(e1) = Iellzsiignﬁel) (5.2)
¢2(e1) =lea?Psign(ey)
Yy p es una constante a elegir en el intervalo.

Siky=0,p=1yI'=1serecuperael CAMR clasico (2.36-2.37). Los términos continuos,
no Lipschitz extrages|Psign(e1) en ¢4, y |e1]*P L sign(er) en ¢, son capaces de acelerar el
error de seguimiente; y el error en los parametras aunque hay una idea general para
demostrar la convergencia en tiempo finito no se ha podido desarrollar completamente. La
principal contribucion de este capitulo es mostrar por medio de ejemplos y simulaciones que
esquema de CAMR dado por (5.1a-5.1b) cumple que:

1. Todas las sefales de la planta en lazo cerrado estan acotadas y el error de seguimiento
€1 converge a cero asintéticamente con el tiempo para cualquier entrada de referencia
refles.

2. Sir es suficientemente rica de ordem, 2 € €., entonces el error paramétri@b:
|0 —6%| y el error de seguimiente; converge convergen mas rapido que el algoritmo
lineal, posiblemente en tiempo finito.

También se muestra que el lazo de control es robusto contra perturbaciones aditivas en
el canal de control, i.e. perturbaciones acotadas que entran en el canal del control, causan un
error de control acotado.

Para comparar los controladores con términos lineales y con los términos no lineales pro-
puestos en esta investigacion, considere la planta de segundo orden (ya usada como ejemplo
en Narendra y Annaswamy (1989))

Kp(s+ bg
- 2"(—)up. (5.3)
$+a1S+ag
Los valores para las constantes desconocidas usadas en la simuladige-sioiog = 1,

a1 =-3yag =1,y el signo d&y > 0 es conocido. El modelo de referencia esta dado por

Yp

1
Ym = mr . (54)
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Un controlador nominal que logra el objetivo dado por Narendra y Annaswamy (1989);
loannou y Sun (1996)

Wl = —2Wp + Up, Wl(O) =0
W2 = =2Wp +Yp, W2(0)=0 (5.5)
Up = 61W1 + G2W> + B3yp + Cor

T T .
dondeez[el 0 03 Co] ,w:[wl W2 Yp r] .y los valores nominales de los pa-

i T T , .
rametros sol* = [9; 0, 0, cg] = [O, 6, -5, 1] . Se presentaran tres casos en sim-
ulacion.

5.1.1. Condiciones de excitacion persistente, sin perturbaciones

Para las simulaciones la sefial de referendia sido seleccionada coma= 5coqt) +
10cog5t), esta es suficientemente rico para el sistema, asi que el regresgoersistente-
mente excitante. ElI Control Adaptable por Modelo de Referencia clasico (lineal) esta dado
por (2.36-2.38), dondE se establecié como una matriz identidad de dimension 4. EIl CAMR
(no lineal) esta dado por (5.1a-5.2), donde las ganancias se han seleccionade edriey
ko = 1. La figura 5.1 muestra la salida de referencia dada por el mggl€ltmea continua) y
la salida de la plantg, (linea punteada) con el esquema de CAMR (clasico), mientras la figu-
ra 5.2 muestra las mismas figuras para el CAMR (no lineal) propuesto. La figura 5.3 muestra
el error de seguimiente, = yp — ym para los esquemas de CAMR clasico (arriba) y el prop-
uesto (abajo). La variable de control correspondiegtee muestra en la figura 5.4. De estas
figuras es claro que el controlador (no lineal) propuesto converge muchos mas rapido que el
clasico. Mas aun, el parametro converge, como se muestra en la figura 5.5, es alcanzado en
tiempo finito y mucho mas rapida que el algoritmo clasico.

5.1.2. Condicién de excitacion persistente, con perturbaciones

Se mostro en la prueba del Teorema, que el algoritmo de CAMR (no lineal) propuesto
(5.1a-5.2) es robusto contra perturbaciones aditivas en el control de entrada y en los para-
metros, debida por ejemplo a variaciones lentas en los parametros. Para ilustrar estas carac-
teristicas se ha hecho una simulacion con una perturbadijr- 5sin(6t), entrando en el
canal de control de la planta. La figura 5.6 muestra el error de seguingieaty, — ym para
los esquemas de CAMR clasico (arriba) y el propuesto (abajo). Es claro que los términos
adicionales no lineales del algoritmo propuesto conducen a un error de seguimiento mas pe-
quefio. Mas aun, la estimacion paramétrica (mostrada en la figura 5.7) es mas rapido para el
algoritmo propuesto que par el clasico. Es interesante notar que para el algoritmo no lineal la
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——Salida del Modelo de referencia
6l - - - Salida de la planta

(0] 5 10 15 20 25
Tiempo

Figura 5.1: Salida del modelo de referengig (linea continua) y salida de la plangtg(linea punteada), con el
CAMR clasico, con sefal de referencia 5coqt) + 10 cog5t).

——Salida del modelo de referencia
61 - - - Salida de la planta

) 5 10 15 20 25

Tiempo

Figura 5.2: Salida del modelyn (linea continua) y salida de la plantg (linea punteada), con el CAMR no
lineal y sefial de referencia= 5cogt) + 10 cog5t).
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Figura 5.3: Error de seguimiente; = yp, — ym para el CAMR cléasico (arriba) y el propuesto (abajo), con sefial
de referencia = 5coqt) + 10 cog5t).

[
o

-30 — Control lineal
- - - Cotrol no lineal

~405 5 10 15 20 25

Tiempo

Figura 5.4: Control variableu, para CAMR clasico (linea continua) y el CAMR no lineal propuesto (linea
punteada) con sefial de referencia5 codt) + 10 cog5t).
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—— Control lineal
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— — - Control no lineal
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Figura 5.5: Convergencia de la estimacion paramétrica a los valores reales con sefial de refer&msiigt) +

10sin(5t). A) 6 =0, B) 6 = 6, C) 6 = -5 and D)c;, = 1




5.1. Simulacién con Modelo de Referencia sin ceros 79

estimacion paramétrica oscila alrededor del valor verdadero, mientras la estimacion tiene un
sesgo.

Error de seguimiento
o

Tiempo

Error de seguimiento
o

_3 L L L L
(o] 5 10 15 20 25

Tiempo

Figura 5.6: Error de seguimiente; = yp —ym para el CAMR clasico (arriba) y el no lineal (abajo), con sefial
de referencia = 5cogt) + 10cog5t), y perturbaciomp(t) = 5sin(6t).

5.1.3. Ausencia de condicién de excitacidon persistente

Es bien sabido que las propiedades del CAMR son débiles cuando la condicion de ex-
citacion persistente no es satisfecha. Para una sefal de referencia car{tarfiela figura
5.8 muestra que salida de referencia dada por el moge(tinea continua) y la salida de
la plantayy, (linea punteada) con el esquema de CAMR (clasico), mientras la Figura 5.19
muestra los mismos resultados para el CAMR (no lineal) propuesto. La variable de control
correspondientep se muestra en la figura 5.10. Es notable que la convergencia del CAMR
no lineal propuesto es mucho més rapida también es este caso.
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5 ‘ ‘ | — Control lineal
0 10 20 30 o :
Tiempo Control no. lineal
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Figura 5.7: Convergencia paramétrica a los valores reales con sefial de refarensisin(t) + 10sin(5t), y
perturbaciom(t) = Ssin(6t). A) 6; =0, B) 65 = 6, C)6; = -5 and D)c; = 1.
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Figura 5.8: Salida del modelgn, (linea continua) y salida de la plantg(linea punteada) con el CAMR cléasico,
y con sefial de referencia= 6.
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Figura 5.9: Salida del modelgn, (linea continua) y salida de la plargg (linea punteada) con el CAMR no
lineal, y sefal de referencia= 6.
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20 w x

Control

! —— Control lineal .
‘ - - - Cotrol no lineal

5 10 15
Tiempo

Figura 5.10: Variable de controli, para el CAMR (linea continua) y el nolineal (linea punteada) con sefial de
referencia = 6.

5.2. Simulacion con Modelo de Referencia con ceros.

En este ejemplo se considera una modelo de referencia con ceros, pero se sigue conser-
vando el grado relativo 1. Considere la planta,

Kp(s+Db
- zp(—O)up. (5.6)
S +a;s+ap
Los valores constantes desconocidos usados en la simulaciég sahbg=1,a; = -3y

ag = 1, y el signo de&kp > 0 es conocido. El modelo de referencia esta dado por

Yp

s+1
=—=T.
?+5s+6
Un controlador nominal que alcanza el objetivo de seguimiento dado por (2.33a, 2.33b, 5.1a),
T T .

dondeF =-1,0= [91 0> 03 co] , W= [wl W2 Yp r] , Y los valores nominales de los

, T T
parametros soé" = [9; 0, 0 CB] = [—1, 4, -8, 1] :

Al igual que en la seccion anterior se presentan tres escenarios diferentes de simulacion.

(5.7)

Ym

5.2.1. Condicién de excitacion persistente, sin perturbaciones

Para las simulaciones la sefial de referentia sido seleccionado come= 5sin(0.5t) +
10cog5t), tratando de hacer que sea suficientemente rica, de tal forma que el regresor
cumpla con la condicion de excitacidn persistente.
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El CAMR cléasico (lineal) esta dado por (2.36), dorddea sido establecido como la una
matriz identidad de dimensién 4. EIl CAMR propuesto (no lineal) esta dado por (5.1a-5.2),
donde la ganancia ha sido establecida c&me 15, y p ha sido seleccionada arbitrariamente
como%. Fig. 5.11 muestra el error de seguimieg{e- y, — ym para los esquemas de CAMR
clasico (arriba) y el propuesto (abajo). La correspondiente variable de copselmuestra
en laFig. 5.12. De estas figuras, es claro que el algoritmo propuesto en este trabajo (no lineal)
es mas rapido que el clasico. Para la convergencia paramétrica, mostrada en la Fig. 5.13, se
tiene que el tiempo de convergencia es menor para el algoritmo no lineal en la mayoria de los
casos.

Error de seguimiento

Tiempo

Error de seguimiento
en]

20 5 10 15 20 25

Tiempo

Figura 5.11: Error de seguimiente; = y, — ym para el CAMR cléasico (arriba) y el propuesto (abajo) con una
sefial de referencia= 5sin(0.5t) + 10 cog5t).

Salida de la planta con ruidd_a Fig. 5.14 muestra el error de seguimiento cuando una
sefal de ruido de aproximadamente 5% de la salida de la planta es sumado. Note que el
CAMR no lineal aun converge mas rapido que el lineal, y el efecto de ruido una vez que se
establece la sefial es similar en ambos sistemas.

5.2.2. Condicién de excitacion persistente, con perturbacion

Con esta simulacién se muestra que el nuevo algoritmo propuesto, puede agregar ciertas
propiedades de robustez a la técnica donde se incorpore. Para ilustrar esta caracteristica, se
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Figura5.12:Variable de contrali, para el CAMR cléasico (linea continua) y el CAMR no lineal (linea punteada)
con sefial de referencia= 5sin(0.5t) + 10 cog5t).

ha agregado una perturbacip(t) = 5sin(6t), que entra por el canal de entrada de la planta.

La Fig. 5.15 muestra el error de seguimieeic- yp — ym para el esquema de CAMR clasico
(arriba) y el propuesto (abajo). Es claro que los términos no lineales del algoritmo propuesto
llevan a un error de seguimiento mas pequefio. Mas la estimacion paramétrica (mostrada en
la Fig. 5.16) es mas rapida para el algoritmo no lineal que para el clasico. Es interesante
notar que el algoritmo no lineal la sefal de estimacion paramétrica se aproxima mas al valor
nominal, mientras que la estimacion lineal tiene una desviacion mas grande.

5.2.3. Ausencia de excitacion persistente

Es bien sabido que las propiedades de CAMR son debiles cuando la condicion de ex-
citacion persistente no es satisfecha. Para una sefial de referencia carsjante Fig.
5.17, se muestra la referencia de salida dada por el mggi€lmea continua) y la salida de
la plantayp, (linea punteada) con el CAMR clasico, mientras en la Fig. 5.18 se muestran los
mismos resultados para el esquema no lineal propuesto. La variable de agsgohuestra
en la Fig. 5.19. Cabe hacer notar que la convergencia del algoritmo no lineal también es mas
rapida en este caso.
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Figura 5.13: Convergencia parametrica a los valores reales con sefial de refareren(0.5t) + 10 sin(5t).
A) 6; = -1, B) 63 = 4,C)65 = —8 and D)cj = 1
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Figura 5.14: Error de seguimiente; = yp — ym para el CAMR clasico (arriba) y el propuesto (abajo), con una
amplitud maxima de ruido 0.25 sumada a la salida de la planta.
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Figura 5.15: Error de seguimient@, = y, — ym para el esquema de CAMR clasico (arriba) y el propuesto
(abajo), con sefial de referencia 5codt) + 10 cog5t), con perturbaciop(t) = 5sin(6t).
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-2 ! ! ! ! ‘ ‘ . —— Control lineal
0 5 10 15 20 25 30 35 .
Tiempo — = - Control no lineal
0 \ Valor nominal

Figura 5.16: Convergencia paramétrica a los valores reales con sefal de refarenswn(t) + 10sin(5t), y
perturbaciomp(t) = 5sin(6t). A) 6; = 0, B) 6; = 6, C)#; = -5 and D)cj = 1.



88 Capitulo 5. Aplicacion al Control Adaptable por Modelo de Referencia (CAMR)
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Figura 5.17: Salida del modelgmn (linea continua) y salida de la plaryg (linea punteada) con el CAMR
clasico, y con sefial de referencia constantel.
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Figura 5.18: Salida del modelyn (linea continua) y salida de la plangg (linea punteada) con el CAMR no
lineal, y sefal de referencia= 1.
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Figura 5.19: Controlup para el CAMR no lineal (linea continua) y el CAMR clasico (linea punteada), con
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Capitulo 6

Conclusiones

Se disefiaron dos algoritmos con coeficientes variantes en el tiempo, cuyas trayectorias
solucion son capaces de converger en tiempo finito a valores desconocidos de una sistema.
Estos algoritmos encuentran aplicacion en el area de estimacion paramétrica.

La convergencia en tiempo finito se logra al agregar no linealidades como las utilizadas
en el AGSO, a uno de los algoritmos de estimacion paramétrica clasicos.

En primer lugar se logr6é desarrollar un algoritmo estimador de un pardmetro variante
en el tiempo, el cual también se puede ver como una generalizacion de observadores para
sistemas de segundo orden. Una de las porpieades interesantes de este nuevo sistema es la
robustez, ésta es heredada de las no linealidades discontinuas del ST, y permite compensar
en ciertos casos las variaciones temporales del parametro a estimar, haciendo que el nuevo
algoritmo converja exactamente y en tiempo finito al parametro variante desconocido.

La propiedad de convergencia en tiempo finito se mostro a través de dos funciones de
Lyapunov, tomando la idea de sistemas hibridos, lo cual es un método novedoso para el
estudio de convergencia de sistemas discontinuos. Dicha demostracion también ensefia que la
discontinuidad robustece el algoritmo contra cierto tipo de perturbaciones, las cuales pueden
tomarse como variaciones temporales en el caso de estimacion de parametros.

El segundo algoritmo desarrollado es capaz de estimar multiples parametros constantes
en tiempo finito. El nuevo algoritmo se bas6 en un sistema clasico de estimacion y las no
linealidades del AGSO. Para mostrar que las trayectorias del nuevo algoritmo convergen en
tiempo finito, y establecer las condiciones bajo las cuales lo hace, se retoma la teoria clasica
y se complemento con técnicas para el analisis de convergencia del AGSO. Por medio de
simulaciones se logro establecer que el nuevo algoritmo tiene una velocidad de convergencia
mayor a la de los algoritmo lineales cldsicos. Se mostr6 que el algorimo se puede utilizar
en el problema de estimacion de parametros constantes, como se ha hecho con uno de los
sistemas de estimacion clasicos. Siguiendo esta idea se aplicé el nuevo estimador al problema
de CAMR, haciendo mas veloz la convergencia de la salida de la planta al sistema deseado,
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y proporcionando cierta robustez a la entrada de la planta.
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