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SINCRONIZACIÓN DE SISTEMAS NO LINEALES INCIERTOS

TESIS
QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE:

DOCTOR EN INGENIERÍA
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Resumen

El interés de esta tesis se centra en la sincronización de sistemas no lineales. A

diferencia de la mayoŕıa de los resultados existentes en la literatura, se permite

una parametrización no lineal de la dinámica de los sistemas interconectados. La

importancia de esta investigación radica en la dificultad que representa el análi-

sis y diseño de algoritmos para sistemas con dicha parametrización, la cual es

intŕınseca a muchos sistemas mecánicos, f́ısicos y biológicos. En comparación con

los resultados existentes en la literatura, el que se presenta en este trabajo permite

la sincronización de sistemas bajo una interconexión más general.

Por otro lado, se explora el efecto de protección ante el ruido por sincronización

presentado en la literatura, con aplicación al diseño de observadores en la presencia

de ruidos fuertes en la medición. En particular, se obtienen observadores con la

propiedad de que la señal estimada tiene una respuesta lo más cercana posible al

caso libre de ruido. Los resultados teóricos se aplican al problema de estimación

de profundidad en sistemas de visión perspectiva.

La metodoloǵıa de análisis utilizada es una herramienta reciente en el área de

control: la teoŕıa de contracción no lineal. Los resultados obtenidos en el desarrollo

de este trabajo pueden aplicarse en problemas de control adaptable y en el diseño

de observadores adaptables para sistemas con parametrización no lineal.



Abstract

The interest of this thesis is the synchronization of nonlinear systems. The main

difference between the existent results in the literature and the ones given in this

work are that a nonlinear parameterization of the local dynamics of the intercon-

nected systems is allowed. The importance of this research lies in the algorithm

analysis and design difficulty for systems with such parameterization, which is in-

trinsic to many mechanical, physical and biological systems. In relation with the

existent results in the literature, the results in this work provide synchronization

of systems with a more general interconnection structure.

On the other hand, the effect of noise reduction by synchronization, which is given

in the literature, is explored with particular application in the observer design

for strong measurement noise. In particular, observers with the estimated signal

closer to the noise-free case are obtained and are applied to the deep estimation

problem in perspective vision systems.

The analysis methodology used in this work is a recent tool in the control area:

the nonlinear contraction theory. The obtained results can be applied to adaptive

control problems and in the design of adaptive-observers for systems with nonlinear

parameterization.
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Notación

R conjunto de los números reales

R+ denota a los reales positivos

R≥0 define el conjunto {t ∈ R|t ≥ t0 > 0}
λmin(A) el valor propio mı́nimo de una matriz A ∈ Rn×n

λmax(A) el valor propio máximo de A

λi(A) el i-ésimo valor propio de A

A−1 Inversa de A

AT Transpuesta de A

Ā = 1
2

(
A + AT

)
la parte simétrica de A

||x||p = (
∑n

i=1 |xi|p)
1/p

la norma-p del vector x

||A||p = supx6=0
||Ax||p
||x||p Norma inducida de una matriz A

µp(A) = ĺımε→0+
||I+εA||p−1

ε
Medida inducida de A

I una matriz identidad

xi



Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Motivación

En la última década, el fenómeno de sincronización ha sido de gran interés para la

comunidad cient́ıfica [1, 2]. Desde el punto de vista de sistemas, la sincronización1

es la respuesta idéntica de un conjunto de sistemas interconectados en el mismo

instante de tiempo. En general, bajo ciertas suposiciones de suavidad sobre la

dinámica de cada sistema local, un conjunto de sistemas idénticos se sincroniza si

la fuerza de acoplamiento excede cierto umbral [3–5].

A pesar de que mucho trabajo de investigación se ha enfocado en sistemas con

dinámica idéntica, surge la necesidad de analizar el problema en que los elementos

de la red son distintos, en particular cuando los parámetros de la dinámica local

son diferentes.

El interés de este trabajo se centra en la sincronización de sistemas no lineales. A

diferencia de la mayoŕıa de los resultados existentes, se permitirá una parametriza-

ción no lineal de la dinámica local de los sistemas interconectados. Es importante

1La palabra sincronización, proviene del Griego sýn “unido” y de chronos “tiempo”.

1
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recalcar que los sistemas con la parametrización antes mencionada son intŕınsecos

a muchos sistemas mecánicos, f́ısicos y biológicos [6]. Dada la dificultad que repre-

senta este tipo de sistemas por śı mismos, existen pocos resultados en la literatura.

En [6], se usa una configuración esclavo-maestro para la transmisión de mensajes

por sincronización de osciladores, mientras que en [7] se considera el problema de

sincronización adaptable de fase de dos osciladores. Cabe recalcar que en ambos,

el número de agentes se limita a dos, por lo tanto, son una aplicación directa de la

teoŕıa de control adaptable de sistemas con parametrización no lineal. Con base en

los resultados anteriores, en este trabajo se buscará la sincronización de sistemas

con par ’ametros inciertos no linealmente parametrizables, bajo una interconexión

más general.

Por otro lado, en la tesis se explorará el efecto de protección ante el ruido por

sincronización presentado en [8], con el fin de buscar su aplicación en el diseño de

observadores. Se buscará obtener observadores con la propiedad de que la señal

estimada tenga una respuesta lo más cercana posible al caso libre de ruido.

1.2. Estado del arte

Como se mencionó anteriormente, los trabajos clásicos en sincronización conside-

ran el caso en el que los agentes en la red son idénticos y el acoplamiento entre

ellos es lineal. En la comunidad de control, la sincronización de sistemas con di-

chas caracteŕısticas se analiza a partir de distintas teoŕıas, entre ellas Pasividad

[9, 10], Lyapunov [11, 12] y Contracción [4, 13]. Otro trabajo interesante es el

realizado por [14] en el que se caracteriza el tipo de interconexión que garantiza

sincronización para sistemas disipativos.

En [15, 16], se derivaron condiciones suficientes para la sincronización de sistemas

linealmente acoplados. Para un caso particular de modelos de neuro-osciladores,
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una cota expĺıcita sobre la fuerza de acoplamiento se presenta en [5, 17]. Se de-

mostró mediante simulaciones numéricas, que si la fuerza de acoplamiento es lige-

ramente menor que cierto valor cŕıtico, los osciladores no sincronizan.

De la misma manera, es posible garantizar la sincronización de sistemas mediante

la sintonización en ĺınea de la ganancia de sincronización o bien de la adaptación

de parámetros. Dicho problema se conoce en la literatura como sincronización

adaptable.

El problema de la sintonización de la ganancia de acoplamiento mediante un algo-

ritmo de adaptación se ha resuelto desde distintos enfoques. En [18], se presenta

una ganancia de acoplamiento adaptable para redes inciertas, en dicho algoritmo

se asume que el error de sincronización es conocido, dicha suposición es un tan-

to restrictiva ya que implica conocer de antemano la solución de sincronización.

Un problema más desafiante todav́ıa, es el de desarrollar esquemas de adapta-

ción que buscan la ganancia de acoplamiento sin el conocimiento de la solución

de sincronización. Al respecto, varios esquemas de acoplamiento adaptable se han

desarrollado en la literatura para sistemas con dinámica idéntica. Para sistemas

semi-pasivos en la forma normal, se desarrolla en [19] una ley de adaptación ti-

po PI (Proporcional Integral) para estimar la ganancia de acoplamiento cŕıtica.

Para sistemas con dinámica local QUAD, se estudia la sincronización de oscila-

dores caóticos con acoplamiento lineal y no lineal [20] , además, el acoplamiento

adaptable se propone basado en los vértices o bordes del grafo de interconexión

[21].

Por otra parte, el problema de la adaptación de parámetros ha sido ampliamente

analizado en la literatura para sistemas con parametrización lineal, es decir, para

sistemas en los que la incertidumbre paramétrica puede escribirse como una rela-

ción lineal entre la variable medible y el vector de parámetros desconocidos. De

manera paralela a la teoŕıa de control adaptable, se logra la sincronización de sis-

temas interconectados mediante leyes de adaptación que tienen términos locales,
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es decir, únicamente el estado del propio agente [22], de forma más general en [23],

[24] se considera también la información propia de la interconexión.

Como se mencionó anteriormente, en este trabajo se permitirá que la incertidum-

bre paramétrica tenga una parametrización no lineal. Para sistemas no linealmente

parametrizables, se han reportado avances recientes en control adaptable e identifi-

cación en [6, 25–28]. En general, la comunidad de control ha estudiado el problema

de parametrización no lineal para sistemas con dinámica objetivo inestable [6] y

para problemas clásicos como el control adaptable directo [28] e indirecto [27].

Basado en la teoŕıa de contracción, [28] presenta un diseño de control adaptable

para una clase de sistemas no lineales con parametrización no lineal.

1.3. Objetivos

El objetivo general de esta tesis es estudiar la sincronización en sistemas dinámi-

cos no lineales inciertos. Particularmente, se consideran los siguientes objetivos

espećıficos:

Lograr la sincronización de sistemas no idénticos mediante la adaptación

de los parámetros de la dinámica local de cada agente, en particular, para

sistemas no lineales con parametrización no lineal.

Investigar el efecto de protección de ruido mediante sincronización, aśı como

explorar este resultado en el diseño de observadores para la reducción de

ruido en un conjunto de observadores sincronizados.

Proporcionar una solución novedosa al problema de estimación de profundi-

dad en sistemas de visión perspectiva.
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1.4. Metodoloǵıa

A lo largo de la tesis, los análisis de convergencia y estabilidad se realizan aplicando

una herramienta reciente en el área de control: la teoŕıa de contracción nolineal

[4, 29]. Una caracteŕıstica importante de esta teoŕıa es que el análisis se centra

en la propiedad de convergencia de trayectorias, en lugar del enfoque clásico de

convergencia de puntos de equilibrio.

En particular, la teoŕıa de contracción permite analizar la convergencia de trayec-

torias mediante la aplicación del concepto de contracción parcial [4], dicha noción

conduce al concepto de ’sistema virtual’. Para la sincronización de sistemas inter-

conectados, la solución de cada sistema en la red es una solución particular del

sistema virtual. Si el sistema virtual es contrayente, entonces todas las solucio-

nes convergen una a la otra exponencialmente. El concepto de contracción parcial

permite analizar también la sincronización concurrente de sistemas no lineales2. A

partir de esta idea, en [13] se presentan condiciones generales para la sincroniza-

ción de sistemas con acoplamiento lineal. Una aplicación de dichas condiciones de

sincronización para relojes biológicos se discute en [30].

Dicho lo anterior, es claro que la teoŕıa de contracción es una herramienta de

análisis poderosa para tratar problemas de sincronización. El diseño obtenido en [4]

puede ser utilizado para sistemas en general siempre y cuando se pueda garantizar

la contracción del sistema virtual en lazo cerrado. A partir de la definición de

contracción parcial, el diseño de los algoritmos presentados en esta tesis se realiza

aplicando el concepto de sistema virtual. La metodoloǵıa general utilizada puede

resumirse en los siguientes puntos:

Definición de un sistema virtual que contiene como soluciones particulares a

todos los agentes de la red.

2La sincronización concurrente de sistemas no lineales es la convergencia a subespacios lineales
’no triviales’, es decir, espacios distintos al espacio global de sincronización.
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Análisis de la contracción del sistema virtual.

Dada la incertidumbre en los agentes (en los estados o parámetros), se busca

la forma de implementación de los algoritmos con las variables disponibles.

La metodoloǵıa utilizada para dar una solución al problema de reducción de ruido

en observadores está basada en los resultados de [13]. Con base en la sincroni-

zación esclavo-maestro de sistemas no lineales, como primera etapa se desarrolla

un observador de orden reducido (para el caso libre de ruido) y posteriormente,

uno de orden completo. Finalmente, el uso de la sincronización permite obtener

una señal aún más limpia. Es decir, el enfoque que se presenta es el de diseño a

bloques. Esto permite, mediante el incremento del orden del observador, obtener

una señal cada vez más limpia de la variable observada.

1.5. Contribuciones

Con base en las soluciones propuestas en esta investigación para el problema de

sincronización de sistemas no lineales inciertos, se obtuvieron los siguientes resul-

tados:

1. A partir de la teoŕıa de sincronización esclavo-maestro:

a) Se presentó una metodoloǵıa para el diseño de observadores de orden

reducido y completo.

b) Se colaboró en el desarrollo de algoritmos de adaptación para sistemas

no lineales con parametrización no lineal [31, 32].

2. Se logró la sincronización de sistemas dinámicos no-idénticos con parametri-

zación no lineal de la incertidumbre, a través de la adaptación de la dinámica

local [28, 33, 34].



Caṕıtulo 1. Introducción 7

3. Se propuso una metodoloǵıa de diseño de observadores en presencia de ruidos

fuertes. Los observadores obtenidos se aplicaron al problema de estimación

de profundidad en sistemas de visión perspectiva [35].

1.6. Organización

La estructura general del resto de la tesis se describe a continuación. En el Caṕıtulo

2 se presentan los conceptos generales para el análisis de sistemas mediante la

teoŕıa de contracción. En la sección 2.1, se resumen las definiciones básicas para

el análisis de estabilidad bajo distintas medidas de la matriz Jacobiana. Por otra

parte, en la sección 2.2 se introducen los resultados existentes sobre sincronización

de sistemas con dinámica idéntica.

En el Caṕıtulo 3 se plantea de forma particular la metodoloǵıa utilizada en este

trabajo, con base en el concepto de contracción parcial y el problema de sin-

cronización esclavo-maestro. Como casos particulares se tratan los problemas de

observación e identificación de sistemas.

El Caṕıtulo 4 se enfoca en el problema de sincronización adaptable de sistemas

no linealmente parametrizados. De forma particular, se busca la sincronización

de un conjunto de seguidores interconectados a un ĺıder con parámetros fijos. El

análisis se realiza en dos etapas: la primera está basada en los resultados clásicos de

sincronización de sistemas con dinámica idéntica, mientras que la segunda se basa

en la robustez de sincronización ante una perturbación previamente establecida.

El algoritmo de sincronización adaptable que se desarrolla se aplica a una red de

sistemas que describe el proceso de Glicolisis en células de levadura.

En el Caṕıtulo 5 se presenta una serie de observadores con el fin de proponer

una solución al problema de ruido en la medición. Con base en el diseño de un

observador de orden reducido, se propone un observador de orden completo y
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uno sincronizado. Al incrementar el orden e incluir la sincronización como medio

para la reducción de ruido, se obtiene una estimación más limpia de la señal de

interés que la que se logra con un sólo observador. Con el fin de ilustrar el efecto de

reducción de ruido, los observadores diseñados se aplican al problema de estimación

de profundidad en sistemas de visión 5.3.

Finalmente, las conclusiones y futuras aplicaciones de las herramientas desarrolla-

das en este trabajo se enlistan en el Caṕıtulo 6.



Caṕıtulo 2

Preliminares

2.1. Teoŕıa de Contracción

En la literatura, existen diferentes métodos para analizar la estabilidad de sistemas.

En general, el análisis de sistemas no lineales se realiza mediante el estudio de la

estabilidad de los puntos de equilibrio con base en los resultados clásicos de la

teoŕıa de Lyapunov [36]. Otro camino para analizar la estabilidad de sistemas es el

estudio de la convergencia de trayectorias. De esta manera surgen los conceptos de

sistemas convergentes [37], contrayentes [29] o la noción de estabilidad incremental

[38]. La teoŕıa de contracción permite obtener condiciones simples para garantizar

la estabilidad y evita la búsqueda (nada trivial) de una función de Lyapunov.

Se dice que un sistema es contrayente si todas las soluciones ’olvidan’ sus condi-

ciones iniciales o perturbaciones temporales y convergen una a la otra exponen-

cialmente [39].

A continuación, se presenta un resumen de los resultados principales de la teoŕıa

de contracción tomados de [4, 13, 29, 40], los cuales se emplean a lo largo de esta

Tesis.

9
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En general, se consideran sistemas no lineales de la forma

ẋ = f(x, t), x(t0) = x0 (2.1)

donde x ∈ Rn es el vector de estados y f : Rn×R≥t0 → Rn es una función vectorial

continuamente diferenciable.

A partir de la definición del desplazamiento virtual δx (desplazamiento infinite-

simal en tiempo fijo) de dos trayectorias vecinas es posible obtener la relación

diferencial

δẋ =
∂f

∂x
(x, t)δx, (2.2)

donde la tasa de cambio de la distancia al cuadrado δxT δx entre dichas trayectorias

está dada por

d

dt
(δxT δx) = 2δxT δẋ

= 2δxT
∂f

∂x
(x, t)δx

= 2δxT
1

2

(
∂f

∂x
+
∂fT

∂x

)
δx + 2δxT

1

2

(
∂f

∂x
− ∂fT

∂x

)
δx

= ≤ 2λmax(J̄)δxT δx (2.3)

para

J̄ =
1

2

(
∂f

∂x
+
∂fT

∂x

)
. (2.4)

La solución de la ecuación (2.3) es de la forma

||δx||2 ≤ ||δx0||2 exp

(∫ t

0

λmax(J̄)dτ

)
, (2.5)

por lo tanto, si λmax(J̄) < 0, se dice que el sistema es contrayente y existe conver-

gencia exponencial de dos trayectorias cualquiera. Además, si λmax(J̄) ≤ 0 se dice
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que el sistema es semi-contrayente y las trayectorias están acotadas.

2.1.1. Generalización del análisis de contracción

Es posible generalizar el resultado de la sección anterior mediante una transfor-

mación de coordenadas suave

δz = Θ(x, t)δx, (2.6)

para Θ(x, t) una matriz cuadrada invertible. Por lo tanto, en términos de (2.2), se

obtiene la relación diferencial

δż = Θ̇(x, t)δx + Θ(x, t)δẋ

= F(x, t)δz, (2.7)

donde

F(x, t) =

(
Θ̇(x, t) + Θ(x, t)

∂f

∂x

)
Θ(x, t)−1. (2.8)

La tasa de cambio de la distancia entre trayectorias

d

dt
||δz||p ≤ µp(F(x, t))||δz||p (2.9)

permite estudiar la convergencia del sistema (2.1) mediante la introducción de la

medida inducida1 µp de la matriz Jacobiana generalizada (2.8) para p = 1, 2,∞.

Si µp(F(x, t)) < 0 (µp(F) ≤ 0), el sistema es (semi)contrayente.

El resultado anterior permite establecer, de manera general, las condiciones sufi-

cientes que un sistema debe cumplir para ser contrayente.

1En el Apéndice A.1 se presenta la definición general de medida de la matriz y las definiciones
de las medidas convencionales (relacionadas con las normas 1, 2,∞).
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Teorema 2.1 (Contracción). Para el sistema (2.1), si existe una matriz cuadrada

invertible Θ = Θ(x, t), donde Θ es una transformación de coordenadas suave del

desplazamiento virtual (2.6), tal que ∀x, ∀t ≥ t0

µp(F(x, t)) ≤ −β, (2.10)

para una constante β > 0 y una matriz F(x, t) en la forma (2.8), entonces todas

las trayectorias del sistema convergen global y exponencialmente rápido a una sola

trayectoria sin importar las condiciones iniciales, con una tasa de convergencia

dada por β.

Ejemplo 2.1. A continuación se presenta un ejemplo, tomado de [40], en el que

el uso de la matriz Θ(x, t) simplifica el análisis de contracción.

Considere el sistema

ẏ1 = c(y1 + y2 −
1

3
y31 + I) + kN(z − y1)

ẏ2 = −1

c
(y1 − a+ by2) (2.11)

con constantes b y c positivas. Se buscan las condiciones bajo las cuales el sistema

es contrayente, es decir, que exista convergencia exponencial de sus trayectorias.

Dicho sistema tiene como matriz Jacobiana

J =


 c(1− y1)2 − kN c

1/c −b/c


 . (2.12)

Para fines de comparación, se presentarán las condiciones que el sistema debe

cumplir bajo la definición de una matriz Θ(x, t) espećıfica o una identidad.
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Θ(x, t) 6= I. Aplicando la transformación de coordenadas

J =


 1 0

0 c


 , (2.13)

se obtiene la matriz Jacobiana generalizada

F =


 c(1− y1)2 − kN 1

−1 −b/c


 , (2.14)

cuya parte simétrica está dada por

F̄ =


 c(1− y1)2 − kN 0

0 −b/c


 . (2.15)

Si los elementos de la diagonal son negativos, la matriz es negativa definida

y el sistema es contrayente. Para garantizar lo anterior, se debe cumplir la

condición

k >
c

N
(1− y1)2. (2.16)

Θ(x, t) = I. Se considera la matriz

J̄ =


 c(1− y1)2 − kN 1

2
(c+ 1/c)

1
2
(c+ 1/c) −b/c


 , (2.17)

la cual es la parte simétrica de (2.12). Para garantizar la negatividad de

dicha matriz, además de cumplir con la condición (2.16), se debe satisfacer

k <
c

N

(
1

4

(
c+

1

c

)2

+ b(1− y1)2
)
. (2.18)
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En los dos casos analizados anteriormente, se concluye la contracción del

sistema. Sin embargo, el uso de la matriz (2.12) hace más sencillo el análisis.

Una condición suficiente para garantizar que un sistema es contrayente, es que la

matriz Jacobiana generalizada (2.8) sea negativa definida. Para sistemas retroali-

mentados, se establece el siguiente resultado en [4].

Teorema 2.2 (Contracción de sistemas retroalimentados). La parte simétrica de

la matriz Jacobiana generalizada (2.8)

F̄ =


 F̄1 G

GT F̄2


 (2.19)

es uniformemente negativa definida si

1. F̄1, F̄2 son uniformemente negativas definidas

2. F̄2 < GT F̄−11 G

Más allá del concepto estricto de contracción, es posible definir una versión relajada

de contracción que permite analizar la convergencia promedio de trayectorias y

concluir convergencia exponencial de las soluciones bajo una métrica identidad, a

partir de la integral de la matriz Jacobiana. Dicho resultado se presenta en [41]

resume en el siguiente Teorema.

Teorema 2.3 (Contracción promedio). Dado el sistema (2.1), se considera que

la matriz simétrica

F̄ =
1

2

(
F + FT

)
, (2.20)

es semi-positiva definida para F una matriz en la forma (2.8). Si ∀x, ∀t ≥ t0

existen T > 0 y una constante β > 0, tales que

∫ t+T

t

F̄(x(τ), τ)dτ ≤ −βI, (2.21)
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existe convergencia exponencial de las trayectorias del sistema.

Demostración. La prueba se basa en demostrar que δz(t) = 0 es una trayectoria

exponencialmente estable del sistema

δż(t) = F(t)δz(t). (2.22)

Gracias a la semi-positividad de la matriz F̄, es posible concluir que δz y δż están

acotadas ∀t ≥ t0, y por lo tanto dada (2.22) la matriz F también lo está unifor-

memente. Aplicando el Teorema 2 de [42] al sistema anterior, para α = 1 y P = I,

se obtiene la condición (2.21).

Con el fin de analizar la convergencia entre distintos sistemas, se utiliza el con-

cepto de contracción parcial [4] el cual está basado en la definición de un sistema

virtual o auxiliar. Dicho concepto, que es de gran utilidad ya que es una extensión

importante de la teoŕıa de contracción, se define a continuación.

Teorema 2.4 (Contracción parcial [4]). Considere un sistema lineal suave de la

forma ẋ = f(x,x, t) y asuma que el sistema auxiliar ẏ = f(y,x, t) es contrayente

con respecto a y. Si una solución particular x(t) = x(x0, t) del sistema auxiliar y

verifica una propiedad de suavidad espećıfica2, entonces todas las trayectorias del

sistema original x verifican esta propiedad exponencialmente.

Ejemplo 2.2. A continuación se presenta un ejemplo para ilustrar el concepto de

contracción parcial y las ventajas que presenta en el análisis de la convergencia de

sistemas.

Considere el sistema

ẋ = −(x2 + 1)x (2.23)

2Dicha propiedad puede ser convergencia a una variedad, a una trayectoria particular o una
relación entre variables de estado.
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y el sistema virtual

ẋv = −(x2 + 1)xv, (2.24)

el cual es contrayente ya que

∂ẋv
∂xv

= −(x2 + 1) < 0. (2.25)

El sistema virtual tiene como soluciones particulares a xv = x y xv = 0. Por

lo tanto, gracias a la contracción del sistema virtual (2.24) y a la definición de

contracción parcial, es posible concluir que el sistema (2.23) es exponencialmente

estable y todas sus soluciones convergen al punto de equilibrio x = 0.

Otro resultado relevante en la teoŕıa de Contracción es el de convergencia expo-

nencial a un subespacio lineal invariante. En particular, para subespacios afines

m(t) +M, dicho resultado debe ser aplicado a x̃(t) = x(t) +M.3

Teorema 2.5 (Contracción a un subespacio [13]). Se considera un subespacio li-

neal invariante M de dimensión p y una matriz V de proyección ortonormal aso-

ciada de (n−p)×n, donde las filas en V forman una base deM⊥. Si ΘV ∂f
∂x

VTΘ−1

es uniformemente negativa definida para Θ una matriz invertible constante, todas

las trayectorias del sistema (2.1) convergen a M.

Cuando el sistema nominal está perturbado, la distancia entre las trayectorias

del sistema contrayente perturbado y el no perturbado tiene una cota dada en el

siguiente Lema [43].

Lema 2.1. Asuma que el sistema ẋ = f(x, t) es contrayente con una matriz de

transformación Θ y tasa de contracción λ, y considere el sistema perturbado ẋ′ =

f(x′, t) + d(x′, t) donde d(x′, t) está acotado ∃d ≥ 0, ∀x′, ∀t ≥ t0 ||d(x′, t)||p ≤ d.

3Ver el Comentario 2.2 de [13].
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Entonces, cualquier trayectoria del sistema perturbado satisface ||x′(t)− x(t)||p ≤
χe−λt||x′(0)− x(0)||p + dχ

λ
, χ es una cota por arriba en el número de condición de

Θ.

2.2. Sincronización de sistemas idénticos

En general se considera N sistemas en la forma (2.1)

ẋi = f(xi, t), (2.26)

más un término de interconexión

ui =
∑

j∈Ni

Kji(xj − xi) (2.27)

donde Ni es el conjunto de vecinos del sistema i y Kji ∈ Rn×n es una matriz

positiva definida que representa la ganancia de acoplamiento entre los mismos. Es

decir, cada sistema o agente tiene la dinámica

ẋi = f(xi, t) +
∑

j∈Ni

Kji(xj − xi) (2.28)

para xi ∈ Rn, f : Rn × R≥t0 → Rn.

Se dice que existe sincronización de los estados entre los agentes de la red si se

cumple

||xi(t)− xj(t)||p → 0 ∀i, j = {1, . . . , N} , t→∞. (2.29)

En otras palabras, existe convergencia de trayectorias de todos los agentes en la

red a una solución común.
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Desde el punto de vista de la teoŕıa de Contracción, es posible analizar la con-

vergencia de trayectorias entre un conjunto de agentes interconectados gracias al

concepto de Contracción parcial presentado en el Teorema 2.4, tal como se ejem-

plifica a continuación.

Ejemplo 2.3. Considere tres sistemas en la forma

ẋ1 = f(x1, t) + K(x2 − x1) + K(x3 − x1),

ẋ2 = f(x2, t) + K(x1 − x2) + K(x3 − x2),

ẋ3 = f(x3, t) + K(x1 − x3) + K(x2 − x3),

a continuación, se buscan las condiciones de sincronización en K para que exista

convergencia exponencial de todos los elementos de la red.

Como primer paso, se define un sistema virtual

ẋv = f(xv, t) +
N∑

j=1

Kxj −NKxv, (2.30)

que contiene como soluciones particulares a todos los sistemas interconectados.

Para analizar su propiedad de convergencia, se obtiene la matriz Jacobiana

J(xv, t) =
∂f

∂xv
−NK, (2.31)

por lo tanto si

µp (J(xv, t)) = µp

(
∂f

∂xv
−NK

)
≤ −β, (2.32)

para β > 0, el sistema virtual es contrayente. La propiedad de contracción del sis-

tema virtual y el hecho de que tiene como solución particular a todos los elementos

de la red, permite concluir que existe convergencia de todas las soluciones a una
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sola, es decir, existe sincronización exponencial bajo una matriz K suficientemente

grande.

La generalización del ejemplo anterior para N sistemas interconectados da la po-

sibilidad de establecer el siguiente Teorema.

Teorema 2.6 (Acoplamiento de estados [40]). Se obtiene sincronización expo-

nencial para sistemas en la forma (2.28), en un acoplamiento todo a todo, i.e.,

Ni = {1, . . . N}, con K una matriz positiva definida, si dada (2.8) se cumplen las

siguientes condiciones:

1. Existe δ ∈ R, tal que ∀x y ∀t ≥ t0

µp(J̄x) := µp (F(x, t)) ≤ δ, (2.33)

2. κ := µp(NK) > δ, para κ ∈ R+.

Demostración. El sistema virtual para sistemas en la forma (2.28) bajo un aco-

plamiento todo a todo es idéntico a (2.31), por lo tanto, bajo las condición 2 de

este Teorema se cumple (2.32)

2.2.1. Sincronización concurrente

De forma más general es posible establecer, con base en la teoŕıa de contracción,

la sincronización de sistemas bajo distintas matrices de interconexión, además de

garantizar la sincronización en subgrupos de sistemas en una misma red. Dicho

resultado se resume en el siguiente Teorema.
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Teorema 2.7 (Acoplamiento de estados [13]). Dada la matriz

G(x, t) =




∂f
∂x

(x1, t) 0 0

0
. . . 0

0 0 ∂f
∂x

(xn, t)


 (2.34)

para sistemas en la forma (2.28), se obtiene sincronización exponencial si ∀x y

∀t ≥ t0

1. Existe δ ∈ R, tal que

µp(J̄x) := µp
(
ΘVG(x, t)VTΘ−1

)
≤ δ, (2.35)

2. Dada κ := µp(VLVT ), para κ ∈ R+, se cumple la condición κ > δ,

donde L es la matriz Laplaciana4 V es una matriz de proyección y Θ es una matriz

de transformación constante, ambas en M⊥.

Observación 2.1. Al aplicar el Teorema 2.7 con V = I, se recupera el resultado de

[4], que establece la sincronización de sistemas bajo una interconexión general con

base en el concepto de contracción parcial.

Observación 2.2. Garantizar la condición de contracción para un número consi-

derable de sistemas bajo una interconexión general puede llegar a ser complejo

debido a la dimensión del subespacio de sincronización. Sin embargo, es posible

trabajar con una interconexión todo-a-todo en el desarrollo del algoritmo y aplicar

el Teorema 2.7 con el fin de realizar una generalización.

4Lii =
∑

j 6=i Kij ,Lij = −Kij , para j 6= i.
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Sincronización Esclavo-Maestro

Como se mencionó en la Sección 2.2, el concepto de contracción parcial propor-

ciona una herramienta simple para analizar la sincronización de sistemas, bajo la

definición de un sistema virtual. Dicho sistema, debe contener como soluciones

particulares a cada uno de los elementos en la red, además de ser contrayente,

para garantizar la convergencia a una trayectoria común.

En el siguiente ejemplo, se ilustra la aplicación del concepto de sistema virtual en

la sincronización esclavo-maestro de un par de sistemas.

Ejemplo 3.1. Dado un sistema maestro cuya dinámica es de la forma

ϑ̇1 = f(ϑ1, t), (3.1)

se busca que cualquier solución del sistema esclavo

ϑ̇2 = f(ϑ2, t)−K(ϑ2 − ϑ1). (3.2)

se sincronice con la del maestro. Es decir, dada cualquier condición inicial, las

soluciones del esclavo converjan a la del maestro, ϑ2(t)→ ϑ1(t).

21
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A partir de los sistemas anteriores, es posible definir un sistema virtual

ϑ̇v = f(ϑv, t)−Kϑv +Kϑ1 (3.3)

el cual tiene como soluciones particulares a la solución de (3.1) y la (3.2), es decir

ϑv(t) = ϑ1(t) y ϑv(t) = ϑ2(t). Por lo tanto, si dada la matriz Jacobiana

J =
∂f(ϑv, t)

∂ϑv
−KI

con medida inducida

µp

(
∂f(ϑv, t)

∂ϑv
−KI

)
≤ µp

(
∂f(ϑv, t)

∂ϑv

)
+Kµp(−I)

≤ α−K (3.4)

se garantiza la siguiente condición

K > α, ∀t ≥ t0, ∀ϑv, (3.5)

el sistema virtual (3.3) es contrayente y todas sus soluciones convergen a una

misma.

La mayoŕıa de los problemas básicos de control, tales como regulación, seguimien-

to, observación, control adaptable e identificación pueden plantearse como casos

particulares del problema de sincronización de sistemas, a partir de la definición

de un modelo de referencia [44, 45]. En otras palabras, es posible proponer una

solución a dichos problemas con base en la sincronización del sistema de interés al

modelo de referencia, mediante la definición de un sistema virtual.

A continuación, con base en la sincronización esclavo-maestro de dos sistemas

dinámicos, se propone una solución al problema de diseño de observadores para
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sistemas no lineales, posteriormente, con este concepto se establecen las bases para

la aplicación al problema de identificación en sistemas no lineales.

3.1. El problema de Observación

El problema de observación es de suma importancia en el área de control y consiste

en, dado un sistema de interés con estados no medibles, encontrar un sistema lla-

mado observador que permita reconstruir los estados internos del sistema original

a partir de la medición de la entrada y salidas disponibles.

En la literatura, existen distintas técnicas para el desarrollo de observadores des-

de la perspectiva de la clase de sistemas a observar. Los sistemas lineales han

sido ampliamente estudiados [46], mientras que las técnicas convencionales para

la observación de sistemas no-lineales, como el observador de alta-ganancia [47],

implican la transformación del sistema y están limitadas a sistemas con ciertas

caracteŕısticas particulares.

En esta parte de la investigación se desarrolla inicialmente un observador de or-

den reducido aplicando una metodoloǵıa de diseño ’top-down’ [48]. Como primera

etapa de esta metodoloǵıa se obtiene un observador simple, mediante la introduc-

ción de variables intermedias que pueden ser no medibles. El análisis, mediante

la sincronización de sistemas, permite garantizar convergencia exponencial de los

estados observados. Las variables intermedias son sustituidas por las salidas me-

dibles del sistema no lineal para obtener el diseño final del observador. Con base

en la teoŕıa de inmersión e invarianza [25, 49], es posible obtener un observador

similar con propiedades de convergencia asintótica, sin embargo, el enfoque pre-

sentado en este trabajo es más transparente y garantiza convergencia exponencial

de los estados.
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3.1.1. Observador de orden reducido

Se considera que el sistema a observar tiene la forma

ẏ = fy(y, z, t) (3.6a)

ż = fz(y, z, t) (3.6b)

donde y ∈ Rm es la parte medible y z ∈ Rp, p ≤ m la parte no medible del vector

de estados x.

En general, un observador consiste en una copia del sistema más un término de

corrección. Siguiendo esta idea, es posible proponer el siguiente observador de

orden reducido para el sistema (3.6)

˙̂z = fz(y, ẑ, t)−K (h(y, ẑ, t)− h(y, z, t)) (3.7)

donde K ∈ Rp×p es una matriz de ganancia positiva definida y la función vectorial

h(y, ẑ, t) : Rm×Rp×R≥0 → Rp representa un grado de libertad en el diseño. Para

recuperar el estado z, el sistema (3.7) debe satisfacer las siguientes propiedades:

1. El observador tiene como solución particular a (3.6b).

2. Es contrayente, es decir ∀t ≥ t0, se satisface la desigualdad

J = µp

(
∂fz(y, ẑ, t)

∂ẑ
−K

∂h(y, ẑ, t)

∂ẑ

)
≤ β, β > 0, ∀y,∀ẑ. (3.8)

3. La función h(· ) es implementable a través de la salida y.

El Teorema que se presenta a continuación, está basado en el conjunto de condi-

ciones enlistadas anteriormente.
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Teorema 3.1. Dado el sistema (3.6) con dinámica en la parte medible en la forma

fy(y, z, t) = g(y, t) + p(y, z, t), (3.9)

donde g(y, t) : Rm × R≥0 → Rm y p(y, z, t) : Rm × Rp × R≥0 → Rm, tal que

∂p(y,z,t)
∂z

6= 0. Se considera que la salida y ∈ Rm de dicho sistema se puede repre-

sentar mediante un mapeo ζ = ζ(y, t) : Rm × R≥0 → Rp con derivada respecto al

tiempo

ζ̇ = h(y, z, t) +
∂ζ

∂y
g(y, t) +

∂ζ

∂t
, (3.10)

donde

h(y, z, t) =
∂ζ

∂y
p(y, z, t). (3.11)

El observador

˙̂v = fz(y, ẑ, t)−K

(
h(y, ẑ, t) +

∂ζ

∂y
g(y, t) +

∂ζ

∂t

)
(3.12)

con K ∈ Rp×p una matriz de ganancia positiva definida, recupera el estado no

medible z mediante la transformación de coordenadas

ẑ = v̂ + Kζ. (3.13)

Si ∀y,∀ẑ, ∀t ≥ t0

µp

(
K
∂ζ

∂y

∂p(y, ẑ, t)

∂ẑ

)
> µp

(
∂fz(y, ẑ, t)

∂ẑ

)
, (3.14)

por lo tanto, el error de estimación ẑ(t)− z(t) tiende a cero exponencialmente.
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Demostración. Considere como sistema maestro a (3.6b), con dinámica en la forma

ż = fz(y, z, t)−K (h(y, z, t)− h(y, z, t)) (3.15)

mientras que el esclavo (3.7) está dado por

˙̂z = fz(y, ẑ, t)−K (h(y, ẑ, t)− h(y, z, t)) . (3.16)

Es posible definir un sistema virtual

żv = fz(y, zv, t)−K (h(y, zv, t)− h(y, z, t)) , (3.17)

el cual tiene como soluciones particulares zv(t) = z(t) y zv(t) = ẑ(t)1. Gracias a la

aplicación del Teorema 2.1, bajo la condición (3.14), dicho sistema es contrayente.

Por lo tanto, el sistema olvida sus condiciones iniciales y existe sincronización

exponencial de ẑ(t) a z(t).

Con el fin de obtener la dinámica de implementación (3.12), se considera que la

salida y se puede representar mediante la función ζ(y, t) : Rm × R≥0 → Rp con

derivada respecto al tiempo

ζ̇ =
∂ζ

∂y
ẏ +

∂ζ

∂t

=
∂ζ

∂y
p(y, z, t) +

∂ζ

∂y
g(y, t) +

∂ζ

∂t
(3.18)

= h(y, z, t) +
∂ζ

∂y
g(y, t) +

∂ζ

∂t
. (3.19)

Por lo tanto, para obtener la dinámica de implementación (3.12), es posible escribir

la dinámica (3.7) en la forma

˙̂z = fz(y, ẑ, t)−Kh(y, ẑ, t) + Kζ̇ −K
∂ζ

∂y
g(y, t)−K

∂ζ

∂t
(3.20)

1En el caso de la sincronización esclavo-maestro, el sistema virtual es por śı mismo el sistema
esclavo.
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y expresar, en términos de la ecuación anterior y de (3.10), la derivada respecto

al tiempo de la variable observada (3.13) .

Para satisfacer la condición (3.14), se debe buscar una función h(y, ẑ, t) cuya deri-

vada parcial con respecto a ẑ sea positiva definida. Lo anterior, permite establecer

el siguiente Corolario.

Corolario 3.1. Si se considera el observador (3.12)-(3.13) con función de acopla-

miento

h(y, z, t) = α(y, t)z (3.21)

para α(y, t) : Rp × R+ → R+ y K ∈ Rp×p una matriz suficientemente grande, se

satisface la condición (3.14) y por lo tanto el error de estimación ẑ(t)−z(t) tiende

a cero exponencialmente.

Los resultados obtenidos en esta sección son la base para el análisis del problema

de reducción de ruido en observadores, el cual se aborda en el Caṕıtulo 5 y tienen

una aplicación directa al problema de visión perspectiva.

Observación 3.1. En relación con los observadores desarrollados con la metodoloǵıa

de inmersión e invarianza [50] y [49], el diseño presentado en este trabajo tiene la

propiedad de convergencia exponencial, en lugar de convergencia asintótica, con

un procedimiento de diseño más simple.

3.2. Identificación de sistemas

El problema de identificación para sistemas con parametrización no lineal desde la

perspectiva de análisis de trayectorias, puede formularse de manera similar al pro-

blema de observación. Con el fin de ilustrar esta idea, a continuación, se presenta
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un ejemplo simple de identificación para una forma modificada del oscilador FN

[51–53], con un parámetro no linealmente parametrizable, en el que se consideran

todos los estados medibles.

Ejemplo 3.2. Dado el sistema

ν̇ = 3ν − ν3 − ν7 + 2− w + I, (3.22a)

ẇ = c [α(1 + tanh(θ∗ν))− w] , (3.22b)

donde c y α son constantes positivas, se busca identificar el parámetro θ∗.

Con base en la metodoloǵıa propuesta anteriormente, se define un sistema maestro

θ̇∗ = −K ∂ζ

∂w
cα (tanh(θ∗ν)− tanh(θ∗ν)) , (3.23)

para ζ = ζ(x), x = [ν, w]T , y un sistema esclavo

˙̂
θ = −K ∂ζ

∂w
cα
(

tanh(θ̂ν)− tanh(θ∗ν)
)
. (3.24)

Los cuales permiten establecer el sistema virtual

θ̇ = −K ∂ζ

∂w
cα (tanh(θν)− tanh(θ∗ν)) , (3.25)

el cual tiene como soluciones particulares θ = θ∗ y θ = θ̂. Para analizar la contrac-

ción del sistema se obtiene

∂θ̇

∂θ
= −K ∂ζ

∂w
cα sech2(θν)ν. (3.26)

Dada la función

ζ = νw, (3.27)
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el sistema es contrayente, ya que

∂θ̇

∂θ
= −Kcα sech2(θν)ν2 < 0. (3.28)

A partir de la transformación de coordenadas

θ̂ = θ̄ +Kζ(x), (3.29)

es posible implementar el algoritmo de identificación (3.24) como

˙̄θ = −K∂ζ

∂ν

(
3ν − ν3 − ν7 + 2− w + I

)

−K ∂ζ

∂w

(
cα(1− tanh(θ̂ν)− w)

)
. (3.30)

En la Figura 3.1 se observa que, gracias a la propiedad de contracción establecida

para el algoritmo de identificación (3.30), el error paramétrico θ̃ entre el parámetro

estimado θ̂ y el valor real θ∗ = 4 tiende a cero. El oscilador (3.22) se implementó con

parámetros lineales c = .04, α = 12, corriente de excitación externa I = 0.8,

condiciones iniciales v(0) = 1, w(0) = 0 y ganancia de identificación K = 10.

0 100 200 300 400 500 600
0

1

2

3

4

t

θ̃
=

θ∗
−
θ̂

Figura 3.1: Error paramétrico θ̃ para un oscilador FN modificado.
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Del ejemplo anterior se observa que de forma análoga a (3.6), es posible considerar

como maestro al sistema deseado

ẋ = f1(x,θ
∗, t) = g(x, t) + p(x,θ∗, t) (3.31a)

θ̇
∗

= f2(x,θ
∗, t) = 0, (3.31b)

donde el vector de estados x ∈ Rn está disponible y θ∗ ∈ Rp, p ≤ n, es el vector

de parámetros constantes que se desea estimar.

Mientras que, se considera como esclavo a la dinámica de identificación (no imple-

mentable)

˙̂
θ = −K

∂ζ

∂x

(
p(x, θ̂, t)− p(x,θ∗, t)

)
(3.32)

la cual tiene como solución particular θ̂(t) = θ∗(t). Por lo tanto, es posible apli-

car directamente el Teorema 3.1 y posteriormente, implementar el algoritmo de

identificación con la dinámica

˙̄θ = −K

(
∂ζ

∂x
p(x, θ̂, t) +

∂ζ

∂x
g(x, t) +

∂ζ

∂t

)
(3.33)

donde

θ̂ = θ̄ + Kζ. (3.34)

Observación 3.2. De forma similar y con base en esta metodoloǵıa, se desarrollaron

algoritmos generales de control adaptable e identificación para sistemas no lineales

con parametrización no lineal en [28, 31, 32, 34, 41].
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como medio para la sincronización

De manera general, los trabajos clásicos sobre sincronización analizan el caso en

que todos los agentes de la red son idénticos [4, 9–13]. Por otra parte, el problema de

sincronización adaptable se ha estudiado en la literatura para sistemas no lineales

con parametrización lineal desde diferentes enfoques: el primero, está basado en

el control adaptable tradicional, mientras que el segundo se fundamenta en la

hipótesis de que existe un mecanismo de adaptación propio de cada sistema.

El primer enfoque, de forma paralela a la teoŕıa de control adaptable, considera que

existe incertidumbre paramétrica en la dinámica local de cada agente. Siguiendo

esta idea, [22] presenta una ley de adaptación tipo gradiente que contiene única-

mente términos locales y cuyo diseño está basado en la teoŕıa de contracción. De

manera más general, [23] garantiza la sincronización de sistemas Euler-Lagrange

con parámetros desconocidos mediante una ley de adaptación que incluye el error

de sincronización de los vecinos.

Por otro lado, desde un punto de vista menos conservador e inspirados por la na-

turaleza, existen trabajos relevantes en la literatura que sugieren la presencia de

31
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diferentes mecanismos para la sincronización de sistemas. Por ejemplo, las bacte-

rias presentan el mecanismo de quorum-sensing [40] donde una señal del ambiente

se usa como mecanismo de acoplamiento. En [54] se presenta un concepto in-

teresante para sistemas desacoplados: la sincronización inducida por un est́ımulo

común.

Otra hipótesis interesante sobre la sincronización adaptable, es la que se introduce

en [7], la cual establece que la sincronización se obtiene por la ’adaptación interna’

de cultivos neuronales, en particular, se presentan tres posibles mecanismos o

esquemas de adaptación para la sincronización de dos osciladores. En la misma

ĺınea, dos trabajos interesantes [24], [55] introducen el concepto de una red con

un elemento en particular, un ĺıder con parámetros fijos. Para sistemas biológicos,

este ĺıder impone cierto comportamiento al resto de los elementos en la red. Este

último enfoque está relacionado directamente con el problema de identificación de

paramétros en la teoŕıa de control adaptable, bajo la suposición de que es posible

cierta adaptación f́ısica de los parámetros desconocidos.

El interés de este caṕıtulo se centra en desarrollar un mecanismo de adaptación

que permita la sincronización de un conjunto de sistemas biológicos no lineales,

en el contexto inherente al problema de sistemas no linealmente parametrizados

[6, 25, 26, 28] mediante la aplicación de la teoŕıa de contracción [29]. Para lograr

dicho objetivo, se define una red con un conjunto de seguidores y un ĺıder con

parámetros fijos.

Como aplicación se considera la sincronización de osciladores biológicos [30], en

particular un fenómeno que se ha observado experimentalmente, la sincronización

de la concentración de ATP (Adenośın Trifosfato) en células de levadura [56].
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4.1. Planteamiento del problema

A continuación, se considera el problema de sincronización de un conjunto de

seguidores a un ĺıder mediante el desarrollo de un algoritmo de adaptación que

permite la sintonización en ĺınea de los parámetros inciertos de los seguidores

hacia el ĺıder. Cada sistema se considera con dinámica local en la forma

ẋ = f(x,θ), (4.1)

donde x ∈ Rn, f : Rn × R≥0 → Rn una función vectorial suave y θ ∈ Rθm es el

vector de parámetros. Como se especificó anteriormente, se supone la existencia de

dos clases de elementos en la red: un ĺıder con vector de parámetros fijo θl ∈ Rθm

ẋl = f(xl,θl) + ul, (4.2)

y un conjunto de seguidores

ẋk = f(xk,θk) + uk, k = {1, . . . , N}, (4.3)

con vector de parámetros θk. La interconexión entre los elementos de la red se

representa por

ui =
N+1∑

j=1

Ksxj −NKsxi, i = {1, . . . , k + 1}, (4.4)

define una conexión todo a todo entre los N + 1 seguidores de la red, para Ks ∈
Rm×m una matriz positiva definida.

El objetivo final de este trabajo es desarrollar un algoritmo de adaptación

θ̇k = Θk(xk,xl,θk) (4.5)
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para cada seguidor (4.3) tal que se obtenga sincronización de los N + 1 sistemas

interconectados (incluido el ĺıder). Bajo las siguientes suposiciones:

Suposición 4.1. El vector de parámetros θl se asume dentro de un intervalo

conocido θl ≤ θl ≤ θl.

Suposición 4.2. La ganancia de acoplamiento Ks se considera débil, es decir,

aquella ganancia mı́nima para garantizar la sincronización de sistemas idénticos.

Observación 4.1. El mecanismo de adaptación de cada seguidor debe ser una

función de variables medibles (salidas del sistema) y no puede depender de los

parámetros del ĺıder.

Observación 4.2. En particular, las ganancias de acoplamiento se pueden obtener

si se toma la cota inferior del vector de parámetros y se garantiza la sincronización

ideal de dicho sistema.

4.2. Sincronización a través de la adaptación de

la dinámica local

El desarrollo del mecanismo de sincronización se realiza reescribiendo la dinámica

de los elementos en la red (4.2), (4.3) como

ẋi = f(xi,θl) +
N+1∑

j=1

Ksxj −NKsxi + di, i = {1, . . . , k + 1}, (4.6)

donde

di = f(xi,θi)− f(xi,θl). (4.7)

Esta definición permite realizar el análisis en dos etapas: en la primera se considera

el caso ideal con parámetros idénticos y en la segunda el caso adaptable con los

parámetros inciertos.
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4.2.1. Sincronización Ideal

A continuación se presenta un Teorema que establece condiciones suficientes para

la sincronización de los sistemas en la red, dada di = 0.

Teorema 4.3. El conjunto de agentes (4.2), (4.6) se sincronizará si ∀xi y ∀t ≥ t0

1. Existe δ1 ∈ R, tal que

µ

(
∂f(xi,θl)

∂xi

)
≤ δ1, (4.8)

2. Dada κ1 := µ(NKs), se cumple

κ1 > δ1. (4.9)

Demostración. Se considera como sistema virtual para (4.2), (4.6) con di = 0 a

ẋv = f(xv,θl)−Kl(xv − xl) +
N+1∑

j=1

Ksxj −NKsxv, (4.10)

el cual tiene como soluciones particulares xv(t) = xl(t) y xv(t) = xk(t). La matriz

Jacobiana del sistema anterior está dada por

Jx = ∂f(xv ,θl)
∂xv

−NKs (4.11)

bajo la condición (4.9), el sistema (4.10) es contrayente, es decir ||xi(t)−xl(t)||p →
0.
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4.2.2. Sincronización Adaptable

A continuación, se presenta el mecanismo de adaptación para cada seguidor en la

red, el cual se considera como

˙̄θk = − ∂η
∂xl

f(xl,θk)−
∂η

∂xl

(
N+1∑

j=1

Ksxj −NKsxl

)
(4.12)

donde η(xl) es una función particular elegida para garantizar la condición de

contracción y el vector de parámetros está dado por

θi = θ̄i + η(xl). (4.13)

El siguiente Teorema establece una serie de condiciones suficientes para garantizar

la sincronización de todos los elementos de la red bajo el mecanismo (4.12).

Teorema 4.4. El conjunto de agentes (4.2), (4.6) se sincroniza bajo el mecanismo

de adaptación (4.12) si ∀xi,∀θi y ∀t ≥ t0

1. Existe δ2 ∈ R, tal que

µp

(
∂f(xk,θk)

∂xk
− ∂f(xk,θl)

∂xk

)
≤ δ2, (4.14)

2. Dadas κs := µ(NKs) y δ1 en (4.8), se cumple

κs > δ1 + δ2, (4.15)

3. Existen una función η(xl) : Rn → Rθm y una constante β > 0 tales que

∫ t+T

t

J̄θ(τ)dτ < βI, (4.16)
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donde J̄θ está acotada y es la parte simétrica de la matriz

Jθ = − ∂η
∂xl

∂f(xl,θi)

∂θi
. (4.17)

Demostración. Considere el sistema (4.6) con di = 0 y mecanismo de adaptación

(4.12). Al derivar respecto al tiempo a (4.13), se obtiene la dinámica de análisis

θ̇k = − ∂η
∂xl

(f(xl,θk)− f(xl,θl)) . (4.18)

De forma similar, una dinámica de adaptación θ̇l = 0 se puede definir para el ĺıder

en la forma

θ̇l = − ∂η
∂xl

(f(xl,θl)− f(xl,θl)) , (4.19)

Dadas (4.2), (4.19) y (4.6),(4.18), se define el sistema virtual

ẋv = f(xv,θl)−
(
NKsxv −

N+1∑

j=1

Ksxj

)
, (4.20a)

θ̇v = − ∂η
∂xl

(f(xl,θv)− f(xl,θl)) , (4.20b)

con soluciones particulares xv = xl(t), xv = xk(t) y θv = θl(t), θv = θk(t). Dicho

sistema tiene como matriz Jacobiana

J =


 Jx 0

0 Jθ


 ,

para Jx y Jθ dadas en (4.11) y (4.17), respectivamente.

Se observa que dicho sistema está desacoplado, por lo tanto, el análisis de conver-

gencia de los estados y los parámetros puede realizarse por separado.

Es posible garantizar la contracción del bloque Jx bajo las condiciones del Teo-

rema 4.3. Por otro lado, dada la matriz Jacobiana (4.17) y la condición (4.16),
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se concluye convergencia exponencial de los parámetros de los seguidores al ĺıder,

gracias a los resultados del Teorema 2.3.

Para el caso di 6= 0, considere como sistema general a

ẋi = f(xi,θl)−NKsxi +
N+1∑

j=1

Ksxj + di, (4.21a)

θ̇i = − ∂η
∂xl

(f(xl,θi)− f(xl,θl)) , (4.21b)

con i = 1, i = k para el ĺıder y el késimo-seguidor, respectivamente.

Ya que el término de perturbación se encuentra en la dinámica de xi, es suficiente

con analizar el primer elemento de la matriz Jacobiana para cada xi,

Jx =
∂f(xi,θl)

∂xi
−NKs +

∂f(xi,θ)

∂xi
− ∂f(xi,θl)

∂xi
,

con medida ν := µp(Jx)

ν ≤ µp

(
∂f(xi, θl)

∂xi
−K

)
+ µp

(
∂f(xi, θi)

∂xi
− ∂f(xi, θl)

∂xi

)
.

Gracias a las condición (4.15) la contracción del sistema (4.21) se preserva bajo el

término de perturbación di. Es decir, existe sincronización entre todos los agentes

en la red y los parámetros de los seguidores convergen a los del ĺıder ||θi(t) −
θl(t)||p → 0.

4.3. Aplicación en sistemas biológicos

A continuación, el mecanismo de adaptación desarrollado en el apartado anterior

se aplica a un sistema dinámico que describe el proceso de glicólisis en células de

levadura [57]. Varios experimentos han demostrado que bajo ciertas condiciones

este tipo de células se sincronizan y más aún, otros trabajos interesantes tratan
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de describir este fenómeno y su relación con los parámetros del sistema, ver por

ejemplo [57],[30].

La dinámica local para cada elemento en la red se considera en la forma

Ġ = Vin − τGT (4.22a)

Ṫ = 2τGT − τp
T

τm + T
(4.22b)

donde G y T representan las concentraciones de glucosa y trifosfato de adenosina

(ATP, por sus siglas en inglés), respectivamente. La entrada de glucosa está dada

por Vin y se considera como una constante, los parámetros en el sistema son τ , τm

y τp. El primero representa la actividad de la fosfo-fructokinasa, mientras que el

resto está relacionado con el proceso de descomposición de la ATP, en particular,

τm se relaciona con el umbral de activación y τp con la taza máxima de inhibición.

El término de acoplamiento para los elementos de la red se representa por

u =
N+1∑

j=1

εs(Tj − T ) (4.23)

para εs > 0.

4.3.1. Análisis

El sistema (4.22) con el acoplamiento (4.23) se puede reparametrizar como

Ġ = Vin − τGT (4.24a)

Ṫ = τGT − T

αTθ
+ u, (4.24b)

con θ =
[
τm
τp
, 1
τp

]T
y α = [1, T ]T .
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Para aplicar el Teorema 4.4 se considera x = [G, T ]T , con sub́ındice l para el ĺıder

y sub́ındice k para representar a cada seguidor.

La matriz Jacobiana Jx = ∂f(x,θl)
∂x
−K del sistema (4.24) está dada por

Jx =


 −τT −τG

2τT τG−Nεs − θ(1)l
(αT θl)2


 , (4.25)

con

K =


 0 0

0 Nεs


 . (4.26)

Si se cumple la siguiente desigualdad, similar a la que se obtiene en [30],

G <
p2
p1
T <

(
−G+

Nεs
2τ

+
θ(1)l

(αTθl)2

)
(4.27)

para una métrica diagonal positiva definida

Px =


 p1 0

0 p2


 (4.28)

la medida de la matriz µ∞(PxJxP
−1
x ) < 0 ∀t ≥ t0, es decir, la matriz Jacobiana

(4.25) es negativa semidefinida. Por lo tanto, con un término Nεs suficientemente

grande, es posible satisfacer la condición (4.15) en el Teorema 4.4.

En relación con la condición 2 de dicho Teorema, la matriz Jacobiana Jθ está dada

por

Jθ = − ∂η
∂Tl

Tl
(αTl θ)2

αTl . (4.29)
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Se elige la función vectorial

η(xl) = γ


 Tl

T 2
l

2


 , (4.30)

con γ > 0, tal que la matriz simétrica

J̄θ = −γ Tl
(αTl θ)2

αlα
T
l ≤ −εαlαTl , (4.31)

es negativa semidefinida, dada cierta constante positiva

ε ≥ γ
T̄l

(αTl θ)2
(4.32)

para T̄l una cota por arriba sobre Tl, αl y θ cotas por abajo sobre αl y θ. Por lo

tanto si

∫ t+δ

t

−J̄θ ≥ ε

∫ t+δ

t

αlα
T
l , (4.33)

por la condición 3 del Teorema 4.4, existe convergencia exponencial de las trayec-

torias de los seguidores al ĺıder. Dicha condición se cumple trivialmente ya que los

osciladores son de excitación persistente [58], es decir,

∫ t+δ

t

αlα
T
l ≥ εαI, (4.34)

para ciertas δ > 0 y εα > 0.

4.3.2. Simulación

En simulación se consideran N = 3 sistemas interconectados en la red donde los

términos de la dinámica local se seleccionan como τ = 0.02, τp = 5, τm = 13. Como

se mencionó anteriormente, la ganancia de acoplamiento es débil ε = .01 ya que
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no permite la sincronización de los agentes si los parámetros son radicalmente dis-

tintos. Las condiciones iniciales se seleccionan como Gl(0) = 6.6 Gk(0) = [4, 10]T ,

Tl(0) = 7.6, Tk(0) = [5, 1]T , θ1k(0) = [3, 2]T , θ2k(0) = [2, 1]T .

A continuación se muestran los resultados obtenidos en simulación. El ĺıder se

representa por una ĺınea sólida/azul (–), el primer seguidor por una ĺınea discon-

tinua/verde (–·–) y el segundo por una ĺınea punteada/roja (– –). Para ilustrar

el efecto de la diferencia de parámetros y la falta de sincronización, inicialmente

el mecanismo de adaptación se considera inactivo, es decir la ganancia de adap-

tación γ se fija en 0 los primeros 500 segundos. Posteriormente, el mecanismo de

adaptación se activa en γ = .4.

La sincronización y el error de sincronización se observan en las Figuras 4.1 y

4.2, mientras que la evolución del vector parámetros θ̂ se muestra en las Figuras

4.3, 4.4, respectivamente. Por otra parte, tal como se estableció en la teoŕıa, la

perturbación d es desvaneciente, dicho efecto se observa en la Figura 4.5.
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t

T
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Figura 4.1: Sincronización de T .
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Figura 4.2: Error de sincronización T̃i = T1 − Ti.
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Figura 4.3: Parámetro θ1.
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Figura 4.4: Parámetro θ2.
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Caṕıtulo 5

Sincronización como mecanismo

para la reducción de ruido

Con base en el estudio de los efectos que produce la sincronización en un grupo de

sistemas biológicos interconectados, se ha observado experimentalmente que puede

existir cierta mejora de la precisión, por ejemplo, en el caso de la sincronización

de las células beta del Pancreas [59, 60].

Inspirado en dicho fenómeno, [8] propone una prueba matemática para demostrar

que la sincronización de sistemas no lineales provee a los sistemas interconectados

de cierta protección ante ruido, bajo las siguientes suposiciones generales:

1. El tipo de interconexión es el de una red balanceada1.

2. Existe una cota sobre la nolinealidad de la dinámica local f .

3. Las trayectorias del sistema son robustas ante pequeñas perturbaciones.

4. Los elementos de la red están sincronizados.

1En teoŕıa de grafos, se dice que una red es balanceada si el número de nodos que entran es
igual al número de nodos que salen.

45
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También se demuestra en dicho trabajo, que el efecto producido por la presencia

de ruido fuerte en los sistemas no lineales puede llegar a ser sumamente distinto

dependiendo de la clase del sistema, y a diferencia de los sistemas lineales, la

promediación de distintas señales de salida no logra preservar la señal libre de

ruido. Este hecho se ilustra en el siguiente ejemplo, mediante la simulación de un

grupo de osciladores interconectados que presentan el fenómeno de sincronización,

y por lo tanto, reducción de ruido bajo mediciones ruidosas. A continuación y a

lo largo de este caṕıtulo, se utilizará notación para procesos estocásticos.

Ejemplo 5.1. Considere un conjunto de N osciladores ruidosos con dinámica local

dvi = c

(
vi −

1

3
v3i + wi + I

)
dt+ usinc + σdWi

dwi = −1

c
(vi − a+ bwi)dt

yi = vi, (5.1)

donde dWi es un ruido blanco Gaussiano de intesidad σ, para una entrada de

sincronización

usinc = −K(vi − v̄), (5.2)

y una trayectoria promedio

v̄ =
n∑

i=1

vi/n. (5.3)

La Figura 5.1 presenta la trayectoria libre de ruido de uno de los osciladores2 mien-

tras que el efecto de incluir ruido blanco Gaussiano a dicha trayectoria se puede

observar en la Figura 5.2. Como puede observarse en la Figura 5.3, la sincroniza-

ción mantiene la salida lo más cercana posible a la trayectoria libre de ruido. Por

otra parte, la promediación de la salida (5.3) de cada agente desacoplado, es decir

2Se considera a cada oscilador (5.1) con parámetros a = .3, b = .2, c = 30.
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con usinc = 0, reduce la intensidad del ruido aśı como también la señal original,

ver Figura 5.4.
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Figura 5.1: Estado v: Señal limpia.
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Figura 5.2: Estado v: Señal con ruido.
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Figura 5.3: Estado v: Señal sincronizada, usinc = −K(vi − v̄), K = 50.
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5.1. Resultado anaĺıtico

Los resultados presentados en [8] permiten garantizar que la protección ante el

ruido gracias a la sincronización de sistemas, implica que la respuesta individual

de un conjunto de sistemas idénticos con ruido es cercana al comportamiento

libre de ruido. El impacto del ruido sobre los sistemas interconectados, se analiza

matemáticamente bajo la serie de suposiciones que se establecen a continuación.

Considere un sistema no lineal

dxi =

(
f(xi, t) +

∑

j

Kji(xj − xi)

)
dt+ σdWi, i = 1, . . . N, (5.4)

bajo las siguientes suposiciones:

Suposición 5.1 (Acoplamiento todo a todo). Cada sistema está conectado a una

señal común

x̄ =
1

N

∑

i

xi, (5.5)

es decir, dada Kij = k/N , k > 0, el sistema (5.4) puede escribirse en la forma

dxi = (f(xi, t) + k(x̄− xi)) dt+ σdWi. (5.6)

Suposición 5.2 (Cota sobre la no linealidad de f). Dada la matriz Hessiana

Hj =
(
∂2fj
∂x2

)
, se asume que ∀j, λmax(Hj) está acotado por arriba uniformemente

por una constante 1√
d
Hbd. Por lo tanto,

∀x, j, t xTHjx ≤
Hbd√
d
||x||2p (5.7)
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Suposición 5.3 (La dinámica de f es robusta ante pequeñas perturbaciones).

Dado el sistema libre de ruido

ẋc = f(xc, t) (5.8)

y el sistema perturbado

ẋperturbado = f(xperturbado, t) + P, (5.9)

entonces si el valor esperado de la distancia de la perturbación P tiende a cero

E||P ||2 → 0, la distancia entre las trayectorias xc y xperturbado tiende a cero, ||xc−
xperturbado||p → 0.

Suposición 5.4 (Los sistemas están sincronizados). Después de transitorios ex-

ponenciales, ∃ρ > 0 tal que

E

(∑

i<j

||xi − xj||2p

)
≤ ρ (5.10)

En el siguiente Teorema se presenta el resultado general de [8].

Teorema 5.5. Dado el sistema (5.4), bajo las suposiciones 5.1-5.4, con una in-

tensidad de ruido σ, la trayectoria de cualquier elemento sincronizado xi en la red

y la del sistema libre de ruido

dxc = f(xc, t)dt (5.11)

satisfacen

||xc − xi||p ≤ ||xc − x̄||p + ||x̄− xi||p, (5.12)



Caṕıtulo 5. Sincronización como mecanismo para la reducción de ruido 52

donde x̄i se define en (5.5). Es decir, xi y xc son similares, con el impacto del

ruido sobre la trayectoria x̄ como

ρ
Hbd

2N2
+
σ

N
. (5.13)

Por lo tanto, la diferencia entre x̄ y xc se reduce en relación con el número de

sistemas interconectados N →∞ y la sincronización entre ellos ρ/N2 → 0.

Demostración. Dada la trayectoria promedio (5.5), la distancia entre xi y x̄ puede

escribirse como

∑

i<j

||xi − xj||2p = N
∑

i

||xi − x̄||2p. (5.14)

A partir de la suposición 5.1, es posible suponer una cota sobre la suma esperada

de las distancias al cuadrado entre los estados (5.10) y obtener una relación entre

la trayectoria promedio x̄ y el estado xi

E

(∑

i<j

||xi − x̄||2p

)
≤ ρ

N
. (5.15)

La derivada del valor promedio (5.5) está dada por

dx̄ = (f(x̄− ε, t)) dt+
1

N

∑

i

σdWi, (5.16)

donde

ε =
1

N

(
n∑

i=1

f(xi, t)

)
− f(x̄, t). (5.17)
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Con base en la fórmula de Taylor con residuo integral, se obtiene

fj(xi, t)− fj(x̄, t)− Fj(x̄, t)
T (xi − x̄) = (5.18)∫ 1

0

(1− s)(xi − x̄)THj((1− s)xi + sx̄)(xi − x̄)ds (5.19)

donde Fj es el j-ésimo vector de la matriz Jacobiana de f . Por lo tanto, bajo la

suposición 5.2

∣∣∣∣∣
∑

i

(fj(xi, t)− fj(x̄, t))
∣∣∣∣∣ ≤

Hbd

2
√
d

∑

i

‖xi − x̄‖2p. (5.20)

Finalmente, sumando sobre j y por la condición (5.15)

E(‖ε‖) ≤ ρHbd

2N2
. (5.21)

Ya que se considera que el ruido en cada sistema es mutuamente independiente,

se tiene

1

n

∑

i

σdWi
∼= σ√

N
dW. (5.22)

Dadas (5.21) y (5.22), es posible obtener (5.13).

El resultado anterior es la herramienta base para el análisis en la siguiente sección

en la que se busca reducir el ruido en una serie de observadores interconectados.

5.2. Reducción de ruido en observadores

En la práctica, la señal de salida está corrompida por ruido proveniente de los

sensores de medición. En esta sección, con base en el resultado presentado en
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el apartado 3.1.1, se busca diseñar observadores que permitan obtener el estado

estimado ẑ del observador (3.12) lo más cercano posible a la señal libre de ruido.

Por lo tanto, con el fin de dar una solución al problema de ruido en la medición

se considera un observador de orden completo. Este observador presenta mejores

resultados bajo un nivel de ruido moderado. Para mejorar aún más el desempeño

en presencia de ruidos más fuertes, inspirados por la interesante idea de protección

de ruido usando sincronización, se deriva un grupo de observadores sincronizados.

El problema de ruido en los parámetros se soluciona incrementando en un orden

los observadores propuestos.

Esquemas similares en los que se utiliza un conjunto de observadores interconec-

tados con el objetivo de cuantificar anaĺıticamente el efecto de reducción de ruido

en la medición se presentan en [61] y [62].

5.2.1. Observador de orden completo

A partir del planteamiento dado en la sección 3.1 para el diseño del observador de

orden-reducido, de manera similar se considera que el sistema a observar tiene la

forma

ẏ = fy(y, z, t) (5.23a)

ż = fz(y, z, t) (5.23b)

donde fy(y, z, t) = g(y, t) +p(y, z, t), y ∈ Rm es la parte medible y z ∈ Rp, p ≤ m

la parte no medible del vector de estados x ∈ [y, z].

En presencia de ruido en la medición y, el objetivo final de recuperar el estado z

se obstaculiza al utilizar el observador de orden-reducido (3.12), ya que el estado

estimado se calcula a través de (3.13). Si ŷ se usa en (3.13) en lugar de y, un

observador contrayente de orden-completo puede ser de ayuda para obtener un
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mejor estimado del estado ẑ. Con el fin se satisfacer dicho objetivo, se propone a

continuación un observador de orden-completo.

Inicialmente, la dinámica (3.6) se escribe en términos de v, ζ como

ẏ = fy(y,v + Kζ, t) (5.24a)

v̇ = fz(y,v + Kζ, t)−K

(
h(y,v + Kζ, t) +

∂ζ

∂y
g(y, t) +

∂ζ

∂t

)
, (5.24b)

dicho sistema permite proponer un observador de orden-completo en la forma

˙̂y = fy(y, v̂ + Kζ, t)− γ(ŷ, t) + γ(y, t) (5.25a)

˙̂v = fz(y, v̂ + Kζ, t)−K

(
h(y, v̂ + Kζ, t) +

∂ζ

∂y
g(y, t) +

∂ζ

∂t

)
, (5.25b)

donde el estado estimado se obtiene a través de la salida

ẑ = v̂ + Kζ(ŷ, t). (5.26)

Teorema 5.6 (Observador de orden-completo). Se considera el observador (5.25)-

(5.26), con matriz Jacobiana

Jc =


 J1,1 J1,2

J2,1 J2,2


 =


 −

∂γ(ŷ,t)
∂ŷ

∂fy(y,v̂+Kζ,t)

∂v̂

0 ∂fz(y,v̂+Kζ,t)
∂v̂

−K∂h(y,v̂+Kζ,t)
∂v̂

.


 (5.27)

Si existen un par de funciones γ(ŷ, t) y ζ(y, t) tales que

µp(Jc) ≤ δ, ∀x̂ = [ŷT v̂T ]T , ∀t ≥ t0 (5.28)

para una constante δ > 0, el error de estimación ẑ(t) − z(t) convergerá a cero

exponencialmente.

Demostración. El sistema (5.25) tiene como solución particular x̂(t) = x(t), con

matriz Jacobiana (5.27). Bajo la condición (5.28) y la aplicación del Teorema
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2.1, el sistema (5.25) es contrayente, por lo tanto existe convergencia exponencial

entre las trayectorias x̂(t) y x(t). Por continuidad, ζ(ŷ, t) → ζ(y, t) y se obtiene

convergencia exponencial de ẑ a z, ya que ẑ−z = (v̂−v)+K (ζ(ŷ, t)− ζ(y, t))→
0.

Observación 5.1. En la implementación del observador, es importante tomar en

cuenta la diferencia entre la función ζ = ζ(y, t) y la función ζ(ŷ, t) utilizada en la

salida (5.26).

Observación 5.2. El observador de orden-completo (5.25) está construido a partir

de la incorporación de la dinámica ŷ al observador de orden-reducido (3.12). Esta

estructura de observador, que corresponde a elegir un sistema virtual apropiado

[4], facilita el análisis de contracción.

5.2.2. Observador sincronizado

Con base en los resultados presentados en la introducción de esta sección y en

los resultados de [8, 63], se busca reducir aún más el ruido en la salida para el

observador de orden completo. A continuación se presenta un análisis que permite

establecer las condiciones bajo las cuales la sincronización de observadores permite

mejorar la respuesta individual de cada observador interconectado y por lo tanto,

la salida observada.

Considere un sistema llamado ’el ĺıder’,

dy = fy(y,v)dt, (5.29a)

dv = fv(y,v)dt,

yi = y + σwwi,
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donde yi denota la i-ésima medición de la salida y corrompida por ruido blan-

co gaussiano wi con intensidad σw, i = 1, . . . , N . y ∈ Rm y v ∈ Rp, p ≤ m,

representan los estados medibles y no medibles, respectivamente.

Defina un observador, ’el i-seguidor’, en la forma

dŷi = (fy(yi, v̂i)−K(t)(ŷi − yi)− ui(ŷi, ŷj)) dt,

dv̂i = (fv(yi, v̂i)− ui(v̂i, v̂j)) dt, (5.30)

donde ui(x̂i, x̂j) = Ks

∑
j(x̂i− x̂j) representa un término de acoplamiento ’todo a

todo’ entre los elementos de la red, 0 < K(t) ∈ Rm×m es una matriz diagonal con

elementos positivos y Ks > 0.

Teorema 5.7. Asuma que el observador libre de ruido

dŷ = (fy(y, v̂)−K(t)(ŷ − y)) dt,

dv̂ = (fv(y, v̂)) dt, (5.31)

es contrayente, es decir, para cierta λf > 0 la parte simétrica de su matriz Jaco-

biana Js ≤ −λfI uniformemente. Sea x = [y v]T , donde la trayectoria promedio

está dada por (5.5). x̂, el estimado de x, se definen de forma similiar a x.

Después de transitorios exponenciales

‖ x̄(t)− x̂(t) ‖2≤ N(N − 1)

4N2

Hbd(k
2
max + l2F )σ2

w

λf +KsN
+

(k2max + l2F )σ2
w

N
, (5.32)

donde Hbd ≥ λmax

(
∂2f
∂x2

)
es una cota por arriba de ∂2f

∂x2 , lF > 0 es la constante de

Lipschitz de f(y, v̂) = [fT1 (y, v̂) fT2 (y, v̂)]T y supt≥0 tr{KT (t)K(t)} ≤ k2max .
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Demostración. El sistema (5.30) puede reescribirse como

dŷi = (fy(y, v̂i)−K(t)(ŷi − yi)− ui(ŷi, ŷj)) dt+ εi,1 + εwi
,

dv̂i = (fv(y, v̂i)− ui(v̂i, v̂j)) dt+ εi,2, (5.33)

con εi,n = (fn(yi, v̂i)− fn(y, v̂i)) dt, n = 1, 2, y εwi
= K(t)σwdwi. La derivada del

valor promedio (5.5), usando (5.30), está dada por

dȳ = (fy(y, v̄)−K(t)(ȳ − y)) dt+ ε̄1 + ε̄w + δ1,

dv̄ = (fv(y, v̄)) dt+ ε̄2 + δ2, (5.34)

donde δn =
(

1
N

∑
i fn(y, v̂i))− fn(y, v̄)

)
dt, ε̄n =

(
1
N

∑
i εi,n

)
, y ε̄w =

(
1
N

∑
i εwi

)
.

Se observa que si los términos δn, ε̄w y ε̄n para n = 1, 2 se hacen ’pequeños’,

el comportamiento del valor promedio de los observadores sincronizados perma-

necerá cercano al caso libre de ruido. La suma esperada de ε̄w y ε̄ = [ε̄1 ε̄2]
T

está acotada [8] por

E(‖ε̄w‖2) ≤
(k2max + l2F )σ2

w

N
, E(‖ε̄‖) =

ρHbd

2N2
, (5.35)

donde ρ representa una cota en la suma esperada de la diferencia entre los estados

de los elementos sincronizados (5.10). Para determinar ρ, considere la dinámica de

dos seguidores

∑
1

:




dŷi = (fy(y, v̂i)−K(t)(ŷi − y)−NKs(ŷi − ȳ))dt+ εi,1 + εwi

,

dv̂i = (fv(y, v̂i)−NKs(v̂i − v̄)) dt+ εi,2,

(5.36)

∑
2

:




dŷj = (fy(y, v̂j)−K(t)(ŷj − y)−NKs(ŷj − ȳ)) dt+ εj,1 + εwj

,

dv̂j = (fv(y, v̂j)−NKs(v̂j − v̄)) dt+ εj,2.
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Por el Teorema 2 de [63] la suma esperada de ‖x̂i − x̂j‖2 está acotada por

E
(
‖x̂i − x̂j‖2

)
≤ (k2max + l2F )σ2

w

λij
, (5.37)

siendo λij = λf +KsN una cota en la velocidad de contracción del sistema (5.36).

Por lo tanto ρ = N(N−1)
2

(k2max+l
2
F )σ2

w

λf+KsN
. Como consecuencia de este resultado junto

con (5.35), se obtiene la cota (5.32).

Observación 5.3. Este tipo de algoritmos, tal como lo define la salida (5.29b)

requiere de varias mediciones del estado yi corrompidas por ruidos diferentes. De-

pendiendo de la aplicación, dichas mediciones se pueden obtener de varios sensores

en paralelo o para sistemas lentos, de mediciones en distintos intervalos de tiempo.

5.2.3. Observadores bajo mediciones ruidosas en la salida

y en los parámetros

En la presencia de ruido en las mediciones de salida y en los parámetros, la estima-

ción del estado ẑ se ve afectada por dos fuentes de ruido en (3.13) (orden-reducido)

o por ruido en los parámetros en (5.26) (orden-completo, sincronizado). Para pre-

venir que estos ruidos se propaguen directamente al estado estimado, los obser-

vadores propuestos anteriormente se modifican: en lugar de ζ en (3.13) ó (5.26),

se usa su versión filtrada. Con este objetivo se define una nueva función ξ = Kζ

cuya derivada es de la forma (ver (3.10))

ξ̇ = K

(
h(y, z, t) +

∂ζ

∂y
g(y, t) +

∂ζ

∂t

)
. (5.38)
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A partir de la dinámica anterior y de (5.24), el observador de orden-reducido

modificado se define como

˙̂v = fz(y, v̂ + ξ, t)−K

(
h(y, v̂ + ξ̂, t) +

∂ζ

∂y
g(y, t) +

∂ζ

∂t

)
(5.39a)

˙̂
ξ = K

(
h(y, v̂ + ξ̂, t) +

∂ζ

∂y
g(y, t) +

∂ζ

∂t

)
−Kz(ξ̂ − ξ) (5.39b)

donde Kz > 0, y el estado estimado se obtiene mediante

ẑ = v̂ + ξ̂. (5.40)

Teorema 5.8 (Observador de orden-reducido modificado). Considere (5.39) como

un observador para el sistema (3.6) y (5.38). Si dada la matriz Jacobiana

Jmr =




∂fz(y,v̂+ξ,t)
∂v̂

−K∂h(y,v̂+ξ̂,t)
∂v̂

−K∂h(y,v̂+ξ̂,t)

∂ξ̂

K∂h(y,v̂+ξ̂,t)
∂v̂

−Kz + K∂h(y,v̂+ξ̂,t)

∂ξ̂
,


 (5.41)

∃δ > 0 tal que la medida de matriz

µp (Jmr) ≤ δ, (5.42)

∀ŵ ∈
[
v̂T ξ̂

T
]T

. El error de estimación ẑ(t) − z(t) del observador de orden-

reducido modificado convergerá exponecialmente a cero.

Demostración. El sistema (5.39) tiene como solución particular v̂ = v, ξ̂ = ξ.

Dada la condición µp (Jmr) ≤ δ sobre la matriz Jmr, el sistema es contrayente. Por

lo tanto, existe convergencia exponencial de v̂ a v y de ξ̂ a ξ.

Bajo la misma idea, a continuación se presentan versiones modificadas de los ob-

servadores de orden-completo y sincronizado, con el fin de obtener una estimación

más limpia de x. Estos resultados se presentan en los siguientes Teoremas, las

pruebas son similares a las del Teorema 5.8.
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Teorema 5.9 (Observador de orden-completo modificado). Se considera (5.25a)

y (5.39). Dada la matriz

Jmc =


 J1,1 J1,2 0

0 Jmr


 , (5.43)

donde J1,1, J1,2 y Jmr se definen en (5.27) y (5.41), respectivamente. Si µp(Jmc) <

δ para una constante δ > 0 y ∀
[
ŷT v̂T ξ̂

T
]T

, el error de estimación ẑ(t) − z(t)

convergerá exponecialmente a cero.

Teorema 5.10 (Observador sincronizado modificado). Considere el observador

sincronizado modificado, el cual consiste en un conjunto de observadores de orden-

completo modificados más el término de acoplamiento −Ks

∑
j(ûi − ûj), donde

ûi = [ŷTi v̂Ti ξ̂
T

i ]T , j = 1, . . . , N y ξi = Kζ(yi,b). Bajo las mismas suposiciones

que en el Teorema 5.9, el valor promedio de los observadores sincronizados recupera

el estimado de las coordenadas de objecto como en el caso libre de ruido como

N →∞.

5.3. Aplicación al problema de estimación de pro-

fundidad en sistemas de visión

En problemas de visión, la dinámica de un objeto moviéndose en 3D está descrita a

través de su imagen proyectada en un plano por un sistema dinámico de perspecti-

va. Para aplicaciones tales como control de robots, vigilancia e imágenes médicas,

la profundidad desconocida del objeto en tres dimensiones debe ser estimada.

La estimación de profundidad ha sido resuelta a lo largo de los años con teoŕıa de

sistemas y/o técnicas experimentales. Inspirados por un identificador de paráme-

tros, un observador de alta ganancia llamado IBO por sus siglas en inglés (Identi-

fier Based Observer) es presentado en [64], este observador concluye convergencia
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exponencial de los estados estimados. Usando el método de modos deslizantes y

técnicas de adaptación, en [65] se diseña un observador discontinuo, el cual es más

fácil de implementar y presenta mejor desempeño ante mediciones ruidosas que

el IBO. Un observador de cuarto orden se propone en [66], cuyo diseño es menos

complejo que el observador discontinuo. Usando la metodoloǵıa de inmersión e

invarianza, se obtiene un observador de primer orden que concluye convergencia

asintótica semi-global [50] o global [49], sin embargo, estos observadores son más

sensibles al ruido que los presentados en [64]-[66]. En [67] para sistemas de visión

perspectiva invariantes en el tiempo, se obtienen otras formas de observador que

son fáciles de diseñar.

En el contexto de aplicaciones prácticas, en [68] se desarrollan dos observadores

construidos a partir de la teoŕıa de Lyapunov y de técnicas de observadores no

lineales para la observación del eje focal y la profundidad. Un veh́ıculo autóno-

mo submarino se implementa en [69] con un observador de orden reducido que

garantiza convergencia exponencial global, además, se obtiene una condición de

observabilidad menos restrictiva que la que se encuentra usualmente en la litera-

tura.

Los trabajos mencionados con anterioridad, asumen la dinámica de todos los

parámetros conocida. El caso en que la profundidad y los parámetros son des-

conocidos se ha resuelto con técnicas tales como visión estéro [70] y métodos de

homograf́ıa [71]. Recientemente, un observador que usa parte de la velocidad lineal

y la aceleración para recuperar las coordenadas del objeto se presenta en [72].

En todas las referencias mencionadas, se asume que la medición está limpia en

el diseño del observador. El ruido en la medición es importante en los problemas

de visión ya que si no se trata adecuadamente, puede afectar el desempeño del

sistema. Con los observadores diseñados en la sección anterior, se logra obtener

el estado estimado incluso en la presencia de ruidos fuertes en la salida, desde
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Figura 5.5: Esquema del sistema de visión perspectiva.

el punto de vista de análisis se establecen condiciones de convergencia global y

semi-global.

5.3.1. Planteamiento del problema

La dinámica de un sistema de visión perspectiva está descrita por




ẋ1

ẋ2

ẋ3


 =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33







x1

x2

x3


+




b1

b2

b3


 , (5.44a)

y = [y1 y2]
T = ε

[
x1
x3

x2
x3

]T
, (5.44b)

donde x ∈ R3 denota las coordenadas no medibles del objecto en un sistema de

referencia inercial (Fig. 5.5) y aij = aij(t), bi = bi(t), ∀ i, j = 1, 2, 3, son los

parámetros de movimiento, los cuales son conocidos. La salida medible y ∈ R2

es la proyección perspectiva del objeto en el plano de imagen, mientras que el eje
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focal de la cámara está dado por ε. El objetivo en el problema de visión perspectiva

es reconstruir las coordenadas x a partir de las mediciones de la imagen y. Dicho

objetivo, se logra bajo las siguientes suposiciones:

Suposición 5.11. Propiedades del sistema de visión perspectiva ([50, 64, 68, 69]).

1. aij, bi ∈ L∞, ∀ i, j = 1, 2, 3 y aij, bi son funciones diferenciables de primer

orden. Se asumen conocidas cotas por arriba b3, a3i sobre b3, a3i;

2. x3(t) > ε > 0, sin pérdida de generalidad, se asume ε = 1;

3. La salida y(t) está acotada por constantes conocidas y ≤ y(t) ≤ y.

Suposición 5.12. Observabilidad del sistema(5.44) ([64]).

(b1 − b3y1)2 + (b2 − b3y2)2 ≥ ω, ω > 0. (5.45)

5.3.2. Observador de orden-reducido

Bajo la suposición 13, el sistema (5.44) se puede reescribir como [64]-[50]

ẏ =


 f1(y)

f2(y)


+


 (b1 − b3y1)

(b2 − b3y2)


 z (5.46a)

ż = f3(y)z − b3z2, (5.46b)

donde

f1(y) = a13 + (a11 − a33)y1 + a12y2 − a31y21 − a32y1y2,

f2(y) = a23 + a21y1 + (a22 − a33)y2 − a31y1y2 − a32y22,

f3(y) = −(a31y1 + a32y2 + a33).

3La transformación para el caso ε 6= 1, y los observadores asociados, se presentan en el
Apéndice B.
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El estado z = 1
x3

< 1/ε es no medible. Si un estimado ẑ de z está disponible,

entonces las coordenadas del objeto pueden ser reconstruidas mediante

x̂1 =
y1
ẑε
, x̂2 =

y2
ẑε
, x̂3 =

1

ẑ
. (5.47)

A partir de los resultados presentados en la sección anterior, es posible aplicar el

Corolario 3.1 al sistema (5.46) con el fin de obtener un observador orden-reducido

y establecer sus propiedades de convergencia.

Teorema 5.13 (Observador de orden-reducido). Dado el sistema (5.46) se consi-

dera el observador (3.12)-(3.13), con fz(y, ẑ, t) = f3(y)ẑ−b3ẑ2, g(y, t) = [f1(y) f2(y)]T

y las siguientes caracteŕısticas:

1. El mapeo ζ = ζ(y,b) está en la forma

ζ =

(
b1 −

b3
2
y1

)
y1 +

(
b2 −

b3
2
y2

)
y2, (5.48)

con derivadas parciales

∂ζ

∂y
= [(b1 − b3y1) (b2 − b3y2)] (5.49a)

∂ζ

∂t
=

(
ḃ1 −

ḃ3
2
y1

)
y1 +

(
ḃ2 −

ḃ3
2
y2

)
y2 (5.49b)

2. El acoplamiento entre el observador y el sistema, está dado por (3.21) en

términos de la función α = α(y,b)

α =
∂ζ

∂y

∂ζT

∂y
=
[
(b1 − b3y1)2 + (b2 − b3y2)2

]
(5.50)

y la ganancia

K >
c(δz)

w
, c(δz) =

2b3
ε

+ 2b3δz + a31y1 + a32y2 + a33, (5.51)
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donde w está dada por la condición (5.45).

Bajo las suposiciones 5.11, 5.12 y |ẑ(0) − z(0)| ≤ δz, para cierta δz > 0, el error

de estimación ẑ(t)− z(t) convergerá exponencialmente a cero.

Demostración. Dado el Corolario 3.1 y la función de acoplamiento (3.21) con α

definida como (5.50), existe sincronización del estado del observador ẑ al estado

no-observable z si la ganancia K es suficientemente grande. Por lo tanto, la región

de contracción se caracteriza a partir del Jacobiano

Jr =
∂fz(y, ẑ, t)

∂ẑ
−K∂h(y, ẑ, t)

∂ẑ
= f3(y)− 2b3ẑ −Kα (5.52)

Por las suposiciones 5.11 y 5.12 y la condición (5.51), existe una λr > 0 tal que

− Jr = K
[
(b1 − b3y1)2 + (b2 − b3y2)2

]
+ 2b3ẑ + a31y1 + a32y2 + a33 ≥ λr, (5.53)

pues

|2b3ẑ + a31y1 + a32y2 + a33| ≤ |2b3z + a31y1 + a32y2 + a33|+ |2b3(ẑ − z)|

≤ 2b3
ε

+ a31y1 + a32y2 + a33 + 2b3δz = c(δz).

Si ẑ(0) se inicializa en |ẑ(0)− z(0)| ≤ δz entonces Jr ≤ −λr.

Observación 5.4. La teoŕıa de contracción provee una metodoloǵıa simple para

diseñar un observador de orden-reducido, y garantiza convergencia exponencial

semi-global de las soluciones para el problema de estimación de profundidad en

sistemas de visión perspectiva. Bajo la Suposición 5.11, se puede elegir 0 < ẑ(0) ≤
δz − 1/ε para garantizar la condición |ẑ(0) − z(0)| ≤ δz en el Teorema 5.13. Esto

implica que, para esta aplicación, es suficiente con garantizar convergencia semi-

global.
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Observación 5.5. De forma similar al observador presentado en [69], la conver-

gencia exponencial puede ser garantizada si se aplica la condición de contracción

débil. Esta condición está relacionada con la suposición de observabilidad relajada

dada en [69].

Observación 5.6. En particular se obtiene la misma forma del observador pre-

sentado en [50], donde se aplica la técnica de inmersión e invarianza, si se toma

ζ = β.

5.3.3. Observador de orden-completo

Definición 5.14. En lo que resta de este escrito, se denotará como Observador

de orden-completo al observador (5.25)-(5.26), bajo las siguientes caracteŕısticas:

1. α, ζ y ∂ζ
∂t

se consideran en la forma (5.50), (5.48) y (5.49b), respectivamente.

2. La función de acoplamiento se tomará como h(y, v̂ + Kζ) = α(v̂ + Kζ),

mientras que γ(y, t) = αy.

3. fy(· ) y fz(· ) se definen como

fy(y, v̂ +Kζ) =


 f1(y)

f2(y)


+


 b1 − b3y1(y)

b2 − b3y2(y)


 (v̂ +Kζ), (5.54)

fz(y, v̂ +Kζ) = f3(y)(v̂ +Kζ)− b3(v̂ +Kζ)2 (5.55)

A partir de la definición anterior, es posible definir el siguiente Teorema.

Teorema 5.15. Considere el Observador de orden-completo, con ganancia K que

satisface

K >
c(δz) +

√
c2(δz) + w

2w
(5.56)
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y c(δz) definida en (5.51). Bajo las suposiciones 5.11, 5.12 y para cierta δz > 0,

el error de estimación ẑ(t) − z(t) convergerá a cero exponencialmente siempre y

cuando y ≤ ŷ(0) ≤ y y |ẑ(0)− z(0)| ≤ δz.

Demostración. La parte simétrica de la matriz Jacobiana negativa −Jc del Obser-

vador de orden-completo está dada por

− Jc =


 J1,1 J1,2

J2,1 J2,2


 (5.57)

con J1,1 = αI ∈ R2×2, J1,2 = [(b1 − b3y1) (b2 − b3y2)]T , J2,1 = 0T y

J2,2 = −f3(y) + 2b3(v̂ + ζ) + α. (5.58)

Por lo tanto, la parte simétrica de Jc es uniformemente negativa definida y el

Observador de orden completo es contrayente si se cumple la condición (2.2), es

decir

J2,2 > JT1,2J
−1
1,1J1,2 (5.59)

Dicha condición se satisface si

4K[α + 2b3(v̂ + ζ)− f3(y)] > 1. (5.60)

Sea Λ = α + 2b3(v̂ + ζ)− f3(y), dadas (5.50) y las suposiciones 1 y 2 resulta que

Λ = K
[
(b1 − b3y1)2 + (b2 − b3y2)2

]
+ 2b3(v̂ + ζ) + a31y1 + a32y2 + a33

≥ Kw + 2b3(v̂ + ζ) + a31y1 + a32y2 + a33, (5.61)
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y

|2b3(v̂ + ζ) + a31y1 + a32y2 + a33| ≤ |2b3z + a31y1 + a32y2 + a33|+ |2b3(v̂ − v)|

≤ c(δz). (5.62)

El término c(δz) está definido en (5.51). Ya que v̂(0) se inicializa en |v̂(0)−v(0)| ≤
δz, el Observador de orden-completo es contrayente. Se observa que la condición

(5.60) está implicada por 4K[Kw − c(δz)] − 1 > 0, cuya solución con respecto a

K es (5.56).

Observación 5.7. Para la implementación práctica, la salida y incluye ruido prove-

niente de la medición, por lo que es posible inicializar el observador en ŷ(0) = y(0).

Por la propiedad de robustez de los sistemas contrayentes [73], la distancia entre

las trayectorias del sistema corrupto y aquellas del Observador de orden-completo

están acotadas.

5.3.4. Observador sincronizado

Siguiendo la idea presentada en la Sección 5.2, donde se establece que un grupo de

observadores sincronizados puede mejorar el comportamiento individual de cada

uno de sus elementos, en este apartado, se define un conjunto de Observadores de

orden-completo interconectados con dinámica

˙̂yi =


 f1(yi)

f2(yi)


+


 (b1 − b3y1,i)

(b2 − b3y2,i)


 (v̂i + ζi) (5.63a)

−αi(ŷi − yi)−Ks

∑

j

(ŷi − ŷj),

˙̂vi = f3(yi)(v̂i + ζi)− b3(v̂i + ζi)
2 − αi(v̂i + ζi)

−K(b1 − b3y1,i)f1(yi)−K(b2 − b3y2,i)f2(yi)

−γ −Ks

∑

j

(v̂i − v̂j), (5.63b)
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donde j = 1, . . . , N , ζi = ζ(yi,b), αi = α(yi,b) y Ks > 0 es la ganancia de

sincronización.

El siguiente Teorema establece las condiciones que permiten garantizar la sincro-

nización de un grupo de observadores.

Teorema 5.16 (Observador sincronizado). Bajo las mismas suposiciones que en

el Teorema 5.15 el valor promedio (5.5) para x̂i = [ŷi v̂i] ∈ Rn, de los observadores

sincronizados recupera el estimado de las coordenadas del objeto como en el caso

libre de ruido cuando N →∞.

Demostración. La contracción del observador libre de ruido, que corresponde en es-

te caso al Observador de orden-completo, se establece en el Teorema 5.15. Además,

las suposiciones hechas en el Teorema 5.7 se verifican para la dinámica del sistema

de visión perspectiva (5.44). Los resultados se obtienen directamente de la aplica-

ción del Teorema 5.7 tomando en cuenta la dinámica del ĺıder, es decir, el sistema

(5.46) escrito en términos de v y ζ

ẏ =


 f1(y)

f2(y)


+


 (b1 − b3y1)

(b2 − b3y2)


 (v + ζ)− α(y − y)

v̇ = f3(y)(v + ζ)− b3(v + ζ)2 − α(v + ζ)

−K(b1 − b3y1)f1(y)−K(b2 − b3y2)f2(y) (5.64a)

y la del observador sincronizado (5.63).

Observación 5.8. A continuación se mencionan algunos comentarios relacionados

con la obtención de las coordenadas de imagen de un punto. En los sistemas de

visión perspectiva las coordenadas de un punto se miden por una cámara CCD.

Usualmente, mediante técnicas de segmentación [74], se obtiene un conjunto de

coordenadas de visión yi (pixeles) de un punto, después se calcula el centro de

masa o centroide de este conjunto y se usa como las coordenadas de imagen y

(para los observadores de orden-reducido y orden-completo). Para el observador
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sincronizado, donde se requieren diferentes mediciones, el conjunto de las (N)

coordenadas de visión yi se utiliza directamente en el grupo de los N observadores

sincronizados omitiendo aśı el procedimiento de cálculo de centro de masa.

5.3.5. Observadores bajo mediciones ruidosas

A continuación, los resultados obtenidos en la sección 5.2.3 se aplican al problema

de estimación de profundidad para sistemas de visión perspectiva.

Teorema 5.17 (Observador de orden-reducido modificado). Considere el siguien-

te observador para el sistema (5.46)

˙̂v = f3(y)(v̂ + ζ)− b3(v̂ + ζ)2 − α(v̂ + ζ̂) (5.65a)

−K(b1 − b3y1)f1(y)−K(b2 − b3y2)f2(y)− γ,
˙̂
ζ = α(v̂ + ζ) +K(b1 − b3y1)f1(y)

+K(b2 − b3y2)f2(y) + γ −Kz(ζ̂ − ζ) (5.65b)

donde Kz > 0, α, K están dadas por (5.50), (5.51), respectivamente, y la estima-

ción de profundidad se obtiene por

ẑ = v̂ + ζ̂ (5.66)

Bajo las Suposiciones 5.11, 5.12 y para cierta δz > 0 el error de estimación ẑ(t)−
z(t) del observador de orden-reducido modificado convergerá exponecialmente a

cero siempre y cuando |v̂(0)− v(0)| ≤ δz.

Demostración. A partir de los resultados del Teorema 5.8 si la matriz (5.41) es

uniformemente negativa definida, el observador de orden-reducido modificado re-

cobrará el estado z. Dado el sistema (5.65), la parte negativa simétrica de su matriz
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Jacobiana es de la forma

−1

2

(
Jmr + JTmr

)
=


 −Jr 0

0 −Kz


 (5.67)

donde −Jr, se define como en (5.58). Bajo las Suposiciones 5.11, 5.12 y |ẑ(0) −
z(0)| ≤ δz para cierta δz > 0, el observador de orden-reducido modificado es

contrayente y se garantiza convergencia exponencial semi-global de v̂ a v y de ζ̂ a

ζ.

Teorema 5.18 (Observador de orden-completo modificado). Considere el sistema

˙̂y =


 f1(y)

f2(y)


+


 (b1 − b3y1)

(b2 − b3y2)


 (v̂ + ζ)− α(ŷ − y) (5.68a)

y el observador de orden-reducido modificado (5.65) con K dada por (5.56) y Kz >

0. Bajo las Suposiciones 5.11, 5.12 y para cierta δz > 0, el error de estimación

ẑ(t) − z(t) convergerá exponecialmente a cero siempre y cuando y ≤ ŷ(0) ≤ y y

|ẑ(0)− z(0)| ≤ δz.

Teorema 5.19 (Observador sincronizado modificado). Considere el observador

sincronizado modificado, el cual consiste en un conjunto de observadores de orden-

completo modificados más el término de acoplamiento −Ks

∑
j(ûi − ûj), donde

ûi = [ŷi v̂i ζ̂i]
T , j = 1, . . . , N y ζi = ζ(yi,b). Bajo las mismas suposiciones que

en el Teorema 5.18, el valor promedio de los observadores sincronizados recupera

el estimado de las coordenadas de objecto como en el caso libre de ruido como

N →∞.
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5.3.6. Resultados de simulación

A continuación, mediante simulaciones numéricas, se comprueba el desempeño de

los observadores ante ruido en la medición. De manera similar a [69], los paráme-

tros del sistema de visión perspectiva (5.44) se toman como cero excepto para

a1,3 = −π/30 (rad/s), a3,1 = −a1,3 y b = [0.3 0.4 + 0.1 sin(πt/4) − 0.3] (m/s), las

condiciones iniciales se eligen como x(0) = [10 5 2]T (m).

Para todos los observadores, se incluye a la señal y ruido Blanco Gaussiano (WGN,

por sus siglas en inglés) con una relación señal-ruido (SNR) de 20dB. Adicional-

mente al ruido en las mediciones de visión, las versiones modificadas de los ob-

servadores en el apartado 5.2.3 se implementan con un ruido Blanco Gaussiano

con una intensidad de 2.5 % el valor máximo de los parámetros de movimien-

to. Las condiciones iniciales se seleccionan como ẑ(0) = 0.9, ŷ(0) = y(0) and

ζ̂(0) = ζ(y(0),b(0)), donde y(0), b(0) son mediciones corrompidas. La ganancia

se selecciona como K = 5 para los observadores de orden-reducido, completo y

sincronizado y como K = 1.3, Kz = 20 en las versiones modificadas.

Se simulan N = 50 observadores interconectados con ganancia de sincronización

Ks = 750. Para emular la situación real en que se presenta ruido en las mediciones

de visión (ver Observación 5.8), la entrada yi y las condiciones iniciales ŷi(0) =

ŷ(0), v̂i(0) = v̂(0), ζ̂i(0) = ζ̂(0) se forman por la señal y corrompida por N

diferentes fuentes de ruido Blanco Gaussiano. Con el objetivo de comparar con el

caso de los observadores no sincronizados, x̄ (5.5) se toma como salida.

Para contrastar los resultados presentados en esta sección con los existentes en

la literatura, se eligió al observador de orden discontinuo en [65] ya que presenta

el mejor desempeño ante mediciones ruidosas en comparación con otros diseños

relevantes. Los errores de estimación cuadráticos medios (RMS) de los observadores

de orden-reducido, completo, sincronizado y discontinuo se enlistan en la Tabla 5.1.

Con el fin de enfatizar el efecto de reducción de ruido, el error RMS se cuantifica
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Tabla 5.1: Errores RMS de los observadores para t ∈ [1.3, 2] (sec)*

No modificados
Error Reducido Completo Sincronizado Discontinuo
x1 − x̂1 2180 0.384 0.153 0.336
x2 − x̂2 1257 0.221 0.083 0.358
x3 − x̂3 716 0.125 0.047 0.119
*La señal y incluye un ruido Blanco Gaussiano con SNR de 20dB

Tabla 5.2: Errores RMS de los observadores para t ∈ [1.3, 2] (sec)**

Error Reducido Completo Sincronizado Discontinuo
x1 − x̂1 1.153 1.103 0.388 0.562
x2 − x̂2 0.736 0.632 0.219 0.421
x3 − x̂3 0.354 0.354 0.129 0.192
**La señal y incluye WGN con SNR de 20dB y 2.5% de ruido se incluye aij , bi

prácticamente en estado estacionario t ∈ [1.3, 2] (seg). Para el caso en el que existe

presencia de ruido en las mediciones de visión y en los parámetros de movimiento,

se implementan las versiones modificadas de los observadores, sección 5.2.3. El

valor RMS del error de estimación se muestra en la Tabla 5.2.

Las coordenas del objeto x se observan en las Figuras 5.6, 5.7, 5.8, mientras que el

error de observación x3 − x̂3 se muestra en la Figura 5.9. En particular, las ĺıneas

discont́ınuas (verde), sólidas (azul) y punteadas (rojo) representan a los observa-

dores de orden completo modificado, sincronizado y discont́ınuo, respectivamente.
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Figura 5.7: Coordenada x2
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Figura 5.8: Coordenada x3
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Figura 5.9: Error en la estimación de profundidad x3 − x̂3



Caṕıtulo 6

Conclusiones y Trabajo Futuro

El trabajo de esta tesis es una contribución al problema de sincronización de

sistemas no lineales, desde el punto de vista de teoŕıa de sistemas, en el que se

consideran de forma particular dos tipos de incertidumbre: en el estado y en los

parámetros.

Los algoritmos desarrollados están basados en una herramienta de diseño poco

convencional y que está relacionada con la convergencia de trayectorias, la teoŕıa

de contracción, además de presentar un procedimiento de diseño simple.

Con base en dicha teoŕıa y en el concepto de contracción parcial se desarrollaron

un algoritmo de adaptación para la sincronización de sistemas, con aplicación

particular en sistemas biológicos, aśı como también una serie de observadores con

el fin de reducir el efecto del ruido en la medición, con aplicación final al problema

de estimación de profundidad en sistemas de visión perspectiva. Por otra parte,

gracias a la metodoloǵıa presentada en esta tesis se logró colaborar en el diseño

de algoritmos para el problema de control adaptable e identificación en sistemas

no linealmente parametrizados.
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El mecanismo de adaptación que logra la sincronización de los sistemas se desa-

rrolló para sistemas no lineales con parametrización no lineal y se validó mediante

simulación. Como resultados, se obtuvo la sincronización de un conjunto de se-

guidores a un ĺıder con parámetros fijos en la red. Este resultado puede aplicarse

directamente a un conjunto de algoritmos de adaptación interconectados con el fin

de obtener robustez ante ruido en la medición, con base en los resultados presen-

tados en el Caṕıtulo 4 para el problema de observación.

Por otra parte, los observadores diseñados presentan la flexibilidad de que inclu-

so cuando los parámetros presentan ruido en la medición, es posible utilizar sus

versiones modificadas para reducir el efecto del mismo. Con el objetivo final de

comparar los resultados obtenidos con los existentes en la literatura para el proble-

ma de visión, se presentan simulaciones y mediciones cuantitativas del desempeño

de los observadores diseñados en comparación con un observador discont́ınuo.

Como trabajo futuro, se contempla el diseño de observadores-adaptables para sis-

temas no lineales con parametrización no lineal (con posible aplicación al problema

de Parkinson), aśı como la extensión del efecto de reducción de ruido por sincroni-

zación al problema de sincronización adaptable y la implementación experimental

de los observadores para el problema de visión.



Apéndice A

Herramientas matemáticas.

A.1. Medidas inducidas de una matriz

Para una matriz A ∈ Rn×n existen distintas matrices estándard inducidas por su

respectiva norma vectorial, las cuales se enlistan a continuación.

Norma-1 ||x||1 =
∑n

j=1 |xj|.

µ1(A) = máx
j

(
ajj +

∑

i6=j

|aij|
)
, (A.1)

Norma-2 ||x||2 =
(∑n

j=1 |xj|2
)1/2

.

µ2(A) = máx
i

(
λi

{
A + AT

2

})
, (A.2)

Norma-∞ ||x||∞ = máx1≤j≤n |xj|.

µ∞(A) = máx
i

(
aii +

∑

j 6=i

|aij|
)
, (A.3)
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Norma-p ||A||p = supx6=0
||Ax||
||x||

µ(A) = ĺım
ε→0+

||I + εA||i − 1

ε
(A.4)

A.2. Número de condición.

El número de condición de una matriz A ∈ Rn×n está dado por

cond(A) = |||A||| · |||A−1||| (A.5)

donde

|||A||| = máx
1≤i≤n

{
n∑

j=1

|aij|
}
. (A.6)

A.3. Producto de Kronecker

Del álgebra lineal, el producto de Kronecker de dos matrices A ∈ Rm×n y B ∈ Rp×p

se define como

A⊗B :=




a11B · · · a1nB
...

. . .
...

am1B · · · amnB


 ∈ Rmp×np (A.7)

Una propiedad importante para A,B > 0, matrices positivas definidas, es que el

producto de Kronecker A⊗B es positivo definido.



Apéndice B

Observador para el sistema de

visión perspectiva con ε 6= 1.

B.1. Observador de orden reducido

Dada la salida (5.44b) con ε 6= 1, el observador de orden reducido está dado por

la ecuación

˙̂v = f3ε(y)(v̂ + ζε)− b3(v̂ + ζε)
2 − αε(v̂ + ζε)

−K(εb1 − b3y1)f1ε(y)−K(εb2 − b3y2)f2ε(y)− γε, (B.1a)

ẑ = v̂ + ζε, (B.1b)

donde la ganancia del observador es de la forma

αε = K
[
(εb1 − b3y1)2 + (εb2 − b3y2)2

]
. (B.2)
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El resto de los términos se define como

f1ε(y) = εa13 + (a11 − a33)y1 + a12y2 −
a31
ε
y21 −

a32
ε
y1y2,

f2ε(y) = εa23 + a21y1 + (a22 − a33)y2 −
a31
ε
y1y2 −

a32
ε
y22,

f3ε(y) = −
(a31
ε
y1 +

a32
ε
y2 + a33

)
,

mientras que las funciones ζε y γε están dadas por

ζε = ζε(y,b) = K

(
εb1 −

b3
2
y1

)
y1 +K

(
εb2 −

b3
2
y2

)
y2, (B.3)

γε = γε(y,b) = K

(
εḃ1 −

ḃ3
2
y1

)
y1 +K

(
εḃ2 −

ḃ3
2
y2

)
y2. (B.4)
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