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Introducción

El objetivo principal de este trabajo es introducir y estudiar los grupos
topológicos libres, y grupos topológicos abelianos libres. Informalmente, el
concepto de grupo topológico libre unifica los conceptos de grupo topológico
y grupo libre.

En el Caṕıtulo 1, establecemos las definiciones y los resultados básicos
sobre ambos conceptos. Vamos a definir grupo topológico como un grupo
dotado de una topoloǵıa en el que las funciones multiplicación e inversión con
respecto a la operación del grupo son continuas. Desde cursos muy básicos se
ha trabajado con el concepto de grupo topológico. Por ejemplo, la operación
suma y la operación inverso aditivo usuales en Rn son funciones continuas.
Muchas de las propiedades que tiene Rn se demuestran a partir del simple
hecho de que éste es un grupo topológico (por ejemplo, que las traslaciones
son homeomorfismos), y con las mismas ideas se pueden probar algunas de las
propiedades que tienen los grupos topológicos. Veremos algunos importantes
hechos como que el producto de grupos topológicos, equipado con la topoloǵıa
producto, es un grupo topológico, y lo mismo ocurre con el cociente de grupos
topológicos cuando está equipado con la topoloǵıa cociente.

En el estudio de conceptos abstractos como la teoŕıa algebraica de gru-
pos o de espacios topológicos, se suele hablar de funciones que preservan en
su totalidad la estructura de estos objetos. En teoŕıa algebraica de grupos
son los isomorfismos y en topoloǵıa son los homeomorfismos. Estas funciones
juegan un papel importante, porque preservan las propiedades algebraicas y
topológicas, respectivamente. En nuestro caso, como estamos trabajando con
grupos topológicos nos interesa que se preserve tanto la estructura de grupo
como la topológica. Las funciones que van a resolver esta cuestión son los iso-

vii



viii INTRODUCCIÓN

morfismos topológicos, funciones que vamos a definir como homeomorfismos
que sean a su vez isomorfismos de grupos, y entonces si existe dicha función
diremos que su dominio y su contradominio son topológicamente isomorfos.
También, presentamos el enunciado del Primer Teorema de Isomorfismo para
grupos topológicos, cuya demostración no es más que extender la idea que se
usa para demostrar su versión en teoŕıa algebraica de grupos. Por otro lado,
al final de este caṕıtulo daremos un repaso breve del concepto de grupo libre
y su construcción más usual mediante palabras, estableciendo los términos y
notaciones que vamos a usar en el resto de este trabajo.

En el Caṕıtulo 2, establecemos la definición de un grupo topológico libre.
Como se sabe, la propiedad fundamental de un grupo libre es que toda función
definida en una base libre puede extenderse linealmente y de manera única a
un homomorfismo que extiende a dicha función. La propiedad fundamental
del grupo topológico libre está inspitada en este hecho. Intuitivamente, un
grupo topológico libre de un espacio topológico X está caracterizado por la
propiedad de que toda función continua con dominio X y contradominio un
grupo topológico puede extenderse a un homomorfismo continuo de manera
única. La definición de un grupo topológico abeliano libre es esencialmente
la misma, salvo que ahora pedimos que dicho grupo sea a su vez abeliano. La
demostración de la existencia del grupo topológico libre y del grupo topológi-
co abeliano libre no es evidente, y requiere Axioma de Elección, y además la
existencia del grupo topológico libre sólo está garantizada para los espacios
de Tychonoff o completamente regulares. En general, pocas veces es fácil ex-
hibir expĺıcitamente un grupo topológico libre (salvo casos triviales, como el
grupo topológico libre de un espacio discreto). Sin embargo, en este caṕıtulo
se va a demostrar que el grupo topológico libre de un espacio topológico de
Tychonoff es algebraicamente isomorfo al grupo libre de dicho espacio. Con
esto, sabemos exactamente cómo es la naturaleza de los elementos de un
grupo topológico libre, y además también sabemos cómo se comporta alge-
braicamente. Asimismo, este caṕıtulo tiene como objetivo estudiar un poco
la estructura topológica de un grupo topológico libre.

Finalmente, en el Caṕıtulo 3, estudiamos una importante relación con el
concepto de grupo topológico libre. No es muy dif́ıcil notar que si dos espacios
topológicos son homeomorfos, entonces los grupos topológicos libres de esos
dos espacios son topológicamente isomorfos. Sin embargo, es posible construir
ejemplos de espacios topológicos tales que sus grupos topológicos libres son
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topológicamente isomorfos, pero esos espacios no son homeomorfos. Esto mo-
tiva a introducir una nueva definición. Llamaremos a dos espacios topológicos
M -equivalentes si sus grupos topológicos libres son topológicamente isomor-
fos. Estudiaremos algunas propiedades que se preservan bajo M -equivalencia
(conexidad, compacidad, etc.), y llamaremos propiedad M -invariante a aque-
lla que cumple que cada vez que un espacio topológico la tiene, entonces todo
espacio topológico M -equivalente a él también tiene dicha propiedad. Similar-
mente se define A-equivalencia y propiedad A-invariante, es decir, decimos
que dos espacios topológicos son A-equivalentes si sus grupos topológicos
abelianos libres son topológicamente isomorfos. Además, vamos a probar que
la M -equivalencia implica la A-equivalencia, por lo que una propiedad A-
invariante es también M -invariante. En las últimas dos secciones hablaremos
de dos métodos importantes introducidos por O. G. Okunev para construir
espacios M -equivalentes, y veremos en particular que esto nos proporciona
ejemplos de propiedades que no son M -invariantes.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Introducción

En este caṕıtulo, introducimos los conceptos más básicos para poder en-
tender la definición y para poder establecer las propiedades más básicas de
los grupos topológicos libres. Intuitivamente, un grupo topológico libre es
un grupo topológico con estructura de grupo libre, este último en el senti-
do usual en el álgebra abstracta. Recuerde, por ejemplo, que un grupo libre
está dotado de una base, y que toda función definida en una base puede ser
extendida a todo el grupo libre. Haremos un recordatorio de esto al final de
este caṕıtulo. En la primera sección del caṕıtulo, introducimos la noción de
grupo topológico y hablaremos de sus propiedas más importantes, mismas
que utilizaremos a lo largo de todo este trabajo.

1.2. Grupos topológicos

Intuitivamente, un grupo topológico es un grupo algebraico equipado con
una topoloǵıa, pero dicha topoloǵıa debe ser compatible con la estructura
algebraica de dicho grupo. La manera natural de hacer esto, es relacionar la
continuidad con las operaciones del grupo. De esta forma, introducimos la

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

siguiente definición:

1.1 Definición. Sea G un grupo con una operación ∗, y sea τ una topoloǵıa
sobre G tal que (G, τ) es un espacio topológico de Hausdorff. Considere m :
G×G→ G definida por m(g, h) = g ∗h para cada (g, h) ∈ G×G, y también
i : G → G definida por i(g) = g−1, en donde g−1 denota al inverso del
elemento g ∈ G respecto de la operación ∗. Diremos que la terna (G, ∗, τ)
es un grupo topológico si la función m es continua en el espacio producto
(G×G, τG×G) y la función i es continua en el espacio (G, τ).

Notemos que m e i son las funciones usuales de multiplicación e inversión
de un grupo G. No es dif́ıcil ver que la definición anterior equivale a pedir
que la función (g, h) 7→ g ∗ h−1, de G×G en G, sea continua.

Como es usual en álgebra, la frase “grupo” es sinónimo de la frase “grupo
algebraico”, y por comodidad, cuando G sea un grupo o un grupo topológi-
co, vamos a prescindir de la notación ∗. Esto es, en vez de escribir g ∗ h
escribiremos simplemente gh, cuando no haya alguna ambigüedad. Asimis-
mo, en el caso de grupo topológicos también vamos a prescindir en algunas
ocasiones de escribir expĺıcitamente τ como la topoloǵıa del espacio G. De
forma que cuando hablemos de un grupo topológico G, debe quedar claro
que está equipado con una operación y una topoloǵıa compatibles entre śı.
Una observación casi obvia es la siguiente.

1.2 Observación. Si G es un grupo topológico, entonces la inversión es
un homeomorfismo, pues su función inversa es ella misma. En particular, si
U ⊆ G es abierto, entonces U−1 también lo es, donde U−1 denota el conjunto
de los u−1 tales que u ∈ U .

1.3 Ejemplos. 1. Considere Rn equipado con la suma usual y su topo-
loǵıa usual. Es sabido que la función (x, y) 7→ x + y, de Rn × Rn en
Rn es continua, y que la función x 7→ −x también lo es. Aśı, Rn es un
ejemplo de un grupo topológico.

2. Considere T := {z ∈ Z : |z| = 1}. Si equipamos a T con el producto
usual entre números complejos, entonces T es un grupo. Para notarlo,
simplemente basta recordar que el producto de dos números complejos
de módulo 1 también tiene módulo 1, y que en particular los complejos
de módulo 1 admiten inverso multiplicativo. Equipando además a T con
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la topoloǵıa heredada de C. No es dif́ıcil probar que la multiplicación
de números complejos también es una función continua, aśı como la
inversión. Entonces T es un grupo topológico. A menudo, T es llamado
el grupo ćırculo (notemos que T no es más que la circunferencia de radio
1 centrada en el origen en el plano complejo).

3. Cualquier grupo es evidentemente un grupo topológico, si lo equipamos
con la topoloǵıa discreta.

La definición de grupo topológico puede ser reescrita en términos de abier-
tos, dejando impĺıcito que en verdad se está hablando de la continuidad de las
funciones multiplicación e inversión. Recordemos antes que dado un grupo G
y U, V ⊆ G, denotamos con UV al conjunto de todos los productos uv tales
que u ∈ U y v ∈ V . Si g ∈ G está fijo, entonces Ug es el conjunto U{g},
y análogamente se define gU . Además, usualmente denotaremos eG como al
elemento neutro de G, o simplemente e cuando no haya riesgo de confusión.

1.4 Proposición. Sea G un grupo topológico, A ⊆ G abierto y x, y ∈ G tales
que xy−1 ∈ A. Entonces existen U, V ⊆ G abiertos tales que x ∈ U, y ∈ V y
UV −1 ⊆ A.

Demostración. Sea φ : G×G→ G la función definida por φ(g, h) = gh−1

para cada (g, h) ∈ G × G. Como G es grupo topológico, φ es una función
continua. Aśı pues, como φ(x, y) = xy−1 ∈ A, por la continuidad existe un
abierto básico U × V del producto G×G, donde U, V ⊆ G son abiertos, tal
que (x, y) ∈ U × V y UV −1 = φ(U × V ) ⊆ A.

No es dif́ıcil notar que en la demostración anterior no se hizo más que
reescribir la definición de grupo topológico. En otras palabras, la Proposición
1.4 es, en esencia, equivalente a la definición dada en 1.1. A continuación,
establecemos esto último como un corolario.

1.5 Corolario. Sea G un grupo, equipado con una topoloǵıa de Hausdorff.
Entonces G es un grupo topológico si y sólo si para cualesquiera x, y ∈ G y
A ⊆ G abierto tales que xy−1 ∈ A, se tiene que existen abiertos U, V ⊆ G
tales que x ∈ U, y ∈ V y UV −1 ⊆ A.

1.6 Corolario. Sea G un grupo topológico, A ⊆ G abierto y x, y ∈ G.
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1. Si xy ∈ A, entonces existen abiertos U, V ⊆ A tales que x ∈ U, y ∈ V
y UV ⊆ A.

2. Si x−1 ∈ A, entonces existe un abierto V ⊆ A tal que x ∈ V y V −1 ⊆ A.

Demostración.

1. Siguiendo la notación de la Proposición 1.4, notemos que φ(x, y−1) =
x(y−1)−1 = xy ∈ A. Por la Proposición 1.4, existen U, V ⊆ G abiertos
tales que x ∈ U, y−1 ∈ V y UV −1 ⊆ A. Llamando V ′ = V −1, se tiene
que V ′ es abierto (por la Observación 1.2), y ∈ V ′ y UV ′ ⊆ A.

2. Notemos que φ(e, x) = x−1 ∈ A. Por la Proposición 1.4, se tiene que
existen abiertos U, V ⊆ G tales que e ∈ U, x ∈ V y UV −1 ⊆ A. Notemos
ahora que V −1 ⊆ UV −1, ya que si v ∈ V , entonces v−1 = ev−1 ∈ UV −1.
Luego V −1 ⊆ A.

Como consecuencia de la definición, la noción de grupo topológico se pre-
serva bajo la operación producto topológico, como demuestra el siguiente
teorema. Hay que aclarar que cuando hablemos en general de un produc-
to de espacios

∏
i∈I Xi, para denotar a sus elementos usaremos la notación

coordenada (xi)i∈I , donde cada xi ∈ Xi. También, si {Gi : i ∈ I} es una
familia no vaćıa de grupos, entonces equipamos de forma natural al producto∏

i∈I Gi con la operación xy := (xiyi)i∈I , en donde x = (xi)i∈I y y = (yi)i∈I .
No es dif́ıcil comprobar que

∏
i∈I Gi es efectivamente un grupo.

1.7 Teorema. Sea {Gi : i ∈ I} una familia no vaćıa de grupos topológicos.
Entonces G :=

∏
i∈I Gi con la topoloǵıa producto es un grupo topológico.

Demostración. Utilizaremos el Corolario 1.5. Sean x, y ∈ G y A ⊆ G
abierto tal que xy−1 ∈ A, en donde x = (xi)i∈I y y = (yi)i∈I . Como A
es abierto, podemos hallar un abierto básico, digamos W =

⋂k
j=1 π

−1
ij

(Aj)

tal que xy−1 ∈ W ⊆ A, en donde Aj es abierto en Gij para cada j ∈
{1, ..., k}. Entonces, para cada j ∈ {1, ..., k} se tiene que xijy

−1
ij
∈ Aj, y como

por hipótesis todos los Gi son grupos topológicos, entonces existen abiertos
Uij , Vij ⊆ Gij tales que xij ∈ Uij , yij ∈ Vij y UijV

−1
ij
⊆ Aj.
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Considere U =
⋂k
j=1 π

−1
ij

(Uij) y V =
⋂k
j=1 π

−1
ij

(Vij). Por construcción

x ∈ U y y ∈ V . Demostremos ahora que UV −1 ⊆ A. Sea z ∈ UV −1, entonces
z = uv−1 en donde u = (ui)i∈I ∈ U y v = (vi)i∈I ∈ V . Luego, por definición
uij ∈ Uij y vij ∈ Vij , de lo cual se tiene que uijv

−1
ij
∈ UijV −1ij

⊆ Aj para cada

j ∈ {1, ..., k}. Esto muestra que uv−1 ∈ W ⊆ A. Por lo tanto UV −1 ⊆ A.
Finalmente, como G es un espacio de Hausdorff entonces G es un grupo
topológico.

1.3. Propiedades de grupos topológicos

A continuacion demostraremos propiedades básicas y útiles de los grupos
topológicos. Es normal pensar que los grupos topológicos tengan propiedades
que ya hemos visto en cursos básicos de análisis. Por ejemplo, cuando tenemos
una transformación lineal entre espacios normados, es suficiente probar que
dicha transformación es continua en 0 para demostrar que es continua en
todo su dominio. Aqúı el papel de las transformaciones lineales lo harán los
homomorfismos entre los grupos topológicos. En realidad, éste es un caso
particular ya que los espacios normables son grupos topológicos.

Otro ejemplo básico es que en Rn las traslaciones de conjuntos abiertos
también son abiertos. O que las traslaciones de una vecindad del origen son
vecidades del punto sobre el cual se está trasladando. Ambas cosas se abstraen
en la siguiente proposición.

1.8 Proposición. Sea G un grupo topológico y g ∈ G fijo. Entonces:

1. Las funciones x 7→ xg y x 7→ gx son homeomorfismos. La primera fun-
ción es llamada traslación derecha de G por g, y la segunda traslación
izquierda de G por el punto g.

2. Sea Be una base local de G en el punto e. Entonces Bg := {Ug : U ∈ Be}
es una base local de G en el punto g. La misma conclusión se obtiene
para el conjunto B′g := {gU : U ∈ Be}.

Demostración.



6 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

1. Consideremos la traslación derecha Tg(x) = xg para cada x ∈ G. Con-
sidere ahora la multiplicación m : G × G → G, la cual es continua
porque G es un grupo topológico. Y considere ahora el homeomorfismo
natural h : G → G × {g} dado por h(x) = (x, g) para cada x ∈ G.
Entonces Tg = m�G×{g}◦h, y por lo tanto Tg es continua. Por otro lado,
es claro que la inversa de Tg es la función cuya regla es x 7→ xg−1. De
la misma forma se prueba que ésta es una función continua (pues es
también una traslación derecha), y por ello Tg es un homeomorfismo.

Análogamente se puede demostrar que la traslación izquierda es un
homeomorfismo.

2. Por el inciso anterior, para cada U ∈ Be, se tiene que Tg(U) = Ug
es vecindad de g. Para probar que Bg es base local, tomemos V ⊆ G
cualquier vecindad de g. Como e ∈ V g−1 y por un argumento como
el anterior, tenemos que V g−1 es vecindad de e. Por lo tanto existe
U ∈ Be tal que e ∈ U ⊆ V g−1. Se sigue entonces que g ∈ Ug ⊆ V .

El siguiente resultado nos dice que para que un subgrupo de un grupo
topológico sea abierto, es necesario y suficiente que contenga un subconjunto
abierto (no vaćıo). Esto implica que si un subgrupo no es abierto, entonces
su interior es vaćıo.

1.9 Corolario. Supongamos que H es un subgrupo de un grupo topológico
G. Si existe ∅ 6= U ⊆ G abierto con U ⊆ H entonces H es abierto en G.

Demostración. Basta notar que H =
⋃
a∈H Ua, pues cada Ua es abierto en

G por la Proposición 1.8. En efecto, si a ∈ H y u ∈ U , entonces a = u(u−1a) ∈
Uu−1a y u−1a ∈ H, por tanto a pertenece a la unión. Rećıprocamente, si
a ∈ H, es claro que cada elemento de Ua pertenece a H, por ser H subgrupo.
Entonces se tiene la igualdad deseada.

El siguiente resultado, sin embargo, nos dice que todo subgrupo abierto
de un grupo topológico es también cerrado.

1.10 Corolario. Supongamos que H es un subgrupo abierto de un grupo
topológico G, entonces H es cerrado en G.

Demostración. Considere U := {Ha : a ∈ G}. Por la Proposición 1.8, se
tiene que cada elemento de U es abierto, y por ello U es una cubierta abierta
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de G. De hecho, U es el conjunto de clases laterales derechas, y por ello es
una partición de G. En particular, el complemento de cada clase lateral Ha
es la unión del resto de clases laterales, y por tanto Ha es cerrado para cada
a ∈ G. En particular, para a = e, se tiene que He = H es cerrado en G.

Por definición, un homomorfismo entre grupos topológicos es un homo-
morfismo en el sentido algebraico, entre los grupos topológicos en cuestión.
A continuación establecemos una condición suficiente para que un homomor-
fismo entre grupos topológicos sea continuo.

1.11 Proposición. Sea f : G→ H un homomorfismo entre grupos topológi-
cos. Si f es continuo en eG, entonces f es continuo.

Demostración. Sea x ∈ G y sea U ⊆ H abierto tal que f(x) ∈ U . Entonces
f(eG) = eH ∈ Uf(x)−1 y Uf(x)−1 es abierto en H. Por la continuidad de f
en eG, se tiene que existe V abierto tal que eG ∈ V y f(V ) ⊆ Uf(x)−1. Por
ello, x ∈ V x, V x es abierto en G y f(V x) = f(V )f(x) ⊆ Uf(x)−1f(x) = U .

Algo parecido pasa con las funciones abiertas.

1.12 Proposición. Sea f : G → H un homomorfismo entre grupos to-
pológicos. Si para cada vecindad abierta U del neutro eG, se tiene que f(U)
es vecindad del neutro eH , entonces f es abierta.

Demostración. Sea V un conjunto abierto en G y sea h ∈ f(V ). Entonces
existe v ∈ V tal que h = f(v). Notemos que v−1V es una vecindad abierta
de eG, luego por hipótesis f(v−1V ) = h−1f(V ) es una vecindad del neutro
eH . Como las traslaciones son homeomorfismos y hh−1f(V ) = f(V ), se tiene
que f(V ) es vecindad de h. Por lo tanto existe un abierto V ′ ⊆ H tal que
h ∈ V ′ ⊆ f(V ), lo cual muestra que h es punto interior de f(V ). Por lo tanto
f es abierta.

Dado un grupo topológico G, diremos que G es precompacto (también
llamado totalmente acotado) si para cada vecindad V de eG se tiene que
existe A ⊆ G finito tal que AV = G = V A.

1.13 Proposición. Sea f : G → H un homomorfismo sobreyectivo entre
grupos topológicos. Si G es precompacto, entonces H es precompacto.



8 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Demostración. Sea V una vecindad del neutro eH . Como f es continua
y eG ∈ f−1(V ), se tiene que f−1(V ) es una vecindad de eG. Como G es
precompacto, existe A ⊆ G finito tal que Af−1(V ) = G = f−1(V )A. Como f
es sobreyectiva, entonces f(A)V = H = V f(A), y por ser f función se tiene
que f(A) es finito. Por lo tanto H es precompacto.

Las propiedades que vamos a enunciar a continuación serán utilizadas con
frecuencia a lo largo de este trabajo. Básicamente, el siguiente teorema nos
describe las propiedades que tienen las bases locales en el neutro e de un
grupo topológico.

1.14 Teorema. Sean G un grupo topológico y U una base local formada por
vecindades abiertas del neutro e ∈ G. Sea U ∈ U . Entonces:

1. Existe V ∈ U tal que V 2 ⊆ U .

2. Existe V ∈ U tal que V −1 ⊆ U .

3. Para cada x ∈ U , existe V ∈ U tal que V x ⊆ U .

4. Para cada cada x ∈ G, existe V ∈ U tal que xV x−1 ⊆ U .

5. Para cada V ∈ U , existe W ∈ U tal que W ⊆ U ∩ V .

6. {e} =
⋂
U .

7. Existe U ′ base local formada por abiertos del neutro e tal que U = U−1

para cada U ∈ U ′.

Demostración.

1. Notemos que e = ee ∈ U . Por el Corolario 1.6, existen abiertos U ′, V ′ ⊆
G tales que e ∈ U ′, e ∈ V ′ y U ′V ′ ⊆ U . Por ello, existe V ∈ U tal que
V ⊆ U ′ ∩ V ′, y entonces

V 2 ⊆ (U ′ ∩ V ′)(U ′ ∩ V ′) ⊆ U ′V ′ ⊆ U.

2. Esto es inmediato del Corolario 1.6 y del hecho de que e−1 = e ∈ U .
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3. Sea x ∈ U . Por la continuidad de la función y 7→ yx y del hecho de que
ex = x ∈ U , se sigue que existe un abierto V ′ tal que e ∈ V ′ y V ′x ⊆ U .
Por tanto existe V ∈ U tal que V ⊆ V ′, y entonces V x ⊆ V ′x ⊆ U .

4. No es dif́ıcil probar que la función y 7→ xyx−1 es continua, y como
e = xex−1 ∈ U , entonces existe V ′ abierto tal que e ∈ V ′ y xV ′x−1 ⊆
U . Similarmente al inciso anterior se tiene que existe V ∈ U tal que
xV x−1 ⊆ U .

5. Sea V ∈ U . Como U ∩V es un abierto que contiene a e, entonces existe
W ∈ U tal que W ⊆ U ∩ V .

6. No es necesario usar aqúı alguna propiedad particular de los grupos
topológicos. Esto es inmediato del hecho de que G es T1 y U una base
local del punto e.

7. Si U ∈ U , def́ınase U0 = U ∩ U−1. Notemos que U0 ⊆ U es abierto,
contiene al neutro y U−10 = U . Luego, basta definir U ′ := {U ∩ U−1 :
U ∈ U}.

Un subconjunto U de un grupo G es llamado simétrico si U = U−1. De
modo que en el último inciso del teorema anterior se demostró que cada grupo
topológico tiene una base local de vecindades abiertas simétricas del neutro
e.

Mientras tanto, seguiremos probando más propiedades. Recuerde que en
Rn, si A es abierto y B es cualquier subconjunto, entonces A + B también
es abierto. Si se recuerda cómo probar esto, entonces la prueba en grupos
topológicos debeŕıa ser igualmente clara.

1.15 Proposición. Sea G un grupo topológico, A ⊆ G abierto y B ⊆ G.
Entonces AB y BA son subconjuntos abiertos de G.

Demostración. Por la Proposición, 1.8, sabemos ya que las traslaciones
son homeomorfismos en los grupos topológicos. Aśı que, si b ∈ B, entonces
Ab es abierto en G. Luego, como AB es la unión de abiertos

⋃
b∈B Ab, se

tiene que AB también es abierto en G. Análogamente BA es abierto en G.
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El siguiente resultado caracteriza la cerradura de cualquier subconjunto
de un Grupo Topológico.

1.16 Teorema. Sea G un grupo topológico, A ⊆ G y Be una base local de
G en el neutro e. Entonces:

1. Para cada U ∈ Be, se tiene que A ⊆ AU .

2. Si Be está formada por vecindades simétricas, entonces

A =
⋂
{AU : U ∈ Be}.

Demostración.

1. Como e = e−1 ∈ U , por el Corolario 1.6 existe un abierto V ⊆ G tal que
e ∈ V y V −1 ⊆ U . Sea x ∈ A. Por la Proposición 1.8, xV es un abierto, y
es claro que x ∈ xV . Es decir que A∩xV 6= ∅. Sea a ∈ A∩xV . Entonces
existe v ∈ V tal que a = xv, y por ello x = av−1 ∈ AV −1 ⊆ AU . Esto
muestra que A ⊆ AU .

2. Por el inciso anterior, es claro que A ⊆
⋂
{AU : U ∈ Be}.

Para probar la otra contención, supongamos que x ∈ G es tal que
x /∈ A, y vamos a probar que x no está en la intersección de los AU .
Por la Proposición 1.8, la familia de los conjuntos de la forma xW con
W vecindad abierta del neutro e, forma una base local del punto x.
Entonces como x /∈ A existe una vecindad abierta W del neutro e tal
que (xW )∩A = ∅. Sea U ∈ Be tal que U ⊆ W . Por hipótesis U = U−1

y entonces obtenemos que:

(xU−1) ∩ A = (xU) ∩ A ⊆ (xW ) ∩ A = ∅,

lo cual implica que x /∈ AU . Es decir, x /∈
⋂
{AU : U ∈ Be}.

Otro hecho bastante útil es que la cerradura de cualquier subgrupo de un
grupo topológico es nuevamente un subgrupo. Notemos la analoǵıa con espa-
cios vectoriales normados, en donde la cerradura de un subespacio vectorial
vuelve a ser un subespacio vectorial.
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1.17 Proposición. Sea G un grupo topológico, y H ⊆ G un subgrupo.
Entonces H es un subgrupo de G.

Demostración. Consideremos la función f : G×G→ G dada por f(x, y) =
xy−1, la cual es continua porque G es un grupo topológico. Como H es sub-
grupo, entonces

H ×H ⊆ f−1(H) ⊆ f−1(H).

Y como f−1(H) es cerrado, entonces

H ×H = H ×H ⊆ f−1(H).

El hecho de que H ×H ⊆ f−1(H) implica que H ·H−1 ⊆ H. Notemos que
esto último equivale a decir que xy−1 ∈ H para cualesquiera x, y ∈ H. Por
lo tanto H es un subgrupo de G.

Sea G un grupo topológico con elemento neutro e. Recuerde que la com-
ponente conexa del punto e es la unión de todos los subconjuntos conexos de
G que contienen al punto e (además, es sabido que las componentes conexas
son conjuntos conexos). Dicho de otra forma, la componente conexa de e
será siempre el subconjunto conexo de G más grande que contiene al punto
e. Un hecho relevante acerca de este conjunto es el siguiente.

1.18 Proposición. Sea G un grupo topológico y H la componente conexa
del neutro e. Entonces H es un subgrupo normal de G y cerrado en G.

Demostración. Como ya hemos observado anteriormente, para demostrar
que H es subgrupo es suficiente con ver que H ·H−1 ⊆ H. Notemos primero
que H ·H−1 =

⋃
h∈H hH

−1. Como la función inversión de un grupo topológico
es un homeomorfismo y H es conexo, entonces H−1 es conexo. Similarmente
como las traslaciones izquierdas son homeomorfismos, se tiene que hH−1

es conexo para cualquier h ∈ H. Además, para cada h ∈ H se tiene que
e = hh−1 ∈ hH−1. Luego, por la definición de componente conexa se tiene
que hH−1 ⊆ H, y por ello H ·H−1 ⊆ H.

Por otro lado, por el mismo argumento se tiene que si a ∈ G entonces
aHa−1 es conexo y e ∈ aHa−1, por lo cual aHa−1 ⊆ H.
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Finalmente como la cerradura de cualquier conjunto conexo es conexa y
por la propiedad de la componente conexa se tiene que H ⊆ H, entonces H
es cerrado.

Para terminar esta sección probaremos un resultado bastante útil, que a
su vez es un método para generar nuevos grupos topológicos a partir de uno
ya dado.

1.19 Teorema. Sea f : G → H un homomorfismo sobreyectivo de grupos
algebraicos, en donde G es además un grupo topológico. Definamos τ como la
colección de todos los conjuntos de la forma f(U) tal que U es un subconjunto
abierto de G. Entonces τ es una topoloǵıa de grupo sobre H, es decir, τ es
una topoloǵıa tal que (H, ∗H , τ) es un grupo topológico.

Demostración. Claramente ∅ ∈ τ , como f es sobreyectiva entonces f(G) =
H ∈ τ . Además, si Ui ⊆ G es abierto para cada i ∈ I, entonces⋃

i∈I

f(Ui) = f

(⋃
i∈I

Ui

)
∈ τ.

Supongamos ahora que U1, U2 ⊆ G son abiertos. Afirmamos que f(U1) ∩
f(U2) = f(U1 ∩KU2), en donde K es el núcleo del homomorfismo f . Efec-
tivamente, si z ∈ f(U1) ∩ f(U2) entonces z = f(x1) = f(x2) para algunos
x1 ∈ U1 y x2 ∈ U2, por lo cual f(x1x

−1
2 ) = eG, es decir, x1x

−1
2 ∈ K. Luego

x1 ∈ Kx2 ⊆ KU2. Esto muestra que z = f(x1) ∈ f(U1 ∩KU2). La otra con-
tención es inmediata, porque la imagen directa tiene la siguiente propiedad
respecto a intersecciones y porque f es un homomorfismo:

f(U1 ∩KU2) ⊆ f(U1) ∩ f(KU2) = f(U1) ∩ f(U2).

Aśı pues, como U1 ∩ KU2 es abierto en G, se tiene que f(U1) ∩ f(U2) ∈ τ .
Esto demuestra que τ es una topoloǵıa sobre H.

Consideremos ahora a la función inversión i : H → H, i(h) = h−1. Si
U ⊆ G es abierto, es fácil comprobar que i−1(f(U)) = f(U−1) ∈ τ . Por lo
cual i es continua respecto de la topoloǵıa τ .

Finalmente, consideremos la multiplicación m : H ×H → H, m(x, y) =
xy. Sea (h1, h2) ∈ H × H y f(V ) ∈ τ , donde V ⊆ G es abierto, tal que
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m(h1, h2) = h1h2 ∈ f(V ). Como f es sobreyectiva, existen g1, g2 ∈ G tales
que f(g1) = h1 y f(g2) = h2. Como f es homomorfismo, entonces f(g1g2) =
h1h2 ∈ f(V ). Por lo tanto, g1g2 ∈ f−1(f(V )) = V K. Por ello, existe k ∈ K
tal que g1g2k ∈ V . Llamemos g′2 := g2k, de modo que f(g1g2) = f(g1g

′
2)

y g1g
′
2 ∈ V . Como V es abierto en G y G es un grupo topológico, existen

V1, V2 ⊆ G abiertos tales que g1 ∈ V1, g′2 ∈ V2 y V1V2 ⊆ V .

Por lo tanto, si h′1 ∈ f(V1) y h′2 ∈ f(V2) entonces

h′1h
′
2 ∈ f(V1)f(V2) = f(V1V2) ⊆ f(V ).

Y esto muestra que:

(h1, h2) ∈ f(V1)× f(V2) ⊆ m−1(f(V )).

Por ello, (h1, h2) es punto interior de m−1(f(V )). Entonces m−1(f(V )) es
abierto en H × H. Es decir que m es continua en (H, τ), como queŕıamos
demostrar.

Finalmente, veamos que (H, τ) es de Hausdorff. Sean x, y ∈ H distintos.
Como f es una función sobreyectiva, f(x0) = x y f(y0) = y para algunos
x0, y0 ∈ G. Necesariamente x0 6= y0, luego existen U1 y U2 abiertos en G
tales que x0 ∈ U1, y0 ∈ U2 y U1 ∩ U2. Entonces x ∈ f(U1), y ∈ f(U2) y
f(U1) ∩ f(U2) = ∅.

El término usado en el enunciado del Teorema 1.19 será frecuentemente
útil en este trabajo. Establecemos formalmente su significado.

1.20 Definición. Sea G un grupo. Si τ es una topoloǵıa sobre G tal que
(G, ∗G, τ) es un grupo topológico, entonces τ será llamada topoloǵıa de grupo
sobre G. También diremos que τ es compatible con la estructura de grupo
de G, o simplemente que es compatible con G.

Un resultado importante es que todo grupo topológico es de Tychonoff, y
lo enunciamos en el siguiente teorema. La demostracion se sigue de que todo
grupo topológico de Hausdorff admite una estructura de espacio uniforme,
y todo espacio uniforme es un espacio de Tychonoff. Esto es teoŕıa que no
utilizaremos en este trabajo, pero la demostración de estos resultados puede
consultarse en [3].
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1.21 Teorema. Todo grupo topológico de Hausdorff es un espacio de Ty-
chonoff.

1.4. Cocientes de grupos topológicos

Una manera muy útil de construir nuevos grupos a partir de otros, es
realizar un cociente entre un grupo y un subgrupo normal de él. La construc-
ción de cocientes de grupos topológicos en realidad no difiere mucho de esta
idea. Recuerde que dado un grupo G y un subgrupo normal de él, digamos
H, denotamos por G/H a todas las clases laterales derechas o izquierdas de
H, es decir, a todos los conjuntos de la forma aH tal que a ∈ H, o bien los
de la forma Ha tal que a ∈ H. No hay una diferencia esencial entre tomar
unas clases laterales o las otras. Es fácil notar que si tomamos a las clases
laterales derechas se obtienen las mismas propiedades que si tomamos a las
clases laterales izquierdas. Usualmente utilizaremos la definición con clases
laterales izquierdas. Luego, en G/H definimos una operación natural defi-
nida mediante la regla aH · bH := abH (similarmente para clases laterales
derechas) y esto resulta en un nuevo grupo llamado el grupo cociente entre
G y H. Es claro que en grupos topológicos se puede realizar la misma cons-
trucción, pero lo natural seŕıa establecer una topoloǵıa en dicho grupo para
hacer de el cociente un grupo topológico. El siguiente teorema resuelve esta
cuestión. Recuerde que, en este contexto, la proyección natural, o bien la
proyección canónica es el homomorfismo π : G→ G/H definido por la regla
π(a) = aH para cada a ∈ G. Asimismo, equipamos a G/H con la topoloǵıa
cociente inducida por la función π. Por la definición de topoloǵıa cociente
esta función es continua.

1.22 Lema. Si G un grupo topológico y H un subgrupo normal de G, en-
tonces la proyección natural π : G→ G/H es abierta.

Demostración. Sea U ⊆ G abierto. Afirmamos que π−1(π(U)) = UH. En
efecto. Si x ∈ π−1(π(U)) entonces π(x) = xH ∈ π(U) = {gH : g ∈ U}.
Por lo cual, existe g ∈ U tal que xH = gH, es decir, g−1x ∈ H, de donde
x ∈ gH ⊆ UH. Rećıprocamente, si u ∈ U y h ∈ H entonces π(uh) = uhH =
uH ∈ π(U). Esto demuestra la afirmación.
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Como UH es abierto en G (pues U lo es), tenemos que π−1(π(U)) es
abierto en G. Entonces por definición de topoloǵıa cociente se tiene que π(U)
es abierto en G/H, lo que demuestra que π es una función abierta.

Una consecuencia casi inmediata del Lema 1.22 es la siguiente.

1.23 Corolario. Si G es un grupo topológico primero numerable y H un
subgrupo normal de G, entonces G/H es primero numerable.

Demostración. Sea xH ∈ G/H. Sea Bx una base local de x numerable.
Entonces {π(U) : U ∈ Bx} es una base local numerable del punto xH.
En efecto, cada π(U) es una vecindad de xH, pues x ∈ U y π es abierta
por el Lema 1.22. Si V ⊆ G/H es un abierto tal que xH ∈ V , entonces
x ∈ π−1(V ) y por ello existe U ∈ Bx tal que x ∈ U ⊆ π−1(V ), y por lo tanto
π(x) = xH ⊆ π(U) ⊆ π(π−1(V )) = V . La última igualdad es válida porque
π es sobreyectiva.

1.24 Lema. Sean G un grupo topológico y H un subgrupo normal de G.
Las siguientes condiciones son equivalentes.

1. G/H es T2.

2. G/H es T1.

3. H es cerrado en G.

Demostración. Claramente si G/H es T2 entonces G/H es T1.

Supongamos que G/H es T1, luego {H} es cerrado en G/H, por ello
H = π−1({H}) es cerrado en G.

Finalmente supongamos queH es cerrado enG. Recuerde que para probar
que G/H es T2 es suficiente mostrar que la diagonal D de G/H × G/H es
cerrada en dicho espacio. Notemos ahora que si (gH, g′H) ∈ G/H × G/H
entonces gH 6= g′H es equivalente a que g−1g′ /∈ H. Definimos U como el
conjunto

U := (G/H ×G/H) \D = {(gH, g′H) : g−1g′ /∈ H}.
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Bastará ver entonces que U es abierto en G/H × G/H. Consideremos la
función

q := π × π : G×G→ G/H ×G/H
la cual es abierta porque es el producto de dos funciones abiertas. Notemos
ahora que

q−1(U) = {(g, g′) : g−1g′ /∈ H}.
Considere ahora la función f : G×G→ G dada por f(x, y) = x−1y. Es claro
que q−1(U) = f−1(G \ H), y por ello q−1(U) es abierto en G × G, pues f
es continua y H es cerrado. Finalmente, como q es sobreyectiva y abierta,
entonces U = q(q−1(U)) es abierto en G/H ×G/H.

En Topoloǵıa General se llama función cociente a una función continua
q : X → Y y sobreyectiva con la siguiente propiedad: para cada U ⊆ Y , se
tiene que U es abierto en Y si y sólo si q−1(U) es abierto en X. Dos hechos
relevantes respecto a las funciones cociente son que el producto de funciones
cocientes es una función cociente, y además, si q : X → Y es una función
cociente y f : Y → Z es una función (donde Z es un espacio topológico
arbitrario), entonces f es continua si y sólo si f ◦ q lo es. Es claro además
que la función π : G→ G/H (en el contexto de los lemas anteriores) es una
función cociente, pues G/H está equipado con la topoloǵıa cociente. Con
estos hechos a la mano podemos establecer el siguiente resultado.

1.25 Teorema. Si G es un grupo topológico, H es un subgrupo normal y
cerrado de G, entonces G/H es un grupo topológico.

Demostración. Sea mc : G/H ×G/H → G/H la función dada por

mc(xH, yH) = xyH

(la función multiplicación en G/H).

Consideremos q := π × π : G×G→ G/H ×G/H. Por lo dicho anterior-
mente al enunciado de este teorema, se tiene que q es una función cociente.
Por ello, para probar que mc es continua, basta verificar que mc ◦ q es con-
tinua. Esto es en realidad inmediato, porque mc ◦ q = π ◦ m, en donde
m : G×G→ G es la función multiplicación en G.

Algo similar ocurre en el caso de la función inversión. En efecto, sea
ic : G/H → G/H dada por ic(xH) = x−1H. Para probar que ic es continua
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es necesario y suficiente verificar que ic ◦ π lo es; pero ic ◦ π = π ◦ i, en
donde i : G→ G es la función inversión en G. Por lo tanto G/H es un grupo
topológico.

Finalmente, por el Lema 1.24, G/H es T2.

1.5. Isomorfismos topológicos

Tanto en Álgebra como en Topoloǵıa, es común el estudio de las funciones
que preservan la estructura de los objetos de estudio de estas áreas de la ma-
temática. En la teoŕıa de grupos algebraicos, estudiamos isomorfismos porque
preservan la estructura de los grupos, sin importar la naturaleza de sus ele-
mentos. Grupos isomorfos entre śı tienen las mismas propiedades algebraicas.
En Topoloǵıa también estudiamos los homeomorfismos, porque espacios to-
pológicos homeomorfos entre śı tienen las mismas propiedades topológicas.
Mientras que en la teoŕıa de grupos topológicos necesitamos estudiar ambas
cosas a la vez, necesitamos introducir funciones que preserven simultánea-
mente la estructura de grupo y la de espacio topológico. En esta sección, es-
tablecemos la importante definición de isomorfismo topológico y enunciamos
y demostramos la versión del Teorema de Isomorfismo para grupos topológi-
cos. Más profundamente, podemos considerar a los grupos topológicos como
una categoŕıa en donde los morfismos son los homomorfismos continuos y
la composición es la composición usual de funciones. Entonces resulta más
claro que los homomorfismos continuos cuya función inversa es también un
homomorfismo continuo son los isomorfismos en esta categoŕıa.

1.26 Definición. Supongamos que f : G → H es un homomorfismo entre
grupos topológicos. Si f es un isomorfismo de grupos y un homeomorfismo
entre los espacios topológicos G y H, entonces f será llamada isomorfismo
topológico (entre G y H). Si existe un isomorfismo topológico entre G y H,
entonces diremos que G y H son topológicamente isomorfos y escribiremos
G ∼= H.

1.27 Teorema (Teorema de Isomorfismo). Sea f : G → H un epimorfismo
(homomorfismo sobreyectivo) continuo entre grupos topológicos. Sea K =
ker f . Si f es una función abierta, entonces G/K ∼= H.
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Demostración. Consideremos f̃ : G/K → H definida por f̃(xK) = f(x)

para cada clase lateral izquierda xK ∈ G/K. No es del todo inmediato que f̃
sea una función. Para comprobar esto, supongamos que xK = yK, entonces
y−1x ∈ K, por lo que f(x) = f(y), lo que muestra que f está bien definida.
Este paso es reversible, es decir si f(x) = f(y) entonces xK = yK, por lo

que f̃ es además una función inyectiva.

Notemos ahora que f̃ ◦ π = f , por lo que, siendo π una función cociente,
se tiene que f̃ es continua.

Por otro lado, f̃ es un homomorfismo, ya que si xK, yK ∈ G/H entonces

f̃(xKyK) = f̃(xyK) = f(xy) = f(x)f(y) = f̃(xK)f̃(yK).

Ahora, si h ∈ H es arbitrario, como f es sobreyectiva existe x ∈ G tal
que f̃(xK) = f(x) = h, por lo que f̃ es también sobreyectiva.

Basta probar ahora que f̃ es una función abierta. Efectivamente, sea
V ⊆ G/K abierto. Es decir, π−1(V ) es abierto en G. Como π es sobreyectiva,
se tiene que V = π(π−1(V )). Por lo tanto

f̃(V ) = f̃(π(π−1(V ))) = f(π−1(V )).

Como f es abierta, entonces f(π−1(V )) es abierto en H. Esto demuestra que

f̃ es abierta. Concluimos que f̃ es un isomorfismo topológico.

El Teorema 1.27 es llamado Primer Teorema de Isomorfismo para grupos
topológicos. Al igual que su versión en grupos, módulos, etc., este resultado
es la clave de muchas demostraciones en teoŕıa de grupos topológicos.

Finalmente, hacemos la siguiente observación.

1.28 Observación. Supongamos que G es un grupo topológico y H un
conjunto tal que existe una función biyectiva f : G → H. Entonces existe
una única estructura de grupo y una única estructura de espacio topológico
sobre H tal que H resulta un grupo topológico y f un isomorfismo topológico.

Demostración. Para heredar una operación algebraica en H, basta definir
h1∗h2 := f(g1g2) (con esto, H tiene estructura de grupo), en donde g1, g2 ∈ G
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son los únicos elementos tales que f(g1) = h1 y f(g2) = h2 (esta definición
hace que f sea homomorfismo). Por otro lado, declaramos los abiertos en
H de la siguiente forma: diremos que A ⊆ H es abierto si y sólo si f−1(A)
es abierto en G (y finalmente con esto vemos que f es homeomorfismo). Es
rutinario probar que H es un grupo topológico.

1.6. Grupos libres

La idea de grupo libre nos hace recordar la noción de subespacio generado
por un conjunto en un espacio vectorial. Informalmente, un grupo libre de un
conjunto X 6= ∅ (o sobre un conjunto X) es un grupo G en el que cada uno
de sus elementos se puede escribir de manera única como producto finito de
elementos de X, salvo relaciones triviales como x = xyy−1. Para evitar este
tipo de relaciones triviales se suele optar por reducir la expresión, y entonces
el problema de la unicidad queda resuelto. Claramente si dicho grupo G
existe, entonces X lo genera algebraicamente, y el hecho de que todo elemento
se escriba de manera única nos hace recordar, como hemos dicho, al caso de
espacios vectoriales y sus bases. Es por ello que en este contexto el conjunto
X será llamado base libre del grupo libre G. Introducimos formalmente la
definición de grupo gibre y grupo abeliano libre.

1.29 Definición. Sea X un conjunto no vaćıo. Supongamos que G es un
grupo para el cual existe una función σ : X → G que tiene las siguientes dos
propiedades:

1. 〈σ(X)〉 = G, en donde 〈σ(X)〉 denota al subgrupo generado por σ(X)
en el grupo G.

2. Si H es un grupo, entonces para toda función f : X → H existe un
único homomorfismo f̃ : G→ H tal que f̃ ◦ σ = f .

Entonces G será llamado el grupo libre de X, y será denotado por Fa(X).
Si en lo anterior pedimos que G y H sean grupos abelianos, entonces G es
llamado el grupo abeliano libre de X, y será denotado por Aa(X). En ambos
casos llamaremos a X base libre de los grupos libres Fa(X) y Aa(X).
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X G

H

σ

f
f̃

Un resultado sencillo de probar es que la anterior función σ es inyectiva.
Por el momento, suponemos la existencia y unicidad (salvo isomorfismos) del
grupo libre (o abeliano libre) sobre un conjunto X.

1.30 Proposición. Sea X 6= ∅ y G el grupo libre (o bien, abeliano libre) de
X. Entonces σ es una función inyectiva.

Demostración. Si |X| = 1, es claro que σ es inyectiva. Supongamos que
|X| > 1. Considere Z equipado con la suma usual. Es claro que Z es un
grupo. Sean x 6= y elementos en X y sea f : X → Z la función dada por
f(x) = 1, f(y) = 2 y f(a) = 0 para todo a ∈ X \ {x, y}. Entonces existe un

homomorfismo f̃ : Fa(X)→ Z tal que f̃◦σ = f . Si ocurriera que σ(x) = σ(y),
entonces

1 = f(x) = f̃(σ(x)) = f̃(σ(y)) = f(y) = 2.

Como lo anterior es falso, debe ocurrir que σ(x) 6= σ(y).

No es dif́ıcil probar que dos grupos libres (respectivamente, abelianos li-
bres) de un mismo conjunto son isomorfos. De hecho, al principio del siguiente
caṕıtulo probarems este hecho para el caso de grupos topológicos libres (res-
pectivamente, abelianos libres), y como la prueba de esto es esencialmente la
misma, la omitimos en esta sección.

Siendo σ inyectiva, podemos indentificar a X con su imagen σ(X). Luego,
podemos suponer que σ = i : X → G es la función inclusión, y entonces la
primera propiedad equivale a pedir que X genere algebraicamente al grupo G,
mientras que la segunda propiedad se traduce en que toda función f : X → H
admite una única extensión a un homomorfismo f̃ : G → H. Esto permite
probar fácilmente que conjuntos de la misma cardinalidad tienen grupos libres
isomorfos.

1.31 Proposición. Sean X, Y 6= ∅ y φ : X → Y una función biyectiva.
Entonces Fa(X) es algebraicamente isomorfo a Fa(Y ). Lo mismo ocurre con
Aa(X) y Aa(Y ).
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Demostración. Como Y ⊆ F (Y ), podemos ver a φ como una función φ :

X → Fa(Y ). Sea φ̃ : Fa(X)→ Fa(Y ) un homomorfismo que extiende a φ. De

la misma forma podemos construir un homomorfismo φ̃−1 : Fa(Y )→ Fa(X)
que extiende a φ−1. Sea y ∈ Fa(Y ). Como Y genera algebraicamente a Fa(Y ),
existen y1, ..., yn ∈ Y y r1, ..., rn ∈ Z tales que y = yr11 · ... · yrnn . Por lo tanto:

φ̃(φ̃−1(y)) = φ̃(φ−1(y1)
r1 · ...φ−1(yn)rn) = yr11 · ... · yrnn = y.

Por lo tanto φ̃ ◦ φ̃−1 es la identidad en Fa(Y ). Análogamente φ̃−1 ◦ φ̃ es la

identidad en Fa(X). En consecuencia, φ̃−1 = φ̃−1. Por ello, φ̃ es isomorfismo
de grupos.

Una construcción formal del grupo libre de un conjunto no vaćıo puede
consultarse en [11].

Dado un conjunto no vaćıo X, un elemento x ∈ Fa(X) \ {e} será llamado
palabra en Fa(x), o simplemente palabra. Si x = e, entonces x será llamado
palabra vaćıa. Daremos por hecho las siguientes propiedades de un grupo
libre. Una palabra x no vaćıa se puede expresar de manera única como x =
xε11 · ... · xεnn , en donde x1, ..., xn ∈ X y ε1, ..., εn ∈ {−1, 1}. Esta expresión
será llamada la forma reducida de x, y el elemento x será llamado palabra en
su forma reducida. Además, al número n lo llamaremos longitud de la palabra
x, o simplemente longitud de x.

Existe otra forma de expresar a los elementos de Fa(X). Dada una palabra
x no vaćıa, existen únicos x1, ..., xn ∈ X y r1, ..., rn ∈ Z \ {0} tales que
x = xr11 · ... · xrnn . En este caso diremos que x está expresado en su forma
normal, o bien que x es una palabra en su forma normal.

Las propiedades anteriores son válidas en el caso del grupo abeliano
Aa(X), salvo que en este caso no se tiene unicidad en cuanto al orden de
los factores.

Finalmente, hay que notar lo siguiente. Supongamos que tenemos un gru-
po G y un subconjunto no vaćıo X de G. La expresión que tiene cada palabra
del grupo libre Fa(X) mediante su forma normal, nos hace recordar a los ele-
mentos que pertenecen al subgrupo generado de un subconjunto dado de un
grupo. Es decir, podŕıa pensarse que 〈X〉 es algebraicamente, al grupo libre
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Fa(X), en donde 〈X〉 es el subgrupo generado de X dentro de un grupo dado.
De hecho, pareceŕıa obvio que el isomorfismo tiene que estar dado por

xr11 ∗G ... ∗G xrnn 7→ xr11 · ... · xrnn .

Sin embargo, observemos que esta función puede no estar bien definida,
porque la expresión del lado izquierdo puede no ser única para cada elemento
de 〈X〉. En caso contrario śı tenemos un isomorfismo. El hecho de que los
elementos en 〈X〉 se expresen de manera única en la forma xr11 ∗G ... ∗G xrnn es
equivalente a que el neutro e no puede escribirse como potencias de elementos
de X salvo relaciones triviales. Enunciamos este hecho como el siguiente
corolario.

1.32 Corolario. Sea G un grupo y ∅ 6= X ⊆ G. Entonces 〈X〉 es isomorfo al
grupo libre Fa(X) si y sólo si para cualesquiera x1, ..., xn ∈ X con xi 6= xεi+1

para toda i ∈ {1, ..., n − 1}, r1, ..., rn ∈ Z \ {0} y ε ∈ {−1, 1} se tiene que
xr11 · ... · xrnn 6= eG.



Caṕıtulo 2

Grupos topológicos libres

2.1. Introducción

La idea fundamental de este caṕıtulo es unir la noción de grupo libre
junto con la de grupo topológico para hacerlas compatibles. Como se vio
en el caṕıtulo anterior, cualquier conjunto no vaćıo X está encajado en un
grupo Fa(X) de tal forma que X es base libre de Fa(X), y además se vio
que la caracteŕıstica más relevante de dicho grupo libre es que toda función
f : X → G, en donde G es un grupo arbitrario, se puede extender a un único
homomorfismo f̃ : Fa(X) → G. Recuerde además que si pedimos que los
grupos involucrados sean abelianos, entonces obtenemos al grupo abeliano
libre Aa(X).

Nos preguntamos ahora si podemos realizar algo similar si añadimos a
X una estructura de espacio topológico. De esta manera queremos verificar
la existencia de un grupo topológico en el que X esté encajado, y además
que tenga la propiedad de que toda función continua f : X → G, en donde
G es un grupo topológico arbitrario, se puede extender a un homomorfismo
continuo. Dicho grupo topológico será llamado grupo topológico libre de X.

El resto del caṕıtulo servirá para revisar un poco sobre las propiedades
básicas que tienen los grupos topológicos libres, mientras que también vere-
mos cómo utilizar esta nueva estructura.

23
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2.2. Existencia de grupo topológico libre

En esta sección, introducimos el concepto de grupo topológico libre.

2.1 Definición.

1. Sea X un espacio topológico (no vaćıo) y G un grupo topológico. Su-
pongamos que existe una función continua σ : X → G tal que 〈σ(X)〉
es denso en G y además para cada función continua f : X → H con
H un grupo topológico, existe un homomorfismo continuo f̃ : G → H
tal que f̃ ◦ σ = f . Entonces diremos que la terna (G,X, σ) es el grupo
topológico libre de X, al cual denotaremos de ahora en adelante por
F (X).

2. Si en el inciso anterior pedimos la condición de que G y H sean abe-
lianos, entonces diremos que (G,X, σ) es el grupo topológico abeliano
libre de X y será denotado por A(X).

X G

H

σ

f
f̃

De ahora en adelante, salvo que se diga lo contrario, cuando trabajemos
con el grupo A(X) se usará la notación aditiva, tal y como se hace en álgebra
cuando se trabaja con grupos abelianos, mientras que en F (X) mantendre-
mos la notación multiplicativa.

Naturalmente, resulta que dos grupos topológicos libres de un mismo
espacio topológico son topológicamente isomorfos (en el sentido de grupos
topológicos), y lo mismo en el caso abeliano. De esta forma, la definición de
grupo topológico libre no es ambigua. Demostramos este hecho con formali-
dad.

2.2 Teorema. Si (G1, X, σ1) y (G2, X, σ2) son dos grupos topológicos libres
(o abelianos libres) de X, donde X es un espacio topológico no vaćıo, entonces
existe un isomorfismo topológico φ : G1 → G2 tal que φ ◦ σ1 = σ2
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Demostración. Haremos la prueba en el caso en que G1 y G2 son grupos
topológicos libres, ya que el caso en que son libres abelianos es completamente
análogo.

Como G2 es una grupo topológico, por la Definición 2.1 existe un homo-
mofismo continuo φ1 : G1 → G2 tal que φ1 ◦ σ1 = σ2. De la misma forma,
existe φ2 : G2 → G1 homomorfismo continuo tal que φ2 ◦ σ2 = σ1. Por lo
tanto, la función ψ := φ2 ◦ φ1 : G1 → G1 es un homomorfismo continuo.
Notemos que ψ�σ1(X) es la función identidad, ya que si x ∈ X entonces
ψ(σ1(x)) = φ2(φ1(σ1(x))) = φ2(σ2(x)) = σ1(x). Luego, siendo ψ homomor-
fismo, se tiene que ψ�〈σ1(X)〉 es la identidad, y como ψ es continua en G1

el cual es de Hausdorff, y 〈σ1(X)〉 es denso en G1 entonces ψ = φ2 ◦ φ1 es
la identidad. De la misma forma se comprueba que φ1 ◦ φ2 es la identidad.
En particular, φ−11 = φ2, por lo que φ−11 es continua. Por lo tanto φ1 es el
isomorfismo topológico buscado.

Veamos un ejemplo sencillo.

2.3 Ejemplo. Sea X un espacio topológico discreto. Sea G el grupo to-
pológico resultante de equipar a Fa(X) con la topoloǵıa discreta. Conside-
re una función continua f : X → H, donde H es un grupo topológico, y
sea f̃ : Fa(X) → H el homomorfismo que resulta de extender a f . Al ser

Fa(X) discreto, es claro que f̃ es continua, y claramente f̃ ◦ i = f , donde
i : X → Fa(X) es la función inclusión. Como también es claro que i(X) = X
genera algebraicamente a Fa(X). Concluimos que Fa(X) equipado con la
topoloǵıa discreta es el grupo topológico libre de X. Similarmente se com-
prueba que Aa(X) equipado con la topoloǵıa discreta es el grupo topológico
abeliano libre de X.

En el ejemplo anterior fue fácil intuir qué grupo topológico hab́ıa que
proponer como el grupo topológico libre del espacio discreto. En general no
resulta sencillo hacer esto. Sin embargo, es posible demostrar la existencia
del grupo topológico libre de espacios topológicos de Tychonoff. Antes de dar
la prueba formal de este hecho, establecemos un lema que será de utilidad.
Recuerde que ω0 denota el cardinal de los números naturales.

2.4 Lema. Sea G un grupo y X ⊆ G, entonces | 〈X〉 | ≤ |X| · ω0. Dicho
de otra forma, la cardinalidad de un subgrupo generado por X es igual al
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cardinal de X si X es infinito, y es, a lo más, infinito numerable en el caso
en que X es finito.

Demostración. Recordemos que

〈X〉 = {xr11 · ... · xrnn : x1, ..., xn ∈ X, r1, ..., rn ∈ Z, n ∈ N}.

Consideremos la función h :
⋃
n∈N(Xn × Zn)→ 〈X〉 definida por

h(x1, ..., xn, r1, ..., rn) = xr11 · ... · xrnn .

Es claro que h es sobreyectiva, pues si y = ys11 · ... · y
sk
k ∈ 〈X〉 entonces

h(y1, ..., yk, s1, ..., sk) = y. Por lo tanto se tiene que

| 〈X〉 | ≤

∣∣∣∣∣⋃
n∈N

(Xn × Zn)

∣∣∣∣∣ .
Pero además∣∣∣∣∣⋃

n∈N

(Xn × Zn)

∣∣∣∣∣ ≤∑
n∈N

|Xn × Zn| =
∑
n∈N

|X|n · ω0 ≤ |X| · ω0.

Demostraremos ahora que todo espacio de Tychonoff admite un grupo
topológico libre (aśı como un grupo topológico abeliano libre).

2.5 Teorema (Existencia). Sea X un espacio topológico de Tychonoff. En-
tonces existe su grupo topológico libre (y su grupo topológico abeliano libre)
(G,X, σ). Más aún, σ : X → G es un encaje topológico y 〈σ(X)〉 = G.

Demostración. Haremos la demostración para el caso del grupo topológico
libre F (X). En el caso abeliano la demostración es totalmente análoga.

Sea α = máx{2ω0 , |X|·ω0}. Consideremos la clase F de todas las funciones
continuas f : X → H donde H es grupo topológico de Hausdorff y tal que
|H| ≤ α.

Afirmación 1. F es una clase de funciones que separa puntos de cerrados
en X.
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Efectivamente. Sea C un subconjunto cerrado de X y x 6∈ C. Como X es
un espacio de Tychonoff, existe f : X → [0, 1] continua tal que f(x) 6∈ f(C).
Consideremos ahora a T := {z ∈ C : |z| = 1}, el cual es un grupo topológico
abeliano de Hausdorff (con el producto usual entre números complejos), y
además |T | ≤ α. Sea φ : [0, 1] → T el encaje topológico natural definido
por φ(t) = eiπt y sea f0 = φ ◦ f : X → T. Observe que f0 es continua y
por ello f0 es un elemento de F . Como f0(x) = φ(f(x)), clφ([0,1])(f0(C)) =

clφ([0,1])(φ(f(C))) = φ(f(C)) y como teńıamos que f(x) /∈ f(C), por la in-
yectividad de φ se sigue que f0(x) /∈ clφ([0,1])(φ(f(C))). Pero esto implica que

f0(x) 6∈ φ(f(C)), de lo contrario se tendŕıa que para todo abierto U ⊆ T que
contiene a f0(x), la intersección φ(f(C))∩U = φ(f(C))∩U ∩ φ([0, 1]) es no
vaćıa, lo cual contradice que f0(x) /∈ clφ([0,1])(φ(f(C))). Por lo tanto, hemos

probado que f0(x) 6∈ f0(C), lo cual demuestra la afirmación. �

Consideremos ahora la siguiente relación de equivalencia. Dadas f, g ∈ F ,
digamos f : X → Hf y g : X → Hg, entonces f ∼ g si y sólo si existe ψ :
Hf → Hg un isomorfismo topológico tal que g = ψ◦f . Es fácil comprobar que
esta relación cumple las propiedades de reflexividad, simetŕıa y transitividad.

Afirmación 2. F/ ∼ es un conjunto.

Efectivamente. Sea A un conjunto que contenga exactamente un conjun-
to de cada cardinal posible menor o igual que α. Sea ahora [f ] ∈ F/ ∼ con
representante f : X → Hf . Como |Hf | ≤ α, existe un único H ∈ A y una
biyección ψ : H → Hf . Equipamos a H con la única estructura de espa-
cio topológico tal que ψ resulta un isomorfismo topológico (ver Observación
1.28). Luego, si g := ψ−1 ◦ f entonces por definición g ∼ f . Lo anterior
muestra que para cada clase de equivalencia [f ] ∈ F/ ∼ con f : X → Hf

podemos suponer que Hf ∈ A. Consideremos ahora a la clase B de todas las
cuádruplas (f,H, τ, ∗) tales que H ∈ A, τ es una topoloǵıa de Hausdorff en
H, ∗ es estructura de grupo en H que convierte a H en un grupo topológico
y f : X → H es continua. Notemos ahora que B debe ser un conjunto, pues
B es una clase contenido en el conjunto⋃

H∈A

HX ×A×
⋃
H∈A

P(P(H))×
⋃
H∈A

HH×H .

Finalmente, consideremos a la función entre clases F : B → F/ ∼ definida
por la regla (f,H, τ, ∗) 7→ [f ]. Entonces F es sobreyectiva, ya que si [f ] ∈
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F/ ∼, por lo dicho anteriormente podemos suponer que f : X → Hf con
Hf ∈ A y si τHf

y ∗Hf
son sus respectivas topoloǵıa y operación interna de

Hf , entonces F (f,Hf , τHf
, ∗Hf

) = [f ]. Hemos concluido que F/ ∼ es imagen
de un conjunto, y por ello es un conjunto. �

Sea F0 = {fi : X → Hfi : i ∈ I} con I un conjunto, una familia de
representantes de cada clase de equivalencia.

Afirmación 3. F0 separa puntos de cerrados de X.

Efectivamente. Esta afirmación se sigue de la Afirmación 1. Sean C un
subconjunto cerrado de X y x ∈ X con x /∈ C. Como F separa puntos de
cerrados, existe g : X → Hg un elemento de F tal que g(x) /∈ g(C). Sea
i ∈ I tal que existe ψ : Hg → Hfi isomorfismo topológico con fi = ψ ◦ g.

Notemos entonces que fi(x) = ψ(g(x)) y que fi(C) = ψ(g(C)) = ψ(g(C)),
y como teńıamos que g(x) /∈ g(C) de la inyectividad de ψ se obtiene que
fi(x) /∈ fi(C). Esto demuestra que F0 separa puntos de cerrados de X. �

Llamemos Li = Hfi para cada i ∈ I y sea L =
∏

i∈I Li. Notemos que L
es un grupo topológico de Hausdorff por el Teorema 1.7. Sea σ : X → L el
producto diagonal de las funciones fi : X → Li con i ∈ I. Debido a que la
familia F0 separa puntos de cerrados de X, tenemos que σ : X → L es un
encaje topológico. Sea G = 〈σ(X)〉.

Afirmación 4. (G,X, σ) es el grupo topológico libre de X.

Efectivamente. Claramente 〈σ(X)〉 es denso en G. Sea f : X → K una
función continua, donde K es un grupo topológico. Sea Hf = 〈f(X)〉, el cual
es un subgrupo topológico de Hausdorff de K, y por el Lema 2.4 tenemos que
| 〈f(X)〉 | ≤ |f(X)|·ω0 ≤ |X|·ω0 ≤ α. Por tanto, f vista como función deX en
Hf es un elemento de la clase F . Luego, podemos elegir i ∈ I tal que f ∼ fi,
es decir que existe ψ : Hf → Li isomorfismo topológico tal que fi = ψ ◦ f .
Consideremos a la función proyección πi : L → Li, de donde fi = πi ◦ σ.
Definamos φ := ψ−1 ◦πi, entonces φ : L→ Hf es un homomorfismo continuo
que satisface φ ◦ σ = ψ−1 ◦ πi ◦ σ = ψ−1 ◦ fi = f . Luego, el homomorfismo
continuo f̃ := φ�G de G en Hf ⊆ K satisface f̃ ◦ σ = f .

2.6 Observación. Si X es un espacio de Tychonoff, el Teorema 2.5 asegura
que existe su grupo topológico libre (F (X), X, σ) y que σ : X → F (X) es
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un encaje topológico, por lo que identificaremos a X con el subespacio σ(X).
Aśı que de ahora en adelante vamos a suponer que X es un subespacio de
F (X) y que σ es la inclusión i : X → F (X). Además por el Teorema 2.5, X
genera algebraicamente a F (X). Y por la definición de grupo topológico libre,
obtenemos que si f : X → H es cualquier función continua, donde H es un
grupo topológico, entonces existe un homomorfismo continuo f̃ : F (X)→ H

tal que f̃ ◦ i = f . Esto es, f̃ es un homomorfismo continuo que extiende
a f . Lo mismo es válido para el caso del grupo topológico abeliano libre
A(X). Esta identificación es esencialmente la misma que hicimos en el caso
de grupos libres en el caṕıtulo anterior.

Como una pequeña convención, de ahora en adelante, usaremos la no-
tación G(X) para referirnos indistintamente a F (X) como a A(X), con el
entendimiento de que si un resultado es enunciado para G(X), entonces dicho
resultado es válido en ambos casos.

Terminamos esta sección con un resultado útil.

2.7 Proposición. Sea X un espacio de Tychonoff. Sea X−1 el subconjunto
de G(X) formado por todos los inversos de los elementos de X, es decir,
X−1 = {x−1 : x ∈ X} equipado con la topoloǵıa de subespacio. Entonces
G(X) es topológicamente isomorfo a G(X−1).

Demostración. Considere la función f : X → XX−1 dada por f(x) = x−1.
Si x, y ∈ X son tales que x−1 = y−1 en G(X), es claro que x = y, por lo
que f es inyectiva. Claramente f es una función sobreyectiva. Esta función
es continua porque G(X) es un grupo topológico. Finalmente debido a que
f−1(x−1) = x = (x−1)−1 obtenemos que f es un homeomorfismo. En la
Observación 3.6 demostraremos que si existe un homeomorfismo entre dos
espacios topológicos, entonces sus respectivos grupos topológicos libres son
topológicamente isomorfos.

2.3. Isomorfismo entre G(X) y Ga(X)

A pesar de haber demostrado que todo espacio de Tychonoff X admite
un grupo topológico libre G(X), no es fácil darlo expĺıcitamente (claramen-
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te la prueba del Teorema 2.5 utilizó Axioma de Elección). Sin embargo, al
menos algebraicamente podemos decir quién es G(X). La respuesta es que
G(X), como grupo, es precisamente el grupo libre Ga(X) (o mejor dicho, son
isomorfos como grupos). Para probar este hecho, necesitaremos unos cuantos
resultados de naturaleza algebraica.

Introducimos la siguiente notación. Sea p un número primo fijo y k ∈ N.
Consideremos Γ2(p

k) el conjunto de matrices de tamaño 2× 2, digamos X =
( a bc d ) donde a, b, c, d ∈ Z, det(X) = ad− bc = 1 y X ≡ E2 (mód pk), donde
E2 es la matriz identidad de 2× 2. Esta última congruencia debe entenderse
entrada a entrada, es decir, a, d ≡ 1 (mód pk) y b, c ≡ 0 (mód pk).

2.8 Proposición. El conjunto Γ2(p
k) es un grupo con el producto usual de

matrices.

Demostración. Para verificar que el producto es cerrado, sean X = ( a bc d )
y Y =

(
a′ b′

c′ d′

)
elementos de Γ2(p

k). Entonces X · Y =
(
aa′+bc′ ab′+bd′

ca′+dc′ cb′+dd′

)
. Clara-

mente se cumple que

aa′ + bc′, cb′ + dd′ ≡ 1 (mód pk)

y
ab′ + bd′, ca′ + dc′ ≡ 0 (mód pk)

y por lo tanto X · Y ∈ Γ2(p
k).

Como estamos trabajando con el producto usual de matrices, es evidente
que E2 funciona como el neutro. Usando además que X tiene determinante
igual a 1, se tiene que su matriz inversa es X−1 =

(
d −b
−c a

)
y por ello X−1 ∈

Γ2(p
k).

2.9 Lema. El grupo Γ2(p) contiene un subgrupo isomorfo al grupo libre
Fa(N).

Demostración. Consideremos U =
(
1 p
0 1

)
y V =

(
1 0
p 1

)
, los cuales son ele-

mentos de Γ2(p). Notemos que U r =
(
1 pr
0 1

)
y V r =

(
1 0
pr 1

)
para cada r ∈ Z.

Afirmamos que 〈U, V 〉 ∼= Fa(U, V ). Para ello, según el Corolario 1.32, basta
verificar que si W es un producto alternante de potencias enteras no nulas
de U y V entonces W 6= E2. Notemos que si V k fuese el primer factor de
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W , entonces W ′ = V −kWV k tiene una potencia de U como primer factor.
Además, observe que W = E2 si y sólo si W ′ = E2. De este modo podemos
suponer sin pérdida de generalidad que el primer factor de W es una potencia
de U , digamos W = U r1 · V r2 · ... · Zrn , donde Z ∈ {U, V } (dependiendo de
la paridad de n). Para cada i ∈ {1, ..., n} sea Wi el producto de los primeros
i factores de W , por lo que, W1 = U r1 , W2 = U r1 · V r2 ,...,Wn = W . Sea zi el
renglón superior de Wi para cada i. Si z2k−1 =

(
y2k−1 y2k

)
notemos entonces

que

z2k = z2k−1V
r2k =

(
y2k−1 y2k

)( 1 0
pr2k 1

)
=
(
y2k−1 + pr2ky2k y2k

)
Llamemos y2k+1 = y2k−1 + pr2ky2k, es decir que z2k =

(
y2k+1 y2k

)
, por lo

cual tenemos que

z2k+1 = z2kU
r2k+1 =

(
y2k+1 y2k

)(1 pr2k+1

0 1

)
=
(
y2k+1 y2k + pr2k+1y2k+1

)
Llamemos y2k+2 = y2k+pr2k+1y2k+1. Se sigue que para todo i ∈ {1, 2, ..., n−1}
se tiene que yi+2 = yi + pri+1yi+1.

Demostraremos ahora que la sucesión de valores absolutos |y1|, |y2|, ... es
estrictamente creciente. La prueba será por inducción. Notemos primero que

como U r1 =

(
1 pr1
0 1

)
entonces |y1| = 1 y |y2| = |pr1| ≥ p ≥ 2. Si suponemos

que para i se cumple que |yi+1| > |yi| entonces

|yi+2| ≥ |yi|+ p|ri+1| · |yi+1| ≥ p|ri+1| · |yi+1| − |yi| ≥ 2|yi+1| − |yi| > |yi+1|.

Por lo tanto dicha sucesión es estrictamente creciente. En particular, yi 6= 0
para todo i, lo cual muestra que W 6= E2. Concluimos que 〈U, V 〉 ∼= Fa(U, V ).

Para terminar la demostración es suficiente hallar un subgrupo de Fa(U, V )
que sea isomorfo a Fa(N). Para ello, definamos xn = V nUV n para cada
n ∈ N y sea X = {xn : n ∈ N} ⊆ Fa(U, V ). Notemos que si k1, ..., kl ∈ N y
r1, ..., rl ∈ Z \ {0} entonces

xr1k1 · ... · x
rl
kl

=

(
1 0∑l

i=1(2kipri + pri) 1

)
6= E2.
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Se concluye por tanto (otra vez por el Corolario 1.32) que 〈X〉 ∼= Fa(X) y
como X es un conjunto infinito numerable, entonces Fa(X) es isomorfo a
Fa(N), por la Proposición 1.31.

2.10 Lema. Para cada k ∈ N se tiene que Γ2(p
k) es un subgrupo normal

de Γ2(p) y el grupo cociente Γ2(p)/Γ2(p
k) es finito. Además,

⋂
k∈N Γ2(p

k) =
{E2}.

Demostración. Es claro que si a, b ∈ Z y a ≡ b (mód pk) entonces a ≡ b
(mód p), y ello implica que Γ2(p

k) ⊆ Γ2(p). Como Γ2(p
k) es un grupo con el

producto usual, entonces Γ2(p
k) es un subgrupo de Γ2(p).

Sean ahora X = ( x y
z w ) ∈ Γ2(p

k) y A = ( a bc d ) ∈ Γ2(p). Debemos probar
que A−1XA ∈ Γ2(p

k). Para ello, notemos que

A−1XA =

(
d −b
−c a

)(
x y
z w

)(
a b
c d

)
=

(
(dx− bz)a+ (dy − bw)c (dx− bz)b+ (dy − bw)d

(−cx+ az)a+ (−cy + aw)c (−cx+ az)b+ (−cy + aw)d

)
Notemos ahora que

(dx− bz)a+ (dy − bw)c = dxa− bza+ dyc− bwc ≡ da− bc = 1 (mód pk)

(dx− bz)b+ (dy − bw)d = dxb− bzb+ dyd− bwd ≡ db− bd = 0 (mód pk)

(−cx+az)a+(−cx+aw)c = −cxa+aza−cxc+awc ≡ −ca+ac = 0 (mód pk)

(−cx+az)b+(−cy+aw)d = −cxb+azb−cyd+awd ≡ −cb+ad = 1 (mód pk)

Por lo tanto A−1XA ∈ Γ2(p
k). Esto prueba que Γ2(p

k) es un subgrupo
normal de Γ2(p).

Verifiquemos ahora que el cociente Γ2(p)/Γ2(p
k) es un grupo finito. Su-

pongamos que X = ( a bc d ) y Y =
(
a′ b′

c′ d′

)
son elementos de Γ2(p) tales que

X ≡ Y (mód pk), equivalentemente, a ≡ a′, b ≡ b′, c ≡ c′, d ≡ d′ (mód pk).
Utilizando estas congruencias tenemos que

Y −1X =

(
d′a− b′c d′b− b′d
−c′a+ a′c −c′b+ a′d

)
≡
(

1 0
0 1

)
(mód pk)
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Es decir que Y −1X ∈ Γ2(p
k), o equivalentemente, las clases laterales son

iguales: XΓ2(p
k) = Y Γ2(p

k). Este cálculo muestra que si dos clases laterales
son diferentes necesariamente alguna de las congruencias mencionadas falla.
Como {0, 1, ..., pk−1} es un sistema completo de residuos módulo pk, entonces
el orden de Γ2(p)/Γ2(p

k) es acotado superiormente por el número de matrices
X = ( a bc d ) que se pueden formar con 0 ≤ a, b, c, d < pk, dicho número es (pk)4.
En particular, Γ2(p)/Γ2(p

k) es finito.

Finalmente, sea X = ( a bc d ) ∈
⋂
k∈N Γ2(p

k). Esto implica en primer lugar
que a ≡ 1 (mód pk) para todo k ∈ N, de donde existe rk ∈ Z tal que
a = 1 + rkp

k para cada k ∈ Z. Necesariamente rk = 0 (para todo k), o de
otro modo |a − 1| = |rkpk| ≥ pk para cada k ∈ Z, lo cual no puede ocurrir.
Por lo tanto a = 1. Por otro lado, b ≡ 0 (mód pk) implica que b = skp

k

para algún sk ∈ Z y para todo k ∈ Z. Nuevamente se sigue que b = 0.
Análogamente se demuestra que c = 0 y d = 1. Esto prueba que X = E2.

Recuerde que si X es un conjunto no vaćıo, y F es una familia de funciones
con dominio X, decimos que F separa puntos de X si para cualesquiera
x, y ∈ X distintos existe f ∈ F tal que f(x) 6= f(y). Notemos que si en el
contexto anterior pedimos que dichas funciones sean homomorfismos entre
grupos, entonces la última condición puede ser escrita como f(xy−1) 6= e,
donde e será el neutro del grupo contradominio de f , luego bastará pedir
que para cada x distinto del neutro exista un homomorfismo f que mande a
x a un elemento distinto del neutro. Esta pequeña observación nos permite
formular la siguiente proposición de una forma cómoda.

2.11 Proposición. Sea X un conjunto no vaćıo. Entonces la familia de todos
los homomorfismos de Fa(X) en un grupo finito separa puntos de Fa(X). Esto
es, para cada g ∈ Fa(X) \ {e} existe un homomorfismo h : Fa(X)→ K, con
K un grupo finito, tal que h(g) 6= eK .

Demostración. Sea g ∈ Fa(X) \ {e}, digamos con forma normal g = xr11 ·
... · xrnn donde x1, ..., xn ∈ X, xi 6= xi+1 y r1, ..., rn ∈ Z \ {0}. Consideremos
X0 := {x1, ..., xn} y sea f : X → X0 una función que deje fijos a los puntos
de X0. Como X0 ⊆ Fa(X0) entonces f puede ser vista como función de X
en Fa(X0) y por la propiedad de los grupos libres existe un homomorfismo
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f̃ : Fa(X)→ Fa(X0) con f = f̃�X , en particular IdX0 = f̃�X0
. Por lo tanto

f̃(g) = f̃(x1)
r1 · ... · f̃(xn)r1 = g.

Notemos ahora que para probar la proposición, será suficiente hallar un
grupo finito K y un homomorfismo h0 : Fa(X0) → K con la propiedad de

que h0(f̃(g)) = h0(g) 6= eK , pues claramente h := h0 ◦ f̃ : Fa(X) → K
será el homorfismo que constata la proposición. Sea p un primo fijo. Por
el Lema 2.9 Γ2(p) contiene un subgrupo isomorfo a Fa(N). Notemos que
Fa(X0) ∼= Fa(1, 2, ..., n) y este último es un subgrupo de Fa(N), por lo que
podemos suponer que Fa(X0) es un subgrupo de Γ2(p). Por el Lema 2.10⋂

k∈N

Γ2(p
k) = {E2}.

Luego debe existir k ∈ N tal que g /∈ Γ2(p
k). Sea K = Γ2(p)/Γ2(p

k), el cual
es, por el Lema 2.10, un grupo finito y sea π : Γ2(p) → K la proyección
canónica y sea h0 = π�Fa(X0). Como g /∈ Γ2(p

k) es claro que g /∈ Ker(h0), es
decir, h0(g) 6= eK , como queŕıa demostrarse.

Recordemos que dado n ∈ N, el conjunto U(n) denota a la familia de
matrices complejas de tamaño n × n tales que AA∗ = En, donde En es la
identidad de tamaño n×n y A∗ es la transpuesta conjugada de A. Es sabido
que U(n) es un grupo con el producto usual de matrices. Dicho grupo es
llamado Grupo Unitario de Grado n, y cada matriz en este grupo es llamada
Matriz Unitaria (o simplemente Unitaria). Observe que si A ∈ U(n) entonces
A−1 = A∗. Se tiene además la siguiente equivalencia: A ∈ U(n) si y sólo si
los renglones de A forman una base ortonormal de Cn (equivalentemente, si
las columnas forman una base ortonormal de Cn). Si GL(n,C) es el grupo
general lineal de grado n, es decir, el grupo de matrices invertibles de n× n
con entradas complejas, podemos equipar naturalmente a GL(n,C) con la
topoloǵıa heredada de R2n2

. Se tiene que GL(n,C) es un grupo topológico y
U(n) resulta ser un subgrupo topológico de GL(n,C).

La prueba de la siguiente proposición depende de un hecho conocido en
álgebra lineal; toda matriz unitaria A ∈ U(n) es unitariamente equivalente a
una matriz diagonal. Esto significa que existen U ∈ U(n) y D matriz diagonal
de n× n tales que UAU∗ = D. En consecuencia también D ∈ U(n).
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2.12 Proposición. Dada A ∈ U(n), existe ψ : [0, 1] → U(n) continua tal
que ψ(0) = En y ψ(1) = A.

Demostración. Por lo dicho anteriormente, existen U ∈ U(n) y D matriz
diagonal de n × n tales que UAU∗ = D. Supongamos que d1, ..., dn son

las entradas en la diagonal de D. Como D−1 = D∗ tenemos que
1

dk
= dk,

equivalentemente, 1 = dk · dk = |dk|2, es decir, |dk| = 1 para toda k ∈
{1, ..., n}. Por lo tanto, para cada k ∈ {1, ..., n} existe λk ∈ [0, 1) tal que
dk = e2πiλk . Definamos dk(t) = e2πitλk para toda t ∈ [0, 1] y k ∈ {1, ..., n}.
Si t ∈ [0, 1], sea D(t) la matriz diagonal cuyas entradas en la diagonal son
d1(t), ..., dn(t).

Notemos que
1

dk(t)
= dk(t) para cada k ∈ {1, ..., n}, y por tanto D(t) ·

D(t)∗ = En, es decir D(t) ∈ U(n). Por construcción D(0) = En y D(1) = D.
Además, se tiene que la función t 7→ D(t) es continua en [0, 1], ya que cada
función coordenada es continua (por la continuidad de la función exponen-
cial). Definimos ψ : [0, 1] → U(n) dada por ψ(t) = UD(t)U∗. Dicha función
es continua porque la función que resulta de multiplicar constantes lo es, y
por construcción cumple que ψ(0) = En y ψ(1) = UDU∗ = A.

Tras haber enunciado y demostrado estos resultados, podemos ahora de-
mostrar que el grupo F (X) es isomorfo, como grupo, a Fa(X).

2.13 Teorema. Sea X un espacio de Tychonoff. El grupo topológico libre
F (X) es algebraicamente isomorfo a Fa(X). Además, los homomorfismos de
F (X) en U(n) separan puntos de F (X).

Demostración. Ya hemos demostrado que el grupo topológico libre F (X)
existe y que además podemos suponer que 〈X〉 = F (X).

La función identidad IdX : X → X puede ser vista como una función
de X en F (X), y por la propiedad del grupo libre ésta se extiende a un
homomorfismo i : Fa(X)→ F (X). Si x ∈ F (X) = 〈X〉, existen z1, .., zk ∈ X
y r1, ..., rn ∈ Z tales que x = zr11 · ... · zrnn . Luego, como i es un homomorfismo
que actúa como la identidad en los elementos de X, entonces

i(zr11 · ... · zrnn ) = i(z1)
r1 · ... · i(zn)rn = x.
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Por tanto i es sobreyectiva. Probaremos ahora que el núcleo de i es trivial,
esto probará que i es un isomorfismo algebraico.

Sea w ∈ Fa(X) \ {e} una palabra no vaćıa en su forma reducida. Hallare-
mos φ : F (X)→ U(n) un homomorfismo continuo tal que φ(i(w)) 6= En para
algún n ∈ N, ya que esto implicará en particular que i(w) 6= e y el teorema
quedará demostrado.

Por la Proposición 2.11 existe un homomorfismo Fa(X) → K con K un
grupo finito tal que h(w) 6= eK . Por el Teorema de Cayley [1], el grupo
K es isomorfo a un subgrupo de Sn, con n = |K|. Más aún, se tiene que
Sn también es isomorfo a un subgrupo de U(n). Efectivamente, para cada
π ∈ Sn sea Aπ : Cn → Cn el operador lineal definido por Aπ(ei) = eπ(i) para
cada i ∈ {1, ..., n}, donde {e1, ..., en} es la base estándar de Cn. Consideremos
la función A : Sn → U(n) definida como sigue. Para cada π ∈ Sn, A(π) es
la matriz cuyos renglones son Aπ(e1), ..., Aπ(en) (en este orden). Notemos
que A está bien definida, esto es, A(π) es una matriz unitaria, ya que sus
renglones forman el conjunto {eπ(1), ..., eπ(n)} que es la base estándar de Cn,
en particular una base ortonormal de Cn. La relación Aπ · Aµ = Aπ◦µ para
cualesquiera π, µ ∈ Sn asegura que A es monomorfismo. Luego Sn es isomorfo
a subgrupo de U(n). Por todo lo anterior, podemos suponer que K es un
subgrupo de U(n).

Supongamos que w = xε11 ·...·xεmm con x1, ..., xm ∈ X y ε1, ..., εm ∈ {−1, 1}.
Por lo dicho anteriormente, podemos suponer que h(x1), ..., h(xn) ∈ U(n).
Aplicando la Proposición 2.12, para cada k ∈ {1, ...,m} existe φk : [0, 1] →
U(n) continua tal que φk(0) = En y φk(1) = h(xk), si ocurriera que h(xi) =
h(xj) por simplicidad escogemos φi = φj para todos los i, j ∈ {1, ...,m}.
Como X es Hausdorff, existen abiertos V1, ..., Vm ⊆ X tales que xi ∈ Vi,
Vi ∩ Vj = ∅ si xi 6= xj y Vi = Vj si xi = xj para todos los i, j ∈ {1, ...,m}.
Como X es completamente regular, existen ψ1, ..., ψm : X → [0, 1] continuas
tales que, para cada k ∈ {1, ...,m} se tiene que φk(xk) = 1, ψk(X \Vk) ⊆ {0}
y ψi = ψj si xi = xj para todos los i, j ∈ {1, ...,m}.

Consideremos F := X \
⋃m
k=1 Vk, se tiene que ψk(x) = 0 para todo x ∈ F

y k ∈ {1, ...,m}. Para cada k ∈ {1, ...,m} sea gk := φk ◦ ψk, en particular se
tiene que gk(xk) = h(xk) y gk(x) = En si x ∈ F . Sea ahora f : X → U(n)
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definida por la regla

f(x) =

{
gk(x) si x ∈ Vk
En si x ∈ F

Veremos que f es continua. Efectivamente, sea x ∈ X y sea U ⊆ U(n) un
abierto tal que f(x) ∈ U . Si x ∈ Vk para algún k, entonces f(x) = gk(x) ∈ U
y por la continuidad de gk, existe un abierto U ′ ⊆ X tal que x ∈ U y gk(U

′) ⊆
U . Sea U0 = U ′ ∩ Vk el cual es abierto, entonces x ∈ U0 y f(U0) = gk(U0) ⊆
gk(U

′) ⊆ U , lo cual prueba que f es continua en x. Por otro lado, si x ∈ F
entonces f(x) = En ∈ U , pero también gk(x) = En para todo k ∈ {1, ...,m},
por lo que por la continuidad de cada gk, existen U1, ..., Um ⊆ X abiertos
tales que x ∈

⋂m
k=1 Uk y gk(Uk) ⊆ U para cada k ∈ {1, ...,m}. Notemos

ahora que f (
⋂m
k=1 Uk) ⊆ U . En efecto, sea y ∈

⋂m
k=1 Uk. Si y ∈ F es claro que

f(y) = En ∈ U . Si y ∈ Vk para algún k, entonces f(y) = gk(y) ∈ gk(Uk) ⊆ U ,
lo cual prueba la contención deseada. Concluimos que f es continua en X.
Observe además que f(xk) = h(xk) para cada k ∈ {1, ...,m}. Ahora, por la
propiedad del grupo topológico libre F (X), la función f se extiende a un

homomorfismo continuo f̃ : F (X)→ U(n).

Notemos entonces que

f̃(i(w)) = f̃(xε11 · ... · xεmm ) = h(x1)
ε1 · ... · h(xm)εm = h(w) 6= En.

En particular, i(w) 6= e. Es decir que el núcleo de i es trivial.

Notemos que la prueba anterior no se puede dualizar al caso del grupo
topológico abeliano libre. Para ello, tendŕıamos que justificar que los gru-
pos con los que se trabajó en la prueba anterior son abelianos, pero esto es
falso (es fácil ver que ni Γ2(p

k) ni U(n) son abelianos). Demostraremos sin
embargo que el grupo topológico abeliano libre A(X) de X también resulta
ser algebraicamente isomorfo a Aa(X), el grupo abeliano libre de X, cuando
X es de Tychonoff. La demostración es relativamente más sencilla que en
el caso del grupo topológico libre no abeliano. Sólo necesitamos probar un
antes lema.

2.14 Lema. El ćırculo unitario complejo T := {z ∈ C : |z| = 1} contiene
un subgrupo algebraicamente isomorfo al grupo abeliano libre Aa(2

ω). En
particular, T contiene un subconjunto independiente de cardinalidad 2ω.
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Demostración. Sabemos que el espacio vectorial R sobre el campo Q tiene
dimensión 2ω. Sea X = {xα : α < 2ω} una base de este espacio con x0 = 1.
Sea π : R → T el homomorfismo definido por π(x) = e2πix. Notemos que
ker(π) = Z. Afirmamos que el conjunto Y = {π(xα) : 0 < α < 2ω} satisface
que 〈Y 〉 ∼= Aa(2

ω). Equivalentemente, veremos que 〈Y 〉 no tiene relaciones
salvo las triviales.

En efecto. Sean 0 < α1, ..., αn < 2ω tales que αi 6= αi+1 para cada i ∈
{1, ..., n− 1} y k1, ..., kn ∈ Z \ {0}. Si xαi

= xαj
en la expresión k1xα1 + ...+

knxαn podemos factorizar a los sumandos en los que aparezcan xαi
= xαj

para reducirla, de modo que podemos suponer que xαi
6= xαj

para todos
los i, j distintos. Si ocurriera que k1xα1 + ... + knxαn = k ∈ Z, entonces
k1xα1 + ...+knxαn−k = 0, lo cual implicaŕıa que el conjunto {xα1 , ..., xαn , 1}
es linealmente dependiente, contradiciendo la independencia de X. Por tanto
k1xα1 + ...+knxαn /∈ Z y aśı π(α1)

k1 · ... ·π(xαn)kn = π(k1xα1 + ...+knxαn) 6= 1.

2.15 Teorema. Sea X un espacio de Tychonoff. Entonces A(X) es algebrai-
camente isomorfo a Aa(X)

Demostración. Recuerde que la existencia de A(X) está garantizada por
ser X de Tychonoff. Además X ⊆ A(X) satisface que 〈X〉 = A(X) por lo
que será suficiente demostrar que 〈X〉 ∼= Aa(X), o equivalentemente, que si
x ∈ 〈X〉 con su expresión normal x = k1x1 + ... + knxn con x1, ..., xn ∈ X
distintos por pares y k1, ..., kn ∈ Z \ {0} entonces x 6= 0.

Por el Lema 2.14 en T podemos hallar un conjunto independiente de
cardinalidad 2ω, en particular podemos considerar un conjunto independiente
de cardinalidad n, digamos que {t1, ..., tn} ⊆ T es uno de los tales conjuntos.
Vamos a demostrar que existe una función f : X → T continua con f(xi) = ti
para cada i ∈ {1, ..., n}.

Efectivamente, como X es de Tychonoff para cada j ∈ {1, ..., n} existe
una función gj : X → [0, 1] continua tal que gj(xj) = 1 y gj(xk) = 0 si
k ∈ {1, ..., n} \ {j}. Como tj ∈ T existe λj ∈ [0, 1) tal que tj = e2iπλj para
cada j ∈ {1, ..., n}. Definamos entonces f : X → T dada por

f(x) = e2iπ
∑n

j=1 λjgj(x).
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Notemos que f es continua porque es composición de funciones continuas
y se cumple que f(xi) = ti para toda i ∈ {1, ..., n}. Por la propiedad del
grupo topológico abeliano libre f se extiende a un homomorfismo continuo
f̃ : A(X)→ T, de manera que

f̃(k1x1 + ...+ knxn) = f(x1)
k1 · ... · f(xn)kn = tk11 · ... · tknn 6= 1

pues {t1, .., tn} es independiente. Necesariamente k1x1 + ...+ knxn 6= 0. Esto
demuestra el teorema.

2.16 Observación. Los Teoremas 2.13 y 2.15 nos permiten concluir que
G(X) es isomorfo algebraicamente a Ga(X). Considere un isomorfismo de
grupos φ : G(X) → Ga(X). Si τ es la topoloǵıa del grupo topológico libre
G(X), podemos inducir una topoloǵıa en Ga(X) declarando abiertos a los
subconjuntos U ⊆ Ga(X) tales que φ−1(U) es abierto en G(X). Resulta
que esta topoloǵıa sobre Ga(X) es compatible con las operaciones de grupo,
de modo que Ga(X) se vuelve un grupo topológico para el cual φ es un
isomorfismo topológico. Como grupos topológicos que son topológicamente
isomorfos tienen las mismas propiedades tanto algebraicas como topológicas,
lo anterior nos permite suponer, de ahora en adelante, que el grupo topológico
libre es el grupo Ga(X), equipado con la topoloǵıa del grupo topológico libre.

2.4. Una relación entre F (X) y A(X)

Recuerde que, debido al Teorema 2.5, sabemos que X es subespacio G(X).
Dicho de otra forma, si τG(X) es la topoloǵıa del espacio G(X), entonces
τG(X)�X = τX , donde τX es la topoloǵıa del espacio X y

τG(X)�X := {A ∩X : A ∈ τG(X)}.

Es decir, la topoloǵıa de G(X) induce en X su topoloǵıa original. Como
una consecuencia de la Observación 2.16, demostraremos que la topoloǵıa
de G(X) es la topoloǵıa de grupo (es decir, compatible con las operaciones
de grupo) más fina sobre el grupo libre Ga(X) con la anterior propiedad.
En lo que sigue, como hemos hecho anteriormente, denotaremos con τZ a la
topoloǵıa de Z, para Z cualquier espacio topológico.
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2.17 Teorema. Sea X un espacio y sea τ = τG(X) la topoloǵıa del grupo
topológico libre G(X). Entonces τ es la topoloǵıa de grupo más fina en Ga(X)
tal que τ�X = τX , donde τX es la topoloǵıa del espacio X.

Demostración. Ya hemos explicado porqué τ�X = τX . Para demostrar la
otra parte, sea τ ′ una topoloǵıa de grupo en Ga(X) tal que τ ′�X = τX . Co-
mo τX = τ ′�X , podemos considerar a la función identidad i : (X, τ�X) →
(X, τ ′�X). Dicha función es claramente continua. Además i puede ser consi-
derada como función de (X, τ�X) en (Ga(X), τ ′) y la continuidad se conserva.
Por la propiedad del grupo topológico libre G(X), i se extiende a un homo-
morfismo continuo ĩ : (Ga(X), τ) → (Ga(X), τ ′), donde hemos usado que el
grupo topológico G(X) es precisamente (Ga(X), τ), por la Observación 2.16.

Verifiquemos ahora que ĩ es la función identidad. Efectivamente, notemos
que si x ∈ Ga(X) \ {e}, por la estructura de grupo libre sabemos que x se
expresa en su forma normal como x = xr11 · ... · xrnn , donde x1, ..., xn ∈ X y
r1, ..., rn ∈ Z \ {0}. Como ĩ es homomorfismo e ĩ(xk) = i(xk) = xk para todo
k ∈ {1, ..., n}, se tiene que ĩ(x) = x, lo cual prueba la afirmación. Finalmente,
notemos que la continuidad de ĩ implica que todo abierto de τ ′ es abierto en
τ , esto es, τ ′ ⊆ τ . Por tanto τ es la topoloǵıa de grupo más fina sobre Ga(X)
que induce en X su topoloǵıa original.

El Teorema 2.17 será usado con frecuencia. Una consecuencia de él es la
siguiente. Recuerde que dada una función entre espacios topológicos f : X →
Y , diremos que f es una función cociente, o simplemente que es cociente, si
f es continua, sobreyectiva y para todo U ⊆ Y tal que f−1(U) es abierto en
X, se tiene que U es abierto en Y .

2.18 Corolario. Sea f : X → Y una función continua entre espacios de
Tychonoff. Entonces f admite una extensión a un homomorfismo continuo
f̃ : G(X) → G(Y ). Más aún, si f es cociente entonces f̃ es una función
abierta.

Demostración. La primera parte de este corolario es una técnica que ya
hemos usado unas cuantas veces, pero que vale la pena remarcar: como Y
está encajado en G(Y ), f puede ser vista como una función continua de X
en G(Y ), y por la propiedad del grupo topológico libre f se extiende a un

homomorfismo continuo f̃ : G(X)→ G(Y ).
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Supongamos ahora que f es cociente y demostremos que f̃ es una función
abierta. Notemos primero que f̃ debe ser sobreyectiva, ya que si y ∈ G(Y ) con
forma normal y = yr11 · ... · yrnn , como f es sobreyectiva existen x1, ..., xn ∈ X
tales que f(xi) = yi para cada i, y por tanto, como f̃ es homomorfismo,

tenemos que f̃(xr11 · ... · xrnn ) = y. Sea ahora τq la familia de las imágenes

f̃(U) donde U es abierto en G(X). Por el Teorema 1.19, tenemos que τq
es una topoloǵıa de grupo en Ga(Y ). Notemos además que si τ = τG(Y ),
entonces se tiene que τ ⊆ τq, ya que si V ∈ τ entonces por la continuidad y

sobreyectividad de f̃ se tiene V = f̃(f̃−1(V )) ∈ τq.

Demostraremos ahora que la contención τq ⊆ τ también se tiene. Por el
Teorema 2.17, bastará demostrar que τq induce en Y su topoloǵıa original,
esto es, que τq�Y = τY . Notemos que como τ ⊆ τq entonces τ�Y ⊆ τq�Y , pero
τ�Y = τY y por tanto τY ⊆ τq�Y , lo cual nos da una contención. Para mostrar
la otra contención, consideremos V ∈ τq�Y . Luego, existe U ⊆ G(X) abierto

tal que V = f̃(U)∩Y . Sea N = ker(f̃), afirmamos que f−1(V ) = X∩NU . En

efecto, z ∈ f−1(V ) entonces f(z) ∈ V = f̃(U) ∩ Y , por ello existe u ∈ U tal
que f(z) = f(u) y entonces z ∈ NU . Por otro lado, si w ∈ X ∩NU entonces

w = nu0 con n ∈ N y u0 ∈ U y por lo tanto f(w) = f̃(w) = f̃(u0) ∈ V , lo
cual demuestra la afirmación. Luego, se tiene que f−1(V ) es abierto en X y
como f es cociente, V debe ser abierto en Y , esto es, V ∈ τY .

De la afirmación se sigue que τq = τ . Pero esto significa que f̃ es una

función abierta, pues si U ⊆ G(X) es abierto entonces f̃(U) ∈ τq = τ .

Otra versión del corolario anterior se puede enunciar de la siguiente ma-
nera.

2.19 Corolario. Sea f : X → G una función cociente de un espacio de
Tychonoff X en un grupo topológico G. Entonces el homomorfismo continuo
f : G(X)→ G que extiende a f es abierto.

Demostración. Consideremos la identidad i : G → G y extendámosla a
un homomorfismo continuo i : G(G) → G. Sea f̃ : G(X) → G(G) el ho-
momorfismo continuo del Corolario 2.18, el cual sabemos que es una función
abierta. Nótese que f = i ◦ f̃ , pues si xr11 · ... · xrnn ∈ G(X) es una palabra en
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su forma normal, entonces

i(f̃(xrn1 ·...·xrnn )) = i(f(x1)
r1 ·...f(xn)rn) = f(x1)

r1 ·...·f(xn)rn = f(xr11 ·...·xrnn )

Aśı que para demostrar que f es una función abierta, será suficiente de-
mostrar que i : G(G)→ G es una función abierta.

En efecto: por la Proposición 1.12 será suficiente ver que si U es un abierto
en G(G) que tiene al neutro e, entonces i(U) es una vecindad del neutro en
G. Sea x ∈ G fijo, como x−1x = e entonces existe un abierto V que tiene a x
en G tal que x−1V ⊆ U . Entonces se tiene que e ∈ x−1V = i(x−1V ) ⊆ i(U).

Podemos establecer ahora una relación entre el espacio F (X) y el espacio
A(X).

Recordemos que dado un grupo G, se define el subgrupo derivado G′ como
el subgrupo generado por todos los conmutadores de G, esto es, G′ es el
subgrupo generado por todos los elementos de la forma x−1y−1xy donde
x, y ∈ G. Es fácil demostrar que G′ es un subgrupo normal de G y que el
cociente G/G′ es un grupo abeliano.

2.20 Teorema. Sea K el subgrupo derivado de F (X). Entonces K es cerrado
en F (X) y A(X) ∼= F (X)/K (es decir, A(X) es topológicamente isomorfo a
F (X)/K).

Demostración. Sea i : X → X la función identidad y sea φ : F (X) →
A(X) el homomorfismo continuo que extiende a i.

Verifiquemos que ker(φ) = K. Efectivamente: notemos que si x, y ∈
F (X), entonces φ(x−1y−1xy) = −φ(x)− φ(y) + φ(x) + φ(y) = 0. Luego cada
conmutador pertenece al núcleo de φ, por lo que al tomar el subgrupo ge-
nerado obtenemos que K ⊆ ker(φ). Definamos ahora φ : F (X)/K → A(X)
mediante φ(xK) = φ(x) para cada clase lateral xK ∈ F (x)/K. Notemos que
φ está bien definida, ya que si xK = yK entonces y−1x ∈ K ⊆ ker(φ), por lo
que φ(y−1x) = e, de donde φ(x) = φ(y). Además, es claro que φ es homomor-
fismo, pues φ(xKyK) = φ(xy) = φ(x) + φ(y) = φ(xK) + φ(yK). Definamos
g : A(X)→ F (X)/K mediante g(k1x1 + ... + knxn) = (xk11 · ... · xknn )K para
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cada palabra en su forma normal k1x1 + ... + knxn ∈ A(X). Notemos que si
k1x1 + ...+ knxn ∈ A(X) entonces

φ(g(k1x1 + ...+ knxn)) = φ(xk11 · ... · xknn )

= k1φ(x1) + ...+ knφ(xn)

= k1x1 + ...+ knxn

Análogamente si (xr11 · ... · xrnn )K ∈ F (X)/K entonces

g(φ((xr11 · ...xrnn )K)) = g(r1φ(x1) + ...+ rnφ(xn))

= g(r1x1 + ...+ rnxn)

= (xr11 · ... · xrnn )K

Lo anterior muestra que φ es invertible, luego es isomorfismo. Sea ahora
z ∈ ker(φ), entonces φ(zK) = φ(z) = 0, y como φ es isomorfismo, entonces
zK = K, es decir, z ∈ K. Esto nos da la otra contención y prueba que
Ker(φ) = K. En particular K es cerrado, pues K = φ−1(0).

Mostraremos que φ es una función abierta. En efecto, notemos primero
que φ es sobreyectiva, ya que si x = k1x1 + ... + knxn ∈ A(X) entonces
φ(xk11 · ... · xknn ) = x. Consideremos τq la familia de todas las imágenes φ(U)
con U ⊆ F (X) abierto. Por la Proposición 1.19, τq es una topoloǵıa de grupo
sobre Aa(X). Notemos que si τ = τA(X), entonces τ ⊆ τq, ya que si V ∈ τ
entonces V = φ(φ−1(V )) ∈ τq. Para ver que τq ⊆ τ , por el Teorema 2.17
bastará mostrar que τq�X = τX . Como ya sabemos que τ ⊆ τq entonces τX =
τ�X ⊆ τq�X . Para ver la otra contención, sea V ∈ τq, digamos V = X ∩φ(U),
siendo U ⊆ F (X) abierto y supongamos que x ∈ V . Sea z ∈ U tal que φ(z) =
x y definamos W := X ∩ xz−1U , entonces W es un abierto en X, y además
x ∈ W , pues x = xz−1z. Además W = φ(W ) ⊆ X ∩ φ(xz−1)φ(U) = V . Esto
prueba que V ∈ τX . Concluimos que τq = τ , pero esto indica precisamente
que φ es una función abierta.

En resumen, hemos comprobado que Ker(φ) = K y que φ es una función
abierta. Entonces por el Teorema 1.27 (Teorema de Isomorfismo) tenemos
que F (X)/K ∼= A(X).
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2.5. Propiedades topológicas de G(X)

A modo de introducción a esta sección daremos un pequeño ejemplo de
dos propiedades que los grupos topológicos libres nunca tienen.

Recordemos que dado un grupo topológico G, decimos que G es precom-
pacto (o también conocido como totalmente acotado) si para cada vecindad
V ⊆ G de eG existe un subconjunto finito A ⊆ G tal que AV = G = V A. Por
la Proposición 1.13, sabemos que si f : G → H es un epimorfismo continuo
entre grupos topológicos y G es precompacto, entonces H es precompacto.
Considere el grupo abeliano (Z,+) equipado con la topoloǵıa discreta, esto
resulta ser un ejemplo de un grupo topológico que no es precompacto. En
efecto, {0} es una vecindad de 0 tal que para todo A ⊆ Z finito se tiene que
A+ {0} 6= Z 6= {0}+ A, pues Z es infinito.

2.21 Proposición. Sea X un espacio topológico. Entonces G(X) no es ni
conexo ni precompacto.

Demostración. Consideremos la función f : X → Z de X en el grupo
topológico (Z,+) (equipado con la topoloǵıa discreta) definida por f(x) = 1
para todo x ∈ X. Claramente f es continua, porque es una función constante.
Sea f̃ : G(X) → Z el homomorfismo continuo que extiende a f . Notemos

que si m ∈ Z y x ∈ X es fijo, entonces f̃(xm) = mf(x) = m, lo cual muestra

que f̃ es epimorfismo. Por lo mencionado antes de esta proposición, si G(X)
fuese precompacto, entonces Z seŕıa precompacto, lo cual es falso y por lo
tanto G(X) no es precompacto. El mismo argumento claramente sirve para la
conexidad, ya que Z no es conexo, pues ésta es una propiedad que se conserva
bajo imágenes continuas.

La proposición anterior fue un ejemplo muy sencillo de dos propiedades
que G(X) nunca tiene. Nuestro objetivo es seguir estudiando las propiedades
topológicas de dicho espacio topológico.

Introducimos la siguiente notación que será útil para seguir con este ob-
jetivo. Recuerde primero que llamamos una palabra (no vaćıa) reducida en
Ga(X) a una expresión de la forma xε11 · ... · xεnn donde cada εi ∈ {−1, 1} y n
es llamada la longitud de dicha palabra. Ahora bien, para cada n ≥ 0, defina-
mos Bn(X) como el subespacio de G(X) que consiste de todas las palabras
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reducidas de longitud menor o igual que n, con respecto a la base libre X (no-
temos que B0(X) = {e}). Sea Cn(X) = Bn(X) \ Bn−1(X) para cada n ≥ 1,
esto es, Cn(X) es el subespacio que consiste de todas las palabras reducidas

de longitud exactamente n. Definamos también X̃ = X ⊕ {e} ⊕ X−1, don-
de el śımbolo ⊕ denota la suma topológica usual de los espacios (disjuntos)
X,X−1 y {e}, donde {e} está equipado (necesariamente) con la topoloǵıa
discreta y X−1 está equipado con la topoloǵıa τX−1 := {U−1 : U ∈ τX}. Es
fácil notar que X−1 resulta un espacio homeomorfo a X, y es por tanto una
copia ajena de este espacio. Finalmente, para cada n ≥ 0, consideremos la
función in : X̃n → G(X) definida por in(x1, ..., xn) = x1 · ... · xn para cada

(x1, ..., xn) ∈ X̃n. A menudo la función in será llamada función multiplica-
ción. Considere también C∗n(X) := i−1n (Cn(X)). Debido a que in está definida
en términos del producto en G(X), es normal pensar que es una función con-
tinua. Formalizamos este hecho y otro más en el siguiente lema.

2.22 Lema. Sea X un espacio y n ≥ 1. Entonces la función in : X̃n → G(X)

es continua y además in(X̃n) = Bn(X).

Demostración. Para ver que in es continua, tomamos un punto (x1, ..., xn)

en el espacio X̃n y un abierto U ⊆ G(X) tal que in(x1, ..., xn) = x1·...·xn ∈ U .
Siendo G(X) un grupo topológico, existen V1, ..., Vn ⊆ G(X) abiertos tales
que xk ∈ Vk para cada k ∈ {1, ..., n} y V1 · ... · Vn ⊆ U . Por la Propo-
sición 2.7, G(X) y G(X−1) son topológicamente isomorfos. Identificamos
estos dos espacios como uno solo, de modo que podemos aplicar el Teo-
rema 2.17 para obtener que si τ es la topoloǵıa del espacio G(X), enton-
ces τ�X = τX y τ�X−1 = τX−1 , esto implica que si k ∈ {1, ..., n} enton-
ces Vk ∩ X ∈ τX y Vk ∩X−1 ∈ τX−1 . Para cada k ∈ {1, ..., n} definimos
Wk como Vk ∩ X si xk ∈ X, o bien Vk ∩X−1 si xk /∈ X y xk ∈ X−1, o
bien {e} si xk = e. Claramente Wk es un abierto del espacio X̃ tal que
xk ∈ Wk para cada k, entonces se cumple que (x1, ..., xn) ∈ W1 × ...×Wk y
in(W1 × ...×Wn) = W1 · ... ·Wn ⊆ V1 · ... · Vn ⊆ U . Esto prueba la continui-
dad de in.

Demostraremos ahora la igualdad in(X̃n) = Bn(X). Sea x ∈ in(X̃n),

luego existen x1, ..., xn ∈ X̃ tal que x = x1 · ... · xn, por lo cual x es una
palabra cuya longitud en su forma reducida es menor o igual que n, esto
es, x ∈ Bn(X). Rećıprocamente, sea z ∈ Bn(X), esto es, z es una palabra
reducida de longitud menor o igual que n (con respecto a la base libre X),
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digamos z = zε11 · ... · zεmm con m ≤ n. Definimos zm+1 = ... = zn = e, entonces
se tiene que in(zε11 , ..., z

εm
m , zm+1, ..., zn) = z, lo cual nos da la otra contención.

2.23 Teorema. Sea X un espacio y n ≥ 1.

1. Los conjuntos Bn(X) y in(Xn) son cerrados en G(X). En particular,
i1(X

1) = X es cerrado en G(X)

2. En el caso de F (X), la función in�C∗n(X) : C∗n(X) → Cn(X) es un
homeomorfismo.

Demostración. Como X es de Tychonoff, podemos considerar su compac-
tación de Stone-Cech βX y considerar a X como un subespacio de dicha
compactación. Sea i : X → βX la inclusión, la cual es continua, y sea
ĩ : G(X)→ G(βX) una extensión de i a un homomorfismo continuo (recuer-
de que βX es un espacio de Tychonoff). Debido a que X ⊆ βX, es fácil notar
que G(X) ⊆ G(βX). Notemos ahora que ĩ debe ser la inclusión, ya que si
x = xr11 · ... · xrnn ∈ G(X) entonces ĩ(x) = i(x1)

r1 · ... · i(xn)rn = x. Dicho de
otra forma, la propiedad del grupo libre implica que la inclusión de G(X) en
G(βX) es continua.

1. Sea K := βX ⊕{e}⊕ (βX)−1. Para cada n ≥ 1, sea i∗n : Kn → G(βX)
definida por i∗n(y1, ..., yn) = y1 · ... · yn. El Lema 2.22 nos garantiza que
i∗n es continua. Además, si n ≥ 1 se tiene que i∗n�X̃n = ĩ ◦ in, ya que

si x1, ..., xn ∈ X̃ entonces ĩ(in(x1, ..., xn)) = x1 · ... · xn = i∗n(x1, ..., xn).
Por el Lema 2.22, para n ≥ 1 sabemos que Bn(βX) = i∗n(Kn) y como
Kn es compacto (pues K es suma de tres espacios compactos y además
el producto de espacios compactos es compacto), por la continuidad de
i∗n se tiene que Bn(βX) es compacto. En particular, como G(βX) es
Hausdorff, entonces Bn(βX) es cerrado en G(βX).

Afirmamos ahora lo siguiente: ĩ(Bn(X)) = ĩ(G(X))∩Bn(βX). En efec-
to, sea z ∈ ĩ(Bn(X)), entonces existe w ∈ Bn(X), digamos z = ĩ(w) = w.
En particular, z ∈ ĩ(G(X)) y como z = w ∈ Bn(X), digamos z =
xε11 · ... · xεmm con x1, ..., xn ∈ X ⊆ βX, entonces z ∈ Bn(βX). Rećıpro-
camente, sea x ∈ ĩ(G(X)) ∩ Bn(βX), entonces existe y ∈ G(X) tal
que x = ĩ(y) = y y y tiene forma reducida y = ys11 · ... · y

sk
k con k ∈ N,
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pero como x ∈ Bn(βX), necesariamente k ≤ n, lo que muestra que
x ∈ ĩ(Bn(X)).

De la afirmación anterior y como Bn(βX) es cerrado en G(βX), se
sigue que ĩ(Bn(X)) es cerrado en ĩ(G(X)). Siendo ĩ continua e inyec-
tiva, se sigue que ĩ−1(̃i(Bn(X))) = Bn(X) es cerrado en G(X). Análo-
gamente, se demuestra que ĩ(in(Xn)) = ĩ(G(X)) ∩ i∗n((βX)n). Siendo
i∗n((βX)n) compacto por ser imagen continua de un compacto, se tiene
que ĩ(in(Xn)) es cerrado en ĩ(G(X)). Por lo tanto, siendo ĩ continua
e inyectiva se tiene que in(Xn) es cerrado en G(X). Finalmente, como
i1(X

1) = X, se concluye que éste es cerrado en G(X).

2. Verifiquemos primero que f := in�C∗n(X) : C∗n(X) → Cn(X) es biyec-
tiva (ya sabemos que es continua). Notemos primero que f(C∗n(X)) =
in(i−1n (Cn(X))) ⊆ Cn(X). Para ver la otra contención sea z ∈ Cn(X),
y supongamos que z = xε11 · ... · xεnn tiene longitud exactamente n, por
lo que (xε11 , ..., x

εn
n ) ∈ C∗n(X) y f((xε11 , ..., x

εn
n )) = z. Esto muestra que

f es sobreyectiva. Para ver la inyectividad, sean x = (xε11 , ..., x
εn
n ) y

y = (yδ11 , ..., y
δn
n ) elementos de C∗n(X) tales que f(x) = f(y), entonces

xε11 · ... ·xεnn = yδ11 · ... ·yδnn . Como estamos trabajando en F (X), tenemos
que xi = yi para cada i ∈ {1, ..., n}.
Finalmente, veamos que f es una función abierta. Utilizando la nota-
ción del inciso anterior, como el dominioKn de i∗n es compacto, entonces
i∗n : Kn → F (βX) es continua y cerrada. De la misma forma que con f ,
es fácil notar que la función g := i∗n�C∗n(βX) : C∗n(βX)→ Cn(βX) es bi-
yectiva. Por lo anterior, g es un homeomorfismo. Sea ahora U ⊆ C∗n(X)
abierto y sea V ⊆ C∗n(βX) abierto tal que U = V ∩C∗n(X). Como g es
homeomorfismo y ĩ ◦ in = i∗n�X̃n , tenemos que el conjunto

ĩ(in(U)) = i∗n(V ) ∩ i∗n(C∗n(X)) = i∗n(V ) ∩ ĩ(Cn(X))

es abierto en ĩ(Cn(X)). Por tanto su preimagen bajo ĩ es abierta, es
decir, in(U) es un abierto de Cn(X). Esto demuestra que f es abierta.

Observe que el inciso (2) del Teorema 2.23 anterior no puede generalizarse
al caso de A(X). Esto porque si X es un conjunto de al menos dos elementos,
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entonces la función in : X̃n → A(X) no es inyectiva a menos que n = 1. En
efecto, si x, y ∈ X con x 6= y y n > 1 entonces in(x, ..., x, y) = (n− 1)x+ y =
y + (n − 1)x = in(y, x, ..., x). No obstante, la función in�C∗n(X) : C∗n(X) →
Cn(X) es perfecta y abierta para cada n ≥ 1 (en el caso de A(X)), como
vemos en el siguiente resultado:

2.24 Teorema. En el caso de A(X), las funciones in�C∗n(X) : C∗n(X) →
Cn(X) y in�Xn : Xn → in(Xn) son perfectas y abiertas, para cada espacio
de Tychonoff X y cada natural n ≥ 1.

Demostración. Utilizaremos la misma notación que en la demostración
del Teorema 2.23. Primero notemos que la función i∗n : Kn → Cn(βX) es
perfecta, donde K = βX ⊕ {e} ⊕ (βX)−1. En efecto, claramente es sobre-
yectiva y continua, y como cada fibra f−1({y}) es cerrada, por ser Kn com-
pacto entonces f−1({y}) es compacto. Consideremos ahora Pn := ĩ(Cn(X)).
Entonces Pn ⊆ Cn(βX) y (i∗n)−1(Pn) = C∗n(X), de donde se concluye que
i∗n�C∗n(X) = ĩ ◦ in�C∗n(X) es también una función perfecta. Siendo esta compo-
sición una función perfecta, se tiene que in�C∗n(X) es perfecta.

Verificaremos ahora que las funciones in�C∗n(X) : C∗n(X) → Cn(X) y
in�Xn : Xn → in(Xn) son abiertas. Sea O un subconjunto abierto no vaćıo
de C∗n(X) y elijamos un punto arbitrario (xε11 , ..., x

εn
n ) ∈ O. Como Cn(X) =

Bn(X) \Bn−1(X), el cual es abierto en Bn(X) (pues Bn−1(X) es cerrado en

A(X)) y in es continua, entonces C∗n(X) = i−1n (Cn(X)) es abierto en X̃n. Por
lo tanto, podemos hallar abiertos U1, ..., Un de X tales que para cada i, j ≤ n,
xi ∈ Ui, si xi 6= xj entonces Ui ∩ Uj = ∅, y V := U ε1

1 × ...× U εn
n ⊆ U .

De las propiedades anteriores, se sigue que:

i−1n (in(V )) =
⋃
{Uπ(1) × ...× Uπ(n) : π ∈ Sn}

donde Sn es el grupo de funciones biyectivas de {1, ..., n} en śı mismo. Por

tanto i−1(in(V )) es abierto en X̃n y en particular en C∗n(X). Como in :
C∗n(X)→ Cn(X) es una función cociente (por ser perfecta [4]), entonces in(V )
es abierto en Cn(X). Por lo tanto in(O) es abierto en Cn(X). Finalmente,
como Xn = i−1n (in(Xn)), esto implica que in�Xn es una función abierta, como
queŕıa demostrarse.

El siguiente corolario del Teorema 2.23 muestra una gran cantidad de
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grupos topológicos que no son normales:

2.25 Corolario. Si X es un espacio de Tychonoff que no es normal, entonces
F (X) y A(X) tampoco son normales.

Demostración. Por el Teorema 2.23, X es un subespacio cerrado tanto
de F (X) como de A(X). Por tanto, si alguno de estos dos fuese normal,
entonces X lo seŕıa (recuerde que subespacios cerrados de espacios normales
son normales).

Recuerde que si X es un espacio topológico, entonces se define el peso de
una red de X como el cardinal infinito más pequeño tal que existe una red
sobre X con dicho cardinal. Usaremos nw(X) para denotar el peso de red
sobre X.

2.26 Corolario. Para cada espacio X de Tychonoff, nw(G(X)) = nw(X).

Demostración. Como X es un subespacio de G(X), entonces nw(X) ≤
nw(G(X)). Por otro lado, si X̃ = X⊕{e}⊕X−1, entonces nw(X̃) = nw(X)

y aśı nw(X̃n) = nw(X) para cada n ∈ ω. Como la función in : X̃n → Bn(X)

es continua y sobreyectiva, tenemos que nw(Bn(X)) ≤ nw(X̃n) = nw(X).
Finalmente, como G(X) =

⋃
n∈ω Bn(X), se sigue que nw(G(X)) ≤ nw(X) ·

ω = nw(X), lo cual nos da la desigualdad deseada.

El siguiente resultado caracteriza a los grupos topológicos libres que son
Lindelöf.

2.27 Teorema. Sea X un espacio de Tychonoff. Entonces G(X) es un es-
pacio Lindelöf si y sólo si Xn es Lindelöf para cada n ∈ N.

Demostración. Supongamos primero que G(X) es Lindelöf. Si n ∈ N es
fijo, por el Teorema 2.23 in(Xn) es un subespacio cerrado en G(X), por
lo tanto in(Xn) es Lindelöf. También hemos demostrado que la función
in�Xn : Xn → in(Xn) es perfecta (incluso es homeomorfismo en el caso en que
G(X) = F (X), debido a los Teoremas 2.23 y 2.24), y como el contradominio
es un espacio Lindelöf, entonces su dominio Xn es Lindelöf. Rećıprocamente,
supongamos que para cada n ∈ N el espacio Xn es un espacio Lindelöf. No-
temos ahora que, en particular, X̃ := X∪{e}∪X−1 es Lindelöf por ser suma
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topológica finita de espacios con esa propiedad (recuerde que X ∼= X−1). Lue-

go, X̃n es Lindelöf por ser unión finita de copias cerradas de espacios Xk con
k ≤ n. Finalmente, notemos que G(X) =

⋃∞
n=0Bn(X), con Bn(X) = in(X̃n)

es Lindelöf porque Bn(X) es imagen continua de un espacio con dicha propie-
dad. Aśı que G(X) es Lindelöf por ser unión numerable de espacios Lindelöf.

Los Teoremas 2.23 y 2.24 tienen como consecuencia otra propiedad in-
teresante:

2.28 Corolario. Sea X un espacio de Tychonoff y g = xε11 ·...·xεnn una palabra
en su forma reducida de G(X). Supongamos que Ui es vecidad abierta de xi
para toda i ∈ {1, ..., n} y que Ui ∩ Uj = ∅ si xi 6= xj para cualesquiera
i, j ∈ {1, ..., n}. Entonces el conjunto W := U ε1

1 · ... · U ε1
n es una vecidad

abierta de g en Bn(X). Más aún, la familia de los conjuntos W definidos de
esta forma es una base local de Bn(X) en el punto g.

Demostración. Por el Teorema 2.23, Bn−1(X) es un subconjunto cerrado
de G(X). Por lo tanto Cn(X) = Bn(X)\Bn−1(X) es un subconjunto abierto

en el subespacio Bn(X). Llamemos x := (xε11 , ..., x
εn
n ) ∈ X̃n. Claramento el

conjunto U := U ε1
1 × ... × U εn

n es abierto en X̃n, además x ∈ U y in(U) =
U ε1
1 · ...U εn

n ⊆ Cn(X). Por tanto U ⊆ C∗n(X). Por los Teoremas 2.23 y 2.24
tenemos que la función in�C∗n(X) : C∗n(X) → Cn(X) es abierta. Por lo tanto
W = in(U) es una vecindad abierta de g = in(x) en Cn(X), y por tanto en
Bn(X). Más aún, como los conjuntos de la forma U = U ε1

1 ·...·U εn
n forman una

base local en C∗n(X) en el punto x, entonces también los conjuntos W = in(U)
forman una base local en Cn(X) en el punto g = xε11 · ...xεnn . Como Cn(X)
es abierto en Bn(X), obtenemos la misma conclusión en el espacio Bn(X).

Las propiedades anteriores que poseen los grupos libres F (X) y A(X)
podŕıan sugerir la idea de que éstas son cercanas a las que posee el espacio
original X. Concluimos este caṕıtulo con un claro ejemplo donde esto no
sucede.

2.29 Corolario. Sea X un espacio de Tychonoff no-discreto. Entonces F (X)
no es primero numerable, y tampoco lo es A(X).
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Demostración. Supongamos que x∗ es un punto no aislado de X. En el
Teorema 2.20 se demostró que A(X) ∼= F (X)/K, donde K es el subgrupo
derivado de F (X). Es decir que A(X) es un cociente de F (X). De esta forma
si F (X) fuese primero numerable, también lo seŕıa F (X)/K por el Corolario
1.23. Por tanto es suficiente demostrar que A(X) no es primero numerable.
Para ello, será suficiente mostrar que no existe una base de vecindades en
el neutro 0 ∈ A(X). Por contradicción, supongamos que {Un : n ∈ N} es
una base de vecindades de e. Como se ha hecho con anterioridad, usaremos
la notación aditiva para el grupo abeliano A(X). Sea n ∈ N. Debido a que
2n(x∗ − x∗) = 2nx∗ − 2nx∗ = 0 ∈ Un, podemos hallar Vn vecindad abierta de
x∗ tal que 2n(Vn − Vn) ⊆ Un. Como x∗ es un punto aislado, podemos elegir
xn, yn ∈ Vn tales que yi 6= xn 6= yn 6= xi para cualesquiera n, i ∈ N. Por
lo tanto la sucesión (un) definida por un = 2n(xn − yn) ∈ Un converge a 0.
Mostraremos que esto lleva a una contradicción:

En efecto. Siendo X de Tychonoff, podemos construir una sucesión de
funciones continuas fn : X → R que satisface las siguientes propiedades para
cada n ≥ 1:

1. |fn| ≤
1

2n

2. fn(x∗) = fn(xk) = fn(yk) = fn(yn) = 0 para cada 1 ≤ k < n

3. fn(xn) = ± 1

2n
, donde fn(xn) y el número

∑n−1
k=1 fk(xn)− fk(yn) tienen

el mismo signo si n > 1.

Considere ahora a la función f : X → R definida por f =
∑∞

n=1 fn. De 1)
se sigue que f es continua (debido al criterio M de Weierstress), pues |f(z)| ≤∑∞

n=1

1

2n
para cada z ∈ X. Luego entonces ésta admite una extensión a un

homomorfismo continuo f̃ : A(X)→ R. Sea n ≥ 1. Entonces:

|f̃(un)| = 2n ·

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

(fk(xn)− fk(yn))

∣∣∣∣∣ = 2n ·

∣∣∣∣∣fn(xn) +
n−1∑
k=1

(fk(xn)− fk(yn))

∣∣∣∣∣
De lo cual se sigue que |f̃(un)| ≥ 2n · |fn(xn)| = 1. Se sigue entonces que la

sucesión (f̃(un) : n ∈ N) no puede converger a f̃(0) = 0, esto contradice la

continuidad de f̃ . En conclusión A(X) no es primero numerable.
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Caṕıtulo 3

Espacios M y A-equivalentes

3.1. Introducción

No es muy dif́ıcil demostrar que si X y Y son dos espacios topológi-
cos de Tychonoff homeomorfos, entonces F (X) y F (Y ) son topológicamente
isomorfos. De hecho, el homomorfismo continuo que resulta de extender el
homeomorfismo existente entre X y Y resulta ser un isomorfismo topológico
(véase Observación 3.6). Sin embargo, es posible construir un ejemplo de que
lo anterior no ocurre al revés. Es decir, no es necesariamente cierto que si
F (X) y F (Y ) son topológicamente isomorfos entonces X y Y son homeo-
morfos. De esta forma, se dice que dos espacios son M -equivalentes si ocurre
que sus grupos topológicos libres son topológicamente isomorfos. Análoga-
mente definiremos espacios A-equivalentes. En este caṕıtulo, estudiaremos la
noción de M -equivalencia y de A-equivalencia. Demostraremos las propieda-
des más básicas de estas relaciones. En la penúltima sección introducimos
dos métodos debidos a O. Okunev para construir espacios M -equivalentes.
Finalmente, usamos estas construcciones para mostrar ejemplos de propie-
dades topológicas que no se preservan por la M -equivalencia

53
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3.2. Propiedad del ĺımite directo

En general, decimos que una topoloǵıa de un espacio X está determinada
por una familia C ⊆ P(X) si se cumple que todo F ⊆ X es cerrado en X
si y sólo si F ∩ C es cerrado en C para todo C ∈ C. No es dif́ıcil notar que
esta condición es equivalente a que todo A ⊆ X es abierto si y sólo si lo
es A ∩ C en C para cada C ∈ C. Dado un espacio de Tychonoff, su grupo
topológico libre G(X) es unión creciente de la sucesión {Bn(X) : n ∈ ω} y
además los Bn(X) son cerrados (recuerde que Bn(X) denota al conjunto de
los elementos en G(X) cuya forma reducida tiene longitud menor o igual que
n respecto de la base X). Por ello, introducimos la siguiente definición.

3.1 Definición. El grupo topológico libre G(X) tiene la propiedad del ĺımite
directo si la topoloǵıa de G(X) está determinada por la familia {Bn(X) : n ∈
ω}. Si G(X) tiene la propiedad del ĺımite directo, diremos que G(X) es el
ĺımite directo de sus subespacios Bn(X) (n ∈ ω).

En general, dado un espacioX que es la unión creciente de una sucesión de
subconjuntos compactos {Xn : n ∈ ω}, si la topoloǵıa de X está determinada
por la sucesión {Xn : n ∈ ω}, entonces X es llamado kω-espacio, y X =⋃
n∈ωXn es una kω-descomposición de X. Una observación fácil de notar es

que todo kω-espacio es σ-compacto, pero la implicación rećıproca es falsa.
Por ejemplo, Q con su topoloǵıa usual es σ-compacto, pero es posible probar
que no admite una kω-descomposición. En lo que sigue, dado un espacio de
Tychonoff X y un subconjunto Y ⊆ X, vamos a usar la notación 〈Y 〉n :=
G(Y,X) ∩Bn(X), donde G(Y,X) es el subgrupo de G(X) generado por Y .

3.2 Teorema. Dado un espacio de Tychonoff X, el grupo topológico libre
G(X) tiene la propiedad del ĺımite directo si X es un kω-espacio. Además, si
X =

⋃∞
n=0Xn es una kω-descomposición paraX, entoncesG(X) =

⋃∞
n=0 〈Xn〉n

es una kω-descomposición de G(X).

Demostración. Sea X =
⋃
n∈ωXn una kω-descomposición de X. En lo que

sigue, e denotará al neutro del grupo G(X). Para cada n ≥ 1, consideremos

X̃n = Xn∪{e}∪X−1n y Kn = X̃n · ... · X̃n (el producto n-veces). Notemos que
〈Xn〉n = Kn es un subconjunto compacto deG(X), K−1n = Kn,Kn·Kn ⊆ K2n

para cada n ≥ 1, y G(X) =
⋃∞
n=1Kn.
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Sea τ ∗ la topoloǵıa en Ga(X) determinada por la familia {Kn : n ∈ N},
donde cada Kn está equipada con la topoloǵıa heredada de G(X). Dicho de
otra forma, O ⊆ G(X) pertenece a τ ∗ si y sólo si O ∩Kn es abierto en Kn

para cada n ≥ 1. Claramente, τ ∗ es una topoloǵıa más fina que τ , donde τ
es la topoloǵıa de G(X), además las restricciones de τ ∗ y τ en Kn coinciden
para cada n. Nuestro objetivo es mostrar que τ ∗ = τ . Para ello, verificaremos
que la familia τ ∗ es una topoloǵıa de grupo sobre Ga(X) y que induce en X
su topoloǵıa original.

Efectivamente, es claro que τ ∗ es una topoloǵıa sobre Ga(X). Como X ⊆
K1, de la definición de τ ∗ es claro que τ ∗�X = τX , donde τX es la topoloǵıa
original de X. Además, si U ∈ τ ∗ entonces U−1 ∈ τ ∗. En efecto, para cada
n ≥ 1 existe un abierto Vn en G(X) tal que U ∩ Kn = Vn ∩ Kn. Como Kn

coincide con K−1n , entonces

U−1 ∩Kn = U−1 ∩K−1n = (U ∩Kn)−1 = (Vn ∩Kn)−1 = V −1n ∩Kn.

Por lo cual, U−1 ∩ Kn es abierto en Kn, luego U−1 ∈ τ ∗. Por lo tanto,
es suficiente mostrar que si g, h ∈ Ga(X) y g · h ∈ U ∈ τ ∗, entonces existen
V,W ∈ τ ∗ tales que g ∈ V, h ∈ W y V ·W ⊆ U .

Escojamos un m ≥ 1 tal que g, h ∈ Km. Construiremos dos sucesiones
{Vn : n ≥ m} y {Wn : n ≥ m} que cumplan las siguientes tres propiedades
para cada n ≥ m :

1. Vn y Wn son abiertos en Kn

2. An = ClKn(Vn) ⊆ Vn+1 y Bn = ClKn(Wn) ⊆ Wn+1

3. An ·Bn ⊆ U.

La contrucción se hará por inducción empezando desde m. Por la conti-
nuidad de la multiplicación en G(X), existen abiertos V ′m y W ′

m en Km tales
que g ∈ V ′m, h ∈ W ′

m y V ′m ·W ′
m ⊆ U ∩K2m. Como Km es regular, podemos

encontrar abiertos Vm y Wm en Km tales que g ∈ Vm ⊆ ClKm(Vm) ⊆ V ′m y
h ∈ Wm ⊆ ClKm(Wm) ⊆ W ′

m.

Suponga ahora que para n ≥ m se han definido Vm, ..., Vn y Wm, ...,Wn

satisfaciendo las condiciones 1), 2) y 3). Por 3), los conjuntos An = ClKn(Vn)
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y Bn = ClKn(Wn) satisfacen An · Bn ⊆ U ∩ K2n. Como la multiplicación
· : Kn+1 × Kn+1 → K2n+2 es continua, existen abiertos V ′n+1 y W ′

n+1 en
Kn+1 tales que An ⊆ V ′n+1, Bn ⊆ W ′

n+1 y V ′n+1 · W ′
n+1 ⊆ U . Usando la

normalidad del espacio compacto Kn+1, podemos encontrar abiertos Vn+1 y
Wn+1 en Kn+1 tales que An ⊆ Vn+1 ⊆ ClKn+1(Vn+1) ⊆ V ′n+1 y Bn ⊆ Wn+1 ⊆
ClKn+1(Wn+1) ⊆ W ′

n+1.

Continuando este proceso, obtenemos las sucesiones

Vm ⊆ Vm+1 ⊆ ... ⊆ Vn ⊆ ...

y
Wm ⊆ Wm+1 ⊆ ... ⊆ Wn ⊆ ...

satisfaciendo las condiciones 1), 2) y 3). Definamos ahora V =
⋃∞
k=m Vk y

W =
⋃∞
k=mWk. Claramente, g ∈ V y h ∈ W . De 1) y 2) se sigue que

V ∩Kn =
⋃∞
k=n(Vk∩Kn) es abierto en Kn para cada n ≥ m, luego 1) implica

que V ∈ τ ∗. Similarmente W ∈ τ ∗. Finalmente, 2) y 3) implican que

V ·W =
∞⋃
k=m

(Vk ·Wk) ⊆
∞⋃
k=m

(Ak ·Bk) ⊆ U.

Aśı, hemos encontrado V,W ∈ τ ∗ tales que g ∈ V, h ∈ W y V ·W ⊆ U.
Esto prueba la afirmación. Luego, hemos probado que τ ∗ induce en X su
topoloǵıa original. Siendo τ (la topoloǵıa de G(X)) la topoloǵıa más fina
sobre Ga(X) que induce en X su topoloǵıa original, obtenemos que τ ∗ ⊆ τ ,
lo que nos da la igualdad deseada.

Es claro que si X es compacto entonces es un kω-espacio. Basta verlo
como unión numerable de copias de él mismo. Luego el Teorema 3.2 nos da
la siguiente consecuencia inmediata.

3.3 Corolario. Si X es de Tychonoff y compacto, entonces su grupo to-
pológico libre G(X) tiene la propiedad del ĺımite directo.

Otras dos consecuencias del Teorema 3.2 son las siguientes.

3.4 Corolario. Sean X un espacio de Tychonoff y C ⊆ G(X).
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1. Si C∩Bn(X) es finito para cada n ∈ ω, entonces C es cerrado y discreto
en G(X).

2. Si K es un subespacio numerablemente compacto de G(X), entonces
K ⊆ Bn(X) para algún n ∈ ω.

Demostración.

1. Sea p : X → K un encaje topológico de X en un espacio compacto K
(por ejemplo, puede tomarse K = βX). Extendemos p a un homomor-
fismo continuo p̃ : G(X)→ G(K) y consideremos Q = p̃(D), donde D
es un subconjunto arbitrario de C. Entonces Q ∩ Bn(X) es finito, por
tanto cerrado, para cada n ∈ N. Por el Teorema anterior la topoloǵıa
de G(K) está determinada por la familia {Bn : n ∈ ω}, luego Q es
cerrado en G(K). Como p̃ es un monomorfismo continuo, concluimos
que D es cerrado en G(X). Por lo tanto todos los subconjuntos de C
son cerrados en G(X), luego C es discreto.

2. Suponga lo contrario, es decir que para todo n ∈ ω se tiene que K
no es subconjunto de Bn(X), o equivalentemente que K \ Bn(X) 6= ∅
para todo n ∈ ω. Entonces existe un subconjunto infinito C de K tal
que C ∩ Bn(X) es finito para cada n ∈ ω. Por el inciso anterior, C es
cerrado y discreto en G(X), luego C es cerrado y discreto en K, lo cual
es una contradicción.

Para finalizar la sección, establecemos un resultado que daremos por cierto
sin demostración, ya que dicha prueba requiere teoŕıa que no utilizamos en
este trabajo. La demostración puede consultarse en [5].

3.5 Proposición. Si K es un subespacio pseudocompacto de G(X), entonces
K ⊆ Bn(X) para alguna n ∈ N.

3.3. Espacios topológicos M y A-equivalentes

Para motivar la definición de espacios M y A-equivalentes, tomemos en
cuenta la siguiente observación.
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3.6 Observación. Suponga que X y Y son espacios topológicos homeomor-
fos. ¿Será cierto que F (X) y F (Y ) son grupos topológicos libres topológica-
mente isomorfos entre śı? No es muy dif́ıcil notar que la respuesta a esta pre-
gunta es positiva. Sea f : X → Y un homeomorfismo entre espacios topológi-
cos. Podemos ver a f como una función continua f : X → F (Y ) (recuerde
que Y está encajado en F (Y )). Llamemos h1 : F (X)→ F (Y ) al homomorfis-
mo continuo que extiende a f . Similarmente, construimos h2 : F (Y )→ F (X)
al homomorfismo continuo que extiende a f−1. Consideremos ahora un ele-
mento t́ıpico de F (X), de la forma xr11 · ... · xrnn . Notemos ahora que

h2(h1(x
r1
1 · ... · xrnn )) = [f−1(f(x1))]

r1 · ... · [f−1(f(xn))]rn = xr11 · ... · xrnn

Esto es, h2◦h1 es la identidad en F (X). De la misma manera se comprueba
que h1 ◦ h2 es la identidad en F (Y ). Se concluye que h−11 = h2. Por lo
tanto h1 es un isomorfismo y su inversa es continua. Por lo tanto, h1 es un
isomorfismo topológico. La misma demostración sirve para probar que A(X)
es topológicamente isomorfo a A(Y ).

En otras palabras, el hecho de que dos espacios sean homeomorfos es una
condición suficientemente potente para que sus respectivos grupos topológi-
cos libres sean topológicamente isomorfos entre śı.

3.7 Definición. Dos espacios X y Y son llamados M-equivalentes si F (X)
es topológicamente isomorfo a F (Y ). Similarmente, dichos espacios son lla-
mados A-equivalentes si A(X) es topológicamente isomorfo a A(Y ).

Usando la notación de la definición anterior y lo hecho en la Observación
3.6, podemos decir que espacios homeomorfos son tanto M -equivalentes como
A-equivalentes. El siguiente resultado nos proporciona una técnica útil para
construir espacios que son M -equivalentes.

3.8 Lema. Supongamos que X = X1⊕X2 es la suma topológica de espacios
no vaćıos X1 y X2. Entonces Y1 = b1a

−1X1 ∪X2 y Y2 = b2a
−1X1 ∪X2, con-

siderados como subespacios de F (X) son M-equivalentes, para cualesquiera
a ∈ X1 y b1, b2 ∈ X2.

Demostración. Primeramente, notemos que a−1X1 ∪ X2 ⊆ 〈Y1〉, donde
〈Y1〉 denota al subgrupo generado por Y1. En efecto, sea z ∈ a−1X1 ∪X2. Si
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z ∈ a−1X1, entonces z = a−1x1 para algún x1 ∈ X1. Como b1 ∈ X2 ⊆ Y1,
entonces z = b−11 b1a

−1x1 ∈ 〈Y1〉. Por otro lado, es claro que si z ∈ X2 entonces
z ∈ 〈Y1〉. Esto muestra la contención deseada.

Mostraremos ahora que Y1 ⊆ 〈a−1X1 ∪X2〉. Efectivamente, sea z ∈ Y1.
Si z ∈ b1a

−1X1 entonces z = b1a
−1x1 para algún x1 ∈ X1. Como b1 ∈ X2,

entonces b1a
−1x1 ∈ 〈a−1X1 ∪X2〉. Si z ∈ X2, es claro que z ∈ 〈a−1X1 ∪X2〉.

Esto concluye la contención deseada.

Ambas contenciones nos dan como resultado que 〈Y1〉 = 〈a−1X1 ∪X2〉. De
la misma forma se puede demostrar que 〈Y2〉 = 〈a−1X1 ∪X2〉, y en conclusión
〈Y1〉 = 〈Y2〉. Luego entonces para demostrar el lema, será suficiente demostrar
que 〈Y1〉 es topológicamente isomorfo a F (Y1) y lo mismo para 〈Y2〉 y F (Y2).
Por simetŕıa bastará demostrar lo primero.

Sea h : F (Y1) → F (X) el homomorfismo continuo que extiende a la
identidad en Y1. Sea ahora f : Y1 → G una función continua de Y1 a un grupo
topológico arbitrario G. Afirmamos que f admite una extensión continua a
un homomorfismo de F (X) en G. Para ello, considere g : X → G la función
definida por g(x) = f(x) para cada x ∈ X2, y g(x) = f(b1a

−1x) para cada
x ∈ X1. Como X = X1⊕X2 y las restricciones de g a X1 y X2 son continuas,
se tiene que g es continua. De la definición de g es claro que g(b1) = f(b1),
y también g(a) = f(b1a

−1a) = f(b1), por lo tanto g(a) = g(b1). Sea g̃ :
F (X)→ G el homomorfismo continuo que extiende a g. Notemos ahora que
g̃�Y1 = f . Es claro que si x ∈ X2 entonces g̃(x) = f(x). Ahora, si b1a

−1x
es un elemento t́ıpico de b1a

−1X1 y usando el hecho de que g(a) = g(b1),
obtenemos que:

g̃(b1a
−1x) = g(b1)g(a)−1g(x) = g(x) = f(b1a

−1x).

Concluimos que g̃ es una extensión continua de f .

Con esta afirmación demostrada, consideramos la inclusión de Y1 en F (Y1).
Tomando G = F (Y1) en la afirmación anterior, podemos hallar un homomor-
fismo continuo g̃ : F (X)→ F (Y1) que extiende a la inclusión de Y1 en F (Y1).
Finalmente, consideremos g∗ := g̃�〈Y1〉. Del hecho de que g̃ extiende a la in-
clusión y de que h extiende a la identidad en Y1, se comprueba fácilmente
que g∗ ◦ h = IdF (X) y h ◦ g∗ = Id〈Y1〉. Como ambos homomorfismos son
continuos, se sigue que son isomorfismos topológicos (ya que son inversas
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una de la otra). Esto prueba que F (Y1) es topológicamente isomorfo a 〈Y1〉.
Similarmente se prueba que F (Y2) es topológicamente isomorfo a 〈Y2〉, como
queŕıa demostrarse.

Demostraremos a continuación que espacios M -equivalentes no son nece-
sariamente homeomorfos.

3.9 Corolario. El intervalo cerrado unitario y la letra T considerada como
subespacio del plano R2, donde T = ({0} × [0, 1]) ∪ ([−1/2, 1/2]× {1}), son
espacios topológicos M-equivalentes, pero no homeomorfos entre śı.

Demostración. Efectivamente. Es claro que dichos espacios no son homeo-
morfos entre śı, ya que el espacio T \{(0, 0)} tiene tres componentes conexas,
mientras que [0, 1] \ {x} nunca tiene tres componentes conexas sea cual sea
el punto x ∈ [0, 1]. Por otro lado, sea X = X1 ⊕ X2, donde X1 = [0, 1]
y X2 = [2, 3] vistos como subespacios de R. Consideremos ahora b1 y b2 un
punto final y un punto interior del intervalo X2, respectivamente. Por el lema
anterior, los subespacios Y1 = b1a

−1X1∪X2 y Y2 = b2a
−1X1∪X2 de F (X) son

espacios M-equivalentes para cualquier a ∈ X1. Ahora, para i ∈ {1, 2}, consi-
dere la función fi : X → Yi definida por fi(x) = x si x ∈ X2 y fi(x) = bia

−1x
para cada x ∈ X1. Claramente fi es continua y sobreyectiva. Además, cada
fibra de fi es trivial salvo f−1i (fi(a)) = {a, bi}. Como X es compacto y Yi
Hausdorff, esto implica que el espacio Yi es obtenido del espacio X identifi-
cando los puntos a y bi. Por lo tanto, Y1 es homeomorfo al intervalo cerrado
en R mientras que Y2 es homeomorfo a la letra T en R2.

El corolario anterior nos brinda un ejemplo de que la M -equivalencia no
implica que los espacios sean homeomorfos. A continuación demostraremos
que la M -equivalencia implica la A-equivalencia. Notemos que como conse-
cuencia de este hecho, el corolario anterior también es un ejemplo de espacios
A-equivalentes que no son homeomorfos.

3.10 Proposición. Sean X y Y espacios M-equivalentes. Entonces X y Y
son A-equivalentes.

Demostración. Por hipótesis existe un isomorfismo topológico φ : F (X)→
F (Y ). Denotemos KX al subgrupo derivado de F (X) y similarmente con KY .
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Observe ahora que φ(KX) = KY . En efecto, si z ∈ φ(KX), entonces
existen x1, x2 ∈ F (X) tales que z = φ(x1)φ(x2)φ(x1)

−1φ(x2)
−1 ∈ KY . Por

otro lado, si y1y2y
−1
1 y−12 ∈ KY , como φ es una función sobreyectiva exis-

te xi ∈ F (X) tal que φ(xi) = yi, i ∈ {1, 2}, por lo tanto y1y2y
−1
1 y−12 =

φ(x1x2x
−1
1 x−12 ) ∈ φ(KX), como queŕıa verse.

Pero esto implica que F (X)/KX es topológicamente isomorfo a F (Y )/KY .

Efectivamente, considere φ̃ : F (X)/KX → F (Y )/KY definida por φ̃(xKX) =

φ(x)KY . Notemos primeramente que φ̃ es función, ya que si x1KX = x2Kx,
entonces x−12 x1 ∈ KX , luego por la observación anterior se tiene que φ(x−12 x1) ∈
φ(KX) = KY , o equivalentemente φ(x1)KY = φ(x2)KY , es decir, φ̃ está bien

definida. No resulta dif́ıcil ver que la biyectividad de φ implica la de φ̃, y cla-
ramente φ̃ es un homomorfismo continuo. Para demostrar que es isomorfismo
topológico basta observar que su inversa es también un homomorfismo conti-
nuo, ya que su regla de asociación es la que está dada por yKY 7→ φ−1(y)KX .

Por lo tanto φ̃ : F (X)/KX → F (Y )/KY es isomorfismo topológico, y por el
Teorema 2.20 A(X) es topológicamente isomorfo a F (X)/KX y similarmente
con A(Y ), obtenemos que A(X) es topológicamente isomorfo a A(Y ), esto
es, X y Y son A-equivalentes.

En Topoloǵıa General, se dice que una propiedad P es invariante (o que
es una propiedad topológica) si cada vez que un espacio topológico X tiene
dicha propiedad P , entonces cada espacio topológico Y que sea homeomorfo
a X también la tiene. En este contexto resulta natural introducir la siguiente
definición.

3.11 Definición. Diremos que una propiedad P es M -invariante (respec-
tivamente, A-invariante), si cada vez que un espacio tiene dicha propiedad,
entonces cada espacio M -equivalente (respectivamente, A-equivalente) a él
también la tiene.

De la Proposición 3.10 se sigue que toda propiedad A-invariante es M -
invariante.

Nuestro objetivo ahora es demostrar que la conexidad es una propiedad A-
invariante yM -invariante. Recalcamos el hecho de que es suficiente demostrar
que es una propiedad A-invariante. Para demostrar este hecho, consideremos
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el siguiente espacio:

A0(X) := {x1 + ...+ xn− y1− ...− yn ∈ A(X) : x1, y1, ..., xn, yn ∈ X,n ∈ N}.

No resulta dif́ıcil notar que A0(X) es un subgrupo de A(X). Hallaremos
cierta relación entre A0(X) y CX , donde CX denotará de ahora en adelante
a la componente conexa del neutro e ∈ A(X). Por otro lado, recordemos la
noción de independencia lineal y rango de torsión. Supóngase que A es un
subconjunto no vaćıo de un grupo abeliano G cuyo elemento neutro está de-
notado por e y que cada elemento de A tiene orden infinito (es decir, que si
m ∈ Z y ma = 0 entonces m = 0 para cualquier a ∈ A). En este contex-
to, el conjunto A es llamado linealmente independiente si para cualesquiera
a1, ..., an ∈ A y m1, ...,mn ∈ Z tales que m1a1 + ... + mnan = e se tiene que
m1 = ... = mn = 0. Es posible demostrar que cada subconjunto linealmente
independiente de G está contenido en un subconjunto maximal linealmente
independiente de G. Luego, denotaremos r0(G) al cardinal de un conjunto
maximal linealmente independiente de G. El cardinal de cualesquiera dos de
tales conjuntos es el mismo, entonces el número r0(G) está bien definido y
dicho número es llamando rango de torsión (o rango de libre-torsión).

3.12 Proposición. Sea X un espacio topológico.

1. El subgrupo A0(X) de A(X) es normal, abierto y cerrado, y el grupo
cociente A(X)/A0(X) es isomorfo al grupo Z equipado con la topoloǵıa
discreta.

2. Si X es disconexo, entonces el rango de torsión del grupo A(X)/CX es
mayor o igual que 2.

3. El grupo A0(X) es conexo si y sólo si X es conexo.

4. Si X es conexo, entonces A0(X) = CX .

Demostración.

1. Considere f : X → Z como la función constante 1. Claramente es
continua. Sea φ : A(X) → Z el homomorfismo continuo que extiende
a f . Afirmamos que ker(φ) = A0(X). Efectivamente, si g ∈ ker(φ),
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entonces φ(g) = 0. Supóngase que g se representa en la forma g =
x1 + ... + xn − y1 − ... − ym. Luego φ(g) = n − m = 0, es decir n =
m y por lo tanto g ∈ A0(X). Rećıprocamente es claro que si g =
x1 + ... + xn − y1 − ... − yn ∈ A0(X), entonces φ(g) = n − n = 0.
Esto demuestra que A0(X) = ker(φ) = φ−1({0}). Luego, siendo Z
discreto, obtenemos que A0(X) es abierto y cerrado, y además es un
subgrupo normal al ser el núcleo de un homomorfismo. Finalmente,
por el Teorema de Isomorfismo para grupos topológicos (véase Teorema
1.27), obtenemos que A(X)/A0(X) es topológicamente isomorfo Z.

2. Por la Proposición 1.18 sabemos que CX es un subgrupo normal de
A(X). Supongamos ahora que X es disconexo, entonces podemos su-
poner que X = A ∪ B, donde A y B son cerrados disjuntos no vaćıos
del espacio X. Sea D = {a, b} un espacio discreto de dos elemen-
tos. Considere la función f : X → D definida mediante f(x) = a
si x ∈ A y f(x) = b si x ∈ B. f es continua porque f−1({a}) = A y
f−1({b}) = B. Luego podemos extender esta función a un homomor-

fismo continuo f̃ : A(X)→ A(D). Como A(D) es un grupo topológico

discreto, N := ker(f̃) es un subgrupo normal abierto y cerrado de
A(X). Entonces necesariamente CX ⊆ N , de lo contrario CX ∩ N y
CX ∩ (A(X) \ N) seŕıan una separación de CX , contradiciendo su co-
nexidad. Por lo tanto el homomorfismo h : A(X)/CX → A(D) definido

por h(xCX) = f̃(x) está bien definido, esto porque si x1CX = x2CX ,
entonces x−12 x1 ∈ CX ⊆ N , por lo cual φ(x2) = φ(x1). Claramente
h es epimorfismo, por lo tanto el rango de torsión de su contradomi-
nio es menor o igual que el rango de torsión del dominio [1], es decir,
2 = r0(A(D)) ≤ r0(A(X)/CX).

3. Supongamos primero que X es conexo. Para cada n ∈ N, considere la
función jn : X2n → A(X), donde

jn(x1, ..., xn, y1, ..., yn) = x1 + ...+ xn − y1 − ...− yn

para cada (x1, ..., xn, y1, ..., yn) ∈ X2n. Claramente jn es continua por
la continuidad de la suma en un grupo topológico, y por ello jn(X2n)
es un subespacio conexo de A0(X). Finalmente es claro que A0(X) =⋃
n∈N jn(X2n) y la intersección de estos conjuntos es no vaćıa, pues

e ∈ jn(X2n) para cualquier n ∈ N. Por lo tanto A0(X) es conexo.
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Rećıprocamente, supongamos que X es disconexo. Vamos a demostrar
que A0(X) debe ser disconexo. Efectivamente, como X es disconexo
podemos suponer que X = A∪B, donde A y B son cerrados disjuntos
no vaćıos. Como hicimos en el segundo inciso, considere f : X → D
definida de la forma mencionada y sea f̃ : A(X)→ A(D) su extensión a
un homomorfismo continuo. DefinamosN como el núcleo de f , el cual es
cerrado y abierto. Elijamos x ∈ A, y ∈ B y sea g = 2x − 2y ∈ A0(X).

Notemos que f̃(g) = 2a − 2b 6= eA(D) y por tanto g /∈ N . Es decir,
A0(X)∩N es un subconjunto propio cerrado y abierto de A0(X), luego
este último es disconexo.

4. Si X es conexo, por el primer y tercer inciso A0(X) es un subgrupo
conexo y abierto de A(X). Luego A0(X) es la componente conexa del
neutro e.

Con ayuda de los resultados de la proposición anterior, ya podemos probar
el hecho que queremos acerca de la conexidad.

3.13 Teorema. La conexidad es una propiedad A-invariante y M -invariante.

Demostración. Ya hemos comentado que es suficiente probar que la cone-
xidad se preserva bajo la A-equivalencia. Sean X y Y espacios A-equivalentes
y supongamos que X es conexo. Vamos a probar que Y lo es. Por hipótesis
existe un isomorfismo topológico φ : A(X) → A(Y ). Denotemos por CX a
la componente conexa del elemento neutro en eX ∈ A(X), y similarmente
con CY para el neutro eY ∈ A(Y ). Notemos que eY ∈ φ(CX) y este último
es conexo, aśı que φ(CX) ⊆ CY . Análogamente, utilizando el hecho de que
eX ∈ φ−1(CY ) obtenemos la otra contención y por tanto φ(CX) = CY . Apli-
cando la Proposición 3.12 obtenemos que A(Y )/CY ∼= Z ∼= A(X)/CX . Como
Z tiene rango de torsión igual a 1, entonces también A(Y )/CY . En particular
tiene rango de torsión menor que 2 y por la Proposición 3.12, entonces Y es
conexo, como queŕıa demostrarse.

Otra pregunta es saber cuándo dos espacios no son M-equivalentes (por
supuesto sin tener que hacer la tarea de calcular sus grupos topológicos libres
correspondientes, que en general no es sencilla). Una posible respuesta se en-
cuentra en un criterio que involucra homotoṕıas. Recordamos un poco los
conceptos que vamos a trabajar: dados dos espacios X y Y , denotamos con
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C(X, Y ) a la familia de todas las funciones continuas f : X → Y . Entonces
decimos que dos funciones f, g ∈ C(X, Y ) son homotópicas si existe una fun-
ción continua φ : X × [0, 1]→ Y tal que φ(x, 0) = f(x) y φ(x, 1) = g(x) para
toda x ∈ X. La función φ es llamada homotoṕıa entre f y g, o simplemen-
te homotoṕıa. No es dif́ıcil demostrar que la relación ser homotópica es de
equivalencia. Denotamos por [f ] a la clase de equivalencia de f ∈ C(X, Y ).
El conjunto cociente será denotado por [X, Y ], es decir:

[X, Y ] := {[f ] : f ∈ C(X, Y )}.

Consideremos ahora el caso en que Y es un grupo topológico. Entonces
podemos definir una estructura de grupo natural en [X,G], ya que f, g :
X → G son funciones continuas, podemos considerar su producto usual a
través de la operación en G, esto es, la función f · g : X → G definida por
x 7→ f(x)g(x). La cual es continua. Luego tiene sentido definir:

[f ] ∗ [g] := [f · g].

Además, no es dif́ıcil demostrar que si f1 y f2 son homotópicas, y g1 y g2
también lo son, entonces f1 · g1 y f2 · g2 son homotópicas entre śı, por ello la
operación ∗ está bien definida en el conjunto [X,G]. Un argumento rutinario
y sin mayor dificultad muestra que ∗ es una operación que hace a [X,G] un
grupo.

Nuestro objetivo ahora es demostrar que si dos espacios topológicos com-
pactos X y Y son M-equivalentes, entonces los grupos [X,G] y [Y,G] son
isomorfos, para cualquier grupo topológico G.

3.14 Lema. Sea X un espacio compacto y φ : X × [0, 1] → G una función
continua, donde G es un grupo topológico. Para cada t ∈ [0, 1], sea φt :
X → G la función definida por φt(x) = φ(x, t) para cada x ∈ X. Sea Φt :
F (X)→ G el homomorfismo continuo que extiende a φt. Entonces la función
Φ : F (X) × [0, 1] → G definida por Φ(g, t) = Φt(g) para cada g ∈ F (X) y
t ∈ [0, 1], es continua.

Demostración. Ya sabemos que F (X) tiene la propiedad del ĺımite direc-
to, por el Corolario 3.3. En particular, F (X)× [0, 1] es un kω-espacio con la
kω-descomposición

F (X)× [0, 1] =
⋃
n∈ω

Bn(X)× [0, 1].
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Por lo tanto, es suficiente verificar la continuidad de Φ en el subespacio
Bn(X)× [0, 1], con n ∈ ω fijo.

Sea pues h ∈ Bn(X) arbitrario. Sea t ∈ [0, 1] y llamemos g0 = Φ(h, t). Sea
O ⊆ G un abierto tal que g0 ∈ O. Supongamos que el punto y = (y1, ..., yn) ∈
X̃n satisface in(y) = h (recuerde que X̃ = X ⊕ {e} ⊕X−1, e es el neutro de

F (X) y in : X̃n → Bn(X) es la función multiplicación), entonces

g0 = Φ(h, t) = Φ(y1 · ... · yn, t) = Φt(y1, ..., yn) = Φt(y1) · ... · Φt(yn).

Luego, siendo G un grupo topológico, podemos hallar abiertos Oi tal que
Φt(yi) ∈ Oi para cada i ∈ {1, ..., n} y O1 · ... · On ⊆ O. Por la continuidad

de φ, existen abiertos Vi ⊆ X̃ y Ui ⊆ [0, 1] tales que yi ∈ Vi, t ∈ Ui y
Φ(Vi × Ui) ⊆ Oi, para cada i ∈ {1, ..., n}. Definamos Vy = V1 × ... × Vn y
Uy =

⋂n
i=1 Ui. Luego entonces y ∈ Vy, t ∈ Uy y:

Φ(in(Vy)× Uy) = Φ(V1 · ... · Vn × Uy) ⊆ O1 · ... ·O.

Aplicando el Teorema de Wallace [4], podemos encontrar abiertos W ⊆
X̃n y Wt ⊆ [0, 1] tales que i−1n ({h}) ⊆ W y t ∈ Wt que satisfacen

W ×Wt ⊆
⋃
{Vy × Uy : y ∈ i−1n ({h})}.

Como la función in : X̃n → Bn(X) es perfecta, en particular cerrada,
existe un abierto Wh que tiene a h en Bn(X) tal que i−1n (Wh) ⊆ W . Luego
Φ(Wh ×Wt) ⊆ O. Por tanto, Φ es continua en Bn(X)× [0, 1].

Ahora estamos en condiciones de demostrar lo mencionado acerca de las
clases de homotoṕıas.

3.15 Teorema. Si X y Y son espacios compactos M-equivalentes, entonces
los grupos [X,G] y [Y,G] son isomorfos, donde G es un grupo topológico.

Demostración. Como X y Y son M-equivalentes, entonces existe un iso-
morfismo topológico φ : F (X) → F (Y ). Luego, podemos identificar a los
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grupos F (X) y F (Y ) como uno solo. Entonces tanto X como Y son ba-
ses de dicho grupo en común, que denotaremos por H. Cada función con-
tinua f : X → G induce una función continua φ(f) : Y → G por la regla

φ(f) = f̃�Y , donde f̃ es la extensión de f a un homomorfismo continuo
de H en G. De la misma forma, cada función continua g : Y → G induce
una función continua ψ(g) : X → G por la regla ψ(g) = f̃�X . Es claro que
ψ(φ(f)) = f y φ(ψ(g)) = g para cualesquiera f ∈ C(X,G), g ∈ C(Y,G).
Más aún, de la definición de φ se sigue que φ(f1 · f2) = φ(f1) · φ(f2) para
cualesquiera f1, f2 ∈ C(X,G). Luego tanto φ como ψ son homeomorfismos,
y como ψ ◦φ y φ◦ψ son la identidad de C(X,G) y C(Y,G) respectivamente,
concluimos que ambos son isomorfismos. Finalmente, por el lema anterior
tenemos que si f1 es homotópica a f2 en C(X,G), y g1 es homotópica g2
en C(Y,G), entonces φ(f1) es homotópica a φ(f2) en C(Y,G), y ψ(g1) es
homotópica a ψ(g2) en C(X,G). Por tanto, si definimos φ∗ : [X,G]→ [Y,G]
mediante φ∗([f ]) = [φ(f)], obtenemos un isomorfismo de grupos.

El Teorema 3.15 permite dar un ejemplo de espacios compactos no ho-
meomorfos que no son M-equivalentes.

3.16 Ejemplo. Sea X el intervalo cerrado unitario y sea Y = S1, y (si-
guiendo la notación del teorema anterior) sea también G = S1. Entonces el
grupo [X,G] es trivial, ya que toda función continua del intervalo en S1 es
homotópica a una constante. Sin embargo, [Y,G] = [S1, S1] ∼= Z. Luego por
el teorema anterior, X y Y no son M-equivalentes.

Introducimos ahora una nueva definición, cuya utilidad es de suma im-
portancia para seguir con resultados acerca de espacios M-equivalentes. Para
ello, recordemos que dado un espacio X y su grupo topológico libre G(X)
(recordar que G(X) denota indistintamente a F (X) o A(X)), hemos probado
que se tienen las siguientes dos propiedades:

1. G(X) es algebraicamente el grupo libre Ga(X), o equivalentemente, X
es base algebraica libre de G(X).

2. La topoloǵıa de G(X) es la topoloǵıa de grupo más fina sobre Ga(X)
que induce en X su topoloǵıa original. Esto es, τG(X)�X = τX , y si τ
es una topoloǵıa de grupo sobre Ga(X) tal que τ�X = τX , entonces
τ ⊆ τG(X).
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Inspirándonos en estas propiedades, podemos extender el concepto de ba-
se de modo que ésta no sólo genere las propiedades algebraicas, sino también
las topológicas de un grupo topológico libre:

3.17 Definición. Sea Y un subespacio del grupo topológico libre G(X).
Diremos que Y es una base topológica libre de G(X) si se cumplen las
siguientes dos propiedades:

1. Y es base algebraica libre de G(X), esto es, Ga(X) = Ga(Y ).

2. La topoloǵıa de G(X) es la topoloǵıa de grupo más fina sobre Ga(X)
que induce en Y su topoloǵıa original. Es decir, τG(X)�Y = τY , y además
si τ es una topoloǵıa de grupo sobre Ga(X) tal que τ�Y = τY , entonces
τ ⊆ τG(X).

Con esta definición se puede conocer la estructura del grupo topológico
libre teniendo cualquier subespacio que cumpla con las definición anterior de
base topológica libre. Por ejemplo, notemos que X es trivialmente una base
topológica libre de G(X), y por ello si Y es otra base topológica libre de
G(X), entonces debeŕıan generar al mismo grupo topológico libre. Veamos
que esto śı sucede.

3.18 Proposición. Sea X un espacio topológico y sea Y un subespacio de
G(X).

1. Si Y es una base topológica libre de G(X), entonces G(X) y G(Y )
coinciden.

2. Si existe un isomorfismo topológico φ : G(X)→ G(Y ), entonces φ−1(Y )
es base topológica libre de G(X).

Demostración.

1. Observe primero que el hecho que Ga(Y ) = Ga(X) nos dice que dichos
objetos coinciden como grupos, de modo que para probar lo deseado
resta verificar que las topoloǵıas de sus grupos topológicos libres coinci-
den. En efecto, como Y es un subespacio de G(X), entonces la inclusión
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i : Y → G(X) es continua, por lo que se extiende a un homomorfismo
continuo ĩ : G(Y ) → G(X). Debido a que Ga(Y ) = Ga(X), es fácil
verificar que ĩ es la función identidad, por lo cual todo abierto en G(X)
lo es en G(Y ). Por otro lado, τG(Y ) es una topoloǵıa de grupo sobre
Ga(Y ) = Ga(X) que induce en Y su topologia original, luego por ser
Y base topológica libre de G(X) obtenemos que τG(Y ) ⊆ τG(X), es decir
todo abierto en G(Y ) es abierto en G(X).

2. Primero verifiquemos que φ−1(Y ) es base libre de G(X). En efecto, sea
x ∈ G(X). Como φ(x) ∈ G(Y ), entonces φ(x) tiene una representación
única respecto de la base Y , digamos φ(x) = yr11 · ... · yrnn , luego x tiene
una representación única como x = φ−1(y1)

r1 · ... · φ−1(yn)rn . Ahora
deseamos demostrar que τG(X) es la topoloǵıa de grupo sobre Ga(X)
más fina que induce en φ−1(Y ) su topoloǵıa original. Sea entonces τ
una topoloǵıa de grupo sobre Ga(X) que induce en φ−1(Y ) su topoloǵıa
original. Considere τ ′ = {φ(A) : A ∈ τ}, entonces por el Teorema
1.19 τ ′ es una topoloǵıa de grupo sobre Ga(Y ). Mostremos ahora que
τ ′�Y = τY . Sea φ(A) ∩ Y ∈ τ ′�Y con A ∈ τ . Entonces A ∩ φ−1(Y ) ∈
τ�φ−1(Y ) = τφ−1(Y ), siendo φ : φ−1(Y ) → Y homeomorfismo, entonces
φ(A ∩ φ−1(Y )) = φ(A) ∩ Y ∈ τY . Rećıprocamente, si O ∈ τY entonces
φ−1(O) ∈ τφ−1(Y ) = τ�φ−1(Y ), luego existe A ∈ τ tal que φ−1(O) =
A ∩ φ−1(Y ), es decir O = φ(A) ∩ Y ∈ τ ′�Y . Hemos mostrado entonces
que τ ′ induce en Y su topoloǵıa original, por lo tanto τ ′ ⊆ τG(Y ), o
equivalentemente, si A ∈ τ , entonces φ(A) ∈ τG(Y ), de donde A =
φ−1(φ(A)) ∈ τG(X) como queŕıa demostrarse.

3.19 Corolario. Toda base topológica libre Y del grupo G(X) es cerrada.

Demostración. Y es siempre un subespacio cerrado en G(Y ), y por la
proposición anterior G(Y ) = G(X).

Ahora veamos una aplicación de la proposición anterior.

3.20 Teorema. La pseudocompacidad es una propiedad A-invariante (y por
lo tanto M-invariante).

Demostración. Supongamos que X y Y son espacios A-equivalentes y
supongamos que Y es pseudocompacto. Vamos a probar que X también lo
es.
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Caso 1: Supongamos que Y es una base topológica libre de A(X). Supon-
gamos que X no fuese pseudocompacto, entonces tiene una familia discreta
γ = {Ui : i ∈ ω} de abiertos no vaćıos. Para cada i ∈ ω, sea xi ∈ Ui. Pa-
ra g ∈ A(X) y x ∈ X, denotemos con d(x, g) el coeficiente entero k que
acompaña a x en la forma normal de g respecto de la base X. Esto es, si
g = kx+k1x1+...+knxn donde x, x1, ..., xn son elementos de X distintos dos a
dos y k, k1, ..., kn ∈ Z, entonces d(x, g) = k. Notemos además que d(x, g) = 0
si y sólo si x no aparece en la forma normal de g. Como Y es base libre
de A(X), para cada i ∈ ω existe yi ∈ Y tal que d(xi, yi) 6= 0. Supongamos
que ti,1, ..., ti,ni

son las letras distintas de xi que aparecen en la forma normal
de yi (si es necesario, puede ocurrir que ni = 0). Escogiendo una subsuce-
sión de {yi : i ∈ ω}, podemos suponer que d(xj, yi) = 0 siempre que i < j.
Por inducción sobre n ∈ ω, definimos una función fn : X → R continua
de la siguiente forma: para n = 0, definimos f0 la función constante cero.
Supongamos que para n ≥ 1 hemos definido las funciones f0, ..., fn−1, enton-
ces definimos gn =

∑n−1
i=0 fi. Como X es de Tychonoff, existe fn : X → R

continua tal que toma el valor 0 en X \Un y en cada punto ti,j con i ≤ n que
pertenece a Un, y además satisface:

fn(xn) = n+
∑
j

|bn,jgn(tn,j)|

donde bn,j = d(tn,j, yn) y la suma anterior corre sobre todos los j tales que
tn,j ∈ U0∪ ...∪Un−1. Esto completa la contrucción inductiva de las funciones
fn. Como la familia γ es discreta y está formada por abiertos, la función
f =

∑
n∈ω fn es continua en X y las funciones f, fn, gn+1 coinciden en Un,

n ∈ ω. Además, la definición de f implica que para toda n ≥ 1 y toda j, se
tiene que f(tn,j) = 0 siempre que tn,j /∈ U0 ∪ ...∪Un−1. Sea f̃ : A(X)→ R el

homomorfismo continuo que extiende a f . Entonces por lo anterior |f̃(yn)| ≥
n, para cada n ∈ ω. Como {yn : n ∈ ω} ⊆ Y , la función f̃�Y es no acotada, y
por ello Y no puede ser pseudocompacto. Esto termina la demostración para
este caso.

Caso 2: Supongamos que Y no es base topológica libre de A(X). Como X
y Y son A-equivalentes, existe un isomorfismo topológico φ : A(X)→ A(Y ).
Entonces por lo ya demostrado, φ−1(Y ) es base topológica libre de A(X). Por
el caso anterior, φ−1(Y ) es pseudocompacto. Y como φ−1(Y ) ∼= Y , entonces
Y es pseudocompacto.
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Notemos que en el Caso 2 de la demostración anterior se ha usado con
suma utilidad el hecho de que si φ : X → Y es un isomorfismo topológico,
entonces φ−1(Y ) es base topológica libre de G(X). En general, si X y Y
son M o A-equivalentes y queremos probar que una propiedad es M o A-
invariante, entonces por lo anterior basta suponer que Y es base topológica
libre de A(X), de hecho, como las bases topológicas libres generan el mismo
grupo topológico libre, lo que se está haciendo en realidad es suponer que
espacios M y A-equivalentes tienen el mismo grupo topológico libre (en lugar
de sólo grupos topológicos libres isomorfos). Vamos a ver un ejemplo más de
cómo aplicar este hecho. Antes de seguir, recuerde que un espacio topológico
X es llamado NC-espacio si, para cada n ∈ N, se tiene que Xn es normal y
numerablemente compacto.

3.21 Teorema. Sean X y Y espacios A-equivalentes.

1. Si X es compacto, entonces también Y lo es.

2. Si X es compacto y metrizable, entonces también Y lo es.

3. Si X es un NC-espacio, entonces Y lo es.

4. Si X es σ-compacto, entonces Y lo es.

Es decir que la compacidad es una propiedad M y A-equivalente, y la metri-
zabilidad también cuando la compacidad está presente.

Demostración.

1. Como ya hemos observado, es suficiente suponer que Y es base to-
pológica libre de A(X). En particular Y es un subespacio cerrado de
A(X). Como X es compacto, entonces es pseudocompacto, luego por
el Teorema 3.20 Y es pseudocompacto. Luego, por la Proposición 3.5,
Y ⊆ Bn(X) para alguna n ∈ N. Además, Bn(X) es compacto por ser

la imagen continua de la función in : X̃n → Bn(X). Por lo tanto Y es
un subconjunto cerrado del espacio compacto Bn(X), y por ello Y es
compacto.
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2. Supongamos que X es compacto y metrizable, y que Y es base topológi-
ca libre de A(X). Como en el inciso anterior, Y ⊆ Bn(X) para alguna

n ∈ N. El espacio X̃ = X⊕{e}⊕X−1 es compacto y metrizable por ser

suma finita de espacios compactos y metrizables. Asimismo, X̃n es com-
pacto y metrizable por ser producto (finito) de un espacio compacto y
metrizable consigo mismo. Luego, Bn(X) es compacto y metrizable por
ser la imagen continua de in. Por lo tanto Y es compacto y metrizable.

3. Sea X un NC-espacio y suponga que Y es una base topológica libre del
grupo A(X). Como X es pseudocompacto, el teorema anterior implica
que Y lo es también. Luego Y ⊆ Bn(X) para alguna n ∈ N. Además

Y es un cerrado en A(X) y también en Bn(X). Como X̃n es un NC-
espacio, entonces Bn(X) lo es por ser la imagen continua de in. Luego
Y es un NC-espacio.

4. Si X es σ-compacto, entonces también Bn(X) lo es para toda n ∈
N. Por lo cual A(X) es σ-compacto al ser la unión numerable de los
subespacios σ-compactos Bn(X), y como podemos suponer que Y es
una base topológica libre de A(X), tenemos que Y es un subespacio
cerrado de A(X), luego Y tiene que ser σ-compacto.

3.4. Funciones K-triviales

Una función continua entre espacios topológicos p : X → Y es llamada
R-cociente si p es sobreyectiva y cualquier función φ : Y → R es continua si
y sólo si φ ◦ p : X → R es continua. Es fácil notar que toda función cociente
es R-cociente. La siguiente proposición, que daremos por cierta, muestra que
las funciones R-cocientes están caracterizadas por la misma propiedad que
caracteriza a las funciones cociente, siempre que trabajemos en espacios de
Tychonoff. La demostración puede consultarse en [6].

3.22 Proposición. Sean X, Y, Z espacios topológicos con Z de Tychonoff y
p : X → Y una función R-cociente. Dada una función f : Y → Z, se tiene
que f es continua si y sólo si f ◦ p es continua. En particular, si además p es
una biyección y X es de Tychonoff, entonces p es un homeomorfismo.
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Dada una función p : X → Y sobreyectiva, con X un espacio topológico
y Y 6= ∅, se puede demostrar [6] que existe una única topoloǵıa de Tychonoff
sobre Y , conocida como la Topoloǵıa R-cociente, que hace a la función p
una función R-cociente. La Topoloǵıa R-cociente puede ser descrita como la
topoloǵıa más fina de Tychonoff sobre Y que hace a p una función continua.
El espacio topológico Y equipado con esta topoloǵıa es llamado espacio R-
cociente de X con respecto de la función p. En este contexto, la función p
será llamada proyección natural. Estudiaremos el caso espećıfico cuando la
función p tenga únicamente una fibra K que contenga más de un punto. Las
funciones que cumplen esta propiedad serán llamadas K-triviales, y el espacio
R-cociente de X respecto de una función K-trivial será denotado por X/K.
No hay que confundir esta notación con la de grupos cocientes. En general,
el espacio R-cociente de un espacio de Tychonoff puede que ni siquiera sea
Hausdorff, pero la situación con una función K-trivial mejora mucho. Por
comodidad, las fibras p−1({y}) serán denotadas por p−1(y).

3.23 Proposición. Sea p : X → Y una función K-trivial. Si X es un espacio
de Tychonoff y K es cerrado en X, entonces el espacio R-cociente X/K es
de Hausdorff.

Demostración. Sean y1 6= y2 puntos enX/K. Como p tiene una única fibra
K no trivial, podemos suponer sin pérdida de generalidad que p−1(y2) 6= K,
y por ello p−1(y2) = {x2} para algún x2 ∈ X. Como las fibras de una función
son conjuntos ajenos, x2 /∈ K. Considere ahora K ′ = K ∪ p−1(y1), el cual
es cerrado en X por ser unión de dos cerrados en X, y claramente x2 /∈ K ′.
Como X es de Tychonoff, existe f : X → R continua tal que f(x2) = 0
y f(K ′) ⊆ {1}. Como f es constante en K, podemos hallar una función
g : X/K → R tal que f = g ◦ p, la cual es continua porque f es continua
y p es R-cociente. Además g(y1) = 1 y g(y2) = 0. Finalmente, notemos que
g−1((1/2, 3/2)) y g−1((−1/2, 1/2)) son abiertos ajenos que separan a y2 y y1.

En lo que sigue, vamos a asumir que todos los espacios topológicos con
los que trabajemos serán espacios de Tychonoff.

3.24 Proposición. Si p : X → Y es una función R-cociente, U es abierto
en Y y V := p−1(U), entonces la función p�V : V → U es R-cociente.

Demostración. Sea f : U → R una función tal que f ◦ p�V : V → R es
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continua. Vamos a demostrar que f es un continua en un punto arbitrario
y0 ∈ U . Escojamos una función continua g : Y → R tal que y0 ∈ U1, en donde
U1 es el interior del conjunto g−1(1), y Y \U ⊆ U0, donde U0 es el interior de
g−1(0). Considere f1 : Y → R definida por la regla f1(y) = f(y)g(y) si y ∈ U
y f1(y) = 0 si y ∈ Y \ U . Notemos que f1 ◦ p es continua en X porque es
continua en V y constante en p−1(U0), y {V, p−1(U0)} es cubierta abierta de
X. Por lo tanto, f1 es continua en Y y la restricción f�U1

= f1�U1
es continua

en la vecindad U1 de y0.

Combinando los resultados de las proposiciones 3.22 y 3.24 obtenemos lo
siguiente.

3.25 Corolario. Considere la proyección natural p : X → X/K. Entonces
la restricción p�X\K es un homeomorfismo de X \K en (X/K) \ p(K).

Ahora, empezamos a relacionar estos resultados con la parte de grupos
topológicos libres.

3.26 Proposición. Una función continua y sobreyectiva p : X → Y es R-
cociente si y sólo si p̃ : F (X)→ F (Y ) es abierta, donde p̃ es un homomorfismo
continuo que extiende a p.

Demostración. Supongamos que p es R-cociente. Consideremos H :=
ker p̃, el cual es un subgrupo cerrado y normal de F (X). Consideremos el
grupo cociente G = F (X)/H y sea π : F (X) → G la proyección natural.
Como p es sobreyectiva, también lo es p̃. Como se muestra en la demostra-
ción del Primer Teorema de Isomorfismo para grupos, se puede construir de
manera única un isomorfismo (de grupos) i : G → F (Y ) tal que p̃ = i ◦ π.
Por lo tanto, i es continua porque p̃ es continua y π es una función abier-
ta. Vamos a demostrar que la inversa j := i−1 es también continua. Para
ello, verifiquemos primero que j�Y es continua. Notemos que j ◦ p̃ = π y
j�Y ◦ p = π�X . Como la función p es R-cociente, la continuidad de π implica
que j�Y es continua. Si extendemos a j�Y a un homomorfismo continuo en
F (Y ), por unicidad obtenemos a la función original j. Esto muestra que j es
continua. Por lo tanto, i es un isomorfismo topológico y p̃ = i ◦ π es abierta
por ser composición de dos funciones abiertas.

Rećıprocamente, supongamos que p̃ es abierta. Sea f : Y → R una función
tal que f ◦ p es continua. Entonces f̃ ◦ p̃ : F (X) → R es continua, donde
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f̃ : Fa(Y ) → R es el homomorfismo que extiende a f y R es un grupo

topológico considerado con la suma y topoloǵıa usual. Como p̃ es abierta, f̃
es continua y por ello f = f̃�Y es continua.

Considere ahora dos funciones continuas f : X1 → Y1 y g : X2 → Y2.
Diremos que f y g son M -equivalentes si existen isomorfismos topológicos
i : F (X1) → F (X2) y j : F (Y1) → F (Y2) tales que j ◦ f̃ = g̃ ◦ i, donde

f̃ : F (X1)→ F (Y1) y g̃ : F (X2)→ F (Y2) son homomorfismos continuos que
extienden a f y g, respectivamente. Notemos que, trivialmente, si f y g son
M -equivalentes, entonces sus contradominios son espacios M -equivalentes.

3.27 Corolario. Si f : X1 → Y1 y g : X2 → Y2 son M -equivalentes, f es
R-cociente y g es sobreyectiva, entonces g es R-cociente.

Demostración. Como f y g son M -equivalentes, entonces existen isomor-
fismos topológicos i : F (X1) → F (X2) y j : F (Y1) → F (Y2) tales que

j ◦ f̃ = g̃ ◦ i. Equivalentemente, g̃ = j ◦ f̃ ◦ i−1. Por la Proposición 3.26 f̃ es
abierta, porque f es R-cociente, por lo tanto g̃ es abierta por ser composición
de funciones abiertas. Entonces, nuevamente por la Proposición 3.26 tenemos
que g es R-cociente.

De la Proposición 3.26 podemos obtener la siguiente consecuencia impor-
tante.

3.28 Teorema. Sean p1 : X → Y1, p2 : X → Y2 funciones R-cocientes,
y p̃1 : F (X) → F (Y1), p̃2 : F (X) → F (Y2) extensiones a homomorfismos
continuos. Si existe un automorfismo topológico i : F (X) → F (X) tal que
i(ker p̃1) = ker p̃2, entonces p1 y p2 son M -equivalentes.

Demostración. Considere j : F (Y1) → F (Y2) definido por la fórmula
j(y) = p̃2(i(p̃1

−1(y))) para cada y ∈ F (Y ). Es fácil notar que j es un isomor-
fismo de grupos y que además j ◦ p̃1 = p̃2 ◦ i. Como p̃1 es abierta (Proposición
3.26) y la composición p̃2 ◦ i es continua, tenemos que j es continua. Similar-
mente se comprueba que j−1 es continua. Por ello p1 y p2 son M -equivalentes.
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3.5. Retracciones y M-equivalencias

Recuerde que si X es un espacio topológico y A un subespacio de X, una
función r : X → A es llamada retracción de X si r es una función continua
y r(a) = a para toda a ∈ A. El subespacio A es llamado retracto de X.
Además, dadas dos retracciones r1 y r2 de X, éstas son llamadas paralelas
si r1 ◦ r2 = r1 y r2 ◦ r1 = r2, y a sus contradominios se les llama retractos
paralelos. Esta definición proviene del hecho de que una proyección de un
plano sobre dos rectas paralelas son retracciones paralelas, en el sentido de
la definición anterior. Es fácil observar que K1 y K2 son retractos paralelos
de un espacio X si y sólo si existe una retracción r1 : X → K1 que manda
homeomórficamente K2 en K1.

Para demostrar el teorema importante de esta sección haremos uso del
siguiente lema, cuya demostración puede verse en [7].

3.29 Lema. Sean K1, K2 ⊆ X, pj : X → Yj funciones Kj-triviales y p̃j :
F (X) → F (Yj) sus extensiones a homomorfismos continuos, j = 1, 2. Sea
además i : F (X) → F (X) un automorfismo topológico tal que i(K1) = K2.
Entonces i(ker p̃1) = ker p̃2.

3.30 Teorema. Sean K1 y K2 retractos paralelos de X, Y1 = X/K1 y
Y2 = X/K2 espacios R-cocientes con sus respectivas proyecciones naturales
p1 : X → Y1 y p2 : X → Y2. Entonces p1 y p2 son M -equivalentes. En
particular, Y1 y Y2 son M -equivalentes.

Demostración. Sean r1 : X → K1 y r2 : X → K2 retracciones paralelas.
Sea i0 : X → F (X) definida por:

i0(x) = r1(x)x−1r2(x)

para toda x ∈ X. Claramente i0 es continua. Sea i : F (X) → F (X) el
homomorfismo continuo que extiende a i0. Debido a que rj ◦ rk = rj para
j, k ∈ {1, 2} se tiene que i(K1) = K2 y la función (i◦ i)�X es la identidad. Por
lo tanto i ◦ i es el automorfismo identidad de F (X). Finalmente, el resultado
se sigue directamente del Lema 3.29 y el Teorema 3.28.

Notemos que el teorema anterior es una técnica para construir ejemplo
de espacios M -equivalentes. Daremos un ejemplo más de una técnica de este
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tipo. Considere un espacio X0 con un retracto K, y sea X+
0 el espacio obte-

nido apartir de X0 añadiendo un punto aislado. En lo que sigue usaremos la
notación Y := X0/K ⊕K.

3.31 Teorema. Los espaciosX+
0 y Y definidos como arriba sonM -equivalentes.

Demostración. Llamemos Z = X0 ⊕ K1, donde K1 es una copia ajena
homeomorfa aK. Los conjuntosK yK1 son retractos paralelos de Z, luego las
proyecciones naturales p1 : Z → Z/K1 y p2 : Z → Z/K son M -equivalentes.
El resultado se sigue del hecho de que Z/K1 es homeomorfo a X+

0 , y Z/K
es homeomorfo a Y .

3.6. Ejemplos de espacios M-equivalentes

Los Teoremas 3.30 y 3.31 nos ayudan a construir ejemplos de espacios
M -equivalentes. Veamos cómo.

3.32 Ejemplo. Sea D un espacio discreto, I = [0, 1] y X = (I × D) ⊕ D.
Sea d ∈ D y sea K1 = {0} × D, K2 = D ∪ {(0, d)}. Se tiene que K1 y K2

son retractos paralelos de X, por tanto por el Teorema 3.30 se tiene que
los espacios R-cociente X/K1 y X/K2 son M -equivalentes. El espacio X/K1

contiene |D| puntos aislados, mientras que X/K2 no contiene ninguno.

3.33 Corolario. Por el Ejemplo 3.32, podemos deducir que la cardinali-
dad de el conjunto de puntos aislados no es algo que se preserve bajo M -
equivalencia.

Recuerde que un espacio topológico X es un espacio de Baire si para cada
sucesión de subconjuntos abiertos y densos en X se tiene que la intersección
de todos ellos es densa en X. Por otro lado, un espacio topológico X es
llamado quasi-regular si cada subconjunto abierto no vaćıo de X contiene
a la clausura de un subconjunto abierto no vaćıo de X. Además, llamamos
pseudo-base de X a una colección F(n) no vaćıa de subconjuntos abiertos
tal que para cada abierto no vaćıo U ⊆ X contiene a algún miembro de
F . Finalmente, recuerde que un espacio X es llamado pseudo-completo si X
tiene una sucesión {P(n) : n ∈ ω} de pseudo-bases tal que si Pn ∈ P(n) y
cl(Pn+1) ⊆ Pn para cada n ∈ ω, entonces ∩n∈ωPn 6= ∅.
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3.34 Ejemplo. Sea C = {xn : n ∈ N} ∪ {x0} una sucesión convergente con
ĺımite x0. Definimos una topoloǵıa en X0 = Q × C de la siguiente forma:
todos los puntos (q, xn) con q ∈ Q son aislados en X0, y un conjunto U ⊆ X0

es vecindad de (q, x0) si y sólo si U es vecindad de este mismo punto con la
topoloǵıa producto. El espacio X0 definido aśı es numerable y metrizable, y
contiene un subespacio discreto. Por lo tanto, X0 es pseudocompleto y por
ello también es un espacio de Baire [9]. Claramente, lo mismo es cierto para
el espacio X := X+

0 .

Considere Y0 = X0 ⊕ Q y Y = Y +
0 . Se tiene que Y no es un espacio de

Baire porque Q es un subespacio abierto de Y [8]. Vamos a mostrar que X
y Y son M -equivalentes. El conjunto K1 = Q × {x0} es un retracto de X0.
Por el Teorema 3.31, X es M -equivalente al espacio X1 = (X0/K1) ⊕K1

∼=
(X0/K1)⊕Q. Similarmente, K2 = Q×{x0} es retracto de Y0, por lo tanto Y
es M -equivalente a Y1 = (Y0/K2)⊕K2 = (X0/K1)⊕Q⊕Q. Pero los espacios
X1 y Y1 son homeomorfos porque Q⊕Q es homeomorfo a Q.

3.35 Corolario. Las propiedades de que un espacio sea de Baire, pseudo-
completo y que contengan un subespacio denso discreto no se preservan bajo
M -equivalencia.

Para el siguiente ejemplo, recuerde que dado un espacio topológico X, una
π-base de X es una colección de abiertos no vaćıos B tal que para cualquier
abierto U ⊆ X no vaćıo existe B ∈ B tal que B ⊆ U . El π-peso de un espacio
topológicoX, denotado por πw(X), se define como el mı́nimo cardinal infinito
tal que existe una π-base con dicho cardinal.

3.36 Ejemplo. Sea A un espacio numerable que no contiene una π-base
numerable (tómese, por ejemplo, un subespacio denso numerable del cubo de
Tychonoff de peso el continuo [10]). Definamos una topoloǵıa en X0 = A×C,
donde C = {xn : n ∈ N}∪{x0} es una sucesión convergente a x0, mediante la
siguiente forma: todos los puntos (a, xn) de X0 son aislados, y un subconjunto
U ⊆ X0 es vecindad de un punto (a, x0) si y sólo si U es vecindad del mismo
punto en la topoloǵıa producto. El espacio X0 resultante es numerable y de
Tychonoff, y contiene un subespacio discreto numerable, y por ello contiene
una π-base numerable. Claramente, el espacio X := X+

0 también tiene una
π-base numerable.

Sea K = A×{x0} y Y = (X0/K)⊕K. Claramente, K es retracto de X0,
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por lo tanto por el Teorema 3.31 se tiene que X y Y son M -equivalentes. El
espacio Y contiene un subespacio abierto K que es homeomorfo a A, y por
tanto Y no tiene una π-base numerable.

Hagamos ahora una pequeña modificación del ejemplo dado. Sea Z0 =
βX0 y K = ClZ0(K). La retracción r : X0 → K se extiende a una retracción
r : Z0 → K, por ello K es retracto de Z0. Sea Z = Z+

0 y Z1 = (Z0/K)⊕K.
Nuevamente, los espacios Z y Z1 son M -equivalentes por el Teorema 3.31. El
espacio Z contiene un subespacio denso numerable discreto, y por lo tanto
contiene una π-base numerable. El espacio Z1 contiene un subespacio cerrado
y abierto K con A denso en K. Como A no contiene una π-base numerable,
los espacios K y Z0 tampoco.

3.37 Corolario. La numerabilidad del π-peso no es preservada bajo la M -
equivalencia, ni en la clase de los espacios numerables ni en la clase de los
espacios compactos.

Finalmente, veremos un ejemplo que muestra que la conexidad local y la
conexidad por trayectorias no se preservan bajo M -equivalencia.

3.38 Ejemplos. Sea

X = {(x, y) ∈ R2 : 0 < x ≤ 1, y = sen(1/x)}∪{(x, y) ∈ R2 : x = 0,−1 ≤ y ≤ 1}.

Considere también

K1 = {(x, y) ∈ R2 : x = 0,−1 ≤ y ≤ 1}

y

K2 = {(x, y) ∈ R2 : 1
2
≤ x ≤ 1, y = sen(1/2)}.

Se tiene entonces que K1 y K2 son retractos de X. Más aún, el espacio
cociente X/K1 es homeomorfo al segmento I = [0, 1], mientras que X/K2 es
homeomorfo a X. Por lo tanto, los espacios X e I son M -equivalentes por el
Teorema 3.30. Notemos que I es localmente conexo y conexo por trayectorias,
pero X no es ni uno ni lo otro.

3.39 Corolario. La conexidad local y la conexidad por trayectorias no se
preserva bajo la M -equivalencia.
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