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Introduccion

El objetivo principal de este trabajo es introducir y estudiar los grupos
topologicos libres, y grupos topoldgicos abelianos libres. Informalmente, el
concepto de grupo topoldgico libre unifica los conceptos de grupo topolégico
y grupo libre.

En el Capitulo 1, establecemos las definiciones y los resultados basicos
sobre ambos conceptos. Vamos a definir grupo topolégico como un grupo
dotado de una topologia en el que las funciones multiplicacién e inversion con
respecto a la operacion del grupo son continuas. Desde cursos muy bésicos se
ha trabajado con el concepto de grupo topologico. Por ejemplo, la operacion
suma y la operacién inverso aditivo usuales en R™ son funciones continuas.
Muchas de las propiedades que tiene R"™ se demuestran a partir del simple
hecho de que éste es un grupo topoldgico (por ejemplo, que las traslaciones
son homeomorfismos), y con las mismas ideas se pueden probar algunas de las
propiedades que tienen los grupos topologicos. Veremos algunos importantes
hechos como que el producto de grupos topoldgicos, equipado con la topologia
producto, es un grupo topolégico, y lo mismo ocurre con el cociente de grupos
topoldgicos cuando esta equipado con la topologia cociente.

En el estudio de conceptos abstractos como la teoria algebraica de gru-
pos o de espacios topoldgicos, se suele hablar de funciones que preservan en
su totalidad la estructura de estos objetos. En teoria algebraica de grupos
son los isomorfismos y en topologia son los homeomorfismos. Estas funciones
juegan un papel importante, porque preservan las propiedades algebraicas y
topoldgicas, respectivamente. En nuestro caso, como estamos trabajando con
grupos topolégicos nos interesa que se preserve tanto la estructura de grupo
como la topoldgica. Las funciones que van a resolver esta cuestién son los iso-

VII



VIII INTRODUCCION

morfismos topoldgicos, funciones que vamos a definir como homeomorfismos
que sean a su vez isomorfismos de grupos, y entonces si existe dicha funcion
diremos que su dominio y su contradominio son topolégicamente isomorfos.
También, presentamos el enunciado del Primer Teorema de Isomorfismo para
grupos topoldgicos, cuya demostracion no es mas que extender la idea que se
usa para demostrar su version en teoria algebraica de grupos. Por otro lado,
al final de este capitulo daremos un repaso breve del concepto de grupo libre
y su construccion méas usual mediante palabras, estableciendo los términos y
notaciones que vamos a usar en el resto de este trabajo.

En el Capitulo 2, establecemos la definicién de un grupo topolégico libre.
Como se sabe, la propiedad fundamental de un grupo libre es que toda funcion
definida en una base libre puede extenderse linealmente y de manera tnica a
un homomorfismo que extiende a dicha funcién. La propiedad fundamental
del grupo topoldgico libre estd inspitada en este hecho. Intuitivamente, un
grupo topoldgico libre de un espacio topolégico X esta caracterizado por la
propiedad de que toda funcién continua con dominio X y contradominio un
grupo topoldgico puede extenderse a un homomorfismo continuo de manera
unica. La definiciéon de un grupo topoldgico abeliano libre es esencialmente
la misma, salvo que ahora pedimos que dicho grupo sea a su vez abeliano. La
demostracion de la existencia del grupo topoldgico libre y del grupo topologi-
co abeliano libre no es evidente, y requiere Axioma de Eleccién, y ademas la
existencia del grupo topoldgico libre sélo esta garantizada para los espacios
de Tychonoff o completamente regulares. En general, pocas veces es facil ex-
hibir explicitamente un grupo topolégico libre (salvo casos triviales, como el
grupo topoldgico libre de un espacio discreto). Sin embargo, en este capitulo
se va a demostrar que el grupo topoldgico libre de un espacio topoldgico de
Tychonoff es algebraicamente isomorfo al grupo libre de dicho espacio. Con
esto, sabemos exactamente cémo es la naturaleza de los elementos de un
grupo topoldgico libre, y ademas también sabemos como se comporta alge-
braicamente. Asimismo, este capitulo tiene como objetivo estudiar un poco
la estructura topoldgica de un grupo topoldgico libre.

Finalmente, en el Capitulo 3, estudiamos una importante relacion con el
concepto de grupo topoldgico libre. No es muy dificil notar que si dos espacios
topologicos son homeomorfos, entonces los grupos topoldgicos libres de esos
dos espacios son topolégicamente isomorfos. Sin embargo, es posible construir
ejemplos de espacios topologicos tales que sus grupos topoldgicos libres son
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topolégicamente isomorfos, pero esos espacios no son homeomorfos. Esto mo-
tiva a introducir una nueva definiciéon. Llamaremos a dos espacios topoldgicos
M-equivalentes si sus grupos topologicos libres son topoldgicamente isomor-
fos. Estudiaremos algunas propiedades que se preservan bajo M-equivalencia
(conexidad, compacidad, etc.), y llamaremos propiedad M-invariante a aque-
lla que cumple que cada vez que un espacio topoldgico la tiene, entonces todo
espacio topolégico M-equivalente a él también tiene dicha propiedad. Similar-
mente se define A-equivalencia y propiedad A-invariante, es decir, decimos
que dos espacios topoldgicos son A-equivalentes si sus grupos topolégicos
abelianos libres son topoldgicamente isomorfos. Ademés, vamos a probar que
la M-equivalencia implica la A-equivalencia, por lo que una propiedad A-
invariante es también M-invariante. En las ultimas dos secciones hablaremos
de dos métodos importantes introducidos por O. G. Okunev para construir
espacios M-equivalentes, y veremos en particular que esto nos proporciona
ejemplos de propiedades que no son M-invariantes.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Introduccidon

En este capitulo, introducimos los conceptos mas bésicos para poder en-
tender la definicion y para poder establecer las propiedades mas basicas de
los grupos topoldgicos libres. Intuitivamente, un grupo topoldgico libre es
un grupo topoldgico con estructura de grupo libre, este tltimo en el senti-
do usual en el algebra abstracta. Recuerde, por ejemplo, que un grupo libre
esta dotado de una base, y que toda funcién definida en una base puede ser
extendida a todo el grupo libre. Haremos un recordatorio de esto al final de
este capitulo. En la primera seccién del capitulo, introducimos la nocién de
grupo topoldgico y hablaremos de sus propiedas mas importantes, mismas
que utilizaremos a lo largo de todo este trabajo.

1.2. Grupos topolégicos

Intuitivamente, un grupo topoldgico es un grupo algebraico equipado con
una topologia, pero dicha topologia debe ser compatible con la estructura
algebraica de dicho grupo. La manera natural de hacer esto, es relacionar la
continuidad con las operaciones del grupo. De esta forma, introducimos la
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siguiente definicion:

1.1 Definicién. Sea GG un grupo con una operacion *, y sea 7 una topologia
sobre G tal que (G, 7) es un espacio topoldgico de Hausdorff. Considere m :
G X G — @ definida por m(g, h) = g+ h para cada (g, h) € G x G, y también
i : G — G definida por i(g) = ¢g~', en donde g~' denota al inverso del
elemento g € G respecto de la operacién *. Diremos que la terna (G, *, 7)
es un grupo topoldgico si la funciéon m es continua en el espacio producto
(G x G, Texg) vy la funcién i es continua en el espacio (G, 7).

Notemos que m e i son las funciones usuales de multiplicacién e inversién
de un grupo G. No es dificil ver que la definicién anterior equivale a pedir
.7 71 .
que la funcién (g,h) — g* h™' de G x G en G, sea continua.

Como es usual en dlgebra, la frase “grupo” es sinénimo de la frase “grupo
algebraico”, y por comodidad, cuando G sea un grupo o un grupo topolégi-
co, vamos a prescindir de la notacion . Esto es, en vez de escribir g * h
escribiremos simplemente gh, cuando no haya alguna ambigiiedad. Asimis-
mo, en el caso de grupo topoldgicos también vamos a prescindir en algunas
ocasiones de escribir explicitamente 7 como la topologia del espacio G. De
forma que cuando hablemos de un grupo topolégico G, debe quedar claro
que esta equipado con una operacién y una topologia compatibles entre si.
Una observacion casi obvia es la siguiente.

1.2 Observacién. Si G es un grupo topoldgico, entonces la inversién es
un homeomorfismo, pues su funcion inversa es ella misma. En particular, si
U C @G es abierto, entonces U ™! también lo es, donde U ! denota el conjunto
de los u~! tales que u € U.

1.3 Ejemplos. 1. Considere R™ equipado con la suma usual y su topo-
logia usual. Es sabido que la funcién (z,y) — = + y, de R" x R" en
R™ es continua, y que la funcién x — —z también lo es. Asi, R" es un
ejemplo de un grupo topoldgico.

2. Considere T := {z € Z : |z| = 1}. Si equipamos a T con el producto
usual entre nimeros complejos, entonces T es un grupo. Para notarlo,
simplemente basta recordar que el producto de dos nimeros complejos
de médulo 1 también tiene modulo 1, y que en particular los complejos
de médulo 1 admiten inverso multiplicativo. Equipando ademas a T con
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la topologia heredada de C. No es dificil probar que la multiplicacion
de ntmeros complejos también es una funciéon continua, asi como la
inversion. Entonces T es un grupo topoldgico. A menudo, T es llamado
el grupo circulo (notemos que T no es més que la circunferencia de radio
1 centrada en el origen en el plano complejo).

3. Cualquier grupo es evidentemente un grupo topoldgico, si lo equipamos
con la topologia discreta.

La definicion de grupo topolégico puede ser reescrita en términos de abier-
tos, dejando implicito que en verdad se esta hablando de la continuidad de las
funciones multiplicacién e inversién. Recordemos antes que dado un grupo G
y U,V C G, denotamos con UV al conjunto de todos los productos uv tales
que u € Uy v e V.Sige G esta fijo, entonces Ug es el conjunto U{g},
y analogamente se define gU. Ademads, usualmente denotaremos eg como al
elemento neutro de GG, o simplemente e cuando no haya riesgo de confusion.

1.4 Proposiciéon. Sea G un grupo topolégico, A C GG abiertoy x,y € G tales
que zy~ ' € A. Entonces existen U,V C G abiertos tales que x € U,y € V' y
Uv-tc A

DEMOSTRACION. Sea ¢ : G x G — G la funcién definida por ¢(g, h) = gh™*
para cada (g,h) € G x G. Como G es grupo topoldgico, ¢ es una funcién
continua. Asi pues, como ¢(x,y) = zy~! € A, por la continuidad existe un
abierto basico U x V' del producto G x G, donde U,V C G son abiertos, tal
que (z,y) eUXV yUV 1 =¢(U xV)C A O

No es dificil notar que en la demostracion anterior no se hizo mas que
reescribir la definicion de grupo topolégico. En otras palabras, la Proposicion
1.4 es, en esencia, equivalente a la definicién dada en 1.1. A continuacién,
establecemos esto ultimo como un corolario.

1.5 Corolario. Sea GG un grupo, equipado con una topologia de Hausdorff.
Entonces G es un grupo topoldgico si y sélo si para cualesquiera z,y € G y
A C G abierto tales que xy~! € A, se tiene que existen abiertos U,V C G
talesque x € U,y € V y UV~ C A.

1.6 Corolario. Sea G un grupo topolégico, A C GG abiertoy x,y € G.
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1. Si zy € A, entonces existen abiertos U,V C A tales que x € U,y € V
y UV C A.

2. Siz~! € A, entonces existe un abierto V C Atalquez € VyV—1 C A,

DEMOSTRACION.

1. Siguiendo la notacién de la Proposicién 1.4, notemos que ¢(z,y~ ') =
z(y~')~! = xy € A. Por la Proposicién 1.4, existen U,V C G abiertos
tales que z € U,y~! € V y UV~! C A. Llamando V' = V™1, se tiene
que V' es abierto (por la Observacién 1.2), y € V' y UV’ C A.

2. Notemos que ¢(e,r) = 2~! € A. Por la Proposicién 1.4, se tiene que
existen abiertos U,V C G talesquee € U,z € VyUV~! C A. Notemos
ahora que V-1 C UV ™! yaquesiv € V, entonces v =ev=t € UV L,
Luego V-1 C A. O

Como consecuencia de la definicion, la nocién de grupo topoldgico se pre-
serva bajo la operacion producto topoldgico, como demuestra el siguiente
teorema. Hay que aclarar que cuando hablemos en general de un produc-
to de espacios [[,.; X;, para denotar a sus elementos usaremos la notacién
coordenada (z;);cs, donde cada z; € X;. También, si {G; : i € I} es una
familia no vacia de grupos, entonces equipamos de forma natural al producto
Hiel G; con la operacién xy = (2:y;)icr, en donde x = (7;)icr Y Y = (Yi)ier-
No es dificil comprobar que [],.; G; es efectivamente un grupo.

1.7 Teorema. Sea {G; : i € I} una familia no vacia de grupos topoldgicos.
Entonces G := [[,.; Gi con la topologia producto es un grupo topoldgico.

DEMOSTRACION. Utilizaremos el Corolario 1.5. Sean z,y € Gy A C G
abierto tal que zy™' € A, en donde © = (;)ic; Y ¥ = (¥i)ier- Como A
es abierto, podemos hallar un abierto basico, digamos W = ﬂ?zl ury Y(4))
tal que xy~' € W C A, en donde A; es abierto en Gy, para cada j €
{1, ..., k}. Entonces, para cada j € {1, ..., k} se tiene que xi‘jy; € A,, y como
por hipétesis todos los G; son grupos topologicos, entonces existen abiertos
Ui, Vi, € Gy, tales que xy, € Uy, y;;, € Vi, vy Uy, V-j_l C A,

J (3
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Considere U = ﬂ?zl L U, yV = ﬂ?zl L '(V;,). Por construccién
xr € Uyy € V. Demostremos ahora que UV ™! C A. Sea z € UV}, entonces
z=wuv" ! en donde u = (u;)ic; € U y v = (vs)ics € V. Luego, por definicién
ui; € Uy, y vi; € Vj;, de lo cual se tiene que ui].vizl € U, V;J_l C A; para cada
j € {1,...,k}. Esto muestra que uv™* € W C A. Por lo tanto UV~! C A.
Finalmente, como G es un espacio de Hausdorff entonces G' es un grupo

topoldgico. ]

1.3. Propiedades de grupos topolégicos

A continuacion demostraremos propiedades bésicas y ttiles de los grupos
topoldgicos. Es normal pensar que los grupos topoldgicos tengan propiedades
que ya hemos visto en cursos bésicos de analisis. Por ejemplo, cuando tenemos
una transformaciéon lineal entre espacios normados, es suficiente probar que
dicha transformacion es continua en (0 para demostrar que es continua en
todo su dominio. Aqui el papel de las transformaciones lineales lo haran los
homomorfismos entre los grupos topolégicos. En realidad, éste es un caso
particular ya que los espacios normables son grupos topoldgicos.

Otro ejemplo basico es que en R" las traslaciones de conjuntos abiertos
también son abiertos. O que las traslaciones de una vecindad del origen son
vecidades del punto sobre el cual se esta trasladando. Ambas cosas se abstraen
en la siguiente proposicion.

1.8 Proposicion. Sea G un grupo topoldgico y g € G fijo. Entonces:

1. Las funciones = +— xg y x + gx son homeomorfismos. La primera fun-
cién es llamada traslacién derecha de G por g, y la segunda traslacion
izquierda de G por el punto g.

2. Sea B, una base local de G en el punto e. Entonces B, := {Ug : U € B.}
es una base local de GG en el punto g. La misma conclusién se obtiene
para el conjunto Bj := {gU : U € B.}.

DEMOSTRACION.
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1. Consideremos la traslacién derecha T,(z) = zg para cada z € G. Con-
sidere ahora la multiplicacién m : G x G — G, la cual es continua
porque GG es un grupo topolégico. Y considere ahora el homeomorfismo
natural h : G — G x {g} dado por h(z) = (z,g) para cada z € G.
Entonces Ty = m[ gy 4 0h, y por lo tanto T} es continua. Por otro lado,
es claro que la inversa de T, es la funcién cuya regla es x — zg~'. De
la misma forma se prueba que ésta es una funcién continua (pues es
también una traslacién derecha), y por ello T, es un homeomorfismo.

Andlogamente se puede demostrar que la traslacién izquierda es un
homeomorfismo.

2. Por el inciso anterior, para cada U € B, se tiene que T,(U) = Ug
es vecindad de g. Para probar que By es base local, tomemos V' C G
cualquier vecindad de g. Como e € Vg~ ! y por un argumento como
el anterior, tenemos que Vg~ ! es vecindad de e. Por lo tanto existe
U e B, tal queec U C Vgt Sesigue entonces que g € Ug C V. O

El siguiente resultado nos dice que para que un subgrupo de un grupo
topoldgico sea abierto, es necesario y suficiente que contenga un subconjunto
abierto (no vacio). Esto implica que si un subgrupo no es abierto, entonces
su interior es vacio.

1.9 Corolario. Supongamos que H es un subgrupo de un grupo topoldgico
G. Si existe () # U C G abierto con U C H entonces H es abierto en G.

DEMOSTRACION. Basta notar que H = |J,.,; Ua, pues cada Ua es abierto en
G por la Proposicién 1.8. En efecto, sia € H y u € U, entonces a = u(u"'a) €
Uuta y uta € H, por tanto a pertenece a la unién. Reciprocamente, si
a € H, es claro que cada elemento de Ua pertenece a H, por ser H subgrupo.
Entonces se tiene la igualdad deseada. [

El siguiente resultado, sin embargo, nos dice que todo subgrupo abierto
de un grupo topolégico es también cerrado.

1.10 Corolario. Supongamos que H es un subgrupo abierto de un grupo
topoldgico G, entonces H es cerrado en G.

DEMOSTRACION. Considere U := {Ha : a € G}. Por la Proposicién 1.8, se
tiene que cada elemento de U es abierto, y por ello U es una cubierta abierta
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de G. De hecho, U es el conjunto de clases laterales derechas, y por ello es
una particiéon de G. En particular, el complemento de cada clase lateral Ha
es la union del resto de clases laterales, y por tanto Ha es cerrado para cada
a € G. En particular, para a = ¢, se tiene que He = H es cerradoen G. [

Por definicién, un homomorfismo entre grupos topoldgicos es un homo-
morfismo en el sentido algebraico, entre los grupos topoldgicos en cuestion.
A continuacion establecemos una condicién suficiente para que un homomor-
fismo entre grupos topolégicos sea continuo.

1.11 Proposicién. Sea f : G — H un homomorfismo entre grupos topolégi-
cos. Si f es continuo en eg, entonces f es continuo.

DEMOSTRACION. Seaz € G'ysea U C H abierto tal que f(x) € U. Entonces
fleg) =eg € Uf(x)™' y Uf(z)~! es abierto en H. Por la continuidad de f
en eg, se tiene que existe V abierto tal que e € V'y f(V) C Uf(z)~!. Por
ello, z € Vz, Vz es abiertoen Gy f(Vx) = f(V)f(x) CUf(z) ' f(z) =TU.

[

Algo parecido pasa con las funciones abiertas.

1.12 Proposicién. Sea f : G — H un homomorfismo entre grupos to-
polégicos. Si para cada vecindad abierta U del neutro eg, se tiene que f(U)
es vecindad del neutro ey, entonces f es abierta.

DEMOSTRACION. Sea V un conjunto abierto en G'y sea h € f(V). Entonces
existe v € V tal que h = f(v). Notemos que v~ 'V es una vecindad abierta
de eg, luego por hipétesis f(v™'V) = =1 f(V) es una vecindad del neutro
err. Como las traslaciones son homeomorfismos y hh =1 f(V) = f(V), se tiene
que f(V') es vecindad de h. Por lo tanto existe un abierto V' C H tal que
h e V' C f(V), lo cual muestra que h es punto interior de f(V'). Por lo tanto
f es abierta. [

Dado un grupo topolégico G, diremos que G es precompacto (también
llamado totalmente acotado) si para cada vecindad V' de eg se tiene que

existe A C G finito tal que AV =G =V A.

1.13 Proposicién. Sea f : G — H un homomorfismo sobreyectivo entre
grupos topoldgicos. Si GG es precompacto, entonces H es precompacto.
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DEMOSTRACION. Sea V una vecindad del neutro ey. Como f es continua
vy eq € f7HV), se tiene que f~'(V) es una vecindad de eg. Como G es
precompacto, existe A C G finito tal que Af~ (V) =G = f~(V)A. Como f
es sobreyectiva, entonces f(A)V = H =V f(A), y por ser f funcién se tiene
que f(A) es finito. Por lo tanto H es precompacto. O

Las propiedades que vamos a enunciar a continuacién seran utilizadas con
frecuencia a lo largo de este trabajo. Basicamente, el siguiente teorema nos
describe las propiedades que tienen las bases locales en el neutro e de un
grupo topoldgico.

1.14 Teorema. Sean G un grupo topoldgico y U una base local formada por
vecindades abiertas del neutro e € G. Sea U € U. Entonces:

1. Existe V € U tal que V2 C U.

2. Existe V € U tal que V-1 C U.

3. Para cada x € U, existe V € U tal que Vo C U.

4. Para cada cada x € G, existe V € U tal que zVa~! C U.

5. Paracada V e U, existe W e U tal que W CUNV.

6. {e} =NU.

7. Existe U’ base local formada por abiertos del neutro e tal que U = U~*
para cada U € U’.

DEMOSTRACION.

1. Notemos que e = ee € U. Por el Corolario 1.6, existen abiertos U’, V' C
G tales que e € U',e € V! y U'V' C U. Por ello, existe V € U tal que
V CU' NV’ y entonces

VEC (U NVHYUNV)CUV CU.

2. Esto es inmediato del Corolario 1.6 y del hecho de que e™! =e € U.
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3. Sea x € U. Por la continuidad de la funcién y — yx y del hecho de que
ex = x € U, se sigue que existe un abierto V' tal quee € V''y V'a C U.
Por tanto existe V € U tal que V C V', y entonces Va C V'x C U.

4. No es dificil probar que la funcién y — zyz~! es continua, y como

e = zex ! € U, entonces existe V' abierto tal que e € V' y 2V'a~! C
U. Similarmente al inciso anterior se tiene que existe V' € U tal que
2Vt CU.

5. Sea V € U. Como UNV es un abierto que contiene a e, entonces existe
Weldtalque W CUNYV.

6. No es necesario usar aqui alguna propiedad particular de los grupos
topolégicos. Esto es inmediato del hecho de que G es T} y U una base
local del punto e.

7. Si U € U, definase Uy = U NU~'. Notemos que Uy C U es abierto,
contiene al neutro y Uy ' = U. Luego, basta definir 4’ := {UNU' :
UelU}. O

Un subconjunto U de un grupo G es llamado simétrico si U = U™, De
modo que en el dltimo inciso del teorema anterior se demostro que cada grupo
topoldgico tiene una base local de vecindades abiertas simétricas del neutro
e.

Mientras tanto, seguiremos probando mas propiedades. Recuerde que en
R™, si A es abierto y B es cualquier subconjunto, entonces A + B también
es abierto. Si se recuerda como probar esto, entonces la prueba en grupos
topologicos deberia ser igualmente clara.

1.15 Proposicion. Sea G un grupo topolégico, A C G abierto y B C G.
Entonces AB y BA son subconjuntos abiertos de G.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién, 1.8, sabemos ya que las traslaciones
son homeomorfismos en los grupos topoldgicos. Asi que, si b € B, entonces
Ab es abierto en G. Luego, como AB es la unién de abiertos (J,. 5 Ab, se
tiene que AB también es abierto en G. Anédlogamente BA es abierto en G.

]
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El siguiente resultado caracteriza la cerradura de cualquier subconjunto
de un Grupo Topoldgico.

1.16 Teorema. Sea GG un grupo topolégico, A C G y B, una base local de
G en el neutro e. Entonces:

1. Para cada U € B., se tiene que A C AU.

2. Si B, esta formada por vecindades simétricas, entonces

A=({AU:U € B.}.
DEMOSTRACION.

1. Comoe = e ! € U, por el Corolario 1.6 existe un abierto V' C G tal que
e c VyV~1 CU.Seax € A. PorlaProposicién 1.8, 2V es un abierto, y
es claro que x € V. Es decir que ANzV # (). Sea a € ANz V. Entonces
existe v € V tal que a = av, y por ello x = av=t € AV~! C AU. Esto
muestra que AC AU.

2. Por el inciso anterior, es claro que A C (W{AU : U € B.}.

Para probar la otra contencién, supongamos que x € G es tal que
x ¢ A,y vamos a probar que x no esté en la interseccion de los AU.
Por la Proposicion 1.8, la familia de los conjuntos de la forma W con
W vecindad abierta del neutro e, forma una base local del punto z.
Entonces como x ¢ A existe una vecindad abierta W del neutro e tal
que (zW)NA = (. Sea U € B, tal que U C W. Por hipétesis U = U~
y entonces obtenemos que:

(U HYNA=@U)NAC (aW)NA=0,
lo cual implica que = ¢ AU. Es decir, x ¢ (\{AU : U € B,}. O
Otro hecho bastante 1til es que la cerradura de cualquier subgrupo de un
grupo topoldgico es nuevamente un subgrupo. Notemos la analogia con espa-

cios vectoriales normados, en donde la cerradura de un subespacio vectorial
vuelve a ser un subespacio vectorial.
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1.17 Proposicion. Sea G un grupo topolégico, y H C G un subgrupo.
Entonces H es un subgrupo de G.

DEMOSTRACION. Consideremos la funcién f : GxG — G dadapor f(z,y) =
xy~1, la cual es continua porque G es un grupo topoldgico. Como H es sub-
grupo, entonces

Hx HC f™(H)C f(H).

Y como f~'(H) es cerrado, entonces
HxH=HxHC f'(H).

El hecho de que H x H C f~'(H) implica que H-H'CH. Notemos que
esto ultimo equivale a decir que xy~! € H para cualesquiera z,y € H. Por
lo tanto H es un subgrupo de G. [

Sea GG un grupo topoldgico con elemento neutro e. Recuerde que la com-
ponente conexa del punto e es la uniéon de todos los subconjuntos conexos de
G que contienen al punto e (ademés, es sabido que las componentes conexas
son conjuntos conexos). Dicho de otra forma, la componente conexa de e
serd siempre el subconjunto conexo de G mas grande que contiene al punto
e. Un hecho relevante acerca de este conjunto es el siguiente.

1.18 Proposicién. Sea GG un grupo topoldgico y H la componente conexa
del neutro e. Entonces H es un subgrupo normal de GG y cerrado en G.

DEMOSTRACION. Como ya hemos observado anteriormente, para demostrar
que H es subgrupo es suficiente con ver que H - H~! C H. Notemos primero
que H-H™ ! = Unen hH ~1. Como la funcién inversién de un grupo topoldgico
es un homeomorfismo y H es conexo, entonces H ! es conexo. Similarmente
como las traslaciones izquierdas son homeomorfismos, se tiene que hH !
es conexo para cualquier h € H. Ademas, para cada h € H se tiene que
e = hh™!' € hH~'. Luego, por la definicién de componente conexa se tiene
que hH-' C H,yporello H-H'CH.

Por otro lado, por el mismo argumento se tiene que si a € G entonces
aHa ' es conexoy e € aHa™ !, por lo cual aHa™ ! C H.
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Finalmente como la cerradura de cualquier conjunto conexo es conexa y
por la propiedad de la componente conexa se tiene que H C H, entonces H
es cerrado. O]

Para terminar esta seccién probaremos un resultado bastante ttil, que a
su vez es un método para generar nuevos grupos topoldgicos a partir de uno
ya dado.

1.19 Teorema. Sea f : G — H un homomorfismo sobreyectivo de grupos
algebraicos, en donde G es ademas un grupo topolégico. Definamos 7 como la
coleccién de todos los conjuntos de la forma f(U) tal que U es un subconjunto
abierto de G. Entonces 7 es una topologia de grupo sobre H, es decir, 7 es
una topologia tal que (H,*p,T) es un grupo topoldgico.

DEMOSTRACION. Claramente () € 7, como f es sobreyectiva entonces f(G) =
H € 7. Ademas, si U; C G es abierto para cada ¢ € I, entonces

Urwy =7 (U Ui> e

i€l iel

Supongamos ahora que Uy, Uy C G son abiertos. Afirmamos que f(U;) N
f(Us) = f(Uy N KU,), en donde K es el nicleo del homomorfismo f. Efec-
tivamente, si z € f(Uy) N f(Usz) entonces z = f(z1) = f(xq) para algunos
x1 € Uy y o9 € Uy, por lo cual f(x12,') = eg, es decir, 712, € K. Luego
x1 € Kxg C KU,. Esto muestra que z = f(x1) € f(U; N KU,). La otra con-
tencién es inmediata, porque la imagen directa tiene la siguiente propiedad
respecto a intersecciones y porque f es un homomorfismo:

f(UINKUy) C f(Ur) N f(KU) = f(Ur) N f(Ua).

Asi pues, como U; N KU, es abierto en G, se tiene que f(U;) N f(Uz) € T
Esto demuestra que 7 es una topologia sobre H.

Consideremos ahora a la funcién inversién ¢ : H — H, i(h) = h™'. Si
U C G es abierto, es ficil comprobar que z'_l(f(U)) f(U 1) € 7. Por lo
cual ¢ es continua respecto de la topologia 7.

Finalmente, consideremos la multiplicacién m : H x H — H, m(x,y) =
xy. Sea (hy,hy) € Hx Hy f(V) € 7, donde V' C G es abierto, tal que
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m(hi, ho) = hihy € f(V). Como f es sobreyectiva, existen g1, g, € G tales
que f(g1) = h1y f(g2) = he. Como f es homomorfismo, entonces f(g192) =
hihy € f(V). Por lo tanto, g1gs € f~1(f(V)) = VK. Por ello, existe k € K
tal que g1gok € V. Llamemos ¢} := g2k, de modo que f(g192) = f(9145)
y g1g5 € V. Como V es abierto en G y G es un grupo topolégico, existen
V1, Vo C G abiertos tales que g1 € Vi, gh € Vo y V1V C V.

Por lo tanto, si b} € f(V4) y by € f(V3) entonces

hhy € f(Vi)f(Va) = f(ViV2) € F(V).

Y esto muestra que:

(h1,he) € fF(V1) x f(Va) Sm H(f(V)).

Por ello, (hy, hy) es punto interior de m™!(f(V)). Entonces m™(f(V)) es
abierto en H x H. Es decir que m es continua en (H,7), como queriamos
demostrar.

Finalmente, veamos que (H,7) es de Hausdorff. Sean x,y € H distintos.
Como f es una funcién sobreyectiva, f(zo) = =y f(yo) = y para algunos
xo,Yo € G. Necesariamente zy # yo, luego existen U; y U, abiertos en G
tales que xy € Uy,yo € Uy y Uy N Us. Entonces x € f(Uy),y € f(Us) y
fU) N f(Uz) = 0. 0

El término usado en el enunciado del Teorema 1.19 sera frecuentemente
util en este trabajo. Establecemos formalmente su significado.

1.20 Definicién. Sea GG un grupo. Si 7 es una topologia sobre G tal que
(G, %@, T) es un grupo topoldgico, entonces 7 serd llamada topologia de grupo
sobre GG. También diremos que 7 es compatible con la estructura de grupo
de GG, o simplemente que es compatible con G.

Un resultado importante es que todo grupo topolégico es de Tychonoft, y
lo enunciamos en el siguiente teorema. La demostracion se sigue de que todo
grupo topologico de Hausdorff admite una estructura de espacio uniforme,
y todo espacio uniforme es un espacio de Tychonoff. Esto es teoria que no
utilizaremos en este trabajo, pero la demostracion de estos resultados puede
consultarse en [3].
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1.21 Teorema. Todo grupo topoldgico de Hausdorff es un espacio de Ty-
chonoff.

1.4. Cocientes de grupos topolégicos

Una manera muy util de construir nuevos grupos a partir de otros, es
realizar un cociente entre un grupo y un subgrupo normal de él. La construc-
cién de cocientes de grupos topolégicos en realidad no difiere mucho de esta
idea. Recuerde que dado un grupo G y un subgrupo normal de él, digamos
H, denotamos por G/H a todas las clases laterales derechas o izquierdas de
H, es decir, a todos los conjuntos de la forma aH tal que a € H, o bien los
de la forma Ha tal que a € H. No hay una diferencia esencial entre tomar
unas clases laterales o las otras. Es facil notar que si tomamos a las clases
laterales derechas se obtienen las mismas propiedades que si tomamos a las
clases laterales izquierdas. Usualmente utilizaremos la definicién con clases
laterales izquierdas. Luego, en G/H definimos una operacién natural defi-
nida mediante la regla aH - bH := abH (similarmente para clases laterales
derechas) y esto resulta en un nuevo grupo llamado el grupo cociente entre
G y H. Es claro que en grupos topoldgicos se puede realizar la misma cons-
trucciéon, pero lo natural seria establecer una topologia en dicho grupo para
hacer de el cociente un grupo topoldgico. El siguiente teorema resuelve esta
cuestién. Recuerde que, en este contexto, la proyeccién natural, o bien la
proyeccién canénica es el homomorfismo 7 : G — G/H definido por la regla
7(a) = aH para cada a € G. Asimismo, equipamos a G/H con la topologia
cociente inducida por la funcién 7. Por la definicién de topologia cociente
esta funcion es continua.

1.22 Lema. Si G un grupo topoldgico y H un subgrupo normal de G, en-
tonces la proyeccion natural 7 : G — G/H es abierta.

DEMOSTRACION. Sea U C G abierto. Afirmamos que 7~ (7(U)) = UH. En
efecto. Si x € 7 (7(U)) entonces 7(z) = vH € n(U) = {gH : g € U}.
Por lo cual, existe g € U tal que xH = gH, es decir, g 'z € H, de donde

x € gH C UH. Reciprocamente, siu € Uy h € H entonces 7(u h) uhH =
uH € w(U). Esto demuestra la afirmacion.
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Como UH es abierto en G (pues U lo es), tenemos que 7 (7(U)) es
abierto en G. Entonces por definicién de topologia cociente se tiene que 7(U)
es abierto en G/H, lo que demuestra que 7 es una funcién abierta. ]

Una consecuencia casi inmediata del Lema 1.22 es la siguiente.

1.23 Corolario. Si G es un grupo topoldgico primero numerable y H un
subgrupo normal de GG, entonces G/H es primero numerable.

DEMOSTRACION. Sea zH € G/H. Sea B, una base local de x numerable.
Entonces {7(U) : U € B,} es una base local numerable del punto zH.
En efecto, cada 7(U) es una vecindad de xH, pues x € U y 7 es abierta
por el Lema 1.22. Si V' C G/H es un abierto tal que xH € V', entonces
r € mx (V) y por ello existe U € B, tal que x € U C 7~ 1(V), y por lo tanto
n(z) =xH C n(U) C w(x1(V)) = V. La tltima igualdad es vdlida porque
7 es sobreyectiva. ]

1.24 Lema. Sean G un grupo topoldgico y H un subgrupo normal de G.
Las siguientes condiciones son equivalentes.

1. G/H es Ts.

2. G/H es Ty.

3. H es cerrado en G.

DEMOSTRACION. Claramente si G/H es Ty entonces G/H es Tj.

Supongamos que G/H es Ty, luego {H} es cerrado en G/H, por ello
H = 7' ({H}) es cerrado en G.

Finalmente supongamos que H es cerrado en G. Recuerde que para probar
que G/H es Ty es suficiente mostrar que la diagonal D de G/H x G/H es
cerrada en dicho espacio. Notemos ahora que si (¢H,¢'H) € G/H x G/H
entonces gH # ¢'H es equivalente a que g~'¢g’ ¢ H. Definimos U como el
conjunto

U:=(G/HxG/H)\D={(gH.gH):g""g' ¢ H}.
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Bastara ver entonces que U es abierto en G/H x G/H. Consideremos la
funcion

g =mxnm:GxG—G/HxG/H

la cual es abierta porque es el producto de dos funciones abiertas. Notemos
ahora que

¢ (U)=A{(9:9"):97'g ¢ H}.
Considere ahora la funcién f : G x G — G dada por f(z,y) = x~'y. Es claro
que ¢ Y (U) = f7YG\ H), y por ello ¢ 1(U) es abierto en G x G, pues f
es continua y H es cerrado. Finalmente, como ¢ es sobreyectiva y abierta,
entonces U = q(¢'(U)) es abierto en G/H x G/H. O

En Topologia General se llama funcién cociente a una funciéon continua
q : X — Y y sobreyectiva con la siguiente propiedad: para cada U C Y, se
tiene que U es abierto en Y si y s6lo si ¢~}(U) es abierto en X. Dos hechos
relevantes respecto a las funciones cociente son que el producto de funciones
cocientes es una funcién cociente, y ademas, si ¢ : X — Y es una funcion
cociente y f : Y — Z es una funcién (donde Z es un espacio topolégico
arbitrario), entonces f es continua si y sélo si f o ¢ lo es. Es claro ademés
que la funcién 7 : G — G/H (en el contexto de los lemas anteriores) es una
funcién cociente, pues G/H estd equipado con la topologia cociente. Con
estos hechos a la mano podemos establecer el siguiente resultado.

1.25 Teorema. Si GG es un grupo topoldgico, H es un subgrupo normal y
cerrado de G, entonces GG/H es un grupo topolégico.

DEMOSTRACION. Sea m,: G/H x G/H — G/H la funcién dada por
me(vH,yH) = xyH
(la funcién multiplicaciéon en G/H).

Consideremos ¢ := 7 x 7 : G x G — G/H x G/H. Por lo dicho anterior-
mente al enunciado de este teorema, se tiene que ¢ es una funcion cociente.
Por ello, para probar que m, es continua, basta verificar que m. o g es con-
tinua. Esto es en realidad inmediato, porque m., o ¢ = 7 o m, en donde
m : G x G — @G es la funcién multiplicacién en G.

Algo similar ocurre en el caso de la funcién inversion. En efecto, sea
i. : G/H — G/H dada por i.(xH) = 27! H. Para probar que i, es continua
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es necesario y suficiente verificar que 7. o w lo es; pero i. o™ = mo i, en
donde i : G — G es la funcién inversién en G. Por lo tanto G/H es un grupo
topoldgico.

Finalmente, por el Lema 1.24, G/H es T5. O

1.5. Isomorfismos topoldgicos

Tanto en Algebra como en Topologia, es comun el estudio de las funciones
que preservan la estructura de los objetos de estudio de estas dreas de la ma-
tematica. En la teorfa de grupos algebraicos, estudiamos isomorfismos porque
preservan la estructura de los grupos, sin importar la naturaleza de sus ele-
mentos. Grupos isomorfos entre si tienen las mismas propiedades algebraicas.
En Topologia también estudiamos los homeomorfismos, porque espacios to-
pologicos homeomorfos entre si tienen las mismas propiedades topoldgicas.
Mientras que en la teoria de grupos topoldgicos necesitamos estudiar ambas
cosas a la vez, necesitamos introducir funciones que preserven simultanea-
mente la estructura de grupo y la de espacio topologico. En esta seccion, es-
tablecemos la importante definicién de isomorfismo topoldgico y enunciamos
y demostramos la version del Teorema de Isomorfismo para grupos topoldgi-
cos. Mas profundamente, podemos considerar a los grupos topoldgicos como
una categoria en donde los morfismos son los homomorfismos continuos y
la composicion es la composicién usual de funciones. Entonces resulta mas
claro que los homomorfismos continuos cuya funcion inversa es también un
homomorfismo continuo son los isomorfismos en esta categoria.

1.26 Definicion. Supongamos que f : G — H es un homomorfismo entre
grupos topoldgicos. Si f es un isomorfismo de grupos y un homeomorfismo
entre los espacios topologicos Gy H, entonces f sera llamada isomorfismo
topoldgico (entre G 'y H). Si existe un isomorfismo topoldgico entre Gy H,
entonces diremos que G'y H son topologicamente isomorfos y escribiremos
G~ H.

1.27 Teorema (Teorema de Isomorfismo). Sea f : G — H un epimorfismo
(homomorfismo sobreyectivo) continuo entre grupos topolégicos. Sea K =
ker f. Si f es una funcién abierta, entonces G/K = H.
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DEMOSTRACION. Consideremos f : G/K — H definida por f(zK) = f(x)
para cada clase lateral izquierda zK € G/K. No es del todo inmediato que f
sea una funcién. Para comprobar esto, supongamos que xK = yK, entonces
y~lx € K, por lo que f(z) = f(y), lo que muestra que f estd bien definida.
Este paso es reversible, es decir si f(x) = f(y) entonces K = yK, por lo
que fes ademas una funcion inyectiva.

Notemos ahora que fom = f, por lo que, siendo 7 una funcién cociente,
se tiene que f es continua.

Por otro lado, fes un homomorfismo, ya que si K, yK € G/H entonces

faKyK) = f(zyK) = f(zy) = f(2)f(y) = f(2K)f(yK).

Ahora, si h € H es arbitrario, como f es sobreyectiva existe z € G tal
que f(xK) = f(z) = h, por lo que f es también sobreyectiva.

Basta probar ahora que f es una funcién abierta. Efectivamente, sea
V C G/K abierto. Es decir, 77 }(V) es abierto en G. Como 7 es sobreyectiva,
se tiene que V = w(7~1(V)). Por lo tanto

fV) = flr(m ' (V) = f(= (V).

Como f es abierta, entonces f(m~1(V)) es abierto en H. Esto demuestra que

fes abierta. Concluimos que f es un isomorfismo topolégico. O

El Teorema 1.27 es llamado Primer Teorema de Isomorfismo para grupos
topoldgicos. Al igual que su version en grupos, modulos, etc., este resultado
es la clave de muchas demostraciones en teoria de grupos topologicos.

Finalmente, hacemos la siguiente observacion.

1.28 Observacién. Supongamos que GG es un grupo topolégico y H un
conjunto tal que existe una funcién biyectiva f : G — H. Entonces existe
una Unica estructura de grupo y una unica estructura de espacio topoldgico
sobre H tal que H resulta un grupo topoldgico y f un isomorfismo topolégico.

DEMOSTRACION. Para heredar una operacion algebraica en H, basta definir
hixhy := f(g192) (con esto, H tiene estructura de grupo), en donde gy, g2 € G
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son los unicos elementos tales que f(g1) = h1 y f(g2) = he (esta definicién
hace que f sea homomorfismo). Por otro lado, declaramos los abiertos en
H de la siguiente forma: diremos que A C H es abierto si y sélo si f~!(A)
es abierto en G (y finalmente con esto vemos que f es homeomorfismo). Es
rutinario probar que H es un grupo topoldgico. [

1.6. Grupos libres

La idea de grupo libre nos hace recordar la nociéon de subespacio generado
por un conjunto en un espacio vectorial. Informalmente, un grupo libre de un
conjunto X # ) (o sobre un conjunto X) es un grupo G en el que cada uno
de sus elementos se puede escribir de manera tinica como producto finito de
elementos de X, salvo relaciones triviales como z = zyy~!. Para evitar este
tipo de relaciones triviales se suele optar por reducir la expresion, y entonces
el problema de la unicidad queda resuelto. Claramente si dicho grupo G
existe, entonces X lo genera algebraicamente, y el hecho de que todo elemento
se escriba de manera uinica nos hace recordar, como hemos dicho, al caso de
espacios vectoriales y sus bases. Es por ello que en este contexto el conjunto
X serd llamado base libre del grupo libre GG. Introducimos formalmente la
definicién de grupo gibre y grupo abeliano libre.

1.29 Definicion. Sea X un conjunto no vacio. Supongamos que G es un
grupo para el cual existe una funciéon o : X — G que tiene las siguientes dos
propiedades:

1. (¢(X)) = G, en donde (c(X)) denota al subgrupo generado por o(X)
en el grupo G.

2. Si H es un grupo, entonces para toda funcién f : X — H existe un
unico homomorfismo f: G — H tal que foo = f.

Entonces G serd llamado el grupo libre de X, y serd denotado por F,(X).
Si en lo anterior pedimos que G y H sean grupos abelianos, entonces G es
llamado el grupo abeliano libre de X, y sera denotado por A,(X). En ambos
casos llamaremos a X base libre de los grupos libres F,(X) y A.(X).
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Un resultado sencillo de probar es que la anterior funcién o es inyectiva.
Por el momento, suponemos la existencia y unicidad (salvo isomorfismos) del
grupo libre (o abeliano libre) sobre un conjunto X.

1.30 Proposicién. Sea X # () y G el grupo libre (o bien, abeliano libre) de
X. Entonces ¢ es una funcién inyectiva.

DEMOSTRACION. Si |X| = 1, es claro que o es inyectiva. Supongamos que
|X| > 1. Considere Z equipado con la suma usual. Es claro que Z es un
grupo. Sean = # y elementos en X y sea f : X — Z la funcién dada por
flz)=1,f(y) =2y f(a) = 0 para todo a € X \ {z,y}. Entonces existe un
homomorfismo f : Fu(X) — Z tal que foo = f. Si ocurriera que o(z) = o(y),
entonces

1= f(z) = f(o(x)) = flo(y) = fly) =2

Como lo anterior es falso, debe ocurrir que o(x) # o(y). O

No es dificil probar que dos grupos libres (respectivamente, abelianos li-
bres) de un mismo conjunto son isomorfos. De hecho, al principio del siguiente
capitulo probarems este hecho para el caso de grupos topoldgicos libres (res-
pectivamente, abelianos libres), y como la prueba de esto es esencialmente la
misma, la omitimos en esta seccion.

Siendo o inyectiva, podemos indentificar a X con su imagen o (X). Luego,
podemos suponer que 0 =i : X — G es la funcién inclusion, y entonces la
primera propiedad equivale a pedir que X genere algebraicamente al grupo G,
mientras que la segunda propiedad se traduce en que toda funcién f : X — H
admite una unica extension a un homomorfismo f : G — H. Esto permite
probar facilmente que conjuntos de la misma cardinalidad tienen grupos libres
isomorfos.

1.31 Proposicién. Sean X,Y # 0y ¢ : X — Y una funcién biyectiva.

Entonces F,(X) es algebraicamente isomorfo a F,(Y). Lo mismo ocurre con
Al(X) y A (Y).
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DEMOSTRACION. Como Y C F(Y), podemos ver a ¢ como una funcién ¢ :
X — F,(Y). Sea ¢ : Fo(X) — F,(Y) un homomorfismo que extiende a ¢. De
la misma forma podemos construir un homomorfismo 551  E(Y) = F(X)
que extiende a ¢~ '. Seay € F,(Y). Como Y genera algebraicamente a F,(Y),
existen yy,...,yn € Y y 11, ...,7, € Z tales que y = yi* - ... - y/». Por lo tanto:

~ —— ~

(oY) = d(¢ ()™ - ()™ =y =

Por lo tanto ¢ o gg: es la identidad en F,(Y). Andlogamente ¢! o ¢ es la

identidad en F,(X). En consecuencia, ¢! 5’1. Por ello, qg es isomorfismo
de grupos. O

Una construccién formal del grupo libre de un conjunto no vacio puede
consultarse en [11].

Dado un conjunto no vacio X, un elemento z € F,(X)\ {e} serd llamado
palabra en F,(x), o simplemente palabra. Si x = e, entonces x serd llamado
palabra vacia. Daremos por hecho las siguientes propiedades de un grupo
libre. Una palabra x no vacia se puede expresar de manera tnica como xr =
3t - .- xir en donde x4, ...,x, € X y e1,...,6, € {—1,1}. Esta expresién
sera llamada la forma reducida de x, y el elemento x serd llamado palabra en
su forma reducida. Ademas, al nimero n lo llamaremos longitud de la palabra

x, o simplemente [ongitud de x.

Existe otra forma de expresar a los elementos de F,(X). Dada una palabra
x no vacia, existen unicos i, ...z, € X y r,...,m, € Z \ {0} tales que
x = 7' - ...-x". En este caso diremos que z esta expresado en su forma
normal, o bien que x es una palabra en su forma normal.

Las propiedades anteriores son validas en el caso del grupo abeliano
A.(X), salvo que en este caso no se tiene unicidad en cuanto al orden de
los factores.

Finalmente, hay que notar lo siguiente. Supongamos que tenemos un gru-
po Gy un subconjunto no vacio X de GG. La expresién que tiene cada palabra
del grupo libre F,(X) mediante su forma normal, nos hace recordar a los ele-
mentos que pertenecen al subgrupo generado de un subconjunto dado de un
grupo. Es decir, podria pensarse que (X) es algebraicamente, al grupo libre
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F,(X), en donde (X) es el subgrupo generado de X dentro de un grupo dado.
De hecho, pareceria obvio que el isomorfismo tiene que estar dado por

Tn

T1 T 71
iCl *G...*G.%'n" l—)l'l Hj'n .

Sin embargo, observemos que esta funcién puede no estar bien definida,
porque la expresion del lado izquierdo puede no ser tinica para cada elemento
de (X). En caso contrario si tenemos un isomorfismo. El hecho de que los
elementos en (X) se expresen de manera unica en la forma z7' *¢ ... xg 2" es
equivalente a que el neutro e no puede escribirse como potencias de elementos
de X salvo relaciones triviales. Enunciamos este hecho como el siguiente
corolario.

1.32 Corolario. Sea G un grupoy f # X C G. Entonces (X) es isomorfo al
grupo libre F,(X) si y sélo si para cualesquiera 1, ...,x, € X con z; # x5 4
para toda i € {1,....,n —1},ry,...,7, € Z\ {0} y ¢ € {—1,1} se tiene que
- a # e



Capitulo 2

Grupos topoloégicos libres

2.1. Introduccion

La idea fundamental de este capitulo es unir la nocién de grupo libre
junto con la de grupo topoldgico para hacerlas compatibles. Como se vio
en el capitulo anterior, cualquier conjunto no vacio X estd encajado en un
grupo F,(X) de tal forma que X es base libre de F,(X), y ademés se vio
que la caracteristica méas relevante de dicho grupo libre es que toda funcién
f: X — G, en donde G es un grupo arbitrario, se puede extender a un tinico
homomorfismo f : F,(X) — G. Recuerde ademds que si pedimos que los
grupos involucrados sean abelianos, entonces obtenemos al grupo abeliano

libre A, (X).

Nos preguntamos ahora si podemos realizar algo similar si anadimos a
X una estructura de espacio topologico. De esta manera queremos verificar
la existencia de un grupo topoldgico en el que X esté encajado, y ademas
que tenga la propiedad de que toda funcién continua f : X — G, en donde
G es un grupo topoldgico arbitrario, se puede extender a un homomorfismo
continuo. Dicho grupo topolédgico sera llamado grupo topoldgico libre de X.

El resto del capitulo servira para revisar un poco sobre las propiedades
bésicas que tienen los grupos topoldgicos libres, mientras que también vere-
mos coémo utilizar esta nueva estructura.

23
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2.2. Existencia de grupo topolégico libre

En esta seccion, introducimos el concepto de grupo topoldgico libre.

2.1 Definicion.

1. Sea X un espacio topoldgico (no vacio) y G un grupo topolégico. Su-
pongamos que existe una funcién continua o : X — G tal que (o(X))
es denso en G y ademds para cada funcién continua f : X — H con
H un grupo topoldgico, existe un homomorfismo continuo f : G — H
tal que f oo = f. Entonces diremos que la terna (G, X, o) es el grupo
topologico libre de X, al cual denotaremos de ahora en adelante por
F(X).

2. Si en el inciso anterior pedimos la condicion de que G y H sean abe-
lianos, entonces diremos que (G, X, o) es el grupo topoldgico abeliano
libre de X y seré denotado por A(X).

X ‘25 @G

N

De ahora en adelante, salvo que se diga lo contrario, cuando trabajemos
con el grupo A(X) se usard la notacién aditiva, tal y como se hace en dlgebra
cuando se trabaja con grupos abelianos, mientras que en F'(X) mantendre-
mos la notacién multiplicativa.

Naturalmente, resulta que dos grupos topolégicos libres de un mismo
espacio topoldgico son topolégicamente isomorfos (en el sentido de grupos
topologicos), y lo mismo en el caso abeliano. De esta forma, la definicién de
grupo topoldgico libre no es ambigua. Demostramos este hecho con formali-

dad.

2.2 Teorema. Si (G1, X, 01) vy (G, X, 02) son dos grupos topoldgicos libres
(o abelianos libres) de X, donde X es un espacio topolégico no vacio, entonces
existe un isomorfismo topolégico ¢ : G; — G5 tal que ¢ o o1 = 09
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DEMOSTRACION. Haremos la prueba en el caso en que G; y G5 son grupos
topoldgicos libres, ya que el caso en que son libres abelianos es completamente
analogo.

Como G5 es una grupo topolégico, por la Definicion 2.1 existe un homo-
mofismo continuo ¢, : G; — G5 tal que ¢; o 01 = 05. De la misma forma,
existe ¢ : Gy — (7 homomorfismo continuo tal que ¢9 0 09 = o01. Por lo
tanto, la funcién ¢ := ¢ 0 ¢1 : G; — G es un homomorfismo continuo.
Notemos que ¢[,, x) es la funcién identidad, ya que si © € X entonces
Y(o1(x)) = ¢o(d1(01(x))) = Pa(02(x)) = o1(x). Luego, siendo ¥ homomor-
fismo, se tiene que Y[, (x), es la identidad, y como ¢ es continua en G
el cual es de Hausdorff, y (01(X)) es denso en G entonces 1) = ¢ 0 ¢ es
la identidad. De la misma forma se comprueba que ¢; o ¢ es la identidad.
En particular, ¢;' = ¢, por lo que ¢;' es continua. Por lo tanto ¢; es el
isomorfismo topolédgico buscado. [

Veamos un ejemplo sencillo.

2.3 Ejemplo. Sea X un espacio topoldgico discreto. Sea G el grupo to-
polégico resultante de equipar a F,(X) con la topologia discreta. Conside-
re una funcién continua f : X — H, donde H es un grupo topoldgico, y
sea f : Fo(X) — H el homomorfismo que resulta de extender a f. Al ser
F,(X) discreto, es claro que f es continua, y claramente foj = f, donde
i: X — F,(X) es la funcién inclusién. Como también es claro que i(X) = X
genera algebraicamente a F,(X). Concluimos que F,(X) equipado con la
topologia discreta es el grupo topolédgico libre de X. Similarmente se com-

prueba que A,(X) equipado con la topologia discreta es el grupo topolégico
abeliano libre de X.

En el ejemplo anterior fue facil intuir qué grupo topoldgico habia que
proponer como el grupo topolégico libre del espacio discreto. En general no
resulta sencillo hacer esto. Sin embargo, es posible demostrar la existencia
del grupo topolégico libre de espacios topoldgicos de Tychonoff. Antes de dar
la prueba formal de este hecho, establecemos un lema que sera de utilidad.
Recuerde que wy denota el cardinal de los niimeros naturales.

2.4 Lema. Sea G un grupo y X C G, entonces | (X)| < |X| - wp. Dicho
de otra forma, la cardinalidad de un subgrupo generado por X es igual al
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cardinal de X si X es infinito, y es, a lo mas, infinito numerable en el caso
en que X es finito.

DEMOSTRACION. Recordemos que
(Xy=A{a7..-ayrxy, sy € Xory, oyry € Zyn € N}

Consideremos la funcién h : |, n(X™ x Z™) — (X) definida por

neN
o r
(X1, oy Ty 1y ey ) = T - -
s claro que h es sobreyectiva, pues si y = <o yf € (X) entonces
Es cl h b tiva, e .

h(y1, -, Yk, S1, ---, Sk) = y. Por lo tanto se tiene que

()] < | U <z

neN

Pero ademas

U<z

neN

<Y XX Z =D X[ wo < |X] - wp

neN neN

O

Demostraremos ahora que todo espacio de Tychonoff admite un grupo
topoldgico libre (asi como un grupo topolégico abeliano libre).

2.5 Teorema (Existencia). Sea X un espacio topoldgico de Tychonoff. En-
tonces existe su grupo topoldgico libre (y su grupo topoldgico abeliano libre)
(G, X,0). Més atn, 0 : X — G es un encaje topoldgico y (o(X)) = G.

DEMOSTRACION. Haremos la demostracién para el caso del grupo topolégico
libre F'(X). En el caso abeliano la demostracién es totalmente andloga.

Sea v = max{2*°, | X |-wp}. Consideremos la clase F de todas las funciones
continuas f : X — H donde H es grupo topolégico de Hausdorff y tal que
|H| < a.

Afirmacion 1. F es una clase de funciones que separa puntos de cerrados
en X.
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Efectivamente. Sea C' un subconjunto cerrado de X y z ¢ C'. Como X es
un espacio de Tychonoff, existe f : X — [0,1] continua tal que f(z) & f(C).
Consideremos ahora a T := {z € C: |z| = 1}, el cual es un grupo topoldgico
abeliano de Hausdorff (con el producto usual entre nimeros complejos), y
ademds |T| < a. Sea ¢ : [0,1] — T el encaje topoldgico natural definido
por ¢(t) = e™ y sea fo = ¢po f: X — T. Observe que fy es continua y
por ello fy es un elemento de F. Como fo(z) = ¢(f(x)), cloqo(fo(C)) =

cloo. (B(f(C))) = ¢(f(C)) ¥ como tenfamos que f(z) ¢ f(C), por la in-
yectividad de ¢ se sigue que fo(x) & clgo))(¢(f(C))). Pero esto implica que

fo(z) € ¢(f(C)), de lo contrario se tendria que para todo abierto U C T que
contiene a fy(z), la interseccion ¢(f(C))NU = ¢(f(C))NU N ¢([0,1]) es no
vacia, lo cual contradice que fo(z) € clgo1)(¢(f(C))). Por lo tanto, hemos

probado que fo(x) & fo(C), lo cual demuestra la afirmacién. X

Consideremos ahora la siguiente relacion de equivalencia. Dadas f, g € F,
digamos f : X — Hyy g: X — H,, entonces f ~ g si y sélo si existe 1 :
Hy — Hgun isomorfismo topolégico tal que g = 1o f. Es facil comprobar que
esta relacién cumple las propiedades de reflexividad, simetria y transitividad.

Afirmacion 2. F/ ~ es un conjunto.

Efectivamente. Sea A un conjunto que contenga exactamente un conjun-
to de cada cardinal posible menor o igual que a. Sea ahora [f] € F/ ~ con
representante f : X — Hy. Como |Hf| < a, existe un tnico H € A y una
biyeccion ¢ : H — Hjy. Equipamos a H con la tnica estructura de espa-
cio topoldgico tal que v resulta un isomorfismo topolégico (ver Observacién
1.28). Luego, si g := ¢! o f entonces por definicién g ~ f. Lo anterior
muestra que para cada clase de equivalencia [f] € F// ~ con f : X — Hy
podemos suponer que H; € A. Consideremos ahora a la clase B de todas las
cuadruplas (f, H, 7, *) tales que H € A, 7 es una topologia de Hausdorff en
H, x es estructura de grupo en H que convierte a H en un grupo topolégico
y f: X — H es continua. Notemos ahora que B debe ser un conjunto, pues
B es una clase contenido en el conjunto

U B xAx | P(PH)) x | J BT
HeA HeA HeA

Finalmente, consideremos a la funcién entre clases F': B — F/ ~ definida
por la regla (f, H,7,%) — [f]. Entonces F' es sobreyectiva, ya que si [f] €
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F/ ~, por lo dicho anteriormente podemos suponer que f : X — Hy con
Hy € Ay si Ty, y *u, son sus respectivas topologfa y operacién interna de
Hy, entonces F'(f, Hy, Ty, , *u,) = [f]. Hemos concluido que F/ ~ es imagen
de un conjunto, y por ello es un conjunto. X

Sea Fo = {fi : X — Hy, : i € I} con I un conjunto, una familia de
representantes de cada clase de equivalencia.

Afirmacion 3. Fy separa puntos de cerrados de X.

Efectivamente. Esta afirmacion se sigue de la Afirmacién 1. Sean C' un
subconjunto cerrado de X y z € X con z ¢ C. Como F separa puntos de
cerrados, existe g : X — H, un elemento de F tal que g(x) ¢ g(C). Sea
i € I tal que existe v : H, — Hy, isomorfismo topoldgico con f; = ¢ o g.

Notemos entonces que f;(z) = ¥(g(z)) v que fi(C) = ¥ (g(C)) = ¥ (g(C)),

y como teniamos que g(z) ¢ ¢g(C) de la inyectividad de 1) se obtiene que
fi(z) & fi(C). Esto demuestra que Fy separa puntos de cerrados de X. X

Llamemos L; = Hy, para cada i € I y sea L = [],.; L;. Notemos que L
es un grupo topolégico de Hausdorff por el Teorema 1.7. Sea 0 : X — L el
producto diagonal de las funciones f; : X — L; con ¢ € I. Debido a que la
familia Fy separa puntos de cerrados de X, tenemos que o : X — L es un
encaje topoldgico. Sea G = (0(X)).

Afirmacion 4. (G, X, 0) es el grupo topoldgico libre de X .

Efectivamente. Claramente (o(X)) es denso en G. Sea f : X — K una
funcién continua, donde K es un grupo topoldgico. Sea Hy = (f(X)), el cual
es un subgrupo topoldgico de Hausdorff de K, y por el Lema 2.4 tenemos que
| {(f(X)) | < |f(X)|wo < |X|wo < a. Por tanto, f vista como funcién de X en
H; es un elemento de la clase F. Luego, podemos elegir ¢ € I tal que f ~ f;,
es decir que existe ¥ : Hy — L; isomorfismo topoldgico tal que f; = 9 o f.
Consideremos a la funcién proyeccion w; : L — L;, de donde f; = m; o 0.
Definamos ¢ := 1~ o, entonces ¢ : L — H; es un homomorfismo continuo
que satisface oo =)~ om0 =t o f; = f. Luego, el homomorfismo
continuo f := ¢, de G en Hy C K satisface foo = f. O

2.6 Observacion. Si X es un espacio de Tychonoff, el Teorema 2.5 asegura
que existe su grupo topolégico libre (F(X),X,0) y que 0 : X — F(X) es
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un encaje topoldgico, por lo que identificaremos a X con el subespacio o(X).
Asi que de ahora en adelante vamos a suponer que X es un subespacio de
F(X) y que o es la inclusién i : X — F(X). Ademés por el Teorema 2.5, X
genera algebraicamente a F'(X). Y por la definicién de grupo topoldgico libre,
obtenemos que si f : X — H es cualquier funcién continua, donde H es un
grupo topoldgico, entonces existe un homomorfismo continuo f : F(X) — H
tal que foi = f. Esto es, f es un homomorfismo continuo que extiende
a f. Lo mismo es valido para el caso del grupo topoldgico abeliano libre
A(X). Esta identificacién es esencialmente la misma que hicimos en el caso
de grupos libres en el capitulo anterior.

Como una pequena convencién, de ahora en adelante, usaremos la no-
tacién G(X) para referirnos indistintamente a F(X) como a A(X), con el
entendimiento de que si un resultado es enunciado para G(X), entonces dicho
resultado es vélido en ambos casos.

Terminamos esta seccidén con un resultado util.

2.7 Proposicién. Sea X un espacio de Tychonoff. Sea X! el subconjunto
de G(X) formado por todos los inversos de los elementos de X, es decir,
Xt ={z7': z € X} equipado con la topologia de subespacio. Entonces
G(X) es topoldgicamente isomorfo a G(X ™).

DEMOSTRACION. Considere la funcién f : X — XX~ dada por f(z) = 271
Si z,y € X son tales que x7! = y~! en G(X), es claro que x = y, por lo
que f es inyectiva. Claramente f es una funcién sobreyectiva. Esta funcion
es continua porque G(X) es un grupo topoldgico. Finalmente debido a que
Y2 = 2 = (z7')"! obtenemos que f es un homeomorfismo. En la
Observacién 3.6 demostraremos que si existe un homeomorfismo entre dos
espacios topoldgicos, entonces sus respectivos grupos topoldgicos libres son
topologicamente isomorfos. ]

2.3. Isomorfismo entre G(X) y G,(X)

A pesar de haber demostrado que todo espacio de Tychonoff X admite
un grupo topoldgico libre G(X), no es facil darlo explicitamente (claramen-
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te la prueba del Teorema 2.5 utilizé6 Axioma de Eleccién). Sin embargo, al
menos algebraicamente podemos decir quién es G(X). La respuesta es que
G(X), como grupo, es precisamente el grupo libre G,(X) (o mejor dicho, son
isomorfos como grupos). Para probar este hecho, necesitaremos unos cuantos
resultados de naturaleza algebraica.

Introducimos la siguiente notacién. Sea p un nimero primo fijo y k£ € N.
Consideremos I'y(p*) el conjunto de matrices de tamafio 2 x 2, digamos X =
(2%) donde a,b,c,d € Z, det(X) = ad —bc =1y X = FEy (méd p*), donde
E5 es la matriz identidad de 2 x 2. Esta tltima congruencia debe entenderse
entrada a entrada, es decir, a,d =1 (méd p*) y b,c =0 (méd pr).

2.8 Proposicién. El conjunto I'y(p*) es un grupo con el producto usual de
matrices.

DEMOSTRACION. Para verificar que el producto es cerrado, sean X = (¢ 5)
’ / / !

yY = (%7Y) elementos de I'5(p*). Entonces X - Y = (4470 @b+ ) Clara-

mente se cumple que

ad' + b, cb +dd =1 (méd p")

abt/ +bd' ,cd +dd =0 (méd p")
y por lo tanto X - Y € [y(p*).

Como estamos trabajando con el producto usual de matrices, es evidente
que E5 funciona como el neutro. Usando ademéds que X tiene determinante
igual a 1, se tiene que su matriz inversa es X ' = (% ?) y por ello X! €

Ty (p¥). O

2.9 Lema. El grupo I';(p) contiene un subgrupo isomorfo al grupo libre
F,(N).

DEMOSTRACION. Consideremos U = ((1)71J yV = (117 (1)), los cuales son ele-
mentos de ['y(p). Notemos que U" = ([1)”17" y V= (plr (1)) para cada r € Z.
Afirmamos que (U, V) = F,(U,V). Para ello, segin el Corolario 1.32, basta
verificar que si W es un producto alternante de potencias enteras no nulas

de U y V entonces W # E,. Notemos que si V* fuese el primer factor de
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W, entonces W' = VFIWV* tiene una potencia de U como primer factor.
Ademas, observe que W = Fj siy sélo si W = Es. De este modo podemos
suponer sin pérdida de generalidad que el primer factor de W es una potencia
de U, digamos W = U™ - V"™ . ... - Z™ donde Z € {U,V} (dependiendo de
la paridad de n). Para cada i € {1,...,n} sea W; el producto de los primeros
1 factores de W, por lo que, W, = U™, Wy =U" - V"™ . W, =W. Sea z; el
renglén superior de W; para cada i. Si zop 1 = (ygk_l ygk) notemos entonces
que

1

ok = 2ok V' = (Y1 Yor) (pr%

(1)) = <y2k—1 + Prakyak y2k)

Llamemos Yor1 = Yor—1 + Praryok, es decir que zg, = (y2k+1 ka), por lo
cual tenemos que

. 1 pr
Zoke1 = 226U = (Y1 Yok) <O b 21k+1> = (yors1 Yo + Droks1lorsr)

Llamemos Yok 12 = Yop+Prakr1Yokr1- Se sigue que paratodoi € {1,2,...,n—1}
se tiene que Y;+2 = Y; + Pri+1Yi+1-

Demostraremos ahora que la sucesién de valores absolutos |y1], |y2], ... es
estrictamente creciente. La prueba sera por inducciéon. Notemos primero que
L pr

como U™ =

0 1
que para i se cumple que |y; 11| > |y;| entonces

) entonces |y1| = 1y |y2| = |pr1] > p > 2. Si suponemos

[Yiral > |yil +plrical - [via| = plrical - i = (vl > 2|yia| = |yl > [yial-

Por lo tanto dicha sucesion es estrictamente creciente. En particular, y; # 0
para todo 7, lo cual muestra que W # Es. Concluimos que (U, V') = F,(U, V).

Para terminar la demostracién es suficiente hallar un subgrupo de F,,(U, V')
que sea isomorfo a F,(N). Para ello, definamos x, = V"UV™ para cada
ne€Nysea X ={z,:neN} CF,(UV). Notemos que si ky,....k; € Ny
T1,...,71 € Z \ {0} entonces

1 0
Lt = FE,.
Tk Tk (Zi’:l@kipﬁ + pri) 1) 7 B
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Se concluye por tanto (otra vez por el Corolario 1.32) que (X) = F,(X) y
como X es un conjunto infinito numerable, entonces F,(X) es isomorfo a
F,(N), por la Proposicién 1.31. ]

2.10 Lema. Para cada k € N se tiene que I'y(p*) es un subgrupo normal
de Ty(p) vy el grupo cociente I'y(p)/T2(p*) es finito. Ademds, oy F2(p*) =

{Ea}.

DEMOSTRACION. Es claro que si a,b € Z y a = b (méd p*) entonces a = b
(méd p), y ello implica que I'y(p¥) C I'y(p). Como I'y(p*) es un grupo con el
producto usual, entonces I'y(p*) es un subgrupo de I'y(p).

Sean ahora X = (%£Y) € Ty(p") y A = (¢}4) € I'y(p). Debemos probar
que A71X A € T'y(p¥). Para ello, notemos que

s (L2
_( (dz—bz)a+ (dy —bw)c (dz — b2)b + (dy — bw)d
((—cx +az)a+ (—cy+aw)e (—cx+ az)b+ (—cy + aw)d)

Notemos ahora que
(dx — bz)a + (dy — bw)c = dra — bza + dyc — bwe = da — bc =1 (méd p*)

(dx — b2)b+ (dy — bw)d = dxb — bzb + dyd — bwd = db — bd =0 (méd p*)
(—cx+az)at(—cr+aw)c = —crataza—crctawe = —catac =0 (mod p*)

(—cx+az)b+(—cy+aw)d = —crbt+azb—cyd+awd = —cb+ad =1 (méd p")

Por lo tanto A7*X A € TI'y(p*). Esto prueba que I's(p*) es un subgrupo
normal de I's(p).

Verifiquemos ahora que el cociente T'y(p)/T2(p¥) es un grupo finito. Su-
pongamos que X = (2%)yY = (ﬁf gf) son elementos de I'y(p) tales que
X =Y (méd p*), equivalentemente, a =a’,b=V,c=c,d=d (mdbd p*).
Utilizando estas congruencias tenemos que

da—"bc d'b—bd 1 0
1y _ _ 1ok
yoX = (—c’a+a’c —c’b+a’d) - <O 1) (méd p*)
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Es decir que Y1X € I'y(p¥), o equivalentemente, las clases laterales son
iguales: XTy(p¥) = YTo(p*). Este cdlculo muestra que si dos clases laterales
son diferentes necesariamente alguna de las congruencias mencionadas falla.
Como {0, 1, ..., p*—1} es un sistema completo de residuos médulo p*, entonces
el orden de I'y(p) /T2 (p*) es acotado superiormente por el nimero de matrices
X = (2%) que se pueden formar con 0 < a, b, c,d < p*, dicho nimero es (p*)*.
En particular, Ty(p)/Ta(p”) es finito.

Finalmente, sea X = (24) € N,y [2(p¥). Esto implica en primer lugar
que a = 1 (méd p*) para todo k € N, de donde existe 7, € Z tal que
a = 1+ rypF para cada k € Z. Necesariamente 7, = 0 (para todo k), o de
otro modo |a — 1| = |ryp*| > p* para cada k € Z, lo cual no puede ocurrir.
Por lo tanto a = 1. Por otro lado, b = 0 (méd p*) implica que b = sp"
para algin s, € Z y para todo k € Z. Nuevamente se sigue que b = 0.
Andalogamente se demuestra que ¢ = 0 y d = 1. Esto prueba que X = Fj.

0]

Recuerde que si X es un conjunto no vacio, y F es una familia de funciones
con dominio X, decimos que F separa puntos de X si para cualesquiera
x,y € X distintos existe f € F tal que f(z) # f(y). Notemos que si en el
contexto anterior pedimos que dichas funciones sean homomorfismos entre
grupos, entonces la tltima condicién puede ser escrita como f(zy™!) # e,
donde e sera el neutro del grupo contradominio de f, luego bastara pedir
que para cada x distinto del neutro exista un homomorfismo f que mande a
x a un elemento distinto del neutro. Esta pequena observacion nos permite
formular la siguiente proposicion de una forma cémoda.

2.11 Proposicion. Sea X un conjunto no vacio. Entonces la familia de todos
los homomorfismos de F,,(X) en un grupo finito separa puntos de F,(X). Esto
es, para cada g € F,(X) \ {e} existe un homomorfismo h : F,(X) — K, con
K un grupo finito, tal que h(g) # ex.

DEMOSTRACION. Sea g € F,(X) \ {e}, digamos con forma normal g = x7* -

-z donde x1,...,x, € X, T # Tiy1 y 11, .., 70 € Z\ {0}. Consideremos
Xo :={x1,...,x,} y sea f: X — Xj una funcién que deje fijos a los puntos
de Xy. Como Xy C F,(Xy) entonces f puede ser vista como funcién de X
en F,(Xo) y por la propiedad de los grupos libres existe un homomorfismo
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f i Fy(X) = Fu(Xo) con f = fly, en particular Idx, = f[XO. Por lo tanto

flg) = fla)™ - flan)™ = g.

Notemos ahora que para probar la proposicion, sera suficiente hallar un
grupo finito Ky un homomorfismo hq : F,(Xy) — K con la propiedad de
que ho(f(g)) = holg) # ex, pues claramente h = hgo f : F,(X) — K
serd el homorfismo que constata la proposiciéon. Sea p un primo fijo. Por
el Lema 2.9 I'y(p) contiene un subgrupo isomorfo a F,(N). Notemos que
F.(Xo) = F.(1,2,...,n) y este ultimo es un subgrupo de F,(N), por lo que
podemos suponer que F,(Xj) es un subgrupo de I's(p). Por el Lema 2.10

(T20") = {Es}.

keN

Luego debe existir k € N tal que g ¢ T'y(p¥). Sea K = I'y(p)/T2(p*), el cual
es, por el Lema 2.10, un grupo finito y sea m : I's(p) — K la proyeccién
canénica y sea hg = 7| g, (x,)- Como g ¢ I'y(p*) es claro que g ¢ Ker(ho), es
decir, ho(g) # ek, como queria demostrarse. O

Recordemos que dado n € N, el conjunto U(n) denota a la familia de
matrices complejas de tamano n x n tales que AA* = FE,,, donde E, es la
identidad de tamano n x n y A* es la transpuesta conjugada de A. Es sabido
que U(n) es un grupo con el producto usual de matrices. Dicho grupo es
llamado Grupo Unitario de Grado n, y cada matriz en este grupo es llamada
Matriz Unitaria (o simplemente Unitaria). Observe que si A € U(n) entonces
A7l = A*. Se tiene ademés la siguiente equivalencia: A € U(n) si y sélo si
los renglones de A forman una base ortonormal de C" (equivalentemente, si
las columnas forman una base ortonormal de C"). Si GL(n,C) es el grupo
general lineal de grado n, es decir, el grupo de matrices invertibles de n x n
con entradas complejas, podemos equipar naturalmente a GL(n,C) con la
topologia heredada de R2"’. Se tiene que GL(n,C) es un grupo topoldgico y
U(n) resulta ser un subgrupo topolégico de GL(n,C).

La prueba de la siguiente proposicién depende de un hecho conocido en
algebra lineal; toda matriz unitaria A € U(n) es unitariamente equivalente a
una matriz diagonal. Esto significa que existen U € U(n) y D matriz diagonal
de n x n tales que UAU* = D. En consecuencia también D € U(n).
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2.12 Proposicién. Dada A € U(n), existe ¢ : [0,1] — U(n) continua tal
que ¥(0) = Ey y ¢(1) = A.

DEMOSTRACION. Por lo dicho anteriormente, existen U € U(n) y D matriz
diagonal de n x n tales que UAU* = D. Supongamos que di,...,d, son

las entradas en la diagonal de D. Como D~! = D* tenemos que = .,
k

equivalentemente, 1 = dj - dy, = |di|?, es decir, |di| = 1 para toda k €
{1,...,n}. Por lo tanto, para cada k € {1,...,n} existe Ay € [0,1) tal que
d, = €*™ . Definamos di(t) = €™ para toda t € [0,1] y k € {1,...,n}.
Sit € [0,1], sea D(t) la matriz diagonal cuyas entradas en la diagonal son
di(t), ..., dn(t).

= di(t) para cada k € {1,...,n}, y por tanto D(t) -

Notemos que
R AT

D(t)* = E,, es decir D(t) € U(n). Por construcciéon D(0) = E,, y D(1) = D.
Ademas, se tiene que la funcién t — D(t) es continua en [0, 1], ya que cada
funcién coordenada es continua (por la continuidad de la funcién exponen-
cial). Definimos ¢ : [0,1] — U(n) dada por ¢ (t) = UD(t)U*. Dicha funcién
es continua porque la funcion que resulta de multiplicar constantes lo es, y
por construcciéon cumple que ¢ (0) = E,, y (1) = UDU* = A. ]

Tras haber enunciado y demostrado estos resultados, podemos ahora de-
mostrar que el grupo F'(X) es isomorfo, como grupo, a F,(X).

2.13 Teorema. Sea X un espacio de Tychonoff. El grupo topoldgico libre
F(X) es algebraicamente isomorfo a F,(X). Ademas, los homomorfismos de
F(X) en U(n) separan puntos de F'(X).

DEMOSTRACION. Ya hemos demostrado que el grupo topoldgico libre F'(X)
existe y que ademés podemos suponer que (X) = F(X).

La funcién identidad Idy : X — X puede ser vista como una funcion
de X en F(X), y por la propiedad del grupo libre ésta se extiende a un
homomorfismo i : F,(X) — F(X). Siz € F(X) = (X), existen 21, .., 2, € X
Y 71y ..., Ty € Z tales que x = 21" - ... - 27", Luego, como i es un homomorfismo
que actia como la identidad en los elementos de X, entonces

P21t zm) =)™ e i(2n) ™ =
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Por tanto 7 es sobreyectiva. Probaremos ahora que el ntcleo de i es trivial,
esto probara que ¢ es un isomorfismo algebraico.

Seaw € F,(X)\ {e} una palabra no vacia en su forma reducida. Hallare-
mos ¢ : F'(X) — U(n) un homomorfismo continuo tal que ¢(i(w)) # E,, para
algin n € N, ya que esto implicard en particular que i(w) # e y el teorema
quedara demostrado.

Por la Proposicién 2.11 existe un homomorfismo F,(X) — K con K un
grupo finito tal que h(w) # eg. Por el Teorema de Cayley [1], el grupo
K es isomorfo a un subgrupo de S, con n = |K|. Mas ain, se tiene que
S, también es isomorfo a un subgrupo de U(n). Efectivamente, para cada
m € S, sea Ay : C* — C" el operador lineal definido por A, (e;) = e(;) para
cadai € {1,...,n}, donde {ey, ..., e, } es la base estandar de C". Consideremos
la funcién A : S,, — U(n) definida como sigue. Para cada m € S,,, A(m) es
la matriz cuyos renglones son A;(e1),..., Az(e,) (en este orden). Notemos
que A estd bien definida, esto es, A(m) es una matriz unitaria, ya que sus
renglones forman el conjunto {ex(), ..., xmn) } que es la base estandar de C",
en particular una base ortonormal de C". La relacién A, - A, = A, para
cualesquiera 7, u € S, asegura que A es monomorfismo. Luego .S,, es isomorfo
a subgrupo de U(n). Por todo lo anterior, podemos suponer que K es un
subgrupo de U(n).

Supongamos que w = 7' -...-25m con Ty, ..., Ty € X Y€1, ooy 6 € {—1, 1},
Por lo dicho anteriormente, podemos suponer que h(x1),...,h(x,) € U(n).
Aplicando la Proposicién 2.12, para cada k € {1,...,m} existe ¢ : [0,1] —
U(n) continua tal que ¢x(0) = E, v ¢r(1) = h(zy), si ocurriera que h(x;) =
h(z;) por simplicidad escogemos ¢; = ¢; para todos los i,j € {1,...,m}.
Como X es Hausdorff, existen abiertos Vi,...,V,, C X tales que x; € Vj,
VinV; =0sia; # x5y V; =V, sia; =x; para todos los i, € {1,...,m}.
Como X es completamente regular, existen ¢, ..., ¥, : X — [0, 1] continuas
tales que, para cada k € {1,...,m} se tiene que ¢y(x) = 1, p(X \ Vi) C {0}
y ¥; = 9; si ; = x; para todos los i, j € {1,...,m}.

Consideremos F := X \ [J;, Vi, se tiene que ¢y (z) = 0 para todo z € F'
y k€ {1,...,m}. Para cada k € {1,...,m} sea gy := ¢ o ¢y, en particular se
tiene que gx(zx) = h(zg) v gr(z) = E, si x € F. Sea ahora f : X — U(n)



2.3. ISOMORFISMO ENTRE G(X) Y GA(X) 37

definida por la regla

Joge(z) st xzeV,
roy = {3 e

Veremos que f es continua. Efectivamente, sea z € X y sea U C U(n) un
abierto tal que f(x) € U. Si z € Vj, para algin k, entonces f(x) = gp(z) € U
y por la continuidad de gy, existe un abierto U’ C X tal que x € Uy g, (U’) C
U. Sea Uy = U' NV}, el cual es abierto, entonces x € Uy y f(Upy) = gx(Uy) C
gx(U") C U, lo cual prueba que f es continua en x. Por otro lado, si x € F
entonces f(z) = E, € U, pero también gi(z) = E, para todo k € {1,...,m},
por lo que por la continuidad de cada g, existen Uy, ...,U,, € X abiertos
tales que z € (), Ux ¥ 9x(Ux) C U para cada k € {1,...,m}. Notemos
ahora que f ((;—; Ux) C U. En efecto, seay € (-, Us. Siy € F es claro que
fly)=E, € U.Siy € V; para algin k, entonces f(y) = gx(y) € gx(Ux) C U,
lo cual prueba la contencién deseada. Concluimos que f es continua en X.
Observe ademés que f(xy) = h(zg) para cada k € {1,...,m}. Ahora, por la
propiedad del grupo topolégico libre F/(X), la funcién f se extiende a un

homomorfismo continuo f : FI(X) — U(n).

Notemos entonces que

Fli(w)) = fa5t - am) = h(x)* - o h(2)*™ = h(w) # B
En particular, i(w) # e. Es decir que el nicleo de i es trivial. ]

Notemos que la prueba anterior no se puede dualizar al caso del grupo
topoldgico abeliano libre. Para ello, tendriamos que justificar que los gru-
pos con los que se trabajé en la prueba anterior son abelianos, pero esto es
falso (es facil ver que ni T'y(p*) ni U(n) son abelianos). Demostraremos sin
embargo que el grupo topoldgico abeliano libre A(X) de X también resulta
ser algebraicamente isomorfo a A,(X), el grupo abeliano libre de X, cuando
X es de Tychonoff. La demostracién es relativamente més sencilla que en
el caso del grupo topoldgico libre no abeliano. Sélo necesitamos probar un
antes lema.

2.14 Lema. El circulo unitario complejo T := {z € C : |z| = 1} contiene
un subgrupo algebraicamente isomorfo al grupo abeliano libre A4,(2¥). En
particular, T contiene un subconjunto independiente de cardinalidad 2%.
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DEMOSTRACION. Sabemos que el espacio vectorial R sobre el campo Q tiene
dimensién 2¢. Sea X = {x, : @ < 2¥} una base de este espacio con zy = 1.
Sea 7 : R — T el homomorfismo definido por m(z) = €*™*. Notemos que
ker(m) = Z. Afirmamos que el conjunto Y = {m(x,) : 0 < a < 2*} satisface
que (V) = A,(2¥). Equivalentemente, veremos que (Y') no tiene relaciones
salvo las triviales.

En efecto. Sean 0 < aq,...,q, < 2“ tales que «; # ;41 para cada i €
{1,....n =1} y ki, . by € Z\ {0}. Si 2,4, = 24, en la expresion kyzq, + ... +
knTa, podemos factorizar a los sumandos en los que aparezcan ., = Zq,
para reducirla, de modo que podemos suponer que T, # Zo; para todos
los 4,7 distintos. Si ocurriera que k1zo, + ... + knZo, = k € Z, entonces
ki1xa, + ... + knza, —k = 0, lo cual implicaria que el conjunto {z,, ..., Zq,, 1}
es linealmente dependiente, contradiciendo la independencia de X. Por tanto
kiZa, +...+knto, € Zyasim(ay)f .. w(xy, ) = m(kiwa, +... + knza, ) # 1.

]

2.15 Teorema. Sea X un espacio de Tychonoff. Entonces A(X) es algebrai-
camente isomorfo a A,(X)

DEMOSTRACION. Recuerde que la existencia de A(X) estd garantizada por
ser X de Tychonoff. Ademas X C A(X) satisface que (X) = A(X) por lo
que seré suficiente demostrar que (X) = A,(X), o equivalentemente, que si
x € (X) con su expresién normal x = kyzy + ... + k,z, con xq,...,z, € X

distintos por pares y ki, ..., k, € Z \ {0} entonces = # 0.

Por el Lema 2.14 en T podemos hallar un conjunto independiente de
cardinalidad 2¢, en particular podemos considerar un conjunto independiente
de cardinalidad n, digamos que {t1,...,t,} C T es uno de los tales conjuntos.
Vamos a demostrar que existe una funcién f : X — T continua con f(x;) = t;
para cada i € {1,...,n}.

Efectivamente, como X es de Tychonoff para cada j € {1,...,n} existe
una funcién g; : X — [0,1] continua tal que g;(z;) = 1y gj(x;) = 0 si
ke {l,..,n}\ {j}. Como t; € T existe \; € [0,1) tal que t; = e*™ para
cada j € {1,...,n}. Definamos entonces f : X — T dada por

flx) = eHm X1 Xigs @)
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Notemos que f es continua porque es composicion de funciones continuas
y se cumple que f(x;) = t; para toda i € {1,...,n}. Por la propiedad del
grupo topolégico abeliano libre f se extiende a un homomorfismo continuo
f:A(X) — T, de manera que

flkizy 4+ o+ kpzy) = f(z)™ - fa)fm =t ot £

pues {t1,..,t,} es independiente. Necesariamente kyx1 + ... + k,z, # 0. Esto
demuestra el teorema. O

2.16 Observacion. Los Teoremas 2.13 y 2.15 nos permiten concluir que
G(X) es isomorfo algebraicamente a G,(X). Considere un isomorfismo de
grupos ¢ : G(X) — G4(X). Si 7 es la topologia del grupo topolégico libre
G(X), podemos inducir una topologia en G,(X) declarando abiertos a los
subconjuntos U C G,(X) tales que ¢~ 1(U) es abierto en G(X). Resulta
que esta topologia sobre G,(X) es compatible con las operaciones de grupo,
de modo que G,(X) se vuelve un grupo topolégico para el cual ¢ es un
isomorfismo topolégico. Como grupos topolégicos que son topologicamente
isomorfos tienen las mismas propiedades tanto algebraicas como topolégicas,
lo anterior nos permite suponer, de ahora en adelante, que el grupo topoldgico
libre es el grupo G,(X), equipado con la topologia del grupo topolégico libre.

2.4. Una relacién entre F(X) y A(X)

Recuerde que, debido al Teorema 2.5, sabemos que X es subespacio G(X).
Dicho de otra forma, si 7¢(x) es la topologia del espacio G(X), entonces
Tax)|x = Tx, donde Tx es la topologia del espacio X y

TG(X) fX = {AﬂX A€ T(;(X)}.

Es decir, la topologia de G(X) induce en X su topologia original. Como
una consecuencia de la Observacion 2.16, demostraremos que la topologia
de G(X) es la topologia de grupo (es decir, compatible con las operaciones
de grupo) maés fina sobre el grupo libre G,(X) con la anterior propiedad.
En lo que sigue, como hemos hecho anteriormente, denotaremos con 7 a la
topologia de Z, para Z cualquier espacio topoldgico.
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2.17 Teorema. Sea X un espacio y sea T = 7g(x) la topologia del grupo
topoldgico libre G(X). Entonces 7 es la topologia de grupo més fina en G, (X)
tal que 7|y = Tx, donde 7x es la topologia del espacio X.

DEMOSTRACION. Ya hemos explicado porqué 7y = 7x. Para demostrar la
otra parte, sea 7" una topologia de grupo en G,(X) tal que 7'[y = 7x. Co-
mo 7x = 7'[y, podemos considerar a la funcién identidad i : (X, 7[y) —
(X, 7T y). Dicha funcién es claramente continua. Ademés ¢ puede ser consi-
derada como funcién de (X, 7[ ) en (G,(X),7’") y la continuidad se conserva.
Por la propiedad del grupo topoldgico libre G (X), i se extiende a un homo-
morfismo continuo i : (G4(X),7) = (Gu(X),7’), donde hemos usado que el
grupo topolégico G(X) es precisamente (G, (X), 7), por la Observacion 2.16.

Verifiquemos ahora que 7 es la funcién identidad. Efectivamente, notemos
que si € G4(X) \ {e}, por la estructura de grupo libre sabemos que = se
expresa en su forma normal como z = ' - ... - 277, donde xy,...,7, € X y
1y .oy 7 € Z\ {0}. Como i es homomorfismo e i(xy) = i(zx) = x) para todo
k€ {1,...,n}, se tiene que ;(x) = x, lo cual prueba la afirmacién. Finalmente,
notemos que la continuidad de i implica que todo abierto de 7 es abierto en
7, esto es, 77 C 7. Por tanto 7 es la topologia de grupo més fina sobre G,(X)
que induce en X su topologia original. O

El Teorema 2.17 sera usado con frecuencia. Una consecuencia de él es la
siguiente. Recuerde que dada una funcion entre espacios topolégicos f : X —
Y, diremos que f es una funcién cociente, o simplemente que es cociente, si
f es continua, sobreyectiva y para todo U C Y tal que f~!(U) es abierto en
X, se tiene que U es abierto en Y.

2.18 Corolario. Sea f : X — Y una funcién continua entre espacios de
Tychonoff. Entonces f admite una extensiéon a un homomorfismo continuo
f: G(X) - G(Y). Mas atn, si f es cociente entonces f es una funcién
abierta.

DEMOSTRACION. La primera parte de este corolario es una técnica que ya
hemos usado unas cuantas veces, pero que vale la pena remarcar: como Y
estd encajado en G(Y'), f puede ser vista como una funcién continua de X
en G(Y), y por la propiedad del grupo topoldgico libre f se extiende a un
homomorfismo continuo f : G(X) = G (Y).
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Supongamos ahora que f es cociente y demostremos que fes una funcién
abierta. Notemos primero que f debe ser sobreyectiva, ya que siy € G(Y') con
forma normal y = y|' - ... -y, como f es sobreyectiva existen xy,...,z, € X
tales que f(z;) = y; para cada i, y por tanto, como f es homomorfismo,

Tn

tenemos que f(x7' - ... z]") = y. Sea ahora 7, la familia de las imdgenes

f(U) donde U es abierto en G(X). Por el Teorema 1.19, tenemos que T,
es una topologia de grupo en G,(Y). Notemos ademds que si 7 = Tg(y),
entonces se tiene que 7 C 7., ya que si V' € 7 entonces por la continuidad y

sobreyectividad de f se tiene V = f(f~1(V)) € 7,.

Demostraremos ahora que la contencién 7, C 7 también se tiene. Por el
Teorema 2.17, bastard demostrar que 7, induce en Y su topologia original,
esto es, que 7,y = 7y. Notemos que como 7 C 7, entonces 7[y C 7,4y, pero
Tly = Ty y por tanto 7v C 7]y, lo cual nos da una contencién. Para mostrar
la otra contencion, consideremos V' € 7,[y. Luego, existe U C G(X) abierto
tal que V = f(U)NY. Sea N = ker(f), afirmamos que f~'(V) = XNNU. En
efecto, z € f~1(V) entonces f(z) € V = f(U)NY, por ello existe u € U tal
que f(z) = f(u) y entonces z € NU. Por otro lado, si w € X N NU entonces
w = nuy conn € Ny uy € Uy por lo tanto f(w) = f(w) = flug) € V, lo
cual demuestra la afirmacién. Luego, se tiene que f~!(V) es abierto en X y
como f es cociente, V' debe ser abierto en Y, esto es, V € 7y.

De la afirmacién se sigue que 7, = 7. Pero esto significa que f es una
funcién abierta, pues si U C G(X) es abierto entonces f(U) € 7, = 7. O

Otra versién del corolario anterior se puede enunciar de la siguiente ma-
nera.

2.19 Corolario. Sea f : X — G una funciéon cociente de un espacio de
Tychonoff X' en un grupo topoldgico GG. Entonces el homomorfismo continuo
f:G(X) — G que extiende a f es abierto.

DEMOSTRACION. Consideremos la identidad ¢ : G — G y extenddmosla a
un homomorfismo continuo i : G(G) — G. Sea [ : G(X) — G(G) el ho-
momorfismo continuo del Corolario 2.18, el cual sabemos que es una funcién
abierta. Nétese que f =io f, pues si 27" - ... - x'm € G(X) es una palabra en
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su forma normal, entonces

W@ o)) = (@) o f 0)™) = F@n) o flaa)™ = T al?)

Asi que para demostrar que f es una funcién abierta, serd suficiente de-
mostrar que ¢ : G(G) — G es una funcién abierta.

En efecto: por la Proposicién 1.12 sera suficiente ver que si U es un abierto
en G(G) que tiene al neutro e, entonces i(U) es una vecindad del neutro en
G. Sea z € G fijo, como z7 'z = e entonces existe un abierto V' que tiene a x
en G tal que 7'V C U. Entonces se tiene que e € 271V = i(2=V) C i(U).

O

Podemos establecer ahora una relacion entre el espacio F/(X) y el espacio
A(X).

Recordemos que dado un grupo G, se define el subgrupo derivado G’ como
el subgrupo generado por todos los conmutadores de G, esto es, G’ es el
subgrupo generado por todos los elementos de la forma x 'y~ 'zy donde
x,y € G. Es facil demostrar que G’ es un subgrupo normal de G y que el
cociente G/G" es un grupo abeliano.

2.20 Teorema. Sea K el subgrupo derivado de F'(X). Entonces K es cerrado
en F(X)y A(X) = F(X)/K (es decir, A(X) es topolégicamente isomorfo a
F(X)/K).

DEMOSTRACION. Sea i : X — X la funcién identidad y sea ¢ : F(X) —
A(X) el homomorfismo continuo que extiende a 1.

Verifiquemos que ker(¢) = K. Efectivamente: notemos que si z,y €
F(X), entonces ¢(z~ 'y tzy) = —d(x) — ¢(y) + ¢(x) + ¢(y) = 0. Luego cada
conmutador pertenece al nicleo de ¢, por lo que al tomar el subgrupo ge-
nerado obtenemos que K C ker(¢). Definamos ahora ¢ : F(X)/K — A(X)
mediante ¢(zK) = ¢(z) para cada clase lateral z K € F(x)/K. Notemos que
¢ estd bien definida, ya que si 2K = yK entonces y 'z € K C ker(¢), por lo
que ¢(y~'z) = e, de donde ¢(x) = ¢(y). Ademas, es claro que ¢ es homomor-
fismo, pues p(zKyK) = ¢(zy) = ¢(z) + ¢(y) = ¢(zK) + ¢(yK). Definamos
g: A(X) — F(X)/K mediante g(kyx; 4 ... + kpzy,) = (28 - ... - 25K para
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cada palabra en su forma normal kyzy + ... + k2, € A(X). Notemos que si
kixy + ... + kpx, € A(X) entonces

- k1¢($1) + ...+ knqb(xn)
= kll'l + ...+ ]i]nlll'n

Andglogamente si (7" - ... - z/")K € F(X)/K entonces

= g<T1¢($1) + ...+ anS(mn))
=g(rx + ... + razy)

=(zp' .o K

g(o((a}! - ) K))

Lo anterior muestra que ¢ es invertible, luego es isomorfismo. Sea ahora
z € ker(¢), entonces ¢p(2K) = ¢(2) = 0, y como ¢ es isomorfismo, entonces
2K = K, es decir, z € K. Esto nos da la otra contencién y prueba que
Ker(¢) = K. En particular K es cerrado, pues K = ¢~1(0).

Mostraremos que ¢ es una funcién abierta. En efecto, notemos primero
que ¢ es sobreyectiva, ya que si * = kjx; + ... + k,z, € A(X) entonces
¢(xh' - ... - 2f) = . Consideremos 7, la familia de todas las imégenes ¢(U)
con U C F(X) abierto. Por la Proposicién 1.19, 7, es una topologia de grupo
sobre A,(X). Notemos que si 7 = T4(x), entonces 7 C 75, ya que si V € 7
entonces V = ¢(¢~'(V)) € 7,. Para ver que 7, C 7, por el Teorema 2.17
bastara mostrar que 7,[y = 7x. Como ya sabemos que 7 C 7, entonces 7x =
Tlx C 7, x. Para ver la otra contencion, sea V' € 1, digamos V' = X Ng¢(U),
siendo U C F(X) abierto y supongamos que z € V. Sea z € U tal que ¢(z) =
2y definamos W := X Nz 'U, entonces W es un abierto en X, y ademds
x €W, pues z = 227 '2. Ademds W = ¢(W) C X No(zz"1)p(U) = V. Esto
prueba que V' € 7x. Concluimos que 7, = 7, pero esto indica precisamente
que ¢ es una funcion abierta.

En resumen, hemos comprobado que Ker(¢) = K y que ¢ es una funcién
abierta. Entonces por el Teorema 1.27 (Teorema de Isomorfismo) tenemos
que F(X)/K =2 A(X). O
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2.5. Propiedades topolégicas de G(X)

A modo de introduccién a esta seccion daremos un pequeno ejemplo de
dos propiedades que los grupos topoldgicos libres nunca tienen.

Recordemos que dado un grupo topolégico G, decimos que G es precom-
pacto (o también conocido como totalmente acotado) si para cada vecindad
V' C G de eg existe un subconjunto finito A C G tal que AV = G = V A. Por
la Proposicion 1.13, sabemos que si f : G — H es un epimorfismo continuo
entre grupos topoldgicos v G es precompacto, entonces H es precompacto.
Considere el grupo abeliano (Z, +) equipado con la topologia discreta, esto
resulta ser un ejemplo de un grupo topoldgico que no es precompacto. En
efecto, {0} es una vecindad de 0 tal que para todo A C Z finito se tiene que
A+ {0} #Z # {0} + A, pues Z es infinito.

2.21 Proposicién. Sea X un espacio topoldgico. Entonces G(X) no es ni
conexo ni precompacto.

DEMOSTRACION. Consideremos la funcién f : X — Z de X en el grupo
topolégico (Z,+) (equipado con la topologia discreta) definida por f(x) =1
para todo x € X. Claramente f es continua, porque es una funcién constante.
Sea f : G(X) — Z el homomorfismo continuo que extiende a f. Notemos
quesim € Zy x € X es fijo, entonces f(:vm) = mf(x) = m, lo cual muestra
que fves epimorfismo. Por lo mencionado antes de esta proposicién, si G(X)
fuese precompacto, entonces Z seria precompacto, lo cual es falso y por lo
tanto G/(X) no es precompacto. El mismo argumento claramente sirve para la
conexidad, ya que Z no es conexo, pues ésta es una propiedad que se conserva
bajo iméagenes continuas. O]

La proposicién anterior fue un ejemplo muy sencillo de dos propiedades
que G(X) nunca tiene. Nuestro objetivo es seguir estudiando las propiedades
topoldgicas de dicho espacio topoldgico.

Introducimos la siguiente notacion que sera ttil para seguir con este ob-
jetivo. Recuerde primero que llamamos una palabra (no vacia) reducida en
Go(X) a una expresién de la forma z5' - ... - 25" donde cada ¢; € {—1,1} y n
es llamada la longitud de dicha palabra. Ahora bien, para cada n > 0, defina-
mos B,(X) como el subespacio de G(X) que consiste de todas las palabras
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reducidas de longitud menor o igual que n, con respecto a la base libre X (no-
temos que By(X) = {e}). Sea C,,(X) = B,(X) \ B,_1(X) para cada n > 1,
esto es, C,,(X) es el subespacio que consiste de todas las palabras reducidas
de longitud exactamente n. Definamos también X = X @ {e} & X!, don-
de el simbolo & denota la suma topolégica usual de los espacios (disjuntos)
X, X!y {e}, donde {e} estd equipado (necesariamente) con la topologia
discreta y X! estd equipado con la topologia 7x-1 :={U™': U € 7x}. Es
facil notar que X ~! resulta un espacio homeomorfo a X, y es por tanto una
copia ajena de este espacio. Finalmente, para cada n > 0, consideremos la
funciom i, : X™ — G(X) definida por i,(x1,...,x,) = 21 - ... - ¥, para cada
(T1,...,x,) € X™. A menudo la funcién 1, serd llamada funcion multiplica-
cién. Considere también C*(X) := i, }(C,(X)). Debido a que i, esta definida
en términos del producto en G(X), es normal pensar que es una funcién con-
tinua. Formalizamos este hecho y otro mas en el siguiente lema.

2.22 Lema. Sea X un espacio y n > 1. Entonces la funcién i, : X™ — G(X)
es continua y ademads i, (X™) = B, (X).

DEMOSTRACION. Para ver que 4, es continua, tomamos un punto (1, ..., Z,,)
en el espacio X™ y un abierto U C G(X) tal que iy (21, ..., 2n) = @1-...-w, € U.
Siendo G(X) un grupo topolégico, existen Vi, ..., V,, € G(X) abiertos tales
que xp € Vi para cada k € {1,...,n} y Vi -...-V, C U. Por la Propo-
sicién 2.7, G(X) y G(X ') son topolégicamente isomorfos. Identificamos
estos dos espacios como uno solo, de modo que podemos aplicar el Teo-
rema 2.17 para obtener que si 7 es la topologia del espacio G(X), enton-
ces Ty = Tx ¥ Tlx-1 = Tx-1, esto implica que si k € {1,...,n} enton-
ces Vi,NX € 7x y Vi, N X1 €7x-1. Para cada k € {1,....,n} definimos
Wy como VN X siz, € X, obien ViNX'sia, ¢ Xyaz, € X' o
bien {e} si z; = e. Claramente W) es un abierto del espacio X tal que
x), € Wy para cada k, entonces se cumple que (z1,...,x,) € Wi x ... x Wy y
(Wi x o x W) =Wy - W, CVy-...- V, CU. Esto prueba la continui-
dad de i,

Demostraremos ahora la igualdad i,(X") = B,(X). Sea z € i,(X™),
luego existen zy,...,x, € X tal que * = x1 - ... - T,, por lo cual x es una
palabra cuya longitud en su forma reducida es menor o igual que n, esto
es, * € B,(X). Reciprocamente, sea z € B,(X), esto es, z es una palabra
reducida de longitud menor o igual que n (con respecto a la base libre X),
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digamos z = 2{'-...- 25 con m < n. Definimos 2,41 = ... = 2, = e, entonces
se tiene que i, (2", ..., 257, Zia1, ooy 2n) = 2, lo cual nos da la otra contencion.
m

2.23 Teorema. Sea X un espacioy n > 1.

1. Los conjuntos B, (X) y i,(X") son cerrados en G(X). En particular,
i1(X') = X es cerrado en G(X)

2. En el caso de F(X), la funcién i,[cs(x) @ Cp(X) — Co(X) es un
homeomorfismo.

DEMOSTRACION. Como X es de Tychonoff, podemos considerar su compac-
tacion de Stone-Cech X y considerar a X como un subespacio de dicha
compactacion. Sea 7 : X — (X la inclusién, la cual es continua, y sea
i:G(X) — G(BX) una extensién de i a un homomorfismo continuo (recuer-
de que X es un espacio de Tychonoff). Debido a que X C X es facil notar
que G(X) C G(BX). Notemos ahora que i debe ser la inclusién, ya que si

r =z ...-axl» € G(X) entonces i(z) =i(x1)™ - ... - i(x,)™ = x. Dicho de
otra forma, la propiedad del grupo libre implica que la inclusién de G(X) en
G(SX) es continua.

1. Sea K := X @& {e} ® (BX)"!. Para cadan > 1, sea i} : K" — G(8X)
definida por 4 (y1,..,Yn) = Y1 * - - Y- El Lema 2.22 nos garantiza que

iy es continua. Ademds, si n > 1 se tiene que i, [, = 7 0 iy,, ya que

Sl Z1,...,%, € X entonces Z(in(:cb ey X)) =Xy e Ty = 05 (T1, e X))
Por el Lema 2.22, para n > 1 sabemos que B, (8X) = i*(K") y como
K™ es compacto (pues K es suma de tres espacios compactos y ademés
el producto de espacios compactos es compacto), por la continuidad de

» %k

i* se tiene que B,(X) es compacto. En particular, como G(5X) es

n

Hausdorff, entonces B,,(8X) es cerrado en G(8X).

Afirmamos ahora lo siguiente: i(B, (X)) = i(G(X))N B,(8X). En efec-
to, sea z € i(B,(X)), entonces existe w € B,,(X), digamos z = i(w) = w.
En particular, z € (G(X)) y como z =w € B,(X), digamos z =
zit s xg con xy, ., 7, € X C BX, entonces z € B, (8X). Recipro-

camente, sea x € i(G(X)) N B,(BX), entonces existe y € G(X) tal
que z =i(y) =y y y tiene forma reducida y = y;* - ... - y* con k € N,
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pero_como z € B,(BX), necesariamente k < n, lo que muestra que
z € i(B,(X)).

De la afirmacién anterior y como B,(3X) es cerrado en G(8X), se
sigue que i(B,(X )) es cerrado en i(G(X)). Siendo 7 continua e inyec-
tiva, se sigue que i (i(Bn(X))) = Bn(X) es cerrado en G(X). Analo-
gamente, se demuestra que 1(4,(X™)) = 1(G(X)) Ni*((3X)"). Siendo
in((BX)") compacto por ser imagen continua de un compacto, se tiene
que (i, (X™)) es cerrado en i(G(X)). Por lo tanto, siendo 7 continua
e inyectiva se tiene que i,(X") es cerrado en G(X). Finalmente, como
i1(X') = X, se concluye que éste es cerrado en G(X).

2. Verifiquemos primero que f = i,[c.(x) @ Cn(X) — Cp(X) es biyec-
tiva (ya sabemos que es continua). Notemos primero que f(C} (X)) =
in(i;1(Cr(X))) C C,(X). Para ver la otra contencién sea z € C,,(X),
y supongamos que z = 7' - ... - x5 tiene longitud exactamente n, por
lo que (23!, ...,25") € CH(X) v f((yz:1 , ey x57)) = z. Esto muestra que
f es sobreyectiva. Para ver la inyectividad, sean T = (', ...,25") y
7= (v, ...,y0) elementos de C*(X) tales que f(T) = f(7), entonces
a5t asn = 0.y Como estamos trabajando en F(X), tenemos

que z; = y; para cada i € {1,...,n}.

Finalmente, veamos que f es una funcién abierta. Utilizando la nota-
cién del inciso anterior, como el dominio K™ de ) es compacto, entonces
i* : K" — F(BX) es continua y cerrada De la misma forma que con f,
es fcil notar que la funcién g := iy [c. 5x) + Ci(B8X) — Cn(B8X) es bi-
yectiva. Por lo anterior, g es un homeomorﬁsmo Sea ahora U C C}(X)
abierto y sea V' C Cr(B8X) abierto tal que U = V' N C;(X). Como g es
homeomorfismo y i o i,, = iy [ 5., tenemos que el conjunto

i(in(U)) = i5,(V) N i(CH(X)) = i3, (V) Ni(Ca(X))

es abierto en z(Cn(X )). Por tanto su preimagen bajo i es abierta, es
decir, i, (U) es un abierto de C,(X). Esto demuestra que f es abierta.

]

Observe que el inciso (2) del Teorema 2.23 anterior no puede generalizarse
al caso de A(X). Esto porque si X es un conjunto de al menos dos elementos,
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entonces la funcién i, : X" — A(X) no es inyectiva a menos que n = 1. En
efecto, si x,y € X con x # y y n > 1 entonces i,(z,...,z,y) = (n— 1)z +y =
Y+ (n — 1)z = i,(y,x,...,z). No obstante, la funcmn inloxx) @ On(X) —
Cn(X) es perfecta y abierta para cada n > 1 (en el caso de A(X)), como
vemos en el siguiente resultado:

2.24 Teorema. En el caso de A(X), las funciones i,[c.(x) : Ch(X) —

Co(X) v inlxn : X™ — 4,(X™) son perfectas y abiertas, para cada espacio
de Tychonoff X y cada natural n > 1.

DEMOSTRACION. Utilizaremos la misma notacién que en la demostracién
del Teorema 2.23. Primero notemos que la funcién ¢ : K™ — C,(BX) es
perfecta, donde K = X @ {e} & (8X)~!. En efecto, claramente es sobre-
yectiva y continua, y como cada fibra f~'({y}) es cerrada, por ser K" com-
pacto entonces f~!({y}) es compacto. Consideremos ahora B, :=i(C,(X)).
Entonces P, € Cn(6X) v (i) " (P,) = C}(X), de donde se concluye que
i [C*( x) = 19 inlcs(x) €s también una funcién perfecta. Siendo esta compo-
sicion una funcién perfecta, se tiene que i,[cs (x) es perfecta.

Verificaremos ahora que las funciones i,[cx(y) @ Ch(X) — Cu(X) v
inlxn + X" = i,(X"™) son abiertas. Sea O un subconjunto abierto no vacio
de Cx(X) y elijamos un punto arbitrario (z7',...,25") € O. Como C,(X) =
B, (X)\ Bn-1(X), el cual es abierto en B,(X) (pues B,,_1(X) es cerrado en
A(X)) y i, es continua, entonces C*(X) = i-1(C, (X)) es abierto en X™. Por
lo tanto, podemos hallar abiertos Uy, ..., U, de X tales que para cada ¢, < n,
z; € U, si x; # xj entonces U; NU; =0,y V:i=Uf' x ... x Us» CU.

De las propiedades anteriores, se sigue que:
i (in U{Uﬂ(l) X oo X Up(ny : ™€ Sy}

donde S, es el grupo de funciones biyectivas de {1,...,n} en si mismo. Por
tanto i~!(in(V)) es abierto en X" y en particular en C7(X). Como i, :
C*(X) — C,(X) es una funcién cociente (por ser perfecta [4]), entonces i, (V)
es abierto en C,(X). Por lo tanto i,(O) es abierto en C,(X). Finalmente,
como X" =i 1(i,(X™)), esto implica que i, | y» es una funcién abierta, como
queria demostrarse. O

El siguiente corolario del Teorema 2.23 muestra una gran cantidad de
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grupos topolégicos que no son normales:

2.25 Corolario. Si X es un espacio de Tychonoff que no es normal, entonces
F(X)y A(X) tampoco son normales.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 2.23, X es un subespacio cerrado tanto
de F(X) como de A(X). Por tanto, si alguno de estos dos fuese normal,
entonces X lo seria (recuerde que subespacios cerrados de espacios normales
son normales). O

Recuerde que si X es un espacio topolégico, entonces se define el peso de
una red de X como el cardinal infinito més pequeno tal que existe una red
sobre X con dicho cardinal. Usaremos nw(X) para denotar el peso de red
sobre X.

2.26 Corolario. Para cada espacio X de Tychonoff, nw(G(X)) = nw(X).

DEMOSTRACION. Como X es un subespacio de G(X), entonces nw(X) <
nw(G(X)). Por otro lado, si X=Xa {e} ® X!, entonces nw(X X) = nw(X)
y asf nw(X™) = nw(X) para cada n € w. Como la funcion i, : X" — B,(X)
es continua y sobreyectiva, tenemos que nw(B,(X)) < nw(X™) = nw(X).
Finalmente, como G(X) = U, .., Bn(X), se sigue que nw(G(X)) < nw(X) -
w = nw(X), lo cual nos da la desigualdad deseada. O

El siguiente resultado caracteriza a los grupos topoldgicos libres que son

Lindelof.

2.27 Teorema. Sea X un espacio de Tychonoff. Entonces G(X) es un es-
pacio Lindelof si y sélo si X™ es Lindelof para cada n € N.

DEMOSTRACION. Supongamos primero que G(X) es Lindelof. Si n € N es
fijo, por el Teorema 2.23 4,(X™) es un subespacio cerrado en G(X), por
lo tanto i,(X") es Lindel6f. También hemos demostrado que la funcién
inlxn : X™ — i, (X™) es perfecta (incluso es homeomorfismo en el caso en que
G(X) = F(X), debido a los Teoremas 2.23 y 2.24), y como el contradominio
es un espacio Lindelof, entonces su dominio X™ es Lindelof. Reciprocamente,
supongamos que para cada n € N el espacio X™ es un espacio Lindelof. No-
temos ahora que, en particular, X := X U{e}UX ! es Lindelof por ser suma
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topolégica finita de espacios con esa propiedad (recuerde que X = X 1), Lue-
go, X" es Lindelof por ser unién finita de copias cerradas de espacios X* con
k < n. Finalmente, notemos que G(X) =, , Bn(X), con B,(X) = i, (X™)
es Lindel6f porque B, (X) es imagen continua de un espacio con dicha propie-
dad. Asi que G(X) es Lindeldf por ser unién numerable de espacios Lindeldf.

[]

Los Teoremas 2.23 y 2.24 tienen como consecuencia otra propiedad in-
teresante:

2.28 Corolario. Sea X un espacio de Tychonoff y g = 27'-...-z5" una palabra
en su forma reducida de G(X). Supongamos que U; es vecidad abierta de z;
para toda ¢ € {1,..,n} y que U; NU; = 0 si x; # x; para cualesquiera
i,j € {1,...,n}. Entonces el conjunto W := Uj* - ... - US' es una vecidad
abierta de g en B, (X). Més atin, la familia de los conjuntos W definidos de
esta forma es una base local de B, (X) en el punto g.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 2.23, B,,_1(X) es un subconjunto cerrado
de G(X). Por lo tanto C,,(X) = B,,(X) \ B,—1(X) es un subconjunto abierto
en el subespacio B,(X). Llamemos z := (2, ...,25") € X™. Claramento el
conjunto U := US' x ... x U es abierto en X", ademas = € U y i,(U) =
Ut - ...Ur C Cyh(X). Por tanto U C CF(X). Por los Teoremas 2.23 y 2.24
tenemos que la funcion iy, [cs(x) : Cp(X) — C,(X) es abierta. Por lo tanto
W = i,(U) es una vecindad abierta de g = i,(z) en C,(X), y por tanto en
B,,(X). Més ain, como los conjuntos de la forma U = Uj*-...-Ug" forman una
base local en C}(X) en el punto z, entonces también los conjuntos W = i,,(U)
forman una base local en C,,(X) en el punto g = z7' - ...z5". Como C,,(X)

es abierto en B, (X), obtenemos la misma conclusién en el espacio B, (X).
O

Las propiedades anteriores que poseen los grupos libres F(X) y A(X)
podrian sugerir la idea de que éstas son cercanas a las que posee el espacio
original X. Concluimos este capitulo con un claro ejemplo donde esto no
sucede.

2.29 Corolario. Sea X un espacio de Tychonoff no-discreto. Entonces F/(X)
no es primero numerable, y tampoco lo es A(X).
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DEMOSTRACION. Supongamos que z* es un punto no aislado de X. En el
Teorema 2.20 se demostré que A(X) = F(X)/K, donde K es el subgrupo
derivado de F'(X). Es decir que A(X) es un cociente de F/(X). De esta forma
si F'(X) fuese primero numerable, también lo seria F'(X)/K por el Corolario
1.23. Por tanto es suficiente demostrar que A(X) no es primero numerable.
Para ello, sera suficiente mostrar que no existe una base de vecindades en
el neutro 0 € A(X). Por contradiccién, supongamos que {U, : n € N} es
una base de vecindades de e. Como se ha hecho con anterioridad, usaremos
la notacion aditiva para el grupo abeliano A(X). Sea n € N. Debido a que
2M(x* — x*) = 2"* — 2"x* =0 € U,, podemos hallar V,, vecindad abierta de
x* tal que 2"(V,, — V,,) C U,. Como z* es un punto aislado, podemos elegir
Tn,Yn € V, tales que y; # x, # y, # x; para cualesquiera n,i € N. Por
lo tanto la sucesién (u,) definida por u, = 2"(x, — y,) € U, converge a 0.
Mostraremos que esto lleva a una contradiccion:

En efecto. Siendo X de Tychonoff, podemos construir una sucesion de
funciones continuas f,, : X — R que satisface las siguientes propiedades para
cada n > 1:

LUl < 5
2. fulz®) = fulzr) = fulyk) = fu(yn) =0 paracada 1 <k <n

1 .
3. folx,) = iQ—n, donde f,(z,) y el nimero 37— fu(zn) — fr(yn) tienen
el mismo signo si n > 1.

Considere ahora a la funcién f : X — R definida por f =3, f,. De 1)
se sigue que f es continua (debido al criterio M de Weierstress), pues |f(z)| <

>, on Dara cada z € X. Luego entonces ésta admite una extensién a un
homomorfismo continuo f : A(X) — R. Sea n > 1. Entonces:

Tl = 2 [S(n) = fulg))| = 20 | Fulrn) + (i) — fion)

De lo cual se sigue que |f(u,)| > 2" - |fu(x,)] = 1. Se sigue entonces que la
sucesion (f(u,) : n € N) no puede converger a f(0) = 0, esto contradice la
continuidad de f. En conclusién A(X) no es primero numerable. O
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Capitulo 3

Espacios M y A-equivalentes

3.1. Introducciéon

No es muy dificil demostrar que si X y Y son dos espacios topoldgi-
cos de Tychonoff homeomorfos, entonces F(X) y F(Y) son topolégicamente
isomorfos. De hecho, el homomorfismo continuo que resulta de extender el
homeomorfismo existente entre X y Y resulta ser un isomorfismo topoldgico
(véase Observacion 3.6). Sin embargo, es posible construir un ejemplo de que
lo anterior no ocurre al revés. Es decir, no es necesariamente cierto que si
F(X) y F(Y) son topolégicamente isomorfos entonces X y Y son homeo-
morfos. De esta forma, se dice que dos espacios son M-equivalentes si ocurre
que sus grupos topolédgicos libres son topoldgicamente isomorfos. Anéaloga-
mente definiremos espacios A-equivalentes. En este capitulo, estudiaremos la
nocién de M-equivalencia y de A-equivalencia. Demostraremos las propieda-
des mas basicas de estas relaciones. En la peniltima seccion introducimos
dos métodos debidos a O. Okunev para construir espacios M-equivalentes.
Finalmente, usamos estas construcciones para mostrar ejemplos de propie-
dades topolégicas que no se preservan por la M-equivalencia

93
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3.2. Propiedad del limite directo

En general, decimos que una topologia de un espacio X esta determinada
por una familia C C P(X) si se cumple que todo F' C X es cerrado en X
si y s6lo si F'N C' es cerrado en C' para todo C' € C. No es dificil notar que
esta condicién es equivalente a que todo A C X es abierto si y sélo si lo
es ANC en C para cada C' € C. Dado un espacio de Tychonoff, su grupo
topoldgico libre G(X) es unién creciente de la sucesién {B,(X) :n € w} y
ademds los B, (X) son cerrados (recuerde que B, (X) denota al conjunto de
los elementos en G(X) cuya forma reducida tiene longitud menor o igual que
n respecto de la base X). Por ello, introducimos la siguiente definicion.

3.1 Definicién. El grupo topoldgico libre G(X) tiene la propiedad del limite
directo si la topologia de G(X) estd determinada por la familia {B,(X) : n €
w}. Si G(X) tiene la propiedad del limite directo, diremos que G(X) es el
limite directo de sus subespacios B,(X) (n € w).

En general, dado un espacio X que es la union creciente de una sucesion de
subconjuntos compactos { X,, : n € w}, si la topologia de X estd determinada
por la sucesién {X, : n € w}, entonces X es llamado k,-espacio, y X =
Un€w X, es una k. -descomposicion de X. Una observaciéon facil de notar es
que todo k,-espacio es o-compacto, pero la implicacién reciproca es falsa.
Por ejemplo, Q con su topologia usual es o-compacto, pero es posible probar
que no admite una k,-descomposicion. En lo que sigue, dado un espacio de
Tychonoff X y un subconjunto ¥ C X, vamos a usar la notacién (Y), :=
G(Y,X) N B,(X), donde G(Y, X) es el subgrupo de G(X) generado por Y.

3.2 Teorema. Dado un espacio de Tychonoff X, el grupo topoldgico libre
G(X) tiene la propiedad del limite directo si X es un k,-espacio. Ademas, si
X =7, X, es una k,-descomposicién para X, entonces G(X) = {J —, (X,),,
es una k,-descomposicién de G(X).

DEMOSTRACION. Sea X = J, ., X» una k,-descomposicién de X. En lo que
sigue, e denotara al neutro del grupo G(X). Para cada n > 1, consideremos
X, = X,U{e}UX 1y K, = X,-...- X,, (el producto n-veces). Notemos que
(X,), = K, es un subconjunto compacto de G(X), K, = K,,, K,,-K,, C Ky,
para cadan > 1,y G(X) =~ K.
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Sea 7* la topologia en G,(X) determinada por la familia {K,, : n € N},
donde cada K, estd equipada con la topologia heredada de G(X). Dicho de
otra forma, O C G(X) pertenece a 7 si y sélo si O N K, es abierto en K,
para cada n > 1. Claramente, 7* es una topologia mas fina que 7, donde 7
es la topologia de G(X), ademaés las restricciones de 7* y 7 en K, coinciden
para cada n. Nuestro objetivo es mostrar que 7* = 7. Para ello, verificaremos
que la familia 7% es una topologia de grupo sobre G,(X) y que induce en X
su topologia original.

Efectivamente, es claro que 7* es una topologia sobre G,(X). Como X C
K, de la definicién de 7* es claro que 7*[y = Tx, donde 7y es la topologia
original de X. Ademds, si U € 7* entonces U~ € 7*. En efecto, para cada
n > 1 existe un abierto V,, en G(X) tal que U N K,, = V,, N K,,. Como K,
coincide con K !, entonces

U'nK,=U'nK,'=UnNK,)'=V,nK,) '=V'nK,.

Por lo cual, U~! N K,, es abierto en K, luego U~! € 7*. Por lo tanto,
es suficiente mostrar que si g,h € Go(X) y g-h € U € 7%, entonces existen
VW et talesquege V.heWy V. -W CU.

Escojamos un m > 1 tal que g,h € K,,. Construiremos dos sucesiones
{Vo :mn>m} y {W, : n > m} que cumplan las siguientes tres propiedades
para cada n > m :

1. V,, y W, son abiertos en K,
2. A, =Clk, (V) CVop1y B, =Clg,(W,) € Wyo
3. A,-B, CU.

La contruccion se hara por induccién empezando desde m. Por la conti-
nuidad de la multiplicacién en G(X), existen abiertos V!, y W/ en K, tales
quegeV, heW yVI -WH CUnN Ky, Como K,, es regular, podemos
encontrar abiertos V,, y W,, en K,, tales que g € V,,, C Clg, (V;,) C V] y
heW,, CClk, (W,) CW/.

Suponga ahora que para n > m se han definido V,,,,...,V,, y W,,, ..., W,
satisfaciendo las condiciones 1), 2) y 3). Por 3), los conjuntos A,, = Clg, (V,)
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y B, = Clg, (W,) satisfacen A,, - B, € U N Ky,. Como la multiplicacién

: Kpi1 X Kpy1 — Koypo es continua, existen abiertos V), y W/, en
Kyq1 tales que A, € V) ,B, € W,y V,.,-W, ., C U. Usando la
normalidad del espacio compacto K, 1, podemos encontrar abiertos V,, 1 y
Wi en Ky tales que A, € V1 € Clg, ., (Var1) C Vo v By € Wig C
ClKn+1 (Wn-i-l) - erz-l-l'

Continuando este proceso, obtenemos las sucesiones

Win € Wipr € ... CW, C ...

satisfaciendo las condiciones 1), 2) y 3). Definamos ahora V' = |Jo, Vi y
W = Ui, Wk. Claramente, g € V 'y h € W. De 1) y 2) se sigue que
VNK, =, (ViNK,) es abierto en K,, para cada n > m, luego 1) implica
que V € 7*. Similarmente W € 7*. Finalmente, 2) y 3) implican que

V-W= G(Vk~Wk)§

k=m

(Ay - By) C U.

x
[Ce

Asi, hemos encontrado V,W € 7* talesque g e V,h e Wy V-W C U.
Esto prueba la afirmaciéon. Luego, hemos probado que 7% induce en X su
topologia original. Siendo 7 (la topologia de G(X)) la topologia mds fina
sobre G, (X) que induce en X su topologia original, obtenemos que 7* C 7,
lo que nos da la igualdad deseada. O]

Es claro que si X es compacto entonces es un k,-espacio. Basta verlo
como unién numerable de copias de él mismo. Luego el Teorema 3.2 nos da
la siguiente consecuencia inmediata.

3.3 Corolario. Si X es de Tychonoff y compacto, entonces su grupo to-
poldgico libre G(X) tiene la propiedad del limite directo.
Otras dos consecuencias del Teorema 3.2 son las siguientes.

3.4 Corolario. Sean X un espacio de Tychonoff y C' C G(X).
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1. Si CNB,(X) es finito para cada n € w, entonces C es cerrado y discreto

en G(X).

2. Si K es un subespacio numerablemente compacto de G(X), entonces
K C B,(X) para algin n € w.

DEMOSTRACION.

1. Sea p : X — K un encaje topoldgico de X en un espacio compacto K
(por ejemplo, puede tomarse K = X ). Extendemos p a un homomor-
fismo continuo p : G(X) — G(K) y consideremos @ = p(D), donde D
es un subconjunto arbitrario de C'. Entonces @ N B, (X) es finito, por
tanto cerrado, para cada n € N. Por el Teorema anterior la topologia
de G(K) estd determinada por la familia {B, : n € w}, luego @ es
cerrado en G(K). Como p es un monomorfismo continuo, concluimos
que D es cerrado en G(X). Por lo tanto todos los subconjuntos de C
son cerrados en G(X), luego C' es discreto.

2. Suponga lo contrario, es decir que para todo n € w se tiene que K
no es subconjunto de B, (X), o equivalentemente que K \ B,(X) # 0
para todo n € w. Entonces existe un subconjunto infinito C' de K tal
que C'N B,(X) es finito para cada n € w. Por el inciso anterior, C' es
cerrado y discreto en G(X), luego C' es cerrado y discreto en K, lo cual
es una contradiccion. O]

Para finalizar la seccion, establecemos un resultado que daremos por cierto
sin demostracion, ya que dicha prueba requiere teoria que no utilizamos en
este trabajo. La demostracién puede consultarse en [5].

3.5 Proposicién. Si K es un subespacio pseudocompacto de G(X), entonces
K C B,(X) para alguna n € N.

3.3. Espacios topolégicos M y A-equivalentes

Para motivar la definiciéon de espacios M y A-equivalentes, tomemos en
cuenta la siguiente observacion.
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3.6 Observacion. Suponga que X y Y son espacios topoldgicos homeomor-
fos. {Sera cierto que F(X) y F(Y) son grupos topoldgicos libres topolégica-
mente isomorfos entre si? No es muy dificil notar que la respuesta a esta pre-
gunta es positiva. Sea f : X — Y un homeomorfismo entre espacios topologi-
cos. Podemos ver a f como una funcién continua f : X — F(Y) (recuerde
que Y estd encajado en F(Y')). Llamemos hy : F(X) — F(Y') al homomorfis-
mo continuo que extiende a f. Similarmente, construimos hs : F(Y) — F(X)
al homomorfismo continuo que extiende a f~!. Consideremos ahora un ele-
mento tipico de F'(X), de la forma z7' - ... - 27». Notemos ahora que

hao(ha(ay' - oap)) = [ (f @)™ - ()™ =2l

Esto es, hooh; es la identidad en F'(X). De la misma manera se comprueba
que h; o hy es la identidad en F(Y). Se concluye que h;' = hy. Por lo
tanto hy; es un isomorfismo y su inversa es continua. Por lo tanto, h; es un
isomorfismo topoldgico. La misma demostracién sirve para probar que A(X)
es topoldgicamente isomorfo a A(Y).

En otras palabras, el hecho de que dos espacios sean homeomorfos es una
condicién suficientemente potente para que sus respectivos grupos topoldgi-
cos libres sean topoldgicamente isomorfos entre si.

3.7 Definicién. Dos espacios X y Y son llamados M-equivalentes si F'(X)
es topoldgicamente isomorfo a F'(Y). Similarmente, dichos espacios son lla-
mados A-equivalentes si A(X) es topoldgicamente isomorfo a A(Y').

Usando la notacion de la definicién anterior y lo hecho en la Observacién
3.6, podemos decir que espacios homeomorfos son tanto M-equivalentes como
A-equivalentes. El siguiente resultado nos proporciona una técnica tutil para
construir espacios que son M-equivalentes.

3.8 Lema. Supongamos que X = X; @ X5 es la suma topoldgica de espacios
no vacios X; v Xs. Entonces Y7 = bja ' X, U Xy v Yo = boa ' X U X5, con-
siderados como subespacios de F'(X) son M-equivalentes, para cualesquiera
a € Xy y b17b2 € Xs.

DEMOSTRACION. Primeramente, notemos que a 'X; U X, C (Y7), donde
(Y1) denota al subgrupo generado por Y;. En efecto, sea z € a7 X; U X5. Si



3.3. ESPACIOS TOPOLOGICOS M'Y A-EQUIVALENTES 29

2z € a !X, entonces z = a 'x; para algtin z; € X;. Como b; € X, C Y],
entonces z = bflbla_lxl € (Y1). Por otro lado, es claro que si z € X5 entonces
z € (Y1). Esto muestra la contencién deseada.

Mostraremos ahora que Y; C (a7'X; U X5). Efectivamente, sea z € Y.
Si z € bja ' X entonces z = bja 'z, para algtin z; € X;. Como b; € X,
entonces bja~ 'z € (a7 X U X>). Si z € Xy, es claro que z € (a7 X; U Xy).
Esto concluye la contencién deseada.

Ambas contenciones nos dan como resultado que (Y;) = (a71X; U X5). De
la misma forma se puede demostrar que (Y3) = (a~'X; U X5), y en conclusién
(Y1) = (Y3). Luego entonces para demostrar el lema, sera suficiente demostrar
que (Y;) es topolégicamente isomorfo a F'(Y7) y lo mismo para (Ys) y F(Y3).
Por simetria bastara demostrar lo primero.

Sea h : F(Y;) — F(X) el homomorfismo continuo que extiende a la
identidad en Yj. Sea ahora f : Y7 — G una funcién continua de Y] a un grupo
topolégico arbitrario GG. Afirmamos que f admite una extension continua a
un homomorfismo de F(X) en G. Para ello, considere g : X — G la funcién
definida por g(x) = f(x) para cada x € Xy, y g(z) = f(bja™'z) para cada
r € X;. Como X = X;® X, y las restricciones de g a X; y X5 son continuas,
se tiene que ¢ es continua. De la definicién de g es claro que g(by) = f(b1),
y también g(a) = f(hha='a) = f(by), por lo tanto g(a) = g(b1). Sea g :
F(X) — G el homomorfismo continuo que extiende a g. Notemos ahora que
gly, = f. Es claro que si ¢ € X, entonces g(x) = f(x). Ahora, si bija 'z
es un elemento tipico de bja~'X; y usando el hecho de que g(a) = g(b1),
obtenemos que:

g(bia~"'z) = g(b1)g(a) 'g(z) = g(z) = f(bra ')

Concluimos que ¢ es una extension continua de f.

Con esta afirmacién demostrada, consideramos la inclusién de Y en F(Y;).
Tomando G = F(Y7) en la afirmacién anterior, podemos hallar un homomor-
fismo continuo g : F'(X) — F(Y1) que extiende a la inclusién de Y; en F'(Y7).
Finalmente, consideremos g* := g[ ;. Del hecho de que g extiende a la in-
clusién y de que h extiende a la identidad en Y7, se comprueba facilmente
que g* o h = Idpxy y hog" = Idy,). Como ambos homomorfismos son
continuos, se sigue que son isomorfismos topolégicos (ya que son inversas
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una de la otra). Esto prueba que F(Y7) es topolégicamente isomorfo a (Y7).
Similarmente se prueba que F(Y2) es topolégicamente isomorfo a (Y3), como
queria demostrarse. O

Demostraremos a continuacion que espacios M-equivalentes no son nece-
sariamente homeomorfos.

3.9 Corolario. El intervalo cerrado unitario y la letra 7' considerada como
subespacio del plano R?, donde T'= ({0} x [0,1]) U ([-1/2,1/2] x {1}), son

espacios topologicos M-equivalentes, pero no homeomorfos entre si.

DEMOSTRACION. Efectivamente. Es claro que dichos espacios no son homeo-
morfos entre si, ya que el espacio T'\ {(0,0)} tiene tres componentes conexas,
mientras que [0, 1] \ {} nunca tiene tres componentes conexas sea cual sea
el punto x € [0,1]. Por otro lado, sea X = X; @ X,, donde X; = [0,1]
y Xy = [2, 3] vistos como subespacios de R. Consideremos ahora b; y by un
punto final y un punto interior del intervalo X5, respectivamente. Por el lema
anterior, los subespacios Y; = bja ! X UX, y Vs = bya ' X;UX, de F(X) son
espacios M-equivalentes para cualquier a € X;. Ahora, parai € {1, 2}, consi-
dere la funcién f; : X — Y; definida por fi(z) =z sixz € Xo y fi(x) = bja '
para cada z € X;. Claramente f; es continua y sobreyectiva. Ademas, cada
fibra de f; es trivial salvo f; '(fi(a)) = {a,b;}. Como X es compacto y Y;
Hausdorff, esto implica que el espacio Y; es obtenido del espacio X identifi-
cando los puntos a y b;. Por lo tanto, Y; es homeomorfo al intervalo cerrado
en R mientras que Y5 es homeomorfo a la letra T en R2. O]

El corolario anterior nos brinda un ejemplo de que la M-equivalencia no
implica que los espacios sean homeomorfos. A continuaciéon demostraremos
que la M-equivalencia implica la A-equivalencia. Notemos que como conse-
cuencia de este hecho, el corolario anterior también es un ejemplo de espacios
A-equivalentes que no son homeomorfos.

3.10 Proposicion. Sean X y Y espacios M-equivalentes. Entonces X y Y
son A-equivalentes.

DEMOSTRACION. Por hipdtesis existe un isomorfismo topoldgico ¢ : F'(X) —
F(Y'). Denotemos Kx al subgrupo derivado de F'(X) y similarmente con Ky
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Observe ahora que ¢(Kx) = Ky. En efecto, si z € ¢(Kx), entonces
existen z1, 22 € F(X) tales que z = ¢(z1)p(z2)d(x1) td(x2) ™t € Ky. Por
otro lado, si Y1y, 'ys ' € Ky, como ¢ es una funcién sobreyectiva exis-
te z; € F(X) tal que ¢(z;) = y;, i € {1,2}, por lo tanto y1yoy; vy =
P(z12977 25 ") € ¢(Kx), como queria verse.

Pero esto implica que F'(X)/K x es topoldgicamente isomorfo a F(Y)/Ky.
Efectivamente, considere ¢ : F(X)/Kx — F(Y)/Ky definida por ¢(zKx) =
¢(x)Ky. Notemos primeramente que 5 es funcién, ya que si 1 Kx = 19K,
entonces x5 'z; € Kx, luego por la observacién anterior se tiene que ¢(z5 x1) €
o(Kx) = Ky, o equivalentemente ¢(z1)Ky = ¢(z2) Ky, es decir, ¢ estd bien
definida. No resulta dificil ver que la biyectividad de ¢ implica la de gg, y cla-
ramente ¢ es un homomorfismo continuo. Para demostrar que es isomorfismo
topoldgico basta observar que su inversa es también un homomorfismo conti-
nuo, ya que su regla de asociacion es la que esté dada por yKy +— ¢~ 1(y)Ky.
Por lo tanto ¢ : F(X)/Kyx — F(Y)/Ky es isomorfismo topolégico, y por el
Teorema 2.20 A(X) es topoldgicamente isomorfo a F'(X)/Kx y similarmente
con A(Y'), obtenemos que A(X) es topoldgicamente isomorfo a A(Y), esto
es, X y Y son A-equivalentes. ]

En Topologia General, se dice que una propiedad P es invariante (o que
es una propiedad topoldgica) si cada vez que un espacio topolégico X tiene
dicha propiedad P, entonces cada espacio topoldgico Y que sea homeomorfo
a X también la tiene. En este contexto resulta natural introducir la siguiente
definicion.

3.11 Definicién. Diremos que una propiedad P es M-invariante (respec-
tivamente, A-invariante), si cada vez que un espacio tiene dicha propiedad,
entonces cada espacio M-equivalente (respectivamente, A-equivalente) a él
también la tiene.

De la Proposicion 3.10 se sigue que toda propiedad A-invariante es M-
invariante.

Nuestro objetivo ahora es demostrar que la conexidad es una propiedad A-
invariante y M-invariante. Recalcamos el hecho de que es suficiente demostrar
que es una propiedad A-invariante. Para demostrar este hecho, consideremos
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el siguiente espacio:

A X)) ={x1i+...+xn—11— . —yn € AX) 21,91, -, Tn, Y € X,n € N}

No resulta dificil notar que Ag(X) es un subgrupo de A(X). Hallaremos
cierta relacién entre Ag(X) y Cx, donde C'x denotard de ahora en adelante
a la componente conexa del neutro e € A(X). Por otro lado, recordemos la
nocion de independencia lineal y rango de torsion. Supéngase que A es un
subconjunto no vacio de un grupo abeliano GG cuyo elemento neutro esta de-
notado por e y que cada elemento de A tiene orden infinito (es decir, que si
m € Z y ma = 0 entonces m = 0 para cualquier a € A). En este contex-
to, el conjunto A es llamado linealmente independiente si para cualesquiera
ai,...,a, € Ay my,...,m, € Z tales que mya;, + ... + mya, = e se tiene que
my = ... = m, = 0. Es posible demostrar que cada subconjunto linealmente
independiente de G estd contenido en un subconjunto maximal linealmente
independiente de G. Luego, denotaremos ry(G) al cardinal de un conjunto
maximal linealmente independiente de GG. El cardinal de cualesquiera dos de
tales conjuntos es el mismo, entonces el nimero 79(G) estd bien definido y
dicho numero es llamando rango de torsion (o rango de libre-torsion).

3.12 Proposicion. Sea X un espacio topolégico.
1. El subgrupo Ay(X) de A(X) es normal, abierto y cerrado, y el grupo

cociente A(X)/Ap(X) es isomorfo al grupo Z equipado con la topologia
discreta.

2. Si X es disconexo, entonces el rango de torsion del grupo A(X)/Cx es
mayor o igual que 2.

3. El grupo Ag(X) es conexo si y sélo si X es conexo.

4. Si X es conexo, entonces Ag(X) = Cy.

DEMOSTRACION.

1. Considere f : X — Z como la funcién constante 1. Claramente es
continua. Sea ¢ : A(X) — Z el homomorfismo continuo que extiende
a f. Afirmamos que ker(¢) = Ag(X). Efectivamente, si g € ker(¢),
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entonces ¢(g) = 0. Supdngase que g se representa en la forma g =

1+ .+ Ty — Y1 — oo — Ym. Luego ¢(g) = n —m = 0, es decir n =
m y por lo tanto g € Ay(X). Reciprocamente es claro que si g =
Ty + o+ Ty — Y1 — . — Yo € Ap(X), entonces ¢(g) = n—n = 0.
Esto demuestra que Ao(X) = ker(¢) = ¢ '({0}). Luego, siendo Z

discreto, obtenemos que Ay(X) es abierto y cerrado, y ademds es un
subgrupo normal al ser el nticleo de un homomorfismo. Finalmente,
por el Teorema de Isomorfismo para grupos topolégicos (véase Teorema
1.27), obtenemos que A(X)/A¢(X) es topolégicamente isomorfo Z.

2. Por la Proposicion 1.18 sabemos que C'xy es un subgrupo normal de
A(X). Supongamos ahora que X es disconexo, entonces podemos su-
poner que X = AU B, donde A y B son cerrados disjuntos no vacios
del espacio X. Sea D = {a,b} un espacio discreto de dos elemen-
tos. Considere la funcién f : X — D definida mediante f(z) = a
siz € Ay f(z) =bsix € B. f es continua porque f~!({a}) = Ay
f7Y({b}) = B. Luego podemos extender esta funcién a un homomor-
fismo continuo f: A(X) — A(D). Como A(D) es un grupo topolégico
discreto, N := ker(f) es un subgrupo normal abierto y cerrado de
A(X). Entonces necesariamente Cx C N, de lo contrario Cx N N y
Cx N (A(X) \ N) serfan una separacion de Cx, contradiciendo su co-
nexidad. Por lo tanto el homomorfismo h : A(X)/Cx — A(D) definido

por h(zCx) = f(x) estd bien definido, esto porque si z;Cx = x5Cx,
entonces z;,'z; € Cx C N, por lo cual ¢(z3) = ¢(z1). Claramente
h es epimorfismo, por lo tanto el rango de torsion de su contradomi-
nio es menor o igual que el rango de torsién del dominio [1], es decir,

2=ro(A(D)) <ro(A(X)/Cx).

3. Supongamos primero que X es conexo. Para cada n € N, considere la
funcién j, : X** — A(X), donde

Jn(T1y oo Ty Y1y s Yn) = T3+ oo + Ty — Y1 — o — Yny

para cada (71, ..., T, Y1, ..., Yn) € X>". Claramente j, es continua por
la continuidad de la suma en un grupo topoldgico, y por ello j,(X?")
es un subespacio conexo de Ag(X). Finalmente es claro que Ag(X) =
U, en 70 (X?") y la interseccién de estos conjuntos es no vacia, pues
e € jn(X?") para cualquier n € N. Por lo tanto Ag(X) es conexo.
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Reciprocamente, supongamos que X es disconexo. Vamos a demostrar
que Ag(X) debe ser disconexo. Efectivamente, como X es disconexo
podemos suponer que X = AU B, donde A y B son cerrados disjuntos
no vacios. Como hicimos en el segundo inciso, considere f : X — D
definida de la forma mencionada y sea f : A(X) — A(D) su extension a
un homomorfismo continuo. Definamos /N como el nicleo de f, el cual es
cerrado y abierto. Elijamos z € A,y € By sea g = 2z — 2y € Ap(X).
Notemos que f(g) = 2a — 2b # eupy y por tanto g ¢ N. Es decir,
Ap(X)N N es un subconjunto propio cerrado y abierto de Ay(X), luego
este ultimo es disconexo.

4. Si X es conexo, por el primer y tercer inciso Ag(X) es un subgrupo
conexo y abierto de A(X). Luego Ay(X) es la componente conexa del
neutro e. [

Con ayuda de los resultados de la proposicién anterior, ya podemos probar
el hecho que queremos acerca de la conexidad.

3.13 Teorema. La conexidad es una propiedad A-invariante y M-invariante.

DEMOSTRACION. Ya hemos comentado que es suficiente probar que la cone-
xidad se preserva bajo la A-equivalencia. Sean X y Y espacios A-equivalentes
y supongamos que X es conexo. Vamos a probar que Y lo es. Por hipdtesis
existe un isomorfismo topolégico ¢ : A(X) — A(Y). Denotemos por Cx a
la componente conexa del elemento neutro en ex € A(X), y similarmente
con Cy para el neutro ey € A(Y'). Notemos que ey € ¢(Cx) y este iltimo
es conexo, asi que ¢(Cy) C Cy. Anélogamente, utilizando el hecho de que
ex € ¢ '(Cy) obtenemos la otra contencién y por tanto ¢(Cx) = Cy. Apli-
cando la Proposicion 3.12 obtenemos que A(Y)/Cy = Z = A(X)/Cx. Como
Z tiene rango de torsién igual a 1, entonces también A(Y')/Cy. En particular
tiene rango de torsiéon menor que 2 y por la Proposicion 3.12, entonces Y es
conexo, como queria demostrarse. O

Otra pregunta es saber cuando dos espacios no son M-equivalentes (por
supuesto sin tener que hacer la tarea de calcular sus grupos topolégicos libres
correspondientes, que en general no es sencilla). Una posible respuesta se en-
cuentra en un criterio que involucra homotopias. Recordamos un poco los
conceptos que vamos a trabajar: dados dos espacios X y Y, denotamos con



3.3. ESPACIOS TOPOLOGICOS M'Y A-EQUIVALENTES 65

C(X,Y) a la familia de todas las funciones continuas f : X — Y. Entonces
decimos que dos funciones f, g € C'(X,Y’) son homotdpicas si existe una fun-
cién continua ¢ : X x [0,1] — Y tal que ¢(z,0) = f(z) y ¢(x, 1) = g(z) para
toda z € X. La funcién ¢ es llamada homotopia entre f y g, o simplemen-
te homotopia. No es dificil demostrar que la relaciéon ser homotépica es de
equivalencia. Denotamos por [f] a la clase de equivalencia de f € C'(X,Y).
El conjunto cociente serd denotado por [X,Y], es decir:

[X7 Y] = {[f] 1 f € C(X7 Y)}

Consideremos ahora el caso en que Y es un grupo topoldgico. Entonces
podemos definir una estructura de grupo natural en [X,G], ya que f,g :
X — G son funciones continuas, podemos considerar su producto usual a
través de la operacion en G, esto es, la funcién f - g : X — G definida por
x+— f(z)g(z). La cual es continua. Luego tiene sentido definir:

[f]*[g] == [f - gl

Ademas, no es dificil demostrar que si f; y fo son homotépicas, y g1 v ¢
también lo son, entonces fi - g1 ¥ fa - g2 son homotdpicas entre si, por ello la
operacién * estd bien definida en el conjunto [X, G]. Un argumento rutinario
y sin mayor dificultad muestra que * es una operacién que hace a [ X, G] un

grupo.

Nuestro objetivo ahora es demostrar que si dos espacios topoldgicos com-
pactos X y Y son M-equivalentes, entonces los grupos [X,G] y [Y, G| son
isomorfos, para cualquier grupo topologico G.

3.14 Lema. Sea X un espacio compacto y ¢ : X x [0,1] — G una funcién
continua, donde G es un grupo topolégico. Para cada t € [0,1], sea ¢, :
X — G la funcién definida por ¢ (z) = ¢(z,t) para cada x € X. Sea Dy :
F(X) — G el homomorfismo continuo que extiende a ¢;. Entonces la funcién
®: F(X) x [0,1] — G definida por ®(g,t) = ®,(g) para cada g € F(X) y
t € [0,1], es continua.

DEMOSTRACION. Ya sabemos que F'(X) tiene la propiedad del limite direc-
to, por el Corolario 3.3. En particular, F/(X) x [0, 1] es un k,-espacio con la
k.-descomposicion

FP(X) % [0,1] = | B.(X) x [0,1].

new
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Por lo tanto, es suficiente verificar la continuidad de ® en el subespacio
B,(X) x [0,1], con n € w fijo.

Sea pues h € B, (X) arbitrario. Sea t € [0, 1] y llamemos gy = ®(h,t). Sea
O C G un abierto tal que go € O. Supongamos que el punto y = (y1, ..., Yn) €
X" satisface i,(y) = h (recuerde que X = X @ {e} & XL, e es el neutro de
F(X)y iy : X™ = By(X) es la funcién multiplicacién), entonces

Jdo = q)(h,t) = CID(yl Ceet ynat) = @t(yl, 7yn) = q)t(yl) et (I)t<yn)-

Luego, siendo G un grupo topoldgico, podemos hallar abiertos O; tal que
O, (y;) € O; para cada i € {1,....,n} y Oy -...- O, C O. Por la continuidad
de ¢, existen abiertos V; C X y U; C [0,1] tales que y; € Vi, t € U; y
O(V; x U;) C O, para cada ¢ € {1,...,n}. Definamos V, =V} x ... x V,, y
U, =i, U;. Luego entonces y € V,,, t € Uy y:

O, (V) x Uy) =2V - ...V, xU,) COq-...- O.

Aplicando el Teorema de Wallace [4], podemos encontrar abiertos W C
Xmy W, C[0,1] tales que i, ({h}) C W y t € W; que satisfacen

W x W, €| ]V, x U, 1y €4, ({h})}-

Como la funcién i, : X" — B,(X) es perfecta, en particular cerrada,
existe un abierto W}, que tiene a h en B, (X) tal que i, '(W}) C W. Luego
O(Wy, x Wy) C O. Por tanto, ® es continua en B,,(X) x [0, 1]. O

Ahora estamos en condiciones de demostrar lo mencionado acerca de las
clases de homotopias.

3.15 Teorema. Si X y Y son espacios compactos M-equivalentes, entonces
los grupos [X, G] y [Y, G| son isomorfos, donde G es un grupo topoldgico.

DEMOSTRACION. Como X y Y son M-equivalentes, entonces existe un iso-
morfismo topoldgico ¢ : F(X) — F(Y). Luego, podemos identificar a los
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grupos F(X) y F(Y) como uno solo. Entonces tanto X como Y son ba-
ses de dicho grupo en comun, que denotaremos por H. Cada funcién con-
tinua f : X — G induce una funcién continua ¢(f) : ¥ — G por la regla
o(f) = fNry, donde f es la extension de f a un homomorfismo continuo
de H en G. De la misma forma, cada funcién continua g : ¥ — G induce
una funcién continua ¢ (g) : X — G por la regla ¥(g) = f|y. Es claro que
B(6(f)) = f v 6(1(g)) = g para cualesquicra f € C(X,G),g € C(Y,G).
Maés atn, de la definicién de ¢ se sigue que ¢(f1 - f2) = ¢(f1) - ¢(f2) para
cualesquiera f, fo € C(X,G). Luego tanto ¢ como 1 son homeomorfismos,
y como o ¢y ¢po1) son la identidad de C'(X, G) y C(Y, G) respectivamente,
concluimos que ambos son isomorfismos. Finalmente, por el lema anterior
tenemos que si f; es homotdpica a fo en C(X,G), y g1 es homotdpica g,
en C(Y,G), entonces ¢(f1) es homotépica a ¢(fz) en C(Y,G), v ¥(g1) es
homotdépica a 1(gz) en C(X, G). Por tanto, si definimos ¢* : [ X, G] — [Y, G|
mediante ¢*([f]) = [¢(f)], obtenemos un isomorfismo de grupos. O

El Teorema 3.15 permite dar un ejemplo de espacios compactos no ho-
meomorfos que no son M-equivalentes.

3.16 Ejemplo. Sea X el intervalo cerrado unitario y sea Y = S1, y (si-
guiendo la notacién del teorema anterior) sea también G = S*. Entonces el
grupo [X, G] es trivial, ya que toda funcién continua del intervalo en S! es
homotdpica a una constante. Sin embargo, [V, G| = [S1, S'] = Z. Luego por
el teorema anterior, X y Y no son M-equivalentes.

Introducimos ahora una nueva definicién, cuya utilidad es de suma im-
portancia para seguir con resultados acerca de espacios M-equivalentes. Para
ello, recordemos que dado un espacio X y su grupo topoldgico libre G(X)
(recordar que G(X) denota indistintamente a F'(X) o A(X)), hemos probado
que se tienen las siguientes dos propiedades:

1. G(X) es algebraicamente el grupo libre G, (X), o equivalentemente, X
es base algebraica libre de G(X).

2. La topologia de G(X) es la topologia de grupo mas fina sobre G,(X)
que induce en X su topologia original. Esto es, 7g(x)[x = 7x, y si 7
es una topologia de grupo sobre G,(X) tal que 7]y = Tx, entonces
T C Ta(x)-
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Inspirandonos en estas propiedades, podemos extender el concepto de ba-
se de modo que ésta no solo genere las propiedades algebraicas, sino también
las topoldgicas de un grupo topoldgico libre:

3.17 Definicién. Sea Y un subespacio del grupo topoldgico libre G(X).
Diremos que Y es una base topolégica libre de G(X) si se cumplen las
siguientes dos propiedades:

1. Y es base algebraica libre de G(X), esto es, G4(X) = G4(Y).

2. La topologia de G(X) es la topologia de grupo maés fina sobre G,(X)
que induce en Y su topologia original. Es decir, 7¢(x)ly = Ty, y ademds
si T es una topologia de grupo sobre G,(X) tal que 7|y = 7y, entonces
T C TG(x)-

Con esta definicion se puede conocer la estructura del grupo topoldgico
libre teniendo cualquier subespacio que cumpla con las definicién anterior de
base topoldgica libre. Por ejemplo, notemos que X es trivialmente una base
topolégica libre de G(X), y por ello si Y es otra base topoldgica libre de
G(X), entonces deberian generar al mismo grupo topoldgico libre. Veamos
que esto si sucede.

3.18 Proposicién. Sea X un espacio topoldgico y sea Y un subespacio de
G(X).

1. Si Y es una base topoldgica libre de G(X), entonces G(X) y G(Y)
coinciden.

2. Si existe un isomorfismo topoldgico ¢ : G(X) — G(Y'), entonces ¢~ (V)
es base topolégica libre de G(X).

DEMOSTRACION.

1. Observe primero que el hecho que G,(Y) = G,(X) nos dice que dichos
objetos coinciden como grupos, de modo que para probar lo deseado
resta verificar que las topologias de sus grupos topoldgicos libres coinci-
den. En efecto, como Y es un subespacio de G(X), entonces la inclusion
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1:Y — Ci(X ) es continua, por lo que se extiende a un homomorfismo
continuo i : G(Y) — G(X). Debido a que G,(Y) = G,(X), es ficil
verificar que i es la funcién identidad, por lo cual todo abierto en G(X)
lo es en G(Y'). Por otro lado, 7¢(y) es una topologia de grupo sobre
Gu.(Y) = G4(X) que induce en Y su topologia original, luego por ser
Y base topoldgica libre de G/(X) obtenemos que 7¢(yvy C Tg(x), es decir
todo abierto en G(Y') es abierto en G(X).

2. Primero verifiquemos que ¢~ *(Y") es base libre de G(X). En efecto, sea
z € G(X). Como ¢(z) € G(Y), entonces ¢(x) tiene una representacion
tunica respecto de la base Y, digamos ¢(z) = yi* - ... - y/*, luego x tiene
una representacién tnica como x = ¢ *(y1)™ - ... - ¢ (y,)™. Ahora
deseamos demostrar que 7¢(x) es la topologia de grupo sobre G,(X)
més fina que induce en ¢~ 1(Y) su topologfa original. Sea entonces 7
una topologfa de grupo sobre G,(X) que induce en ¢~!(Y") su topologia
original. Considere 7" = {¢(A) : A € 7}, entonces por el Teorema
1.19 7" es una topologia de grupo sobre G,(Y’). Mostremos ahora que
Iy = 7y. Sea ¢p(A)NY € 7|y con A € 7. Entonces AN ¢~ (V) €
Tly-10v) = To-1(v), siendo ¢ : ¢~'(Y) — Y homeomorfismo, entonces
(AN~ (Y)) = ¢(A) NY € 7y. Reciprocamente, si O € 7y entonces
¢1(0) € Ty1(v) = Tly-1(y), luego existe A € 7 tal que ¢~'(0) =
AN¢ 1Y), es decir O = ¢(A)NY € 7'[,. Hemos mostrado entonces
que 7" induce en Y su topologia original, por lo tanto 7" C 7¢g(y), 0
equivalentemente, si A € 7, entonces ¢(A) € 7g(v), de donde A =
¢ H(¢(A)) € Tg(x) como querfa demostrarse. O

3.19 Corolario. Toda base topoldgica libre Y del grupo G(X) es cerrada.

DEMOSTRACION. Y es siempre un subespacio cerrado en G(Y), y por la
proposicién anterior G(Y') = G(X). O

Ahora veamos una aplicacién de la proposicién anterior.

3.20 Teorema. La pseudocompacidad es una propiedad A-invariante (y por
lo tanto M-invariante).

DEMOSTRACION. Supongamos que X y Y son espacios A-equivalentes y
supongamos que Y es pseudocompacto. Vamos a probar que X también lo
es.
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Caso 1: Supongamos que Y es una base topolégica libre de A(X). Supon-
gamos que X no fuese pseudocompacto, entonces tiene una familia discreta
v ={U; : i € w} de abiertos no vacios. Para cada i € w, sea x; € U;. Pa-
ra g € A(X)y z € X, denotemos con d(z,g) el coeficiente entero k que
acompana a x en la forma normal de g respecto de la base X. Esto es, si
g = kx+kix1+...+k,x, donde x, x4, ..., x,, son elementos de X distintos dos a
dosy k, ki, ..., k, € Z, entonces d(z, g) = k. Notemos ademds que d(z, g) =0
si y sélo si x no aparece en la forma normal de g. Como Y es base libre
de A(X), para cada i € w existe y; € Y tal que d(z;,y;) # 0. Supongamos
que t; 1, ..., ti n, son las letras distintas de x; que aparecen en la forma normal
de y; (si es necesario, puede ocurrir que n; = 0). Escogiendo una subsuce-
sién de {y; : i € w}, podemos suponer que d(x;,y;) = 0 siempre que 7 < j.
Por induccion sobre n € w, definimos una funcién f, : X — R continua
de la siguiente forma: para n = 0, definimos fy la funcién constante cero.
Supongamos que para n > 1 hemos definido las funciones fy, ..., f,—1, enton-
ces definimos ¢, = Z;:Ol fi. Como X es de Tychonoff, existe f, : X — R
continua tal que toma el valor 0 en X \ U,, y en cada punto ¢; ; con ¢ < n que
pertenece a U,, y ademas satisface:

fn(xn> =n-+ Z |bn7jgn(tn,j)|

J

donde b, ; = d(t,;,ys) y la suma anterior corre sobre todos los j tales que
tn; € UpU...UU,_;. Esto completa la contruccién inductiva de las funciones
fn. Como la familia v es discreta y estda formada por abiertos, la funcion
[ = > ,co fn es continua en X y las funciones f, f,, gn11 coinciden en U,,
n € w. Ademas, la definicién de f implica que para toda n > 1y toda j, se
tiene que f(t, ;) = 0 siempre que t,,; ¢ UyU...UU,_1. Sea f : A(X) = Rel
homomorfismo continuo que extiende a f. Entonces por lo anterior |fv(yn)| >
n, para cada n € w. Como {y, : n € w} C Y, la funcién ffy es no acotada, y
por ello Y no puede ser pseudocompacto. Esto termina la demostracion para
este caso.

Caso 2: Supongamos que Y no es base topolégica libre de A(X). Como X
y Y son A-equivalentes, existe un isomorfismo topolégico ¢ : A(X) — A(Y).
Entonces por lo ya demostrado, ¢~!(Y) es base topoldgica libre de A(X). Por
el caso anterior, ¢~1(Y') es pseudocompacto. Y como ¢~1(Y) 2 Y, entonces
Y es pseudocompacto. O
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Notemos que en el Caso 2 de la demostraciéon anterior se ha usado con
suma utilidad el hecho de que si ¢ : X — Y es un isomorfismo topoldgico,
entonces ¢~ '(Y) es base topoldgica libre de G(X). En general, si X y Y
son M o A-equivalentes y queremos probar que una propiedad es M o A-
invariante, entonces por lo anterior basta suponer que Y es base topologica
libre de A(X), de hecho, como las bases topoldgicas libres generan el mismo
grupo topolodgico libre, lo que se estda haciendo en realidad es suponer que
espacios M y A-equivalentes tienen el mismo grupo topoldgico libre (en lugar
de sélo grupos topoldgicos libres isomorfos). Vamos a ver un ejemplo més de
cémo aplicar este hecho. Antes de seguir, recuerde que un espacio topolégico
X es llamado NC-espacio si, para cada n € N, se tiene que X" es normal y
numerablemente compacto.

3.21 Teorema. Sean X y Y espacios A-equivalentes.

1. Si X es compacto, entonces también Y lo es.
2. Si X es compacto y metrizable, entonces también Y lo es.
3. Si X es un NC-espacio, entonces Y lo es.

4. Si X es o-compacto, entonces Y lo es.

Es decir que la compacidad es una propiedad M y A-equivalente, y la metri-
zabilidad también cuando la compacidad esta presente.

DEMOSTRACION.

1. Como ya hemos observado, es suficiente suponer que Y es base to-
poldgica libre de A(X). En particular Y es un subespacio cerrado de
A(X). Como X es compacto, entonces es pseudocompacto, luego por
el Teorema 3.20 Y es pseudocompacto. Luego, por la Proposicion 3.5,
Y C B,(X) para alguna n € N. Ademas, B, (X) es compacto por ser
la imagen continua de la funcion i, : X" — B,(X). Por lo tanto Y es
un subconjunto cerrado del espacio compacto B, (X), y por ello Y es
compacto.
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2. Supongamos que X es compacto y metrizable, y que Y es base topologi-
ca libre de A(X). Como en el inciso anterior, Y C B, (X) para alguna
n € N. El espacio X = X @ {e}® X! es compacto y metrizable por ser
suma finita de espacios compactos y metrizables. Asimismo, X" es com-
pacto y metrizable por ser producto (finito) de un espacio compacto y
metrizable consigo mismo. Luego, B, (X) es compacto y metrizable por
ser la imagen continua de 7,. Por lo tanto Y es compacto y metrizable.

3. Sea X un NC-espacio y suponga que Y es una base topoldgica libre del
grupo A(X). Como X es pseudocompacto, el teorema anterior implica
que Y lo es también. Luego Y C B, (X) para alguna n € N. Ademés
Y es un cerrado en A(X) y también en B,(X). Como X" es un NC-
espacio, entonces B, (X) lo es por ser la imagen continua de i,. Luego
Y es un NC-espacio.

4. Si X es o-compacto, entonces también B, (X) lo es para toda n €
N. Por lo cual A(X) es o-compacto al ser la unién numerable de los
subespacios o-compactos B, (X), y como podemos suponer que Y es
una base topoldgica libre de A(X), tenemos que Y es un subespacio
cerrado de A(X), luego Y tiene que ser o-compacto. O

3.4. Funciones K-triviales

Una funcién continua entre espacios topoldgicos p : X — Y es llamada
R-cociente si p es sobreyectiva y cualquier funcién ¢ : Y — R es continua si
y sélo si pop: X — R es continua. Es facil notar que toda funcién cociente
es R-cociente. La siguiente proposicion, que daremos por cierta, muestra que
las funciones R-cocientes estan caracterizadas por la misma propiedad que
caracteriza a las funciones cociente, siempre que trabajemos en espacios de
Tychonoff. La demostracién puede consultarse en [6].

3.22 Proposicion. Sean XY, Z espacios topoldgicos con Z de Tychonoff y
p : X — Y una funcién R-cociente. Dada una funcién f : Y — Z, se tiene
que f es continua si y sélo si f op es continua. En particular, si ademas p es
una biyeccion y X es de Tychonoff, entonces p es un homeomorfismo.
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Dada una funcién p : X — Y sobreyectiva, con X un espacio topoldgico
y Y # (), se puede demostrar [6] que existe una tnica topologia de Tychonoff
sobre Y, conocida como la Topologia R-cociente, que hace a la funcién p
una funciéon R-cociente. La Topologia R-cociente puede ser descrita como la
topologia mas fina de Tychonoff sobre Y que hace a p una funcién continua.
El espacio topoldgico Y equipado con esta topologia es llamado espacio R-
cociente de X con respecto de la funciéon p. En este contexto, la funcién p
serd llamada proyeccién natural. Estudiaremos el caso especifico cuando la
funcién p tenga tnicamente una fibra K que contenga mas de un punto. Las
funciones que cumplen esta propiedad seran llamadas K-triviales, y el espacio
R-cociente de X respecto de una funcién K-trivial sera denotado por X/K.
No hay que confundir esta notacién con la de grupos cocientes. En general,
el espacio R-cociente de un espacio de Tychonoff puede que ni siquiera sea
Hausdorff, pero la situacién con una funcién K-trivial mejora mucho. Por
comodidad, las fibras p~!({y}) serdn denotadas por p~!(y).

3.23 Proposicion. Sea p : X — Y una funciéon K-trivial. Si X es un espacio
de Tychonoff y K es cerrado en X, entonces el espacio R-cociente X/K es
de Hausdorft.

DEMOSTRACION. Sean y; # yo puntos en X/K. Como p tiene una tinica fibra
K mo trivial, podemos suponer sin pérdida de generalidad que p~'(y2) # K,
y por ello p~'(ys) = {2} para algtin 7, € X. Como las fibras de una funcién
son conjuntos ajenos, x5 ¢ K. Considere ahora K’ = K U p!(y), el cual
es cerrado en X por ser unién de dos cerrados en X, y claramente zo ¢ K.
Como X es de Tychonoff, existe f : X — R continua tal que f(zs) = 0
y f(K') € {1}. Como f es constante en K, podemos hallar una funcién
g: X/K — R tal que f = gop, la cual es continua porque f es continua
y p es R-cociente. Ademds g(y1) = 1y g(y2) = 0. Finalmente, notemos que
g 1((1/2,3/2)) y 7' ((—1/2,1/2)) son abiertos ajenos que separan a ys y .

0]

En lo que sigue, vamos a asumir que todos los espacios topologicos con
los que trabajemos serdan espacios de Tychonoff.

3.24 Proposicién. Sip: X — Y es una funcién R-cociente, U es abierto
enY y V :=p 1 (U), entonces la funcién p[y : V — U es R-cociente.

DEMOSTRACION. Sea f : U — R una funcién tal que fopl, : V — R es
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continua. Vamos a demostrar que f es un continua en un punto arbitrario
Yo € U. Escojamos una funcién continua g : Y — R tal que yy € Uy, en donde
U, es el interior del conjunto ¢g7*(1), y Y\ U C Uy, donde Uy es el interior de
g 1(0). Considere f; : Y — R definida por la regla f1(y) = f(y)g(y) siy € U
y fily) =0siy € Y\ U. Notemos que f; o p es continua en X porque es
continua en V' y constante en p~'(Uy), y {V,p~'(Up)} es cubierta abierta de
X. Por lo tanto, fi es continua en Y y la restriccion f[;, = fily, es continua
en la vecindad U; de yp. O]

Combinando los resultados de las proposiciones 3.22 y 3.24 obtenemos lo
siguiente.

3.25 Corolario. Considere la proyeccién natural p : X — X/K. Entonces
la restriccion ply x es un homeomorfismo de X \ K en (X/K) \ p(K).

Ahora, empezamos a relacionar estos resultados con la parte de grupos
topologicos libres.

3.26 Proposicion. Una funcion continua y sobreyectiva p : X — Y es R-
cociente siy sélosip : F(X) — F(Y) es abierta, donde p es un homomorfismo
continuo que extiende a p.

DEMOSTRACION. Supongamos que p es R-cociente. Consideremos H :=
ker p, el cual es un subgrupo cerrado y normal de F(X). Consideremos el
grupo cociente G = F(X)/H y sea m : F(X) — G la proyeccién natural.
Como p es sobreyectiva, también lo es p. Como se muestra en la demostra-
cion del Primer Teorema de Isomorfismo para grupos, se puede construir de
manera Unica un isomorfismo (de grupos) i : G — F(Y) tal que p = i o 7.
Por lo tanto, 7 es continua porque p es continua y 7 es una funcién abier-
ta. Vamos a demostrar que la inversa j := i~! es también continua. Para
ello, verifiquemos primero que j[y es continua. Notemos que jop = 7wy
Jjly op=7[x. Como la funcién p es R-cociente, la continuidad de 7 implica
que jly es continua. Si extendemos a j[y a un homomorfismo continuo en
F(Y'), por unicidad obtenemos a la funcién original j. Esto muestra que j es
continua. Por lo tanto, ¢ es un isomorfismo topoldgico y p = i o w es abierta
por ser composicion de dos funciones abiertas.

Reciprocamente, supongamos que p es abierta. Sea f : Y — R una funcién
tal que f o p es continua. Entonces fop : F(X) — R es continua, donde
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f . F,(Y) — R es el homomorfismo que extiende a f y R es un grupo
topoldgico considerado con la suma y topologfa usual. Como p es abierta, f
es continua y por ello f = f]y es continua. ]

Considere ahora dos funciones continuas f : X; — Y, y g : Xo — Y5.
Diremos que f y g son M-equivalentes si existen isomorfismos topolédgicos
i F(X1) = F(Xy) yj: F(Y1) — F(Y,) tales que jo f = goi, donde
fiF(X)) = F(Y1) y §: F(X5) = F(Y2) son homomorfismos continuos que
extienden a f y g, respectivamente. Notemos que, trivialmente, si f y g son
M-equivalentes, entonces sus contradominios son espacios M-equivalentes.

3.27 Corolario. Si f: X1 — Y, vy g: Xy — Y5 son M-equivalentes, f es
R-cociente y g es sobreyectiva, entonces g es R-cociente.

DEMOSTRACION. Como f y g son M-equivalentes, entonces existen isomor-
fismos topoldgicos i : F(X;) — F(Xs2) y j : F(Y1) — F(Y3) tales que
jo ]7: g oi. Equivalentemente, g = j o fo i~L. Por la Proposicién 3.26 fes
abierta, porque f es R-cociente, por lo tanto g es abierta por ser composicién
de funciones abiertas. Entonces, nuevamente por la Proposicién 3.26 tenemos

que g es R-cociente. O]

De la Proposicion 3.26 podemos obtener la siguiente consecuencia impor-
tante.

3.28 Teorema. Sean p; : X — Yi,ps : X — Y, funciones R-cocientes,
yp: F(X) = F(Y1), p2 : F(X) — F(Y2) extensiones a homomorfismos
continuos. Si existe un automorfismo topoldgico i : F(X) — F(X) tal que
i(ker p1) = ker py, entonces p; y pa son M-equivalentes.

DEMOSTRACION. Considere j : F(Y;) — F(Y3) definido por la férmula
j(y) = pa(i(p1 " (y))) para cada y € F(Y). Es facil notar que j es un isomor-
fismo de grupos y que ademds jop; = pyoi. Como p; es abierta (Proposicién
3.26) y la composicién ps o7 es continua, tenemos que j es continua. Similar-
mente se comprueba que ! es continua. Por ello p; y ps son M-equivalentes.

[
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3.5. Retracciones y M-equivalencias

Recuerde que si X es un espacio topolégico y A un subespacio de X, una
funcion r : X — A es llamada retraccion de X si r es una funcién continua
y r(a) = a para toda a € A. El subespacio A es llamado retracto de X.
Ademas, dadas dos retracciones 1 y ro de X, éstas son llamadas paralelas
siriorg =1y yreor; =7y, vy a sus contradominios se les llama retractos
paralelos. Esta definiciéon proviene del hecho de que una proyeccion de un
plano sobre dos rectas paralelas son retracciones paralelas, en el sentido de
la definicién anterior. Es facil observar que K7 y K5 son retractos paralelos
de un espacio X si y solo si existe una retraccién r; : X — K; que manda
homeomorficamente Koy en K.

Para demostrar el teorema importante de esta seccién haremos uso del
siguiente lema, cuya demostracién puede verse en [7].

3.29 Lema. Sean K;, K, C X, p; : X — Y funciones Kj-triviales y p; :
F(X) — F(Y;) sus extensiones a homomorfismos continuos, j = 1,2. Sea
ademds i : F(X) — F(X) un automorfismo topoldgico tal que i(K;) = Ks.
Entonces i(ker p;) = ker ps.

3.30 Teorema. Sean K; y K, retractos paralelos de X, Y7 = X/K; y
Ys = X/ K, espacios R-cocientes con sus respectivas proyecciones naturales
pr X = Y, yp: X — Y, Entonces p; v po son M-equivalentes. En
particular, Y] y Y5 son M-equivalentes.

DEMOSTRACION. Sean r; : X — K y ry : X — K, retracciones paralelas.
Sea ig : X — F(X) definida por:

io(x) = ri(x)r try(x)

para toda x € X. Claramente iy es continua. Sea i : F(X) — F(X) el
homomorfismo continuo que extiende a iy. Debido a que r; o 7, = 7; para
J, k € {1,2} se tiene que i(K;) = Ky y la funcién (i0d)[ y es la identidad. Por
lo tanto i o es el automorfismo identidad de F'(X). Finalmente, el resultado
se sigue directamente del Lema 3.29 y el Teorema 3.28. O

Notemos que el teorema anterior es una técnica para construir ejemplo
de espacios M-equivalentes. Daremos un ejemplo mas de una técnica de este
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tipo. Considere un espacio Xy con un retracto K, y sea X el espacio obte-
nido apartir de X, anadiendo un punto aislado. En lo que sigue usaremos la
notacién YV := X/ K & K.

3.31 Teorema. Los espacios X y Y definidos como arriba son M-equivalentes.

DEMOSTRACION. Llamemos Z = X, @ K;, donde K, es una copia ajena
homeomorfa a K. Los conjuntos K y K7 son retractos paralelos de Z, luego las
proyecciones naturales p; : Z — Z/Ky y py : Z — Z/K son M-equivalentes.
El resultado se sigue del hecho de que Z/K; es homeomorfo a X,y Z/K
es homeomorfo a Y. ]

3.6. Ejemplos de espacios M-equivalentes

Los Teoremas 3.30 y 3.31 nos ayudan a construir ejemplos de espacios
M-equivalentes. Veamos como.

3.32 Ejemplo. Sea D un espacio discreto, I = [0,1] y X = (I x D) & D.
Sea d € D ysea Ky = {0} x D, Ky = DU{(0,d)}. Se tiene que K; y K>
son retractos paralelos de X, por tanto por el Teorema 3.30 se tiene que
los espacios R-cociente X/K; y X/Ks son M-equivalentes. El espacio X/K;
contiene |D| puntos aislados, mientras que X /K5, no contiene ninguno.

3.33 Corolario. Por el Ejemplo 3.32, podemos deducir que la cardinali-
dad de el conjunto de puntos aislados no es algo que se preserve bajo M-
equivalencia.

Recuerde que un espacio topolégico X es un espacio de Baire si para cada
sucesion de subconjuntos abiertos y densos en X se tiene que la interseccion
de todos ellos es densa en X. Por otro lado, un espacio topoldgico X es
llamado quasi-reqular si cada subconjunto abierto no vacio de X contiene
a la clausura de un subconjunto abierto no vacio de X. Ademds, llamamos
pseudo-base de X a una coleccién F(n) no vacia de subconjuntos abiertos
tal que para cada abierto no vacio U C X contiene a algin miembro de
F. Finalmente, recuerde que un espacio X es llamado pseudo-completo si X
tiene una sucesién {P(n) : n € w} de pseudo-bases tal que si P, € P(n) y
cl(P,11) C P, para cada n € w, entonces Ny, Py # 0.
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3.34 Ejemplo. Sea C = {z, : n € N} U{z(} una sucesién convergente con
limite xy. Definimos una topologia en Xy = Q x C de la siguiente forma:
todos los puntos (g, x,) con ¢ € Q son aislados en Xj, y un conjunto U C X
es vecindad de (g, xg) si y s6lo si U es vecindad de este mismo punto con la
topologia producto. El espacio X, definido asi es numerable y metrizable, y
contiene un subespacio discreto. Por lo tanto, X, es pseudocompleto y por
ello también es un espacio de Baire [9]. Claramente, lo mismo es cierto para
el espacio X := X

Considere Yy = Xg @ Q y Y = Y. Se tiene que Y no es un espacio de
Baire porque Q es un subespacio abierto de Y [8]. Vamos a mostrar que X
y Y son M-equivalentes. El conjunto K7 = Q x {z¢} es un retracto de Xj.
Por el Teorema 3.31, X es M-equivalente al espacio X; = (Xo/K;1) & K; =
(Xo/K;)®Q. Similarmente, Ky = Q x {x¢} es retracto de Yy, por lo tanto Y
es M-equivalente a Y] = (Yy/Ks) ® Ky = (Xo/ K1) ®Q @ Q. Pero los espacios
X7 v Y7 son homeomorfos porque Q & Q es homeomorfo a Q.

3.35 Corolario. Las propiedades de que un espacio sea de Baire, pseudo-
completo y que contengan un subespacio denso discreto no se preservan bajo
M-equivalencia.

Para el siguiente ejemplo, recuerde que dado un espacio topologico X, una
m-base de X es una coleccion de abiertos no vacios B tal que para cualquier
abierto U C X no vacio existe B € B tal que B C U. El w-peso de un espacio
topoldgico X, denotado por mw(X), se define como el minimo cardinal infinito
tal que existe una 7-base con dicho cardinal.

3.36 Ejemplo. Sea A un espacio numerable que no contiene una 7-base
numerable (témese, por ejemplo, un subespacio denso numerable del cubo de
Tychonoff de peso el continuo [10]). Definamos una topologia en Xg = Ax C,
donde C' = {z,, : n € N}U{x¢} es una sucesién convergente a xy, mediante la
siguiente forma: todos los puntos (a, x,,) de Xy son aislados, y un subconjunto
U C Xy es vecindad de un punto (a, xg) siy sélo si U es vecindad del mismo
punto en la topologia producto. El espacio X resultante es numerable y de
Tychonoff, y contiene un subespacio discreto numerable, y por ello contiene
una 7-base numerable. Claramente, el espacio X := X también tiene una
m-base numerable.

Sea K = Ax{zo} yY = (Xo/K)® K. Claramente, K es retracto de X,
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por lo tanto por el Teorema 3.31 se tiene que X y Y son M-equivalentes. El
espacio Y contiene un subespacio abierto K que es homeomorfo a A, y por
tanto Y no tiene una m-base numerable.

Hagamos ahora una pequena modificacion del ejemplo dado. Sea Z, =
BXoy K = Clg,(K). La retraccién 7 : Xy — K se extiende a una retraccién
T:Zy — K, por ello K es retracto de Zy. Sea Z = 2 v Z, = (Zy/K) @ K.
Nuevamente, los espacios Z y Z; son M-equivalentes por el Teorema 3.31. El
espacio Z contiene un subespacio denso numerable discreto, y por lo tanto
contiene una m-base numerable. El espacio Z; contiene un subespacio cerrado
y abierto K con A denso en K. Como A no contiene una m-base numerable,
los espacios K y Z, tampoco.

3.37 Corolario. La numerabilidad del m-peso no es preservada bajo la M-
equivalencia, ni en la clase de los espacios numerables ni en la clase de los
espacios compactos.

Finalmente, veremos un ejemplo que muestra que la conexidad local y la
conexidad por trayectorias no se preservan bajo M-equivalencia.

3.38 Ejemplos. Sea
X ={(z,y) € R*:0<z<1ly= sen(1/x)}U{(z,y) € R*:2=0-1<y< 1}.
Considere también

Ki={(z,y) eR*:2=0,-1<y <1}

Ky ={(z,y) e R*: 3 <a <1,y=sen(1/2)}.

Se tiene entonces que K; y Ky son retractos de X. Mas aun, el espacio
cociente X/K; es homeomorfo al segmento I = [0, 1], mientras que X /K5 es
homeomorfo a X. Por lo tanto, los espacios X e I son M-equivalentes por el
Teorema 3.30. Notemos que [ es localmente conexo y conexo por trayectorias,
pero X no es ni uno ni lo otro.

3.39 Corolario. La conexidad local y la conexidad por trayectorias no se
preserva bajo la M-equivalencia.
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