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PREFACIO

La propagacion de pulsos luminosos en fibras 6pticas es un proceso muy interesante,
tanto por sus aplicaciones en telecomunicaciones, como por la estructura matematica
de las ecuaciones que describen este proceso. La ecuacién fundamental en este campo
es la llamada “Ecuacién no lineal de Schrodinger” por sus siglas en inglés (NLS), la
cual tiene una forma enganosamente sencilla:

Uy + Uy + |u|2u =0 (1)

en esta ecuacion el término uy describe la dispersiéon del pulso, mientras que el término
no lineal es una consecuencia de que el indice de refracciéon del vidrio depende de la
intensidad de la luz. Ahora bien, la ecuaciéon 1 describe apropiadamente pulsos del
orden de 5ps de duracién, pero si queremos describir pulsos més cortos es necesario
introducir derivadas de ordenes superiores, tales como ug; 0 u4s.

El caso de varias derivadas temporales para describir la dispersién de los pulsos
luminosos es algo bien conocido desde la decada de los 80's. Sin embargo fue hasta el
2010 cuando se descubrié que esa dispersion también puede describirse mediante unas
derivadas extranas, conocidas como derivadas fraccionarias. En el articulo de J. Fu-
jioka, Fractional optical solitons (1), la dispersién de los pulsos luminosos se describe
utilizando las derivadas fraccionarias introducidas por Griinwald-Letnikov a mediados
del siglo XTX (2), (3). Al igual que en la mayoria de las definiciones de las derivadas
fraccionarias, la definicién de Griinwald-Letnikov nos presenta dos tipos de derivadas:
la derivada izquierda y la derivada derecha. La primera se calcula mediante una integral
sobre un intervalo que estd a la izquierda del punto en el que se esta calculando la de-
rivada, mientras que la derivada derecha involucra una integral sobre un intervalo que
estd a la derecha del punto en cuestién. Esta “particién” del concepto de derivada frac-
cionaria en dos definiciones “asimétricas” (izquierda y derecha), es una caracteristica
que no parece del todo deseable. Para intentar corregir esta situacién, el investigador
portugués Manuel Duarte Ortigueira introdujo recientemente (4) una derivada fraccio-
naria centrada, que se calcula mediante una suma que contiene valores de la funcién
que estan a ambos lados del punto en el cual se estan evaluando las derivadas.
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Resumen

En este trabajo estudiamos las derivadas fraccionarias centradas de Ortigueira, obte-
nemos algunas realciones importantes cono lo son relaciones de simetria en los coeficien-
tes de estas derivadas, asi como también relaciones de recurrencia, también obtenemos
relaciones de integraciéon. El objetivo del presente trabajo es investigar céomo evolu-
cionaria un pulso luminoso si utilizamos la derivada fraccionaria de Ortigueira para
describir la dispersién del pulso. Entre otras cosas nos interesa saber si existen ecuacio-
nes NLS fraccionarias, que utilicen las derivadas de Ortigueira, que tengan soluciones
tipo solitén (es decir, pulsos que conservan su forma al avanzar por la fibra éptica).
Como veremos a lo largo de este trabajo, hay dos tipos de derivadas de Ortigueira,
cada una de las cuales podria incluir un coeficiente complejo (o podria no incluirlo), y
existen ademés multiples formas de combinar estos 2 tipos de derivadas de Ortigueira.
A partir de esta multiplicidad de opciones, en este trabajo examinaremos 8 distintas
ecuaciones diferenciales parciales (EDPs) lineales fraccionarias, y 2 EDPs no lineales.
Del examen de las soluciones numéricas de estas 10 ecuaciones podremos concluir cual
es la combinacién lineal de derivada de Ortigueira més conveniente para describir la
propagacion de pulsos luminosos en fibras épticas, y descubriremos si las derivadas
de Ortigueira permiten describir la propagaciéon de solitones épticos, una aclaracién
importante es que en el sentido estricto estas soluciones no son solitones, ya que no
preservan su forma funcional a lo largo de toda la fibra, sin embargo en este trabajo a
veces nos referiremos a soluciones solitonicas teniendo en mente que sélo son soluciones
tipo solitén y no solitones 6pticos en el sentido estricto.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Una revolucion tecnolégica

En 1973 un articulo de Akira Hasegawa y Frederick Tappert (5), que entonces
trabajaban en los Laboratorios Bell, inicié una revolucién que cambiaria radicalmen-
te los sistemas de telecomunicaciones terrestres. En su articulo Hasegawa y Tappert
demostraban que era posible que pulsos luminosos de muy corta duracién (unos cuan-
tos picosegundos), viajaran largas distancias a lo largo de fibras dpticas delgadas sin
distorsionarse (sin dispersarse) demasiado.

Como ademas, 7 anos antes, Charles Kao habia descubierto (6) que la atenuacién
que sufre la luz al viajar por el vidrio no era debida al vidrio mismo, sino a las impurezas
que usualmente estan presentes en todos los vidrios, para 1973 era ya claro que si se
tuvieran fibras de vidrio muy puro los pulsos de luz de Hasegawa y Tappert podrian
viajar kilémetros antes de que la atenuacién los destruyera. Esto dispard una carrera
por construir fibras opticas de vidrio purisimo, y en 1979 Miya, Terunuma, Hosaka y
Miyoshita (7) lograron finalmente obtener fibras épticas cuya atenuacién («) era 5000
veces menor que la de los vidrios existentes en 1966. Si medimos la atenuacion de la luz
en decibeles por kilémetro, esto quiere decir que se habia pasado de o = 1000dB/Km a
a = 0.2dB/Km, lo cual implicaba que la luz podria viajar 50/K'm por una fibra 6ptica
antes que su intensidad decayera a un 10 % de su intensidad inicial.

Con los resultados de Hasegawa y Tappert, y las fibras de Miya et al., para 1979
era ya evidente que se podrian construir sistemas de telecomunicaciones hechos con
fibras dépticas, en los cuales la informacion se transmitiria mediante pulsos luminosos,
en lugar de corrientes eléctricas.

La coronacién de los trabajos de Kao, Hasegawa, Tappert y Miya et al., se produjo
en 1980, cuando Mollenaur, Stolen y Gordon (8) lograron transmitir pulsos luminosos
de 7 picosegundos de duracion a través de las nuevas fibras épticas de baja atenuacién.

En 1983 se tendié el séptimo cable submarino Trasatlantico (el TAT —7) para
comunicar telefénicamente América con Europa, y este cable era todavia de metal. Sin
embargo, el siguiente cable, (el TAT —8) tendido en 1988, ya era de fibras épticas (9).




1.2 Una revolucion fisico-matematica

A partir de eso momento todos los nuevos sistemas de telecomunicaciones se fabricarian
con fibras épticas: jla época de los cables metéalicos habia terminado!

1.2. Una revolucion fisico-matematica

En el articulo de 1973 de Hasegawa y Tappert (5) se muestra que, bajo ciertas
aproximaciones, la evolucion de los pulsos luminosos que viajan por una fibra éptica
obedecen una ecuacién de la forma:

i(ug + uz + au) + uz, + Jufu =0 (1.1)

En donde « es la atenuacién, y la variable u esta relacionada con el campo eléctrico
de la luz (F) a través de la ecuacién:

E(z,t) = %u(z,t)ei(koszot) + c.c. (1.2)

Sin embargo en el articulo de Mollenaur, Stolen y Gordon de 1980 (8), se mostré que
el comportamiento de los pulsos 6pticos se describe mejor mediante la ecuacion:

iy + ug + |u)?u =0 (1.3)

En la cual la variable espacial z toma el lugar de la variable de evolucién, y la t
es el llamado “tiempo retardado”, definido como ¢t = T — 1z, donde T es el tiempo
autentico, y 81 ! es 1a velocidad de grupo de la luz en el vidrio (10).

La ecuacién 1.3 se encontré por primera vez en 1961 en un trabajo de Pitaevskii (11),
en el cual se estudia el comportamiento del helio a bajisimas temperaturas. En ese
trabajo, sin embargo, no se observé nada especialmente interesante en relacién con la
ecuacién 1.3. Sin embargo, 10 anos después, Zakharov y Shabat (12) demostraron que
el problema de condiciones iniciales para la ecuacién 1.3 podia ser resuelto mediante la
generalizacién hecha por Peter Lax (13) por el extrano y novedoso método conocido
en inglés como “inverse scattering”, desarrollado en 1967 por Gardner, Grene, Kruskal
y Miura (14) para resolver a la ecuacién Korteweg-de Vries (KdV):

Up + Uy + Uppr = 0 (1.4)

En 1971, pues, ya se sabia que la ecuacion 1.3 era matematicamente interesante.
De hecho, era la segunda ecuacién diferencial parcial no lineal (EDPNL) en la cual se
descubrian auténticos solitones (es decir, ondas no lineales solitarias que recuperan sus
formas y velocidades iniciales después de una colisién, pero presentan un corrimiento
en sus posiciones). Sin embargo, en ese momento la ecuacién 1.3 parecia mas bien ser
una curiosidad matematica, sin mucha importancia fisica o tecnoldgica.

Las cosas cambiaron radicalmente en 1980, cuando Mollenauer, Stolen y Gordon
mostraron que la transmisién de pulsos luminosos de cortisima duracion era realmente
posible en fibras épticas, y que esos pulsos (los solitones dpticos) se describian mediante




1.3 La dispersién de los pulsos luminosos

la ecuacién 1.3. Asi pues, la combinacion del interés matematico de la ecuacién 1.3, y su
importancia en la nueva tecnologia de telecomunicaciones, hicieron que la ecuacion 1.3
se convirtiera en la EDPNL mas importante de la fisica-matematica.

Con el tiempo a la ec. 1.3 se le empezé a llamar “ecuacidn no lineal de Shrodinger”
(NLS), atn cuando en el contexto de las fibras épticas la ec. NLS no tiene ninguna
relacién con la mecanica cuédntica.

1.3. La dispersiéon de los pulsos luminosos

Las soluciones maés interesantes de la ecuaciéon NLS son, sin duda, los solitones
Opticos, es decir, ondas solitarias que se propagan sin deformarse a lo largo de las
fibras épticas. La existencia de estas ondas es el resultado de un balance entre el efecto
dispersivo del término uy, y el efecto “auto-enfocante” (en inglés: “self-focusing”) del
término no lineal |u|?u.

1.4. Sistemas NLS generalizados y derivadas fraccionarias

Durante mucho tiempo se creyé que las extenciones de la ecuaciéon no lineal de
Schrédinger, las cuales incluyen términos dispersivos de més alto orden, es decir terceras
y cuartas derivadas, no tenian solucién exacta debido a que los modos de radiacién
resuenan con la propagacién del pulso éptico, lo que ocasiona la destruccién del mismo.
Sin embargo en los noventa se encontré evidencia de que podrian existir soluciones tipo
solitén en estos sistemas generalizados (15). En los tultimos 20 afios se ha encontrado
que extensiones de la ecuacién NLS que incluyen términos dispersivos de mas alto
orden, y términos no lineales de més alto orden tienen soluciones soliténicas exactas,
es decir, donde la radiacién no entra en resonancia con el pulso éptico.

En particular se encontré que las ecuaciones:

iy 4 gy + uge + |uPu — |u[fu =0 (1.5)

i, — iuge + uge + [ulPu — |u/fu =0 (1.6)

describen la propagacién de pulsos muy cortos (sub-picosegundos) en fibras 6pticas
con no linearidades saturables, y que tienen soluciones de solitén sin radiacién.

Tener soluciones tipo soliton exactas en ambas ecuaciones sugiere que podria existir
un caso intermedio entre ug y us; en el cual se encuentren soluciones de solitéon para un
parametro « entre 2 y 3, es decir 2 < o < 3. Para ello debemos introducir una derivada
fraccionaria +D%u. Lo interesante aqui es que las derivadas fraccionarias han tenido un
creciente desarrollo debido a sus aplicaciones en diversas campos de la ciencias, por
ejemplo electromagnetismo, ingenieria en control, y procesamiento de senales.




1.5 Estructura de la tesis

Sin embargo, existen varias definiciones de derivada fraccionaria que conducen a dis-
tintos resultados. Entre ellas estan las de Riemann-Lioville, Caputo, Griinwald-Letnikov
y Hadamard (16).

En 2006 Manuel Duarte Ortigueira propuso una definicién més para las derivadas
fraccionarias (4), la cual se puede obtener a partir de la aproximacién del concepto de
derivada mediante diferencias finitas centradas, extrapolando el factorial a una funcién
Gamma. Lo interesante en esta definicién es que corresponde a un caso centrado, en el
cual se ocupan términos a la izquierda y a la derecha, a diferencia de las otras derivadas
fraccionarias conocidas, en las cuales existe una definicién para la derivada fraccionaria
izquierda, y otra definicién para la derivada fraccionaria derecha. Ademas, en el caso
de las derivadas de Ortigueira, existen dos variantes, que en este trabajo llamamos
“derivada par” y “derivada impar”, las cuales surgen al extrapolar las aproximaciones
de las derivadas “enteras” (es decir, de orden entero) mediante diferencias finitas.

En este trabajo nos enfocaremos en el estudio de estas nuevas derivadas fraccionarias
propuestas por Ortigueira, y empezaremos por descubrir el efecto que tienen. Para ello
reemplazaremos las derivadas temporales de orden entero que aparecen en la parte lineal
de las generalizaciones de la ecuacién NLS, por derivadas fraccionarias de Ortigueira.
Después averiguamos si estas derivadas permiten la propagacion de solitones opticos,
y ademads verificamos que permiten la conservacion de la energia.

Con esto determinaremos con precisién el efecto de estas nuevas derivadas, y dicho
conocimiento sera util en cualquier area en la que se quieran introducir estas derivadas
fraccionarias.

1.5. Estructura de la tesis

Este trabajo esta estructurado de la siguiente forma. En el Capitulo 2 veremos como
a partir de las distintas relaciones de dispersion entre k y w se puede deducir la ecuacién
NLS y sus variantes generalizadas con términos de més alto orden, ademéas damos un
ejemplo en donde se muestra cémo surge dicha realcion de dispersién. En el Capitulo 3
se deducen y definen los dos tipos de derivadas fraccionarias de Ortigueira, tanto la par
como la impar, se estudian los efectos de estas derivadas considerando sélo los términos
lineales en la ecuacién NLS fraccionaria generalizada y se realiza un andlisis acerca
de la conservacién de la energia. En el capitulo 4 estudiamos la ecuacién fraccionaria
generalizada con sus términos no lineales y observamos para qué parametros de «
existen soluciones tipo solitén. En el Capitulo 5 mostramos las conclusiones y hacemos
un resumen de todos los resultados obtenidos.




Capitulo 2

Distintos tipos de dispersion

En este trabajo estudiaremos la propagaciéon de pulsos y rayos de luz a través de
medios “dispersivos” y medios “dispersivos no lineales” tales como fibras 6pticas usadas
en los sistemas de telecomunicaciones. Por lo tanto es importante aclarar a qué se refiere
el termino “dispersivo”.

Normalmente entendemos por dispersion de un pulso luminoso al fenémeno por
el cual el pulso se va ensanchando conforme avanza por la fibra 6ptica (17), aun-
que también podemos mencionar otro tipo de dispersién ligeramente distinto el cual
estd asociado con un cambio de direccién de la luz, A este ultimo tipo de dispersion se
le denomina “scattering” en inglés (18).

La importancia de esto es que a partir de diferentes relaciones de dispersion se
pueden obtener ecuaciones de la forma:

iuz + i,BlUt - %utt — i%u;;t 4+...=0 (21)
iy + s — gu - i%u&z +...=0 (2.2)
. . o 0

MUy + 101Uy — 2—2|um — zg—?"ugx +...=0 (2.3)

2.1. Relaciones de dispersion

El ejemplo méas comin de dispersién posiblemente sea aquel en el que un rayo de
luz blanca al pasar por un prisma se descompone en varios rayos de distintos colores,
que salen del prisma en distintas direcciones (19). Y esto -nos dicen- es la prueba de
que el indice de refracciéon depende de la frecuencia de la luz, es decir:

n=n(w) (2.4)




2.2 Un atomo de “juguete”

El indice de refraccién (n) es el cociente entre la velocidad de la luz en el vacio (c)
y la velocidad en el medio (v):

n=— (2.5)

v

Ahora bien, la velocidad de la luz en el medio es igual a la longitud de onda ()
entre el periodo (7) de las oscilaciones del campo eléctrico de la luz:

v= (2.6)

Al combinar las ecuaciones 2.5 y 2.6 obtenemos lo siguiente:
c T 2 T k
n=-——C—=C—— =C—
v A A2 w
En donde k£ = 27/ es el llamado nimero de onda y w = 27/7 es la frecuencia
angular, la cual se mide en radianes/segundo.
Recordando de la ecuaciéon 2.4 que el indice de refracciéon depende de la frecuencia,
podemos escribir al nimero de onda como sigue:

w
k=—n(w) (2.7)
c
Esto nos muestra que en un medio dispersivo el nimero de onda también es funcién de
la frecuencia, es decir:

k= k(w)

Sin embargo esta ecuacién se puede invertir de tal forma que se puede afirmar que en
un medio dispersivo la frecuencia angular es funcién del nimero de onda:

w = w(k)

A las funciones k(w) o w(k) se les llama “relaciones de dispersién”.

En la siguiente seccién presentaremos un argumento sencillo que nos ayudard a
comprender por qué el indice de refraccién n es funcién de la frecuencia w.

Posteriormente en la secciéon 2.3 mostraremos que con sélo conocer la relacién de
dispersién, podemos obtener la forma de las ecuaciones diferenciales que gobiernan el
comportamiento de la luz en un medio dispersivo.

2.2. Un atomo de “juguete”

Ahora mostraremos que utilizando un modelo simplista del 4tomo se puede demos-
trar que el indice de refraccién depende de la frecuencia.

Consideremos un modelo de juguete consistente en un nticleo positivo esférico, ro-
deado de un cascarén negativo también esférico, y supongamos que ambas esferas estan
unidas por resortes que satisfacen la ley de Hooke (20). En la Fig 2.1 se muestra el mo-
delo.




2.2 Un atomo de “juguete”

Cascardn negativo

Nicleo positivo

Resortes

Figura 2.1: Modelo cléasico del atomo

Si desplazamos el cascarén negativo una distancia x de su posicion de equilibrio,
sentird una fuerza —kx, de modo que su movimiento obedeceré la ecuacion:

mi = —kx (2.8)
Es fécil ver que esta ecuacién tiene soluciones de la forma:
x(t) = zpcos(wot) (2.9)
Siempre y cuando wy sea tal que:
k= muw?

Supongamos que ahora nuestro “atomo clasico” estd bajo el efecto de un campo
eléctrico oscilante:
E(t) = Eypcos(wt) (2.10)

El cascarén negativo, de carga ¢, sentird una fuerza eléctrica:
F, = qF = qEycos(wt) (2.11)
Entonces la ecuacién de movimiento sera:
mi = qEycos(wt) — mwix (2.12)

Podemos anticipar que el dtomo oscilara a la misma frecuencia que E(t), por lo
tanto podemos proponer una solucién de la formas:

x(t) = xocos(wt) (2.13)

Ahora debemos reemplazarla en la ecuacién de movimiento 2.12 para calcular la
amplitud xg. Obtenemos:

— mw?zgcos(wt) = qEgcos(wt) — mwizocos(wt) (2.14)

Factorizando mxg y eliminando cos(wt)




2.2 Un atomo de “juguete”

Despejando xy obtenemos

q/m

TRk

g =

Esto quiere decir que la solucién tentativa 2.13 es valida siempre y cuando zg cumpla
la condicién anterior, entonces:

x(t) = @u(?/_%Eocos(wt) = @u(?/_%E(t) (2.15)

Por otro lado sabemos que el momento dipolar de un dipolo de cargas +q v —q
separadas una distancia x es p = gx, entonces el momento dipolar de nuestro“atomo
clésico” sera:

2 m
) = 5L FO (2.16)

Considerando que hay N atomos por unidad de volumen, el momento dipolar por
unidad de volumen (que es la polarizacién eléctrica) sera:

q2N/m

R )

E (2.17)

Ademsds, tenemos que para la mayoria de los materiales la polarizacién eléctrica P

y el campo eléctrico E son proporcionales y pueden relacionarse satisfactoriamente de
la siguiente manera:

P = ¢pxeF (2.18)

donde x. es la susceptibilidad eléctrica del material, y €g es la permitividad del vacio.
La permitividad del medio se define como:

e= (14 xe)eo

y la constante dieléctrica (o permitividad relativa) se define como:
€
&= — = (1+Xe)
€0

Finalmente el indice de refraccion se relaciona con la permitividad y la susceptibi-
lidad en la formas:

C €
n="S= "t = J/am

v €040

Entonces n? = €./, pero para el caso del vidrio pu ~ g (i,e, pi- ~ 1), tenemos que

aproximadamente:

n2:erzl+xe

Despejando x. de 2.18 y sustituyendo la ecuacién 2.17 obtenemos que:
@?N/m
€0 (wf — w?)

Xe =




2.3 Transformadas de Fourier

Con lo cual llegamos a una expresién para n como funcién de w, la relacion de dispersion
es: )
q°N/m

2
142
S O )

(2.19)

2.3. Transformadas de Fourier

En cualquier medio dispersivo, la relacién de dispersiéon que vincula el ntimero de
onda k con la frecuencia w, es decir k = k(w), permite encontrar una ecuacién de
evolucién. Esta relacién de dispersién puede ser expresada haciendo un desarrollo en
serie de Taylor para una funcién de una variable alrededor de w = wp, denotando los
coeficientes correspondientes a las derivadas respecto a w con f; de acuerdo al orden
de derivacién, y tomando k(0) = ko, es decir:

di
;= -k 2.2
/8 |:de (W):| wo ( 0)
Entonces la relacién toma la forma:
k= k0+,61(w —wo) + 2?( w0)2+ g? (w WQ)3—|— (2.21)

De esta expansion en serie podemos obtener una ecuacién diferencial parcial (PDE),
que gobierna la evolucién de los pulsos. Para esto debemos observar que la amplitud
A(z,t) de un pulso monocromético que varfa levemente y puede ser escrita como una
transformada de Fourier inversa de la forma:

+oo

A =7 [A] = ¢ . Jellk—ko)z— (o0l gk

Debido a esto podemos obtener las siguientes relaciones:

% = —i(w— wo)F_l {K} =p! [—i(w - WO)K}
%j i(k — ko)F~ m — ! [i(k—ko)K]

Es decir, los factores —i(w —wp) y i(k — ko) estan directamente relacionados con
sacar las derivadas % y 22 respectivamente. Escrito de una manera més conveniente:

(k — ko) +— il (2.22)

(w—wp) +—1 o

§7
Ahora reemplazamos los factores (w—wp) y (k—ko) que aparecen en la ecuacién 2.21
por los operadores diferenciales correspondientes obtenemos:
9 _ ., 0 [ d? 53 o?




2.3 Transformadas de Fourier

Figura 2.2: Conjunto de guias de onda lineales basadas en polimeros, constituyente de 75

guias de onda de un tnico modo.

Finalmente si nosotros aplicamos estos operadores al campo A(z,t) = u(z,t)

iuz + iﬁlut — %utt - i%u?)t +...=0 (224)
Y esta es justamente la ecuacién 2.1, que aparece al principio de este capitulo.
Ahora bien, si en vez de suponer una relacién de dispersién k = k(w) consideramos

la relacién inversa w = w(k), entonces el desarrollo en serie de Taylor serfa alrededor

de k = kg, denotando los coeficientes correspondientes a las derivadas respecto a k con
~i de acuerdo al orden de derivacién, y tomando w(0) = wy, es decir:

di
i = | —w(k 2.2
= | ) (2.25)
Entonces la relacién toma la forma:
w:w0+71(k:—k0)+%(k—k0)2+%(k:—ko)?ur... (2.26)

En vista de que las variables siguen siendo k y w las relaciones 2.31 siguen siendo
validas, y por lo tanto podemos reemplazarlos en en la ecuacién 2.26

R R
5= Mg, " waa tigs (2:27)

Finalmente si nosotros aplicamos estos operadores al campo A(z,t) = u(z,t)

iy + iy, + guzz - i%l@z —..=0 (2.28)

Y esta es justamente la ecuacién 2.2, que aparece al principio de este capitulo.

Sin embargo estas no son las inicas relaciones de dispersion que existen, ya que en
el caso de solitones espaciales en un medio que no es isotrépico, la propagacién de la
luz en la direccién z es diferente a la propagacién en la direccién x (donde z y x son dos
direcciones perpendiculares), como es el caso de un medio periédico como se muestra
en la Fig 2.2. En ese caso la relacion de dispersion es:

k. = B+ 2Ccos(kxd) (2.29)

10



2.3 Transformadas de Fourier

siendo k, el nimero de onda en la direccién z, k, el niimero de onda en la direccion z, 3
es la constante de propagacion lineal, C' es el coeficiente de acoplamiento y d representa
la distancia del centro al centro entre las guias de onda en la direccién x.

Por lo tanto existe una relacién de dispersion de la forma:

La cual se puede desarrollar en serie de Taylor alrededor de k. denotando esta vez
los coeficientes con §;, la relacién de dispersién queda como sigue:

02
ol

03

k22k20+(51(k$—k ) 3l

—(ky — ke0)? + = (ke — kz0)3 + ... (2.30)
De esta expansién en serie podemos obtener una PDFE, que gobierna la evolucion de
los pulsos. Para esto debemos observar que ahora la amplitud A(z, z) puede ser escrita

como una transformada de Fourier inversa de la forma:
1% 1 oo i[(ky —kp0) 2+ (ki —kx0)1]
A(z,z) =F [A] - (27r)2//_oo A (ky, el —kao)z+ (o) g1 ke,

Debido a esto podemos obtener las siguientes relaciones:

o = itk — k)P [A] =P [iCe — k)

‘2‘: = i(k: — k)P ! [A] =F 7 fi(k, — ko)A

Es decir, los factores i(k, — kyo) € i(k, — k.o) estan directamente relacionados con
sacar las derivadas %2 y %2 respectivamente. Escrito de una manera més conveniente:

(ky — kgo) <— —i (ky — ky) «— —7,2 (2.31)

oz’ 0z
Si ahora reemplazamos los factores (k; — kz0) v (k2 — k»0) que aparecen en la
ecuacion 2.30 por los operadores diferenciales correspondientes:

.0 0 5y 0?2 g 03
0z or 2! 0x? T 31928 Tt (2.32)

Finalmente si nosotros aplicamos estos operadores al campo A(z,t) = u(z,t)

52um —|—263u;3x+... =0 (2.33)

Uy — 101Uy — o 3l

Y esta es justamente la ecuacién 2.3, que aparece al principio de este capitulo.

11



Capitulo 3
Derivadas fraccionarias, dispersion

fraccionaria y conservacion de la energia

En los dltimos anos el interés en las derivadas fraccionarias ha crecido bastante,
va que estas derivadas tienen aplicaciones en diversas dreas de la fisica, por ejemplo
las podemos encontrar en la mecénica clsica (21)-(23), mecénica cuantica (24)-(26),
fisica de plasmas (27) y difusién anémala (28). Ademds se han encontrado resultados
interesantes cuando reemplazamos derivadas de orden entero por derivadas fraccionarias
en ecuaciones de solitones como lo es la Korteweg-de Vries (KdV) (29) y la NLS (30).

En el capitulo presente definimos dos tipos de derivada fraccionaria, las cuales son
propuestas por Manuel Duarte Ortigueira (4), una en los casos en que el entero mas
cercano al orden de derivacion es par Dy, y otra en que el entero mds cercano es impar
Dy pars estas derivadas se obtienen a través de una generalizacidn de las derivadas
de orden entero. Una vez definida la derivada fraccionaria estudiamos las siguientes
ecuaciones:

iuy + eaDfu = 0 (3.1)

iuy + iegDfu =0 (3.2)

En donde D“u representa alguna de las derivadas fraccionarias de Ortigueira donde
2 < a < 3. Estas ecuaciones son la parte lineal de la ecuacién NLS extendida a derivadas
fraccionarias en donde 3.1 corresponderian al término con wuy y 3.2 corresponderia al
término con ugs en la ecuacién NLS “normal”. Probaremos distintas variantes y al final
decidiremos cual deberia ser la correcta considerando la conservacién de la energia.

12



3.1 Deduccién de las derivadas fraccionarias del tipo par e impar

3.1. Deduccién de las derivadas fraccionarias del tipo par
e impar

3.1.1. Diferencias centradas de orden entero

Sea A, una diferencia finita centrada definida por:
h h

Acft) = flt+35) = ft=3) (3.3)
Ahora apliquemos este operador dos veces sucesivas obtenemos lo siguiente
h h
Azf(t) = Ac(Acf(t» = Acf(t + 5) - Acf(t - 5) (3'4)
AZf(t) = f(t+h) —2f(t) + f(t —h) (3.5)
Aplicando una vez més este operador obtenemos que:
3 1 3
NSF() = (i oh) = BF(E+ 5h) +3f(t— Sh) — f(t — o) (3.6)
Aplicédndolo 4 veces:
ALf(t) = f(t+2h) —Af(t+h) +6f(t) — 4f(t — h) + f(t — 2h) (3.7)

Al ver esto inmediatamente viene a nuestra mente el teorema del binomio de newton,
observemos los resultados y comparemos con las siguientes ecuaciones:

(z—y)'=a' -y

(l‘ o y)2 —_ $2 o leyl o y2

3
(z — )4 = 2% — daByl 4 6222 — dxlyd + ot
Notemos que los coeficientes son los mismos, ademéds el exponente entre 2 de x
coincide con el coeficiente que acompana a h, mientras que el exponente entre 2 de y
coincide con el coeficiente que acompafia a —h.
Una vez establecida esta analogia y teniendo en cuenta que el binomio de Newton
es el siguiente:

(@ = 90" = Doy e 9)
Es claro que: - v
AV IO = Sy g+ G~ (39)

Dependiendo de si IV es par o impar el tratamiento serd diferente, ya que para IV
par tenemos la funcién evaluada en t — kh, y cuando N es impar la funciéon quedaria
evaluada en t — kh + %

13



3.1 Deduccién de las derivadas fraccionarias del tipo par e impar

N par

Consideremos el caso N par, ademds desfasemos la suma N/2 para que sea més
evidente el hecho de que es una derivada centrada, tomando en cuenta el siguiente

cambio de variable:

N
—k*=——k
2
tal que:
N
k=—+k"
5 +
N
N-k=——Fk"
2
N
k=0—Fk" =—
2
k=N — k" = N
2
Entonces obtenemos la siguiente ecuacion para las diferencias centradas con N par
como sigue:
N (-1 TR NI
ANfty=x2 f(t—kh) (3.10)
¢ h=-% (% + k)! ( —k)!
N impar

Consideremos el caso N impar, ademds desfasemos la suma (/N —1)/2 para que sea
mas evidente el hecho de que es una derivada centrada, tomando en cuenta el siguiente

cambio de variable:

N-—-1
k= ——k
2
tal que:
N -1
k=——+k"
5 +
Nop Nl
2
N -1
k= K= ———
0— 5
N+1

k=N-—>k =——
2

Entonces obtenemos la siguiente ecuacion para las diferencias centradas con N impar
como sigue:

M
¢ k=— (N 1 +k) (N+1 k’)'

£t — kb + %h) (3.11)

14



3.1 Deduccién de las derivadas fraccionarias del tipo par e impar

3.1.2. Derivadas centradas de orden entero

Teniendo en cuenta que N! = T'(N + 1) y las ecuaciones 3.10 y 3.11 se definen las
derivadas correspondientes:

ANF(W) () DN+ 1)
DN — 1 D — 1 _1\k
p S = fim =5 = i By (5D T +k+)r(& —k+1)

w‘z

N
2

f(t—khn)

(3.12)
AN f(t)
N _ 11 [
DI = Jim =
N—-1
L (F) T N K I(N+1) h
=lim ——~F—X % ,_,(—1 t—kh+ — 3.13

Sin embargo estas ecuaciones asi como estan escritas son vélidas para cualquier real
si reemplazamos N por « con la tinica condicién de que a@ > —1, esto es usual como
lo es el caso de la derivada de Griinwal-Letnikov. Ortigueira define derivadas centradas
fraccionarias de dos tipos, en donde uno esperaria que la derivada de tipo ¢; funcionara
mejor cuando « estd més cercano de un entero par, y la de tipo co funcionara mejor
cuando « esta mds cercano de un entero impar. Las definiciones son la siguientes (4):

Ia+1)
(§—k+1I(§+k+1)

f(t — kh)
(3.14)

A 1
Dg, f(#) = lim =222 = lim o332 (_1)kr

Fa+1)
reeH —k+Dr(e2 +k+1)

1 h
= lfim —X°  _(=1)k - — 1
lim ST (=1) f(t kh+2) (3.15)

Sin embargo debemos aclarar que los términos (—1)2 para el primer caso y (—1)QT+1

en el segundo caso, que Duarte Ortigueira removid, nosotros no los hemos eliminado
y los tomaremos en cuenta al momento de realizar nuestro estudio, con base en los
resultados concluiremos si debemos o no utilizarlos como parte de la derivada.

Una observacién adicional que es importante mencionar, es que en nuestra deduc-
ciéon obtuvimos el coeficiente (—1)%1, sin embargo Ortigueira obtiene (—1)0(7“, esto
tiene consecuencias en al momento de regresar al caso en que el orden de derivacién
corresponde a un ntmero entero pues con el exponente O‘T’Ll la derivada regresa a su
correspondiente derivada con un signo menos. Se corroboro regresando a los casos en

quea=1,3y 5,1 se obtuvo que el exponente correcto es O‘T_l En este trabajo se utiliza

el factor (—1)°7 .
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3.2 Dispersion fraccionaria

3.2. Dispersion fraccionaria

Para poder escoger y determinar la derivada fraccionaria més consistente con nues-
tro problema de propagacién de pulsos dpticos a través de una fibra éptica, inicialmente
hemos tomado en cuenta las siguientes propuestas:

A) D,
B) (-1)%D,
C) D;
D) (-1)°% D;
E) DP;FDZ
) enu%zenzDz

G) c(a)Dy+ d(a)D;
H) ¢(a)(=1)3 D, +d(a)(~1)*7 D;
(3.16)

En donde hemos llamado D,, a la derivada de tipo 1y D; a la derivada de tipo 2, c(«)
y d(a) son factores de peso que asignamos de tal manera que cuando a = 2 — ¢(a) =1
y d(a) =0y cuando « =3 — ¢(a) =0 y d(a) = 1.

Las ocho propuestas anteriores surgen de manera natural, para determinar los efec-
tos de dichas derivadas.

El caso A se pretende observar el efecto de la derivada par por si sola tal como es
propuesta por Duarte Ortigueira.

El caso B se pretende observar el efecto del coeficiente complejo el cual fue omitido
por Duarte Ortigueira.

Los casos C' y D son respectivos a los A y B s6lo que tomando en cuenta la derivada
impar.

Los casos E y F son la combinacién méas simple de ambas derivadas para crear una
sola derivada centrada.

Los casos G y H son una combinacién un poco mas complicada que se puede usar en
el caso de que las derivadas no sean compatibles entre si, estos casos toman en cuenta la
validez de las derivadas par e impar en una region alrededor de un entero par o impar.

Teniendo estas propuestas en mente, procedemos a resolver la ecuaciones 3.1 y 3.2
de forma numérica.

Lo primero que se hizo fue tomar la ecuacidn:

iuz(z,t) + e2Dfu(z,t) =0 (3.17)
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3.2 Dispersion fraccionaria

Recordemos que u(z,t) es una funcién compleja, por lo tanto se puede escribir como:
u(z,t) = R(z,t) +il(z,t)

en donde R(z,t) es la parte real de u, mientras que I(z,t) es la parte imaginaria.
Sustituimos en la ecuaciéon 3.17 y llegamos a que:

i(R, +il,) + e2(Df R+ iD{T) =0

i(R. + €DPT) — I + e2D¥R = 0

de donde se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:
R, +eDJI =0 —I.+e&D{R=0 (3.18)

Donde tanto R como I son funciones reales que dependen de z y t. para resolver el
sistema de ecuaciones se elaboro un programa en lenguaje C. En la variable ¢ hemos
utilizado el algoritmo de las derivadas de Ortigueira (ecuaciones 3.14 y 3.15) para
las derivadas temporales, y en la variable z utilizamos el método de Runge Kutta 4,
aplicado a un sistema de ecuaciones diferenciales parciales.

La forma en que hemos utilizado las definiciones 3.14 y 3.15 es la siguiente:

Primero se consideré que las derivadas fraccionarias se pueden ver de la siguiente
forma:

1 o) k F(a+ 1) _ i 00 o
(3.19)
Ly vk I'(a+1) B h
ha =—oo(~1) N —k+ 0% +k+ 1)f(t kht3)
1

= I Wi(a)f(t— kh+ g) (3.20)

Donde los coeficientes que multiplican a la funcion se definieron de la siguiente
forma:

B MNa+1)
Won@) = (V' ra o rE v R D (3.21)
Wig(a) = (—1)F Tla+1) (3.22)

M —k+ D022 +k+1)

Lo primero que podemos notar es que satisfacen relaciones de simetria:

I'a+1)
(§—k+1I(§+k+1)

Wpi(a) = (_1)kF

17



3.2 Dispersion fraccionaria

1\ Ma+1) B .
- kf(%+(—k)+1)r(%_(_k)+1) = Wp_i(a)
_ Ia+1)
Wiy (a) = (_1>kr(aTH e
= (-D(=D'* [la+1) I

Wpi(a) = Wp_g(e)  Wig(a) = —Wir_g(a) (3.23)

Lo cual era de esperarse, pues en el caso con derivadas enteras los coeficientes cumplen
las mismas relaciones, la diferencia es que en este caso tenemos una suma infinita de
términos.

También podemos deducir relaciones de recurrencia, para lo cual hemos tomado
factoriales para visualizar més facilmente la deduccién, pero sabemos que la funcién
gamma cumple las mismas propiedades.

al

ka(a) = (_1)k(% _ k‘)'(% + k)l

tomando en cuenta las siguientes relaciones

E+r)=C+R)E+k-1)

2 2 2
y
1 (2—k+1)
G-k (2—k+D)

al(§ —k+1)
(5§ —k+1DUS+E)(S +Ek—-1)
(DG —E+1) s ol
(3+H) (- (= DG + (b= D)!
Con lo que tenemos la siguiente relacién de recurrencia para Wp.
(—1)(§ —k+1)
(5+F)

Wpg(a) = (—1)

Wpr(a) =

Wp(a) =

Wpi-1(a) (3.24)

Anslogamente se encuentra la relacién de recurrencia para Wi

(-D(5 —k+1)
(o5 + k)

Wik(a) = Wig_1(c) (3.25)

Ahora veamos el comportamiento de estos coeficientes de forma grafica.
Conforme k crece (vecinos lejanos) el peso de dicho factor ya no es apreciable com-
parado con los primeros términos, de hecho resulta que el vecino con k = 26 es del
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3.2 Dispersion fraccionaria

a) Coeficientes Wp(k)
4 - e 2.1
. 2.2
. 2.3
—— 24

| —— 2.6
2 — 2.8

2.9
3.0

b) Coeficientes Wp(k)
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Figura 3.1: a) Gréfica del comportamiento de los coeficientes Wpy, b) Zoom de a) en el

intervalo [0,0.005].
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3.2 Dispersion fraccionaria

a) Coeficientes Wi(k)
21

—- 2.2
—a— R
—— Q.
—— 2.5
—— 2.6
=t
— 2.8

2.9
8.0

Coeficientes Wi(k)

0.005 - , . 21
2.3

2.5
—— 2.6
—— 2.7
— 2.8
\ 2.9
0.003 | "‘ \ 5.0

0.002 -

0.001

Figura 3.2: a) Grafica del comportamiento de los coeficientes Wiy, b) Zoom de a) en el

intervalo [0,0.005].
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3.2 Dispersion fraccionaria

orden de 107%. En nuestro calculo numérico tomamos 50 vecinos, 25 de cada lado. Con
esto queda considerado de forma apropiada las derivadas fraccionarias.

Para la variable z sabemos que el método de Runge Kutta aplicado a un sistema de
n ecuaciones diferenciales, esta dado por las siguientes ecuaciones, en donde se considera
la integracién a lo largo del intervalo i:

h
Ylitl = Yli + E(kll + 2kjo + 2ki3 + ky4)

con:
kn = fi(%i, Yiis - Yni)

. 1
Y =Y+ §hk11
1 * *
kio = fi(zi + 3y oo Uni)
B 1
Ui = Y + §hk12
1. ~
ki3 = fi(zi + 5h,yu, 7))
x 1
Ui = Y + ihkm

1 —x —x
kl4 = fl(zi + iha Y14» aynz)

en donde [ = 1,...,n. En nuestro caso particular nuestro sistema esta dado por las
relaciones 3.18 y se tiene que n = 2, ademas, las f; no dependen explicitamente de z
por lo que la solucion se facilita bastante. En particular tenemos que:

1
fi(z, R, 1) = —ea D3I = —egg—aE%i_25ka(a)I(t —kg) (3.26)

1
fa(z, R, 1) = 2Dy R = 6297225:_25ka(@)1%(15 —kg) (3.27)

Ahora si, dada la condicién inicial w(0,t) = R(0,t) +41(0,t) y tomando condiciones
de frontera periddicas, lo cual equivale a pensar en otro solitén que viene detras y
uno mas que va delante, o dicho de otra forma en una sucesién de pulsos, el problema
esta resuelto numéricamente.

Comenzaremos estudiando los casos A y B en la siguiente ecuacion:

iuy + eaDffu = 0

Aqui Dy tiene dos posibilidades, la primera para el caso A y la segunda para el caso
B
Dy = Dy Dy = (-1)2Dy
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3.2 Dispersion fraccionaria

Figura 3.3: Gréfica de los perfiles |u|?, para una condicién inicial de la forma 3.28. Los

parametros usados son Ay = 0.977267, wg = 2.264850, 1o =0y a = 2.1

En seguida mostramos los resultados obtenidos para el caso A tomando como con-
dicién inicial

t

u(0,t) = Aosech(wo

)eirot (3.28)

El parametro A% mide la amplitud méaxima del solitén, wy es una medida del ancho
de la condicién inicial. Para obtener los valores de Ag, wg y 9 usamos la ecuacion que
se presenta en la ecuacién 4.2 que corresponden a la solucién exacta de la ecuacion 4.1,
con €5 = 1 y e3 = (. Para nuestra solucién numérica tomamos los siguientes parametros
h = 0.0000625, g = 0.1 y e2 = 1.0.

La grafica de la figura 3.3 muestra los perfiles del solitén conforme avanza a lo largo
del eje z, éste resultado es satisfactorio pues en la ecuaciéon N LS normal el termino u
es el portador de la parte dispersiva. Ademds de esto, también notamos que cuando
a = 3.0 NO recuperamos los mismos resultados que al utilizar una derivada entera wusg;.
Con lo cual podemos concluir que esta derivada par funciona de forma aceptable en
una vecindad alrededor del entero par mas cercano, y no funciona para enteros impares.

Para saber como cambia el efecto dispersivo original del término us hemos realizado
pruebas para a = 2.1,2.3,2.5,2.7, con la misma condicién inicial y los mismos valores
de h, g, es. En la gréafica de la figura 3.4 se muestra la altura del solitéon conforme avanza
en el eje z

Notamos que la dispersion se ve disminuida conforme « se aleja de 2.0, lo cual
refuerza que la derivada par funciona de forma aceptable en una vecindad alrededor
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3.2 Dispersién fraccionaria

Altura del solitén para distinntos valores de a
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Figura 3.4: Gréfica de la altura del solitén para distintos valores de «.

del entero par mas cercano, y no funciona para enteros impares.

El caso B tiene un detalle adicional que se debe de tomar en cuenta. Observemos
detenidamente el factor (—1)%, cuando o = 2.0 este factor es igual a —1, y cuando
a = 3.0 el factor es igual a —i, sin embargo, cuando « estd entre 2 y 3, este coeficiente
es un numero complejo de la forma a + ib, y ademds no es tnico ya que la funcién
(=1)% es multivaluada. Observemos que (—1)2 es un nimero complejo multivaluado.
Si consideremos las siguientes 4 opciones:

o _ 43T ;T s ;37
(—1)2 —e 2% = 2% = 2 =2 @

y analizamos su comportamiento como funcién de « (véase la figura 3.5), se obtiene
que sOlo dos opciones son consistentes con la observacién inicial para o = 2.0 el factor
es igual a —1, y para a = 3.0 es igual a —1¢

Ahora si: para resolver el caso B se tomaron las mismas condiciones iniciales y
los mismos parametros numéricos, expresando el coeficiente (—1)% de las dos formas
distintas, sin embargo el programa rapidamente diverge. Con lo cual concluimos que la
propuesta B no funciona de forma aceptable.

Los casos C'y D se estudian con la siguiente ecuacién:

iu, —ie3Dfu =0

Aqui Df tiene dos posibilidades, la primera para el caso C' y la segunda para el
caso D »
Dy =Df D =(-1)= D}
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3.2 Dispersion fraccionaria

Figura 3.5: Gréfica del coeficiente (—1)%.

En seguida mostramos los resultados obtenidos para el caso C' tomando la misma
condicion inicial propuesta en 3.28.

La grafica de la figura 3.6 muestra los perfiles del solitén conforme avanza a lo largo
del eje z. Este resultado es satisfactorio pues en la ecuaciéon N LS normal el termino us;
ademads de dispersarse comienza a emitir pequenas onditas a veces llamadas radiacién
(31)-(33). Ademas de esto también notamos que cuando o = 2.0, NO recuperamos los
mismos resultados que al utilizar una derivada entera u. Con lo cual podemos concluir
que esta derivada impar funciona de forma aceptable en una vecindad alrededor del
entero impar mas cercano, y no funciona para enteros pares.

Para saber como cambia el efecto dispersivo original del término us; hemos realizado
pruebas para o = 2.9,2.7,2.5,2.3, con la misma condicién inicial y los mismos valores
de h, gy es = 1.0. En la gréafica de la figura 3.4 se muestra la altura del solitéon conforme
avanza en el eje z.

Notamos que la dispersién se ve disminuida conforme « se aleja de 3.0, lo cual
refuerza que la derivada impar funciona de forma aceptable en una vecindad alrededor
del entero impar més cercano, y no funciona para enteros pares.

El caso D funciona de forma similar al caso B, sdlo que ahora el coeficiente es
(—1)(1771 y cuando a = 3.0 es igual a —1. Una vez mads, de las 4 posibilidades sélo
tomamos 2: » » '

(_1)°‘T _ 6717”(&71) _ ez%(afl)
Para resolver el caso D se tomaron las mismas condiciones iniciales y los mismos
parametros numéricos, expresando el coeficiente (—1)6%1 de las 2 formas distintas,
sin embargo el programa rapidamente diverge. Con lo cual concluimos que la propuesta
D no funciona de forma aceptable.

Ya que hemos observado los resultados de A, B, C'y D, ya no es natural pensar en
los casos ' y F, o al menos no para todo a. No obstante atin seria razonable cuando
« = 2.5, sin embargo este podria ser un caso particular de los incisos G y H. Ademds
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3.2 Dispersién fraccionaria

Figura 3.6: Gréfica de los perfiles |u|?, para una condicién inicial de la forma 3.28. Los

pardametros usados son Ay = 0.977267, wg = 2.264850, 1o =0y aa = 2.9
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Figura 3.7: Grafica de la altura del solitén para distintos valores de a.
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3.2 Dispersion fraccionaria

en vista de que los resultados muestran que las propuestas A y C' no son compatibles
entre si (ya que la derivada par no recupera los resultados de la derivada impar, y
viceversa), en vez de tratar de combinar las derivadas par e impar, para tener una
que funcione para cualquier real, consideraremos ambas por separado, en donde cada
derivada fraccionaria (ya sea par o impar), reemplaza a su correspondiente derivada de
orden entero, tomando en cuenta que sélo funciona en determinada region alrededor de
dicho entero.

Para que la generalizacién sea adecuada, uno esperaria poder regresar al caso entero
y obtener las mismas soluciones que usando las derivadas normales, pero notamos que
las derivadas por si solas (sin el coeficiente complejo (—1)2 o (—1)%1) no regresan a
su correspondiente derivada entera cuando o = 2 y a = 3, pero si regresan a —D}) y
—Dy* respectivamente.

El hecho de que regresen a menos la derivada, se debe precisamente a que en la
deduccién se llega a las relaciones con su respectivo coeficiente, es decir:

a=2=(-1)5D%u=uy a=3-(=1)"7 Dfu=uy

Sustituyendo el valor de « en el exponente de (—1) se tiene que:
a=2— —Dju=uy a=3— —Diu=us

Con todo lo anterior nuestra propuesta original de G se ve afectada de la siguiente
manera:

iu, + eac()(—¢Dp)u — iezd(a)(—¢ D' )u =0 (3.29)

en donde ya se han considerado las dos ecuaciones 3.1 y 3.2 que describen la dispersién
del pulso 6ptico y también se han elegido las propuestas A y C' cémo vélidas, los
coeficientes c(«) y d(a) son factores de peso que hacen que la derivada se debilite
cuando el orden de derivacién se aleja del entero més cercano.

Ahora estudiaremos la ecuacién 3.29, pero para elegir los coeficientes c(a) y d(«)
tenemos dos posibilidades simples, las cuales se visualizan en la grafica 3.8.

La forma 1) es a través de una linea recta mientras que la 2) es a través de un arco
de circunferencia. Las correspondientes ecuaciones son:

cla) =3.0—« d(a) = a — 2.0; (3.30)
c(a) = —cos(%) d(a) = —sm(%); (3.31)

Teniendo todo lo anterior en consideracién, hemos realizado pruebas con la ecuacién
3.29 para la forma 1) correspondiente a una linea recta cuyos parametros de a son 2.1,
2.3,2.5,2.7y 2.9.

En estas pruebas hemos tomado los siguientes parametros h = 0.0001, g = 0.1,
€2 = 0.5 Yy €3 = 0.5

Comenzamos con la prueba lineal. La grafica de la figura 3.9 muestra los perfiles del
solitén para algunos valores de a conforme avanza a lo largo del eje z. Como se esperaba,
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3.3 Conservacién de la energia

(a=2) Dju

(a=3) Dfu
-1Q

Figura 3.8: Dos formas simples para ir de la ecuacién 3.1 a la 3.2: 1) Lineal, 2) Circular.

la solucion de esta ecuacion combinada tiene la parte dispersiva de la derivada par, y
ademads se desplaza hacia la derecha y emite radiacién debido a la derivada impar. Este
resultado es satisfactorio porque en nuestra nueva propuesta estan combinadas ambas
derivadas, tanto la par como la impar, y ademdas ya podemos recuperar los mismos
resultados en el caso limite cuando « es entero, de hecho conforme nos acercamos al
entero vemos que hay un efecto dominante.

En el caso circular, el resultado es similar y la diferencia no es notable. Sin embar-
go més adelante, cuando analicemos la ecuacién completa, veremos que si existe una
diferencia entre ambos casos.

Ahora el caso circular. La gréfica de la figura 3.10 muestra los perfiles del solitén
para algunos valores de o conforme avanza a lo largo del eje z

Finalmente en la grafica de la figura 3.11 mostramos los resultados a través de la
forma lineal comparados contra la forma circular, en donde notamos que la diferencia
mas apreciable consiste en que la forma circular tiene una dispersién mayor en todos
los casos.

3.3. Conservacion de la energia

En relacién a las unidades de la funcién u(z,t) que aparece en la ecuacién NLS
normal:
iu, + eust + y|u*u =0 (3.32)

hay dos alternativas (9):

1. u puede medirse en unidades de campo eléctrico (V/m), en cuyo caso € se mide
en (s2/m) y v se mide en (m/V?),
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3.3 Conservacién de la energia

a) Perfiles C.I. ASech{t/w} alpha = 2,168088
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Figura 3.9: Grafica de los perfiles |u|?, para una condicién inicial de la forma 3.28. Los

pardmetros usados son Ag = 0.842676, wg = 2.62659 y ro =0, a) a = 2.1; b) a = 2.9.
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3.3 Conservacién de la energia

a) Perfiles C.I. ASech(t/u) alpha = 2168608

8.5 |
[ul®

8.4 -

b) Perfiles C.I. ASech(t/u) alpha = 2,908608

8.5 |
[ul®

8.4 -

48

Figura 3.10: Grafica de los perfiles |u|?, para una condicién inicial de la forma 3.28. Los

pardmetros usados son Ag = 0.842676, wg = 2.62659 y ro =0, a) a = 2.1; b) a = 2.9.
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3.3 Conservacién de la energia

Figura 3.11: Gréfica de la altura del solitén para distintos valores de a. A) A través de

la forma lineal, B) A través de la forma circular.
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3.3 Conservacién de la energia

2. u puede medirse en (W%), y en ese caso «y estard dado en (W~ 1m=1)

La alternativa més usual es considerar que |u|? estd en Watts, con lo cual la integral

E:/ luf2dt (3.33)

tendra unidades de energia, y podemos considerar que esta es la energia asociada al
campo eléctrico de nuestros pulsos luminosos. Esta no es necesariamente la energia de
todo el pulso, pero es facil demostrar que si u(z,t) satisface la ecuacién 3.32, entonces
la integral 3.33 se conserva a lo largo del eje z, es decir,

d [, o
— dt =0
dz /_oo [u

d )
en lo que sigue usaremos la condiciéon d—E para discernir qué modelos son fisicamente
z

aceptables (y cuéles no lo son).
Entonces nos preguntamos cémo se comporta la energia del solitén conforme avanza
a lo largo de la fibra. Para ello debemos examinar el comportamiento de la derivada

d
—F
dz
esperando encontrar que su valor sea cero, lo cual significa que la energia se conserva.
Entonces tenemos lo siguiente:

4 / luf2dt

d ~ g .
dZE_/ )t = /Oo(uzu +ouut)dt

(e o]

Donde hemos denotado con * las variables conjugadas. Ahora notemos lo siguiente:
si definimos un ndimero complejo ¥ = wu,u*, entonces Y* = wulu y por lo tanto el
integrando es Y + Y* = 2Re[Y], con lo que la integral queda como sigue:

—E = 2/ Reluu (3.34)

Recordemos ahora los casos propuestos en las ecuaciones 3.16, y comencemos con
el caso A) correspondiente a la ecuacién

U, + eng‘u =0
de donde podemos despejar u, como sigue:

U, = iEQDg‘u
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3.3 Conservacién de la energia

Sustituyendo ahora en la ecuacion 3.34 encontramos que:

iE = 2/ Reliegu™ Dyju)dt

dz oo
Y usando la siguiente identidad de variable compleja Re[iY] = —Im[Y] entonces:
d

%E = —2/ Imlegu™ Djyuldt

—0o0

Ahora analicemos por separado el producto u*Dju separando u en parte real e imagi-
naria u = up + tuy, entonces:

uw*Dyu = (up — iur)(Dyug +iDyur)
u*Dyu = urDyug + urDyur + i(upDyur — urDyug)

con lo que:

d oo
@E = —2¢ /_OO(URD;;UI —urDyuR)dt (3.35)

Ahora notemos que las dos integrales restantes son exactamente la misma cuando usa-
mos la definicién de Dy expuesta en al ecuacion 3.14, de hecho vamos a deducir una
identidad general para la derivada par:

0 ) 1
/ fDygdt :/ f(zat)hjxii_oowpk(a)g(z,t— kh)dt

Intercambiando la suma y la integral y reemplazando k por —k obtenemos:

/ fDygdt = k—oo/ f(z,t)Wp_i(a)g(z,t + kh)dt

Y ahora realizando el siguiente cambio de variable ¢t; = t + kh entonces dt; = dt y
usando la relacién de simetria para Wp tenemos que:

/ fDO‘gdt k_—oo/ f Z t1 — kh)ka( ) (Z,tl)dtl

con lo que:
/ fDygdt = / B o9z, ) Wpk(a) f(z,t — kh)dt

y por lo tanto:
/ fDygdt = / gDy fdt (3.36)

Sustituyendo este resultado en la ecuacién 3.35 considerando a f = ur y g = uj tenemos

que:
d
—F= .
TE=0 (3.37)
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3.3 Conservacién de la energia

y por lo tanto la propuesta A) conserva la energia, lo que hace una propuesta viable
para nuestro problema de pulsos 6pticos propagandose a través de fibras épticas.

Un andlisis similar para la propuesta B) nos lleva a la siguiente expresion, la cual
es la analoga a la ecuacién 3.35:

oo

d [o¢]
—F = —262603(91))/ (uRDz‘uI—uIDguR)dt—%gsin(Gp)/ (urDyur+urDyuy)dt

dz —00 —00
(3.38)

donde 0, representa el argumento de la exponencial en cualquiera de las dos propuestas
en la figura 3.5 . El primer sumando en 3.38 es cero debido a la expresion 3.36, pero
el segundo no necesariamente es cero, razén por la cual no se conserva la energia y la
propuesta B) no resulté ttil en la seccién anterior.

Un anélisis similar para la propuesta C) nos lleva a la siguiente expresién la cual
es la andloga a la ecuacién 3.35 y 3.38 :

d 00
@E = 263/ (uRDf‘uR + uIDf‘UI)dt (339)

— 00

s6lo que en lugar de ez tenemos €3 y en lugar de Dj tenemos Dj'. Sin embargo el
andlogo de la ecuacién 3.36 ahora es:

o0 [o¢]
/ fD{*gdt = / gD fdt (3.40)
—o0 —00
Esto debido a que la relacién de simetria para Wi es Wig(a) = —Wij_p(«). Entonces:

/ZfD?fdt:—/o;fo‘fdt:O

Sustituyendo este resultado en la ecuacion 3.39 tenemos que:

d
—FE=0 3.41
- (3.41)
y por lo tanto la propuesta C) conserva la energia, lo que hace una propuesta viable
para nuestro problema de pulsos épticos propagandose a través de fibras opticas.
Un andlisis similar para la propuesta D) nos lleva a la siguiente expresién la cual
es la andloga a la ecuacién 3.39:

o

d o0
—FE = 263005((97;)/ (urDi*ur — urD{uR)dt + 2e3sin(6;) / (urDj'ug + urDj*ur)dt

dz —00
(3.42)
donde 6; representa el argumento de la exponencial en cualquiera de las dos propuestas
de la seccién anterior.
El segundo sumando en 3.42 es cero debido a la expresion 3.40, pero el primero no
necesariamente es cero, razon por la cual no se conserva la energia y la cual explica
porqué la propuesta D) no resulté ttil en la seccién anterior.

—00

33



3.3 Conservacién de la energia
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Figura 3.12: Gréfica de la energia del pulso éptico para las propuestas Ay B

Finalmente nuestra propuesta G) modificada, considerada en la ecuacién 3.29, tam-
bién conserva la energia. Esto es natural pues es una combinacién de los casos A) y C)
los cuales si conservan la energia.

Ademas de analizar esto desde el punto de vista analitico, también se realizé el
calculo numérico para averiguar si el programa realmente estaba conservando la energia,
y para ello hicimos lo siguiente:

Primero se calculd la energia del pulso inicial (z = 0) sumando sobre todo el intervalo
en el eje del tiempo. Después se normalizo6 la energia tomando este valor como unidad.
Y luego se calculé la energia para varios valores de z fijos, realizando esto un total de
200 veces desde z = 0 hasta z = zy;, Los resultados obtenidos para los casos A y B se
muestran en la gréafica de la figura 3.12.

Vemos que efectivamente se conserva la energia conforme el pulso avanza a través
de la fibra optica.

Los resultados obtenidos para el caso G estan en la grafica de la figura 3.13.

En este caso el efecto de la frontera es més apreciable debido a que en estos casos se
dejo correr la simulacién hasta z = 100. Sin embargo se sigue apreciando la conservacién
de la energia y la solucién a este problema consiste en alejar un poco mas las fronteras.
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3.3 Conservacién de la energia
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Figura 3.13: Gréfica de la energia del pulso éptico para la propuesta combinada.
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Capitulo 4
Solitones opticos. Ecuacion NLS

completa

Finalmente estamos listos para estudiar la ecuacién No Lineal de Schrodinger com-
pleta. En la seccién anterior estudiamos los efectos de la parte lineal de la ecuacién NLS
y en esta seccién veremos cémo los efectos no lineales compensan los efectos dispersores
de tal manera que el pulso éptico se convierte en un solitén, ya que avanza a través de
la fibra sin perder su amplitud.

4.1. NLS completa

Sabemos que la ecuacién NLS generalizada completa (1):
i, + exuy — desugs + uge + |ul?u — |u]4u =0 (4.1)

tiene soluciones tipo solitén de la forma (1):

wo 4

1/2 2 1/2 1/4
Ay = (g) [1 — (262 + 32”’) 24—1/2] wy = 24 (4.2)

t—apz\
u(z,t) = Agsech < 0 ) ¢i(0z+ot) ro = e

Entonces nosotros esperamos que la ecuacion:
iu, + eac()(—¢ Dy )u — iezd(a) (=D )u + uar + lul?u — |ul*u =0 (4.3)

también tenga solitones y que sean muy parecidos a los de la ecuacién 4.1.
Para resolver el problema de la ecuacion NLS completa hemos utilizado el mismo
programa que antes, con la modificacién de que hemos agregado los términos no lineales.
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4.1 NLS completa

Figura 4.1: Gréfica de los perfiles |u|?, para una condicién inicial de la forma 4.4, a = 2.9.

Ademas, siguiendo la idea del articulo de J. Fujioka, agregamos un término no lineal
intermedio entre |u|?u y |u|*u de la forma:

—sin(am)|u2 @

el cual sirve para restablecer el balance entre los términos dispersivos y los términos no
lineales.

Realizamos pruebas para a = 2.1,2.3,2.5,2.7 y 2.9, de las cuales la que tiene mas
posibilidades de ser un solitén es la ecuaciéon con a = 2.9

Los resultados mostrados en la grafica de la figura 4.1 se obtienen con c(«) y d(«) de
forma circular y una condicién inicial de la misma forma usada en el capitulo anterior:

t

wo

u(0,t) = Agsech(— et (4.4)
cuyos parametros Ag, wg y ro se obtienen de la solucién exacta 4.2.

Algo que no era de esperarse es que el resto de las soluciones con o = 2.1, 2.3,2.5,2.7
se destruyan inmediatamente, todas de forma similar al caso que se muestra en la figura
4.2.

Otro grafico que nos brinda informacién relevante acerca del comportamiento de
esta ecuacién es el que se muestra en la grafica 4.3. Aqui es evidente que la altura
del solitén decae conforme avanza en la fibra, y ademéas su energia también disminuye
debido a que la pierde en forma de radiacién.

Por todo lo anterior removimos el término no lineal intermedio, es decir estamos
resolviendo la ecuacion 4.3 tal cual esta escrita, realizamos las pruebas con la condicién
de solitén exacto.

37



4.1 NLS completa

Figura 4.2: Gréfica de los perfiles |u|?, para una condicién inicial de la forma 4.4, a = 2.5.

Hecho esto, encontramos satisfactoriamente que los pulsos 6pticos sin este término
no lineal (intermedio) si se mantienen, es decir, la ecuacién 4.3 si tiene soluciones tipo
solitén. Otra cosa interesante es que ambas formas de escribir los pardmetros c(a) y
d(a) tanto la circular como la lineal, presentan soluciones de solitén.

Los valores de v que si presentaron soluciones de soliton son 2.5,2.7 y 2.9, mientras
que las soluciones para 2.1 y 2.3 son un poco “extranas”.

La gréfica de la figura 4.4 muestra los resultados para el caso a = 2.9 con los
coeficientes c¢(a) y d(«) de forma circular y lineal respectivamente.

Los casos 2.5 y 2.7 son similares, y para observar las similitudes y diferencias ob-
servamos los graficos de altura y energia del pulso éptico, los cuales se muestran en la
grafica de la figura 4.5. En todos ellos vemos que la altura oscila antes de estabilizarse,
de hecho en el momento en que hemos detenido la simulacion el solitén ain sigue os-
cilado en altura. Ademads se observa que el pulso éptico radia el exceso de energia que
tiene, para después estabilizarse y propagarse como un solitén. Hay un caso interesante
que salta a la vista de inmediato para el caso lineal con o = 2.5 en el cual vemos que la
energfa decae hasta el 90 %, lo cual se debe a que esta solucién emite mayor radiacién
y esto hace que el pulso se disperse y pierda energia.

Otro aspecto interesante es el movimiento hacia la derecha que presenta el solitén,
el cual es diferente para todos los casos. Realizamos un grafico de avance en t vs avance
en z, y algo interesante es que los puntos ajustan a una linea recta en la cual al hacer
un ajuste de minimos cuadrados y ajustar una linea recta, presenta una correlacién
del 99.9%. Lo curioso aqui es que esta recta tiene una pendiente distinta para todos
los valores de . Ademds notamos que el caso para 2.5L, el cual ya habiamos visto
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4.1 NLS completa

Figura 4.3: Gréfica A) altura (Ju|?) del pulso éptico. B) Energia del pulso 6ptico. Resul-

tados para distintos valores de «
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4.1 NLS completa

Perfiles C.I.
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Figura 4.4: Gréfica A) forma circular B) forma lineal de los coeficientes c(a) y d(a).
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4.1 NLS completa

Altura del soliton dptico
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Figura 4.5: Gréfica A) Altura del solitén éptico B) Energia del solitén dptico.
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4.1 NLS completa

Desplazamiento haciala derecha

w
o

Avance en t

wn

Avanceen z

Figura 4.6: Gréfica de la relacién que existe entre el avance en z con el avance en ¢.

que es una soluciéon que emite mayor radiacion, en el grafico de la energia, también es
notable en estos graficos de avance del solitén, pues justo este valor presenta la menor
correlacion y ademads los puntos se separan de la linea de tendencia como se muestra
en la grafica de la figura 4.6

Regresemos a los casos en los que « es 2.3 y 2.1, los cuales llamamos extranos.

La gréafica de la figura 4.7 muestra el resultado para a = 2.3, que nos recuerda a
los llamados solitones de orden superior, los cuales al avanzar se separan en dos picos
para luego regresar a uno y volverse a separar, avanzando de forma periédica. Los
solitones de orden superior aparecen en la NLS normal, y en nuestro caso aparecié en
un problema con una ecuacién fraccionaria, podriamos decir que es un solitén de orden
superior fraccionario.

La grafica de la figura 4.8 muestra el resultado para o = 2.1, la cual es més rara aun,
pues el solitén no se desplaza a la derecha notablemente como en los valores cercanos
a a = 3 y ademds aun cuando su altura oscila, su forma no se mantiene.

Algo interesante para realizar en algun futuro es estudiar a detalle el comporta-
miento de estas soluciones extranas, y tratar de dar una explicacién que justifique este
comportamiento, ademas seria interesante observar que pasa en los casos intermedios,
pues la solucion para « = 2.1 es diferente a la solucién para o = 2.3.

Una vez que encontramos las soluciones de solitéon para distintos valores de a rea-
lizamos algunas variantes a la condicién inicial, para ver como reacciona el solitén a
estos cambios.

Un caso de interés es ver como afectan las condiciones de frontera al solitén. Para
ello tomamos la solucién soliténica con los coeficientes c(«) y d(a) con a = 2.7 y
acercamos las fronteras de tal manera que la radiacién emitida por el solitén alcance al
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4.1 NLS completa

Figura 4.7: Grafica de los perfiles del solitén para a = 2.3.
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Figura 4.8: Grafica de los perfiles del solitén para a = 2.1.

43



4.1 NLS completa

Figura 4.9: Gréfica de las alturas del solitén al sentir la radiacién del solitén que viene

detras, a = 2.7.

solitén que esta delante de él, y ahora dejamos correr la simulaciéon hasta z = 120.

Los resultados para la altura del solitén se muestran en la grafica 4.9. En ella
notamos que el solitén se ve afectado en las oscilaciones que realiza conforme avanza
a través de la fibra, pero no se destruye ain cuando se ve afectado por la radiacién
emitida. Esto también implica que el soliton no resuena con la radiacién y por eso se
mantiene.

Pensando en que lo que importa es la forma del solitén, es decir, la relacién que
existe entre el ancho y la altura, realizamos pruebas aumentando la amplitud y el ancho
de la condicion inicial al doble y disminuyéndolas a la mitad. Sin embargo en ambos
casos el solitén se destruye, (en el grafico se han multiplicado las alturas del caso en
que esta disminuido a la mitad, para que se observe con més detalle el decaimiento),
ver grafica de la figura 4.10.

Esto implica que no es unicamente la forma del solitén lo que importa, también el
tamano es esencial.

Otro caso de interés es ver que le pasa al soliton si aumentamos la altura inicial
(ver grafica de la figura 4.11). Aqui una vez més observamos que el solitén tiende a
dividirse en 2, es decir, este exceso de energia hace inestable al soliton lo cual induce
una divisién del pulso.

Y finalmente observamos el caso en el que el solitén tiene disminuida la altura
inicial, (ver gréfica de la figura 4.12). Aqui observamos que el solitén igual que en el
caso sin la altura disminuida emite la energia que no necesita en forma de radiacién
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4.1 NLS completa

Altura del pulso dptico
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Figura 4.10: Grafica de las alturas del solitén para los casos en que la altura y el ancho

del solitén se ve aumentada al doble o disminuida a la mitad.

Figura 4.11: Gréfica de los perfiles del solitén para el caso en que la altura es mayor.
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4.1 NLS completa

Perfiles C.I. ASech{t/w} alpha = 2,96860008
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Figura 4.12: Gréfica de los perfiles del solitén para el caso en que la altura es menor.

para después mantenerse. Esto quiere decir que existen solitones a distintas alturas.

46



Capitulo 5

Conclusiones

En esta secciéon hacemos una recopilacién de todos los resultados obtenidos en este
trabajo.

1. Los coeficientes en las derivadas de Ortigueira satisfacen las siguientes relaciones
de simetria:

Wy, (@) = Wp_ ()

Wi (@) = =Wi,_, (a)

2. Los coeficientes en las derivadas de Ortigueira, satisfacen las siguientes relaciones
de recurrencia:

(=1)(G —k+1)
(5 +k)

Wpg(a) = Wpp—1(a)

(~1)(H —k +1)
(%5 + k)

Wlk(Oé) = Wik_l(oz)

3. Las derivadas de Ortigueira satisfacen las siguientes relaciones integrales:

/ Dy gdt = / gDy fdt

| spzgar =~ [~ gvzpa

— 00 —00

4. La derivada par de Ortigueira +Dj; funciona de forma aceptable en una vecindad
alrededor del entero par mas cercano, y no funciona para enteros impares, ademas
esta derivada permite la conservacion de la energia.

5. La derivada par de Ortigueira con el coeficiente complejo (—1)7 Dy NO funciona
de forma aceptable, y no permite la conservacion de la energia.
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10.

11.

12.

13.

14.

. La derivada impar de Ortigueira D' funciona de forma aceptable en una vecindad

alrededor del entero impar més cercano, y no funciona para enteros pares, ademas
esta derivada permite la conservacion de la energia.

a—1
La derivada impar de Ortigueira con el coeficiente complejo (—1), > Dy NO fun-
ciona de forma aceptable, y no permite la conservacion de la energia.

. La combinacion de la derivada par con la derivada impar por separado incluyendo

un factor de peso, describe de forma consistente la dispersiéon de pulsos épticos
mediante la ecuacion:

iu, + eac(a)(—¢Dp)u — iegd(a)(—¢ D' )u = 0

. Tanto la forma lineal como la forma circular de escoger los coeficientes c(«) y

d(a) describen la dispersién de pulsos épticos, pero la forma circular presenta
una dispersién mayor. Forma lineal:

cla) =3.0—« d(a) = a — 2.0;

Forma circular:
T T

cla) = —cos(?) d(a) = —sin(7);
Al introducir el término —sin(am)|u|?*@~ a la ecuacién NLS generalizada com-

pleta fraccionaria:
iu, +egc(a) (= Dy Ju—iesd(a) (= D5t )u+ug + |uf?u— sin(om)|u|> @Y — |u[*u = 0
el pulsé 6ptico se destruye para cualquier a entre 2 y 3.
La ecuacion NLS generalizada completa fraccionaria:
iu, + eac(a)(—¢Dp)u — iesd(a) (=D )u + ugy + lu?u — |u|*u =0

Si tiene soluciones tipo soliton, las cuales son muy claras cuando « estd entre 2.5
y 2.9, y un poco dudosas pero con posibilidades de ser solitonicas para « = 2.1y
2.3

Tanto la forma lineal como la forma circular de escribir los coeficientes c(«) y
d(«v) presentan soluciones soliténicas.

El desplazamiento a la derecha del solitéon es distinto para todas los valores de
a y la relacién entre el avance en t vs el avance en z ajusta a una linea recta
con una correlacién del 99.9 % para las soluciones soliténicas, mientras que en los
casos que el pulso no es estable o se destruye, la correlacion disminuye.

Algunas condiciones iniciales presentan un comportamiento similar a los solitones
de orden superior como en el caso de la NLS normal, los cuales hemos llamado
solitones de orden superior fraccionarios.
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15. Para el caso de a = 2.1 se encontré un comportamiento que parece solitén en el
sentido que no se destruye, pero su forma no se mantiene.

16. La radiacion emitida no resuena con el solitén.

17. Existen solitones a distintas alturas.

Los resultados anteriores nos revelan muchos aspectos sobre el funcionamiento de
las derivadas fraccionarias de Ortigueira. Con estos resultados estamos en condiciones
de escribir modelos fraccionarios aceptables, que pueden describir la evolucién de pulsos
luminosos en fibras 6pticas. Un resultado particularmente interesante es que es posible
construir una ecuaciéon NLS fraccionaria con estas derivadas, que permite la propagacién
de solitones, sin la necesidad de anadir términos no lineales adicionales. Esto hace
que estas derivadas sean operadores muy interesantes desde el punto de vista de los
solitones Opticos, por lo cual seria interesante continuar su estudio. Seria de especial
interés, investigar si es posible deducir ecuaciones NLS fraccionarias que contengan estas
derivadas a partir de lagrangianas apropiadas, y si eso fuera posible, entonces tratar
de formular un teorema de Noether fraccionario aplicable a ese tipo de lagrangianas.
Estas posibilidades sugieren una linea de investigacién prometedora, que mereceria ser
explorada.
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