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.... nos movemos dentro de dos infinitos concretos: el infinito de los recursos
naturales y el infinito del progreso en dirección al futuro..... los dos infinitos son

ilusorios....
”La dignidad de la tierra”.

Leonardo Boff.
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RESUMEN

En el presente trabajo se abordan dos proyectos concernientes al estudio
de la no Markovianidad cuántica. En la primera parte se estudia la inter-
acción de un qubit con un ambiente cuya dinámica es bien conocida. Este
último es una cadena de espines 1/2 con interacción Ising, pateada por
pulsos ultracortos de campo magnético transversal. Se estudia la relación
de la No Markovianidad con la localización inicial de los estados y con su
dimensión efectiva. En la segunda parte del trabajo se proponen medidas
de no Markovianidad que lidian con algunos de los problemas que tienen
las medidas más conocidas, además que a una de estas nuevas medidas
se le asocia una tarea fı́sica en concreto, la de guardar información de
manera segura para que esta pueda ser recuperada posteriormente. Se
utiliza como modelo de prueba el de Jaynes-Cummings no Markoviano.
Al inicio del trabajo se introduce un marco preliminar de manera bre-
ve donde se presenta teorı́a de sistemas abiertos cuánticos, operaciones
cuánticas, Markovianidad y medidas de no Markovianidad, además de la
introducción de conceptos usados a lo largo del trabajo.
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Capı́tulo 1

Introducción

El estudio de sistemas cuánticos abiertos, sistemas cuánticos estocásti-
cos, ası́ como el caos en sistemas cuánticos, ha sido de vital importancia
en áreas como información, computo y control cuántico. Una aproxima-
ción común en el esquema de sistemas abiertos es la bien conocida aproxi-
mación de Born-Markov, que da origen a dinámica cuántica Markoviana
y a ecuaciones maestras tipo Lindblad. Sin embargo esta no reproduce
el comportamiento de muchos sistemas cuánticos. Por lo tanto preguntas
validas en este contexto son: que tanto se desviá una dinámica dada de poder
ser descrita como un proceso Markoviano?, Lo podemos cuantificar?. A pesar
de no poder llevar de manera integra la definición de Markovianidad al
contexto cuántico, muchas definiciones y medidas de no Marovianidad
(NM ) han sido propuestas, basadas en la violación de la CP-divisibility
[RHP10], en la no monotonicidad de la trace distance [BLP09] entre esta-
dos iniciales. Más recientemente, fueron propuestas medidas basadas en
la no monotonicidad de capacidades cuánticas de información [BCM14].
Debido a la inevitable perturbación del sistema a la hora de recoger in-
formación de un sistema cuántico, no existe un camino fácil para definir
no-Markovianidad cuántica. Trabajos donde se discuten a fondo algunas
de estas definiciones y teoremas concernientes a Markovianidad cuántica
y clásica son [VSL+11, ARHP14]. En este trabajo se abordan dos proyec-
tos concernientes a la no Markovianidad, en el primero de ellos se estudia
la NM de un qubit inducida por la interacción con un ambiente cuánti-
co cuyos regı́menes son conocidos y van desde la dinámica integrable
hasta la caótica, utilizando la medida Breuer, Rivas y Plenio [BLP09]. Se
estudia la NM y su relación con la localización inicial de los estados, su
dimensión efectiva ası́ como de su relación con el caos (existen trabajos
donde ya se ha revisado esto último para sistemas con contraparte clásica
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2 Capı́tulo 1. Introducción

[icvcvPGM11, GMPW14]). En el segundo se proponen dos medidas de
no Markovianidad que resuelven algunos de los problemas que tienen
las medidas conocidas. Una de ellas es relacionada con una tarea fı́sica,
en particular la de guardar información de manera segura para que esta
sea recuperada posteriormente. Como modelo para probar las medidas
propuestas y compararlas con algunas de las ya conocidas, utilizamos
el modelo de Jaynes-Cummings no Markoviano [BP07, JC63]. Respecto
al primer proyecto, cabe mencionar que el sistema que tomamos como
ambiente es la cadena pateada espines 1/2 propuesta por T. Prosen para
estudiar correlaciones [PRO00, Pro98], de esta forma se construye el canal
cuántico, parametrizado por los estados de espı́n coherentes.

Sobre la estructura de la tesis

El trabajo esta organizado como sigue, en el capı́tulo 2, se revisa la
teorı́a de sistemas abiertos cuánticos y se introduce de manera breve el
concepto de complete positive trace-preserving maps, que describe el modelo
matemático general para describir sistemas cuánticos. Se revisa el con-
cepto de CP-divisibility que constituye una definición rigurosa de Marko-
vinidad cuántica, además que discutiremos algunas de las medidas que
existen. En este capı́tulo también se resumirán algunas de las herramien-
tas mas importantes que se usarán a lo largo del trabajo, las cuales son
Teorı́a de matrices aleatorias (RMT por sus siglas en ingles), que como se
verá mas adelante, ha formado parte fundamental del estudio de sistemas
cuánticos caóticos. Se hablará brevemente del Loschmidt echo ó fidelidad,
que además de ayudar a caracterizar el caos, este aparece directamente
relacionado con la NM a lo largo del trabajo. Se discutirá también el In-
verse Participation Ratio (IPR), que sirve como medida de la localización de
los estados en alguna base especifica del espacio de Hilbert en cuestión.

En el capı́tulo 3 se describe el modelo de la cadena pateada de espines
1/2, que como se dijo anteriormente, esta juega el papel de ambiente de
un qubit, la interacción es de tal forma que se induce sobre este un canal
dephasing. Respecto a la descripción del modelo, se construye el operador
de Floquet que describe la evolución espectroscópica del sistema, además
de que se discuten las simetrı́as de la cadena para ası́ analizar brevemente
los regı́menes dinámicos en el sentido de RMT (esto ya fue discutido a
fondo en la Ref. [PP07]). En el capı́tulo 3 también se discuten los estados
de espı́n coherentes y se mencionan algunas de sus propiedades, estos
también pueden ser encontrados en la literatura como estados coherentes
atómicos, haciendo alusión a los átomos de dos niveles. Estos conforman
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el conjunto de estados utilizado para construir los canales cuánticos de es-
ta parte del trabajo, es decir, los estados iniciales con los que se propagara
la cadena de espines. Por último se presentan los resultados obtenidos de
la no Markovianidad, mapeada por los parámetros de los estados inicia-
les ası́ como un estudio comparativo de esta en relación con la fidelidad
asintótica y el IPR.

Por último en el capı́tulo 4 se discutirá el esquema en el que encajan
las medidas comunes de NM , y se introducirán dos nuevos esquemas
que definirán dos nuevas clases de medidas de NM . Estos solventan el
problema que poseen algunas de las medidas conocidas, que divergen
para muchos canales cuánticos. Se mostrara que uno de los esquemas
propuestos relaciona la NM con una tarea fı́sica, el de guardar infor-
mación de manera segura por cierto tiempo (a lo largo del trabajo nos
referiremos a esto como quantum-vault). Se mostrarán algunos casos par-
ticulares de esta tarea fı́sica y su relación con la NM . y por ultimo el
modelo de Jaynes-Cummings no Markoviano [JC63, BP07] como ejemplo
fı́sico concreto.

Como nota final y para evitar confusiones, a lo largo del trabajo se
tomará h̄ = 1, continuamente se referirá a los espines 1/2 como qubit y
viceversa.



Capı́tulo 2

Preliminares

El propósito de este capı́tulo es introducir brevemente y a grandes
rasgos el formalismo general de un canal cuántico ası́ como la teorı́a ge-
neral de sistemas cuánticos abiertos, canales cuánticos Markovianos y
no-Markovianos, ası́ como las medidas conocidas que existen de la no-
Markovianidad.

2.1. Sistemas abiertos y canales cuánticos

Las operaciones unitarias generalmente representan la evolución de
sistemas cuánticos cerrados, ya sean autónomos o no. Para construir la
dinámica unitaria de un sistema general, tomemos un Hamiltoniano no-
autónomo, H(t), y un estado puro inicial |ψ0〉. Es bien conocido que la
evolución de este obedece la ecuación de Schrödinger y puede escribirse
de la siguiente manera,

|ψ0〉 −→ U (t)|ψ0〉 = T exp
(
−i

∫ t

0
H(τ)dτ

)
|ψ0〉

donde T es el operador de ordenamiento temporal y U (t) es un opera-
dor unitario correspondiente a la propagación del estado hasta el tiempo
t. Con el fin de introducir la dinámica de un sistema cuántico abierto,
consideramos ahora que el estado U (t)|ψ0〉 = |ψ(t)〉 describe un siste-
ma cuántico bipartito, donde una de las partes es el sistema de interés
S, comúnmente llamado sistema central, y la otra es el ambiente E. La
fig.2.1 muestra esquemáticamente lo antes dicho. El espacio de Hilbert
del sistema total tiene entonces la estructura

H = HS ⊗HE,

5



6 Capı́tulo 2. Preliminares

E, ρES, ρS

S + E, |ψ〉

Figura 2.1: Esquema de un sistema cuántico abierto. Se indican los
estados reducidos del ambiente y el sistema central, ası́ como el
estado global.

y su dimensión es NS × NE, donde los factores son las dimensiones de
los espacios HS y HE respectivamente. El Hamiltoniano del sistema total
generalmente tiene la siguiente forma,

H = HS ⊗ 1NE + 1NS ⊗ HE + Vint, (2.1)

donde HS y HE son los Hamiltonianos libres del sistema central y el
ambiente respectivamente, y Vint el Hamiltoniano de interacción. Si el
estado inicial del sistema es factorizable, uno puede construir un canal
para los estados del sistema central. Dado entonces un estado inicial del
ambiente ρE, se puede construir lo que es un buen primer ejemplo de
canal no unitario y que describe la evolución de un sistema abierto con
las condiciones dichas:

ρ0 −→ Et(ρ0) = trE

[
U(t)ρ0 ⊗ ρEU†(t)

]
, (2.2)

siendo ρ0 cualquier estado inicial del sistema central. Dado este primer
ejemplo de un canal cuántico, discutiremos ahora lo que tı́picamente se
pide para describir un proceso cuántico general y que define el formalis-
mo de operación cuántica. Partiremos con los procesos estocásticos clásicos
para estudiar posteriormente la contraparte cuántica. Consideremos un
sistema estocástico discreto, cuyo estado esta descrito por un vector de
probabilidad �p, i.e. que cumple pi > 0 y ∑ pi = 1; y su evolución hasta
cierto tiempo t, esta dada por una matriz de transferencia Λ(t, 0) (tam-
bién se le suele llamar canal clásico o simplemente propagador), de tal
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forma qué �p(t) = Λ(t, 0)�p. Los componentes de la matriz cumplen lo
siguiente,

Λ(t, 0)ij ≥ 0, ∑
k

Λkj = 1, (2.3)

esto es, envı́a vectores de probabilidad a vectores de probabilidad. Cuánti-
camente, el análogo de �p es la matriz de densidad ρ, que describe el
estado de los sistemas cuánticos de la manera mas general puesto que
permite describir cierta ignorancia sobre el sistema. Dejemos de lado lo
que concierne a la parte de la evolución proveniente de las mediciones,
puesto que estas son operaciones que pueden reducir la traza del esta-
do. En analogı́a con lo que cumple el canal clásico Λ, lo que uno pide
para un canal cuántico es que conserve la traza y mande operadores po-
sitivos a operadores positivos. Hasta este punto se denominan Positive
trace-preserving channels PTP. En resumen, dado E PTP,

si σ ≥ 0, entonces E [σ] ≥ 0 y,

tr (E [σ]) = tr(σ).

Notemos que podemos extender cualquier estado cuántico ρ de nuestro
sistema, digamos de dimensión N, a un espacio compuesto más gran-
de de dimensión N × k. Pediremos que se mantenga la positividad, por
ejemplo en presencia de enredamiento con el resto del sistema extendido.
Entonces, sı́ para todo operador positivo en ese espacio, σ̃ ≥ 0, se cumple
que (1k ⊗ E)[σ̃] ≥ 0, se dice que el mapa es k-positivo. Si la condición
anterior se cumple para cualquier k entero, el canal se dice que es com-
pletamente positivo, Complete positive trace-preserving channel CPTP. Estos
mapas suelen ser mas fáciles de caracterizar que los PTP [Cho75, Jam72] y
admiten ser escritos como una descomposición de Kraus, E [·] = ∑j Kj ·K†

j
[NC11].

2.2. Canales CP-divisibles, ecuación de Lindblad

Adaptar el concepto de proceso Markoviano en el marco cuántico no
es una tarea fácil debido, entre otros, al postulado de la medición. Por
ejemplo, partiendo de la definición clásica de Markovianidad [BLN04]:

p1|n(xn, tn|xn−1, tn−1; . . . ; x0, t0) = p1|1(xn, tn|xn−1, tn−1), (2.4)

donde pn|m es la probabilidad condicional de n puntos dados m. Podemos
ver que en el contexto cuántico, es imposible tratar directamente con la
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relación dada puesto que su verificación depende de el conocer medicio-
nes en muchos tiempos, algo que en mecánica cuántica indudablemente
perturba el sistema de manera irreversible. Una definición deseable de
Markovianidad debe ser independiente de lo que es requerido para que
esta sea verificada por el experimental. Por lo que una definición riguro-
sa de Markovianidad cuántica esta construida a nivel de probabilidades
clásicas de un punto.

A nivel de probabilidades de un punto los procesos Markovianos son
equivalentes a los procesos clásicos P-divisibles [ARHP14] (el prefijo P
viene de la positividad de Λ, puesto que envı́a vectores de probabilida-
des a vectores de probabilidades). Los canales P-divisibles cumplen la
propiedad de que

Λ(t, s) = Λ(t, 0)Λ−1(s, 0), (2.5)

satisface las propiedades mostradas en 2.3 para todo t ≥ s ≥ 0 [VSL+11].
Para introducir esto en el marco cuántico, consideremos un sistema cuyo
estado al tiempo t0 esta dado por una matriz de densidad (no degenera-
da) con la siguiente descomposición espectral:

ρ = ∑
i

pi|ψi〉〈ψi|. (2.6)

Los eigenvalores pi forman una distribución de probabilidad clásica. Con-
sideremos ahora un mapa cuántico E(t,t0) tal que preserva la descomposi-
ción espectral. Esto quiere decir que el estado ρ es mapeado en el tiempo
t a:

ρ(t) = ∑
i

pi(t)|ψi〉〈ψi|. (2.7)

Este proceso puede ser visto como un proceso estocástico clásico sobre la
variable i, si tomamos entonces que las probabilidades pi(t) evolucionan
de acuerdo a un canal clásico P-divisible, entonces se puede demostrar
que la dinámica intermedia del canal cuántico es PTP [ARHP14], es de-
cir E(t,t1) = E(t,t0)E−1

(t1,t0)
cumple las relaciones mencionadas al final de la

sec. 2.1, para todo t1 ∈ [t0, t]. Por lo tanto a estos canales cuánticos son
llamados P-divisibles. Adoptando las mismas consideraciones que se hi-
cieron en la sección anterior para definir canales CPTP, si E(t,t1) es CPTP
entonces se dice que el canal es CP-divisible, esto último constituye una
definición de canal cuántico Markoviano. Un resultado importante de es-
ta definición y que además nos servirá para introducir la medida de no
Markovianidad más usada en este trabajo, es el siguiente: Una evolución
cuántica E(t2,t1) es Markoviana sı́ y solo si para todo t2 ≥ t1, se cumple que∣∣∣∣∣∣[1 ⊗ E(t2,t1)

]
(σ̃)

∣∣∣∣∣∣
1
≤ ||σ̃||1, (2.8)
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donde ||A||1 = tr
√

A† A es la trace norm y σ̃ es cualquier operador hermi-
tiano que actúa en el espacio de Hilbert extendido.

2.3. Medidas de no-Markovianidad

Medida RHP

En relación a la definición de Markovianidad cuántica que discutimos
en la sección anterior, en la tarea de cuantificar que tan no Markoviana es
una evolución cuántica, una ruta valida y bastante interesante es el cuan-
tificar la no positividad (complete positivity) de la dinámica intermedia de
un proceso cuántico E(t,t0). Sin entrar en tantos detalles técnicos dado que
no es el objetivo final de este trabajo (estos se pueden consultar por ejem-
plo en [ARHP14]), hacemos uso del isomorfismo de Choi-Jamiołkowski
[Cho75, Jam72] y consideramos el estado maximálmente entrelazado en-
tre dos copias de nuestro sistema, |Φ〉 = 1√

d ∑d−1
n=0 |n〉|n〉 (d denota la di-

mension del espacio de Hilbert) para asociar al proceso cuántico E(t,t1)

una matriz de Choi-Jamiołkowski,[
1 ⊗ E(t,t1)

]
(|Φ〉〈Φ|).

El teorema de Choi estabelce que E(t,t1) es CPTP si y solo si la matriz
anterior es positiva semidefinida. Luego de la ecuación 2.8, dado que
|Φ〉〈Φ| es un estado, este satura la igualdad cuando la dinámica es CPTP.
Entonces la ecuación 2.8 es mayor a 1 cuando esta es no Markoviana:

∣∣∣∣∣∣[1 ⊗ E(t,t1)

]
(|Φ〉〈Φ|)

∣∣∣∣∣∣
1

{
= 1 sii E(t,t1) es CP
> 1 otro caso.

(2.9)

Lo que nos lleva a definir el siguiente limite para discernir si la dinámica
es no Markovianidad dado un instante t:

g(t) = lı́m
ε→0+

∣∣∣∣∣∣[1 ⊗ E(t+ε,t)

]
(|Φ〉〈Φ|)

∣∣∣∣∣∣
1
− 1

ε
, (2.10)

Tenemos entonces que g(t) > 0 si y solo si la evolución es no Markovia-
na en ese instante. Entonces el monto total de no Markovianidad en un
intervalo I esta dado por:

NRHP =
∫

I
g(t)dt. (2.11)



10 Capı́tulo 2. Preliminares

Esta última es una de las medidas de no Markovianidad mas conocidas
en el medio, “RHP” viene de Rivas, Huela y Plenio [RHP10]. Es fácil ver
que esta medida, como muchas otras que veremos mas adelante, no esta
normalizada y diverge para para sistemas cuyo espacio de Hilbert tiene
dimensión finita.

Medida BLP

Otra medida muy común y que es un caso particular de la ecuación
2.8, y que además establece una definición de no Markovianidad, es la
propuesta por Breuer Laine y Piilo [BLP09]. Ellos introdujeron una de-
finición de Markovianidad en términos del comportamiento de la trace
distance, esto es, una evolución cuántica es Markoviana si la distancia en-
tre cualesquiera dos estados iniciales ρ1 y ρ2 decrece monotonamente con
el tiempo. De la ecuación 2.8 vemos que esta implica que ||E(t,t0)(σ)||1 ≤
||σ||1 para todo operador hermitiano actuando en el espacio de Hilbert
del sistema. Concretamente si se elige entonces σ = 1

2 (ρ1 − ρ2), la trace
norm se reduce a la trace distance entre los estados ρ1 y ρ2, por lo que
tenemos lo siguiente:

D (ρ1(t2), ρ2(t2)) ≤ D (ρ1(t1), ρ2(t1)) , (2.12)

donde D(ρ1, ρ2) = 1
2 ||ρ1 − ρ2||1 es la trace distance. Sin embargo es claro

que esto último no implica que se cumpla la ecuación 2.8 puesto que es
una reducción de la misma. Por lo que aunque se verifique la eqn.(2.12)
puede que la dinámica sea no Markoviana. Esto no es del todo un proble-
ma, esta definición es útil para construir una medida testigo de no Mar-
kovianidad, es decir, una medida que es cero para todas las dinámicas
Markovianas y para algunas no Markovianas. Por lo tanto una medida
testigo da un valor diferente de cero si la dinámica es no Markoviana.
Ası́ que de manera análoga a como se construye la medida RHP, toma-
mos el siguiente lı́mite:

σ(ρ1, ρ2, t) : = lı́m
ε→0+

D [ρ1(t + ε), ρ2(t + ε)]− [ρ1(t), ρ2(t)]
ε

=
dD [ρ1(t), ρ2(t)]

dt
. (2.13)

Entonces, dado cierto intervalo I, sı́ la cantidad,∫
I,σ>0

dt σ(ρ1, ρ2, t),
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es diferente de cero para algún par de estados ρ1 y ρ2 aseguramos que
la dinámica es no Markoviana en el intervalo I, es decir, se toman todas
las contribuciones de σ(ρ1, ρ2, t) cuando se viola la ecuación 2.12. Breuer,
Laine y Piilo se interesaron en el valor máximo de esta cantidad, por lo
tanto su medida es construida de la siguiente manera:

NBLP = máx
ρ1,2

∫
σ>0

dtσ (ρ1, ρ2, t) . (2.14)

Donde se toma R+ como la región de integración. La ecuación anterior
puede ser fácilmente reducible a la siguiente fórmula,

NBLP = máx
ρ1,2

∑
i
[D(ρ1(bi), ρ2(bi))− D(ρ1(ai), ρ2(ai))] , (2.15)

donde (ai, bi) son todos los intervalos donde σ(ρ1, ρ2, t) es positivo. Esta
fórmula es útil en la implementación numérica de la medida.

2.4. Algunas Herramientas

Esta sección esta dedicada a discutir de manera breve los aspectos
más importantes de algunas de las herramientas que se usan a lo largo
del trabajo. Estas son el eco de Loschmidt, el Inverse Participation Ratio
(IPR) y por último teorı́a de matrices aleatorias.

2.4.1. Eco de Loschmidt

Como es bien sabido, la dinámica de un sistema cuántico cerrado es
unitaria y por lo tanto perfectamente reversible, al contrario de lo que
uno tı́picamente encuentra en la mecánica clásica, por lo que en el marco
cuántico no pueden ser introducidas herramientas tales como el expo-
nente de Lyapunov para cuantificar la inestabilidad de la dinámica. Sin
embargo en la mecánica cuántica puede ser definida una cantidad basada
en la sensibilidad del sistema bajo perturbaciones en la dinámica. Este es
el eco de Loshmidt. Este esta definido de la siguiente manera, supongamos
que |ψ0〉 es el estado inicial de algún sistema cuántico cuya dinámica esta
descrita por un Hamiltoniano H, ahora, sea εV una perturbación diga-
mos de prueba. Luego propagando el estado con la dinámica del sistema
y con la dinámica perturbada H + εV, el eco de Loschmidt está definido
como el valor absoluto al cuadrado del producto interno entre los estados
propagados durante un tiempo t[Per84]:

| f (t)|2 = |〈ψ0| exp(iHt + iεVt) exp(−iHt)|ψ0〉|2 , (2.16)
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por lo que este permite cuantificar la sensibilidad de una evolución cuánti-
ca a las perturbaciones [GJPW12]. El significado del eco de Loschmidt
puede verse de dos maneras, una de ellas es la que acabamos de des-
cribir. La otra viene de interpretar la eqn.(2.16) como una medida del
resurgimiento cuando se realiza una reversión temporal imperfecta sobre
un sistema cuántico, de allı́ es de donde viene la palabra “eco”. A este se
le suele conocer también como fidelidad, por lo que f (t) es la amplitud
de la fidelidad. Entre las propiedades interesantes del eco que surgen por
ejemplo cuando el sistema es caótico, es la saturación del eco a tiempos
largos [GJPW12], promediado con ensambles de Hamiltonianos, pertur-
baciones o estados, en general se tiene que:

M(t) ∼ N−1, (2.17)

donde N es el tamaño efectivo del espacio de Hilbert del sistema, que
para sistemas con contraparte clásica, este esta dado por el volumen del
espacio de fase que esta disponible para el estado durante su evolución,
dividido por el volumen de una celda de Planck, (2πh̄)d. Cabe mencio-
nar además que N es independiente de la intensidad de la perturbación.
Para sistemas con dinámica regular y mixta también se ha observado sa-
turación de la fidelidad. En este trabajo tomaremos el promedio sobre el
tiempo para cada estado que se propague con la dinámica dada, por lo
que relacionaremos N con la dimensión efectiva del estado en cuestión.

2.4.2. Inverse Participation Ratio

A lo largo del trabajo, además de estar interesados en la dimensión
efectiva de los estados en el espacio de Hilbert, estudiamos la localiza-
ción inicial de los estados iniciales, una medida usada para cuantificar la
localización es el es el inverse participation ratio (definida por primera vez
por Bell et. al [BD70]). Para introducir la definición tomemos un espa-
cio de Hilbert H de dimensión N y una base ortonormal en ese espacio,
{|n〉}N−1

n=0 , el IPR de un estado |ψ〉 ∈ H, esta dado como sigue:

IPR(|ψ〉) = ∑
n
|〈n|ψ〉|4 (2.18)

Es evidente que el IPR depende de la base en consideración, y es común
que esta se tome como la eigenbase de algún operador, en particular
el Hamiltoniano. Es importante mencionar que con fines de quitar am-
bigüedades, tal operador no debe ser degenerado puesto que la eigenbase
no es única y el IPR no esta bien definido. Algunos casos lı́mite del IPR
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son (i) cuando el estado esta muy deslocalizado y (ii) muy localizado. Pa-
ra analizarlos expandimos |ψ〉 en la base respecto a la cual clacularemos
el IPR:

|ψ〉 =
N−1

∑
n=0

cn|n〉.

En el lı́mite cuando el estado esta totalmente deslocalizado tenemos que
cn = cm ∀n, m, que con ayuda de ∑N−1

n=0 |cn|2 = 1, obtenemos |cn|2 = 1/N.
Por lo tanto el IPR, usando la eqn.(2.18) es 1/N. Para un estado totalmen-
te localizado tenemos que cm = cnδnm, donde δnm es la delta de Kronecker,
usando nuevamente la normalización del estado y la fórmula para el IPR,
este último es igual a N. Entonces para un espacio de dimension N, los
limites en los cuales se encuentra el IPR son [1/N, N]. Una relación útil
para calcular el IPR numéricamente y respecto a la eigenbase del Hamil-
toniano, es la siguiente:

|C(t)|2 = ∑
n,m

|cn|2|cm|2exp (it(En − Em))

= ∑
n
|cn|4, (2.19)

donde |C(t)|2 = |〈ψ0|ψ(t)〉|2 es la función de autocorrelación del estado
al tiempo t respecto al estado inicial. Se debe mencionar que esto es valido
para En �= Em, ∀ n �= m, lo que esta en acuerdo a la definición del IPR.

2.4.3. Teorı́a de matrices aleatorias y caos cuántico

Un resultado sorprendente de la fı́sica teórica ha sido precisamente
Teorı́a de Matrices Aleatorias, esta encuentra muchas aplicaciones, co-
mo lo son en teorı́a de números (ej: distribución de ceros en la función
ζ de Riemann) [Fyo11], análisis numérico, estadı́stica multivariable, etc.
Historicamente, en la fı́sica nuclear en particular, RMT fue desarrollada
para tratar de caracterizar el espectro de los núcleos atómicos pesados
[Wig93a, Wig93b, Wig58, Wig67], Wigner postulo que los espaciamientos
entre las lineas espectrales deben seguir el comportamiento de los espa-
ciamientos de un ensamble de matrices aleatorias (esto es el nearest neigh-
bor spacing distribution, se le suele denotar como P(s)), y estos dependen
solo de la clase de simetrı́a de la dinámica subyacente. Mas adelante, en
el año 1984, Bohigas, Giannoni, y Schmit [BGS84] acuñaron una conjetura
que establece que sistemas clásicos caóticos, al ser cuantizados muestran
una estadı́stica espectral tipo RMT. Por lo tanto, RMT comenzó a formar
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un pilar y una herramienta para el estudio del caos cuántico, a tal gra-
do que establece una definición. Lo anterior dicho constituye un resultado
sorprendente dado que define clases de universalidad que dependen solo
del grupo de transformaciones canónicas a la cual el sistema es invarian-
te, por lo que tres ensambles son tı́picamente considerados para matrices
hermianas [Rei04]: Gaussian Unitary Ensemble (GUE) para matrices her-
mitianas invariantes a transformaciones canónicas unitarias, este puede
ser considerado como un ensamble de Hamiltonianos no simétricos bajo
inversión temporal pero si bajo rotaciones. GOE (orthogonal) de manera
similar modela Hamiltonianos esta vez invariantes ante transformaciones
ortogonales y simétricos ante inversión temporal y rotaciones. Y por últi-
mo el GSE para matrices hermitianas simplécticas, modela Hamiltonianos
simétricos bajo inversión en el tiempo pero sin simetrı́a bajo rotaciones.
Existen también ensambles de matrices unitarias (que pueden represen-
tar matrices de dispersión y operadores de Floquet), estos son llamados
ensambles “circulares” (Circular Gaussian Ensembles), que bajo las mismas
consideraciones de los ensambles anteriores, se denotan como CUE, COE
y CSE. Análogamente para estos últimos ensambles se estudia el espa-
ciamiento de las comúnmente llamadas cuasienergias, en particular en
este trabajo. Las nearest neighbor spacings distributions para los distintos
ensambles discutidos son:

P(s) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

(sπ/2) exp(s2π/4) ortogonal
(s232/π2) exp(s24/π) unitario

(s4218/36π3) exp(s264/9π) simpléctico.

(2.20)

Cabe decir que para s pequeña uno puede notar el exponente de repulsión
entre los eigenvalores en los distintos ensambles, P(s) ∼ sβ, β = 1, 2, 4
para el ensamble ortogonal, unitario y simpléctico respectivamente. Pa-
ra sistemas integrables, tı́picamente la P(s) imita el comportamiento del
Poissonian unitary (orthogonal, symplectic) ensemble, es decir, matrices que
pueden ser escritas como H = UDU†, donde D es una matriz diago-
nal con entradas aleatorias bajo la misma distribución y sin correlación
alguna, por lo que la P(s) exhibe una distribución de Poisson.



Capı́tulo 3

Cadenas de espines y
no-Markovianidad

3.1. Cadena de espines

En el presente capitulo abordaremos la cadena de espines pateados,
propuesta por Tomaz Prosen para estudiar, entre otros, funciones de co-
rrelación [Pro98]. El modelo consiste en una cadena de espines 1/2 con
interacciones Ising a primeros vecinos, “Pateados” por pulsos ultracortos
de campo magnético. En este trabajo consideramos N espines con condi-
ciones periódicas de frontera fig.3.1, el Hamiltoniano esta dado por:

H = J
N−1

∑
i=0

σz
i σz

i+1 + δτ(t)
N−1

∑
i=0

b⊥σx
i + b‖σz

i , δτ(t) =
∞

∑
n=−∞

δ(t − nτ) (3.1)

(�σN ≡ �σ0). Las componentes del campo b⊥ y b‖ denotan la parte trans-
versal y longitudinal respecto a la interacción Ising, J es la intensidad del
acoplamiento Ising, que en este trabajo es tomada como constante. Como
ya se discutió en el capitulo 2, el operador de evolución para sistemas
dependientes del tiempo se escribe como sigue:

U(t2, t1) = T exp
(
−i

∫ t2

t1

H(t)dt
)

, (3.2)

donde T es el operador de ordenamiento temporal. Sin embargo, da-
do que el Hamiltoniano es periódico (H(t + τ) = H(t)) y la dependencia
temporal viene en términos de deltas de Dirac, uno puede simplificar bas-
tante la expresión anterior y lidiar con un mapeo estroboscópico cuántico
que se calcula de la siguiente manera: Entre cada patada, el sistema se

15
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Figura 3.1: Cadena de espines con condición periódica de frontera.

comporta como uno autónomo y el operador de evolución viene dado
solo por la parte de Ising, que justo después de una patada y durante
un tiempo no mayor al periodo del sistema, la evolución viene dada por
(digamos justo después de la n’esima patada):

UI(t) = exp (−itHI) , nτ < t < (n + 1)τ

donde HI denota solo la parte de Ising del Hamiltoniano total de la ca-
dena. Ahora, en un intervalo de tiempo pequeño alrededor de cuando la
patada m = n+ 1 ocurre, la parte del campo magnético del Hamiltoniano
es mucho más fuerte que la parte de Ising y el operador de evolución en
la vecindad de la patada esta dado por:

UK = lı́m
ε→0+

UK(mτ − ε, mτ + ε) = lı́m
ε→0+

T exp
(
−iHK

∫ mτ+ε

mτ−ε
δτ(t)dt

)
= exp (−iHK) ,

donde HK = ∑N−1
i=0 b⊥σx

i + b‖σz
i . Por lo tanto el operador de evolución que

mapea estados a justo después de la n’esima patada esta dado por:

UKI(nτ) = [UKUI(τ)]
n . (3.3)

Por simplicidad, en este trabajo tomamos τ = 1, por lo que el propagador
estroboscópico del sistema queda como:

UKI(n) = [exp (−iHK) exp (−iHI)]
n . (3.4)

La forma que toma el propagador de la cadena hace al sistema particular-
mente fácil y eficiente de simular, se puede notar que la parte de la patada
se descompone en operaciones de un qubit y la parte de Ising en opera-
ciones de dos. Es conveniente saber que el operador UKI = UKI(1) es
comúnmente llamado operador de Floquet, este mapea el estado |ψ(n)〉
al estado |ψ((n + 1))〉 y contiene todas las propiedades espectrales de la
dinámica del sistema.
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3.2. Regı́menes dinámicos

Para este modelo son bien conocidos sus regı́menes dinámicos, este
presenta dinámica integrable para b‖ = 0 [PRO00], y trivialmente para
b⊥ = 0. Tiene dinámica totalmente caótica para b‖ = b⊥ = 1.4 en el
sentido de Teorı́a de Matrices Aleatorias (RMT, por sus siglas en ingles)
[PP07], además de dinámica mixta alrededor de b‖ = 1.4 y b⊥ = 1.0,
donde la P(s) se ajusta a la distribución de Brody [Pin07],

P(s) = A
( s

b

)b
exp

(
−a

( s
D

))
, (3.5)

donde b es el parámetro de Brody, a = [Γ(2 + b)/(2 + b)]1+b y A = a(1 +
b) [BFF+81, Rei04]

3.2.1. Simetrı́as de la cadena

La dinámica de la cadena tiene simetrı́a bajo rotación de los qubits
debido a la condición periódica de frontera, además de una simetrı́a bajo
reflexión externa que también esta presente en la cadena no periódica.
Sea T el operador de rotación de la cadena, el efecto sobre los elementos
de la base computacional para N qubits, {|α0, α1, . . . , αN−1〉}αj∈{0,1}, es

T|α0, α1, . . . , αN−1〉 = |αN−1, α0, . . . , αN−2〉.

Los eigenvalores de este operador son exp (2πik/L) donde k se denota
como el cuasimomento, este toma valores en Z/N , por lo que el espacio de
Hilbert puede verse estructurado en una suma directa de los subespacios
invariantes de cuasimomento, H =

⊕
k∈Z/L

Hk. El operador de Floquet
cumple entonces [UKI , T] = 0. Ahora para la reflexión, sea R el operador
de simetrı́a, este transforma los elementos de la base computacional como
sigue

R|α0, α1, . . . , αN−2, αN−1〉 = |αN−1, αN−2, . . . , α1, α0〉,
por lo que es fácil mostrar que [UKI , R] = 0, R tiene como eigenvalo-
res 1 y −1. Para ilustrar la correspondencia de la cadena con RMT, nos
enfocaremos en los subespacios invariantes de cuasimomento. Aunque
generalmente las dos simetrı́as no conmutan [T, R] �= 0, tenemos que si
|ψ〉 ∈ Hk, entonces R|ψ〉 ∈ H−k, esto proporciona una nueva simetrı́a
en los subespacios H0 y HN/2 (N par), por lo que por simplicidad estos
simplemente se omiten del cálculo de la P(s). Por último la cadena es
simétrica bajo inversión temporal. En la base computacional, el operador
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de inversión temporal, K′ es simplemente conjugación compleja, tenemos
entonces, K′σx,zK′−1 = σx,y y K′σyK′−1 = −σy. Usando la versión sime-
trizada del operador de Floquet, U′

KI = exp(−iHI/2)UKI exp(iHI/2), es
fácil comprobar que este es covariante:

K′U′
KIK

′−1 = U′†
KI . (3.6)

Luego teniendo en cuenta que [T, K] = 0 tenemos lo siguiente,

K′TUKI = K′ exp (2πik/N) |k〉
= exp (−2πik/N)K′|k〉, (3.7)

donde |k〉 es eigenestado del operador de rotación. Como es de esperar-
se, el operador de inversión temporal invierte el cuasimomento, K|k〉 =
| − k〉. Ahora, dado que [K′, R] = 0, podemos construir K = K′R tal que
K|k〉 = |k〉, entonces, tenemos una simetrı́a antiunitaria en cada espa-
cio Hk. Por lo tanto para el régimen caótico en la cadena tenemos una
correspondencia de la P(s) con el resultado del ensamble COE.

3.2.2. P(s) y RMT

Las figuras 3.2 muestran la nearest neighbor distributions, P(s) para la
cadena con 12 qubits en los regı́menes integrable, mixto y caótico. En la
estadı́stica se han incluido los sectores k = 1, . . . , 5 y las correspondientes
curvas teóricas de la P(s) según sea el régimen (COE, Brody o Poisson).
En la fig.3.3 se muestra el cambio de las cuasienergias del sector k = 2
para la cadena con 8 qubits, se puede notar la aparición de la degenera-
ción conforme aumenta b⊥, ası́ como la repulsión de los niveles que se
hace más notoria conforme se llega al régimen caótico.
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Figura 3.2: Graficas de la P(s) de la cadena con 12 espines en los
régimenes caotico (arriba, b⊥1.4), mixto (en medio, b⊥ = 1.0) e
integrabble (abajo, b⊥ = 0.1). Para el régimen caotico se mues-
tra la P(s) del ensamble COE, para el mixto la distribucion de
Brody con b = 0.75 y por último en el integrable la distribucion-
de Poisson.



20 Capı́tulo 3. Cadenas de espines y no-Markovianidad

b⊥

E i

Figura 3.3: Cuasienergias del sector k = 2 para la cadena con 8 qubits
en funcion de b⊥. Se pueden notar el surgimeinto de la dege-
neración asi como la repulsion de las cuasienergias debido a la
ausensia de una simetria subyacente.

3.3. Cadena de espines como un ambiente mixto

Para el estudio de la no-Markovianidad de un qubit bajo la influencia
de la cadena pateada de espines, en este trabajo consideramos una inter-
acción tipo dephasing sobre el qubit, un canal dephasing puro se caracte-
riza por afectar solo las coherencias de los estados cuánticos en una base
determinada, comúnmente la de σz (en la fig.3.4 se muestra un esquema
de la deformación de la esfera de Bloch bajo este canal). El Hamiltoniano
del qubit interaccionando con la cadena de esta manera se escribe como
sigue:

H =
Δ
2

σz ⊗ 1k + 12 ⊗ Henv + δ σz ⊗ V, (3.8)

donde Δ es la frecuencia de Rabi del qubit, Henv es el Hamiltoniano libre
del ambiente, en este caso la cadena de espines (donde k = 2N , N: no.
de qubits), y δ es la intensidad de la interacción del qubit con el ambien-
te. Dado que el Hamiltoniano libre del qubit conmuta con los términos
restantes del Hamiltoniano, este puede ser ignorado ya que solo rota el
estado del qubit, por lo que no tiene importancia en el estudio de la No
Markovianidad. Una vez removido el Hamiltoniano interno del qubit y
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Figura 3.4: Esquema de la deformación de una esfera de Bloch bajo
la influencia de un dephasing channel.

reacomodando términos tenemos:

H = |0〉〈0| ⊗ (Henv + δV) + |1〉〈1| ⊗ (Henv − δV)

= |0〉〈0| ⊗ H(+) + |1〉〈1| ⊗ H(−), (3.9)

donde los Hamiltonianos H(±) son dinámicas perturbadas del ambien-
te. El operador de evolución queda simplemente como U(t) = |0〉〈0| ⊗
U+(t) + |1〉〈1| ⊗ U−(t). Asumiendo que la condición inicial del sistema
central y el ambiente es separable, i. e. ρsys, env(0) = ρsys(0)⊗ ρenv(0), la
dinámica del qubit es obtenida trazando los grados de libertad del am-
biente:

ρsys(t) = Trenv

[
U(t)ρsys(0)⊗ ρenv(0)U†(t)

]
= Λ(t)

(
ρsys(0)

)
.

Eligiendo la base de las matrices de Pauli 1√
2
{1, σx, σy, σz} con el produc-

to interno de Hilbert-Schmidt tenemos que, el canal cuántico se escribe
como sigue:

Λ =

⎛
⎜⎜⎝

1 0 0 0
0 �[ f (t)] �[ f (t)] 0
0 �[ f (t)] �[ f (t)] 0
0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎠ (3.10)

donde
f (t) = Tr [ρenvU+(t)U−(t)]

ya que Λjk = (1/2)Tr
[
σjU(t)σk ⊗ ρenvU†(t)

]
. Si el estado inicial del am-

biente es puro, | f (t)|2 se identifica como el eco de Loschmidt de la cadena
bajo los Hamiltonianos H(±). Por lo tanto, en el caso de la dinámica dep-
hasing, las fluctuaciones de la esfera de Bloch son las fluctuaciones de la
fidelidad respecto a los Hamiltonianos H(±). Para este canal se utilizó la
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medida BLP para cuantificar la no Markovianidad, eligiendo estados ini-
ciales puros para el qubit, ρenv = |ψ〉〈ψ|, los estados con los que se calcula
la medida BLP (eqn.(2.14)) se pueden elegir entre cualesquiera dos esta-
dos ortogonales del ecuador de la esfera de Bloch. En términos de la
fidelidad, la medida queda como sigue:

N =
∫

t=0,| ḟ |>0
dτ

d| f (τ)|
dτ

= ∑
i

[
| f (tmax

i )| −
∣∣ f

(
tmin
i

)∣∣]

donde | f (t)| = |〈ψ|U†
+(t)U−(t)|ψ〉| es la raı́z cuadrada del eco de Losch-

midt, y tmin
i < tmax

i corresponden a los tiempos de máximos y mı́nimos
sucesivos locales de | f (t)|. El estudio de la No Markovianidad del sis-
tema nos lleva entonces a enfocar el análisis a la fidelidad de la cadena
de espines. La parte del Hamiltoniano de interacción que actuá sobre el
espacio de Hilbert del ambiente (eqn.(3.8)), se eligió de varias maneras, se
consideraron perturbaciones globales y locales. Para las globales se tomo
lo siguiente:

Vb = δ1(t)
N−1

∑
i=0

σx
i , (3.11)

VJ =
N−1

∑
i=0

σz
i σz

i+1, (3.12)

en la primera se perturbo de manera homogenea el campo magnético en
dirección x y en la segunda todas las interacciones Ising. Como perturba-
ción global se considero también el ensamble de matrices GUE. Para las
perturbaciones locales se propusieron:

V0,1 = σz
0 σz

1 , (3.13)
V0 = δ1(t)σx

0 , (3.14)

En el primero de ellos se perturba solo una interacción Ising y en el se-
gundo el campo magnético en x para un qubit.

3.4. Estados de espı́n coherentes

El conjunto de estados cuánticos que se usaron para estudiar la cadena
de espines, son los estados de espı́n (ó atómicos) coherentes. Estos estados
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fueron introducidos por Radcliffe [Rad71], Gilmore [Gil74] y Perelomov
[Per72] para estudiar los estados coherentes de su(2). Estos, de manera
similar a los estados coherentes del oscilador armónico, están definidos
como un desplazamiento coherente de un estado de momento angular
extremo. Tipicamente se toma el estado |j; mz = j〉, o equivalentemente
como el desplazamiento del estado de Dicke con N excitaciones |N, N〉,
donde N el total de átomos de dos niveles en el sistema [KM05]:

|ϑ, ϕ〉 = D(j)
ϑ,ϕ|j; j〉

= e−iϕSz e−iϑSy |j; j〉, (3.15)

donde D(j)
ϑ,ϕ es la matriz de rotación de Wigner, ϑ y ϕ son los ángulos sobre

la esfera de Bloch colectiva. Es fácil mostrar que estos estados pueden
descomponerse en un producto tensorial de estados de Bloch,

|ϑ, ϕ〉 =
(

cos
ϑ

2
|0〉+ eiϕ sin

ϑ

2
|1〉

)⊗N

. (3.16)

Por lo tanto los estados coherentes pueden describir un conjunto de áto-
mos de dos niveles en el mismo estado. Estos estados saturan la relación
de incertidumbre

ΔJxΔJy ≥ 1
2
|〈Jz〉|, (3.17)

y tienen la siguiente propiedad

〈ϑ, ϕ|�S|ϑ, ϕ〉 = (N/2)Ŝcl , (3.18)

donde Ŝcl es el vector unitario en la dirección del momento angular clási-
co. Estos estados forman una base completa en el subespacio simétri-
co de N átomos de dos niveles con momento angular total j = N/2
(Hj ≡ C2j+1):

2j + 1
4π

∫
S2

|ϑ, ϕ〉〈ϑ, ϕ|dΩ = 12j+1. (3.19)

Cabe señalar que estos estados comparten las simetrı́as de la cadena pues-
to que tratan a los espines como indistinguibles.
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3.5. Resultados

Para las simulaciones numéricas, se propagó el sistema usando com-
puertas de uno y dos qubits, con la ayuda rutinas en Mathematica y C++,
desarrolladas por el Dr. Carlos Pineda (Link a github), ası́ como rutinas
en CUDA desarrolladas por Eduardo Villaseñor (Link a github) que fue-
ron de gran ayuda para la propagación del sistema cuando la dimensión
es muy grande.

Se calculo la no Markovianidad, el IPR y la fidelidad asintótica del
sistema, utilizando los estados coherentes de espı́n, para las cinco pertur-
baciones propuestas con la cadena con 10 qubits (excepto para VGUE don-
de se incluyeron solo 8 qubits debido a que es más complicado propagar
este sistema). En adición, usando la perturbación Vb se hizo el cálculo con
16 qubits. La elección de los acoplamientos δ del qubit con el ambiente se
eligieron fijando primero δ = 0.1 usando Vb. Para los otros acoplamientos
se calibro δ para tener aproximadamente en todos los casos acoplamien-
tos igual de intensos (i.e. caı́das iniciales de la fidelidad iguales). Excepto
para la cadena 16 qubits donde se uso δ = 0.005, lo cual lleva a un aco-
plamiento de intensidad mucho menor a la de los otros casos.

Los resultados se presentan en dos subsecciones, en la primera de
ellas se presentan aquellos obtenidos con perturbaciones globales, y en
la segunda con perturbaciones locales. Todos los resultados para los dis-
tintos parámetros y tipos de perturbación están organizados como sigue,
primero se muestran arreglos de 3x3 de gráficas de densidad, en la prime-
ra fila se muestra la No Markovianidad en función de los parámetros de
los estados coherentes de espı́n, de manera similar en la segunda fila se
muestra la fidelidad asintótica 〈 f (t)〉, al final en la última fila, se muestra
el IPR.

Las columnas están organizadas de acuerdo a los regı́menes dinámi-
cos de la cadena, a partir de la primera, se muestra el régimen integra-
ble, mixto, y en la última el caótico. Luego para cada conjunto de datos
se muestran las relaciones entre la NM , el IPR y la fidelidad asintótica
〈 f (t)〉, donde cada punto representa los valores arrojados por cada estado
coherente.

Cabe señalar que en todos los cálculos se fijo b‖ = 1.4 y J = 1. El
sistema se propago hasta t = 5000, excepto para la cadena con 16 qubits,
para esta usamos t = 10000.
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3.5.1. Perturbaciones globales

En la figura 3.5 y 3.6 se muestran las gráficas de densidad y las re-
laciones entre el IPR, la NM y la 〈 f (t)〉 para la cadena con 10 qubits y
perturbación Vb (con δ = 0.1), de manera similar en 3.7 y 3.8 se muestran
las gráficas usando VJ con δ = 0.1. Cabe mencionar que no se incluye
el IPR en el régimen integrable para la cadena con 16 qubits puesto que
problemas técnicos estuvieron presentes en la realización del cálculo, y
puesto que este requiere de mucho tiempo se opto por omitir este resul-
tado. En las figuras 3.7 y 3.8 se muestran las gráficas de densidad y la
relación entre la NM , el IPR y la 〈 f (t)〉 usando la perturbación global
en la interacción Ising respectivamente. De manera similar en las figuras
3.13 y 3.14 se muestran los resultados para la cadena de 8 qubits usando
la perturbación de RMT, los cálculos se hicieron sobre un ensamble de 40
matrices V ∈ GUE.
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Perturbaciones globales en el campo magnético, δ = 0.1

10 qubits
N

b⊥ = 0.1604 b⊥ = 1.0 b⊥ = 1.4

ϕ
〈f
(t
)〉

ϕ
IP

R

ϑϑ ϑ

ϕ

Figura 3.5: Gráficas de densidad de la NM , el IPR y la fidelidad
asintótica 〈 f (t)〉, para la cadena con 10 qubits usando una per-
turbación homogénea en el campo magnético Vb con δ = 0.1. La
resolución de la malla es de Δθ = Δφ = 0.1.
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Figura 3.6: Relación entre la NM , el IPR y la fidelidad asintótica
〈 f (t)〉 para la cadena con 10 qubits, usando una perturbación
homogénea en el campo magnético Vbs con δ = 0.1. En azul el
régimen integrable, en negro el mixto y por último en rojo el
caótico.
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Perturbación global en la interacción Ising, δ = 0.1
N

b⊥ = 0.1604 b⊥ = 1.0 b⊥ = 1.4
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Figura 3.7: Gráficas de densidad de la NM , el IPR y la fidelidad
asintótica 〈 f (t)〉, para la cadena con 10 qubits usando una per-
turbación homogénea en la interacción Ising VJ con δ = 0.1.
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Figura 3.8: Relación entre la NM , el IPR y la fidelidad asintótica
〈 f (t)〉 para la cadena con 10 qubits, usando una perturbación
homogénea en la interacción Ising VJs con δ = 0.1. En azul el
régimen integrable, en negro el mixto y por último en rojo el
caótico.
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Perturbación global en el campo, 10 qubits, δ = 0.01
N
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Figura 3.9: Gráficas de densidad de la NM , el IPR y la fidelidad
asintótica 〈 f (t)〉, para la cadena con 10 qubits usando una per-
turbación homogénea en el campo magnético Vb con δ = 0.01.
La resolución es Δθ = Δφ = 0.05.
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Figura 3.10: Relación entre la NM , el IPR y la fidelidad asintótica
〈 f (t)〉 para la cadena con 10 qubits, usando una perturbación
homogénea en el campo magnético Vbs con δ = 0.01. En azul
el régimen integrable, en negro el mixto y por último en rojo
el caótico.
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16 qubits, δ = 0.005
N
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Figura 3.11: Gráficas de densidad de la NM , el IPR y la fidelidad
asintótica 〈 f (t)〉, para la cadena con 16 qubits utilizando Vb.
La perturbación en el campo es δ = 0.005. La resolución es
Δθ = Δφ = 0.05. Se omitió la gráfica del IPR en el régimen
integrable por problemas técnicos.
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Figura 3.12: Relación entre el IPR y la no Markovianidad para la ca-
dena de 16 qubits utilizando Vb, en azul el régimen integrable,
en negro el mixto y por último, en rojo el caótico. En el recua-
dro presenta un zoom para el régimen caótico. Se omitió el IPR
en el régimen integrable por problemas técnicos.
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Perturbación global usando RMT
N
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Figura 3.13: Gráficas de densidad de la NM , el IPR y la fidelidad
asintótica 〈 f (t)〉, para la cadena con 8 qubits usando una per-
turbación del ensamble GUE con δ = 0.07. La resolución de la
malla es de Δθ = Δφ = 0.1.



3.5. Resultados 35

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

10

12

14

16

18

IPR

N

0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030 0.035 0.040

10

12

14

16

18

〈 f (t)〉

N

0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.010 0.011

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030 0.035 0.040

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

〈 f (t)〉

IP
R

Figura 3.14: Relación entre la NM , el IPR y la 〈 f (t)〉 para la cadena
de 8 qubits usando VGUE. En negro aparece para el régimen
mixto y en rojo para el caótico, el recuadro presenta un zoom
para el régimen caótico.



36 Capı́tulo 3. Cadenas de espines y no-Markovianidad

3.5.2. Perturbaciónes locales

En las figuras 3.15 se muestran las gráficas de densidad de la NM ,
el IPR y la 〈 f (t)〉 para la cadena con 10 qubits, con perturbación local
en el campo V0, en la figura 3.16 la relación entre estas tres cantidades.
De manera similar en las figuras 3.17 y 3.18 se muestran las gráficas de
densidad y la relación entre las tres cantidades para la cadena de 10 qubits
con perturbación local en la interacción Ising V0,1.
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Perturbación local en el campo, δ = 0.32
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Figura 3.15: Gráficas de densidad de la NM , el IPR y la fidelidad
asintótica 〈 f (t)〉, para la cadena con 10 qubits usando una per-
turbación local en el campo magnético V0 con δ = 0.32. La
resolución de la malla es de Δθ = Δφ = 0.1.
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Figura 3.16: Relación entre la NM , el IPR y la 〈 f (t)〉 para la cadena de
10 qubits usando una perturbación local en el campo magnéti-
co V0. En negro aparece para el régimen mixto y en rojo para el
caótico, el recuadro presenta un zoom para el régimen caótico.
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Perturbaciń local en Ising, δ = 0.3
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Figura 3.17: Gráficas de densidad de la NM , el IPR y la fidelidad
asintótica 〈 f (t)〉, para la cadena con 10 qubits usando una per-
turbación local en la interacción Ising V0,1 con δ = 0.3. La reso-
lución de la malla es de Δθ = Δφ = 0.1.
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Figura 3.18: Relación entre la NM , el IPR y la 〈 f (t)〉 para la cadena
de 10 qubits usando una perturbación local en la interacción
Ising V0,1. En negro aparece para el régimen mixto y en rojo
para el caótico, el recuadro presenta un zoom para el régimen
caótico.
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3.6. Discusión

En todos los cálculos es notable que los valores tı́picos de la No Mar-
kovianidad decrecen en los regı́menes mixto y caótico en relación a los
valores en el régimen integrable, siendo de hasta un orden de magnitud
para 16 qubits (fig.3.11). Por lo que el sistema es más Markoviano en la
región mixta y caótica. Las regiones de no Markovianidad alta son tı́pica-
mente muy similares entre todas las perturbaciones y todos los tamaños
de sistemas. En particular son notorias las del régimen intebrable y mixto,
siendo las del caótico un poco mas variadas en intensidad. En tanto a las
figuras donde se muestra la relación entre la NM , el IPR y la 〈 f (t)〉. Se
observa que tı́picamente en el régimen integrable la relación entre la NM
, el IPR y la 〈 f (t)〉 es complicada, los puntos forman grupos que a su vez
dejan notar la tendencia de la NM . Esta última no es monotona y tiende
a incrementar con la localizacion (y dimensión efectiva) de los estados,
llegando a un umbral donde comienza a decrecer. Esto es muy notorio
cuando se usa perturbación homogénea en a interacción Ising (fig.3.8).
Una explicación a la anticorrelacion que tiipicamente surge cuando la
NM decrece conforme aumenta el IPR y la 〈 f (t)〉 es la siguiente: Al estar
los estados del ambiente localizados, tienden a crear menos correlaciones
entre este y el qubit, entonces, la información del qubit no se distribuye
mucho entre este y el sistema total, llevando a que la dinámica sea Mar-
koviana en este sentido, “la información no se va al ambiente”. En los
regı́menes mixto y caótico la localización de los estados coherentes de-
crece notablemente, colapsando en general a la nube de puntos en todas
las gráficas donde se relacionan la NM , el IPR y la 〈 f (t)〉. En especial en
la cadena de 16 qubits (fig.3.11). Es notorio también que los puntos apa-
recen siempre en dos regiones, estas corresponden a los dos hemisferios
de la esfera de Bloch colectiva, comenzando desde el ecuador hasta los
polos. En la mayorı́a de los casos, en todos los regı́menes dinámicos, la
relación entre el IPR y la 〈 f (t)〉 es lineal (en cada una de las ramas de la
esfera de Bloch colectiva) por lo menos hasta el régimen integrable. En
este último se ve claramente que los estados localizados están cerca de
los polos de la esfera de Bloch colectiva, esto es esperado puesto que es-
tamos tomamos un valor de b⊥ cerca de una región donde una eigenbase
es la computacional (b⊥ = 0) y los estados de los polos son parte de ella.
Encontrando que la región de estados localizados esta cerca de los polos.
En el régimen integrable siempre es notable la no Markovianidad tiende
a disminuir en las regiones de localización mas alta (muy cerca de los
polos), puesto que como ya se menciono arriba, estos estados no tienden
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a formar muchas correlaciones entre el ambiente y el qubit.
En el régimen integrable, las perturbaciones locales muestran una es-

cala mas grande de la NM respecto a los casos globales. Esto se debe a la
poca complejidad que tiene la perturbación, llevando a frecuentes resur-
gimientos en la fidelidad. Para la perturbación con RMT surge la fenome-
nologı́a antes dicha, la relación entre el IPR y la 〈 f (t)〉 claramente tiene
tendencia lineal. Ası́ como la NM respecto a 〈 f (t)〉 se muestra lineal para
valores pequeños de 〈 f (t)〉, lejos del umbral donde la tendencia cambia,
formándose la región donde la NM comienza a disminuir con la 〈 f (t)〉 (y
el IPR). Cabe señalar que aunque el comportamiento de la NM respecto
a la 〈 f (t)〉 se mantiene parecida a la de los otros casos (fig.3.14), la escala
de la fidelidad asintótica disminuye considerablemente. Esto es debido a
que la perturbación con la que se calcula el eco es muy complicada, por
lo que tı́picamente no hay resurgimientos considerables en la escala de
tiempo. Para la perturbación con RMT, en el régimen integrable surge de
manera suave la anticorrelación de la NM con la 〈 f (t)〉 y el IPR en una de
las ramas, mientras que para la otra el comportamiento es un poco mas
complicado. Para la cadena de 16 qubits y acoplamiento muy débil. En el
régimen integrable se nota claramente la región de NM justo después de
los estados con mayor localización. En el mixto la relación de la NM con
el IPR básicamente es monótono (en cada rama) mientras que en función
de la fidelidad, una de las ramas de puntos se deforma, mientras que la
otra exhibe un comportamiento monótono. Reflejándose esto en la región
única de 〈 f (t)〉 alta que aparece en el régimen mixto (fig.3.11). En el régi-
men caótico la relación entre la NM y la 〈 f (t)〉 se ve carente de estructura,
mientras que se mantiene monótono respecto al IPR. Como notas finales,
cabe señalar que en el régimen mixto, la región de NM alta suele aparecer
en la segunda región mas localizada, encontrando tı́picamente mı́nimos
locales en las regiones mayormente localizadas (excepto para la cadena
con 16 qubits, fig.3.11). En casos la cadena con perturbación local en la
interacción Ising VJ , la relación de la NM con el IPR es de tal forma tal
que en los máximos de localización aparece repentinamente un mı́nimo
local en la NM , incluso en el régimen caótico (fig.3.17).

Resumen de lo observado:

Disminución de la NM en función del régimen dinámico, el sistema
tiende a ser Markoviano en el régimen caótico.

La NM disminuye considerablemente en el régimen mixto y caótico
cuando aumenta la dimensión del sistema.

Los puntos en las gráficas de NM vs. IPR (vs. 〈 f (t)〉) se comprimen
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al pasar del régimen integrable al caótico. Esta compresión se hace
mas notoria conforme aumenta la dimensión del sistema.

Aparición de anticorrelaciones entre la NM y la localización (y en
seguidas ocasiones respecto a 〈 f (t)〉) después de cierto valor máxi-
mo de NM , donde esta ultima disminuye al aumentar la localiza-
ción de los estados.

El punto anterior se refleja en las gráficas de densidad, puesto que
la zona de NM alta suele ser la segunda zona mas localizada en
el régimen mixto. Llevando en varios casos a la NM a tener mı́ni-
mos locales en máximos de localización incluso en los regı́menes
caóticos.
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Hacia una nueva medida de
no-Markovianidad

4.1. Definición y exploración de algunos casos limite

4.1.1. No Markovianidad medida por el mayor resurgimiento

Como se introdujo en la sección 2.2, las medidas mas conocidas (RHP
y BLP) son construidas integrando una medida diferencial de la violación
de la CP-divisibility o del incremento en la distinguibilidad de los estados,
según sea RHP o BLP respectivamente. Construcciones similares se han
utilizado para cuantificar NM basada en la no monoticidad de capacida-
des cuánticas [BCM14].

Consideremos el espacio convexo de canales cuánticos Λt y una curva
continua en este, parametrizada por el tiempo 0 ≥ t < ∞ y comenzando
con la identidad, Λ0 = 1. Llamaremos a esta curva un proceso cuántico.
Cualquier recurso de interés será una función en el espacio de los canales
cuánticos, Entonces a cualquier proceso cuantico se le puede asignar la
función

K(t) = K[Λt], (4.1)

para cuantificar el recurso que el canal provee al tiempo t. Postulando que
K(t) no puede incrementar durante un proceso Markoviano, uno define
la función

M∞
K [Λ] =

∫
K̇>0

K̇(τ)dτ, (4.2)

como medida de no Markovianidad. Usaremos el superı́ndice “∞” para
este tipo de medidas puesto que uno tiene que añadir infinito numero

45
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de contribuciones en general (todos los intervalos con K̇ > 0). Podemos
derivar inmediatamente un criterio de no Markovianidad, M∞

K [Λ] > 0.
Entre las medidas que siguen este esquema se encuentran todas las ya
mencionadas, en la medida RHP tenemos que K̇ = g(t), en la medida
BLP, K̇ = D[ρ1(t), ρ2(t)], y por último en las medidas basadas en la no
monoticidad de las capacidades cuánticas K̇ = Ċ(t), Q̇(t) según se use la
capacidad clásica asistida con enredamiento (entanglement assited quantum
capacity) ó la capacidad cuántica. Mas adelante se introducirán estas ca-
pacidades. Esta construcción, que incluye la contribución de un numero
infinito de intervalos donde K̇ > 0 puede resultar en propiedades incon-
venientes. Por ejemplo M∞

K [Λ] tiende a sobrevalorar pequeñas fluctua-
ciones en K(t), que tı́picamente ocurren para sistemas con ambiente de
dimension finita, estadı́stica finita ası́ como fluctuaciones experimentales.
Esto puede llevar a la divergencia en la medida. Como solución a esto
se pueden incorporar normalizaciones tal como la discutida en [RHP10],
donde los autores consideran una versión de medida de no Markoviani-
dad como M∞

K [Λ](q +M∞
K [Λ])−1, con a = 1. Sin embargo esta norma-

lización es completamente arbitraria, ası́ como cualquier otra escala de a
puede ser aceptable.

Consideraremos aquı́ una modificación simple de la construcción an-
terior que evita esos problemas y lleva a una interpretación fı́sica clara de
las medidas de NM resultantes. La modificación consiste de considerar
solo el resurgimiento más grande de K(t), ya sea respecto a (i) su va-
lor mı́nimo antes del resurgimiento ó (ii) respecto al promedio antes del
resurgimiento. Entonces tenemos

Mmáx[Λt] = máx
τ≤t f

[
K(Λt f )− K(Λτ)

]
(4.3)

en el primer caso y

M〈·〉[Λt] = máx
{

0, máx
t f

[
K(Λt f )− 〈K(Λτ)〉τ<t f

]}
(4.4)

en el segundo. 〈·〉τ<t f denota el promedio en el tiempo hasta t f . En el
primer caso, estamos asumiendo el resurgimiento más grande en el inter-
valo de tiempo [0, τmáx ] mientras que en el segundo, medimos el resurgi-
miento, pero respecto al comportamiento promedio antes de este tiempo.
Nótese que

M〈·〉
K [Λt] ≤ Mmáx

K [Λt] (4.5)

ya que 〈K(τ)〉τ<τmax ≥ mı́nτ<τmax K(τ). Por otra parte, nótese también que

M∞
K [Λt] > 0 ⇐⇒ Mmáx

K [Λt] > 0, (4.6)
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mientras que no se encontró una relación similar para M〈·〉
K . De hecho,

veremos mas adelante que el comportamiento no-monótono garantiza un
valor positivo para M〈·〉

K .

4.1.2. No Markovianidad como recurso: quantum vault

Consideremos un sistema cuántico que es usado para guardar y re-
cuperar información en base a la preparación de estados y mediciones.
Este sistema esta acoplado a un ambiente inaccesible y su dinámica esta
descrita por un proceso cuántico. Para usar el sistema, Alice codifica su
información (la cual puede ser clásica o cuántica) en un estado cuántico.
Entonces, en algún tiempo posterior Alice trata de recuperar su informa-
ción una vez propagado el estado. La capacidad del dispositivo depende
en el monto de información que puede ser guardada y recuperada fiel-
mente de el. Durante el tiempo en el que la información esta guardada, el
dispositivo puede estar expuesto a un ataque por un intruso, Eva. Algu-
nos puntos sobre Eva deben ser señalados. Ella tiene probabilidad finita
de atacar, y si lo hace destruirá el estado cuántico. Asumiremos que Ali-
ce estará atenta si se produjo un ataque para ası́ descartar el estado. Se
considera un buen quantum vault aquel que garantiza que Alice puede
obtener su información con mucha confianza y que entre la preparación
del estado y la medición, la información es difı́cil de recuperar.

El proceso, hasta la medición de Alice o de Eva, esta descrito por un
proceso cuántico Λτ, mientras que la información estará cuantificada por
la capacidad K. Los tiempos considerados son 0 ≥ τ < t f , con t f siendo
el tiempo en que Alice trata de recuperar la información. La información
promedio que puede ser obtenida por Eva por cada ataque es entonces
〈K〉, donde el promedio se toma durante la operación del quantum vault.
Aquı́ consideramos que si Eva ataca, solo lo hace una vez, puesto que
el ataque destruye el estado de cualquier forma.Si Eva ataca con proba-
bilidad q, en promedio ella obtendrá la información q〈K〉. Entonces, la
información promedio que puede ser obtenida por Alice será solamente
(1 − q)K(t f ). Consideraremos como figura central la diferencia entre la
información promedio obtenida por Alice, y la obtenida por Eva:

ΔKq = (1 − q)K(t f )− q〈K〉. (4.7)

Nótese que esta cantidad puede ser negativa, cuando Eva en promedio
obtiene mas información que la que Alice puede recuperar. Finalmente,
podemos definir la eficiencia del quantum vault como ηq = ΔKq/Kmáx, con
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Kmáx = K[1]. Un buen quantu vault deberı́a tener entonces una eficiencia
cercana a 1.

Asumiendo que K esta normalizada en tal forma que p = K/Kmáx es
la probabilidad de que el mensaje codificado en el estado sea recuperado.
un procedimiento exitoso puede ser definido como aquel en el que, si
Eva ataca, ella no ganara información ó aquel en el que simplemente
ella no ataca. Alice recupera entonces su información exitosamente. De
las consideraciones mencionadas, uno puede ver que la probabilidad de
tener un procedimiento exitoso esta dada por

Pq = q(1 − 〈p(t)〉) + (1 − q)p(t f ) = ηq + q. (4.8)

Respecto a esta probabilidad, deberı́amos asociar un factor de calidad
para el canal, como quantum vault, esta es simplemente la probabilidad
de arriba,pesada por la capacidad del canal, esto es

Nq = KmáxPq = ΔKq + qKmáx (4.9)

4.1.3. Algunos casos particulares

Discutiremos ahora ΔKq y Nq para algunos ejemplos particulares y

ası́ establecer su relación con M〈·〉
K . Primero examinaremos el escenario

menos deseable: q ≈ 1. Por definición, si Eva ataca ella destruye el estado.
Este hecho esta reflejado en ΔKq, el cual puede ir desde el valor mı́nimo
−Kmáx (pero eficiencia ηq) a ΔKq = 0 (QV pobre), cuando 〈K(t)〉 ≈ 0. Nq
por otro lado toma valores desde Nq = 0 (i.e. QV malo) a Nq = Kmáx.
En el último caso, un valor grande de Nq debido a un valor pequeño de
〈K〉 evidencia el echo de que Eva esta imposibilitada de obtener algo. En
el mejor escenario, q << 1, evidentemente la eficiencia del la bóveda es-
tará dada por Kmáx, entre mayor sea, mejor QV .
Analicemos ahora el caso general. Tomaremos solo el caso en el que
M〈·〉

K > 0, i.e. de la ecuación 4.4 hay por lo menos un t f para el cual

〈K〉 < K(t f ). La primera relación entre el QV y M〈·〉
K que encontramos es

mı́n(1 − q, q)×M〈·〉
K ≤ ΔKq ≤ máx(1 − q, q)×M〈·〉

K , (4.10)

esta relación establece las cotas inferior y superior del QV . Podemos
asumir que no tenemos nada información sobre la probabilidad de ata-
que por parte de Eva, lo cual es razonable, por lo que maximizando la
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entropı́a tenemos q = 1/2. Para este caso imparcial tenemos

ΔK1/2 =
1
2
M〈·〉

K , N1/2 =
1
2
(Kmáx +M〈·〉

K ) (4.11)

Estas ecuaciones relacionan la medida de NM propuesta con la posibi-
lidad de realizar la tarea descrita en la sección anterior. Por lo que esta
medida tiene un significado operacional.
En la fig.4.1 se muestran algunos de los ejemplos que uno puede en-
contrar para K(t)/Kmáx. En el primero (arriba a la izquierda) tenemos
〈K〉 ≈ 0, M〈·〉

K ≈ K(t f ), y

ΔKq ≈ (1 − q)M〈·〉
K , (4.12)

entonces, para un valor fijo de q, un valor grande de M〈·〉
K implica mucha

eficiencia. Este es de hecho el escenario ideal para el QV , puesto que la
mayor parte del tiempo la información esta escondida e inaccesible pa-
ra Eva, ası́ al tiempo t f Alice puede recuperar su información. Si 〈K〉 es
muy grande, cerca de Kmáx (e. g. arriba a la derechas), por lo que por
definición el canal no es un buen QV : gran proporción de la informa-
ción esta disponible todo el tiempo antes de t f . Aquı́ K(t f ) < 〈K〉 (por lo
tanto la ecuación 4.10 no es valida), sin embargo la única posibilidad de
tener una buena eficiencia es en el caso trivial de q → 0. Si por otro lado,
〈K〉 y K(t f ) son ambos pequeños (e. g. abajo a la izquierda), nuevamente

M〈·〉
K ≈ 0, hay poca posibilidad de recuperar la información, incluso pa-

ra q pequeña, arrojando poca eficiencia Nq. Para q grande, Nq ≈ qKmáx
puede ser grande. Esta interpretación del valor grande de Nq significa
que es muy probable que Eva ataque pero sin robar información. Final-
mente, consideramos el caso en el que K(t) decae monotonamente excep-
to por un resurgimiento (figura 4.1 abajo a la derecha). En este caso, si
K(t f ) < 〈K〉, entonces M〈·〉

K = Mmáx
K = 0, y no hay conexión entre ΔKq (o

Nq) y M·
K. Por otro lado si M〈·〉

K > 0, la eficiencia esta acotada por 4.10,

que para M〈·〉
K máximo, el caso es equivalente al de la figura 4.1 (arriba a

la izquierda).
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Figura 4.1: Ejemplos esquematicos de K.

4.2. Modelo Jaynes Cummings y resultados

Como ejemplo fı́sico concreto para probar las medidas propuestas,
analizaremos el modelo Jaynes-Cummings no Markoviano [JC63]. Este
modelo ha sido una herramienta primordial en la óptica cuántica, en el
estudio del decaimiento del entrelazamiento, squeezing y efectos de me-
moria entre muchas otras aplicaciones. Tomaremos ventaja de este mode-
lo dado que mucho es conocido analı́ticamente.

4.2.1. Jaynes-Cummings no Markoviano

En este modelo, un átomo de dos niveles esta acoplado a un baño de
bosones inicialmente en el estado de vacı́o. Como veremos mas adelante
este modelo se describe con un canal cuántico degradable. El Hamilto-
niano del sistema se escribe como sigue: H = H0 + HI , donde H0 es el
Hamiltoniano libre del átomo mas el del campo, y HI es el Hamiltoniano
de interacción entre ellos. En particular:

H0 = ω0σ+σ− + ∑
k

ωkb†
k bk, (4.13)

donde σ± son los operadores de “subida” y “bajada” del átomo, ω0 es
la diferencia de energı́a entre los dos niveles en el átomo, bk y b†

k son los
operadores de creación y aniquilación del modo k-ésimo del baño, y ωk
su frecuencia. El Hamiltoniano de interacción esta dado por:

HI = σ+ ⊗ B + σ− ⊗ B†, con B = ∑
k

gkbk (4.14)
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con B = ∑k gkbk y gk es el acoplamiento del qubit al modo k. El modelo
lleva al siguiente canal:

Λt [ρ(0)] =
(

1 − |G(t)|2ρee(0) G(t)ρbe(0)
G∗(t)ρeb(0) |G(t)|2ρee(0)

)
. (4.15)

La función G(t) es solución de la siguiente ecuación:

dG(t)
dt

= −
∫ t

0
dτ f (t − τ)G(τ), (4.16)

con G(0) = 1. f (t − τ) es la función de correlación de dos puntos del
reservorio,

f (t − τ) = 〈0|B(t)B†(τ)|0〉eiω0(t−τ), (4.17)

donde |0〉 es el estado de vació del baño de bosones. En este trabajo explo-
ramos el modelo para un baño Lorentziano cuya función de correlación
esta dada por:

f (t) =
1
2

γ0λe−|t|(λ−iδ), (4.18)

donde γ0 es la intensidad del acoplamiento sistema-reservorio, λ es la
anchura del espectro, que esta relacionada al tiempo de correlación del
reservorio, τcorr=λ−1 , y δ = ωr − ω0 es el desentonamiento, donde ωr es el
pico de frecuencia del reservorio. La expresión para G(t) dada la función
de correlación se escribe como sigue:

G(t) = e−
1
2 t(λ−iδ)

[
(λ − iδ)

Ω
sinh

(
Ωt
2

)
+ cosh

(
Ωt
2

)]
, (4.19)

donde Ω =
√
−2γλ + (λ − iδ)2.

4.2.2. Medidas de NM del canal

Para este canal se calculo el QV y las medidas de NM discutidas en
el capı́tulo 2 y las definidas en [BCM14]. En tanto a estas últimas, K se
toma como la capacidad cuántica y la capacidad clásica asistida con enre-
damiento, Q y C respectivamente. La primera establece el monto máximo
de información cuántica por uso del canal que puede ser transmitida de
manera fiable desde Alice a Bob. La segunda similarmente establece una
cota máxima pero de información clásica cuando Alice y Bob pueden
compartir un monto ilimitado de enredamiento. La expresión general de
la capacidad cuántica esta dada por [Llo97, Dev05, Sho02]

Q = lı́m
n→∞

Q(1)(Λ⊗n
t )

n
, (4.20)
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donde Q(1) es la capacidad cuántica de un solo uso del canal y esta dada
como la maximización de la información coherente,

Q(1) := máx
ρ

Icoh(ρ, Λt).

Aunque la definición clama por una regularizacion debido a la super-
aditividad de la información coherente, los canales degradables tienen
la ventaja operacional que la formula de un uso del canal es aditiva y
coincide con la formula general, i. e. Q = Q(1). Para |G(t)|2 > 1/2 el am-
plitude damping channel es degradable y la capacidad cuántica puede
ser calculada con la formula [cita 28 de Sabrina]:

Q = máx
p∈[0,1]

{H2
(
|G(t)|2 p

)
− H2

(
(1 − |G(t)|2)p

)
}, (4.21)

y 0 en otro caso. La situación es diferente para la capacidad clásica ya que
la definición no clama por una regularización debido a la aditividad de
la quantum mutual information, para el canal en discusión, el computo de
la capacidad es el siguiente:

C = máx
p∈[0,1]

{H2(p) + H2
(
|G(t)|2 p

)
− H2

(
(1 − |G(t)|2)p

)
}. (4.22)

Además tomamos K como la trace distance de los estados que definen
la medida BLP,K = D (aquellos que maximizan las fluctuaciones en la
distancia), para este canal esta distancia esta dada en términos de G(t)
por []:

σ(t, ρ1,2
S ) = |G(t)| (4.23)

δ/λ M〈·〉
Q Mmax

Q M∞
Q

— 0 0.4072 0.6419 1.4322
— 40 0.4301 0.8154 4.4928
−− 80 0.2564 0.4963 6.0953
−− 150 0.1210 0.2309 4.7588

Cuadro 4.1: La tabla muestra las medidas tratadas en este trabajo uti-
lizando las capacidades cuanticas mostradas en la figura. 4.2.

La figura 4.3 muestra una comparación entre las medidas M〈·〉
K y

Mmáx
K , introducidas en este trabajo, y su contra parte M∞

K . Las medi-
das con respecto al promedio M〈·〉

K son notoriamente mas pequeñas que



4.2. Modelo Jaynes Cummings y resultados 53

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Q

λt

Figura 4.2: Capacidades cuanticas del modelo Jaynes-Cummings con
acoplamiento fuerte γ/λ = 1000. Las lineas solidas correspon-
den a δ/λ = 0 (negro), δ/λ = 40 (azul). las cruvas discontinuas
a δ/λ = 80 (negro), δ/λ = 150 (azul).

las que otras. De hecho uno encuentra que M〈·〉
K ≤ Mmáx

K , de acuerdo
con (4.6), y Mmáx

K ≤ M∞
K .

Las medidas relacionadas con el criterio BLP (lineas punteadas) se
comportan de manera similar en los tres casos, decayendo de monotona-
mente con δ/λ. En el caso de la capacidad clásica asistida con entrela-
zamiento, M∞

C y Mmáx
C , estas también decaen monotonamente. Sin em-

bargo, M〈·〉
C tiene un mı́nimo en δ/λ ≈ 3. Más allá de ese punto M〈·〉

C
incrementa un poco mas, pero finalmente decae a cero. En esta región,
M〈·〉

C = M〈·〉
Q la cual es mostrada en la fig.4.4. Las medidas relacionadas

con la capacidad cuántica (lineas solidas) muestran el comportamiento
mas complicado. M∞

Q y Mmáx
Q son iguales a cero hasta δ/λ ≈ 3, M〈·〉

Q es
igual a cero hasta δ/λ ≈ 5. Mas allá de esos puntos, las medidas incre-
mentan linealmente. Desde δ/λ ≈ 6.5. Desde δ/λ ≈ 6.5 hacia adelante,
Mmáx

Q y M〈·〉
Q alcanzan las sus correspondientes curvas para la capacidad

clásica. Para algunos valores grandes de δ/λ esto también ocurre para la
M∞

Q. El hecho de que para las capacidades cuánticas M∞
Q y Mmáx

Q empie-
cen a ser diferentes de cero al mismo punto, δ/λ ≈ 3, ilustra la ecuación
eq. (4.6). Otra caracterı́stica interesante que puede ser apreciada en M∞

Q
son las múltiples discontinuidades en la derivada respecto el detuning.
Esto es debido por la desaparición de mesetas de mı́nimos, para los cua-
les esta medida es sensible. Por otra parte, para la mayorı́a de los casos
de K, M∞

K puede ser discontinua en el espacio de los procesos cuánticos
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Figura 4.3: Resultados comparativos de las medidas de no Marko-
vianidad cuántica tratadas en este trabajo para el modelo de
Jaynes-Cummings. Como función dedetuning escalado. Con aco-
plamiento γ = 20λ. Se muestran tres diferentes tipos de medi-
das, M∞

K (azul), Mmáx
K (negro), y M〈·〉

K (recuadro) para las tres
diferentes capacidades: capacidad cuántica, Q (lineas solidas),
capacidad clásica asistida con enredamiento C (linea disconti-
nua), y la capacidad basada en distinguibilidad D (linea pun-
teada).
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finitos, sı́ uno considera la norma máxima, entonces las medidas no son
estables respecto a pequeñas desviaciones en la dinámica. En particular,
ruido de baja amplitud pero de alta frecuencia puede hacer crecer M∞

C
arbitrariamente, donde este ruido tiene un efecto pequeño (proporcional
a la amplitud) en el caso de Mmáx

K y M〈·〉
K .

En relación a la capacidad clásica, es de importancia notar que los
diferentes casos no muestran la misma tendencia, Mmáx

C y M∞
C disminu-

yen con el detuning (opuesto a los casos de la capacidad cuántica), pero
Mmáx

C tiene comportamiento no-monótono, imitando la medida BLP has-
ta δ/λ ≈ 3 para después alcanzar los valores de la medida basada en la
capacidad cuántica. Una consecuencia directa del hecho de que Q ≤ C es
que M·

Q ≤ M·
C , para todos los colores, las lineas discontinuas acotan a

las continuas (el punto denota cualquiera entre máx, 〈·〉, ∞). Como nota
general, podemos observar que M〈·〉

K es mucho menor que Mmáx
K y M∞

K .
Esto es debido al hecho de que los picos en las diferentes capacidades son
anchos, y el sistema, de hecho, no sirve como un buen QV .

La figura 4.2 se muestran varias capacidades cuánticas para el mode-
lo Jaynes-Cummings, variando el detuning y dejando fijo el acoplamiento
con el baño. La tabla 4.1 muestra los valores asociados a las medidas de
no Markovianidad tratadas en este trabajo. Esta muestra que un detu-
ning grande no lleva a buenos escenarios para usar el sistema como QV
, mientras que para un detuning pequeño o igual a cero existen mejores
situaciones para el uso del QV . La figura 4.4 muestra una gráfica de den-
sidad de la NM M〈·〉

Q , en función de los parámetros del canal δ y γ. Esta

muestra como la región de M〈·〉
Q alta aparece conforme el acoplamiento

incrementa mientras que un detuning no muy fuerte esta presente (∼ 10),
esto es debido a que un acoplamiento fuerte induce un decaimiento rápi-
do de la capacidad cuántica, mientras que las oscilaciones provenientes
del detuning la restauran. Para detuning grande hay una probabilidad
baja de transición en el átomo, que tiende a dejar la capacitad oscilando
cerca de 1. Para acoplamiento débil γ/λ < 1/2 y detuning cero, la capa-
cidad decae monotonamente, esto hace todas las medidas discutidas cero
y por ende un QV inútil.
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Figura 4.4: Gráfica de densidad de la M〈·〉
Q para el modelo de Jaynes-

Cummings en función del logartimo de sus paramétros.
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Conclusiones

A lo largo del trabajo se revisaron conceptos básicos de la Markovia-
nidad cuántica y medidas de no Markovianidad ası́ como algunas he-
rramientas útiles y frecuentemente usadas a o largo del trabajo. Se hizo
notar que definir y cuantificar no Markovianidad en el contexto cuántico
no es una tarea fácil.

Se presento el análisis de la No Makovianidad de un qubit sometido
a un ambiente cuyos regı́menes dinámicos son conocidos y van desde e
integrable hasta el caótico en el sentido de RMT, en particular, la cade-
na de espines pateados. Se estudio la NM a lo largo de los regı́menes
dinámicos y a lo largo de diferentes acoplamientos de la cadena (el am-
biente) con el qubit. También se calculo el Inverse Participation Ratio y la
fidelidad asintótica de la cadena para cada uno de los estados coherentes
y se realizo un estudio comparativo de estas cantidades con la NM . Se
construyeron diagramas de las tres cantidades en función de los ángulos
de los estados coherentes para todos los regı́menes dinámicos, usando
varias perturbaciones y tamaños de sistema. Tı́picamente se observaron
estructuras similares a lo largo de las perturbaciones y los tamaños de
sistemas usados. Estas estructuras tienen notables regiones de NM alta
relacionadas mayormente con el la localización (IPR) de los estados y en
seguidas ocasiones también con la 〈 f (t)〉. Se noto la aparición de antico-
rrelaciones entre la NM y el IPR principalmente cuando los estados están
muy localizados, se propuso que una explicación a esto es que el sistema
no crea suficientes correlaciones para distribuir la información del qubit
en todo el sistema, llevando a la conclusión de que si no hay flujo de in-
formación del qubit hacia el ambiente, esta no regresa y por ende no hay
registro de flujo de información del ambiente hacia el qubit. En tanto a la
anticorrelación observada, esto tambien es notorio en las gráficas de den-
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sidad, las zonas de NM alta en el régimen mixto suelen ser las segundas
zonas más localizadas (coincidiendo entre las distintas perturbaciones),
además que surgen mı́nimos locales en la NM cuando se tienen máximos
en la localización de los estados, este último fenómeno se observo incluso
en el régimen caótico.

En la segunda parte del trabajo se propusieron dos nuevas clases de
medidas de no Markovianidad (Mmáx

K y M〈·〉
K ), estas vienen normaliza-

das de una forma muy natural y además no divergen para canales cu-
ya dimension del espacio de Hilbert es finita, problema que presentan
muchas de las medidas conocidas, las cuales entran en el esquema de
M∞

K . Las clases de medidas se probaron en el modelo no Markoviano de
Jaynes-Cummings, haciendo además un estudio comparativo con algunas
de las medidas conocidas. Una de las nuevas clases de medidas propues-
tas, M〈·〉

K , se puede relacionar con una tarea fı́sica en concreto, llamada
aquı́ quantum-vault (o bóveda cuántica), la cual consiste en guardar in-
formación de manera segura y fielmente por cierto tiempo t f , en dicho
tiempo el usuario (Alice) recupera su información. Un resultado intere-
sante, es que en el caso en que el usuario no tiene información alguna de
la probabilidad de ataque por parte de un espiá, en este escenario la rela-
ción entre la eficiencia de la bóveda esta directamente relacionada con la
NM (eqn.(4.11)). Se mostró usando el modelo de Jaynes-Cummings, que
medidas recientemente propuestas, basadas en la no monoticidad de las
capacidades de información arrojan resultados muy diferentes en todos
los esquemas cuando se usa la capacidad cuántica Q, en comparación
con las ocasiones en que se usa capacidad clásica con asistida con enre-
damiento y la distancia la distinguibilidad D.
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Wisniacki.
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We construct measures for the non-Markovianity of quantum evolution with a physically mean-
ingful interpretation. We first provide a general setting in the framework of channel capacities and
propose two families of meaningful quantitative measures, based on the largest revival of a channel
capacity, avoiding some drawbacks of other non-Markovianity measures. We relate the proposed
measures to the task of information screening. This shows that the non-Markovianity of a quantum
process may be used as a resource. Under these considerations, we analyze two paradigmatic exam-
ples, a qubit in a quantum environment with classically mixed dynamics and the Jaynes-Cummings
model.

PACS numbers: 03.65.Yz, 03.65.Ta, 05.45.Mt

I. INTRODUCTION

The field of open quantum systems is of paramount im-
portance in quantum theory [1]. It helps to understand
fundamental problems as decoherence, the quantum to
classical transition, or the measurement problem [2]. Be-
sides, it has been essential to reach an impressive level
of control in experiments of different quantum systems,
which are the cornerstone in recent development of quan-
tum technologies [3–7].

The usual approach to quantum open systems relies on
the assumption that the evolution has negligible memory
effects. This supposition is part of the so-called Born-
Markov approximation, which also assumes weak system-
environment coupling and a large environment. The key-
stone of Markovian quantum dynamics is the Lindblad
master equation [8, 9] which describes the generator of
quantum dynamical semigroups. The behavior of sev-
eral interesting and realistic quantum systems has been
studied using the Born-Markov approximation. However,
these assumptions (weak coupling or large size of the en-
vironment) cannot be applied in many situations, includ-
ing recent experiments of quantum control. This shows
the importance of understanding quantum open systems
beyond the Born-Markov approximation.

A great amount of work (see [10, 11] and references
therein) has been done to understand and characterize
non-Markovian quantum evolutions or non-Markovianity
(NM) – as it is generically called. This not only gives
us a better understanding of open quantum systems but
also provides more efficient ways to control quantum sys-
tems. For example, it was recently shown that non-
Markovianity is an essential resource in some instances
of steady state entanglement preparation [12, 13] or can
be exploited to carry out quantum control tasks that

∗ carlospgmat03@gmail.com

could not be realized in closed systems [14]. Besides,
non-Markovian environments can speed up quantum evo-
lutions reducing the quantum speed limit [15].

Unlike other properties, like entanglement, there is not
a unique definition of non-Markovianity. There exist dif-
ferent criteria, more or less physically motivated, which
in turn can be associated to a measure [10, 11]. The two
most popular criteria are based on distinguishability [16]
and divisibility [17], from which two corresponding mea-
sures can be derived. There exist other measures [18–22]
which are basically variations of these two or are very
similar. All of these measures present some of the fol-
lowing problems: Lack of a clear and intuitive physical
interpretation, they can diverge in very generic cases [23],
and they are not directly comparable between them. An-
other problem is that, even if at least one of them has an
intuitive physical interpretation, in terms of information
flow [16], neither, to our knowledge, has a direct relation
to a resource associated to a task – like entanglement of
formation has.

In this work, we pursue two goals. First, we want
to construct NM measures without the mentioned draw-
backs. We undertake this task within the framework of
channel capacities. The proposed measures are based on
the maximum revival of the capacities, a characteristic
that has a very simple physical interpretation and has a
natural time-independent bound. Of course there might
– and most likely will – exist many possible measures
of quantum non- Markovianity. Thus, we first provide
a general setting and then put forward two plausible,
meaningful quantitative measures. Our second goal is
to outline the theoretical bases for considering NM as a
resource.

Consider what we call a quantum vault (QV). Al-
ice shall deposit information, classical or quantum, in
a quantum physical system (say in a physical realization
of a qubit); during some time, through which the system
evolves, the physical system can be subject to an attack
by an eavesdropper, Eve; finally, after that time interval,
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the information is to be retrieved by Alice from the same
physical system. Of course, the system interacts with an
environment, to which neither Alice nor Eve can access.
Notice that this task can be related with quantum data
hiding [24–26]. We show that one of the NM measures
proposed is closely related to the efficiency of the quan-
tum vault. Therefore the value of the measure can be
considered a resource associated to a specific task.

To illustrate our ideas we analyze two examples of
physical systems coupled to non-Markovian environ-
ments, and analyze the newly defined measures as well as
their quantum vault capabilities. We also explain possi-
ble advantages with respect to other NM measures. First
we study a qubit, coupled via pure dephasing to an envi-
ronment whose dynamics are given by a mixed quantum
map. Different kinds of dynamics can be explored, chang-
ing the initial state of the environment. For the measures
proposed in previous works, this sometimes leads to an
unexpected behavior. The other example we consider
is the well known Jaynes-Cummings model (JCM) [27],
a two level atom coupled to a bosonic bath, where we
contrast our proposals, with some of the most used NM
measures.

The work is organized as follows. In Sec. II we describe
the general framework that relates NM with capacities of
a quantum channel. Then, we define two NM measures
based on the largest revival of the capacities. In Sec. III
we introduce the concept of quantum vault and show its
relation to the new NM measures. Sec. IV is devoted
to analyzing two examples using the ideas presented in
the previous sections. We end the paper with some final
remarks in Sec. V.

II. NON-MARKOVIANITY MEASURED BY
THE LARGEST REVIVAL

The two most widely spread NM measures are, one due
to Breuer et al. [16] based on distinguishability (in the
following abbreviated by “BLP”), and the other due to
Rivas et al. [17] based on divisibility (“RHP”). At the
heart of both measures, there is a well defined concept
which has been borrowed from classical stochastic sys-
tems. In the case of BLP, it is the contraction of proba-
bility space under Markovian stochastic processes, while
in the case of RHP, it is the divisibility of the process
itself. Both concepts can be used as criteria for quan-
tum Markovianity by defining that a quantum process
is Markovian if the distinguishability between all pairs
of evolving states is non-increasing (BLP-property), or
if the process is divisible (RHP-property); otherwise the
process is called non-Markovian. It has been shown in
Ref. [11], that the semigroup property of a quantum
process implies the RHP-property and that the RHP-
property implies the BLP-property. In order to obtain
a non-Markovianity (NM) measure, both groups of au-
thors apply essentially the same procedure: integrate a
differential measure for the violation of the corresponding

criterion. The same construction principle has been used
in Ref. [22], to quantify NM based on channel capacities.

Consider the convex space of all quantum channels,
and in this space a continuous curve Λt with 0 ≤ t ≤ ∞
starting at the identity Λ0 = 11. We will call such a curve
a quantum process. Any resource K of interest will be
a function on the space of quantum channels. Thus any
quantum process comes along with the function

K(t) = K(Λt), (1)

quantifying the resource the quantum channel provides
at time t. Postulating that K(t) cannot increase during
Markovian dynamics, one defines the function

M∞
K [Λt] = ∫

K̇>0
K̇(τ)dτ , (2)

as a measure for non-Markovianity. We use the subscript∞ for this class of measures, as it is possible that one has
to add an infinite number of contributions (all intervals

where K̇ ¿ 0). We use brackets to indicate a functional
on the space of quantum processes, and parenthesis when
we refer to a functional on the space of quantum chan-
nels. One can immediately derive a criterion for non-
Markovianity, namely M∞

K [Λt] > 0. In the case of RHP,

K̇(τ) = lim
ε→0+

tr∣Cτ+ε,τ ∣ − 1

ε
, (3)

where tr∣Â∣ is the trace-norm and Cτ+ε,τ is the Choi rep-
resentation [28, 29] of the map Λτ+ε ○Λ−1τ , which evolves
states from time τ to time τ + ε. In the case of BLP

K(t) =D[ (Λt(ρ1),Λt(ρ2) ] , (4)

where D(�1, �2) = tr∣�1 − �2∣/2 is the trace distance be-
tween the two states �1 and �2. The initial states ρ1, ρ2
are chosen to maximize the respective NM measure. The
measures defined in Ref. [22], can also be cast in this
form. In that case, K(t) is directly defined as the corre-
sponding channel capacity of Λt.

For definitiveness, two different channel capacities
are considered in this work, that for entanglement as-
sisted communication, and that for quantum communi-
cation [30]. Note that also much simpler measures such
as average fidelity, purity, or some measure of entangle-
ment, may be cast into that form.

This construction, which includes contributions from
a possibly infinite number of intervals where K̇ > 0, may
result in rather inconvenient properties. For instance,M∞
K [Λt] tends to overvalue small fluctuations, which

typically occur in the case of a finite environment, finite
statistics or experimental fluctuations. This might even
lead to the divergence of the measure. This can be reme-
died by normalizing such as in [17], where the authors
consider M∞

K [Λt] (a +M∞
K [Λt])−1 with a = 1. However,

this normalization is completely arbitrary, as any other
scale for a would be equally well acceptable. Even if the
measures yield finite values, it is not clear how one should
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interpret a statement that one process has a larger value
for BLP-NM (RHP-NM) than another. It is even less
possible to compare values obtained for different mea-
sures. Therefore, these measures should be considered as
non-Markovianity criterion.

Here, we will show that a rather simple modification
of the construction can avoid these issues, and lead to
a clear physical interpretation of the resulting NM mea-
sures. The modification consists in considering only the
largest revival with respect to either (i) the minimum
value of K(τ) prior to the revival or (ii) to the average
value prior to the revival. Thus, we take

Mmax
K [Λt] = max

tf ,τ≤tf
[K(tf) −K(τ)] (5)

in the first case and

M⟨⋅⟩
K [Λt] =max{0,max

tf
[K(tf) − ⟨K(τ)⟩τ<tf ]} (6)

in the second. Here, ⟨⋅⟩τ<tf denotes time average until
tf . In the first case, we are measuring the biggest re-
vival during the time interval whereas in the second, we
are measuring a revival, but with respect to the average
behavior prior to this time. Notice that

M⟨⋅⟩
K [Λt] ≤Mmax

K [Λt] (7)

as ⟨K(Λτ)⟩τ<τmax ≥minτ<τmax K(Λτ). Moreover, also no-
tice that

M∞
K [Λt] > 0 ⇐⇒ Mmax

K [Λt] > 0, (8)

though no such relation is found for M⟨⋅⟩
K . In fact, we

shall see later that non-monotonic behavior does not
guarantee a positive value for M⟨⋅⟩

K .

III. NON-MARKOVIANITY AS A RESOURCE:
QUANTUM VAULT

We consider a quantum system, which is used to store
and retrieve information by state preparation and mea-
surement. The quantum system is coupled to an inac-
cessible environment and we describe its dynamics by
a quantum process. In order to use the system, Alice
encodes her information (which may be quantum or clas-
sical) in a quantum state. Then, at some later time Alice
attempts to retrieves the information from the evolved
quantum state. Note that this state need not be equal
to the initial state, it is sufficient that Alice is able to
recover her information from it. The capacity of the de-
vice depends on the amount of information which can be
stored and faithfully retrieved. During the time in which
the information is stored, it might be subject to an at-
tack by an eavesdropper Eve. Some important remarks
should be mentioned. Eve has a finite probability of at-
tacking, and her attack destroys the quantum state. We
assume that Alice becomes aware if there is an attack and

discards the state. A good quantum vault is such that
Alice can obtain her information with high reliability and
between state preparation and read-out, the information
is difficult to retrieve.

The process, until the measurement by Alice or Eve,
shall be described by the quantum process Λτ , while the
information shall be quantified by a capacity K. We
shall thus have a time dependent value of the capac-
ity, analogous to eq. (1). The times considered range
from 0 ≤ τ ≤ tf , with tf being the time at which Alice
attempts to retrieve the information. The average infor-
mation that can be obtained by Eve per attack is then⟨K⟩, where the average is taken during the vault opera-
tion, namely from 0 until tf . Here we assume that when
Eve attacks, she does only once, as an attack destroys
the state anyway. If Eve attacks with a probability q,
on average she will obtain the information q⟨K⟩. Thus,
the average information successfully retrieved by Alice
will be only (1 − q)K(tf). We shall consider as a figure
of merit the difference between the average information
obtained by Alice, and the one obtained by Eve:

ΔKq = (1 − q)K(tf) − q⟨K⟩. (9)

Note that this quantity can be negative, when Eve ob-
tains on average more information than Alice can re-
trieve. Finally, we may define the quantum vault effi-
ciency as ηq = ΔKq/Kmax, with Kmax = K(11). A good
quantum vault should have an efficiency close to one.

Assume that K is normalized in such way that p =
K/Kmax is the probability that the message encoded in
the state will be retrieved. A successful run can be de-
fined as a run in which, if Eve attacks, she gains no
information, whereas if Eve does not attack, Alice re-
trieves successfully the information. From the consider-
ations above, one can see that the probability of having
a successful run is given by

Pq = q(1 − ⟨p(t)⟩) + (1 − q)p(tf) = ηq + q. (10)

Associated with this probability, we shall associate a
quality factor for the channel, as a quantum vault, that
is simply the above probability, weighted by the capacity
of the channel, that is Nq =KmaxPq =ΔKq + qKmax .
Now we shall discuss ΔKq and Nq for some particular

examples and establish its relation to M⟨⋅⟩
K . We first ex-

amine the worst case scenario: q ≈ 1. By definition, if Eve
attacks she destroys the state. This fact is reflected in
ΔKq which can go from minimal value −Kmax (worst ef-
ficiency ηq) to ΔKq = 0 (poor QV), when ⟨K(t)⟩ ≈ 0. Nq

on the other hand ranges from Nq = 0 (i.e. bad QV) toNq =Kmax . In the last case large Nq value due to small⟨K(t)⟩ evidences the fact that Eve is unable to obtain
anything. In the best case scenario of q ≪ 1, evidently,
the efficiency of the vault is only tied to K(tf), the larger
the better.

Now let us assess the general case. We will only take
into account the case where M⟨⋅⟩ > 0, i.e. from Eq. (6)
there is at least one tf for which ⟨K(t)⟩ < K(tf). The
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first relation between the QV and M⟨⋅⟩
K that we find is

min(1 − q, q) ×M⟨⋅⟩
K ≤ΔKq ≤max(1 − q, q) ×M⟨⋅⟩

K , (11)

which is easy to derive from the definition, provided tf
is the same for both. This relation sets lower and upper
bounds for the QV, depending on q and M⟨⋅⟩ [a corre-
sponding relation with Nq follows directly from Eq. (10)].
A reasonable assumption is that information about the
probability of attack by Eve, q is not known. One can
invoke a maximum entropy principle to use the average
value of q, namely q = 1/2. For this unbiased case, (andM⟨⋅⟩ > 0) we have

ΔK1/2 = 1

2
M⟨⋅⟩
K , N1/2 = 1

2
(Kmax +M⟨⋅⟩

K ). (12)

These equations relate the NM measure proposed, with
the possibility to perform the task at hand. In particular,
it gives an operational meaning to the measures proposed
here, and show that, for the task proposed here, the figure

of merit is M⟨⋅⟩
K .

In Fig. 1 we show some examples one could encounter
for K(t)/Kmax. In the first one (Fig. 1, top-left) we have⟨K(t)⟩ ≈ 0, M⟨⋅⟩ ≈K(tf), and

ΔKq ≈ (1 − q)M⟨⋅⟩ (13)

so for a fixed q, a large M⟨⋅⟩ implies high efficiency. This
is in fact the ideal scenario for a QV, because most of
the time the information is hidden and inaccessible to
Eve and at time tf the information can be retrieved with
high accuracy. If ⟨K(t)⟩ is very large, close to Kmax (e.g.
Fig. 1 top-right), then, by definition, the channel is not a
good QV: a large proportion of the information is read-
ily available at all times before tf . Here K(tf) < ⟨K⟩
(so Eq. (11) does not hold), but the only possibility to
have good efficiency is the trivial q → 0 case. If, on the
other hand, ⟨K(t)⟩ and K(tf) are both very small (Fig. 1

bottom-left) – again M⟨⋅⟩ ≈ 0– there is little chance to
retrieve the information, even for small q, yielding poor
efficiency and Nq. For large q, Nq ≈ qKmax can be large.
The interpretation of this large value of Nq is that Eve
will likely attack, but unsucceesfully. Here the interpre-
tation of this large value of Nq is that Eve will likely
attack, but unsucceesfully. Finally, we consider the case
where K(t) decays monotonously except for one bump
(e.g. Fig. 1 bottom-right). The analysis now requires
a little more care. If K(tf) < ⟨K⟩, which happens for a
small enough bump, then M⋅

K = 0, and there is no con-
nection between ΔKq (or Nq) and M⋅

K. The analysis is
similar to that of Fig. 1 (top-right). On the other hand

if M⟨⋅⟩ > 0 the efficiency is bounded by Eq. (11) and for

maximum M⟨⋅⟩, the case is equivalent to the first one
(top-left).

t
0

t

K
Kmax

0

1

0.5

0

K
Kmax

1

0.5

FIG. 1. Schematic examples of K(t)/Kmax to be considered

as QV. (top-left) Example with large δKq andM⟨⋅⟩, good QV
candidate. (top-right) Worst case scenario. Small δKq, small

(or null) M⟨⋅⟩ and infromation always available for EVE to

grab. (bottom-left) SmallM⟨⋅⟩ an ΔKq (poor in for informa-
tion retrieval) but decent Nq (good for information protec-
tion). (bottom-left) More general case, strongly depending

onM⟨⋅⟩ and the height of the peak at tf .

IV. EXAMPLES

In this section we present concrete physical examples of
quantum channels where we can test the newly proposed
measures and their relation with the QV scheme.

A. Environment with mixed dynamics

Let us discuss encoding quantum information in a
qubit coupled to an environment in a dephasing man-
ner. We consider that the environment evolves according
to a dynamics that in the semiclassical limit is mixed, i.e.
has integrable and chaotic regions in phase space.

A simple way to realize such environment is using a
controlled kicked quantum map [31, 32]. In this case, the
environment evolution is slightly modified depending on
the state of the qubit. This is equivalent to having a
coupling with the environment that commutes with the
Hamiltonians corresponding to the free evolution of each
part, qubit and environment.

Here we choose to use the quantum Harper map [33].
The evolution operator, in terms of the discrete conjugate
space-momentum variables q̂ and p̂ is

Uk = exp [−i k
h̵
cos(2πp̂)] exp [−i k

h̵
cos(2πq̂)] , (14)

h̵ ≡ 1/(2πN) being the effective Planck constant and N
the dimension of the Hilbert space of the environment.
The corresponding classical dynamics (N → ∞) is given
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Fq,p(t)
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0.25
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FIG. 2. (left) F (t) as a function of time for two different initial
states of an environment modeled by the quantum Harper
map. (right) the classical phase space of the environment for
the parameters studied (see main text). The two states of
the environment in the left figure are coherent pure states
centered where the color dots are shown in the phase space
portrait, i.e. one in the chaotic region (blue) and the other in
the integrable region (red), corresponding to similar colors in
the left panel.

by

pn+1 = pn − k sin(2πqn),
qn+1 = qn + k sin(2πpn+1). (15)

The phase space geometry is a 2-torus, so pn and qn are
taken modulo 1. For k = 0.2, the dynamics is mixed,
see Fig. 2. To use this closed system as an environment,
we consider that the state of the qubit induces a small
change in the parameter k of the map, so the evolution
of the whole system for one time step is given by the
Floquet operator

U = ∣0⟩⟨0∣Uk + ∣1⟩⟨1∣Uk+δk (16)

and U(t) = U t, for integer t. Throughout this example,
we shall set N = 4000, k = 0.2 and δk = 2h̵, unless oth-
erwise stated. The initial state of the whole system is
the uncorrelated state ρsys ⊗ ρenv,q,p, where the environ-
ment will be taken to be a pure coherent state centered
in (q, p). The state of the qubit, obtained with unitary
evolution in the whole system and partial tracing the en-
vironment, is given by

ρsys(t) = trenv [U(t)ρsys ⊗ ρenv,q,pU
†(t)] = Λq,p

t (ρsys).
(17)

In the basis of Pauli matrices {σi} = {I, σx, σy, σz}/√2,
the induced channel takes the form

Λq,p(t) =
⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 Re[fq,p(t)] Im[fq,p(t)] 0
0 Im[fq,p(t)] Re[fq,p(t)] 0
0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎠
, (18)

where

fq,p(t) = tr [ρenv,q,pUk+δk(t)†Uk(t)] (19)

is the expectation value of the echo operator
Uk+δk(t)†Uk(t) with respect to the corresponding

M⟨⋅⟩
F Mmax

F MBLP MRHP

● 0.899 0.953 6.6 1333.97

● 0.108 0.194 125.84 6274.89

TABLE I. Comparison between different values of measures
of non-markovianity for the two situations depicted in fig. 2,
with corresponding colors. We cut the integral in eq. (20)
in t = 8000. The inherent fluctuations present for this finite
dimensional environment cause the integrable situation (with
larger fluctuations) to reach larger values for the NMmeasures
MBLP and MRHP, than the chaotic counterpart. On the

other hand, both M⟨⋅⟩
F and Mmax

F capture well the idea of
QV, reporting large values for the integrable case, and small
values for the chaotic one.

coherent state (also known as fidelity amplitude). We
shall also define the fidelity, Fq,p(t) = ∣fq,p(t)∣, for
later convenience. Notice that the channel depends,
up to unitary operations, only on Fq,p(t), and thus all
capacities will be functions solely of this quantity.

In Fig. 2 (left) we show two examples of Fq,p(t), for
different initial conditions of the environment (marked
with circles in Fig. 2 (right). One can see that in case the
environment starts inside the chaotic sea, the system has

very small M⟨⋅⟩
F and Mmax

F and therefore from Eq. (12),
it will be a very bad QV.

An interesting point of Fig. 2 is how M⟨⋅⟩
F and Mmax

F

compare to MBLP and MRHP. In terms of Fq,p(t) the
latter are given by

MBLP = 2∫ tcut

0,Ḟ>0
dτḞq,p(τ),

MRHP = ∫ tcut

0,Ḟ>0
dτ

Ḟq,p(τ)
Fq,p(τ) , (20)

where tcut indicates a cutoff time. The [Fq,p(τ)]−1 term
in MRHP can be problematic when Fq,p(τ) is very small,
which is exactly the case for an initial state located in the
chaotic region. In Table I the values of all four measures,
based on F , corresponding to Fig. 2 are shown. The
values reported in the table highlight important char-
acteristics of all four measures. On the one hand, for
non-monotonicity based measures, intuitively we expect
that a fast decaying K(t) followed by sharp, and high
revivals would yield a larger value of non-Markovianity.
This is not the case for MBLP and MRHP (at least in
this particular example), for different reasons. In the
case of MRHP it is due to the small denominator and in
the case of MBLP it is due to fluctuations (and finite N).
These facts are further illustrated in the color density
plots of Fig. 3. We see that in all cases the underly-

ing classical structure is clearly outlined. For both M⟨⋅⟩
F

and Mmax
F an additional structure appears that resem-

bles the unstable manifolds. The measures M⟨⋅⟩
F , Mmax

F ,

and MBLP all seem to peak in the vicinity of the border
between chaotic and regular behavior. As stated before,
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1

1

FIG. 3. (Color online) Mapping of classical phase space
obtained from the different non-Markovianity measures dis-
cussed, for the quantum Harper map with N = 8000, K = 0.2,
δK/h̵ = 2 and maximum time tcut = 16000. The color code
is dark/black= 0, light/white= max. The different subfigures

correspond to M⟨⋅⟩
F , top left with a maximum value of the

measure of 1;Mmax
F on the top right with maximum value of

1;MBLP, bottom left, with a maximum value of 400; and at
the bottom right,MRHP with a maximum value of 19000.

the MRHP measure behaves differently, as it is larger in
the chaotic region.

Notice that the measure M
⟨⋅⟩
F can be associated with

the task of transmitting classical information (without
the use of entanglement) encoded initially in the states∣±⟩.

B. Non markovian Jaynes-Cummings model

In order to explore and compare the different measures
of non-Markovianity discussed throughout this work,
we now consider the paradigmatic Jaynes-Cummings
model [27], which has served as testbed in quantum op-
tics; see e.g. [1]. In this model, a two level atom is coupled
to a bosonic bath, which induces a degradable channel in
the qubit. We shall take advantage of the fact that a lot
is known about this model analytically and we will build
upon known results.

The Hamiltonian of the system is H =H0 +HI , where
H0 is the free Hamiltonian of the atom plus the reservoir
andHI the interaction between them. In particular, H0 =
ω0σ+σ−+∑k ωkb

†
kbk, where σ± are the rising and lowering

operators in the atom, ω0 is the energy difference between

the two levels in the atom, bk and b†k are creation and
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FIG. 4. Comparative results of the measures of quantum non
Markovianity treated in this work for the Jaynes-Cummings
model, as a function of the scaled detuning δ/λ, with a cou-
pling of γ = 20λ. We show three different types of measures,

M∞
K (black lines), Mmax

K (blue lines), and M⟨⋅⟩
K (inset) for

three different capacities: Quantum capacity Q (solid lines),
classical entanglement assisted capacity C (dashed lines), and
the capacity based on distinguishability D (dotted lines).

annihilation operators of mode k of the bath, and ωk its
frequency. The interaction Hamiltonian is given by HI =
σ+⊗B+σ−⊗B†, with B = ∑k gkbk and gk the coupling of
the qubit to mode k. In the limit of an infinite number of
reservoir oscillators and a smooth spectral density, this
model leads to the following channel [1]:

Λt [ρ] = ( 1 − ∣G(t)∣2ρee G(t)ρge
G∗(t)ρ∗ge ∣G(t)∣2ρee ) , (21)

where the initial state ρ = (1 − ρee ρge
ρ∗ge ρee

). The function

G(t) is the solution to the equation Ġ(t) = −∫ t
0 dτf(t −

τ)G(τ), with G(0) = 1, and f(t − τ) is the two-point
correlation function of the reservoir. For a Lorenzian
spectral density

f(t) = 1

2
γ0λe

−∣t∣(λ−iδ), (22)

we find find

G(t) = e−
1
2 t(λ−iδ) [(λ − iδ)

Ω
sinh(Ωt

2
) + cosh(Ωt

2
)] ,
(23)

where Ω = √−2γλ + (λ − iδ)2. Here, γ0 is the strength of
the system-reservoir coupling, λ is the spectral width,
and δ is the detuning between the peak frequency of
the spectral density and the transition frequency of the
atom [34].

In what follows, we study the NM measures M∞
K ,Mmax

K , and M⟨⋅⟩
K for the capacities Q (quantum capac-

ity), C (entanglement-assisted classical capacity), and D
(distinguishability of the states ∣±⟩). The quantum ca-
pacity is defined as the maximal amount of quantum
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FIG. 5. Quantum capacities of the non markovian Jaynes-
Cummings model with a strong coupling γ/λ = 1000. The
solid curves correspond to δ/λ = 0 (black), δ/λ = 40 (blue).
The dashed curves are δ/λ = 80 (black), δ/λ = 150 (blue).

information (per channel use, measured as the num-
ber of qubits) that can be reliably transmitted through
the channel. It is given explicitly in terms of the
following maximization [35]: maxp∈[0,1]{H2 (∣G(t)∣2p) −
H2 ((1 − ∣G(t)∣2)p)} for ∣G(t)∣2 > 1/2 and 0 for ∣G(t)∣2 ≤
1/2. The entanglement-assisted classical capacity C is
defined as the maximal amount of classical information
(per channel use, measured as the number of classical
bits) that can be reliably transmitted through the chan-
nel, when Alice and Bob are allowed to use an arbi-
trary number of shared entangled states [30]. For the
present channel it is given by [35]: C =maxp∈[0,1]{H2(p)+
H2 (∣G(t)∣2p)−H2 ((1 − ∣G(t)∣2)p)}. Finally, we also con-
sider the BLP measure defined in Eq. (4). In this case
the initial states which maximize the various types of
NM measures may be chosen invariably as the two eigen-
states of the Pauli matrix σx [10]. Thereby, we obtain
K(t) = ∣G(t)∣.

Figure 4 shows a comparison between the measuresM⟨⋅⟩
K andMmax

K , introduced in this work, and their coun-

terpart M∞
K . The measures regarding the average M⟨⋅⟩

K
are notoriously smaller than the measures regarding both
the maximum revival and the integrated revivals. In fact,

we find that M⟨⋅⟩
K ≤ Mmax

K , in agreement with (7), andMmax
K ≤M∞

K . The measures related to the BLP criterion
(dotted lines) behave similarly in all three cases, decay-
ing monotonously with δ/λ. In the case of the entan-
glement assisted classical capacity, M∞

C and Mmax
C also

decay monotonously. However, M⟨⋅⟩
C has a minimum at

δ/λ ≈ 3. Beyond that point M⟨⋅⟩
C increases a bit further,

but finally decays to zero. In this region, M⟨⋅⟩
C = M⟨⋅⟩

Q
which is shown in Fig. 6. The measures related to the
quantum capacity (solid lines) show the most compli-
cated behavior. M∞

Q and Mmax
Q are equal to zero until

δ/λ ≈ 3, M⟨⋅⟩
Q is equal to zero until δ/λ ≈ 5. Beyond these

points, the measures increase linearly. From δ/λ ≈ 6.5

on, Mmax
Q and M⟨⋅⟩

Q reach the corresponding curves for
the classical capacity. For somewhat larger values of δ/λ
this also happens for the M∞

Q .

The fact that for quantum capacities, M∞
Q and Mmax

Q
start to deviate from zero at the same point δ/λ ≈ 3, il-
lustrates eq. (8). Other interesting feature that can be
appreciated in M∞

Q are the multiple discontinuities in
the derivative with respect to the detuning. This is due
to the sudden appearance of new bumps in the quantum
capacity of the channel, to which this measure is sen-
sible. Moreover, for most instances of K, M∞

K can be
discontinuous in the space of finite quantum processes, if
we consider the maximum-norm, so the measures are not
stable with respect to small deviations in the quantum
dynamics. In particular, small amplitude high frequency
noise can make M∞

K increase arbitrarily, whereas, it has
a small effect (proportional to the amplitude) in the case

of M⟨⋅⟩
K and Mmax

K .

Regarding the classical capacity, it is worth noticing
that the different cases do not share the same tendency,Mmax
C and M∞

C diminishes with the detuning (as op-

posed to the quantum capacity cases), but M⟨⋅⟩
C has a

non monotonic behavior, mimicking fidelity until δ/λ ≈ 3,
and then resembling the quantum capacity. A direct
consequence inherited from the fact that Q ≤ C is thatM ⋅
Q ≤ M ⋅

C as can be seen from the fact that, for all
colors, the dashed line bounds the continuous line (here,
the dot denotes any of max , ⟨⋅⟩ or ∞). As a general

remark, we also observe that M⟨⋅⟩
K is much smaller thanMmax

K and M∞
K . This is due to the fact that the peaks

in the different capacities are thick, and the system, in
fact, would not serve as a good quantum vault.

Figure 5 shows the evolution of several quantum capac-
ities for the Jaynes-Cummings model varying the detun-
ing, while keeping the reservoir coupling fixed. The table
II shows the values of the corresponding measures of non-
Markovianity treated in this work. It shows that large
detunings lead to poor scenarios for a quantum vault
operation, while for zero and small detuning there are
better situations for a usage of the QV. The time when
the first peak in the capacity appears can be tuned by
choosing the correlation time of the bath. The figure 6
shows a density plot of the non-Markovianity measures,M⟨⋅⟩
Q , as a function of the channel parameters δ and γ.

It shows how a region of high M⟨⋅⟩
Q appears as the cou-

pling increases, as long as the detuning is not too strong
(∼ 10). This is because large couplings induce a rapid de-
cay in the quantum capacity while the oscillations from
the detuning restore the capacity. For large detunings,
the probability for transitions in the atom is low, which
implies that the capacity initially has small oscillations
close to one with and a slow decay. For small couplings
γ/λ < 1/2 and zero detuning, the capacity decays mono-
tonically [22], this makes all the measures discussed equal
to zero and therefore a useless QV.
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δ/λ M⟨⋅⟩
Q Mmax

Q M∞
Q

— 0 0.4072 0.6419 1.4322

— 40 0.4301 0.8154 4.4928

− − − 80 0.2564 0.4963 6.0953

− − − 150 0.1210 0.2309 4.7588

TABLE II. The table shows the measures treated in this work
of the quantum capacities shown in figure 5, with tcut = ∞.
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γ
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FIG. 6. Density plot of the M⟨⋅⟩
Q for the non Markovian

Jaynes-Cummings model as a function of its parameters.

V. CONCLUSIONS

In the light of considerable advances in the experi-
mental manipulation of quantum systems at the very
fundamental level, understanding and controlling how
a quantum system interacts with its surroundings
is of paramount importance. In this context finite,
structure rich environments play an important role,
and the challenge has been to understand and control
the resulting non-Markovian evolution. In particular,
one might wonder whether there is a possibility to take
advantage of the flow of information back to the system
which is characteristic to non-Markovianity. Defining
and quantifying non-Markovianity is a non-trivial
task. In this work we have shown that one can define
and quantify non-Markovian behavior in a physically
meaningful way. One that is insightful and avoids the
drawbacks of previous attempts, like divergence in very
generic cases, and counter intuitive outcomes. Moreover
we could define the new measure with a task in mind:
hiding and retrieving classical or quantum information
using a quantum channel. The efficiency with which
this taks is accomplished, is directly related to the
NM measure. Finally, we have illustrated the proposed
measures with simple physical examples.
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