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2.1 Conceptos básicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.2 Topologı́as básicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.2.1 Red completa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.2.2 Arreglo lineal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
2.2.3 Mallas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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IV Índice general

3.3 Simetrı́a en(n, k)-Estrella . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
3.4 Tolerancia a fallos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

4 Algoritmos para la gráfica (n, k)-estrella 55
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Introducci ón

Al incrementarse los requerimientos de alto desempeño computacional, el
desarrollo de procesadores en paralelo ha ido aumentando en años recientes. Es-
te campo genera investigación abundante en ámplias áreas de las Ciencias de la
Computación y Teorı́a de Gráficas. Sin embargo, a pesar de estos esfuerzos, la
sobrecarga de comunicación en los sistemas de cómputo es uno de los elementos
más afectados en el desempeño del sistema. A fin de dar solución a este problema,
se han propuesto redes de interconexión que ofrecen una solución interesante, y
actualmente se están convirtiendo en omnipresentes en los sistemas digitales. En
esencia, el problema básico a resolver es simple: dado un conjunto de procesado-
res (o nodos de una gráfica), definimos un conjunto de enlaces (o aristas de una
gráfica) tal que se puedan comunicarse a costo mı́nimo. Obviamente, tal simplifi-
cación del problema no hace justicia a este campo de investigación; sin embargo,
su dominio de soluciones ha dado lugar a mucha investigación en las décadas pa-
sadas. De ahı́ que, dependiendo de la aplicación en cuestión, comunicar puede
significar muchas cosas diferentes [39].

Parte integral de cualquier sistema distribuido es el diseño de la red de inter-
conexión que usará ya que determinará significativamente su desempeño. Es con-
veniente, por tanto, que las siguientes propiedades: simetrı́a, un grado pequeño,
un diámetro bajo, tolerancia a fallos, conexidad y los algoritmos de enrutamiento
estén presentes, pues hablan de una red de interconexión eficiente.

Por ejemplo: el grado de una gráfica es una medida del costo de la red, el
diámetro es una medida de la demora de la comunicación entre los nodos, la si-
metrı́a por vértices y la simetrı́a por aristas permite minimizar la congestión del
envı́o de mensajes enrutados en la gráfica. De igual manera, las trayectorias y ci-
clos son fundamentales para el diseño de algoritmos simples con bajo costo de
comunicación en cualquier red de interconexión. La tolerancia a fallos junto con
un algoritmo simple de enrutamiento generará trayectorias de longitud mı́nima
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entre cualesquiera dos vértices, permitiendo que el desempeño en términos de
retardo de comunicación sea óptimo.

Como primer acercamiento planteemos lo siguiente. Dado un conjunto den
procesadores (vértices) en una red de interconexión, podemos conectarlos todos
entre sı́ mediante enlaces (aristas); como resultado tendremos una gráfica comple-
ta. Cada procesador podrá enviar y recibir datos directamente, pues dispondrá de
n − 1 vecinos para ello. Aunque parece conveniente, este tipo de red no resulta
factible en la práctica ya que resulta ser costosa y poco realista para todos los va-
lores den. Como consecuencia se buscan topologı́as que permitan al conjunto de
nodos por medio de los enlaces comunicarse a costo mı́nimo.

La red de interconexión más popular es el hipercubo [38]. En 1987 Akerset al.
[1] proponen la red de interconexiónn-estrella como una alternativa competitiva al
hipercubo. Para el año de 1995 Chiang y Chen [15], definieron una generalización
de la redn-estrella agregando un nuevo parámetro,k, que controla la cantidad de
nodos en la topologı́a. A esta nueva topologı́a la denominaron(n, k)-estrella.

Desde su descripción misma, la red de interconexiónn-estrella se propone co-
mo serio contendiente al hipercubo. No obstante, la red de interconexión(n, k)-
estrella tiene ventajas relevantes sobre lan-estrella. Su mayor ventaja, la escala-
bilidad, la hace más versátil que la redn-estrella, pues cuenta con un parámetro
más, a saberk. La mayor dificultad práctica que tiene la gráfican-estrella es la
restricción sobre el número de nodos, pues se requieren las permutaciones den
elementos, por lo cual, al pretender escalar la red entren! y (n+ 1)! encontramos
que existe una enorme diferencia, y sin embargo, para la gráfica(n, k)-estrella
se necesitan las permutaciones den enk. Dicho de otra manera: uno puede en-
frentarse a la elección de cualquiera de las dos redes de interconexión, o con muy
pocos nodos disponibles o demasiados nodos disponibles.

Al ser una generalización de lan-estrella, la gráfica(n, k)-estrella hereda al-
gunas de sus propiedades logrando ventajas significativas en ello, ası́ como nue-
vas propiedades. Aunado a que la red es escalable, también se pueden establecer
otras relaciones entre estas dos topologı́as; por ejemplo: el isomorfismo. Cuando
k = n − 1, la gráfica(n, n − 1)-estrella es isomorfa a lan-estrella; también para
k = 1 se tiene que la gráfica(n, k)-estrella es isomorfa a la gráfica completa. Otra
propiedad importante es la estructura jerárquica de la(n, k)-estrella, ya que permi-
te descomponer la gráfica en subgráficas que serán isomorfas entre ellas; gracias
a ello es posible aprovechar esta estructura para el desarrollo de algoritmos de
enrutamiento y difusión de la información.

El objetivo del presente material es estudiar la topologı́a de interconexión
(n, k)-estrella, profundizando en las propiedades y caracterı́sticas descritas an-
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teriormente; realizar un análisis comparativo con otras topologı́as o redes de in-
terconexión; observar cómo se elimina la restricción sobre el número de nodos de
la gráfican-estrella y cómo preserva algunas de las propiedades de la gráfica, tales
como: la simetrı́a en nodos, la estructura jerárquica, la tolerancia máxima a fallos
y la ruta más corta. En general, mostrar que la red de interconexión(n, k)-estrella
posee excelentes propiedades topológicas que la hacen una elección atractiva. La
discusión se basará, principalmente, en los artı́culos escritos porWei-Kuo Chiang
y Rong-Jaye ChengtituladosThe(n, k)-star graph: a generalized star graph[15]
y Topological properties of the(n, k)-star graph[16].

Examinaremos la red(n, k)-estrella desde dos puntos de vista: la Teorı́a de
Gráficas y los Algoritmos. El presente trabajo está organizado de la siguiente ma-
nera:

En el capı́tulo 1 exponemos algunos antecedentes sobre la computación pa-
ralela, ası́ como un acercamiento breve a las redes de interconexión y con-
ceptos, que serán necesarios en la discusión del presente material.

El capı́tulo 2 introduce anotaciones necesarias sobre cómonuestro modelo
de red de interconexión ejecutará sus tareas. Se detallan algunos conceptos
sobre el estudio de Redes de Interconexión y se presentan algunas redes
tales como: la red completa, el arreglo lineal, la malla, el árbol binario, la
pirámide, el entrelazado perfecto, el hipercubo, lan-estrella y la(n, k)-es-
trella. Finalmente se hace un breve comparativo de estas topologı́as.

En el capı́tulo 3 consideraremos las propiedades topológicas de la red de
interconexión(n, k)-estrella. Hablaremos de la estructura jerárquica, el iso-
morfismo, la simetrı́a y la tolerancia a fallos, la distancia y el diámetro de la
gráficaSn,k.

En el capı́tulo 4 revisaremos algunos algoritmos de comunicación para la
gráfica(n, k)-estrella. Estudiaremos el enrutamiento en la red, ası́ como,
algoritmos de difusión de la información.

Después presentaremos las conclusiones del presente trabajo.

Finalmente se complementa el escrito con dos apéndices. El primero enun-
cia conceptos básicos sobre Teorı́a de Gráficas. El segundo presenta con-
ceptos necesarios sobreÁlgebra.
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Caṕıtulo 1

Antecedentes

Existen buenas razones por las cuales estudiar computación paralela. Pense-
mos en el siguiente ejemplo: un equipo de cirujanos desea ver en una pantalla
especial una imagen reconstruida del cuerpo de un paciente en preparación pa-
ra cirugı́a. Deben ser capaces de girar la imagen a voluntad, obtener una vista
en sección transversal del órgano y luego observar los detalles nı́tidamente, para
posteriormente realizar en un simulador la cirugı́a; todo ello sin tocar al paciente.
Sin embargo, para poder llevar a cabo esta empresa se necesita como mı́nimo una
velocidad de procesamiento de1015 operaciones por segundo para observar los
detalles nı́tidamente [2].

Este ejemplo es representativo de aplicaciones que necesitan computadoras
que puedan procesar grandes cantidades de datos y, si esto no es posible, por lo
menos hacerlo dentro de un periodo razonable de tiempo.

En los últimos años ha habido un espectacular incremento en la velocidad de
procesamiento de las computadoras lo que ha permitido el aumento en tamaño y
alcance de los problemas que podrán resolverse. Desafortunadamente este incre-
mento tiene un lı́mite establecido por las leyes fı́sicas que impiden el incremento
en la velocidad de procesamiento, al menos con los materiales actualmente usados
[2].

Ası́ como ha aumentado la velocidad de procesamiento, también la demanda
de los problemas a resolver. Por esta razón la necesidad de disponer de compu-
tadoras más eficientes y rápidas ha provocado que se dé énfasis a la computación
paralela, pues ha supuesto un cambio en la forma tradicional en que se realizaban
las cosas.

En la parte final de la década de 1940 un grupo de investigadores (principal-



6 1. Antecedentes

Figura 1.1: Computadora secuencial

menteJohn Von Neumann) de la Universidad de Princeton propuso un diseño que
marcó el comienzo de la era moderna de la computación. Actualmente, la inmen-
sa mayorı́a de las computadoras en uso lo sigue, más o menos igual al modelo
propuesto. Este diseño original de una computadora consiste esencialmente de
una unidad de procesamiento, o procesador, que ejecuta una única secuencia de
instrucciones en una única secuencia de datos.

Comúnmente, se acepta que este modelo es el modelo idóneo para el análisis
y diseño de algoritmos secuenciales. Las operaciones tı́picas para este modelo
incluyen operaciones básicas de aritmética y lógica, ası́ como lectura y escritura
en memoria.

La secuencia de instrucciones, antes mencionada, es el programa, que le di-
ce al procesador cómo resolver cierto problema. La secuencia de datos, es un
ejemplar del problema a resolver. En cada paso durante el cómputo, la unidad de
control emite una instrucción que opera sobre undatum(un datumpuede ser un
simple número o, más complejo, varios números) obtenido de la unidad de memo-
ria. Cabe señalar que el procesador cuenta con una pequeña unidad de memoria
local constituida de registros de tamaño fijo para un mejor rendimiento compu-
tacional. Además, están conectados a unidades de entrada y salida para permitir
la comunicación con el mundo real. Este modelo de cómputo es conocido como
computadora secuencial(serial o convencional). La figura 1.1 ilustra el modelo.

En cambio, el procesamiento paralelo difiere de la forma clásica de hacer
cómputo, a saber en la gran variedad del soporte existente. La historia, en esta ma-
teria, resalta el progreso vertiginoso en el desarrollo de arquitecturas y software
para estas computadoras y su influencia en el desarrollo de aplicaciones modernas.

Desafortunadamente, el cómputo paralelo adolece de un modelo algorı́tmico
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ampliamente aceptado; debido a que el rendimiento de los algoritmos paralelos
obedece a factores complejamente interrelacionados que dependen de la máquina
en estudio. Entre los factores encontramos: concurrencia computacional, asigna-
ción del procesador y la programación (o calendarización) de la comunicación y
sincronización [32].

En las últimas décadas, para alcanzar la meta de resolver un problema, se han
usado varios procesadores (dos o más), también llamados unidades de procesa-
miento, en unacomputadora paralela. El objetivo es dividir el problema en sub-
problemas con el fin de resolverlos simultáneamente por un procesador diferente,
y ası́, que los procesadores se comuniquen unos con otros para poder intercambiar
resultados parciales. Después, los resultados se combinan para dar respuesta al
problema original. Esto contrasta con el modelo de computadoras secuenciales,
las cuales toman el problema a resolver esperando que cada parte del problema se
resuelva para poder continuar y dar una solución.

Dicho esto, entenderemos que unacomputadora paralelaes una colección de
procesadores, de algún tipo, que se interconectan para permitir la coordinación de
sus actividades y el intercambio de datos. Se asume que todos los procesadores
tienen poca distancia uno del otro y que su función principal es resolver conjun-
tamente un problema dado.

Esta visión puede extenderse, pues dicho por Jack Dongarraet al.en [23], la
computación paralela es más que una estrategia para lograr alto desempeño, es la
percepción de cómo la computación puede escalar sin problemas de un solo proce-
sador a un poder de cómputo virtualmente ilimitado. Los sistemas paralelos están
compuestos de procesadores, memoria jerarquizada y redes de interconexión.

Por desgracia, el escalamiento de una aplicación para mejorar su rendimiento
no ha igualado el gran incremento en la velocidad de procesamiento y la carga de
programación para estas máquinas sigue siendo pesada. Esto es particularmente
problemático porque el enfoque de “escalabilidad sin problemas” no puede lograr-
se sin tener aplicaciones que escalen automáticamente a la par con el incremento
del número de procesadores en la topologı́a en cuestión. Además, para que esto
suceda, las aplicaciones tienen que ser programados para que sean capaces de ex-
plotar el paralelismo de forma eficaz. Por lo tanto, la responsabilidad de lograr la
visión de paralelismo escalable cae en el desarrollador de la aplicación, pues es el
responsable de que la aplicación se acople a la arquitectura adecuadamente y que
esté diseñada para el aumento de procesadores en su topologı́a.

El desempeño eficiente de una aplicación en un equipo paralelo no depende
únicamente de la velocidad de procesamiento, sino de la capacidad del sistema
de memoria para alimentar de datos al procesador. En el nivel lógico, un sistema
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de memoria, posiblemente consista de múltiples niveles de memorias caché, éstas
toman una solicitud de una palabra en memoria y devuelve un bloque de datos de
tamañob que contiene la palabra solicitada después del nanosegundos. Aquı́, a
l se le conoce como lalatenciade la memoria y la velocidad a la que los datos
pueden ser surtidos desde la memoria al procesador se le conoce como elancho
de bandadel sistema de memoria. Ilustremos.

Supongamos que una manguera de bomberos está conectada a una toma de
agua. El agua sale dos segundos después al final de la manguera, entonces la la-
tencia del sistema es de dos segundos. Ahora bien, una vez que se inicia el bombeo
de agua, el flujo de agua es a razón de un litro por segundo, entonces el ancho de
banda del sistema es a razón de un litro sobre segundo. Ası́ que, si tenemos que
apagar un incendio de inmediato, podrı́amos requerir de una latencia menor del
sistema y un aumento en la presión sobre el agua. Ahora bien, si requerimos apa-
gar incendios más grandes, es necesario contar con un manguera más ancha y
larga. Esta analogı́a funciona bien para sistemas de memoria. Como vemos aquı́,
la latencia y el ancho de banda juegan un papel crı́tico en la determinación del
rendimiento del sistema de memoria.

Una de las maneras más fáciles de mejorar el rendimiento de un sistema in-
formático es simplemente replicar computadoras enteras y agregar una forma de
comunicación de datos entre equipos independientes.

1.1. Modelos de ćomputo paralelo

Con mente inquisitiva, podemos plantearnos las siguientes preguntas: ¿cómo
está organizada una computadora paralela? ¿cómo se comunican los procesado-
res? ¿se ejecutan los mismos o diferentes programas en los procesadores? ¿operan
sı́ncrona o ası́ncronamente? Todas estas preguntas tienen su respuesta en el cam-
po de la computación paralela. Sin embargo, a diferencia de lo que ocurre con
las computadoras secuenciales donde parece que las preguntas tienen una única
respuesta ya establecida, la computación paralela admite una amplia variedad de
posibles diseños y, por ende, respuestas. Más adelante revisaremos algunos mo-
delos de cómputo paralelo.

Primeramente, se tiene que unmodelo de ćomputo paralelo es una abstrac-
ción que describe una computadora paralela. Consideremos el siguiente modelo
de cómputo paralelo.

• Ejemplo. El método más sencillo, desde el punto de vista del hardware, es el
modelo dememoria distribuida . El enfoque aquı́ es utilizar diferentes
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equipos conectados por una red. El modelo de programación t´ıpico con-
siste en procesos separados en cada equipo que se comunica mediante el
envı́o de mensajes.Ésta es la forma clásica de computación paralela que se
remonta a cuando las computadoras eran las personas con las calculadoras
y los mensajes eran escritos en pedazos de papel. Los sistemas de memo-
ria distribuida son las computadoras paralelas más comunes, porque son las
más fáciles de implementar. N

No obstante, pretendiendo dar respuesta a las preguntas planteadas, ignorare-
mos los detalles irrelevantes de la implementación intentando capturar las carac-
terı́sticas más importantes del modelo en cuestión. Hoy en dı́a, con base a una
multitud de modelos, existen varios sistemas de clasificación debido a la gran
diversidad de computadoras paralelas. Para representar esta diversidad, y depen-
diendo en qué nivel estemos del problema, los investigadores han propuesto mo-
delos abstractos que capturan las principales caracterı́sticas de los componentes
fı́sicos y los mecanismos lógicos para estudiar y analizar el comportamiento de
las aplicaciones paralelas. Estos criterios incluyen el número y el tipo de proce-
sadores, la interconexión entre los procesadores, los correspondientes esquemas
de comunicación entre los procesadores, el control y la sincronización global y
las operaciones de entrada y salida. Existen tres modelos de abstracción que son
usualmente distinguidos: los modelos que contemplan la arquitectura, los modelos
computacionales y los modelos de programación.

Es necesario contar con un clasificación sencilla para su estudio. Clasificar es-
tos modelos no es fácil, no obstante, una manera práctica de hacerlo es mediante
la generalización de dos “grandes familias”: los modelos de memoria compartida
y los modelos de redes de interconexión. Mediante los modelos de memoria com-
partida y redes de interconexión permitimos que los procesadores se comuniquen
entre sı́. Esto es necesario para solucionar cualquier problema no trivial en una
computadora paralela.

Antes de abordar estos modelos, introduciremos una clasificación general de
sistemas computacionales.

1.1.1. Clasificacíon de arquitecturas informáticas

Introducimos una clasificación básica de arquitecturas informáticas [29]. Las
cuatro clasificaciones se basan sobre el número de instrucciones concurrentes (o
controles) y los flujos de datos disponibles en la arquitectura, visto por el proce-
sador durante la ejecución del programa. Dependiendo de si hay uno o varios de
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estos flujos, las computadoras pueden dividirse en cuatro clases:

Instrucci ón Individual, Secuencia Individual de Datos (SISD1).
La computadora SISD es la generalización de una máquina secuencial. En
esta clase de computadoras no existe el paralelismo, ni en las instrucciones
ni en el flujo de datos.

Instrucci ón Múltiple, Secuencia Individual de Datos (MISD2).
La computadora MISD contienen procesadores con su propia unidad de
control y una unidad de memoria común compartida por todos ellos. El
paralelismo se consigue mediante varias unidades funcionales que ejecutan
diferentes operaciones sobre los mismos datos. Sin embargo, en la práctica,
hasta ahora no se conoce la implementación de esta clase de computadora.

Instrucci ón Individual, Flujo M últiple de Datos (SIMD3).
La computadora SIMD contienen procesadores idénticos con su propia me-
moria local para almacenar datos. Una unidad central controla el flujo único
de instrucciones para el funcionamiento de todos los procesadores. Al fun-
cionar sincrónicamente todos los procesadores ejecutan la misma instruc-
ción en cada paso en un elemento diferente de los datos. Las computadoras
SIMD son mucho más versátiles que las computadoras MISD.

Instrucci ón Múltiple, Flujo M últiple de Datos (MIMD 4).
Esta computadora contiene múltiples procesadores autónomos que ejecutan
simultáneamente diferentes instrucciones sobre diferentes datos; cada pro-
cesador tiene su propia unidad de control y memoria local. Por lo tanto, to-
dos los procesadores están potencialmente ejecutando diferentes programas
en datos diferentes, mientras resuelven subproblemas de un solo problema.
Esto hace que las computadoras MIMD sean más potentes que las otras tres
clases de computadoras.

Sin embargo, hemos de hacer la siguiente observación: las arquitecturas para-
lelas y los modelos de programación no son independientes uno del otro. Aunque
la mayorı́a de las arquitecturas paralelas pueden soportar los principales paradig-
mas de programación, puede que no sean capaces de hacerlo con el desempeño

1Siglas en inglés deSingle Instruction, Single Data Stream (SISD).
2Siglas en inglés deMultiple Instruction, Single Data Stream (MISD).
3Siglas en inglés deSingle Instruction, Multiple Data Stream (SIMD).
4Siglas en inglés deMultiple Instruction, Multiple Data Stream (MIMD).
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suficiente para ser rentables. Es por ello necesario resaltarque una parte importan-
te de cualquier arquitectura paralela es la caracterı́stica de simplificar los procesos
de construcción (incluyendo la compilación), las pruebas y el ajuste de la aplica-
ción. De este modo, encontramos que algunas arquitecturas paralelas se diseñan
pensando en un modelo de programación paralela particular; mientras que otras
ofrecen poco o ningún soporte al modelo de programación paralela. Además, he-
mos de agregar que algunos modelos de cómputo paralelo pueden ser usados para
predecir el desempeño de un algoritmo paralelo, teniendo en cuenta la topologı́a
subyacente de la red de interconexión.

1.2. Memoria compartida

Pensemos en la siguiente analogı́a: un tablero de anuncios. La gente, utiliza el
tablero para recibir comunicados, para compartir anuncios y para colocar informa-
ción. De la misma manera, el modelo dememoria compartida permite a todos lo
procesadores recibir datos, compartir información y colocar los resultados de sus
cómputos en la memoria global: un área en la cual todos lo procesadores tienen
acceso, la comparten. Sin embargo, es necesario aclarar que los procesadores del
sistema trabajan todos sincrónicamente y ejecutan la misma secuencia de instruc-
ciones sobre diferentes datos y, para que los procesadores se comuniquen entre sı́,
es necesario que hagan uso de la memoria. Este modelo ofrece una infraestructura
atrayente para el desarrollo de técnicas algorı́tmicas en el cómputo paralelo.

Éste es un enfoque más complejo que une estrechamente a todos los proce-
sadores mediante la colocación de toda la memoria en un solo espacio fı́sico de
direcciones y con soporte para direcciones virtuales. Dicho de otra forma, los
datos estarán disponibles para todos los procesadores a través de la carga y alma-
cenamiento de instrucciones que soporte la arquitectura en cuestión.

Como ya se mencionó, los procesadores operan sincrónicamente y ejecutan la
misma secuencia de instrucciones sobre diferentes datos. Cada paso de cómputo
consiste de las siguientes tres fases: la fase de lectura, en la cual cada procesador
copia undatumde una localidad de memoria en sus registros. Una fase de cómpu-
to, en la cual cada procesador, si se requiere, ejecuta una operación aritmética o
lógica sobre un dato almacenado en sus registros. La fase de escritura, en la cual
cada procesador, si lo requiere, copia undatumde sus registros y lo pone en una
localidad de la memoria compartida. Los procesadores comparten un reloj común,
pero pueden ejecutar diferentes instrucciones en cada ciclo [27].

La clase de computadoras paralelas que funcionan bajo este esquema son co-
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Figura 1.2: Memoria compartida

nocidas también como:Máquinas Paralelas de Acceso Aleatorio (PRAM5). Co-
mo se muestra en la figura 1.2 poseen procesadores idénticosp1, p2, . . . , pn y una
memoria compartida de acceso común para todos estos procesadores.

Ahora bien, dado que no existe un modelo universal que represente la gran
diversidad de los sistemas paralelos, se conoce que el modelo de referencia fun-
damental es el modelo PRAM diseñado para computadoras paralelas bajo el es-
quema de memoria compartida [27].

Gran parte del trabajo teórico en complejidad de la computación paralela se
ha dado en el estudio del modelo de memoria de acceso aleatorio paralelo. Dife-
rentes versiones de PRAM varı́an en los detalles de cómo se accede a la memoria
mediante hilos de ejecución o procesos que acceden a la misma localidad de me-
moria. Si bien este modelo es de valiosa ayuda en la comprensión de los lı́mites
de los algoritmos paralelos, el modelo PRAM representa una abstracción que no
puede ser implementada de manera eficiente en la práctica.

5Siglas deParallel Random Access Machine.
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1.2.1. Clasificacíon de equipos PRAM

En teorı́a, todos los procesadores tienen el mismo tiempo para acceder, leer y
escribir en memoria. Gracias al conjunto de instrucciones que puede ejecutar una
computadora PRAM, se consigue acceso simultáneo de los procesadores a una
misma localidad de memoria compartida. En función de cómo acceden a la mis-
ma localidad de memoria, hay cuatro diferentes formas de clasificar los equipos
PRAM.

Lectura Exclusiva, Escritura Exclusiva (EREW6).
En este modelo, sólo un procesador puede leer desde cualquier posición
de la memoria a la vez y sólo un procesador puede escribir en cualquier
posición de la memoria a la vez. En otras palabras, cuando se ejecuta es-
ta instrucción,n procesadores pueden leer simultáneamente o escribir en
n distintas direcciones de memoria. En esta clase de equipos, el acceso a
una ubicación de memoria es exclusiva. No se permiten lectura o escritura
concurrente. De una PRAM, es el modelo más débil; dando mı́nima concu-
rrencia de acceso a la memoria.

Lectura Exclusiva, Escritura Concurrente (ERCW7).
Este modelo tiene la capacidad de que sólo un procesador puede leer de una
celda de memoria, pero varios procesadores pueden escribir en una celda de
memoria a la vez. Sin embargo, en la práctica, no se considera este tipo de
acceso a la memoria.

Lectura Simult ánea, Escritura Exclusiva (CREW8).
En este modelo, múltiples procesadores puede leer una celda de memoria,
pero sólo uno puede escribir a la vez.

Lectura Simult ánea, Escritura Simultánea (CRCW9).
Las computadoras PRAM bajo el esquema CRCW permiten a múltiples
procesadores leer o escribir en la misma posición de memoria a la vez. Este
es el modelo más potente de una PRAM. Permitir el acceso de lectura si-
multáneo no crea discrepancias semánticas en el programa. Sin embargo, el

6Siglas en inglés deExclusive Read, Exclusive Write (EREW)
7Siglas en inglés deExclusive Read, Concurrent Write (ERCW)
8Siglas en inglés deConcurred Read, Exclusive Write (CREW)
9Siglas en inglés deConcurred Read, Concurrent Write (CRCW)
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acceso a escritura concurrente en una ubicación de memoria requiere arbi-
traje. Cuando se produce la instrucciónCW, una pregunta aparece: ¿Qué su-
cede cuando varios procesadores intentan escribir contenidos diferentes en
la misma celda de memoria? A fin de resolver este conflicto regulamos la
escritura concurrente.

• Prioridad CW: todos los procesadores están organizados en una lista
jerarquizada de prioridades predefinidas y únicamente el procesador
con la prioridad más alta tiene éxito al permitı́rsele escribir en la celda
de memoria, el resto fallan.

• Común CW: sólo se permite si los procesadores están tratando de
escribir el mismo valor; de lo contrario, es una operación ilegal.

• Aleatorio CW: el procesador que escribe su valor es elegido por un
proceso aleatorio.

• Arbitraria CW: se permite que un procesador arbitrario ejecute la
operación de escritura, el resto fallan.

1.3. Redes de interconexión

Los modelos de cómputo paralelo basados en memoria compartida poseen una
región fı́sica de memoria donde se lleva a cabo la comunicación entre los proce-
sadores. No obstante, en lasredes de interconexíon cada procesador contiene
su propia memoria y se conecta con otros procesadores vı́a enlaces directos. Es-
tos enlaces permiten la comunicación bidireccional, por lo que, conectados dos
procesadores por un enlace pueden intercambiar datos simultáneamente. El mo-
delo consiste den procesadores que forman un red conectada, sus procesadores
se conectan por enlaces bidireccionales. La comunicación entre procesadores se
efectúa mediante el intercambio de mensajes entre los procesadores y todos los
procesadores efectúan la misma secuencia de instrucciones sobre diferentes da-
tos.

A diferencia de los modelos basados en memoria compartida, el modelo basa-
do enredes de interconexíon captura en su diseño la comunicación al incorporar
la interconexión entre los procesadores en la topologı́a misma, entendiendo por
ello que se dispone de una red para interconectar, es decir, mantener la conexión
recı́proca entre los nodos de la red. La interconexión es la conexión fı́sica y lógica
de los elementos de la red, es una comunicación recı́proca (de igual correspon-
dencia) efectuada entre dos a más elementos de la red, sea ésta fija o temporal.



1.4. Algoritmos paralelos 15

Según Dally y Towles [19], una red de interconexión es un sistema programable
que transporta datos entre terminales.

Durante mucho tiempo la comprensión de una topologı́a que permitiera alto
rendimiento fue importante para los programadores y desarrolladores de algorit-
mos. Esta situación se reflejó tanto en la literatura como en los modelos de progra-
mación paralela. Recientemente, las redes han mejorado al punto que para muchos
usuarios la topologı́a de la red ya no es un factor importante en el rendimiento.
Este aparente desinterés se da por la uniformidad en la topologı́a proveniente del
aumento de ancho de banda dentro de la red. Sin embargo, para beneficiarnos de
una topologı́a más rápida, el cómo los procesadores se intercomunican se con-
vierte en una factor todavı́a más importante al diseñar algoritmos y modelos de
programación. La congestión en la red todavı́a puede ser un problema si el rendi-
miento de la red no se escala con el número de nodos para el procesamiento.

Para hacer frente a este problema, algunos sistemas de memoria compartida
han optado por utilizar redes que conectan cada procesador con cada sistema de
memoria. Para números pequeños de procesadores y memorias, una conexión di-
recta entre cada procesador y la memoria es posible (se requierenp2 conexiones
parap dispositivos). Para un mayor número de procesadores se puede utilizar una
red menos compleja.

En el siguiente capı́tulo se ahondará sobre las redes de interconexión.

1.4. Algoritmos paralelos

Los sistemas de cómputo paralelo necesitan de algoritmos para llevar a cabo
sus tareas. Entendemos que unalgoritmo paralelo es un método para resolver
un problema computacional en un modelo de computación paralela. Esto permite
que el problema se rompa en partes pequeñas para resolverse simultáneamente.
Existen varios criterios para evaluar la calidad de un algoritmo paralelo. Nos en-
focamos especı́ficamente en el tiempo de ejecución, el número de procesadores y
el costo [7].

1.4.1. Ańalisis de un algoritmo paralelo

Se define unaunidad de tiempocomo el tiempo requerido por un procesador
para: ejecutar una operación aritmética, ejecutar una operación lógica, obtener
acceso a la memoria, leer o escribir undatumo enviar un dato a su vecino.
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Tiempo de ejecucíon. Mediremos el tiempo de ejecución de un algoritmo
paralelo contando el número de unidades de tiempo que le toma desde el momento
que empieza la ejecución del algoritmo hasta que termina. Hemos de notar que un
algoritmo paralelo tiene varias operaciones básicas que podrán estar ejecutándose
en una misma unidad de tiempo. El número de operaciones puede ser igual al
número de procesadores activos durante la misma unidad de tiempo en ejecución.
Usaremost(n) para expresar el tiempo de ejecución que le toma a un algoritmo
paralelo resolver un problema de tamañon.

Una buena apreciación de la velocidad de un algoritmo paralelo es la compa-
ración de su solución con la mejor solución secuencial posible. La aceleración10

de un algoritmo paralelo que resuelve un problema computacional es igual al co-
ciente de dos tiempos de ejecución, la mejor solución secuencial posible dividida
por la solución del algoritmo paralelo. Cuanto mayor es el cociente, mejor es el
algoritmo paralelo.

Número de procesadores. Prácticamente por razones económicas una im-
portante consideración es el número de procesadores requerido por un algoritmo
paralelo. Suponga que dos algoritmos diseñados para resolver un mismo problema
en un mismo modelo de cómputo tienen idénticos tiempos de ejecución. Si uno
de los algoritmos necesita menos procesadores para resolver el problema, éste
es menos caro para ejecutarlo y el preferido. Se expresa usualmente el número
de procesadores como una función del tamaño del problema a resolver. Para un
problema de tamañon, el número de procesadores está dado porp(n).

Costo. El costo de un algoritmo secuencial se define como un lı́mite superior
sobre el número total de operaciones ejecutadas colectivamente por los procesado-
res. Si un algoritmo resuelve un problema de tamañon ent(n) unidades de tiempo
con p(n) procesadores, entonces el costo está dado porc(n) = p(n) × t(n). El
costo es de utilidad en la evaluación de lo caro que es la ejecución de un algoritmo
paralelo. Más importante aún, es una medida frecuentemente usada con propósi-
tos de comparación con respecto a una solución secuencial. Laeficienciade un
algoritmo paralelo para un problema dado es el coeficiente dado por el tiempo de
ejecución de la mejor solución secuencial posible del problema dividido entre el
costo del algoritmo paralelo. Cuanto mayor es la eficiencia, mejor es el algoritmo
paralelo.

10Se usará aceleración como traducción del idioma inglés despeedup.
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Difusión de la información

El intercambio de datos, entre procesadores, puede tener un impacto signifi-
cativo en la eficiencia de los programas paralelos, pues introduce el retardo de
la interacción durante su ejecución. Los algoritmos paralelos a menudo exigen
acciones de comunicación coordinadas que implican múltiples procesos. Estas
operaciones globales pueden ser implementadas por un programador. Sin embar-
go, para mayor comodidad y para permitir implementaciones óptimas, existe un
conjunto de funciones colectivas especializadas en la comunicación, es decir, ope-
raciones de uso común que permiten acciones de comunicación coordinadas [23].
Estas funciones son las siguientes:

Barrier. Sincronizar todos los procesos.

Difusión de la informacíon. Enviar datos desde un proceso a todos los pro-
cesos.

Gather. Recopilar datos de todos los procesos en un solo proceso.

Operaciones de reducción. Suma, multiplicación, y ası́ sucesivamente de
datos distribuidos.

Todas estas operaciones se ejecutan de manera colectiva.
Mediante un solo proceso hay que enviar datos a todos los procesos o a un sub-

conjunto de ellos. Esta operación se conoce comodifusión de la información11.
Inicialmente, el proceso que tiene los datos es el único que necesita difundir in-
formación. Al terminar el procedimiento, existen varias copias del dato.

Este modelo de difusión de la información consiste den procesadores conm
localidades de memoria compartida y una unidad de acceso a la memoria. Esta
instrucción permite a todos los procesadores escribir en todas las localidades de
la memoria compartida simultáneamente. Es decir, en la que cada procesadorpi
difunde undatumd1 y una etiquetaq1, con1 ≤ i ≤ n, con destino a todas lasm
localidades de memoria.

11Usaremos difusión de la información como traducción debroadcasting.
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Caṕıtulo 2

Redes de interconexíon

Un modeloes fı́sica, lógica o matemáticamente una representación de una en-
tidad del mundo real. Su propósito es simular cierto fenómeno por lo que permite
un estudio sistemático del mismo. Los modelos pueden ser usados para describir
ciertos sistemas conceptuales. Esta capacidad provee a los modelos una concreta
manifestación de los procesos que está destinado a representar [2].

En ciencias de la computación, los modelos de cómputo sirven para ambos
propósitos. Primero, se utilizan para describir entidades reales, llamadas compu-
tadoras. Como tal, un modelo de computación es una versión simplificada de una
ya existente o una contemplada pieza de maquinaria. Con tales intentos logramos
capturar las caracterı́sticas esenciales de la máquina e ignoramos los detalles de la
implementación. El modelo, por lo tanto, da una descripción abstracta que es sim-
ple de entender teóricamente y de fácil manipulación matemática. Segundo, los
modelos de cómputo son usados como herramientas para pensar en el problema
y expresar algoritmos. Por ello, la principal razón de ser de los modelos es ayu-
darnos a entender la computación. Algunos ejemplos de modelos tempranos de
computación son los autómatas, la máquina de Turing, las gramáticas formales y
las funciones recursivas. Modelos más recientes son: máquina de acceso aleatorio,
máquina paralela de acceso aleatorio, redes de interconexión, etcétera.

En el presente trabajo nos centraremos en las redes de interconexión, pues
permitirá proporcionar un marco teórico apropiado para el estudio de la red de
interconexión(n, k)-estrella. Algunos ejemplos de redes de interconexión son:
los sistemas informáticos, las redes de computadoras, los sistemas de comunica-
ción y los sistemas de transportación. En el caso de los sistemas informáticos, los
componentes podrán ser los procesadores, las unidades de almacenamiento y los
dispositivos de I/O. El objetivo de un sistema informático es básicamente trans-
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formar un conjunto de información de entrada en un conjunto de información de
salida, visto éste como resultado.

2.1. Conceptos b́asicos

En la computación paralela una de las maneras de comunicarse entre los proce-
sadores es mediante una red de interconexión; como ya se mencionó en el capı́tulo
anterior, entendemos que se dispone de una red para interconectar, es decir, man-
tener la conexión recı́proca entre los nodos de la red. Por lo cual, se tiene que
la interconexión es la conexión fı́sica y lógica de los elementos de la red, es una
comunicación recı́proca (de igual correspondencia de uno a otro) efectuada entre
dos a más elementos de la red sea esta fija o temporal. Según Dally y Towles [19],
una red de interconexión es un sistema programable que transporta datos entre
terminales.

Uno de los criterios más importante para la clasificación de las redes de inter-
conexión se basa en la rigidez de los enlaces entre los nodos, siendo estos enlaces
estáticos o dinámicos. Una red estática se caracteriza porque su topologı́a queda
establecida de forma definitiva cuando se instala el sistema, su única posibilidad
de expansión es crecer. En contraste, una red dinámica puede variar de topologı́a
bien durante el curso de la ejecución de los procesos o bien entre la ejecución de
los mismos. Por otra parte, las redes pueden ser jerárquicas o no; lo son si están
formadas de una serie de niveles, con diferente número de nodos que además son
simétricos en su tratamiento [4]. En la figura 2.1 observamos un esquema general
de una red de interconexión paralela y estática.

Figura 2.1: Red de interconexión paralela
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Ası́, tomamos en cuenta los principales problemas encontrados al emplear este
modelo de computación: el diseño, el análisis, su uso y la rentabilidad que conlleva
hacer uso de una red de interconexión [39]. Consideramos, a propósito, hacernos
algunas preguntas sobre este modelo de computación:

¿Qué forma deberá tener la red?

¿Puede un procesador comunicarse inmediatamente con todos sus vecinos?

¿Cuál es el tamaño de un mensaje que un procesador puede transmitir en un
momento?

¿Cuánto tiempo le toma a un procesador inicializar la transmisión?

¿Cuánto tiempo le toma a un mensaje viajar entre dos procesadores vecinos?

¿Cuánto le toma a un procesador recibir un mensaje?

¿Cuánto le toma a un procesador escribir o leer un mensaje en su memoria
local?

¿Cuánto le toma a un mensaje viajar del procesadorpi al procesadorpj?

¿Las rutas son dinámicas o estáticas?

¿Los procesadores operan sı́ncrona o ası́ncronamente?

¿Qué tipo de procesador es usado por una red de interconexión?

Todas estas preguntas son apropiadas al diseñar la red de interconexión y tie-
nen diversas respuestas. Algunas, sin embargo, son más importantes que otras y
sirven para distinguir plenamente los diferentes modelos empleados en la interco-
nexión.

A continuación listamos algunos conceptos y consideraciones importantes li-
gados con las redes de interconexión.
Número constante de vecinos.Podemos decir que habrá un número constante
de vecinos para la comunicación o que estará en función den, el número total
de procesadores. Se asume que un procesador puede enviar o recibir datos de un
número constante de vecinos en una misma unidad de tiempo.
Tamaño constante del mensaje para la transmisión. Cada mensaje que un pro-
cesador desea transmitir es considerado como un dato en memoria de tamaño fijo.
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Si m datos serán enviados de un procesador a otro, entonces se requerirán dem
transmisiones.
Tiempo constante para inicializar la comunicacíon. Supongamos que un pro-
cesador tienex vecinos (dondex es constante o está en función den). Con el fin
de seleccionar uno de sus vecinos para la transmisión el procesador necesita un
tiempo, el cual es una función dex.
Tiempo constante por enlace.Si el enlace que conecta a dos procesadores tiene
longitud l, entonces el tiempo para atravesar el enlace es una función del. Por
simplicidad, supondremos que un dato puede viajar de cualquier procesador a
otro en tiempo constante.
Tiempo constante para acceder a memoria.Si un procesador es la fuente (o
el destino) de un dato que debe leer (o escribir) en la memoria; este paso to-
mará tiempo, se asume que éste será constante.
Almacenamiento y retransmisíon de comunicacíon. Cuando un procesadorpi
desea enviar un datod al procesadorpj, al que no está conectado, se usa el siguien-
te esquema: primeropi envı́a el dato a uno de sus vecinos,pk, ahorapk recibe y
almacenad y posteriormente retransmite a uno de sus vecinos,pl, este proceso
continua hasta que se alcanzapj; donde cada datod es de tamaño constante y no
existe diferencia si este esquema es usado en otro esquema en el cual la ruta ha
sido previamente establecida.
Comunicación est́atica. A menos que se indique lo contrario, se asume que las
rutas serán predefinidas. Es decir, la dirección del procesador destino es usada
para encontrar la ruta más corta desde el procesador fuente. Por lo cual, es ne-
cesario diseñar un algoritmo. El algoritmo define lo que requiere la ruta cuando
un procesadorpi desea enviar un dato al procesadorpj en cualquier paso dado.
se asumirá que todos los procesadores conocen el número total de procesadores,
ası́ como la topologı́a de la red. Además, ningún procesador se aı́sla, por lo que
siempre habrá una ruta entre el procesador origen y el procesador destino.
Operación sincrónica.Asumiremos que cualquier procesador trabajará sincróni-
camente. En un paso, que requerirá tiempo constante, un procesador puede recibir
datos de un número constante de vecinos, realizar cálculos y enviar datos a un
número constante de vecinos. Cada procesador mantiene una copia del algoritmo
y todos los procesadores ejecutan este algoritmo en modolockstep1. El algorit-
mo puede indicar que sólo un subconjunto está activo, usando los procesadores
indicados. Los procesadores ejecutan el mismo paso al mismo tiempo.
Procesadores.Cada procesador en la red puede ser visto como una RAM; ésta

1Lockstepes una forma de estar sincrónizados.
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puede ejecutar un número básico de operaciones ariméticas y lógicas y tener ac-
ceso a una memoria de acceso local. Cada operación requiere un tiempo constante
para ser ejecutada. Sin embargo, cada procesador tendrá un número especial de
registros llamados puertos, que permiten la comunicación con sus vecinos. Cada
puerto está fı́sicamente conectado por un enlace a un puerto de otro procesador.

En una red de interconexión, no hay memoria compartida; en su lugar, cada
procesador cuenta con su propia unidad de memoria local y se conecta con otros
procesadores mediante enlaces directos entre ellos. Los enlaces son bidireccio-
nales; es decir, dos procesadores conectados por un enlace pueden intercambiar
datos de forma simultánea. Por lo cual, la estructura matemática adecuada y con-
veniente es una gráfica no dirigidaG = (V,A) y es empleada para describir una
red de interconexión, donde cada procesadorpi es un vértice enV y si hay un
enlace entre dos procesadorespi y pj en la red de interconexión, entonces la aris-
ta (pi, pj) existe entre los correspondientes vérticesA de la gráfica. En esta tesis
usaremos los términos red de interconexión y gráfica de forma indistinta.

2.2. Topoloǵıas básicas

Introduciremos algunas redes de interconexión conocidas. Supondremos que
todas las redes tienenn procesadores o nodos, centrando nuestra atención en las
redes de interconexión con enlaces estáticos.

Primeramente se tiene que el grado de una red de interconexión es el grado
máximo de todos los procesadores que hay en la red, (véase la definición A.3).

2.2.1. Red completa

La red de interconexión más obvia y general es la gráfica donde cada nodo en
ella está conectado directamente con todos los otrosn−1 nodos de la gráfica. Esta
red de interconexión es conocida comográfica completaoKn. Ésta es la red más
poderosa por su amplia versatilidad; el grado deKn esn − 1 y el diámetro es1.
Como se puede observar hayn(n− 1)/2 enlaces en la red, lo que la hace inviable
en la práctica por dos razones: el costo asociado con el número total de aristas y
el lı́mite fı́sico de conexiones que puede tener el procesador.

Afortunadamente, un pequeño subconjunto de pares conectados suele ser su-
ficiente para obtener algoritmos eficientes en la mayorı́a de aplicaciones. En al-
gunos modelos el número de procesadores vecinos es constante, mientras que en
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Figura 2.2: Red completa con 6 ProcesadoresK6

otros es una función den, donden es el número de procesadores. La figura 2.2
ilustra la gráfica completaK6.

2.2.2. Arreglo lineal

El arreglo lineal es la más sencilla y fundamental red de interconexión. En
ésta, losn procesadores forman un arreglo unidimensional. Cada procesadorpi,
con1 < i < n, está conectado con dos vecinos llamadospi−1 y pi+1, exceptuando
los procesadoresp1 y pn, estos sólo tienen un vecino. El grado máximo del arreglo
lineal es2 y el diámetro esO(n). La figura 2.3 presenta una arreglo lineal de cinco
procesadores.
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1

Figura 2.3: Arreglo lineal

Un arreglo lineal especial, es la red de interconexiónring, tal quep1 y pn están
conectados, por lo que todos los procesadores tienen exactamente dos vecinos.

2.2.3. Mallas

La mallas son redes bidimensionales que son obtenidas del arreglo de los
procesadores en una matriz der× s. El procesador en el renglóni y columnaj es
denotado porpi,j, donde1 ≤ i ≤ r y 1 ≤ j ≤ s. Los vecinos depi,j sonpi−1,j ,
pi+1,j, pi,j−1 y pi,j+1, si existen. Los procesadores en la frontera de las columnas y
renglones tienen al menos cuatro vecinos. El grado máximo de la malla es4 y el
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Figura 2.4: MallaM de4× 4

diámetro esO(r+s) ya que la distancia desdep1,1 apr,s esr−1+s−1 = r+s−2.
La figura 2.4 muestra una malla de4× 4.

Si en una malla la dimensiónd de la matriz es mayor que 2, la red de interco-
nexión es conocida comomalla d-dimensional. En ésta cada procesador está co-
nectado con dos procesadores en cada dimensión excepto con los procesadores
que están en la frontera de la malla. Por lo cual, el grado máximo de la malla
d-dimensional será2× d.

2.2.4. Árbol

En la red de interconexión, déarbol, los procesadores forman un árbol com-
pleto. De tal manera que el árbol tiened niveles, numerados de0 a d − 1, y
n = 2d− 1 nodos cada uno de los cuales es un procesador, como se muestra en la
figura 2.5.
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Figura 2.5:Árbol binario

Cada procesador en el niveli está conectado por un enlace de comunicación
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bidireccional a su padre en el niveli + 1 y a sus dos hijos en el niveli − 1.
El procesador raı́z no tiene padre y las hojas no tienen hijos. En éste modelo
no hay memoria compartida. En su lugar, la memoria está distribuida entre los
procesadores, cada uno de los cuales tiene una porción igual. Cada procesador
almacena una copia del mismo programa. Sin embargo, no todos los procesadores
ejecutan la misma instrucción al mismo tiempo, sólo ocurre cuando un procesador
está activo; esto pasa si recibe datos de uno o más procesadores. Sólo la raı́z y las
hojas se pueden comunicar con el mundo real.

2.2.5. Piŕamides

Una pirámide unidimensional se obtiene al agregar interconexiones bidirec-
cionales en los procesadores ubicados en el mismo nivel de un árbol binario; y
en cada nivel las interconexiones forman un arreglo lineal. Este concepto puede
extenderse para dimensiones de orden superior.

Por ejemplo, una pirámide de dos dimensiones consiste de(4d+1−1)/3 proce-
sadores distribuidos entred+1 niveles. Todos los procesadores en el mismo nivel
están interconectados por una malla. Hay4d procesadores en el nivel0 (también
llamado base) organizados en una malla de2d × 2d. Sólo hay un procesador en
nivel d, también llamado cima. En general; un procesador en el niveli, además de

Figura 2.6: Red de interconexión pirámide
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estar conectado a sus cuatro vecinos en el mismo nivel, tiene conexiones a cuatro
hijos en el niveli − 1 con i ≥ 1 y a uno de los padres en el niveli + 1, con
i ≤ d − 1. El diámetro de la pirámide es2d − 1. La pirámide se muestra en la
figura 2.6.

2.2.6. Entrelazado perfecto

En este modelo de red de interconexión el parámetron es una potencia de 2 y
etiqueta an procesadores comop0, p1, p2, ..., pn−1. En el entrelazado perfecto2 las
aristas entrepi y pj se obtienen de la siguiente manera:

j =

{
2i si 0 ≤ i ≤ n/2− 1,
2i+ 1− n si n/2 ≤ i ≤ n− 1.

Asimismo, se usará la representación binaria para explicar la estructura de
la red de interconexión entrelazado perfecto. La representación binaria dej se
obtiene desplazando cı́clicamente el nodo originali una posición a la izquier-
da; lo que significa que el procesadorpin−1in−2...i0 está conectado al procesador
pin−2in−3...i0in−1

. Por ejemplo, cuandon = 8, existe un sólo sentido entre la aris-
ta del procesadorp001 a p010. Una variación de entrelazado perfecto es la red de
interconexiónshuffle-exchange. En este modelo cambiamos los enlaces unidirec-
cionales por los bidireccionales. Además agregamos el intercambio de aristas en
la red, que son aristas bidireccionales enlazadas a todos los procesadores etique-
tados y cuya etiqueta es par con sus sucesores.
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Figura 2.7: Red entrelazado perfecto

La figura 2.7 es una representación alternativa de la red de interconexión en-
trelazado perfecto, en la que se da un mapeo a partir del conjunto de procesadores.
Esta representación explica el origen del nombre de la red; cuando una baraja de
cartas se parte en dos grupos del mismo tamaño, una mezcla perfecta se obtiene
al barajear (entrelazar) las cartas en los dos grupos.

2Se usará Entrelazado Perfecto como traducción dePerfect Shuffle.



28 2. Redes de interconexión

2.2.7. Hipercubo

En términos generales la red de interconexión hipercubo está vinculada con
procesadores paralelos y se basa en la red binaria deld-cubo introducida bajo di-
ferentes nombres como: cubo cósmico,n-cubo binario yn-cubo booleano. Sea
n = 2d, cond ≥ 0; para usar una representación binaria dei etiquetamos todos
los procesadorespi de la red con0 ≤ i ≤ n− 1. Para cada procesadorpi existen
exactamented vecinos, tal que los vecinos del procesadorpi serán los procesado-
respj y donde la representación binaria de los ı́ndicesi y j difieran exactamente
en un bit. Se tiene qued es la dimensión de la red de interconexión, por lo que
la red de interconexión es conocida comod-hipercubo, con d la dimensión de
éste, od-cubo. El grado y diámetro de und-cubo esd. La figura 2.8 muestra los
primeros hipercubosQ1, Q2 y Q3 de dimensión 1, 2 y 3.

Actualmente, la más popular y no trivial red de interconexión en uso es el
hipercubo. La razón obedece a que la redd-cubo posee una gran cantidad de pro-
cesadores; tantos comon = 2d y un grado pequeño,d = logn. Esto logra que una
gran cantidad de procesadores puedan estar interconectados usando escasos enla-
ces para la comunicación (d enlaces por cada procesador), mientras que al mismo
tiempo mantiene el retardo de la comunicación entre los procesadores al mı́nimo.
Aunado a esto, eld-cubo es una topologı́a completamente simétrica por lo que
minimiza los problemas de congestión en la red; esto logra el uso de procesadores
idénticos, pues cada vértice juega un papel idéntico en la red de interconexión. De
este modo la estructura del hipercubo puede ser descompuesta recursivamente en
hipercubos de dimensión menor. Otras caracterı́sticas del hipercubo incluyen un
diámetro pequeño y la propiedad de ser una gráfica regular. Además posee algo-
ritmos de enrutamiento óptimos y sencillos y con buena tolerancia de fallos, que
enrutan mensajes entre los procesadores a través de la ruta más corta [1].

Figura 2.8: Hipercubos cond = 1, 2, 3
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Construcción recursiva del hipercubo

Una propiedad importante deld-cubo es que puede construirse recursivamente
a partir de cubos de dimensión menor: consideremos dos(d − 1)-cubos, cuyos
vértices igualmente están numerados de0 a2d−1, al unir cada nodo del primer(d−
1)-cubo con un nodo del segundo(d−1)-cubo con el mismo número, se obtiene un
d-cubo. Para reetiquetar los nodos basta con concatenar un0 con cada nodopi del
primer hipercubo y concatenar un1 seguido de cadapi en el segundo; recordemos
que cada nodopi es una representación binaria de los dos nodos similares en cada
(d−1)-cubo. Esto se ilustra parad = 4 en la figura 2.9; para obtener4-cubo, basta
unir los nodos interiores del3-cubo con los nodos exteriores del3-cubo.

Figura 2.9: Vista 3D del4-cubo

La separación de und-cubo donde todos los nodos cuyo bit inicial es cero
y donde todos los nodos cuyo bit inicial es uno producen dos subgráficas tales
que cada nodo de la primera subgráfica está conectado con un nodo de la segun-
da subgráfica. Si eliminamos las aristas entre estas subgráficas, obtenemos dos
(d−1)-cubos disjuntos. A la operación de dividir eld-cubo en dos(d−1)-cubos,
de manera que todos los nodos de los dos(d− 1)-cubos estén en correspondencia
unı́voca, la denominaremosrompimiento3. El rompimiento sugerido da mayor im-
portancia al primer bit. Sin pérdida de generalidad, para una numeración dada, un
rompimiento equivale a separar la gráfica en dos subgráficas obtenidas de tomar
en cuenta todos los nodos cuyo biti-ésimo es cero y cuyo biti-ésimo es uno. Esto
se conoce como rompimiento a lo largo de lai-ésima dirección de la red. Puesto
que hayd bits, también hayd direcciones.

Proposición 2.1. Existend diferentes maneras de romper und-cubo, es decir

3Usaremosrompercomo traducción literal detearing.
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Figura 2.10: Rompimiento del hipercubo

de dividir en dos(d − 1)-subcubos de manera que sus respectivos vértices están
conectados de forma unı́voca [38].

Ilustrando este hecho en la figura 2.10, notamos el rompimiento del hipercubo
en i-ésima dirección de éste. Cada rompimiento consiste en la división de la grá-
fica d-cubo en dos subgráficas, una donde las etiquetas de los nodos tienen un
uno en la posicióni-ésima y otra donde las etiquetas tienen un cero en la posición
i-ésima.

2.2.8. n-Estrella

Para obtener una red de interconexiónn-Estrella4 empezamos por dar un en-
teron y un conjunto de enteros{1, 2, . . . , n}. Cada procesador corresponde a las
distintas permutaciones de losn sı́mbolos. Por lo cual, el número de procesado-
res en una red de interconexiónn-estrella esn! Un procesadorp estará conectado
conn− 1 vecinos que se obtendrán del intercambio del primer sı́mbolo dep con
i-ésimo sı́mbolo,2 ≤ i ≤ n. Llamaremos a éstas, aristas de dimensiónn − 1.

4Usaremosn-estrellacomo traducción literal den-star.
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(a) La3-estrella oS3

(b) La4-estrella oS4

Figura 2.11: Ejemplos de lan-estrella

Denotamos esta red porSn o n-estrella. Por ejemplo, sin = 4, el procesador
p1234 estará conectado conp2134, p3214 y p4231 por dos aristas bidireccionales. Las
siguientes figuras 2.11a y 2.11b muestranS3 y S4 respectivamente.

La red de interconexión estrella es una atractiva alternativa al modelo hiper-
cubo. Las propiedades en lan-estrella puede compararse favorablemente con el
hipercubo, incluyendo las propiedades de simetrı́a, la tolerancia a fallos, entre
otras. Más adelante se hará un breve comparativo entre las redes de interconexión
mencionadas.

2.2.9. (n, k)-Estrella

Chiang y Chen definieron una generalización de lan-Estrella al agregar un
nuevo parámetro más, pues su función es controlar la cantidad de nodos (proce-
sadores) en la topologı́a. Esta nueva topologı́a es conocida como(n, k)-Estrella5

[15].
Tomemosn y k como dos enteros tales que1 ≤ k ≤ n − 1. Por simplicidad

〈n〉 = {1, 2, . . . , n} y 〈k〉 = {1, 2, . . . , k}.

Definición 2.1(Gráfica (n, k)-Estrella). Una (n, k)-estrella, denotada porSn,k,
se rige por dos enteros:n y k, donde1 ≤ k < n. El conjunto de nodos deSn,k es
denotado porV (Sn,k) = {p1p2 . . . pk|pi ∈ 〈n〉 y pi 6= pj parai 6= j} el conjunto

5Se usará(n, k)-estrellacomo traducción literal de(n, k)-star
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de todas las permutaciones dek elementos tomados de〈n〉. Los vecinos del nodo
p = p1p2 . . . pi . . . pk se definen como sigue:

1. pip2 . . . pi−1p1 . . . pi+1pk a través de una arista de dimensióni, denominadas
i-aristas con2 ≤ i ≤ k. Estamos intercambiandop1 conpi.

2. xp2 . . . pi . . . pk a través de una arista de dimensión 1, denominadas1-aristas
conx ∈ 〈n〉 − {pi | 1 ≤ i ≤ k}.

La figura 2.12 muestra la(4, 2)-estrella oS4,2. En ella las lı́neas punteadas
indican lasi-aristas (en este casoi = 2 paraS4,2) y todas las lı́neas continuas
indican1-aristas de la gráfica.

Figura 2.12: La(4, 2)-estrella

El número de nodos de una(n, k)-estrella esn!/(n− k)!. Claramente, cuando
se diseña la red de interconexión en una computadora paralela, la gráfica(n, k)-
estrella permite más flexibilidad que lan-estrella.

2.3. Comparando topoloǵıas

A partir de las propiedades matemáticas de la gráfica subyacente de la red
fı́sica, podemos comparar las propiedades que se esperan de la red. Existen al-
gunos criterios que nos permiten comparar qué topologı́a es aparentemente más
adecuada para cierta aplicación. Veamos algunos:

Grado máximo. Éste es un importante criterio para evaluar una topologı́a
y debe ser considerado prudentemente. Desde un punto de vista teórico,
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mientras el grado de la red sea más grande es mejor; caso contrario para
aplicaciones prácticas, donde se prefiere un grado menor.6

Diámetro. Dado que los procesadores necesitan comunicarse entre ellos
mismos y que el tiempo para un mensaje de un procesador a otro depende
de la distancia entre ellos, una red de interconexión con diámetro pequeño
es mejor que una red con diámetro mayor.

Longitud de los enlaces.Aunque los modelos antes mencionados son obje-
tos abstractos, algunos de estos pueden representar computadoras paralelas
para ser implementadas. Desde este enfoque, una red de interconexión es
más deseable que otra si es más eficiente, más conveniente y más entendi-
ble. Un criterio particular es la longitud del enlace máximo de la red. Por
ejemplo, en un arreglo lineal y una malla, todos sus enlaces tienen longi-
tud constante, sin tener en cuenta en número de procesadores, mientras que
todas las otras redes de interconexión mencionadas en las secciones 2.2.4-
2.2.9 poseen enlaces que dependen del número de procesadores que tienen.
Una red cuyos enlaces tienen longitud constante usualmente es más fácil y
más eficiente de implementar.

Comparemos las redes de interconexión mencionadas en las secciones 2.2.2-
2.2.9 con respecto a los dos primeros criterios, grado y diámetro. Se asume que el
número de procesadores por red de interconexión esO(n), donden es suficiente-
mente grande. Ademásn = m! para la estrella.

Como se muestra en la tabla 2.1 es dı́ficil dar un ganador. Por ejemplo, la malla
es superior con respecto al grado del hipercubo, pues es el grado es constante. Por
otro lado, el hipercubo posee un diámetro pequeño comparado con la malla. De
igual manera podemos seguir comparando las redes de interconexión; cada una
tendrá sus ventajas y sus propias desventajas y algunas son más adecuadas para
ciertos problemas.

Sin embargo, aparte de estos tres criterios, hay que tomar en cuenta otros. Da-
do que el diseño de una red de interconexión es una parte integral de cualquier
sistema paralelo o distribuido de computación [16], el escoger una red de interco-
nexión particular determinará significativamente el desempeño del sistema. Una
topologı́a eficiente usualmente posee la siguientes propiedades: número elevado
de vértices para permitir un paralelismo masivo, fuertemente conexa, regular, no-
dos simétricos, un algoritmo sencillo de enrutamiento, entre otros.

6Se usará grado para referirnos al grado máximo de la red siempre y cuando el contexto lo
permita.
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Topoloǵıa Grado máximo Diámetro
Arreglo Lineal 2 O(n)

Mallas 4 O(n1/2)

Árboles Binarios 3 O(logn)
Pirámides 9 O(logn)

Entrelazado Perfecto 3 O(logn)
Hipercubo O(logn) O(logn)

Estrella n-1 O(m)

Cuadro 2.1: Comparando topologı́as [2].

Por otro lado, las aplicaciones para las cuales está destinada una red de inter-
conexión también juegan un rol importante en la selección de la red. Uno desea
tener una red de interconexión que sea la mejor para resolver un problema particu-
lar. Por ejemplo una malla es apropiada para problemas que involucran matrices
mientras que un árbol está equipado para problemas de búsqueda, digamos en una
base de datos. No obstante, los árboles tiene una debilidad particular en la raı́z; ya
que la raı́z es un potencial cuello de botella, pues todas las comunicaciones entre
los subárboles izquierdo y derecho deben pasar por la raı́z. Alternativamente, uno
quiere una red de interconexión que sea capaz de resolver una amplia variedad
de problemas. Una de ellas es el hipercubo. En el presente trabajo pretendemos
mostrar que la red de interconexión(n, k)-estrella es capaz de resolver una gran
variedad de problemas.



Caṕıtulo 3

Propiedades topoĺogicas de la
gráfica (n, k)-estrella

Cada red de interconexión posee caracterı́sticas intrı́nsecas y por ello revisa-
remos la literatura escrita sobre la red de interconexión(n, k)-estrella oSn,k, se
usará indistintamente cualquiera de estas dos notaciones. Examinando la red co-
mo una gráfica, obtendremos algunas particularidades de la red. Haremos uso de
la definición 2.1 de la subsección 2.2.9.

Sabemos que una gráficaG esk-regular si el grado de todo vértice esk; una
gráfica regular es una que esk-regular para algunak. Por ejemplo, la red de
interconexión completa es regular, lo mismo qued-cubo. En particular tenemos el
siguiente resultado:

Proposición 3.1. La gráficaSn,k es regular y de gradon− 1 [15].

Daremos una demostración exhaustiva de esta proposición. Para verlo clara-
mente recurriremos al proceso de construcción de la gráfica(n, k)-estrella.

Consideremos el siguiente problema1. Una estrella con cinco vértices numera-
dos del 1 al 5 y cinco etiquetas correspondientes a las primeras letras del alfabeto
latino: A, B, C, D y E.Éstas han sido colocadas de forma aleatoria sobre los vérti-
ces de la estrella, como se puede ver en la figura 3.1. A través de un serie de
intercambios deseamos colocar las etiquetas alfabéticamente, es decir, la etiqueta
A corresponde al vértice 1, la etiqueta B corresponde al vértice 2, etcétera.

1Las ideas generales son tomadas de Akerset al [1].
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Figura 3.1: Estrella

Dado que deseamos colocar las etiquetadas en su lugar correspondiente, el
problema se ajusta a las permutaciones de los sı́mbolos A, B, C, D y E. Es de-
cir, las permutaciones obtenidas de los sı́mbolos representarán todos los posibles
estados por los que podrá pasar una etiqueta, con el objeto de llegar a la configu-
ración deseada. Por ejemplo, la configuración inicial mostrada en la figura 3.1 es
CABED y la configuración final es ABCDE; es decir, la permutación identidad.
Ası́ que deseamos encontrar la mı́nima secuencia de permutaciones tal que em-
pezando con CABED terminemos con ABCDE, y no sólo eso, sino que además
las permutaciones intermedias pueden ser obtenida de la inmediata anterior por el
intercambio del primer sı́mbolo con cualquiera de los otros cuatro sı́mbolos.

Observamos inmediatamente que este problema puede generalizarse an mar-
cas y, el estado de cada marca puede representarse por las permutaciones de los
n sı́mbolos. En lo que corresponde a los movimientos permitidos ocurre que se
intercambia el primer sı́mbolo con cualquiera de los otros sı́mbolos. Por lo tan-
to, cualquier permutación se puede transformar en una cualquiera de lasn − 1
permutaciones en un movimiento.

Demostración.Ahora bien, necesitamos hacer un ajuste, pues el problema se
adecúa perfectamente a las permutaciones den elementos2. Sin embargo,
sabemos por la definición 2.1, que la(n, k)-estrella posee dos parámetrosn
y k que le dan mayor flexibilidad; por lo que buscamos las permutaciones
den elementos3 tomados dek enk. Sabemos que la gráfica(n, k)-estrella
poseen!/(n − k)! vértices [15]; de ahı́ que el problema lo verı́amos como
la colocación en sus respectivas posiciones de todas las permutaciones de
n elementos tomados dek enk (véase la definición B.17). Ası́ que, por la

2La red de interconexiónn-estrella se define como las permutaciones den elementos.
3Durante el desarrollo de este trabajo〈n〉 denotará el conjunto{1, 2, . . . , n} de sı́mbolos y,

|X | representará la cardinalidad de un conjuntoX .
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definición de(n, k)-estrella, conocemos que si un vértice difiere de otro en
el primer elemento de la etiqueta existirá un arista entre ellos; por lo que te-
nemos dos casos: el caso en que difieran únicamente en el primer elemento
de la etiqueta la cual será una1-arista, y el caso en que difieran en el primer
elemento de la etiqueta y en lai-ésima posición de ésta, la cual será unai-a-
rista. Además cada vértice está conectado conn− k 1-aristas y unai-arista,
para cadai, con2 ≤ i ≤ k, éstas últimas sonk − 1. Sumando las1-aristas
y las i-aristas tenemos que el grado de cada vértice de la(n, k)-estrella es
n− 1, y esto es válido para cualquier configuración (o permutación) inicial,
por lo que el grado de todos los vértices de la gráficaSn,k esn − 1 y esto
indica que es una gráfica regular. �

Este resultado es importante. No sólo nos dice de cuantos enlaces disponemos
en la red, sino que además, permite ajustar los parámetrosn y k para un uso
apropiado de los recursos disponibles o necesarios. Esto indica que el grado de
una gráfica puede verse como una medida del costo de la red de interconexión.
Mientras más grande el grado, mayor el costo. Por lo que se prefiere contar con
un grado pequeño y manejable que con un grado mayor en la red.

3.1. Estructura jerárquica

La estructura jerárquica de la gráfica(n, k)-estrella es una de las propiedades
más importantes de laSn,k. Podemos explotar esta propiedad en varios algoritmos,
en particular, en los de enrutamiento. Cuando hablamos de estructura jerárquica,
nos referimos al orden y la disposición de la gráfica. Por ejemplo, si tenemos
una gráficaSn,k podemos generar subgráficas, que también son gráficas(n′, k′)-
estrella.

Debido a las siguientes razones, una red de interconexión con la propiedad de
poseer una estructura jerárquica es atrayente:

1. Proporcionan una buena capacidad de expansión. Es decir, con el tamaño
creciente de los sistemas de cómputo, las alteraciones de configuración en
software como en hardware para la comunicación de cada vértice puede ser
minimizada.

2. En comparación con algunas redes de interconexión no jerárquicas, se pue-
den integrar más vértices utilizando el mismo número de enlaces [34].
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Definición 3.1(SubgráficaSn−1,k−1(i)). SeaSn−1,k−1(i) la subgráfica deSn,k in-
ducida por todos los vértices que tienen el mismo último sı́mboloi en su etiqueta,
se escogei de1 an.

De la definición 2.1, fácilmente podemos observar que laSn−1,k−1(i) es una
gráfica(n−1, k−1)-estrella definida por los enteros{1, 2, . . . , n}−{i}. En otras
palabras, cada subgráficaSn−1,k−1(i) es isomorfa aSn−1,k−1. De está propiedad,
Sn,k puede ser descompuesta enn gráficasSn−1,k−1, denotadas conSn−1,k−1(i) y
con1 ≤ i ≤ n [15].

• Ejemplo. En la figura 3.2 observamos la estructura jerárquica de la gráfica(4, 3)-
estrella. Si seleccionamos el último sı́mbolo de cada vértice con el mismo
valor i, observamos que contiene cuatro subgráficas(3, 2)-estrellas genera-
das por cada valor den; las cuales son:S3,2(1), S3,2(2), S3,2(3) y S3,2(4).
Con los rellenos zigzag, guiones, césped y cruces identificamos las subgráfi-
casS3,2(1), S3,2(2), S3,2(3) y S3,2(4) respectivamente. Recordando lo que
pasa con eld-cubo, al romperlo se generan dos subgráficas(d − 1)-cubo.
Algo similar sucede aquı́, al fijar el último sı́mbolo, por ejemplo el uno, se
genera la subgráficaS3,2(1) que contiene al conjunto de vérticesV (S3,2(1))
con las etiquetas32, 23, 43, 34, 24 y 42. Lo mismo se replica con el resto de
las subgráficas inducidas por último sı́mbolo. Esta descomposición puede
realizarse de forma recursiva en cadaSn−1,k−1(i) para obtener subgráficas
más pequeñas. N

Lema 3.1. La gráficaSn,k puede descomponerse enn subgráficasSn−1,k−1(i),
1 ≤ i ≤ n y cada subgráficaSn−1,k−1(i) es isomorfa aSn−1,k−1 [15].

Demostración.Si removemos el último sı́mbolo de todos los nodos de la gráfica
enSn−1,k−1(n), obtenemos unaSn−1,k−1. Además,Sn−1,k−1(n) es isomorfa
a Sn−1,k−1. Por lo que, sólo es necesario demostrar queSn−1,k−1(i), con
1 ≤ i ≤ n − 1 y la Sn−1,k−1(n) son isomorfas. Definimos una función
biyectivaµ3 en〈n〉:

µ3(i) = n; µ3(n) = i; µ3(x) = x, parax ∈ 〈n〉 − {i, n}.

Definimos también una biyecciónM3 dada por:

M3(p1p2 . . . pk) = µ3(p1)µ3(p2) . . . µ3(pk)
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Figura 3.2: Descomposición en 4 subgráficas de la(4, 3)-estrella

para un nodop = p1p2 . . . pk enSn,k.

Entonces podemos afirmar que,M3 transforma los nodos deSn−1,k−1(i) en
los nodos deSn−1,k−1(n) y además preserva adyacencias. �

Debemos notar que la dimensión en la cual fijamos los sı́mbolos para obtener
las subgráficasSn−1,k−1, no tiene que ser necesariamente el último entero de la
etiqueta de la permutación; como se mencionó en la definición 3.1. Esto, en gene-
ral, puede ser definido como las subgráficasSi

n−1,k−1(j) para ser una subgráfica
Sn−1,k−1 tal que todos los vértices en ellas tengan el mismo sı́mboloj en lai-ési-
ma posición, con2 ≤ i ≤ k y 1 ≤ j ≤ n. Formalizado este hecho tenemos el
siguiente resultado:

Proposición 3.2. Existenk − 1 maneras diferentes de descomponer a una gráfi-
caSn,k enn subgráficasSn−1,k−1 ajenas por nodos, tal que las subgráficas son:
Si
n−1,k−1(j), para2 ≤ i ≤ k y 1 ≤ j ≤ n [29].

• Ejemplo. Para descomponer la gráfica(4, 2)-estrella enn subgráficasSn−1,k−1

ajenas por nodos, de acuerdo con la proposición anterior, existe una manera
diferente de obtener cuatro subgráficas ajenas por nodos; pues son tantas co-
mon, pero por cada dimensióni. En la figura 3.3b se indican las subgráficas
Sn−1,k−1 que se obtienen al descomponer la gráfica(4, 2)-estrella. Al elimi-
nar el último sı́mbolo de cada etiqueta obtenemos las subgráficas:S3,1(1),
S3,1(2), S3,1(3) y S3,1(4). La subgráficaS3,1(1) nos indica que ella misma
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se forma al eliminar el sı́mboloj de valor1 de todas las etiquetas corres-
pondientes a la posicióni = 2; la cual en la figura 3.3b corresponde a la
parte superior derecha. A simple vista observamos que a esta subgráfica le
hace falta el sı́mbolo1; razón por la cual se denominaS3,1(1). Ası́ que la
gráfica(4, 2)-estrella puede descomponerse en cuatro subgráficasS3,1(j).
En la figura 3.3b, se eliminaron los sı́mbolos correspondientes de cada eti-
queta, ası́ como las aristas que las unı́an de la figura 3.3a, para observar la
descomposición de la gráfica(4, 2)-estrella. N

En la figura 3.3 observamos la única descomposición de la gráfica(4, 2)-
estrella. Sin embargo, para hacer más clara la Proposición 3.2 considere la gráfica
(4, 3)-estrella.

• Ejemplo. En la figura 3.4a tenemos una representación alternativa de la gráfica
(4, 3)-estrella (veáse la figura 3.2). Recurriendo a la proposición anterior,
podemos descomponer la(4, 3)-estrella en dos formas diferentes.

Conociendo el valor dek, i comienza a iterar coni = 2; lo cual nos gene-
ra cuatro subgráficasSn−1,k−1 de dimensión dos, una por cada valor dej;
tales subgráficas son:S2

3,2(1), S
2
3,2(2), S

2
3,2(3) y S2

3,2(4). En la figura 3.4b
observamos las subgráficas. Lo mismo sucede cuandoi = 3. Se descom-
pone en cuatro subgráficas:S3

3,2(1), S
3
3,2(2), S

3
3,2(3) y S3

3,2(4) de dimensión
tres. En la figura 3.4 podemos observarlas. Las primeras, más éstas últimas
nos producen dos formas de descomponer la gráfica(4, 3)-estrella ajenas
por nodos. N

(a) Gráfica(4, 2)-estrella

(b) SubgráficasSn−1,k−1(j)

Figura 3.3: Descomposición de la gráfica(4, 2)-estrella
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(a) Gráfica(4, 3)-estrella

(b) Subgráficas coni = 2 (c) Subgráficas coni = 3

Figura 3.4: Descomposición en subgráficas de la(4, 3)-estrella

Nótese que en las figura 3.4b y 3.4c, en las subgráficas representadas, se elimi-
nan las aristas de dimensióni correspondientes a cada caso; sin que ello signifique
que la gráfica quedará ası́, sólo se ejemplifica la propiedad. En el presente mate-
rial, mientras no se indique lo contrario, usaremos la descomposición de la gráfica
(n, k)-estrella en subgráficasSn−1,k−1(i) en la última dimensión del vértice.

La descomposición de la gráficaSn,k en subgráficasSn−1,k−1(i) inducidas por
el último sı́mbolo de cada etiqueta es una descomposición que puede realizarse
de forma recursiva en cada subgráficaSn−1,k−1(i) para obtener subgráficas más
pequeñas. Pensemos en la gráficaS5,4. Aplicando la descomposición en el último
sı́mbolo obtenemos cinco subgráficasS4,3. Haciendo lo mismo, se inducen cuatro
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subgráficasS3,2. Por último se infieren tres subgráficasS2,1; nuestro caso base. De
este ejemplo, podemos reparar brevemente en la estructura jerárquica de nuestro
caso de estudio, la(n, k)-estrella. Cada gráficaSn,k, por definición, contendrá en
su estructura interna subgráficasSn,k más pequeñas que serán ajenas por nodos.

El siguiente diagrama nos permite observar el proceso recursivo en la genera-
ción de subgráficas(n, k)-estrella, ası́ como la estructura jerárquica de la red. Las
flechas nos indican a la vez la descomposición que resultarı́a del último sı́mbo-
lo, ası́ como las subgráficas que contiene en su estructura unaSn,k cualquiera.
Pensemos en la gráficaS5,3 que aparece en el diagrama. LaS5,3, contiene en su
estructura cinco gráficasS4,2, además, si descomponemos la gráfica, como lo in-
dica la flecha tendremos cinco subgráficasS4,2.

S2,1 S3,1 S4,1 S5,1 · · · Sn,1

տ տ տ տ տ
S3,2 S4,2 S5,2 · · · Sn,2

տ տ տ տ
S4,3 S5,3 · · · Sn,3

տ տ տ
S5,4 · · · Sn,4

տ տ
. . .

...
տ

Sn,k

La generación de la siguiente gráfica(n, k)-estrella puede partir del cono-
cimiento previo de que la gráficaSn,k será parte de la estructura de la gráfica
Sn+1,k+1. Es decir, en su estructura interna contendrán + 1 copias de la gráfica
Sn,k y, no sólo eso, sino que además contendrá las aristas que unen a cada una de
esasn+ 1 copias. El siguiente resultado, indica la cantidad de aristas que existen
entre cada una de esas subgráficas.

Lema 3.2. Existen(n− 2)!/(n− k)! k-aristas entre cualesquiera dos subgráficas
Sn−1,k−1(i) y Sn−1,k−1(j); cada uno de los nodos deSn−1,k−1(i) está conectado
exactamente con un nodo deSn−1,k−1(j) [15].

Demostración.Sabemos que para cualquier par de nodos, digamos:jp2 . . . pk−1i
∈ Sn−1,k−1(i) e ip2 . . . pk−1j ∈ Sn−1,k−1(j), coni 6= j, existe unak-arista
que los conecta entre si.
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Cadap2p3 . . . pk−1 es una única permutación dek − 2 sı́mbolos distintos
elegidos den − 2 sı́mbolos de〈n〉 − {i, j}; ya que por la definición de
permutaciones, cadap2p3 . . . pk−1 es una única variación del orden de los
elementos de〈n〉 − {i, j} pues no admite repetición.

Ası́ que, para obtener todas lask-aristas que conectan a las subgráficas
Sn−1,k−1(i) y Sn−1,k−1(j) tomamos todas las permutaciones den − 2 sı́m-
bolos en grupos dek − 2. Por lo tanto existenk-aristas dadas por(n −
2)!/((n − 2) − (k − 2))! = (n − 2)!/(n − k)! entre cualesquiera dos sub-
gráficasSn−1,k−1(i) y Sn−1,k−1(j). �

Del resultado anterior haremos la siguiente observación: seaSn,k una gráfi-
ca (n, k)-estrella. El resultado se aplica a gráficasSn,k que contengan entre sus
subgráficask-aristas. Es decir, sik = 1, por la definición 2.1, esta gráfica sólo
contiene1-aristas y no hay en ellask-aristas.

Dado que no existe una forma única para respresentar una gráfica, es necesario
encontrar, en la medida de lo posible, la mejor representación gráfica de ésta para
su estudio. En nuestro caso particular, por el lema anterior, la gráficaSn,k puede
representarse gráficamente por la unión, entre sus subgráficas, por medio dek-a-
ristas dentro del intervalo de 2 hastak, para los casos que aplique. Sin embargo,
como se verá en la sección siguiente, se puede usar la estructura de una gráfi-
ca completa para facilitar su construcción. De hecho, la gráficasSn,k del primer
renglón del diagrama anterior son todas gráficas completas.

Además, la diagonal inferior del diagrama corresponde con las gráficas iso-
morfas a la redn-estrella. Es patente, por tanto, que la(n, k)-estrella posee una
escalabilidad superior a ésta última. Si mantenemos fijon siempre obtendremos
n− 1 variantes de la gráficaSn,k.

Gracias a esta estructura jeráquica de la gráfica(n, k)-estrella podemos reali-
zar descomposiciones y explotar esta propiedad en los algoritmos de enrutamiento
y comunicación, que revisaremos en el siguiente capı́tulo.

3.2. Isomorfismo enSn,k

Analizaremos en la gráfica(n, k)-estrella el concepto de isomorfismo; éste
pretende captar la idea de poseer la misma estructura o forma. Se establecen re-
laciones isomorfas entre las gráficas, o bien dadas por la descomposición de la
misma, o debido a poseer la misma estructura que otra gráfica conocida.
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Lema 3.3. La gráfica(n, k)-estrellaSn,n−1 es isomorfa a la gráfican-estrellaSn

[15].

Demostración.Para probar queSn,n−1 y Sn son isomorfas, es necesario quitar el
último sı́mbolo de todos los nodos deSn, luego entonces, obtendremos una
Sn,n−1 que cumple la definición 2.1. Para probar que existe el isomorfismo,
definimos una biyecciónM2 de los nodos deSn a los nodos deSn,n−1 dada
por:

M2(p1p2 . . . pn−1pn) = p1p2 . . . pn−1

para un nodop = p1p2 . . . pn−1pn deSn

Además,M2 preserva adyacencias. Seanp y q dos nodos adyacentes por una
i-arista enSn. Si 2 ≤ i ≤ n− 1 entoncesM2(p) y M2(q) serán adyacentes
con unai-arista enSn,n−1; por otra parte, sii = n ocurre queM2(p) yM2(q)
serán adyacentes con una1-arista enSn,n−1. Por lo tantoSn,n−1 y Sn son
isomorfas gracias a la función de biyecciónM2. �

En la definición 2.1 se especifica cómo construir una(n, k)-estrella, sin em-
bargo haremos uso de una definición alternativa (ligeramente diferente) que per-
mitirá realizar algunas observaciones importantes sobre la gráfica(n, k)-estrella,
además que nos servirán para las siguientes propiedades y resultados.

Definición 3.2 (Gráfica (n, k)-estrella). La gráficaSn,k, con 1 ≤ k ≤ n, es-
tará regida por dos parámetrosn y k. El conjunto de vértices deSn,k consiste de
todas las permutaciones dek elementos elegidos del conjunto base{1, 2, . . . , n}.
Dos vérticesp1, p2, . . . , pk y q1, q2, . . . , qk serán adyacentes si ocurre que:

1. si existe unar en el intervalo2 ≤ r ≤ k tal quep1 = qr, pr = q1 y pi = qi
parai ∈ {1, 2, . . . , k} − {1, r} y,

2. pi = qi parai ∈ {2, . . . , k}, conp1 6= q1 [14].

Comparando las dos definiciones podemos hacer algunas observaciones im-
portantes. Dado un vérticep1, p2, . . . , pn en la gráfica, por la regla1, tendrák − 1
vecinos generados por el intercambio dep1 conpi para2 ≤ i ≤ k. Este mismo
vértice, vı́a la regla2, tendrán−k vecinos generados por el intercambio dep1 con
cada elemento en{1, 2, . . . , n} − {p1, p2, . . . , pk}. La regla 1 también es la regla
para determinar lak dimensión de la gráfica(n, k)-estrella.
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Lema 3.4. La gráficaSn,1 es isomorfa a la gráfica completaKn [13]

Demostración.Para demostrar la existencia del isomorfismo es necesario hacer
algunas observaciones sobre estas dos topologı́as.

Recordemos que la gráfica completaKn poseen vértices incidentes todos
entre sı́, de tal manera que el gradoδ(v) de un nodov cualquiera esn− 1.

Por otra parte, por la definición 3.2, un nodo en la gráficaSn,1 será igual a
p = pi, con1 ≤ i ≤ n; pues son las permutaciones den elementos tomados
de uno en uno. Es decir, un nodop = p1, p2, . . . , pk cualquiera serápi pues
k = 1 y las permutaciones dePn,1 = n.

Definimos una biyecciónM3 de los nodos deSn,1 aKn dada por:

M3(pi) = ki para un nodop = pi deSn,1, con1 ≤ i ≤ n.

La funciónM3 preserva adyacencias. La regla uno nos indica que un nodo
p tienek− 1 vecinos; sin embargo, la gráficaSn,1 no posee vecinos vı́a esta
regla, puesk = 1. Por la regla dos, sabemos que un nodop tendrán − k
vecinos, es decir, existiránn− 1 vecinos en la gráficaSn,1. Todos losn− 1
vecinos serán adyacentes, pero no entre sı́. Por lo que,p y q dos nodos
adyacentes enSn,1 serán adyacentes vı́a la funciónM3(p) y M3(q) enKn.
Por lo tanto, la gráficaSn,1 es isomorfa a la gráfica completaKn. �

Los siguientes resultados describen otras propiedades elementales de la topo-
logı́a(n, k)-estrella.

Teorema 3.1.Sea{p2, p3, . . . , pk} ⊂ 〈n〉. SeaG la subgráfica deSn,k inducida
por los vértices de la formaqp2 . . . pk dondeq ∈ 〈n〉 − {p2, p3, . . . , pk}. Entonces
G es isomorfa aKn−k+1 la gráfica completa den− k + 1 vértices [14].

Teorema 3.2.Sea{p1, p2, . . . , pk} ⊂ 〈n〉, con k ≥ 3. SeaG la subgráfica de
Sn,k inducida por los vértices cuyas etiquetas son las permutacionesp1, p2, . . . , pk.
EntoncesG es isomorfa a la gráficaSk [14].

El siguiente resultado fue estudiado previamente en este trabajo, sin embargo
resulta útil mencionarlo.

Teorema 3.3.SeaG la subgráfica deSn,k, conk ≥ 2 inducida por los vértices
cuyas etiquetas contengan el mismo sı́mbolo en lak-ésima posición. EntoncesG
es isomorfa aSn−1,k−1 [14].
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3.3. Simetŕıa en(n, k)-Estrella

Por ser red de interconexión, la gráfica(n, k)-estrella posee una correspon-
dencia recı́proca en la disposición de sus nodos y aristas. Cuando una gráfica es
simétrica por vértices se verá igual desde cualquier vértice, por otro lado, si es
simétrica por aristas desde cualquier arista se verá igual. En la presente sección
estudiaremos la disposición de los nodos y aristas en la red(n, k)-estrella.

La simetrı́a juega un papel importante en el equilibrio de la carga de trabajo
de la red y el enrutamiento. Esto puede simplificar el enrutamiento, ya que todos
los nodos comparten el mismo itinerario de la red, por lo cual se pueden usar las
direcciones de la ruta con respecto a la posición relativa. Por otro lado, al ser la
red simétrica por aristas, permite mejorar el equilibrio de carga de trabajo de la
red, pues no hay razón de favorecer la comunicación por medio de una arista sobre
otra.

Definición 3.3 (Gráfica simétrica por nodos). SeaG una gráfica, se dice que
es simétrica por nodos si y sólo si para cualquier par de nodosu y v existe un
automorfismo de la gráfica que mapeau env [16].

Definición 3.4 (Gráfica simétrica por aristas). SeaG una gráfica, se dice que
es simétrica por aristas si y sólo si para cualesquiera par de aristasx ey, existe un
automorfismo de la gráfica que mapeax eny [16].

Tales propiedades de simetrı́a en una gráficaG son muy importantes para una
red de interconexión. Por ejemplo, una gráfica simétrica por nodos permite ver a
todos los procesadores sin distinción alguna. Además, una gráfica simétrica por
nodos o por aristas, minı́miza la congestión de los vértices o las aristas cuando se
enrutan los mensajes en la gráfica.

Teorema 3.4.La gráfica(n, k)-estrella es simétrica por nodos [15].

Demostración.Es necesario demostrar que para dos nodos cualesquiera en la grá-
fica Sn,k existe un automorfismo que mapea un nodo en el otro. Usaremos
una función auxiliar que permitirá aplicar un mapeo inyectivo sobre todas
lask-permutaciones den. Seanp = p1p2 . . . pk y q = q1q2 . . . qk dos nodos
enSn,k; seanP = {p1, p2, . . . , pk} y Q = {q1, q2, . . . , qk}.

Se tiene que|P | = |Q| entonces:

|Q− P | = |Q| − |P ∩Q| = |P | − |P ∩Q| = |P −Q|.

Ahora, definimos una función biyectivaµ1 en〈n〉:
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µ1(pi) = qi para1 ≤ i ≤ k, es decir, parapi ∈ P ;

µ1(x) = y, un mapeo biyectiva parax ∈ Q− P y y ∈ P −Q.

µ1(z) = z, paraz ∈ 〈n〉 − P ∪Q.

SeaM1 una función biyectiva enSn,k:

M1(t) = µ1(t1)µ1(t2) . . . µ1(tk) para todat = t1t2 . . . tk enSn,k

Por lo cual,M1 mapea el nodop en el nodoq. Además,M1 es un auto-
morfismo porque si dos nodoss y t son adyacentes enSn,k, entonces sus
imágenesM1(s) y M1(t) estarán conectados por una arista. Es decir, sea
s = s1s2 . . . si . . . sk entoncest serát = sis2 . . . s1 . . . sk (intercambiando
s1 consi lo que generai-vecino) o que ocurra quet = t1s2 . . . si . . . sk, con
t1 ∈ 〈n〉 − {s1|1 ≤ i ≤ k}, es decir, un1-vecino. Consideremos que:

M1(s) = µ1(s1)µ1(s2) . . . µ1(si) . . . µ1(sk)

y
M1(t) = µ1(t1)µ1(s2) . . . µ1(si) . . . µ1(sk)

o
M1(t) = µ1(si)µ1(s2) . . . µ1(s1) . . . µ1(sk),

entoncesM1(s) y M1(t) son adyacentes. Por lo tanto, la gráfica(n, k)-es-
trella es simétrica por nodos. �

Se tiene que no todas las gráficas(n, k)-estrella,Sn,k, son simétricas por aris-
tas. La gráfica(n, k)-estrella posee dos tipos de aristas (las1-aristas y lasi-aris-
tas), esto le impide ser simétrica para cualquier par de aristas enSn,k. Sin embargo,
al poseer estas aristas la(n, k)-estrella, ocurre que son simétricas entre aristas del
mismo tipo. Las siguientes proposiciones lo muestran.

Lema 3.5. Cada1-arista enSn,k es simétrica con cualquier otra1-arista [16].

Demostración.Mostraremos que para cualquier par de1-aristas enSn,k existe un
automorfismo que mapea una arista en otra. Sea(p, q) la 1-arista definida
por p = p1p2 . . . pk y q = q1p2 . . . qk. Sea(r, s) cualquier otra1-arista en
Sn,k dada porr = r1r2 . . . rk y s = s1r2 . . . sk. DefinimosP = {pi|1 ≤ i ≤
k}, R = {ri|1 ≤ i ≤ k} como dos subconjuntos de〈n〉.

Seaµ1 una función biyectiva en〈n〉 dado por:
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(i) µ1(pα) = rα para1 ≤ α ≤ k.

(ii) µ1(q1) = s1, conq1 /∈ P y s1 /∈ R.

(iii) µ1(rx) = py, una función uno a uno para:

rx ∈ R− P ∪ {q1} y py ∈ P − R ∪ {s1}.

Nótese que:

|R−P∪{q1}| = |R|−|P∩R|−1 = |P |−|P∩R|−1 = |P−R∪{s1}|.

(iv) µ1(z) = z paraz ∈ 〈n〉 − P ∪R ∪ {q1}.

SeaM1 una función uno a uno enSn,k definida por:

(i) M1(t) = µ1(t1)µ1(t2) . . . µ1(tk) para todat = t1t2 . . . tk ∈ Sn,k.

Por la funciónM1 se tieneM1(p) = r y M1(q) = s. La funciónM1 es un
automorfismo enSn,k, esto se debe a que si dos nodosu y v son adyacentes
a unai-arista con1 ≤ i ≤ k entoncesM1(u) y M1(v) serán adyacentes con
la i-arista. Por lo tanto, la gráficaSn,k es simétrica por1-aristas. �

Lema 3.6. Cadai-arista enSn,k es simétrica con cualquier otraj-arista [16].

Demostración.Mostraremos que para cualquieri-arista yj-arista enSn,k, con
2 ≤ i, j ≤ k, existe un automorfismo que mapea una arista en otra. Sea
(p, q) la i-arista, definida porp = p1p2 . . . pi . . . pk y q = pip2 . . . p1 . . . qk.
Sea(r, s) la j-arista coni < j en Sn,k dada porr = r1r2 . . . rj . . . rk y
s = rjr2 . . . r1 . . . rk. DefinimosP = {pi|1 ≤ i ≤ k}, R = {ri|1 ≤ i ≤ k}
como dos subconjuntos de〈n〉.

Seaµ2 una función biyectiva en〈n〉 dada por:

(i) µ2(pα) = rα para1 ≤ α ≤ k, conα 6= i y α 6= j.

(ii) µ2(pi) = rj.

(iii) µ2(pj) = ri.

(iv) µ2(rx) = py, una función biyectiva para:

rx ∈ R− P y py ∈ P −R.

Nótese que:

|R− P | = |R| − |P ∩R| = |P | − |P ∩ R| = |P −R|.
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(v) µ2(z) = z paraz ∈ 〈n〉 − P ∪ R.

SeaM2 una función biyectiva enSn,k definida por:

(i) M2(t) = µ2(t1)µ2(t2) . . . µ2(tk) para todat = t1t2 . . . tk enSn,k.

SeaEij una función biyectiva enSn,k definida por:

(i) Eij(t) = t1t2 . . . ti−1tjti+1 . . . tj−1titj+1 . . . tk, para todat = t1t2 . . . tk
enSn,k.

SeaF una función uno a uno definida por la composiciónM2 seguida de
Eij , esto esF = Eij ◦M2 enSn,k. Notamos queF (p) = r y F (q) = s.
Verificamos que la funciónF es un automorfismo enSn,k.

Esto obedece a que si dos nodosu y v son adyacentes por unah-arista
entoncesF (u) y F (v) serán adyacentes por medio de:

a) otrah-arista sih 6= i y h 6= j; o

b) unaj-arista sih = i; o

c) unai-arista sih = j.

Por lo tanto, la gráficaSn,k es simétrica pori-aristas. �

3.4. Tolerancia a fallos

Informalmente, se tiene que la tolerancia a fallos4 es la capacidad de la red
de interconexión para funcionar eficazmente ante la presencia de diversos fallos;
es decir, es la capacidad de la red para llevar a cabo sus tareas (entregar paquetes
entre los nodos no defectuosos de la red) en la presencia de uno o más fallos.

Para un análisis completo de nuestro caso de estudio se considerará la toleran-
cia a fallos de la red, ya que esta propiedad es una medida del desempeño de la
misma [34]. En sistemas de cómputo paralelo con una alta probabilidad de fallar
esta propiedad es una caracterı́stica deseable, dado que permite mantener la inter-
conexión entre los nodos de la red. A este respecto, han sido propuestos diversos
diseños tolerantes a fallos para arquitecturas multiprocesador basados en modelos
teóricos de gráficas. Esto impulsa a tomar decisiones para el diseño de la red. Por

4Se usarátolerancia a falloscomo traducción literal default tolerant.
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ejemplo, si una red en particular sólo tolerara una falla, nose podrı́a usar enruta-
miento simple; ya que ante la presencia de una falla la red podrı́a desconectarse o
desconectar las aristas que inciden en el nodo que falla. Es preferible, por tanto,
que una red se degrade grácilmente ante las fallas, es decir, que el desempeño de
la red se reduzca gradualmente con el número de fallas.

Para muchos sistemas ser tolerante a fallos en un sólo nodo suele ser sufi-
ciente; ya que si la probabilidad de que falle un nodo cualquiera es baja, la de
que se presenten múltiples fallas es extremadamente baja, permitiendo que la red
de interconexión pueda continuar funcionado. Sin embargo, para sistemas de alta
disponibilidad no es suficiente, por lo que los componentes defectuosos deben ser
reemplazados antes de que las fallas se presenten.

Se pueden establecer dos modelos de fallos, a saber, el modelo estático y el
modelo dinámico. El primero supone la existencia de fallos en la red; se conocen
previamente las fallas desde el momento en que arranca el sistema. Se tiene un
conocimiento global y exacto de las fallas en la red. El segundo asume que los fa-
llos pueden aparecer en cualquier momento a lo largo de la operación del sistema.
En este caso, el conocimiento de los fallos puede ser global en toda la red o local
hacia los nodos adyacentes. Sin importar el modelo empleado, en todo momento
nos referimos a fallos permanentes, es decir fallos que permanecen hasta que son
reparados, desestimando aquellos que son transitorios por su naturaleza [35].

Complementariamente a los anteriores modelos de fallos, cabe distinguir el
modelo de fallos individual y el modelo de fallos por bloque. El modelo de fallos
individual supone la aparición de fallos aislados en los nodos o aristas de la red.
Por su parte el modelos de fallos por bloque etiqueta componentes de la red como
fallidos cuando en realidad no lo están. El principal inconveniente de este modelo
es la innecesaria capacidad de procesamiento que demanda.

El empleo de modelos tolerantes a fallos permite que la red de interconexión
siga operando a pesar de la presencia de fallos. Sin embargo, la red continuará con
la operación del sistema hasta que el fallo sea reparado, mientras tanto, el sistema
podrı́a tener un menor rendimiento.

Definimos formalmente la tolerancia a fallos de una red de interconexión.

Definición 3.5 (Tolerancia a fallos). La tolerancia a fallos de una gráficaG se
define como el número máximof tal que si se eliminan cualesquieraf nodos de
G, la subgráfica resultante todavı́a está conectada [15]. Se tiene que es tolerante a
f -fallos siempre quef sea máximo.

Este concepto resulta familiar, ya que está ı́ntimamente relacionado con la
noción de conexidad en Teorı́a de Gráficas, por lo cual puede observarse que la
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tolerancia a fallos es algo menos que conexidad. Si todos los vecinos de un vértice
elegido son eliminados deG entonces el vértice elegido quedará disconexo del
resto de la gráfica. De este modo, la tolerancia a fallos de una gráfica puede ser a
lo sumo deδG− 1, dondeδG es el grado de la gráfica. Una gráfica cuya tolerancia
a fallos es exactamenteδG − 1 se dice que esmáximamente tolerante af -fallos.

Consideremos lo siguiente: dado que varias fallas pueden presentarse, ¿esto
hará que los procesadores se aı́slen entre sı́? o ¿pueden seguir funcionado cohe-
rentemente? Si la red de interconexión es tolerante af -fallos podrán ser elimina-
dosf o menos vértices quef y permanecer conexa. Sin embargo, si ha ocurrido
un fallo las trayectorias entre los vértices que sean generadas mediante un algorit-
mo de enrutamiento permitirán se mantenga la conexión entre los nodos incluso
si una o más rutas fallan, siempre y cuando éstas no sean mayor quef . Por otro
lado, si las fallas se incrementan la red puede partirse de tal manera que no existan
trayectorias entre algunos nodos particulares.

La gráfican-estrella es tolerante a fallos, por está razón pertenece a una familia
de gráficas jerárquicas [13, 1]. La(n, k)-estrella preserva algunas propiedades
de la gráfican-estrella, entre otras el ser máximamente tolerante af -fallos [15].
Se analizará en las siguientes lı́neas como la gráfica(n, k)-estrella actúa ante la
presencia de fallos.

Analicemos el siguiente teorema. Denotaremos la tolerancia a fallos de una
gráficaG cualquiera como:f(G).

Teorema 3.5.La tolerancia a fallos de la gráfica(n, k)-estrella esn− 2 [15].

Demostración.Afirmamos que:

f(Sn,k) ≥ f(Sn−1,k−1) + 1 para2 ≤ k ≤ n.

Demostraremos eso probando que la gráficaSn,k permanece conexa incluso
si f(Sn−1,k−1) + 1 de sus nodos fallan. Consideremos dos casos:

(i) En primer lugar supongamos que todos los nodos defectuosos estarán
contenidos en una subgráfica inducidaSn−1,k−1(i).
Conocemos que la tolerancia a fallos de la subgráficaSn−1,k−1 es
f(Sn−1,k−1), la subgráficaSn−1,k−1(i) podrı́a desconectarse debido a
lasf(Sn−1,k−1) + 1 fallas. Sin embargo, cada nodo no defectuoso de
Sn−1,k−1(i) tiene unak-arista que lo une con otra subgráfica inducida
Sn−1,k−1(j), con j 6= i. Todas las demás subgráficasSn−1,k−1 per-
manecen conexas ya que no tienen fallas. Por lo cual, la gráficaSn,k

permanece conexa.
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(ii) Suponemos que lasf(Sn−1,k−1) + 1 fallas se distribuyen entre más de
una de las subgráficas inducidasSn−1,k−1(i) deSn,k. Dado que hay a
lo másf(Sn−1,k−1) fallas en cualquier subgráfica inducida, cada sub-
gráfica inducidaSn−1,k−1(i) permanece conexa.

Necesitamos probar que para cualesquiera dos de lasn subgráficas
inducidasSn−1,k−1(i) que son, con1 ≤ i ≤ n, permanecerán conexas
entre sı́. Por el lema 3.2, cadaSn−1,k−1(i) tiene(n−2)!/(n−k)! nodos
adyacentes en cada una de las subgráficas inducidasSn−1,k−1(j), con
j 6= i.

Si consideramos cadaSn−1,k−1(i) deSn,k como un hipernodo, enton-
ces la gráfica resultante es una gráfica completa den nodos. Para des-
conectarla tendrı́amos que eliminarn − 1 de sus nodos. Por lo tanto,
si Sn,k se desconecta debido a lasf(Sn−1,k−1) + 1 fallas, entonces:

f(Sn−1,k−1) + 1 ≥ (n− 1)!/(n− k)!

No obstante:

f(Sn−1,k−1) + 1 < δG(Sn−1,k−1) + 1

= (n− 2) + 1 = n− 1 ≤ (n− 1)!/(n− k)!, para2 ≤ k ≤ n,

lo cual no puede ser, ası́ queSn,k permanece conexa.

Basado en lo anterior tenemos la siguientes relaciones:

f(Sn,k) ≥ f(Sn−1,k−1) + 1

y la condición inicial:

f(Sn−k+1,1) = n− k − 1,

ya queSn−k+1,1 es isomorfa a la gráfica completa den− k+1 nodos.

Por consiguiente,f(Sn,k) ≥ n − 2. El grado de unaSn,k esn − 1, lo cual
implica quef(Sn,k) ≤ n− 2. Por lo tanto,f(Sn,k) = n− 2. �

Es necesario mencionar, que algunas redes de interconexión han sido estudia-
das y se han obtenido cotas que nos informan sobre su posible comportamiento
ante la presencia de fallos, sin embargo, esto no quiere decir que no se pueda
encontrar una cota mejor o máxima a las ya dadas. Este es el caso de la gráfica
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(n, k)-estrella. Aunque la cota parece ser poca, no quiere decir que el sistema no
seguirá funcionando, sino más bien, que no se poseerá de ciertas trayectorias que
permitan la comunicación entre los nodos, e incluso puede que no suceda, pues
puede darse el caso de que no sea necesario comunicarse con los nodos que han
fallado En caso contrario, el rendimiento del sistema empeorará.
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Caṕıtulo 4

Algoritmos para la gr áfica
(n, k)-estrella

Los algoritmos paralelos a menudo exigen acciones de comunicación coordi-
nadas que implican múltiples procesos [23]. Basado en las permutaciones de sus
sı́mbolos, la red(n, k)-estrella proporciona a los nodos que la componen canales
de comunicación que serán usados por los algoritmos de enrutamiento y comuni-
cación. Estos algoritmos, hacen uso de las propiedades topológicas de la gráfica
Sn,k; al ser diseñados con estas ideas en mente, permiten alcanzar los objetivos
planteados, a saber, que la red haga uso eficiente de los recursos que dispone.
Para ello, hablaremos de enrutamiento y difusión de la información en la gráfica
(n, k)-estrella.

4.1. Enrutamiento

De acuerdo con Sheng-I Yehet al.en [40], el enrutamiento se refiere al envı́o
de mensajes desde un nodo fuente a un nodo destino a través de algunos nodos
intermedios dentro de la red de interconexión, procurando que la trayectoria de
enrutamiento sea tan corta como sea posible.

El enrutamiento es un mecanismo, realizado por software o por hardware, que
dirige los mensajes entre el procesador origen y el procesador destino durante la
comunicación en una red de interconexión. El modo de enrutar comprende dos
aspectos esenciales: el algoritmo de enrutamiento y el control de flujo en el en-
rutamiento. El algoritmo de enrutamiento efectúa la elección de la trayectorias
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cuando existen varias posibles y gestiona los conflictos que puedan surgir entre
los mensajes que quieren tomar la misma trayectoria. Normalmente se busca un
algoritmo de enrutamiento que sea óptimo, es decir, que conduzca los mensajes
por la trayectoria más corta. El algoritmo de enrutamiento depende de la topologı́a
de la red. El control de flujo se refiere al modo de propagación fı́sica de la infor-
mación. Este material se centrará en el modo de enrutamiento de la información.

En una red de interconexión uno de los principales problemas que encuentra
el enrutamiento es el bloqueo,1 lo que puede llegar a inutilizar la red. Es necesario
elegir modos de enrutamiento y topologı́as que resuelvan estos conflictos antes de
ejecutar una aplicación.

La topologı́a de una red de interconexión está representada por un gráfica en la
que cada nodo ocupa la posición de un procesador y cada enlace ocupa el canal de
comunicación entre dos vértices cualesquiera. Cuando los vértices o aristas de una
red de interconexión fallan, es decir, cuando no es posible acceder a ellos, algunas
trayectorias pueden no estar disponibles y el enrutamiento o la comunicación por
medio de ellas puede necesitar más conexiones o no lograr el envı́o de datos a sus
destinos. Es en esos casos cuando se necesita un enrutamiento tolerante af -fallos
a fin de mantener el rendimiento del sistema. Basándose en la información acerca
de los tipos de errores, el enrutamiento tolerante a fallos puede ser clasificado
como:

Método global: cada procesador en el sistema conoce la ocurrencia de todas
las fallas y la mejor trayectoria posible de un procesador a otro se conoce
desde el principio. Un asunto importante y no trivial es cómo conseguir la
información global.

Método local: cada nodo conoce sólo el estado de sus nodos vecinos y enla-
ces. La trayectoria de enrutamiento entre dos nodos no se conoce con ante-
lación. Este método puede aplicarse por ensayo y error, usando el algoritmo
de búsqueda a profundidad, a fin de encontrar trayectorias óptimas.

Método global limitado. La información acerca de los errores ocurridos
alrededor de los vecinos de un nodo es recopilada y procesada para obtener
una guı́a de la distribución de las fallas ocurridas en el sistema. Esta guı́a
es útil para el enrutamiento, por lo que la longitud de cualquier trayecto-
ria puede ser calculada, caso contrario al método global que se conoce de

1Se definebloqueocomo el conjunto de procesos o hilos de ejecución en un sistema concu-
rrente que compiten por los recursos del sistema o la comunicación necesaria entre ellos.



4.1. Enrutamiento 57

antemano esa longitud. La recopilación de la información no es tan difı́cil
como con el método basado en el conocimiento global de la información
y tampoco hay mucha sobrecarga de mensajes ya que sólo se recopilará la
información necesaria para llevar acabo el proceso.

Es necesario diseñar un algoritmo de enrutamiento simple para enviar men-
sajes de un vértice a otro. En realidad, es conveniente que el algoritmo produzca
una trayectoria de longitud mı́nima entre cualesquiera dos vértices. Sin embargo,
si consideramos que la tolerancia a fallos de la red(n, k)-estrella esf será nece-
sario un algoritmo de enrutamiento tolerante a al menosf -fallos [40]. Es decir, un
algoritmo que ante la presencia def fallos pueda establecer una ruta entre todos
los nodos funcionales [1].

Enrutamiento en la gráfican-estrella

Para facilitar la comprensión de la red de interconexión(n, k)-estrella, revisa-
remos brevemente cómo es que la red de interconexiónn-estrella lleva a cabo el
envı́o de mensajes entre sus nodos. Como sabemos la red de interconexiónn-es-
trella es una atractiva alternativa al hipercubo y un caso particular de la(n, k)-es-
trella. Esta red se compara favorablemente con el hipercubo en varios aspectos.
Por ejemplo, el grado de laSn esn − 1, es decir, sublogarı́tmica en el núme-
ro de nodos de laSn, mientras que un hipercubo conΘ(n!) nodos tiene grado
Θ(log n!) = n logn, es decir, logarı́tmica en el número de nodos [37].

En la gráfican-estrella se etiqueta a cada nodo por una permutación distinta de
n sı́mbolos. Para dos nodos cualesquiera enSn, si la etiqueta del nodopi se puede
obtener a partir del nodopj mediante el intercambio del primer sı́mbolo con otro
sı́mbolo depj , coni 6= j, entonces existe una arista que conecta a estos nodos.

Se sabe que la gráfican-estrella es simétrica por vértices como por aristas. La
simetrı́a por vértices de la gráfican-estrella permite que el enrutamiento entre dos
nodos arbitrarios reduzca el enrutamiento de un nodo arbitrario al nodo identidad,
In = 123 . . . n. Por lo tanto, el diámetroD(Sn) deSn, que es la longitud de la
trayectoria más larga de entre todas las trayectorias más cortas entreIn y todos
los nodos deSn, resulta serD(n) = max{x ∈ V (Sn) : d(x, I)}, donded(x, y)
indica la distancia desde el nodox al nodoy.

A continuación describimos un ejemplo representativo para examinar cómo
enrutar dentro de la red de interconexiónn-estrella. Como se ha señalado, es sufi-
ciente con generar una trayectoria desde una permutación arbitraria a la permuta-
ción identidad, en otras palabras, ordenar la permutación arbitraria hasta obtener la
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permutación identidad. Por ejemplo, considere la permutación64725831 con ocho
sı́mbolos. Emplearemos un algoritmo glotón. Observamos que el sı́mbolo6 en la
primera posición, puede moverse a su posición correcta intercambiando6 con8.
Esto genera la permutación84725631. Una vez más, repetimos el procedimiento
y obtenemos14725638. Ahora estamos atrapados, pues1 se encuentra en la po-
sición correspondiente, la primera. En consecuencia, ahora debemos dar un paso
más para mover1 a cualquier posición no ocupada por un sı́mbolo correcto. En
este caso podrı́amos intercambiar1 con 4, generando la permutación41725638.
Ahora, nuevamente siguiendo con el enfoque anterior obtenemos21745638 y pos-
teriormente12745638. Una vez más, tenemos que realizar un paso adicional para
colocar1 en una posición no ocupada por el sı́mbolo correcto. Por lo tanto, inter-
cambiando1 con7 obtenemos72145638. Volviendo de nuevo al enfoque anterior
obtenemos32145678 y como movimiento final se genera12345678. Nótese que
tomó ocho movimientos ordenar esta permutación. Esto significa que en la gráfica
Sn hemos mostrado una trayectoria de longitud ocho entre64725831 y la permu-
tación identidad.

De este ejemplo representativo, tomemos en cuenta que sólo hay dos reglas
involucradas en la búsqueda de estas trayectorias:

1) si el sı́mbolo1 está en la primera posición, hay que moverlo a cualquier
posición no ocupada por un sı́mbolo correcto, y

2) si el sı́mboloX (cualquier sı́mbolo que no sea1) está en la primera posición,
hay que moverlo a su posición correcta.

No sólo seguir estas reglas asegurarán una trayectoria de longitud mı́nima,
sino que también nos permitirá calcular la longitud de la trayectoria. En [1], se
muestra que este algoritmo siempre encontrará la trayectoria más corta depi a In
enSn.

Sin embargo, es necesario hacer la siguiente observación para alcanzar nues-
tros objetivos. Recordemos que una permutación puede representarse por un con-
junto de ciclos, es decir, conjuntos de sı́mbolos cı́clicamente ordenados con la
propiedad de que la posición deseada por el sı́mbolo en cuestión es la posición
ocupada por el siguiente sı́mbolo en el ciclo. La permutación64725831, conside-
rada anteriormente, consiste de los ciclos(681), (42), (73) y (5). Nótese que un
sı́mbolo en su posición correcta aparece en un ciclo con un único elemento.
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4.1.1. Estructura de ciclo

Antes de presentar el algoritmo de enrutamiento en la red de interconexión
(n, k)-estrella, primero debemos resolver el problema de enrutamiento entre cua-
lesquiera dos nodos de la redSn,k. Para tal fin, haremos uso de un nodo arbitra-
rio p y el nodo identidadIk, es decir, la permutación canónica de los sı́mbolos
1 ≤ i ≤ k. Por otro lado, será necesario definir una estructura de ciclo para
cada etiqueta de cada nodo en la gráfica(n, k)-estrella similar a la ya conocida
estructura cı́clica de permutaciones en la gráfican-estrella.

Dado que una permutación den sı́mbolos puede ser vista como un conjunto
de ciclos ordenados crı́ticamente (véase la subsubsección B.3), se establece que
la posición deseada de cada sı́mbolo en el ciclo sea la que esté ocupada por el
siguiente elemento en el ciclo. Previamente, se define la estructura de la(n, k)-es-
trella similar a lan-estrella. Después, usaremos está representación para describir
un algoritmo de enrutamiento en la gráfica(n, k)-estrella [16].

Para simplificar la exposición, afirmamos que un sı́mbolo que pertenezca a
〈n〉−〈k〉 será un sı́mbolo externo, debido a que no pertenece a la etiqueta de nodo
identidad o nodo destino. En caso contrario, un sı́mbolo que este contendido en
〈k〉 será conocido como sı́mbolo interno, pues pertenece al conjunto de sı́mbolos
del nodo identidad. Salvo que se indique lo contrario, usaremosC ′

i para denotar un
ciclo externo que posee un elemento externo yCi para indicar un ciclo interno que
posee elementos internos. Además,m′

i para representar el número de elementos
en el ciclo externoC ′

i, e igualmentemi para indicar el número de elementos en el
ciclo internoCi.

Sea una permutaciónp = p1p2 . . . pk un nodo enSn,k, dondepi representa el
sı́mbolo en la posicióni del nodo. Si el sı́mboloi está en la posición correcta, es
decir,pi = i, entonces será invariante; ya que durante el proceso de enrutamiento
éste no cambiará de posición. En lo que sigue, omitiremos todos los invariantes
de la estructura de ciclo, ya que no se moverán durante el enrutamiento más corto.

Construiremos la estructura de ciclo de un nodop como sigue:
Primero, para cada sı́mbolo externoxm′

i
en p se construye un ciclo externo

C ′
i = (x1, x2, . . . , xm′

i
), con la particularidad que la posición deseadaxj enp es la

que está en manos dexj+1 para1 ≤ j ≤ m′
i−1, tal que todos losxj son sı́mbolos

internos. Nótese que un ciclo externo puede ser de longitud uno, consistiendo
únicamente de un sı́mbolo externo tal que la posición es requerida por un sı́mbolo
interno sin usar enp. Por otra parte, un ciclo externo no puede contener más de
un sı́mbolo externo en el ciclo, ya que no existe una transposición que los conecte
(no existe un desplazamiento cı́clico que los una). Adicionalmente, para el ciclo
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externoC ′
i definimos el sı́mbolo deseadodi, cuya posición deseada está en manos

del primer elemento del ciclo,x1. Cuando hayamos construido todos los ciclos
externos para cada sı́mbolos externos dep, el resto serán todos ellos sı́mbolos
internos.

Segundo, se construyen todos los ciclos internos para el resto de sı́mbolos,
siguiendo la misma construcción usada para los ciclos de la gráfican-estrella. El
ciclo internoCi = (x1, x2, . . . , xmi

) dep, tendrá la particularidad que la posición
xj+1 enp es deseada porxj para1 ≤ j ≤ mi−1 y la posiciónx1 es la deseada por
xmi

. Para simplificar la exposición, diremos que si existe un ciclo que contenga a
p1, elegiremos ap1 como el primer elemento de ciclo ya que cualquier desplaza-
miento cı́clico de la secuencia de sı́mbolos se permite dentro de cada ciclo.

En la representación cı́clica de un nodop, los ciclos pueden estar en cualquier
colocación. De tal manera que la estructura de ciclo de un nodop conα ciclos
internos yβ ciclos externos puede ser representado como:

C(p) = C1C2 . . . CαC
′
1C

′
2 . . . C

′
β, conβ ≥ 0.

Observemos la estructura de ciclo de gráfica(n, k)-estrella a través de unos
ejemplos.

• Ejemplo. Considere los nodosp = 2968134 y q = 7369824 en la gráficaS9,7.

1. La estructura de ciclo del nodop es:C(p) = C1C
′
1C

′
2 donde los ciclos

sonC1 = (3, 6), C ′
1 = (2, 9, 1) y C ′

2 = (4, 8). Los sı́mbolos deseados
deC ′

1 y C ′
2 sond1 = 5 y d2 = 7, respectivamente.

2. La representación de ciclo del nodoq es:C(q) = C1C
′
1C

′
2 donde los

ciclos sonC1 = (2, 3, 6), C ′
1 = (7, 4, 9) y C ′

2 = (8). Los sı́mbolos
deseados deC ′

1 y C ′
2 sond1 = 1 y d2 = 5, respectivamente.

N

4.1.2. Enrutamiento en la gŕafica (n, k)-estrella

El enrutamiento de un nodo arbitrariop al nodo identidadIk puede lograrse
por el movimiento de los sı́mbolos internos a su posición correcta y el intercam-
bio de los sı́mbolos externos con los sı́mbolos deseados. Es en este momento que
deben corregirse los ciclos deC(p) uno por uno. Sin embargo, si existe un ciclo,
ya sea interno o externo, que contenga ap1, escogeremos ap1 como primer ele-
mento del ciclo y será el primero en corregirse. Además, para reducir la distancia
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de enrutamiento corregiremos el sı́mbolo externo de un cicloexterno (si existe)
mediante el intercambio de éste con el sı́mbolo deseado de cualquier otro ciclo
externo o el intercambio de este con el sı́mbolo correspondiente deseado (en otro
caso).

Gracias a la simetrı́a de la gráficaSn,k, cualquier nodo puede ser mapeado
al nodo identidad por el renombre de sus sı́mbolos. Para el enrutamiento entre
cualesquiera dos nodoss y t, se define una función de renombreM , tal que el nodo
destinot es mapeado en el nodo identidad, es decir,M(t) = Ik. A continuación,
se obtiene que todas las rutas entre los nodoss y t en la gráfica original serán
isomorfas a aquellas entreM(s) y el nodo identidadIk [16].

Sin pérdida de generalidad, asumiremos que el nodo identidad será el nodo
destino para el problema del enrutamiento entre dos nodos de gráficaSn,k.

Definimos el procedimiento para corregir un ciclo interno, denotado porCi =
(x1, x2, . . . , xmi

). Si x1 = p1 movemos inmediatamentex1 a su posición correcta
(que está en manos dex2), mientras quex2 se intercambia a la primera posición.
Entoncesx2 es colocado en su posición correcta (que está en manos dex3); se-
guimos este proceso hasta quexmi−1

esté colocado correctamente. Nótese que
cada elemento de un ciclo, excepto el primer elemento del ciclo, se puede mover
a la primera posición como resultado de la corrección de elementos previos en la
representación de ciclo. Además, sixmi

= 1, su corrección puede considerarse
como resultado de la corrección dexmi−1. Six1 6= p1, requerirá un paso adicional
para llevar ax1 a la primera posición de la etiqueta, dado que un sı́mbolo debe
estar antes en la primera posición para llevar a éste a su posición correcta. Enton-
ces movemosx1, x2, . . . , xmi

a su posición correcta en el mismo orden. De esta
manera, el número de pasos para corregir cada ciclo internoCi de longitudmi,
con1 ≤ i ≤ α, está dado por:

{
mi − 1 si p1 ∈ Ci, y
mi + 1 si p1 /∈ Ci.

Por otro lado, para corregir un ciclo externo dep, movemos los sı́mbolos in-
ternos a sus posiciones correctas empleando un argumento similar al anterior. Sin
embargo, cuando el único sı́mbolo externo está ubicado en la primera posición,
lo intercambiamos con el sı́mbolo deseado de cualquier otro ciclo externo no co-
rregido (si existe) o en otro caso con él mismo. Más precisamente,C ′

s denota la
primera corrección incompleta del ciclo externo.Únicamente cuando todos los ci-
clos externos, aparte deC ′

s, se han corregido completamente, el sı́mbolo externo
en la primera posición es intercambiado conds. A través de esta estrategia todos
los ciclos se corrigen sucesivamente; de forma tal que los pasos adicionales para
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intercambiar el primer elemento de estos ciclos distintos deC ′
s a la primera po-

sición se reducen, por lo que, el número de pasos necesarios para corregir losβ
ciclos externos es:

{
m′ + β − 1 si p1 ∈ C ′

j para algúnj, ó
m′ + β + 1 si p1 /∈ C ′

j ∀j,

dondem′ =
∑β

j=1m
′
j .

Mediante los siguientes ejemplos observaremos como se corrigen los ciclos.

• Ejemplo. Considere los nodosp y q de la gráficaS9,7 usados anteriormente.

1. Primero corregimos los ciclos externos. Para nuestro caso los ciclos
externos son:C ′

1 = (2, 9, 1) y C ′
2 = (4, 8) a lo largo de la trayectoria:

2968134→2 9268134→1 7268134→7 4268137→4

8264137→1 5264137→5 1264537.

Continuando con el procedimiento, el ciclo internoC1 = (3, 6) se
corrige por la trayectoria:

1264537→6 3264517→3 6234517→6 1234567.

2. Considere la corrección del nodoq = 7369824. Siguiendo la estrate-
gia anterior, lo primero que corregimos son los ciclos externos. Para
nuestro caso los ciclos externos son:C ′

1 = (7, 4, 9) y C ′
2 = (8) a lo

largo de la trayectoria:

7369824→7 4369827→4 9364827→1 5364827→5

8364527→1 1364527.

Continuando con el procedimiento, obtenemos los ciclos internos, en
nuestro caso corresponde con:C1 = (3, 6) para ser corregido por la
trayectoria:

1364527→6 2364517→2 3264517→3 6234517→6

1234567.

N
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Nótese que los subı́ndices nos indican la dimensión de la arista que se uti-
lizó en la trayectoria elegida. Y los sı́mbolos finales de cada una de las aristas nos
indican en qué subgráfica inducida nos estamos moviendo, teniendo presente que
existen muchas posibles representaciones de la red.

Si reiteradamente usamos una de las siguiente tres reglas llegaremos al nodo
identidadIk no importa el nodop que escojamos de la gráfica(n, k)-estrella.
Gracias a estas reglas el algoritmo de enrutamiento puede ser descrito:

R1) si el sı́mbolo 1 se encuentra en la primera posición, intercambiamos éste
con cualquier otro sı́mbolo que no esté en su posición correcta,

R2) si el sı́mboloi, con1 < i ≤ k, está en la primera posición, movemos a éste
a su posición correcta o intercambiamos a éste con cualquier otro sı́mbolo
perteneciente a otro ciclo interno y,

R3) si el sı́mbolo externo perteneciente al cicloC ′
1 se encuentra en la primera

posición, entonces intercambiamos éste con el sı́mbolo deseadodj de cual-
quier otro cicloC ′

j no corregido.

De la regla R2, cuando un sı́mbolo interno está en la primera posición, lo
movemos a su posición correcta o lo intercambiamos con cualquier sı́mbolo in-
terno perteneciente a otro ciclo interno. Además, por la regla R3, todos los ciclos
externos distintos al ciclo que contiene ap1 pueden ser corregidos en cualquier
orden. De esta manera, para todo sı́mboloi, 1 ≤ i ≤ n, en la primera posición
tendrá más de una elección para enrutarse. Esta regla es especialmente útil para el
enrutamiento ante la presencia de fallos.

Siguiendo las reglas de enrutamiento antes mencionadas, todos los ciclos se
corrigen consecutivamente, de tal manera que los pasos para intercambiar el pri-
mer elemento de estos ciclos aparte deC ′

1 a la primera posición se reducen.
Desarrollaremos algunos ejemplos mostrando el comportamiento de los con-

ceptos presentados.

• Ejemplo. Considere el nodop = 4635 en la gráficaS7,4 y el nodo identidad
I4 = 1234.

El nodop enviará información al nodo destinoI4, es necesario corregir este
nodo. Primero, encontramos los ciclos del nodop. esC(p) = C ′

1C
′
2 donde

los ciclos sonC ′
1 = (4, 5) y C ′

2 = (6). Los sı́mbolos deseados de cada
ciclo externo son: paraC ′

1, d1 = 1 y paraC ′
2, d2 = 2. Observemos que no
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56343645

6435

4635 1635

26357635

Figura 4.1: Vecinos del nodop = 4635.

contamos con ciclos internos, pero sı́ contamos con un sı́mbolo invariante,
este durante la corrección del nodop no se moverá, el sı́mbolo es3.

Obtenida ya la representación por ciclos del nodop, corregimos primera-
mente los ciclos externos por medio de la trayectoria:

4635→4 5634→1 2634→2 6234→1 1234.

Por no contar con ciclos internos, el procedimiento de corrección termina.
La figura 4.1 muestra los vecinos del nodop y la primer elección de la
trayectoria. N

Consideremos el siguiente ejemplo donde el nodo es un ciclo externo.

• Ejemplo. Considere el nodop = 314 en la gráficaS4,3 y el nodo identidad
I3 = 123.

Corregimos el nodop. Primeramente, representamos al nodop por medio
de la estructura de ciclo; dando como resultado que:C(p) = C ′

1 donde el
ciclo esC ′

1 = (1, 3, 4).

El sı́mbolo deseado del ciclo externoC ′
1, esd1 = 2. Observemos que no

contamos con ciclos internos.

Obtenida la estructura de ciclo del nodop, corregimos primeramente el ciclo
externo por medio de la trayectoria:
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Figura 4.2: Trayectoria más corta entrep = 314 y I3 = 123.

314→3 413→1 213→2 123.

Por no contar con ciclos internos, el procedimiento de corrección termina.
La figura 4.2 muestra la elección de la trayectoria. N

Enrutamiento general

Sin embargo, ¿qué sucede si deseamos enrutar el nodop con el nodoq, con
la salvedad que el nodoq no es el nodo origenIk? En esta sección se describe el
enrutamiento general de la gráfica(n, k)-estrella basándonos en [17].

Como ya sabemos, las trayectorias en la gráfica(n, k)-estrella pueden ser re-
presentadas por ciclos. Afirmamos que el nodo origenp = p1p2 . . . pk y el nodo
q = q1q2 . . . qk contendrán un cicloC = (s1, s2, . . . , sl), dondeC ⊂ {pi | 1 ≤ i ≤
k} y l representa la longitud del ciclo. Un sı́mbolo externo es aquel sı́mbolo sin
usar en la etiqueta del nodo destinoq, en otro caso es un sı́mbolo interno. Si todos
los sı́mbolos deC son sı́mbolos internos deq, diremos queC es un ciclo interno
y lo denotaremos conCi = (s1, s2, . . . , sli). Si el cicloC contiene un sı́mbolo
externo deq diremos que es un ciclo externo. Deberá existir un sı́mbolo deseado
d del sı́mbolosl, donded pertenece aq, uno por cada ciclo externo. Denotaremos
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estos ciclosC conC ′
i = (s1s2 . . . sli). El ı́ndicei indicará la cantidad de ciclos in-

ternos o externos enp. Nótese que no existe más de un sı́mbolo externo por ciclo,
por la construcción misma de la trayectoria.

Para obtener la trayectoria más corta, la regla de enrutamiento sin fallos sigue
el orden de los sı́mbolos contenidos en los ciclos para enrutar el mensaje.

• Ejemplo. Suponga que desea enrutar el nodop = 21745 al nodo destinoq =
14526 contenidos enS7,5.

Los ciclos son:
(

1 4 5 2 6
2 1 7 4 5

)

= C1C
′
1 = (2, 4, 1)(5, 7)

El sı́mbolo deseadod1 = 6. Procedemos a enrutar el nodop al nodoq:

21745→4 41725→2 14725→5 54721→3

74521→1 64521→5 14526.

Sin embargo, para este caso en la gráficaS7,5 no es la única solución posible:

21745→5 51742→3 71542→1 61542→5

21546→4 41526→2 14526.

La longitud de las trayectorias encontradas es seis. N

Consideremos los siguientes ejemplos; nuevamente usaremos las gráficas an-
tes analizadas:

• Ejemplo. Considere enrutar el nodop = 2635 al nodo destinoq = 5634 que
pertenecen a la gráficaS7,4.

Construimos la estructura de ciclo del nodop, sin embargo, nótese que los
nodos comparten dos sı́mbolos que son invariantes durante la obtención de
la trayectoria más corta. No contiene ciclos internos.

(
5 6 3 4
2 6 3 5

)

= C ′
1 = (5, 2)

El sı́mbolo deseadod1 = 4.Procedemos a enrutar el nodop al nodoq.
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56343645

6435

4635 1635

26357635

Figura 4.3: Trayectoria solución deu = 2635 a v = 5634

2635→1 4635→4 5634.

La longitud del cicloC ′
1 es dos. La figura 4.3 muestra la trayectoria más

corta entre los nodosp y q. N

El siguiente ejemplo posee dos posibles trayectorias como solución.

• Ejemplo. Sea la gráficaS4,3 y sean el nodo origenp = 234 y el nodo destino
q = 321 dos nodos contenidos enS4,3.

Obtenemos la estructura de ciclo del nodo origenu:
(

3 2 1
2 3 4

)

= C1C
′
1 = (2, 3)(4) y d1 = 1

Primera trayectoria más corta entre los nodosp y q.

234→2 324→3 423→1 123→3 321.

Segunda trayectoria más corta entre los nodosp y q.

234→3 432→1 132→3 231→2 321.

La longitud de las trayectorias es cuatro. La figura 4.4 muestra las trayecto-
rias solución. La primera de ellas se representa por el color azul, la segunda
por el color amarillo. N
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Figura 4.4: Trayectorias entreu = 234 y v = 321.

4.1.3. Distancia y díametro en la gráfica (n, k)-estrella

Recordemos la definición de distancia.

Definición 4.1(Distancia). La distanciad(u, v) entre los vérticesu y v enV (G)
es la longitud de lauv−trayectoria más corta enG.

El número de ciclosC(p) se representa porc un entero, donde todos los ciclos
externos se consideran como uno sólo en el recuento. Sabemos queα representa
los ciclos internos dep y β los ciclos externos dep. Siβ > 0, entoncesc = α+1;
si β = 0, entoncesc = α. Definimose como el número de elementos externos de
p, es decir, entoncese = β ya que por cada sı́mbolo externo dep se construye un
ciclo externo. Supongamos quem denota el número de sı́mbolos fuera de lugar
de p con respecto al nodo identidadIk, es decir, la cantidad de elementos enp
que no ocupan la posición correcta con respecto al nodo identidad. Se establece la
siguiente relación:

m = Σα
i=1mi + Σβ

j=1m
′
j = Σα

i=1mi +m′.

Ası́ quem representa la suma de todos los elementos de cada ciclo interno
más la suma de todos los elementos de cada ciclo externo, no obstante, al reducir
la expresión tenemos que es igual a la suma de todos los elementos de cada ciclo
interno más el número de pasos requeridos para corregirβ ciclos externos.
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Teorema 4.1.La distanciad(p, Ik) del nodop al nodo identidadIk en la gráfica
Sn,k es:

d(p, Ik) =

{
c +m+ e si p1 = 1,
c +m+ e− 2 si p1 6= 1.

Demostración.Los haremos por casos:

a) Sip1 = 1. No existe un ciclo que contenga ap1.
Ahora bien, siβ = 0, entonces:
d(p, Ik) = Σα

i=1(mi + 1) = α +m = c +m+ e.
Si β > 0, entonces:
d(p, Ik) = Σα

i=1(mi + 1) + {Σβ
i=1(m

′
i + 1) + 1} = α +m+ β + 1 =

c+m+ e.

b) Sip1 6= 1. Existe un ciclo que contiene ap1.
Ahora bien, siβ = 0, entoncesp1 ∈ Cj para algúnj, y
d(p, Ik) = (mj − 1) + {Σα

i=1(mi + 1)− (mj + 1)} =
α+m− 2 = c+m+ e− 2.
Si β > 0 y p1 está enCj para algúnj, entonces
d(p, Ik) = (mj−1)+{Σ

α
i=1(mi+1)−(mj+1)}+{Σβ

i=1(m
′
i+1)+1} =

m+ α + β − 1 = c+m+ e− 2.
Si β > 0 y p1 pertenece aC ′

j para algúnj, se necesita de{Σβ
i=1(m

′
i +

1) − 1} movimientos para corregir todos los ciclos externos dep. De
ahı́ que,
d(p, Ik) = Σα

i=1(mi + 1) + {Σβ
i=1(m

′
i + 1)− 1} =

α+m+ β − 1 = c+m+ e− 2.

�

• Ejemplo. Calcularemos la distancia para nuestros ejemplos antes utilizados.

Para la gráficaS7,4, la distancia entre el nodop = 4635 y el nodo
I4 = 1234 está dada por:

d(p, I4) = c+m+ e− 2 = 1 + 3 + 2− 2 = 4.

Para la gráficaS4,3, la distancia entre el nodop = 314 y el nodoI3 =
123 está dada por:

d(p, I3) = c+m+ e− 2 = 1 + 3 + 1− 2 = 3.
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N

Corolario 4.1. La distanciad(p, In) de un nodop al nodo identidadIn en la grá-
fican-estrella está dada por:

d(p, In) =

{
c+m si p1 = 1,
c+m− 2 si p1 6= 1.

Demostración.Basado en el lema 3.3, la distancia del nodop = p1p2 . . . pn a
In = 12 . . . n en la gráfican-estrellaSn es equivalente a la distancia entre
p′ = p1p2 . . . pn−1 y In−1 = 12 . . . (n − 1) en Sn,n−1. Se tiene que los
siguientes sı́mbolos están asociados ap(p′) con respecto al nodoIn(In−1);
c(c′) indica el número de ciclos,m(m′) indica los sı́mbolos fuera de lugar
y e(e′) indica los sı́mbolos externos. Existen dos posibles escenarios:

i) Parap1 = 1. Si pn = n, entoncesc′ = c, m′ = m y e′ = 0; por
consiguiente:
d(p, In) = d(p′, In−1) = c+m.
Si pn 6= n, sucede quec′ = c, m′ = m − 1 y e′ = 1; de este modo,
d(p, In) = d(p′, In−1) = c+m.

ii) Parap1 6= 1. Si pn = n, entoncesc′ = c, m′ = m y e′ = 0; por
consiguiente
d(p, In) = d(p′, In−1) = c+m− 2.
Si pn 6= n, sucede quec′ = c, m′ = m − 1 y e′ = 1; de este modo,
d(p, In) = d(p′, In−1) = c+m− 2.

Queda entonces demostrado. �

Parte importante del desempeño de una red de interconexión es qué tan costoso
es enviar un mensaje. Una medida del desempeño es el diámetro. Nos permite
darnos una idea de lo que podrı́a pasar.

Teorema 4.2.El diámetroD(Sn,k) deSn,k está dado por:

D(Sn,k) =

{
2k − 1 si 1 ≤ k ≤ ⌊n

2
⌋,

k + ⌊n−1
2
⌋ si ⌊n

2
⌋+ 1 ≤ k ≤ n− 1.

Demostración.Recordemos que el diámetro está dado por:

D(Sn,k) = máx{d(p, q)|p, q ∈ Sn,k}

Consideremos los siguientes dos casos:
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i) Para1 ≤ k ≤ ⌊n
2
⌋. El diámetro se obtiene de una de las siguientes dos

maneras:

i.i) p1 = 1, c = 1, m = k − 1 y e = k − 1; y

i.ii) p1 6= 1, c = 1, m = k y e = k.

Por lo tanto, el diámetro,D(Sn,k) = 2k − 1.

ii) Para⌊n
2
⌋ + 1 ≤ k ≤ n− 1.

ii.i) Si n es impar, el diámetro se obtiene por medio dep1 = 1, c =
(2k − n − 1)/2 + 1, m = k − 1 y e = n − k; por consiguiente,
D(Sn,k) = k + ⌊n−1

2
⌋.

ii.ii) Si n es par, el diámetro se obtiene de las siguientes dos maneras:
1) p1 = 1, c = (2k − n)/2, m = k − 1 y e = n − k; 2) p1 6= 1,
c = (2k − n)/2 + 1, m = k y e = n− k.
Por lo tanto,D(Sn,k) = k + ⌊n−1

2
⌋.

�

Gracias a la relación de isomorfismo que existe entre las topologı́as(n, k)-es-
trella yn-estrella, podemos inferir el diámetro de la gráficaSn.

Corolario 4.2. El diámetroD(Sn) de una gráfican-estrella es⌊3(n−1)
2
⌋.

Demostración.Dado que la gráficaSn es isomorfa aSn,n+1, se tiene que el diáme-
tro D(Sn) = D(Sn,n−1). �

La tabla 4.1 muestra un breve comparativo entre las redes de interconexiónn-
estrella y(n, k)-estrella. Examinamos las propiedades de tamaño, grado y diáme-
tro. El tamaño indica el número de nodos en la gráfica.

4.1.4. Trayectorias disjuntas por nodos

Tanto el diámetro como la distancia entre los nodos de la red, permiten eva-
luar la interconexión de la red. Sin embargo, contar con trayectorias disjuntas por
nodos permite interconectar los nodos de la red a pesar del posible congestiona-
miento o fallo de la red. Un conjunto de trayectorias serán disjuntas por nodos si
los únicos nodos que comparten las trayectorias son el nodo fuente y el nodo des-
tino. Si esto ocurre en la red de interconexión, permitirá acelerar la transferencia
de grandes cantidades de datos y proporciona rutas alternativas en caso de fallos
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Gráficas Tamaño Grado Diámetro
S4,2 12 3 3
S5,2 20 4 3
S4 = S4,3 24 3 4
S6,2 30 5 3
S5,3 60 4 5
S5 = S5,4 120 4 6
S6,3 120 5 5
S6,4 360 5 6
S6 = S6,5 720 5 7
Sn,k, 1 ≤ k ≤ ⌊n

2
⌋ n!

(n−k)!
n− 1 2k − 1

Sn,k, ⌊
n
2
⌋ + 1 ≤ k ≤ n− 2 n!

(n−k)!
n− 1 k + ⌊n−1

2
⌋

Sn = Sn,n−1 n! n− 1 ⌊3n−3
2
⌋

Cuadro 4.1: ComparandoSn y Sn,k

debido a que un nodo o a un enlace fallen en la construcción de la trayectoria.
Podemos decir que el número de tales trayectorias proporciona una medida de
tolerancia a fallos de la red.

SeaSn−1,k−1(i) una subgráfica deSn,k inducida por todos los nodos que po-
seen el mismo último sı́mboloi en su etiqueta, para1 ≤ i ≤ n. Claramente,
Sn−1,k−1(i) y Sn−1,k−1 son isomorfas. Las subgráficas inducidasSn−1,k−1(i) tie-
nen conjuntos disjuntos de vértices y, por lo tanto, forman una partición del con-
junto de nodos de laSn,k.

Revisemos el siguiente lema que relaciona la distancia entre las particiones de
la gráficaSn,k.

Lema 4.1. Dado un nodop ∈ Sn−1,k−1(u), existe un nodoq ∈ Sn−1,k−1(v), para
cadav, 1 ≤ v ≤ n , tal que lad(p, q) ≤ 2, donded(p, q) denota la distancia entre
p y q [16].

Demostración.Consideremos el nodop = p1p2 . . . pk−1u en la gráfica inducida
Sn−1,k−1(u). Siu = v entonces se tiene quep = q y por lo cuald(p, q) = 0.
En otro caso, sip1 = v, entoncesq = up2 . . . pk−1v y por lo cuald(p, q) = 1.
Si pi = v, para algunai, 1 ≤ i ≤ k, entoncesq = up2 . . . p1 . . . pk−1v y
d(p, q) = 2, además, resulta ser una trayectoria dep a q. Por otra parte, si
pi 6= v para todai, con1 ≤ i ≤ k, entoncesq = up2 . . . pk−1v y d(p, q) = 2
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además, la trayectoria dep a q está dada por:
p = p1p2 . . . pk−1u→1 vp2 . . . pk−1u→k q = up2 . . . pk−1v. �

Ahora bien, el siguiente resultado nos indica la cantidad de trayectorias dis-
juntas por nodos y su longitud en la red de interconexión(n, k)-estrella. Este
resultado muestra el desempeño de la red de interconexión ante posibles fallas.

Teorema 4.3.Seans y t dos nodos distintos de la gráficaSn,k, existenn− 1 tra-
yectorias disjuntas por nodos entre ellas mismas y la longitud de estas trayectorias
es a lo másD(Sn,k) + 3, dondeD(Sn,k) es el diámetro de la redSn,k [16].

Demostración.Sin pérdida de generalidad, suponemos ques ∈ Sn−1,k−1(u) y
quet ∈ Sn−1,k−1(v). Definimos la notacións ⇒ t como las trayectorias
entre los nodoss y t generadas por las reglas de enrutamiento. Se probará el
teorema considerando los siguientes dos casos:

i) u = v, es decir,u y v se encuentran en la mismaSn−1,k−1(u).
Haciendo uso del lema 4.3, primero encontramos trayectorias disjun-
tas por nodos de longitud al menos 2 des a si ∈ Sn−1,k−1(i), con
1 ≤ i 6= u ≤ n, y lasn − 1 trayectorias disjuntas por nodos de lon-
gitud al menos 2 det a ti ∈ Sn−1,k−1(i), con1 ≤ i 6= u ≤ v. Sea
Pi denota una trayectoria,s ⇒ si ⇒ ti ⇒ t, dondesi ⇒ ti tiene la
trayectoria más corta entresi y ti. Es decir,si ⇒ ti es una trayecto-
ria de enrutamiento enSn−1,k−1(i). Podemos decir que las trayectorias
Pi, 1 ≤ i 6= u ≤ n, construidas sobre nodos disjuntos, tienen longitud
a lo másD(Sn−1,k−1) + 4 ≤ D(Sn,k) + 3.

ii) u 6= v; es decir,s y t se encuentran en diferentes gráficas inducidas
Sn−1,k−1.

Por un argumento similar al de (i), podemos construir trayectoriasPi

disjuntas por nodos(n − 2): s ⇒ si ⇒ ti ⇒ t coni ∈ 〈n〉 − {u, v}.
Solamente es necesario mostrar cómo se construye la otra trayectoria
disjunta por nodos. Seas = p1p2 . . . pk−1u y t = q1q2 . . . qk−1v. Para
aclarar, asumimos quepk 6= qk−1. Entonces lasn − 1 trayectorias
disjuntas por nodos se construyen como:

Puv : s→ x1 → x2 → x3 ⇒ x5 → x4 → t,

donde el nodox1 tiene av como primer sı́mbolo en su etiqueta, el nodo
x2 está conectado con el nodox1 a través de unak-arista, el nodox3



74 4. Algoritmos para la gráfica(n, k)-estrella

está conectado con el nodox2 a través de(k − 1)-arista, el nodox4

tiene au como primer sı́mbolo , el nodox5 está conectado con el nodo
x4 a través(k − 1)-arista. Además, la trayectoriaPuv está contenida
entreSn−1,k−1(u) y Sn−1,k−1(v), por lo quePuv es otra trayectoria
disjunta por nodos. Nótese que ambos nodosx3 y x5 tiene auv como
sus dos últimos sı́mbolos; esto es,x3 ⇒ x5 están contenidos en una
Sn−2,k−2 como los dos últimos sı́mbolos. Por lo cual, la longitud de
la trayectoriaPuv es a lo másD(Sn−2,k−2) + 5 ≤ D(Sn,k) + 2. Si
pk = qk−1, podemos escoger cualquieri, con 2 ≤ i ≤ (k − 2), y
reemplazark − 1 en el argumento superior coni.

�

Hasta este momento hemos hablado de algunas propiedades topológicas en la
redSn,k. Sin embargo, podemos extendernos a otras. Se dice que la conexidad por
nodos de una redG se define como el mı́nimo número de nodos que al ser remo-
vidos resulta en una gráfica disconexa o trivial. Tomando en cuenta este concepto,
se define el fallo por diámetro.

Definición 4.1(Fallo por di ámetro). El fallo por diámetroDf de una redG con
conexidadκ(G), se define como el diámetro máximo de cualquier red obtenida de
removerκ(G)− 1 nodos en la red.

Los siguientes resultados se obtienen del teorema de Menger.

Corolario 4.3. La conexidad por nodosκ(Sn,k) de la gráfica(n, k)-estrella es
n− 1 [16].

Corolario 4.4. El fallo por diámetroDf(Sn,k) de la gráfica(n, k)-estrella es a lo
másD(Sn,k) + 3 [16].

Para una discusión sobre estos resultados puede consultarse [16].

4.2. Difusión de la información

La comunicación entre los procesadores se lleva a cabo mediante el envı́o de
mensajes a través de los enlaces disponibles en la red de interconexión. En algu-
nas ocasiones necesitamos que todos los procesadores conozcan la misma infor-
mación, digamos el valorx. Para poder llevar a cabo esta tarea es necesario usar
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la operacióndifusión de la informacíon, que es la operación que un procesador
ejecuta al enviar mensajes a otros procesadores, es decir, es un algoritmo que le
provee soporte a la red de interconexión [32]. Esta operación envı́a un paquete a
lo largo de una sola trayectoria, en lugar de transmitir simultáneamente a través
de varias trayectorias [19].

Existen dos posibles esquemas de comunicación entre nodos: el esquema a un
solo puerto2 y el esquema a todo puerto3. El modelo a un solo puerto permite a un
procesador enviar (o recibir) a lo más undatumde longitud fija a (o desde) uno
de sus vecinos en una unidad de tiempo. Por otro parte, en una unidad de tiempo
un procesador puede enviar (o recibir) un datum de longitud fija a (o desde) todos
sus vecinos en el modelo a todo puerto [30].

Sin embargo, ¿cuánto le toma al algoritmo enviar la información? Como suce-
de en algunas redes, si el grado es constante, el tiempo requerido para la difusión
de la información a todos los vecinos es constante. Minimizar esta constante en
otras redes será el principal problema en cuestión.

El problema de la difusión de la información vecinal se define como el envı́o
de un mensaje de tamaño fijo desde un nodo origen a todos sus vecinos donde en
una unidad de tiempo, un nodo puede enviar o recibir exactamente de uno de sus
vecinos un dato de tamaño constante [30]. Por decirlo ası́, se ejecuta un paso del
modelo a todo puerto en un modelo a un sólo puerto.

El siguiente teorema nos indica la cota inferior del problema difusión de la
información vecinal para una red de interconexión con gradod:

Teorema 4.4.Cualquier algoritmo de difusión de la información vecinal en una
red de interconexión con gradod requiereΩ(log d) de tiempo de ejecución [29].

De acuerdo con el teorema anterior podemos llegar a las siguientes conclusio-
nes: para la red de interconexiónSn, el mejor tiempo de ejecución que podemos
obtener eslog(n − 1). Cuando hablamos de laSn,k, el teorema anterior nos di-
ce que el lı́mite inferior para el problema de difusión de la información entre los
nodos de laSn,k también esΩ(log n), ya que el grado deSn,k, esn− 1.

Por otra parte, comparado con la difusión de la información vecinal, el proble-
ma de difusión de la información implica que un vértice desea enviar un mensaje
de tamaño constante a todos los vértices en la red. Para el modelo a un solo puer-
to, el problema de difusión de la información tiene una cota inferior deΩ(logN),
dondeN es el número total de vértices en la red de interconexión.

2Usaremos a un solo puerto como traducción literal desingle-port
3Usaremos a todo puerto como traducción literal deall-port
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Teorema 4.5.Bajo el modelo a un solo puerto, cualquier algoritmo de difusión
de la información en una gráfica conN vértices requiere tiempo de ejecución de
Ω(logN) [29].

Aplicando el teorema anterior nuevamente a las redesn-estrella y(n, k)-es-
trella, se obtiene las siguientes observaciones: dado que laSn tienen! nodos en la
gráfica, el algoritmo óptimo para el problema de difusión de la información en la
n-estrella necesitaO(logn!) = O(n logn) de tiempo [29].

En los últimos años se han desarrollado algoritmos para la difusión de la in-
formación en la redn-estrella; la idea que subyace en estos algoritmos es usar su
estructura, ya que laSn se puede descomponer enn subgráficas inducidasSn−i en
O(logn) de tiempo, el nodo fuente envı́a la información a un nodo en cada una de
lasSn−1(i) subgráficas, donde1 ≤ i ≤ n. Ahora cada subgráfica posee un nodo
con la información. Esta operación se lleva a cabo de forma recursiva para cada
subgráfica.

Recientemente, el problema de difusión de la información en la red de interco-
nexión(n, k)-estrella ha sido estudiado, y se han obtenido algoritmos de tiempo
O(nk). Aplicando el teorema anterior, el lı́mite inferior para este problema en un
solo puerto para laSn,k esΩ(log(n!/(n− k)!)) = Ω(k logn).

No obstante, hasta el momento sólo hemos hablado de un modelo de difusión
de la información, a saber, a un solo puerto. Hablar sobre el problema de difu-
sión de la información en redes de interconexión bajo el modelo de todo puerto,
además del tiempo de ejecución, requiere una consideración adicional: el tráfi-
co, es decir, el número total de mensajes intercambiados. Esto significa que es
deseable minimizar tanto el tiempo como el tráfico. Minimizar el tráfico en la red
implica minimizar la redundancia, es decir, el número de veces que un nodo re-
cibe la misma información. Este problema de difusión de la información ha sido
considerado antes y los algoritmos cuyos tiempos de ejecución son proporcionales
al diámetro de la(n, k)-estrella se han obtenido utilizando árboles de generadores
[33].

Haciendo uso de un esquema general, proponemos lo siguiente: denotemos
a los procesadores porp1, p2, . . . , pn. Para que lospn procesadores conozcan el
valor dex efectuaremos los siguientes pasos:

1) p1 leex y se lo comunica ap2.

2) Paralelamente,p1 y p2 difundenx enp3 y p4 respectivamente.

3) Simultáneamente,p1, p2, p3 y p4 difundenx enp5, p6, p7 y p8 respectiva-
mente, y ası́ sucesivamente.
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Paso 1;
lee el valor enD;
lo almacena en su propia memoria, y;
lo escribe enA(1).;
Paso 2;
for i=1 to maxdo mark i;
for i = 0 to log(n− 1) do in parallel

// en paralelo
for j = 2i + 1 to 2i+1 do

Procesadorpj ;
lee el valor deA(j − 2i);
lo almacena en su propia memoria, y;
lo escribe enA(j).;

end
end

Algoritmo 1: Algoritmo general de difusión de la información

El proceso continúa hasta que todos los procesadores conocen el valor dex.
A medida que el número de procesadores que recibenx se duplica en cada paso,
la difusión dex a todos losn procesadores requierelog n2 pasos. El algoritmo 1
esquemátiza lo antes dicho.

Dicho formalmente, seaD una localidad de memoria en la cual hay un dato
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Figura 4.5: Algoritmo de difusión de la información
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almacenado que losn procesadores en la red necesitan en un momento dado du-
rante la ejecución de un algoritmo. El procedimiento supone la presencia deA un
arreglo de tamañon en memoria. El arreglo inicialmente está vacı́o y es empleado
por el procedimiento como un espacio de trabajo para difundir el contenido deD
entre los procesadores. La posicióni-ésima se denota porA(i).

El funcionamiento del algoritmo de difusión de la información se ilustra en la
figura 4.5, paran = 8 y D = 5. Cuando el algoritmo termina, todos los proce-
sadores han almacenado el valor deD en sus respectivas memorias locales. Dado
que el número de procesadores que ha leı́doD se duplica en cada iteración, el
procedimiento termina enO(logn) de tiempo. El espacio en memoria requiere un
arreglo de longitudn.

Aunque es cierto que este algoritmo general hace el trabajo, para nuestros
propósitos, en las siguientes secciones se planteará un algoritmo que haga uso de
las propiedades de la red de interconexión(n, k)-estrella.

4.2.1. Bajo el modelo de aun solo puerto

Revisaremos la difusión información en la red(n, k)-estrella bajo el modelo
de a un solo puerto en esta sección. Iniciamos revisando la difusión de la informa-
ción vecinal en la gráficaSn,k. Después, estudiamos la difusión de la información
en la gráficaSn,k.

Usaremos la notacióni∗ para representar un nodo cuyo primer sı́mbolo esi,
y análogamente,∗i un nodo cuyo sı́mbolo final esi. Esta notación será útil para
identificar nodos en la red y descomponer la gráficaSn,k en subgráficas.

Difusión de la información vecinal enSn,k

Debido a que la red de interconexión(n, k)-estrella es simétrica por vértices,
sin pérdida de generalidad, el nodo origen es el nodo identidadIk = 123 . . . k.
Para nuestros fines, obtendremos para el nodo identidadIk sus aristas vecinas.
Para el nodoIk, susi-aristas vecinas son:

21345 . . . k
32145 . . . k
42315 . . . k

...
k2345 . . . 1

Ahora bien, para el nodoIk, sus1-aristas vecinas son:
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(k + 1)234 . . . k
(k + 2)234 . . . k

...
n234 . . . k

Partiendo de este desglose general para el nodoIk, el algoritmo se basará en las
siguientes observaciones de las propiedades estructurales que posee la red(n, k)-
estrella. El teorema 3.1 establece la relación existente entre las gráficasSn,k y Kn.
Será necesario la siguiente definición.

Definición 4.2. (Clan) SeaG = (V,A) una gráfica.W es un subconjunto deV
tal que cada vértice deW es adyacente a los demás vértices deW .

Observacíon 4.1.Para cualquierm 6= 1,Sm,1 es un clanKm; es decir, una gráfica
completa de tamañom.

Observacíon 4.2. EnSn,k, para cualesquiera nodosu, v y todas susi-aristas ve-
cinas forman un clanKn−k+1.

Observacíon 4.3. Suponemos quei < j. Para cualesquiera dosi-aristasi ∗ k =
i23 . . . (i−1)1(i+1) . . . k y j ∗k = j23 . . . (j−1)1(j+1) . . . k vecinas del nodo
identidadIk = 12 . . . k que están contenidas en el mismo ciclo de longitud 6 si
ocurre que:

123 . . . i . . . j . . . k ↔
i23 . . . 1 . . . j . . . k ↔
j23 . . . 1 . . . i . . . k ↔
123 . . . j . . . i . . . k ↔
i23 . . . j . . . 1 . . . k ↔
j23 . . . i . . . 1 . . . k ↔

El sı́mbolo↔ representa un enlace (arista) bidireccional entre dos nodos. El
ciclo sólo contienei-aristas. De hecho,la observación anterior también es verda-
dera cuandok + 1 ≤ j ≤ n.

Observacíon 4.4. Para cualquieri-arista i ∗ k = i23 . . . (i − 1)1(i + 1) . . . k
y 1-aristaj ∗ k = j23 . . . k incidentes al nodo identidadIk = 12 . . . k, donde
k + 1 ≤ j ≤ n, que están contenidas en el mismo ciclo de longitud 6 si ocurre
que:
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123 . . . (i− 1)i(i+ 1) . . . k ↔
i23 . . . (i− 1)1(i+ 1) . . . k ↔
j23 . . . (i− 1)1(i+ 1) . . . k ↔
123 . . . (i− 1)j(i+ 1) . . . k ↔
i23 . . . (i− 1)j(i+ 1) . . . k ↔
j23 . . . (i− 1)i(i+ 1) . . . k ↔

Además, el ciclo antes descrito contiene1-aristas ei-aristas.

Observacíon 4.5. Si construimos dos ciclos por medio de las observaciones 4.3
y 4.4 (uno de cada uno) con distintas aristas2 ≤ i1, j1, i2, j2 ≤ n, serán disjuntos
excepto en que compartirán el nodo identidad.

Note que las observaciones 4.3, 4.4 y 4.5 permiten dimensionar el nodo iden-
tidad junto con losn− 1 vecinos como una gráfica completa en el sentido de que
dos nodos estarán conectados por una trayectoria de longitud constante.

Sobre la base de las observaciones anteriores y por cada paso que demos du-
plicamos el número de vecinos con el mensaje. Partiendo de esta idea, usaremos
un conjunto de ciclos disjuntos de tamaño constante para dar un algoritmo simple
de difusión de la información vecinal en la redSn,k.

Inicialmente, el nodo fuente es el único con el mensaje. En un solo paso, envı́a
el mensaje a través del enlace directo a uno de sus vecinos. Ahora, dos nodos
tienen el mensaje y, turnándose, envı́an el mensaje a otros dos vecinos del nodo
fuente de tal manera que el nodo fuente envı́a su mensaje a un vecino en un solo
paso y el vecino que acaba de recibir el mensaje en el paso anterior envı́a el men-
saje a otro vecino del nodo fuente a través de una trayectoria de longitud cuatro
que está contenida en un ciclo de longitud seis. El número de nodos con el mensaje
es ahora cuatro (el nodo fuente y tres de sus vecinos) además, estos cuatro nodos
envı́an el mensaje a otros cuatro vecinos del nodo fuente de la misma manera. Es
decir, los tres vecinos del nodo fuente junto con el mensaje envı́an el mensaje a
otros tres vecinos del nodo fuente por trayectorias disjuntas de longitud cuatro que
están contenidas en tres ciclos disjuntos de longitud seis y el nodo fuente envı́a
su mensaje a un vecino directamente. El algoritmo continúa hasta que todos los
vecinos del nodo de origen reciben el mensaje.

Una posible implementación se da en el algoritmo 2, suponiendo que los veci-
nos de nodo identidad están ordenados de tal manera que213 . . . k es el primero,
321 . . . k es el segundo, y ası́ sucesivamente.
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Difusi ón( n) ;
N = 1 ; // El número actual de nodos con el mensaje

for i = 0 to ⌈log(n
2
)⌉ do

if 1 ≤ n−N ≤ 3 then
OrigenEnv ı́ aM;
stop;

else in parallel
NodoReenv ı́ aM;
N ← 2 ∗N ;

end
end

Algoritmo 2: Difusi ón(n)

El procesoOrigenEnv ı́aM , es la acción que el nodo origen ejecuta al enviar
a los nodos que no han recibido el mensaje por medio de un enlace directo, es
decir, los nodos2i + j, 1 ≤ j ≤ n−N .

Posteriormente, se ejecuta el procesoNodoEnvı́aM , esta acción indica que
cada nodou que posea el mensaje lo envı́e al nodou + 2i. Si el nodou + 2i

existe se le asigna aN ← 2 ∗N . Sin embargo, hemos de decir que el nodo fuente
efectúa esto a través de sus enlaces directos, mientras los demás, por trayectorias
de la forma:u∗ → (u+2i)∗ → 1∗ → u∗ → (u+2i)∗ (un vecino del nodo fuente)
y de longitud 4 contenidas en ciclos disjuntos.

Desde un punto de vista práctico, muchas otras implementaciones también son
posibles desde el nodo fuente y sus vecinos partiendo del supuesto que se tiene
una gráfica completa.

Este algoritmo funciona correctamente debido a que los ciclos de longitud
seis utilizados en el enrutamiento son disjuntos (excepto en el nodo fuente). En
cuanto al tiempo de ejecución, consideramos en primer lugar el caso en quen
mód 2⌊logn⌋ > 3. En este caso, se necesitan⌈log n⌉ pasos, donde cada paso re-
quiere un enrutamiento de longitud cuatro, excepto para el primer paso en el que
el nodo fuente envı́a su mensaje directamente al nodo 2. Ası́,

t(n) = 4⌈log n⌉ − 3

= 4⌈log n⌉ − 4 log 2 + 1

= 4⌈log(n/2)⌉+ 1.



82 4. Algoritmos para la gráfica(n, k)-estrella

El análisis del otro caso es similar, por lo que el tiempo de ejecución es:

t(n) =

{
4⌊log(n/2)⌋+ 1 + x si 1 ≤ x = n mód 2⌊log n⌋ ≤ 3,
4⌈log(n/2)⌉+ 1 en otro caso.

Lo cual esO(logn).
Note que cuandon es relativamente pequeño, es mejor, por simplicidad, que

el nodo fuente envı́e su mensaje a cada uno de susn − 1 vecinos en cada unidad
de tiempo, requiriendon− 1 pasos para alcanzar el objetivo.

Difusión de la información enSn,k

El problema de la difusión de la información ha sido estudiado anteriormente
para la red de interconexión(n, k)-estrella, donde se han obtenido algoritmos con
tiempo de ejecuciónO(kn) [30].

Con el algoritmo que se propone para la difusión de la información vecinal
antes expuesto, la difusión de la información en la(n, k)-estrella se puede hacer
fácilmente. Una vez más, sin pérdida de generalidad, se supone que el nodo iden-
tidadIk requiere transmitir un mensaje. En los siguientes párrafos se describe el
funcionamiento del algoritmo.

Dado quek es igual a 1 y que en general estamos ante la presencia de un
ciclo, ejecutamos el algoritmoAlgoritmoGDI ; esta acción indica la necesidad
de ejecutar un algoritmo general de difusión de la información, para ello, podemos
hacer uso del algoritmo 1 visto anteriormente.

En caso contrario, dado que la red no es un ciclo, haremos uso de una de
las propiedades topológicas de la(n, k)-estrella, a saber, su estructura jerárqui-
ca. Procederemos de la siguiente manera. Definimos un nuevo procedimiento,
OrigenEnviaMV , cuya acción a realizar consiste de enviar el mensaje del nodo
fuente a los vecinos de este. Es necesario recordar, que los vecinos de un nodo
cualquiera en la red(n, k)-estrella están enlazados por medio de1-aristas ei-aris-
tas. Por medio de esos enlaces el procedimientoOrigenEnviaMV se comuni-
cará con los nodos vecinos del nodo origen o fuente. Estos nodos son de la forma:
2 ∗ k, 3 ∗ k, . . . , (k− 1) ∗ k, y k ∗ 1 (todas lasi-aristas vecinas, con2 ≤ i ≤ k) y
de la forma(k+1)∗k, (k+2)∗k, . . ., y n∗k (todas las1-aristas). Al terminar el
proceso todos estos nodos poseen el mensaje. Ahora, mediante el procedimiento
VecinosReenvianMV , los nodos que ya poseen el mensaje reenvı́an el mensa-
je (exceptok∗1) a sus nodos vecinos de dimensiónk, es decir:∗2, ∗3, . . . , ∗n, de
tal manera que todas las subgráficasSn−1,k−1(i) tienen un nodo con el mensaje.
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En este momento volvemos a ejecutar el algoritmo en cada una delas subgráficas
inducidas, hasta abarcar toda la red. Una posible implementación se describe en
el algoritmo 3.

Difusi ón( Sn,k) ;
if k = 1 then // es un ciclo

AlgoritmoGDI ;

else en paralelo
OrigenEnviaMV ;
VecinosReenvianMV ;

En paralelo for 1 ≤ i ≤ n do
Difusi ón( Sn−1,k−1(i)) ;

Algoritmo 3: Difusi ón(Sn,k)

Analizaremos el tiempo de ejecución de este algoritmo.
Seat(n, k) el tiempo de ejecución para la difusión de la información en la

(n, k)-estrella, entonces obtenemost(n) de la siguiente manera:

t(n, k) = C logn + t(n− 1, k − 1)

= C logn + C log(n− 1) + t(n− 2, k − 2)
...

= C logn + C log(n− 1) + . . .+ C log(n− k + 2) + t(n− k + 1, 1)

= C logn + C log(n− 1) + . . .+ C log(n− k + 2)

+C1 log(n− k + 1)

= O(log(n!/(n− k)!))

= O(k log n),

que es óptima en vista del lı́mite inferiorΩ(log(n!/(n− k)!)).
La clave para el algoritmo de difusión de la información es el algoritmo de

difusión de la información vecinal que primero envı́a el mensaje an − 1 vecinos
del nodo fuente que son de la forma2 ∗ k, 3 ∗ k, . . . , (k− 1) ∗ k, k ∗ 1, (k+1) ∗
k, (k+2)∗k, . . . , y n∗k. La idea es que en lugar de empezar con los vecinos del
nodo fuente, estosn − 1 nodos pertenecen a un árbol binario con raı́z en el nodo
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fuente. También vale la pena señalar que existe un árbol binomial con raı́z en el
nodo fuente (para cualquier nodo, debido a la simetrı́a por vértices de la gráfica
n-estrella) que contiene nodos de estas formas [30].

4.2.2. Bajo el modelo atodo puerto

La difusión de la información mediante el modelo a todo puerto en la red de
interconexión(n, k)-estrella ya ha sido considerada y se han desarrollado algo-
ritmos óptimos cuyos tiempos de ejecución son proporcionales al diámetro de la
red; esto se logra utilizando árboles generadores. Presentamos un enfoque distinto
para este problema. Estableceremos el mı́nimo conjunto dominante en la red de
interconexión para transmitir el mensaje a todos los nodos de manera que ningún
nodo reciba el mismo mensaje en más de una ocasión. El tiempo de ejecución es
O(k), que es óptimo y, sin duda, práctico.

Para nuestros propósitos, es necesario definir qué es un conjunto dominante.

Definición 4.3. (Conjunto dominante) SeaG = (V,A) una gráfica. Un conjunto
dominante de vértices enG, es un conjuntoV ′ ⊆ V tal que cada vértice deG
pertenece aV ′ o tiene un vecino enV ′.

Hacemos la siguiente observación:
SeaDn,k el mı́nimo conjunto dominante deSn,k. Dado que la gráfica es una

gráfica regular de gradon − 1, y cada vértice de un mı́nimo conjunto dominante
domina en sı́ mismo y hastan − 1 de sus vecinos, tenemos|Dn,k| ≥ (n!/(n −
k)!)/n, es decir,Dn,k contiene al menos(n− 1)/(n− k)! vértices.

SeaD el conjunto de todos los nodos de la formai∗. Claramente, cualquier
nodo en la gráficaSn,k es adyacente a un nodo de esta forma. Además, el número
de nodos de esta forma es(n− 1)!/((n− 1)− (k − 1))! = (n− 1)!/(n− k)! Por
lo tanto,D es el mı́nimo conjunto dominante de laSn,k.

Con estas ideas presentes, podemos diseñar un algoritmo de difusión de la in-
formación simple bajo el esquema a todo puerto de laSn,k obteniendo el mı́nimo
conjunto dominante de la red. El algoritmo 4 muestra esta opción.

El algoritmo se desempeña de la siguiente manera:
Primeramente, como casos particulares de la ejecución, se define el procedi-

mientoFuenteEnviaMDos cuya acción consiste en que el nodo fuente envı́e el
mensaje a su vecino mediante la arista de dimensión dos, ya quen es igual a 2. En
otro caso, si nos encontramos ante una gráfica completa, se define el procedimien-
to FuenteEnviaMUno , el cual mediante los enlaces de dimensión uno envı́an
el mensaje a todos sus vecinos.
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Algoritmo Difusi ón( Sn,k) ;
if n = 2 then

FuenteEnviaMDos ;

else if k = 1 then
FuenteEnviaMUno ;

else
Difusi ón( Sn−1,k−1(k)) ;
NodoEnviaMK ;
NodoEnviaMT ;

end
Algoritmo 4: Algoritmo de difusión (Sn,k)

Segundo, la difusión de la información tomará una subgráfica inducida por
la dimensiónk-esima. Por medio de ella, el procedimientoNodoEnviaMK lo-
grará que cada nodo de la forma∗k pertenecienteSn,k(k) envı́e su mensaje a su
k∗ vecino a través de lak dimensión. Observamos por tanto, que el conjunto de
nodos de la formak∗ es un mı́nimo conjunto dominante de la red de intercone-
xión. Finalmente, cada nodo en el conjunto dominante envı́a su mensaje a través
de todas las dimensiones, excepto lak-ésima dimensión.

Es fácil observar que mediante el uso del algoritmo, cada nodo recibe el men-
saje exactamente una vez, por lo tanto no hay redundancia de mensajes. En cuanto
al tiempo de ejecución, seat(n, k) es el tiempo necesario para difundir la infor-
mación en la redSn,k, entonces tenemos:

t(n, k) =

{
1 n = 2 o k = 1
t(n− 1, k − 1) + 2 en otro caso.

Resolviendo nos da quet(n, k) = 2k = O(k).
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Conclusiones

En esta tesis se ha estudiado la red de interconexión(n, k)-estrella, que es
una generalización interesante de la redn-estrella, hemos analizado propieda-
des topológicas y algorı́tmicas convenientes de la gráfica y mostrado algoritmos
paralelos que podrı́an funcionar en esta red. La red de interconexiónn-estrella
principió como una elección competitiva ald-cubo, y en el presente trabajo se
mostró que la(n, k)-estrella conserva las mismas propiedades irresistibles de su
predecesora. La mayor parte de la discusión se basó en los artı́culos escritos por
Wei-Kuo Chiangy Rong-Jaye ChengtituladosThe (n, k)-star graph: a genera-
lized star graph[15] y Topological properties of the(n, k)-star graph[16]; sin
dejar de mencionar los siguientes artı́culos que aportaron material significativo:
[1, 14, 30].

En concreto, hemos examinado los siguientes puntos:

los conceptos y las topologı́as básicas sobre redes de interconexión y un
breve comparativo entre éstas,

la estructura jerárquica de la gráfica(n, k)-estrella. Esta propiedad le per-
mite descomponerse enn subgráficasSn−1,k−1(i), 1 ≤ i ≤ n y cada sub-
gráficaSn−1,k−1(i) es isomorfa aSn−1,k−1. Y no sólo eso, sino que existen
k−1 maneras diferentes de descomponer a una gráficaSn,k enn subgráficas
Sn−1,k−1 ajenas por nodos; para2 ≤ i ≤ k y 1 ≤ j ≤ n tales subgráficas
son:Si

n−1,k−1(j),

el isomorfismo de las gráficasn-estrella y(n, k)-estrella. Además se enfa-
tizó que la gráfica(n, k)-estrellaSn,n−1 es isomorfa a la gráfican-estrella
Sn y la gráficaSn,1 es isomorfa a la gráfica completaKn,

la simetrı́a de la gráfica(n, k)-estrella. Afirmamos que la gráfica(n, k)-es-
trella es simétrica por nodos y, sin embargo, no es simétrica por aristas. No
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obstante, la gráfica es simétrica con1-aristas ei-aristas,

la tolerancia a fallos de la gráfica(n, k)-estrella. Descubrimos que la gráfica
es tolerante a fallos. En concreto, la tolerancia a fallos de la gráfica(n, k)-
estrella esn− 2,

la estructura de ciclo en la gráfica(n, k)-estrella. El diseño de esta estructura
permite desarrollar un algoritmo de enrutamiento en la gráfica,

la distancia y el diámetro de la red. La distanciad(p, Ik) de un nodop al
nodo identidadIk en la gráfica(n, k)-estrella está dada por:

d(p, Ik) =

{
c+m si p1 = 1,
c+m− 2 si p1 6= 1,

y el diámetroD(Sn,k) deSn,k está dado por:

D(Sn,k) =

{
2k − 1 si 1 ≤ k ≤ ⌊n

2
⌋,

k + ⌊n−1
2
⌋ si ⌊n

2
⌋+ 1 ≤ k ≤ n− 1,

la descomposición de la gráfica(n, k)-estrella en trayectorias disjuntas por
nodos. En particular, la gráficaSn,k se descompone enn−1 trayectorias dis-
juntas por vértices y cada trayectoria tiene longitud conocida deD(Sn,k)+3,

el conjunto dominante. Se describió cómo generar el mı́nimo conjunto do-
minante de la gráficaSn,k,

el desarrollo de algoritmos de enrutamiento y comunicaciónen la red, en
particular hablamos de difusión de la información vecinal. Tal algoritmo
se aplica únicamente bajo el modelo a un solo puerto. Como sabemos, los
algoritmos tienen complejidad computacional óptima,

el diseño de un algoritmo de difusión de la información bajo el modelo a
todo puerto. Este algoritmo se basa en encontrar un mı́nimo conjunto domi-
nante en la red(n, k)-estrella.

Chiang y Cheng en [15], mostraron que con respecto al costo (costo es igual
al diámetro por el grado de un vértice), la(n, k)-estrella es superior a una gráfi-
ca arreglo. Además, como sucede con otras redes de interconexión, laSn,k puede
crecer exponencialmente en sus vértices (con respecto an y k).



89

A través del análisis hecho, hemos supuesto que en una unidad de tiempo,
un procesador puede enviar o recibir un dato desde o hacia uno y sólo uno de
sus vecinos bajo el modelo a un solo puerto. De la misma manera, hemos dicho
que un procesador puede enviar o recibir un dato hacia o desde todos sus vecinos
bajo el modelo a todo puerto. Tomando en cuenta esto, podemos proponer una
clasificación de la red(n, k)-estrella en dos familias de acuerdo al esquema de
difusión de la información que emplee:

1. que en una unidad de tiempo, un procesador que pertenezca a la redSn,k,
sólo pueda transmitir como máximo un mensaje de longitud fija, y

2. que en una unidad de tiempo, un procesador puede transmitir un mensaje de
longitud arbitraria a uno o desde todos sus vecinos en la redSn,k.

En el capı́tulo 4, se estudió cómo difundir la información bajo los modelos a
un solo puerto y a todo puerto dentro de la(n, k)-estrella. Con la excepción del
algoritmo de difusión que utiliza un mı́nimo conjunto dominante para alcanzar la
meta, los algoritmos están diseñados para que la gráficaSn,k se ejecute bajo el
modelo a un solo puerto.

En esta tesis sólo hemos estudiado algunos de los problemas de la red de inter-
conexión(n, k)-estrella, muchos de los problemas relacionados con esta topologı́a
permanecen abiertos. Algunos de estos problemas se describen a continuación:

Queda mucho por investigar sobre cómo la red de interconexi´on (n, k)-es-
trella puede adaptarse a otras redes. El concepto clave esencaje. Si podemos
hacer que otra red de interconexión, ampliamente aceptada, pueda encajar
dentro de la(n, k)-estrella, tanto sus propiedades topológicas y algorı́tmi-
cas, ya desarrolladas, robustecerı́an esta red. Algunas ejemplos de redes co-
nocidas son: árboles binarios completos, hipercubos; y ası́ sucesivamente.

Un problema es mejorar el algoritmo de ordenación en la gráficaSn,k. Por
ejemplo, el algoritmo de ordenación enn-estrella [3] alcanza mejor comple-
jidad de tiempo que los algoritmos desarrollados hasta ahora para la(n, k)-
estrella.

Finalmente, como se muestra en esta tesis, ası́ como en otros trabajos de inves-
tigación acerca de la red(n, k)-estrella, es sabido que esta red es una alternativa
atrayente a la red de interconexiónn-estrella. Sin embargo, aún existen algunos
algoritmos importantes en la gráfica(n, k)-estrella cuyas actuaciones no se co-
rresponden con los algoritmos ya desarrollados para la gráfican-estrella. A pesar
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de ello, las investigaciones recientes sobre la red de interconexión(n, k)-estrella,
exhiben que es una elección competitiva sobre su predecesora; razón por la cual
capta la atención por sus robustas propiedades topológicas y algorı́tmicas.



Apéndice A

Elementos de teoŕıa de gráficas

Presentamos conceptos básicos de Teorı́a de Gráficas utilizados en la exposi-
ción de este texto.

Definición A.1 (Gráfica). Una gráficaG = (V,A) consiste de un par de conjun-
tos:V (G) y A(G). Se tiene queV es un conjunto finito devértices(o nodos) de
la gráfica yA(G) un conjunto de pares de vértices, llamadosaristas( o enlaces)
deG.

Definición A.2 (Adyacencia). Si a = (u, v) es una arista enG se dice que los
vérticesu y v sonadyacentes, o bien, quea incideenu y quea incide env; o bien
queu y v sonvecinos.

Para el caso de las aristas, se tiene que dos aristas seránadyacentesal incidir
en un mismo vértice.

El número de vértices de una gráfica se denominaordeny se denota|V (G)|. El
número de aristas enG se denominatamãnousando la notación|A(G)|. Acorde a
su orden una gráfica será finita o infinita. En nuestro caso hablaremos de gráficas
finitas. LavecindadVG de un vérticev enG es el conjunto de todos los vértices
adyacentes a él, es decir:VG(v) = {u ∈ V (G) | (u, v) ∈ A(G)}.

• Ejemplo. La figura A.1 representa la gráficaG cuyos atributos son:

V (G) = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, los vértices deG,

A(G) = {(1, 5), (2, 5), (3, 4), (5, 7)}, las aristas deG,

a = (1, 5) indica que los vértices 1 y 5 están conectados pora,
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Figura A.1: GráficaG

|V (G)| = 7, |A(G)| = 4, el orden y tamaño deG respectivamente,

NG(5) = {1, 2, 7} es la vecindad de 5.

N

Hablaremos de algunas gráficas que poseen propiedades especiales. Una grá-
fica nula es aquella que no posee vértices ni aristas. Una gráficavaćıa es aquella
que no posee aristas. Una gráficatrivial es la que tiene un vértice y ninguna arista.
Una gráficacompletaes aquella en la que para cualesquiera par de vérticesu, v ∈
V (G) distintos están unidos por una arista, se denota porKn. Se tiene que el
complemento, denotado porGc, de una gráficaG es una gráfica tal que:V (G) =
V (Gc), si a es adyacente ab enG entoncesa no será adyacente ab enGc, y si
a no es adyacente ab enG entoncesa sı́ será adyacente ab enGc, nótese que
G ∪ Gc = Kn. Afirmamos que dos gráficasG1 y G2 serándisjuntassi no tienen
un vértice en común y serán disjuntas por aristas si no poseen una arista en común.
En la figura A.1 tenemos la gráficaG, afirmamos que la arista(3, 4) es disjunta
del vértice6 si cada una de ellas fuera una gráfica.

A continuación exponemos algunas definiciones utilizadas frecuentemente en
el presente trabajo.

Definición A.3 (Grado). SeaG = (V,A) una gráfica yv ∈ V (G). El grado dev,
denotado porδG(v), es el número de aristas deG que inciden env [8].

El grado mı́nimo deG se define como:

δ(G) = mı́n{δ(v) | v ∈ V (G)}.
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El grado máximo deG se define como:

∆(G) = máx{δ(v) | v ∈ V (G)}.

El grado de interconexión de una red es el grado máximo de la red. Para la
gráficaG de la figura A.1 el gradoδG(4) = 1, el grado mı́nimo esδ(G) = 0 y el
grado máximo∆(G) = 3.

Definición A.4 (k-regular). G esk-regular, si para todo vérticev deG se cumple
queδG(v) = k.

Definición A.5 (Subgráfica). Se tiene queG′ = (V ′, A′) es subgráfica deG =
(V,A) si V ′ ⊂ V y A′ ⊂ A y G′ es por sı́ misma una gráfica. Se denota como
G′ ⊂ G, es decir,G contiene aG′.

Si G′ ⊆ G y G′ contiene todas las aristasa = (x, y) ∈ A(G) conx, y ∈ V ′,
entoncesG′ es una subgráfica inducida deG; se dice queV ′ induce o generaG′

enG y se escribeG[V ′].
Si U ⊆ V (G) y es cualquier conjunto de vértices entoncesG[U ] representa la

gráfica enU cuyas aristas son aristas deG con ambos extremos enU .
SeaR un subconjunto no vacı́o deA(G). La subgráfica deG cuyo conjunto

de vértices es el conjunto de aristas cuyos extremos están enR y cuyo conjunto
de aristas esR se conoce como la subgráficaG inducida porR y se representa por
G[U ].

Definición A.6 (Gráfica bipartita ). Se tiene que una gráfica es bipartita si el
conjunto de vérticesG, puede partirse en dos conjuntosV1, V2 (con V (G) =
V1 ∪ V2 y V1 ∩ V2 = ∅)tales que cada arista deG tiene un extremo enV1 y el otro
enV2, de modo que los vértices de la misma partición no pueden ser adyacentes
[42].

Es fácil verificar que la gráficaG de nuestros ejemplos es bipartita. Véase la
figura A.2. Con el color rojo y azul señalamos las particiones de la gráfica.

Definición A.7 (Camino). SeaG una gráfica. Uncaminoes una secuencia finita
no vacı́a de vértices y aristasC = v0a1v1a2v2 . . . akvk tal que para1 ≤ i ≤ k los
extremos deai serán los vérticesvi−1 y vi. Unuv-caminoes un camino del vértice
u al vérticev.
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Figura A.2: Gráfica bipartita

El enterok es lalongituddel caminoC, denotado porl(C). Es decir, la longitud
de unuv-caminoC es igual a la cardinalidad de las aristas que posee. Por otro lado,
se tiene que un paseo enG es un camino que no repite aristas.

Definición A.8(Trayectoria). Una trayectoria es un camino que no repite vértices
en C, es decir,vi 6= vj con i 6= j. Más aún, si existe una trayectoria entre los
vérticesu, v tendremos unauv-trayectoria.

Definición A.9 (Ciclo). Un ciclo C es una trayectoriav0v1v2 . . . vl tal que la
l(C) ≥ 3 y v0 = vl y los vérticesvi, con0 < i < l, son distintos unos de otros.

Definición A.10 (Diferencia). Suponemos queU es un conjunto no vacı́o de
V (G). La subgráfica inducidaG[V \ U ] representado porG − U es la subgrá-
fica que se obtiene deG mediante la eliminación de los vértices enU junto con
sus aristas incidentes.

Suponemos queR es un conjunto no vacı́o deA(G). La subgráfica inducida
deG con conjunto de aristasG[V \ R] representado porG − R es la subgráfica
que se obtiene deG mediante la eliminación de las aristas deR.

Teorema A.1(Menger). SeaG = (V,A) una gráfica yA, B ⊂ V . Se tiene que el
mı́nimo número de vértices que separanA deB enG es igual al número máximo
de trayectorias disjuntasA−B enG.

Definición A.11(Conexa). G es conexa si para cualesquiera dos vértices distintos
u, v existe unauv-trayectoria enG. En otro caso, es disconexa.

Definición A.12 (Conexidad por vértices). Afirmamos queG esk-conexa para
k ∈ N si |V (G)| > k y G−X es conexa para cualquier conjuntoX ⊂ V (G), tal
que|V (X)| < k. En otras palabras, no hay dos vértices deG que estén separados
por menos dek de otros vértices.
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Figura A.3: Gráficas isomorfas por medio deθ

Podemos decir que la conexidad por vértices o simplemente conexidad deG,
denotado porκ(G), es el mı́nimo número de vértices tal que al removerlos resulta
en una gráfica disconexa o trivial.

Definición A.13 (Conexidad por aristas). SeaG una gráfica. Si|V (G)| > 1 y
G − F es conexa para cada conjuntoF ⊂ A(G) de menos del aristas, entonces
G es llamadal-conexa por aristas.

El entero mayorl tal queG esl-conexa es la conexidad por aristaλ(G) deG,
se tiene que es el mı́nimo número de aristas que, al quitarlas deG, resulta en una
gráfica disconexa o trivial.

Definición A.14 (Diámetro). El diámetro de una gráficaG se define como las
distancia máxima entre todo par de vértices enG [8].

Definición A.15 (Isomorfismo). Se tiene queG es isomorfa aH si existe una
función biyectivaf : V (G) → V (H) tal que para{u, v} ⊂ V (G), la arista
uv ∈ A(G)⇔ f(u)f(v) ∈ A(H) [22].

Claramente las gráficas isomorfas tendrán el mismo orden y tamaño. Incluso
se pueden agregar tantas propiedades como se desee.

• Ejemplo. Observe las figuras A.3a y A.3b; se tiene que son isomorfas pues se
establece por la biyección dada porθ:
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θ(v1) = s θ(v5) = w

θ(v2) = t θ(v6) = x

θ(v3) = u θ(v7) = y

θ(v4) = v θ(v8) = z

N

Definición A.16 (Automorfismo). Un automorfismo en una gráficaG es un iso-
morfismo de la gráfica consigo misma [34].

Es decir, un automorfismo deG es una permutación deV (G), esto es, un iso-
morfismo deG enG; como se mencionó, puede considerarse como una permuta-
ción enV , que conserva adyacencias, y que el conjunto de dichas permutaciones
forman un grupoΓ(G), el grupo del automorfismo de G bajo la operación de com-
posición de vértices. Afirmamos que una gráficaG es transitiva por v́ertices, si
para cada par de vérticesu, v ∈ V (G) existe un automorfismo que manda au en
v. Una gráfica serátransitiva por aristassi para cada pare, f ∈ A(G) existe un
automorfismo que mapeae enf .

Definición A.17(Hipergr áfica). Una hipergráficaH es una pareja(V,A) de con-
juntos disjuntos, donde los elementos deA, de cualquier cardinalidad, son subcon-
juntos no vacı́os deV , es decir el conjunto potencia deV [22].

Una hipergráfica es la generalización de un gráfica en la cual una arista puede
conectar cualquier cantidad de vértices. Se tiene queV es el conjunto de vértices
(hipernodos) deH y A será las hiperaristas deH.



Apéndice B

Elementos deálgebra

El objetivo de este anexo es presentar los conceptos básicos deÁlgebra que
son utilizados durante la exposición de los temas tratados en este texto.

B.1. Conjuntos

Se presenta un breve resumen de las nociones de teorı́a de conjuntos que se
emplearán con frecuencia en este texto.

Un conjunto es una colección de objetos bien definida, nombrando los ele-
mentos o miembros del conjunto. El adjetivobien definidosignifica que debe ser
posible determinar si un elemento dado se encuentra en el conjunto bajo escrutinio
o no [42].

SiA denota un conjunto yx es un elemento, a menudo es conveniente escribir:
x ∈ A, como abreviatura de la afirmación de quex es un elemento deA. En caso
contrario se diráx es un elemento que no pertenece al conjuntoA (x /∈ A).

Definición B.1 (Subconjunto). SeanA y B dos conjuntos. Decimos queB es un
subconjunto deA, si cada elemento deB es también un elemento deA.

Usemos la notaciónB ⊂ A siempre queB sea un subconjunto deA. Ası́ pues,
B ⊂ A si y sólo si,x ∈ B implica quex ∈ A. Dos conjuntos son iguales si
contienen los mismos elementos (A = B).

Definición B.2 (Operaciones en conjuntos). SeanA y B dos conjuntos. Las
principales operaciones entre conjuntos son:
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Intersección. A ∩ B = {x|x ∈ A y x ∈ B}.

Unión. A ∪ B = {x|x ∈ A ó x ∈ B}.

El complemento deB respecto deA. A− B = {x ∈ A|x /∈ B}[6].

SeaX el conjunto universal. El complemento deA es: Ac = {x|x ∈
X, x /∈ A}.

Nótese que el complemento del conjunto se define respecto al conjunto uni-
versal del cual se están tomando los conjuntos.

Definición B.3(Vaćıo). Al conjunto que no contiene elementos se le llamavaćıoy
se denota mediante el sı́mbolo∅. SiA y B son conjuntos que no tienen elementos
en común entonces se dice queA y B son ajenos o que no son intersecables.

Se tiene que un par ordenado es el conjunto(a, b) = {{a}, {a, b}}. Este con-
junto contiene dos elementos, los cuales, a su vez, son conjuntos, un elemento es
{a}, el cual contiene aa como único elemento; el otro elemento es el conjunto
{a, b}. Se puede probar que los pares ordenados(a, b) y (a′, b′) son iguales si y
sólo sia = a′ y b = b′, propiedad fundamental de los pares ordenados [41].

Definición B.4 (Producto cartesiano). Si A y B son dos conjuntos, el conjunto
de todos los pares ordenados cuyo primer componente pertenece aA y el segundo
componente pertenece aB recibe el nombre deproducto cartesiano, es decir:

A× B = {(a, b)|a ∈ A y b ∈ B}.

Definición B.5 (Conjunto Potencia). Dado un conjuntoS, el conjunto potencia
P(S) es el conjunto de todos los subconjuntos del conjuntoS.

Si S tienen elementos, entonces su conjunto potencia tiene2n elementos, es
decir, si|S| = n, entonces|P(S)| = 2n [42].

B.2. Funciones

El concepto de función es de gran importancia en las matemáticas. Esto se de-
be a que casi cualquier situación de la vida diaria es susceptible de ser interpretada
como una función.
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Si a cada objeto de un conjunto corresponde un único objeto deun segundo
conjunto, entonces esta correspondencia se llama función y se denota porf . [6,
28].

Definición B.6 (Función). SeanA y B conjuntos (no necesariamente distintos).
Una función deA aB es un conjuntof de pares ordenados enA×B con la pro-
piedad de que si(a, b) y (a, b′) son elementos def , entoncesb = b′. Al conjunto
de todos los elementos deA que pueden aparecer como primeros miembros de los
elementos def se llama dominio def y se denota porD(f). El codominio def es
B. Al conjunto de todos los elementos deB que puedan aparecer como segundos
miembros de los elementos def es llamado rango def , o el conjunto de valores
de f , y es denotado porR(f). En el caso en queD(f) = A, con frecuencia se
dice quef mapeaA enB o es un mapeo, deA enB y se escribef : A→ B.

Si (a, b) es un elemento de una funciónf , entonces es común escribirb = f(a)
o f : a 7→ b en vez de(a, b) ∈ f . Por lo general se hace referencia al elementob
como el valor def en el puntoa, o la imagen def bajo el puntoa [6].

Existe otra manera de visualizar una función como una transformación de una
parte del conjuntoA hacia una parte del conjuntoB. En estos términos, cuando
(a, b) ∈ f , nos imaginamos af como si tomará el elementoa del subconjunto
D(f) deA y lo transformará o mapeará en un elementob = f(a) del subconjunto
R(f) deB.

Definición B.7 (Composicíon). Seaf una función con dominioD(f) en A y
rangoR(f) enB y seag una función con dominioD(g) enB y rangoR(g) enC,
tal queR(f) ⊆ D(g). La composición deg ◦ f es la función desdeA aC dada
por:

g◦f = {(a, c) ∈ A×C| existe un elementob ∈ B tal que(a, b) ∈ f y (b, c) ∈ g}.

Definición B.8 (Función inyectiva). Podemos decir quef es inyectiva, o uno a
uno, si y sólo si las dos relacionesf(a) = b y f(a′) = b implican quea = a′.
Alternativamente,f es inyectiva si y sólo sia, a′ pertenecen alD(f) y a 6= a′,
entoncesf(a) 6= f(a′).

Definición B.9 (Función inversa). Seaf una función con dominioD(f) enA
y rangoR(f) enB. Si g = {(b, a) ∈ B × A : (a, b) ∈ f} entoncesg es una
inyección con dominioD(g) = R(f) en B y rangoR(g) = D(f) en A. La
funcióng se llama función inversa def y se denota porf−1.
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La función inversa se puede interpretar desde el punto de vista de un mapeo.
Si f es inyectiva, mapea distintos elementos deD(f) hacia distintos elementos
deR(f). De tal manera, que cada elementob deR(f) es la imagen def de un
único elementoa enD(f). La función inversaf−1 mapea el elementob hacia este
elemento únicoa.

Definición B.10(Función suprayectiva). Seaf una función. SeaD(f) ⊆ A el
dominio y el rangoR(f) ⊆ B. Se dice quef es suprayectiva, o quef mapea
sobreB, cuando el rangoR(f) = B. Si f es suprayectiva, se puede decir quef
es una suprayección.

Al definir una función es importante especificar el dominio de la función y el
conjunto en el cual se adoptan los valores. Una vez hecho esto se puede averiguar
si la función es o no suprayectiva.

Definición B.11 (Función biyectiva). Seaf una función con dominioD(f) en
A y rangoR(f) enB se dice que es biyectiva si es inyectiva (uno a uno) y si es
suprayectiva (es decir, aplicaD(f) sobreB). Si f es biyectiva, se puede decir que
f es una biyección.

Un conjuntoB es finito si es vacı́o o si hay una biyección con dominioB y
rango en un segmento inicial deN (los números naturales). Si no existe tal función,
el conjunto es infinito. Si hay una biyección deB sobreN, entonces el conjunto
B es numerable (o enumerable). Si un conjunto es finito o es numerable, se dice
que es contable.

Definición B.12 (Función máximo entero). La función máximo entero, deno-
tada por⌊ ⌋, es la función cuyo dominio son los números reales y con regla de
correspondencia:⌊x⌋ tal que, es el máximo entero no mayor ax.

Definición B.13 (Función mı́nimo entero). La función mı́nimo entero, denota-
da por⌈ ⌉, es la función cuyo dominio son los números reales y con regla de
correspondencia:⌈x⌉ tal que, es el mı́nimo entero no inferior ax.

B.3. Combinatoria

El Cálculo Combinatorio prescinde de la cualidades de los objetos, pero no del
orden en que se encuentran los mismos [9]. Primeramente, para nuestros propósi-
tos, se enunciará la definición del factorial de un número.
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Se llama factorial de un númeron, entero y positivo, al producto de los pri-
merosn números naturales consecutivos desde1 hastan, representado porn!.
Formalmente queda:

Definición B.14(Factorial). Sean ∈ Z tal quen ≥ 0. Definimos el factorial de
n, denotado porn!, por inducción, como sigue:

1. 0! = 1

2. n! = (n− 1)!n, n ≥ 1.

La regla del producto se define de la siguiente manera: si una actividad puede
efectuarse enk pasos sucesivos y si el paso 1 puede efectuarse enn1 maneras,
el paso dos puede efectuarse enn2 maneras,..., el pasok puede realizarse denk

maneras, entonces la actividad puede hacerse enn1 · n2 · · ·nk maneras.
Si de un conjuntoA = {a, b, c} se formansubconjuntostomando elementos

dos a dos, el nuevo conjunto se llamaarreglo [36]. Se representa por:A3,2.
De lo anterior se puede establecer la siguiente definición.

Definición B.15 (Arreglos). Los arreglos den objetos son los distintosgrupos
que pueden formarse con ellos, de modo que entrenk de esos objetos en cada
grupo y cada uno de estos se diferencie de los demás o en los elementos (uno por
lo menos) o en el orden de colocación de los mismos.

El número de arreglos den elementos tomados dek en k se representa por
An,k. El ı́ndicen indica el número de elementos de que se dispone; el ı́ndicek, los
elementos que hay en cada grupo. Los arreglos de un orden cualquiera se forman
colocando a la derecha de cada grupo, uno por uno, los elementos restantes que
no entran en el arreglo.

• Ejemplo. Sean los elementosa, b, c y d.

A4,1 = a b c d;

A4,2 = ab ac ad ba bc bd; ca cb cd da db dc;

A4,3 = abc abd acb acd adb adc; bac bad bca bcd bda bdc;

cab cad cba cbd cda cdb; dab dac dba dbc dca dcb;

Éstos son todos. Si a cualquier arreglo de ordenk que exista se le suprime
el último elemento, queda uno de ordenk − 1 que estará ya considerado y
que nos habrá servido en el proceso anterior de formación. N
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El número de componentes delgrupo es menor que el número de elementos
del conjunto original, es decirk < n. En general, el número de arreglos es:

An,k = n(n− 1)(n− 2)(n− 3) . . . (n− k + 1)

Es decir, el número de arreglos de gradok que se pueden formar conn objetos
es igual al producto de tantos factores consecutivos decrecientes, a partir del ı́ndice
n, como unidades tiene el ı́ndicek. El último término puede escribirse como:
[n− (k − 1)].

Una vez aclarado el concepto de factorial. Si se multiplica y divide la fórmula
por (n− k)! tenemos que;

(n− k)! = (n− k)[(n− k)− 1][(n− k)− 2][(n− k)− 3] · · ·3 ∗ 2 ∗ 1
︸ ︷︷ ︸

n−k factores

Entonces puede escribirse:

An,k =
n!

(n− k)!
= n(n− 1)(n− 2)(n− 3) . . . (n− k + 1)

Cuando los arreglos son los grupos que comprenden a todos losn elementos
del conjunto original tomados den en n, entonces se les llama permutaciones.
En otras palabras, si losgruposque se forman importa el orden, no se repiten los
elementos y entran todos los elementos, es una permutación.

Dicho esto, consideremos dos tipos de permutaciones:

Definición B.16(Permutaciones). Las permutaciones den objetos son los distin-
tos grupos que con ellos pueden formarse; de tal modo que en cada grupo entren
todos esos objetos. Se tiene que son los arreglos de esosn objetos tomados den
enn. Sólo pueden diferenciarse unos grupos de otros en el orden de colocación
de sus elementos.

• Ejemplo. Las permutaciones de los elementos,a, b, c son:

abc acb bac bca cab cba

N
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El número de permutaciones se representa por el sı́mboloPn, en el cual el
subı́ndicen indica el número de elementos que dispone el conjunto. Para obtener
las permutacionesPn, basta formar lasAn,n, teniendo presente que en cada grupo
entran todos los elementos.

Si en la fórmula de arreglos:An,k se hacen = k queda como:

An,n =
n!

(n− k)!
= Pn =

n!

(n− n)!
=

n!

0!
= n! ∴ Pn = n!

PermutacionesPn,k

Un arreglo ordenado dek elementos de un conjunto que contienen elementos
distintos recibe el nombre depermutacíon den elementos tomados dek enk y
se denota mediantePn,k dondek ≤ n. Por lo que, una permutación de objetos
implica ordenamiento [42]. En realidad una permutación es un arreglo.

Definición B.17(PermutacionesPn,k). Sean ≥ k. Se denomina a los distintos
grupos formados pork elementos como las permutaciones den elementos toma-
dos dek enk de manera que: no todos los elementos del conjunto original entran
en los grupos formados pork elementos, importa el orden de colocación de cada
uno de los elementos y ningún grupo formado se repite en sus elementos.

La fórmula para calcularlas es:

Pn,k = n(n− 1)(n− 2) · · · (n− k + 1)

=
n!

(n− k)!

El primer elemento de una permutación puede elegirse den maneras en un
conjunto que tienen elementos. Habiendo elegido el primer elemento para la pri-
mera posición de la permutación, el segundo elemento puede elegirse en(n − 1)
maneras, pues son(n − 1) elementos que quedan en el conjunto. Siguiendo la
idea, hay(n − 2) maneras de elegir el tercer elemento, y ası́ en lo sucesivo. Por
último, hayn − (k − 1) = n − k + 1 maneras de elegir elk-ésimo elemento.
Consecuentemente, por la regla del producto, hay:n(n−1)(n−2) · · · (n−k+1)
maneras de elegir losn elementos del conjunto dado.
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Obsérvese que si tomamos las permutaciones deP6,5 = P6,6, es decir, en
general ocurre que:

Pn,n−1 =
n!

[n− (n− 1)]!
Pn,n =

n!

(n− n)!

=
n!

(n− n+ 1)!
=

n!

0!

=
n!

1!
=

n!

1
= n! = n!

∴ Pn,n−1 = Pn,n

Sin embargo, debe aclararse que, cualitativamente, los grupos que se forman
son diferentes. Los grupos del primer miembro contienenn−1 elementos mientras
que los del segundo miembro contienenn elementos en los grupos que se forman.

Cuandok es igual an el número de posibles resultados es todas las diferentes
permutaciones dePn,n = n(n− 1) . . . 1 = n!

Propiedades de las permutaciones

En el cálculo combinatorio y sus numerosas aplicaciones se trabaja constante-
mente con funciones de conjuntos finitos en conjuntos finitos.

• Ejemplo. SeaA el conjunto que consta de los elementos 1,2,3 yB el formado
por las letrasa, b, c, d. Si, como ejemplo, la funciónf : A → B está dada
por: f(1) = a, f(2) = d, f(3) = c, será muy cómoda, en lo que sigue, la
notación:

f =

(
1 2 3
a d c

)

En el primer renglón escribimos todos los elementos del dominio y debajo
de cada uno de ellos todos los elementos de rango que les corresponde según
la función. N

Designaremos de aquı́ en adelante conIn al conjunto de losn primeros núme-
ros naturales, es decir:In = {1, 2, . . . , n}.
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De los elementos deIn formaremos el conjunto de todas las permutaciones
Rn. Una permutación de un conjuntoIn es una función biyectiva deIn enIn.

Una forma de escribir una permutación, digamosσ, consiste en darle un for-
mato de matriz de dos filas, situando en la primera fila los elementos del dominio
y en la segunda las imágenes correspondientes a los elementos (aunque no es ne-
cesario que estén ordenados, se prefiere por comodidad).

Recordemos queRn es el conjunto de todas las permutaciones deIn. Sabemos
que hayn!.

• Ejemplo. Las permutaciones deI3 = {1, 2, 3} son:
(

1 2 3
1 2 3

) (
1 2 3
1 3 2

) (
1 2 3
2 1 3

)

(
1 2 3
2 3 1

) (
1 2 3
3 1 2

) (
1 2 3
3 2 1

)

N

Si σ : In → In es una permutación, acostumbramos escribir:

σ =

(
1 2 3 . . . n

σ(1) σ(2) σ(3) . . . σ(n)

)

Se llama permutaciónidentidada la que permutación en la que sus elemen-
tos se siguen en el orden natural (alfabético si son letras, el de la serie natural
si son números o tiene subı́ndices numéricos). En una permutación cualesquiera
dos elementos forman una inversión si el mayor está antes que el menor, en caso
contrario, no forman una inversión.

Más formalmente,σ(i) y σ(j) forman unainversíon si i < j y σ(i) > σ(j).
Para definir cuando una permutación es par o impar, es útil el concepto de inver-
sión. En la permutación:

σ =

(
1 2 3 4 5 6 7
3 7 1 5 6 2 4

)

Se tiene que los elementos 7 y 1 (del segundo renglón) forman una inversión.
También los elementos 3 y 1; también 6 y 2. En cambio 3 y 7 no forman una
inversión, ni 1 y 5, ni 3 y 6.

Una permutación es declasepar o impar según el número de inversiones que
en ella existan, sea par o impar.
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Ası́ pues, en la permutaciónσ hay 11 inversiones. Obsérvese que para contar
cuántas inversiones hay en una permutación basta contar cuántos números mayo-
res que 1 preceden a 1, cuantos mayores que 2 preceden a 2, etcétera, hastan− 1.
Se dice que una permutación es par si tiene un número par de inversiones y que es
impar si tiene un número impar de inversiones.

Teorema B.1. Si en una permutación se cambian entre si dos elementos, la per-
mutación cambia de clase [18].

Teorema B.2. Entre lasn! permutaciones den elementos la mitad son de clase
par y la otra mitad de clase impar [9].

Transposiciones. Consideremos una permutaciónσ deIn; al transponer (inter-
cambiar) dos de los elementos del segundo renglón se obtiene otra permutación.
Por ejemplo, al transponer 2 y 3 enσ obtenemosτ :

σ =

(
1 2 3 4 5
3 1 4 2 5

)

τ =

(
1 2 3 4 5
2 1 4 3 5

)

;

al transponer 1 y 5 enσ′ obtenemosτ ′:

σ′ =

(
1 2 3 4 5 6 7
3 7 1 5 6 2 4

)

τ ′ =

(
1 2 3 4 5 6 7
3 7 5 1 6 2 4

)

.

En estos casos se tiene que la permutación que resulta se ha obtenido de la per-
mutación dada, mediante una transposición. Las transposiciones afectan la paridad
de una permutación. Al examinar la permutaciónσ′ de arriba y la permutaciónτ ′

obtenida mediante una transposición vemos queσ′ es impar y queτ ′ es par. Al
contar las inversiones de 1 con los demás elementos enσ y enτ observamos que
hay las mismas excepto la del 1 con 5 que enσ′ no forman inversión y enτ ′ sı́.
Todas las demás inversiones son las mismas.

Inversa de una permutación. Seaσ una permutación deIn = {1, 2, . . . , n}, l es
decir una función biyectiva deσ : In → In. Entonces la función inversaσ′ : In →
In es también una función biyectiva, es decir,σ′ es también una permutación.

En otras palabras siσ ∈ Rn entoncesσ′ ∈ Rn también.
Recordemos cómo se define la inversa de una función biyectiva:σ(i) = k si y

solamente siσ′(k) = i.
En particular, si escribimosσ en la forma:

σ =

(
1 2 3 . . . n

σ(1) σ(2) σ(3) . . . σ(n)

)
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entoncesσ′ = es
(

σ(1) σ(2) σ(3) . . . σ(n)
1 2 3 . . . n

)

=

(
1 2 3 . . . n

σ′(1) σ′(2) σ′(3) . . . σ′(n)

)

.

• Ejemplo. Considere la permutaciónσ:

σ =

(
1 2 3 4 5
2 1 4 5 3

)

entonces

σ′ =

(
2 1 4 5 3
1 2 3 4 5

)

=

(
1 2 3 4 5
2 1 5 3 4

)

N

Lo observado anteriormente es cierto en general. Podemos asociar a cada per-
mutaciónσ su inversaσ′, con lo que obtenemos una función deRn aRn.

• Ejemplo. Dado el conjunto ordenado{1, ..., 8} podemos expresar una permuta-
ciónσ sobre éste mediante una matriz de correspondencias:

σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
3 4 5 7 6 1 8 2

)

Es biyectiva pues existeσ−1 de forma queσ◦σ−1 = σI . Para ello, en primer
lugar intercambiamos las filas y reordenamos las columnas, de modo que los
elementos del dominio queden ordenados de forma natural.

σ−1 =

(
3 4 5 7 6 1 8 2
1 2 3 4 5 6 7 8

)

=

(
1 2 3 4 5 6 7 8
6 8 1 2 3 5 4 7

)

σ(σ−1(n)) =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
1 2 3 4 5 6 7 8

)

Observe la representación gráfica de la permutaciónσ que nos muestra los
ciclos de longitud 4 que contiene.

1 3 2 4

6 5 8 7

✲

❄

✲

❄

✻

✛

✻

✛

N
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Un ciclo es una permutación que intercambia cı́clicamente sus elementos y
fija los restantes. Para encontrar un ciclo en una permutación cualquiera usaremos
el siguiente procedimiento:

(i) empezamos con cualquier elemento. Lo escribimos, a su derecha escribimos
su imagen y continuamos hasta que se complete un ciclo,

(ii) escogemos cualquier elemento no contenido en el primero, y repetimos el
paso anterior hasta contemplar el segundo ciclo, y

(iii) el proceso continua hasta que la permutaciónσ quede representada por ci-
clos disjuntos.

• Ejemplo. Usando el ejemplo y aplicando el procedimiento anterior, la permuta-
ción sigmaσ queda expresada por:

σ = (1 3 5 6)(2 4 7 8)

La descomposición en ciclos no es única, tenemos los siguientes resultados
equivalentes:

σ = (1 3 5 6)(2 4 7 8) = (2 4 7 8)(1 3 5 6) = (8 2 4 7)(6 1 3 5)

N

La descomposición canónica de una permutación como producto de ciclos se
obtiene colocando en primer lugar de cada ciclo el número más pequeño del mis-
mo. Posteriormente se procede a la colocación de los ciclos, colocando primero el
ciclo cuyo primer elemento sea menor. Frecuentemente, suelen omitirse los ciclos
de longitud 1.
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máximo, 92

grado máximo, 33
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